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Resumen

En la Tesis se realizo un estudio de sistemas atémico-moleculares de un electréon
en presencia de un campo magnético intenso B < 107 a.u. dentro del marco de la
teoria cudntica no-relativista. Se consider6 la aproximaciéon de Born-Oppenheimer a
orden cero (nicleos infinitamente masivos) y la configuracién paralela (eje molecular
paralelo a la linea del campo magnético). La Tesis consta de dos partes principales:

Parte I

Se predice la existencia de iones atémico-moleculares de uno y dos ntcleos con
contenido de litio (Z = 3) y un electrén. Especificamente se estudié el estado base
ligado de los iones (li,¢€), (li,li,e), (li,a,e) y (li,p,e). Para ello, se utilizaron dos
métodos los cuales se complementan uno al otro: el método variacional y el “método
de malla de Lagrange”. Se demuestra que los sistemas moleculares LiH**, LiHe*"
y Li‘;’Jr pueden existir para campos magnéticos intensos B > 10* a.u. y que el ion
Lij" puede llegar a ser estable para campos magnéticos tipicos de los magnetares
(B ~ 10°% a.u.).

Parte 11

Se establece la existencia de la cadena hidrogenoide H3" en el marco del método
variacional. Se considera el estado base 1o, el cual puede estar presente de manera
metaestable para campos magnéticos B 2 250 a.u. y llega a ser estable ante un
decaimiento Hi"™ — HJ + 2p para B > 5 x 10° a.u.
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Summary

There are studied the one-electron atomic and molecular ions in a presence of a
strong magnetic field B < 107 a.u. in a non-relativistic framework. It is employed
the Born-Oppenheimer approximation of zero order (infinitely massive nuclei) in the
parallel configuration (molecular axis is parallel to the magnetic field). The present
work is divided in two parts:

Part I

The existence of one-electron Li-containing (Z = 3) atomic and molecular ions with
one and two nuclei are predicted. Specifically, we consider the ground state for the
ions (i, e), (li,li,e), (Ii,c, e) and (l7, p, e). The variational and Lagrange-mesh meth-
ods are developed and employed in complement to each other. It is demonstrated
that the molecular systems LiH*", LiHe*" and LiJ" can exist for strong magne-
tic fields B > 10* a.u., and Li5" can even be stable at magnetic fields typical of
magnetars (B ~ 10° a.u.).

Part I1

The existence of the hydrogen chain H3" is established in the framework of the
variational method. It is considered the ground state 1o, . This system can be
present for a strong magnetic fields B 2 250 a.u. in a metastable state and become
stable towards the decay H;™ — HJ + 2p for B > 5 x 10° a.u.
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Introduccion

En 1931, un ano antes que J. Chadwick anunciara el descubrimiento del neutron,
L. Landau propuso la existencia de estrellas altamente compactas: “la densidad de
la materia llega a ser tan grande que los nicleos atomicos estin en contacto cer-
cano formando un nicleo gigante” [1]. A partir de entonces, trabajos tedricos fueron
desarrollados tratando de describir las ecuaciones de estado de tales cuerpos. Con
toda una base tedrica, se encamind un gran esfuerzo en la buisqueda de candidatos
para las estrellas de neutrones [2]. No fue sino hasta 1967 que A. Hewish y J. Bell [3]
estudiando centelleos de fuentes de radio se encontraron con un objeto el cual emitia
pulsos de periodo muy estable: 1.3373012 s. Esta fue la primera estrella de neutro-
nes descubierta. Hoy llamada PSR B1919+21. Este descubrimiento hizo que una
gran cantidad de esfuerzos fueran dirigidos al estudio de estos objetos tan exdticos.
Sus radios tipicos estan entre 5 — 15 Km y su masa es del orden de 1.5 veces la
masa solar, por lo que resultan ser extremadamente densos, comparable y aun ma-
yor que la densidad nuclear. La temperatura en su superficie alcanza valores entre
10° — 10% K (~ 8.617 — 86.17 eV)[] y presentan una atmdsfera muy delgada: unos
10 cm en estrellas de neutrones calientes (~ 3 x 10° K) a unos cuantos milimetros
en una fria (~ 3 x 10° K). Una caracteristica muy importante, es el valor de la
intensidad del campo magnético B, el cual toma valores de entre 10'? — 10'® Gauss.
No obstante, existen algunas estrellas de neutrones joévenes que presentan campos
magnéticos de hasta 10'6 Gauss las cuales son conocidas como magnetares. Siguien-
do los modelos contemporaneos de creacion de estrellas de neutrones, la atmosfera
debe estar compuesta por electrones y algunas particulas pesadas como protones,
particulas «, ntcleos de litio, carbono, oxigeno, etc. Ante tales condiciones, resulta
natural preguntarse si es posible que nuevos sistemas atémicos y/o moleculares pu-
dieran tener estados ligados que bajo condiciones de campo cero no seria posible.
Eventualmente, estudios de sistemas atémico-moleculares en presencia de campos

11eV=1.1604505x10* K



Introduccién

magnéticos intensos, podran darnos informaciéon mas precisa sobre el contenido de
la atmdsfera de las estrellas de neutrones.

El descubrimiento de intensidades de campos magnéticos super-intensos abrié el
campo de estudio de sistemas atémicos y moleculares en medios tan extremos. De los
trabajos pioneros de B. B. Kadomstev y V. S. Kudrayavstev [4] y M. A. Ruderman [5]
acerca de la prediccién cualitativa y de A. V. Turbiner et al [6] como el primer
analisis cuantitativo de la posible existencia del sistema molecular exético H3t para
B > 10! Gauss, al dia de hoy, gran cantidad de trabajos han sido desarrollados
en esta direccion. Recientemente, en el ano 2002, las mediciones del observatorio
espacial de rayos X Chandra indicaron por primera vez la presencia de dos lineas de
absorcion en 0.7keV y 1.4keV en el espectro de la estrella de neutrones 1E1207.4-
5209 [7]. Una explicacién sobre el origen de tales lineas, es la presencia de sistemas
exéticos de un solo electrénf] como Hy, H2", He*, HeH>* y Hej" en la atmésfera de
dicha estrella (ver [9] y [10]).

Al considerar una particula de carga e y masa m, en presencia de un campo magnéti-
co B, esta describe una o6rbita circular con frecuencia w, = eB/m.c (frecuencia
ciclotrénica) en la direccién perpendicular al campo. El tamano de la 6rbita esta
determinado por el radio de Larmor p;, = p,¢/eB, donde p, es la componente trans-
versal del momento de la particula. Desde el punto de vista cuantico estas "drbitas”
corresponden a los niveles de Landau [11] cuya separacion es hw, =~ 11.5768 Bjs ke V.
Bjs es el valor de la intensidad del campo magnético en unidades de 10*2 G, i.e.
By, = B/10'2G. El radio de Larmor resulta p = \/hc/eB = 2.5656 x 10~1°B,' cm.
Si comparamos con el radio de Bohr ay ~ 5.2918 x 10~ cm, vemos que para valores
tipicos de campo magnético en las estrellas de neutrones, Bys = 1, el orbital de
Landau més bajo es menor que el radio de Bohr ag/p ~ 20. Debido a este fuerte
confinamiento en la direccion transversal, los sistemas atomicos se ven fuertemente
deformados, adquiriendo una forma alargada en la direccién del campo magnético.
Para el caso limite de 10'® Gauss, ag/p =~ 2 x 10°.

Para sistemas de un solo electrén en condiciones de campo tan intenso, la fuerza
de Lorentz es la responsable de la dinamica del electrén en la direccién transver-
sal al campo (orbitales de Landau). A diferencia del caso de campos magnéticos
débiles en donde el efecto Zeeman se trata como una perturbacion, en el régimen
de campos intensos, la interacciéon Coulombiana en la direccién transversal, es la
que se considera como una perturbacién. No obstante, la componente paralela a la
direccién del campo magnético de la interaccion Coulombiana, es la responsable del
confinamiento y descripcién del movimiento electronico en esta direccién, asi como
de la creacion de enlaces covalentes con otros atomos dando origen a la formacion

2Un anélisis detallado de los iones moleculares con un solo electrén en campos magnéticos se
presenta en el articulo de revisién []].
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de cadenas moleculares.

En efecto, estudios precisos realizados recientemente indican la posible existencia de
toda una variedad de cadenas moleculares de un electrén en presencia de campos
magnéticos intensos: Hy , H3t, Hit, Hat, ... [12].

Para tener una primera idea sobre el comportamiento de los sistemas en campos
magnéticos muy intensos podemos ver que para B € (10'? — 10'%) Gauss, la razén
ao/p € (20 — 2 x 10°), por lo cual, podemos considerar al sistema como unidimen-
sional. Tomemos por ejemplo, el caso de la molécula més simple: un electrén y dos
nicleos de carga Z cuyo eje esta alineado al campo magnético B. Un modelo clasico
simplificado consiste en colocar al electrén en el punto intermedio entre los nicleos
cargados los cuales estan separados por una distancia R. La energia Coulombiana
de esta configuracién es

4z 22

R * R
Un estado ligado esta caracterizado por tener energia menor que cero Eo < 0. Esta
condicién se cumple si Z < 4. Por ello, parece posible que sistemas de un electron y
dos nucleos cargados, uno de ellos con Z = 3, puedan existir en presencia de campos
magnéticos intensos.

Eeo =

Asi pues, en esta tesis se realiza un estudio en el dominio no relativista del estado
base de sistemas exéticos de dos niicleos y un solo electréon en presencia de un campo
magnético intenso B < 10'% Gauss. Uno de los niicleos corresponde al nticleo de un
atomo de litio (Z = 3) mientras que el otro es un nicleo litio, helio o hidrégeno
(Z = 3,2,1). Se considera la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero, es
decir consideramos a los nicleos como infinitamente masivos.

Generalidades

Al trabajar con sistemas atémicos y/o moleculares conviene utilizar unidades que
resulten mas adecuadas. En nuestro caso, estas son las unidades atomicas. En este
sistema de unidades el radio de Bohr ag, la constante de Planck reducida A, la carga
e y masa del electron m, son todas iguales a la unidad: ag = h = e = m, = 1. La
unidad para intensidades de campo magnético es By = 2.3505 x 10° GaussEL la cual
se obtiene al igualar el tamano de la 6rbita de un electréon en presencia de un campo
magnético (orbital de Landau) con el radio de Bohr ay. Es comin, sin embargo,
considerar a la unidad By como

By = 2.35 x 10° Gauss = 1 a.u.

3Para este valor del campo magnético By, la intensidad del campo del electrén es comparable
al campo interno del 4tomo de hidrégeno.
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Esta es la unidad que adoptaremos. Abreviada como u.a. (unidades atémicas), en
todo el texto nos referiremos a estas como a.u. por “atomic units”.

A pesar de estar considerando intensidades de campos magnéticos de hasta 107 a.u.
aun estamos dentro del régimen de la teoria no-relativista donde la ecuacion de
Schrodinger sigue siendo valida. En una primera aproximacion, al considerar un
sistema hidrogenoide en presencia de un campo magnético intenso, es posible se-
parar el movimiento electrénico en una componente transversal y una paralela a la
direccién de B. Siguiendo el andlisis presentado por Duncan [I3], un electrén en
un campo magnético llega a ser relativista solo para valores de campo magnético
de B ~ 10?% a.u., extremadamente lejos de los campos mds intensos encontrados
en los magnetares y en el universo. Del mismo modo, el movimiento electrénico
longitudinal resulta aun no-relativista para B < 107 a.u.

De manera general, el contenido de esta tesis esta dividida en una introducciéon, dos
partes principales, una conclusion general y una seccién final de cuatro apéndices. En
la primera parte se consideran los sistemas atémico-moleculares de un solo electron
con contenido de litio y consta de tres capitulos y una discusién. Los principales
resultados estan publicados en el articulo I [I4]. En la segunda parte se considera
el estudio de la cadena hidrogenoide H3" y consta de dos capitulos y una discusion.
Algunos resultados estan publicados en el articulo II [I5, [16]. En ambas partes, el
rango de campos magnéticos considerados es de B < 107 a.u.

I.- H Olivares-Pilén, D Baye, A V Turbiner and J C Lépez Vieyra, One-electron
atomic molecular ions containing lithium in a strong magnetic field, Journal
of Physics B 43 (2010) 065702

II.- H Olivares Pilén, El ion molecular exético H3' en un campo magnético intenso,
Revista Mezicana de Fisica 52 (2006) 178-184



Parte 1

Sistemas de un electrén con
contenido de Litio en un campo
magnético






CariTULO 1

Iones Li’", LiH*", LiHe'" y Liy*

Al colocar un sistema atéomico o molecular en presencia de un campo magnético
la nube electrénica del sistema resulta elongada en la direccién del campo [§]. La
direccién transversal se comprime de 20 a 2 x 10° con respecto al radio de Bohr
ap para B € (10° — 107) a.u. Asf, para campos magnéticos intensos, una imagen
electrostatica de este sistema consiste en suponer al sistema como unidimensional.
Tomemos por ejemplo el caso de un electrén y dos niicleos de carga Z; y Z, separados
por una distancia R cuyo eje esta alineado en la direccion del campo magnético. En el
modelo electrostatico colocamos al electrén en un punto intermedio entre los nticleos
(ver Figura . La energia Coulombiana de esta configuracion es

Z Zy Z1 2
+ )
aR (1-a)R R

El pardmetro adimensional a € (0, 1) determina la posicién del electréon sobre el eje
internuclear.

Z,

aR (1—o)R

Figura 1.1: Imagen clasica de un ion molecular con dos ntucleos de carga Z; y Z,.
El electrén se sitia sobre el eje internuclear entre los nicleos.

Estamos interesados en una configuracion de este sistema para el cual Eox < 0, lo
que nos daria una indicacién de su posible existencia. Bajo tal condicion, para un
valor dado de Z;, la funcién Z5(«) es convexa con un minimo en q,;, = 1 —+/1/2;.

7



Tones Li**, LiH%*, LiHe** y Lij*

La condicién que resulta es
Z

(2" -1

En el caso particular de un sistema homonuclear Z; = Z, = Z la desigualdad ([1.1)
nos da la restriccion

Z < 4.

Asi, sin ir a caso limite Z = 4 parece posible que el sistema de un electrén y dos
nucleos con carga Z = 3, pueda existir en presencia de un campo magnético intenso.
Con Z; = 3, la relacion (|1.1]) nos da

2,55,

Esta imagen clasica no es realista en el sentido de que “wuna particula cargada no
puede ser mantenida en equilibrio estable solo por fuerzas electrostdticas” (Teorema
de Earnshaw). Es con la inclusién de una parte dindmica a través de la mecédnica
cuantica que se pueden tener configuraciones estables.

Nuestro objetivo es explorar la posible existencia de sistemas exéticos de un solo
electron y dos nticleos donde al menos uno de ellos corresponde al niicleo del elemento
litio de carga Z = 3. Explicitamente consideraremos tres sistemas moleculares

Lij*,
LiHe*" |
LiH*"

y el ion atémico
Li2+

De manera generalizada los podemos escribir como
Lix(2+ZX)+
donde X representa al niucleo de carga Zx = 0,1, 2,3 unido al nicleo de litio: 0

corresponde al ion atémico Li?>T mientras que 1, 2 y 3 a los nticleos de hidrégeno,
helio y litio, respectivamente.

1.1. El hamiltoniano

Para el estudio de iones con dos nucleos Z; = 3 y Z; = Zx con contenido de litio
en presencia de un campo magnético, se hicieron las siguientes consideraciones:

8



El hamiltoniano

e Se utilizé la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden cero en donde los
nucleos son infinitamente masivos.

e Rotaciones de la molécula alrededor de las lineas de campo magnético incre-
mentan la energia del sistema [§], por ello el eje molecular se toma paralelo a
las lineas de campo (configuracion paralela).

e El eje de la molécula coincide con el eje z de nuestro sistema de referencia y
el origen se escoge en el punto intermedio de los dos ntcleos.

e Para describir al campo magnético homogéneo en la direccion z se emplea el
potencial vectorial en la norma simétrica

A= g(—y,x,O). (1.2)

e La componente del momento angular total en la direccion del campo magnético
L, es una cantidad conservada por lo que las eigenfunciones son proporcionales
a e™?_ Por ello, en el hamiltoniano, el término L,B se puede reemplazar por
su eigenvalor mB. Para el estado base (m = 0) este término es nulo.

e Ya que el espin del electrén solo modifica el nivel de referencia de la energia,
éste no se toma en cuenta.

Tomando en cuenta los puntos anteriores, el hamiltoniano es

- 2Z 22, 221 Z. Bp?
H=-A-222 222 2=, g 20 (1.3)
T T2 R 4

donde 71 2 = |1 2| es la distancia entre el electrén y los nicleos Z; y Z,, respectiva-
mente (ver Figura[l.2)). R es la distancia internuclear y p* = x? + 3.

El hamiltoniano (1.3)) con Z; = 3y 2, = 1,2, 3 describe los sistemas LiH**, LiHe*"
y Li5", respectivamente. El caso Z, = 0, se reduce al ion atémico Lij" con r; =7
que es la distancia entre en nticleo de litio y el electrén.



Tones Li**, LiH%*, LiHe** y Lij*

—e
[ ]
/ \
I
R y/
& ; @ -

Z= 3 —_— Z

B

Figura 1.2: Representacion esquematica del ion molecular con contenido de litio en
presencia de un campo magnético B paralelo al eje molecular. El centro de carga
Z; = 3 corresponde al nicleo de litio. Z5 es una representacion genérica para un
protén (2, = 1), una particula a (25 = 2) y un nucleo de litio (25 = 3). R es la
distancia internuclear.

10



CAPfTULO 2 I

Métodos

Como ocurre con la mayoria de problemas, en este caso, no es posible obtener una
solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger para el hamiltoniano . Por ello
hacemos uso de dos métodos aproximados: el método variacional y el método de
malla de Lagrange. El primero de ellos, con funciones de prueba adecuadas, ha sido
utilizado ampliamente en el estudio de sistemas de uno y dos electrones en presencia
de un campo magnético B [§]. Este, ha demostrando dar resultados muy precisos en
un amplio rango de campos magnéticos, B € (0—107) a.u. Sin embargo, la precisién
decrece con el incremento del campo magnético B. Por otra parte cuando es posible
aplicar el método de malla de Lagrange, hoy en dia, es el método més preciso en
el calculo de la energia de sistemas con uno y dos nucleos [17, [I§]. Para campos
magnéticos intensos, un calculo directo con este método es complicado, aunque es
simplificado considerablemente cuando se conoce a priori un valor aproximado de
la energia total y la posicion de equilibrio del sistema. Por ello, utilizamos ambos
métodos de manera complementaria: como primer paso con el método variacional
se obtiene, con suficiente precision, la energia total y posicién de equilibrio de los
sistemas a estudiar. En un segundo paso, utilizando los resultados variacionales como
parametros de entrada, aplicamos el método de malla de Lagrange para confirmar
y mejorar los resultados variacionales.

2.1. El método variacional

Entre los diferentes métodos aproximados que existen, el método variacional es uno
de los mas simples. A continuacién lo formulamos como un teorema.
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Teorema 1 Sea H el hamiltoniano de un sistema, entonces el funcional de energia

) = LT 1)

es minimizado cuando Y es la eigenfuncion del estado base de la ecuacion de Schrodin-
ger.

Prueba 1 Sea ¢ una funcién cuadrado integrable y normalizada a la unidad. Con-
siderando el hamiltoniano H, junto con el conjunto completo de sus eigenfunciones
y eigenvalores, es decir

ﬂqu)n - n¢n )
la funcién 1 puede ser escrita como una combinacion lineal de las eigenfunciones de
H:

= Cuthy. (2.2)

Con la expresién , el funcional resulta
/ YHYdr = Y Y CrCy / W Hpmdr
= > ) CiCnEy, / W
= Xn: |gn|2En. (2.3)

n

Ordenando los eigenvalores de energia, Fy < E; < Es..., se tiene que (E, — Ey) >0
por lo que (2.3)) se escribe como

Z EO’Cn’2 + Z ’CnP(En - EO) > Eo Z |Cn’2 :

De la condicién de normalizabilidad [¢*1) = 1 se tiene que >, |Cy|* = 1, por lo
que se tiene

/ Y HY > By, (2.4)

es decir el funcional es minimizado i.e. igual a Ey cuando ¢ es la eigenfuncion del
estado base. B

En la practica se buscan aproximaciones a ¢ que minimicen el funcional . La
expresiéon ([2.4]) garantiza que la aproximacion siempre da un valor de la energia que
es mayor que Fjp, asi que una mejor aproximacion de 1 es aquella que nos da el
menor valor posible del funcional .

12
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2.1.1. La energia variacional

Al aplicar el método variacional, se proponen funciones v, que llamaremos funciones
de prueba. De manera general, la funcion de onda se puede proponer como una
combinacion lineal de funciones de prueba de la forma

b= Ay, (2.5)

Con la expresion general para un hamiltoniano H
H=V-A
y la expresion , el integrando de la energia variacional resulta
VHY = 0N (V = A) ) A,

= (V= AV, ), (2.6)
donde se ha definido el potencial V,, asociado a cada término de prueba ,,.
A,
v, = —2 2.7
" Yy &%)

Con (2.6, la forma final de la expresién para la energia variacional del sistema

es
o Ve =S AV, e
var fw*wdr .
Las funciones 1, dependen de pardmetros a’s (pardmetros variacionales) que se op-
timizan de tal manera que minimizan el valor de la energia variacional. La energia
total FE,; del sistema es aproximada precisamente por el minimo de la energia varia-

cional
N {a17a27"'} f¢*¢dr ’

Los coeficientes A; también son parametros variacionales.

(2.8)

Ey (2.9)

2.1.2. La energia de amarre

Una medida de la estabilidad del sistema es la llamada energia de amarre Ey. De-
finida como la diferencia entre la energia del electrén en un campo magnético B
(niveles de Landau) y la energia total E; del sistema para el mismo valor del campo
magnético

Ey=B2N+1+m+|m|) — E;. (2.10)

13
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2.1.3. Las funciones de prueba

Para elegir las funciones de prueba, consideramos tres criterios que fueron estable-
cidos por A.V. Turbiner [19]. Estos son

1.- La funcién de prueba 1, debe ser tal que el potencial V,, = Af”, para el cual
p
la funcién de prueba 1, es eigenfuncion exacta de H, = —A + V), con energia

cero, reproduzca el potencial original cerca de las singularidades de Coulomb
y el comportamiento de oscilador armoénico a grandes distancias.

2.- Se deben de incluir en las funciones de prueba las simetrias propias del sistema.

3.- Si el estado base es estudiado, las funciones de prueba no deben anularse en
todo el dominio de definicion.

Como primer paso para construir las funciones de prueba del estado base para
los iones con contenido de litio consideremos a un ion hidrogenoide en un campo
magnético B en los siguientes casos:

e B=0
en ausencia de campo magnético, la funcion de onda del estado base de un ion
hidrogenoide de carga Z es

Y[B=0]oc e ", (2.11)

donde r = /22 + y2 + 22.

e B— o0
para campos magnéticos infinitos el comportamiento es descrito por el orbital
de Landau mas bajo

M

Bp

Y[B — ool x e” 4| (2.12)

con p? = 2?2 + 2.

A partir de estos casos limite de campo magnético una funcién de prueba simple es

considerar el producto de (2.11) y (2.12)
2
P,[B] eore P (2.13)

donde a y 3 son los parametros variacionales. Esta funcion se construyé siguiendo
aspectos fisicos y no tiene nodos por lo que cumple los criterios 2 y 3. El potencial

. Aty
asociado V), = .
2a 1 ’
V,=—-—+ 162321)2 +afB- 40— 3B, (2.14)
r r
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reproduce el comportamiento de oscilador arménico cuando r — oo y las singula-
ridades de Coulomb para r — 0. Ya que cumple los criterios de adecuacion
cualquier combinacién lineal de funciones de este tipo también cumpliran dichas
condiciones. Asi, es la forma basica de las funciones de prueba que utilizamos
mas adelante.

2.1.4. El ion atémico Li*t

Para el 4tomo hidrogenoide Li*T con Z = 3 la funcién de prueba que usamos es una
combinacién lineal de cuatro términos de la forma bésica (2.13)

4
U, =Y Ao (2.15)

i=1
con doce parametros variacionales A; 4, a1 4 v (1..4. Debido a la normalizacién de

la funcion de prueba es posible fijar uno de los parametros Ay 4 por lo que el niimero
real de parametros es once.

El potencial asociado V), a cada término de la suma es

20; 1 2
V= ==+ 18B%" + aifiBZ + ol — 3B (2.16)

! T

2.1.5. El ion molecular Li"

La funcién de prueba para el ion molecular Li}" (2, = Z, = 3) tiene la misma
estructura que la funcion utilizada para el estudio de los sistemas homonucleares
H y Hel™ en un campo magnético B [8] (para notacién ver Figura[1.2). Esta es

U, =1 + s + 13, (2.17)
donde
by = Ayealire) =B (2.18a)
gy = Ag(e % 4 e722) 6_62%’2, (2.18b)
Wy = Ag(e mimoar2 4 e—oulh—as?"z)e—ﬁi’>%/’27 (2.18¢)

con un total de 9 pardametros variacionales Ay 3, a1 4y (1..3. Las funciones ¢ y 1
son modificaciones de las funciones de Heitler-London y Hund-Mulliken para el ion
H multiplicadas por el orbital de Landau més bajo. Estas describen interacciones
de tipo coherente e incoherente del electron con los nticleos, respectivamente. Por su
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parte, la funcién 13 es una modificacién de la funcién de Guillemin-Zener y puede
ser considerada una superposicion no lineal de las funciones ¢ y 5.
Aty

Yp;
se presentan a continuacién:

Los potenciales V,,, = = asociados a cada una de las funciones de prueba anteriores

® Uy
2 1 1 L oo 9 2 2.
Vo, = a1(f1Bp”—2) r_+r_ +151B p 4207 — i B+2ain;-ne  (2.19)
1 2
® Uy
2 1 1 L oo o 2
Vo = (B2 Bp”—2) pi +§ﬂZB p~+2a5—202B (2.20)
1 2
® U3
2 1 1 L oo o 2 2
Vos = (az+as)(BsBp” —2) - +§533P +2(a3 + ay)
1 2
— 253.8 + 40(3044 ﬁl . 'ﬁ/2 (221)
donde
O A R LCa )
ny-no =
rire
7 - To
= ) 2.22
. (2.22)

2.1.6. Los iones moleculares LiH*" y LiHe'"

La funcién de prueba para sistemas con nicleos diferentes (Z; # Z5) es una com-
binacién lineal de funciones no simetrizadas con una estructura similar a aquellas
utilizadas para el estudios del sistema molecular HeH*™ en un campo magnético B
[20]. Esta es

Uy =1+ P2 + s, (2.23)
donde
P = Ajenierzefiis (2.24a)
¢2 — AQ 6—0437“16—ﬁ2§l?2 +A3 e—a4r26—/@3§02’ (224b>
Yo = Ao ikt | g ommang i (3.040)
Los potenciales asociados V,, = % son:
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® Uy
2 ot 212 2
Vo = (382 (24 92) 4 1B (ol o) - uB
+2061042 le . ’ﬁ/2 (225)
® Uy
2
2 Qit2 1 2 2
=D (B B —2) =2 4 BB + ol — i B (2.26)
i=1 i
®

2
Qjyqg  Oys 1
Z BH—ZSBP - 2 < r + o ) + - 4 z+3B2p2 +( z+4 +a12+5)

- 5¢+3B + 200 4Qig5 - N2 (2.27)

2.2. El método de malla de Lagrange

En una segunda parte, para confirmar y si es posible, mejorar los calculos varia-
cionales, aplicamos el método de malla de Lagrange [21]. Explotando el método de
cuadratura de Gaussﬂ, este método basicamente reduce la expresion del valor de
expectacién de la energia a un sistema de eigenvalores y eigenvectores. Para la in-
tegracién en dos dimensiones, se hace una generalizacion del método de cuadratura
de Gauss.

2.2.1. Formulacion

Comencemos considerando la integral de una funcién g(z) con una funcién de peso
w(x) en un intervalo (a,b)

b
/ g(x)w(x)dx . (2.28)

Suponemos que conocemos el valor de la funcién g(x) en N puntos x1,zs... x5 del
dominio (a,b). Con la interpolacion polinomial de Lagmngeﬂ, g(x) es aproximada

!Para una breve descripcién de este método ver el Apéndice
2Ver Apéndice 1)
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por un polinomio de grado N — 1 que toma el mismo valor que la funcién g(x) en
los N puntos

Py_i(z) = Z Gi(z) (i), (2.29)

donde G;(x) es un polinomio de grado N — 1

a(z)

(= 2) o'(2:)

y a(z) un polinomio completamente factorizable de grado N, cuyos ceros son los
puntos en los cuales es conocido el valor de la funcién g(z)

N

alz) = H(x — ;). (2.31)

=1

o/(x;) es la derivada del polinomio a(x) evaluada en el punto z;. Los polinomios
G;(x) cumplen la condicién de Lagrange (A.3))

Con el polinomio interpolador de Lagrange ([2.29)), la integral (2.28)) es aproximada

por la formula
b N
/ g@)w(@)ds ~ 3 hg(z:)., (2.33)
a =1

donde

b

N = / a@wl@) .- (2.34)
o (=) (z;)

i.e. la integral es aproximada por la suma del valor de la funcién evaluada en los N

ceros x; del polinomio interpolador de Lagrange de grado N — 1 multiplicada por los

pesos A;. La formula de cuadratura de Gauss resulta exacta para polinomios

de grado 2N — 1 (ver Apéndice [B).

La distribucién de los puntos z; en el dominio (a,b) es un punto muy importante
en esta aproximacion. El mejor resultado se obtiene si se sigue un criterio, el cual
fue introducido por Gauss: la precision mejora si el polinomio de grado N, a(z),
es ortogonal a los polinomios de menor grado en el intervalo (a,b). Por tanto “los
puntos de evaluacion x; son los ceros de un polinomio ortogonal de grado N 7. Estos
polinomios se eligen segun sea el dominio (a,b) C R, por ejemplo:

(a,b) — Polinomios de Legendre
(0,00) — Polinomios de Laguerre

(—00,00) — Polinomios de Hermite

18
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Un punto importante ocurre si la funcién g(x) es un polinomio. En este caso ([2.33))
es una igualdad. Como consecuencia y debido a que los polinomios G;(x) cumplen
la condicién de Lagrange ([2.32)), resulta en una condicién de ortonormalidad

2.2.2. Caso cuantico

A partir de lo anterior se hace una construccién para obtener una soluciéon ¥(z) de
la ecuacién integral de un sistema con hamiltoniano H

S U (2)H W (z)dx

b= U (2)¥(x)de

(2.36)

Para ello, proponemos un ansatz para la funcién de onda ¥(z) como un polinomio
interpolador de Lagrange. Los coeficientes polinomiales de grado N — 1 (2.30)
llamados funciones de Lagrange y definidos como f;(x) cumplen la condicién de
Lagrange (2.32)) modificada por los pesos de la cuadratura de Gauss ([2.34))

filay) = A %65 (2.37)

7

La interpolacién de la funciéon de onda en los N puntos x; es
N
W) =Y N (@) filz) . (2.38)
i=1

con lo que se cumple la condiciéon ¥(z;) = ¢(x;). El factor /\3/ ? no modifica la
formula de integracién de Gauss (2.33))

b N
/ Fla)ds ~ 3 A F(z:) (2.39)
a i=1
ni la ortonormalidad de las funciones de Lagrange ([2.35))
b

A partir de estas consideraciones se construyen las funciones de Lagrange f;(z) (ver
Sub-seccién (2.2.4])), pero antes veamos un ejemplo simple.
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2.2.3. Ejemplo 1D

Consideremos la ecuacién de Schrodinger para un potencial V' (z) en una dimensién
escrita como

(A +V(x)Y(z) = EY(z). (2.41)
Expandiendo la funcién de onda en términos de funciones de Lagrange f;(x) E|
N
Y(z) = Zin(x) ; (2.43)
i=1

la expresion del valor de expectacién de la energia (2.36)) resulta

N
[T+ Vij]¢; = Ec; . (2.44)

Jj=1

Aqui, T;; = (fi(z)| — Alf;(z)) es el elemento de matriz del operador de energfa
cinética. Por su parte, el elemento de matriz del potencial V;; = (f;(2)|V ()| f;(z))
se evalia con la cuadratura de Gauss (2.33)) y la condicién de Lagrange ([2.37)):

/ F@)V (@) (2)de

Q

Z Ak fi(we) V() £ ()

N
= > M)V (@) (A 0)
k=1

i.e., la representacién matricial de la funcién V(z) en la base f;(z) es diagonal y es
igual al valor de la funcién evaluada en los ceros x; del polinomio ortogonal de grado
N. Esta es una propiedad general para una funcién W (z) infinitamente diferenciable:

/ @)W (@) fy(x)da ~ W ()65 (2.46)

Al obtener los elementos de matriz T; ;, el calculo se reduce a un problema de auto-
valores (ecuacion (2.44))). Con los eigenvalores ¢; determinados, la aproximacion de
la funcién de onda esta dada por ([2.43).

3Los coeficientes ¢; tienen la interpretacion (2.38))

ci = \N2(x) . (2.42)
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2.2.4. Las funciones de Lagrange f;(x)

Para determinar las funciones de Lagrange f;(z), se considera un conjunto de N
funciones base {¢;(x)} que sean ortonormales en el intervalo (a,b)

b
[ e@ewd =5, ij=12..N, (247

En esta base, hacemos una expansién de las funciones f;(z) como
N .
=Y agi(x). (2.48)
k=1

Para determinar los coeficientes 04,(;) usamos las condiciones de ortonormalidad 1'

y ([2.47)), con lo que tenemos

5y / F @) fy(a

- / [Zak pu(z ] [Zal oz ]

= Za’)*a(ﬂ (2.49)

= Q- )
La condicién de Lagrange (2.37) nos da una expresién para la funcién d;;

filw:) = A;“Q@-j
= Zak or(z;), (2.50)

que al igualar con (2.49)) se tiene

N ‘ N
> Aol (e = Z (251)
k=1 k=

De esta igualdad el valor de a,(f) resulta ser

ol = A0k () . (2.52)

Con la forma de los coeficientes a,(;) y la expresion 1} tenemos

1/2 /

Mz

er(z;)] - (2.53)

£
Il
—
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Esta ultima expresion no es otra cosa que una condicién de unitariedad para una
. 1/2 . - 2
matriz con elementos dados por A\;/“¢r(z;). Entonces es posible hacer la expansién

de fi(x) en la base {pr(x)} si y solo sila matriz con elementos Ag/ngk(xi) es unitaria.

Los pesos A; se obtienen facilmente de (2.53|) considerando el caso i = j

N = (Z |sok<xi>|2> . (2.54)

k=1

La forma explicita de las funciones de Lagrange f;(z) es

ZA%;; (2)pn(x) (2.55)

y depende de las funciones base ¢ (z) que se utilicen.

Polinomios ortogonales

Si la base {@r(z)} es un conjunto de polinomios ortogonales {px(z)} con funcién de
peso w(x), esta se define como

() = Ny P pi(e)w'A(x) (2.56)
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donde N} es la constante de normalizacién. Con la formula de Christoffel-Darboux[]
se tiene

N—

)_l

T; T
Crlz)en(z;) = w'(z)w'(x Zp’“ i)

W2 () (z) AN—l pN(fEi)PN—l(%) — py-1(zi)pn ()

An Ny (2 — ;)
_ Anva NV en(m)en () — ena(@)en () (257)
An _/\[1/2 T; — T ' .
por lo cual la condicién de existencia de la malla (2.53]) resulta en
Ayn_y N2 ) on—1(x;) — on_1(z; X _

1/2
AN NN/—I Ty — Xy

Esta condicion es satisfecha si los puntos de evaluacion x; son los ceros del polinomio
ortogonal py(z)

pn(x;) =0. (2.59)
De esta afirmacion se concluye que a cualquier familia de polinomios ortogonales es
posible asociarle una malla.

Para determinar la forma de las funciones de Lagrange consideramos la formula de
Christoffel-Darboux para el caso z = y = x; con lo que se tiene una expresion para

4Para un conjunto de polinomios ortogonales px(z), se cumple

Zpk(x)pk(y) — An pnt1(@)pn(Y) = P (T)Pmr1(y)
N A Non(z —y) ’

donde A,, es el coeficiente de 2™ en p,, y N;, la normalizacién

Ny = / P () ()0

En el caso especial de x = y, se tiene

i 2 X m
S el (@) ) = G (@pn@))

k=0
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los pesos A; (2.54))

N o= |or () [
=0
- Ao (evata) — dhnlo ol

A /\/1/2 ,

Con este resultado y (2.57)), la expansi(')n (2.55) queda determinada por

filz) = Aimw,&x,) fN_(? . (2.61)

que no es otra cosa sino los coeﬁc1entes en el polinomio interpolador de Lagran-
ge 0)) multiplicados por los pesos /\

2.2.5. El método de malla en 2D

Aunque es posible generalizar el método de malla de Lagrange a méas de una dimen-
sion aqui consideraremos el caso particular de dos dimensiones. La generalizacion
de la formula de cuadratura de Gauss (2.33)) para una funcién G(zx,y) es directa:

Ny, N,

/ / (x,y)dxdy ~ ZZ)\ZMJ (i, ;) (2.62)

7j=1 =1

En cada coordenada se tienen N, y N, puntos con \; y p; los respectivos pesos. Al
tener dos dimensiones, los puntos de evaluacion de cada coordenada se extienden a
curvas en el plano que en conjunto forman una malla. Los puntos de evaluacion
corresponden a los nudos de dicha malla. Para una base ortogonal Fj;(z,y)

Yb Ty
/ / F(x,y) Foy(z, y)dady = 8i 6550 (2.63)
Ya Ta
la condicién de Lagrange ([2.37)) se generaliza como
Fij(x,yp) = )‘;1/2///;1/251‘1"6]']" . (2.64)

La aproximacién de una funcién ¥(z,y) en los (N, x N,) puntos (z;,y;) es

Ny Na:

ZZAW V2 (i, y;) Fig (2, y) - (2.65)

7j=1 =1

24



El método de malla de Lagrange

Coordenadas esferoidales

Retomemos el caso que estamos considerando: sistemas con dos nicleos cargados y
un electrén en presencia de un campo magnético B en configuracién paralela (eje
molecular paralelo a las lineas del campo magnético). Dada la simetria azimutal
resulta adecuado utilizar coordenadas esferoidales (£, 7, ¢) definidas como

f = o ;TQ —1 56 (0700)7 (266)
r —T9
= —-1,1

y la coordenada angular ¢ € (0,27). 7; es la distancia del electrén al i-ésimo nicleo
y R la distancia internuclear. En este sistema de coordenadas el operador Laplaciano
y el elemento de volumen estdn dados por

_ 4 d d d.  od
R ¥ T N PR P M e
4 1 & (2.67)
FREE T 2)(1— 1) dy? '
AV = 1R3J(£,n)d§dndgo. (2.68)

8

Donde J(&,7) es el Jacobiano de la transformacién

J(Emn) =(E+1)*—n*. (2.69)

Ya que el hamiltoniano conmuta con la proyecciéon z del momento angular total,
escribimos la funcién de onda como [18]

() = e (). (2.70)

Con esta funcién de onda, la ecuacion de Schrodinger para el hamiltoniano de dos
ntcleos con carga Z; y Zo ([1.3)) es

4 Am?
maEn I T Ry TGN el = REmB) Zﬂ Sﬁn) |
con V' (&, 1) el potencial efectivo dado por '
_ 2 2021 + 29)(E+1) —2n(21 — 2)
V(En) = = <3132 - ErDE_1p >
R2B?
+ €+ =), (2.72)
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y donde
d d d

T— g€ +D%,  Ti=—U-r)g

Consideramos ahora una base bidimensional {F;;} en las variables £ y n de modo
que podamos hacer una expansion de la funciéon de onda en la forma

(2.73)

Ne Ny

=D cuFiEm). (2.74)

i=1 i=1

La base {F;;(£,n)} se construye como el producto de dos bases unidimensionales:

{fi(€)} en la coordenada & y {g;(n)} en la coordenada {n};

Fy(&n) = J; 2 1€ g;(n) - (2.75)

J;; es el Jacobiano evaluado en los puntos de evaluacién. Ahora bien, ; qué polino-
mios ortogonales utilizamos para construir las bases? Por el dominio de definicion
de las coordenadas esferoidales, la eleccién es la siguiente:

e en la coordenada & € ( ) utilizamos los polinomios de Laguerre Ly () con
) =

funcién de peso w(x -,

e para 7 los polinomios de Legendre Py(n) con funcién de peso w(z) = 1 resultan
adecuados por estar definidos en (—1,1).

Las dos bases por si mismas cumplen las condiciones de Lagrange (2.37) con )\;
y ft; como pesos en la cuadratura de Gauss, respectivamente. La expresiéon de las
funciones base f;(€) y g;(n) se obtienen de (2.61)) y estdn dadas porﬂ

1/2 LN& (&/h) o—€/2h

fi(€) = (1) (ha;) e i , (2.76)

1 =—n2p
g5(n) = (—1)No=sy | L2 P 1)
2 n—mn;

en donde h es un parametro adimensional que reescala la coordenada £ para ajustar
el tamano de la malla al sistema en consideracion £ = hx. Un calculo directo utili-
zando el ansatz (2.74) y las expresiones de las bases f;(&) y 9;(n) nos
da la ecuacion de la malla:

(2.77)

Ne Ny

1
SO [Ty + V(hai, ) 8100 ]cvye = (E - §m3) Cirjt (2.78)

i'=1j'=1

5Para su deduccién ver el Apéndice 1'
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El método de malla de Lagrange

donde los elementos de matriz de la energia cinética estan dados por

7o 2 [Tl fo)diy + (g5l Tyl )b m i by (2.79)
Jilj/zJilf;’Q hai(he; +2)(1 = n3) | |

V' (hz;,m;) es el potencial efectivo (2.72)) evaluado en los ceros &; y n; del polinomio
de Laguerre Ly, () y Legendre Py, (1), respectivamente. Las expresiones de los
elementos de matriz (f;|T¢| fi) v (g;/T,|g;) se presentan en el Apéndice D]

Entonces, como en el caso unidimensional, el problema de encontrar el valor de la
energia total y una aproximacion a la funcién de onda se reduce a diagonalizar la
matriz (2.78]).
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CAPITULO 3

Resultados

En las siguientes cuatro secciones de este capitulo se presentan los resultados ob-
tenidos utilizando el método variacional (variacionales) y el método de malla de
Lagrange (de malla) para los cuatro sistemas considerados: Li**, LiH3>", LiHe'" y
Li5", en presencia de un campo magnético B < 107 a.u. En todos los sistemas se
considero el estado base m = 0 en la aproximacion de Born-Oppenheimer a orden
cero (protones infinitamente masivos). Para el caso de iones moleculares, el eje mo-
lecular se considerd paralelo a la direccién del campo magnético B (configuracién
paralela).

En el caso de ausencia de campo magnético, los sistemas moleculares considerados
no presentan un estado ligado. Sin embargo, los resultados muestran que para cam-
pos magnéticos suficientemente intensos, la curva de potencial como funcién de R
comienza a desarrollar un minimo para distancias internucleares finitas por lo que
la curva de potencial presenta una barrera. Esto da una indicacién tedrica de la
posible existencia de los iones moleculares Li5*, LiHe*", y LiH*" a partir de campos
magnéticos del orden de By, ~ 2 x 10*,~ 10° y ~ 10% a.u. respectivamente. En
el limite de R grande, la interaccién dominante es la de un ion Li** con un nicleo
(protén, particula « o nicleo de litio), por lo que la interaccién dominante es re-
pulsiva y como consecuencia, la curva de potencial se aproxima asintéticamente por
arriba a la energia del ion atémico Li**. Cuando los sistemas comienzan a existir,
estos son metaestables hacia el decaimiento a Li*T.

Los sistemas moleculares considerados presentan dos propiedades comunes a todos
los sistemas Coulombianos en presencia de un campo magnético B: cuando la inten-
sidad del campo magnético aumenta, estos llegan a ser méas ligados (la energia de
amarre crece) y mas compactos (la distancia de equilibrio disminuye).

Los resultados se muestran en tablas donde se presenta la energfa total EM™" y
la energia de amarre £, = B — E™". Para los iones moleculares Lij", LiHe*" y
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LiH?*, adem4s se incluye la posicién de equilibrio R.,, la energfa de disociacién
Euiss = EMn — B (que corresponde al decaimiento a Li**), la posicién Rimag
del maximo de energia E/"** en la curva de potencial y la altura de la barrera
AE = EM® — EMin. Se calculd el punto cero de la energia vibracional E™ en la
aproximacién de oscilador armonico alrededor de la posicion de equilibrio. Reposs €8
el valor de la distancia internuclear R mas alla de la posicién del maximo para el cual
el valor de la energia es igual al valor de la energia del minimo. Con los parametros
Req, Riazs Reross Y AE es posible dar una descripcién cualitativa de la curva de
potencial para cada uno de los sistemas moleculares.

Para los calculos variacionales se implementé la rutina de minimizacion MINUIT de
la biblioteca CERN-LIB y la rutina de integracién multidimensional DO1FCF de la
biblioteca NAG-LIB. Los céalculos fueron realizados en una laptop MacBook Intel
Core 2 Duo CPU a 2.4 GHz. Los célculos de malla por su parte, fueron realizados
en un servidor donde se implementé el software JADAMILU [22] para el célculo de
los eigenvalores.

3.1. El ion atémico Li%*"

El ion hidrogenoide Li** es un sistema que esta presente para cualquier valor del
campo magnético B, sin embargo, para posteriores comparaciones con los iones
moleculares con contenido de litio, es necesario obtener valores muy precisos de las
energias total y de amarre. La Tabla presenta los resultados del estado base
1sy del ion atémico Li*T. Para cada valor del campo magnético se presentan los
resultados obtenidos con el método variacional (renglén superior) y el método de
malla de Lagrange (renglén inferior). Una comparacién del valor de la energia total
muestra que los resultados variacionales son mayores que los obtenidos con el método
de malla de Lagrange. Su error absoluto es de ~ 0.01 Ry para B = 2.1 x 10* a.u. y
de ~ 0.04 Ry para B = 10% a.u., mientras que la precisién relativa en la energia de
amarre en el mismo intervalo de campos magnéticos va de 0.005 % a 0.01 %. Esto es,
con una funcién de prueba sencilla como ([2.15]) obtenemos resultados suficientemente
precisos.

Una caracteristica importante que se presenta y que ocurre en todos los sistemas
considerados (ver més adelante) es que el nimero de puntos en la malla que son
necesarios para obtener un valor confiable de la energia aumenta con el incremento
en la intensidad del campo magnético. Para este ion atémico no fue posible obtener
un resultado convergente para B = 5 x 10% a.u. El mejor resultado aun es mayor
que el obtenido con el método variacional y se presenta en la Tabla [3.1]

A partir de los resultados para este ion atomico, es posible calcular la energia total
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El ion molecular Lij"

Bla.u] E"Ry] E™ [Ry]
20825.331  174.6695
4
2.1>x10 20825.3232  174.6768
5 10% 49780425  219.5746
49780.4084  219.5916
105 09738.828  261.1723
09738.7958  261.2042
5 105 499620917  379.083
499620.883  379.117
L0f 999560.377  439.623
999560.340  439.660
4999395.71 604.29
6
O X107 1999396.4 ~603.6
107 9999314.04 685.96

Tabla 3.1: Resultados para las energias total (E;) y de amarre (E;) para el estado
base 15y del ion atémico Li*T en un campo magnético B. Para cada valor del campo
magnético, se presentan los resultados variacionales (renglén superior) y aquellos
utilizando el método de malla de Lagrange (renglén inferior).

de cualquier otro ion hidrogenoide utilizando la siguiente relacion de reescalamiento,
la cual fue presentada en [23]

E,(Z,B) = 2*F, <1, %) : (3.1)

3.2. El ion molecular Li5"

Los resultados obtenidos para el sistema compuesto de dos ntcleos de litio y un
electrén en presencia de un campo magnético B en configuracién paralela son pre-
sentados en la Tabla (3.2 Para cada valor del campo magnético, la linea superior
corresponde a los calculos variacionales mientras que los obtenidos con el método
de malla de Lagrange se presentan en la linea inferior. De manera consistente, los
resultados de malla (cuando los célculos convergen) son mejores que aquellos varia-
cionales. Aun asi, estos ultimos con la funcién de prueba de so6lo 9 parametros
da buenos resultados: la precision absoluta en la energia total va de 0.1 Ry a 0.2 Ry
para campos magnéticos entre 2.1 x 10* a.u. a 10% a.u. Por su parte, la precisién
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relativa en la energia de amarre esta entre 0.07 % — 0.05 % en el mismo intervalo de
campos magnéticos. Como ya se habia apuntado para el caso atémico, el niimero de
puntos necesarios para obtener un resultado convergente en el método de malla, es
mayor con el incremento del campo magnético B. Para B = 107 a.u. fue imposible
obtener resultados convergentes.

Como ocurre con otros sistemas exdticos en presencia de un campo magnético B [§],
la existencia del ion Li5" es posible gracias al confinamiento inducido por dicho
campo. En este caso, la curva de potencial comienza a desarrollar un minimo cuando
B = 2.1 x 10* a.u. A este valor del campo magnético, la energia de disociacién
es positiva Egs > 0, por lo que el sistema se presenta siendo inestable ante un
decaimiento Li5" — Li** + Li*". Sin embargo la energfa del punto cero del espectro
vibracional (en la aproximacién armdnica) es mayor que la altura de la barrera,
por lo que el sistema es atin inestable ante vibraciones. No es sino hasta un campo
B = 5 x 10* a.u. que el minimo es suficientemente profundo para mantener al
menos un estado vibracional. Con el incremento del campo magnético la altura
de la barrera y la energfa vibracional aumentan: la razén AE/EY® va de ~ 6 para
B = 5x10* a.u. hasta ~ 23 para B = 107 a.u. En contraste la energia de disociacién
Euiss = B — EYT disminuye y para B = 10° es negativa. Esto es una indicacién
de que para este valor del campo magnético el ion molecular llega a ser estable ante
el decaimiento LigJr — Li*™ + p. Este sistema presenta un comportamiento tipico de
los sistemas en campos magnéticos [8]: conforme la intensidad del campo magnético
aumenta, el sistema se vuelve més compacto (la distancia internuclear disminuye) y
més ligado (la energia de amarre aumenta).

Similar a la relacién de reescalamiento para atomos hidrogenoides (3.1]), existe una
relacion de reescalamiento para el caso de moléculas diatémicas homonucleares de
un solo electréon la cual esta dada por

22(Z — 1)

E(Z,B,R) = Z°E,(1,B/Z* ZR) + 7

(3.2)

Aunque con esta relacién podemos mapear la curva de potencial de un sistema con
nimero atémico Z a otro con Z = 1, no es posible tener una correspondencia entre
minimos de diferentes sistemas.
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Blau]  Rela.u] EMn[Ry] Ey[Ry] Euiss[Ry]  Rumaz[an] AE [Ry] EYP[Ry] Reoss|a-u]
2 1% 104 0.211 20854.933 145.067 29.603 0.234 0.014 0.11 0.247
’ 0.2118 20854.8373 145.1627 29.5141 0.232 0.0096 0.11 0.2118
5 % 104 0.139 49809.483 190.517 29.058 0.252 2.90 0.48 0.37
0.1394 49809.3904 190.6096 28.9820 0.252 2.8843 0.48 0.3655
105 0.111 99764.908 235.092 26.080 0.245 7.99 0.76 0.45
0.1107 99764.8113 235.1887 26.0155 0.246 7.98 0.76 0.4451
5 % 10° 0.071 499628.776 371.224 7.859 0.225 31.51 1.69 1.56
0.0707 499628.631 371.369 7.748  0.2246 31.6 1.69
106 0.060 999554.225 445775 —6.15 0.215 48.06 2.33
0.0597 999554.020 445.980 —6.32 2.26
107 0.037 9999225.689 774.311 —88.35 0.186 138.59 5.98

Tabla 3.2: Resultados del ion molecular Lij* en un campo magnético B. Para cada valor de B tenemos (1) la
distancia internuclear de equilibrio R.,, (2) las energfas total E/™" y de amarre Ej,
método variacional (linear superior) y con el método de malla de Lagrange (linea inferior); (3) la energfa de disociacién
Eyiss = B — EM*" (cuando Eg., < 0 el sistema es estable ante un decaimiento hacia el ion atémico Li2*), (4) la
posicién del maximo en la curva de potencial R, (ver Fig.|3.1), (5) la altura de la barrera AE = E"** — E™" (6)

la energia vibracional del punto cero Egib v Reoss que es la distancia en la cual E; = Ef”".

B — E™" calculadas con el
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La forma de la curva de la energia total como funcién de la distancia internuclear
R es tipica para todos los campos magnéticos considerados y se presenta en la
Figura |3.1] Por otra parte, la Figura [3.2] muestra la evoluciéon de la distribucion
electrénica como funcién de la distancia internuclear R para el estado base 1o,
de este ion molecular en un campo magnético B = 10° a.u. Tres valores de R
estdn presentes: Re, = 0.06, [0, ~ 0.21 y R =1 a.u. En equilibrio la distribucién
electronica presenta dos maximos simétricos sobrepuestos centrados en la posicion de
los nicleos de litio. Conforme la distancia internuclear aumenta, los maximos siguen
la posicién de los nicleos hasta tener dos maximos independientes que corresponden
a dos iones atémicos Li*". Esta imagen se presenta para todos los valores del campo
magnético estudiado.

999610 T T T

999600

999590

999580

E; [Ry]

999570

999560

999550 ' . .
0 0.5 1 15 2

Rl[a.u.]

Figura 3.1: Energfa total del estado base 1o, del ion molecular Li5" en configuracién
paralela al campo magnético B = 10° a.u. como funcién de la distancia internuclear
R. La linea punteada indica el valor de la energfa del ion atémico Li*T mientras que
la linea achurada, el valor de la energia de punto cero vibracional. En el minimo
R, =~ 0.06 a.u.
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El ion molecular Lij"

Figura 3.2: Evolucién de la distribucion electrénica [ |io(z,y, z)|*dy para el estado
base 1o, del ion molecular Lij* en presencia de un campo magnético B = 10° a.u.
para diferentes valores de la distancia intenuclear: (a) R, ~ 0.06, (b) Rya ~ 0.21
y (¢c) R=1.0 a.u.
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3.3. El ion molecular LiHe*"

La Tabla muestra los resultados para el ion molecular constituido de un ntucleo
de litio, una particula a0 y un electrén en presencia de un campo magnético B en
configuracion paralela. Para cada valor de B los renglones superior e inferior indi-
can los resultados obtenidos con el método variacional y el de malla de Lagrange,
respectivamente. El cardcter asimétrico de este sistema se ve reflejado en los dos
métodos utilizados: (1) en los célculos variacionales la funcién de prueba asimétri-
ca tiene seis pardmetros adicionales respecto al caso simétrico Lij™ de nueve
parametros, (2) en el método de malla el nimero de puntos necesarios para tener
un resultado convergente para un valor dado del campo magnético B dado es mayor
que el respectivo para el caso simétrico LijT. La intensidad del campo magnético
a la cual ya no fue posible obtener resultados confiables (no convergentes) es de
B =5 x10%a.u.

Al comparar ambos resultados, vemos que con la funcion de prueba se obtienen
buenos resultados: el error absoluto en la energia total va de ~ 0.08 Ry a ~ 0.1 Ry
cuando B € (10° — 105) a.u., mientras que el error relativo en la energia de amarre
se mantiene en ~ 0.03 % en el mismo rango de campos magnéticos.

Cuando la intensidad del campo magnético alcanza el valor de B = 2.1 x 10* a.u.,
el sistema simétrico LigJr comienza a estar presente, aunque esto no es suficiente
para mantener ligado al sistema asimétrico LiHe*t. Es decir tenemos Li*" + . No
es sino hasta que B = 10° a.u. que la curva de potencial comienza a desarrollar
un minimo a una distancia internuclear de ., = 0.110 a.u. El sistema se presenta
siendo inestable ante el decaimiento LiHe*"™ — Li** + a. Sin embargo, en el umbral
de campo magnético la altura de la barrera de potencial es menor que la energia
de punto cero vibracional E¥® > AE. El sistema resulta inestable ante vibraciones.
Para B 2> 5 x 10° a.u., la curva de potencial es capaz de mantener mas de un estado
vibracional. Si continuamos incrementando la intensidad del campo magnético, la
altura de la barrera aumenta y el sistema se vuelve mas estable ante vibraciones,
i.e. la razén AE/EY™® va de ~ 5 para B = 5 x 10° au. a ~ 12 para B = 107
a.u. A la vez, la energia de disociacién Egss = E™™ — EtLi2+ decrece y finalmente
para B ~ 107 a.u., la energia total llega a ser menor que la energia total del ion
atémico Li*T. El sistema llega a ser estable ante el decaimiento LiHe*™ — Li*™ + a.
Sin embargo, aunque Ey,, < 0 para B = 107, el sistema pudiera ser metaestable
respecto a vibraciones ya que EY > Fy,,. Una curva de potencial tipica se presenta
en la Figura la cual corresponde al campo B = 10° a.u.
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Bla.u.] Reyfa.u.] EM™n[Ry] EyRy]  Euss|Ry] Rmaclan] AE [Ry] EZP[Ry] Reross|a-u.]

105 0.110 99775.455  224.545 36.628 0.144 0.40 0.56 0.1663
0.1101 99775.3783  224.6217  36.5825 0.144 0.3917 0.55 0.1661

5 % 107 0.067 499654.950  345.050  34.033 0.136 9.229 1.72 0.2268
0.067 499654.857  345.142 33.974 0.136 9.213 1.57 0.2267

106 0.057 999589.934  410.066 29.557 0.130 16.630 2.31 0.2679
0.0568 999589.810  410.190 29.470 0.130 16.610 2.30 e

5x 10% 0.040 4999404.74 595.26 9.02 0.117 44.40 4.26 0.940

107 0.035 9999309.05 690.95 —4.99 0.111 61.42 5.35

Tabla 3.3: Resultados del ion molecular LiHe** en un campo magnético B. Para cada valor de B tenemos (1) la
distancia internuclear de equilibrio R.,, (2) las energias total E/™" y de amarre E, = B — E™™ calculadas con el
método variacional (linear superior) y con el método de malla de Lagrange (linea inferior); (3) la energia de disociacion
Egiss = E™™ — EtLi2+ (cuando Egs < 0 el sistema es estable ante un decaimiento hacia el ion atémico Li**), (4) la
posicién del maximo en la curva de potencial R, (ver Fig.|3.3), (5) la altura de la barrera AE = E%® — Em™n (6)

la energia vibracional del punto cero Eg“’ v Reross que es la distancia en la cual E; = Etmm.
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999610

999600

999590

E; [Ry]

999580

999570

999560

R[a.u.]

Figura 3.3: Energia total para el estado base 1o del ion molecular LiHe*™ en pre-
sencia de un campo magnético B = 10° a.u. en configuracién paralela. La linea
punteada indica la energfa del ion atémico Li*" y la linea achurada el valor de la
energia de punto cero vibracional. En el equilibrio R., ~ 0.057 a.u.

La Figura presenta la distribucién electrénica del ion molecular LiHe'" en el
estado base 1o con un campo magnético de B = 10° a.u. Se muestran para tres
diferentes distancias internucleares: R., ~ 0.06, Ryur =~ 0.13y Reposs ~ 0.27 a.u.
Como es de esperarse, el perfil de la distribucién es asimétrico: en la configuracién
de equilibrio, esta caracterizada por un maximo en la posicion del nicleo de litio
y un hombro el cual es debido a la presencia de la particula a. Con el aumento de
la distancia internuclear, la distribucion electrénica tiende a ser simétrica alrededor
del ntucleo de litio y el hombro cada vez menos pronunciado. Este comportamiento
de enlace i6nico es tipico de todos los campos magnéticos estudiados.

Una imagen més clara de esta evolucion se tiene si sélo presentamos la dependencia
en la coordenada z, i.e. [ [|¢o(z,y,2)|?dzdy. En la Figura presentamos este
caso para B = 10°% a.u. y B = 5 x 10° a.u. Podemos observar ademds cémo la
nube electrénica resulta elongada en la direcciéon z cuando el campo magnético se
incrementa.
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El ion molecular LiHe*"

Figura 3.4: Distribucién electrénica [ |1o(x,y, 2)|?dy para el ion molecular LiHe*"
en un campo magnético B = 10% a.u. como funcién de la distancia internuclear: (a)

Rey ~ 0.06, (b) Ripas ~ 0.13 y (¢) Reoss ~ 0.27 a..
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Figura 3.5: Evolucién del perfil en 2z de la distribucién electrénica
[ [ 1to(z,y, z)]*dxdy del ion molecular LiHe'™ como funcién de la distancia
internuclear: R, Rpee ¥ B = 0.2 a.u. Se presenta para dos valores del campo
magnético: (a) B = 10° a.u. y (b) B =5 x 10° a.u.
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3.4. El ion molecular LiH*"

De los iones moleculares con Z < 3 el sistema compuesto de un ntucleo de litio, un
proton y un electréon resulta el sistema mas asimétrico y el ultimo en ser un siste-
ma ligado. Solo para B = 10° a.u. la curva de potencial comienza a desarrollar un
minimo a una distancia internuclear R ~ 0.06 a.u., aunque no es capaz de soportar
un nivel vibracional i.e. Ey® > AE. Solamente cuando la intensidad del campo
magnético es de B 2 5 x 10° a.u. el sistema puede soportar al menos el punto cero
vibracional. Para una intensidad del campo magnético dada, la Tabla presenta
los resultados del estado base 1o de los célculos variacionales (renglén superior) y de
malla (renglén inferior cuando es posible obtenerlos). Debido a la mayor asimetria
presente, este sistema requirié mas puntos en la malla que en los iones moleculares
LiH** y Li5* para obtener resultados convergentes y sélo fue posible obtener resul-
tados confiables para B = 10° a.u. Con la funcién de prueba los resultados
variacionales son bastante precisos: para este campo magnético, la precisién absolu-
ta en la energia total es de ~ 0.2 Ry, mientras que el error relativo en la energia de
amarre es de 0.04%. En este sistema E™" > EM*" para todos los campos magnéti-
cos por lo que permanece inestable ante un decaimiento LiH*T — Li*" + p. Para
el caso de B = 5 x 10% a.u., en la Tabla se presentan los mejores resultados
obtenidos con el método de malla de Lagrange, los cuales por supuesto son calculos
que aun no convergen.
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Bla.u.] Rela.u.] EM™n[Ry] Ey[Ry]  Euiss|Ry] Rmazlan.] AE [Ry] EY®[Ry] Rerossau]

106 0.0621 999587.579 412.421 27.20 0.092 0.95 1.741  0.1173
0.0622 999587.42 41257  27.08 0.0928 0.96 0.1175

5 % 106 0.0415 4999419.11  580.89  23.39 0.089 8.4 4.403  0.1668
0.0415 <4999419.3 >580.7 . . e

107 0.0360 9999333.65  666.35  19.61 0.087 14.2 5.385  0.2048

Tabla 3.4: Resultados del ion molecular LiH*" en un campo magnético B. Para cada valor de B tenemos (1) la
distancia internuclear de equilibrio R, (2) las energfas total E/"" y de amarre E, = B — E™ calculadas con el
método variacional (linear superior) y con el método de malla de Lagrange (linea inferior); (3) la energia de disociacién
Euiss = EMn — EM* 0 (4) 1a posicién del méximo en la curva de potencial Ryg, (ver Fig. , (5) la altura de la
barrera AE = E"** — E™" (6) la energfa vibracional del punto cero Eg“’ v Reross que es la distancia en la cual

Et - Etm'zn
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El ion molecular LiH?**

La curva de potencial para B =5 x 10° a.u. se muestra en la Figura Esta curva

es tipica para todos los valores de campo magnético considerados.

E; [Ry]

4999440

4999430

4999420

4999410

4999400

E, (Li*Y

4999390 ' ' '
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Rla.u]

Figura 3.6: Energfa total del estado 1o del ion molecular LiH*" en configuracién
paralela al campo magnético B = 5 x 10° a.u. como funcién de la distancia internu-
clear R. La linea punteada indica la energfa total del ion molecular Li** y la linea
achurada muestra la energia de punto cero vibracional. El minimo en la curva de
potencial ocurre un R, ~ 0.0415 a.u.

La Figura muestra la distribucién electronica del estado base en un campo
magnético B = 10% a.u. para tres valores de la distancia internuclear: R., ~ 0.06,
Ripar = 0.09 v Reross = 0.12 a.u. La configuracion de equilibrio esta caracteriza-
da por un maximo localizado en la posicién del nticleo de litio. La ligera asimetria
en esta distribucion, es debida a la presencia del protén. Con el incremento de la
distancia internuclear la nube electrénica sigue la posicion del nicleo de litio y se
vuelve més simétrica. Esto se puede ver mas claramente en la Figura donde se
presenta la distribucion electronica como funcién de la coordenada z. Se presentan
para dos valores del campo magnético: B = 10% a.u. y B = 5 x 10° a.u. Podemos
ver ademas cémo con el incremento del campo magnético la distribucién electrénica
es deformada a lo largo del eje z.
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(c)

Figura 3.7: Distribucién electrénica [ |¢o(x,y, z)|*dy del estado base 1o para el ion
molecular LiH*" en un campo magnético B = 10 a.u. Se muestra la evolucién como
funcién de la distancia internuclear: (a) R = 0.06 , (b) R~ 0.09y (¢) R ~ 0.12 a.u.
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Figura 3.8: Perfil en la coordenada 2z de la distribucién electrénica
[ [ 1to(z,y, 2)]*dx dy del estado base 1o del ion molecular LiH*" a diferentes
distancias internucleares: Ry, Rineq, 2 = 0.2 a.u. Se muestra para dos valores del
campo magnético: (a) B =10% a.u. y (b) B =5 x 10° a.u.
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Discusion

En esta parte se presenté un estudio dentro del dominio no-relativista del estado
base para iones atémico-moleculares de un solo electrén con contenido de litio: Li%*,
LiH3**, LiHe** y Li}", en presencia de un campo magnético B < 107 a.u dentro de
la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero. Para ello, consideramos dos
métodos los cuales se complementan uno al otro: el método variacional y el método
de malla de Lagrange.

A partir de los resultados obtenidos, tenemos claras indicaciones tedricas de que los
iones moleculares exdticos Lij", LiHe*" y LiH*' comienzan a existir como estados
metaestables en los umbrales de campo magnético By, ~ 2 x 104, ~ 10° y ~ 106
a.u., respectivamente. Para estos valores del campo magnético, cada ion molecular
comienza a existir con una energia de amarre siempre por debajo de la energia de
amarre del ion atémico Li?*. De manera gréfica esto se muestran en la Figura
donde se presentan las energfas de amarre para los sistemas considerados: Li** (linea
negra), Lij" (linea roja), LiHe*" (linea verde) y LiH*" (linea azul). El cruce con la
energfa de amarre del ion atémico Li** indica que el sistema llega a ser estable ante
un decaimiento hacia este ion (ver abajo).

La Figura muestra graficamente el comportamiento de algunas de las energias
presentadas en las tablas y para los tres sistemas considerados: Lij" en
rojo, LiHe** en verde y LiH3* en azul. Tanto la energfa de punto cero vibracional
EY® (linea continua) como la altura de la barrera AE (linea achurada) aumentan
con el incremento del campo magnético. En el umbral de existencia, los iones son
inestables ante vibraciones ya que AE < EZ%®. El cruce ocurre cuando AE = EZ% y
finalmente para campos mas intensos los pozos de potencial llegan a ser suficiente-
mente profundos para soportar al menos un estado vibracional (longitudinal) y los
sistemas llegan a ser estables ante vibraciones, i.e. AE > Eg®. Las lineas punteadas
presentan las energias de disociaciéon que decrecen con el campo B. Eventualmente,
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Figura 3.9: Energia de amarre del estado base como funcién del campo magnético B
para los iones atémico-moleculares con contenido de litio: Li** (negro), Li’* (rojo),
LiHe'" (verde) y LiH3*T (azul).

el ion Lij", llega a ser estable para un campo B ~ 10, Aunque pareciera que esto
mismo ocurre para el ion LiHe" para B ~ 107 a.u. (E,%i2+ S E,E‘iHeH Figura aun
resulta ser inestable hacia LiHe™ — Li*T 4+ « via vibraciones longitudinales, ya que
EY® > |Egss|. Elion LiH**, por su parte, permanece inestable hacia el decaimiento
LiH*" — Li*" + p para todo el rango de campos magnéticos considerados B < 107
a.u.

En todos los casos los resultados obtenidos con el método de malla de Lagrange me-
joraron los resultados obtenidos con el método variacional para campos magnéticos
B < 10% a.u. Sin embargo, para campos magnéticos B > 10° a.u., no fue posible
obtener resultados convergentes con el método de malla. Las precisiones relativas en
la energia de amarre para B ~ 10° a.u., son: ~ 0.05%, ~ 0.03%, ~ 0.04 %, para
Lij", LiHe*t, LiH*", respectivamente.

Todos los iones moleculares presentan un comportamiento tipico: con el incremen-
to del campo magnético los sistemas llegan a ser més compactos (las distancias
de equilibrio disminuyen) y mds ligados (la energia de amarre se incrementa). La
Figura 3.11] presenta las tres distancias relevantes para los sistemas considerados:
Lij" en rojo, LiHe** en verde y LiH?*" en azul. Claramente, el comportamiento es
muy similar para los tres sistemas: las distancias de equilibrio R., (lineas continuas)
y la posicién de los maximos R,., (lineas achuradas) decrecen como funcién del
campo magnético, contrario a lo que ocurre con la posiciéon de los puntos de cruce
R.ross (lineas punteadas), los cuales son crecientes con el campo y terminan cuando
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Figura 3.10: Energia cero vibracional (linea continua), altura de la barrera (linea
achurada) y energia de disociacién (linea punteada) para el estado base de los iones
moleculares considerados: Li®" (rojo), LiHe*" (verde) y LiH3** (azul) como funcién
del campo magnético B.

el sistema llega a ser estable ante un decaimiento al ion atémico Li*.

Para un campo magnético B donde todos los iones moleculares presentan un minimo
en la curva de potencial capaz de soportar al menos un estado vibracional encontra-
mos una jerarquia en la energia de amarre,
pUsT S pliflett o pLint
b b b )
esto es, el sistema molecular con contenido de litio que presenta la mayor simetria
resulta ser el més ligado: Li3". Si ademas, consideramos otros sistemas de dos niicleos
y un solo electrén [12]: Hej™, HeH*™ y HJ, en un campo magnético 10 < B < 107
a.u., la jerarquia en las energias de ionizacion es:
Li5T iHed+ s+ Hed™ 2+ Hi

E/* > EYTT > B > B BT > B

La energia de ionizacién crece como funcion de la carga total de los nticleos. En el

caso de la misma carga la mayor energia de amarre corresponde a la presencia del
nicleo con mayor carga.
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Figura 3.11: Distancias relevantes del estado base para los iones moleculares Li%*
(rojo), LiHe*" (verde) y LiH*" (azul) como funcién del campo magnético B. En cada
caso se presentan las distancias de equilibrio R., (lineas continuas), la posicién de
los maximos R, (lineas achuradas) y los puntos de cruce R...ss (lineas punteadas).
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El ion molecular exotico Hf’lJr en
un campo magnético
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CariTULO 1

El ion H}"

En esta segunda parte se considera la cadena hidrogenoide H3" formada de cuatro
protones y un electrén colocados en presencia de un campo magnético B. La fuerza
de Lorentz generada por el campo magnético induce un confinamiento en la direc-
cién perpendicular. Asi, un modelo electrostatico consiste en considerar al sistema
como unidimensional (ver Figura . En esta imagen, la distancia inter-proténica
es R. Al considerar fracciones de carga del electrén de Z, = —1/3 en la posicién
intermedia a los protones, la energia Coulombiana es negativa Eo < 0, dando una
indicacién de que el sistema pudiera estar presente para campos magnéticos suficien-
temente intensos. La razon de dividir la carga del electron en tres partes, se debe a
que la distribucidn electrénica presenta tres maximos (ver més adelante). La primera
evidencia tedrica de la existencia del estado base 1o, de este sistema se dio en [24]
donde se muestra que la curva de potencial comienza a desarrollar un minimo para
B = 4.414 x 10° Gauss (B ~ 18782.9787 a.u.). Algunos estudios posteriores mostra-
ron que el umbral de existencia es: B = 3 x 10'* Gauss (B ~ 12765.9574 a.u.) [15].

—-€ —-€
3 3
® o
; 11 1 f
R R R

Figura 1.1: Imagen electrostética de la cadena hidrogenoide H3*: los cuatro protones
estdn alineados (circulos grandes) y entre ellos hay un tercio de la carga del electrén
(circulos pequenios). R es la distancia entre los protones.

A partir del trabajo realizado en [24] y [15] sobre el ion molecular Hj" en un campo
magnético intenso, se extiende el rango de campos magnéticos hasta B = 107 a.u. en
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donde las correcciones relativistas aun no son importantes [13]. Al igual que en los
trabajos mencionados, se utiliza el método variacional. En el anélisis realizado en [15]
se empled una funcién de prueba muy completa de 48 parametros variacionales (45 en
total: 2 menos considerando la configuracion simétrica y uno menos bajo la condicién
de normalizacion, ver mas adelante). El objetivo de esta parte de la tesis, es estudiar
el estado base 1o, (m = 0) y el estado excitado 1m, (m = —1) considerando una
funcién de prueba sencilla la cual es un caso particular de la utilizada en [I5]. No
obstante, los resultados obtenidos son suficientemente precisos.

1.1. El hamiltoniano

En este estudio se considera la aproximacién de Born-Oppenheimer a orden cero en
donde los protones se toman como infinitamente masivos. Consideramos también
que los protones se encuentran sobre una linea recta (configuracién lineal) la cual
es paralela a la direccién del campo magnético (configuracién paralela). Haciendo
corresponder el eje molecular con el eje z del sistema de coordenadas y el origen
con punto medio a los protones internos, la posicién de los protones es: (0,0, —R;),
(0,0, —Rs), (0,0, R3) vy (0,0, Ry). En la configuracién simétrica, que es la que consi-
deramos, Ry = Ry y Ry = R3. En la Figura [1.2] se presenta esqueméaticamente este
sistema.

Figura 1.2: Representacién esquemética del un ion molecular H3* en presencia de
un campo magnético B.

Por la simetria azimutal de este ion, el sistema de coordenadas mas adecuado son las
coordenadas cilindricas (p, ¢, z). La distancia entre el electrén y el #-ésimo protén
es r; = \/p?+ (2 — z)? con z las coordenadas de cada protén sobre el eje z. La
componente z del momento angular total es una constante de movimiento con ei-
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genvalor |m| = 0,1,2,.... Con esta notacién, y considerando el potencial vectorial
en la norma simétrica B
A= 5(—y,x,0), (1.1)
el hamiltoniano es[l] B
H=—-A+mB+—p*+V(p,2). (1.2)

4
Para el estado base m = 0. La energia Coulombiana V' (p, z) estd dada por

1 T2 3 T4
4 4 1 1
+ + + =+ = 1.3
Ri— Ry, Ri+Ry Ry Ry (1.3)

1.2. El método variacional

Asi como en los estudios realizados en [24] y [15], sobre la cadena hidrogenoide H3"
en un campo magnético B, en esta tesis también utilizamos el método variacional,
por lo cual el punto importante consiste en proponer funciones de prueba adecuadas.

1.2.1. La funcion de prueba

Siguiendo los criterios fisicos establecidos en la Seccion [2.1.3] 1a funcién de prueba es
un producto de cuatro funciones hidrogenoides (una por cada protén): e~ " y de los

. . . ) . s imé . —3 B 2
orbitales de Landau més bajos con niimero cudntico magnético m: pl™e¢e=8 70",
El término general j-ésimo en la funcién de prueba es

) = plmlgimég— S ol =00 B2
p|m|ez‘m¢e—£(j)(al,az,aa,%ﬂ) ’ (1.4)
donde se definié
, A () B 2
5(‘7)(04170[270{370547ﬁ) = ZQ’E])TZ—'— ﬁ 4 p ' (15>
i=1

La eleccion de los parametros ocz(] ) en cada j-ésimo término de la funcién de prueba,

describe cierta situacion fisica (ver mas adelante). La funcién de prueba total es una

1La interaccién con el espin del electrén es un termino constante y solo modifica el nivel cero
de la energia por lo que no se considera.
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combinacién lineal de los diferentes términos (1.4))
\ijrn = Z AJ@Z}I()‘Z,)L
J
= p|m|€im¢ Z Aj€—§<j)(a170¢270437044,ﬁ) ) (1.6)
J

y la suma se extiende sobre el niimero de términos que se usen. La funcién para el
estado base (m = 0) la definimos como ¥,

J

y como U, al factor que depende de m
U, = pmleim? . (1.8)
Con ello la funciéon de prueba la reescribimos como

U, =U,V,, . (1.9)

1.2.2. Rotacion de Norma

Como se vera a continuacion, la funcion de prueba para estados excitados con m # 0
tiene la misma estructura que aquella para el estado base (m = 0), sin embargo, esto
resulta en una transformacion del hamiltoniano original a través de una “rotacion
de norma” con el operador U, . Consideremos solamente el integrando en el
numerador de la expresién para la energia variacional . Con la funcién de prueba
v, , insertando convenientemente los factores unidad U ' U, = U, U, =1
y agrupando tenemos

U H,, = U Ul H U T,
(W55, ) o (U U,

po~tm Em

= pAm (quoﬁqu0> . (1.10)
h es el lamado hamiltoniano rotado de norma

h=U"HU, . (1.11)

2En inglés: Gauge Rotated Hamiltonian

26



El método variacional

Veamos ahora explicitamente la expresién para h. Comenzamos por notar que U,,
conmuta con cada uno de los términos del hamiltoniano ({1.2)) excepto con el operador
Laplaciano, esto es

A R B2
h=U."D" U, +mB + Ip2+V(p, z). (1.12)

Con la expresién para U, (1.8]) y el operador Laplaciano en coordenadas cilindricas,

A—lg 2 +la_2_|_a_2
“pop\"op) T o T 92

obtenemos la forma para el cuadrado del llamado momento rotado de norma p,,

10 i 0
p2 =UpU, =D —2Im|| -+ == | . 1.13
p p p ||<pap p28¢> (1.13)

El hamiltoniano rotado de norma h 1} resulta

A 10 1 0 B?
h=p>—2 4 ——= B+ = )? 1.14
p |m|<p@p+pga¢>+m + P +Vi(p,2) (1.14)
é R _ 2p2
h=—A+ Bm+ +Vip, z), (1.15)
donde se definié
A=A+2A
Y 10 0
1
A=|m ———{———). 1.16
||(p3p p? 0¢ (1.16)

Es decir la diferencia respecto al hamiltoniano original H 1} es debida al momento
rotado de normaPl

Bajo estas consideraciones, la energia variacional toma la forma:

U h W, 2 dr
Wy Wy pmldr

Euar(Oél,OéQ,Ctg,...) (117)

con U, la funcién de prueba del estado base. El factor (Jacobiano) p?™! aparece
como consecuencia de la rotaciéon de norma (véase (|1.10])).

3Esta es la llamada Transformacién de Rotaciéon o Gauge Rotation.
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1.3. La funcion de prueba del estado base: ¥,

Gracias a la rotacion de norma del hamiltoniano, al tratar con estados excitados de
numero cuantico magnético m, es posible considerar como funcién de prueba, aquella
que se usé para el caso del estado base Wpg (m = 0). Su forma, dada en , es la
siguiente

ZA Oc 7’2 aé)Tg, Ocij)h; —ﬂ(]) (118)

y como ya mencionamos cada término de la suma contiene Clerta interpretacion fisica

dependiendo de la forma en que se elijen los parametros a . Veamos un ejemplo

(1) —

especifico: consideremos que todos los parametros son iguales, o;”’ = «, este primer

. 1
termino es 1/}150)
2

#J;(;})) :Ale—a(r1+r2+r3+r4)e—5gp ’ (1,19)

W "

donde BV = 3. La interpretacién de esta funcién es que la carga neta “a” con
la cual el electréon interactiia de manera atractiva con cada uno de los protones es
la misma. Esta situacion describe al sistema cerca de la configuracién de equilibrio
por lo que es un tipo de interaccion coherente entre el electréon y cada uno de los
protones.

Otra eleccion de los pardmetros agj ) hos da otro término de . Es claro que cada
uno de ellos, de manera independiente, se puede tratar como una funcién de prueba
y darnos un valor de la energia total del sistema. En total, la suma contiene once
términos y aunque en [15] se tomaron en cuenta todos, aqui solamente consideramos
dos de ellos. El criterio bajo el cudl se eligieron los términos a utilizar, fue considerar
los dos que dan los mejores valores de la energia total. En [15], estos corresponden
a 1&,()? y wg(;(l)l) aunque aqui los llamamos 1/11(,(1)) y w},ﬁ), respectivamente. La eleccion de
los parametros para las dos funciones se presentan a continuacién. Solo por notacién
se tom¢6 V) = 3.

e Dos os iguales: oy = a§” (

o3 = al(l); 1,7, k,1=1,2,3,4, la funcién simetrizada es

2 y dos diferentes denotadas por a, = al(g) y

w(l) _ {6—061(7“14‘7”2)—0627“3—0137"4+€—061(T1+T2)—042T4—0437'3 (1 20)
te —a1(ri+r3)—azra—asry +e—a1(T1+7‘3)—a27’4 asry
+e —a1(r1+ry)—asre—asrs +6—a1(r1+r4)—a2r3—a37”2
+ e—a1(7’2+7"3) aori—asrs 4 6—041(7“2-1—7“3)—0427"4—0437“1
+e*a1(72+7’4) Qar1—asrs | o= o1 (re+ra)—azr3—oasry

_ —_ _ —_ _ _ —_3; B2
te ai1(r3+ra)—asri—asrs te ai1(r3+ra)—asrs asn}e Brgp”
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La funcién de prueba del estado base: W,

Esta funcién describe un estado mezclado entre los sistemas H, y dos “4dtomos”
de hidrogeno y tiene cuatro pardmetros variacionales.

e El caso més general es aquel en el cual todas las o’s toman valores que son
diferentes y se denotan por: ay = ocz@), as = 045.2), g = oz,(f) y ar = ozl(Q);
1,7,k 1=1,2,3,4

2 — — — — _ _ _ _
1/);0) _ { o~ Q4T1—Q5T2—A6T3 0:77“4_|_ e TO4T1 T2 T4 — 7T (12]_)

+ 6*0447'1*0457’3*0167”2*0477“4_'_ 6*0447’1*0157”3*0467"4*@77”2
+ e_a47”1_a57’4_0¢67'2_0477’3+ 6_0447’1_0657'4_0467’3_(177"2
+ 6*0447"2*CY57"1*CV67“3*0477"4_|_ e*a47'2*0157"1*a67"4*a7"'3
_|_ 6_0447'2_0457’3_0167”1_0677'4_‘_ e_a4r2_0457"3_0¢67"4_a7r1
+ e_a47"2_0457’4_0¢67'1_0477’3+ 6_(1472_@57'4_&67’3_(177"1
+ 6*0447'3*0457“1*0!67"2*0477"4_’_ 6*0&17“3*0157'1*0467"4*07"’2
+ 6—044T3—a51”2—a67”1—o¢77“4+ e—a47"3—0457'2—0667“4—0177”1
+ e_a47'3_0457’4_a67'1_0477'2 + 6_044T3_a57'4_a67’2_047T1
+ 6*0447'4*0457'1*(167"2*&77‘3_’_ e*a47'4*0557‘1*a67‘3*a77'2
+ 6_0647’4_0457”2_0167"1_0477"3_‘_ 6_044“1_0457"2_0467"3_0177"1

— QT4 —QET3—QeT] — QT —Qu4Ta—QET3— QT2 — QT
4 @T4TATASTITACTI QT2 | o Q4T 5T aGT AT
B 2
}efﬁQZP.

En este caso esta funcidén describe el estado mezclado de cuatro “atomos” de
hidrégeno, con cinco parametros variacionales.

El sentido de la palabra mezcla en las dos interpretaciones anteriores es debido a que
en este sistema solamente se tiene un electron. Por ello no se puede interpretar, por
ejemplo, en el caso en el que todos los parametros a’s son diferentes como cuatro
atomos de hidrégeno, sino como una mezcla.

La funcién de prueba es una combinacion lineal de las funciones Qﬁ,%) y @bf,?
U, = A1l + Ay (1.22)

Esta funciéon depende en total de 13 parametros considerando las posiciones de los
ntcleos sobre el eje z esto es Ry y Ry (en configuracion simétrica) y los coeficientes
A1 2. Ya que es posible fijar uno de los pardmetros A; o, en realidad trabajamos con
12 parametros.

Para el cdlculo de la energia variacional (2.9) es necesario obtener la energia potencial
asociada a cada término de la funcién de prueba:

A L)
v = A
Uy
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Estos se presentan en [LI5] y sonf]

o Yy
1
Vp( )

o Yy
2
V;?( )

12(2a] + a3 + a3) — 12BB (1 + |m|) (1.23)

4

1

+{(201 + a2+ ag) (30 Bp* — 6(1 + m) } >

i=1
+4(O[% —|— 2@10[2 —|— 2(110[3 —|— 0[2043) Z(’le . ’flj) —I— 3ﬁ332p2 .

1<j

24(a? 4 a2 + af 4+ a2) — 24BFy(1 + |m)) (1.24)

4

1

+{(a4 + as + ag + a7)(65.Bp* — 12(1 + |m|) } Z -
-1 (2

+8{Oé4(045 + ag + CY7) + a5(a6 + 047) + 0660é7} Z ﬁz . nj)

i<j

. 245532 2

Por lo tanto, con la funcién de prueba ((1.22) y las energias potenciales asociadas
Vp(l) y Vp@) podemos obtener el valor de la energia total variacional del sistema H3*
en un campo magnético B.

4Los indices i y j toman los valores: 4, j = 1,2, 3, 4.
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CAPITULO 2

Resultados

Los resultados para el ion molecular H3* en presencia de un campo magnético B €
(10* — 107) a.u. se presentan a continuacién en una serie de tablas. En el estudio de
este sistema de cuatro protones y un electron se considerd la configuracion lineal y
paralela en donde los protones se colocan sobre una linea recta la cual es paralela a
las lineas del campo magnético B. La posicion de los protones sobre esta linea que
corresponde al eje z es tal que Ry = Ry y Ry = R3 (configuracién simétrica).

2.1. El estado base 1o,

Para este estudio se consider6 el método variacional con la funciéon de prueba
de 12 parametros variacionales. Esta funcién es un caso particular de la funcién
de prueba utilizada en [I5] con 45 pardmetros variacionales en total. En el cdlculo
de [15] solo se consideraron dos valores de campo magnético: B = 12765.96 a.u.
y B = 18782.98 a.u., mientras que ahora extendemos el estudio hasta campos de
107 a.u. En la Tabla se comparan los resultados obtenidos con aquellos que se
dan en [I5]. Se presentan las distancias de equilibrio Ry y R; y las energias total E;
y de amarre Ej,.

La precisién absoluta en la energia total respecto a los resultados mas precisos
de [15] es de ~ 0.08 Ry para B = 3 x 10" G y ~ 0.09 Ry para 4.414 x 10" G. Por
su parte, la precisién relativa en la energia de amarre es de 0.0006 % y 0.0005 %,
respectivamente.

La Tabla presenta una lista mas completa de los resultados para las energias
total y de amarre y las distancias de equilibrio del ion molecular Hjt para campos
magnéticos de hasta B < 107 a.u., asf como algunos de [12] para su comparacion.
En estos tltimos la funcién de prueba empleada fue un caso particular de con
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Resultados

B[G] Ryla.u.] Ryla.u.]  Er[Ry] Ey[Ry]

2 1013 0.0635 0.2763 12727.5422 38.4153 5]
0.0633  0.2764 12727.6205 38.3369 Presente

4414 % 1013 0.0574  0.2336 18739.2526 43.7261 [15]

0.0572  0.2337 18739.3470 43.6317 Presente

Tabla 2.1: Comparaciéon de resultados para el estado base 1o, del ion molecular
exético HE™ en presencia de un campo magnético B en configuracion lineal, paralela
y simétrica (R = Ry y Re = R3). El célculo de [15] fue realizado con una funcién
de prueba con 45 parametros variacionales y los cédlculos presentes con una funcién
de 12 pardmetros variacionales. 1 a.u. =2.35x10° Gauss.

Ay = 0 y 7 pardametros variacionales, 5 menos que en nuestro caso. La mejora fue
importante: el error absoluto en la energia total es de ~ 0.7 Ry para B = 10° a.u.
y de ~ 0.9 Ry para B = 10a.u.

Como vemos en la Tabla[2.2] los 5 pardmetros adicionales incluidos en la funcién de
prueba respecto a la funcion utilizada en [12] inducen una mejora considerable
en el valor de la energia total Ep. En la Tabla|2.3|se presentan los resultados de con-
siderar diferentes funciones de prueba para el caso de campo magnético B = 10° a.u.
Los dos primeros renglones son los resultados ya presentados en la Tabla 2.2 En
el tercer renglén, la funcion de prueba es una combinacion lineal de dos funciones
del tipo més general w](f) pero con parametros diferentes. En total se tienen trece
pardametros variacionales. La precisién absoluta respecto al caso anterior (12 pardme-
tros) es de =~ 0.01 Ry. En el dltimo caso, la funcién de prueba es una combinacién
lineal de 13 términos, los dos considerados aqui, mas "lﬁ;(:i) que contribuye con tres
parametros variacionales

w}(}ﬁ _ {e—as(r1+r2+r3)—agr4+6—a8(r1+r2+7‘4)—a9r3

+€*C¥8(T1+7‘3+7‘4)*C‘597‘2 + e—as(r2tratre)—agry }e*ﬁS%PQ )

Con la funcién de prueba ¥, = Alwﬁ) + Aﬂb;(;?)) + Ag@/}z(,i) de 16 parametros va-
riacionales, la mejora es mucho menos significativa: los 4 parametros adicionales
solo indujeron una mejora en el error absoluto de 0.004 Ry respecto al caso de 12
parametros. La configuracién de equilibrio es practicamente la misma en los ultimos
tres casos, difiriendo ligeramente de la presentada en [12].

Los resultados muestran el confinamiento caracteristico de sistemas en presencia de
un campo magnético B [§]: con el incremento del campo magnético las distancias
de equilibrio disminuyen y la energia de amarre aumenta. Claramente la disminu-
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El estado base 1o,

Blau]  Rslau] Rjlau] Em[Ry] E,[Ry] Referencia
12765.96  0.06327 0.27641 12727.62052  38.33693
18782.98  0.05718 0.23369 18739.34702  43.63170
2.1 x 10*  0.05552 0.22417 20954.71494  45.28506
5x 10*  0.04427 0.16840 49939.96870  60.03130
10° 0.03718 0.13739 99925.50253  74.49747
5 x 10° 0.02549 0.09077  499881.05613 118.94387

0.02197 0.07733  999856.55031  143.44969
0.028 0.072 999857.25 142.75 [12]

5 x 106 0.01590 0.05497 4999785.08179 214.91820

0.01402 0.04818 9999747.43675 252.56325
0.017 0.045 9999748.29 251.71 [12]

106

107

Tabla 2.2: Resultados del estado base 1o, para el ion molecular exético H;™ en
presencia de un campo magnético B en configuracion lineal, paralela y simétrica
(Ry = R4y Ry = R3). Se presentan las distancias de equilibrio, las energias total y
de amarre.

cién de las distancias de equilibrio se ve reflejada en la distribucién electrénica. La
Figura presenta esta distribucién [ |¢o(z, y, z)|*dy para tres valores del campo
magnético: (a) en el umbral de existencia B = 3 x 103 G (~ 12765.96 a.u.), (b)
10° a.u. y (¢) 10" a.u. En todo el rango de campos magnéticos B < 107 a.u., la
distribucion electronica presenta un maximo localizado en el centro y dos hombros
debidos a la presencia de los dos protones externos. En el umbral, la nube electroni-
ca resulta tener una configuraciéon muy extendida, tanto en la direccién paralela
como en el plano perpendicular al campo magnético, a diferencia del caso limite
B = 107 a.u. donde el sistema estd fuertemente deformado, principalmente en la
direccion perpendicular al campo. Desde que el sistema comienza a desarrollar un
minimo hasta el limite B = 107 a.u. el sistema se compacta en la direccién paralela
por un factor de seis: B;[B ~ 12765.96a.u.]/R;[B = 107a.u.] ~ 6.

Este sistema exotico no tiene un estado ligado sin la presencia de un campo magnéti-
co B. En el umbral de existencia, que es del orden de B ~ 250 a.u., es inestable
ante las disociaciones H3" — H3" 4+ p y Hit — HJ + 2p (ver Figura . Con el
incremento del campo magnético las energias de amarre de los tres sistemas aumenta
y para B ~ 5 x 10° a.u., el ion Hj" llega a ser estable ante el decaimiento hacia
H + 2p. En todo el rango de campos magnéticos B € (250 — 107) a.u. este sistema
nunca llega a ser estable ante el decaimiento H3"™ — H3" + p.
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Resultados

(c) B=107 a.u.

Figura 2.1: Distribucién electrénica del ion molecular Hit en su estado base 1o,
para diferentes valores del campo magnético. Los tres casos corresponden a la confi-
guracién de equilibrio. La escala en el eje vertical es 107 en los dos primeros casos
y 1073 en el tltimo.
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El estado base 1o,

Uy, N.P.V. EP™Ry|] Rslau] Rifaul]
[12] 7 999857.25  0.028  0.072

Al + A 12 999856.550 0.0220  0.0773
At + A 13 999856.539 0.0219  0.0773
S8 A 16 999856.535 0.0220  0.0773

Tabla 2.3: Comparacién de resultados para el ion molecular H3™ en un campo
magnético B = 10° a.u. considerando diferentes funciones de prueba ¥,. Se consi-
deré la configuracién lineal, paralela y simétrica (R = Ry y Ry = R3). N.P.V. es el
numero total de parametros variacionales en la funcion.

300 v ! T T T
250

200 - .

|

150 | H3* /" H}

Epla.u.]

100 -
50_ H2+
O 1 N Ll N Ll N Ll N N
10° 10% 10° 108 107
Bla.u.]

Figura 2.2: Curvas de la energia de amarre para el estado base 1o, como funcién del
campo magnético para los sistemas Hy (verde), H3" (azul) y H" (rojo). [12]

La Figura [2.3| presenta las distancias de equilibrio en funcién del campo magnético
para los iones moleculares Hf (curva verde) y H3t (curvas rojas). Para este tltimo
sistema se presentan dos curvas: 2R, que es la distancia entre los protones internos y
R{ — Ry que es la distancia entre un protén externo y el proton interno mas cercano
a este (ver Figura . Podemos notar desde el umbral de existencia del ion H}" los
protones internos estan a una distancia mayor que la distancia de equilibrio del ion
Hj . Para el campo magnético B ~ 5 x 10° a.u., al cual el sistema llega a ser estable
ante el decaimiento H3"™ — Hj + 2p, esta imagen se invierte: la distancia 2R, es
menor que la distancia de equilibrio del ion Hj .

65



Resultados

0.25 —

0.2

0.15

R[a.u.]

0.1
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10 10° 108 107

Bla.u.]

Figura 2.3: Distancias de equilibrio para los estados base 1o, de los iones moleculares
Hi (curva verde) y Hi" como funcién del campo magnético B. Para este tltimo
(curvas rojas), se presenta la distancia entre los protones internos 2Ry y Ry — Ry

(ver Figura .
2.2. El estado excitado 17,

Al realizar una rotaciéon de norma al hamiltoniano, es posible hacer el cédlculo va-
riacional de los estados excitados (m # 0) con una funcién de prueba de la misma
estructura que la usada para el estado base (m = 0) (ver seccién . La Ta-
bla presenta los resultados para dos valores de campo magnético B = 10° a.u. y
B = 107 a.u. utilizando la forma més completa de la funcién de prueba que es una
superposicién de 11 ansétze (la misma que en [15]). Para los dos valores del campo
magnético los dos protones externos del ion H3" estan muy alejados respecto a los
protones internos: ~ 300 y ~ 450 veces respectivamente (ver Figura. La energia
total de esta configuracion tan extendida es ligeramente mayor que la energia total
del ion HJ, i.e. este tltimo sistema resulta ser el mas ligado. Asi, cualquier pertur-
bacién ocasionaria la disociacién del ion Hi", lo que nos da una indicacién de la no
existencia del estado 17, del ion H3".
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El estado excitado 1w,

Bla.u.] ErnRy] FEu[Ry] R[auw] Rs— Rilau]

H3t 999888.2 111.8 0.055 7.765
Hy 999887.1 112.9 0.054

HiT 9999820.1 179.9 0.036 8.130
Hy  9999818.8 181.2 0.036

10°

107

Tabla 2.4: Comparacién del estado excitado 1, entre los iones moleculares H3™
y Hi en presencia de un campo magnético B en configuracién lineal, paralela y
simétrica. Para el ion H3*, R = 2R, es la distancia entre los protones internos.
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Discusion

La existencia del estado base 1o, de la cadena hidrogenoide Hj' en presencia de
un campo magnético B = 44140 x 10° G en configuracién lineal (protones alinea-
dos) paralela (eje molecular paralelo a las lineas de campo) y simétrica (R; = Ry
y R = R3) fue predicha recientemente en el ano 2000 [24]. Subsecuentes estudios
(J16] y [15]) mostraron que para B = 3 x 10! G, la curva de potencial ya desarrolla
un minimo. A partir de estos trabajos, se hace un estudio de este sistema exten-
diendo el dominio de campos magnéticos hasta los valores tipicos que se encuentran
en los magnetares, i.e. B < 107 a.u. Para ello consideramos a los protones como
infinitamente masivos (Born-Oppenheimer a orden cero) y nos mantenemos dentro
del dominio no-relativista donde la ecuacién de Schrodinger es valida.

Estado base 1o,

Con la funcién de prueba de 12 pardametros variacionales la cual es un caso
particular y mds simple que la utilizada en [I5] obtenemos buenos resultados: al
comparar con los dos valores del campo magnético presentados en [15] la precisién
absoluta es de ~ 0.08 Ry para B = 3 x 10* G y ~ 0.09 Ry para 4.414 x 10'3 G.

La funcién de prueba utilizada (1.22)), es éptima en el sentido que si consideramos
solo el segundo término Agz/;;?, el cual fue utilizado en [12], el error absoluto es de
~ 0.7 Ry. Al considerar funciones de prueba con un mayor niimero de parametros no
obtuvimos una mejora considerable en la energia total: para una combinacion lineal
de dos funciones del tipo més general zp,ﬁ? (en total 13 parametros variacionales),
el error absoluto es de ~ 0.01 Ry respecto a nuestros resultados. Del mismo modo,
considerando la funciéon de prueba como una combinacion lineal de tres términos
con 16 pardmetros variacionales el error absoluto resulta ser de ~ 0.015 Ry.
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Discusién

Nuevamente se cumple el comportamiento tipico de sistemas atomico-moleculares:
con el incremento de la intensidad del campo magnético B, los sistemas se vuelven
més ligados (la energia de amarre aumenta) y compactos (las distancias de equilibrio
disminuyen).

Estado excitado 17,

A partir de una rotacion de norma en el hamiltoniano, es posible utilizar la misma
estructura de la funcién de prueba del estado base 1o, para los estados excitados
con m # 0. El estado con m = —1 no presenta una indicacién clara de su posible
existencia en todo el rango de campos magnéticos considerados B < 107 a.u.
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Conclusion

En esta tesis se hizo un estudio dentro de la aproximaciéon de Born-Oppenheimer
a orden cero (protones infinitamente masivos) del estado base (m = 0) de sistemas
atémico-moleculares de un solo electrén en presencia de campos magnéticos super-
intensos tipicos de estrellas de neutrones y magnetares B € (10* — 107) a.u. En
este rango de campos magnéticos, las consideraciones relativistas aun no resultan
importantes [13] por lo que se justifica el uso de la ecuacién de Schrodinger. En el
estudio de los sistemas moleculares, los nicleos se colocaron sobre una linea rec-
ta (configuracién lineal) la cual es paralela a la direccién del campo magnético B
(configuracién paralela). Bésicamente se estudiaron dos tipos de sistemas: (1) siste-
mas atémico-moleculares con contenido de litio y (2) la cadena hidrogenoide H3*.
A continuacién presentamos los aspectos més importantes de estos sistemas.

1. Sistemas con contenido de litio

El resultado principal fue la prediccion tedrica de la existencia de los iones mole-
culares: Li5", LiHe** y LiH?** en campos magnéticos super-intensos B < 107 a.u.
Para el estudio, aplicamos dos métodos los cuales se complementan uno al otro: el
método variacional y el método de malla de Lagrange.

Los iones moleculares exéticos Lij™, LiHe*" y LiH*' aparecen como estados me-
taestables en los umbrales de campo magnético By, ~ 2 x 10*, ~ 10° y ~ 10% a.u.,
respectivamente. Para el campo B > 10° a.u., el ion LigJr llega a ser estable. Los
iones LiHe' y LiH?" son inestables en todo el rango de campos magnéticos conside-
rados. Aunque pareciera que el sistema LiHe!" llega a ser estable para B = 107 a.u.,
la inestabilidad es debida a vibraciones longitudinales: LiHe*" — Li** + .

Cuando fue posible aplicar el método de malla de Lagrange los resultados obtenidos
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Conclusién

mejoraron aquellos obtenidos con el método variacional para campos magnéticos
B < 10° a.u. Para campos magnéticos B > 10° a.u., no fue posible obtener resultados
convergentes con el método de malla y solo se presentan los resultados variacionales.

Todos los iones moleculares presentan un comportamiento tipico: con el incremento
del campo magnético los sistemas llegan a ser mds compactos (las distancias de
equilibrio disminuyen) y més ligados (la energia de amarre se incrementa).

Para un campo magnético 106 < B < 107 a.u., donde todos los iones moleculares
presentan un minimo en la curva de potencial capaz de soportar al menos un esta-
do vibracional encontramos una jerarquia en la energia de amarre de los sistemas
moleculares diatémicos [12]
Lij* iHet+ i3+ Helt 2+ HY
ES? > EPRT s g s g s gl s plie
Es decir, la energia de ionizacién crece en funcién de la carga total en los nicleos.

En el caso de carga total igual, la energia de amarre es mayor en el sistema con el
nicleo de mayor carga.

2. La cadena hidrogenoide Hf’fr

El punto central de esta parte fue el calculo variacional del estado base 1o, (m = 0)
del ion molecular H}" para campos magnéticos de hasta B < 107 a.u. Al dia de hoy
estos resultados son los mas precisos.

La funcién de prueba utilizada para el estado base de 12 parametros es 6ptima
en el sentido de que si consideramos sélo el segundo término quﬁg) de 7 pardmetros
variacionales, el cual fue utilizado en [12], el error absoluto es de 0.7 Ry (y el error
relativo es de 7x 107° %). Funciones de prueba con un mayor ntiimero de pardmetros
no dan una mejora considerable en la energia total: para una combinacion lineal de
dos funciones del tipo mas general wg) (en total trece pardmetros variacionales),
el error absoluto es de 0.01 Ry respecto a nuestros resultados. Considerando la
funcién de prueba como una combinacion lineal de tres términos con 16 pardmetros
variacionales el error absoluto resulta ser de 0.015 Ry.

Con el incremento de la intensidad del campo magnético B, este sistema se vuelve
més ligado (la energia de amarre aumenta) y compacto (la distancia de equilibrio
disminuye).

Para el estado excitado 1m,, después de realizar una rotacién de norma del hamil-
toniano, la funcién de prueba fue la funcién mas general para el estado base 1o, de
11 ansatze. Los resultados no muestran una indicaciéon de la existencia del estado
excitado 1w, de este ion.
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Conclusién

3. Transiciones radiativas

La forma experimental de determinar los componentes quimicos en una atmosfera
de una estrella es a través del estudio de su espectro de absorciéon. Por ello resulta
indispensable realizar un estudio tedrico de las transiciones radiativas en los sistemas
que pudieran estar presentes en tal estrella. Un estudio de transiciones radiativas en
el 4tomo de hidrégeno en presencia de un campo magnético esta publicado en [25]
y fue presentado en el International Workshop: “Magnetic fields and Neutron Star
Surface”, Cocoyoc, México (2007). Asi, el siguiente paso del presente trabajo con-
siste en considerar los estados excitados de los sistemas con contenido de litio y
calcular transiciones radiativas en estos sistemas. Esta tltima parte se encuentra ya
en progreso.
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APENDICE A

Interpolacién polinomial de
Lagrange

Consideremos una funcién f(x) de la cual conocemos sus valores en n + 1 puntos de
su dominio: zq, z1, T9, ..., T,. Estamos interesados en construir un polinomio P, que
tome el mismo valor que la funcién en estos n+1 puntos. Comencemos considerando
dos puntos. En este caso el polinomio de primer grado es

P) = (2220 )+ (2222 s (A1)

Top — T1 1 — Xo

Esta es la ecuacién de una recta que pasa por los puntos (zo, f(x¢)) v (1, f(z1)).
Con esta idea escribimos la expresion para P, como

P,(z) = Lo(x) f(x0) + L1(x) f(x1) + - + Ln(2) f () . (A.2)

La condicién que el polinomio tome los mismos valores que la funcién f(x) en n+ 1
puntos se cumple si
Esta es la llamada condicion de Lagrange, con la que se obtienen las expresiones
para los polinomios L;(x). Consideremos Ly: ya que se debe de anular en todos los
puntos excepto z, se puede escribir como

Lo(z) = cH(x — ;). (A.4)

i=1

En el punto xg, Lo(zg) = 1 lo que determina el valor de la constante c. La expresién
de Lo(x) resulta

- r— Ty
Lo(z) = | | o _;’ . (A.5)
=1 !
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Interpolacién polinomial de Lagrange

Con este procedimiento se obtienen las expresiones para L;(z)

LIT—SL’J’

l'i—l’j‘

Ahora bien, definiendo

se tienen que ) @)

L) = ey (A8)
donde p

o (x;) = %a(x) ) (A.9)

Con esta definicién, la forma del polinomio P,(z) es

Pao) =30 M ). (A10)

— (v —x;) /()

Esta expresion es conocida como la forma de Lagrange de interpolaciéon polinomial.
Ya que L;(x;) = §;;, los puntos donde se evalia (A.10]) son los ceros de a(z).
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APENDICE B

Cuadratura Gaussiana

Consideremos el célculo de la integral de una funcién f(x) multiplicada por una
funcién de peso w(z)

b
I = / f(@)w(z)dz . (B.1)

Para encontrar un valor de esta integral, escribimos la funciéon como
flx) = Py(x) +r(z), (B.2)

donde P,(z) es la aproximacién polinomial de Lagrange (A.10)) y 7(z) un residuo.
Cuando la integral del residuo es pequena, podemos aproximar el valor de la integral
por

[ ~ / ’ P (2)w(x)dx

:/:

= Z Aif (i), (B.3)

n

Z ( a(z) f(@)] w(x)dx

— (z—3;) o (x)

donde

[ _a@u)
A = / ( dz | (B.4)

r —x;)d(x;)

La aproximacién de la integral (B.3|) contiene 2n + 1 pardmetros:

- n puntos zj donde se evalia f(x)

- n coeficientes \;
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Cuadratura Gaussiana

- el valor mismo de n

Gauss hizo notar que la precision de la aproximacion mejora si los puntos de evalua-
cién (ceros de ag(x)) no son equidistantes y se elijen de tal modo que el polinomio de
grado n, ag(z), es ortogonal a todos los polinomios de menor grado sobre el intervalo
[a, b] bajo la funcién de peso w(x).

Teorema 2 Una condicion necesaria y suficiente para que la formula de interpo-
lacion sea exacta para todos los polinomios de grado < 2n — 1 es que «a(x)
sea ortogonal con respecto a w(x) sobre el intervalo [a,b] a todos los polinomios de
grado < n — 1.

La suposicién principal en la cuadratura de Gauss es que f(z) puede ser representada
por un polinomio de grado 2n — 1. Si f(x) tiene una singularidad en el intervalo de
integracion, la suposicion de la representacion polinomial no es valida y la precision
numérica sera relativamente baja.
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APENDICE C

Las funciones de Lagrange

El punto de partida para escribir la forma explicita de las funciones de Lagrange
fi(€) es la expresion (2.61))

oy 12 1 en(@)
fle)y =X Py(w) v —a;

{¢on(x)} es una base finita de polinomios ortogonales py(x) con funcién de peso
w(x) y Ny el factor de normalizacién ([2.56))

pn(r) = Ny Ppn(z)w*(z) .

Los pesos \; estan determinados por ([2.60))

Ay N2 < )
)\» 1 = N ! Z; —1\T; )

donde Ay es el coeficiente del término de mayor grado del polinomio py(z).

C.1. Base de Laguerre Ly(x)

Si se trabaja en un dominio definido en la semirrecta (0,00), los polinomios py(z)
més apropiados son los polinomios de Laguerre Ly (z) los cuales estdn definidos en
el mismo intervalo con norma N, = 1y funcién de peso w(x) = e~*. En la variable
¢ = hz, las funciones base son

on(€) = e P Ly (¢/h), (C.1)
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Las funciones de Lagrange

donde h es un parametro adimensional que nos permite reescalar los ceros de Lague-
rre. Para determinar los pesos A; es necesario obtener la expresién de los coeficientes
Ap, los cuales obtenemos de la expresion de los polinomios de Laguerre

In(r) = i(—l)mw e
m=0
de donde obtenemos
Ay = (—1)N% | (C.2)

Al evaluar la relacion
xLy(x) = NLy(x) — NLy_1(2)
en los ceros del polinomio de Laguerre Ly(x), de (C.1)) se tiene

pn-1(&/h) = e8P Ly_1(&/h)

S (&) (©3)

donde &; son los ceros de Laguerre reescalados por h: & = hx;. A partir de (C.2)
y (C.3) la expresion para los pesos es
&

A = S &), (C.4)

los cuales estdn indeterminados hasta una fase ya que f;(z) oc A, 12 Esta fase es
fijada por la condicién de Lagrange (2.37). Finalmente, las funciones de Lagrange

9 = (-1 (g) e 2D, (©5)

C.2. Base de Legendre Py(x)

Si el dominio de definicién del problema es un intervalo finito (a,b), los polinomios
de Legendre Py(z) resultan adecuados ya que estos estan definidos en (—1,1). Con
funcién de peso w(x) = 1 y coeficiente de normalizacién N = 2/(2N + 1), la base

on(T) es
on(@) = 1| 22X 2* L pya). (C.6)
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Base de Legendre Py(x)

El coeficiente Ay se obtiene de la expresiénﬂ

_ (=D*EN —2k)!  n o
TV RN RN -2k

de donde

1 (2N)!
Ay = 2% (N1)2 (C.7)
Al evaluar la identidad
(1 — 2*)Py(z) = aNPy(x) + NPy_i(2),
en los ceros x; del polinomio Py(x) se tiene
[2(N — 1)
on_1(z;) = PN 1(z:)
2N —1
- N oN 1o () (C8)
De (C.7) y (C.8)) obtenemos los pesos ;
-1 _ 1— x / 2
1/2

Ya que las funciones de Lagrange ¢;(x) oc p; '~ estos pesos resultan indeterminados
hasta una fase la cual se fija por la condicién de Lagrange (2.37)). Finalmente tenemos

para g(z)

SN

PN(x
2 x—uz

~—

1—=x

gi(w) = (=) (C.10)

x| es la funcién “valor entero” que da el mayor entero menor o igual a .
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APENDICE D

Elementos de matriz 7T il

Para el célculo los elementos de matriz de la energia cinética Tj;y; en la expre-
sién , es necesario tener una expresion para los elementos de matriz (f;|T¢|fi)
y (9;]T,1g;) (ver (2.79))). A continuacién daremos los pasos necesarios para conseguir
las expresiones analiticas de estos elementos.

D.1. Elementos (fi|T¢|f)

Para el elemento de matriz del operador de energia cinética de la coordenada &

d d
(fil Te| fir) = {fil = d_§£<€ + Q)d—g\fﬂ 7 (D.1)
consideramos la base f;(£) (C.5)
F(8) = (—1)ig 2/ L (&/R)
' ’ §—-&

Un calculo directo de (D.1]) con la formula de cuadratura de Gauss nos da

(FlTe for) = =N (606 + 2) (&) +2(& + 1) fa(&)] (D.2)

la cual es una aproximacién. Es necesario por lo tanto obtener las dos primeras
derivadas de fi(&): fi(&) v fI/(€), respectivamente. Solo se presentan las expresiones:

51/2

e v® (D.3)

O == (5+ =g ) 1O+
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Elementos de matriz Tjj

y
fo(&) L, 1Y\, E-& &\ & eh(©
fue) = 20 (S 4 fue) - (2- — o) s NS p g
O=-er ateg) MY > ) e Y
en donde se utilizé la ecuaciéon diferencial de los polinomios de Laguerre;
ELN(E) + (1= &Ly(§) + NLn(§) =0.
Sustituyendo en (D.2)) y recordando que & = hx; obtenemos
R
o /2 g
ATl £0) = (—1 ”Z'—(gj’x’ ) - ; y D.
w =7
ity = =25 2% (on 1= ) o s av £ e — 1] (D)
itelf) =799 TG n) " 3h i '

D.2. Elementos (g;|T,|g:)

El elemento de matriz del operador de energia cinética de la coordenada n

d d
i Tolgr) = (g;] — —(1 — ) —|g;) . D.7
il Talgr) = 951 = g (L =m") 3 lgx) (D.7)
consideramos la base g;(n) (C.10)
: 1-— %2 PN(m)
= (=1 i )
gla) = (~D)¥y 2T N
Un calculo directo de (D.7)) con la formula de cuadratura de Gauss nos da
(@il Tolge) = =13 [(1 = n))gfi () — 2m595 (ny)] (D.8)

que a diferencia de (D.2)), esta es una expresién exacta. Evaluando las derivadas y
sustituyendo en obtenemos

n ] 7£ 7/
. 2(1 — ?)1/2(1_ 32">1/2
m =1 N 2
<gj‘Tn|9j’> = 3 — 31— 77?) . (D.10)
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