UNIVERSIDAD NACJONAL
AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

El dlgebra topolédgica L(X)
y espacios subnormados

T E S 1T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE
MATEMATICO
PRESENTA
JORGE CASTILLEJOS LOPEZ

~ DIRECTOR DE TESIS:
M. EN C. ANGEL MANUEL CARRILLO HOYO

México D.F 2010



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

1. Datos del Alumno
Castillejos

Lopez

Jorge

5529507997

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematico

406009711

2. Datos del tutor
MenC

Angel Manuel
Carrillo

Hoyo

3. Datos del sinodal 1
Dr

Hugo

Arizmendi

Peimbert

4. Datos del sinodal 2
Dr

Carlos

Hernandez
Garciadiego

5. Datos del sinodal 3
Dr

Ricardo

GOémez

Aiza

6. Datos del sinodal 4
Dra

Carmen
Martinez-Adame
Isais

7. Datos del trabajo escrito

El dlgebra topoldgica L(X) y espacios subnormados
133 p

2010



Contenido

Prélogo \%

1 Preliminares 1
1.1 Espacios vectoriales . . . . . . . . ... ... ... .. .. .. 1
1.1.1 Conjuntos convexos, balanceados y absorbentes 1

1.1.2  Discos . . . . . . . .. e 4

1.2 Seminormas y funcionales de Minkowsky . . . . ... .. .. 6
1.3 Espacios vectoriales topolégicos . . . . .. . ... ... ... 9
1.3.1 Generacién de topologias vectoriales . . . . .. ... 15

1.4 Teoremas de Separaciéon . . . . . .. ... .. ... ..... 32

2 Topologias vectoriales, conjuntos y espacios vectoriales topolégi-

cos especiales 37
2.1 Topologia de Mackey . . . . . .. ... ... ... ...... 37
22 Polares . . . . . .. 40
2.3 Topologias Polares . . . ... ... ... ... ........ 45
2.4 Discos de Banach. Conjuntos bornfvoros . . .. .. ... .. 47
2.5 Barriles y Espacios Barrilados . . . . . .. ... 52
2.6 Topologia de Mackey por Polares . . . . . ... ... .... 54
2.7 Espacios Infrabarrilados, Semirreflexivos y Reflexivos . . . . 59
2.7.1 Espacios de semi Montel y Montel . . . . . . ... .. 63

3 Topologizacién como &dlgebra de L(X) 69
3.1 Espacios subnormados . . . . . ... ... ... ... .... 69
3.2 Algebras topolégicas, topologizables, normadas y normables 71
3.2.1 Normas de algebra para C(X) . . ... ... ..... 74

3.3 Algebras Localmente Convexas . . . . . . . ... ...... 75
3.4 Eldlgebra L(X) . . . . . ... 79
3.5 Las subdlgebras Ko(X)y K(X)de L(X). ... ....... 82

3.6 Normabilidad de Ko (X) . . .. ... ... ... ... 84



iv

3.7

3.8

3.9

CONTENIDO

3.6.1 Algunas condiciones para la no normabilidad de K (X)

yE(X) oo 86
Estructura de élgebra topoldgica de Ko (X) . . .. ... .. 88
3.7.1 Metrizabilidad de Ko (X) . ... .. ... ... ... 92
Topologia de dlgebra para L(X) . . . ... ... ... .... 96
3.8.1 Normabilidadde L(X) . . . ... ... ... ... .. 97
3.8.2 Topologizaciéon de L(X) . . . .. ... ... . .... 100
Algebras de operadores y operadores topologizables . . . . . 114
3.9.1 El operador bilineal ® : L(X) x X — X . . ... .. 114

A Teoremas clasicos 123



Prélogo

A cualquier espacio vectorial X sobre el campo F (= R o C) siempre es
posible dotarlo de una topologfa que lo hace un espacio vectorial topolégico
localmente convexo. Basta considerar, por ejemplo, la topologia generada
por todas las seminormas continuas definidas en X. Estd topologia es lla-
mada la topologfa localmente convexa mads fina para X.

A diferencia de lo anterior, dada un dlgebra A no siempre es posible darle
una topologia que la haga un dlgebra localmente convexa; es decir, no siem-
pre es posible dar una familia de seminormas en A tal que las operaciones
de algebra sean continuas con respecto a la topologia que ellas generan .
Aunque cabe senalar que la topologia localmente convexa mds fina para A,
vista como espacio vectorial, hace de A un &lgebra semitopolégica, es de-
cir es una topologia vectorial respecto a la cual la operacién producto es
continua en cada una de las coordenadas.

El problema radica, en vista de lo dicho en el parrafo anterior, en lograr
la continuidad del producto. Inclusive el producto de un dlgebra A puede ser
discontinuo para cualquier topologia vectorial, sea ésta localmente convexa
o no. En otras palabras, un dlgebra puede no admitir una estructura de
algebra topolégica. Ejemplos de tales dlgebras se dan en los articulos [10] y
[18] de y V. Miiller y W. Zelazko, respectivamente.

Este trabajo se enfoca, en este contexto, en la importante dlgebra L (X)
de endomorfismos continuos de un espacio localmente convexo X. La base
para su realizacién la cosntituye el articulo de W. Zelazko, When is L (X)
topologizable as a topological algebra?, el cual tuvo como antecedentes direc-
tos dos articulos de J. Esterle: Sur la non normabilité de certaines algébres
d’opérateurs y Sur la métrisabilité de certaines algébres d’opérateurs, mis-
mos que también son desarrollados en esta tesis.

En eso tres articulos lo resultados mds importantes estdn relacionados
con que X sea un espacio subnormado, lo que significa que en X se puede
definir una norma que genera una topologia mas fina que la X tiene origi-
nalmente.

Es obvio que cualquier espacio normado es subnormado y es sabido que
cuando X es normado, entonces su norma induce otra en L (X) que es sub-
multiplicativa y que por consiguiente, hace de L (X) un dlgebra topolégica.
Un ejemplo de un espacio X que no es subnormado es cualquiera de Fréchet
que no sea normalizable (Corolario 3.6.5).

Para una presentacién lo mds autocontenida posible fue necesario incluir
muchos conceptos y resultados del Anélisis funcional. Los més elementales se

%



vi Prélogo

encuentran en el Capitulo 1 y los que son un poco més complicados y menos
conocidos estdn en el Capitulo 2. Se buscé que la pruebas resultaran claras
y sin omitir detalles. A lo largo del trabajo también se usan, sin haberse
probado, resultados clésicos; por ejemplo, los teoremas de la Funcién abierta
y Griéfica cerrada, entre otros. Los enunciados de todos ellos, en el contexto
de F-espacios, se recuerdan en el Apéndice.

El Capitulo 3 es el principal de esta tesis. Ahi se expone lo hecho por
Esterle y Zelazko. Se considera la subdlgebra Ky (X) de L (X) formada por
los endomorfismos continuos de X de rango finito y se prueba que Ky (X)
es normable, o sea admite una estructura de &dlgebra normada, si y sélo
si X es subnormado. Se ve un resultado que extiende el anterior, en una
direccién : si Ky (X) admite una estructura de dlgebra topoldgica de Haus-
dorff, entonces X es subnormado; lo que implica: si L (X) admite tal tipo
de estructura (es topologizable), entonces X es subnormado.

Se da un ejemplo de un espacio X en que el inverso de tal resultado es
falso y, por otra parte, se prueba que es cierto cuando X es ademés completo
por sucesiones. Bajo esta misma hipétesis se dan condiciones equivalentes
a la topologizacién de L (X).

Se hace ver que la completez por sucesiones de no es una condicién nece-
saria sobre X para que L (X) admita una estructura de algebra topolégica
pues se introduce una clase particular de espacios subnormados, llamados
espacios sub-Banach, que pueden no ser completos por sucesiones y para los
cuales L (X) es topologizable.

También se trata la topologizacién de L (X), como espacio vectorial, con
relacion a la continuidad de la funcién bilineal ® : L (X) x X — X definida
como @ (T,z) = T (x). Al respecto se prueba que L (X) es topologizable,
como espacio vectorial, de modo que ® resulte continua si y sélo si X es nor-
mado. Cabe senalar que en cierto momento algunos investigadores creyeron
que era posible lograr la continuidad de ® bajo circunstancias m&s generales.

La topologizacién de L (X) y la continuidad de ® han dado pie a la
introduccién por parte Zelazko [15] de los conceptos de lgebra de operadores
y operador topologizable. Una subdlgebra unitaria A de L (X) es llamada
dlgebra de operadores si la restriccion de ® a A es continua. En tanto que
T € L (X) es llamado un operador topologizable si T' € A para algun algebra
de operadores A.

Al final del Capitulo 3 se presenta la primera parte de ese articulo, en
particular se dan caracterizaciones de las dlgebras de operadores y los oper-
adores topologizables. Con lo ahif hecho se indica por donde podria contin-
uarse el estudio comenzado en este trabajo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacios vectoriales

1.1.1 Conjuntos convexos, balanceados y absorbentes

Denotaremos por F al campo de los nimeros reales R o complejos C. Todos
los espacios vectoriales considerados tendrdan a F como campo de escalares.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial y S C X. Definimos el espa-
cio generado por S como el minimo subespacio vectorial de X que contiene
a S y lo denotamos por (S). Si S =, entonces (S) =0 y en otro caso,

(S) = {Z)\kxk:nzl,xkeS;)\kEIFpamlgkgn}

k=1

Definicién 1.1.2 Sea X un espacio vectorial. Para A,B C X y F C F
definimos

A+B={a+beX:ac Abe B}

FA={rae X :reF,ac A}

Si A = {z}, entonces escribiremos x+ B; y si F' = {r} escribiremos rA.

Definicién 1.1.3 Sea X un espacio vectorial y A C X

(a) A es convexo si para todo x,y € A se tiene que rz+sy € A sir,s >0
yr+s=1. La suma rx + sy es llamada una combinacion convexa de x y
Y.

(b) A es balanceado si para todo x € A se tiene que rz € A si |r| < 1.

(c) A es absorbente si para todo x € X existe s > 0 tal que rz € A si
Ir| < s (equivalentemente, x € rA si |r| > s. Si A es balanceado, entonces
se cumple esto 1ltimo para s > 0 tal que © € sA)

1



2 CAPiTULO 1 PRELIMINARES

Proposicion 1.1.4 Sea X un espacio vectorial.

(a) La interseccion de conjuntos convexos es un conjunto convero.

(b) Si A es un conjunto convero entonces x + A es convexo para todo
r e X.

(c) La interseccion de conjuntos balanceados es un conjunto balanceado.

(d) Si la interseccion finita de conjuntos absorbentes es no vacia, en-
tonces es un conjunto absorbente.

(e) Si AC B C X con A absorbente, entonces B es absorbente.

Demostracién. Sea {A;},.; una familia de conjuntos convexos. El

conjunto [ A; es convexo si es el vacio. En otro caso, si z,y € [ 4,
iel iel
entonces =,y € A; para todo ¢ € I. Usando la convexidad de A; tenemos
que rx + sy € A; paratodoi € I sir,s€Fconr,s >0y r+s=1,loque
nos lleva a que re + sy € (A;sir,s € Feconr,s >0y r+s=1 Por
iel
tanto, [ A; es convexo.
iel

(b) Sea u,v € x+ A, porlocual u =x+y;v =+ zcony,z € A.

Sean r,s € F conr,s > 0y r+ s =1, entonces

ru+sv = r(x+y)+ s(r+2)
= (r+s)x+ry+sz

Observando que ry + sz € A, al ser A convexo y que r + s = 1, tenemos
que ru + sv € x + A. Por tanto, z + A es convexo.
(c) Sea {A;},.; una familia de conjuntos balanceados. El conjunto (7] 4;
icl
es convexo si es el vacio. En otro caso, sea x € [ A;, entonces = € A; para
iel
todo i € I. Como A; es balanceado tenemos que rx € A;, para todo i € I si
|r] <1, entonces rz € (] A; si |r| < 1. Por tanto, [ A; es balanceada.
iel i€l
(d) Sea {A;};=" una familia de conjuntos absorbentes. Sea z € X,
tomemos € = min {z—:’; 1 <Ek< n} donde rz € Ay si |r| < 5’;. Entonces
k=n k=n
re € [ Ay si|r| <e. Por tanto, [ Ay es absorbente.
k=1 k=1
(e) Sea x € X, como A es absorbente implica que existe €, > 0 tal que
re € A C Bsi|r| < e, entonces rz € B si |r| < g,. Por tanto, B es

absorbente. ]

Proposicion 1.1.5 Sean X y Y dos espacios vectoriales, T : X — 'Y una
transformacion lineal y A C X y B C Y. Entonces,
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(a) T 1 (B) es convexo o balanceado si B tiene la propiedad correspon-
diente.

(b) T (A) es convexo o balanceado si A tiene la propiedad correspon-
diente.

(c) T (A) es absorbente en el espacio vectorial T (X) si A es absorbente.

Demostracién. Sean T (z), T (y) € T (A) y z,w € T~ (B)

(a) Sean «, 3 > 0 tales que a« + 8 = 1. Si B es convexo, entonces
aT () + BT (w) = T (az + fw) pertenece a B; o sea, ax + fy € T~ (B) .

Sea z € T"'(B) y A € F, con |\ < 1. Si B es balanceado, entonces
AT (z) = T (\z) pertenece a B; o sea, Az € T~ (B).

(b) Sean a,3 > 0 tales que  + 3 = 1. Si A es convexo, entonces
ar+ Py € Ay asi, aT (z) + BT (y) = T (ax + By) pertenece a T (A).

Sea z € T(A) y A € F, con |A] < 1. Si A es balanceado, entonces
Ax € Ay asi, entonces \T' (z) =T (A\x) € T (A) pertenece a T (A).

(c) Existe s > 0 tal que x € rA si |r| > s, por tanto T'(z) € rT (A) si
Ir| > s. |

Corolario 1.1.6 Sea X un espacio vectorial, E C X yt €F.
(a) Si E es balanceado, entonces tE es balanceado.
(b) Si E es convezo, entonces tE es convezo.

Demostracion. La transformacion z — tx definida en X es lineal. =

Proposicién 1.1.7 Sean X un espacio vectorial, E C X convexoya,b > 0.
Entonces aE +bE = (a +b) E.

Demostracién. La contencién (a + b) E C aE + bE se tiene en general
para escalares y conjuntos arbitrarios. Por otra parte, sea x € aF + DF, es
decir x = axy + bxy con x1, x5 € E. Observamos que

a b a b

— >0 =1
a+b a+b ya+b+a+b

y que

1 a . b
xTr = X XTo.
a+b  a+bt a+b?

Por la convexidad de F tenemos que a%bx € F; de donde se sigue que

x € (a+b) E. Por tanto, aE + bE C (a +b) E. B
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1.1.2 Discos

Definicién 1.1.8 Sea X un espacio vectorial y D C X. Decimos que D es
un disco o un conjunto absolutamente convexo si D es balanceado y convezo.

Proposicion 1.1.9 Sea X un espacio vectorial. Si D C X es un disco,
entonces

i Aexp € D
k=1

siempre que Y |A\k| <1 yx, € D paral <k <n.
k=1

Demostracion. Sea z = Z Ak, con Z Akl < 1y x, € E para
k=1 k=
1 < k < n. La afirmacién es clara si z = 0. Supongamos que z # 0y

para cada 1 < k < n sea o, € F tal que |ox| =1y |\¢] ox = Ar y hagamos
m =Y |Ax|. Entonces
k=1

[
m
k=1

x
— OkTk
m

pertenece a D ya que:- es una combinacién convexa de los elementos oy,
que estdn en D, por ser éste balanceado. Asi, x € mD C D. ]
Es inmediato de la Proposicion 1.1.5 el siguiente

Corolario 1.1.10 Sean X y Y dos espacios vectoriales, D C X y E CY
discos y T : X — Y un operador lineal, entonces T (D) y T~ (E) son
discos.

Definicién 1.1.11 Sea X un espacio vectorial y E C X. Definimos:
(a) La envolvente balanceada de E como

Ey, = m{A CX:ECAuyA es balanceado}
(b) La envolvente convera de E como
Eczﬂ{ACX:ECA y A es convero}
(¢) La envolvente absolutamente convexa de E como

= ﬂ {ACX:FECAyA es absolutamente convexo}
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De la Proposicién 1.1.4 se sigue que FEj es balanceado, F,. es convexo y
Ej. es un disco. Ademds, estos conjuntos son el balanceado, el convexo y el
disco, respectivamente, mas pequenos que contienen a FE.

Proposicién 1.1.12 Sea X un espacz'o vectorial sobre. Entonces
(a) E, —{Z)\kxk n>1,A\ >0, Z)\k—l yxkEE}

(b) BEy={azx:z€ Eyacl con |04\<1}
(c) ().; (-), : 2% — X son operadores mondtonos.
(d) Epe = (Eb),

Demostracién. Hagamos

k=1 k=1

Sean z,y € C, o, > 0, con a + = 1. Podemos escribir z = > \gzg
k=1

n
vy = > A\yxk, haciendo que algunas )\, o A} sean cero, de ser necesario.

k=1
Entonces
ar + By = OzZ)\kxk +ﬁZ)\;xk
k=1 k=1
= > (e + BN @
k=1
Tenemos

3

(X +BN) = ad Me+B) X,
k=1 k=1
= Oé"_/B: 1’

por lo que az + By € C. Entonces C' es convexo. Como E.es el conjunto
convexo mds pequeno que contiene a F concluimos que F. C C.
n n
Inversamente, sea € C, entonces x = »_ Agxrcon A\ > 0, > A\ = 1y

k=1 k=1
rr € E. Como E C E,., entonces z € E.y como E.es convexo se sigue que

x € E.. Lo que nos lleva a que C C E..
(b) Hagamos

B={az:z€ Eyackl, tal que |af <1}.
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Sean ax € B, con |a| < 1y € Ftal que || < 1; entonces |Ba| = 5] |a] < 1
y por consiguiente (3 (ax) € C. Asi, B es balanceado. Como Fjes el conjunto
balanceado més pequeno que contiene a F, tenemos F;, C B.
Inversamente, sea y € B, de donde y = az, con x € E'y |a| < 1. Como
E C Ey,x € E,. Entonces x = azr € Eyya que Epbalanceado; asi, B C Ej.
(c ) Sean A,B C X tales que A C B. Sea x € A, por el inciso (a)
T = Z)\kak, con \p > 0, Z)‘k = ly ax € A; como A C B se sigue que

=1 k=1
akGB Por lo que = € B..

Sea x € Ay, por el inciso (b) x = ay cony € Ay |a| <1; como A C B
se sigue que y € B. Por lo que x € B,,.

(d) Veamos que () es balanceado. Sea x € (E}),; entonces por el inciso
(a) tenemos que £ = Y AgZg, con A\, > 0, > A\, = 1y 24 € Ep. Sea |af < 1,

k=1 k=1
entonces

oar =« <z”: )\kxk) = z": AN T = z": A (axy)
k=1 k=1 k=1

Como Ejpes balanceado, entonces ax € Epy otra vez por el inciso (a)
> A (axy) € (Ep),.. Asi, (Ep).es balanceado, y como (Ejp), es también
k=1

convexo, se concluye que (£;)_ es un disco; por lo cual, Ey. C (Ep)...
Reciprocamente, por la definicién de Ej, tenemos que E, C Ej., y por el

inciso (b), (Ep), C (Ep),; como Ejy.es convexo, entonces (Ey.), = Ep.. Lo

que nos lleva a que (Ep), C Ep. B

1.2 Seminormas y funcionales de Minkowski

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio vectorial. Una seminorma para X es
una funcion p: X — R con las siguientes tres propiedades:

(a) p(z) > 0; para todo x € X (Positividad)

(b) p(rz) = |r| p(x); para todo r € F, para todo x € X (Homogeneidad)

(c) plx+y) < pl(x)+ py); para todo x,y € X (Desigualdad del Trian-
gulo)

Se comprueba facilmente que toda seminorma tiene las siguientes dos
propiedades

(a) p(0) = 0.

(b) p (2) — p(y)| < p(x — y) para todo z,y € X.
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Observacién 1.2.2 Cuando p(x) = 0 implica que = 0; entonces p es
llamada una norma para X y usualmente se denota por ||-||.

Definicion 1.2.3 A la coleccion de todas las transformaciones lineales, tam-
bién llamadas funcionales lineales, de un espacio vectorial X en F se le
denota por X¥ y este espacio vectorial es llamado el dual algebraico de X .

Lema 1.2.4 Sean X wun espacio vectorial y py, py dos seminormas en X.
Si f € X* es tal que |f ()| < py () + py (x) para todo v € X, entonces
existen g,h € X7 con |g (z)| < py (z) y |h(z)] < py (2) tales que f = g+ h.

Demostracién. Consideremos ¢ : X x X — R tal que

o (z,y) = p1 (2) + pa (y)

Claramente ¢ es una seminorma en X x X. Definamos ahora la funcional
lineal u en la diagonal de X x X como u (z,x) = f(x). Por hipdtesis
tenemos que

u (2, 2)] < ¢ (2, )

Es evidente que la diagonal de X x X es un subespacio de X x X. Entonces
por el Teorema de Hahn-Banach u puede extenderse a X x X de modo que

lu(z,y)| < ¢ (z,y)
Definamos g () = u (z,0) y h () = u (0,z). Claramente g,h € X¥ y
9 (z)] = [u(z,0)] < ¢ (z,0)=p (z)
|h(z)] = [u(0,2)] < ¢ (0,2) = p, (z)

Ademds f=g+h [ |
Fécilmente puede extenderse el lema anterior para un nimero finito de
seminormas.

Definicién 1.2.5 Sea X un espacio vectorial topoldgico y E C X absorbente.
Definimos el funcional de Minkowski pg : X — F de E como

pp () =inf{t >0:z € ta}

Proposicion 1.2.6 Sea X un espacio vectorial topologico y E C X ab-
sorbente. Entonces pg satisface

pe (Ar) = Apg (2)
para todo X\ > 0.
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Demostracion. Para A = 0 la afirmacién es obvia. Sean A >0yt >0
tales que = € tE. Entonces At > 0y Ax € M\tE; de donde

pp(Ar) < At

Por tanto,

pe(Az) < App(z).

Y de aqui obtenemos

1

1
PE(XAx) < XPEO“U)B

App(E) < pg(Az).
Ast, pg(Az) = Apg(2). |

Teorema 1.2.7 Sea X un espacio vectorial y E C X un disco absorbente,
entonces el funcional de Minkowski de E, definida como

pp(z) =inf{t >0:2 € tE}
es una seminorma en X

Demostracién. La funcién pg (z) es real ya que para cada z € X se
cumple que {t > 0: z € tE} # () por ser E absorbente. Més dun, pg(z) >0
para todo z € X.

También por ser E se cumple que 0 € E. Asi, t0 = 0 € E para toda
t > 0, por lo que pg (0) = 0.

Para probar la homogeneidad absoluta de pp tomemos z € X, A € F.

i) Si A = 0, entonces

pp(0-2)=pp(0)=0=0-pp(z).

ii) Sea A # 0. E es balanceado, por lo que Az € tE si y sélo si z €
tI\"' E, y tenemos

pe (Ax) = inf{t>0:)\:)3GtE}:inf{t>0:x€t|)\|71E}
= inf {|A[ (t]N") >0:2 €t|]\ T E} = |\ pp (2)

Y asf, pp(Az) = Apg(2).
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Para ver la subaditividad de pp consideramos z,y € X y s,t > 0 tales
que x € sE y y € tE. Entonces, por la Proposicién 1.1.7 tenemos que

r+yesE+tE=(s+t)E.
Por lo cual
pp(r+y) <s+t

Al tomar el infimo de las sumas s + t para s,t con las propiedades antes
senaladas obtenemos

Pe (T +y) < pg(T) + pp (Y) .

1.3 Espacios vectoriales topolégicos. Pseudo-
metrizables, metrizables y localmente con-
VeXos.

Definicién 1.3.1 Sea X un espacio vectorial y T una topologia para X.
Decimos (X, T) es un espacio vectorial topoldgico si las operaciones vectori-
ales:

+ XxX — X
(z,y) — x4y

FxX — X
ANz) — A=z
son continuas. En este caso, T es llamada una topologia vectorial para X.
Las funciones

(a) Traslacién

T: X — X
y — Tty
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(b) Homotecia

H: X — X
r — Az

(c) Diferencia

XXX - X
(zy) — z-y

paray € X y A € F fijas son continuas, ya que son composiciones de las
operaciones lineales con las siguientes

X — XxX
z = (2,9)
X — XxX
r — (A7)

XxX — XxX
(xay) - ('Ta_y)

Mas atin, como las traslaciones y las homotecias con A # 0 son invertibles
y sus inversas son del mismo tipo, se tiene que son homeomorfismos.

Proposicién 1.3.2 Sea X un espacio vectorial topoldgico y A C X.
(a) Si A es convezo, entonces A es convezo.
(b) Si A es balanceado, entonces A es balanceado.

Demostracién. Sean z,y € A. . Existen dos redes (2;),.;, (yi);c; en A
tales que z; — z y y; — .

(a) Sean o, 3 > 0 y tales que a + § = 1; como A es convexo, entonces
ax; + fy; € A para todo i € I. Y ya que ax; + fy; — ax + By, entonces
ax + By € A. . Por consiguiente, A. es convexo.

(b) Sea a € F con |a| < 1, como A es balanceado ax; € A para todo

i € I. Como ax; — oz, entonces ax € A. y A. es balanceado.



1.3 ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS 11

Definicién 1.3.3 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Se dice que B (x) C
2% es una base de vecindades de x € X o que es una base local en x si cada
elemento de B (x) es una vecindad de x y si para cada vecindad U de x,
existe V € B (z) tal que V C U.

Debido a que las traslaciones son homeomorfismos se tiene que si B es
una base de vecindades de 0, entonces B (z) = {x + U : V € B} es una base
de vecindades de = € X.

Proposicién 1.3.4 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Cada vecin-
dad de 0 contiene:

(a) una vecindad de 0 cerrada

(b) una vecindad de 0 balanceada

(c¢) una vecindad de 0 cerrada y balanceada. Es decir eziste una base de
vecindades de 0 formada por conjuntos cerrados y balanceados.

Demostracién. (a) Sea U una vecindad de 0. Debido a que la operacién
diferencia es continua se sigue que existe una vecindad V' de 0 tal que V —
V c U. Siz €V, entonces z — V es una vecindad de z y por tanto,
(x—V)NV #0, porloquex € V-V C U. Por tanto V es una vecindad
de 0 contenida en U.

(b) Sea U una vecindad de 0. Por la continuidad del producto por un
escalar existen r > 0y V vecindad de 0 tales que \x € Usi |\ <ryxz € V.
Entonces B, (0) V = (J AV es una vecindad balanceada de 0 contenida en

[Al<r
U.

(c) Sea U una vecindad de 0. Por (b) existe una vecindad balanceada
de 0 tal que V C U. Entonces V es una vecindad cerrada de 0. Por la
Proposicién 1.3.2, V es también balanceado. La coleccién de las cerraduras
V asf construidas es una base local de 0. m

Definicién 1.3.5 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Un conjunto
A C X es llamado acotado si toda vecindad del O lo absorbe. Es decir, dada
V' wvecindad del 0 existe s > 0 tal que

AcCrV

si |r| > s.
Si V' es balanceado se cumple lo anterior para cualquier s > 0 tal que
ACsV.
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La condicion de la definicion puede cambiarse por: dada V vecindad del
0 existe € > 0 tal que

tACV
si |t] < e.

Todo subconjunto de un acotado es acotado y todo conjunto formado
por sélo un punto es acotado.

Proposicion 1.3.6 Sea X un espacio vectorial topoldgico y A C X. En-
tonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) A es acotado.

(b) Para toda sucesion (x,),—; C Ay (An)r—y C F tal que N\, — 0 se
cumple que \,x,, — 0.

(¢) Para toda sucesion (x,),., C A se cumple que x, — 0.

Demostracién. (a)=-(b) Consideremos (z,,).-; C Ay (M\),—, C F tal
que A, — 0. Sea U una vecindad del 0 y € > 0 tal que si [t| < € entonces
tA C U. Existe N € N tal que si n > N entonces |a,| < €. Por lo que
a,A C U sin > N. En particular o,,z,, € U sin > N.

(b)=-(c) Es claro.

(c)=-(a) Supongamos que A no es acotado. Entonces existe U vecindad
balanceada del 0 tal que para todo ¢ > 0 existe |t| < € que cumple que
tA g U. Como U es balanceado entonces € A g U. En particular, para todo
n € N tenemos que %A g U. Por lo que existe z,, € A tal que %l’n ¢ U para
todo n € N. De donde £, - 0. Lo que contradice a (c). i

Proposicién 1.3.7 Sea X un espacio vectorial topoldgico y A C X. Si A
es acotado, entonces A es acotado.

Demostracioén. Sean z,y € A. . Existen dos redes (2;),c;, (i);c; en A
tales que z; — z y y; — .

Sea V vecindad del cero, entonces existe U vecindad cerrada y balanceada
del cero tal que U C V. Como A es acotado existe t > 0 tal que A C tU C
tV, por lo cual

AcCtU=tU=tU C tV.

Es decir, A. es acotado. [ ]
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Definicién 1.3.8 Sea X un espacio vectorial topoldgico y B C X acotado.
Decimos que B es un acotado mazximal si absorbe a cualquier otro conjunto
acotado.

Teorema 1.3.9 Sean X yY dos espacios vectoriales topoldgicos yT : X —
Y una transformacion lineal, también llamada operador lineal. Las siguien-
tes afirmaciones son equivalentes:

(a) T es uniformemente continua en X. FEs decir, para cada vecindad
V de 0 enY, existe una vecindad U de 0 en X tal que T'(x —y) € V si
r—yeU.

(b) T es continua en X.

(c) T es continua en 0.

Cualquiera de estas condiciones implica

(d) T es acotada, es decir transforma acotados de X en acotados de Y .

Demostracién. (c)=-(a) Sea V una vecindad de 0 en Y. Existe U
vecindad de 0 en X tal que

TU)CV.

Siz—yeU,entonces T (z —y) € V.

(c)=(d) Sea A C X acotado y supongamos que (T (z,)), 2 ¥ (An)rey
son sucesiones en T (A) y en F, y que A\, — 0. Entonces se cumple que
AnZy, — 0 por ser A acotado y por tanto, A, T (z,) =T (Apz,,) — 0. Por la
Proposicién 1.3.6 se tiene que 7' (A) es acotado.

Definicién 1.3.10 Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos y F una fa-
milia de funciones de X enY. Sea xq € X, decimos que F es una familia
equicontinua en xqg st para toda vecindad V de 0 en'Y existe U vecindad de
0 en X tal que si x € xo+ U entonces T (x) € T (x9) + V para toda T € F.
Decimos que F es equicontinua en X si es equicontinua para todo x € X.

Definicién 1.3.11 Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos y F una fa-
milia de funciones de X en'Y. Decimos que F es una familia uniformemente
equicontinua si para toda vecindad V de 0 en Y existe U vecindad de 0 en
X tal que si x —y € U entonces T (x) — T (y) € V para toda T € F.

Proposicion 1.3.12 Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos. Si F es
una familia de funciones lineales de X en Y, entonces son equivalentes

(a) F es una familia equicontinua

(b) F es una familia equicontinua en x

(c) F es una familia uniformemente equicontinua
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Demostracién. (b)= (c) Dada una vecindad V' de 0 en Y, escojamos
una vecindad U de 0 en X tal que

para todo T" € F. Six —y € U, entonces T (z —y) € V para todo
TeF.

Definicién 1.3.13 Sea X un espacio vectorial topoldgico. FEl dual topoldgico
de X es el espacio de las funcionales lineales continuas en X y lo denotare-
mos por X* o bien (X,7)" 0o X* cuando queramos sefialar que la topologia
considerada en X es T.

Proposicion 1.3.14 Sean X un espacio vectorial y f : X — F una fun-
cional lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f es uniformemente continua.

(b) f es continua.

(c) f es continua en 0.

(d) f es acotada en una vecindad de 0. Es decir, existen M >0y V
vecindad de 0 tales que

|f (@) <M
para todo x € V.

Demostracién. En vista del Teorema 1.3.9 sélo falta probar (c) < (d)
(c) = (d) Existe V vecindad de 0 tal que

[f (@) <1

para todo z € V.
(d) = (c) Sea € > 0, entonces 7V es una vecindad de 0 y se cumple

[f (z)] <e

para todo x € 15V. De donde, f es continua en 0. [

Definicién 1.3.15 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y (X, 7)" su

dual topoldgico. Decimos que una topologia ™" es admisible para el par dual
(X, X*) si (X,7)" = (X,7)"

Definicién 1.3.16 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico. Decimos que
su dual topologico X™* separa puntos de X o bien que X estd separado por
X* si dados x # vy, existe f € X* tal que f (z) # [ (y).
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1.3.1 Generacién de topologias vectoriales

Definicién 1.3.17 Se dice que una familia F C 2% de subconjuntos de un
conjunto X es una base de filtro en X si

(a) F # 0 y el vacio no pertenece a F.

(b) Si UV € F, entonces W C UNV para algin W € F.

Teorema 1.3.18 Sean X es un espacio vectorial y B C 2% una base de
filtro en X tal que:

(a) Cada elemento de B es absorbente y balanceado.

(b) Dado V' € B existe U € B tal que U +U C V.

Entonces existe una tnica topologia vectorial T para X para la cual B es
una base de vecindades de 0. Para cualquier x € X una base de vecindades
de x es x+ B y un conjunto A C X es abierto en esta topologia si para cada
x € A existe U € B tal que z + U C A.

Demostraciéon. Definimos A C X pertenece a 7 si para cada v € A
existe U € B tal que x + U C A. Tenemos que T es una topologia en X;
s6lo comprobaremos que la interseccién de dos abiertos segin 7 es también
un abierto. Sean A y B abiertosy x € AN B. Existen U y V en B tales que
x4+ U CAyx+V C B. Por ser B una base filtro, tenemos W Cc U NV
para algun W € B. Entonces x + W C AN B.

Cada conjunto x + W, con W € B, es una 7-vecindad de x. En efecto,
definamos Wy = {y € X : y+V C x + W para algin V € B}. Claramente
r € Wy y Wy C x+ W. Sélo falta probar que Wy es 7-abierto. Para
y € Wy se cumple y +V C x + W para algiin V' € B. Existe U € B tal que
U+UcCV;dedondey+U +U C x+ W; es decir y+ U C W,.

Por otra parte, a partir de la definicion de 7 se tiene que cualquier
vecindad de x contiene a un elemento de la forma z + W, con W € B. Asi
{r+ W : W € B} es una base de vecindades de = para la topologia 7, En
particular, B es una base de vecindades de 0.

Las operaciones lineales son 7-continuas. Si A es un abierto que contiene
axr+y, entonces x +y + V C A para algin V € B. Sea U € B tal que
U+U C V,entonces x+U y y+U son vecindades de x y y, respectivamente,
y se cumple que, x + U +y + U C A; por lo que la suma es continua.

Sean A € F, z € X y V € B. Se puede construir por induccién una
sucesion (V,,) en B tal que V) = V' y que satisface V.41 + V41 C V, para
cada n > 1. Sean > |\ un natural y 0 < § < 1 un escalar tal que
0x € Vyyo. Sean py y tales que | — A < 6y y € x+ V2. Entonces por



16 CAPiTULO 1 PRELIMINARES

estas elecciones y al ser cada V,, balanceado se tiene

(w=XN)(y—z) € 0Vipo C Vo
AMy—z) € nVpio

1
)\).7? € 5 ([JJ — )\) Vn+2 C Vn+2

A partir de lo anterior obtenemos que

(p

py —Az=(p—XNz+A(y—=z)+ (- (y—z)

pertenece a V.o +nV, o + V10 C V) = V. Por tanto, el producto por un
escalar es continuo.

Para ver finalmente la unicidad de 7, supongamos que existe otra topologia
vectorial 7 tal que B es base de vecindades de 0. Sea V una 7-vecindad de
0, como B es base de las 7-vecindades de 0 entonces existe U € B tal que
U C V. Pero, como B también es base de las 7’-vecindades de 0, entonces
V es 7’-vecindad de 0. Como 7 es topologia vectorial entonces 7 C 7’.
Analogamente tenemos que 7/ C 7. Por tanto, 7 es unica. [ ]

Espacios lineales pseudométricos y métricos

Definicién 1.3.19 Un espacio pseudométrico lineal es un espacio vectorial
X sobreIF en el que estd definida una pseudométrica d cuya topologia es vec-
torial; o sea, las operaciones lineales son continuas para d. Si d es métrica,
entonces se dice que X es un espacio métrico lineal.

Definicién 1.3.20 Una F'-seminorma en un espacio vectorial X sobre F es
un funcion F : X — [0,00) que tiene las siguientes tres propiedades:

(a) F(Ax) < F(x) si|\|<1lyzeX.

(b) Fx+y) < F(x)+ F(y) siz,y € X.

(¢) F (2z) — 0 para cualquier x € X.

Si ademdas satisface

(d) F(x) >0 siz #0, entonces F' es llamada una F-norma.

Teorema 1.3.21 Sea F' una F-seminorma en el espacio vectorial X sobre
F. Para cada € > 0 definimos

Vo={zxeX:F(x)<e}

Entonces, B={V. : e >0} es una base de filtro que satisface
(a) Cada uno de sus elementos es absorbente y balanceado
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(b) Dado € > 0 se cumple
V% + V% c Ve (1.1)

Por tanto, por el Teorema 1.3.18 existe una tnica topologia vectorial T tal
que B es una base de sus vecindades de 0. Mds aun estd topologia estd
definida por la pseudométrica d (x,y) = F (y — x) la cual es invariante bajo
traslaciones; es decir,

(c)d(z+zy+z)=d(z,y) siz,y,ze€ X,

y ademas se tiene que

(d) toda bola abiertas centrada en 0 es balanceada.

St F' es una F-norma entonces d es una métrica.

A 1 se le llama la topologia generada por la seminorma (norma) F' o la
pseudodistancia (distancia) d.

Demostracién. (a). Sean ¢ > 0. Six € V. y |A\| < 1, entonces por (a)
de la Definicién 1.3.20 se tiene que Az € V. y entonces V. es balanceado.
Por (c) de esa misma definicién, existe n > 1 tal que F (%CB) < € y por tanto
V. es absorbente.

(b) Por la desigualdad del trigngulo para F' se cumple (1.1).

Es claro que d es una pseudométrica, que es métrica cuando F' es F-
norma, y es invariante bajo traslaciones. Ademds la bola abierta B (0)
coincide con V. y asi 7 es la topologia determinada por d y B. (0) es balan-
ceado. [ |

Definicién 1.3.22 Sean (X, 7) un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff
y U una vecindad balanceada de 0. Una cadena de vecindades que comienza
en U es una sucesion (U,). -, de vecindades balanceadas de 0 tal que Uy = X,
U, =U y que cumple

Un+1 + Un+1 cU, (12)

para todo n > 0.

Lema 1.3.23 Sea (U,).-, una cadena que comienza en U, en el espacio
vectorial topoldgico (X, T). Para cada racional no negativo de la forma

>y (1)
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con ¢o (q) entero no negativo, ¢;(q) = 0 6 1 y ¢;(¢) = 0 excepto para un
nimero finito de 1 > 0, definimos

Vig) =3 (o)l
Entonces
(a)
Vig+V(r)cV(g+r) (1.4)

st q,r son racionales no negativos del tipo antes mencionado.

(b) Cada V (q), con q # 0, es una vecindad de 0 y por tanto, es ab-
sorbente.

(c) Cada V (q) es balanceado.

(d) Sin es un natural, entonces nV (q) C V (nq).

(e) Sean > 1, entonces V (q) C U, i 0 < q < 5.

Demostracién. (a) Si¢; (¢) = ¢; (r) = 0 para todo i > 0 entonces (1.4)
se cumple ya que V (¢) = X 6 0 segin que ¢y () # 0 0 bien ¢y (r) =0y lo
mismo sucede con r. Supongamos que esa contencién se cumple siempre que
¢;i (q) = ¢; (r) = 0 para todo i > N donde N > 0. Si que ¢; (q) =¢;(r) =0
para todo i > N + 1, entonces definimos ¢ = q — C’;ﬁ(lq) yr' =r— C’;ﬁ(f)

y por la hipétesis de induccion se tiene

V()+V (') CcV(d+r)

Tenemos que V (¢) =V (¢') + ent1 (@) Un y V(1) =V (') + enga (1) Uy
por lo que

V() +V(r)CV(d+7")+cni1 (@) Unsr + ensr (1) Unsa

Si en41(q) = ent1 (r) = 0, entonces (1.4) se cumple. Supongamos que
cn+1(¢) =0y engr (r) = 1. En este caso

V() +V(r)CV(g+r)+Unn
Y ¢+ 7 = q+r + 55 por consiguiente, V (¢+ 1) =V (¢ + 1) + Uns1

y se obtiene (1.4). Lo mismo sucede si cy41(q) =1y eyyq (r) = 0.
Finalmente, supongamos que cy41 (q) = cy+1 (r) = 1. Entonces,
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Vg+V(r)cV(d+7)+Uni1 +Unii CV(d +7")+Un

yg+r=q +r + %N , por la hipétesis de induccién

1 1
V(g+r)+Un=V({+r)+V (2—NUH) cV (q/+r/+2—NUn) =Vi(g+r).
De las dos tltimos recuadros se obtiene (1.4).
(b) Si g # 0, entonces U,, C V (q) para algin n > 0 y por consiguiente,
V (q) es una vecindad de 0, por serlo U,,.
(c) Si [A] < 1, entonces AV (q) = co (q) AU + >_ ¢i (¢) AU; C V (q), ya

=1
que cada U, es balanceada.

(d) Si n es un natural, entonces nV (q) C V (q +...+ q) =V (ng).

(e) Sean > 1. Si0 < g < 5, entonces g = Zlci(q)% y Vig) =
1=n+

> (@ U; C Upyr + Upi2 + ... + Uy, para algin m > n + 1. Por la
i=n-+1
condicién (1.2) concluimos que V (q) C U,. |

Lema 1.3.24 Sea (U,),., una cadena de vecindades que comienza en U,
en el espacio vectorial topoldgico (X, T). Existe una F-seminorma F para
la que se cumple

U V={zeX:F(x)<e}

0<g<e

donde q es del tipo (1.8) y por tanto, {x € X : F (x) < €} es una T—vecindad
de 0.

Demostracién. Usamos la notaciéon del lema anterior. Si ¢ es como
en el lema anterior entonces ng también lo es para cualquier natural n. Sea
x € X, dado q # 0, existe un natural n tal que x € nVq C V (ng). Definimos

F(z)=inf{g>0:2€V (¢)}.

i) |[Az|]| < F (z) si |A] <1 yaquexz e V(q) implica Az € V (q) por ser
V (g) balanceado.
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ii) Sea x € X. Dado g > 0 se tiene que %x € V (¢)para algin natural
N. Por tanto, %x = %%x € V(q) sin > N y entonces, H%x“ < H%I’H <q
sin > N; de donde,

o] —o.

iii) Sean z,y € X. Dado € > 0 existen ¢ y r tales que x € V (q),y €
Vr),q < F(x)+eyr < |y|l +e Entonces, x +y € V(¢+r) y asi
F(z)<q+r < F(z)+ [yl + 2.

De donde, F (z) < qg+r < F(x)+ ||yl

Por tanto, ||-|| es una F-seminormaysiz € V (g) con 0 < g < ¢, entonces
F(z)<e

Si (X, 7) es un espacio vectorial topolégico que tiene una base local del
0 numerable (W,,).,, entonces existe una cadena (U,), -, de vecindades de
0 que comienza en W7 que es también base local del 0 en X.

En efecto hagamos V,, = WiN...NW,, para cadan > 1. Entonces, (V;,)77
es una sucesién decreciente que es una base local del 0. Hacemos ng =0y
n; = 1. Definamos Vn0 = X. Existe ny > 1 tal que Vn2 + Vn2 C an.
Si suponemos definido, ny > ng_y tal que V,,, +V,, C V,, , escogemos
N1 > 1y tal que Vi, +V,, ., C V. Entonces la sucesion (Uy),-, con
U, = Vnk es una cadena de vecindades de 0 que comienza con W; y también
es una base local del 0. [

Teorema 1.3.25 Si (X, 7) es un espacio vectorial topoldgico que tiene una
base local del 0 numerable, entonces existe una F-seminorma F' que genera
aT. Si(X,7) es de Hausdorff, entonces F' es una F'-norma.

Demostracién. Sea (U,), -, una cadena de vecindades de 0 que comienza
que es también base local del 0 en X. De acuerdo al Lema 1.3.24 existe una
F-seminorma en X, determinada por la cadena (U,),—,, para la que se
cumple

U Vg ={x€e X :F(z)<e} (1.5)

0<g<e

donde ¢ es del tipo (1.3). La topologia 7 (F") determinada por F' es entonces
menos fina que 7, ya que cada V (q), con ¢ > 0, es 7-vecindad de 0.
Inversamente, dando n > 1 tenemos que

{xeX:F(x)<2—1n}: U V) cu, (1.6)

y entonces 7 (F') es mds fina que 7 y asi las topologias coinciden.
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Sid(z,y) = F (y— z), entonces (1.5) se escribe como

U Vig)={x € X :d(z,0) < e}

0<g<e

Como cada V' (q) es balanceada, entonces la bola B, (0) también lo es.
Finalmente, si (X, 7) es de Hausdorff entonces dado = # 0 en X existe

n > 1tal que z ¢ U, y por (1.6) F (z) > 5 ; de donde F' es una F-norma.g

Definicién 1.3.26 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico. Decimos que
X es pseudometrizable si existe una pseudométrica d : X x X — R que
induce en X la topologia 7. Se dice que es metrizable si d es métrica. En
este caso, de acuerdo al teorema anterior se puede escoger una F'-norma que
iduce una distancia invariante bajo traslaciones y que es equivalente a d y
por tanto, genera también la topologia T.

Teorema 1.3.27 Sea(X,7) un espacio vectorial topoldgico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(a) (X,T) es pseudometrizable

(b) (X, 7) tiene una base local del 0 numerable

(¢) Hay una F-seminorma que induce la topologia .

Teorema 1.3.28 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(a) (X, T) es metrizable

(b) (X, 7) es de Hausdorff y tiene una base local del 0 numerable

(¢) Hay una F-norma que induce la topologia .

Las pruebas de estos dos teoremas son evidentes, de acuerdo a lo mostrado
en esta seccion.

Teorema 1.3.29 Sea X un espacio vectorial topoldgico pseudometrizable.
StV C X absorbe a cualquier sucesion que converge a 0, entonces V es
vecindad del 0.

Demostracién. Por ser X pseudometrizable existe una base local nu-
merable {Un}ff:1 del 0, la cual podemos considerar tal que U,.; C U,.
Supongamos que V' no es vecindad del 0. Entonces para todo n € N existe
Ty € %Un — V', pues en caso contrario entonces %Un C V paraalginny V
serfa vecindad del 0. Consideremos ahora la sucesion (nz,) - . Claramente
nx, € U, y si m > n entonces mzx,, € U,, C U,. Por lo cual nz,, — 0.
Ademss nz,, ¢ nV, por lo que V no absorbe a (nz,),~,. Lo que es una

contradiccion. m
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Espacios localmente convexos

Proposicién 1.3.30 Sea X un espacio vectorial, {p,}.cp una familia de
seminormas en X ye > 0. El conjunto

val,...,an;s == {x € X pak (Z) < 8,1 S k S n}
es convezo, balanceado y absorbente.

Demostracién. De manera andloga a la Proposicién 1.3.21 tenemos
que

Tenemos que p, (Ax) = |A| p, (z) <esi|A <1yax € V,,.; dedonde V,,
es balanceado.

Si\= m,
es absorbente.

Sean z,y € Vo.c y 7,5 > 0 tales que r + s = 1.

entonces p,, (Ax) < € para cualquier z € X; de donde V.

Po (1T + sy) S 1po (T) + 5po (y) < (r+s)e=¢
entonces rx + sy € V... Por tanto, V.. es convexo.

anie €5 balanceado, con-

n
Como Vy, ane = [ Vaye, tenemos que V,,
k=1

vexo y absorbente al ser interseccién finita de balanceados, convexos y
absorbentes.m

Observacion 1.3.31 La proposicion anterior es también verdadera al susti-
tuir p,, (z) < € por p,, () <e.

Proposicién 1.3.32 Sea X un espacio vectorial y P = {p,},cp una familia
de seminormas en X. Sea B la familia de todos los conjuntos de la forma

Versame = {2 € X : po. (2) <& paral <i<n}

conn>1, 0, € A;1<i<ny >0.

(a) Cada miembro de B es convexo, balanceado y absorbente.

(b) Eziste una unica topologia vectorial T (P) que tiene a B como base
de vecindades de 0.

(c) Para cada x € X la coleccion B (x) = x+B es una base de vecindades
de x. Todo elemento de B (x) es convexo y evidentemente cualquiera de estos
es la de la forma:

$+Va1,...,an;e={yEXipai(y—x)<6;1§i§n}.

(d) La seminorma p, es continua en (X, (P)) para todo o € A.
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Demostracién.(a) Por la Proposicién 1.3.30, se cumple (a).
Es claro que B es una base de filtro en X y que por la subaditividad de
las seminormas se cumple:

VOLl,...,OLn;% _I— Valv"'van;% C Val7"'7an;5

Por estos hechos, el inciso (a), y el Teorema 1.3.18 se siguen (b) y (c).
(d) Sea z € X, ¢ > 0. Tenemos:

10 (Y) = po ()| < po (y —x) <esiy €+ V.

Por tanto, p, es continua. [ ]

Definicién 1.3.33 Sea X un espacio vectorial y T una topologia generada
por una familia de seminormas en X, entonces (X, 1) es llamado un espacio
localmente convexo (e.l.c.).

En particular, tenemos que un espacio localmente convexo tiene una base
local del cero formada por conjuntos convexos, balanceados y absorbentes. Si
la familia de seminormas consta de un solo elemento y éste es una norma,
entonces decimos que el espacio es normado.

Como consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, todo espacio local-
mente convexo estd separado por su dual.

A continuacién daremos cuatro ejemplos de espacios localmente con-
VEXOs.

Ejemplos 1.3.34 1) Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico y X* su dual
topoldgico. Sea f € X* y consideremos la siguiente seminorma en X

py(x) = |f (2)]

La topologia T <{'0f}f€X*> es llamada topologia débil en X y se denota como
w y de manera mdas precisa como o (X, X*). Ast, (X,0(X,X*)) es un
espacio localmente convexo.

2) Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico y X* su dual topolégico. Sea
x € X y consideremos la siguiente seminorma en X*

Pz () = |f (2)]

La topologia T ({Pw}mex) es llamada topologia débil estrella y se denota como
w* o de modo mas preciso como o (X*, X). Ast, (X,0 (X*, X)) es un espacio
localmente convexo.
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3) Sea X un espacio vectorial y X# su dual algebraico. Sea g € X7 y
consideremos la siguiente seminorma en X

pg(x) = |f (z)]

La topologia T <{pg}gex#) en X es llamada topologia débil o (X, X#) Ast,

(X ,o (X X #)) es un espacio localmente convexo.
4) Sea X un espacio vectorial y X* su dual algebraico. Sea v € X y
consideremos la siguiente seminorma en X7

Pz (f) = |f ()]

La topologia T ({px}xex) en X7 es llamada topologia débil o (X#, X). Asi,
(X, o (X#,X)) es un espacio localmente convexo.

Definicién 1.3.35 Sea X un espacio vectorial y X* su dual algebraico.
Para cada v € X se define la funcional en T : X#* — F como T (f) = f ()

para cada f € X#. La aplicacion™: X — (X#)# es llamada la inmersion

candnica de X en (X#)#. A la imagen de X la denotamos como X .

Observacion 1.3.36 Para un espacio vectorial topoldgico X, la topologia
débil o (X, X*) es la mas gruesa en X para la que el dual topoldgico es el
mismo que el original. En tanto que la topologia débil estrella o (X*, X*) es
la topologia mas gruesa en X* que tiene la propiedad de que (X*, w*)* = X.
Asi podemos hablar de la topologia débil estrella o ()?, X*) en X.

Es facil ver que si X es un espacio vectorial topoldgico, entonces - :
(X, w) — ()A(,J ()?,X*))

es un homeomorfismo lineal. Por tal motivo, muchas veces no se hace
distincion entre esos

dos espacios.

Es también claro que o (X*, X) = o (X*,)?) es decir, la topologia w*
en X* coincide con la topologia débil del par dual (X*, )/(\')
Proposicién 1.3.37 Sean P = {p,},cp una familia de seminormas en un

espacio vectorial X y {ca; : 1 <i <n} C A. Entonces la funcional p : X —
R definida como p(z) = max {p, (z): 1 <i<n} es una seminorma en X.
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Demostracién. Sean x € X, 1 < i < n; como p, (z) > 0, entonces
p(z) =max {p,,(z) :1<k<n}>0.Seaze XyreF
p(Ae) = [\ max {p,,(2) : 1 <i < n} = A p(a).

Ahora, sean z,y, z € X. Tenemos que p, (2+y) < p,,(x+2)+p, (2 +y)
y por tanto, p,.(z +y) < p(x + 2) + p(z +y) para todo 1 < i < n. De aqui
se concluye

p(z+y) < plx+2)+p(z+y)

Por tanto, p : X — R es una seminorma en X. [

Definicién 1.3.38 Se dice que una familia P = {p,},cp de seminormas
en X estd saturada si para cualquier subconjunto finito y no vacio N’ C A se
tiene que p : X — R definido como p(x) = max {p,(z) : k € A’} pertenece a
P.

Proposicién 1.3.39 Dada una familia P = {p,} de seminormas en X

la familia
P ={py(z) =max{p.(x) : ke N} : 0 £ AN CA, A finito }
estd saturada y 7 (P) =71 (P’).

a€EA

Demostracién. Tenemos que si A, C A es un subconjunto no vacio y
finito para cada 1 < i < n, entonces la seminorma

p(x) = max {pk(a:) k€ UA; = A’}

i=1

coincide con p,/(x) que pertenece a P’.

Es claro que dados a € A, 1 < k <nye >0 secumple

{reX:p, () <eareN1<k<n}
= {r emax{p,(z) rar € A,1 <k <n}<e}

de donde se sigue que 7 (P) y 7 (P’) tiene una misma base y por tanto,
coinciden. m

Por lo proposicién anterior dada una familia P = {p, },c, de seminormas
en X, podemos suponer que estd saturada y entonces una base de 7 (P) estéd
dada por los conjuntos de la forma

z+Voe={yeX:p,(y—2z) <e}
cona € Aye>0. [ |
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Teorema 1.3.40 Sea (X, 7 (P)) un espacio localmente convexo, donde P ={p,} e
es una familia saturada de seminormas. Entonces
(a) X es Hausdorff si y sdlo si para cada x # 0 existe « € A tal que
Po (z) # 0.
(b) Si X es de Hausdorff y A es numerable entonces X es metrizable.
(c) Si X es metrizable entonces existe una subcoleccion numerable { Pay, }zozl
de {potaca que genera a la topologia T.

Demostracién. Supongamos que existe x # 0 y p,(x) = 0 para toda
a € A. Sea V una vecindad del 0, entonces existe una vecindad bésica
Vae C U. Como p,(z) = 0, tenemos que = € V,,. C U, por lo cual no
existe una vecindad de 0 que no tenga a x como elemento, o sea, X no es
un espacio de Hausdorff.

Inversamente supongamos que para todo x # 0 existe a € A tal que
p(r) #0. Sean x,y € X con x # y; asi, x —y # 0. Por hipdtesis existe
a € A tal que p, (z —y) # 0. Entonces las vecindades © + Vo.e v ¥ + Vae;
tomando € = %pa (x — y); son ajenas. Por tanto, X es Hausdorff.

(b) Podemos suponer que {p, }, -, es una familia saturada de seminormas
que genera la topologia 7. Observamos que

o0

Zmin{l,pzz(l“_y)} < iz_ln =1
n=1

n=1

Definimos la funcién d : X x X — R como

o0

d(&?,y) _ Z min{l,pn(x - y)}

2n

n=1

Veamos que d es una métrica en X.

i) Obviamente d (z,y) > 0 para todo z,y € X. Ahora sean z,y € X tal
que d(z,y) = 0. Si z # y entonces, al ser X un espacio Hausdorff, existe
n > 1 tal que p, (x —y) # 0; por lo que d (z,y) > 0. Por tanto, x = y.

ii) d(x,y) =d(y,z) ya que p, (x —y) = p,, (y — x) para todan > 1.

iii) Sean z,y,z € X. Afirmamos:

min {1, p, (z —y)} <min{l,p, (xr — 2)} + min {1,p, (z —y)}

Si alguno de los minimos de la derecha es 1 entonces estd probada la
desigualdad. Supongamos ahora que ninguno de los minimos de la derecha
es uno, entonces

min{1l,p, (r —y)} < p, (. —y) < p,(z—2)+p, (2 —y)
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Por tanto, d (x,y) < d(z,z) + d(z,y). Asi, d es una métrica en X.

Ahora probemos que la topologia 74 generada por la métrica coincide
con 7. Supongamos que (z;),.; es una red en X que converge a x con la
topologia 74. Fijemosn > 1y 0 <€ <1y escojamos m > n. Existe ig €
tal que d (2;,2) < 5 si i > dp. Por la definicién de d se sigue que si i > i,
entonces

min {1, p,(z; — z)} Z min {1, py(z; — )} €
n < < .
n — : : k m’
2 — 2 2

min {1, p,(z; — 2)} < ¢
pp(z; — ) < €.

Es decir, p, (x; — x) — 0 para todo n > 1. Por la Proposicién 1.3.41
tenemos que x; — x en la topologfa 7. Por tanto, 7 C 74.

Supongamos ahora que p,, (r; —x) — 0 para todon > 1y sea ¢ > 0.
Sabemos que existe m > 1 tal que

= min {1, p(z; — z)} N -
2. oz <D 33
k=m-+1 k=m-+1

para todo i € I.
Ya que p,, (z; — x) — 0 para todo n > 1, tenemos que

— min{17 pk(xl — l’)}
Z 9k —0
k=1
y entonces existe ig € I tal que > W < 5 si 1> dg.
k=1
Finalmente,
— min {1, p, (z; — 2)} — min {1, py(2; — 7)}
d(wiz) = 7 + > o
k=1 k=m-+1
2 2

si i > ig. Asi, r; — x en la topologia 74. Por tanto, 74 C 7.
(c) Sead: X x X — R una distancia que genera la topologia 7. Clara-

mente la coleccién {B 1 (0)} es una base local del 0; ademds para cada
n n=1

n > 1 existe a,, € A y &, > 0 tales que V, C B1(0). Veamos que la

n;€n

topologia 7" generada por {pan }:;1 coincide con 7.
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Como { pan}zo:l C {Patacy entonces 7/ C 7. Inversamente, sea U € 7y
x € U. Entonces, —x + U es una 7—vecindad de 0 . Como 7 estd generada
por d, entonces existe n > 1 tal que B1(0) C -z+U, entonces existe a,, € A
y €, > 0 tales que V,,,.., C B1(0). Por lo que x+V,,.., Cx+B1(0) CU.
Asi, U es un abierto de 7'. Por tanto, 7/ = 7. ! ]

nEn

Proposicién 1.3.41 Sea (X, 7 (P)) un espacio localmente convexo, con P =
{Patacn- Sea (xi)icr una red en X entonces, x; — x en X si y solo si
Po (i — ) — 0 para todo o € A.

Demostracién. Podemos suponer que la familia estd saturada. Supon-
gamos que la red (z;);c; converge a x, sea o € A y € > 0, entonces existe
ip € I tal que z; € v+ V. sii > dg. Es decir p,(x; —x) <esii>ig Lo
que implica que p,(z; — x) — 0.

Ahora supongamos que p,(z; —x) — 0 para toda o € A. Sea = + V.
un vecindad bdsica de . Como p,(x; — ) — 0 entonces existe i, € I tal
que p,(r; — ) < € sii > i,, lo que implica que x; € x + V;e si i > i,. De
esto se sigue que x; — x en X. (]

Proposicién 1.3.42 Sea (X, 7 (P)) un espacio localmente convexo, con P =
{Patacn- Un conjunto A C X es acotado si y sélo si para todo o € A existe
to > 0 tal que p,, (z) < t, para todo x € A.

Demostraciéon. Sea A C X acotado y o € A. Entonces existe t, > 0
tal que A C sV,.1 81 s > t4; es decir, z € A implica p, (z) < tq-

Inversamente, sea U una vecindad del cero, entonces existe V.. vecindad
bésica del cero tal que V,. C U. Por la hipétesis existe t, > 0 tal que
po(x) < tq para todo x € X. Para t > = y x € A tenemos

ta
Po(x) < to = (—) e <te

€

De donde se sigue que = € tV,,.. Por lo tanto A C tV,,. sit > %; por lo
que A es acotado. [

En particular un conjunto A es w-acotado en un espacio vectorial topoldgico
si y sélo si para cada f € X* existe My > 0 tal que

|f ()| < M

para todo x € A.
Més adelante (Teorema 2.6.8) se probara el siguiente teorema.
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Teorema 1.3.43 Sea X espacio vectorial localmente convexo y X* su dual
topoldgico. Un conjunto B C X es acotado en X sty sdlo si B es w-acotado.
Entonces los acotados en X son los mismos para todas las topologias local-
mente convexas en X admisibles con el par dual (X, X*).

Definicién 1.3.44 Sea (X, T) un espacio localmente convero. Decimos que
X es localmente acotado si existe una vecindad acotada del cero.

Teorema 1.3.45 Sean X, Y espacios localmente convexos cuyas topologias
son generadas por las familias saturadas de seminormas P ={p,}.ca ¥
Q= {pﬂ} er respectivamente. Una transformacion lineal T : X — Y es
continua si y solo si para cada 3 € I' existe Mg >0 y o € A tales que

ps (T(2)) < Mgp,(2) (1.7)
para todo x € X.

Demostracién. Supongamos que 7' es continua y sea § € I'. Existe
una vecindad bésica V.. del cero en X tal que T(V,..) C Va1, es decir
p(T(z)) < 1sip,(r) <e. Seax € X tal que p,(z) = 0, lo que implica que
po(rz) =1p,(2) = 0 para todo r > 0. Entonces,

pg (T'(rz)) = pg (rT(x)) = rpg (T'(x)) = 0

para todo 7 > 0 y por consiguiente, pg(T(7)) = 0 y la condicién (1.7) se
satisface para cualquier Mg > 0.
Sea z € X tal que p,(z) > 0. Definamos

. EX
2p4(2)

claramente p,(y) < § <e. Por lo cual ps(T(y)) < 1. Asf,

(1 (3mm) <

usando que 7' es lineal obtenemos

Y

pu (T()) < pa(0)

Por tanto, tomando Mg = 2 obtenemos el resultado buscado.
Inversamente, si se cumple (1.7) entonces T es continua en 0 y al ser
lineal y X un espacio vectorial topoldégico entonces es continua en X. [
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Observacion 1.3.46 Si la familia de seminormas P no estd saturada, en-
tonces T es continua si y sélo si para cada B € T existen ay,...,a, € A y
Mg > 0 tales que
ps (T'(2)) < My max p,, (z)

Corolario 1.3.47 Sean 7 (P) y 7(Q) dos topologias localmente convexas
en un espacio vectorial X, donde P = {p,},cp ¥ Q = {pﬂ}ﬁer son familias
saturadas de seminormas. Entonces T7(Q) C 7 (P) si y sdlo si para cada
B el existe Mg >0 y o €A tal que para todo x € X se tiene

pp (2) < Mgp,(2)

Demostracién. Tenemos que 7(Q) C 7(P)si y sélo si el operador
identidad I : (X,71) — (X, 72) es continuo y por el Teorema 1.3.45 esto
sucede si y sélo si para cada 3 € I existe Mg > 0y o € A tal que para todo
x € X se cumple

ps (2) = pg (1 (2)) < Mppe(z)

Corolario 1.3.48 Sea (X, 7 (P)) un espacio localmente convexo cuya topologia
estd dada por la familia saturada de seminormas P ={p,},cp- Entonces
una funcional lineal f : X — F es continua st y solo si existe M > 0 y

a € A tal que para todo x € X se tiene

|f(@)| < Mp,(z)

Demostracién. En vista que F es un espacio localmente convexo cuya
topologia estd generada por {|-|}, entonces aplicando el Teorema 1.3.45 ob-
tenemos el resultado. [ |

Proposicion 1.3.49 Sean X,Y dos espacios localmente convexos tales que
las familias de seminormas P = {p,},epn ¥ @ = {4p}ger generan sus re-
spectivas topologias. Si F es una familia de funciones lineales de X en 'Y,
entonces son equivalentes:

(a) F es una familia equicontinua

(b) F es una familia equicontinua en x

(c) Fes una familia uniformemente equicontinua

(d) Dado B €T existen M >0 y g, ...,a, € A tales que

g (f (z) <M IWAX po, (z)

siempre quex € X y f € F.
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Demostracién. La equivalencia de (a), (b) y (c) se siguen de la Proposi-
cién 1.3.12 y que (a)<>(d) se prueba de manera similar al Teorema (1.3.45)
|

La convexificacién de una topologia

Definicién 1.3.50 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Definimos la
converificacion de T, que se denotard por T, como la topologia localmente
convera mas fina contenida en T.

Observaciéon 1.3.51 FEs claro que T siempre existe, ya que o (X, X*) es
una topologia localmente convexa contenida en T.

Proposicién 1.3.52 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y By una
base local del 0. Sea P = {py.}, donde py, es el funcional de Minkowski
asociada definida por la envolvente convexa U, de U, con U € By. Entonces
7 = 7(P). En particular, cualquier T-vecindad convexa V de 0 es una
T-vecindad de 0.

Demostracién. Como T es la topologfa localmente convexa més fina
contenida en 7 entonces 7 (P) C 7. Sea V una 7-vecindad convexa de 0 .
Existe U € By tal que U C V. De donde

{reX:py (z)<1}CU.CV,

por lo que 7 = 7 (P). Por tanto 7 = 7 (P).
Sea V una 7-vecindad convexa de 0. Entonces, U. C V para alguna
T-vecindad bésica de 0; de donde V' es una 7-vecindad de 0.

Teorema 1.3.53 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico separado por su
dual topoldgico X*. Entonces X* = Xz y (X,T) es de Hausdorff.

Demostracién. Claramente Xz C X*. Sea f € X*. Dado € > 0 existe
U 7- vecindad bdsica de 0 tal que U C f~! (B. (0)). Como B. (0) es convexo,
entonces f~! (B, (0)) es convexo y entonces, U. C f~!(B.(0)). De donde,
py, () < 1 implica |f (x)| < €, por tanto f € XZ. Asf, X* = XZ.

Por lo anterior XZ separa puntos de X y entonces la topologfa débil
o (X, XZ) es de Hausdorff y por tanto, X (7) también lo es lheight6pt
width6pt
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1.4 Teoremas de separacién

Lema 1.4.1 Sea X espacio vectorial topoldgico real de Hausdorff y C una
vecindad abierta y convexa de 0 y xo ¢ C. Entonces existe f € X* tal que
f(xo) =1y f(x) <1 para todo z € C.

Demostracién. Consideremos la funcional de Minkowski p~ de C,
claramente ésta es sublineal y po (z9) > 1y pe (z) < 1 para todo z € C.
Definamos g : (zg) — R como g (Azg) = A.

Si A > 0, entonces

9 (Az) = Ag (w0) < [A[ pe (o) = pe (Axo)
y si A < 0, entonces
g (Az) = Ag (o) <0 < |A[pe (o) = pe (Azo)
por lo que
9 (Amo) < pe (Azo) -

Por el Teorema de Hahn - Banach (ver Apéndice) existe f: X — R tal

que f(z) < pe (x) paratodox € X y f\<x0> =g.
Ahora observemos que

fx) <po(r) <1
siz € C. Ademds si x € —C entonces —z € C' y por lo tanto
—f (@) =f(-z) < pc(z) <1
De donde, si x € C' N (—C') entonces
[f ()| < 1.
Por lo que f es continua. [ ]

Teorema 1.4.2 Sean X un espacio vectorial topoldgico real y de Hausdorff
y A, B dos subconjuntos de X converos, ajenos y no vacios.
(a) Si A es abierto, entonces existe « € R y f € X* tal que

fla) <a<f(b)

para todo a € A y b e B.
(b) Si X es localmente convexo, A compacto y B cerrado, entonces ex-
isten ap € R y f € X* tales que

f(a)<a1<g£1]f3f(b).

para todo a € A.
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Demostracién. (a) Sean ap € Ay by € B. Definimos

C=A—-B-— bo—ao (UA—b) bo—a,())

beB

De la segunda igualdad obtenemos que C' es abierto, ya que las trasla-
ciones de abiertos son abiertos.

0:(&0—bo)+(bo—&0).

De donde 0 € C. Hagamos xy = by — ag. Tenemos que xy ¢ C. Por el
lema anterior existe f € X* tal que f (z) < 1= f (x¢) para todo z € C. Es
decir,

fla—0b+x)
f(a)

IA A

[ (zo)
f(b)
siac AybeB.

Como cualquier funcional lineal real no nula es abierta y f(A) es un
intervalo, entonces

f(a) <sup f(a).

acA

Tomando o = sup,c 4 f (a) obtenemos

fla) <sup f(a) = a < f(b)

acA

paratodoa € Ay be B.
(b) Como B es cerrado, para cada a € A existe V,, vecindad del 0, tal
que

(a+Vy)NB=0.

Ademis, para cada a € A existe una vecindad W, de 0 que es convexa y
tal que

Wy + Wy C V.

Consideremos la cubierta {a + W,},. 4 de A. Por ser A compacto existe
una subcubierta finita {ay + W, },_,. Definamos



34 CAPiTULO 1 PRELIMINARES

Claramente V es convexo y vecindad del 0. Ademds (A+ V)N B = {);
ya que para todo z € A+ V se tiene x = a+wv con a € a; + W,, para alguna
1<nywvé€V. Dedonde

(1+U€ai+Wai+Waica’i+%1a

por lo que = ¢ B.
Apliquemos (a) al abierto y convexo A+ V' y al cerrado B. Entonces
existe f € X* y a € R tal que

f@)<a<f(b)
paratodor € A+V ybe B. Como AC A+ V y A es compacto entonces

meajcf(a) <a< f(b)

para todo b € B.
Tomemos a; € R tal que

I;leaj(f (a) < a; < a.

Por tanto,
fla) <on < inf £ (b)
para todo a € A. [

Corolario 1.4.3 Sea X un espacio vectorial topoldgico complejo y A, B con-
VETOs ajenos no vacios
(a) Si A es abierto entonces existe « € R y f € X* tal que

Re f(a) <a <Ref(b)

para todo a € A y b e B.
(b) Si X es localmente convexo, A compacto y B cerrado entonces existe
a1 € R tal que

Re f(a) < ay < Re f (b)

Demostracién. Por el teorema anterior, para cada inciso existe un
funcional r en el dual topolégico de X, considerado como espacio vectorial
real, que cumple lo pedido. Definamos f : X — C como

fla) =r(x) —ir (i)

la cual claramente pertenece a X*. [
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Corolario 1.4.4 Sean (X,71) y (X, 72) tales que (X,71)" = (X,79)". Si
C C X es convezo entonces

~T1 ~T2
c =
En particular C es 11 - cerrado si y sélo si es 79 - cerrado.

Demostracién. Podemos suponer C' # (). Sea z € X —C' ', como {z}
es compacto entonces aplicando el Corolario 1.4.3 existe f, € (X,73)" tal
que

Re f, (z) <inf{Re f, (y) 1y € 6”}
y sea
A, ={z€ X :Ref,(z) > inf {Re f, (y) :yeaﬁ}}.

Cada A, es 7o - cerrado, y observamos que

" = ﬂ A,.

zeX—C'!
De donde C" es 75 - cerrado, por lo que
el ke
Anglogamente C'° es 7 - cerrado y
o

Por tanto, C'* = C"". [ |






Capitulo 2

Topologias vectoriales,
conjuntos y espacios vectoriales
topologicos especiales

2.1 Topologia de Mackey

Teorema 2.1.1 Sea ® una coleccion de topologias sobre un conjunto X.
Entonces existe una tnica topologia, denotada \/ ® tal que para toda red
(Ta)ger en X se cumple que xq — x en (X,\/ ®) siy solo si xq — T en
(X, 7) para todo T € ®. Mas aun, si Y es un espacio topoldgico, f :Y —
(X,V @) es continua si y sélo si f :'Y — (X,7) es continua para toda
TEOD.

Se tiene que T C \/ ® para toda topologia T € P y cualquier otra topologia
que tenga esta propiedad es mds fina que \/ ®; por tal motivo, la topologia
\ © es llamada la topologia supremo de la familia ®.

Demostracién. Definimos \/ ® como la topologia que tiene como sub-
base a la coleccién {U € 2% : U € 7 para alguna 7 € ®}.  Sea (24) 1 €n
X, por construccién 7 C \/ ® para toda 7 € ®, por lo que si 24 — x en
(X,\ ®) entonces x4y — x en (X, 7) para toda 7 € ®. Ahora supongamos
que 4 — x en (X, 7) para toda 7 € ®. Para ver que 24 — z en (X,\/ D),
basta revisar que para cualquier sub-bésico U existe dy € T tal que si d > d
entonces x4 € U. Pero justamente los sub-basicos de \/ ® son los abiertos
de cualquier topologia perteneciente a ®, para los cuales sabemos que la
condicién mencionada antes se satisface por hipétesis. Por lo que x4 — =
en (X,\/ ®).

37
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Asi, F C X es 7-cerrado si y sélo si F' es \/ ®-cerrado y por tanto, se
cumple 7 C \/ ® para toda topologia 7 € ® y si 7 C T para una topologia
T en X y toda topologia 7 € ® entonces \/ ® C T

Sea f:Y — (X,\V/®),y €Y ¥ (Yq)yer una red en Y tal que yq — z.
Entonces f es continua en z si y sélo si f(xg) — f(z) en (X,\/®); lo
cual sucede si y sélo si f(zq) — f(x) en (X,7) para toda 7 € . Asi,
f:Y — (X, ®) es continua si y sélo si f: Y — (X,7) es continua para
toda 7 € ®.

Finalmente, veamos la unicidad, sea ¥ una topologia que satisface las
condiciones dadas. Sea (z4),.r una red en X, entonces rq — x en (X, V)

si y sélo si xg — = en (X, 7) para toda 7 € ®, lo cual sucede si y sélo si
zg — x en (X,\/ ®). Porlocual ¥ =\/ . B

Teorema 2.1.2 Sea ® una coleccion de topologias vectoriales de X y S C
X. Entonces S es acotado en (X,\/ ®) si y sdlo si S es acotado en (X, 1)
para toda T € P.

Demostracién. Claramente si S es acotado en (X, \/ @), entonces lo es
en (X, 7) para toda 7 € ® ya que 7 C \/ ® para toda 7 € ®. Supongamos
que S es acotado en (X, 7) para toda 7 € . Entonces, por la Proposicién
1.3.6 para cualquier sucesién (z,)r.; en S tenemos +z, — 0 en (X, 7) para
toda 7 € ®. Por lo cual £z, — 0 en (X,\/ ®). Por tanto S es acotado en

(X, V). ]

Lema 2.1.3 Sea ® una coleccion de topologias localmente convexras en X.
Para cada 7 € ® sea Q. el conjunto de todas las seminormas que son

continuas en (X,7'). Entonces (X,7') = (X,7(Q.)), mds aun |J Qn
T'ed
genera a \| ®. En particular \/ ® es una topologia localmente conveza.

Demostracion. Sea 7/ € &, como ésta es localmente convexa, entonces
existe una familia P = {p,},c, de seminormas en X tales que 7/ = 7 (P).
Por la Proposicién 1.3.32 tenemos que p, es continua en (X, 7 (P,/))para
toda a. Por lo que P, C Q. y entonces 7(Pr) C 7(Q.). Ahora, sea
p € Q.; como esta seminorma es continua en (X, 7 (P,/)). Entonces existen
M >0y pys-sPa, tales que

< .
p(z) < M max p,, (z)

Por el Corolario 1.3.47, tenemos: 7 (Q,/) C 7 (P/). Asipues (X,7(Q.)) =
(X, 7 (Pr)) = (X, 7).
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Sea (24) o una red en X. Entonces, las siguientes afirmaciones son
equivalentes

i (140

i) zg — = (X,7(Q.))para toda 7" € &
iii) zg — x (X,7’) para toda 7’ €
iv) zg — z en (X,\/ ).

Es decir, 7 ( U QT/) =\ . I

T'ed

Observacion 2.1.4 Sean &,V colecciones de topologias localmente con-
vexas en X tales que ® C . Claramente |J Q, C U Q., por lo que

TED TEW
VX NGRVA'S

Lema 2.1.5 Sea ® una coleccion de topologias localmente convexas en X.
Entonces f € (X,\/ ®)" si y sdlo si evisten T1,....,7, € ® y g1,..., g, € X7

con g; € (X, 1;)" tales que f = g;.
=1

7
Demostraciéon. Supongamos que existen 71,....,7, € ® y g1,...,9, €

X# con g; € (X,7;)"; tales que f = > g;. Como 7; C \/®, entonces
=1

g € (X,V®)". Porloque f=> g €(X, V&)
=1

Reciprocamente, sea f € (X, \_/ ®)". Por el Lema 2.1.3 existen M >0y
P1, - Py, SEMinormas con p; € Q. tales que

7 @) <MY puo)

Entonces por el Lema 1.2.4 existen g, ..., g, € X7 tales que
|9: (z)| < Mp; (x)

v f =3 g;. Ademds, por la desigualdad anterior tenemos que g; € (X, 7;)".
i=1
|

Teorema 2.1.6 Sea (X, T) un espacio vectorial topoldgico localmente con-
vexo y X* el dual topoldgico de (X, 7). Definimos

7' 7" es una topologia loc. conv.
T(X, X") =
admisible para el par dual (X, X™*)
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Entonces T (X, X*) es una topologia localmente convexa admisible para el
par dual (X, X*) y es la mds grande con ésta propiedad.

Demostracién. Por el Lema 2.1.3 es localmente convexa y por el Lema
2.1.5 7 (X, X*) es admisible para el par dual (X, X*). |

Definicién 2.1.7 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Llamaremos
a7 (X, X") la topologia de Mackey de (X, T).

Definicién 2.1.8 Un espacio (X, T) localmente convexo es llamado un es-
pacio de Mackey si 7 =7 (X, X*).

2.2 Polares

La nocién de polar se define en un contexto mas amplio. Aqui nos lim-
itaremos sélo a considerar la polar de conjuntos usando un espacio vectorial
topoldgico y sus duales topolégico y algebraico.

Definicion 2.2.1 Sea X un espacio vectorial topoldgico y X* su dual topoldgico
A C X. Definimos la polar A° de A como

A ={fe X" :|f(z)] <1 para todo x € A}
Si B C X* definimos la polar B° de B como
B°={z € X :[f(z)| <1 para todo f € B}
Para A C X definimos A*° = (A°)°

Proposicién 2.2.2 Sean X un espacio vectorial topolégico y A C X. Se
tienen las siguientes propiedades (para B C X* se tienen las propiedades
correspondientes):

(a) Ay C Ay C X implica AS C A3

(b) A° = (4,)°.

(c) A C A>™.

(d) A° es un disco o (X*, X) - cerrado en X*.

(e) Si A €TF con A # 0 entonces (A\A)" = X1 A°.

(f) A° es absorbente si y solo si A es o (X, X™*) - acotado.

(g) Ao — Aooo'

(h) A C B implica A°° C B°°.
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1) Si (A;)..; es una coleccion de subconjuntos de X, entonces Al =
i€l
icl
A7
iel

(7) Si (A;);c; es una coleccion de subconjuntos de X, entonces (ﬂ A;’) =

Demostracién. (a) Sea f € A3, entonces |f (z)| < 1 para todo z € A,.
De donde |f (z)| < 1 para todo x € A;. Por lo que f € AS.

(b) Como A C A, entonces (Ap)° C A°. Sea f € A°, entonces |f (z)| <1
para todo x € A.

Recordamos que

Ay={az:a el |a/ <1,z A}.
Entonces, y € A, implicay = azx con a« € F, |a| <1y x € A. Por lo que

[f W)l = [f (az)| = |af|f ()] < |f (z)] < L.

De donde, f € (Ap)°. Por tanto A° = (A)°.
(c) Seax € A, entonces |f (z)| < 1 paratodo f € A°. Porlo que x € A°°.
(d) Sea f € A°y A € F con |A\| < 1. Entonces para todo x € A tenemos

A @) = AF @) <[f @) <1

de donde A° es balanceado.
Sean f,g € A°y «,3 > 0, con a + 3 = 1. Entonces para todo x € A
tenemos

((af +Bg) ()] S alf (@) + Blg (=) <+ B =1;

por consiguiente, af + g € A°. Por tanto A°, es convexo y por lo anterior
un disco.

Consideremos f ¢ A°, entonces existe x € A tal que |f ()] > 1. Sea
e =|f(x)]—1. Entonces (f 4+ Vi) NA° =0 ya quesi g € f+ V.., entonces
lg ()| > |f ()] — e = 1. Por lo cual A° es o (X*, X) - cerrado.

(e) f € (MA)° siysolosi|\f(z)] = |f(A\x)] <1 para todo x € A. Lo
que sucede si y solo si Af € A°; lo que equivale a que f € A"tA°.

(f) Sea f € X*. Para A > 0 se cumple: \f € A°siysélosi|f (z)] <A7!
para todo x € A.
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(g) Por (a) y (c) tenemos A°°° C A°. Y de (c) aplicado a A° se tiene
A° C Acee.

(h) La contencién se sigue de aplicar el inciso (a) dos veces.

(i) Sea (A;),c; una coleccién de subconjuntos de X. Entonces f €

(U Ai) si y sélo si

el
[f (@) <1

para todo = € |J A;. Es decir f € (U A; | siysolosi fe)AS.
i€l i€l i€l
(j) Al aplicar la férmula (i) a la coleccién (A5°),., obtenemos

(U A;O)o = (47 = (45

iel iel iel
De donde, <U A;’O) = <ﬂ Af) :
i il iel

Observacién 2.2.3 Si reemplazamos X* por X7, entonces para A C X
definimos la polar A®* de A como

A= {feX*:|f(x)| <1 para todo x € A}
En tanto que para B C X# usamos también B° para denotar el conjunto
B®={z € X :|f(z)| <1 para todo f € B}

El contexto nos indicard cuando B pertenece a X* o X7.
Los resultados (a)-(j) son validos cuando trabajamos con X# en lugar

de X* una vez que hacemos los cambios correspondientes, por ejemplo en
(f) hay que cambiar o (X, X*) por o (X, X#).

Teorema 2.2.4 (Teorema de la bipolar) Sea (X, T) espacio localmente con-
vexo y A C X no vacio. Entonces A°° es el minimo disco o (X, X*) - cerrado
que contiene a A. Asi,

A° = A

siempre que A es un disco o (X, X*) - cerrado; en particular si A es un
disco T-cerrado.
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Demostracién. Sabemos que A°° es un disco o (X, X*) - cerrado y
A C A°°. Sean D un disco o (X, X*) - cerrado tal que A C Dy z¢g ¢ D.
Por el Corolario 1.4.3 existe « € Ry f' € X* tal que

Re f' (z0) < a < Re f' (z)

para todo z € D. Como 0 € D, entonces o < 0, por lo que podemos definir
f =a "y se satisface

Ref(z) <1< Ref(xo).

Como |f (z)| = Re f (¢z) para algin real 0, y D es balanceado, te-
nemos que |f (z)| < 1 para todo x € D; de donde f € D°. Como A C D
entonces D° C A°, por lo que f € A°. Pero

|f (z0)| = Re f (o) > 1

Entonces, xy ¢ A°°. Por tanto A°° C D. Por consiguiente A es el
minimo disco o (X, X*) - cerrado que contiene a A.

Teorema 2.2.5 (Alaoglu-Bourbaki) Sea X un espacio vectorial topoldgico.
Si A C X contiene una vecindad de 0, entonces A° es w*-compacto.

Demostraciéon. Supongamos que A es una vecindad de 0 en X. El
espacio [—1, 1]A es compacto por el Teorema de Tychonoff. Definimos

T: (A% w) — [-1,1]"

asociando a cada f € A° el elemento T (f) = (f (a)),c4. Esta funcién es
inyectiva, ya que si (f (a)),cq = (9(a)),cq con f,g € A°, entonces f y g
coinciden en la vecindad A y como A es absorbente entonces f = g.

Ademds, T' es un homeomorfismo sobre su imagen: es continua, porque
simg o [—1, 1]A — [—1,1] es la proyeccién en la a-componente, entonces
(meoT) (f) = f(a) =a(f)y por tanto, (7w, o T') es w*-continua.

Inversamente, si (f; (a)),ca — (9(a)),ca en la topologia producto, con
f,g € A® entonces f; (a) — g(a) para cada a € A, o lo que es lo mismo
a(f;) — a(g) para cada a € A; por consiguiente, T~ ((f; (a)),c4) = f —
g=T"((9(a)),ecq) y ast, T : T (A°) — A° es continua.

Se probard que A° es compacto, demostrando que 7T (A°) es cerrado
en [-1,1]*.  Supongamos que la red ((fi (@))yea), en T (A°) converge a
(g(a)),eq; 0 sea, fi(a) — g(a) para cada a € A. Sea x € X, afirmamos
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que (f; (x)), converge en [—1,1]. Existe o > 0 tal que z € oA y por tanto,
( fi (éx))l = (% fi (9:))Z converge, de donde se sigue nuestra afirmacion.

Definimos ¢ (z) = lim f; (z) para cada = € X ; en particular, |g(a)| <1
para todo a € A. Observamos que g|A =g

Sean z,y € X y A € R, entonces f; (z+ \y) — g(x+ \y) y como
fi(x + Xy) = fi (x) + \f; (y) para cada i, se sigue que g (z + A\y) = g (x) +
M (y) v asi, g € X#. Como g es acotada en la vecindad A del 0, entonces
g € X*. Por consiguiente, (g(a)),cq € T (A°). Se sigue que T'(A°) es
cerrado en [—1,1]".

En el caso general, existe una vecindad V' de 0 tal que V C A. Entonces
A° C V° y como A° es w*-cerrado se concluye que A° es w*-compacto. R

Los siguientes dos resultados caracterizan a los conjuntos equicontinuos
y acotados del dual de un espacio topolégico:

Proposicion 2.2.6 Sea X un espacio vectorial topoldgico. M C X* es
equicontinuo st y solo si M C U° para alguna vecindad U C X de 0. Por
tanto, si M C X* es equicontinuo, entonces es o (X*, X)-relativamente com-
pacto.

Demostracién. Sea M equicontinuo, entonces existe U vecindad de
0 en X tal que si x € U entonces |f ()| < 1 para toda f € M; de donde
M cCU°.

Supongamos ahora que existe U vecindad del 0 tal que M C U°. Sea
e > 0, entonces |f (z)] < € si x € eU. Como U también es vecindad
del 0, entonces M es equicontinuo en 0. Por la Proposicién 1.3.49 M es
equicontinuo.

La tltima afirmacién se sigue del Teorema 2.2.5. [

Proposicion 2.2.7 Sea X un espacio vectorial topoldgico. M C X* es
o (X*,X) - acotado si y sélo M C T° para algin barril T C X. De manera
similar, M C X es o (X, X*)- acotado si y sélo M C T° para algin barril
TC X"

Demostracién. Sea M un conjunto o (X*, X) - acotado, entonces por la
Proposicién 2.2.2 M° es un disco o (X, X*) - cerrado y absorbente. Entonces
M?* es un barril en X y M C M°°. Supongamos ahora que existe 7' C X
barril tal que M C T°. Por el Teorema de la Bipolar tenemos que T =
T°°. Notamos que T es absorbente, entonces por la Proposicién 2.2.2 T° es
o (X*,X) - acotado y como M C T°, resulta que M también es o (X*, X) -
acotado. [
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2.3 Topologias polares

Definicién 2.3.1 Sean X espacio vectorial topoldgico, X* su dual topologico
y &* una coleccion de conjuntos o (X*, X) - acotados en X*. Para cada
A € &* definimos la seminorma p, : X — R como

pa(x) =sup|f (z)]
feA
Si & es una coleccion de conjuntos o (X, X™*) - acotados en X . Se define de
manera andloga p, : X* — X.

Definicién 2.3.2 Sea &* una coleccion de conjuntos o (X*, X) - acotados
en X* y P = {ps}acs- A la topologia 7 (P) la llamamos la topologia polar
generada por &*, también T (P) se le suele llamar la &* - topologia o la
topologia de la convergencia uniforme sobre G*.

Se define andlogamente la topologia polar para X* generada por una
coleccion & de conjuntos o (X, X*) - acotados en X.

El término “polar” que aparece en la iltima definicién se justifica a
continuacion.

Proposicion 2.3.3 Sea X un espacio vectorial topoldgico y S una coleccion
de conjuntos o (X*, X) - acotados. Entonces la familia

{z+XA°:2€ X,Ae B, eR"}
es una sub-base de Tg.

Demostracién. Claramente A° = {z € X : p, (z) < 1}, de donde AA° =
{r € X :pyu(x) <A} para A > 0. Y sabemos por la Proposicién 1.3.32 que
es una sub-base para la topologia que generan las seminormas, es decir 7.
|

De acuerdo a esta proposicién A° es una vecindad de 0 en la topologia
polar G&* - topologia para cada A € &* .

Las topologias w y w* en X y X* pueden ser vistas como topologias
polares, ya que si consideramos &* = {{f}},;cx. v & = {{z}},.x entonces
w y w* son las topologias polares generadas por G* y &.

Definicién 2.3.4 Sea X espacio vectorial topoldgico y &* la coleccion de
todos los conjuntos o (X*, X) - acotados en X*. Definimos (X, X*) como
la topologia polar generada por &*. Andlogamente definimos 3 (X*, X)



46CAPITULO 2 TOPOLOGIAS, CONJUNTOS Y ESPACIOS ESPECIALES

Observacién 2.3.5 Tenemos que §(X*, X) = (X*, )A() Para verlo basta
recordar que)A( es el dual de (X*, w*) y que™: (X, 0 (X, X*)) — ()A(,U ()?,X*))

es un homeomorfismo lineal (Observacion 1.3.36).

Definicion 2.3.6 Sea X un espacio vectorial topoldgico y A C X. Decimos
que X es precompacto o totalmente acotado si para todo wvecindad V del O

n
1=

eziste un subconjunto finito {x;};_, de X tales que

=1

Definicién 2.3.7 Sea X un espacio vectorial topoldgico y &* la coleccion
de todos los precompactos en X*. Definimos \ (X, X*) como la topologia
polar generada por &*. Andlogamente definimos A (X*, X).

Definicién 2.3.8 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y &* la colec-
cion de todos los subconjuntos equicontinuos de X*. Definimos € (X, X*)
como la topologia polar generada por G*.

Si X es un espacio vectorial topoldgico, entonces

o (X, X*) Ce(X,X*) CAX,X*) CB(X,XY) (2.1)

Teorema 2.3.9 Sea (X, 7) un espacio localmente convezro. Entonces

T=r¢€(X,X")

Demostracién. Existe una base local By de 0 en X formada por discos
cerrados. Estos también son o (X, X*) - cerrados por el Corolario 1.4.4, Por
el Teorema de Bipolares, V = V°° para todo V € B. Por la Proposicién
2.2.6 V° es equicontinuo, por lo que V' es vecindad del 0 en € (X, X*). Asi,
T Ce(X,X").

Ahora sea M equicontinuo en X*, entonces por la Proposicién 2.2.6
existe V' € B tal que M C V°, entonces V = V°° C M°; de donde M°
es vecindad de 0 en 7. Como {M°: M C X* es equicontinuo} es base de
e (X, X*) concluimos que € (X, X*) C 7. ]



2.4 DISCOS DE BANACH. CONJUNTOS BORNIVOROS 47
2.4 Discos de Banach. Conjuntos bornivoros

Definicién 2.4.1 Sean X wun espacio vectorial topoldgico y A C X. Dec-
imos que A es completo por sucesiones si toda sucesion de Cauchy en A
converge a un punto de A.

El siguiente resultado es inmediato.

Proposicion 2.4.2 Si A es completo por sucesiones, entonces es cerrado
POT SUCESIONES.

Proposicion 2.4.3 Sea X un espacio localmente convexo y E C X acotado,
entonces Ey, y E. son conjuntos acotados en X.

Demostracién. Como X es un espacio localmente convexo, entonces
existe una base local B ={V,} del 0 donde cada V,, es absolutamente
convexo y absorbente.

Sea U una vecindad del 0, entonces existen o € A y ¢t > 0 tales que
Vo, CUy E CtU CtV. Como U es balanceado y convexo, entonces tUes
balanceado y convexo. Por consiguiente, E., E, C tU C tV. Es decir, Epy
E.son conjuntos acotados en X. [

acl

Corolario 2.4.4 Sea X un espacio localmente convexo y E C X es acotado,
entonces By es acotado.

Demostracién. Por las Proposiciones 1.1.12 y 2.4.3 tenemos que Ep. =
(Eb), y que Ej es acotado ya que E lo es, por lo que (Ep), es acotado.

Definicién 2.4.5 Sea X un espacio vectorial topoldgico y D C X un disco

acotado. Denotamos como Xp al espacio ({(D) , pp) donde pp es la funcional
de Minkowski en (D) asociada a D.

En la Proposicién 1.2.7 se pidi6 que D fuera un disco absorbente en X
para que pp fuera una seminorma. En la definicién anterior esto se cumple,
ya que D es absorbente en (D) aunque quizéds no lo es en X. En efecto,

siz € (D) yx#0, entonces x = Y, \pxp con z € D y |A\| > 0 para

k=1
n
1<k<mn.Seam= > |\, entonces m >0y
k=1
n
x A
— = —kZL"k eD
m m
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ya que » }%} =1, cada xx € D y D es un disco (Proposicién 1.1.9). Por
k=1

tanto, x €mD

Definicién 2.4.6 Sea X un espacio vectorial topoldgico y D C X un disco
acotado. D es llamado un disco de Banach si Xp es un espacio de Banach.

Teorema 2.4.7 Sea (X,7) un espacio vectorial topolégico y D C X un
disco acotado. Entonces

(a) La topologia inducida en Xp por T es mds débil que la dada por pp.

(b) Si X es de Hausdorff, entonces Xp también es de Hausdorff y la
funcional p, es una norma en Xp y

(c) Si X es de Hausdorff y (D, T) es completo por sucesiones, entonces
D es un disco de Banach, es decir Xp es un espacio de Banach.

Demostracién. (a) Sea U una vecindad balanceada de 0 en X. Como
D es acotado en X, existe t > 0 tal que D C tU, por lo que sD C U si
s < %; al intersectar ambos lados con Xp tenemos: sD C U N Xp si s < % ;
es decir pp () < % implica z € U N Xp y por tanto, 7|Xp es mds débil la
topologfa inducida por pj,.

(b) Recordamos que ser de Hausdorff es una propiedad hereditaria, por
lo cual ((D),7|(py) es de Hausdorff. Por el inciso (a), Xp = ((D),pp) es
de Hausdorff. Entonces por el Teorema 1.3.40 si x # 0 se tiene p, (z) # 0.
Por lo tanto pp es una norma.

(c) Sea () una sucesién pp—Cauchy en Xp. Para e = 5, con k > 1,
existe ng > 1 tal que n,m > ng implica pp (2, — Tp) < Z—Ik Cada ny, se
puede elegir de modo que n, < ng1 para todo k£ > 1.0btenemos asi una
subsucesién (z,,)de (z,) tal que pp (Zn,,, — Tn,) < 3; de la definicién de
pp se sigue que Ty, — Tn, € 55 D.

Por (a) la sucesién (), y por tanto (z,,), es de Cauchy en (Xp, 7|(py).

Como T, ,, —Tn, € 55D paratodo k > 1 se tiene que si k' > k, entonces

1 1
Ty = Ty, = ($nk’ - znk’q) +- (:L"nk“ - $nk) € WD Tt ?D

1 1 1

En particular, para £ > 1 tenemos:

1
xnk—meFDCD
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Asi, (2n,)pe, €S una sucesién en z,, + D que es de Cauchy en (X, 7).
Como (D, 7) es completo por sucesiones, entonces x,, + D también es com-
pleto por sucesiones segin 7, por lo que existe x € z,, + D C Xp tal que
Tp, — T segun T.

Por otra parte, por (2.2) tenemos que

T,y — Ty, c FD

para todo k' > k. Al hacer tender k' a co obtenemos

1
T — Ty, c FD
ya que D es T-cerrado por sucesiones.
Es decir,

pp (T — Tn,) < o1
para todo £ > 1. Por lo cual z,, — x segin p,. Asi, Xp es un espacio de
Banach. | width6pt

Corolario 2.4.8 Un espacio (X, T) localmente convexo es de Hausdorff y
localmente acotado si y sélo si X es normalizable, es decir existe una norma
en X que induce la topologia 7.

Demostracién. Sea U una 7-vecindad acotada del cero, entonces B =
Upe es un disco acotado que por ser 7-vecindad del cero también es ab-
sorbente, es decir (B) = X. Entonces pp es una norma en X por el
teorema anterior, més aun la topologfa inducida por p, es mds fina que
7. Claramente {B 1 (0)} es una base local del cero en (X, pp). Ademds
%HB CB1 (0), ya que = € %HB implica que pp, (z) < n+r1 < +. Como
%HB es una 7-vecindad del cero, entonces las topologias coinciden.

Si X es normable, evidentemente es de Hausdorff y localmente acotado.
|

Proposicion 2.4.9 Sean X, Y dos espacios vectoriales topologicos y T -
X —Y un operador lineal. Si A y B son balanceados en X y 'Y respectiva-
mente, entonces B absorbe a T (A) si y solo si T~ (B) absorbe a A.

Demostracién. Para t > 0 se tiene T (A) C tB si y solo si A C
T-'(tB) =tT~ (B). B
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Definicién 2.4.10 Sean X un espacio vectorial topoldgico y D C X. Dec-
1mos que D es bornivoro si absorbe a todos los conjuntos acotados.

Definicién 2.4.11 Un espacio bornoldgico es un espacio localmente convexo
en el cual todo disco bornivoro es una vecindad del 0.

Corolario 2.4.12 S5i X es un espacio vectorial topolégico pseudometrizable,
entonces todo bornivoro es vecindad de 0.

Demostracién. Sea B C X bornivoro y (z,),, una sucesiéon en X
tal que z, — 0. Veamos que (z,),—, es acotado. Sea U una vecindad
balanceada del 0, como z,, — 0 existe N € N tal que sin > N entonces x,, €
U. Como U es absorbente al ser vecindad del 0, entonces existen ¢y, ...,txy_1
tales que x;, € t,U. Entonces (z,).-, C tU donde t = max {1,¢1,...tx_1}.
Por lo cual (z,),-, es acotado. Como B es bornivoro, entonces absorbe a

los acotados, en particular a las sucesiones convergentes a 0, por el Teorema
1.3.29 B es vecindad del 0. [

Corolario 2.4.13 Un espacio localmente convexo y metrizable es bornoldgico.
Teorema 2.4.14 Todo espacio bornologico es de Mackey.

Demostracién. Consideremos un espacio bornolégico (X, 7). Sea U
una 7 (X, X*)-vecindad absolutamente convexa del 0. Entonces, U absorbe
a los 7 (X, X*) acotados. Por los Teoremasl1.3.43 y 2.1.2 los acotados en
7 (X, X*) son justamente los acotados en la topologia 7. Entonces U es
bornivoro en (X, 7), y como U es un disco; entonces U es vecindad del 0.
Por tanto 7 (X, X*) C 7. De donde 7 (X, X*) = 7. |

Corolario 2.4.15 Todo espacio localmente convexo metrizable es de Mackey.

Demostracién. Por el Corolario 2.4.13 un espacio localmente convexo
metrizable es bornolégico.. Entonces por el Teorema 2.4.14 es de Mackey.

Corolario 2.4.16 Sea (X, T) un espacio localmente convero cuya topologia
esta dada por la familia saturada de seminormas P = {p,},cp- St ewiste
o € A para el que se cumple que para cada f € (X, 7)" existe My > 0 tal
que

|/ (2)] < Mgpa, (2) (2.3)

para todo x € X, entonces p,, €s una norma que determina la topologia T.
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Demostracion. El resultado es obvio si X se reduce al vector 0. Su-
pongamos que no es el caso y sea x # 0 un elemento de X. Por el Teorema
de Hahn-Banach existe f € (X, 7)" que satisface f () = 1. Por tanto,

1< prao ($)

Y Pag () # 0. Esto prueba que p,, es una norma en X. Entonces, la
topologfa 7, inducida por la norma p,, es mds débil que 7. Por otra
parte, por (2.3) se tiene que (X,7)" C (X , Tpao)*; como la otra contencion
se cumple obviamente concluimos que 7 es una topologia en X admisible
para el par dual ((X, 'rpao) , (X, 'rpao)*) de donde

TCT ((X,Tpao) ) (Xanao)*) :

Por el corolario anterior 7 ((X, Pay) ; (X, Pae)”) = Tp,, ¥ POr consiguiente,
Pa, €S Una norma que determina la topologia 7. |

Definicion 2.4.17 Sean X un espacio vectorial y D C X. Decimos que D
es infrabornivoro si absorbe a todos los discos de Banach.

Teorema 2.4.18 Sean X,Y dos espacios localmente convexos yT : X — Y
un operador lineal. Entonces, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) T es acotado.
(b) La imagen bajo T de todo disco acotado es un disco acotado.
(c) T~ lleva discos bornivoros a discos bornivoros.

Demostracién. Por el Corolario 1.1.10 se tiene que si D C X es un
disco, entonces T'(D) es un disco en Y, y si £ C Y es un disco, entonces
T~ (E) es un disco en X.

(a) =-(b) Es inmediato.

(b) =(a) Supongamos que 7" transforma discos acotados en discos acota-
dos. Sea B C X acotado. Por la Proposicién 2.4.3 By, es un disco acotado.
Entonces T' (By.) es un disco acotado en Y y como T' (B) C T (By.), entonces
que T (B) es acotado.

(b) =(c) Sea £ C Y un disco bornivoro y D C X un disco acotado.
Entonces T' (D) es un disco acotado en Y, por lo que E absorbe a T' (D). Por
la Proposicién 2.4.9 T~ (E) absorbe a D. Por tanto 7! (E) es bornivoro.

(c) =(b) Sea D C X un disco acotado. Como Y es localmente convexo
existe una base local del 0 formada por discos. Sea E un disco, vecindad de
0. Como FE es vecindad de 0, entonces E absorbe a todo acotado de Y y es
entonces es un disco bornivoro en Y. Por la hipétesis 7! (E) es bornivoro
en X, por lo cual 77! (E) absorbe a D. De acuerdo a la Proposicién 2.4.9
E absorbe a T' (D), por lo que T' (D) es acotado en Y. |
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Teorema 2.4.19 Sean X,Y dos espacios localmente convexos yT : X — Y
un operador lineal. Entonces T transforma discos de Banach en discos aco-
tados si y solo si T~ transforma discos bornivoros en discos infrabornivoros.

Demostraciéon. Supongamos que 7' transforma discos de Banach en
discos acotados. Sea E C Y un disco bornivoro y B C X un disco de
Banach. Por hipétesis T' (B) es un disco acotado en Y'; como D es bornivoro,
D absorbe a T (B). Por la Proposicién 2.4.9 T~ (D) absorbe a B. Lo que
nos lleva a que 771 (D) es infrabornivoro.

Inversamente supongamos que 7'~ transforma discos bornivoros en dis-
cos infrabornivoros. Sea B C X un disco de Banach. Como Y es localmente
convexo, entonces existe una base local del 0 formada por discos. Sea E un
disco, vecindad de 0. Entonces, F es un disco bornivoro en Y. Por hipétesis
T~ (V) es infrabornivoro, por lo cual absorbe a B. Por la Proposicién 2.4.9
V absorbe a T (B), lo que implica que T'(B) es un disco acotado.

2.5 Barriles y espacios barrilados

Definicién 2.5.1 Sea X un espacio vectorial topoldgico y B C X. Decimos
que B es un barril si es un disco cerrado y absorbente.

Definicién 2.5.2 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Decimos que X es
un espacio barrilado si todo barril en X es una vecindad del cero.

Los siguientes dos resultados caracterizan a los espacios barrilados, el
primero para espacios vectoriales topolégicos en general y el segundo para

espacios localmente convexos.

Proposicién 2.5.3 Un espacio vectorial topoldgico X es barrilado si y solo
st no existe un disco B denso en ninguna parte tal que

X = DnB
n=1

El disco B puede ser escogido de modo tal que sea un barril.

Demostraciéon. Si X no es barrilado, entonces existe un barril B en
X que no es vecindad del 0. Supongamos que intB # (). Sea x € intB,
entonces existe V' vecindad de 0 tal que x+V C B. Como B es balanceado



2.5 BARRILES Y ESPACIOS BARRILADOS 53

—x € B. Seay €V, entonces r +y € B, ademds por la convexidad de B
tenemos

5:%( +y)+%(—a:)€B

N

Entonces %V C B, lo que contradice el hecho de que B no es vecindad del
0. Entonces B es denso en ninguna parte. Mds aun, como B es absorbente
en X, tenemos

X = DnB
n=1

Inversamente, sean X barrilado y B un disco tal que X = |J nB. Clara-

n=1
mente B es un barril, por lo que; al ser X barrilado; B es vecindad del 0.
Lo que implica que intB # (); o sea B no es denso en ninguna parte. ]

Teorema 2.5.4 Un espacio localmente convezxo (X, T) es barrilado si y sdlo
si todo conjunto o (X*, X)-acotado es equicontinuo.

Demostracién. Sea X barrilado y A C X* un conjunto o (X*, X) -
acotado, entonces por la Proposicién (2.2.7 existe T' barril en X tal que
A C T°. Al ser X barrilado T es vecindad del 0 y por la Proposicién
(2.2.6 tenemos que A es equicontinuo. Supongamos ahora que todo conjunto
o (X*, X)-acotado es equicontinuo y sea T" un barril en X, por la Proposicién
2.2.7T°eso (X*, X) - acotado. Por la hipétesis T° es equicontinuo, entonces
por el Teorema 2.3.9, T° es vecindad del 0. Por tanto, X es barrilado. R

Definicién 2.5.5 Un espacio vectorial topoldgico X es llamado un espacio
F-espacio si es metrizable y completo. Si ademds X es localmente convezo,
entonces es llamado un espacio de Fréchet.

Evidentemente de la definicién tenemos los siguientes corolarios

Teorema 2.5.6 Todo F-espacio es barrilado.

Demostraciéon. Claramente si X es un F-espacio, entonces es de la 22
categoria de Baire. Por la Proposicion 2.5.3 X es barrilado. ]

Corolario 2.5.7 Todo espacio de Banach es barrilado.
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Demostracién. Todo espacio de Banach es en particular un espacio de
Fréchet. u

Proposicion 2.5.8 Sea X un espacio vectorial topologico. St B C X es un
barril entonces B absorbe a todos los discos de Banach.

Demostraciéon. Sea B C X un barril y D C X un disco de Banach.
Llamemos U = B N (D), éste es un disco al ser interseccién de balanceados
y convexos. Ademds U es cerrado en (D) con la topologia de subespacio
al ser B cerrado en X. Como la topologia en Xp es més fina que la de
subespacio, entonces U es cerrado en Xp. Asi, U es un barril en Xp. Por el
Corolario 2.5.7 Xp es barrilado, por lo cual U es vecindad del cero. Como
D es acotado entonces existe t > 0 tal que D C tU =t (BN (D)) C tB. Por
lo tanto B absorbe a D. [

Teorema 2.5.9 Sea X un espacio localmente convezo, de Hausdorffy com-
pleto por sucesiones. Entonces todo barril absorbe a todo conjunto acotado.

Demostraciéon. Sea A C X acotado y B C X un barril. Por la
Proposicién 2.4.3 A, es un disco acotado y por la Proposicién 1.3.7 Ay es
acotado. Como A, es cerrado y X completo por sucesiones, entonces Ap,
es completo por sucesiones. Por el Teorema 2.4.7 tenemos que A;. es un
disco de Banach. Ahora, por la Proposicién 2.5.8 B absorbe a A;. y como
A C Ay; entonces B absorbe a A gt

2.6 Topologia de Mackey por polares

Sean (X,7) un espacio lineal topoldgico, X* su dual topolégico y X# su
dual algebraico. Para A C X# usaremos A° para denotar a su polar en X
y para A C X usaremos A° y A® para denotar sus polares en X* y X7,
respectivamente.

Proposicién 2.6.1 Sean (X, T) un espacio lineal topoldgico y G una colec-
cion de subconjuntos de X* formada por discos o (X*,X) - cerrados y
o (X*, X) - acotados con las siguientes propiedades

(i) Dada una familia finita { Ay} C G, la bipolar de su union ( U Ak)
k=1
pertenece a G.
(ii) Si A € G entonces NA € G si A # 0.
Sea T¢g la topologia polar en X determinada por G, entonces (X,7g)" es

el subespacio lineal H del dual algebraico X* generado por los conjuntos A°®
con A€Qg.
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Demostraciéon. Sabemos que una base de vecindades de 0 para la
topologia polar 7¢ determinada por G es la coleccién de conjuntos de la forma

AN A = (U A_lAk) con Ay, € Gy A > 0. Debido a que G satisface
k=1 k=1
(ii) una base de vecindades de 0 para 7¢ es la coleccién de los conjuntos de

la forma <U Ak) con A, € G. Sea f : X — F una funcional lineal 7¢
k=1

- continua. Existen (Ay),_, C G tales que |f(z)] < 1six € (U Ak) .
k=1

O sea, f € (U Ak) y como por hipétesis (U Ak> € G y ademés
k=1 k=1

(U Ak> = (U Ak) , concluimos que f € H. Inversamente, sea
k=1 k=1

f € H y supongamos que f € AA°® para algin A € G y A # 0. Para
cualquier ¢ > 0 se tiene que |f (x)| < Xe si z € €4° = (¢71A)°, como
por la propiedad ii) e 'A € G, entonces f es Tg- continua. Supongamos
ahora que g pertenece al subespacio lineal de X# generado por la familia
{A°*: A € G}. Entonces, g es una combinacién lineal de elementos f como
los antes considerados y por tanto, es 7¢g - continua. ]

Proposicion 2.6.2 Sea X un espacio localmente convero de Hausdorff y
(Ag)r_; una familia de converos y compactos de X . Entonces las envolventes

(U Ak> Y (U Ak> son compactos en X .
k=1 c k=1 be

Demostracién. En " consideremos el siguiente conjunto
L= {(Al,...,An) ERT: Y M= 1} .
k=1

Claramente L es compacto, y por el Teorema de Tychonoff L x [] Ay tam-
k=1

n
bién es compacto. Definamos f: L x [[ Ax — X como
k=1

Oy Ay X1y ey T) = Z)\kxk.
k=1

Es evidente que f es continua al ser X un espacio vectorial topolégico vy,

n
entonces f (L x I1 Ak) es compacto por ser imagen continua de un com-
k=1
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pacto, pero f <L x I Ak) = (U Ak) por la descripcion de esta envol-
k=1 k=1 ¢
vente que fue vista en la Proposicién 1.1.12. Andlogamente, obtenemos que

n
( U Ak> es compacto si tomamos
k=1 be

~frg e Sie)
k=1

Proposicién 2.6.3 Sean (X, ) un espacio vectorial topoldgico, Gy una colec-
cion de subconguntos o (X*, X)- acotados de X* y 1¢, la topologia polar en

X que ésta determina, entonces (X,7q,)" es el subespacio lineal Hy de X#

generado por los conjuntos A°®, con A € Gy.

Demostraciéon. Sea G la coleccién de todos los conjuntos de la forma
(U e Ag conn>1, A, € Goy A\, # 0 para 1 < k < n. Claramente G
k=1

cumple las propiedades de la Proposicién 2.6.1 y se tiene que 7¢, = 7¢.

De esa misma proposicién se sigue que (X, 7g,)" es el subespacio lineal
de X# generado por los conjuntos C°*, con C' € G. Como para todo A € G
se cumple que A°° € Gy A°°°® = A°® entonces Hy C (X, 7¢)".

Inversamente, sea C' € G, entonces C' = <U )\kAk) con n > 1, Ay
k=1

€ Goy M # Oparal < k < n. El conjunto A;* es 7¢g,—equicontinuo
por la Proposicién 2.2.6, ya que A*® = Aj es una 7g,. - vecindad de
0 en X. Como AR® es también o ((X,7g,)", X) —cerrado, es por tanto
o ((X,7g,)",X) -compacto de acuerdo al Teorema de Alaoglu-Bourbaki,
y entonces o (X # X ) -compacto. De acuerdo a la proposicién anterior

D= < U )\kAZ’) es o (X#, X) -compacto y por consiguiente o (X#, X) -
k=1 be
cerrado, ya que estd topologia es de Hausdorff. De donde, D = ( U )\kAz'>
k=1

Entonces |J A\cAr C |J MeA5®. De donde, C°* = (U )\kAk> C D C H,.
k=1 k=1 k=1

Por tanto, (X*,7g)" C Hy. B

Corolario 2.6.4 Sean X un espacio vectorial topoldgico y Gy una coleccion
de subconjuntos o (X*, X) - acotados de X*. Entonces
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(a) (X,7g,)" C X* siy solo si A°° es o (X*,X) - compacto para todo
Ae g().

(b) X* C (X,7g,)" siy solo si el subespacio N de X* generado por A°°
con A € Gy es igual a X*.

Demostracién. (a) Si A°° es o (X*, X) - compacto para todo A € Gy,
entonces A°° es o (X # X )— compacta y por tanto, o (X # X )— cerrada por
ser ésta una topologia de Hausdorff. Es decir, A°® C A°° y como la otra
contencién siempre es cierta, entonces A°® = A°°. Por la proposicién anterior
(X, Tgo)* C X*.

Inversamente, si (X,7g,)" C X*, entonces, por la proposicién anterior
A°® C X* para todo A € Gy. Es decir, para todo A € Gy se cumple
A°® = A°°. El conjunto A°® es 7g,—equicontinuo por la Proposicién 2.2.6,
ya que A° es una 7g,. - vecindad de 0 en X, entonces A es o ((X,7g,)", X)
-compacto y por tanto, o (X*, X) - compacto.

(b) Supongamos que X* C (X, 7g,)". Esclaro que N C X*. Sea f € X*.

Entonces existen Ay, ..., A, € Gy tales que |f (z)] < 1siz € () Ay ya que
k=1

f € (X,7g,)" por hipétesis. Entonces, f € (ﬂ Ai) = (U AZO) por
k=1 k=1
(j) de la Proposicién 2.2.2. O sea,

fe{Z)\igi:mZI,Z|)\i|SlygieAzoparalgigm}C

=1 i=1

Inversamente, supongamos que N = X*. Notemos que A°° = A°* N X*
para todo A € Gy. Entonces, por la proposicién anterior f € X* implica

fe {Z)\igi:mz 1’Z|>‘i| <1lyg € A paral §i§m} C (X,7g,)"

=1 i=1

Teorema 2.6.5 (Mackey - Arens) Sea X wun espacio vectorial topoldgico
separado por su dual topoldgico X*. Una topologia localmente convera T en
X es compatible con el par dual (X, X*) si y sélo si T es la topologia polar

generada por una coleccion de discos o (X*, X) - compactos que cubren a
X,

Demostraciéon. Sea 7 una topologia localmente convexa en X compat-
ible con el par dual (X, X*) y sea By una base local del 0 en X formada por
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conjuntos absolutamente convexos y 7 - cerrados, que por el Corolario 1.4.4
dichos conjuntos son también o (X, X*) — cerrados. Sea G ={V°:V € By}.
Por el Teorema de Bipolares V' = V°° y entonces V° es o (X*, X)-acotado
y tenemos que 7 = 7g. Como 7 es compatible con (X, X*), entonces por el
inciso (a) del corolario anterior, los conjuntos V° = (V°)°°, que son absolu-
tamente convexos y o (X*, X) - cerrados, resultan ser o (X*, X )-compactos.
Sea f € X*, entonces existe V' € By tal que |f (z)] < 1six € V, de donde
se sigue que f € V°. Por lo que G cubre a X*.

Inversamente, si 7 es la topologia polar generada por una coleccién G de
discos A que son o (X*, X) - compactos que cubren X*, entonces es claro que
A = A°° y por la parte (a) del corolario anterior (X,7¢)" C X*. Ademds,

como X* C |J A, entonces el subespacio generado por las bipolares A°°
Aeg
con A € G, coincide con X*. Finalmente por la parte (b) del corolario

anterior X* C (X*,7¢g)". B

Definicién 2.6.6 Sea X espacio vectorial topoldgico separado por X*. La
topologta de Mackey T (X, X*) es la topologia polar determinada en X por
la coleccion de todos los discos o (X*, X) - compactos de X*. Andlogamente
definimos T (X*, X).

Con base en esta definicién, reformularemos el Teorema de Mackey -
Arens de la siguiente forma

Proposicion 2.6.7 Sea X un espacio vectorial topoldgico separado por X*.
Una topologia localmente convexa en X es compatible con el par dual (X, X*)
si y sdlo si es mas fina que la topologia débil o (X, X*) y mds gruesa que la
topologta de Mackey 7 (X, X*).

Demostracién. Si 7 es una topologfa localmente convexa en X compat-
ible con el par dual (X, X*), entonces por el Teorema de Mackey - Arens es
mds gruesa que la de Mackey, ademads es més fina que la topologia débil; ya
que ésta es la minima topologia localmente convexa en X para la cual el dual
topoldgico es X*. Inversamente, si o (X, X*) C 7 entonces X* C (X,7)" y
si 7 C 7 (X,X*) entonces (X, 7)" C X*. Por tanto (X, 7)" = X*. |

Ahora reenunciamos y damos la prueba del Teorema 1.3.43.

Teorema 2.6.8 Sea X espacio vectorial localmente convero y X* su dual
topoldgico. Un conjunto B C X es acotado en X siy sdlo si B es w-acotado.
Entonces los acotados en X son los mismos para todas las topologias local-
mente convexas en X admisibles con el par dual (X, X*).
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Demostracién. Sea B C X acotado para alguna topologia localmente
convexa en X compatible con el par dual (X, X*), entonces B es o (X, X*)
- acotado. Para probar el teorema basta demostrar que cualquier conjunto
o (X, X") - acotado es 7 (X, X*) - acotado. Sea B un conjunto o (X, X*) -
acotado, entonces por la Proposicién 2.2.7 existe un barril 7' C X* tal que

BCT® (2.4)

Sea G la coleccién de todos los discos o (X*, X) - compactos de X*. Como
cada D € G es 0 (X*, X)-completo, en particular completo por sucesiones,
entonces por el Teorema 2.4.7 A es un disco de Banach. Por la Proposicién
2.5.8 T" absorbe a todo D € G, es decir, para cada D € G existe A > 0 tal
que D C XT. Al obtener las polares y usar 2.4 tenemos B C T° C AD°.
Como {D°: D € G} es una base local del 0 en 7 (X, X"*), A es 7 (X, X*) -
acotado. [

2.7 Espacios infrabarrilados, semirreflexivos
y reflexivos

Definicién 2.7.1 Un espacio X localmente convexo es infrabarrilado si todo
barril bornivoro es vecindad del 0.

Observacion 2.7.2 5i X es barrilado, entonces X es infrabarrilado.

Proposicién 2.7.3 Sea (X, 7) un espacio localmente convezo. Un conjunto
M C X* es B (X*, X) - acotado si y sdlo si existe un barril T C X bornivoro
tal que M C T°.

Demostracién. Sea M C X* un conjunto 5 (X*, X) - acotado. Sabe-
mos que M° es un disco o (X*, X)-cerrado, por lo que también es T-cerrado.
Hagamos T = M° y sea A acotado en X, por lo que A° es una vecindad
de 0 en (X*, 5 (X* X)). Como M es (X*, X) - acotado, entonces existe
A >0 tal que M C AA°, y como A C A°° tenemos

ACA” CAM® =AT

De donde T es bornivoro. Por tanto, 7' es un barril bornivoro con M C
M =T.

Supongamos ahora que existe un barril bornivoro 7' C X tal que M C
T°. Veamos que T° es f(X*, X) - acotado. Sea U € (X*, X) un bésico,
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por lo que U lo podemos suponer de la forma A° con A C X acotado. Como
T es bornivoro existe A > 0 tal que A C A\T'. De donde T° C AA°, entonces
A° es f(X*, X) - acotado. De donde se concluye que M es §(X*, X) -
acotado. [ |

Teorema 2.7.4 Un espacio X localmente convexo es infrabarrilado si y solo
si todo conjunto 5 (X*, X) - acotado es equicontinuo.

Demostracién. Supongamos que X es infrabarrilado y sea M un con-
junto § (X*, X) - acotado. Por la proposicién anterior existe un barril ' C X
bornivoro en X tal que M C T°. Como T es vecindad de 0, entonces M es
equicontinuo.

Ahora supongamos que todo conjunto [ (X*, X) - acotado es equicon-
tinuo. Sea T un barril bornivoro en X, por la proposicién anterior T° es
B (X*, X) - acotado y por nuestra suposicién es equicontinuo. Por el Teo-
rema de la bipolar T = T°° y ademds, T°° es 7-vecindad del 0 ya que
(X, X*)=r. |

Definicién 2.7.5 Sea X espacio localmente convexo de Hausdorff. Defini-
mos el bidual X** de X como

X = (X%, 5(X*, X)) = (X*,ﬁ (X*,)/(\'>>*
Es facil ver que X c X

Proposicion 2.7.6 Sea X un espacio localmente convexo de Hausdorff.
Entonces B (X**, X*) = e (X*™, X*) si y sdlo st X es infrabarrilado. Ademds
st X es infrabarrilado, entonces la inmersion candnica x — T es continua
si equipamos a X** con la topologia (3 (X**, X*).

Demostracién. Supongamos que X es infrabarrilado, entonces por el
Teorema 2.7.4 y por las contenciones (2.1) tenemos que [ (X*, X*) =
e (X, X7).

Inversamente, supongamos que 3 (X, X*) = e (X**, X*). Sea A C X*
un subconjunto 3 (X*, X) - acotado, entonces existe M C X* equicontinuo
tal que M° C A° C X**. Ademads, por la Proposicion 2.2.6 existe U C X
vecindad absolutamente convexa de 0 tal que M C U°. Observamos que

U° es un disco o (X*, X)-cerrado, entonces por el Teorema de la bipolar
U° = (U°)*°. Por lo que

ACA® Cc M*® cC (U =U".
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Entonces por la Proposicién 2.2.6 A es equicontinuo. Y por el Teorema
2.7.4 X es infrabarrilado.
Para ver la continuidad de la inmersiéon canénica basta observar que

BX™ X)) g =X X)) |gmeX,X")=71
donde la ultima igualdad se tiene por el Teorema 2.3.9). |

Definicién 2.7.7 Un espacio localmente convexo de Hausdorff X es semi-
rreflexivo si la inmersion candnica de X en X** = (X*,3(X*, X)) es
suprayectiva.

De la definicién de semirreflexividad, claramente tenemos

Proposicion 2.7.8 Sea X un espacio localmente convero. FEntonces son
equivalentes:

(a) X es semirreflexivo..

(b) Todo ¢ € X** es de la forma ¢ (f) = f(z) = Z(f) para alguna
e X.

(c) Todo ¢ € X** es o (X*,X) - continuo.

(d) B(X*, X) es admisible para el par dual <(X*,w*) ,)?)

Proposicion 2.7.9 Sea X espacio localmente convexo. X es semirreflerivo
st y solo si todo subconjunto A de X que es acotado y o (X, X*) - cerrado
es o (X, X*)-compacto.

Demostraciéon. Si X es semirreflexivo, entonces X** = X. Entonces
por el Corolario 2.6.4, aplicado a (X*,ﬁ (X*,X')) y su dual X** = )?,

se tiene que las envolventes absolutamente convexas y o <)/(\' , X *)—cerradas,
A°°, de los subconjuntos A C X que son o ()A( , X *)—acotados resultan
ser o <)A(,X*) - compactas. Si A C X es acotado y o (X, X*) -cerrado,

entonces es o ()A( , X *)—acotado, y por lo anterior o ()A( , X *)—Compacto por

estar contenido en A%°. O sea, A es o (X, X*)-compacto.

Supongamos ahora que todo subconjunto de X que es acotadoy o (X, X*)-
cerrado es o (X, X*) - compacto. Sea Gy la familia de todos los subconjuntos
de X queson o (X, X™) - acotados. Sabemos que F = {A° : A € Gy} es base
de B (X*, X). Por el Teorema de la bipolar A° = A°°°, entonces la topologia
polar que genera G = {A°°: A € Gy} es también 5 (X*, X) . Observamos
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que los conjuntos de G son absolutamente convexos, o (X, X*)-cerrados y
o (X, X*)-acotados, por tanto son o (X, X*)-compactos; ademds cubren a
X, puesto que en G, estdn todos los conjuntos formados por un solo punto
de X. R R R
En términos de X tenemos que (X*, w*)" = X y 8(X*, X) =0 (X*, X),

por tanto 3 <X *, X ) estd generada por una coleccién de o <)? , X *) -compactos

que cubren a X. Por el Teorema de Mackey Arens (2.6.5) se cumple que
(X%, B(X*, X)) = (X*,w*)" = X, de donde X es semirreflexivo.. B

Proposicién 2.7.10 Sea X un espacio semirreflexivo.. Entonces (X*, 3 (X*, X))
es barrilado.

Demostracién. Sea T un barril en (X*, 3 (X* X)). Entonces por
la Proposicién (2.2.7) T° es o (X, X*) - acotado y como T° es un disco
o (X, X*) - cerrado, se sigue del Teorema de la bipolar que T7°° =T, por lo
que T es una 3 (X*, X) - vecindad del 0. |

Definicién 2.7.11 Un espacio localmente convezo (X, T) es reflexivo si la
inmersion candnica x — T es un isomorfismo de (X, 1) sobre (X**, 5 (X**, X*)).

Teorema 2.7.12 Sea X un espacio localmente convero de Hausdorff. En-
tonces X es reflexivo si y solo st X es semirreflexivo e infrabarrilado.

Demostraciéon. Si X es reflexivo, entonces claramente X es semirreflex-
ivo.. Ademsds, se tiene que € (X**, X*) ~ 7 ~ [ (X™, X*). Entonces por el
Teorema 2.7.6 X es infrabarrilado. Claramente por la definicién de semi-
rreflexivo y el Teorema 2.7.6 la inmersiéon candnica es isomorfismo, por lo
que X es reflexivo. g

Corolario 2.7.13 Sea X un espacio reflexivo, entonces X es barrilado.

Demostraciéon. El espacio X es infrabarrilado. Por la Proposicién
2.7.8, B (X* X) es compatible con el par dual (X*,)?), Sea A C X* un

subconjunto o (X*, X) - acotado, por lo que A también es o (X * X ) - aco-

tado y entonces 3 (X*, X) - acotado. Por el Teorema 2.7.4 A es equicontinuo
y se sigue del Teorema 2.5.4 que X es barrilado. [

Proposicién 2.7.14 Sea X un espacio reflexivo. Entonces (X*, 3 (X*, X))
es reflexivo.
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Demostracién. Por las proposiciones 2.7.10 y 2.7.8, el espacio
(X*, 6(X*, X)) es barrilado y §(X*, X) es compatible con el par dual

((X*,w*),)?). Sea M C X* un subconjunto §(X*, X) - acotado. Por

tanto, M es o (X*,)?) -acotado o lo que es lo mismo o (X*, X)-acotado.
Del Teorema 2.5.4 resulta que M es equicontinuo y por tanto, por el Teo-
rema de Alaoglu-Bourbaki M es o (X*, X)-relativamente compacto. Por
lo que (X*, 3 (X*, X)) es semirreflexivo, por la Proposicién 2.7.9. Por el
Teorema 2.7.12 (X*, 8 (X*, X)) es reflexivo. |

Un espacio localmente convexo (X, 7) es barrilado si y sélo si todo con-
junto o (X*, X)) - acotado es equicontinuo.

2.7.1 Espacios de semi-Montel y Montel

Definicién 2.7.15 Un espacio localmente convexo X se le llama un espacio
de semi-Montel si todo conjunto acotado de X es relativamente compacto. A
un espacio de semi-Montel infrabarrilado se le llama un espacio de Montel.

Proposicion 2.7.16 Un subespacio cerrado de un espacio localmente con-
vexo y metrizable de Montel es de semi-Montel.

Demostraciéon. Sea M un subespacio de un espacio de Montel X y A
acotado en M y por consiguiente, en X, entonces A% es compacto. Entonces

A =y nat C ax , es compacto en M. Por lo que M es un espacio de
semi-Montel. [ |

Proposicion 2.7.17 Todo espacio de semi-Montel es semirreflexivo
Demostraciéon. Sea A C X acotado, entonces es relativamente com-

pacto, por lo que A es relativamente compacto para la topologia o (X, X*).

Entonces por la Proposicién 2.7.9 X es semirreflexivo.. ]

Corolario 2.7.18 Todo espacio de Montel es reflexivo.

Demostracién. Un espacio de Montel es infrabarrilado y por la proposi-
cién anterior es semirreflexivo.. Por el Teorema 2.7.12 es reflexivo. [ ]

Proposicion 2.7.19 Sea X un espacio localmente convexo. La topologia
inducida por A (X*, X) sobre cada equicontinuo M C X* coincide con la
topologia inducida por o (X*, X) en M.
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Demostracién. Claramente A (X*, X) |y es mds fina que o (X*, X) |u.
Sean fo € M y A C X precompacto. Probaremos que existe un abierto de
o (X*, X) |y contenido en (fy + A°) N M.

El conjunto M — f, también es equicontinuo: al ser M equicontinuo
existe U vecindad absolutamente convexa de 0 en X tal que M C U°. Por
lo que, M — fo C U° —U° C 2U° = (27'U)°, por consiguiente M — f; es
equicontinuo.

Entonces existe en X una vecindad V' absolutamente convexa de 0 tal
que M — fo C 271V°, de donde

sup |(f = fo) (x)] <27

feM,xeV

Como A es precompacto, existe F = {zx},_, C Atalque A C |J xx+V,
k=1
por lo que si x € A entonces © =z +y para alguna 1 < k <nyy e V.

Sea f € (fo+27'F°) N M, entonces

sup [(f — fo) (zx)] <27

1<k<n
y
sup|(f = fo) (2) = _sup _I(f = fo) (2 + )]
veA 1<k<n;yeV
< s [(f = fo) ()| +sup |(f = fo) ()] < 1

de donde f € (fo + A°) N M. Entonces
(fo+2'F)NMC (fo+A°)NM

Por tanto A\ (X*, X) |y = o (X*, X) |m va que fo + 271 F° € o (X, X).
|

Teorema 2.7.20 Sea X un espacio de Montel, entonces su dual fuerte
(X*, B (X", X)) también es un espacio de Montel.

Demostracién. Como X es reflexivo, se sigue de la Proposicién 2.7.10
que (X*, B(X* X)) es barrilado. Sea M C X* un conjunto [ (X*, X)-

acotado. El conjunto N = M, es 3 (X*, X)-acotado y por tanto, o- <X*, )A()

acotado y o <X * X ) -cerrado (Proposicién 2.7.8, Corolario 1.4.4 y Teorema
v 1.3.43).
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Como X es infrabarrilado, por el Teorema 2.7.4 N es equicontinuo. Por
el Teorema de Alaoglu - Bourbaki N es o (X*, X) - compacto.

Por la proposicién anterior A (X*, X)|xy = o (X*, X) |y, entonces N es
A(X*, X) - compacto. Como X es de Montel, los paracompactos coinci-
den con los acotados, por lo que A (X* X) = §(X*, X). De donde N
es 0(X* X) - compacto y por tanto M es relativamente compacto. En
conclusion, (X* 5 (X*, X)) es de Montel. |

Ahora veremos uno espacios particulares que usaremos mas adelante.
Dos de ellos serdan ejemplos de espacios de Montel

Definicién 2.7.21 Sea C (R) el espacio vectorial formado por todas las fun-
ctones continuas de R en R dotado con la topologia de la convergencia uni-
forme sobre compactos. Esta topologia estd dada por las seminormas

pi (f) = sup | f (t)]

[tI<k
donde k corre por los naturales.

Definicién 2.7.22 Sea € (R) el subespacio lineal de C (R) formado por las
funciones que son infinitamente derivables en R. Denotaremos por dPf a la
p - ésima deriwada de f € e (R). Definimos en e (R) la topologia generada
por las seminormas

Ao (f) = sup [d¥ f ()]

lt|<k

donde k corre por los naturales y p por los enteros no negativos. Obsérvese
que

o () = py, (d°f) .

Para K compacto en R, definimos el subespacio D (K) de € (R) formado por
las funciones con soporte compacto contenido en K.

Observacién 2.7.23 La topologia de D (K) como subespacio de € (R) puede
también generarse por las seminormas

Gp (f) = sup |[d” f ()]

teK

donde p corre por los enteros no negativos.
En efecto Sea k € Nyp >0y f € D(K). Claramente se tiene que

api () < ap (f)
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Por otra parte, si K C [—k, k] entonces

@ (f) < apr (f)

Los espacios C' (R), € (R) y D (K) son metrizables ya que sus topologias
estdn generadas por una familia numerable de seminormas.

Proposicién 2.7.24 C' (R),e(R) y D (K) son espacios de Fréchet.

Demostracién. Sélo resta probar que los tres son completos.
i) Sea (f,).—, una sucesién de Cauchy en C (R). En particular, para
todo k € N y para todo € > 0 existe N tal que si n,m > N entonces

Pk (fn - fm> = sup ‘(fn - fm) (t>‘ < €.

[t|<k

Entonces (f,),-, satisface una condicién uniforme de Cauchy en cada
intervalo [—k, k] y por tanto, en cada uno de ellos converge uniformemente.
De aqui se sigue que f(t) = nll_I)IOlo fn (t)existe para todo t € Ry que f es
continua en R. Por tanto, C' (R) es completo.

ii) Sea (fn),—, C €(92) una sucesién de Cauchy. Deducimos como en 1)
que (d?f,)>", converge en R digamos ¢® y lo hace uniformemente sobre
cada intervalo [k, k]. Tomemos f = ¢g(*), entonces f, — f en e (R). Por lo
tanto ¢ (R) es completo.

iii) Basta ver que D (K) es cerrado en € (R). Sea (f,).., una sucesién
en D (K) tal que f,, — f, con f € £ (R). Consideremos = € R\ K. Entonces
para todo € > 0 existe n tal que

[ (2) = f(2) <e

al ser (f, (x)).~, una sucesién convergente a f (z). Pero como f, € D (K),
entonces f, () = 0. Por lo que |f (z)| < e. Por tanto f (z) = 0. De donde

f € D(K). n
Corolario 2.7.25 C'(R), ¢ (R) y D (K) son barrilados.

Demostraciéon. Del Teorema 2.5.6 se sigue que al ser estos espacios de
Fréchet son también barrilados. [

Teorema 2.7.26 ¢ (R) es un espacio de Montel.
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Demostracién. Basta probar que € (R) es semi-Montel
Para todo p € N definimos C, (R) = C' (R). Asociamos a cada f € € (R)
con (d”f), € [[Cp (R); de esta forma logramos sumergir € (R) en [T C, (R).
p

p
Ademss la topologfa inducida por [[ C, (R) en € (R) coincide con la original
P

de ¢ (R), ya que los sub-bdsicos coinciden. Como ¢ (R) es completo, éste es
un espacio cerrado de [[ C, (R).
P

Sea H C ¢ (R) acotado, entonces para todo p y todo natural k, existe
My, > 0 tal que

sup |d” f (t)] < My,

)<k

Por consiguiente d’H = {d’f : f € H} es acotado en C ([—k, k], ||| .)-
Sean k € N, z,y € [k, k] y f € H . Entonces

|d¥f (x) — d”f (y)| =

/ dPHf (1) dt' < Mgy |z —y

Y

Por tanto, d?H es una familia de funciones equicontinuas en [—k, k|.

Como esto es vélido para todo k& > 1, entonces por el Teorema de Arzela-
Ascoli, d’H es relativamente compacto en C (R). Por el Teorema de Ty-
chonoff H es relativamente compacto. De donde ¢ (R) es un espacio de
semi-Montel. B

Corolario 2.7.27 D (K) C € (R) es un espacio de Montel.

Demostracién. En la Proposicién 2.7.24 se mostré que D (K) es un
subespacio cerrado de € (R), entonces el resultado se sigue inmediatamente
de la Proposicion 2.7.16. ]






Capitulo 3

Topologizacién como algebra
de L(X)

3.1 Espacios subnormados

Definicién 3.1.1 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Decimos que
X es subnormado o subnormable si existe una norma ||| : X — R que
genera en X una topologia mas fina que 7. En tal caso se dice que ||-|| es
una subnorma en X.

Proposicién 3.1.2 Sea (X, P (7)) un espacio localmente convexo, de Haus-
dorff y subnormado; donde P = {p,},c;- Entonces para cada o la semi-
norma p,, es continua respecto a la norma ||-|| y existe una constante M, > 0
tal que

Map, (x) < |||

para todo x € X. Fl sistema de seminormas P = {p,} es equivalente al
sistema P’ = {pl,}, con pl, (z) = Mapq (2) y

)" = sup {¢}, ()}
acl
es una subnorma para (X, P (1)), por lo que para un subespacio localmente

convezo, de Hausdorff y subnormado podemos siempre considerar que ||x|| =
SUPuer 1P (7))} define una subnorma en X.

Demostracién. Para cada ¢ > 0, V.. = {v € X : p, (z) <€} es una
vecindad abierta de 0 en P (7) y por tanto, es un abierto en 7., donde 7

69
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es la topologfa generada por la subnorma, por lo que p, es continua respecto
a la subnorma.
Como 7 C 7 tenemos, por el Corolario 1.3.47, que existe m, > 0
1
tal que p, () < my ||z||. Hacemos M, = — y obtenemos la desigualdad

(073
buscada.

Por el por el Corolario 1.3.47 tenemos que 7 (P') = 7 (P’).

Como p!, (z) < ||z|| para todo € X y a € I, se tiene |Jz|| < |z]|.
Entonces ||| < oo para todo € X. Veamos que es una norma.

i) Es claro que ||lz]|" > 0. Sea z € X tal que ||z||' = 0. Por lo cual
p, () = 0 para toda o € I. Como X es de Hausdorff, entonces por el
Teorema 1.3.40 z = 0.

ii) Sean = € X y A\ € [F; entonces

[Az]|” = sup {pl, (Az)} = sup {|\[ g, ()}
acl acl

= [Alsup {p, ()} = ][ [l
acl
iii) Sean x,y € X. Entonces

|z +y| = sup {p, (x+y)} :su;l){p; () + ) (y)}
aEe ac

= sup {p,, (¥)} +sup {p, ()}
acl acl
= |l + llyll
Por tanto, ||-|| es una subnorma para (X, 7). |

Definicién 3.1.3 Sea (X, P (7)) un espacio localmente convezo, Hausdorff
y subnormado. Decimos que X es sub-Banach si (X, |||) es de Banach,
donde consideramos la subnorma

|| = Sup {pa ()}

) P = {pa (x)}ael .

Proposicion 3.1.4 Sea X un espacio localmente convexo, de Hausdorff,

subnormado y completo por sucesiones. Entonces X es un espacio de sub-
Banach.

Demostracion. Consideremos la subnorma

||| = Sup {pa ()}
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Definamos
B, ={reX:p,(x) <1}
B = ()Ba
aecl
Ya que cada p, es ||-||-continua, se sigue que B es ||-||- cerrado. Al ser

X completo por sucesiones, B es completo por sucesiones. Como B es
interseccién de convexos y balanceados, B es un disco. Por el Teorema 2.4.7
B es un disco de Banach. Recordemos que la norma en Xpg es

pp(z) =inf{t > 0:2 € tB}

De la definicion de B, para t > 0 tenemos que x € tB si y sélo si
p,, () <t para todo o € I. Por lo que pg se puede reescribir de la siguiente
forma

pp(xz) = inf{t >0:p, (x) <t paratodoa e I}
= inf{t>0:|z| <t}

Ast, [l < pp (2) y como

Pa () <[] (3.1)

para todo « € I, entonces pg (z) < ||z||. Por lo que ||z|| = pp () para todo
S XB.

Evidentemente (B) C X. Tomemos = € X\ B, entonces ||z| # 0 y por
(3.1) HTJ‘”:B € B. O sea, B es absorbente, lo que nos lleva a que X = (B).
Como B es disco de Banach, entonces Xp = (X, ||-||) es de Banach. Por lo
tanto X es de sub-Banach. ]

3.2 Algebras topolégicas, topologizables, nor-
madas y normables

Definicién 3.2.1 Un dlgebra A sobre F es un espacio vectorial A sobre F
en la que estd definida una operacion

tAXA— A

llamada producto que satisface:
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(a)z-(y+z2)=x-y+zx-z
W)Ny+z)-z=y-x+z -z
(c)XN(zx-y)= - -y=z-\y
parax,y € AyAel

St ademds se cumple

(@) (z-y)-z==z-(y-2)

entonces se dice que A es asociativa.

En lo sucesivo sélo diremos un dlgebra A en lugar de un dlgebra A sobre
F. Asi

Definicién 3.2.2 Un dlgebra semi-topoldgica (A, T) es un dlgebra A dotada
de una topologia vectorial T para la que el producto es una funcion separada-
mente continua.

Definicién 3.2.3 Un dlgebra topoldgica (A, T) es un dlgebra A dotada de
una topologia vectorial T para la que el producto es una funcién continua.
En este caso decimos que T es una topologia de dlgebra para A. A wveces
escribiremos simplemente A en lugar de (A, ).

Definicién 3.2.4 Sea A un dlgebra. Decimos que A es topologizable si
existe una topologia T tal que (A, T) es un dlgebra topoldgica.

Proposicion 3.2.5 Sea A un dlgebra y 7 una topologia vectorial en A. FEl
producto en A es continuo si y sélo si existe una base local del origen By tal
que para cualquier vecindad U del cero existe V € By que satisface V-V C U.

Demostracién. Supongamos que el producto es 7 -continuo en A y
sea B cualquier base local del una vecindad del cero. Como el producto es
conjuntamente continuo, existen V7, V, vecindades del cero tales que V-V, C
U. Tomando V = V; N V; tenemos que V -V C U.

Inversamente, supongamos que existe una base local de vecindades del
origen By, la cual podemos suponer que estd formada por vecindades bal-
anceadas, que tiene la propiedad antes descrita. Sean z,y € Ay U € By.
Escojamos VW € By tales que V+V +V Cc Uy W -W C V. Por la
continuidad de la multiplicacién por escalares existe 0 < A < 1, tal que Az,
Ay € W. Tomemos Vj € By que satisfaga A"V, C W. Ahora consideremos
el siguiente producto

(x+ Vo) (y+ Vo) C ay+aVo+ Voy+ Vo - Vo
= zy+ (\z) AV) + (A1) () + (AVo) (A1)
Cxy+U

Por tanto, el producto es T-continuo. [
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Definicién 3.2.6 Sean A un dlgebra y ||-|| : A — R una norma. Decimos
que ||| es una norma submultiplicativa o norma de dlgebra si para todo
z,y € A se cumple

- yll < [lI] - [yl

En este caso se dice que (A, ||-||) es dlgebra normada y si es completa,
entonces es llamada un dlgebra de Banach..

Proposicién 3.2.7 Si (A, ||-||) es un dlgebra normada, entonces A es un
dlgebra topoldgica.

Demostracién. Sabemos que (A4, ||-||) es un espacio vectorial topolégico

y las bolas B1 (0), con n > 1, constituyen una base local del 0 que satisface
que para cada n > 1 se cumple

Bi(0)-B

(0) € B1(0).

3=
3=

Por la proposicién anterior, el producto es continuo y por tanto, A es un
algebra topoldgica.g

Definicién 3.2.8 Sea A un dlgebra. Decimos que A es normable si (A, ||-])
es un dlgebra normada para alguna norma ||-||.

Definicién 3.2.9 Sea (A, 7) un dlgebra topoldgica. Decimos que A es nor-
malizable si existe una norma submultiplicativa en A que induce la topologia
T.

Lema 3.2.10 Sea A un dlgebra. Si existena € A y{b,:n € N} C A—{0}
tales que ab, = nb, para todo n € N. Entonces A no es normable.

Demostracién. Supongamos que existe una norma submultiplicativa
en A, entonces

1 [|bn| = lnbnl| = llabnll < flall {|6nl]

Como b, # 0 tenemos que ||b,|| > 0 para todon > 1. Por lo cual n < ||a|
para todo n > 1, lo que es imposible. Por tanto, A no es normable. [



74CAPiTULO 3 TOPOLOGIZACION COMO ALGEBRA DE L(X)

3.2.1 Normas de dlgebra para C(X)

Sea X un espacio topoldgico. Definimos C'(X) como el espacio de funciones
continuas de X en F. Con las operaciones usuales de funciones inducidas
por las de F se tiene que C'(X) tiene estructura de dlgebra. Ahora daremos
una condicién necesaria y suficiente parta que C'(X) sea normalizable.

Definicién 3.2.11 Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es pseudo-
compacto si toda funcion continua de X en R es acotada.

Todo compacto es pseudocompacto. Un ejemplo de espacio pseudocom-
pacto que no es compacto es el espacio €2 de todos los ordinales numerables
provisto con la topologia usual generada por los segmentos abiertos («, (3)
con a < (3.

Definicién 3.2.12 Para f € C(X) definimos el soporte de f como
sopf = o € X+ F(2) £0}

Teorema 3.2.13 Sea X un espacio topoldgico no vacio. Entonces C(X) es
normable si y sélo si X es pseudocompacto.

Demostraciéon. Supongamos que X es pseudocompacto, entonces clara-
mente

If]l = sup | f ()]
zeX

es una norma de algebra para C(X).

Ahora supongamos que X no es pseudocompacto, por lo que existe f €
C(X) tal que f no es acotada. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que f (z) € (0,00) (si f no tiene su imagen contenida en (0, c0) consideramos
la funcién g (z) = |f ()] +1 ). Como f no es acotada podemos construir
una sucesion (z,).—, C X tal que f(z,41) > f(zn) + 2. Consideremos
I, = [f (z,) — 1, f (x,) + 1]. Notemos que los intervalos I,, no se intersectan
debido a la eleccién de x,. Por esto y por ser R completamente regular,
existen h € C(R) tal que h(t) = n sit € I,, y una sucesién de funciones
(gn);—; C C (R) tal que g, (f (z,)) =1y el soporte de g, esté contenido en
I, para todon > 1.

Definamos a = hof y b, = g,of. Claramente a € C(X) y {b, : n € N} C
C(X)—{0} y tenemos que
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Notemos que si f (z) € I,,, entonces h (f (z)) = n y entonces,
aby, (x) = nb, (x)
y si f(x) ¢ I,, entonces b, (x) = g, (f (z)) = 0, por lo que
aby, () =0 = nb, (x)
Por el lema anterior C'(X) no es normable. |
Corolario 3.2.14 C (R) no es normable.

Demostraciéon. El espacio topolégico R no es pseudocompacto pues
la funcién identidad no es acotada. [ |

3.3 Algebras localmente convexas

Definicion 3.3.1 Un dlgebra localmente convera A es un dlgebra topoldgica
cuya topologia estd dada por una familia de seminormas P = {p,},cp tal
que para toda o € A existe 8 € A tal que

Po (2y) < pg () ps (y) (3.2)

para todo x,y € A. Decimos que A es una By - dlgebra si es A completa y
metrizable.

Definicién 3.3.2 Un dlgebra localmente convera A se dice que es multi-
plicativamente localmente convexa, o m - convexa, si existe una familia de
seminormas {p,}.cp que genera su A que satisface

Pa (@Y) < po (%) po (y)
para todo x,y € A ya € A.

Observacion 3.3.3 5i A es un localmente convexra es metrizable, entonces

su topologia puede darse por una familia numerable de seminormas y satu-

rando esa familia obtenemos que su topologia puede darse por una sucesion
. o0 .

de seminormas (p,),_, que satisface

P (2Y) < pri1 (T) Ppgr (V)

para todo x,y € A y para todo n € N.
St A es ademds es m - convexa, entonces se puede encontrar una sucesion
de seminormas > que genera su topologia vy satisface
n/n=1

P (2y) < p, (2) py, (y) -
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El siguiente resultado que aparece en [6] es el bdsico para probar el
corolario que le sigue, en donde se da respuesta afirmativa a un problema
propuesto por Zelazko sobre la renormalizacién en dlgebras localmente con-
vexas.

Teorema 3.3.4 Sea A un dlgebra localmente convexa y B una subdlgebra.
Sea Q = {qs}gcp una familia saturada de seminormas en B que define la
topologia que hereda de A y que satisface (3.2). Entonces existe una familia
saturada de seminormas P = {p, },ca en A que define su topologia, satisface
(3.2) y es tal que para cada o € A existe § € ' que satisface

PolB = qs

Demostracién. Sea {p,},.¢ la familia de todas las seminormas con-
tinuas en A. Entonces {p,|p} define la misma topologia en B que Q. Por
lo que para todo a € ¥ existe § € ' y M > 0 tales que

Po (b) < Mqg (b)
para todo b € B.
Asimismo, para todo G € I' existe a € W tal que
g5 (b) < pq (D)

para todo b € B.
Hagamos A = {(a,3) € ¥ xI': g5 (b) < p, (b) para todo b € B}. Para
cada (3, a) € A definimos 5 : A — R como

Gop (@) = inf {qg (b) + p, (a — D) : b € B}.
Veamos que ésta es una seminorma. Seaa € Ay A € F no nulo, entonces
Gop (Aa) = inf{qg (b) + p, (Aa —b) : a € B}
= inf {gg (AD) + p, (Aa — Ab) : b € B}
= |\ g (a),

ya que multiplicar por A # 0 establece un biyeccién en B. Para A = 0
también es cierta la igualdad.
Sean aq,as € A, entonces

Gop (a1 + az) = inf{qg (b) + p, (a1 + a2 —b) : b € B}
= inf {gg (b1 + b2) + p, (a1 + az — (b1 + b2)) : b1, by € B}
< inf {gg (b) + p, (a1 — 1) :€ B} +inf {qs (b) + p, (a2 — ) : b € B}
= Qop (a1) +Gup(az) .
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Sean a € B, entonces

Gop (a) < qg(a),

ya que a € B, y en vista de que p, (b) > gg (b) para todo b € B tenemos:

s (b) + po (@ —1b) > qp(b) + g5 (a — b) > g5 (a)

sibe B.

Al tomar el infimo, obtenemos G5 (a) > g3 (a).

Al juntar las dos desigualdades anteriores tenemos: g,5 (a) = g3 (a) para
todo a € B, es decir

Ademas,

Gag (@) < 5(0) + po (@ = 0) = p, (a)

para todo a € A, lo que implica que g4 es continua en A.
Sea a € U, entonces existen § € I' y k > 1 tales que

Po (b) < kqg (b)

para todo b € B.
También existe v € U tal que

qs (b) < p, (b)

para todo b € B y cumple que

po (@) < p, (a)

para todo a € A.
Entonces

qs (b) + p, (@—=b) > k™' p, (b) + p, (a —b)
> k7 p () + K p, (@ =) > k7 p, (a)

para todo a € Ay b € B; de donde, g4 (a) > k~1p, (a) y por consiguiente,
P, €s continua con la topologia que genera {Qaﬂ}(ﬁ a)eA” Asi, {Qaﬂ}(ﬁ a)eh
genera la misma topologia que {p,},cq-
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Ahora probemos que {qaﬁ}(a er cumple (3.2). Sean aj,as € A, by, by €

By (o, 8) € A. Las familias de seminormas son saturadas y satisfacen (3.2),
entonces existen 3,0, € I', a1, 0 € U y k£ > 1 tales que se cumple:

qp (b1b2) < qg, (b1) gg, (b2)
Po (a1a2) < p,, (a1) pe, (a2)
Pay (b) < kgg, (b)
as, (b) < gz, (b)
kpa, (@) < pg, (a)

siac Aybe B
Observamos que

a1y — blbg = bl (&2 — bg) + ((Il_bl) bg + ((11 — bl) ((12 — bg)

y obtenemos

Qop (a102) < qg (b1b2) + p,, (b1 (ag — b2) + (a1-b1) by + (a1 — b1) (az — by))
< g, (b1) g, (b2) + pa, (b1) pa, (a2 — b2) + pa, (a1-01) po, (b2)
+pa, (b1 = a1) pg, (b2 — az)
< g, (b1) gs, (b2) + kqg, (b1) pa, (a2 — b2) + kpa, (a1-b1) gg, (b2)
+Pa, (1 = b1) po, (a2 — bs)
< g, (b1) s, (b2) + qg, (b1) Pa, (@2 — b2) + pg, (a1-b1) gg, (b2)

+Pa, (@1 = b1) pg, (a2 — b2)
= [48, (01) + Pa, (a1-b1)] [gs, (b2) + pa, (a2 — b))

tomando infimos sobre b, obtenemos
Gop (a102) < Gg,0, (a1) Gg,q, (a2) -

Por lo que {qaﬁ}(ﬂ o)l satisface (3.2).

Sean ((a, By))= € A. Las familias {gs} 5.1 ¥ {0 }acy son saturadas,
por lo que existen € I' y a € ¥ tales que

max (¢s,) = 43
max (p,,) = pa

para todoa € A,b € By k <n. A partir de

ag, (b) < Pay, (b)
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para 1 < k <mnyb e B concluimos que g3 < p, en By asi, (a,3) € A.
Ademas,

43, (b) + Pay, (@ = b) < g3 (0) + po, (@ — )

para todo a € A,b € By k < n. De donde g,, 5 (a) < q,5(a) para todo
a € A. Por consiguiente, {qaﬁ}( B.)er estd saturada. [

Corolario 3.3.5 Sea A un dlgebra localmente convexa de Hausdorff con
unidad e. Entonces existe una familia de seminormas {p,},cr que define la
topologia en A y se cumple

Pa(€) =1

para todo o € T'.

Demostracién. Sea B = {\e : A € F}. Por ser un espacio de dimensién
finita, su topologia de subespacio estd dada por una norma p tal que p (e) =
1; ya que podemos redefinir p como (p(e))~" p. El resultado se sigue del
teorema anterior. [ |

3.4 El algebra L(X)

Sean X y Y dos espacios vectoriales topolégicos y L (X,Y) el espacio de
todas las transformaciones lineales de X en Y que son continuas en X.

Teorema 3.4.1 Sea T : X — Y wuna transformacion lineal. Las siquientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) T es uniformemente continua en X .

(b) T es continua en X.

(c) T es continua en 0.

Cualquiera de estas condiciones implica las siguientes

(d) T' es acotada, es decir transforma acotados de X en acotados de'Y .

(e) T transforma a cualquier sucesion en X convergente a 0 en un con-
junto acotado en'Y .

(f) T es continuo en 0 por sucesiones.

Si X es un espacio métrico entonces las 6 afirmaciones son equivalentes.

St X es normado y Y es metrizable todas las condiciones anteriores
implican
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(h) Eziste M >0 tal que
G(T(z)) <M

si||z]| <1, donde ||-|| y G son una norma y una F-norma que determinan
las topologias de X y'Y, respectivamente.

Demostracién. Ya se vio en el Teorema 1.3.9 (a),(b) y (c) son equiva-
lentes y cualquiera implica (d). Es claro ademéds que (c) = ().

(d)=-(e) Sea (z,) una sucesién en X que converge a 0. Sea U una
vecindad balanceada de 0 en X existe N > 0 tal que =, € U sin > N
y existe A > 0 tal que Az, € U para 1 < n < N; de donde, Nz, € U si
N = max (), 1) y para todo n > 1. Es decir, {z, : n > 1} es acotado y por
(d) T ({x, : n > 1}) es acotado.

Supongamos que X es un espacio métricos y que F' es una F-norma que
determinan las topologia de X.

(f)=(c) Supongamos que 7" no es continua en 0. Existe una vecindad
V de 0 tal que para todo natural n existe x, en X tal que F (z,) < % y
T (x,) ¢ V. Entonces z,, - 0en X y T (z,) » 0en Y.

Supongamos que X es un espacio normado, Y un espacio métrico y que
||| ¥ G son una norma y una F-norma que determinan las topologias de X
y Y, respectivamente.

(f)=(h) Supongamos que (h) es falso. Para cadan > 1 existe z,, € X tal
que ||z,|| <1y G(T (z,)) > n; de donde 1z, — 0en X y G (T (2z,)) >
LG (T (2,)) > 1; es decir T (£z,,) - 0 en Y y se contradice (f). i

Definicién 3.4.2 Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre F. Definimos
L(X) como el conjunto de endomorfismos continuos de X ; es decir L(X) =
L(X,X).

Con las operaciones usuales de suma y producto por un escalar y la
composicion como producto, L(X) es un dlgebra.

Proposicion 3.4.3 Sea X un espacio vectorial topoldgico.

(a) Si X es normado, entonces L (X) es normable.

(b) Si X es un espacio de Banach, entonces L(X) es un dlgebra de
Banach

Demostracién. (a) Definamos ||-|| : L (X) — R como

i =sup { I 20}

]
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Observemos de acuerdo a la proposicién anterior ||7']| estd bien definida
ya que la esfera S(X) = {x € X : ||z|| = 1} es un conjunto acotado. Ademds
se cumple:

T ()] < 1Tl |||

para todo z € X.
Veamos que efectivamente es una norma submultiplicativa.

i) Claramente ”:ﬁ H 2l > 0, por lo que ||T']| > 0. Sea T € L (X) con T = 0.

Entonces Hﬂgj‘)” = 0 para todo x # 0, por lo que ||T'|| = 0. Inversamente,
si ||T]| = 0, entonces ”Cﬂ(”ﬂ ' — 0 para todo z # 0, por tanto T (z) = 0 para

todo x € X y asi, T = 0.
ii) Sea T € L (X) y A € F, entonces

() MIT@]
ATl = p{ ] %0} { E *0}

e (1T @ |
— p{ = %o} AL 11T

iii) Sean 73,7 € L (X), entonces
T T
Ty + 1| = sup{H 1(z) + T ()] :a:;éO}

]
T T
< op {ILELAEN )
]
T T
coup (LB ) (BN, )
] edl
= Tl + 12|
Por tanto, ||| es una norma en L (X). M4s atin, veremos que es una
norma submultiplicativa
Sean T, T, € L(X), entonces
[Ty o T ()| = T2 (T2 ()| < ITal[ T2 (2)]
< TN {l]

Por lo que ||ThT2|| < ||Ti||||T2]|.  Asi, (L(X),|-||) es una dlgebra nor-
mada.
(b) Sea (7},) una sucesi6n de Cauchy en L (X). Para cada z € X tenemos

1T (z) = T (2)[| < ([T — Tl - ||| (3.3)
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y
1T = Tl - || — 0

cuando n, m — oo para todo x € X.

Por consiguiente, (7, (x)) es una sucesién de Cauchy en X. Por ser X
de Banach, existe lim,,_,o T}, (z). Definamos T (z) = lim, o, 75, (). Sean
T, € L(X);z,y € X y X €TF; entonces

T (z+ Ay) = lim T, (x + \y) = lim [T, () + \T,, (y)] =T () + AT (y)

n—oo

O sea, T es lineal y por el Teorema de Banach-Steinhaus T" es continuo,
de donde T € L (X).

Finalmente, de la desigualdad (3.3) y por ser (7},) una sucesién de Cauchy
tenemos que para cada € > 0 existe N > 0 tal que

1T () = T (2)]| < €

sin,m> Ny |z| =1
Entonces, si n > N obtenemos

1T () =T (2)]| <€

si ||z|| = 1; es decir, ||T,, —T|| < esin > N y tenemos que 7,, — T en la
norma ||-|| de L (X). Por tanto, L (X) es de Banach. g

3.5 Las subdlgebras Ky(X)y K(X) de L(X)

Definicién 3.5.1 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Denotaremos como
Ko (X) al dlgebra de endomorfismos continuos de rango finito de X, es de-
cir, de operadores T : X — X lineales y continuos tales que dim T (X) < oo.
Si dim T (X) = n entonces se dice que T es de rango n.

Sea X un espacio vectorial topolégicoy sean x € X y f € X*. Definimos
r®f: X — X como (z® f)(y) = f(y) - x. Este operador pertenece a
Ko (X) ysif#0yaz+#0 entonces es de rango 1. Su continuidad se sigue
de que es la composicién de dos funciones continuas:

X — FxX — X
y — (fW.,n) — flyz



3.5 LAS SUBALGEBRAS K,(X) Y K(X) DE L (X) 83
Observacién 3.5.2 Sea T' € L(X), entonces To(x ® f) =T () ® f.

Definicién 3.5.3 Sean X,Y espacios vectoriales topoldgicos. Sea T : X —
Y lineal y continuo. Decimos que T' es compacto si T (B) es relativamente
compacto en Y para cualquier B C X acotado.

Sea X un espacio vectorial topoldgico. Denotaremos por K(X) al dlgebra
de endomorfismos compactos de X, es decir, de operadores T : X — X
compactos.

Proposicién 3.5.4 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Ky (X) C K (X)

Demostracién. Sea T' € Ky (X). Claramente T'(X) ~ F", donde
n = dim7T (X). Existe ¢ : T(X) — F" homeomorfismo lineal. Sea B
acotado en Y, entonces ¢ (T (B)) es acotado en F". Por el Teorema de
Heine-Borel ¢ (T (B)) es compacto. Como la compacidad es una propiedad
topoldgica y 1 es un homeomorfismo, 7' (B) es compacto en T (X ), ya que
al ser ¢ continua y cerrada entonces v (T (B)) = ¢ (T (B)) Por lo que
T € K (X).

Es fécil comprobar que Ky (X) y K (X) son subdlgebras de L (X).

Teorema 3.5.5 Sean X un espacio vectorial topoldgico de Hausdorffy T €
L(X) un operador distinto del operador 0. Entonces, T € Ky(X) si y

solo si T =" (z; ® f;) donde {x;},_, es linealmente independiente y f; €
i=1
XN\ {0}.

Demostracién. Sea T' € Ko (X), y n = dimT' (X). Sea {z;};_; una
base de T (X). Para cada 1 < i < n definamos la funcional lineal g; :
T(X) — F como g;(z;) = 6;j, donde 6;; es la delta de Kronecker.. Si

T (x) = > \iz;, entonces

=1

n

(Zm@gi) (z) = Z(inT(x))xi

i=1
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Cada g; : T (X) — F es no nula y es continua ya que g; es una funcional
lineal y 7' (X) es un e.v.t. de dimensién finita, de donde f; = g; 0o T € X*

Claramente si T = Y (z; ® f;) con {z;}}_, linealmente independiente y

=1
fi € X*\ {0} para 1 < i <mn, entonces T' € L (X) y dimT (X) < n. Por lo
que T € Ky (X). |

3.6 Normabilidad de K;(X)

Definicién 3.6.1 Sea X un espacio vectorial, M C L(X) una subdlgebra y
||| una norma en X. Se dice que ||-|| es compatible con M siy sélo si todos
los elementos de M son continuos respecto a ||-||.

Lema 3.6.2 Sea X un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff tal que
X* # {0}. Sea M C L(X) una subdlgebra tal que Ko (X) C M. En-
tonces M es normable si y solo si existe una norma en X que es compatible
con M.

Demostracién. Sea ||-|| una norma en X compatible con M. Definimos

la norma |[|-|| : M — R del modo usual:
T (x
i = sup {155 10 0
zex |l
Inversamente supongamos que ||-|| es una norma en M. Sea f € X* con

f # 0. Definamos ||-|| : X — R como
]l = [l= & £l

Veamos que efectivamente es una norma
i) Claramente ||z|| = ||z ® f|| > 0y ||0]] = 0. Sea z € X tal que ||z| = 0.
Por la definicién, tenemos que ||z ® f|| = 0, y entonces z ® f = 0. Como

f # 0 existe y € X tal que f (y) # 0, pero (x ® f) (y) = f (y) z = 0, por lo
que z = 0.
ii) Sea z € X y A € F. Entonces

Az @ f)(y) = f(y) Az) =A(f(y)z) = Az @ [) (y).
Es decir, \e @ f = A (z ® f). Asi pues

Az] = [[Az @ fll = A (z @ )l = [Alllz @ fIl = [Al]l=]] -
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iii) Sean z,y € X. Andlogamente a lo hecho en ii), tenemos que (z + y)®
f=2z® f+y® f. Entonces

lz+yll = e+ fl=lzef+yef]
<z fll+1ly@ fll = llzll + llyll -

Por tanto, ||-|| : X — R es una norma. Sea T' € M, por ser (M, ||-]|) un
algebra topoldégica, tenemos que

1T (@) = 1T (z) © fll = T o (z @ HI < T [l=e fI} = T[]

Asi, T' es continuo respecto a la norma ||| en X. En resumen, ||| es
compatible con M. ]

Proposicién 3.6.3 Sea (X, 7) un espacio localmente convero de Hausdorff.
X es subnormado si y sdlo si el dlgebra Ko (X) es normable.

Demostracién. Supongamos que X es subnormado para la norma ||-|
y sea T € Ky (X). Denotemos como 7. a la topologfa inducida por ||]|.
Al ser T'(X) de dimensién finita se tiene que 7 = 7 en 7 (X). Por

tanto, f ol es T-continuo para todo f € X:”‘H y entonces f (T <31 (0))) es

acotado para todo f € X7 ;o0 sea T (31 (O)) es o (XTH_H,X:H_“)—acotado
y entonces es ||-|| - acotado (Teorema 1.3.43); de donde, T es ||-||-continua.
Asi, ||-|| es compatible con Ky (X) y por el Lema 3.6.2 existe una norma de
algebra definida en Ky (X).

Supongamos ahora que existe una norma de dlgebra definida en K (X).
Por el Lema 3.6.2 existe una norma ||-|| en X compatible con Ky (X). Sean
7). la topologia inducida en X por dicha norma y f € X*, como z ® f €
Ky (X)) entonces es continua en la norma y existe M > 0 tal que para todo

y € X se cumple

lz@ fyll < Mllyll
If W)=l < M |||
If W) < M| |yl
De donde, f es ||| - continua, por lo que X* C X’ . Todo disco

T

o (X, X)-compacto de X* es un disco o (X:H'“,X>—Compact0 de X:H'“ y
por tanto, 7 (X, X*) C 7 (X, X

Tl

>. Como 7). es claramente metrizable,
tenemos por el Corolario 2.4.15 que 7. coincide con la topologfa de Mackey,
es decir 7 =T (X, X* Como T C 7(X,X}) Cr (X, Xiu-u) =TI

)
concluimos que (X, 7) es subnormable. B
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3.6.1 Algunas condiciones para la no normabilidad de
Ko (X) y K(X)

Lema 3.6.4 Sea (X, 7) un espacio localmente convexo de Hausdorff, barri-
lado no normalizable. Entonces X no es subnormable.

Demostracién. Supongamos que (X, 7) es subnormado. Sea P ={p,},ca
una familia de seminormas que definen a la topologia 7 y ademads definen la
subnorma

|z]| = sup p, ().
acl

Consideremos B = (] {z € X : p, () <1}, el cual sabemos que coin-
acA
cide con la bola unitaria cerrada respecto a |[-||, por lo que B es un barril

acotado de (X, 7). Como X es barrilado, B es vecindad acotada del cero, y
al ser X de Hausdorff y localmente acotado entonces, por el Corolario 2.4.8,
X es normalizable, lo que es un contradiccion. ]

Corolario 3.6.5 Sea (X,7) un espacio de Fréchet y no normalizable. En-
tonces X no es subnormable.

Teorema 3.6.6 Sea (X, 7) un espacio localmente convexo de Hausdorff. Si
existe un subespacio Y de X tal que posee una topologia localmente convexa
de Hausdorff, barrilada, no normable y menos fina que la de topologia de
subespacio, entonces el dlgebra Ko (X) no es normable.

Demostraciéon. Sea 7y una topologia para Y con las propiedades de-
scritas. Si X es subnormable y 71 es la topologia que induce esta subnorma,
entonces (Y, 7|y) es subnormable con la subnorma restringida a Y, como
Ty C Tly C 71|y entonces Ty es subnormable, lo que contradice el Lema
3.6.4. Por lo que X no es subnormado. Entonces por la Proposicién 3.6.3 el
algebra Ky (X) no es normable. B

Corolario 3.6.7 Sea X un espacio de Fréchet. St X no es isomorfo a un
espacio de Banach, entonces el dlgebra Ko (X) no es normable.

Demostracién. Por ser X de Fréchet, es un espacio localmente convexo,
de Hausdorff y barrilado; ésto ultimo por el Teorema 2.5.6. Al no ser X
isomorfo a uno de Banach, tampoco es normable, entonces por el teorema
anterior el dlgebra Ky (X) no es normable. | B
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Corolario 3.6.8 Sea X un espacio de Fréchet. St X no es isomorfo a uno
de Banach, entonces el dlgebra K (X) no es normable.

Demostracién. Supongamos que K (X) es normable, entonces Ky (X)
también es normable al estar contenido en K (X). Lo que contradice el
corolario anterior. [

Lema 3.6.9 Sea X un localmente convexo y metrizable. St X tiene una
base algebraica numerable entonces X es subnormable.

Demostraciéon. Al ser X localmente convexo y metrizable existe una
., . o :
coleccién numerable de seminormas {py},. ;. Definiendo

pi (&) = max {py (2) : 1 < k}

obtenemos una nueva familia de seminormas {p; },-; que generan la misma
topologia y ademads son una familia linealmente ordenada, es decir

PSS S S

Sea ahora {xj};-, una base algebraica de X. Para x = > ;- Az en X
definimos

Izl =D el (i (22) + 1)

k=1

Observemos que esta funcion estd bien definida, ya que la suma del lado
derecho es finita, debido a que excepto un nimero finito de escalares \; son
iguales a cero. Ademds, no es dificil ver que esto define una norma en X.
Veamos que es en realidad una subnorma para X. Definamos

max {p; (zx) : k <i} +1

M; = .
min {p, (zx) : k <i} +1

Notemos que M; = 1. Supongamos que ¢ > 1 y recordemos que p,, < p,,
si n < m, tomando k < 7 tenemos

max {p; (zx) : k <i}+1 p; (x) +1 p; (x) +1
M; = — . > — : > >
min {p, (xx) 1 k <i}+1 ~ min{p, (xx) 1 k <i}+1 = pp(zx) +1
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Entonces,
Z\M\pz ) P\k\ﬂz ) Z Akl pr (1)
k=i+1
< Z‘)‘kai (z) +1) + M; Z Akl or (1)
k=1 k=i+1
< Z\ o e () (RSB HL e G k< it 1)
- “Tmin {p, (zp) 1 k< i} +1 P \Tk) 2 B =
+M; Z Akl o (k)
k=it1
< MY el (o () + 1) + My > [l oy ()
k=1 k=i+1
<, (Zmupk <x>+1>>
k=1
= M; |||

Por tanto, la norma genera una topologia mas fina que la original, es
decir, X es subnormable. ]

Proposicion 3.6.10 Sea X un espacio localmente convexo metrizable. Si
X tiene una base algebraica numerable, entonces Ko (X) es normable como
dlgebra.

Demostracién. Por el lema anterior, X es subnormable, entonces por
la Proposicién 3.6.3 K (X) es normable como dlgebra. |

3.7 Estructura de dlgebra topolégica de K (X)

Lema 3.7.1 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff sepa-
rado por su dual topoldgico X*. Si existen topologias vectoriales 6 y 6* en
X y X*, respectivamente, para las que la transformacion bilineal

S: (X,6)x (X*,6 — F
(z, f) - f(2)

es continua, entonces (X, T), donde T es la convezificacion de T, es sub-
normable. Ademds, X* C X§
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Demostracion. Consideremos
A={(r,f) e X x X" :|f (z)] < 1}.

Claramente A es una vecindad de (0,0) en (X, ) x (X*,6%). Por lo que
existen V € 6 y W € 6" que son vecindades del 0 en los respectivos espacios
y satisfacen que si x € V' 'y f € W entonces f (x) € A.

Sea f € X, como V es absorbente existe un escalar A\, > 0 tal que
Af € V. SifeW, entonces

Ao f ()] = |f Qe)] <1
f (@) < A"

Por lo que W es o (X*, X)-acotado en X* = XZ. Definimos,

=]l = sup [f ()]
few

Es claro que ||z|| es una seminorma y es de hecho una norma ya que si
|z|]| = 0, entonces f () = 0 para todo f € Wy como W es absorbente, por
ser vecindad de 0 en la topologia vectorial 6*, se sigue que f (x) = 0 para
todo f € X* y por tanto, x = 0.

Asi mismo, la polar W*° es o (X, X*)-acotado ya que si f € X*, entonces
Af € W para algin A > 0 y por tanto |f (z)| < % para todo x € W°. Por
el Teorema 1.3.43 se tiene que W° es T-acotado.

Por tanto, dada una vecindad U de 0 en la topologia T existe A > 0 tal
que A\W° C U. Es decir

{xEX: |z|| = sup | f (z)| S)\} cU
few

Asi, la topologia de la norma ||-|| es mas fina que 7 y entonces (X,7) es
subnormable.
Finalmente, X* C X§ ya que si f € X*, entonces f es la composicién

(X,0) — (X,0)x(X*6) — F
x — (z, f) —  f(z)

la cual es continua. ]
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Proposicién 3.7.2 Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico de Hausdorff
separado por su dual topoldgico X*. El espacio Ko (X,) admite una estruc-
tura de dlgebra topoldgica de Hausdorff si y sdlo si (X,T) es subnormable.
En tal caso Ky (X,) es un dlgebra normada.

Demostracién. Sea zo € X y fo € X* tales que zg # 0y fo (o) = 1.
Entonces, para todo x € X y f € X* tenemos

(2o @ f) - (2 ® fo) () = (w0 ® f) (fo (y) z) = [ (z) fo (y) zo = [ (2) (z0 @ fo) (y)
Es decir

(ZL"() ® f) . (I’ ® fo) = f (ZL") (ZL"() &® f()) (34)

Supongamos que K (X,) admite una estructura de dlgebra topolégica
de Hausdorff para una topologia .
Consideremos las transformaciones lineales

SX X — Ko (XT)

r — T®f

Sx* X - KQ(XT)
f — x®f

Observamos que = ® fo = 0 si y sélo si fo(y)x = 0 para todo y € X.
Como fy # 0 entonces z = 0. Por lo que la aplicacién Sx es inyectiva.
Anslogamente, Sy~ es también inyectiva. Sean ¢ y 6" las topologias iniciales
inducidas por estas transformaciones en X y X*, respectivamente; es decir
aquellas topologias vectoriales que tienen por bases locales de vecindades de
0a{Sy (U):U €B}y{Sxt (U):U € B}, respectivamente, donde B,
es una base local de vecindades de 0 para s.

Afirmamos que para todo € > 0 existe una ¢—vecindad U del 0 tal que
si A(zo® fo) € U entonces |A| < e. Sea 0 < e < 1y By una base local
del 0 para ¢ formada por conjuntos balanceados. Como ¢ es de Hausdorff,
entonces existe U € By tal que o ® fo ¢ U, de donde zy ® fo € etU
implicalet| > 1. Como €U es absorbente, por ser vecindad de 0, existe
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A € F tal que A (2o ® fy) € €U, por lo que !5)\_1| > 1. De donde |\| < e.
Claramente si € > 1, aplicamos lo anterior para 1 y entonces se cumple para
€. Por lo cual la afirmacién estd probada.

Veremos que

S: (X,6)x (X*,6) — F
(z, f) - f(2)

es una aplicacién bilineal y continua. Claramente es bilineal, asi que basta
que probemos que es continua en 0.
Sea ¢ > 0. Afirmamos que existe una ¢-vecindad U’ del 0 tal que

A (2o ® fo) € U’ implica |A| < e. (3.5)

Como el producto en Ky (X,) es ¢-continuo, por (3.4) existen V' y W’
abiertos en Ky (X;) que contienen a z ® fy y xo ® f respectivamente, tales
que f () (zo® fo) €U ' siz® fo € V' y xog® f € W'. Entonces por (3.5)

[f (@) <e.

Como V' y W’ inducen los abiertos Sy' (V') =V y Syt (W') = W de la
topologias ¢ y 6%, respectivamente, tenemos que siz € V' y f € W, entonces
|f (z)] < e. Por tanto, S es continua en 0. Por el Lema 3.7.1 (X,7) es
subnormable.

Reciprocamente, supongamos que existe una norma ||-|| que subnorma
a (X,7). SeaT € Ky (X,T), entonces foT € Xj para todo f € X[,

ya que T = 7| en el espacio de dimensién finita T (X); o sea T’ (Bl (0))
es o (XH,“,X‘T'“)—acotado y entonces es ||-|| - acotado (Teorema 1.3.43); de
donde, T" es ||-||-continua. Es decir,

Ko (X,7) C K (X, [-[) € L (X, [1]) -

Como L (X, ||-]]) tiene una estructura de dlgebra normada, entonces éste
induce una estructura de dlgebra normada en K (X, 7). ]

Entonces es inmediato el siguiente corolario, el cual generaliza la Proposi-
cién 3.6.3.

Corolario 3.7.3 Sea (X, T) un espacio localmente convexo de Hausdorff.
El espacio Ky (X) admite una estructura de dlgebra topoldgica de Hausdorff
si y solo si X es subnormable. En tal caso Ko (X) es un dlgebra normada.
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Corolario 3.7.4 Sea (X, 7) un espacio localmente convezo de Hausdorff y
barrilado. Si X no es normalizable entonces Ky (X) no admite una estruc-
tura de dlgebra topoldgica de Hausdorff.

Demostracién. Como X es localmente convexo, entonces 7 = 7 y al ser
X no normalizable se tiene por el Lema (3.6.4) que X no es subnormable.
De la proposicién anterior se sigue la conclusién del corolario. ]

3.7.1 Metrizabilidad de K (X)

Definicién 3.7.5 Diremos que una topologia vectorial T para un espacio
vectorial X es submetrizable si existe una métrica en X tal que la topologia
que ella induce es vectorial y es mds fina que T.

Lema 3.7.6 Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico separado por su dual
topoldgico. Si Ko (X) tiene una estructura de dlgebra semi-topoldgica metriz-
able, entonces las topologias de Mackey 7 (X, X*) y 7 (X*, X) son submetriz-
ables.

Demostracién. Sea ¢ una topologia de dlgebra topoldgica metrizable
sobre Ky (X). Sean xg € X y fo € X* con g # 0y fo # 0. Como vimos en
la Proposicién 3.7.2 las transformaciones lineales

SX X = Ko (XT)

r — T®f

Sx-: X' —  Ko(X)
f = 2®f

son isomorfismos algebraicos sobre su imagen.
Definimos d : X x X — R* como

d(z,y) = D(z® fo,y ® fo)

donde D es una métrica en K, (X) que induce la topologia ¢. Claramente
d es una métrica en X que induce una topologia vectorial. Andlogamente
podemos definir una métrica d* en X* a través de D. Sean 6 y 6™ las
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topologias vectoriales en X y X* inducidas por d y d* respectivamente. De
manera similar a como se hizo en la prueba de la Proposicién (3.7.2) se
puede probar que la transformacién bilineal

S: (X,6) x (X*,6) — F
(z, f) - [(2)

es separademente continua, observando que si fijamos f € X* la composicién

(X,6) — Ko(X) x Ko (X) — Ko (X) — F
r — (R fn,z®f) — f(z)(xo® fo) — f(z)

es continua. De donde X* C X§ = Xz, donde & se convexificacién de 6.
Entonces o (X, X7) C o (X, Xg) y asi todo conjunto o (X, X*)-compacto es
o (X, X})-compacto y por consiguiente, 7 (X, X*) C 7 (X, Xg).

Por el Teorema 1.3.40, la topologia & es metrizable, ya que 6 es primero
numerable y Hausdorff . Por el Corolario (2.4.15) 6 = 7 (X , X3 ) y por tanto
7 (X, X7) es submetrizable.

De manera andloga se prueba que 7 (X, X) es submetrizable. ]

Sea (X, 7) un espacio localmente convexo de Hausdorff, barrilado no
normalizable. Entonces X no es subnormable.

Lema 3.7.7 Sea (X, T) un espacio localmente convexo de Hausdorff y bar-
rilado. Si T y la topologia de Mackey T (X*, X) son submetrizables entonces
(X, 7) es normalizable.

Demostracién. Por el Lema (3.6.4) basta probar que (X, 7) es sub-
normable. Tenemos que 7 coincide con su convexificacién por lo que por el
Lema 3.7.1 es suficiente ver que existen topologias vectoriales § y 6" en X y
X*, respectivamente, para las que la transformacién bilineal

S (X,0) x (X*,6%) — F
(z, f) - f(z)
es continua.

Sean ¢ y ¢° topologias vectoriales metrizables en X y X* més finas
que 7y 7 (X*, X) respectivamente. Supongamos que (), V (fn)re, son

. . 5 s
sucesiones en X y X*, respectivamente, tales que x,, — 0y f, — 0.
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Como o (X*, X) C 7(X*, X) C 6" entonces f, 7 0, por lo que
(fn)or, es o (X*, X)-acotado. Por el Teorema (2.5.4) (f,) -, es equicon-
tinuo. Entonces existe una seminorma p, continua segin 7, tal que

|[fn (2)| < p(2)

para todo x € X y n > 1. En particular,

[fn ()| < p ()

para todo n > 1.
Ya que p es también es d-continua, entonces

lim p(x,) =0,

n—oo

por lo que

lim | f, ()] = 0

n—oo

Como 6 y 6" son metrizables, entonces la transformacién bilineal

St (X,6) x (X*,6) — F
(z, f) - [(2)

es continua en 0. ]

Teorema 3.7.8 Sea (X,7) un espacio localmente convexo de Hausdorff y
barrilado. Si (X,T) no es normalizable entonces Ky (X) no admite una
estructura de dlgebra semi-topoldgica metrizable.

Demostracién. Supongamos que K (X) tiene una estructura de élge-
bra semi-topoldgica metrizable, por el Lema (3.7.6) 7 (X, X*) y 7 (X*, X)
son submetrizables. Por lo que también 7 es submetrizable, entonces de
acuerdo al Lema (3.7.7) (X, 7) es normalizable. B

Observacion 3.7.9 Existe un espacio localmente convexo de Hausdorff,
barrilado y no normalizable E para el cual la topologia de Mackey T (E*, E),
es submetrizable.
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Sea X un espacio de Montel metrizable y no normalizable, por ejemplo
e (R). Tomemos E como su dual fuerte; es decir, £ = (X*, 3 (X* X)).
Como un espacio de Montel es reflexivo ( Corolario 2.7.18) se tiene que
E* = X, por lo que 7 (E*, E) es metrizable (Corolario 2.4.15) y F no es
normalizable, ya que si lo fuera, entonces E* = X serfa normalizable, y se
contradiria la elecciéon de X. Ademds, al ser E el dual fuerte de un espacio
de Montel también es de Montel (Teorema 2.7.20), por lo que E es barrilado.

Observacion 3.7.10 Todo espacio localmente convexo de Hausdorff, barri-
lado y submetrizable es metrizable.

Supongamos que (X, 7) es localmente convexo de Hausdorff, barrilado
y submetrizable, y sea P = {p,},c, una familia saturada de seminormas
que define a 7. Sea 6 una topologia metrizable méas fina que 7. Entonces
0 tiene una base local del 0 numerable, que como recordamos da origen
a un sistema de seminormas {g,},.y que define la convexificacién § de 6.
Tenemos que 7 C 6 y como ademés 6 es de Hausdorff por serlo 8, se tiene que
§ es metrizable. Podemos suponer que {@n},cn €s una sucesion creciente.
Sea la funcién idéntica en el conjunto X. Para n > 1 definimos

Ap={aeA:1:(X,q,) — (X,p,) es continua} .

o0
Tenemos A = |J A, y para cada a € A, existe M, , tal que para todo
n=1
x € X se satisface

Po (¥) < My agn (2) -
Definamos
gy (r) = sup ——~—=

Observemos que estd bien definido, ya que para todo a € A,

Po (T)
Mn,a

<qn (I)

Sea Q = {q,},cn- Sea o € A, entonces existe n tal que o € A, por lo
que
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de donde,
Po (T) < Mag, (7)

Entonces cada p,, es 7 (Q)-continua. Por lo que 7 C 7(Q).
Por otra parte, para todo n € N el disco absorbente

Bp={z € X:q,(zr) <1}

es T-cerrado , ya que si xz ¢ B, entonces ¢, (z) > 1. Por definicién de ¢, (z)
existe a € A, tal que

Pa () _
1< M, <q, ().
Sea e = p, (x) — M, o, entonces {y € X : |p, (y) — po (z)| < e}NB, = 0.
Por consiguiente, B,, es un 7-barril. Como (X, 7) es barrilado, entonces
B,, es vecindad de 0, es decir existe una 7-vecindad V' de 0 tal que V C B,,.
Porlo que I : (X, 7) — (X, ¢,) es continua y entonces 7 (Q) C 7. Por tanto,
(X, 7) es metrizable.

3.8 Topologia de dlgebra para L(X)

Lema 3.8.1 Sea (X, T) espacio vectorial topolégico metrizable, separado por
su dual topoldgico X*. Si (X, 7) es de la 2da. categoria de Baire, entonces
(X,7T) es de Hausdorff y barrilado, donde T es la convezificacion de .

Demostracién. Que (X, 7) es de Hausdorff se sigue del Teorema 1.3.53.
Supongamos que (X, 7) no es barrilado, por la Proposici(’)n (2.5.3) existe un

B barril en (X,7) con int x5 B=0y X = U nB. Como B es cerrado en

T, entonces es T - cerrado. Al ser (X, 7)de la 2da categoria se sigue que
int(x B # 0 para algin n > 1. Asi, int(x B # 0.

Existen b € B y una 7-vecindad V de 0 tales que b+ V C B. De esto
y de que B es convexo y balanceado, se sigue que %v = % (v+b) — %b eB
para todo v € V; es decir %V C B. Por consiguiente, B es una 7-vecindad
y contiene a un elemento U de una 7-base local By del 0. Tenemos

{reX:p, (x)<1}CcU.CB

donde py; es la funcional de Minkowski de la envolvente convexa U, de U.
Por la Proposicién 1.3.52, esta funcional es parte de una familia que genera
la topologfa 7; por tanto, 0 € int xz) B; lo que contradice la eleccién de B.
Por tanto (X, 7) es barrilado. |
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Lema 3.8.2 Sea (X, ||-||) un espacio normado y (Y, d) un F-espacio . En-
tonces L (X,Y) es un F'-espacio con la topologia de la convergencia uniforme
sobre la bola unitaria de X .

Demostracién. Sea G una F-seminorma que genera la topologia de
(Y,d). SiT € L(X,Y), entonces sup G (T (z)) < oo. Llamamos también

]| <1
G a la funcién no negativa definida en L (X,Y) como

G(T) = sup G(T (z)).

]| <1

Veremos que se trata de una F-norma en L (X,Y).
De la definicién es claro que
HGAT) <GM)si|\N<1lyTeL(X,)Y).y
i)
GS+T)<GS)+G(T).

si S,T € L(X,Y).
iii) Sean '€ L(X,Y) y € > 0. Para cadan > 1 sea ||z,|| <1 tal que

6(2r) e (bran) —6 (r (1))

Al tomar el limite cuando n — oo, tenemos que %xn — 0 en X y como
T es continua, entonces G (T (%iBn)) — 0. Por consiguiente,

EG (%T) < ¢, lo que implica que JLIEOG (%T) =0.

iv) Si T' # 0, entonces T (z) # 0 para algin z € X de norma 1 y por
tanto, G (T") > 0.

Entonces, G define una distancia en L (X,Y) invariante bajo trasla-
ciones. Sea (7)) una sucesiéon de Cauchy respecto a la F-norma G. Para
cada z € X se tiene que (7}, (z)) es de Cauchy en Y y entonces converge.
Definimos T (z) = nll_{& T, (x). Tenemos que dado € > 0 existe N > 0 tal
que

G(T,(x) = Tn(x) <G(T,—-Ty) <€

si n,m > N; de donde, G (T, (x) —T (z)) < e sin > N y para todo = €
X. Como corolario del Teorema de Banach Steinhauss, tenemos que T €
L(X,Y). Ademas, es claro que T,, — T en L (X,Y).

[
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Lema 3.8.3 Si (X, 1) es un F-espacio separado por su dual topoldgico, en-
tonces

L(X,7)=L(X,7T)

Demostracién. Sea T' € L (X,7) y V una 7 - vecindad convexa de 0.
Como T C 7; V es una 7 - vecindad de 0. Entonces 7! (V) es una 7 -
vecindad convexa de 0. Por la Proposicién 1.3.52, T~ (V') es también una
T - vecindad de 0.

Sea T' € L (X, T); entonces la gréfica de T es cerrada en (X, 7) x (X, 7).
Por lo que la grifica de T también es cerrada en (X, 7) x (X, 7). Por el
Teorema de la Gréfica Cerrada T" es 7-continua. De donde, T' € L (X, 7).

3.8.1 Normabilidad de L (X)

Teorema 3.8.4 Sea (X,7) un F-espacio separado por su dual topoldgico
X*. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) Ko (X) es topologizable como un dlgebra semi-topoldgica metrizable.

(b) El dlgebra Ky (X) es topologizable.

(c) El dlgebra Ko (X) es normable.

(d) El dlgebra L (X) es normable.

(e) L(X) =~ L(X1), para un espacio X1 normado y barrilado.

(f) Eziste una subdlgebra A C L(X), con Ko(X) C A, que es una
F-dlgebra.

(9) Existe I C L(X) ideal bilateral de L (X) con I # {0}, que es una
F-dlgebra.

(h) El espacio (X,T) es normalizable.

Demostracién. (a) = (b) Por el Lema 3.8.1 (X,7) es barrilado, en-
tonces por el Teorema 3.7.8 (X, 7) es normado, de donde Kj (X) es topolo-
gizable, de hecho es un dlgebra normada.

(b) = (c) Se sigue de la Proposicién 3.7.2.

(c) = (d) Por el Corolario 3.7.4, X es normalizable, y por tanto L (X)
es normable.

(d) = (e) Al ser L (X) normable, Ky (X) es normable. Entonces por el
Teorema 3.7.8 X es normalizable y por tanto, de Banach. De donde, por el
Teorema 3.8.1, X; = (X,7) es un espacio localmente convexo y barrilado .
Usando el Teorema 3.8.3 L (X, 7) = L (X).

(e) = (h) Al ser X; normado, L (X;) es normado. Por el Teorema 3.8.3
tenemos

L(X,T)=L(X,7)~ L(X;)
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De donde L (X,7T) es normable, en particular Ky (X,7) es normable y, por
el Teorema 3.8.1, (X, 7T) es localmente convexo y barrilado. Entonces por el
Teorema 3.7.8 (X, 7) es normalizable.

(h) = (a) Al ser (X,7) normalizable, L (X,7) es normable. Usamos el
Teorema 3.8.3 y obtenemos

Ko(X,7)C L(X,7)=L(X,7)

De donde K (X) es un élgebra topoldgica metrizable.

(f) = (a) Evidentemente.

(g) = (f) Sea T € Ky (X) de rango 1. Por el Teorema 3.5.5 T =z ® f
para alguna z € X\ {0} y f € X"\ {0}. Consideremos S’ € I, 7o € X
tal que S" (zg) # 0y g € X* tal que ¢g(S'(zg9)) # 0. Definamos S =
(g (S (x0))) " S, entonces S € Iy

(z®@g)oSo(zo® [f))(y) = (2®9)

VRS

(9(8' @)™ f (1) S' (20))
)

(
= (9(S" (20))) " g (5" (20)) f (y)
=fWae=(zef)(y) =T()

Porloque T'= (x®g) o So (zo® f) € I. Entonces Ky (X) C I ya que
por el Teorema 3.7.7 cualquier elemento de Ky (X) es suma de operadores
continuos de rango 1.

(h) = (g) Sea ||| una norma que define 7. Por el Lema 3.8.2 I =
L (X7, X,) es un F-espacio con la distancia D que induce la topologia s de
la convergencia uniforme sobre la bola unitaria de X. Como 7 C 7, entonces

L(X+X,)CL(X,7)=L(X,7). (3.6)
Claramente

L(X’T)OL(X?,XT) C L(X?7XT)
L(X# X,)oL(X,7) C L(X=X,)

y como L (X,7) = L(X,T), tenemos que I = L (X7, X,) es un ideal bilateral
de L (X, ).

Sea d la métrica en X que define la topologia 7. Como 7 es maés fina
que 7, dado € > 0 existe § > 0 tal que ||z|| < € si d(z,0) < §. Por lo que si
D (T,0) < 6, entonces d (T (z),0) < ¢ si ||z|| = 1; de donde ||T" (x)]| < € si
|lz|]| = 1, lo que implica ||T'|] < e. Por tanto s es mds fina que la topologia
de subespacio 7| de L (X7, X;) inducida por la norma en L (X,7), es decir
UERSES
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Seaxz € Xconz #0y fe XN {0} = X2\ {0}, entonces z ® f €
L (X7, X,). Porlo que I = L (X7 X;) # {0}.

Sea S € L (X, X7) y consideremos las aplicaciones ¢, : L (X7, X,) —
L(X% X,) C L(X7 X>) definidas como ¢ (T) = To Sy ¢ (T) = SoT;
observemos que estas funciones estdn bien definidas por (3.6) y ademds son
||-||-continuas. Por lo que sus graficas son cerradas en (L (X7, X;),|[|]]) X
(L (X% X:),|I]). Como 7y C s, entonces sus graficas son cerradas en
(L (X7 X;),s) x (L(X# X;),s). Por el Lema 3.82 L (X% X;) es un F
- espacio, entonces podemos aplicar el Teorema de la Gréfica Cerrada, de
donde ¢ y v son s - continuas. De donde el producto es separadamente
continuo, entonces por el Teorema de los Transformaciones Bilineales (Ver
Apéndice Teorema A.6) el producto es continuo y entonces I es una F-
algebra.

|

Corolario 3.8.5 Sea (X,7) un espacio de Fréchet. El dlgebra L(X) es
topologizable si y solo si X es normalizable.

Proposicién 3.8.6 Sea (X, |-||) un espacio normado y barrilado. Toda
topologia de dlgebra, metrizable, definida sobre una subdlgebra A de L (X)
que contenga a Ko (X) es mas fina que la restriccion de la norma de L (X)
aA.

Demostracion. Sea § una topologia metrizable definida sobre A y sea
(T),,ey una sucesién convergente a 0 en (A,6). Sean zo # 0y fo € X*
tal que fo(xg) = 1. Entonces zy ® fy € A. La aplicacién ¢ : F — (A4, 6)
definida como ¢ (\) = A (zg ® fy) es un homeomorfismo sobre su imagen,
por la continuidad del producto por un escalar.

Sean z,y € X y f € X*, entonces

f (T (2)) (20 @ fo) (y) = f(Tn (x)) fo (y) 2o = (20 @ f) 0 Tro (2@ fo) (y)-

O sea,

F (T (@) (20 © fo) = (20 ® f) 0 Tn o (. ® fo)

Como (2o ® f), Ty, (xR fo) € Ay T, — 0 segun §, concluimos que lado
derecho de la igualdad anterior tiende a 0 y por la continuidad del producto
tenemos que f (T}, (z)) (1o ® fu) — 0segiin é. Entonces ¢~ (f (T}, (z)) (z0 ® fo)) =
f(T,(x)) = 0enF.

De donde {f (T, (z))},~, es acotado para cada f € X* y x € X. Por
tanto {f o T}, : n > 1} es o (X*, X) - acotado para cada f € X*.
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Sea f € X*, como X es barrilado por el Teorema 2.5.4 {f o T, :n > 1}
es equicontinuo. Por el Teorema 1.3.49 existe M > 0 tal que || f o T,, (z)|| <
M ||z|| para todon € Ny z € X, de donde {f o T, (B;(0)):n>1}. Por
tanto{7}, (B (0)) : n > 1} es o (X, X*) - acotado. Por el Teorema 2.6.8 te-
nemos que {7}, (By (0)) : m > 1} es ||-|| - acotado. Es decir, existe C' tal que
|75, (z)|| < C si||z|| < 1. De donde ||T,|| < C.

Por consiguiente la identidad i : (A4,6) — (A, ]|-||) transforma sucesiones
convergentes a 0 en sucesiones acotadas. Por el Teorema 3.4.1, 7 : (A,§) —
(A, ||]|) es continua y se obtiene el resultado. |

3.8.2 Topologizacién de L(X)

Definicién 3.8.7 Sea X un espacio vectorial topoldgico. Decimos que X
es bornoldgicamente normable si existe una norma ||-|| en X tal que los
conjuntos acotados en X coinciden con los conjuntos acotados respecto a la
norma ||-||.

Teorema 3.8.8 Sea (X, 7) un espacio localmente convexo, de Hausdorff y
completo por sucesiones. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El dlgebra L(X) es topologizable.

(b) El espacio (X, T) es subnormable.

(¢) El espacio (X, 1) tiene un conjunto mazximal acotado.

(d) El dlgebra L(X) es normable.

(e) El espacio X es bornoldgicamente normable.

Demostracién. (a) = (b) Se sigue del Teorema 3.8.4

(b) = (¢) Como X es subnormable entonces existe un sistema de semi-
normas P = {p, },cx que genera la topologia 7 y tales que definen la sub-
norma

|| = Sup {pa ()}

Hagamos B, = {zr € X : p, () <1}, B= () Bay B1 0] labola unitaria
acl
cerrada, respecto a la norma anterior. Asi, B es un disco, cerrado y acotado

en (X, 7). Es claro que ||z|] < 1siy sdlo si p, () < 1 para todo « € I.
Esto nos lleva a que B = By [0] y por tanto, B es absorbente; entonces, B es
un barril. Por el Teorema 2.5.9 B absorbe a todo conjunto 7-acotado. Por
consiguiente, B es un conjunto acotado maximal.

(d) = (a) Obviamente si L(X) es normable, entonces es topologizable.
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(c) = (d) Sea S un conjunto acotado maximal de (X, 7)y P = {p,},c;
una familia de seminormas que define la topologia 7 de X. Entonces para
cada a € [ existe t, > 0 tal que p, () < t, para todo x € S.

Definamos

P (@) =15 py ()

para cada o € I y todo x € X.

Estas nuevas seminormas p], determinan también la topologia 7 de X.
Entonces, S C B = {z € X : p), () <1 para todo a € I}. Claramente B
es acotado y absorbe a todo acotado de X por hacerlo S, o sea B es un
maximal acotado en (X, 7).

Definimos

]| = sup p, (x) (3.7)

para todo x € X.

Si z € X, entonces {x} es un conjunto acotado, por lo que existe ¢t > 0
tal que {x} C ¢tB. Entonces p, (z) <t para toda « € I, por lo cual ||z|| < ¢.
De donde, ||z|| < co para todo z € X y (3.7) define una norma en X y se
cumple:

B={reX:|z|| <1}.

Sea T' € L(X), entonces T'(B) es acotado. Como B es acotado maximal,
entonces, existe A > 0 tal que T'(B) C AB. Por lo cual, [|[T(z)| < A si
x € B. Tomemos z # 0, entonces ﬁ €EBy

1T ()] < Al
Por tanto, 7" es continua respecto a ||-||. Asi,
T (z

es una norma submultiplicativa en L(X).

(c) = (e) Consideramos el conjunto B = {z € X : p/, () < 1} y lanorma
|-|| de la demostracién inmediata anterior. Recordamos que B es un maxi-
mal acotado en (X, 7).

Sea U C X acotado en X, entonces existe t > 0 tal que U C tB; por lo
que ||z|| <t para todo x € U. Por tanto, U es acotado respecto a la norma.

Inversamente, sea U acotado respecto a la norma y V' una 7-vecindad
del cero. Existen 7, A > 0 tales que ||z|| < r para todo z € Uy B C AV.
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Entonces, U C rB C rAV. Asi U es T-acotado en X . Se sigue que X es
bornolégicamente normable.

(e) = (c) Sea [|-|| una norma que hace a (X,7) un espacio bornoldgi-
camente normable. Tomemos la bola unitaria cerrada Bj [0] respecto a la
norma ||-||, el cual es T-acotado en X por hipétesis, y U un T-acotado en X.

Como U es acotado respecto a la norma existe » > 0 tal que ||z|| < r para
todo z € U. Es decir, U C ¢tB; [0]. Por tanto, B; [0] es un conjunto acotado
maximal. ]

Observacion 3.8.9 Como se ve en la demostracion anterior, en la equiv-
alencia de (c) y (e) no utilizamos la hipdtesis de que (X, T) es completo por
sucesiones. Por lo cual esas dos propiedades son equivalentes en cualquier
espacio localmente convexo de Hausdorff.

A continuacién se dan dos ejemplos de espacios localmente convexos
completos, subnormados y no metrizables.

Ejemplo 3.8.10 Sea X el espacio C'[0,1] equipado con la topologia in-
ducida por la familia de seminormas P ={p,}; donde s corre por el conjunto
de todas las sucesiones (z2) en [0, 1] que son convergentes en [0,1] y

ps (f) =sup|f ()]

neN

Si s es una de tales sucesiones escribiremos lim x5 = x,.

n—oo

e Veamos que X es completo. Sean (f;),.; una red de Cauchy en X y
x € [0,1]. Al tomar la sucesién constante (af) = (x) obtenemos que
{fi (x)},c; es una red de Cauchy en R y por consiguiente, esta red es

convergente. Definamos f (z) = lim f; (x) para cada = € [0, 1].

Afirmamos que f es continua. Sean zy € [0,1] , e > 0y s = (z5)
una sucesion en [0, 1] que converge a x; = xy. Existe iy € I tal que si

1,7 > 1g, entonces

fi@3) = fo @3] < 5

para todo n > 1. Al fijar ¢ > iy, n > 1 y tomar el limite sobre i’
obtenemos:

|fi () = [ (23)] <

Wl ™
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O sea,

|fi (a7) = f (23)] <

Wl ™

para todo ¢ > ig y n > 1.

Sea i1 > 1o tal que
3
| fi, (z0) = f (z0)| < 3

Como f; es uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que x € [0,1]
ylx — x| < 6 implica:

Fi (23) = i (w0)] <
Tomemos ahora N > 1 tal que
|z5 — x| < O
sin> N.
Entonces, n > N implica:
|f (@) = f (wo)| <e.
Por tanto, f € C'[0,1].

Con s = (x7) denotamos ahora a cualquier sucesién de las que definen
las seminormas. Consideremos la seminorma p, y sea ¢ > 0. Existe
19 € I tal que si i,1" > iy entonces

Ps (fl _fz’) <e€

sup | fi (z7,) — fur (23)] < e
neN
Como antes, al fijar 7 y tomar el limite sobre 7', obtenemos:

sup () ~  (@2)] < e
Ps (fl_f) S €

Entonces, p, (fi — f) — 0 para cualquier seminorma p,, por lo cual
fi — f. Asi pues, X es completo.
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e X es subnormado con la norma

1711 = ma {1 ()]}

e Ahora veamos que X no es metrizable. Supongamos que X es metriz-
able, entonces por el Teorema 1.3.40 existe una subcoleccién numerable
{ps, }Zil de P ={p,} que genera la topologia 7 (P). Sea

A= U U (@pf U {zs}) -

k=1n=1

Como A es numerable, existe zg € [0, 1]\ A. Consideremos sucesién
constante s) = (zp) y la seminorma p, a ella asociada. Entonces,
por el Corolario 1.3.47 existen si,...,s, y M > 0 tales que para todo
f € X se cumple:

pso (f) S MSO max psk (f)

1<k<n

Observamos que |J (xf U {z,}) es cerrado para cada k > 1y asf,
n=1

A, = U U (@*U{xs}) es cerrado. Como [0, 1] es normal, existe

k=1n=1
g : [0,1] — [0,1] continua tal que g(x) = 0 para todo = € A, y
g (wo) = 1. Entonces, p, (9) = 1y p,, (9) = 0 para 1 < k < n; lo cual
es una contradiccién. Por tanto, X no es metrizable.

Ejemplo 3.8.11 Sea X = C(Q), el espacio vectorial de todas las fun-
ctones escalares continuas con dominio en el conjunto ) de todos los ordi-
nales numerables con la topologia usual, junto con las seminormas p,, (f) =

maxo<i<a {|f ()]}

e Andlogamente a como se hizo en el ejemplo anterior se prueba que X
es completo y ademads es subnormado con la norma

11l = max {] (#)[}

e Supongamos que X es metrizable, entonces por el Teorema 1.3.40
existe una familia { pan}zo:l que genera la topologia en X. Consid-

eremos o = |J ay, el cual al ser unién de numerables es numerable.
neN
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Entonces existe § € () tal que a < (3. Entonces, por el Corolario 1.3.47
existen ayq, ..., a, y M > 0 tales que para todo f € X se cumple:

pﬁ (f) S M,B max pozk(f)

1<k<n

e La funcién f : Q — [0, 1] definida como f ([0,a]) =0y f (Ja +1,Q)) =
1 es continua ya que los conjuntos [0,a] y [a + 1,2) son cerrados y
complementarios en 2. Entonces p,, (f) = 0 para todo & > 1y
pg (f) = 1. Asi, se contradice la desigualdad anterior; por lo que X
no es metrizable.

Teorema 3.8.12 Sea X un espacio localmente convexo, Hausdorff y sub-
Banach. Entonces L(X) es normable.

Demostracién. Sea P = {p,},., una familia de seminormas que genera
la topologia en X y tal que la norma

[zl = sup {p, (z)} .
a€EA

convierte a X en espacio subnormado y (X, ||-||) es de Banach.
Supongamos que existe 7' € L(X) que T no es continua respecto a ||-|.
Entonces hay una sucesion (z;),-, tal que ||z = 1y || T (2},)|| > k* para

cada k > 1. Definamos z; = Z—k;“ para cada k > 1. Entonces, zj M 0y

|T (2x)]] — oo cuando k — oo. En particular, zx — 0y T (2) — 0 segin
7 (P).

Construyamos inductivamente una subsucesion (z;);o; C (zx)pe, y una
sucesion de seminormas {pai}zlque cumpla las siguientes propiedades

(a) ||| <27 para 1 <i <mn.

(D) pa,, (T (@mei) <2 paral <m<nyl<i<n-—m.

(€) pa,, | T D )>mpara1§m§n.
i=1

Como (2g) ey — 0y ||T (21)]| — oo, entonces existe ky tal que ||z, || <
271y ||T (2x,)]] > 1. Definamos x; = 2;,. Ademds, por la definicién de |||
existe oy tal que p,, (T'(x1)) > 1. Asi, (a) y (b) se satisfacen para z; y (b)
se cumple por vacuidad.

Supongamos que hemos escogido z1-2k, , ..., Tn—1 = 2k, _,, con k; < -+ <
kn-1, Y Pays -+ Pa,_, de modo que se cumplen:

(a) ||z;]] < 27" para 1 <i<mn—1.

(D) pa,, (T (xpei) <2 'paral <m<n—-1y1<i<(n—1)—m.
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(©) P <T (fg;)) S~mparal<m<n—1

i=1
Existe Ky con K; > k,_; tal que si k > K1 entonces |[|zx|| < 27"
A partir de que: ||T (z)|| — oo, [|T (315 azz) | es una constante y

(&)l (&)

tenemos que HT (zx) +T (ZZ 1T H — 00, por lo que existe K3 con Ky >
~1
T(z)+T sz > n.
=1

De igual forma, por la definicién de ||-||, existe a, tal que si k > Ko,

entonces
Pa (T (z1) + T (Z xl>> >n (3.8)

Ademsds, sabemos que p,, (T (z;)) — 0 para todo o € " Entonces existe
K3 con K3 > k,_4 tal que si k > K3, entonces

17 (i)l =

k,_1 tal que si k > K>, entonces

Pa,, (T (z1)) < 27" (3.9)

paral <m < n.

Sea k, = max {Kj, Ky, K3} y definamos z,, = z;. Evidentemente, k, >
kn_1y x, se cumple la propiedad (a).

En el caso de la propiedad (b), sélo faltan verificar las siguientes de-
sigualdades:

Pay, T (Tmys)) < 27" paral < m < n—1yi=n—m; o sea,
Pa,, (T (x5)) < 2™ para 1 < m < n — 1; pero esto se sigue de (3.9).

Para la propiedad (c), veamos que cuando m < n se verifica por la
hipétesis de induccién y cuando m = n también es véalida por (3.8.

Tenemos entonces una subsucesion (z;).-, de (zx);—; y una sucesién de
seminormas { pai};; que satisface (a), (b) y (c).

Por (a) Y72, |lzi]| < oo, y como (X, ||-]|) es de Banach existe z € X tal

que Y oo, T il z; por lo que > 7 x; — x segun 7 (P) y entonces

po (T (2)) = lim p, (T (Z a:))

para todo a € T'.
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Consideremos m fija y n > m. Tenemos:

() () (5
() ()

n
>m— Y 2'>m-1
i=m+1

Y

Por lo cual p, (7T (x)) > m —1 para todo m € N. Lo cual no es posible,
por tanto T es continuo respecto a [|-|| y ||| induce una norma en L (X) de
la manera usual. [ |

Ahora mostraremos un espacio X localmente convexo de Hausdorff que
es sub-Banach; por tanto, L(X) es normable, segin el Teorema 3.8.12. Este
espacio X no tiene un conjunto acotado maximal; por lo que no es bornolégi-
camente normable, de acuerdo con la Observacién 3.8.9 y ademds, no es
completo por sucesiones.

Este espacio X es un ejemplo que muestra que sin la hipétesis de ser
completo por sucesiones las equivalencias del Teorema 3.8.8 no son necesari-
amente ciertas, ya que satisface (a), (b) y (d), pero no (c) ni (e).

Ejemplo 3.8.13 Sea X = C}, (R) el espacio de funciones continuas y aco-
tadas sobre R con valores enF. Le damos la topologia compacto abierta T (P)
definida por la familia numerable P de las seminormas:
= t
plz) = max|f (t)]

para f € C (R) yn > 1.

Este espacio X es localmente convexo de Hausdorff, no es completo por
sucesiones, subnormado, sub-Banach y no tiene conjunto maximal acotado.

e Es evidente que X es un espacio localmente convexo de Hausdorff.
Afirmamos que X es denso en C' (R). Sea f € C (R) y definamos f,
tal que
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Claramente p,, (f — fx) = 0 si & > n. Por lo que f,, — f segin 7 (P)
y queda probado que X es denso en C (R).

e Se sigue de lo anterior que X no es completo por sucesiones.

e Por otra parte, X es subnormado por la norma
Il = sup |f (2)]
teR

y evidentemente

sup | f (t)| = supp, (f).

teR neN

e Veamos que (X, ||-||) es de Banach y por tanto X es sub-Banach. Sea
(fn) sucesién de Cauchy en la norma. De la desigualdad

|fn (t) — fm (t)‘ = an - me

para todo t € R se sigue que { f,, ()}~ es una sucesién de Cauchy en
R para todo t € R.

Definamos f (z) = lim f, (). Afirmamos que f es continua en R.
Sean € > 0y typ € R. Existe N € N tal que si n, m > N entonces

Fn (8 = Fn D1 < 1o = full < 5

para todo t € R. Fijando n > N obtenemos

) = F O] < 5 (3.10)
para todo t € R.

Sea n > N, como f, es continua entonces existe 6 > 0 tal que si
|t — to| < 6, entonces

€
5 (0) = (1) < &
Por lo cual, |t — to| < ¢ y implica:

[f (@) = f(to)| < 1f (&) = fo O]+ | fa () = fr (C0)| + [ fn (B0) — [ (t0)| <&

Por tanto, f es continua. De esto y la desigualdad (3.10) se sigue fy —
f € Cy(R) y por consiguiente, f € C, (R). De la misma desigualdad

.10) concluimos entonces que f,, — f . Asi, (X, ]|||) es de Banach y
3.10) conclui 2 At (X de Banach

(X, 7 (P)) es sub-Banach.
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e Finalmente veremos que X no tiene un conjunto maximal acotado.
Supongamos que A C X es un maximal acotado y definamos M, =
sup p;, (f) para cada k > 1. Es claro que la sucesion de M, es creciente.
feA

Construyamos una sucesién de reales positivos (Mj),-, tal que M —
ooy Mj > M?. Para cada n > 1, definamos f,, de la siguiente forma:

2M) (z —n+1) z € [n—1,n— 4]
fa(z)=1q —2M) (z—n) z€ [n—3n]

-5

0 :E%[?’L—l,ﬂ]

Por construccion, p, (f,) =0sik <n—1y p,(fn) = M} si k > n.
Hagamos B = {f,:n > 1}. Entonces, B es acotado y por nuestra
suposicién sobre A existe t > 0 tal que B C tA. Por lo que pj, (fn) <
tMy si n,k > 1. Por consiguiente,

0 < j\4]/~€ < tM,
!/
k

— <t

M,

Sea M = sup M. Si M < oo, entonces
keN

— < — <t
M M,

/

1 tradiccid M
O que es una contradliccion, ya que i — OQ.

Si M, — oo, entonces
M2 M
IMy="F <k ¢
"M, M,
lo que es una contradiccién. Por lo cual X no tiene maximal acotado.
Ejemplo 3.8.14 Consideremos en C(R) la topologia T (P) del ejemplo in-

mediato anterior y sea X el subespacio de C' (R) formado por las funciones
con soporte compacto. Entonces X es un espacio subnormado por la norma

17l = maxp, (f)

tal que L(X) no es normable.
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e Supongamos que L(X) es normable por una norma ||-|| . Sea ¢ € C (R)
y definamos T, : X — X como
To(f)=wf

Notemos que T, estd bien definida, ya que

{reR:p(x) f(z)#0; C{zeR: f(z)# 0}
por lo cual ¢ - f € X.

Hagamos C' = {T,, : ¢ € C(R)}. Entonces C es claramente una subal-
gebra de L (X); mds aiun, C(R) es isomorfo a C' a través de la trasfor-
macién 7' : C' (R) — C definida como T' () = T,,. También es claro
que T es lineal y sobre, ademds tenemos que

T(p-)(f) = Top (f) =(@-0) - f=0- (V- )
=T, (- f) =T, 0Ty (f) =T () - T(¢) (f)
para todo f € X. Asi, T es un homomorfismo suprayectivo de alge-
bras.

Para ver que T' es inyectivo, tomemos ¢,
por lo cual existe 2o € R tal que ¢ (zg) #

€ C(R) tales que ¢ # 1,
(x0). Definamos

(0
(U

r—x0+1 x€[xg—1,1x0)
f@)=9 —24+z0+1 7€ |20, 70 + 1]

0 x ¢ [xg— 1,20+ 1]
Observemos que f (xg) = 1, por lo que

(@ f)(x0) = @ (20) - f(z0) = @ (0)
(¥ f) (w0) = ¥ (x0) - f (20) =¥ (20) -

Entonces, T, # Ty,. Por tanto T' es inyectiva y 7' es un isomorfismo
de algebras.

Definamos ||| : C'(R) — R como ||¢|| = [|T,||, la cual es claramente
una norma en C'(R). Esto contradice el Corolario 3.2.14 y por tanto,
L(X) no es normable. [ |

Proposicion 3.8.15 FEuxiste un espacio X localmente convexo de Hausdorff
y subnormado para el cual el dlgebra L(X) no es topologizable.
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Demostracién. El espacio (X, 7 (P)) del ejemplo inmediato anterior es
localmente convexo de Hausdorff y subnormado. Probaremos que L(X) no
es topologizable. Supongamos lo contrario, entonces existe una topologia T
de Hausdorff para L(X) que hace continuas a las operaciones de L(X).

Sea ¢ € C(R) tal que

eRip@£0) = (33

y definamos como antes: T, (f) = ¢ - f para todo f € X. Entonces, T, €
L(X)y T, # 0. Existe U € T vecindad balanceada del 0 en L(X) tal que
T, ¢ U, porloque \U C U si |\ <1

Para ¢ € C(R) y n > 1 definimos las funciones 9, (t) = ¢ (t —n) y
Y (t) =1 (t +n) para todo t € R.

Como el producto es continuo en L (X), existe V € T vecindad de 0 tal
que V-V .V CU. Sea S € L(X) dada por

S (f) = f(1)-
Claramente S es invertible y S~!: X — X estd dada por
S (9) = 9g(-1)-

Para cada n > 1 denotamos como S™ y S™" a las potencias enésimas de
S vy S~! respecto a la composicién.
Por ser V' absorbente, existen c¢,,d,, € R para los que se cumple

ST eVyd,S"T, eV.

Definamos

para cada n > 1.
La funcién ¢ : R — R definida como

T site[n+%,n+%],conn21
C(t)=4 0 sit=n,conn R

lineal en el resto

pertenece a C (R).
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Tomemos € > 0 tal que €7 € V. Entonces,
CndneS™"T ST, € U.

Ahora,

SIS, () (1) = S (¢ (@) ()
= (C(fn) 2 f) (t)
= Ct+n)p(t)f(t)
para todo t € R.
Como ¢ tiene soporte en [%,%}, entonces ¢ (t —n) tiene soporte en

[n—l— %,n+ %] Recordamos que ¢ = 7, en [n—l— %,n—l— %] . Asiy t € [%,%}
implica

SIS T, (f) (1) = C(t+n)e(t) f(t)

= a1y (f) (1)
para todo n > 1.
En tanto que t ¢ [%, %] implica
SIS, (f)(8) = Ct+n)e(t) f (D)
=0
= (- f) (@)

I
<
3
o3
—~
s
N—
—~
~
S~—

para todo n > 1.
Por consiguiente, S™"1¢S"T,, = r,T,, en R para todo n > 1. A partir de
la definicién de r,, tenemos que

CndneS™"TS"T, = cpdyer, Ty, = nel, € U

para todo n > 1.
Sea ng tal % < 1. Entonces, como ngeT, € U, % < 1y U es balanceado
se tiene

1
— T, U.
eng (noe 90) €

De donde, obtenemos que T, € U, lo que es una contradiccién. Por
tanto, L(X) no es topologizable. B
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Proposicion 3.8.16 Sea X un espacio localmente convero subnormado y
sea Xt su complecion.. Entonces, existe un espacio subnormado X; con
X C Xy C X" tal que L(X1) es normable.

Demostracién. Como X es subnormado, entonces existe un sistema
{Patacs de seminormas en X tal que

2| = sup p,, () (3.11)
a€cA

es una subnorma para X. Las seminormas extendidas continuamente a X
generan su topologia. Sean B, = {zr € Xt :p, (z) <1} paracadaa € A y

B = () B,. Obviamente B es un disco cerrado y acotado en X* . Como X+
a€A
es completo, B también lo es. Entonces, por el inciso (c) del Teorema 2.4.7

, B es un disco de Banach; es decir X} es de Banach; por lo que L (X s )
es normado.

De (3.11) se sigue que todo punto de la bola unitaria cerrada de (X, ||-||)
pertenece a By por tanto, X C Xg.

Observemos que la norma en X5, ||z|| = inf {t > 0: 2 € tB} es justa-
mente la subnorma |[|-|| restringida a X}, ya que
|z||" = inf{t >0:2 €tB} =inf{t > 0: p, (z) <t para todo a € A}
= sup p, (z) = [|z|
acA

Tomando X; = X/, obtenemos el resultado buscado.

Aqui concluye précticamente el presente trabajo, sin embargo como una
indicacién de lo que se puede seguir estudiando, incluimos, a manera de
colofén, la siguiente seccién.

3.9 Algebras de operadores y operadores
topologizables

Teorema 3.9.1 Sea X un espacio localmente convero de Hausdorff. L(X)
admite una topologia vectorial tal que el operador bilineal ® : L(X)x X — X
dado por ® (T,z) =T (x) es continuo si y sélo si X es normado.

Demostracién. Supongamos que X es normado, entonces L(X) es
normado. Consideremos una sucesion ((T,,z,)),—, C L(X) x X tal que
(Th,xn) — (T, x). Ast, |1, = T|| = 0y ||z, — z|| — 0. Entonces,

1T () = T ()| < [(To = T) (zn) | + T (20 — )]
< T = Tl Jwnll + 1T lzn — =]
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Por lo que ||T;, (x,) — T (z)|| — 0. Lo que implica que ® es continua.

Inversamente supongamos que existe una topologia vectorial en L(X) tal
que ® es continua. Sea U una vecindad del 0 en X, entonces por la con-
tinuidad de ® existen V, W vecindades de 0 en L(X) y X respectivamente
tales que V- W C U. Podemos suponer que las vecindades U y W son cer-
radas y absolutamente convexas, y considerar las funcionales de Minkowski
pPu Y pw asociados a ellas; éstas tienen como bolas unitarias cerradas a U y
W, respectivamente.

Supongamos que el sistema saturado de seminormas {p,},c, genera la
topologfaen X. Si f € X*, entonces existe una seminorma p, y una contante
M > 0 tal que para todo x € X se cumple:

|f (x)| < Mp, (z) (3.12)

Por el Corolario 2.4.16, si X no es normado, entonces no se puede escoger
una seminorma continua en X tal que la desigualdad 3.12 se satisfaga para
toda f € X*, por lo que para toda seminorma continua p en X existe f € X*
tal que

sup [f (z)] = oo (3.13)

p(z)<1

Sea zo € X tal que py (zg) = 1y f tal que (3.13) se satisfaga para py, .
Consideremos T'= 2o ® f : X — X el cual claramente es continuo. Como
V' es absorbente existe A > 0 tal que AT" € V, por lo que

NTW C U. (3.14)

Por la eleccién de f, existe x € X tal que py () < Ly |f(z)] > A7
Como AT € V' 'y x € W; ya que py, () < 1 se sigue de (3.14) que

AT (x) € U,
y como py; (xg) = 1, tenemos

py (AT (x)) = Apy (T'(x)) = Apy (f (x) o)
= Af (@) py (w0) > M py (w0) = 1

Lo cual es una contradiccion, ya que AT (z) € U siy sélo si py; (AT (x)) < 1.
Por lo cual X es normado.
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Definicién 3.9.2 Sea X un espacio localmente convexo. Un dlgebra de op-
eradores es una subdlgebra localmente convera A C L (X) que contiene a la
unidad Ix y tal que la funcion

m: AxX — X
(Tyz) — T(z)

es continua

Proposicién 3.9.3 Sea X un espacio localmente convexo y A C L(X) un
subdlgebra localmente convera que contiene a la unidad. Supongamos que
{qs} ger €5 Una familia saturadas de seminormas que genera la topologia
de A, con qz(Ix) = 1 para todo B, y {py}acy €5 la familia de todas las
seminormas continuas definidas en X. La subdlgebra A es un dlgebra de
operadores si y sdlo si para toda o € A existen o/ € A y 3 € T tales que

Po (T (2)) < a5 (T) po (x) (3.15)

para todo T € A yx e X.

Demostraciéon. Supongamos que para toda a € A se satisface la de-
sigualdad (3.15) . Seaa € I'y (13),c;,(2:);c; redes en A y X respectivamente,
tales que 7; — T'y x; — x. Entonces ¢z (T; — T') vy po (x; — x) tienden a 0,
por lo que

Po (Ti (xi) =T (x)) < po (Ti () = T'(2:)) + po (T (2:) = T (2))
45 (Ty = T) poy () + 43 (T) pyy (35 — )

VANVAN

De donde la funcién m es continua y A es un dlgebra de operadores.

Inversamente, supongamos que m es continua en A x X. Sea B, =
{reX:p,(z) <1}. ExistenV ={z € X :py(x) <é}yU={T€A:q3(T) <6}
tales que U - V C B,. Es decir, p, (z) <6y q3(T) < 6 implica

po (T'(2)) <1

SeaT € Ayxz e X. Sigs(T) =06 py (x) = 0, entonces para todo
A > 0se cumple X" € U 6 Ax € V. De donde A\p, (T (z)) < 1 para todo
A > 0, por lo que

Po (T (2)) = 0= qg (T') pon ()
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Sea T' € Ay x € X tal que ¢s(T) > 0y p,»(z) > 0. Entonces
§(por () 2 €V y 6(qs(T))"" T €U, por lo que

8%po (45 (7)) ' T ((par (2)) " 7)) < L.

De donde
Po (T (2)) < g (T) po ()
con pa/ = élzpa//. I

Teorema 3.9.4 Sea A un dlgebra con unidad y localmente convera. En-
tonces A es isomorfa a un dlgebra de operadores.

Demostracién. Sea P = {p,},., una familia saturada de seminormas
que genera la topologia de A y satisface (3.2). Consideremos X = (A, 7 (P)).
Sea a € Ay definamos T, : X — X como T, (z) = ax. Consideremos
A" = {14} eq e L (X), la funcién T (a) = T, es un isomorfismo de dlgebras
entre Ay A'.

Definimos ¢, : A” — R como q, (T,) = p, (a). Por lo que al darle A’ la
topologia generada por las seminormas ¢, la funcién 7' es un homeomorfismo.
Ademis, sabemos que para toda o € A existe G € A tal que

Po (2y) < pg(x) pg ()

para todo z,y € X. Entonces,

pa (Ta (7)) = po (az) < pg(a) ps (x) = g5 (Ta) pg (2)

Entonces por la proposicién anterior, la funcién 7" es continua en A’ x X.
Por tanto, A’ es un algebra de operadores isomorfa al algebra topolégica A.
]

Observacion 3.9.5 Como toda dlgebra se puede sumergir en un dlgebra con
unidad, un dlgebra localmente convera es homeomorfa a una subdlgebra de
un dlgebra de operadores de un espacio localmente convexo.

Definicién 3.9.6 Sean X un espacio localmente convexro yT € L (X). Dec-

1mos que T' es un operador topologizable si existe un dlgebra de operadores
ACL(X) tal que T € A.
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Definicién 3.9.7 Sea (ai,j)fj.zo un matriz infinita con coeficientes reales
positivos tales que

a0 = 1 (3.16)
Qijrk < Qig1jGit1k

para i, j, k > 0.
Observamos que estas dos condiciones implican que

Qg 5 S Q41,5 (317)

para i, j, k > 0.
Definimos el dalgebra matricial M <(a7;7j)ijeN) de polinomios como el con-
jJunto de polinomios

p(t)=>Y Mt
=0

con coeficientes en I, junto con la topologia generada por las seminormas
pi+ M ((aiaj)ijeN) — R definidas como

pi (D) = aij |\l
=0
FEsta familia esta saturada debido a (3.17)

Proposicién 3.9.8 El dlgebra matricial M ((aﬁj)ijeN) es un dlgebra local-
mente convexa metrizable y la familia de seminormas es creciente.

Demostracién. M ((ai,j)i i eN) es un espacio localmente convexo metriz-

able debido a que su topologia estd generada por una familia numerable de
seminormas. La familia de seminormas es creciente debido a que a;; <
@i+1,0i+1,0 = Git14, ¥ esto nos lleva a que a; j |A;| < a1 |Aj|. Por tanto

i (D) =i INI <Y i [A] = pigy (p)
j=0 J=0
Ahora veamos que es un dlgebra topolégica. Sean

s()=> aityypt) =Y Nt/
=0 =0
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Entonces tenemos

2n i
pi(ps) = ai; |y anfiy,
=0 k=0

Lema 3.9.9 Sea (a,),-, una sucesion de reales positivos con ag = 1. En-
. ., o0 .y .
tonces existe una sucesion (by),_, de reales positivos con by = 1 tal que

aner S bnbm
para n,m > 0

Demostracién. Construiremos (b,,),-, inductivamente. Definamos
bp = 1 el cual satisface la desigualdad para n = m = 0. Supongamos
que hemos construido b;_; de manera que

an—l—m S bn bm

para 0 <n,m < k — 1.
Definamos

1 1
be = max { a, ar1b7 ", .., Gy (e—1)bjp 1, v/Q2k } -

Si n,m < k entonces por hipétesis inductiva a1, < byby,. Sim =ky
n = m, entonces

Qptm = Q2 = /A2 - /G2 < biby = bpbyp,.

Sim =k y n < m entonces

Aptm = Qptk = bn (akJrnb;l) < bnbk = bnbm
|

Lema 3.9.10 Sea (Mj);io una sucesion de reales positivos con My = 1.

. . o0 Y
Entonces podemos construir una matriz (a/i7j)ij:0 que tenga a esa sucesion

como primer renglon y que genere un dlgebra matricial de polinomios.
Demostracién. Construyamos la matriz (ai,j);j':o inductivamente. De-

finamos ag ; = M, para todo j > 0. Supongamos que hemos construido hasta

el (n — 1) renglén. Definamos b; = a,_; ;; por el lema anterior existe una

sucesion (cj);io tal que co = 1y bjyi < cjck. Al definir a,,; = ¢; para j >0

vemos que se satisface las dos condiciones de (3.16). |
En lo que sigue consideraremos T° = Ix para todo T' € L (X).

< (Z Ait1,5 \Oéj|> (Z @it1,5 Vﬁ-‘) = Pit1 (P) Pit1 (8)
j=0 J=0
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Teorema 3.9.11 Sea X un espacio localmente convexo y P = {p,},cp la
familia de todas las seminormas continuas definidas en X. Un operador
T € L(X) es topologizable si y sélo si para cada o € A existe una sucesion
(M), de reales positivos con My =1y o/ € A tal que

Po (T" (x)) < Mypy (x) (3.18)
para todo x € X yn > 0.

Demostracién. Supongamos que 7' es topologizable. Sea A C L (X)
un dlgebra de operadores, en particular 7" € A para todo n > 0. Como la
funcién m es continua en A x X, se tiene que si {gz} ger Una familia saturada
de seminormas en A que genera su topologia y tal que gg (Ix) = 1 para todo
[ , entonces, por la Proposicién 3.9.3, para cada o € A existen o/ € Ay
0 €T tales que

Pa (S ('T)) S ap (S) Puo ('T)
para todo x € X y S € A. En particular,

Po (T (x)) < g5 (T") po () -

para todox € X yn > 0.

Definimos M,, = g3 (T™) para n > 0 y obtenemos el resultado.

Inversamente, supongamos que 7T satisface (3.18). Para cada a € A
tenemos asociada una sucesién (M,,) -, de reales positivos con My = 1. Por
el Lema 3.9.10 existe una matriz B (a) = (a;;), ;», que tiene a esa sucesién
como primer renglén y genera un dlgebra A matricial de polinomios en la
variable T'. En ella estdan definidas seminormas qga), para ¢ > 0, de acuerdo
a la Definicién 3.9.7.

La familia de seminormas {qga)

: en A estd saturada y hace de

(a)

)

}i>0,a€A
ésta un dlgebra localmente convexa. Ademds q
1> 0.

Sea s € A, con 5(T) = 37 AT/, entonces utilizando (3.18) tenemos
que para cada o € A existe o/ € A tal que

mmu»:%<ZWW@0gzwmuﬂu»

< SN Mipy (@) = 4§ (5) por ()
j=0

(Ix) = a;p = 1 para todo

De donde, por la Proposicién 3.9.3, A es un dlgebra de operadores y
como T € A, entonces T es topologizable. [
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Corolario 3.9.12 Sea A una subdlgebra con unidad de L (X) que posee una
topologia vectorial localmente convexa tal que la aplicacion (T,x) — T (z)
es continua. Entonces todos lo elementos de A son topologizables.

Demostracién. Para cada seminorma p continua en X existen semi-
normas continuas p’,q en X y A, respectivamente, con q(Ix) = 1 tales
que

p (T (x)) < q(T)/ (x)

para todo x € X, T € A.

Podemos suponer p (z) < p/ (z) para todo x € X. El operador T" € A
para todo n € Ny T € A, entonces tomando M, = ¢q(T™) sin > 0 se
satisface My =1y

p (T () < Myp' (z)

para todo x € X y n > 0. Por el teorema anterior, T' es topologizable. R
Ahora daremos algunos ejemplos de operadores topologizables.

Ejemplos 3.9.13 (a) Sea X un espacio localmente convexo y considere-
mos T : X — X definido como T (x) = \x con |A| < 1. Entonces T es
topologizable ya que para toda seminorma p continua en X tenemos:

p(T" (x)) = p(\"z) < po (z)

Por lo que considerando M, = 1 para todo n > 1 se cumple el Teorema
3.9.11. En particular Ix es topologizable.

(b) Sea X = Cly ) con la topologia compacto abierta, es decir la generado
por las seminormas.

pn (f) = max [f (2)]

0<t<n

para todo n > 1.
El operador T : X — X definido como T (f) (t) = f (t — 1) es topologiz-
able ya que

T <
max (T'(f)) < max

para todo n > 1 y de aqui se sigue que se cumple el Teorema 3.9.11
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Proposicién 3.9.14 Sea X espacio localmente convexo y Ty, T € L(X)
topologizables y tales que Ty o Ty =Ty o Ty. Entonces Ty o Ty y Ty + T son
topologizables.

Demostracién. Sea P = {p,},c, la familia de todas las seminormas
continuas definidas en X. Dada a € A, existe § € A y una sucesién de
reales positivos (M), -, con My = 1 tales que

po (T1' (2)) < Mypgs (z)

pp (13 () < Mupg (1)

parax € X yn > 0.
Con base en estas ultimas desigualdades y en vista de que 77 y T con-
mutan, tenemos

po (T 0 To)" (2)) = py (T (T3 (2)))
< Mopy (T3 (2)) < Mpy ().

Similarmente tenemos

Po (Th + T3)" <Z()pa (Tr*Tk (2)) <

n

(Z) M, Nipg ((2)).
k=0
Por el Teorema 3.9.11 77 o T, y T1 + 15 son topologizables. . ]
Ahora daremos algunos ejemplos de operadores no topologizables. Sélo
comprobaremos que tal es el caso en el primer ejemplo, ya que se procederia
de manera similar en los otros tres.

Ejemplos 3.9.15 (a) Sea X = C|0,00) con la topologia compacto abierta
y definamos T : X — X como T (f) = f(t+1).

Supongamos que T es topologizable, entonces existen M > 0y k > 1
tales que

py (T (f)) < Mpy (f) (3.19)

paratodon > 1y f €
Tenemos que T (f) (¢
(3.9.7) se sigue que

) = f(t+n) paracadan > 1yt € [0,00). De

<
max |f(s)] < M max [f(2)
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paratodon > 1y f € X.
Lo iltima desigualdad no se satisface paran =k y f € X distinta de 0,
no negativa y que se anula en [0, k|.

Ejemplos 3.9.16 b) Sea X = C' (—00,00) con la topologia compacto abierta

ysea T : X — X definido comoT (f)=f(t+1) oT(f)=f(t—1)
¢) Sea X el espacio de todas las series de potencias

z(t) = Z ot
k=1

con la topologia de la convergencia puntual de los coeficientes av,, dada por
la seminormas

n

po (@) =) lu

k=1

Definamos T : X — X como
T (x)= Z gt
k=0
d) Sea X el espacio de funciones enteras
$(Q) = ac"
k=0

con la topologia compacto abierta yT : X — X definido como

T(¢)=0¢(C+1)






Apéndice A
Teoremas clasicos

En este apéndice enunciamos, sin demostrarlos, algunos teoremas clédsicos
del Anilisis funcional que se usan a lo largo de la tesis.

Teorema A.1 (Ascoli) Sea X wun espacio localmente compacto y H
un subconjunto del espacio C' (X) de funciones escalares continuas, con la
topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos de X. H es relati-
vamente compacto si y sélo si H es equicontinuo y H () = {f (z) : f € H}
es acotado en cada compacto.

Teorema A.2 (Teorema de Hahn - Banach) Sean X un espacio vectorial
topoldgico, M un subespacio, p; X — F sublineal, es decir una funcion posi-
tivamente homogénea y subaditiva. Si f: M — F es lineal y |f (x)| < p(z)
para todo x € M, entonces existe una extension lineal g : X — F tal que
g (@) <pl) yglu =1

Teorema A.3 (Teorema de Alaoglu - Bourbaki) Sea X un espacio vec-
torial topoldgico. St H C X* es equicontinuo entonces H es relativamente
compacto en o (X*, X).

Teorema A.4 (Teorema de Banach - Steinhaus) Sean X y Y espacios
vectoriales topoldgicos, I' C L(X,Y) y B C X tal que para todo © € B se
tiene que I' (x) = {T (z) : T € T'} es acotado en Y. Si B es de la segunda
categoria en X entonces B =X y I' es equicontinuo.

Teorema A.5 Sean X espacio vectorial topologico, Y un F - espacio y
(T,)2, CL(X,Y) y L CX el conjunto de todas las x € X para las cuales

T (z)= lim T, (x)
existe. Si L es de la sequnda categoria en X entonces L = X y T es
continua.

Teorema A.6 Sean X un F - espacio, Y y Z espacios vectoriales
topolégicos y B : X XY — Z una transformacion bilineal separadamente
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continua. Entonces

B ('Tm yn) - B ('TOJ yO)

siempre que T, — To Y Yn — Yo. St Y es metrizable, entonces B es continuo.

Teorema A.7 (Teorema de la Funcion Abierta) Sean X un F - espacio,
Y un espacio vectorial topoldgico y T — L (X,Y). Si T (X) es de la sequnda
categoria en Y entonces T (X) =Y, T es una funcién abierta y Y es un F
- espacio.

Teorema A.8 (Teorema de la Grifica Cerrada) Sean X y Y dos F -
espacios, T : X — Y lineal. Si G = {(z,T (z)) € X xY :x € X} cerrado
en X X Y. Entonces T es continua.
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