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Objetivo

La finalidad de este trabajo es investigar el mapeo geométrico y las tran-
siciones de fase de sistemas formados por dos ctimulos esféricos utilizando
modelos algebraicos de ctimulos nucleares. Distinguimos entre dos grupos:
El Modelo Fenomenologico Algebraico, PACM y el Modelo Semimicroscopi-
co Algebraico, SACM. En el primero no se toma en cuenta el principio de
exclusion de Pauli mientras que en el segundo si se considera.

Ademas, se estudié el orden de las transiciones de fase entre las diferentes
simetrias dindmicas (SU(3), el limite esférico, y SO(4), el limite deformado)
e investigar y discutir las diferencias entre los modelos PACM y SACM.



Capitulo 1

Introduccion

Las transiciones de fase en modelos algebraicos han sido discutidas desde 1981
[1]. El método principal para tratarlas es utilizar estados coherentes [2]. El
valor esperado del Hamiltoniano algebraico, con respecto al estado coherente
se define como el potencial semi-clasico. A través del comportamiento de este
potencial, como una funcién en el espacio de parametros, pueden estudiarse
las transiciones de fase y su orden. La descripcion basica, aplicada al Modelo
de Bosones Interactuantes (IBM por sus siglas en inglés) [3], se presenté en
[2]. El método de estados coherentes también nos proporciona un mapeo
geométrico del modelo algebraico en consideracién, con lo cual obtenemos una
interpretacién sencilla de los limites de las simetrias dinamicas. Los estados
coherentes no sélo se han aplicado al IBM o a moléculas atémicas [4, 5],
sino también a otros modelos algebraicos que tienen un origen microscopico
dentro del modelo de capas. En [6] se aplicé el mapeo geométrico utilizando
el método de estados coherentes [7], haciendo un mapeo del modelo pseudo-
simpléctico [8] al modelo geométrico del nicleo [9]. El mapeo geométrico
resulta muy 1til en el cdlculo de los espectros nucleares [10, 11] y en predecir
el espectro de nicleos super pesados [12].

En [13] se utilizé el método de estados coherentes para obtener un mapeo
geométrico del Modelo Semimicroscopico Algebraico de Cumulos Nucleares
(SACM por sus siglas en inglés) [14, 15]. El SACM es un modelo algebraico
para cumulos nucleares donde se toma en cuenta el principio de exclusién de
Pauli en la construccion del espacio del modelo.



Notemos que las transiciones de fase en fisica nuclear han sido estudiadas
desde 1972 en la primer edicién de [16] (aunque no fueron expuestas explicita-
mente como transiciones de fase). Se aplicé una discusién estandar de curvas
mientras que la transicién de fase se denoté como una transiciéon de forma.
En los tratamientos recientes la principal diferencia esta en la clasificacién
en términos del orden de la transicion de fase.

El interés en el mapeo geométrico utilizando el método de estados cohe-
rentes no se ha perdido debido principalmente a que los sistemas de muchas
particulas asi como sus transiciones de fase pueden tratarse de forma sencilla
a través del mapeo geométrico. Los métodos pueden proporcionar claridad
en cémo tratar en general sistemas complicados de muchos cuerpos.

Recientemente, las transiciones de fase en moléculas atomicas y nuclea-
res se han investigado en [17, 18, 19, 20] con la ayuda del método de estados
coherentes. El tipo de cambio de fase discutido ahi, importante para el con-
texto del estudio presentado en esta contribucién, se relaciona con los limites
SU(3) y SO(4) y la transicién entre ellos en una molécula, la cual puede
consistir de dos atomos o dos nucleos. Aqui nos restringiremos tinicamente a
cumulos nucleares. Dos modelos seran discutidos: el Modelo Fenomenologico
Algebraico (PACM) y el Modelo Semimicroscopico Algebraico (SACM).

El Modelo de Vibrones pertenece al grupo del PACM [21, 22]. En el
PACM el niimero minimo de cuantos de oscilacién relativos siempre es cero.
En contraste, en el SACM existe un nimero minimo de cuantos de oscilacion
relativos, debido a la condicién de Wildermuth [23], necesario para observar
el principio de exclusicén de Pauli.

Algunas de las preguntas importantes discutidas en esta tesis son:

= ;Cudl es el orden de las diferentes transiciones de fase en los modelos
discutidos?

= ;Cémo se define el limite termodinamico?

= ; Cuadl es la diferencia entre tomar o no en cuenta el principio de exclu-

sién de Pauli?

Relacionado con la primer pregunta, se ha establecido en [4, 5, 17] que
la transicion de SU(3) a SO(4) es de segundo orden. En [20] se realizaron



estudios numéricos con un numero finito total de bosones (N) donde se sugi-
ri6 que debe existir una transicién de fase de primer orden dentro del PACM
y del SACM (ahi el limite dindmico SU(3) incluye la interaccién cuadrupolo
- cuadrupolo). En esta contribucién mostraremos que dependiendo de la es-
tructura del Hamiltoniano y del sistema de ctimulos considerado, puede o no
producirse una transicién de fase de primer o segundo orden.

En cuanto a la segunda pregunta, mostraremos que usando el método
de estados coherentes para cualquier N existe una transicién de fase en el
sentido termodinamico, aunque N es finita. Los estudios numéricos muestran
que para N finita la transicion de fase no es abrupta, en cambio muestra una
transicién suave como funcién de los pardmetros del modelo [17].

Finalmente, para la tercer pregunta, mostraremos que de hecho hay di-
ferencias importantes en tomar en cuenta o no el principio de exclusion de
Pauli en sistemas de cimulos nucleares.

Esta tesis esta estructurada como sigue:

» Capitulo 2: Se hace una breve revisién del PACM y el SACM.

= Capitulo 3: Se introduce el Hamiltoniano que se utilizara para hacer el
estudio de las transiciones de fase. Consideraremos tinicamente sistemas
de dos cumulos esféricos.

= Capitulo 4: Se discute brevemente el método de estados coherentes
y se aplica para calcular los elementos de matriz relevantes para los
casos del PACM y del SACM. Claramente, el estado coherente del
PACM debe poder recuperarse del estado coherente del SACM cuando
fijamos el nimero minimo de cuantos de oscilacion ny igual a cero.
Finalmente, se obtiene la energia potencial correspondiente, calculando
el valor esperado del Hamiltoniano para ambos casos.

= Capitulo 5: En este capitulo se describe el procedimiento estandar de
acuerdo con la clasificacién de Ehrenfest para determinar una transicion
de fase y su orden, este procedimiento es independiente de la nocion
de simetrias dindmicas. Ademads se investigan las transiciones de fase
entre las simetrias dindmicas SU(3) (el limite de acoplamiento fuerte)
y SO(4) (el limite deformado).



= Capitulo 6: Se aplica el andlisis descrito en el capitulo anterior para un
sistema de dos cimulos nucleares esféricos.

= Capitulo 7: En este capitulo se dan las conclusiones y se presenta la
discusion entre las diferencias del PACM y el SACM y su importancia
en el estudio de cimulos nucleares.



Capitulo 2

El Modelo Fenomenolégico
Algebraico (PACM) y

el Modelo Semimicroscépico
Algebraico (SACM)

En las iltimas décadas se han desarrollado diversos modelos tanto geométri-
cos como algebraicos para describir moléculas nucleares. A principio de los
ochenta se propuso un modelo fenomenolégico algebraico para ctimulos nu-
cleares para la descripcion de estados quasi-moleculares o estados de ciimulos
para nucleos atémicos llamado modelo de vibrones [21] (Véase Apéndice A).

En su forma original este modelo posee una estructura de grupo U(4)
para la descripcion del movimiento relativo en un sistema de dos ctimulos.
Su importancia se hace evidente en su aplicacién en sistemas nucleares ligeros.
Al combinarlo con un modelo de interaccién de bosones o con un modelo de
fermiones interactuantes para la descripcién de los grados de libertad internos
de cada cumulo, el enfoque algebraico fue capaz de describir sistemas de
cumulos méas complicados, incluyendo nicleos pesados.

Aunque diversos métodos de teoria de grupos se habian utilizado exten-
sivamente en los estudios de cimulos durante muchos anos, la relaciéon entre
el enfoque fenomenoldgico y microscépico no era clara.



En otras palabras, faltaba el fundamento microscépico del modelo de
vibrones y sus extensiones.

La aplicacion del modelo de vibrones para algunas bandas de ctimulos
bien establecidas en nicleos ligeros revel6 la necesidad de modificar las su-
posiciones correspondientes al espacio del modelo [24, 25] y el factor espec-
troscépico del cumulo [26]. La razén por la cual el modelo de vibrones no
fue lo suficientemente exitoso en su forma original al describir el problema

de cimulos nucleares es que no tomaba en cuenta el principio de exclusién
de Pauli.

Con la modificacion de la descripcién del movimiento relativo en el enfo-
que fenomenoldgico los sistemas de dos ciimulos nucleares doblemente magi-
cos podian describirse razonablemente bien, sin embargo, el espacio del mo-
delo no se ajustaba a otros sistemas de cimulos. Ademas el mapeo entre los
espacios del modelo y las interacciones de las descripciones microscopicas y
fenomenolégicas no podia llevarse a cabo. Para superar estas dificultades se

propuso un enfoque semimicroscopico algebraico a los problemas de ciimulos
nucleares [14, 27].

En el Modelo Fenomenolégico Algebraico (PACM) es decir, en el mo-
delo de vibrones y sus extensiones, la estructura de grupos del modelo se
manifiesta de dos formas. No sélo los estados base estan caracterizados por
las etiquetas de la representacion de los grupos sino que también las inter-
acciones se expresan en términos de los operadores del grupo. Este método
nos lleva a una simplificacion més: para casos especiales se pueden obtener
soluciones analiticas del problema de eigenvalores y para el caso general la
matriz de ecuaciones que hay que resolver no tiene una dimension demasiado
grande. Uno de los posibles conjuntos de bases para la descripcion del movi-
miento relativo se obtiene por medio del grupo SU(3). Este enfoque es facil
de aplicar pero sus funciones de onda no estan antisimetrizadas.

El enlace natural entre los enfoque fenomenolégico y microscoscépico se
obtiene del grupo SU(3), es decir mediante la aplicacién de una base de osci-
lador arménico. En los célculos microscopicos el grupo SU(3) es el grupo de
simetria del oscilador arménico, en el cual los cimulos se describen por medio
del modelo de capas de oscilador arménico e interactiian mediante potenciales
arménicos. Mds importante ain, las funciones de onda del SU(3) permiten
realizar calculos basados en interacciones nucleén - nucleén realistas [28].



En los modelos microscépicos el papel de este grupo es proveer buenos
numeros cuanticos para etiquetar los estados nucleares y de esta forma sim-
plificar la diagonalizacion del Hamiltoniano. Ademas, las funciones de onda
estdan adecuadamente antisimetrizadas, aunque las aplicaciones requieren de
muchos céalculos, los cuales aumentan considerablemente al incrementar el
nimero de nucleones.

Asi el modelo semimicroscépico algebraico toma en cuenta el principio de
exclusion de Pauli y la interaccién cimulo - ciimulo se expresa en términos
de los generadores del grupo. Desde el punto de vista fenomenolégico esto
significa una nueva extensién al modelo de vibrones, ademas de una modifi-
cacién a las suposiciones del modelo para poder deshacernos de los estados
prohibidos por el principio de exclusion.

En resumen, el movimiento relativo se describe por medio del modelo de
vibrones mientras que los grados de libertad internos se tratan en términos
del modelo de capas del grupo SU(3) y los estados prohibidos de la base
del grupo acoplado SU(3) se excluyen. Desde el punto de vista microscépico
lo anterior puede explicarse como una combinacion del espacio del modelo
de cimulos SU(3) con algunas inetracciones fenomenoldgicas las cuales se
formulan de forma algebraica.

Tenemos entonces, que tanto en el Modelo Fenomenoldgico Algebraico
(PACM) como en el Modelo Semimicroscépico Algebraico (SACM), los gra-
dos de libertad relevantes en el movimiento relativo son las oscilaciones en
tres dimensiones. Los operadores que las describen son los operadores de
creacién y aniquilacién de bosones de espin uno.

#,, Fm, m=0,=+1 (2.1)

A este sistema le anadimos los bosones de espin cero de creacion y ani-
quilacién: 6%, y &, respectivamente, los cuales definen un corte, debido a la
condicién de que el nimero total de bosones N = n, +n, debe ser constante.

Los operadores 7, satisfacen la relacion:



10

la relacién para 7', es similar.

Con estos operadores, los generadores de U(4) estdn dados por:

wt.xm, #t.6, &'a™ &6 (2.3)

En el PACM el ntimero n, de cuantos de oscilacion relativos comienza en
cero y tiene una cota por arriba, mientras que en el SACM hay un ntmero
minimo de cuantos [23] necesarios para satisfacer el principio de exclusién de
Pauli.

Para construir los estados se utiliza la teoria de grupos. Una posible
cadena de grupo, para ambos modelos, para la clasificacién de los estados
esta dada por:

SUCI(B) ® SU02<3) ® SUR(?)) 2 SUc(?)) X SUR(3) D

(A1, 1) (A2, pi2) (N, 0) (Ac, ue)
SU@B) D SO@B) D> S0(2)
(A, ) kL M

donde (Mg, p1x) se refiere a la representacion irreducible del SU¢, (3) de los
cumulos individuales, los cuales estan acoplados a la representacion irreduci-
ble intermedia (A¢, jic), mientras que (A, 1) es la representacién irreducible
SU(3) del acoplamiento total.

n, es el nimero relativo de cuantos de oscilacion,

L y M son el momento angular y su proyeccion y £ es un nimero que se
utiliza para distinguir multiples ocurrencias de L en una (A, 1) dada.

Escogimos para la descripciéon de los ciimulos individuales el modelo de
Elliot para SU(3) [29]. En principio, también se podria utilizar el IBM [3],
como se ha hecho en diversos modelos algebraicos de cimulos nucleares [22].
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No utilizamos esta ultima posibilidad, ya que en el SACM los ctiimulos deben
describirse por medio del modelo de capas.

Para poder realizar una comparacion detallada entre los modelos PACM
y SACM, que coincida en la estructura de su movimiento relativo, nos ve-
mos forzados a utilizar el modelo microscépico SU¢, (3). Esta conexién a la
estructura del modelo de capas a SU(3) es otra razén por la cual los estados
de la cadena anterior son los mas apropiados para usarlos en el SACM.

El espacio modelo del SACM se obtiene al comparar todas las posibles
representaciones irreducibles (A, i), de la cadena anterior, con aquellas del
modelo de capas. Al final, sélo se mantienen las representaciones irreducibles
que aparezcan en el modelo de capas. A continuacion se presenta un ejemplo
en el que se ilustran las ideas anteriores [15].

El sistema 2C + «a

La estructura interna de los ciimulos se describe por el modelo de Elliot
[29] con la estructura de grupo UST(4) @ U(3), donde UST(4) es el grupo de
espin-isoespin de Wigner [30] (sin distinguir protones y neutrones), mientras
que U(3) se refiere a la parte orbital.

La representacién [4, 4, 0] utilizando un diagrama de Young [31], es:

[4,4,0] =

mientras que la representacién [4] es simplemente:

4] =

El 2C tiene una representacién U,, , [4,4,0] correspondiente a una si-
metria orbital de [4] en la capa cerrada Ohw y [4,4, 0] en la capa parcialmen-
te llena 1Aw de donde se obtiene la representacion espin-isoespin UZTC (4) de

3,3,3,3].
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La particula a es un escalar U,(3), [0,0,0] y su simetria orbital es [4]
’ . s , . ST
asi que su representacién espin-isoespin correspondiente U, (4) es [1,1, 1, 1].

La tnica representaciéon del producto UiTc(él) ® U." (4) que aparece es

[4,4,4, 4] es decir s6lo los estados escalares de 1°0O deben considerarse.

Entonces, el espacio del modelo se define al comparar la base del cimulo
y la base del modelo de capas.

Las etiquetas de U(3) de la base del cimulo se obtienen del producto
entre las siguientes representaciones del grupo U(3):

[4,4,0] @ [nx,0,0] = )[4+ ny —i,4,1] (2.4)

donde n, es el nimero de cuantos de excitacién y cumple que:

Ny =no,No+1,..., Nmax (2.5)

con ng el niimero minimo de cuantos de oscilacion y 7,4, €l nimero maximo.
En este caso:

mo =4 (2.6)

Nmax = 16

Reescribiendo la ecuacién (2.4) en la representacion (A, ) y sustituyendo
n, = 4 obtenemos:

4

(4,0)® (ns,0) => (4 —i,4— i)

:(Z 4)+(3,3) 4+ (2,2) + (1,1) + (0,0)

(2.7)

El producto [4, 4, 0] ® [4] de la conjuncién de los dos ciimulos, en la capa
Ohw, (siguiendo las reglas correspondientes) sera:
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® aaaa _ - -aaaa n aaa
a
aa a
+ -
aa aaa
+
aaaa
Es decir:
(0,4)® (4,0) = (44) + (3,3) + (22 + (L1 +(0,0)  (28)

Ahora, para la capa lhw (n, = ng+ 1 = 5) tendremos el producto
(0,4) @ (5,0):

- -aaaaa - - - saaaa
® aaaaa = +
a
aaa aa
+ +
aa aaa
- a
+
aaaa

o bien, lo reescribimos como:

(0,4) @ (5,0) = (5,4) + (4,3) + (3,2) + (2,1) + (1,0) (2.9)
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Ahora, para el nicleo unido %0, la representacién correspondiente a la
capa Ohw es la (0,0); la representacién correspondiente a la capa 1hw se
divide en dos capas, en la capa p [4,4,3] que equivale a la representacién
(0,1) y en la capa sd representada por (2,0). Este producto nos da como
resultado:

es decir:

(0,1)®(2,0) = (2,1) + (1,0) (2.10)

Al comparar los estados obtenidos en (2.8) y en (2.9) con los resultados
en (2.10), obtenemos tnicamente el estado (2, 1). El estado (1,0) se remueve
debido a que hay que quitar el estado espurio a causa del movimiento del
centro de masa [(1,0) ® 0hw = (1,0) ® (0,0) = (1,0)].

Al calcular las representaciones Uy (3) (donde el subindice C'M denota
el centro de masa) de la base del modelo de capas también debemos seguir
las reglas de seleccién de U (4).

Por ejemplo una configuracién posible del modelo de capas de las exci-
taciones 2hw es (0)*(1)'°(2)? donde (k)" denota n particulas en la capa con
energfa khw. Ahora bien, la configuracién (1) contiene a las representacio-
nes de U;Z (4) y similarmente, la configuracién (2)? incluye a [1,1,0,0] y a
[2,0,0,0].

Asi, s6lo los productos externos
13,3,2,2] ®[1,1,0,0] y [3,3,3,1] ® [2,0,0,0]

resultan en la representacién requerida U (4), [3,3,3, 3], mientras que los
otros dos productos posibles no lo hacen. En consecuencia las multiplicaciones
de U,,.(3) también se simplifican:
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Permitidas: [4,4,2] ® {[4,0,0] ® [2,2,0]} v [4,3,3] ® [3,1,0]

Descartadas: [4,4,2]®[3,1,0] y [4,3,3]®{[4,0,0] & [2,2,0]} al comparar
con U™ (4).

Ademds podemos quedarnos con una representacion U,,.(3) en la base
del modelo de capas sélo en el caso para el cual tiene una multiplicidad
mayor que aquella de la misma representacion correspondiente al movimiento
espurio del centro de masa. Por ejemplo, en el caso del 0O la representacion
U(3), [5,4,4] entre las excitaciones 17w aparece con una sola multiplicidad
en la base del modelo de capas, asi que debe corresponder a una excitacion
espuria.

Nx [n1, N, ng] (A, )
4 [4,4,4] (0,0)
5 [6, 4, 3] (2, 1)
6 [6,4,4] (2,0)
(7,4, 3] (3,1)
8,4,2] (4,2)
7 [7,4,4] (3,0)
[8, 4, 3] (4,1)
[9, 4, 2] (5, 2)
[10, 4, 1] (6, 3)

Tabla 2.1: Representaciones U(3) obtenidad al comparar las bases del modelo
SACM y del modelo de capas para el sistema ?C +a. Las etiquetas de SU(3)
se definen como A =n; —ny y = ng —ng

El modelo del espacio obtenido de la comparacion entre la base del mo-
delo de capas y la base del modelo de ciimulos se da en la Tabla 2.1 . Para
n, > 8 todos los estados dados en la ecuacién (2.4) son permitidos. El mo-
delo del espacio obtenido de esta forma concuerda perfectamente con el del
modelo microscépico de ciimulos [32].
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Los programas que determinan el espacio modelo estéan disponibles [33]
y pueden obtenerse bajo pedido aunque en la mayoria de los casos es sencillo
obtener la representacién irreducible a mano. De esta forma, se observa el
principio de exclusién de Pauli (Para més detalles ver las referencias [14] y
[15]). Por el contrario, en el PACM no se satisface el principio de exclusién
de Pauli y el nimero de cuantos de oscilacién relativos comienza en cero.

Figura 2.1: Esquematizacion de la condicién de Wildermuth. Las primeras
dos columnas representan la ocupacién de los cimulos °O y « dentro del
modelo de capas. La tltima muestra la ocupacién del 2°Ne. El nimero total
de cuantos de oscilacién del nicleo %0 es 12 y el de la particula « es cero;
mientras que el del 2°Ne es 20. Para satisfacer el principio de exclusién de
Pauli, debemos anadir al menos 8 cuantos de oscilacion.

En la Figura 2.1 se ilustra esta diferencia para el sistema: *°Ne —
160 + «. Las primeras dos columnas muestran la ocupacién de las capas de
los ctimulos individuales 0 y « , mientras que la dltima columna muestra
la ocupacién del sistema unificado 2°Ne:

» El nimero total de cuantos para el nicleo 60 es 12

= El ntmero total de cuantos para la particula « es cero
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» — Sin embargo el ntimero total de cuantos para el nticleo ?*Ne es 20

La diferencia entre la suma de los cuantos de oscilacién de los cumulos
y los del Ne es 8. Por lo tanto, para que el nimero total de cuantos del
sistema unificado sea 20, debemos anadir en el movimiento relativo al menos
8 cuantos. De lo contrario al menos un nucledén se encuentra en un estado
que ya esta ocupado.

Este es el nimero minimo de cuantos ny necesario para satisfacer el
principio de exclusion de Pauli. A esta condicién también se le conoce como
la condicion de Wildermuth [23].

Concentrandonos sélo en el movimiento relativo, podemos identificar dos
cadenas de simetria dinamica que contienen al grupo de rotaciones.

Las correspondientes cadenas de grupo son:

UR(4) D) SUR(3> D SOR<3) D) SOR(Z)

[N,0,0,0] (TLW,O) LR MR
n.=N,N—1,...,1,0
Lr=nyn,—2,...,1 or 0
Mr=Lgr,Lr—1,...,—Lpg

UR<4) D) SOR(4) D) SOR<3) D) 503(2)
[N,0,0,0] (w,0) Lgr Mg

w=NN-—-2,...,1 0or 0
Lrp=w,w—1...,1,0
Mgp=Lg,Lrp—1,...,—Lp

donde el subindice R se utiliza para denotar al movimiento relativo.

Aqui también hemos indicado las etiquetas de las representaciones irre-
ducibles asi como su rango. El grupo SU(3) se considera, en general, como el
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limite vibracional del sistema alrededor de una forma de equilibrio esférica,
mientras que el grupo SO(4) modela la deformacién dipolar estatica.

En este punto, debemos enfatizar que dentro del SACM el limite dindmi-
co SU(3) también permite un potencial deformado, debido a la interaccién
cuadrupolo - cuadrupolo. Esto se debe a que en las consideraciones usuales el
Hamiltoniano del SU(3) estd dado por hwfi, 0 a lo més algunas contribucio-
nes anarmonicas. Sin embargo, cuando se incluye una interaccion cuadrupolo
- cuadrupolo atractiva, la cual puede ser descrita por el operador de Casimir
de segrundo orden del grupo SU(3), el potencial podra exhibir un minimo
deformado dependiendo por supuesto de la magnitud de la interaccién cua-
drupolo - cuadrupolo. Esta discrepancia nos lleva a redefinir los limites de
simetrias dindmicas como sigue:

» Cuando se incluyen interacciones en el nivel SU(3), es decir, la inter-
accion cuadrupolo - cuadrupolo, entonces hablamos del limite SU(3) o
limite de acoplamiento fuerte

Cabe mencionar que dentro del SACM sélo la primer cadena de grupo co-
rresponde a la simetria dindmica real. La ultima cadena (acoplamiento débil)
es s6lo una simetria dindmica aproximada: Debido al principio de exclusion
de Pauli no todas las componentes de la base de estados de SOg(4) contri-
buyen, éstos son todos aquellos estados base correspondientes a un ntmero
menor al minimo de cuantos de oscilacién relativa (ng). Asi, algunos de los
estados de la base de SOg(4) no deben considerarse con lo que el resultado
ya no correspondera a un estado puro de SO(4).



Capitulo 3

El Hamiltoniano

Utilizaremos un Hamiltoniano que sea la suma de los Hamiltonianos en los
limites de las simetrias dinamicas y multiplicaremos cada término por una
funcién de una variable que denotaremos como z. Esta variable interpo-
lara entre diferentes simetrias dindamicas. Uno de nuestros principales ob-
jetivos es describir las transiciones de fase, pero ademéas queremos investigar
la diferencia entre considerar o no el principio de exclusién de Pauli. Nos
restringiremos al caso en que ambos ctimulos son esféricos.

El Hamiltoniano mas general para el caso en que los dos cimulos son
esféricos esta dado por:

7:( = xﬂgU(g) + (1 — ZL’)":{SO(4) (3.1)
donde:
N N .92
HSU(g) :d’flw + (CL — bA’fLW) CQ (nﬁ, O) + 71L
~ ~2 & At oAt At 2 ~ A A2 (32)
Hsowu =1L +Z [(71‘ T ) — (0' ) } x |(Ff- ) — (6) ]
con Afi, = i, — ng, siendo ng el nimero minimo de cuantos (es decir,

el nimero minimo de bosones 7t necesarios para satisfacer el principio de
exclusion de Pauli), donde:
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Para el PACM ng =0

Para el SACM ng # 0

Dado que i x iy podemos reescribir (3.2) como:

Hsu ) =hwit, + (a — bAf,) Cy (ny, 0)
Hsow :E [(ﬁ*-ﬁ*) _ (&T)Q] < [(77) — (5)7]

(3.3)

tomando hw = d + y1 + 72

Notemos que para el caso en que los dos ciimulos son esféricos el operador
de Casimir de segundo orden de SU(3) estd dado simplemente por (ver [13,
14, 15)):

A~

C (1r, 0) = fiy (7 + 3) (3.4)

debido a que:

Co (N )|y = (N + 1% + A+ 3\ + 3) [¢) (3.5)

Entonces si (A, u) = (n,,0) obtenemos la relacién dada en la ec. (3.4).

El operador de momento angular total coincide en este caso con el del

. . .22 ~2 .. .
movimiento relativo, es decir, L = L donde R denota movimiento relativo.

El pardmetro x interpola entre el limite SU(3) (z = 1) y el limite SO(4)
(x = 0). El valor fw se fija con <45A_% — 25A_§) (ver [34]).

La divisién de las simetrias dindmicas en (3.3) se realizé de la siguiente
manera:

En el limite SU(3) el acoplamiento de los operadores de interaccién
se da al nivel de SU(3), es decir, los operadores de Casimir de SUx(3) y
SU(3) deben aparecer. A esto se le llama el limite de acoplamiento fuer-
te. En la literatura cuando el Hamiltoniano contiene el término Awmi, mas
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términos anarmonicos generalmente se le llama limite SU(3) o limite esféri-
co pero aqui decidimos cambiar la notaciéon debido a que entendemos que
bajo este limite se requiere incluir términos como la interaccién cuadrupolo-
cuadrupolo. Para poder comparar nuestros resultados con aquellos de la li-
teratura, debemos tener esto en cuenta cuando hablemos de las transiciones
de fase entre las diferentes simetrias dinamicas.

El limite SO(4) se define a través de la aparicién del operador de Casi-
mir de segundo orden de SO(4). A este se limite se le conoce como limite
deformado debido a que la interaccion siempre producird una superficie de
energia potencial con un minimo deformado, es decir el minimo no se en-
cuentra localizado en el origen de coordenadas.

El factor (a — bAn,) estd relacionado con la interaccién cuadrupolo -
cuadrupolo, la cual estd presente en cualquier sistema nuclear. Sin embargo,
sin la correccién —bAmn,, los estados con un n, suficientemente grande seran
estados con energia méas baja que aquellos con el niimero minimo de boso-
nes 7 (ng es cero para el PACM). Este término es debido a la dependencia
sobre ﬁfr en el operador de Casimir de segundo orden, el cual finalmente
dominara sobre el término hwn, para un nimero suficientemente grande de
bosones 7. En el tratamiento convencional, cuando n, se conserva, una res-
triccion simple sobre A7, es suficiente para solucionar el problema. Estados
con An, grande simplemente no se toman en cuenta, es decir, se excluyen
del modelo del espacio fisico.

Este efecto se estudié en [35] en el contexto del modelo simpléctico del
ntcleo (ver referencias, [8], [36] y [37]). Aqui la interaccién cuadrupolo - cua-
drupolo también domina sobre la energia cinética y finalmente lleva a estados
con n, grande, a bajas energias, incluso por debajo del estado base fisico.
El problema se resolvié sustrayendo de la interaccion cuadrupolo-cuadrupolo
la parte llamada Fquivalente de Traza [35], que asegura que el campo me-
dio todavia se representa por un potencial armoénico. Cuando no se aplica
ninguna correccion, el campo medio de la estructura de capas se destruye y
ya no podemos suponer una estructura de oscilador arménico. Esto también
se noté dentro del SACM en [15], donde los términos de correccién del tipo
An, se incluyen.
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Se presentan términos de interaccion de tercer orden, mds grandes que
la suposicion usual de restringirse a interacciones de sequndo orden, es ne-
cesario constderarlos para evitar los problemas mencionados anteriormente.

Sin estas correcciones, el problema diverge al aumentar el nimero total
de bosones (7 + o) si se consideran los términos de interaccion.

Con estas observaciones, esperamos haber convencido al lector que los
términos de tercer orden deben ser incluidos en el Hamiltoniano, en el mo-
mento en que las capas se combinan.



Capitulo 4

Estados Coherentes

En este capitulo se dan las definiciones de los estados coherentes (estados
de prueba) que se emplean para los modelos PACM y SACM, asi como los
elementos de matriz relevantes en este estudio (vedse el Apéndice C para re-
visar el cdlculo detallado). Posteriormente se define un potencial semi-clasico
utilizando la Aproximacién de Traslape Gaussiano (ver Apéndice D), el cual
se utilizara para investigar las posibles transiciones de fase.

4.1. El Modelo Fenomenolégico Algebraico
(PACM)

En esta seccién se da una expresion del estado coherente para el modelo
PACM vy se obtienen los elementos de matriz relevantes.

4.1.1. Estado Coherente del PACM

El estado coherente adquiere su forma mas simple en el PACM. El estado de
prueba estd dado por (ver C.2.1):

23



24

) = N[5 + (- @T)]7]0) (4.1)

Aqui NV es el factor de normalizacién (ver ecuacién (C.22)) y « es la
notacién corta para las variables complejas a,,,(m = 1,0,—1). El operador
con los coeficientes complejos a es la combinacion lineal mas general de los
operadores de creacion del PACM, manteniendo N constante.

4.1.2. Elementos de Matriz Relevantes del PACM

El factor de normalizacién del estado coherente y el estado coherente son:

N = 1
N1+ 2]
. (4.2)
o) = N[frT + (a1 ¥|0)
N1+ o?]

Los elementos de matriz relevantes del Modelo Fenomenolégico Algebrai-
co (PACM) son (ver Apéndice C.2.2):

(o) = 1+ a?]
(7o) = NV = )[1 +a2? [I+a
(A2) = N(N — 1)(N — 2)[ e +3N(N —1) TR Tk
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(3 () = NV = )=
(81-67) (6-8)) = N(N — 1) ——_
S (13)
oAl (5.6) = _ &
(7 #1) (-8)) = NV = ) o
<(&T &T) (7?" ﬁ')) :N(N_l)[1+a2]2

4.1.3. La Energia Potencial del PACM

La importancia de los estados coherentes se vuelve evidente al definir una
Superficie de Energia Potencial (Potential Energy Surface, PES), la cual de-
pende de las variables colectivas «,,. La PES se define como:

V(e) = (a|H|a) (4.4)

Este procedimiento estd bien establecido y es conocido como Aproxi-
macién de Traslape Gaussiano (Gaussian Qverlap Approzimation) dentro
del Método Generador de Coordenadas (Generator Coordinate Method, Ver
Apéndice D basado en [38]), donde se desprecia la contribucién del punto
cero dado que dicha correccién es del orden % donde N es el nimero total
de cuantos y cumple que N >> 1.

Usando la ecuacién (3.1) y las expresiones dadas en (3.3) para el PACM
tendremos que el Hamiltoniano general estara dado por:

H =z {mm + (a — bAR,) Cy (1, 0)}

a0 5 00 - @] ) 07)
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— 2 {(hw + 3a) A, + (a — 3b) A% — bR} (4.5)
(1 -a)] [ 7) @ 7) - (77 (6)° - (67 (7 7) + (67)(6)7]

Con los resultados obtenidos en la seccion anterior podemos encontrar
V() para el PACM sustituyendo el Hamiltoniano dado en la ecuacion (4.5):

(& 2T)(# 7)) — (& 27) (6)°) — ((67)* (& 7)) + ((67)*(6))]

Sustituyendo todos los valores esperados calculados anteriormente:

1+ a?

+x(a—3b){N<N_1)[1ia2] +N[1i0‘2}}

- xb{N(N )N — 2)0‘—63 F3N(N — 1)0‘—4}

V() =z (hw + 3a) N

1+ a?| 1+ a?]”
N faﬂ
+(1-2)gNW -1) { e &] 2 a] ' +1a2]2}
—1 (hw + 4a — 4b) Nﬁ +x(a — 6b)N(N — 1)&
— 2bN(N — 1)(N — Q)ﬁ +(1- x)iN(N - 1)%
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V(e) = (hw + 4a — 4b) N3* + x(a — 6b) N(N — 1)3*

4.6
—abN(N — 1)(N —2)8° + (1 — a;);lN(N —1)(28* - 1)? (4.6)
En esta ultima igualdad se definio:
2
9 a
= 4.
e 47

El rango de 3 estd entre 0 < § < 1, debido a que el rango de « es
0 < a < oo. Simplificando la ecuacién (4.7) se obtiene:

V(B)=+(1- 93) N(N —1)
(o + 4a —4b) = (1 = 2)e(N = 1)] N§? (4.8)
[r{a — 65) + (1 — )N (N — 1)

— 2bN(N — 1)(N — 2)3°

+
+
+

Para facilitar la lectura de la ecuacidén anterior definimos los coeficientes:

x(hw +4a — 4b) — (1 — z)c(N — 1)
4= —b(N - (N —2) (49)
 xz(a—6b)+ (1 —x)c
B = ) (4.10)
(1—m)F
= ooy .

Con lo que el potencial adquiere la forma:

V(B) = [~xbN(N — 1)(N —2)][C + AB? — B3* + 9] (4.12)



28

Finalmente, sea:

_ V(B)
VB = N - )V =2

El potencial que utilizaremos para investigar las transiciones de fase sera:

V(B)=AB* - BB + 4+ C (4.13)

4.2. El Modelo Semimicroscépico Algebraico
(SACM)

Al igual que en la seccion anterior, ahora se buscara una expresion para la
energia potencial en el SACM; para ello partimos de la expresion del estado
coherente correspondiente (vér Apéndice C.3.1).

4.2.1. Estado Coherente del SACM

Los estados coherentes se vuelven mas complicados para el SACM, donde
se necesita un nimero minimo de cuantos de oscilacién relativos. El estado
coherente en este caso esta dado por [12]:

\a> :N’Nm (a_ﬁ.’r)no [a_’r + (a.ﬁ.'l‘)}N+n0’0>

N' an “ ~ N+n
=NnNno (N + no)! dy [JT+’V(0¢-71-T)} + 0|0>‘

(4.14)

=1

mientras que su factor de normalizacion es:



29

donde ng representa el nimero minimo de bosones 7 necesarios para satisfacer
el principio de exclusion de Pauli. EI nimero total de bosones esta dado por
N 4+ ng = N'. La segunda linea nos da una expresién equivalente necesaria
para simplificar los calculos. Debe entenderse que al final de la operacion
diferencial el valor de vy debe fijarse igual a 1. El factor Ny ,, es la constante
de normalizacién del estado (ver la ecuacién (C.39)) que depende del niimero
minimo de bosones 7 y del niimero total de bosones (N + ng). En el caso en
que ng = 0 el estado coherente del SACM se reduce a la forma del estado
coherente del PACM.

Las abreviaciones que utilizamos son:

N' 2 N+no N + no k' 2
F 2 2k
o)t 2 () [

N+ng—1
Fi(o?) =0 3
|
(N T no). k=maxz(no—1,0)

e =

P (o) = (N1)? N+Zno:2 (N+n0—2): (k+2)! !:QQ%
)
|

|
(N T no). k=maz(no—2,0)

(k3 17 a16)

N4+ng—3
2\ _ (N1)? N +mno—3
F33(Oé)‘(N+n0)l Z | k

" k=maxz(ng—3,0
N4ng—2
FN-2 (a2) _ (N!)2 ZO N+no—2 (k)! ? o2k
00 (N +mno)! 2 k (k —ny)!
=ng

2 (N1)?
Foo (o) (N +no)!

=) Rl ]

k=ngo

Los elementos de matriz relevantes del Modelo Semimicroscépico Alge-
braico (SACM) son (ver Apéndice C.3.2):
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() = (N o)
o i a2F11 (a2) . _— a4F22 (042)
i) = (Vo) g oy F N o o = ey )
A3\ n gZFH (QQ) n ng — 064F22 (042)
() = (N o) oy 43N F (N o = Dt )
+ (N 4+ no)(N +ng — 1)(N +ng — 2)0‘6%0(2)
- (ZJ;)(O‘ ) (4.17)
(77T (7)) = (N + ng)(N +ng — 1)a4FZ§(042)
<(5.T.5-T) (6:6)) = (N +np)(N +ng— 1)%
o o I (0?)
(#1-271) (6:8)) = (N +no)(N +no — D)o g
((&T- &T) (ﬁ-. 7‘1-)> = (N + no)(N + ng — 1)042 gzz EZzi

4.2.2. La Energia Potencial del SACM

En este caso, el Hamiltoniano estara dado por:

H = a {(hw + 3a + 3bng) e + (a — 3b + bng) A2 — b } «
(1= ) S [(# 7)o 7) — (77 (0 — (612 1) + (020

Por lo que para calcular el potencial tomamos los valores esperados de
los operadores dados en (4.17) sera:
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F
V(a) =z (hw + 3a + 3bng) (N + no)a2F—“
00

F E
+ 2 (a — 3b+ bny) {(N + ng)a® == + (N 4 ng)(N + ng — 1)0442}
Foo Foo

Fiy Fy 33 19)
— bz (N + ng) {oﬂ— + (N +ny—1) {3@4— + (N +ng — 2)0[6—}
Foo Foo
4F22

F (1= 2)S(N +no)(N + 1) 2a2 2 | Foo *
—_ J— — — — a — —
Pyt "o “ Foo Foo | Foo

Por lo tanto, la energia potencial estara dada por:

F
V() =z (hw + 4a — 4b + 4bng) (N + no)a2F—H
00
F
(1= 2)S(N +no)(N +ng — 1)a?-2
2 Fyo
& 4F22
+ [x(a — 6b + bno) + (1 — JJ)Z (N + no)(N + ng — 1)05 F_ (4.20)
00
6F33
00

N—-2

F
+ (1= 2) (N +n)(N + g — 1) o




Capitulo 5

Transiciones de Fase

En este capitulo se presentan la definicion y clasificacién de las transiciones
de fase y se describe el procedimiento a seguir para el estudio de las mismas
en modelos algebraicos para cimulos nucleares.

5.1. Fases y Transiciones de Fase

Para poder realizar una discusién sobre transiciones de fase, lo primero que
tenemos que hacer es definir una fase. Este es un concepto de la Termo-
dinamica y la Mecanica Estadistica, donde una fase se define como un siste-
ma homogéneo. En este contexto, al encontrar anomalias de las cantidades
termodindmicas vemos el sello de una transicién de fase.

Asi, la ecuacién fundamental del sistema debe satisfacer el criterio de
estabilidad esto es, permanecer homogéneo y en equilibrio. Si los criterios de
estabilidad no se satisfacen, el sistema se rompe en dos o méas porciones. A
esta separacion se le llama transicion de fase.

Las transiciones de fase ocurren en la naturaleza en una gran variedad de
sistemas y bajo un amplio rango de condiciones. Por ejemplo, las transicio-
nes de paramagneto a ferromagneto ocurren en el hierro a una temperatura
cercana a los 1000K, la transicion a superfluidez del Helio liquido ocurre a
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2.2K y la condensacién de dtomos de Bose-Einstein ocurre a 10~"K. Adem4s
de este amplio rango de temperaturas, las transiciones de fase ocurren en
una gran variedad de sustancias, incluyendo sélidos, liquidos clédsicos y flui-
dos cuanticos. Por lo tanto, las transiciones de fase son fenémenos generales
asociados con las propiedades bésicas de los sistemas de muchos cuerpos.

En la actualidad se han empezado a estudiar las transiciones de fase de
sistemas cudnticos finitos como por ejemplo, los niicleos atémicos [39], [40].
Los modelos algebraicos son especialmente ttiles en este tipo de estudios.
Las fases y las transiciones de fase se investigan usualmente en sistemas con
un nimero muy grande de grados de libertad, pero con estos modelos gene-
ralmente se considera un nimero finito de particulas (N), después siempre es
posible ir al limite de N grande donde las transiciones de fase reales ocurren.
Para N finita puede investigarse si algunos cambios sobreviven o no. Como
un parametro de control se utiliza el peso relativo de los Hamiltonianos que
pertenecen a distintas simetrias dindmicas (limites que se resuelven analitica-
mente). Los minimos de la superficie de energia potencial se investigan como
funcion del parametro de control y el grado de su derivada que presenta dis-
continuidad (en el limite de N grande) define el orden de la transicién de
fase.

5.1.1. Definicion de simetria dinamica

Se dice que un sistema cuantico descrito por un Hamiltoniano H indepen-
diente del tiempo tiene una simetria exacta descrita por el dlgebra de Lie
L si los operadores de todos los generadores de L conmutan con H es de-
cir, [H, L] = 0 (Ver [41]). Por ejemplo, el oscilador arménico tridimensional
tiene una simetria exacta: U(3). Mas aun, si H =T +V y los elementos
de L no sélo conmutan con H sino que también conmutan con 7 y V ala
simetria se le llama simetria geométrica (ver [42]). Por ejemplo el oscilador
armonico tiene a O(3) como simetria geométrica. Cuando se tiene una si-
metria exacta entonces no sélo el operador es simétrico sino que también lo
son sus eigenvectores (es decir, se transforman de acuerdo a una representa-
cién irreducible) [43]. En ese caso, el Hamiltoniano contiene los elementos de
la simetria tinicamente a través de sus operadores invariantes.

Si el Hamiltoniano se expresa en términos de los operadores invariantes
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de una cadena de subdlgebras (en lugar de una sola algebra como en el caso
anterior) se habla de una simetria dindmica. En ese caso, el Hamiltoniano
ya no es simétrico, pero sus eigenvectores si lo son [44]. Por ejemplo, en el
modelo nuclear de Elliot el Hamiltoniano se escribe en términos de los in-
variantes de Césimir de la cadena algebraica U(3) D SU(3) D SO(3) por
lo tanto U(3) y SU(3) son simetrias dindmicas, mientras que SO(3) es una
simetria geométrica (exacta). En este caso, la degeneracién original corres-
pondiente a U(3) se rompe. El problema de eigenvalores de un Hamiltoniano
con una simetria dindmica todavia tiene solucién analitica (en forma similar
a la simetria exacta).

Se le llama simetria quasi-dindamica (o simetria efectiva), cuando la inter-
accion de una simetria dinamica es tan fuerte que no sélo separa los estados
base sino que los mezcla, y a pesar de esto, la simetria sobrevive (para algunos
estados) [45]. En este caso, ni el operador ni los eigenvectores son simétricos.

5.1.2. Las Transiciones de Fase en Fisica Nuclear
Transiciones de Fase Térmicas

Cuando un nicleo atémico se encuentra en la regién del estado base gene-
ralmente se considera como una gota de agua microscopica. Durante mucho
tiempo no se sabia si hay una transicién de fase a la fase gaseosa al aumen-
tar la temperatura. Después de largas investigaciones tanto tedricas como
experimentales, la respuesta parece ser afirmativa [46]. A ésta se le llama
transicion de fase de la materia nuclednica.

A temperaturas aun mas altas los nucleones se disuelven y los quarks
y gluones se mueven libremente. Como consecuencia, una transicion de fase
drastica puede tener lugar: el sistema pasa de la fase hadrénica a la fase
sin confinar. Es un descubrimiento tedrico interesante que esta transicién
es analitica (con derivadas continuas a cualquier orden) de acuerdo con las
circunstancias del Universo temprano asi como con las colisiones de iones
pesados [47]. Esta prediccién contradice muchas expectativas de que fuera
una transicién de fase de primer orden. En estas transiciones por supuesto
que el efecto del tamano finito del niicleo es muy importante, pero atin estan
gobernadas por la temperatura.
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Transiciones de Fase Cuanticas, caso de camulos nucleares

En los nicleos atémicos también se observan otro tipo de transiciones de
fase, las cuales no estan gobernadas por la temperatura, asi que se les conocen
como transiciones de fase cuanticas. Su apariciéon estd muy relacionada a los
efectos de tamano finito, ya que tienen que ver con la forma del nicleo o con
el movimiento colectivo del nicleo como un todo.

Una transicion de fase cuantica es una transicion entre distintas fases
cuanticas a temperatura cero. Este tipo de transiciones sélo ocurren varian-
do un parametro fisico del Hamiltoniano del sistema y describen un cambio
estructural en el estado base de un sistema de muchos cuerpos. Es intere-
sante estudiar las transiciones de fase en el limite termodindmico (N — oo,
siendo N el nimero de particulas) ya que no toda transicién de fase cuéntica
permanece en este limite.

Consideraremos sistemas binarios de cimulos y los describiremos por
medio de los modelos algebraicos de cimulos nucleares fenomenolégico y
semimicroscépico de tal forma que las interacciones en los dos modelos son
las mismas pero difieren uno del otro en considerar o no, el principio de
exclusion de Pauli como ya hemos mencionado anteriormente.

El movimiento relativo se toma en cuenta por medio de la estructura
de grupo del U(4) del modelo de vibrones [21]. La estructura interna de
los ctiimulos se describe por el modelo de Elliot [29] (ver Apéndice B) con la
estrucura de grupo UST (4)@U(3), donde U5T(4) es el grupo de espin-isoespin
de Wigner [30], mientras que U(3) se refiere a la parte orbital. El producto
de las funciones de onda de estos modelos esta contaminado por los estados
prohibidos por el principio de exclusién de Pauli, resultando en el modelo
PACM. Cuando se considera el principio de exclusién de Pauli y se excluyen
los estados prohibidos del modelo nos encontramos con el modelo SACM.

Las interacciones de los modelos se construyen con los generadores de
grupo de la manera usual cuando se trabaja con la descripcién algebraica.
Cuando estamos interesados sélo en un sector del espacio de espin-isoespin,
entonces el grupo de Wigner sélo es importante en la construccion del modelo,
pero desde el punto de vista de la interaccién la estructura de grupo se
simplifica a: Ug, ® Ue, ® Ur D U(3) D O(3) donde C; denota el i-ésimo
cumulo y R corresponde al movimiento relativo. El Hamiltoniano construido
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a partir de los operadores invariantes de esta cadena tiene como simetria
dindmica a U(3): ﬂU(g). El limite U(3) de los modelos algebraicos de ciimulos
corresponde a un vibrador suave (en términos del modelo colectivo). En el
modelo de vibrones, aplicado a la descripcién del movimiento relativo, existe
también la simetria dindmica O(4). Denotamos la interaccién de la simetria
dindmica O(4) por 7:t0(4). Este limite corresponde a un rotor rigido (en el
lenguaje del modelo colectivo).

Asi, obtenemos el Hamiltoniano general dado en el capitulo 3:

~

7:‘ = I”:‘U(g) + (1 — :L’)Ho(4)

En este contexto las diferentes fases estan caracterizadas por
diferentes simetrias y una transiciéon de fase involucra un cambio
de la simetria.

5.1.3. Clasificacion de las Transiciones de Fase

Tenemos varios tipos de transiciones de fase y también diferentes herramien-
tas para describirlas. Por ejemplo, en la clasificacién de Ehrenfest, una tran-
sicion de fase de primer orden es aquella en la cual una funcién G de las varia-
bles del sistema es continua, pero sus derivadas con respecto a sus parametros
son discontinuas; en las transiciones de fase de segundo orden G y sus pri-
meras derivadas son continuas pero sus segundas derivadas son discontinuas;
de manera similar las transiciones de orden superior pueden definirse por
generalizacién directa. Paralelamente tenemos las transiciones de fase orden-
desorden de Landau, que introduce el concepto de parametros de orden y
expresa los potenciales termodindmicos como un desarrollo en series de po-
tencias de dicho parametro. El tipo de desarrollo y la caracteristica fisica del
parametro de orden depende de la naturaleza de la transicion en el sistema.
También es posible establecer la correspondencia entre las transiciones de
fase orden-desorden de Landau y las transiciones de primer orden y las de
segundo orden de Ehrenfest.

Mas recientemente se ha supuesto [48] que las fases (relacionadas por las
simetrias dindmicas y las transiciones de fase en el diagrama de fases) pueden
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caracterizarse por una simetria quasi-dinamica. Si esto sucede la situacion se
asemeja a las transiciones de fase en la teoria de Landau donde las diferentes
fases se caracterizan por distintas simetrias [49].

5.2. Procedimiento para identificar Transicio-
nes de Fase y su orden en el PACM y en
el SACM

Para este trabajo, investigaremos las transiciones de fase utilizando el criterio
de Ehrenfest siguiendo el procedimiento y recomendaciones dados en [50]:

1. Como primer paso, se determinan los minimos de la PES en el espacio
de variables colectivas a,,. Cuando no hay rotacién sélo habra una
variable, que denotaremos como «. Esto se debe a que el vector de
distancia entre los cimulos siempre puede alinearse a lo largo del eje
intrinseco z el cual conecta ambos cimulos. Como vimos en la seccion
anterior hacemos un cambio de variable:

Oé2

ﬁ:u+ﬂ

(5.1)

Entonces, tenemos que determinar los puntos extremos por medio de:

av

2L

dp
Esta ecuacién nos da la posicién de los extremos en 3; (i = 1,2, ...) como
funcién de los pardmetros py,...,py,, es decir: 3; = Bi(p1,. .., Pn,)-

2. A continuacién calculamos los valores del potencial en los puntos ex-
tremos. Como buscamos los puntos en que el potencial tiene minimos
debe satisfacerse que:

a?v
>0 (5.2)
a7,
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3. Se determinan las regiones donde ocurren las transiciones de fase en el
espacio de parametros cuando al menos dos minimos estan a la misma
energia, es decir:

La ecuacién anterior nos brinda una relacién de la forma

f®1, o) =0 (5.4)

entre los parametros, lo cual nos permite expresar un parametro en
términos de otro.

4. Ahora se determinan la primera y la segunda derivadas del potencial
evaluado en los puntos extremos con respecto a los parametros de la
teoria, es decir:

n
dpy
donde p;, es la notacion corta para los parametros de control del modelo
(k=1,2,...,n,) con n, el nimero de parametros y n = 1, 2. Usualmente
esto es suficiente si queremos investigar transiciones de fase de primer
o segundo orden. Cuando la transicién de fase es de orden superior, se
deben calcular las derivadas correspondientes de orden mayor.

5. La transicién de fase serd de orden m cuando la m-ésima derivada del
potencial con respecto a sus pardametros sea discontinua en el punto de
la transicion, mientras que las demés derivadas con n < m sean iguales,
es decir:

OV VB
dp}, dpj;

oV (i) y "V (B;,)
dpi? dpi
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5.3. Estudio de las Transiciones de Fase para
el PACM

De acuerdo con la seccion 4.4 el potencial que utilizaremos estara dado por
la ecuacién (4.13):

V(B) = AB* — B+ 3+ C (5.7)
Se encuentran los extremos, por medio de:
dv

_ _ 3 5 __
b= 248 — 4B +66° =0 (5.8)

Las soluciones a la ecuacién (5.8) seran entonces:

Solucién 1: fr = (5.9)

(B v m) (5.10)
1

Solucién 8: 3} = 3 (B VBT - 3A> (5.11)

Solucién 2: By =

W=

El potencial evaluado en los puntos extremos estara dado por:

Vi) = C (5.12)
V() = 2—17 <B + m) <6A B - Bm) +C(5.13)
V(%) = 2—17 (B— VB =34) (64 - B>+ BVE? — 34) + C(5.14)

Las ultimas dos expresiones sé6lo tienen sentido cuando las soluciones en
(5.10) y en (5.11) son reales y positivas entonces, la primer condicién que
debe satisfacerse para que existan los puntos extremos 3y y (33 es:
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2 B2
B*—3A>0 = AS? (5.15)

Ademds claramente deben satisfacerse por separado: 32 > 0y 32 > 0 de
donde vemos que:

Si B > 0 = No hay restriccién sobre A

Para f: B+ +VB?—-3A>0=
SiB<0=A<0

SiB>0=A>0
de lo contrario (53 no es extremo

Para 035: B—+vB?—-3A>0=

Si B < 0= f3 no es extremo

Tabla 5.1: Condiciones sobre los parametros A y B para la existencia de los
puntos extremos (3, y (33

Ahora, buscamos los minimos del potencial, para ello, debe satisfacerse
que:

a2V , .
= 2A —12BB* +306* > 0 (5.16)

Para los puntos extremos dados en (5.9), (5.10) y en (5.11), tendremos:

Para f;:

A2V
d_ﬁ‘; =2A>0 = Si A>0, (i esun minimo (5.17)
B
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Para fs:

v
a3

8, B
:g(B _3A)(1+_?§t52> (5.18)

B2

Si B>0= [} es un minimo
B
Entonces: (1 + —) > 0=
B2 —-3A
SiB<0= A<O0
para que (5 sea minimo

La tnica posibilidad para que 33 sea un extremo de acuerdo con la Tabla
5.1, es ser un maximo ya que:

il
e

8 /12 B
.73 (B* —34) <1 — B2——3A) (5.19)

SiB>0= A>0

(3 es un maximo

B
Entonces: (1 — —) <0=
B2 - 3A

Si B<0= (35 no es extremo
de acuerdo con la Tabla 5.1

Ahora determinamos las regiones donde ocurren las transiciones de fase
en el espacio de pardmetros { B, A} buscando el punto para el cual los mini-
mos (1, F2) estdn a la misma energia, para ello utilizamos las ecuaciones

(5.12) y (5.13):
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V(B1) = V(5)

022—17(B+m) <6A—BQ—Bm>+C

entonces:

(me) <6A—BQ—Bm>:O

En la region donde existen dos minimos se requiere que B > 0 de acuerdo
con la ecuacién (5.19), por esta razén (B ++VB?— SA) > 0; entonces, para
que los minimos estén a la misma energia se requiere que:

6A — B2 — BVB2—-3A=0
(6A — B*)? = B*(B* — 3A)
36A4%2 — 12AB%? + B* = B* — 3AB?

Por lo tanto

B2

Podemos resumir la informacién del comportamiento del potencial por
medio de una gréfica (Figura 5.1) entre los parametros, A vs B mediante las
condiciones dadas en la Tabla 5.1 y en las ecuaciones (5.17) a (5.20).

. . ’1e 2 .
» Para B negativa y por encima de la curva sélida A = - existe un

3
minimo esférico en 3 = 1 = 0 (Region I11).

= Para B negativa y A negativa existe un minimo deformado en 3 = [,
(Region IV).

= En la linea semipunteada A = 0 ocurre una transicién de fase.
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» Para B positiva y A negativa existe un minimo deformado (Regidn IV').

= Para B positiva y A por debajo de la curva sélida A = %2 (Regiones [
y II) coexisten un minimo esférico y un minimo deformado hasta que
A = 0. La linea punteada muestra la condiciéon dada en la ecuacion
(5.20) A = BTQ. Entre la curva sélida y la curva punteada (Region II)
el minimo global es el minimo deformado. Cruzando la linea punteada
ocurre una transicién de fase.

AvsB
0.4 T T T T T T
03} Region )t
02} Region Il .
< o1f Region | e

0
-01 Region IV B
_02 1 1 1 1 1 1

0.2 0 0.2 04 06 08 1 12

B
B3 B4 A=0

Figura 5.1: Grafica del espacio de parametros del modelo PACM. El eje
horizontal representa al parametro B mientras que el eje vertical denota al
pardmetro A. En la Region I y en la Region II existen dos minimos, uno
esférico y uno deformado. En la Region I el minimo global resulta ser el
minimo deformado, mientras que en la Region Il es el minimo esférico. En
la Region III sélo existe un minimo esférico y en la Region I'V sélo existe un
minimo deformado. Las curvas graficadas delimitan las zonas de transiciones
de fase.

Asi, podemos concluir que pueden existir transiciones de fase de primer
y segundo orden dependiendo del sistema que consideremos. A continuacion
se muestra el analisis de fases correspondiente.
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5.3.1. Caso 1: Transicion de la Region I a la Region
II

Claramente, en estas dos regiones se tiene que B > 0, ademads, la condicion
para que ocurra una transicion de fase esta dada por BTQ, donde la altura del
minimo deformado iguala la altura del minimo esférico. Dado que el potencial
es constante para 3; tendremos para toda n > 0:

V(%)
—n =0 (5.21)

Por otra parte, para el caso de (35 tenemos:

AV (5s) 1 B 2
=—VB2-3A|14+ —— =-B+#0 5.22
A | w3 (* 32_3A> a3 70 (5:22)
Entonces:
dV (%) dV (5)
2
dA AEZQ% dA A= E2 (5:23)

Con lo cual concluimos que: existe una transicién de fase y ésta es
de primer orden.

5.3.2. Caso 2: Transicion de la Region III a la Region
IV con B<O0

En este caso tendremos de nuevo para f3;:

A"V (%)
dAr 0
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para toda n > 0.

Por otro lado, para (3,:

dV (53s)

e
R = W EE
Entonces:
dV(B)| _ dV(5) (5.26)
dA [,y dA |4

Por lo tanto: Existe una transicién de fase que es de segundo
orden

5.3.3. Calculo de observables

Debido a que encontramos analiticamente las condiciones que se satisfacen
para que ocurra una transicion de fase, es posible calcular los valores espe-
rados de todas las observables en la transicion.

De acuerdo con la ecuacion (5.10) el minimo deformado es:

5 = % (B +VB - 3A> (5.28)

. ey . ey . 2
La condiciéon de que ocurra una transicién de primer orden es, A = BT

con B > 0, entonces:
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1 / B2 1 1 1
2
B 3<+ 34) 3( +2) 2 (5:29)

Recordando que 3% =

o
, es posible calcular los valores esperados de

1+ a?

las observables:

1
() = N3 = sNB

(A2) = N(N —1)5* + N§? = }lN(N —-1)B* + %NB
(A2) = N(N — 1)(N —2)3° + 3N(N — 1)3* + Nj3?
1 , 3 , 1
= gN(N —1)(N-2)B°+ ZN(N —1)B* + §NB

(& &1 (7 7)) = N(N —1)3* = %N(N ~1)B (5.30)

167 (6-6)) = N(N — 1) = N(V - !
(( )(6-6)) = N(N 1)[1_52]2 N(N 1><1_%B)2
(&7 %" (6-6)) = N(N - 1) i Zp] = N(N — 1)m
(616 (7 ) = NV = )L = NV = )52

Cabe destacar que como se mencioné anteriormente, el rango de [3?
estd entre 0 < 3% < 1, entonces, de acuerdo con la ecuacién (5.29), B queda
restringida al intervalo

0<B<2 (5.31)

A continuacién se muestran las graficas de estas observables:
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Figura 5.2: Grafica de (fi.) vs B.
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Figura 5.3: Grafica de (R2) vs B.
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Figura 5.4: Gréafica de (d2) vs B.
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)) vs B.
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5.4. Estudio de las Transiciones de Fase para
el SACM

En principio, debemos hacer el mismo andlisis dado en la secciéon 5.3 para
el caso del PACM. Sin embargo, las funciones tienen ahora una forma muy
complicada e impiden un tratamiento analitico sencillo.

Otra posibilidad es aplicar todos los pasos dados en la seccién 5.2 y
realizar un andlisis numérico pero seguir este camino nos lleva a un nuevo
problema: debido a los errores numéricos, comparar dos funciones en un punto
nunca puede ser exacto (en nuestro caso, necesitamos comparar las derivadas
del potencial en los distintos minimos), lo cual nos impedira decidir el orden
de la transicién de fase.

A pesar de esto, para un sistema especifico (es decir fijando algunos
pardmetros) podemos buscar numéricamente los minimos del potencial (hasta
cierta aproximacién) y después podemos determinar el orden de la transicién
de fase analizando la forma del potencial graficamente. En el capitulo 6, en
la primer parte de la seccion 6.2 se explica detalladamente el procedimiento
a seguir para analizar las fases del sistema ?Ne — 160 + o numéricamente.

Por otro lado, encontramos el siguiente método para determinar el orden
de la transicion de fase. En la ecuacién 4.20 vimos que el potencial para el
SACM estd dado por:

F
V(a) =z (hw + 4a — 4b + 4bng) (N + HQ)CYQF—H
00
E:
(1= ) SN + 1) (N +ng — 1)a222
2 Foo
E
n [:E(a —6b+ bng) + (1 — x);l (N +m)(N +mo = D' (5.32)
00
6F33
—bx(N +ng)(N +ng—1)(N +np —2)« N
00

c N-2
+ (1 - x)Z(N +ng)(N +ng — 1)—2—
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Podemos simplificar la escritura de esta ecuacién de la siguiente forma:

V(a) =aVi(a) + (1 —2)Va(a) (5.33)
donde:
2F11
Vi(a) = (hw + 4a — 4b + 4bng) (N + ng)« i
00
4F22
00
F:
— b(N +ng)(N 4+ ng — 1)(N +ng — 2)a’=2
Foo
y

F
F
+ S(N +ng)(N +no — 1)t =2 (5.35)
4 Foo

N—-2

c F,
+ Z(N—FTL())(N—FHO — 1) ;%O

Los minimos del potencial V' («) se obtienen utilizando métodos numéri-
cos. Supongamos (haciendo una analogia con el caso del PACM) que en
ciertas regiénes del parametro z (los demés pardmetros los consideraremos
fijos), pueden encontrarse uno o dos minimos del potencial que denotaremos
como ay, con k = 1,2, es decir existen dos posibilidades:

1. Existen dos minimos (uno esférico ubicado en av = 0 y uno deformado
ubicado en a > 0)

2. Existe un sélo minimo ubicado en o > 0 (el cual puede ser esférico o
deformado)
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La transicién de fase serd de primer orden si existen dos minimos y si
al hacer evolucionar el potencial con respecto a x existe un valor xo para el
cual la altura de los minimos del potencial es la misma.

La transicion de fase serd de segundo orden si existen dos minimos y si al
hacer evolucionar el potencial con respecto a x existe un valor x( para el cual
los dos minimos se fusionan en un sélo minimo esférico ubicado en o = 0.

Tomando los valores del potencial en un minimo:
V(an(z)) = 2Vi(ow(2)) + (1 — 2)Va(aw(x)), (5.36)

donde la dependencia del minimo en x se ha escrito explicitamente, la deri-
vada de V' (ag(x)) con respecto a x seré:

dV (ay(z)) :8V(ak(:c)) IV (ag(x)) Oag(z)
dx Ox Oag () Ox (5.37)
=Vi(ak(z)) = Valax(z))

en el ultimo paso se utilizo la condicién de que la primer derivada del poten-
cial en un minimo, con respecto a « es igual a cero.

Si existen dos minimos y se cumple que para el punto de la transicién de
fase:

Vi(on(zo)) — Vaau(zo)) # Vilaz(xo)) — Va(az(zo)) (5.38)

entonces, de acuerdo con el resultado (5.37):

dV (o ()
dx

dV(as(z))
dx

+

o

(5.39)

zo

Por lo tanto, la transicion de fase es de PRIMER orden.
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Por otro lado, si:

Vi(aa(zo)) — Valau(zo)) = Vi(aa(zo)) — Va(az(o)) (5.40)

entonces, calculamos la derivada de orden superior:

?V(on(x)) _dVi(ax(z))  dVa(ax(z))

da? dx dx
:&xk(x) {8%(%@)) B (‘)VQ(%(@)] (5.41)
O Doy, () OJay(z)

en este caso, si:

WVi(au(z))  OVa(on(x)) WVi(aa(z))  OVa(as(x))
e~ da | * et Coat ], ©)
tendremos que, en el punto de la transicion de fase:
*V(on(z))| , d*V(ea(z))
Ir2 xo# Ip2 (5.43)

o

Por lo tanto, la transicion de fase es de SEGUNDO orden.

Por supuesto en el caso para el cual en la ecuacién (5.43) se cumpla la
igualdad habré que calcular derivadas de orden mayor, lo cual se vuelve muy
complicado para el caso del SACM.



Capitulo 6

Dos Cumulos Esféricos

Cuando consideramos un sistema particular de cimulos, los parametros del
modelo (fw, a, b, ¢, x) pueden fijarse de tal forma que el espectro sea repro-
ducido los més exactamente posible para ambos modelos, sin embargo, en
este capitulo trabajaremos con un enfoque distinto.

Como vimos en el Capitulo 3, los Hamiltonianos de los modelos PACM
v SACM no son iguales, la diferencia entre ellos se encuentra en el término
An,; = n,; — ng, donde ng = 0 en el caso del PACM y ng # 0 para el
SACM. Para estudiar un sistema de dos cimulos esféricos, utilizaremos el
mismo conjunto de parametros hw, a, b y ¢, tanto para PACM como para
SACM (de tal forma que ambos Hamiltonianos sélo difieran en el pardmetro
no para que los resultados que se obtengan puedan compararse), mientras que
x puede variar dentro del intervalo x € [0, 1]. En este capitulo investigamos
el comportamiento del sistema cuando cambia de un limite de simetria a otro
por medio de la varacién en x y comparamos los resultados que surgen entre
considerar o no el principio de exclusion.

Utilizaremos un nucleo hipotético, el cual tiene los mismos ntmeros
cudnticos que el sistema: °Ne — 1°0 + «

Se utiliz6 el programa elaborado en [33] para obtener el siguiente conjunto
de valores de los parametros de interaccion, para nuestro sistema para el cual
N =12y ny=8:
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Datos | 2°Ne — 10 4+ «
hew [MeV] 13.2
a [MeV] -2.311
b [MeV] 0.17
¢ [MeV] 0.335
(A, 1) (8,0)

Tabla 6.1: Se enlistan los valores de los pardmetros

6.1. Analisis de las transiciones de fase: PACM

Fijados los parametros de interaccion, podemos simplificar los coeficientes
dados en (4.9) los cuales tendran dependencia uinicamente en la variable x:

Alz) = é(0.0171999) [~6.365(1 — ) + 4. 636 (6.1)
Blz) — —£(0.326797) 0.335(1 — 2) — 1.2914] (6.2)
Cla) — é(0.0273693) (1—2) (6.3)

De acuerdo a lo visto en el Caso I de la seccién 5.3, la transicion de
fase de la Region I a la Region II ocurre cuando se igualan las alturas del
minimo esférico y del minimo deformado, es decir, se debe satisfacer que

A(z) = B2,

4

Podemos visualizar el comportamiento de estas dos funciones por medio
de la siguiente grafica:
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f(x)

0.08 -
0.06
0.04 | - —
o —
0.02 —
/
/
L L L L X
0.4 0.6 0.8 1
-0.02
AX)
-004
B
-0.06 —
: ) ( : B(z)?
Figura 6.1: Grafica de las funciones A(x) y =5
La interseccién de estas funciones ocurre en:
z=0.7131 (6.4)

Este es el punto donde se da la transiciéon de fase que como encontramos
anteriormente, es de primer orden.

Por otro lado, la transicién de fase de la Regidn III ala Region IV (tran-
sicién de minimo esférico a minimo deformado) ocurre cuando se satisface
simultaneamente que B(z) < 0y que A(z) = 0. Sustituyendo los pardmetros
de la Tabla 6.1 tendremos que para A(x) = 0:

z = 0.5785 (6.5)

evaluando B con (6.5) obtenemos:

B(0.5785) = 0.3422 > 0 (6.6)

por lo tanto NO hay transicion de fase de segundo orden.
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Podemos resumir estos resultados con la siguiente figura:

Figura 6.2: Gréfica donde se enfatizan los valores importantes del parametro
x para el sistema 2°Ne en el PACM

En seguida graficamos el potencial V(/3) con valores del pardmetro x
pertenecientes a las cuatro regiones de importancia:

= Un minimo deformado
= Dos minimos, el minimo deformado es el minimo global
= Dos minimos, el minimo esférico es el minimo global

» Un minimo esférico
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V(a)
0.045

0.04 ¢

0.035

x=0.5
0.03 +

0.025 ¢

a
0.2 \(N\/O.G 0.8 1

Figura 6.3: Gréfica de V() para x = 0.5 (Regién donde sélo existe un
minimo deformado).

V(a)
0.019

0.018

0.017

x=0.65
0.016

0.015

0.014

a
0.2 Ow 0.6 0.8 1

Figura 6.4: Gréfica de V() para z = 0.65 (Regién donde existen dos mini-
mos, para este caso el minimo deformado es el minimo global).
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V()
0.018
0.016
x=0.75
0.014
0.012
a
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.5: Gréfica de V() para z = 0.75 (Regién donde sdonde existen dos
minimos, para este caso el minimo esférico es el minimo global).

V(a)
0.175
0.15
0.125
01 x=0.85
0.075
0.05
0.025

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.6: Grafica de V(3) para x = 0.5 (Regién donde sélo existe un
minimo esférico).
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Podemos observar la transicion de fase predicha gracias a estas gréficas.
En la Figura 6.4 el minimo deformado es el minimo global, mientras que en
la Figura 6.5 el minimo global es el minimo esférico.

Por ultimo graficamos la posicién de los minimos deformados (3, con
respecto al parametro x.

0. 55¢
0.5

0. 45}

0.2 0.4 0.6
Figura 6.7: Grafica de (2(z) con respecto a x.

El cambio en el color de los puntos en la Figura 6.7 muestra la transicion de
fase. Cabe destacar que en el intervalo z € [0.8, 1], que no se muestra en esta
grafica, solo existe un minimo esférico en 3; = 0

6.2. Analisis de las transiciones de fase: SACM

Como se mencioné en la Seccion 5.4 debido a que la expresion del estado
coherente en el SACM es muy complicada, la forma de la energia potencial
obtenida impide un tratamiento analitico simple, por lo cual llevaremos a
cabo un analisis numérico para este sistema el cual se realizé con ayuda del
programa Mathematica 5.

El procedimiento que empleamos es el siguiente y puede seguirse en de-
talle en el Apéndice E:
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1. Introdujimos como definiciones las funciones F,, (o), enlistadas en la
seccion 4.2.1, ademas de sus primeras y segundas derivadas con respecto
a la variable a.

2. Introdujimos la expresién obtenida para la energia potencial V («a),
asi como su primera y segunda derivada con respecto a la variable «
en términos de las definiciones del paso anterior.

3. Se introdujeron los pardmetros dados en la tabla 6.1.

4. Se realizd una rutina de programacion para establecer si la raiz a = 0
es un minimo o un méaximo del potencial por medio de la segunda
derivada de V' («) con respecto a a.

5. Encontramos que en el intervalo [0, 1], « = 0 STIEMPRE es un maximo
del potencial.

6. Si a = 0 es un maximo del potencial entonces debe existir otro punto
extremo el cual sera minimo del potencial. Por ello, se realiz6 una rutina
de programacién para encontrar estos minimos en el intervalo o € [0, 1].

V(@)
20 |

-80 ¢t

—100 f

-120 |

— x=1

Figura 6.8: Potencial V(«) correspondiente al caso del SACM evaluado en
diversos valores de x. Podemos ver que V x € [0, 1], @ = 0 es un maximo del
potencial.
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En la figura anterior, se grafica del potencial V' («) evaluado en diversos
valores de z dentro del intervalo € [0, 1] donde se muestra que el
minimo existente SIEMPRE es un minimo deformado.

7. Se graficé el potencial V(«) variando el pardmetro x en el intervalo de
[0, 1] en pasos de 0.001 para corroborar que la posicién de los minimos
hallados en el paso anterior fuese lo suficientemente precisa.

8. Finalmente se determiné que NO HAY TRANSICION DE FASE

Nota: Claramente cada calculo esta limitado por los errores numéricos
inherentes a cualquier calculo nimerico y al poder de precision del programa
utilizado, nosotros utilizamos una precisiéon de hasta 0.001 unidades en el
parametro x.

El procedimiento explicado en la Seccién 5.4 no nos es de utilidad para
este sistema, dado que a = 0 SIEMPRE es un maximo del potencial, es
decir, el minimo correspondiente es un minimo deformado.

Podemos esquematizar estos resultados por medio de la siguiente figura:

Figura 6.9: Grafica donde se enfatizan los valores importantes del parametro
x para el sistema 2°Ne en el SACM

Para concluir este capitulo, graficamos la posicion de los minimos ay
(donde s > 0) con respecto al parametro x. Como vemos, para toda z en el
intervalo = € [0, 1], el potencial V' («) tiene inicamente un minimo deformado:
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o2 (X)

3
038

0.375/
0.37

0.365 -

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 6.10: Gréfica de ay(z) con respecto a z.

Con lo cual se verifica de nueva cuenta que no hay transicion de fase para
el caso del SACM.



Capitulo 7

Conclusiones

Conforme a lo planteado en los objetivos de este trabajo, investigamos el ma-
peo geométrico asi como las diferencias que aparecen durante la investigacion
de los modelos de cimulos nucleares, los cuales no obedecen el principio de
exclusion de Pauli (PACM) y aquellos que s7 1o obedecen (SACM), en siste-
mas formados por dos ciimulos esféricos.

Introdujimos un Hamiltoniano que interpola entre el limite de acopla-
miento fuerte (SU(3)) y el limite deformado (SO(4)). (Hacemos notar nue-
vamente que en la literatura, el limite SU(3) es llamado limite de acopla-
miento débil y sélo aparecen el término Awn, y a lo méas algunos términos
anarmonicos. Aqui, entendemos que el limite SU(3) incluye términos como
el de interaccién cuadrupolo - cuadrupolo).

Para investigar las transiciones de fase y el orden de las mismas, al ir de un
limite de simetria dindmica a otro, se utilizé el método de estados coherentes.
Consideramos dos tipos de estados coherentes: uno donde se toma en cuenta
el principio de exclusién de Pauli y otro en donde no se toma en cuenta. En
el segundo caso, la estructura del estado coherente es la méas simple y en
consecuencia el analisis realizado fue analitico.

En el caso del Modelo Fenomenoldgico Algebraico (PACM), mostramos
que son posibles transiciones de fase tanto de segundo como de primer orden.
La posicién de la transicion de fase depende en gran medida del sistema
considerado.
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El sistema de cimulos que estudiamos, tiene la misma representaciéon que
el sistema:

20Ne — 90 + q (7.1)

y al cambiar su estructura yendo de x = 1 (limite SU(3)) a x = 0 (limite
SO(4)) obtuvimos inicamente una transicién de fase de primer orden.

Visto desde el punto de vista del PACM tomar en cuenta el principio de
exclusion de Pauli es equivalente a introducir interacciones de orden superior
con lo cual la estructura de las transiciones de fase cambia significativamente.

Para el caso en el cual consideramos el Modelo Semimicroscépico Alge-
braico (SACM) las funciones involucradas impiden un tratamiento analitico
sencillo, pero el analisis numérico llevado a cabo nos permite concluir que de
igual manera existiran transiciones de primer y segundo orden, dependiendo
del sistema en consideracién.

Al analizar el sistema cuyos parametros estan dados en la Tabla 6.1 NO
obtuvimos una transicion de fase.

De acuerdo con nuestros resultados, al parecer una simetria efectiva no
necesariamente define una fase. Por ejemplo, en el caso del SACM, en el limite
SU(3) no existe un minimo esférico en la superficie de energia potencial para
el sistema estudiado, con lo cual, no esta definida la fase SU(3).

La estructura de las transiciones de fase se vuelve mas rica cuando per-
mitimos que los pardmetros de interacciéon varien. Seria interesante buscar
sistemas que correspondan a las diferentes fases obtenidas. Esto es parte de
una futura investigacion.



Apéndice A

El Modelo de Vibrones

El modelo de vibrones es un método fenomenoldgico algebraico en el cual
se modela la vibracién de dos cimulos sin estructura.

El espectro colectivo en este modelo se genera por un ntimero finito (V)
de bosones que interactian entre si, las cuales pueden ocupar estados de
particula independiente de momento angular [ = 0 con paridad positiva
(bosones ) y I =1 con paridad negativa (bosones 7). Los operadores de las
cantidades fisicas pueden expresarse en términos de los bosones de creacién
O'T,7TL, i = —1,0,1 y de aniquilacién o, 7,. Como el momento angular es
buen buen niimero cuantico para este modelo, los operadores se acoplan a
tensores de O(3):

~ 10 ~
B, 1) = [b], x bu] = 3 (tmalamalim)b],, b (A1)

m
mi,m2

donde bf representa a ot 6 WL, mientras que by, denota al operador del tensor
esférico relacionado con el operador de aniquilacién b;,, mediante la relacién:

bim = (=)0, (A.2)
Si tomamos en cuenta solo interacciones de uno y dos cuerpos, es decir,
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términos linelaes y cuadraticos, el Hamiltoniano sera:

H =ho+ > hyBy"(1,1)
: (A.3)

/
+y ) W [B® (1, 1) BP(1s, 1) + H.C
k lilal3ly

donde H.C. es el Hemitiano conjugado, y 3" (aqui y en férmulas similares
més adelante) indica que sélo se consideran las combinaciones que conservan
la paridad en la construccion. Las h; son parametros de ajuste y el punto
denota el producto escalar:

a®. D = (=120 +1 [a(l) X c(l)}éo) = Z(—l)”ag)cg) (A4)

v

Los operadores de otras cantidades fisicas también se obtienen como una
expansion en series en términos de los operadores de bosones acopladas a su
tensor apropiado.

El modelo tiene una estructura de grupos de U(4) y dos casos limites
(lamados simetrias dindmicas) lo cual nos da soluciones analiticas del pro-
blema de eigenvalores ademés de conjuntos completos de estados base los
cuales pueden ser utilizados en calculos nimericos del caso general. Uno de
ellos se etiqueta como la cadena de grupo:

U4) > U@B) D 0(3)
|N, N, L)

n.=N,N—1,...,0;
L=n;n,—2,...,160

Tabla A.1: Cadena de Grupo

Aqui L es el momento angular de un estado de un sistema de N bosones y
n, es el nimero de bosones 7, es decir el nimero de bosones dipolares. Cuan-
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do consideramos sé6lo operadores lineales y cuadraticos como en la ecuacion
(A.3) el cigenvalor de la energia es:

E=¢+ BL(L+1)+yn, +6n2 (A.5)

donde €, 3, v y 0 son combinaciones lineales de las h; de la ecuacién (A.3).

Es decir, el Hamiltoniano correspondiente sera de la forma:

H = e+ BL* + yiry + 002 (A.6)

Esta simetria dinamica nos da una descripcién en términos de un oscila-
dor anarménico. Despreciando el término anarménico en la ecuacion (A.5) y
para 3 = 0 obtenemos el limite de oscilador arménico.

La otra simetria dindmica se etiqueta con la cadena de grupo:

U4 > 04) > 0(3)
|N, w, L)

w=NN-=-2,...,160;
L=w,w—1,...,0

Tabla A.2: Cadena de Grupo

Este limite describe el movimiento de un sistema rigido de dos ciimulos
con una distancia de equilibrio finita. La energia estd dada de nuevo en forma
cerrada:

E=¢+BLL+1)+ aw(w+2) (A7)

y el Hamiltoniano sera:

H=¢+ 6L+ aC(0,2) (A.8)
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En el caso general, es decir, lejos de las simetrias dindmicas, el Hamilto-
niano debe diagonalizarse numéricamente, utilizando los estados base dados
en las tablas A.1y A.2



Apéndice B

El Modelo de Elliott

Debido a la complejidad del problema de muchos cuepos y la falta de cono-
cimiento acerca de la interaccion inter - nucleén, se han construido modelos
simples del nicleo en un intento de correlacionar la informaciéon experimental
y a la vez conducirnos a una teoria mas rigurosa. Los modelos més exitosos
han sido el modelo rotacional y el modelo de capas, cada uno de éstos tie-
ne diversas versiones las cuales en su forma més simple son muy diferentes
entre si: en el primer modelo se considera un cuerpo rotante mientras que
el otro modelo considera una particula moviéndose en un pozo de potencial
esféricamente simétrico.

Debido a que estos modelos han tenido un éxito limitado se han desarro-
llado versiones méas complicadas de los mismos. En el modelo rotacional se
tomo en cuenta la estructura nuclear al colocar los nucleones en un pozo de
potencial deformado el cual se asume rota adiabaticamente (Nilsson 1955).
Por otro lado, en el modelo de capas se han incluido las interacciones entre
pares de particulas y en los lugares donde las diferentes configuraciones se
acercan, se ha tomado en cuenta el mezclado (por ejemplo en el ¥ F| Elliott
y Flowers 1955).

Asi, deja de ser claro si estas versiones generalizadas de los dos modelos
son distintas. Por ejemplo, si permitimos que todas las posibles configuracio-
nes se mezclen, tendremos un conjunto completo de estados, que a pesar de
ser infinito, es en principio capaz de describir un modelo rotacional.
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El problema importante es ver si las propiedades colectivas y las pro-
piedades rotacionales particulares pueden emerger por medio de un célculo
usual de modelo de capas considerando una configuracion mezclada limita-
da necesaria para reproducir los datos experimentales. Este fue el problema
que Elliott (ver [29, 46]) esudié en una serie de trabajos y mostré que las
propiedades rotacionales si emergen a partir de una configuracion simple.

La estructura de los estados nucleares depende por supuesto de lo que
asumimos con respecto a las fuerzas nucleares. Es importante recordar, sin
embargo, que la forma del Hamiltoniano nuclear no tiene por qué ser tnica,
es decir, la forma explicita de dos Hamiltonianos puede parecer completa-
mente diferente, aunque puedan tener ambos los mismos eigenvectores y ei-
genvalores. Esta situacién puede darse en la siguiente forma: supongamos un
Hamiltoniano construido asumiendo una interaccion de dos cuerpos. Puesto
que estamos tratando con un problema de muchos cuerpos la fuerza efectiva
entre dos nucleones no es solo la fuerza incluida en el Hamiltoniano sino que
también incluye efectos de términos de orden superior a través de la interac-
cién con los otros nucleones. Por ejemplo, el principio de Pauli modifica la
fuerza entre dos nucleones libres transformandola en una fuerza efectiva.

Es dificil derivar un Hamiltoniano efectivo soluble a partir de uno realista
derivado de datos experimentales. Lo que se hace en la practica es tomar
los aspectos mas relevantes del problema fisico observado en los nicleos y
usar una fuerza que reproduzca los mismos, construyendo un hamiltoniano
efectivo. La observacién de una brecha de energia sugiere la importancia de
una fuerza de acoplamiento efectiva y la observacién de espectros rotacionales
sugiere un potencial efectivo cuadrupolo - cuadrupolo.

Ahora construyamos un Hamiltoniano cuyos estados pertenezcan a re-
presentanciones irreducibles de SU(3). Los indices (A, i) de estas represen-
taciones pueden servir como nimeros cuanticos exactos para los diversos
estados. El método es simple: construyamos el Hamiltoniano a partir de los
generadores de SU(3). Consideremos el hamiltoniano:

H="TFo+-aQ QO+ -bL-L (B.1)

DN | —
N | —

donde Hg es el Hamiltoniano de oscilador arménico, @ es el operador cua-
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drupolar y L es el operador de momento angular.

En el caso en que b = 3a el Hamiltoniano anterior conmuta con todos los
generadores de SU(3). Por tanto, los eigenestados del Hamiltoniano deben
pertenecer a representaciones irreducibles de SU(3) y todos los estados en
la misma representacion irreducible estan degenerados. De hecho, los eigen-
valores de los estados incluidos en la representacion irreducible (A, i) tienen
eigenvalores de H dados por:

3
E =hw (N + §h) +2a(A° + Ap+ p 4+ 30\ + p)) (B.2)

Si b # 3a) el Hamiltoniano anterior no conmuta con todos los generadores
de SU(3) y se expresa como:

~ ~ ~ 1 ~
H = Ho + QCLCQ -+ 5(6 — 30,)£2 (BB)

donde C, es el operador de Casimir de segundo orden (ver Seccién 3)

Los eigenvalores en este caso seran:

E = hw (N + gh> +2a(N + A+ g +3(A+ 1)) —i—%(b—?)a)L(L—i—l) (B.4)

Estos Hamiltonianos poseen simetrias dindmicas (ver Seccién 5.1.1)

Para construir estados con simetria (A, ) debemos acoplar A particu-
las simétricamente, i agujeros simétricamente y combinarlos en dos grupos
teniendo en cuenta el tipo de simetria dada. La representacion irreducible
(A, 1) es uno de los términos del producto de representaciones (A,0) y (0, u)
y seréa decompuesta en representaciones irreducibles.

El resultado para el caso general se describe a continuacién. Definimos
un entero K como:

K =min(\, n), min(A\,p)—2, ... ,1 60 (B.5)
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Los L valores para el caso K # 0 de los diversos estados se escriben como:

L=K K+1, ..., K+ maz(\ pn) (B.6)

mientras que para K = 0 vienen dados por:

L = maz(\, pn), max(\, u) — 2, max(A\,u)—4, ... ,1 60 (B.7)

En el modelo SU(3) los estados nucleares més bajos estan descritos por
funciones que tienen simetria orbital maxima y se transforman de acuerdo a
las representaciones que maximizan el valor esperado del operador de Casi-
mir. Debemos recordar que el modelo SU(3) se ha disenado especificamente
para describir efectos colectivos en el niicleo. Si las fuerzas en un nicleo par-
ticular no cooperan para dar efectos colectivos, la clasicacion SU(3) fallaré.
Si los efectos colectivos estan presentes pero se deben parcialmente a fuerzas
dependientes del espin la clasicacién SU(3) también fallard. No es posible
saber a priori por calculos teodricos la validez del modelo de capas aislado
debido al tamafio del problema. La validez del modelo SU(3) se basa en su
habilidad para la descripcién correcta de los nicleos reales.



Apéndice C
Estados Coherentes

En este apéndice se describen las propiedades generales que cumplen los es-
tados coherentes y las definiciones que se emplearon para los modelos PACM
y SACM asi como los elementos de matriz relevantes que se emplearon en
este estudio.

C.1. Los Estados Coherentes Estandar. El Os-
cilador Armoénico Unidimensional

Los estados coherentes son utilizados ampliamente en muchas ramas de la
fisica que abarcan desde la fisica de laseres hasta la Optica cudantica, sin
embargo la aplicaciéon en la cual se basa nuestro estudio es aquella en la
que se utiliza la teoria de estados coherentes para hacer una construccién
explicita de las representaciones matriciales de algebras de simetrias para el
estudio de problemas de fisica nuclear.

Para ilustrar este método a continuacién presentamos el caso del oscilador
armonico. El Hamiltoniano que describe al oscilador arménico unidimensional
expresado en coordenadas adimensionales es:

H = %(ﬁz +2%) = ~(a'a + aa') (C.1)

5
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donde a y a' (los operadores de aniquilacién y creacién) estan dadas por:

a:%(xjt(%), (C.2)

al = % (g; — a%) (C.3)

El algebra simple de los operadores de aniquilacién y creacién (dlgebra
unidimensional de Heisenberg-Weyl), es:

=
Q>

"
I
—_

=

=
I

0, [af,1] =1, (C.4)

Existen tres definiciones de estado coherente de acuerdo con [7]. Consi-
deremos una funcién de onda arbitraria ¢ (z) que describe un sistema. Su-
pongamos que se desplaza al sistema una distancia c. Entonces:

Definiendo ig como una nueva cantidad z, y permitiendo que z sea un
nimero complejo arbitrario, hacemos una generalizacion del operador des-
plazamiento. Permitiendo que éste actie sobre el estado base del oscilador
obtenemos la primer definicién de estado coherente.

Definicién I (Definicién geométrica):

|21 = el 00) (C.6)

Donde el operador “desplazamiento” esta dado por E(z) = elzral—za)
Asi para z un ntimero real, el efecto de ﬁ(z) se manifiesta como un desplaza-
miento en el espacio de coordenadas y para z puramente imaginario ﬁ(z) se
manifiesta como un desplazamiento en el espacio de momentos. En general
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D(2) es el operador de desplazamiento en el espacio fase. Usando la identidad
de Baker-Campbell-Hausdorff, podemos expresar el estado coherente por:

*

f% N ) (C.7)

donde af|n — 1) = y/n|n). Esta tltima ecuacién es equivalente a:

Definicién II (Funcién generadora):

2 = e300 = 3 ()

n=0
Esta definicién se utiliza para construir estados ya que facilita la gene-

racion de todos los estados excitados del oscilador. Notemos que el producto
escalar NO nos lleva a funciones delta, en cambio obtenemos:

*

(|2)rr = €e*

(C.9)

Los estados coherentes del tipo IT nos conducen a la expresion del ope-

rador unitario:
1 .
1= [ d?z¢e %
T

donde la integracién es sobre todo el plano-z.

2){z| (C.10)

Los vectores de estado [1)) pueden espresarse a través de las relaciones
funcionales

(2|} = ¢(2) (C.11)

El espacio-z es llamado espacio de Bargmann, las funciones del espacio-z,
1 (2), son las transformadas de Bargmann de la representacion de coordena-
das ordinaria, ¥ (z). Notemos que:
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() = () = 3 j—%mw -y ﬁ (C12)

No sdlo los vectores de estado, sino también los operadores que actian
sobre dichos vectores pueden transformarse en sus realizaciones en el espacio-

7. Si:

[¥) = ¥(2) = (z[v) = (0]e**[¢) (C.13)

Los operadores O, se mapean en

0l) =1 (0 (2.5 ) ) ¥1e) = (:100) = le*Olw)

= 010 )t 0) = 0] (0 + [:0,0] + 20,20, 0] + . ) )
(C.14)

Como cualquier operador puede construirse a partir de los operadores
de creacién y aniquilacién, sera suficiente determinar las realizaciones en el
espacio fase de @ y a'. Para @ sélo el primer término en la expansién sobrevive,
con lo cual el operador a puede obtenerse al diferenciar la exponencial con
respecto a z. Para el caso en el cual O = af, notemos que a' actuando a
la izquierda sobre (0] nos da cero, mientras que el primer conmutador de la
expansion nos da z:

a=T(a)= %, at =T == (C.15)

Notemos que estas realizaciones de los operadores satisfacen las relaciones de

conmutacion apropiadas. Ademas % es el operador adjunto de z con respecto

a un producto escalar con la medida de Bargmann.

Los estados coherentes de los tipos I y II satisfacen otra propiedad: Son
eigenestados del operador de aniquilacién del oscilador, esta propiedad nos
conduce a:
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Definicién III (Definicién real de estado coherente):

alz) = 2%|z) (C.16)

Aunque esta ultima definicién es equivalente a las definiciones I y II
para el oscilador armédnico, la equivalencia ya no es valida en casi todas las
generalizaciones del estado coherente estandar. Para el problema que aqui se
estd estudiando, la segunda definicién sera la mas util.

Utilizar estados coherentes es el método més comun para realizar el ma-
peo geométrico. Una ventaja es que el estado coherente puede expandirse en
términos de un conjunto completo de estados para una N dada (en el SACM

se refiere a las estados permitidos de la base para un ntmero total de quantos
dados).

C.2. El Modelo Fenomenolégico Algebraico
(PACM)

En esta seccion pretendemos encontrar una expresion para la energia poten-
cial en el PACM; para ello se da una expresién del estado coherente corres-
pondiente y se realizo el calculo de los elementos de matriz relevantes.

C.2.1. Estado Coherente del PACM

El estado coherente adquiere su forma més simple en el PACM. El vector de
estado de prueba esta dado por:

la) = N7 + (- 71)]V|0) (C.17)

Aqui NV es el factor de normalizacién dado en C.22 y ¢ es la notacién
corta para las variables complejas a,,,(m = 1,0, —1). El operador con los coe-
ficientes complejos a es la combinacién lineal mas general de los operadores
de creacién del PACM, manteniendo N constante.
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Para el problema estacionario, el requerimiento de reversibilidad-temporal
([4], [5]) impone la siguiente condicién:

= (=)' "a, (C.18)

que reduce el nimero de parametros reales a tres.

C.2.2. Elementos de Matriz Relevantes del PACM

Para calcular el factor de normalizacién del estado coherente del PACM no-
temos que:

(&t =Y am#l, (C.19)

Entonces:

1 =(a]a)

=N?(0] [6 4+ ) ™7™

N
&T+Zam7ﬂn] 0)
- 4 N-1 "

:N2<0| &+Zam*ﬁ_m N(1+Zam*am>

) N-1
&t +> amfrjn] 10)

N-1
&+ E :Oém*ﬁ_m]
m

N-1
=N2N(1 4 a?)(0] AR amﬁjn] 10)

=N?N(N —1)---1[1 +a?]V(0[0)
=N2N![1 + 2N (0|0)
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Donde se uso6 que:

=) (—)t"——ama™ (C.20)

En la ecuacién (C.20) primero se utiliz6 la condicién (C.18) y después se
utilizé la relacién entre las componentes contravariante y covariante:

am = (-1)""a, (C.21)
Por lo tanto, el factor de normalizacién sera:

N = L (C.22)

N1+ 2]y

y la forma final del estado coherente en el PACM sera

o) = ! (67 + (- 71V |0) (C.23)

N1+ 2]y

Los elementos de matriz relevantes en este caso, estaran dados por los
valores de espectacién provenientes del Hamiltoniano general dado en la Sec-
cion 3.1:
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Para calcular el valor de espectacion del operador de nimero notemos
primero que:

A = (7l&) =) &l am (C.24)

Ademés:
i) = NN [61+ (71" am0) (C.25)
(a|#l = NNan,(0|[6+ (a*- 7))V C.26)

Asi, tenemos

() =(afix|a)
:N2N2a2<0| [6’ + (a*‘ ﬁ_)]Nfl [&T + (a ﬁ'T)]N_1|0>
=N2N2042NJ§31
20z2(N — D1+ o?]
N1+ 2]V

N-1

Por lo tanto:
(fig) = N0—— (C.27)

Por otro lado:
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donde usamos que:

[ (e )] = 3 [5m 0, | = o

Y asf calculamos (f2):

~ 2

(n7) =(aliz|o)

(C.28)

(C.29)

NN — 1Pk 0] 6+ (o )Y [+ (7)) 0))

+ ()
=N {NHN = 1770t (N = 2)1[1 + o]} + (i)

Por lo tanto

044 042

Ahora requerimos una ecuacién para (R ):

Dirag "V

(C.30)
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n, =n_n;
= a3 AL AMA™ LR | R
- m1’'"meo e e
mims2
_ ~ 1 AT ~Amyameat Am3 ~ 2
= E Ty T T T M T 4 T
mimams
_ ~f  ~ma )Ama ~2
= E Ay AL A (712 4 Oy ) 7™ + 07
mimams
- E AT AT AT gmaams =t AT Fmiame 4 52
= 7'(' M T + T T 4+ ng
mimams mima2
= Al (R 4 Gy ) 7R 4 D2 — o + R
- m1 2 ms mims ™ T C31
mimams (C.31)
E al al al i ek g il Ay
m1 ' me
mimeoms mima2
-2
+ 2N, —
E w AL AL RTIETIRTS 4 E al (7M™ —0)
2
mimams mima2

) N
+2n; — N,

= D hdh,

mimams3

mimams3

Entonces:

(fz) =(alig|e)

7TT R 7Tm3+n 'I°L7T—i-2ﬁ,72T—'n,Tr

T a7 amismesms ~2 o
Ty s T 200 4 3, — 2Ny

=N(N -=1)(N = 2)—3

2
+3{N(N—1) ¢ iN }—QNO‘—

Por lo tanto:

1+ [+al
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af at o?

(A2) = N(N — 1)(N —2) Trar * 3N(N — e TV a5

Ahora calculamos los términos restantes:

(7" &) (7 7)) =N2(0|[6 + (a* 7)™ (
=N NA(N = 1)(0] [ + (o™ 7))V
67+ (a- &1)]¥72)0)

Oé4

=N+ af¥ QZ]NNQ(N —1)*(N-2)! 1+«

Por lo tanto

((67-67)(6-6)) =N*(0[[6 + (a*-#)]" (67-67) (6-6) [6" + (- T)]N|0)
N2N2< . 1) <0| [0_ * N-2
(67 + (e &1 2|0)

Por lo tanto:

(71-7T) (6:6)) =N(0] 6 + (% A" (&1 71) (66) [67 + (e 7)1 |0)
“N2QANA(N = 10] 6 + (o #)]
6"+ (e &)Y 20)

a2

:mzv?(zv — 12N =2)! [1+a?]""
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Por lo tanto:

(C.35)

(6161 (7 7)) =N2(0| [6 + (a*- 7))V (67 61) (7 #) [61 + (- 71)]V]0)
=N?a?’N?*(N — 1)*{0|[6 + (a*

(67 + (e &1)]V720)

052

:mz\ﬂw —1*(N-2)! [1 +«

Por lo tanto:

042

((6-67) (7 7)) = N(N — 1)m

(C.36)

C.3. El Modelo Semimicroscopico Algebraico
(SACM)

Al igual que en la seccién anterior, aqui buscamos una expresién para la
energia potencial en el SACM; para ello partimos de la expresion del es-
tado coherente correspondiente para el cédlculo de los elementos de matriz
relevantes.

C.3.1. Estado Coherente del SACM

Los estados coherentes se vuelven méas complicados para el SACM, donde
se necesita un nimero minimo de cuantos de oscilacién relativos. El estado
coherente dado en [13] es de la forma:
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o) =Ny, (e 71)"0 6T + (- 71)]V]0)

Nl g (C.37)

67 + v (a &T)]¥0|0)

donde nq representa el niimero minimo de bosones 7 necesarios para satisfacer
el principio de exclusion de Pauli. El niimero total de bosones esta dado por
N + ng = N'. La segunda linea nos da una expresion equivalente necesaria
para simplificar los calculos. Debe entenderse que al final de la operacion
diferencial el valor de 7 debe fijarse igual a 1. El factor Ny ,, es la constante
de normalizacién del estado (ver la ecuacién (C.39)) que depende del niimero
minimo de bosones 7 y del nimero total de bosones (N + ng). En el caso en
que ng = 0 el estado coherente del SACM se reduce al estado coherente del
PACM.

C.3.2. Elementos de Matriz Relevantes del SACM

Para facilitar la escritura de los elementos de Matriz del SACM utiliza-
remos la definicién:

P o (N1)? Nno maz(pa)— / +ng — max(p, q)
pq<a)_(N+no)! Z k

k=maz(no—p,no—q,0)

[( (k +p) H( (k + ) }a%

(C.38)

A continuaciéon calculamos el factor de normalizacién:

1 =({a|a)
A2 NI 7% dmo dm
Nomo | (N 4+ ng)! | dy} dryy®
(0] + (e @)V [GT + y2(c &) ¥H00)
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(N +no)![1 + mye(ar-a)Vimo

N! 2 o gno
]

(N +no)! | dy° dyy®

A2 ﬂ L (N+n0> [Lr 2k
_NN’nO(N+n0)! Z k (k_n0>| (0

k=mazx(ng,0) )

Por lo tanto:

2oty OOl o

—MNyg):
k=mazxz(ng,0) 0>

Utilizando la definiciéon general dada en C.38 tendremos:

Como solo vamos a estar interesados en una superficie de la energia po-
tencial para sistemas sin rotacién, los parametros «,, formaran un tensor
simple. De hecho es suficiente definir

(@ a) = Y (=)' "apa_y

m

= o (C.41)

donde o representa una medida de la distancia entre los cimulos y a? es la
notacién corta de (a*- ) y que utilizaremos de aqui en adelante.

A continuacién se muestra el célculo de (f,)
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N 12 dw g
(N +no)t ] dy® dyy®
(0l +y(a*-m)¥ o (@1 @) [T+ y2(a &T)]V0|0)
[ Nl 7% dm g
(N +mo)!] dy® dyy”
(06 + 71 (- @)V G 4 (e 7TV 0)
S a2 .
) Vet e)
NN +no — DL +yiye(a* a) et
2 no no
:Nﬁmﬁéﬁ%JﬂNﬁﬂmxata%%?;%“
N[l 4+ (- a) Ve

L,y , v d :
= 7 (N Syl

(N1)?
N (N o)

k=maz(no—1,0

<ﬁ7l'> :Nl%,no

:NJ%/',no (N +ng)a™y1- (N + ng)arys

__ A2
_NN,no

N+ng—1

(N + no)a2

Por lo tanto

(C.42)

donde definimos:

a3 (U0 [

k=maxz(no—1,0)

(C.43)
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Si estudiamos los limites de (fi,) para los casos especiales en que la
distancia entre los cimulos es cero o infinito:

Hﬂlﬁiﬂ>:3n0

a—0
C.44
lim (fi;) = N +nyg= N’ ( )

a— 00

Asi, para valores grandes de «, (fi;) se aproxima a N’ = (N + ng) que
equivale al nimero total de cuantos de oscilacién (bosones o més bosones ),
es decir tenemos excitacién maxima. Mientras que en el limite contrario («
tendiendo a cero) tenemos excitacién minima y obtenemos el niimero minimo
de cuantos ng.

Consideremos nuestro ejemplo del 2*Ne, en este caso N = 12 y ng = 8.

Graficando (i) obtenemos:

Ny
20
18/
16/
14/
12/
10/

8

- <nﬁ>
no=8

— N =20

Figura C.1: Gréfica de (). Las lineas verde y azul muestran los limites de
la funcién () senalados en (C.44).

En seguida se muestra el clculo de (R2):
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N! 2 dmo Jqno
A2 o 2}
<n7r> _NN,no |:(N + no)!:| dfyilo d’ygo
0116 + (e W07+ ) 6+ (e 7))
N! 2 dro  dro
— (5 2
_<n7r> +NN,n0 |:(N+ no)d d,y?o d’}/;m
(N +n0)*(N 4+ ng — 1)*(m1a*)* (r2cx)?
<0| [6’ + ’Yl(a*. ,T"r)]N-i-no—? [&T + 72(04 fFT)]N+nO_2‘O>

uviv—'noy} (N 410 (N + 1 = 1)*(a™- @)?

=m»+NmJ

dro - qno
dyy® dryy®

=(f,) —l—./\/}%mo%(N +ng)(N +ng — 1)t

(172)* (N + 10 = 2)![L + (et @) ¥+~

dro qno
dyy dryy®

:<'ﬁ/ﬂ'> + ./\/‘]%[7

N4+ng—2

(1172)°[1 + 717207

(N1)?
"0 (N + np)!

PRI

k=maz(no—2,0)

(N +no)(N +ng — 1)a*

Por lo tanto

o F11 (Oég)

fnler) 1122 (%)
Foo (a?)

(A%) = (N +ng)a Foo (a2)

+ (N 4+ng)(N +no— 1) (C.45)

donde sustituimos (i) dado en la ecuacién (C.42) y definimos

e =i, 3 (U0 [ ]

k=maz(no—2,0)

(C.46)
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De forma andloga al caso anterior estudiamos el comportamiento limite

52 :
de (n2) con respecto a a:

lim () =ng
lim (A2) =(N +ng)? = N

(C.47)

Podemos estudiar el comportamiento de (A22) por medio de la siguiente

grafica:

(n;%)
400

300 ¢

200+

100 ¢

Figura C.2: Grafica de (d2). Las lineas verde y azul muestran los limites de

la funcién (fa,) senalados en (C.47).

Por tltimo se muestra el calculo de (72)

() =N N1 de
” Nono (N +no)! | dyy° dvs°

0][6 4+ v (a*- 7)o (a&t &7 71 & 7 & — 27, + 372)

(67 + 7a(ce &) VH7010)
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Nl 7% dr dm ;

) aEap

(N + TL())Q(N =+ Nng — 1)2(N =+ Nng — 2)2(04*- a)3

(0116 + et 7V 61 e A1) o)
N TP ) )

dm dqno

dyy® dry”

(72) = — 2(fn) + 3(A2) + N2, [

= — 2(fr) + 3(R2) + N} ., {

(N +np—2)*(N +ng — 3)!a®

(M72)3[1 + Y1ypa?) N o3

= = 2(A,) +3(A)

s (N .
+NN,nom(N +n0) (N +ng —1)(N 4+ np — 2)«

e e

k=maxz(no—3,0)

Por lo tanto

(A3) =(N + no)a’ f;“ EZZ; +3(N +no)(N +ng — 1)a’* ?2 E%
00 P (@) 00 (C.48)
(N +10)(N +ng — 1)(N +np — 2)a® Fzz (Z?)

donde sustituimos (C.42), (C.45) y definimos:

(vnz N <N+n0—3>[ (k +3)! )|12a2k

Fi (a2) =2
s (o) (N +ny)! k (k +3—ng

k=maxz(no—3,0)

(C.49)

Los limites a considerar en este caso estan dados por:
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lim (32) = 1
o C.50
lim (A2) = (N +ng)® = N ( )

El comportamiento de (72) respecto a la distancia entre los ctimulos
puede verse en la siguiente grafica:

(n:3y
8000

6000 ¢

4000 ¢

2000 |

Figura C.3: Grifica de (f22). Las lineas verde y azul muestran los limites de
la funcién senalados en (C.50).

Ahora, nos falta calcular los elementos cruzados:

) Nl )P dw d
= N,ng (N + n0)|:| d,ﬁlo d’)/go
0[[6 + (et @)Y (al &1 dr &) (61 + (e &T)T00)

= N3 no {L)'r (N +n0)2(N +no — 1)%a*
(

192 (N + g = DL+ (et )] 4o
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k=maxz(no—2,0)

Por lo tanto

(1 71) (- 2)) = (V + n0) (N + 10 — Dt 22202)

Fyo(a?)

Ahora:

N! 2 gro gno
_(N"—Tlo)!_ d’}/?o d,y;bo

_ 2
- NN,no

(Ol +m(er-m)V (6" 6" 6 6)[6T + 7a(a &)V 0|0)

TN TP
(N +np)! |

(N +ng —2)!I[1 + y172(a* )V 7072

2
= NN,no

an dno
dy® dys®

(N +n9)*(N +np — 1)

(V1)
(N 4+ ny)!

) [y

k=no

<N+n0)(N+n0 — 1)

Definimos:

(C.51)
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m ) =i 2 () ]

Por lo tanto:

NI 1% go gro
(N +no)! ] dy" dys®
(0116 + e )N 76 3)[6T + (e 7))

_ 2
_NN,no

- 12
=M, (N]J\:—'no)' (N +no)*(N 4+ ng — 1)%a?
dno dno 2 * N+ng—2
oy aom (N +no =21+ 7172(a* a)
2

_ NJQMO%(N +10)(N + ng — 1)a?
N*§2 N +ng — 2 (k)! (k+2)! o

( k )[(k—noﬂ] [(k+2—no)!]&

Por lo tanto:

(C.52)

(C.53)

(C.54)
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Donde definimos:

N!)2
F 2 — (
0 (%) =N 5 o)l
no— C.55
N+Z2 N +ngp — 2 (k)! (k+2)! ] (€.55)
—no
Ademaés:
(618 (7 #)) =
e [ 12 dmo dro
Nomo L(N +no)! | dyy° dyy°
Ol + (e &)@ 61 7 7)[67 + (e 7NN 0)0)
NP
— 2 N 2 N _ 1 2 2
NN,no _(N+TLO)!_ ( +7’L0) ( +ng ) «
do dm | * N+ng—2
AT Y (N +no = 2)![1 + 117e(a” )]
(N2 >
= 7 (N N -1
N.no (N+n0>!( —i-no)( + ng )a
N+ng—
+Zz N +ng—2 (k)! H (k4 2)! }a%
k=0 k (k — no)' (k’ + 2 — TL())'
Por lo tanto:
F 2
(6761 (7-7)) = (N +no)(N +ng — 1)042M (C.56)

Foo (a?)

Donde usamos la ecuacién C.55.



Apéndice D

El Método Generador de
Coordenadas

El Método Generador de Coordenadas (The Generator Coordinate Method,
GCM), consiste en hacer un ansatz muy general para una funcién de prueba.
Se hace una superposicién continua de funciones generadoras ®(a), las cuales
estan etiquetadas por un numero limitado de parametros reales o complejos
{a} = ay,as,...a;, los llamados generadores de coordenadas:

|w:/Mﬂwwm (D.1)

La funcién f(a) es una funcién de peso la cual suponemos es una funcién
bien comportada (en general cuadrado integrable) de las variables a. Para
determinar esta funcién se utiliza el principio variacional:

(V| H[w)

)

=0 (D.2)
La variacién con respecto a f(a) nos lleva a la ecuacion integral:

/ da! (®(a)| H|®(a)) /() = / dd (®(a)| @) f(d)  (D.3)

99
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Esta ecuacién se conoce como la ecuacion de Hill - Wheeler (HW) y puede
reescribirse como:

MHf = ENf (D.4)

con las funciones de traslape

como los ntcleos de las integrales.

D.1. Derivacion de un Hamiltoniano Colecti-
VO

D.1.1. Consideraciones Generales

La solucién directa de la ecuacién de HW puede ser muy complicada. En
particular, la construcciéon de un Hamiltoniano colectivo en forma analitica
no es posible en casos realistas. Sin embargo, al menos para nicleos pesados
hay algunas aproximaciones basadas en la idea de transformar la ecuacion
D.3 en una ecuacion diferencial similar a la ecuacion de Schrodinger en una
variable colectiva q.

Se comienza con un conjunto de funciones generadoras invariantes ante
inversién temporal |¢) =|®(q)), donde g es un pardmetro colectivo. El modelo
que a continuacion se discutird esta basado en:

1. En muchos casos, la funcién N(a,a’) = (g|¢’) es muy pequefia a menos
que los dos pardmetros ¢ y ¢’ sean cercanos, esto es, N es una funcién
que decrece rdpidamente cuando aumenta la distancia |¢ — ¢/|.
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2. Suponemos que las funciones H y A pueden diferenciarse muchas veces.
Esta aseveracion es razonable para muchos casos fisicos, en particular
cuando debemos tratar con fenémenos colectivos. Sin embargo, no es
justificable cuando ocurren cruces entre los niveles de energia.

D.1.2. La Aproximaciéon de Traslape Gaussiano
(Gaussian Overlap Approximation, GOA)

Suponemos que la norma N (a,a’) estd en el centro de masa de las coorde-
nadas:

!/
q_a—;a s=(a—d) (D.6)
en la forma:
Nla,d) =N (g+ g = 5) = e b (.7)
2 2
Si definimos al operador
h o
P=—— D.8
encontramos que:
m*y(q) = (gl P*|a) (D.9)

El valor esperado de P es cero debido a la invariancia ante la inversién
temporal:

(glPlg) =0 (D.10)
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Es conveniente introducir una transformacion de escala para una coorde-
nada « de tal forma que la norma tenga un ancho constante v, Esto se logra
con la transformacion:

Yolda)? = ~y(a)(da)?, a= /a \/ %da' (D.11)

A primer orden, obtenemos en el exponente de D.7:

y (‘”;”) (a —d)? = yo(a— o)’ (D.12)

En el desarrollo siguiente suponemos que estamos trabajando en la coor-
denada .

En el caso del traslape Gaussiano es relativamente simple derivar una
ecuacion de moviemiento en la coordenada ¢, debido a que ahora podemos
1 " .. o
calcular Nz analiticamente. Es fécil demostrar que N (a, a’) puede escribirse
como:

Nmﬂu=/@¢%wﬂ@@waﬂv (D.13)
con
9\ 1/4
N2 (a,q) = (%> e~ w(a=0* (D.14)

Los valores esperados del Hamiltoniano H para la funcién GCM

|%=/mmww (D.15)

estaran dados por:
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(U H|T) = / da da' f*(@)N'(a, @')h(a, a') f(d')

(D.16)
_ / da dd' f*(a) / dg/ AN (a, ¢)h(a, " \N?(q,d") f(a')

En el siguiente paso, reemplazamos h(a,a’) por un operador diferencial,
el Hamiltoniano colectivo

, 0
h(CL, a ) = Hcoll (q, a—q) (D17)

el cual ya no depende de a ni de a/. Para lograr esto, utilizamos el hecho de
que N''2(a, q) tiene un pico agudo en a=q y expandimos h(a, a’) en el punto
a = a' = ¢ hasta segundo orden en las diferencias (a — q) y (' — q):

h(a,a") =h + hy(a — q) + hy(a' — q)

+ % [haw(a — @)% 4 2Rgy(a — q)(a' — q) + hyy(a’ — q)?] o
donde
82
h=bad) =Gl he = gabled)
hy = %h(a, a') s Py = aci;a'h(a’ @) a=a'=q (DA
hy = %h(a, a') s fouy = ailh(a, @) a=a'=q

Las derivadas lineales no contribuyen al resultado final debido a la inva-
riancia ante inversién temporal. Para ver esto y para obtener una expresion
para las segundas derivadas, escribimos el Hamiltoniano completo del tras-
lape como:
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H(a,a') = (gler*=DP Hem#(*=0P|q) (D.20)

de donde obtenemos:

0 , 0 (H(a,d) i
- - = —{g|PH|qg) = D.21
aah(a7 a’) s Ja <N(6L, a/))a:a/:q h<‘1| i) =0 ( )
Yy
hy — hy = %<q|PH + HP|g) =0 (D.22)

De la misma forma obtenemos:

hew = ——= (| P*H1q) — {al Hla) (g P*Iq)

h
hyy = —% ((¢|HP?|q) — (q|H|q){q|P?|q)) (D.23)
hey = ~ (| PHP) — (| H|a){alP*|a))

I3

Ahora insertamos la ecuacion D.18 en la ecuacién D.16, dado que las
funciones N''/2(a, ¢) son gaussianas, podemos expresar los términos (a —q)...
por:

1 0
__N1/2
270 dq

(a—q)°’NY? = L8_2 + 1 N2
A 9% 270

(a— N =
(D.24)

Después de integrar por partes, regresamos a las coordenadas generales
y obtenemos (si depreciamos derivadas de grado mayor que segundo orden
en h:
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<Mwai/wwa@Hm(%%)w@

donde

mw:/NW@@mwa

El Hamiltoniano colectivo estara dado por:

1 0 > 0

Hco = 43 _+Vq
" A 0qY 20 (q) Og (@
donde:
! L (hex — 2hay + hyy)
~—— = — 7 (hzr — 2hzy + hyy
M(q) 4ry?

y la energia potencial sera:

V(g) = {(q|Hlq)
Py
GO(Q) = 7

(D.25)

(D.26)

(D.27)

(D.28)

(D.29)

Asi, tenemos un Hamiltoniano colectivo en la variable g. Su energia po-
tencial no es simplemente el valor esperado del Hamiltoniano, sino que hay
una correccién dada por el valor €(q) la cual es llamada energia del punto
cero debido a que un paquete de ondas |g) (donde |g) es un estado coherente)

en la vecindad del minimo de V' (g) tendra esta energia.



Apéndice E

Analisis Numérico elaborado en
Mathematica 5

En este apéndice se incluye el analisis numérico que se realizé para el SACM.

Introdujimos como definiciones las funciones F,, (o?), ademds de sus pri-
meras y segundas derivadas con respecto a la variable a.

Definiciones

N+n0

N!2 k! 2
FOO[N ,n0 ,aa ] iz —— Binomial [N +n0, k] (— o’k
- - - (N+n0) ! (k-n0) !
k=n0
2 N+n0-1
N! . . (k+1)! 2 2 ked
F11[N ,n0 ,a ] iz —— Binomial[N+n0-1, k] | —— | a
- - = (N+n0) ! (k+1-n0)!
k=n0-1
2 N+n0-2
N! (k+2)! 2 2 ks
F22[N ,n0 ,a ] iz —— Binomial[N+n0-2, k] | — 8 ——| a°**
- - = (N+n0) ! (k+2-n0)!

k=n0-2

107
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N+n0-3
N2 . (k+3)1 V2 L. .
F33[N , n0 ,a ] iz ——— Binomial[N+n0-3, k] | ——M o
- - = (N +n0) ! (k+3-n0)!
k=n0-3
N+nQ-2
N12 (k) ! 2,
FOON2[N , n0 ,a ] iz ———— Binomial [N +n0 -2, k] [7] alk
- - - (N +1n0) ! Z (k -no0) !
k=n0

F20[N_, n0_, a ] :=

N+nQ-2
N!2

(N +n0) !
k=n0-2

(k) ! ] ( (k+2)! ]a2k+2

Binomial [N+ n0 - 2, k] (
(k-no) ! (k+2-n0)!

Primeras Derivadas:

2 N+n0
N! k! 2 2 k-1
DOO[N , n0 , & ] iz —— Binomial[N+nO, k] | ——— (2k) a“ ™"
- - (N +no) ! (k-no) !
k=n0
D11[N_, n0_, a ] :=
2 N+n0-1
N! i i (k+1)! 2 5 kel
E——— Binomial[N+n0O-1, k] | —m (2k+2) a
(N +no) ! (k+1-n0) !
k=n0-1
D22[N_, n0_, a_ ] :=
N+n0-2
N2 (k+2)! 2 3 ka3
_ Binomial[N+n0-2, k] | ———MMM (2k +4) a***
(N +no0) ! (k+2-n0)!
k=n0-2

D33[N_, n0_, a_] :=

N+n0-3
N12 (k+3)! 2 P
_— Binomial[N+n0-3, k] | —m8 —— (2k+6)
(N+no) ! (k+3-n0)!
k=n0-3
N+n0-2
N1!2 ) ) (k) ! 2 P
DOON2[N , n0 , a ] := —— Binomial[N+n0 -2, k] | —— (2k) a
- - = (N +no) ! (k-n0)!
k=n0

D20[N_, n0O_, a_] :=
N+n0-2

N!2
Binomial [N +n0 -2, k] (

(N +no) !
k=n0-2

(k) ! }(( (k+2)! ](2k+2)a2k+l

(k - no) ! k+2-no)!
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Segundas Derivadas:

S5ecDO0[N_, n0 ,a ] :=

N+n0Q

N!2 k! 2
—ZBinomial[N+n0, K] (—] (2k) (2k-1) o?*2
(N +n0) ! (k -no0) !
k=n0
SecD11[N ,n0 ,a ]:=
N+n0-1
N!? S (k+1)! 2 .
_ Binomial[N+n0-1, k] [ —— (2k+2) (2k+1) a
(N +n0) ! (k+1-n0)!
k=n0-1
SecD22[N _,n0_, a ] :=
5 N+n0-2
N! (k+2)! 2 -
S Binomial [N+n0-2, k] |[— | (2k+4) (2k+3) a
(N +n0) ! (k +2 -no0) !
k=n0-2
SecD33[N_, n0_, a ] :=
N1z e (k+3)1 2
- Z Binomial [N+ n0 - 3, k] [—] (2k+6) (2k+5) a®¥+*
(N +n0) ! (k + 3 -n0) !
k=n0-3

SecDOON2[N_, n0_, a_] :=

N+n0-2
N2 (k) ! )2 —_
_— Binomial [N+ n0 -2, k] [—] (2k) (2k-1) a? %"
(N +no0) ! (k-no0) !
k=n0
SecD20[N_, n0_, a_ ] :=
N2
(N+no) !
N+n0-2

(2k+2) (2k+1) ¥

. . (k) ! (k+2)!
Binomial[N+n0 -2, k] ( ] ( (

(k -no) ! k+2-n0)!
k=n0-2

Introdujimos la expresién obtenida para la energia potencial V' («), asi co-
mo su primera y segunda derivada con respecto a la variable a en términos
de las definiciones del paso anterior.
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Energia potencial:

Vihw_ , a_, b _, c ,x , N ,n0_, o ] :=
F1l1 [N, nO, o]
x (hw+4a-4b+4bno0) (N +no) -
FOO[N, no, o]
F20[N, n0, «]

FOO[N, nO0, «]

(1 - x) ; (N +n0) (N+no —1)

(x (- 6b+bno) + (1 - x) c) (N +n0) (N+no_1) —22[N, n0, ]
- + + - — + + - -
a FOO [N, noO, «]

F33[N, nO, o]
FOO[N, nO, o] *
FOON2 [N, nO, «]
FOO[N, nO, o]

bx (N+n0) (N+n0 —1) (N+no0O - 2)

(1 - x) ; (N +n0) (N+no —1)

Primera derivada:

FirlD[w_,a_, b ,c_,x N, 00 a]:=
1

FOO[N, n0, a)?
(FOO[N, nl, a] (x (hw+da-4b+4bn0) (Nenl)DIL[N, nl, a] - (1-x) ; (N+n0) (N+n0-1)D20[N, n0, a] +
(x (a-6b+bn0) + (1-x) ;J (N410) (410 -1) DI2[N, 20, o] -
bx (Nen0) (N+n0-1) (Nen0-2)D33N, n0, 0] + (1 -x) % (N+n0) (N+n0-1) DOON2[N, n0, a]] -
(x (hw+da-4b+4bn0) (Nenl) FIL[N, 20, a] - (1-x) ; (N+n0) (N+n0-1) F20[N, n0, a] +

(x (a-6b+bnd) + (1-x) E) (N410) (¥+n0-1) F22[N, 20, o] -
!

¢
bx (Nen0) (Nen0-1) (Nen0-2) FIIN, 00, a] + (1-%) = (N+n0) (N+n0-1) FOON2[N, u0, ]
4

D00[N, n0, a})
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Segunda derivada:

SecDD[hw_,a , b ,e_,x , N ,nl_,a]:=

SecDO0[N, n0, a]

FOO[N, n0, a]?

c
(x (hw+d4a-4b+4bnl) (N+n0) FII[N, n0, a] - (1 -x) — (N+n0) (N+n0-1) F20[N, n0, a] +
2

(x (2a-6b+bnl) + (1-x) E (N+n0) (N+n0-1) F22[N, n0, a] -
4

c
bx (N+n0) (N+n0-1) (N+n0-2) F33[N, n0, a] + (1 -%) — (N+n0) (N+n0-1) FOON2[N, n0, a] | +

4
DOO[N, n0, a]?
9

FOO[N, n0, a]?

c
(x (hw+d4a-4b+4bnl) (N+n0) FII[N, n0, a] - (1 -x) — (N+n0) (N+n0-1) F20[N, n0, a] +
2

(x (a=-6b+bnl) + (1-x) E (N+n0) (N+n0-1) F22[N, n0, a] -
4

c
bx (N+n0) (N+n0-1) (N+n0-2) F33[N, n0, a] + (1 -%) — (N+n0) (N+n0-1) FOON2[N, n0, a] | -
4

) DOO [N, n0, a)
FOO[N, n0, a]?

c
(x (hw+d4a-4b+4bnl) (N+n0)DIL[N, n0, a] - (1-x) — (N+n0) (N+n0-1)D20[N, n0, a] +
2

(x (2a-6b+bnl) + (1-x) E (N+n0) (N+n0-1)D22[N, n0, a] -
4

c
bx (N+n0) (N+n0-1) (N+n0-2) D33[N, n0, a] + (1 -%) — (N+n0) (N+n0-1) DOON2[N, n0, a] | +
4

1
FOO[N, n0, a]

¢
(x (hw+d4a-4b+4bnl) (N+n0) SecDIL[N, n0, a] - (1-%) — (N+n0) (N+n0-1) SecD20([N, n0, a] +
2

c
(x (a-6b+bn0) + (1-x) —| (N+n0) (N+n0-1) SecD22[N, n0, a] -
4

¢
bx (N+n0) (N+n0-1) (N+n0-2) 8ecD33[N, n0, a] + (1 -%) — (N+n0) (N+n0-1) SecDOON2 [N, n0, u])
4

Se introdujeron los pardametros del sistema dados en la Tabla 6.1:
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Parametros del sistema

hw :=13.2
a:=-2.311
b:=-0.17
¢ :=0.335
n:=12
nod :=8

Se realiz6 una rutina de programaciéon para establecer si la raiz a = 0 es
un minimo o un maximo del potencial por medio de la segunda derivada de
V' («r) con respecto a a:

Establecer si laralz "a=0" es unminino o unmaxino del potencial

secl = Table [Limit[SecDD[hw, a, b, ¢, x, n, n0, a], 2=+ 0.000001], {x, 0, 1, .01}];
sec2 = Table[Limit[SecDD[hw, a, b, ¢, x, n, n0, a], a+-0.000001], {x, 0, 1, .01}];

indice = Table[i, {1, 0, 1, .01)];

MatrixForm|Transpose|{indice, secl, sec2}]]

Encontramos que enel intervalo [0, 1],
"g=0" SIEMPRE es unmaximo del potencial,

Si @ = 0 es un maximo del potencial entonces debe existir otro punto
extremo el cual serd minimo del potencial. Por ello, se realizd una rutina de
programacion para encontrar estos minimos en el intervalo [0, 1].
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Encontramos Los minimos enel intervalo [0, 1]

indexl = Table[x, {x, 0, 1, .01}];

rootl =Table[a /. FindRoot[FirDD[hu, a, b, ¢, X, n, n0, a] =0, {a, .35}],
{x,0,1,.01}]);

potenciall = V[hw, a, b, ¢, Take[index], 101], n, n0, Take[rootl, 101]];

pointsl = Transpose [{rootl, potenciall}];

Ademds se graficé el potencial V' («) variando el pardmetro z en el in-
tervalo de [0, 1] en pasos de 0.001 para corroborar que la posicién de los
minimos hallados en el paso anterior fuese lo suficientemente precisa.

Valpha = ListPlot[Take[pointsl, 101],
Plotstyle » {PointsSize[0.005], RGBColoxr[1, O, 0]},
AxesLabel - {"ax", "V(az)"}]1;

Export["Valphatesis.eps", Valpha]
Valphatesis.eps
Por 1ltimo, se muestra la gréfica de la posicién de los minimos ay (donde

a3 > 0) con respecto al pardmetro . Como vemos, para toda x en el intervalo
x € [0,1], el potencial V() tiene tinicamente un minimo deformado:
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points2 = Transpose[{indexl, rootl}];

Alphax = ListPlot[Take[points2, 101],
PlotStyle » {PointSize[0.005], RGBColor([1l, 0, 0]}, AxesLabel » {x, "ap (x)"}]

og (%)
0.385 P
0.38

0.375

= Graphics =

Export["alphaxtesis.eps", Alphax]

alphaxtesis.eps

Con lo cual se verifica de nueva cuenta que no hay transicién de fase para
el caso del SACM.



Apéndice F

Renormalizacion de la variable
Q

En este apéndice se dara una definicion para la distancia entre dos ciimulos
nucleares. Solo discutiremos el caso cuando no se observa el principio de
exclusion de Pauli (PACM). En el caso contrario, consideraciones similares
pueden aplicarse (Ver por ejemplo [13]).

En la literatura existen diversas convenciones de cémo definir la distan-
cia relativa entre sistemas de dos cimulos [4, 5, 17, 18, 19, 20, 51] las cuales
difieren entre si. Las definiciones en su mayoria estan dadas por convenien-
cia. Por lo tanto, creemos que es necesario dar una definicién consistente
de la distancia entre dos cimulos. Por ejemplo, en las referencias [4, 5| se
propone renormalizar los parametros de interaccién utilizando el siguiente
razonamiento:

El valor de espectacion de una interaccién de un cuerpo con respecto al
estado coherente, es porporcional al nimero total de cuantos. Por ejemplo,
el valor de espectacion de a;n, estd dado por:

Oé2

e (F.1)

(1) = a1 N

Suponiendo que « es de orden uno, el valor esperado aumenta con N, lo
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cual no es natural dado que (7o) es de orden uno. Para evitar esto, en [4, 5]
se recomienda redefinir la interaccién como:

= (F.2)

S

De esta manera, el pardmetro a} no varia significativamente al aumen-
tar N. Un argumento similar sigue siendo valido para una interaccién de
dos cuerpos, donde se recomienda dividir el parametro correspondiente a la
interaccién por N(N — 1), y asi en adelante.

Pero ya en la ecuacién (F.2) observamos que surge un problema que no
ha sido considerado antes en la literatura. A continuacién abordaremos el
problema de tres formas distintas:

1. Consideremos el término Aiwni, (en el SACM representa el campo medio
del oscilador arménico). Al dividir este término entre N tendera a cero
cuando N — o0o. La contradiccién se vuelve aparente debido a que hAw
es un valor fisico que debe mantenerse independiente de N, mientras
que a; en la ecuacién (F.1) se utiliza como un pardmetro abstracto.

2. Por otro lado, si aplicamos el operador 1 a un estado de la base del
oscilador armonico, en los estados mas bajos los eigenvalores de 71, son
numeros pequenos. Del mapeo geométrico obtendremos

042

— F.3
a2 (F.3)

lo cual sugiere un aumento proporcional a N. La tnica forma de per-
manecer con numeros de orden uno es redefinir « por:

o= — (F.4)

es decir cuando N — oo « tiende a cero. De esta forma, con ¢ del orden
de ng, el mapeo gométrico también da resultados de orden uno. Asi, el
estado coherente dado en la ecuacion C.23 se redefine a:
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16)

- YN+ LeY

Y el valor esperado de i, sera:

52
Ny) = F.6
() ( (F.6)

1+ +62)

La dependencia global en N ha desaparecido: Para N — oo no
hay dependencia en N.

Lo mismo ocurre para la mayoria de las interacciones de dos cuerpos,
como discutiremos mas adelante encontramos algunas diferencias cuan-
do los operadores & estan involucrados

. A continuacién justificaremos la nueva variable §. Para ello, conside-
remos el operador de posicion, antes de introducir los bosones-o para
hacer el corte en N, es decir:

Cuando se introducen los bosones o este operador debe cambiar. El
nuevo operador, llamado el operador de distancia algebraico, debe sa-
tisfacer como minimo las siguientes condiciones:

a) El ntmero total de bosones debe mantenerse constante, es decir,
cada ﬁ'fn debe multiplicarse por & y cada 7, debe multiplicarse
por un &1

b) La definicién del operador de distancia debe ser independiente de
la base y del Hamiltoniano utilizado (debido a que es un operador
independiente).

¢) Para N — oo debe converger a la forma convencional dada en la
ecuacion (F.7)

El operador de distancia propuesto esta dado por:
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m=1\/3 ijn - (&].6 + 61 7m) (F.8)
el indice a se refiere al operador de distancia algebraico. El operador
en si mismo no cambia el nimero total de bosones como se requiere
en la condicién (3a). La N en el denominador de la raiz cuadrada se
introduce debido a que en la base del oscilador arménico los elementos
de matriz de los operadores-o se comportan como /N — n, que para N
grande y un nimero pequeiio de bosones 7 es aproximadamente v/N.

7

Este valor aproximado de los operadores & se satisface en cualquier
base, para los estados base donde el nimero promedio de bosones 7
es mucho menor que N, sin embargo la estructura es particularmente
simple en la base del oscilador armonico.

Asi el 1/v/N cancela aproximadamente las contribuciones debidas a la
adicién de los operadores 67 y &. De esta forma, el operador algebraico
de distancia no depende de la base utilizada (el 7% puede aplicarse a
cualquier tipo de base) y tampoco depende del Hamiltoniano, con lo
cual se satisface la condicién (3b).

Por otro lado, para una N muy grande las expresiones del operador
de posicién fisico y algebraico se aproximan, satisfaciendo la condicion
(3c).

Esta definicién concuerda con [52, 53] donde se discute un modelo al-
gebraico para moléculas.

A menudo (ver por ejemplo [51]) se define una distancia radial como
funcién de la simetria dinamica, relacionada indirectamente al elemen-
to de matriz del operador dipolar (en la base se refleja la simetria del
Hamiltoniano) sin ninguna otra consideracién. Esto viola la condicién
(3b) mencionada arriba. Insistimos en que el operador de distancia debe
ser independiente del Hamiltoniano en el espacio de Hilbert considera-
do. El Hamiltoniano determina si hay una simetria dinamica o no, la
cual debe ser independiente del operador de distancia, mientras que el
espacio de Hilbert como tal, es independiente de la base utilizada.

El valor esperado del operador de distancia algebraico es:

~Aa \ __ w Qm _Ta
(o) = Vomw (1+a2) ™ (F-9)



119

Definimos este resultado como la distancia algebraica 7%, que es por
definicién de orden uno. Invirtiendo esta relacion podemos redefinir «,
en términos de 9,, y N como:

(F.10)

con 9, dado por:

Om, mw
_m [yl F.11

que resulta ser una medida adimensional de la distancia entre los dos
cumulos nucleares.

Consideramos esto como una forma consistente de definir la distancia
entre los cumulos a través de la variable d,,

La validez de la definicién (F.9) de r¢%, depende de las fluctuaciones del
valor esperado correspondiente como a continuacion se expone brevemente.
El vector de distancia entre los cimulos siempre puede escogerse a lo largo
del eje-z. Calculamos la varianza como:

((AR)%) = ((75)°) — (75)°
_(471) N h1rd (F.12)
(1

con lo que:

Im ((A#§)?) = — (F.13)

N—oco 2mw

Entonces, siempre que el valor de espectacién del operador de distancia
algebraico sea mayor que la raiz cuadrada de esta expresion, es seguro iden-
tificar 7§ como la distancia entre dos ctimulos. La raiz cuadradada de (F.13)
es del orden de 1 fm.
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Como se explicé en el Capitulo 4 utilizaremos la variable g por simplici-
dad, donde:

Oé2

g = (1+ a?)

(F.14)

Esta variable puede relacionarse con 62 andlogamente a como lo hicimos

con 2.
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