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Introduccién

Siguiendo a D. Simson ([7] y [8]) definimos el concepto de dlgebra endo-salvage:
se dice que una k-algebra de dimension finita A es endo-salvaje si toda k-algebra
de dimension finita es isomorfa a un algebra de la forma End4(X), con X un
A-modulo finitamente generado. Por ejemplo ([8]), para m > 2 el algebra I, (k) =

k k™

0 k
algebras endo-salvajes son aquellas para las que es muy dificil clasificar a las al-
gebras que son isomorfas a End4(X), con X un A-moédulo finitamente generado.
;Qué tan dificil es, entonces, lograr esta clasificacion para las algebras que no son
endo-salvajes?

es endo-salvaje. Podemos entonces decir que, de alguna manera, las

En [8] se hace la sencilla observacion que toda algebra endo-salvaje es de tipo de
representacion infinita, es decir, el ntimero de clases de isomorfismo de A-modulos
inescindibles y finitamente generados no es finito. Se sigue entonces que, para un
n € Ny fijo, el algebra de matrices triangulares inferiores de n x n, A,, no es
endo-salvaje, pues el nimero de clases de isomorfismo de A,-moédulos finitamente
generados e inescindibles es @ En este trabajo se intenta dar una clasificaciéon
de las algebras béasicas y hereditarias de la forma Enda (M), donde M es un A,,-
modulo finitamente generado. Dado que si k es un campo algebraicamente cerrado
entonces las k-dlgebras de dimension finitan bésicas y hereditarias son justamente
las algebras de caminos de carcajes sin ciclos dirigidos, esto se reduce a clasificar a
los carcajes cuya algebra de caminos es de la forma Enda, (M). Se demuestra, en
particular, que para n fija esta clasificacién consiste en un namero finito de clases
de isomorfismo, pues los carcajes a considerar no tienen mas de % vértices,
y la hipdtesis de que el algebra sea hereditaria nos restringe a no tener mas de
una flecha entre cualesquiera dos vértices. Sin embargo, a medida que n crece, esta

clasificacion se hace cada vez mas compleja.

Como se tratd que este trabajo fuera totalmente autocontenido, se inicia con
nociones béasicas de Teoria de Categorias y Teoria General de Anillos y Modulos:

\%
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solo se supone que el lector esta familiarizado con las nociones més basicas, tales
como anillo, médulo, submodulo, morfismo, kernel, imagen, suma y producto di-
rectos de modulos. En este capitulo se introduce sélo lo necesario para comprender
la teoria desarrollada en los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo se define la nociéon de carcaj, o grafica dirigida, y de
k-representacion de un carcaj. Se demuestra que, con un campo k fijo, las repre-
sentaciones de un carcaj forman una categoria, se definen los conceptos de suma
directa de representaciones y de representaciones inescindibles, y se hace una clasi-
ficacion de las representaciones inescindibles de £,,, el carcaj lineal de n vértices.
Posteriormente, en el capitulo 3, se define el algebra de caminos de un carcaj, lo
que conecta las nociones de los primeros dos capitulos, se demuestra que la cate-
goria de representaciones de un carcaj es equivalente a la categoria de modulos
finitamente generados sobre su respectiva algebra de caminos, y que el algebra de
caminos de un carcaj sin ciclos dirigidos es hereditaria. En el cuarto capitulo se
introducen las algebras basicas, asi como el carcaj de un éalgebra, y se demuestra
que las algebras bésicas y hereditarias son justamente las algebras de caminos de
un carcaj sin ciclos dirigidos. Este capitulo finaliza con un pequeno analisis de
como es el carcaj del algebra de endomorfismos de un modulo sobre A,,, y cuando
sucede que esta algebra es hereditaria.

Es hasta el capitulo 5 que entramos al problema que da origen a este trabajo:
la clasificacion de aquellas k-algebras basicas y hereditarias para las que existe
n € Nyg y un A, (k)-modulo M, finitamente generado, tal que A = Enda,, (x)(M).
Esto se reduce a clasificar a los carcajes @ para los que se cumple que el algebra
de caminos kQ es de la forma Enda,, ) (/). Para esto, introducimos la nocion de
realizacion de un carcaj, que no es més que una funcién que a cada vértice de @
le asocia un intervalo compacto de numeros reales. Asociado a una realizacion de
un carcaj tenemos un orden parcial en @, el conjunto de vértices de ), que nos
ayudara bastante a la hora de decir para qué carcajes existe una realizacion, es
decir, qué carcajes son realizables. Se demuestran algunas propiedades basicas de
este orden parcial y ciertas propiedades de “extension” de realizaciones, que nos
permiten demostrar, por ejemplo, que todo arbol es realizable. Después se analizan
los bloques, es decir aquellos carcajes cuya grafica subyacente es 2-conexa, que son
realizables.

Por ltimo, se incluye un pequeno apéndice con la definiciéon y propiedades del
pushout de dos morfismos f y ¢g en una categoria. Se pone especial énfasis en la
construccion del pushout en la categoria de conjuntos, pues esto nos brinda una
manera de obtener un carcaj a partir de otros dos carcajes.



CAPITULO 1

Anillos y Médulos

El propoésito de esta seccién es dar un repaso razonablemente compacto a los
temas concernientes a la Teoria General de Anillos y Modulos necesarios para leer
este trabajo. El lector interesado en ahondar méas en estos temas puede consultar

(1] y [9]-

1.1. Categorias y Funtores

Definicion 1.1 Una categoria C consiste de una clase de objetos, a la que deno-
taremos por Ob(C) y, para cada dos objetos A, B € Ob(C) un conjunto Home (A, B),
llamado el conjunto de morfismos de A a B. Ademds, si A, B,C € Ob(C) tenemos
una funcion

o Homc(B, C) X Homc(A, B) — Homc(A, O)
que cumple los siguientes axiomas,

1. Si f € Home(A, B), g € Home (B, C) y h € Home(C, D) entonces ho(gof) =
(hog)o f.

2. Para cada objeto A € Ob(C) existe 14 € Home(A, A) tal que, si f €
Home (A, B) entonces fola = f y, si g€ Home(C, A) entonces 1409 =g.

Ejemplos de categorias son:

1. La categoria Sets que tiene como objetos a los conjuntos y como morfis-
mos a las funciones, donde la operaciéon o es simplemente la composicion de
funciones.

2. La categoria Top de espacios topoldgicos, donde los morfismos son las fun-
ciones continuas.
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3. La categoria Grp de grupos, donde los morfismos son los homomorfismos de
grupos.

Definiciéon 1.2 Sea C una categoria y sean A, B € Ob(C). Diremos que A y B
son isomorfos si existen f € Home (A, B), g € Home (B, A) tales que go f = 14
y fog = 1p. Escribiremos A = B para decir que los objetos A y B son isomorfos.
Ademds, diremos que [ y g son isomorfismos.

Definicion 1.3 Sean C y D categorias. Diremos que D es una subcategoria de
C si Ob(D) C Ob(C), Homp(A, B) C Home(A, B) para cualesquiera dos objetos
A, B € Ob(D) y la funcion o en D es simplemente la restriccion de la funcion o
en C. Si ademds se cumple que Homp(A, B) = Hom¢ (A, B) para cualesquiera dos
objetos A, B € Ob(D), diremos que D es una subcategoria plena de C.

Ejemplo 1.4 La categoria Ab de grupos abelianos es una subcategoria plena de
la categoria Grp.

En las categorias Top y Grp, los morfismos nos sirven para “comparar” obje-
tos. ;Como comparamos categorias? Para eso necesitamos introducir la nocién de
funtor.

Definicion 1.5 Sean C y D categorias. Un funtor covariante F : C — D es una
asignacion F : Ob(C) — Ob(D) tal que para cada dos objetos, A, B € Ob(C) existe
una funcion, a la que por abuso de notacion también denotaremos por F,

F :Home¢ (A, B) - Homp(F'A, FB)
tal que:
1. F(14) = 1pa para todo A € Ob(C).
2. Si f € Home(A, B) y g € Home (B, C), entonces F(go f) = F(g) o F'(f).
Diremos solamente que F' es un funtor para decir que es un funtor covariante.

Ejemplo 1.6 Para cada categoria C tenemos el funtor 1¢ : C — C, que a cada
objeto lo manda a €l mismo y a cada morfismo también.

Ejemplo 1.7 Tenemos el funtor v : Grp — Sets, que olvida la estructura de
grupo, es decir, manda a cada grupo en su conjunto subyacente. En general, este
funtor aparece siempre que los objetos de la categoria sean conjuntos estructurados.
Ast, por ejemplo, también podemos definir un funtor olvido u : Top — Sets.

Definicion 1.8 Sea F': C — D un funtor. Diremos que F es:

Fiel si F': Home (A, B) — Home (F A, F'B) es inyectiva para cada A, B € Ob(C);
Pleno si F' : Hom¢(A, B) — Home(F'A, FB) es suprayectiva para cada A, B €
Ob(C);

Denso si para cada D € Ob(D) ezxiste C € Ob(C) tal que D = FC.

Ejemplo 1.9 Sea C una categoria. Entonces el funtor 1¢ es fiel, pleno y denso.
El funtor u : Top — Sets es fiel y denso, pero no es pleno.
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1.1.1. Transformaciones naturales

Definicion 1.10 Sean C y D categorias y F,G : C — D funtores. Una trans-
formacion natural entre funtores es una familia de morfismos {pc : FC —

GCleeob(e) tal que, si A, B € Ob(C), f € Home(A, B) el diagrama

F
FA*f>FB

WAi \LQOB
Gf

GA——GB

conmuta, es decir, pg o Ff = Gf o pa. Escribiremos ¢ : F — G para decir que
0 ={pctceob(e) es una transformacion natural de F' a G.

Definicion 1.11 Sean F,G : C — D funtores y p : F' — G una transformacion

natural. Diremos que @ es un isomorfismo natural si pc es un isomorfismo
para todo C' € Ob(C).

Notemos que los funtores también se pueden componer. Es decir, si F': C — D,
G : D — F son funtores, entonces GF : C — F es tal que, en un objeto C se
calcula como GFC'y en un morfismo f € Hom¢ (A, B) se calcula como GF f. Con
esta observacion, estamos listos para decir cuando dos categorias son “basicamente
la misma categoria”.

Definicion 1.12 Sean C y D categorias. Diremos que C y D son equivalentes si
existen funtores F : C — D y G : D — C e isomorfismos naturales n : GF — 1¢,
0 : FG — 1p. Diremos, ademds, que los funtores F y G son equivalencias de
categorias.

Sin embargo, esta no es la inica manera en la que podemos definir una equi-
valencia de categorias. Muestra de ello es el siguiente resultado.

Teorema 1.13 Sea F : C — D un funtor. Son equivalentes:
(1) F es una equivalencia de categorias.

(2) F es un funtor fiel, pleno y representativo.

Demostracion. (1) = (2). Veamos primero que el mapeo F' : Hom¢(Cy, C) —
Homp (FCy, FCy) es biyectivo. Sea G : D — C tal que existe un isomorfismo

natural ¢ : GF = 1c. Tenemos entonces que la funcion
A HomC(GFCl, GFCQ) — HOIIlc(Cl, CQ)

definida por
M) = e, fec

es biyectiva. Con el funtor G también tenemos definida una funcién

G HomD(FCl,FCQ) — HOH’IC(GFCl,GFCQ).
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Veamos que F' y AG son inversas. Sea g € Home(Cy, Cy), Entonces
AGF(g) = N(GFg) = oo GFgpc, = g.
Sea h € Homp (F'Cy, FCs), entonces
FAG(h) = FA(Gh) = F(pc)Ghoc,) = h.

Por lo tanto F' y AG son inversas y F' es biyectiva. El resultado ahora se sigue
observando que, para cada objeto D € D se tiene que D = FGD, con GD € C.

(2) = (1). Veamos antes que, si F' es un funtor que cumple 2), entonces C
y C5 son isomorfos en C si y s6lo si F'Cy y FC5 son isomorfos en D. Sean C
y C5 objetos isomorfos en C, es decir, existen g : C; — Co, h : Cy — Cy tal
que gh = 1¢,, hg = 1¢,. Entonces Fg : FC;, — FCy y Fh : FCy — FC;
cumplen FgFh = Fgh = Flg, = lpc, v FhlFg = Fhg = Flg, = lpc,.
Por lo tanto, F'g define un isomorfismo entre FCy y FCs. Ahora bien, si Cy y
C5 son tales que FC; = F(C5, entonces existen morfismos g : FC; — FCs y
h : FCy — FC, tales que gh = 1pc, y hg = 1pc,. Como F' es biyectiva, exis-
ten un dnico elemento m € Home(Cy, Cs) tal que Fm = ¢ y un tnico elemento
n € Home(Cq,Ch) tal que Fn = h. Entonces Fnm = FnFm = 1pc,. Como la
F : Home¢(C4,Cy) — Homp(FCq, FCs) es biyectiva, nm = 1¢,. De la misma
manera se prueba que mn = 1¢,. Por lo tanto, Cy = Cs.

Necesitamos construir un funtor G : D — C. Sea D un objeto en D. Existe un
objeto C en C con un isomorfismo vp : FC — D. Definimos GD = C. Ahora bien,
si tenemos un morfismo h € Homp (D1, Ds), tenemos un morfismo

9="p.97p, : FGD; — FGD,.

Entonces existe un tnico morfismo GD; — G Da, al que llamaremos G(g) tal que
FG(g) = g. Veamos ahora que esto define un funtor. Tenemos que, para todo obje-
to D € D, G1p es el tnico morfismo en Home(GD) tal que FG(1p) = 1p. Clara-
mente 1gp cumple esto y por lo tanto se tiene que Gl1p = 1gp. Sean Dy, Ds, D3
objetos de D, g1 € Homp (D1, Ds) y g € Homp(Ds, D3). Tenemos que G(g2g1) es
el inico morfismo en Home (G D1, GDs) tal que FG(g291) = 75; (9291)7D, - Como
F' es un funtor:

F(Gg2Gg1) = F(Ggo)F(Ggr)
= (Ypi927D,) (YD, 17D1)
= ”U_); (9291)7D, -

Se sigue entonces que G(g2g1) = G(g92)G(g1) y por lo tanto G es un funtor. Ademas,
por construccion, FG = 1p.

Veamos ahora que GF = 1¢. Del isomorfismo natural § : F'G = 1p, para cada C
objeto en C obtenemos un isomorfismo dp4 : FGFA — FA en D. Este morfismo
viene de un tnico isomorfismo a4 : GFA — A en C. Veamos que a : GF — 1¢
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es un isomorfismo natural. Sean A y B objetos de C, y f € Hom¢ (A, B). Tenemos
los diagramas

rear0) Y rary  ara) CEY ar(B)

\LF(&A) \LF(QB) lOZA \LOCB
r(p) ;

F(A) F(B) A—1 o

El diagrama de la izquierda conmuta, pues F(a4) = 4. Se sigue entonces, puesto
que F' es biyectiva, que el diagrama de la derecha también conmuta. Por lo tanto
GF = 1¢ y F es una equivalencia de categorfas. [

1.2. Anillos y Médulos

En esta seccion supondremos, por brevedad, que el lector ya esta familiar-
izado con conceptos tales como el de anillo, médulo, kernel, imagen, submoédulo,
morfismo, epimorfismo, monomorfismo, isomorfismo, suma y producto directos de
R-moédulos. Por anillo entenderemos un anillo asociativo con 1. Sea pues R un
anillo. Denotaremos por R-Mod a la categoria de R-moédulos unitarios izquier-
dos. Denotaremos por R-mod a la subcategoria plena de R-Mod generada por los
R-modulos izquierdos que cuentan con un nimero finito de generadores.

1.2.1. Sucesiones exactas cortas

Definicién 1.14 Sean M, N € R-Mod. Diremos que la sucesion
MLNSL

es exacta si Im(f) = Ker(g). Asi, una sucesion de la forma
0 M LM

es exacta si y solo si f es un monomorfismo, y una sucesion de la forma
M5 M =0

es exacta si y solo si f es un epimorfismo. Una sucesion exacta de la forma

0= M L M5 M =0
es llamada una sucesién exacta corta.
Notemos que en la sucesion exacta corta

0—>M1L>M1@M2£>M2—>0

donde ¢ denota a la inclusiéon candnica y 7y a la proyecciéon canodnica, existen
morfismos m : My & Mo — My y 1o : My — My & M tales que mie1 = 1, ¥
oty = 1pz,. Veremos a continuacion que este caso es esencialmente el tinico en el
que existen estos morfismos.
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Lema 1.15 Sean f: M — N y f': N — M morfismos tales que

ff=1n.

Entonces f es un epimorfismo, f' es un monomorfismo y

M = Ker(f) @ Im(f’).

Demostracion. Como f tiene inversa derecha, es suprayectiva y por lo tanto es
un epimorfismo. Como f’ tiene inversa izquierda, es inyectiva y por lo tanto es un
monomorfismo. Sea x € M. Entonces f(z— f'(f(z))) = f(xz)— f(xz) = 0, por lo que
x—f'(f(x)) € Ker(f). Ademas, z = (x— f'(f(x)))+ f'(f(x)), de donde obtenemos
que z € Im(f")+Ker(f), y porlo tanto M = Im(f’)+Ker(f). Para ver que la suma
es directa, sea y = f'(z) € Im(f’) N Ker(f). Entonces 0 = f(y) = f(f'(2)) = z,
por lo que y = f/(2) = f/(0) =0. 0

Corolario 1.16 Consideremos la sucesion exacta corta de R-mddulos

0—> M —L> M~y ——0.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1).- Eaxiste f": M — M’ tal que f'f = 1.
(2).- Existe ' : M" — M tal que gg' = 1pp0.
3).-M=MoM".

Demostracion. (3) = (2) y (3) = (1) son claros. (1) = (3) y (2) = (3)
son por el Lema 1.15. [J

Definicion 1.17 Consideremos la sucesion exacta corta de R-mddulos

n: 0 ML 0.

Diremos que la sucesion exacta corta n se escinde si sucede cualquiera de las 3
condiciones equivalentes del Corolario 1.16.

1.2.2. Modbdulos Proyectivos

Definicion 1.18 Sea P € R-Mod. Diremos que P es proyectivo si cada que se
tenga un diagrama de la forma

P

N

M—> M"—=0

con el renglon de abajo exacto, existe un morfismo f : P — M tal que el diagrama
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P
al
M—L=pr——0

conmuta.

Proposicién 1.19 Sea {P;}icr una familia de R-mddulos y sea P = @, P;.
Entonces, P es proyectivo si y solo si cada P; es proyectivo.

Demostracion. —>| Supongamos que P es proyectivo. Sea j € I. Supongamos
que tenemos un diagrama de la forma:

P;

J
\ij
M—L= pr—— 0.

El morfismo f; nos induce un morfismo f : P — M", f((pi)icr) = f;(p;). Como
P es proyectivo, existe f : P — M tal que f = gf. Sea f; = fi; : P; — M.
Claramente tenemos que f; = gf;. Por lo tanto P; es proyectivo.

<] Supongamos que cada P; es proyectivo. Supongamos que tenemos un diagra-
ma:

P
lf
M—L= pr—— 0.

Definimos, para cada i € I, f; = fi; : P, — M". Como P; es proyectivo, existe
fi: P — M tal que f; = gf;. Sea f = @, fi. Claramente se tiene que f = gf.
Por lo tanto P es proyectivo. [J

Definicion 1.20 Sea M € R-Mod. Diremos que M es libre si existe un conjunto
I tal que

M =~ RD
es decir, si M es isomorfo a la suma directa de I copias del anillo R.

Observacion 1.21 Para todo R-modulo M distinto de 0 existen un R-mddulo
libre L y un epimorfismo w : L — M. En efecto, sea {x;}icr un conjunto de
generadores de M. Entonces el morfismo

m:RY - M

que se calcula por w((ri)icr) = > ;e Ti%i €5 un epimorfismo.
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Es claro que todo moédulo libre es proyectivo, pues para dar un morfismo que
salga de un modulo libre solo tenemos que decir quiénes son las imégenes de los
elementos de la base. No todo moédulo proyectivo es libre, sin embargo, tenemos la
siguiente proposiciéon que caracteriza de distintas maneras a los médulos proyec-
tivos.

Proposicion 1.22 Sea P € R-Mod. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) P es proyectivo.

(2) Existe un R-mdodulo libre A tal que A= P @ P’.

(3) Toda sucesion exacta corta

0—-M —-M-—P—0

se escinde.

Demostracion. (1) = (3) Supongamos que tenemos una sucesion exacta
corta

n: 0= ML MSPp o

Tenemos entonces el siguiente diagrama

P
:
, 7 9
0 M M P 0.

Al ser P proyectivo, existe g : P — M tal que gg = 1p. Entonces la sucesion 7 se
escinde.

(3) = (2) Ciertamente podemos encontrar un R-modulo libre A y un epimorfismo
g: A — P.Sea P’ = Ker(g). Por hipotesis la sucesion exacta

0 pC A P 0

se escinde. Por lo tanto A = P @ P’.

2) = 1) Todo modulo libre es proyectivo. El resultado entonces se sigue de la
Proposicion 1.19. O

1.2.3. Moébdulos Hereditarios

Definicién 1.23 Sea P un R-mddulo proyectivo. Diremos que P es hereditario
st todo submddulo de P es proyectivo.
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Los modulos hereditarios forman una subclase importante de la clase de los
modulos proyectivos. De la definicion se sigue que todo submodulo de un modulo
hereditario es también hereditario, es decir, la clase de los modulos hereditarios es
cerrada bajo submoédulos, algo que, en general, no sucede con la clase de médulos
proyectivos. Al igual que la clase de los modulos proyectivos, la clase de los modulos
hereditarios es cerrada bajo sumas directas. Sin embargo, esto no es tan facil de
demostrar. Para hacerlo, necesitamos primero el siguiente resultado.

Lema 1.24 Sean M € R-Mod y (I, <) un conjunto bien ordenado. Supongamos
que {M(a)|a € I} es una coleccion de submdodulos de M tal que M(a) C M(B) si
a < By que cumple que J,c; M(a) = M. Para cada o € I, sea

M(a) = | M(B).

B<a

Si M(a) := M(a)/M () es proyectivo para toda o, entonces M = J\//.T(a).

acl

Demostracion. Como M («) es proyectivo, la sucesion exacta

0 M ()" M () — M(a) —0

se escinde, y por lo tanto M(a) = M(a) & M, con M, = M\(a). Veamos que
M

= P M,.
acl
SeaT =) . Ma. Supongamos que T' # M. Como | J,; M(a) = M e I esta bien
ordenado, existe v € I minima tal que M(vy) ¢ T. Como para todo 8 < 7 tenemos
que M(3) C T, entonces Z/W\(’y) C T. Ademas, claramente M., C T. Por lo tanto,

—~

M () = M(y)®M, C T, una contradiccion. Se sigue entonces que M = 3 _; M.

Falta ver que la suma es directa. Supongamos que mg, + - - + m,, = 0, con
Me,; € My, paratodot=1,...,n,y a1 <--- < ap. Entonces mg, +---4+mq, , €

U Mo, c UM M(ay) € M,,,. Por lo tanto

n

Ma, = —(Ma, +++Ma, ) € My, N M(a,) =0

Se sigue que m,, = 0 para toda i. Por lo tanto,

M= M, =@ M. =P M)

acl acl acl

O

Lema 1.25 Sean { P, }aer una coleccion de médulos hereditarios, y P = @, ¢ Pe-
Si M es un submddulo de P, entonces para cada o € I existe un submaodulo M,

de P, tal que:

M%@Ma.

acl
Y, por lo tanto, P es hereditario.
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Demostracion. Sea M C P un submodulo. Paracadaa € I,sean, : P — P,
la proyeccion natural. Por el axioma de elecciéon, damos un buen orden al conjunto
Iy, para cada p € P, p # 0, sea d(p) := méx{a € I | mo(p) # 0}. Dicho méaximo
siempre existe, pues el conjunto {« € I | m,(p) # 0} es finito. Definimos, ademas,
d(0) = z, con la propiedad x < i para todo 7 € I.

Para cada o € I, sea M(a) = {p € M | d(p) < a}. Son consecuencias directas de la
definicion que: para todo a € I, M(«) es un submodulo de M; que M (o) € M (5)
sia < fB;y queJ,e; M(a) = M. Utilizando la notacion del lema anterior, tenemos
la siguiente sucesién exacta:

0 M(a)S M(er) —"% ma (M () — 0.

Como 7, (M () C Py, mo (M () es proyectivo. Podemos entonces aplicar el Lema
1.24. Por lo tanto

M = Pma(M(a))
ael

Se sigue que M es proyectivo. Entonces, P es hereditario. [J

Corolario 1.26 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) R es hereditario como R-mddulo izquierdo.

(2) Todo mddulo proyectivo es hereditario.

Demostracion. (2) = (1) es claro. Para (1) = (2), observamos que por el
Lema 1.25 todo R-moédulo libre es hereditario. Sea P un modulo proyectivo, y sea
P’ C P un submodulo. Existe P” tal que P& P” = M, con M un modulo libre vy,
por lo tanto, hereditario. Podemos entonces considerar a P’ como un submodulo
de M, de donde se sigue que P’ es proyectivo y por lo tanto P es hereditario. [J

1.3. Anillos de Endomorfismos

Sea M un R-mo6dulo izquierdo. Endr (M) tiene una estructura de anillo aso-
ciativo con 1, donde la multiplicacién esta dada por la composicién de morfismos.
En esta secciéon, veremos la conexion que existe entre la estructura de M y la de
EndR(M).

Definicion 1.27 Sea R un anillo y sea e € R. Diremos que e es idempotente

sie? =e.

Lema 1.28 Sea e un idempotente en Endg(M). Entonces 1y — e también es
idempotente, y se cumple ademds que

Ker(e) =Im(1y —e), Ker(lpy —e) =Im(e)
y M = (M) @ (1o — e)(M).
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Demostracion. Es claro que 1,7 — e es idempotente. Ademés, como e(1y; —e) =
(1pr — €)e = 0, tenemos que

Im(e) C Ker(1ps —e) y que Im(1p —e) C Ker(e).

Pero como, para todo x € M se tiene que z = e(x) + (1ps — e)(z), obtenemos
las inclusiones que nos faltan y ademés que M = e(M) + (15 — e)(M). Falta
ver que la suma es directa. Sea y € e(M) N (1 e)(M) Entonces y = e(z) =
(1ps — e)(w). Luego e(z) = e%(z) = e((1p — e)( )) = 0. Por lo tanto y = 0 y
M=eM)® 1y —e)(M). O

Lema 1.29 Supongamos que M = My & M. Entonces, existe un idempotente
e1 € Endr(M) tal que My = ey (M) y My = (1a1 — e1)(M).

Demostracion. Tenemos que a todo elemento de M lo podemos ver de la forma
m = (my,msg), con my; € My,ms € Ms. Sea e1((my,ma)) = (my,0). Es facil ver
que e; cumple lo deseado. [J

Corolario 1.30 Sea M un R-mddulo y N C M un submddulo. Entonces, N es
un sumando directo de M si y solo si existe un idempotente e € Endg(M) tal que
e(M)=N.

Demostracion. La necesidad se sigue de 1.28 y la suficiencia de 1.29 O
Definicion 1.31 Sea e un idempotente en un anillo R. Diremos que e es primi-
tivo sie # 0 y, si e; y ex son idempotentes tales que eres = ese; =0 yej+ex = e,

entonces e; =0 0 e5 = 0.

Definicion 1.32 Sea M un R-mddulo izquierdo. Diremos que M es inescindible
si M #0 vy, si M =M, & M,, entonces M1 =0 ¢ My = 0.

Proposicion 1.33 Sea M un R-mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) M es inescindible.
(2) M #0, y0 y 1la son los dnicos idempotentes en Endr(M).
(3) 1asr es un idempotente primitivo en Endg(M).

Demostracion. (2) = (1). Supongamos que M no es inescindible, es decir, que
M = M, & My con My, My # 0. Por el Lema 1.29 existe e € Endg(M) idempo-
tente tal que My = e(M). Entonces e es un idempotente distinto de 0y 1p;.

(1) = (2). Supongamos que existe e € Endgr (M) idempotente distinto de 0 y
1ps. Entonces, por el Lema 1.28 tenemos que M = e(M) @ (157 — e)(M). Como
e # 0, se tiene que e(M) # 0. Como e # 1, obtenemos que (15, — e)(M) # 0. Por
lo tanto M no es inescindible.
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(2) = (3). Esto es claro.

(3) = (1). Si M no es inescindible, entonces M = M;®Ms, con My # 0y My # 0.
Por el Lema 1.29 existe e € Endgr (M) tal que My = e(M), My = (151 — e)(M).
Pero entonces 1y = e+ (1yy —e) y e(lyr —e) = (1y — e)e = 0, es decir, 137 no es
un idempotente primitivo. [

Corolario 1.34 Sea e un idempotente en el anillo de endomorfismos Endg(M).
Entonces e(M) es un sumando directo inescindible de M si y sélo si e es un
idempotente primitivo en Endg(M).

Demostracién. =] Si e no es primitivo, entonces e = e; + ey con e; # 0,
ez # 0y ejea = eze; = 0. Luego e(M) = ey (M) @ e2(M), por lo que e(M) no es
inescindible.

<=] Se sigue de la Proposicion 1.33 aplicada al anillo Endg(e(M)). O

Ahora bien, si recordamos que existe un isomorfismo natural R = Endg(R)°P,
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.35 Sea R un anillo. Entonces un ideal izquierdo I es un sumando
directo de R como R-mddulo izquierdo si y sélo si I = Re, con e € R idempotente.
Mas aun, I es inescindible si y sdlo si e es primitivo.

1.4. Moédulos Semisimples

Definicion 1.36 Sea S un R-mddulo izquierdo distinto de 0. Diremos que S es
simple si sus inicos submddulos son 0 y S.

Denotaremos por R-Simp al conjunto completo de clases de isomorfismo de
R-moédulos simples.

Definicion 1.37 Sea M un R-mddulo izquierdo. Diremos que M es semisimple
si existe una coleccion {S;}icr de submddulos simples de M tal que

M = ZS@‘-
el

Lema 1.38 Sea M un mddulo semisimple, es decir, existe una coleccion {S;}ier
de submaodulos simples de M tal que

M=>"5.
iel
Entonces, para cada submdodulo K de M existe J C I tal que

M=Kao@s)).

jeJ
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Demostraciéon. Sea K un submodulo de M. Usando el Lema de Zorn se puede
probar que existe un subconjunto J C I maximo con la propiedad que > jed S; =

Djcs Sy KNy 55) =0. Sea

N=KaPSs)).
jeJ
Veremos que N = M. Sea i € I. Como 5; es simple, se tiene que S; "N = 5; 6
S;NN =0.SiS;NN =0 entonces JU{i} es un conjunto estrictamente mayor que
J que también cumple la propiedad con la que .J era maximo, una contradiccién.
Por lo tanto S; C N para todo ¢ € I, lo que nos dice que N = M. [J

Corolario 1.39 Sea M un R-mddulo. Entonces, M es semisimple si y sdlo si
existe una familia {S;}icr de R-mddulos simples tal que M = P, ; S;.

Demostracion. =-]Hacemos K = 0 en el lema anterior.

<] Es claro. O

Proposicion 1.40 Sea M un R-mddulo semisimple, es decir M = @,.; S; con

S; stmple para todo i. Si

el
0 K—tsy—2on 0

es una sucesion exracta, entonces la sucesion se escinde y existe un subconjunto
B C 1 tal que

N=@ss v K= P S,

peB jEI\B
De donde se sigue que N y K son semisimples.

Demostraciéon. Como Im f es un submodulo de M, por el Lema 1.38 existe un
subconjunto B C I tal que

M=Imfe D Sy

BeEB

De donde se sigue que la sucesion se escinde y que N = M/Im f = 69663 Sg.
Ademas tenemos que M = (Pgcp 98) © (Bjep 5 5)), de donde concluimos que

K=2Imf2@ 55, O

El Lema 1.38 nos dice que todo submodulo de un médulo semisimple es suman-
do directo. De hecho, esta propiedad caracteriza a los moédulos semisimples.

Proposicion 1.41 Sea M un R-mddulo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) M es semisimple.

(2) Para todo submddulo N C M, se tiene que N es un sumando directo de
M.
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Demostracion. (1) = (2) es por el Lema 1.38. Veamos (2) = (1). De-
mostremos primero que todo submodulo no cero de M tiene un submodulo simple.
Sea pues P C M un submoédulo distinto de 0. Sea p € P. Entonces Rp C P C M
es un submoédulo. Por el Lema de Zorn, existe I un submédulo maximal de Rp.
Por hipétesis, I es un sumando directo de M y por lo tanto de Rp, por lo que
Rp = I1® Rp/I. Como I es maximal, Rp/I es simple, de donde obtenemos que Rp
tiene submodulos simples y por lo tanto P tiene submodulos simples.

Sea {S;}iez la familia de todos los submodulos simples de M. Sea N = 3, S;.
Entonces N es un submoédulo de M y por lo tanto existe N’ tal que M = N & N'.
Pero por la definiciéon de N, N’ no puede contener submodulos simples, por lo que
llegamos a la conclusion que N’ =0y M = N. Por lo tanto M es semisimple. [

Definicion 1.42 Sea R un anillo. Diremos que R es semisimple izquierdo si
R es semisimple como mddulo izquierdo sobre él mismo.

Lema 1.43 Sea R un anillo. Son equivalentes:
(1) R es semisimple izquierdo.

(2) Todo R-mddulo izquierdo es semisimple.

Demostracion. (2) = (1) es claro. La prueba de (1) = (2) se sigue, observan-
do que sumas directas de modulos semisimples son semisimples y de la Proposicion
1.40. 0

1.5. Radical de Jacobson

Definicion 1.44 FEl radical de Jacobson de un anillo R es la interseccion de
todos los ideales izquierdos mazimales de R. Denotaremos por rad(R) al radical
de Jacobson de R. De manera similar, definimos el radical de Jacobson de un R-
modulo M como la interseccion de todos los submddulos mazimales de M. Si M
no tiene submaodulos maximales, entonces definimos su radical de Jacobson como
M. Denotaremos por rad(M) al radical de Jacobson de M.

Observacidén 1.45 Un anillo R distinto de 0 siempre tiene ideales izquierdos
mazimales. En efecto, sea © € R tal que x no tiene inverso izquierdo. Entonces
Rz C R, y por lo tanto el conjunto S :={I C R | I es un ideal izquierdo yx € I}
es no vacio. Es facil ver que este conjunto satisface las hipdtesis del lema de Zorn,
por lo que tiene elementos maximales, y un elemento maximal en S serd un ideal
mazimal de R. De hecho, acabamos de demostrar que todo elemento de R que no
tiene inverso izquierdo estd contenido en un ideal izquierdo maximal de R. Por
otro lado, no siempre es cierto que un R-mddulo M tenga submddulos mazximales
(un ejemplo es el Z-mddulo Zy ). En este caso, se tiene que rad(M) = M. De he-
cho, de la definicion se sigue que rad(M) = M si y solo si M no tiene submddulos
mazimales.

Veamos primero ciertas caracterizaciones del radical de Jacobson de un anillo

R.
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Lema 1.46 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) a € rad(R).
(1) a estd en la interseccion de todos los ideales maximales derechos de R.
(2) Para todo b € R, el elemento 1 — ba es invertible.
(2’) Para todo b € R, el elemento 1 — ba tiene inverso izquierdo.
(3) Para todo b € R, el elemento 1 — ab es invertible.

(3’) Para todo b € R, el elemento 1 — ab tiene inverso derecho.

Demostracion. (1) = (2') Supongamos que el elemento 1 — ba no tiene
inverso izquierdo. Entonces existe un ideal izquierdo maximal I tal que 1 —ba € I.
Por otro lado, como a € rad(R) y rad(R) es un ideal izquierdo de R, entonces
ba € rad(R) C I. Por lo tanto, 1 € I, una contradiccion.

(1) = (3') Es similar al anterior.

(2') = (1) Supongamos que a ¢ rad(R). Entonces, existe un ideal maximal
izquierdo I de R tal que a ¢ I. Por lo tanto, R = I + Ra. Se sigue que existen
re€lybe Rtal que 1 = x + ba. Pero entonces 1 —ba = x € I, de donde se sigue
que 1 — ba no tiene inverso izquierdo, una contradiccion.

(3') = (1’) Similar al anterior.

(3) <= (2) Se sigue de las dos siguientes observaciones:

1. Si (1 — ab)x = 1, entonces (1 — ba)(1 + bza) = 1 + bxa — ba — babra =
1+ b(za—a—abra) =14+ b(x — 1 —abx)a =1, pues z — abx = 1.

2. Si y(1 — ab) = 1, entonces (1 + bya)(1 — ba) = 1 + bya — ba — byaba =
1+ b(ya —a—yaba) =14+ b(y — 1 — yab) =1, pues y — yab = 1.

(3") = (3) Por (3'), existe x € R tal que (1 —ab)z = 1. Entonces z = 1 — a(—bx)
y, por '), existe d € R tal que 1 = xd = d 4+ abxd = d + ab. Entonces d = 1 — ab
y por lo tanto z es inverso izquierdo de (1—ab). Por lo tanto, x es inverso de 1 —ab.

(2') = (2) Similar al anterior.
(2) = (2/) y (3) = (3') son triviales. La prueba esta completa. O

De (1) y (1) del Lema 1.46 tenemos que rad(R) es un ideal bilateral de R. Ademés
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.47 Sea I un ideal bilateral nilpotente de R (es decir, existe n € N
tal que I = 0). Entonces I C rad(R).
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Demostracion. Sea a € I. Como I es nilpotente, para todo z € R tenemos
que (za)™ = 0. Se tiene que (1 — za)(1 + (za) + (za)?> +...) = 1. Por lo tanto,
a €rad(R). O

Lema 1.48 Sea M € R-Mod. Entonces
rad(M) = ﬂ{Ker(f) | f € Hompg(M,S),S € R-Simp}

Demostracion. Sea S un R-modulo simple. Entonces, para todo f € Hompg (M, S)
se tiene que Im(f) = 0 6 Im(f) es simple. Esto muestra que Ker(f) es M 6 un sub-
modulo maximal de M. El resultado se sigue de notar que, si M’ es un submodulo
maximal de M, entonces M /M’ es simple. O

Corolario 1.49 Sea M € R-Mod. Entonces rad(M/rad(M)) = 0.

Demostracion. Sea z+rad(M) € rad(M/rad(M)). Entonces, f(z+rad(M)) =
para toda f : M/rad(M) — S, con S € R-Simp. Sea g : M — S. Como rad(M)
Ker(g), podemos factorizar a g a través de M/rad(M). Por lo tanto g(z) = 0
x +rad(M) = rad(M) = Opr/ vaa(ar)- O

0
-
y

Corolario 1.50 Sean M, N € R-Mod, f € Homgr(M, N). Entonces f(rad(M)) C
rad(N).

Demostracion. Sea z € rad(M) y supongamos que f(x) ¢ rad(N). Por el Lema
1.48, existe g : N — S, con S simple, tal que f(z) ¢ Ker(g). Entonces = ¢ Ker(gf),
una contradicciéon. O

Corolario 1.51 Sean M, N € R-Mod. Entonces rad(M & N) = rad(M)@rad(N).

Demostracion. Por el Corolario 1.50,

tapr(rad(M)) Crad(M @ N) e uy(rad(N)) Crad(M @ N),

donde ¢ denota la inclusion. Notando que tpr(rad(M)) = rad(M) @ 0 y que
ty(rad(N)) = 0 @ rad(N) tenemos que rad(M) @ rad(N) C rad(M @& N). Por
otro lado, my(rad(M @ N)) C rad(M) y wn(rad(N)) C rad(N), donde 7 de-
nota a la proyeccion. Entonces rad(M @ N) C rad(M) @ rad(N). Por lo tanto,
rad(M @ N) =rad(M) @ rad(N).O

Lema 1.52 (Nakayama) Sea M un R-mddulo finitamente generado. Sirad(R)M
= M, entonces M = 0.

Demostracion. Sea M un R-modulo finitamente generado tal que rad(R)M = 0,

y supongamos que M # 0. Sea {x1,...,x,} un conjunto de generadores de M de
tamano minimo. Como rad(R)M = M, se tiene que existen rq,...,7, € rad(R)
tal que

n
Ty = E riZ;.
i=1
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Pero entonces tenemos que

I =rp)x, =— (Z rimi> .

Por el Lema 1.46, existe a € R tal que a(1 — r,,) = 1, entonces

n—1
Tp = E ar;x;.
i=1

Lo que contradice el hecho de que {z1,...,z,} es de tamanio minimo. Por lo tanto
M =0.0

Tenemos otra caracterizacion, del radical de Jacobson de un moédulo, que nos
serd muy util mas adelante. Para esta caracterizacion, primero tenemos que dar la
siguiente definicion.

Definicion 1.53 Sea M un R-mddulo y 0 # N C M un submddulo. Diremos que
N es superfluo en M si N + L = M implica que L = M. Escribiremos N < M
para decir que N es superfluo en M.

Proposicion 1.54 Sea M un R-mddulo. Entonces,

rad(M) =Y {N | N < M}.

Demostracion. Sea N < M. Si K es un submoédulo maximal de M y N € K
entonces N + K = M, una contradicciéon. Por lo tanto

D> {N| N < M} Crad(M).

Ahora, sea x € rad(M). Si existe L C M un submoddulo propio de M tal que
Rz + L = M, entonces la familia {I C M | L C I'yxz ¢ I} es no vacia y, por el
Lema de Zorn, tiene elementos maximales. Entonces existe un submodulo maximal
de M que no contiene a x, una contradiccién. Entonces Rx < M, y obtenemos la
contencién que nos faltaba. [

Corolario 1.55 Sea M un R-mddulo semisimple. Entonces rad(M) = 0.

Demostraciéon. Como todo submoédulo distinto de 0 es sumando directo de M,
entonces M no tiene submodulos superfluos distintos de 0. [

1.6. Condiciones de Cadena

1.6.1. Mobdulos Artinianos

Definicion 1.56 Sea M € R-Mod. Diremos que M es artiniano si satisface la
condicion descendente de cadena, es decir, si para toda cadena My O My O Mz D

de submodulos de M, existe n € N tal que M,, = M, para todo t € N.
Diremos que un anillo R es artiniano izquierdo si es artiniano como mdodulo
1zquierdo sobre él mismo.
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Proposiciéon 1.57 Sea M € R-Mod y N C M wun submddulo. Entonces M es
artiniano si y sélo si N y M /N son artinianos.

Demostracion. —>] Supongamos que M es artiniano. Sea Ng O N; D No D ...
una cadena de submodulos de N. Esta es también una cadena de submodulos
de M y por lo tanto se detiene. Entonces N es artiniano. Ahora, toda cadena
descendente de submoédulos de M/N corresponde a una cadena descendente de
submodulos de M que contienen a N, por lo que debe ser estacionaria. Por lo
tanto M /N es artiniano.

<] Supongamos que N y M/N son artinianos. Sea My D M; O My O ... una
cadena de submodulos de M. Consideremos las cadenas Mo NN D M; NN D
MyNND...de Ny (My+N)/N2D (M +N)/N2D(My+N)/N2D...de M/N.
Como N es artiniano, existe n; € N tal que M,,, "N = M,,, -, N para todo i € N.
Como M/N es artiniano, existe ny € N tal que (M,,, + N)/N = (M,,4+; + N)/N
para todo i € N. Sea n := méax{n;,no}. Entonces, para todo i € N se tiene que
M,NN=M,y1NNy M, +N = M,y; + N. Ahora bien, se tiene que para todo
1 €N,

My,

M, N (M, + N)
Mn N (Mn+i + N)

=M+ + (Mn ﬂN)
=M, + (MnJﬂ' n N)
= n-+i-

de donde obtenemos que M es artiniano. [J

Corolario 1.58 Sea M = My & Ms ® --- & M,,. Entonces, M es artiniano si y
solo si M; es artiniano para todo i =1,...,n.

Demostracion. Aplicamos el lema anterior a la sucesion exacta
0——= M ——= M, &My — My ——>0
e induccion. [

Corolario 1.59 Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces todo R-mddulo
finitamente generado es artiniano.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion 1.57 y el Corolario 1.58.
|

Tenemos una conexiéon entre modulos artinianos y modulos semisimples me-
diante el radical de Jacobson.

Proposicion 1.60 Sea M un R-mddulo. Son equivalentes:
(1) M es artiniano y rad(M) = 0.

(2) M es una suma directa finita de mddulos simples.
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Demostracion. (2) = (1) se sigue de los Corolarios 1.58 y 1.51.

(1) = (2) Como rad(M) = N{Ker(f) | f : M — S,Ssimple} = 0, existe un
conjunto {S;}ier de modulos simples y un monomorfismo

f=f)ier: M =[S
iel
Ahora bien, sea S := {[;c; Ker(f;) | J C Ies finito}. Como M es artiniano, toda
cadena descendente en S se estaciona y, por el Lema de Zorn, S tiene elementos
minimos. Existe entonces J C [ finito tal que ;. ; Ker(f;) = 0. Ponemos J =

{i1,...,in} y por lo tanto tenemos un monomorfismo
n n
M — HS% = @Sik~
k=1 k=1

El resultado ahora se sigue de la Proposicion 1.40. O

Corolario 1.61 Sea M un mddulo artiniano. Entonces M/rad(M) es una suma
directa finita de modulos simples.

Demostracion. Por la Proposicion 1.57, M/rad(M) es artiniano. Por el Coro-
lario 1.49, rad(M/rad(M)) = 0. El resultado entonces se sigue de la Proposicion
1.60. O

Otro corolario mas de la Proposicion 1.60 es que, si R es un anillo artiniano,
para conocer el radical de Jacobson de todo R-modulo M, s6lo hace falta conocer
el radical de Jacobson de R.

Corolario 1.62 Sea R un anillo y M un R-mddulo. Entoncesrad(R)M C rad(M).
Si ademds R es artiniano, entonces rad(M) = rad(R)M.

Demostraciéon. Sea m € M. Definimos el morfismo f : R — M por r — rm.
Por el Corolario 1.50, se tiene que f(rad(R)) C rad(M), es decir, que rad(R)m C
rad(M). Por lo tanto rad(R)M C rad(M).

Si R es artiniano, por la Proposicién 1.60, R = R/ rad(R) es un R-m6dulo semisim-
ple y por lo tanto es un R-moédulo semisimple, es decir, es un anillo semisimple.
Sea M = M/rad(R)M. Como rad(R)M = 0, podemos considerar a M como un
R-modulo, que sera semisimple por el Lema 1.43. Entonces rad (M) = 0, donde
rad; denota al radical de M cuando es visto como R-médulo. Esto implica, por
el Lema 1.48, que para todo € M, x # 0, existe un morfismo de R-modulos
f:M — S, con S simple, tal que f(z) # 0. Este morfismo es también un morfis-
mo de R-mo6dulos pues rad(R)S C rad(S) = 0. Si hacemos la composicion

M1l s

tenemos que fr(z) # 0, por lo que x ¢ rad(M). Por lo tanto rad(M) C rad(R)M.
O
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Corolario 1.63 Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces rad(R) es el mayor
ideal nilpotente de R.

Demostracion. Primero observamos que, por el Lema de Nakayama y el Coro-
lario 1.62, si M es un R-modulo finitamente generado y distinto de 0, entonces
rad(M) =rad(R)M C M, por lo que M tiene submodulos maximales.

Ahora, en vista del Corolario 1.47, bastara probar que rad(R) es nilpotente. Como
R es artiniano izquierdo la cadena de ideales

rad(R) D rad(R)*> Drad(R)®* D ...

se estaciona, digamos en rad(R)™. Supongamos que rad(R)" # 0. Entonces la
coleccion S := {I C R| I es un ideal izquierdo de Ry rad(R)"I # 0} es no vacia,
pues en particular rad(R) € S. Utilizando el hecho de que R es artiniano izquierdo
y el Lema de Zorn, existe I € S minimal. Sea x € I tal que rad(R)"x # 0. Entonces

rad(R)"(rad(R)z) = rad(R)" "2 = rad(R)"z # 0

Como I es minimal en S se tiene que rad(R)x = Rx = I. Entonces Rx =
rad(R)z = rad(R)Rz, lo que contradice al Lema de Nakayama. Por lo tanto
rad(R)" = 0. O

1.6.2. Mobdulos Noetherianos

Definicion 1.64 Sea M € R-Mod. Diremos que M es noetheriano si satisface
la condicion ascendente de cadena, es decir, si para toda cadena My C M,y C
Ms C ... de submddulos de M, existe n € N tal que M,, = M, + para todo
t € N. Diremos que un anillo R es noetheriano izquierdo si es noetheriano
como modulo izquierdo sobre él mismo.

Analogamente a la Proposicion 1.57 tenemos el siguiente resultado, el cual
enunciaremos sin demostracion, pues esta es muy parecida a la de la Proposicion
mencionada.

Proposicion 1.65 Sea M un R-mddulo y N C M un submdodulo. Entonces, M
es noetheriano si y solo si M y N/M son noetherianos.

Corolario 1.66 Sea M = M; & --- & M,,. Entonces, M es noetheriano si y solo
si M; es noetheriano para todo i =1,...,n.

Corolario 1.67 Sea R noetheriano izquierdo. Entonces todo mddulo finitamente
generado es noetheriano.

Tenemos la siguiente caracterizacion de los modulos noetherianos, que nos sera
muy util en un futuro.

Proposiciéon 1.68 Sea M un R-modulo. Son equivalentes:
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(1) M es noetheriano.
(2) Todo submddulo de M es finitamente generado.

(3) Toda coleccion no vacia de submddulos de M tiene elementos mdximos.

Demostracion. (1) = (3). Sea S una coleccion no vacia de submodulos de M.
Como M es noetheriano, toda cadena M; C My C ... de elementos de S se esta-
ciona, por lo que toda cadena de elementos de S tiene supremo en S. El resultado
se sigue de aplicar el Lema de Zorn.

(3) = (2). Sea N C M un submoédulo. Sea
S :={N’'C N | N'es finitamente generado}.

Claramente S es no vacia y por (3) S tiene elementos maximos. Sea K un maximo
en S. Tenemos que K = N pues de lo contrario se contradice la maximalidad de
K. Por lo tanto N es finitamente generado.

(2) = (1). Sea M; C M, C ... una cadena de submodulos de M. Por hipotesis,
N :=J;2, M; es finitamente generado, digamos por {z1,...,2y}. Sea n € N tal
que {x1,...,&m} C M,. Entonces la cadena se detiene en n. OJ

Corolario 1.69 Sea M un mddulo noetheriano. Entonces rad(M) < M.

Demostracion. Como M es noetheriano, rad(M) es finitamente generado. Ademas,
sabemos que rad(M) = > {N | N <« M}. Al ser rad(M) finitamente generado,
es la suma de un numero finito de submoédulos superfluos de M, y por lo tanto es
superfluo en M. O

Quiza la propiedad més importante, respecto a moédulos artinianos y/o noethe-
rianos, que vamos a utilizar en este trabajo es el siguiente resultado.

Teorema 1.70 Sea M un mddulo artiniano o noetheriano. Entonces M se puede
descomponer como suma directa de un nidmero finito de sumandos directos ines-
cindibles.

Demostracion. Sea M un modulo que no tiene una descomposiciéon en un ntmero
finito de sumandos directos inescindibles, elegimos una descomposicién

M=NaoM

donde M’ no tiene una descomposicioén en un nimero finito de sumandos directos
inescindibles. Esto es posible pues como M no tiene descomposiciéon en un ntimero
finito de sumandos directos inescindibles, entonces M no es inescindible y no pode-
mos tener que N y M’ tengan ambos descomposiciones en un numero finito de
sumandos directos inescindibles. De la misma manera descomponemos M’ en

M/ — N/I @ MI/
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donde M" no tiene una descomposiciéon en un ntimero finito de sumandos directos
inescindibles. Continuamos este proceso y entonces tenemos cadenas

N cNaN'cNaeN'@eN"C...

M>M >M'>M">...

las cuales no se estabilizan, de donde obtenemos que M no es artiniano ni noethe-
riano. [J

Corolario 1.71 Sea R un anillo artiniano izquierdo ¢ noetheriano izquierdo. En-
tonces, existe un conjunto {e1,...,e,} de idempotentes ortogonales primitivos tales
que 1l =e; +---+ey,.

Veamos la conexién que existe entre una descomposicion M = My @ --- & M,
en sumandos directos inescindibles y los anillos de endomorfismos de los sumandos
M;.

Definicion 1.72 Sea R un anillo. Diremos que R es local si R no es 0 y el
congunto de sus elementos no invertibles es cerrado bajo sumas.

Lema 1.73 Supongamos que M = M; & --- & M, con cada M; inescindible y
Endg(M;) local para todo i. Si ademds tenemos que M = N1 @+ --@® Ny, con cada
N; inescindible y Endg(N;) local para todo j, entonces m = n y existe o € S, (el
grupo de permutaciones de n elementos) tal que M; = N,y para todo i.

Demostracion. Consideremos los siguientes morfismos:

LN; T
(73N NZ — M 4 Ml,

ﬁi:Ml ﬂMﬂNw

donde ¢ y w denotan a las inclusiones y a las proyecciones, respectivamente. Tene-
mos que 1y, = > ;. Como Endgr(M;) es local, algin «;3; debe ser invertible.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que «;3; es invertible. Como M; y Ny
son inescindibles, debemos tener que a4 y 31 son invertibles. Ahora, sea yp = 15, —6,
donde 0 es la composicion de morfismos

-1 Taon oom Lpmn )
M « LN D7 o M, Dy M;
0:M =3 M = Ny =5 M =T PM, =M.

=2

Se tiene que p(N1) = My y que u(D;_, M;) = @D~ , M;, por lo que 4 es sobre. Si
p(x) = 0 entonces x = (), por lo que z € P, M;. Pero 6 aqui es inyectiva, por
lo que x = 0. Tenemos entonces que £ es un automorfismo de M con pu(Ny) = M,
y por lo tanto

éMi =~ M/M, = M/N; = éNj.
i=2 =2
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El resultado ahora se sigue por inducciéon. [

Para poder utilizar el lema anterior, veamos un caso especial en el que End g (M)
es local. Para esto primero necesitamos el siguiente resultado.

Lema 1.74 (Fitting) Sea M un mddulo artiniano y noetheriano. Entonces, para
todo f € Endgr(M), existe n € N tal que M = Im(f™) & Ker(f").

Demostracion. Como M es artiniano y noetheriano, podemos encontrar n € N
tal que Im(f™) = Im(f"*%) y Ker(f") = Ker(f"**) para todo i € N. Sea x € M.
Como Im(f™) = Im(f?"), existe y € M tal que f*(z) = f?"(y). Entonces z =
f"y) + (z — f"(y) € Im(f™) + Ker(f"). Falta ver que la suma es directa. Sea
x € Im(f™) N Ker(f"). Entonces = f"(y) para algin y, y f*(x) = f2"(y) = 0.
Por lo tanto y € Ker(f?") = Ker(f"), lo que nos dice que x = 0. [J

Corolario 1.75 Sea M un mddulo inescindible, artiniano y noetheriano. En-
tonces Endg(M) es local.

Demostracion. El Lema de Fitting nos dice que todo morfismo en Endg (M) es
nilpotente 6 invertible. Sea I un ideal maximal izquierdo de Endr (M) y elegimos
a € Endr(M) tal que o ¢ I. Se sigue que Endg(M) = Endg(M)a+I. Escribimos
aly = Aa+p, con p € I. Como p no es invertible, existe n € N tal que u™ = 0.
Entonces (1p +p+ -+ p" N (Aa) = (Iag + -+ + ) (1ar — p) = 1ar. Esto
nos dice que « no es nilpotente y por lo tanto es invertible. Se sigue entonces que
I consiste en todos los elementos no invertibles de Endz (M) y, por lo tanto, que
Endgr(M) es local. O

Corolario 1.76 (Krull-Schmidt) Sea R un anillo artiniano izquierdo y noethe-
riano izquierdo *. Sea M un R-mddulo no nulo y finitamente generado. Entonces
M tiene una descomposicion, unica salvo orden e isomorfismo, en sumandos di-
rectos inescindibles.

Demostracion. Se sigue del Lema 1.73 y el Corolario 1.75 [J

1.7. Algebras

Recordemos que, si k es un campo, entonces una k-algebra es un k-espacio
vectorial A junto con una multiplicaciéon entre elementos de A que hace a A anillo
y tal que es compatible con la multiplicacién por elementos de k. Es decir, si k € k,
ay,as € A se tiene

k(araz) = (kay)as

Se sigue que, si A es una k-algebra con 1, tenemos un mapeo inyectivo de k a A
dado por k — k1. Diremos que A es de dimension finita si A es de k-dimension

IDe hecho, sélo hace falta suponer que R es artiniano izquierdo. Un famoso teorema, que
no demostramos aqui pues no nos es necesario, nos dice que todo anillo artiniano izquierdo es
también noetheriano izquierdo. Una demostracion de este teorema se puede encontrar en [1],
Teorema 15.20
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finita como espacio vectorial. Muchos de los resultados que hemos obtenido para
anillos pueden extenderse para el caso en que tenemos una k-dlgebra. Cuando no
haya confusién sobre el campo, diremos simplemente algebra en lugar de k-algebra.

Lema 1.77 Sea A una k-dlgebra de dimension finita. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(1) A es hereditaria.

(2) Para todo mddulo P proyectivo inescindible y finitamente generado, todo
submddulo mazximal es proyectivo.

Demostracion. (1) = (2) En vista del Corolario 1.26, esto es claro.

(2) = (1) Sea P un A-moédulo proyectivo y finitamente generado. Sea M C P un
submodulo de P. Por inducciéon en d = dimg(P), probaremos que M es proyecti-
vo. Por el Corolario 1.26, esto bastara. Si d = 1, entonces M =06 M = P, de
donde se sigue que M es proyectivo. Ahora, supongamos que para todo modulo
proyectivo P con dimy(P) < n todo submoédulo es proyectivo. Sea P proyectivo
tal que dimg(P) = n. Escribimos a P como P; @ P, donde P; es inescindible y
P; puede ser 0. Sea 7 : P — P; la proyeccion candnica, y ¢ : M — P la inyeccion
canodnica. Si w(M) = Py, entonces ¢ : M — P; es un epimorfismo y, como P
es proyectivo, existe M’ tal que M = P, & M', con M/ =2 M N P, C P,. Como
dimy(Py) < m, M’ es proyectivo y por lo tanto M es proyectivo. Si w(M) # P,
entonces M C P| @ P,, donde P; es un submodulo maximal de P;. Pero entonces
dimy (P; & P») < n y por lo tanto M es proyectivo. [

En un algebra tenemos una caracterizacion més del radical de Jacobson.

Lema 1.78 Sea I un ideal bilateral nilpotente de la k-dlgebra A. Si A/I es iso-
morfa a k X k X --- X k, un producto directo de copias de k, entonces se tiene que

I =rad(A).

Demostraciéon. Del Corolario 1.47, sabemos que I C rad(A4). Como A/l =
k x k x ---xk, el Corolario 1.51 nos asegura que rad(A/I) = 0. Por el Corolario
1.50, si m : A — A/I es la proyeccion canonica, entonces 7(rad(A)) = 0. Luego
rad(A) C 1. O

Y, si el campo k es algebraicamente cerrado tenemos una importante propiedad
de los mo6dulos simples.

Proposicion 1.79 Sea A una k-dlgebra de dimension finita, con k algebraica-
mente cerrado. Sea S € A-Simp. Entonces End 4 (S) = k.

Demostracion. Sea ¢ € End4(S). Como S no tiene A-submoédulos propios no
triviales, si ¢ # 0 entonces Ker(¢) = 0 e Im(yp) = S, por lo que ¢ es invertible.
Ahora bien, como S es simple, esta generado por cualquiera de sus elementos dis-
tintos de 0 y por lo tanto es finitamente generado como A-modulo. Como dimy (A)
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es finita, dimy,(.S) también lo es. Entonces ¢, 02, 03, ... son linealmente dependien-
tes sobre k, por lo que existe un polinomio monico irreducible f(t) € k[t] tal que
f(¢) = 0. Como k es algebraicamente cerrado, deg(f) =1, es decir f(t) =t + A,.
Como f(¢) = 0, entonces ¢ = A,1g. De aqui es claro que k y End4(S) son iso-
morfos como k-algebras. [

Por dltimo, veamos que toda algebra de dimension finita es artiniana y noethe-
riana.

Lema 1.80 Sea A un dlgebra de dimension finita. Entonces A es artiniana izquier-
da y noetheriana izquierda.

Demostraciéon. Como tenemos una funcién inyectiva k — A, k — k1, entonces
todo ideal izquierdo de A es también un subespacio vectorial de A. Como A es de
dimension finita, toda cadena, ascendente o descendene, de ideales izquierdos de
A, debe ser estacionaria. [J






CAPITULO 2

Representaciones de Carcajes

2.1. Carcajes

Un carcaj es un objeto matemético muy sencillo. Basicamente, es una grafica
dirigida, a la que méas de una vez consideraremos como una categoria donde los
objetos son los vértices y los morfismos los caminos entre ellos.

Definiciéon 2.1 Un carcaj es una cuarteta Q = (Qo, Q1,s,t) donde Qo y Q1 son
conjuntos, y s,t: Q1 — Qo son funciones.

A Qo le llamaremos el conjunto de vértices de Q y a Q1 el conjunto de flechas de
Q. Las funciones s y ¢ nos indican los vértices inicial y final, respectivamente, de ca-
da flecha. Denotaremos o : i — j 6 — j para decir que a € Q1, s(a) = i, t(a) = j.
Si los conjunto @y y @1 son finitos, diremos que el carcaj es finito.

Un camino en @ de longitud n es una concatenacion de flechas a;, . .., «,. Para
tener esto, necesitamos que s(a,) = t(,—1) si m = 2,...,n. Denotaremos por:
(]|Oén7 RN O[1|Z)

al camino en @ que va de i a j. Notemos que s(a1) =iy que t(ay,) = j.

Definicion 2.2 Para i € Qq, definimos los siguientes subconjuntos de Qq:
Si:={j € Qo | In € Nug y un camino (jlan,...,a1li)},

P; :={j € Qo | In € Nsg y un camino (i|fn, ..., B1]j)}

Es decir, S; son los sucesores de i y P; son los predecesores de i. Similarmente, si
X C Qq definimos:

27
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s(X) = s,

ieX

P(X) = U P,.

ieX

A un carcaj Q también lo podemos considerar como una categoria, con objetos
los veértices de ) y morfismos los caminos en @), agregando, para cada vértice i, un
morfismo identidad 1;, que no tiene camino asociado. Asi, S; son los vértices en
Qo para los cuales existen morfismos desde i distintos de 1;, y P; son los vértices
en Qg que tienen morfismos hacia ¢ distintos de 1;.

Ejemplo 2.3 5i Qo = {172}7 Q1 = {Oél,OéQ,a:;}, S(ai) = 17t(az) = 2 para i €
{1,2,3}, entonces el carcaj es

A este carcaj, se le conoce como el 3-carcaj de Kronecker. Como categoria, tenemos
que Ob(Q) = {1,2}, Homg(1,1) = {1:}, Homp(2,2) = {12}, Homgp(1,2) =
{on, az, a3} y Homg(2,1) = 0.

Ejemplo 2.4 Sean Qp = {e} y Q1 = {a1,...,a,}, flechas que necesariamente
inician y terminan en o. A este carcaj se le conoce como el n-Loop. Por ejemplo,

el 1-Loop es:
. Q o

Como categoria, el 1-Loop sdlo tiene un objeto, a saber e, y los morfismos de e a

o son l,,a,a?,a3,....

Definicion 2.5 Definimos el carcaj lineal de n puntos, L,,, que tiene como
conjunto de vértices a {1,2,...,n} y como conjunto de flechas a {ay,..., @1},
donde el vértice inicial de c; es i, y su vértice final es i + 1.

1 aq 9 Qg o Qp—2 Qp—1

n—1 n
° °
Recordemos que si tenemos una categoria C y un subconjunto A C Ob(C)

entonces la categorfa plena generada por A, Ca, es tal que Ob(C4) = Ay, si
Ay, Ay € A entonces Home , (A1, As) = Home(Ag, As).

Definicién 2.6 Dados un carcaj Q y un subconjunto X C Qo definimos el carcaj
Q(X) que, viendo a Q como categoria, es la subcategoria plena de QQ generada por
X.
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Ejemplo 2.7 Sea Q el carcaj

12 3
[ ] [ )

\“i\%V

|

1
[

Q

©
o
o~

Si X ={1,3,4,6,7,10,11} el carcaj Q(X) es:

1 agoay 3
[ ] [ ]
QSOV
4 g0y 6 7
[ ) [ ] [
11
agOoQs
10 4211
[ ] [ ]

Otra manera de conseguir un carcaj, a partir de otro, es la nocion de . Bésica-
mente, uno obtiene el dual de un carcaj dado cambiando de direccion a las flechas
del carcaj. Una definicion mas formal es,

Definicion 2.8 Sea QQ = (Qo, Q1,5,1) un carcaj. Denotaremos por
Q" = (Qp, Q1,s,17)

al carcaj dual de Q. Es decir, Q* es tal que Qf = Qov, QF = Q1, s* =1, t¥ =s.
Dicho de otra manera, el carcaj Q* se obtiene de Q invirtiendo la direccion de las

flechas.
Ejemplo 2.9 Sea Q el carcaj del Ejemplo 2.7. Entonces Q* es

a1

1. 2 3
[ ) [ [ )
a2><0437

4% 5% 6 7
[ ) [ ] [ ) [

2.2. Representaciones de Carcajes

A lo largo de esta seccion, denotaremos por k£ a un campo fijo. Denotaremos
por k-vect a la categoria de k-espacios vectoriales de dimension finita.
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2.2.1. Definiciones basicas y ejemplos

Definicion 2.10 Sea Q@ un carcaj. Una k-representacion de Q) es un funtor
V1 Q — k-vect. Cuando no haya confusion sobre el campo k, sdlo diremos que V'
es una representacion de (.

Como los morfismos en ) son los caminos, una representacion V' de @ no
es mas que una asignacion (V(i)ieq,, V(a)acq,) donde, si a : i — j entonces
V(a) : V(i) = V(j) es una transformacion lineal.

Ejemplo 2.11 Para todo carcaj Q existe la representacion 0, que a cada vértice
le asocia el espacio vectorial 0 y, por lo tanto, a cada flecha el morfismo 0.

Ejemplo 2.12 Sea @ el 1-Loop. Entonces, una representacion de () no es mds
que un espacio vectorial V' y una transformacion lineal f € Endg (V).

Definicion 2.13 Sea QQ un carcaj finito y V. una representacion de Q. Definimos
la dimension total de V, dim(V),

dimy. (V) = ¥ cq, dimp(V (@)

%

entonces una C-representacion de Q, V, es

Ejemplo 2.14 Si Q es el carcaj

Se tiene ademds que dimc (V) = 6.

Dos representaciones, V' y W, son isomorfas si definen los mismos espacios
vectoriales y transformaciones lineales salvo cambios de base. O bien, dos repre-
sentaciones son isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas, nociéon que defin-
imos a continuacion:
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Definicion 2.15 Sean V y W representaciones del carcaj Q. Un isomorfismo
¢V = W es una coleccion de isomorfismos (¢(i) : V(i) = W(i))icq, tal que
para cada flecha o ;i — j el diagrama

Vi) V()
¢(i)i ®(9)
W) R W)
conmuta. Si¢: V. — W esun isomorﬁsrgo, escribiremos ¢ : V.= W. Escribiremos
V 2 W si existe un isomorfismo ¢ -V — W.

Vemos que, al ser todos los ¢() isomorfismos, la condicion de la conmutatividad
del diagrama es equivalente a que, si « : i — j, entonces W(a) = ¢(j)V (a)op(i) L.
Sin embargo, preferimos dar la definicion asi puesto que, viendo a () como catego-
ria, podemos reformular la definicion diciendo que V' y W son isomorfas si existe
un isomorfismo natural entre funtores ¢ : V. — W. Asi, la siguiente definicion
resulta mas natural.

Definicién 2.16 Sean V y W representaciones del carcaj Q). Un morfismo ¢ :
V — W es una transformacion natural entre funtores. Es decir, ¢ es una familia
de funciones lineales (¢ (i) : V(i) = W(4))icq, tal que, para cada flecha o : i — j
el diagrama

conmuta.

Definicion 2.17 Sean V' y S representaciones del carcaj Q. Diremos que S es
una subrepresentacion de V' si S(i) C V(i) Vi € Qo y si las inclusiones definen
un morfismo de representaciones. Escribiremos S < W para decir que S es una
subrepresentacion de W.

Denotaremos por Homg (V, W) al conjunto de morfismos de V' a . Denotare-
mos por Endg (V) a Homg(V, V).

Ejemplo 2.18 SiV es una representacion de @ tenemos el morfismo identidad
ly : V. =V, definido por 1y = (1y@))icq,

Proposicion 2.19 Los conjuntos Homg(V, W) son k-espacios vectoriales. Mds
ain, Endg (V) es una k-dlgebra.

Demostracion. Si ), ¢ € Homg(V, W) y a € k, entonces definimos ¢ + ¢ :=
(i) + ©(i))icq, v ap = (ap(i))icq,- De aqui ya es evidente la primera parte
de la proposicion. Ahora bien, si ¢ : V. — W, ¢ : W — U, podemos definir la
composicion o = (¢(i)¢())icq,- Es sencillo ver que esta composicion es bilineal,
es decir, si ¢, ¢ : V =W, o, ¢ : W = U, a,d’,b,b’ € k entonces:
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(ap +d'¢" )¢ = apd +d'¢' ¢,
(b +0'¢") = bpg + V' pe'.

De aqui, y el Ejemplo 2.18 también es facil ver que Endg (V') es una k-algebra
con unidad 1y . [J

A Endg(V) le llamaremos el dlgebra de endomorfismos de la representacion V/
y sus elementos seran llamados, por supuesto, endomorfismos de V.

Podemos reformular los puntos anteriores diciendo que las representaciones de
un carcaj dado @) con base en un campo k, y los morfismos entre ellas, forman una
categoria, a la que denotaremos por (Q, k-vect). Esta categoria es aditiva y, como
veremos a continuacion, posee sumas directas finitas.

2.2.2. Suma Directa de Representaciones

Definicién 2.20 Sean Vi y Vo representaciones del carcaj Q. Definimos su suma
directa, Vi @ Vo como sigue: (Vi @ Va)(i) := Vi(i) @ Va(i) para todo i € Qo (la
suma directa de espacios vectoriales); y (Vi @ Va)(a) = Vi(a) @ Va(a) para todo
a € Q1 (la suma directa de funciones lineales).

Es claro que ¢ : Vi — Vi @ Vi que se calcula como ¢1(j) : Vi(j) — Vi(j) &
V2(j4),j € Qo (la inclusion natural) es un morfismo de representaciones. A este
morfismo le llamaremos la inclusion de Vi en Vi ® V5. Podemo entonces caracterizar
a la suma directa de representaciones mediante la siguiente propiedad universal.

Teorema 2.21 (Propiedad Universal de la Suma Directa) SeanVi,...,V,
representaciones del carcaj Q, y ¢; : V; — W morfismos de representaciones.
Entonces, existe un unico morfismo ¢ : @?:1‘/1‘ — W tal que, para todo j €
{1,...,n} el diagrama

conmuta. Mds ain, todo morfismo @;_, Vi — W estd dado de esta manera.

Demostracion. De la Propiedad Universal de la Suma Directa de Espacios
Vectoriales, tenemos que para todo m € @Qq existe un dnico morfismo p(m) tal
que, para todo j € {1,...,n} el diagrama

conmuta, y que este morfismo ¢(m) se calcula de la siguiente manera:

®j(m

Vj(m)
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p(m) (a1, an) =Y @ilas).
i=1

Definimos entonces ¢ : @, V; = W por ¢ = (p(m))meq,. Veamos que ¢ asi
definido es un morfismo de representaciones. Sean j,m € Qq, « : i — j. Como
para todo i € {1,...,n} el diagrama

& Vila)
Vi(j) —— Vi(m)

i%(m)

conmuta, se sigue que, si (a1, ...,a,) € @), V;(j), entonces

Y wim)(Vi()(a:)) =Y W(a)(wi(i)(ai)
i=1 ]

o, equivalentemente, que W(a)p(j) = @, (¢i(a))p(m), de donde se sigue que ¢
efectivamente es un morfismo de representaciones.

Si¢ @?:1 V; — W es un morfismo de representaciones, entonces, para todo
Jj € {1,...,n} se tiene que ¢¢; es un morfismo V; — W. Luego ¢ es un morfismo
como el de la construccion anterior, utilizando los ¢u;. [

Una consecuencia del teorema anterior es que todo morfismo @, V; — W se
puede dar como una matriz (A,,;) de 1 x n donde en la entrada A;; tenemos un
morfismo V; — W.

Ahora bien, es facil ver que las proyecciones m; : @?:1 Vi — Vj, las cuales
son inducidas por las proyecciones canénicas 7;(m) : @, V;(m) — V;(m), son

morfismos de representaciones. Tenemos el dual del teorema anterior.

Teorema 2.22 Sean ¢; : W — V; morfismos de representaciones. Entonces ex-
iste un morfismo ¢ : W :— @, Vi tal que, para todo j € {1,...,n}, el diagrama

D Vi

conmuta. Mds ain, todo morfismo W — @, V; estd dado de esta manera.

Demostracion. Del respectivo teorema para espacios vectoriales, tenemos
que si m € @ entonces existe un morfismo p(m) tal que el diagrama
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69?:1 Vi(m)

Vi(m) w

@;(m)

conmuta. Este morfismo estda dado por ¢(x) = (¢1(x),...,en(z)). Definimos
© = (p(m))meq,- Es claro que es un morfismo de representaciones.

Ahora bien, si tenemos un morfismo ¢ : W — @, V; definimos ¢; : W — V; por
¢; = m;¢. Entonces, utilizando los ¢;, ¢ es un morfismo como el de la construccion
anterior. [

Una consecuencia de este teorema es que, si tenemos un morfismo W —
@, Vi, este morfismo se puede escribir como una matriz (A4,,;) de n x 1, donde
en la entrada A;; estd un morfismo W — V. Juntando las dos ultimas proposi-
ciones, tenemos que un morfismo @, V; — ED;nzl W; se puede escribir como una
matriz (A,,) de m x n, donde en la entrada A;; tenemos un morfismo V; — W;.
Esto nos dice que, para conocer todos los morfismos @, V; — EB;"ZI W; basta
conocer a los morfismos V; — W, (i=1,...,nj=1,...,m). Ahora bien, ;cuéles
son las representaciones que se pueden descomponer como suma directa de repre-
sentaciones? Con eso lidia la siguiente sub-seccion.

2.2.3. Representaciones Inescindibles

Definicion 2.23 Sea V' una representacion del carcaj Q, distinta de la represen-
tacion 0. Diremos que V es inescindible si V = Vi @ V, implica que V; = 0 ¢
Vo =0.

De la definicién de suma directa, se sigue rapidamente que si V. = @' ,V;
entonces dimy (V) = Y"1 | dimy, V;. Por lo tanto, toda representacién de dimension
1 es inescindible.

Ejemplo 2.24 Tenemos la representacion k Vg) k de Lo. Si V() =0, entonces
podemos poner a V- como Vi1 ® Va, donde Vi esk — 0y Vo es0— k. Si V(a) #0,
entonces V' es inescindible; razonando por contradiccion, supongamos que V =
Vi @ Va, con Vi # 0, Vo # 0. Entonces, dimy (V1) = 1, dimy(Va) = 1, de donde
podemos suponer que Vi es 0 — k y Vo es k — 0. Entonces, V1 ® Vs es k 9, k, de
donde Vi & Vo 2V, una contradiccion.

Ya vimos que toda representaciéon con dimension 1 es inescindible. Dicho de
otra manera, a toda representaciéon de dimensiéon 1 la podemos poner como suma
directa de representaciones inescindibles (de hecho, la suma directa de una sola
representacion inescindible). Supongamos ahora que toda representacion con di-
mension menor que n se puede descomponer como suma directa de representaciones
inescindibles. Sea V' una representaciéon con dimensiéon n. Si V' es inescindible, en-
tonces es suma directa de una sbla representacion inescindible. Si no, existen V; y
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V5 representaciones distintas de 0 con V =2 V; @ V. Se tiene que dimy (V1) < n,
dimy (Vo) < n. Por hipotesis, V1 y Vi se pueden descomponer como suma di-
recta de representaciones inescindibles, de donde se tiene que V' es suma directa
de representaciones inescindibles. Acabamos de utilizar el principio de inducciéon
matematica para demostrar la primera parte del siguiente, y muy importante,
resultado.

Teorema 2.25 (Krull-Remak-Schmidt) Sea Q un carcaj. Entonces, toda re-
presentacion de dimension finita de Q es isomorfa a la suma directa de un niumero
finito de representaciones inescindibles. Mds aun, si Vi,...,Vy,, Wr,...,W; son
representaciones inescindibles tales que V2 V1 & ---®V, yV2W1 o - W,
entonces t = n y existe o € S, (el grupo de permutaciones de n elementos) tal que
Vi &2 Wy para todo i € {1,...,n}.

Antes de demostrar este teorema, veamos una proposiciéon que nos ayudaré en
dicha prueba. La siguiente proposiciéon es muy ttil, debido a que caracteriza a las
representaciones inescindibles en términos de sus algebras de endomorfismos.

Proposicion 2.26 Sea QQ un carcaj y V una k-representacion de dimension finita
de Q. Entonces, V es inescindible si y solo si Endg (V) es local. Si k es algebraica-
mente cerrado, esto sucede si y solo si todo endomorfismo puede ser escrito como
suma de un endomorfismo nilpotente y un maultiplo de la identidad.

Demostraciéon. Sea V una k-representacion de @@ de dimensién finita e inescin-
dible. Sea ¢ € Endg(V). Como cada V(i) es de dimension finita, existe n € N
tal que ¢"(V) = ¢"TH(V). Sea p = ¢™. Afirmamos que V = (V) @ W, donde
W (i) = ¢(i)*(0) para i € Qo y W(a) = V(a)|lwu para a € Q1 con s(a) = i.
En efecto, como ¢ es un morfismo de representaciones, entonces para « : i — j,
V(a)e(V(i) € 9(V()) ¥ V(a)p(i)™(0) € 9(j)~"(0). Como para todo i V(i) es
de dimension finita y ¢ = ¢", se tiene que V(i) = Imp(i) ® Kerp(i), es decir,
V(i) = o) (V(i)) & W(i).

Como V es inescindible, entonces ¢(V) =006 W = 0. Si (V) = 0 entonces ¢ es
nilpotente. Si W = 0 entonces (i), y por lo tanto ¢(i), es invertible para todo
i, por lo que ¢ es invertible. Entonces, todo endomorfismo de V' es nilpotente 6
invertible.

Ahora bien, al ser V' de dimension finita, la composicion de cualquier endomorfis-
mo con un endomorfismo nilpotente no es invertible, y por lo tanto es nilpotente.
Ademas, si 1 es nilpotente entonces 1y, —1) es invertible, siendo 1y 42 +3+. ..
su inverso. Tomemos dos endomorfismos no invertibles, ¢ y ¥'. Si ¢ + ¢’ es in-
vertible, entonces existe n tal que 1y = n(v + ') = b + n'. Pero entonces
1, — mp = )’ es al mismo tiempo nilpotente e invertible, una contradiccion. En-
tonces Endg (V) es local.

Supongamos que V se escinde mediante ¢ : V =5 V; @ Va. Sean

1y 0 Lo o
61<p1[gl O]cpyezsol[()lv}so
2
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Los morfismos de representaciones e; y ez no son invertibles, pero e; + es = 1y,
con lo que Endg (V') no es local.

Si k es algebraicamente cerrado y V es inescindible, entonces para todo ¢ €
Endg(V) existe a € k tal que ¢ — aly no es invertible (para esto simplemente
elegimos una i en @)y y una raiz del polinomio caracteristico de ¢(4)) y por lo tanto
es nilpotente. Entonces ¢ = aly + (¢ — aly). Si V no es inescindible, entonces
los endomorfimos e y es descritos anteriormente no se pueden expresar de esta
manera. [J

Ahora ya estamos listos para completar la prueba del Teorema 2.25. Sea ¢ :
i - eV, - Wid- - -dW, un isomorfismo de representaciones. Entonces ¢ puede
escribirse como una matriz (p;;)i_; %, donde @ ; : Vi — Wj. De la misma manera
escribimos 1 = ¢! como una matriz (ij)5=17= donde ¢;; : W; — V;. Entonces
ly, = (o)1 = Zle 1. Como Endg (V1) es local, algin sumando debe ser
invertible. Supongamos sin pérdida de generalidad que 11111 es invertible. Como
ambas representaciones son inescindibles 111 y @11 son invertibles. Ahora bien,
sea

¢ = app

dondea Wi &---dW, W s---eW,ypg:-Vig---aV,>Ve---aV,
estan dados por

vy, 0 - 0 v, —¢iiviz - —9em
—ooery 1w, - 0 0 1y, . 0
a= . : . B = . . ) :
*Sﬁtlsﬁﬁl 0 - 1w, 0 0 .. 1y,
Observamos que ¢’ es biyectiva, y ademas ¢’ = [ 9061 ((1)) ] ,donde @ : Vo b - @

Vi = Wo@---®W;. Como ¢ es biyectiva, ® también lo es, de donde se sigue que
® es un isomorfismo. El resultado ahora se sigue al aplicar induccién matemética.

2.2.4. Representaciones Inescindibles de L,

Una consecuencia de los resultados de la secciéon anterior es que, para cono-
cer todas las representaciones de dimension finita de un carcaj @, nos basta con
conocer las representaciones inescindibles. En esta seccion, clasificaremos todas
las representaciones inescindibles del carcaj lineal, de n puntos, £,, y veremos los
morfismos que existen entre ellas. Sea pues V una representacion inescindible de

L,.

Afirmacion 1 Si V(a;) no es inyectiva entonces V(j) = 0 para toda j > i.
En efecto, supongamos que V(«;) no es inyectiva y que V(ay),...,V(e;—1) son
todas inyectivas. Sea W (i) = Ker(V(a;)) e, inductivamente, definimos W(j) =
V() Y (V(j+1)) paraj = 1,...,i—1. Sea U(j) un complemento de W () en V (5)
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(es decir, U(j) ® W(j) = V(j)) para j =1,...,i tal que V(a;)(U(j)) CU(j + 1).
Esto es posible debido a que V(a1),...,V(ca;—1) son todas inyectivas y por lo
tanto V(e;)(W(4)) N V(e;)(U(4)) = 0 para j = 1,...,7 — 1. Tenemos entonces
una descomposiciéon de V' de la siguiente manera:

U=U(1)—-UQ2)— - -—=U@l-1)=U@l) —-V(@Ei+1) —- = V(n),
W=wl)-W2)—=---=>Wi-1)=W@E —-0—---—=0.

donde los morfismos que corresponden a cada flecha son las respectivas restriccio-
nes de V(a;,). Como V es inescindible, U 6 W debe ser la representacion 0. Como
V(«;) no es inyectiva, W (i) # 0, de donde tenemos que W # 0. Por lo tanto,
U=0yV(i+1),...,V(n) son todos 0.

Afirmacion 2 Si V(«;) no es suprayectiva entonces V(j) = 0 para toda j < i.
De manera similar a la afirmacion anterior, supongamos que V' («;) no es suprayec-
tiva y que V(a41), ...,V (an—1) siloson. Sea U(i+ 1) = Im(V(c;)) y, de manera
inductiva, sea U(j) = V(ej—1)(U(j — 1)) para j = i+ 1,...,n. Sea W(j) un
complemento de U(j) en V(j) de manera que V(a;) "' (W (j + 1)) € W(j) para
j=1+1,...,n. Tenemos entonces una descomposiciéon de V de la siguiente ma-
nera:

U=V{1)=VQ2) —=--=>Vi-1)=>VE)=U@i+1) == Un),
W=0—-0—=---—=0=20->W@GE+1) = - — W(n).

donde los morfismos que corresponden a cada flecha son las respectivas restriccio-
nes. Como V es inescindible, U 6 W debe ser la representacion 0. Como U(i+1)
V(i+1), W(i+1) # 0. Entonces U = 0 y por lo tanto V (1), ...,V (i) son todos 0.

Afirmacion 3 La representacion V' es isomorfa a

[i,j] =0 — ... — kS e2s g 00— 50

donde la primer aparicion de k es en el lugar i y la ultima aparicion en el lugar j.

Sean A :={m € {1,...,n—1} | V(a;,)no es inyectiva}, B :={m € {1,...,n—1} |
V(cm)no es suprayectiva}. Si A = (), sea j = n. Si no, sea j := minA. Si B =),
sea ¢ = 1. Si no, sea ¢ = maxB. Por la afirmacion 1, V(m) = 0 si m < i. Por la
afirmacion 2, V(m) = 0si m > j. Si ¢ < m < j, entonces V(a,,) es biyectiva.
Entonces, nuestra representacion es isomorfa a:

1 1 1,
00— ... —k? 25 pd 240 M pd 0 0
como V es inescindible, tenemos que debe ser V 2 [i, j].

Entonces, todas las representaciones inescindibles de V' son de la forma [, j],
con 1 < ¢ < j < n. Claramente [i,j] 2 [i',5'] sii # ¢ 6 j # 7 (pues si, por ejem-
plo, i < #’, entonces dimg[i, j](i) = 1 y dimg[i’, j'](¢) = 0). Méas adelante veremos
que todas las representaciones [i,j] son inescindibles, pero antes estudiemos los



38 2. REPRESENTACIONES DE CARCAJES

morfismos entre estos tipos de representaciones.

Observaciéon 1 Si i’ < i, entonces Hom([7, j],[¢',7']) = 0. Si j’ < i esto es
claro. Si no, sea ¢ € Hom([, j],[¢’, j']). Observemos el lugar i':

1k
—_—

k k
s@(i’l)l J{s@(i’)

00—k

La conmutatividad del diagrama nos obliga a que ¢(i’) = 0. Inductivamente, pode-
mos demostrar que ¢(m) = 0 para todo m.

Observacion 2 Si j < j' entonces Hom([i, j],[i’,j']) = 0. De nuevo si j < i’
esto es claro. Si no, sea ¢ € Hom([¢, j], [¢’, j']). Observemos el lugar j:

k——=0
w(j)i lw(ﬁrl)
1

k——k

La conmutatividad del diagrama nos obliga a que ¢(j) = 0. Inductivamente de-
mostramos que ¢(m) = 0 para todo m.

Observacion 3 Si i’ < i < j' < j entonces Hom([i, j],[i,j']) = k. Sea ¢ €
Hom([¢, 5], [, j']). Fijémonos en el lugar i:

1y
—_—

k
<p(i)i lgﬂ(iﬂ)
s o

—_—

Por la conmutatividad del diagrama, ¢(i) = ¢(i+1). Inductivamente demostramos
que p(m) = (i) para todo ¢ < m < j'. Entonces podemos dar un isomorfismo
Hom([i, 5], [i’, 5']) = End(k) = k.

Llamaremos 'yz/j]/ al morfismo de [4, j] a [/, 5] tal que fyfjjij,(l) = 1 para i <

I < j'. Podemos reformular las ultimas tres observaciones en el siguiente

Lema 2.27 Hom([i, j],[i',7]) # 0 si y sdlo si i’ < i < j' < j. En este caso,
Hom([i, 5], [/, j']) = k.

Corolario 2.28 Las representaciones [i, j] son inescindibles.

Demostracion. End([i, j]) = Hom([¢, j], ¢, j]) = k, claramente es un algebra lo-
cal. O
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Las similitudes entre los teoremas de Krull-Schmidt (1.76) y de Krull-Remak-
Schmidt (2.25), asi como entre el Corolario 1.75 y la Proposicion 2.26 nos hacen
pensar que la categoria (@, k-vect) se parece mucho a una categoria de modulos.
En el siguiente capitulo veremos que, de hecho, podemos considerar a (Q, k-vect)
como una subcategoria plena de una categoria de modulos.






CAPITULO 3

Algebras de Caminos

3.1. Idempotentes

Fijemos un campo k y un carcaj Q.

Recordemos que un camino en @, de longitud n, que inicia en i y termina en
j, es una concatenacion de flechas:

(j|ana c .,C!1|7;)

donde s(a1) = i, t(ay) = j y t(oy) = s(ay+1) para todo i € {1,...,n — 1}.
Observemos que los caminos se pueden multiplicar por concatenacion, es decir:

(lan, -y a1ld) (@] Bm, - -, Bilh) = (Glom, - -, o1, By - - -, B1] ).

Definicion 3.1 Denotaremos por e; a (i|]i), es decir, el camino de longitud 0 que
inicia y termina en i. Si w es un camino que inicia (termina) en i, definimos
we; = w (e;w = w, respectivamente).

Definicion 3.2 Al espacio vectorial con base los caminos en Q y con multipli-
cacion que extiende bilinealmente a la multiplicacion de caminos (donde definimos
wl = 0 si el vértice final de 6 no coincide con el vértice inicial de w), le llamaremos
el algebra de caminos de Q, y la denotaremos por kQ.

Afirmacion 3.3 kQ es un dlgebra con 1 si y solo si Qg es finito. Ademds, kQ es
de dimension finita si y solo si Q es finito y no tiene ciclos.

Demostraciéon. Supongamos que @ es finito. Entonces claramente Zz‘er €;
es 1 de k@Q. Supongamos ahora que )y no es finito. Sea = € k@. Entonces
r = kiwy + - + kpwp, con k; € k, w; camino en Q. Sea h € Qo tal que h no

41
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es el punto inicial de w; para todo i € {1,...,n}. Entonces ze;, = 0, de donde x
no es unitario.

Para la segunda parte de la afirmacion, si @) es finito y no tiene ciclos, es claro
que s6lo hay un ntmero finito de caminos en (. Si @) no es finito, claramente el
nimero de caminos en () es infinito. Por ultimo, si () posee ciclos, sea w un ciclo,
entonces w,w?,w>, ... es un namero infinito de caminos en @, todos ellos distintos

(pues su longitud es distinta). OJ

Ejemplo 3.4 Si Q es el 1-Loop, entonces kQ = k[z], el anillo de polinomios con
coeficientes en k. En general, si Q es el n-Loop, entonces kQ = k(x1,...,x,), el
dlgebra libre generada por n elementos que no conmutan entre si.

Ejemplo 3.5 Si Q = L,,, entonces kQ = A,,, el dlgebra de matrices triangulares
superiores de n X n con coeficientes en k. Veamos esto. Denotemos por X al
conjunto de caminos en Q. Existe un (inico) camino de i a j si y solo si i < j.
Entonces, podemos decir que X = {w;j}i<j<n, donde w;; es el camino que va de 1
aj (e; =wi). Sea A;; € la matriz (am))l, —; tal que a;j =1 y apy =0 si m # 14
61#j. {Aij}i<j<n es una base de A,,. 7

o X = {Aijticj<n
Wij —> Aij

define una biyeccion entre las bases de kQ y A,. Es sencillo comprobar que esta
biyeccion respeta la multiplicacion. Entonces kQ = A,,.

De ahora en adelante, supongamos a @) finito. Echemos un vistazo a los ele-
mentos {¢; };cq,. Estos elementos son idempotentes, es decir, e;e; = e; para todo
i € Qo. Ademas, e;e; = eje; = 0sii # j. Es claro que kQe; (e;kQ) tiene como base
a todos los caminos que inician (terminan) en i. De aqui que, como k@Q-modulos,
kEQ = @ier kQe;. Por la Proposicion 1.19, kQe; es un kQ-modulo izquierdo
proyectivo.

Proposicion 3.6 Sea M un kQ-mddulo izquierdo. Entonces Homyq (kQe;, M) =
eiM.

Demostracion. Mostraremos algo mas general. Sean R un anillo, e € R idem-
potente y M € R-Mod. Mostraremos que Homp(Re, M) = eM. Sea f : eM —
Homp(Re, M), definida por:

flem): Re - M
re — rem

es facil ver que f es un morfismo de R-modulos. Ahora definimos ¢ : Hompg(Re, M) —
eM por g(\) = A(e). Esta funcion esta bien definida, pues, como e es idempo-
tente, A(e) = A(ee) = eA(e) € eM. También es facil ver que ¢g es un morfismo de
R-moédulos. Por dltimo, veamos que g y f son morfismos inversos. Sea em € eM,
entonces gf(em) = f(em)(e) = em. Por lo tanto gf = 1. Si A € Hompg(Re, M)
entonces fg(A)(re) = reX(e) = rA(ee) = A(ree) = A(re). Entonces fg(\) = A, es
decir, fg = lHom (Re,nm)- Concluimos que Homp(Re, M) = eM. [
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Proposicion 3.7 Sea i € Qq. Entonces e; es un idempotente primitivo, es decir,
kQe; es un kQ-maodulo inescindible.

Demostraciéon. Primero observemos que si 0 # x € kQe; y 0 # y € e;kQ en-
tonces xy # 0, puesto que si w es el camino mas largo que se encuentra como
sumando en x y 6 es el camino mas largo que se encuentra como sumando en ¥,
entonces el coeficiente de wé en zy no es 0.

Ahora, si f € Endyg(kQe;) es un idempotente distinto de 0 y de la identidad,
entonces f2 = f = flige,, por lo que f(lkge, — f) = 0. Sin embargo, de la
Proposicion 3.6 tenemos que Endyg(kQe;) = e;kQe;. Por la observacion que hici-
mos al principio de la demostracién, tenemos una contradicciéon. Por lo tanto,
utilizando 1.33, kQe; es un k@Q-modulo inescindible. O

Proposicion 3.8 Sii # j, entonces, como kQ-mdédulos, kQe; 2 kQe;.

Demostracién. Primero observamos que si e; € kQe;kQ) entonces i = j, ya
que kQe;kQ tiene como base a todos los caminos que pasan por i. Ahora bien,
si existen morfismos f : kQe; — kQej, g : kQe; — kQe; tales que fg = liqe;,
9f = 1kQe,, por la Proposicion 3.6 tenemos elementos x € e;kQe;, y € e;kQe; tales
que zy = ¢;, yr = e; (esto se logra utilizando el isomorfismo dado en la Proposi-
ciéon 3.6). Sin embargo, e; = zy € e;kQeje;kQe; = e;kQejkQe; C kQe;kQ, una
contradicciéon con la observacién que hicimos al inicio de la prueba. [J

Con lo que hemos demostrado hasta ahora, podemos formular el siguiente re-
sultado.

Teorema 3.9 Sea Q un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces {kQe;}icq,
es una coleccion completa e irredundante (es decir, sus objetos no son isomorfos
dos a dos) de clases de isomorfismo de kQ-mddulos proyectivos inescindibles fini-
tamente generados. Se sigue que, st P es un kQ-mddulo proyectivo finitamente
generado entonces existe {m;}icq, C N tal que:

P P kQe}"
1€Q0
Demostracion. kQe; es proyectivo e inescindible para todo i € QQp. Ademas,
ya vimos que si ¢ # j entonces kQe; ¥ k(Qe;. Por tltimo, si P es un moédulo
proyectivo finitamente generado, sea P’ tal que P @& P’ es un modulo libre. Por lo
tanto:

Po P = kQe;
1€Qo
Como @ es finito y sin ciclos dirigidos, k@ es de dimension finita, por lo que
es artiniana y neteriana. Podemos entonces aplicar el teorema de Krull-Schmidt
(1.76), se sigue que existen {n;}icq, C {1,2,...,n} tal que

P kQel"
i€Qo
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O

Corolario 3.10 Sea Q un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces el dlgebra
de caminos k@ es hereditaria.

Demostracion. Por el Teorema 3.9, {kQe; }ico, es una coleccion completa
e irredundante de clases de isomorfismo de kQ-modulos proyectivos finitamente
generados. El tnico submodulo maximal de kQe; es el generado por las flechas
que salen de i, pero este submodulo es isomorfo a @{kQey o | @ € Q1, s(a) =i},
por lo que es proyectivo. El resultado entonces se sigue del Lema 1.77. [J

Terminamos esta secciéon con una importante propiedad de las &dlgebras de
caminos.

Teorema 3.11 Sea Q un carcaj finito y A una k-dlgebra. Para cada par de fun-
ciones pg : Qo — A y o1 : Q1 — A que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) 1 =3cq, woli), vo(i)* = ¢o(i) para todo i € Qo y po(i)po(j) = 0 sii # j.
(2) Sia:i— j entonces p1(a) = wo(j)p1(a)po(i).

existe un unico morfismo de k-dlgebras ¢ : kQ — A tal que o(e;) = wo(i) para
todo i € Qo y p(a) = p1(a) para todo o € Q.

Demostracion. Siw = (jlay,...,a1]i) es un camino en @, definimos:

p(w) = wo(j)e1(an) ... p1(a1)poli)

Y extendemos a ¢ bilinealmente. Tenemos entonces un morfismo de k-espacios
vectoriales que respeta la multiplicacion, y observando que

p(1) = ‘P(ZieQO e;) = Eier @(@i) = Zie@o @o(i) =1

tenemos que  es un morfismo de k-algebras. Ahora veamos la unicidad. Suponga-
mos que existe un morfismo de k-algebras ¢ que extiende a ¢1 y a ¢g. Entonces,

siw = (jlan,...,a1]i) es un camino en @,
pw) = o(lam, ..., mli)
= d(eja, . alez)
= ¢(e;)o ( n) - ¢la1)o(e:)
= po(j)p1(om) ... e1(a1)eo(d)
= p(w).

Por lo tanto, el morfismo es tnico y la prueba del teorema esta completa. [
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3.2. Elradical de Jacobson de un algebra de caminos

Definicion 3.12 Sea @ un carcaj finito. El ideal de kQ generado por todos las
flechas en @ es llamado el ideal flecha de kQ. Denotaremos por Rqg a este ideal.

Proposicion 3.13 Sea Q un carcaj finito y sin ciclos dirigidos, y supongamos que
k es algebraicamente cerrado. Entonces Rg = rad(kQ), esto es, el ideal flecha de
kQ coincide con el radical de Jacobson de kQ.

Demostracién. Como () es finito y no tiene ciclos dirigidos, entonces Rg es
nilpotente, siendo su indice de nilpotencia [ 4+ 1, donde [ es la longitud del camino
mas largo en ). Ahora bien, como R contiene a todos los caminos de longitud
mayor 6 igual que 1, entonces kQ/R¢ esta generado por {e; + Rg | i € Qo}. Mas
ain

kQ/Rq = @ (ei + Rq)(kQ/Rq)(e: + Rq).
1€Qo

Como @ no tiene ciclos dirigidos, (e; + Rg)(kQ/Rq)(e; + Rg) = k para todo 4.
Entonces, kQ/Rg = k x - - - x k, el producto de |Qo| copias de k. Por el Lema 1.78
Ro =rad(kQ). O

Hacemos notar que, si @) tiene ciclos dirigidos, entonces la Proposicion 3.13
no es necesariamente cierta. Como un ejemplo, sea @ el 1-Loop. Como ya vimos,
kQ = E[x]. Si suponemos que k es algebraicamente cerrado entonces la coleccion
de ideales maximales de k[z] es ({x — A | A € k}), por lo que rad(k[z]) = 0, es
decir, rad(kQ) = 0.

3.3. La categoria k(Q)-mod

En esta seccién notaremos el vinculo que existe entre las algebras de caminos
y las representaciones de carcajes.

Teorema 3.14 Sea QQ un carcaj finito y sin ciclos orientados. Entonces las cate-
gorias kQ-mod y (Q, k-vect) son equivalentes.

Demostracion. Como esta prueba es muy larga, la dividiremos en cuatro
partes.

Parte 1: Construccion de un funtor F : (Q, k-vect) — k@Q-mod

Sea V una representacion de Q. Definimos:
FV =P V).
1€Qo

Falta ver que FV tiene estructura de kQ modulo. Sea w = (jlay,...,a1]i) un
camino en Q y (vp)neq, € F'V. Entonces w(vp)req, se define por coordenadas,
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Viap)...Viag)(v;) sil=3j
0 sil#j
Extendemos la multiplicaciéon de manera lineal. Veamos que de esta manera F'V

es un k@Q-modulo finitamente generado. Dado que la multiplicacién la extendimos
de manera lineal, solo hace falta ver lo siguiente:

(w(vn)heqo) == {

1. Si (vp)neq, € FV entonces 1(vp)nheq, = (Vn)heqq -

Sea (vp)heq, € FV. Recordemos que el elemento unitario de kQ es 1 = Zier €;.
La multiplicacion e;(vn)neq, tiene al elemento v; en la i-ésima coordenada y a 0
en todas las deméas. Entonces,

Lvn)heqo = (Xicq, €)(Vh)neqo

= ZiEQO ei(”h)hEQo

= (vn)heqo-
2. Siw, T son caminos en Q y (vp)neq, € FV, entonces wr(vp)heq, = w(T(Uh)heq,)-
Sean w = (jlag, ..., a1li), 7 = (p|Bm, ..., B1|l) caminos en Q, y (vn)req, € FV.
Sip # i entonces wr = 0, por lo que (w7)(vp)neq, = 0. Ahora, 7(vp)neq, tiene a 0
en su i-ésima coordenada, por lo que w(7(vp)req,) tiene a V(ay,) ... V(ag)(0) =0
en su j-ésima coordenada y a 0 en todas las demés. Dicho en otras palabras,
w(T(vh)heq,) = 0.
Sii = p, entonces wr = (jla, ..., a1, Bm, - - ., B1|l). Se sigue que wr(vp)neq, tiene
a Viag)...V(a)V(Bm) ... V(B1)(v;) en su j-ésima coordenada y 0 en todas las
demas. Ahora bien, 7(vp)neq, tiene a V(B,,) ...V (B1)(v;) en su i-ésima coorde-
nada y 0 en todas las demas. Entonces

Vian) ... V(e)V(Bm)... V(1) (n) sil=jy
0 sil#j

Por lo tanto wr(vn)neq, = w(T(Vh)req,)-

(W(T(vn)ne@o) = {

3. 51 (Vi) ey, (Wh)neq, € FV yw es un camino en Q, entonces w(vy,+wp)heq, =
w(vn)neqy +w(wn)neq,-

Sean (vn)neqos (Wh)nheq, € FV, w = (jlaa,...,a]i) un camino en Q. Tenemos
que w((vn)neq, + (Wn)neq,) tiene en su j-ésima coordenada a

Vian) ... V(o) (vi) + (ws)) = Vi) ... V(ar)(v) + V(aw) ... V(ag)(w;)

precisamente la j-ésima coordenada de w(vp)heg,+w(Wh)req, - Tanto w((vy)heq,+
(W) heq,) como w(vp)heq, +w(Wh)req, tienen 0 en todas las demés coordenadas.

De 1,2 y 3 se sigue que FV € kQ-Mod. Como V(h) es de k-dimension finita para
todo h € Qp, F'V es de k-dimension finita. Por lo tanto F'V € kQ-mod.

Ahora, si ¢ : V — W es un morfismo de representaciones, definimos Fy : F'V —
FW por
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Fp= @gpi: @V(z)% @W(z)

1€Qo 1€Qo 1€Q0

Veamos que F'¢ es un morfismo de kQ-modulos. Al ser un morfismo de k-espacios
vectoriales, queda claro que abre sumas. Entonces s6lo hace falta ver que si w =
(Jlan, - -, a1li) es un camino en Q y (vp)nheq, € FV entonces Fo(w(vp)neg,) =
wWFo((vn)heq,). Tenemos que Fp(w(vn)neq,) € FW tiene 0 en todas sus coor-
denadas excepto en la j-ésima, en la cual tiene a ¢;(V(aw,) ...V (aq)(v;)). Como
(¢n)heq, s un morfismo de representaciones,

pj(Vian)...V(a)(vi)) = W(an) ... W(a1)(pi(vi)).

Esta tltima expresion es la j-ésima coordenada de wFo((vn)neq,)- Se sigue en-
tonces la igualdad deseada.

Vimos ya que si V es una representacion de () entonces FV € k@-mod y si
@ : V. — W es un morfismo de representaciones entonces Fy : FV — FW es
un morfismo de kQ-modulos. Falta ver que F' efectivamente es un funtor. Es facil
ver que F(ly) = lpy para toda representacion V' de Q. Ahora, sean U, V, W
representaciones de Q y ¢ : U — V', ¢ : V. — W morfismos de representaciones.
Si (up)req, € FU entonces:

Fo((un)neqo) = (Unenun)neq,)
= Fy((en(un))neq,)
= FyY(Fo((un)neq,))-

Entonces Fipp = FipFo. Por lo tanto, F' : (Q, k-vect) — k@Q-mod es un funtor.
Parte 2: Construccion de un funtor G : kQ-mod — (Q, k-vect)

Sea M un kQ@Q-moédulo finitamente generado. Como kQ = @ier kQe; entonces
M = EBier e; M. Definimos M (i) = e;M. Como M es un k-espacio vectorial de
dimension finita, e; M también lo es. Ahora bien, si « : ¢ — j entonces definimos
M(a) : ;M — e; M por M(w)(e;m) = (jlafi)(e;m). Veamos que M (a) es una
funcion k-lineal.

Sean e;mq, e;mq € M(i). Entonces
M(a)(eimy +e;ms) = (Jlali)(e;my + e;ma)
= (jlali)eimy + (jlali)eims
= M(a)(e;my) + M(a)(e;ma).
Si k € k entonces

M(a)(ke;m) = (jlali
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Por lo tanto M («) es un morfismo de k-espacios vectoriales. Definimos entonces
GM = (M (%))icqo, (M(a))acq,).- GM claramente es una representacion de Q.

Sean M,N € k@Q-mod y f : M — N un morfismo de k@Q-moédulos. Sea f; :
M (i) — N(i) definida por f; = fla@). La funcion f; esta bien definida pues
f(e;m) = e;f(m) € e;N. Definimos Gf = (f;)icq,. Veamos que Gf : GM — GN
es un morfismo de representaciones. Si «: i — j y e;m € M (i) entonces

N(a)fi(eim) = (jleli) f(esm)

f((Glali)eim)
= f(e;(jlaliym)
= (e (jlali)m)
= fiM(a)(eim).

Por lo tanto N(«)f; = f;M(a) y Gf es un morfismo de representaciones. Ver que
Gly = 1gym vy que Gfh = GfGh es facil.

Parte 3: Construir un isomorfismo natural n: FG = 11,0—mod
Sean M, N € kQ-mod, f € Homyg (M, N). Entonces FGM = Gaier e;M = M,

FGN = Qi€ Qoe;N = Ny FGf = @,cq, fi- Tenemos entonces el siguiente
diagrama:

M N

J( Dicqq fi J/

®iEQ0 €iM 1€Qo eiN

donde los isomorfismos M = @z‘er e;M, N = Gaier e; N son los usuales. Clara-
mente el diagrama conmuta y por lo tanto F'G = 15—

Parte 4: Construir un isomorfismo natural 1 : GF' — 1(Q k—vect)

Sean V = ((V(4))icq,, V() ac,) W = (W (i)icq,, W(a)acq, ) representaciones
de @y f:V — W un morfismo de representaciones. GV = @, V (i), GW =
Dicg, W(i), Gf = Bicq, fi- Claramente V(j) = e; [@ing V(z)} para todo
j € Qo, y por lo tanto Gf‘e'[EB v = f. Entonces GF = 1(Q k—vect)-

J 1€EQQ

Por lo tanto, (Q, k-vect) y kQ-mod son categorias equivalentes. [J



cAPITULO 4

El Carcaj de un Algebra

4.1. Algebras Basicas

En el capitulo anterior vimos que, para todo carcaj @), existe un algebra kQ tal
que las categorias (Q, k-vect) y kQ-mod son equivalentes. No es cierto que toda
algebra sea isomorfa a un algebra de caminos.

Ejemplo 4.1 Sea A = k[z,y], el anillo de polinomios en dos variables con co-
eficientes en k. Supongamos que existe un carcaj Q tal que klx,y] = kQ. Como
klx,y] tiene sdlo un idempotente primitivo (a saber, el 1), tenemos que en @ sélo
habrd un vértice. Entonces existe n € N tal que Q) es el n-Loop. Pero ya vimos que
en este caso kQ = k{xy,...,x,), y k[z,y] no es de esta forma.

Sin embargo, en esta seccién veremos que toda &algebra bésica de dimension
finita, nocion que definiremos a continuacion, es isomorfa a un cociente de un al-
gebra de caminos.

Sea A un algebra de dimension finita sobre un campo k, al que supondremos
algebraicamente cerrado. Sea 1 = e; + - -+ + e, una descomposicion de la unidad
en idempotentes primitivos ortogonales (la cual es posible por 1.76, pues A es
artiniana y neteriana). Entonces A & Aey @ -+ - @ Ae,,, donde cada A-modulo Ae;
es proyectivo e inescindible.

Definicién 4.2 Sea A un dlgebra de dimension finita sobre k, y A = @, Ae;
una descomposicion de A en inescindibles. Diremos que A es un algebra basica

511 # 7 implica Ae; 2 Ae;.

Ejemplo 4.3 Sea @ un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces k@ es un
dlgebra basica.

49
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Lo que veremos ahora es que, si s6lo nos interesa la categoria de médulos, en-
tonces podemos enfocarnos solamente en las algebras basicas.

Recordemos que dos anillos Ry S son Morita equivalentes si sus categorias de
modulos, R-Mod y S-Mod, son equivalentes.

Teorema 4.4 Sea A un dlgebra de dimension finita sobre el campo k. Entonces
existe un dlgebra bdsica A’ tal que A y A’ son Morita equivalentes.

Demostracion. Sea A una k-algebra de dimension finita. Supongamos que
A= @?:1 Ae; es una descomposicion de A en inescindibles. Supongamos que
A no es basica, pues de otra manera el resultado se seguiria trivialmente. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que Ae; = Aes.

Seae=ey+---+e,=1—e1. Sea

B =eAe = {eae|a € A}.

B tiene una estructura de k-algebra, pues es cerrado bajo suma y multiplicacion.
Ademas, como e es idempotente (pues {ea, ..., e,} son idempotentes ortogonales)
se tiene que el elemento unitario de B es ey, por lo tanto, que una descomposicion
de B en moédulos inescindibles es

Bes @ --- @ Be,.

Mostraremos que B y A son Morita equivalentes.
Definamos un funtor F : A-Mod— B-Mod. Si M € A-mod, definimos

FM =eM ={em|me M}

FM es un B-modulo, pues, si b = eae € B, y em € eM entonces b(em) =
(eae)(em) = ea(em) € eM. Ahora, si f € Homy4 (M, N), definimos

Ff=Fflrmu

La imagen de F'f efectivamente esta en F'N, pues si em € F'M entonces F' f(em) =
flem) =ef(m) € eN = FN. Como B C Ay f es un morfismo de A-modulos,
entonces F'f es un morfismo de B-moédulos. Como las imégenes de las funciones
son las restricciones, F' es un funtor.

Sea ¢ : Ae; — Aey un isomorfismo. Por la Proposicion 3.6, Hom4(Aeq, Aes) =
e1Aes, asi que podemos decir que este isomorfismo corresponde a un elemento
@12 = ejajzez y que su inverso ¢! corresponde a un elemento as; = esasie;.
Como ¢ y »~! son inversas, se tiene que aj2a21€1 = €1 y que asiajzes = €.

Ahora bien, como Aey =2 Aes, entonces e M = Hom 4 (Aey, M) = Hom 4 (Aes, M)
eaM para todo M € A-Mod. Ahora bien, si p; : A x ;M — M son las multipli-
caciones por elementos de A, se tiene lo siguiente:



4.2. EL CARCAJ DE UN ALGEBRA BAsica 51

,ul(a, €1m) = ,uz(aam, 62021€1m)~

Esto porque

a(eym)

= aajizaz1€e1m

= aalg(egaglelelm)
= aajz(esagie1m)

= /.Lg(aalg, egaglelm).

w1 (a,e;m)

Sea entonces M € B-Mod y, como el unitario de B es e, tenemos que eM = M.
Sea M’ = eaM @ eM. Por la observacion anterior, podemos definir una multipli-
cacion A x M' — M’ de manera que ea M = e; M como A-modulos (simplemente
definimos ey = 0 si m € eM y eym = aj2(e2azieym) si m € eaM). Entonces,
FM' = M vy, por lo tanto, I es un funtor denso.

Ahora bien, sea f € Homy (M, N). Para todo i € {1,...,n}, f induce morfismos
fireiM — e;N (f; es simplemente la restriccion de f a e;M.) Ahora bien,

f1 (€1m) = f(elm)
= f(al2€2a21€1m)
= a12f(€2a21€1m)
= a1 fa(e2a2161m).

Con esta observacion probaremos que la funcion

F : Homa(M,N) — Homp(FM, FN)

es biyectiva. Sean f,g € Homyu(M,N) tales que F'f = Fg. Entonces flcy =
glen. Como esM C eM, tenemos que fo = go y, por lo tanto, fi = g¢;. Por
lo tanto f = fL @ Ff = g1 ® Fg = g. Entonces F es inyectiva y el funtor
es fiel. Ahora, sea f € Homp(FM,FN) = Homp(eM,eN). Extendemos f a
fretM @®eM — ey N @ eN por f'(eym) = aiaf(ezaz1e1m). Es sencillo observar
que f' € Homa(M,N) y que Ff' = f. Por lo tanto la aplicacion es suprayectiva
y el funtor es pleno. Por 1.13, F' es una equivalencia de categorias y por lo tanto
Ay B son Morita equivalentes. El resultado ahora se sigue por induccion. [J

Del resultado anterior se sigue que, si sélo estamos interesados en la categoria
de modulos, basta estudiar a las algebras bésicas.

4.2. El Carcaj de un Algebra Basica

Definicion 4.5 Sean @ un carcaj finito e I C kQ un ideal bilateral de kQ. Dire-
mos que I es admisible si existe m € N tal que Ry C I C Ré.

Lema 4.6 Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. Entonces {e; =

ei + IT}ticg, es un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales del
dlgebra kQ/I.
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Demostraciéon. Como é; es la imagen de e; bajo el epimorfismo de k-&lgebras
canonico kQ — kQ/I, entonces {€;} es un conjunto completo de ortogonales idem-
potentes de kQ/I. Solo falta ver que ¢€; es primitivo para cada i € Qg o, lo que es
lo mismo, que Endyq,r((kQ/I)e;) = €;(kQ/I)é; no tiene idempotentes distintos
de 0 y &;. Sea & un idempotente de &;(kQ/I)e;. Entonces € = Ae; +w + I, donde
A € k y w es una combinacién lineal de ciclos que pasan por ¢ de longitud mayor
6 igual que 1. Como € es idempotente,

ee=e¢ = Ne+tw+DAeitw+1I)=Ne;+w+1)
=M, + 20w+ wr+I=Xe; +w+1
=N - Ne; + 2 - Dw+w? el

Como I C R%, todos los elementos de I son combinaciones lineales de caminos de
longitud al menos 2, y por lo tanto A2 — X\ = 0. Entonces A =006 A = 1. Si A =0,
entonces € = w + I. Como existe m € N tal que Ry C I, entonces w™ € I, y por
lo tanto € = €™ = w™ 4+ I = I, de donde se sigue que € = 0. Si A = 1, entonces
e=¢e +w-+1,yporlotanto € — ¢; = w+ I. Como antes, w es nilpotente modulo
T (es decir, existe m € N tal que w™ € I) y, por lo tanto € = &;. Se sigue que &; es
primitivo. [J

Lema 4.7 Sean QQ un carcaj finito y sin ciclos dirigidos, e I un ideal admisible de
kQ. Entonces

rad(kQ/I) = Ro/I
Demostracion. Como I es un ideal admisible, existe m € N, 2 < m tal que

R@ C I. Entonces, (Rg/I)™ = 0, lo que muestra que R/l es un ideal nilpotente
de kQ/I. Por el Tercer Teorema de Isomorfismo,

(kQ/1)/(Rq/I) = kQ/Rq

de donde se sigue, por el Lema 3.13, que

(RQ/T)/(Rq/T) =k x --- Xk

y concluimos por el Lema 1.78. [J

Corolario 4.8 Sea Q un carcaj finito y sin ciclos dirigidos e I un ideal admisible
de Q. Entonces, para cada | > 1, se tiene que rad' (kQ/I) = (Rg/I)".

Demostracion. Procederemos por induccion. La base de la induccion fue justa-
mente el lema anterior. Ahora bien, supongamos que rad ™' (kQ/I) = (Rg/I)'~*.
Facilmente vemos que (Rg/I)! es un ideal bilateral y nilpotente de (Rg/I)!"!y,
por el Tercer Teorema de Isomorfismo,

(Ro/I)'™/(Ro/T)! = (RQ)' ™! /(Rq)' =k x -+ x k

y concluimos. [J
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Observacion 4.9 Se sigue del Lema 4.7 y del Corolario 4.8 que, si Q es finito y
sin ciclos dirigidos e I es un ideal admisible de k@) entonces

rad(kQ/I)/rad®(kQ/I) = Rq/R?)
que admite como base el conjunto {o +rad®(kQ/I) | a € Q1}.

Definicion 4.10 Sea A un k-dlgebra bdsica de k-dimension finita. Definimos el
carcaj de A, Q4 como sigue:

(1) Sil=e1+ -+ ey es una descomposicion de la unidad en idempotentes
primitivos y ortogonales, entonces el conjunto de vértices de Qa es {1,...,n}.

(2) Dados dos vértices eq,ep, € (Qa)o, €l conjunto de flechas que van de
eq a ey estd en correspondencia biyectiva con una base del k-espacio vectorial
ep(rad(A)/rad*(A))e,, donde rad®(A) denota a rad(rad(A)).

Nota 4.11 Como A es de dimension finita, se tiene que A es artiniana, y, por lo
tanto, del Lema 1.62 concluimos que rad®(A) = rad(rad(A)) = rad(A) rad(A).

Observacion 4.12 Como A es de k-dimensidon finita, entonces para todo a,b €
(Qa)o el k-espacio vectorial ey(rad(A)/ rad? A)e, también es de k-dimension finita
y, por lo tanto, Q4 es un carcaj finito.

Ejemplo 4.13 Sea k un campo algebraicamente cerrado y sea

A—

Eopl el
o O
> O O

el dlgebra de matrices triangulares inferiores de 3 x 3, [\;;] tales que A3z = 0. Sea

I =

> O
o O O
o O O

Tenemos que rad(A) = I pues I =0y A/I =k x k x k. Ahora bien,

1 00 0 0 O 0 0 O
epr=10 0 0f,ea=10 1 0fe3s=1(0 0 0
0 0 0 0 0 O 0 0 1
es un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales. Tenemos que

e1(rad(A))es, er(rad(A))es = k y que e;(rad(A))e; = 0 en todos los demds casos.

Por lo tanto Q4 es
1
/ | \
2 3
[ ] [ ]
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Lema 4.14 Sea A un dlgebra bdsica de k-dimension finita. Entonces:

(1) El carcaj Qa no depende de la eleccion del conjunto completo de idempo-
tentes primitivos ortogonales {ey, ... en}.

(2) Para cada par eq, e, de idempotentes primitivos y ortogonales en A, la
funcion ¥ : ey(rad(A))ey/ep(rad®(A))e, — ep(rad(A)/rad?(A))e, definida por
epreq + ep(rad?(A))e, — ep(z + rad®(A))e, es un isomorfismo de k-espacios vec-
toriales.

Demostracion. (1) Por el Teorema de Krull-Schmidt (1.76), el nimero de
vértices en Q4 no depende de la eleccion del conjunto completo de ortogonales
idempotentes. Ahora bien, si tenemos dos conjuntos completos de ortogonales
idempotentes, digamos {e1,...,e,} v {€},...,¢e,}, por el mismo teorema pode-
mos suponer que Ae; & Ae} para todo i € {1,...,n}. El morfismo de A-modulos
¢ : (rad(A))e, — (rad(A)/rad?(A))e, dado por ze, — (z+rad?(A))e, claramente
tiene como kernel a (rad®(A))e, y, por lo tanto,

(rad(A)/rad?(A))e, = (rad(A))eq/(rad?(A))e, = rad(Ae,)/ rad?(Ae,).
Tenemos entonces los isomorfismos de k-espacios vectoriales:

ep(rad(A)/rad®(A))e, = ep(rad(Ae,)/ rad?(Ae,))
>~ Hom 4 (Aep, rad(Ae,) / rad?(Aey))
Hom 4 (Aej, rad(Ael,)/ rad? (Ael))
e)(rad(Ae,)/ rad? (e,
e, (rad(A)/ rad2(A))efl.

i1 1R

Por lo tanto, dimy(ey(rad(A)/rad®(A))e,) = dimy(e,(rad(A)/rad?(A))e’,). Se
sigue que Q4 no depende de la eleccién del conjunto completo de primitivos or-
togonales.

(2) Tenemos el morfismo k-lineal ey (rad(A))e, — e(rad(A)/rad?(A))e, definido
por epre, — ey(x +rad?(A))e,. Este morfismo tiene como kernel a ey (rad?(A))eq,
y concluimos. [J

Lema 4.15 Sea A una k-dlgebra basica de dimension finita. Para cada flecha « :
i—jen(Qa) seax, € ej(rad(A))e; tal que el conjunto {zo+rad?*(A) | a i — j}
es una base de e;(rad(A)/rad?(A))e;. Entonces:

(1) Sid,j € (Qa)o, todo elemento x € ej(rad(A))e; se puede escribir de la
forma:

L= Z )\a¢L,.4.7a1$anya7L71 e xal

donde la suma es tomada sobre todos los caminos (jloy,, ..., a1]i) que van dei a j.

(2) Cada flecha o : i — j determina de manera tinica un morfismo I, €
Hom 4 (Aej, Ae;) tal que Zo(ej) = To, Im(24) C (rad(A))e; e Im(d,) € (rad®(A))e;.
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Demostracion.
(1) Como k-espacios vectoriales, tenemos que

rad(A) = (rad(A)/rad?(A)) @ rad®(A)

por lo que, como k-espacios vectoriales,

ej(rad(A))e; = ej(rad(A)/rad®(A))e; @ e;(rad®(A))e;.

Por lo tanto, si « € ej(rad(A))e;, podemos escribir a « de la forma

x = Z Aao + 2

aze;—re;

donde ' € ej(rad®(A))e;. Entonces,

' =x— Z Ao € ej(rad®(A))e;.

ai—j

Como rad(A) = €D, ; ea(rad(A4))es ¥ rad?(A) = rad(A) rad(A) tenemos:

ej(rad?(A))e; = Z (ej(rad(A))en)(en(rad(A))e;).
er€(Qa)o
Entonces, ©’ = 3., c(q.), Th¥h, donde z) € e;(rad(A))en y yj, € en(rad(4))e;.
Repitiendo el procedimiento, tenemos que

xj, = Z Asp + Ty, yp, = Z >\'yy'y+y;:a
B:h—j yii—h

donde /! € ej(rad®(A))ey, v ) € en(rad?(A))e;. Por lo tanto

T = Z AaZo + Z Z AsAyxpzy + 2"

@i—j y:ii—h B:h—j

Donde 2" € e;(rad®(A))e;. Al ser A artiniana, existe m € N tal que rad™(A) = 0.
El resultado se sigue aplicando induccion.

(2) Tenemos el isomorfismo canénico e;(rad(A))e; 5 Hom 4 (Ae;,rad(A)e;).
Sea I, la imagen de x, bajo este isomorfismo. Se tiene entonces que Im(Z,) C
rad(A)e;. Ademas, como la imagen de z,, bajo el epimorfismo canénico e;(rad(A))e; —
ej(rad(A)/rad®(A))e; no es 0, se tiene que Im(2,) € rad®(A)z;. O

Lema 4.16 Sea Q un carcaj finito, I un ideal admisible de kQ y A = kQ/I.
Entonces Q4 = Q.

Demostracion. Sabemos que {€;};cq, es un conjunto completo de idempo-
tentes ortogonales y primitivos de A. Entonces los vértices de Q4 estdn en cor-
respondencia biyectiva con los vértices de (). Ademaés, por el Lema 4.14 (2) las
flechas que van de 7 a j en () estan en correspondencia biyectiva con una base de
ej(rad(A)/rad®(A))e;. O



56 4. EL CARCAJ DE UN ALGEBRA

Teorema 4.17 (Gabriel) Sea A una k-dlgebra bdsica de dimension finita, con
k algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal admisible I de kQ 4 tal que
A= EkQa/l.

Demostracion. Construiremos un morfismo de algebras kQ 4 — A, veremos que
este morfismo es suprayectivo y que su kernel es un ideal admisible de kQ 4.

Para cada flecha v : e; — ¢ en (Q )1, elegimos x, € rad(A) tal que {z,+rad®(A) |
«:e; — ej} forma una base de e;(rad(A)/rad*(A))e;. Definimos

©o:(Qa)o— A
L e;
y
p1:(Qa)h1 = A
O Ty

Entonces, los elementos (i) forman un conjunto completo de ortogonales idem-
potentes en A, y si a : i — j, entonces

o(j)pi(a)po(i) = ejzae;i =4
= p1(a).

Por el Teorema 3.11 existe un unico morfismo de k-algebras ¢ : kQ4 — A que
extiende a ¢y y a ;.

Procedemos a observar que ¢ es sobre. Como k-espacios vectoriales, tenemos que
A = A/rad(A) @ rad(A). Entonces, basta demostrar que A/rad(A),rad(A) C
Im(yp). Querad(A4) C Im(y) se sigue del Lema 4.15. Ahora bien, como rad(A/ rad(A))
=0y A/rad(A) es un algebra artiniana, tenemos que A/rad(A) es semisimple.
Como ademas tenemos que

A/rad(A) = @ (A/ rad(A))e;
i€Qo

es una descomposicion de A/rad(A) en inescindibles, tenemos que (A/rad(A))e;
es un A/rad(A)-modulo simple para todo i € Qg. Ademas, como k-algebras:

A/rad(A) = (End g radaca)(A/rad(A)))°P.
Si B; := End 4/ adq(4)((A/rad(A))e;) tenemos que End 4/ 1aq(4)(A/ rad(A)) es

B 0 ... 0
0 By ... 0
0 0 ... B,

Como k es algebraicamente cerrado, por la Proposicion 1.79 B; = ke; para todo
i € Qo. Esto nos dice que B; C Im(p) para todo i y, por lo tanto, A/rad(A4) C
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Im(p) de donde se sigue que ¢ es suprayectiva.

Por tltimo, veamos que Ker(y) es un ideal admisible de kQ 4. Sea R = Rg,. Por
definicién tenemos que ¢(R) C rad(A) y, por lo tanto p(R!) C rad(A)! para todo
l. Como A es de dimension finita, rad(A) es nilpotente y por lo tanto existe m € N
tal que ¢(R™) C rad(A)™ = 0, por lo que R™ C Ker(y) = I. Sea x € I, entonces

T = Z Ai€i + Z Pa +y

i€(Qa)o ag(Qa)
donde \;, j1; € k, y € R?. Como z € I = Ker(yp),

0= Z /\iei + Z Halq + 4,0(?;/)

i€(Qa)o ac(Qa)

Como Zae(QA)l lat € Ry y € R?, se tiene que

Z Aie; = — Z HaZa + 90(3/) € rad(A)

i€(Qa)o a€(Qa)1

Al ser rad(A) nilpotente y {e;}ic(g,), un conjunto de idempotentes ortogonales,
tenemos que \; = 0 para todo i. Como y € R2,

Z faTo = —p(y) € rad(A)? = rad®(A).
a€(Qa)r

Por lo tanto

Z (tao +1ad?(A)) = 0 en el cociente rad(A)/rad?(A).
a€(Qa)r

Pero, por construccion, {z+rad*(A) | o € (Qa)1} es una base de rad(A)/rad®(A).
Por lo tanto s, = 0 para toda a, y se sigue que z = y € R2. Concluimos que
R™ C I C R?, es decir, I es un ideal admisible de kQ 4. O

4.3. Algebras Hereditarias

En esta seccion aplicaremos los resultados de las dos secciones anteriores cuando
A es un algebra hereditaria de dimension finita. Si s6lo estamos interesados en la
categoria de modulos de A, basta considerar el caso cuando ademas A es un élgebra
béasica.

Proposicion 4.18 Sea A un dlgebra hereditaria. Si P; y P; son A-mddulos proyec-
tivos e inescindibles, entonces todo morfismo no nulo, f : P; — P; es un monomor-
fismo.

Demostracién. Sea f : P; — P; un morfismo no nulo. Consideramos la siguiente
sucesion exacta:
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0 — > Ker(f)—> P, — > Tm(f) — 0.

Como A es hereditaria, Im(f) es proyectivo, por lo que P; = Im(f) @ Ker(f). Dado
que P; es inescindible e Im(f) # 0, tenemos que Ker(f) = 0 y por lo tanto f es
un monomorfismo. [J

Proposicion 4.19 Sea A un dlgebra basica y hereditaria, de dimension finita.
Entonces el carcaj Qa no tiene ciclos dirigidos.

Demostraciéon. Sabemos ya que A = kQ 4 /I, donde I es un ideal admisible de
A. Para cada flecha a : e; — €; en Q 4, el morfismo «, : (kQa/I)e; — (kQa/I)e;,
que a cada camino w lo manda a la clase de wa, es inyectivo, pues es un morfismo
no 0 entre dos (kQ 4/I)-mo6dulos proyectivos inescindibles. Como I C R, tenemos
que Im(a,) Crad((kQa/I)e;).

Razonando por contradicciéon, supongamos que Q4 tiene ciclos dirigidos y sea
(t]an, ..., a1]i) un ciclo en Q4. El morfismo f = ay. ... a1, es un monomorfismo
pues es composicion de monomorfismos, y Im(f) C rad((kQa/I)e;) C Ae;. Pero
entonces:

dimy, (Ae;) = dimy, Im(f) < dimy (rad(Ae;)) < dimy(Ae;)

una contradiccién. Por lo tanto, @) 4 no tiene ciclos dirigidos. [

Proposicion 4.20 Sea A una k-dlgebra bdsica, hereditaria y de dimension finita,
con k algebraicamente cerrado. Entonces A = kQ 4.

La prueba de la Proposiciéon 4.20 es una consecuencia directa del siguiente
resultado.

Proposicion 4.21 Sea A una k-dlgebra de dimension finita e I C A un ideal
bilateral de A tal que I C rad®(A) . Si A/I es hereditaria, entonces I = 0.

Demostracion. Alser A un algebra noetheriana, I es finitamente generado como
A-modulo izquierdo. El Lema de Nakayama (1.52) nos asegura que si rad(A4)I = 1
entonces I = 0. Podemos entonces trabajar modulo rad(A)I, por lo que suponemos
que rad(A)I = 0. Sea I' = A/I. Como rad(A)I = 0, podemos ver a rad(A) como
un I-modulo derecho. Ahora bien, rad(I') = rad(A)/I, de donde tenemos que el
epimorfismo de I'-modulos

rad(A4) — rad(A)/I = rad(T)

se escinde, pues rad(I') es proyectivo. Se sigue entonces que, como I'-modulos,
rad(A) = rad(A)/I&]T lo que nos dice que como A-modulos, rad(A) = rad(A)/Ie].
Pero, como I C rad(rad(A)), y A es noetheriana, entonces I < rad(A4) (Corolario
1.69), por lo que no puede ser sumando directo de rad(A). Tenemos pues una con-
tradiccién, y concluimos que I = 0. O
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Probemos ahora la Proposicion 4.20. Como A es una k-algebra basica y de di-
mension finita, entonces A = kQ /1, con I C RéA = rad?(kQ4). Por la Proposi-
cion 4.19, kQ 4 es de generacion finita, y, como k@ 4 /I es hereditaria, la proposicion
anterior nos asegura que I = 0. Entonces A = kQ 4.

Ahora bien, sea V una representacion del carcaj lineal £,,. Entonces V =
;" , Vi, donde V; = [if, j;]. Consideremos la k-algebra A = Endg, (V). Podemos
ver a esta algebra como la siguiente algebra de matrices

End., (V1) Homg, (V1,Va) ... Homg, (V1,Vy,)
Homg, (Va, V1) Endg, (V) ... Homg, (Va, V)
Homﬁn(Vm,Vl) Homg, (Vin, Vo) ... Endﬁn(Vm)

Un conjunto completo de ortogonales idempotentes de A es:

ly, 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... 0

0 0 ... 0 0 1y, ... 0 00 0
€1 = . R . , €2 = . . . . y vy Em =

0 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... 1y,

Ahora bien, si V, =V}, entonces Ae, = Aep,. Si suponemos que A es béasica
se sigue que, si a # b, entonces V, Z V;,. Podemos entonces suponer que nuestras
representaciones estan ordenadas de manera que i1 < i < -+ <y, Y, 81y = fpg
entonces j, < jp+1. Sabemos que existen morfismos no 0 de V, a V; si y sélo
sty < ig < jp < ja v que, en este caso, Homg (V,, V) = k. El orden que
estamos dando a nuestras representaciones nos dice que Homg (V,,V3) = 0 si
a < b. Podemos entonces considerar a A como una subdlgebra de las matrices
triangulares inferiores de m x m con coeficientes en k, donde la entrada ay, = 0
si Homg, (Vi, V) = 0. Bajo esta correspondencia, tenemos que

1 0 0 0 0 0 00 ... O

0 0 0 0 1 0 00 ... 0
€1 = . . . . , €2 = . . . . g e €y =

0 0 0 0 0 0 0 0 1

Sea

B — k si Homg, (V,V,) # 0,
M 700 si Homg, (Vy, V) =0

Tenemos que, si
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0 0 ... 0 0
Boy 0 .. 0
R:= : : " : :
B(m,l)l B(m,l)g .. 0 0
B Bina v Bm(mfl) 0

entonces R = rad(A) pues R es nilpotente y A/R = k™. Entonces, ep(rad(A))e,
es 0si By, =0, 0, si By, = k, ep(rad(A4))e, es el k-subespacio vectorial de A que
tiene 0 en todas sus entradas excepto en la entrada ab, en donde tiene a una copia
de k. Ahora bien, e,(rad?(A))e, = Dceqt,.my(ev(rad(A))ec)(ec(rad(A4))eq). Por
lo tanto, para aquellas parejas (a,b) € {1,...,m} x {1,...,m} que cumplen que
ep(rad(A))e, # 0:

eb(radz(A))ea _ Bab s? existe ¢ € {1,...,m} tal que Bo. =k, Bep = k

0 si para toda c € {1,...,m}, Bae =00 Bg, =0
En el caso en el que ey(rad?(A))e, = B,y tendremos que ey (rad(A)/ rad?(A))e, =
ep(rad(A))eq /ey (rad®(A))e, = 0. En otro caso, tenemos que ey (rad(A))eq /ey (rad®(A)e, =
k. Entonces, el nimero de flechas que van de e, a e, en Q4 es

1 si By, =k y no existe ¢ tal que B,. = k, Bep = k,
0 en otro caso.

Ejemplo 4.22 Seann =10 y Vi = [1,3],Va = [2,7), V5 = [4,9], V4 = [5,8], V5 =
[6,10] representaciones de Lig. Sea V = @?:1 Vi. Tenemos que Homg,,(V;,V;) =
0sii<j, Boy =k, Bsy =0, Buy =0, Bsi =0, Bso = k, By =k, Bso = k,
Bys =0 Bss =k y Bsa = k. Entonces, si A=Endg,,(V), el carcaj Q4 es:

5 3 2
[ ) \ [ / [ ]
4
[ ]
En el ejemplo anterior tenemos que dimy(e1kQae5) = 2 y dimy (e Aes) = 0.
Ademas, dimg(eskQaes) = 2 y dimg(egAes) = 1. Entonces, A 2 kQ4 vy, por

lo tanto, A no es hereditaria. ;Qué es lo que falla? Tratemos de contestar esta
pregunta.

1

Lema 4.23 Sea V = @~ V; una representacion de L, donde las representa-
ciones V; son inescindibles y no isomorfas dos a dos. Sea A := Endg, (V). Si
B;j # 0 entonces existe un camino de i a j en Q4.

Demostracion. Supongamos que B;; # 0. Sino existe ¢ € {1,...,m}\ {7, } tal
que Bj. # 0, B;; # 0 entonces existe una flecha de e; a e;. Supongamos entonces
que existe ¢ € {1,...,m}\ {4, j} tal que B;. # 0, B.; # 0. Si no existen ¢y, ¢y tales
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que Bie, #0,Be,c # 0, Bee, # 0y Be,; # 0 entonces existen flechas de e; a e, y de
ec a e;, de donde se sigue que existe un camino de e; a e;. Supongamos entonces
que existe ¢; tal que B;., # 0, B, # 0 y hacemos el mismo procedimiento. Como
(QA)o es finito, el procedimiento ha de terminar y de aqui obtenemos un camino
deiaj. O

Lema 4.24 Con la notacion del Lema 4.23, sii,j € {1,...,m}, entonces
dimy(ejAe;) < 1.

Demostracion. Tenemos que ejAe; = 1y, Aly, = 1y, (Endg, (@), Vi))1v, =
Homg, (V;,V;), donde el isomorfismo es como k-espacios vectoriales. Sabemos ya
que estos espacios vectoriales son de dimension 1 o 0, de donde se sigue la proposi-
cion. [

Del Lema 4.23 tenemos que, si Homg, (V;,V;) # 0 y Homg, (V;,V}) # 0 en-
tonces, en @ 4, existe un camino de e; a e;. Entonces, si queremos que A =2 kQ 4,
necesitamos que Homg (V;,V]) # 0. Del Lema 4.24, tenemos que, dados 4,j €
{1,...,m} entonces, en Q4, existe a lo mas un camino de i a j. Juntando estas
observaciones, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.25 Sea V = @~ Vi una representacion de L,,, donde las repre-
sentaciones V; son inescindibles y no isomorfas dos a dos. Sea A := End, (V).
Una condicion necesaria y suficiente para que A = kQa es que, dados i,j €
{1,...,m}, existe un tnico camino dei a j en Qa siy sélo si Hom, (V;,V;) # 0.

Demostracion. =] Se sigue de los lemas 4.23 y 4.24.

<] Mostraremos que el epimorfismo ¢ : kQ 4 — A es en realidad un isomorfismo.
Sea I = Ker(y). Sabemos que RlQA CcCIcC R?;)A para algin [ € N. Sea w =
(blap, . .. ,a1|a) un camino en @ 4. Entonces ¢(w) es el endomorfismo de V' que al

verlo como matriz tiene a 0 en todas sus entradas excepto en la entrada ab, donde
ib,Jb

tiene a ;""" por lo que p(w) # 0. Ahora bien, sea & = kjwy + kowa + - - - + k1w, €
kQ a, donde el conjunto de caminos {w1,wa,...,w,} es linealmente independiente
y k1, ks, ..., kg # 0. Como entre los caminos {wy,ws,...,w,} no hay dos que unan

a los mismos puntos, se tiene que ¢(z) # 0. De aqui tenemos que Ker(¢) = 0y,
por lo tanto, ¢ es un isomorfismo. [J






CAPITULO B

Carcajes Realizables

A lo largo de este capitulo, todos los carcajes seran finitos, sin ciclos dirigidos
y sin mas de un camino entre dos vértices.

Segin vimos al final del capitulo anterior, si V = @D, V; es una representacion
de L,,, donde V; es una representacion inescindible para toda i € {1,...,m} y
VizV;sii#j;y A:=Endg, (V), entonces A = kQ4 siy solo si dados 4,5 €
{1,..., m} existe un tnico camino de e; a e; en Q4 siy soélo si Homg,, (V;,V;) # 0.
La pregunta ahora es, ;para qué carcajes, sin ciclos dirigidos, @, se cumple que
existe una representacion V de £, tal que Endg, (V) = kQ?7. En vista de la
Proposicion 4.20, podemos reformular la pregunta de la siguiente manera: ;para
qué algebras basicas, hereditarias y de dimension finita A se cumple que existe
una representacion V' de £,, tal que A = End,, (V)?. En este capitulo trataremos
de dar una respuesta a dicha pregunta.

Definicion 5.1 Sea Q un carcaj. Diremos que @ es (End)-realizable en L, si
existe una representacion V. de L, tal que Endg, (V) = kQ o, equivalentemente,
si eziste un A, -mddulo finitamente generado M tal que k@ = Enda, (M). Diremos
que Q es realizable si existe n € N tal que Q es (End)-realizable en L,,.

Con la Definicion 5.1, reformulamos la pregunta con la que iniciamos este capi-
tulo: jcuéles son los carcajes realizables? Por nuestras observaciones al final del
capitulo anterior, podemos decir que son aquellos para los que a cada vértice ¢ de
Q le podemos asociar una representacion inescindible [¢;, ;] de £,, de manera que
la desigualdad

L <ty <25 <]

es cierta si y s6lo si existe un camino de j a 1.

63
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5.1. Las técnicas que utilizaremos

El propésito de esta seccion es dar a conocer las técnicas que se utilizaran para
tratar de clasificar a los carcajes realizables. Por lo que vimos en la Proposicion
4.25, un carcaj es realizable si existen n € N y una asignacion

r: Qo — {Representaciones inescindibles de L, }

i [rhrl]

170

tal que [rj,r}] 2 [}, 7] sii # jy Homg, ([rf, 7], [r},7]]) # 0 si y solo si existen

caminos de 7 a j en Q.

Definicion 5.2 Sea QQ un carcaj. Sea C' el conjunto de los intervalos compactos
de R. Una realizacion de QQ es una funcion

T:Qo—)C

i [rrl]

[

tal que 1 < ri <1 <! siy solo si existe un camino dei a j en Q.

Es claro que un carcaj @ es realizable si y solo si existe una realizacion de Q.
De la definicién se siguen algunos resultados basicos.

Proposicion 5.3 Sea QQ un carcaj realizable. Entonces, para todo X C Qq, el
subcarcaj pleno generado por X, Q(X), es realizable.

Demostracion. Sea r una realizacion de Q. Entonces la restriccion de r a X es
una realizacion de Q(X). O

Proposicion 5.4 Sea QQ un carcaj. Entonces, Q es realizable si y sdlo si su carcaj
dual Q* es realizable.

Demostracion. =] Sea r : i +— [r},r!
[—r7, —r}] es una realizacion de Q*.

] una realizacion de Q). Entonces —r : ¢ —

<] Se sigue de =], pues (Q*)* = Q. O
A lo largo de este capitulo, en lugar de dar explicitamente a las realizaciones
las veremos graficamente, lo que nos permitira facilitar las pruebas de muchas

proposiciones.

Ejemplo 5.5 Sea Q el carcaj

o~
ow

| <]

una realizacion de Q es:
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[\

w

{ 4

donde, el nimero que estd a la derecha del intervalo nos dice de qué vértice en @
es la imagen.

Definiciéon 5.6 Sea QQ un carcaj realizable y v : i — [r}, /] una realizacion de Q.
Definimos el orden parcial <, en Qg por
- - - / / 1! 1
i=pgoosi << <rj
Gréaficamente, i <, j si en la realizacion r se tiene:

[ ],
[ 112

[ 14
[ 1J

El orden parcial <, serd una de nuestras herramientas principales. Veamos
algunas propiedades de este orden, para esto recordemos (Definicion 2.2) que, si
T € Qo, entonces P, es el conjunto de predecesores de x, y S, es el conjunto de
sucesores de x.

Lema 5.7 Sean Q un carcaj realizable y p,q € Qy. Supongamos que no existen
caminos dirigidos entre p y q y que existe un vértice | € Qg tal que p,q € S;.
Entonces para toda realizacion v de () se tiene que p <, q 0 q <, p.

Demostracion. Sea r : i — [r},r/] una realizacion de Q. Razonando por con-
tradiccion, supongamos que p y ¢ no son comparables bajo <,.. Como no existen
caminos dirigidos entre p y ¢, podemos suponer sin pérdida de generalidad que se

: / 1 / "
tiene Ty <Tp <Tq < Ty

{ jrf g

Sea | € Qo tal que [ tiene un camino hacia p. Debemos tener 7, < r; < 1)

[ ] [ ]
I : 1P 14
ll P

Pero entonces r; < Tfl, por lo que no podemos tener caminos hacia ¢q. Una con-
tradiccion. [

Tenemos el dual al lema anterior.

Lema 5.8 Sean @ un carcaj realizable y p,q € Qy. Supongamos que no existen
caminos entre p y q y que existe | € Qg con tal que l € S,NSy. Entonces para toda
realizacion r de Q) se tiene que p <. q 6 q <, p.

Demostracion. Sea r una realizacién de ). Razonando por contradiccién, su-
pongamos que p y g no son comparables bajo <,.. Como no existen caminos entre
Py ¢, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7, < 7 <1y <7y



66 5. CARCAJES REALIZABLES

{ {pf }q

Sea | € Qo tal que existe un camino de p a . Entonces debemos tener r; < r; <
<y

=
S}

{ {1
Entonces no podemos tener un camino de ¢ a [, una contradicciéon. [
Otra aplicacion de este orden parcial es el siguiente resultado.
Lema 5.9 Sea QQ un carcaj realizable. Sean i,j € Qo tales que existe una realiza-
cionr con i <, j. Sea p € Qo tal que i <, p <, j. Entonces, para todo ¢ € S; NS},

exriste un camino de p a q.

Demostracion. Tenemos que la realizacion es de la siguiente manera

[ 14
[ 1J

[ ]
[ 1

bS]

Sea ¢ tal que existe un camino de 7 a ¢ y un camino de j a ¢, tenemos que la
realizacion tiene la forma

[ 14
[ 1J

hS]

—_

[
[

(=)

De donde se sigue que existe un camino de p a ¢q. [J

Tenemos el dual del lema anterior.
Lema 5.10 Sea Q un carcaj realizable. Sean i,j € Qg tales que existe una realiza-
cionr coni <, j. Seap € Qo tal que i <, p <, j. Entonces, para todo ¢ € P;NP;,

existe un camino de q a p.

Demostracion. La realizacion es

[ 14
[ 1J

3

l' .
[ 112

es

<

hS

—_——
~

LS
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Por lo que ¢ también tiene un camino a p. OJ
Como una aplicacion de los lemas 5.7, 5.8 5.9 y 5.10 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 5.11 Fl carcaj

2
[ L]

.
/

NN

[ Jol

no es realizable.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que el carcaj es realizable. Sea r
una realizacion. Por el Lema 5.7 los vértices 1 y 6 son comparables bajo <,.. Por
el mismo lema los vértices 3 y 6 también son comparables. Por el Lema 5.8 los
vértices 3 y 1 son comparables. Entonces los vértices 1, 3 y 6 forman una cadena
a<,.b=<,c

[ ]
[ 1¢

| o
1. Si b =1 entonces, por el Lema 5.10, todo vértice que tenga caminos a 2y a 6

también tendré caminos a 1. 5 es un vértice que contradice esta afirmacion.

2. Si b = 2 entonces, por el Lema 5.9, todo vértice que tenga caminos desde
1 y 6 también tendra caminos desde 3. 4 es un vértice que contradice esta
afirmacion.

3. Si b = 6 entonces, por el Lema 5.10, todo vértice que tenga caminos a 1y a 3
también tendra caminos a 6. 2 es un vértice que contradice esta afirmacion.

En cualquiera de los casos llegamos a una contradiccion, con lo que concluimos
que el carcaj no es realizable. [

Corolario 5.12 Fl carcaj

1
[ ]

2 3
[ ] [ ]

\ﬁ
/

NI

6
[

out
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no es realizable.

Demostracion. Se sigue de la Proposiciéon 5.4 y del Corolario 5.11, pues el carcaj
en cuestion es el dual del carcaj en el Corolario 5.11. [J

5.2. Extensiones de Realizaciones

5.2.1. Arboles

Definicién 5.13 Sea Q = (Qo, Q1, s,t) un carcaj, sean x € Qo, y ¢ Qo. Defini-
mos el carcaj Qr— = ((Quzs)os (Qus )1, Su—s, tues) de la siguiente manera

(Qz—)o = Qo U{y}
(Qz—s)1 = Q1 U{a}
Selo, =8, Sem(@) =z
tw—>‘Q1 =1, tw—>(a) =Y

En otras palabras, Q,_, no es mas que “pegar” el vértice y al carcaj () mediante
una flecha que va de = a y.

Ejemplo 5.14 Sea Q el carcaj

Este carcaj es realizable:
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—_—
—_

BN

o

Anélogamente a la Definicion 5.13, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 5.15 Sea Q = (Qo, @1, s,t) un carcaj, y sea x € Qp. Sean y, « tales
que y ¢ Qo, a & Q1. Definimos el carcaj Qu« como,

El carcaj Q... no es nada mas que “pegar” el vértice y al carcaj ) mediante
una flecha o que va de y a = € Q.

Ejemplo 5.16 Sea Q el carcaj del ejemplo 5.20. Si x = 3,y = 8 el carcaj Q.. es

5
[ ]

Este carcaj también es realizable:

N

—_——
—_

oo

En los ejemplos 5.14 y 5.16 vimos ejemplos en los que, si () es un carcaj
realizable, entonces @Q,_, y Q.. también son realizables. Para ciertos carcajes,
podemos demostrar que para todo x € Qg los carcajes Q,—, y Q.. son realizables.

Proposicion 5.17 Sea Q un carcaj realizable. Sea x € Qg tal que no existe X C
Qo, con x € X y el carcaj Q(X) de la siguiente manera:

—
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Entonces Q._, es realizable.

1

Demostracion. Sea 7 : i — [r},r/] una realizacion de @). Extenderemos r a una

realizacion de ),_,. Haremos esto por casos.
Caso 1.-S, Ay P, #0
Sea
My = méx({r}; | j € Qo,rj <71,y U{r] [l € Qo,r] <71,}).
Elegimos r;, de manera que M; < rj < r,. Sean

Ny :=méx{r, | i € P, }

Ny := ml’n{T}' |j€S.}
Notamos que N1 < Ny, pues S, C S; para todo i € P,.. Sean ig € P, jg € S, tales
que Ny = r;’o, Ny =rj.
Afirmamos que no existe un vértice p € Qg tal que
l.p=<,2
2.1, <Ny <Ny <ry

Veamos esto. Supongamos, por el contrario, que si existe tal p, se tiene entonces
que la realizacion es,

8]

[ Jo

N1 Ny

Y por lo tanto el subcarcaj generado por {z, jo, 79, p} tiene que tener la forma:

|

|

on <—— o5
Y — S
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Cosa que no es posible pues no hay mas de un camino dirigido entre cualesquiera
dos vértices de Q.

Ahora afirmamos que no existen vértices p1, ps tales que

1 P1,DP2 =<r T,
2. 7, <Ny <rp < No,

3. N1 < T‘;z < Ny < T;);,

1 1"
4.orp <1y,

Para ver esto, supongamos que si existen tales vértices. Entonces la realizacion es:

{0

.
o

P
F———p2

N1 Ny

Luego, el carcaj generado por {z, 1, jo, p1, D2} es:
i z j
.0 ¢ ———> J.O
P p
e~ '¢

Este carcaj tiene justamente la forma del carcaj (5.1). Por nuestra suposicion, no
podemos tener subcarcajes de esta forma.

Definimos los conjuntos

Al;:{bEQo‘T£<N1<Tg<N2}

Yy
Ay :={a€Qo| Ny <7, < Ny<rl}.
Sean,
B . Jmderan{ry} sidr #0,
b N2 si Al = Q],
y

B, . Jmiaesca,) i} sids #0,
o sidy = 0.
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Se tiene que By < Bs. Sea 7’;’ en el intervalo abierto (Bj, Bs). Veamos que si

definimos r(y) = [ry, 7] tenemos una realizacion de Q.. Es claro que rj <1}, <
ry < ry. Ademas, como para todo vértice i en P, se tiene que r; < Ny < By <1,
tenemos que r;, < r; < 7 < r/. Ahora, si p es un vértice tal que x <, p, por
construccion también se tendra y <, p. Por construccion se tiene que y <. j para
todo j € S,. Sise tiene que el intervalo [r),, 7] es ajeno al intervalo [r,, 7] entonces

también sera ajeno a [ry,r,]. Falta ver los vértices p para los que se cumple que

p <, x. Podemos separar a estos vértices en:

Xy={p =rx|[ry,r)] Sy, Bil} y Xo = A{p <y x| [r, 1] C [Ba, 7]}

entonces se tendra que p <, y para todo p € X7 y que, como intervalos de ntimeros
reales, [ry, 7] N [r,, )] = 0 para todo p € Xy. Se sigue entonces que r es una rea-
lizacion de Q,_, y, por lo tanto, que @),_, es realizable.

Caso 2.- S, = 0.

Este caso es facil. S6lo definimos M; igual que en el caso 1, y elegimos r; en el
intervalo abierto (M, r.). Sea

2 ’ ’ " "o "
My := méx({r} | v, <7} U {7“]» | Ty < Tyt
Elegimos 7 de manera que My < r < ry. Es facil verificar que si hacemos
r(y) = [ry,r,] entonces r es una realizacion de Q.

Caso 3.- P, = 0.

Este caso también es facil. Elegimos r’y como en el caso anterior. Sea

M = min({r} | r, <} U{r] [r, <r]});
y elegimos 7, en el intervalo abierto (r},, M3). Si hacemos r(y) = [r;, ;] tendremos
que 7 es una realizacién de () _,x. Hemos cubierto todos los casos. [

Como la prueba anterior es un tanto complicada, haremos un ejemplo para ver
cuél fue el razonamiento en ella. Sea @ el carcaj

1 2 > 3
o\o><o
4 - 5 . 6
o><o °
7 > 8
o/o
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Hagamos una construcciéon del carcaj Qs—,. @ cumple las hipotesis del lema, una

realizacion de Q) es:

[ | 1
[ ! ] 5 !
[ 1
[ ] 6
[ 1
[ ] 3
[ 1
| E
| |
| I8
| |7
W
Ubiquemos a M;, N1 y N3 en la realizacién anterior:
] 1
1
[ { ] 15
I 16
[ 3 ]
2
: : : |
t {8
t | 7
9
M,y Ny Na
Tenemos que A1 = 0 y que Ay = {2}. Ubicamos entonces a By y a B
[ ] 11
[ [ ] 15
[ 16
3 ]
2
: : |
t {8
f |7
I—Il 9
M,y 1=B1 By Ny

Por lo que una realizacién del carcaj Q5_,

X
X\,
/
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es

ot

(=

|8

—_—

[
[

[ ) ]y
L 1
My N, =By By N

Como corolario a la Proposicion 5.17 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.18 Sea Q) un carcaj realizable. Sea x € Qq tal que no existe X C Qy,
conx € X y el carcaj Q(X) de la siguiente manera:

o< T~ o (5.2)

|/

e —>0

Entonces el carcaj Q.. es realizable.

Demostracion. Por el Lema 5.4 el carcaj Q* es realizable. Como @ no tiene
subcarcajes plenos de la forma (5.2), entonces Q* no tiene subcarcajes plenos de
la forma

o ——> ¢ ——>eo

./

o <— 0

por lo que podemos aplicar la Proposicion 5.17 al carcaj Q*. Entonces (Q*),—, es
realizable y por lo tanto ((Q*).—,)* es realizable, pero este carcaj es Q.. , con lo
que queda demostrado el resultado. [J

Notemos que en la Proposiciéon 5.17 el hecho de que no exista X C @ con el
carcaj Q(X) de la forma

.Hﬁ%.

L/

o <—-20

es una condicion suficiente mas no necesaria. Para ver esto, tomemos el carcaj



5.2. EXTENSIONES DE REALIZACIONES 75

!
!

o < @~

Este carcaj es realizable,

[\

w

W~

Y esta realizacion se puede extender a una realizacion del carcaj Qo

1 o2 .3
[ ) [ ] [ ]
4 _ 5 y
[ ] [ [ ]
A saber,
[ ]
[ 1 1
[ ] 2
[ 1
[ ] 3
[ 1
[ ] 4
[ 1
[ ] 5
[ ' 7
[ 1 Yy
Sin embargo, si tomamos el carcaj
1 2 3 6
[ ) [ ] [ ) [
4 _ 5
[} [ ]
con la realizacion
[ ]
[ | 1
[ ] 2
[ 1
[ ] 3
[ 1
[ ] 4
[ 1
[ ] 5
[ ! ! ]
[ 1 6

Entonces no podemos extender dicha realizacién a una realizaciéon del carcaj

i (5:3)
i—3
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Para ver esto, supongamos por el contrario que si podemos extender la realizacion
a una realizacion, llamémosle r, del carcaj (5.3). Entonces, por el lema 5.7 se tiene

2 : ! / / / 1! 11 1 1
que 3 <,y 6y <, 3. 813—<Ty7entoncesry<7"3<7"6yr6<r2 <ry <ry <rg,
con lo que tendrfamos 7;, < rg < 1 < rg, una contradiccion pues en el carcaj
(5.3) no existen caminos de 6 a y. Si y <, 3, tenemos que 3 <1, < 1) <71 <71
Si r, < rj llegamos a una contradicciéon, pues tendriamos r;, < rj < r; < 7y
y en el carcaj (5.3) no existen caminos de 4 a y. Si r;) > rj también llegamos
a una contradiccion, pues en este caso tendriamos r;, < r5 < r; < ry y no exis-

ten caminos de 5 a y. Concluimos entonces que no podemos extender la realizacion.

El hecho de que no podamos extender una realizacion en particular no significa que
no podamos extender cualquier realizaciéon. Tomemos el mismo carcaj de ejemplo,
pero ahora con la realizacién

{ J1

[\

N
w

ot

F—6 (5-4)

La realicacion (5.4) si es extendible a una realizacion del carcaj (5.3), a saber de
la siguiente manera,

—_

w

>

ot

[ ]
I 1Y

Lo que nos dice que el hecho de que exista o no una extension de cierta realizacion
es independiente del hecho de que el carcaj ,@Q, sea realizable.

Definicion 5.19 Sea Q un carcaj. Diremos que @) es un arbol si su grifica sub-
yacente (es decir, la grdfica que se obtiene al olvidar la direccion de las flechas de
Q) es un drbol.

Ejemplo 5.20 El carcaj del Ejemplo 5.13 es un drbol. Ademds, en el Ejemplo
5.18 también vimos que el carcaj es realizable.

El hecho de que el carcaj en el ejemplo anterior sea realizable no es casualidad.
De hecho, de la Proposiciéon 5.17 y su corolario, podemos obtener el siguiente
resultado.

Teorema 5.21 Sea Q) un drbol. Entonces Q) es realizable.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicion 5.17 y su corolario,
pues todo arbol lo podemos obtener empezando con un vértice y pegando vértices
iniciales o finales. [J
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5.2.2. 2-Coronas

Definicion 5.22 Sean X y Y conjuntos, y sea Z C X NY. Sean t1,ts las in-
clusiones de Z en X y 'Y, respectivamente. Al pushout en la categoria Sets (ver
apéndice) de 11 y 12 lo denotaremos por

X]_[Y
Z

Este conjunto no es mds que la union ajena de X y 'Y bajo la relacion de equiva-
lencia que identifica a los elementos de Z.

Definicion 5.23 Sean P y Q carcajes. Sea X C Py N Qq. Definimos el pushout
de P y Q) respecto a X

rlle
X
como

(PII@0 =R ] Qo

(PHQ)l :P1HQ1
X

Donde el vértice inicial y final de cada flecha estdn dados por sus vértices iniciales
en Py Q, respectivamente. Es decir, si « € Q1 entonces s(«a) y t(«) estdn dadas
por las composiciones

@1 i;QO%POHQo
X

Ejemplo 5.24 Sea Q el carcaj

Y sea P el carcaj

Si X ={2,4} entonces Q[[y P es
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Definicion 5.25 Al carcaj

lo llamaremos 2-corona.

Veamos que, en el sentido de extension de carcajes, las 2-coronas se comportan
de manera similar a los vértices.

Proposicion 5.26 Sea QQ un carcaj realizable. sea x € Qg tal que no existe X C

Qo con Q(X) de la forma

o > ___ _soe (5.6)

./

o<——0

X

Demostracion. Como no existe X C Qg con Q(X) de la forma (5.6), por la
Proposicion 5.17 se tiene que el carcaj .Q, es realizable. Mas atun, tendremos
también que el carcaj ,(.Qx ). es realizable. Ademas, de la prueba de la Proposicion
5.17 se tiene que, en la realizacion r de p(.Qx )z,

[ 2]

Y sea P la siguiente 2-corona,

a b
° °

x &
[ ] [ ]

Entonces Q [,y P es realizable.

b<,c=<,y paratodoc,b#y€ES,.

Solo falta definir r(a). Definimos el conjunto

B:={z€ Q| z=,b}.

Sea
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A max{r? | z <, b} siB#0
R siB = ()

Y elegimos 7/, € (Aq,7}). Ahora sea

Ay s=min({r] | v <rLyu{rl |7 <rl})

y elegimos 7!/ € (1!, A3). De la defininicion de de r(a) queda claro que

/ / !/ 1 1 "
Te <Tp < T, <Tp <7, <T,-

Y, si z es cualquier otro vértice en Qg tenemos varios casos. El primero es aquel en
el que r7 < 1/, de donde se sigue que 77 < ri/. El segundo caso es en el que r/ < 17,
de donde se sigue que r < il < Ay <7,.Si z <, b tenemos r/ < A; < rl,. Por
iltimo, si z tiene caminos a x también tendra caminos a b y ¢ y por lo tanto
tendremos 1, <, A1 < 71l < rl <rl < Ay <7l Se sigue entonces que tenemos
una realizacion de Q. [

Como corolario a la Proposicion 5.26 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.27 Sea Q un carcaj realizable, y sea x € Qq tal que no existe X C Qo
con Q(X) de la forma

o<—f<—o (57)

./

o —— 0

Sea P’ la siguiente 2-corona,

< b
(]

X

a
[ ]
. .
Entonces Q[[y,, P' es realizable.

Demostracion. Como @ no tiene subcarcajes plenos de la forma (5.7) entonces
Q" no tiene subcarcajes plenos de la forma (5.6). Entonces, por la proposicion an-
terior tenemos que el carcaj Q" [[,, P™* es realizable. Por lo tanto (Q [, P")"
es realizable, y este carcaj es justamente Q H{z} P.0O

Corolario 5.28 Todos los carcajes de la forma
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donde el hecho de que las aristas mo tienen direccion significa que la direccion
puede ser cualquiera siempre que 4 vértices acomodados de la forma

formen una 2-corona, son realizables.

5.3. Bloques

Definicion 5.29 Sea n € N. Definimos la n-corona como el siguiente carcay,

(V]
on

1Ly (n-1y

N\

n— _
o °
n n

-
° °

Proposicion 5.30 Sea n € N. Sin > 3, entonces la n-corona no es realizable.
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Demostraciéon. Veamos que si una n-corona es realizable, entonces para toda
realizacion r los vértices {1’,2/,...,n'} estan ordenados de manera lineal bajo <,..
Para esto, vamos a ver que cualesquiera dos vértices son comparables.

Sean i,7 € {1,2,...,n}. Supongamos sin pérdida de generalidad que i > j. Sea
n = i — j. Mostraremos que i’ y j' son comparables por inducciéon sobre 7. Su-
pongamos entonces que 1 = 1, entonces ¢ = j + 1 y por lo tanto el vértice j tiene
flechas a ' y ', de donde se sigue que ¢' y 7/ son comparables.

Si n = 2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = 1, i = 3. Supon-
gamos que 1’ y 3’ no son comparables. Como 2’ es comparable tanto con 1’ como
con 3’ debemos tener que la realizacion se ve

{ 12’

—_
L
—_
~
w
<

—_

\}

Ahora bien, 4’ es comparable con 3’. Debemos tener que 4’ <, 3’, pues de
otra manera se podrian dar dos casos: tendriamos caminos de 1 o de 2 hacia 4’;
o que 2/ <, 4, lo que no es posible pues 3 tiene caminos a 3’ y 4 pero no a 2'.
Inductivamente tenemos que 3’ =, 4’ =, --- =, n/, una contradiccion, pues 1’ y n’
son comparables.

Supongamos ahora que, si i — j < 7, entonces i’ y j’' son comparables. Sean
t,7 € {1,...,n} tales que ¢+ > 3y ¢t — 7 = n+ 1. Supongamos que ¢’ y 5’ no son
comparables bajo <,.. Por hipo6tesis de induccién, se tiene que todos los vértices
que estén en {4 1,...,. — 1} con comparables entre si y son comparables con ¢
y 7. Sea &’ =mins ({y+1,...,.— 1}. Entonces existen vértices a y b con flechas
a—t,a—x',b— 7, b— 2. Porlotanto 2’ =1+ 1,7 =1+ 2 y regresamos al
caso anterior. Se sigue entonces que los vértices {1’,2',...,n'} estan ordenados de
manera lineal.

Existe entonces o € S,, tal que el orden en {1/,2,...,n'} es

/

a(1) <, 0(2) <, -+ <, o(n)

Supongamos sin pérdida de generalidad que o(1) = 1. Entonces nuestro orden
parcial es

1<, 2 <3 < - <0

U<,n < (n—=1) <, - <, 2

Sin > 3, en cualquier caso llegamos a una contradiccién, pues hay vértices con
flechas a 1 y a 2 que no tienen flecha a n (y vértices con flechas a 1 y n que no
tienen flecha a 2. Concluimos entonces que la n-corona no es realizable. [
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Proposicion 5.31 Sea n > 4. Entonces el carcaj

no es realizable.

Demostracion. Veamos que para n = 4 el carcaj no es realizable.

[

]

SN

3 -3 < T
o\°/o
4/

°

Supongamos que existe una realizacion r del carcaj. Como x tiene flechas a 17,2’ 3’/
y 4’, entonces los vértices 1/,2’,3’,4" estan linealmente ordenados bajo <,.. En este
orden, los vértices 2’ y 3’ deben tener 2 vértices vecinos, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que nuestra realizacion se ve de la forma

]2/

]3/

—_

]

1/

[
[

Entonces el vértice 3, que tiene caminos a 3’ y 4/, debe estar de la siguiente manera
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{ v
{ [ 1Y } 2
[ 13
[7 47
{ ]
[ ]
I 13
Pero entonces no podemos definir 7(2), puesto que en las dos maneras posibles de
definirlo obtenemos contradicciones. Una de ellas es
| v
{ [ ] qr } 2
[ 13
1
{ ]
{ {3
[ ]
[ 1
Y aqui obtenemos un camino de 2 a 3, una contradicciéon. La otra manera es
{ v
{ {2/

| I3

w

-

Con esta realizacion tenemos que tener un camino de x a 2, una contradiccion. Se
sigue entonces que el carcaj no es realizable. El resultado se sigue de observar que,
para n > 4, todos los carcajes de este tipo contienen a un subcarcaj pleno con la
forma del carcaj de 4 vértices. [

Proposicion 5.32 El carcaj

|

o
o8

no es realizable.

—
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Demostracion. Supongamos que el carcaj si es realizable y sea  una reali-
zacion. Se tiene que 1,2 y 3 forman una cadena bajo <, y, que como 2 tiene que
tener dos vecinos, la cadena es de la forma

1 =<p2=<7

Ahora bien, 2 y x también son comparables bajo <,.. No se puede tener 2 <, x,
pues de lo contrario tendriamos una de las dos siguientes posibilidades

2<,x<,.7 60 2<,7=<,T

no podemos tener ninguna de las dos posibilidades pues existen vértices que tienen
caminos desde j y 2 pero no desde z, asi como existen vértices que tienen caminos
desde x y 2 pero no desde j. Se debe tener entonces que x <, 2. Pero, como x
tiene una flecha a 2/, entonces x también es comparable con i. Tenemos una de las
dos opciones

1=<,T =<p2 60 T <p1 =<2

Ninguna de las dos es posible. Concluimos entonces que el carcaj no es realizable.
O

Proposicion 5.33 El carcaj

no es realizable.

Demostracion. Sea X = {1’,2',3’ 4’ 2, 3}. Entonces Q(X) es

IIH?
°

2 ]
[ ]

que es una 3-corona. Como la 3-corona no es realizable, se sigue que el carcaj (5.8)
tampoco lo es. [

Proposicion 5.34 El carcaj
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1 o " 4"
[ ] [ ] 3. [ ] (5'9)
1’ 2/ 3 4’
[} [ ] [ ] [ )
1 2
[} [ )

no es realizable.

Demostracion. Tratemos de construir una realizacion. Para toda realizacion,
se tiene que 1 y 1’ son comparables bajo <,. Supongamos primero que 1’ <, 1.
Entonces la realizacion tiene ir,

—

[\]

W

Los vértices 1” y 1’ son comparables bajo <,.. No podemos tener 1’ <, 1” pues,
como 1” tiene una flecha a 3’, tendriamos que tener caminos de 1” a 2. Entonces
la realizacién tiene que ir,

—_

[\)

«

—_
=~
~

2

Ahora bien, 3" y 2’ son comparables bajo <,. No se puede tener 3" <, 2’ pues
entonces tendriamos un camino de 1” a 4” 6 de 3" a 2. Tampoco podemos tener
2" <, 3" pues, como 3" tiene una flecha a 4’ pero no a 1/, 2’ 6 3’, entonces ten-

drfamos un camino de 1’ a 3" 6 de 3" a 2. Se sigue entonces que no se puede tener
una realizacion del carcaj (5.9) con 1’ <, 1.

Ahora supongamos que 1 <, 1’. La realizacion debe ir,

w
<

| K
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Los vértices 1’ y 1” deben ser comparables bajo <,.. No podemos tener 1" <,. 1/,
pues, como 1” tiene caminos a 3’, tendriamos caminos de 1" a 1 6 a 2. Por lo tanto
la realizacion debe ir

{ 12/

«@

| v

—_—
—_

}1//

{ 2"

Ahora bien, los vértices 2’ y 3" deben ser comparables bajo <., pues ambos tienen
una flecha a 4”. No se puede tener 2’ <,. 3" pues, como 3" tiene caminos a 4’ pero
no a 1’, 2’ y 3, tendriamos caminos de 1" a 3" 6 de 3" a 2”. Tampoco se puede
tener 3" <,. 2/, pues entonces tendriamos un camino de 1 a 4” 6 de 2 a 4”. Se sigue
que no existe una realizacion de (5.9) con 1 <, 1. Por lo tanto, el carcaj no es
realizable. [

Los carcajes de las cinco proposiciones anteriores cumplen una propiedad im-
portante. Son conexos (es decir, entre cualesquiera dos vértices existe un camino
no necesariamente dirigido) y, si eliminamos un vértice cualquiera y las flechas
que entran y salen de él sigue siendo conexo. A este tipo de graficas se les llama
2-conexas. En este trabajo, a los carcajes cuya gréafica subyacente es 2-conexa los
llamaremos bloques. Las 2-coronas seran de importancia a la hora de estudiar
los bloques realizables. Una 2-corona es un bloque, y necesariamente nos encon-
traremos con una 2-corona a la hora de estudiar bloques; supongamos que @) es
un bloque y que la siguiente cadena lineal ya no se puede extender en @,

In—1 in

.—).—} c— 0 — 0

Como @ es un bloque, debemos tener un subcarcaj de la siguiente manera

]1‘> -‘>Jm1 Jm1+1 —_— ‘>Jm2 Jmk+1 —_— ‘>Jm
11%-”%%’11H“-HZ"Q%'--%Z"SH”-H'LH

Coloquialmente hablando, llegamos de iy a 4, “concatenando 2-coronas”.

Lema 5.35 El carcaj

(5.10)

es realizable
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Demostracion. Construyamos una realizacion r. Se debe de tener

—_

[
[

[\)

S

[ ]
[ 16

Se tiene que 1 y 1’ son comparables bajo <,.. Supongamos que 1’ <,. 1. Como 1’
tiene caminos a 3,4,5y 6 pero no a 1 y a 2 debemos tener lo siguiente

{ {1

[\)

N

ot

[ }6
[
—

Ahora bien, 1 y 2 tienen caminos a 4', pero 3,4,5 y 6 no. 2 y 3’ son comparables
bajo <. Se debe tener que 2 <,. 3’ pues de lo contrario tendrfamos caminos de 1’

a 3. Entonces tenemos

{ {1
[ ] 2
[ 1
[ ] 3
[ 1
[ ] 4
[ 1
[ ] 5
[ 1
[ ] 6
! [ ]
— 11
{ | 12 {3’
t {4/
Entonces tenemos que una realizacion es
{ I
[ ] 2
[ 1
[ ] 3
[ 1
[ ] 4
[ 1
[ ] 5
[ 1
[ ] 6
[ [ .
O 11
: - E
t {4/

15

{ 6
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Observacion 5.36 Intentemos dar una realizacion del carcaj (5.10) alterna a la
dada en el Lema 5.35, ahora con 1 <, 1':

Teniamos

w

&y
S

Y entonces, si 1 <, 1’ debemos de tener

—_—
—_

[\

Ut

—_——

11/

| 2

Ahora bien, 3’ y 2 son comparables bajo <,., puesto que ambos tienen flecha a
4’. No podemos tener 2 <, 3’ pues, como 3’ tiene caminos a 5 y 6, tendriamos

caminos de 1’ a 3’ 6 de 3’ a 2’. Debemos entonces tener

—_——
—_

[\

w

(=2}

12/

Por tltimo, 4 y 5’ son comparables, pues ambos tienen una flecha a 6’. Si 5" <,. 4,
entonces debemos tener 5’ <, 3’ <, 4, pues de lo contrario tendriamos un camino
de 5" a 4’. Pero esto no puede ser, pues 3’ no tiene caminos a 6’. Si 4 <,. 5’ entonces
se debe tener rg < ri, <rf.,y ry <rf. Pero entonces tendriamos un camino de
1" a 5’ 6 de 5" a 2/, una contradiccién. Se sigue entonces que cualquier realizacion
del carcaj (5.10) tiene que tener 1’ <, 1.

Se sigue de la realizacion del carcaj (5.10) que los bloques de la forma
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son realizables. Sin embargo, esto es lo mas que nos podemos extender con 2-
coronas.

Proposiciéon 5.37 El carcaj

(5.11)

no es realizable.

Demostracion. Intentemos construir una realizacion de (5.11) y veamos que no
es posible. Como 1 y 1’ tienen caminos a 2', para toda realizacion r se debe tener
que 1 <, 1" 61’ <, 1. Supongamos que existe una realizaciéon con 1’ <,. 1. Tenemos
entonces

ot

(=)

BN

[

[
—

Ahora bien, 2 y 3/ tienen caminos a 4’, por lo que son comparables bajo <,.. No
podemos tener 3’ <,. 2 pues, como 3’ tiene una flecha a 5 las opciones posibles son

1/

N ——

—_—

EN

|8

i -

[
[
2
[ ]3/
[ 1
(5.12)

17

O ——
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N ——

N

ot

EN|

[ 18
[

2?

[ | qr

[ 13

(5.13)

v

Descartamos la opcion (5.12) pues 3’ no tiene caminos a 2’. Nos queda entonces
la opcion (5.13). Sin embargo en esta opcion tenemos 3’ <, 1’ <, 2, y 4’ es un
vértice que tiene caminos desde 3’ y 2 pero no desde 1’, por lo que tenemos que
descartar también esta opcion. Se sigue entonces que la realizacion tiene que ser

O ——

w

W~

EN

JR—

[}8
[
2/

| %

13’

Como 5’ y 4 tienen caminos a 6', son comparables bajo <,.. 5’ tiene caminos hacia
7 y 8, pero no hacia 1, 2, 3, 4, 5 y 6, de donde se sigue que no podemos tener
4 <, 5, pues de lo contrario tendriamos que tener caminos de 5 a 4'. Se sigue
entonces que debemos tener 5 <. 4 y la realizacion es

N ——

w

Ut

(=)

13/

14/

m[
s
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Ahora, como 7" y 6 tienen caminos a 8, son comparables. Supongamos que 7' <,. 6.
Debemos tener 7/ <,. 5, pues si no tendriamos caminos de 7’ a 6’. Pero entonces
tenemos 7’ <, 5’ <, 6, y 5’ no tiene camino a 8, una contradiccion. Supongamos
ahora que 6 <, 7'. Tendriamos que tener r§ < rh, < rh, y r{ < r7,. Esto no es
posible pues esto nos crearia caminos desde 1’ 0 3’ a 7/, o de 7' a 4’. Concluimos
entonces que no existe una realizacion del carcaj con 1’ <,. 1. Tampoco existe una
realizacion con 1 <, 1’, pues entonces existiria una realizacion del carcaj (5.10)
con 1 <, 1/, una contradiccién con la observacion 5.36. O

Veamos ahora qué tanto podemos continuar “subiendo” en un bloque.

Proposicion 5.38 El carcaj

1" o 37 4" (5'14)

no es realizable.

Demostracion. Supongamos que el carcaj (5.14) si es realizable. Cualquier rea-
lizacién debe extender a una realizaciéon del carcaj

v 2 8 4 Y (5.15)

Y sabemos que tenemos basicamente dos realizaciones de este carcaj. Una con
1" <, 1 y la otra con 1 <, 1’. Empecemos con la realizacion 1’ <, 1,

[ ]
[ 11

[\)

w

I

—_——

5"

{ 16’

Extendamos pues a una realizacion del carcaj (5.14). 1’ y 1” son comparables bajo
=, pues ambos tienen flechas a 2. Como 1” tiene una flecha a 3’, no podemos
tener 1’ <, 1”7, pues entonces deberiamos tener una flecha de 1” a 6’. Nuestra
realizacién entonces es,
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—_——
—_

[\

w

N

[ { 1Y }5/
[ 16

2"

Ahora bien, 2’ y 3" son comparables pues ambos tienen caminos hacia 4. No
podemos tener 3”7 <,. 2’ pues entonces tendriamos un camino de 3" a 2” 6 de 1”7 a
3”. Tampoco podemos tener 2’ <, 3", pues entonces tendriamos un camino de 1/
a 3" 6 de 3" a 4. Se sigue entonces que la realizacion de (5.15) con 1’ <, 1 no se
puede extender a una realizacion de (5.14).

Intentemos ahora con la realizacion de (5.15) que tiene 1 <, 1’. Esta es

[ ]
I 11
[ ] 2
[ 1
[ ] 3
[ |
[ ] 4
[ 1
L 1 1/
[ 1
I 1 2/
[ 1
I | 3/
[ ! 1 47 !
[ 1 4
5/
SR
En cualquier extension a una realizacion del carcaj (5.14) se debe tener que 1’ y
1” son comparables, pues ambos tienen una flecha a 2. Como 1” tiene caminos
a 3, no podemos tener 1” <, 1’, pues entonces tendriamos un camino de 1”7 a 1.
Nuestra realizacion entonces debe ser,
[ ]
I 11
[ ] 2
[ 1
[ 1 3
[ 1
[ ] 4
[ 1
I ] 1/
[ 1
L ] 2/
[ 1
[ ] 3/
[ ! 1 47 !
[ 1 4
[ 5/
[7 6/
[ { ] //}1//
[ 12

Ahora, 3” y 2’ deben ser comparables, pues ambos tienen una flecha a 4”. No
podemos tener 2’ <,. 3", porque entonces 3" tendria caminos a 2”. Debemos tener
entonces que 3”7 <,. 2. Tenemos dos opciones para esto,
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[ ]
[ ' ] 11
[ ! ] J2
L 13
[ ]4
[ 1
L ]1/
[ 1
[ ]2/
[ 1
I ]3/
[ ! ] !
[ 14/
5/
6/
{ }1//
[ 12//
! [ lan !
[ 13
y
[ ]
[ ' ] 11
[ ! ] J2
[ 13
[ ]4
[ 1
[ ]1/
[ 1
[ ]2/
[ 1
[ ]3/
[ ! 1 47 !
[ 14
5/
¢
| {17

—_
[\
<
N

s
En la primera opcion tendrfamos caminos de 1, 2, 3 6 4 a 4”, por lo que no es
posible. En la segunda opcién tendriamos un camino de 1 a 4. Se sigue entonces

que no existe la realizacion de (5.15) con 1 <, 1’ no se puede extender a una
realizacion de (5.14). Por lo tanto, el carcaj (5.14) no es realizable. [J

Ahora bien, vimos en el Corolario 5.11 que el carcaj

no es realizable. Del mismo ejemplo vemos que el carcaj

O —0 — 0 <— 0 <— 0

tampoco es realizable. Junto con estas observaciones, una consecuencia de la si-
guiente proposicién es que, en un bloque realizable, un vértice no puede ser pozo
de dos caminos distintos de longitud mayor que 1.
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Proposiciéon 5.39 El carcaj

1—s2 4 (5.16)

1//
no es realizable.

Demostracion. Intentemos construir una realizacion de (5.16). Sabemos que, si
r es una realizacion, entonces 1 y 5 tienen que ser comparables bajo <,.. Como el
carcaj es totalmente simétrico, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
5=yl

[\

w

Ut

Ahora bien, 1 y 1’ también son comparables. Supongamos que 1’ <,. 1. Ademas, 1’
y 5 también son comparables, pues ambos tienen caminos a 3. Debemos entonces
tener 5 <,. 1/, pues de lo contrario tendriamos 1’ <. 5 <,. 1, por lo que todo vértice
con caminos desde 1y 1’ deberfa tener caminos desde 5, y 2’ contradice este hecho.
Tenemos entonces

[N}
[t

Ut

—_
A
W

{1

Pero entonces se tiene 4 <, 1/ <, 2, lo que no es posible puesto que 2 y 4 tienen
flecha a 1”, pero 1’ no.

Los vértices 4’ y 5 también son comparables bajo <,. No se puede tener, sin
embargo, que 5 <, 4’: el vértice 4 también es comparable con 1. Si se tiene que
4" <, 1, entonces tendriamos 5 <, 4" <,. 1, lo que no es posible pues 1 y 5 tienen
caminos a 1” pero 4’ no. Si se tiene que 1 <, 4’ entonces tendriamos 5 <, 1 <, 4/,
lo que tampoco es posible puesto que 5 y 4’ tienen caminos a 3’, pero 1 no. Entonces
nuestra realizacion debe tener 1 <, 1’ y 4’ <,. 5,
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w

[ ] 2/
[ ]
{ 4/

Ahora, procedemos a observar a 1”. Este vértice tiene que se comparable con 3. Si
3 <, 1” entonces tendriamos que tener caminos de 1’ a 1”. Si 1”7 <,. 3, tendriamos
que tener caminos de 3’ a 1” 6 de 4’ a 1”. En cualquier de los dos casos llegamos
a una contradiccion, con lo que concluimos que el carcaj no es realizable. [

Se sigue entonces que en un bloque realizable no se puede tener que un vértice
sea pozo de dos caminos distintos con longitud mayor que 1. Por dualidad, tampoco
se puede tener que un vértice sea fuente de dos caminos distintos con longitud
mayor que 1. Ahora regresemos al carcaj (5.10)

1/ . 9! 3/ 4 5/ . 6
°

1 6
[ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ]
y su realizacion
[ ]
I 11
i ] 2
[ 1
L 1 3
[ 1
[ ] 4
[ [ : 1
. [ ] 15
I 1 6 ]
[ 11/

3/

=

15

{ 16’

Veamos que esta realizacion se puede extender a una realizacion de

1" o 37 4" 5/ 6"
[ ] [ ] [ ] >< L] L] L] (5 17)
1/ o/ 3/ 4’ 5 6
[ ] [ ] L]

5 6
L[] (]

®
on
[ ]
[ ]

de la siguiente manera: elegimos r(2”) de manera que 2” <,. 2', y después elegimos
r(1”) de manera que 7/, < rf y 1”7 <, 1’. Ahora elegimos r(6”) de manera que
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6" <, 6,y elegimos r(5”) de manera que r,, < rgy 5" <, 5. Por ltimo, hacemos
r(4”) de manera que 4’ <, 4" y elegimos r(3") de manera que 3’ <, 3”. Este
procedimiento se puede aplicar varias veces y obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 5.40 Los bloques de la forma

o ——> '+ —>0 o —> - - —>0 o ——> -+ —>0

= <. ><. ><.

e —> - — >0 —>---
son realizables.

Si juntamos el resultado anterior con los resultados de las proposiciones 5.30,
5.31, 5.32, 5.33, 5.34, 5.37, 5.38 y 5.39 obtenemos una caracterizaciéon completa de
aquellos bloques realizables en donde ningtn vértice es fuente o pozo de mas de
dos caminos de longitud 1. Son justamente los siguientes tipos de carcajes,
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. Qué sucede con los bloques donde hay vértices que son fuente de més de dos
caminos de longitud 17 Veamos el siguiente resultado, que funciona como una
generalizacion de 5.31.

Proposicion 5.41 Sea Q un carcaj y sea X := {x1,22,...,2,} C Qo tal que
SiNS; =0 sii+#j. Sea P el siguiente carcaj

Si el carcaj Q] P es realizable, entonces existe un orden total en X, digamos
To(1) < Tg2) <+ < To(n), lal que:

1. SiyeP np entonces y € Py, para toda 1 <1< j.

Lo (i) Zo(5)

2. Supongamos que existe un vértice z tal que To1) € S, pero Tomy ¢ S..
Entonces, para todo vértice w tal que Ty(n) ¢ Sy se cumple una de las tres
siguientes posibilidades: (S, N X) N (Sy NX) =0; S, N X C S, NX; ¢
Sy NX CS,NX.

Demostracion. Sea r una realizacion de @ [ [ P. Por el Lema 5.7, la restriccion
de <, a X es un orden total en X. Por el Lema 5.9 se cumple la propiedad
1. Demostremos ahora la propiedad 2. Supongamos, por simplicidad, que o es la
identidad en el conjunto {1,...,n}. Sea j = max(S,NX). Se tiene que la realizacion
de Q[ P es de la siguiente manera

[
[ 1

8
3
L

_—
-
8
o

[ ]
[ 12

Supongamos que no se cumplen ninguna de las tres posibilidades de 2. Entonces,
por 5.9, x1 € S, existe ¢ < j tal que x; € S,, y existe t > j tal que z; € S,,.

Como z7 ¢ S,, entonces x1 <, w 6 los intervalos [r/ 7" r’ .r”] son ajenos.
w Yy J

o' x wr " w
No puede pasar lo segundo, pues como (S, N (X)) N (lSw F11X) # (0, se tiene que z
y w son comparables bajo <,., y como existe ¢t > j tal que w tiene caminos a xy,
se tiene que z <, w. Se tiene entonces que x; <, w. Como w no tiene caminos a
Ty, se tiene que w <, z,. Pero entonces x, como tiene caminos a 1 y a z,, debe

tener un camino a w, una contradiccion. [J

Se tiene entonces que el siguiente bloque no es realizable
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Y que, si tenemos un vértice que tenga caminos de longitud 1 a n vértices, entonces

sin pérdida de generalidad debemos tener



APENDICE A

Pushout

Definicion A.1 Sea C una categoria. Sean X,Y,Z € Ob(C) y f : Z — X, ¢ :
Z =Y morfismos. El pushout de f y g (si existe) es un triplete (P, ', g’) donde
P € Ob(C), f' € Home (X, P),g" € Home(Y, P) son tales que el siguiente diagrama

conmuta, y deben cumplir la siguiente propiedad universal: si Q, ", g” son tales
que el diagrama

l%

X
.
Q

conmuta, entonces existe un unico morfismo u : P — @ que hace conmutar al
siguiente diagrama

g

<N

"
g
N

~

f

HX

|
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Aunque el pushout de f y g no tiene por qué existir, veamos que, en caso de
existir, es esencialmente tinico.

Proposicion A.2 Sea C una categoria y sean X,Y,Z € Ob(C) y f : Z — X,
g : Z — Y morfismos tales que el pushout de f y g existe. Supongamos que
(P, f,d") vy (Q, f",q") son pushouts de f y g. Entonces P = Q.

Demostracion. De la propiedad universal de (P, f’, ¢’) existe un tnico morfismo
u tal que el diagrama

HX

conmuta, y de la propiedad universal de (Q, f”,¢"”) existe un tnico morfismo '
tal que el diagrama

conmuta. Consideremos la composicion u'u : P — P. Esta composicion hace
conmutar al siguiente diagrama

De donde se sigue que v'u = 1p. Analogamente se prueba que uu’ = 1g y por lo
tanto Py (Q son isomorfos. [

El siguiente ejemplo de pushout es importante a lo largo del texto: en la ca-
tegoria Sets consideremos a los conjuntos X y Y. Sea Z C X NY. Tomemos
las funciones de inclusion ¢v; : Z — X, 15 : Z — Y, que se calculan como
ti(z) = z(i = 1,2). Hagamos el pushout de ¢; e 1. Consideremos la union aje-
nade X yY,
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X[Y =) |z e X}U{y,2) |y Y},

y hagamos en X [[Y la relacion de equivalencia definida por

(t1(2),1) ~ (e2(2), 2).

Es decir, hacemos la unién ajena de X y Y e identificamos como iguales aquellos
elementos de Z que coinciden en la primera entrada. Tenemos funciones canoénicas
X, Y = (X]]Y)/ ~. Veamos que, con estas funciones, (X [[Y)/ ~ es el pushout
de t1 y to. Es claro que el diagrama

A X

|

YV — (X][Y)/ ~

conmuta. Ahora bien, sea E un conjunto y sean f: X — FE, g:Y — F funciones
tal que el diagrama

Z—=X

| ;

Y —>E
conmuta. Definimos u : (X [[Y)/ ~ de la siguiente manera: si z € X \ Z, entonces
u([(z,1)]~) = f(x). Sty € Y\ Z entonces u([y,2].) = ¢g(y). Si z € Z entonces
u([z,1]~) = f(2) = g(z). Esta funcién esta bien definida, pues, si z € X \ Z
entonces [(x,1)]. = {(x,1)}, si y € Y\ Z entonces [(y,2)]~ = {(v,2)} y,si z € Z
entonces [(z,1)]~ = {(z,1),(2,2)}. Se tiene que el diagrama

i

N f

—— (X]IY)/~ \

conmuta. Més atn, si se quiere que este diagrama conmute entonces u esta obligada
a ser de esta manera. Se tiene entonces que el pushout de ¢1 y 12 es (X [[Y)/ ~.
Ahora bien, este pushout depende solamente de Z, por lo tanto definimos,

X[[v=&]v)/~.
z
Nota A.3 El origen de la notacion es que, para el conjunto vacio,

x[[r=x]]v
0
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Yy, ademds

X ]_[ Y =XUY.
XNy
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