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Introducción

Siguiendo a D. Simson ([7] y [8]) definimos el concepto de álgebra endo-salvaje:
se dice que una k-álgebra de dimensión finita A es endo-salvaje si toda k-álgebra
de dimensión finita es isomorfa a un álgebra de la forma EndA(X), con X un
A-módulo finitamente generado. Por ejemplo ([8]), para m > 2 el álgebra Γm(k) =
[

k km

0 k

]

es endo-salvaje. Podemos entonces decir que, de alguna manera, las

álgebras endo-salvajes son aquellas para las que es muy difícil clasificar a las ál-
gebras que son isomorfas a EndA(X), con X un A-módulo finitamente generado.
¿Qué tan difícil es, entonces, lograr esta clasificación para las álgebras que no son
endo-salvajes?

En [8] se hace la sencilla observación que toda álgebra endo-salvaje es de tipo de
representación infinita, es decir, el número de clases de isomorfismo de A-módulos
inescindibles y finitamente generados no es finito. Se sigue entonces que, para un
n ∈ N>0 fijo, el álgebra de matrices triangulares inferiores de n × n, ∆n, no es
endo-salvaje, pues el número de clases de isomorfismo de ∆n-módulos finitamente

generados e inescindibles es n(n+1)
2 . En este trabajo se intenta dar una clasificación

de las álgebras básicas y hereditarias de la forma End∆n
(M), donde M es un ∆n-

módulo finitamente generado. Dado que si k es un campo algebraicamente cerrado
entonces las k-álgebras de dimensión finitan básicas y hereditarias son justamente
las álgebras de caminos de carcajes sin ciclos dirigidos, esto se reduce a clasificar a
los carcajes cuya álgebra de caminos es de la forma End∆n

(M). Se demuestra, en
particular, que para n fija esta clasificación consiste en un número finito de clases

de isomorfismo, pues los carcajes a considerar no tienen más de n(n+1)
2 vértices,

y la hipótesis de que el álgebra sea hereditaria nos restringe a no tener más de
una flecha entre cualesquiera dos vértices. Sin embargo, a medida que n crece, esta
clasificación se hace cada vez más compleja.

Como se trató que este trabajo fuera totalmente autocontenido, se inicia con
nociones básicas de Teoría de Categorías y Teoría General de Anillos y Módulos:

v



vi Índice general

sólo se supone que el lector está familiarizado con las nociones más básicas, tales
como anillo, módulo, submódulo, morfismo, kernel, imagen, suma y producto di-
rectos de módulos. En este capítulo se introduce sólo lo necesario para comprender
la teoría desarrollada en los siguientes capítulos.

En el segundo capítulo se define la noción de carcaj, o gráfica dirigida, y de
k-representación de un carcaj. Se demuestra que, con un campo k fijo, las repre-
sentaciones de un carcaj forman una categoría, se definen los conceptos de suma
directa de representaciones y de representaciones inescindibles, y se hace una clasi-
ficación de las representaciones inescindibles de Ln, el carcaj lineal de n vértices.
Posteriormente, en el capítulo 3, se define el álgebra de caminos de un carcaj, lo
que conecta las nociones de los primeros dos capítulos, se demuestra que la cate-
goría de representaciones de un carcaj es equivalente a la categoría de módulos
finitamente generados sobre su respectiva álgebra de caminos, y que el álgebra de
caminos de un carcaj sin ciclos dirigidos es hereditaria. En el cuarto capítulo se
introducen las álgebras básicas, así como el carcaj de un álgebra, y se demuestra
que las álgebras básicas y hereditarias son justamente las álgebras de caminos de
un carcaj sin ciclos dirigidos. Este capítulo finaliza con un pequeño análisis de
cómo es el carcaj del álgebra de endomorfismos de un módulo sobre ∆n, y cuándo
sucede que esta álgebra es hereditaria.

Es hasta el capítulo 5 que entramos al problema que da origen a este trabajo:
la clasificación de aquellas k-álgebras básicas y hereditarias para las que existe
n ∈ N>0 y un ∆n(k)-módulo M , finitamente generado, tal que A ∼= End∆n(k)(M).
Esto se reduce a clasificar a los carcajes Q para los que se cumple que el álgebra
de caminos kQ es de la forma End∆n(k)(M). Para esto, introducimos la noción de
realización de un carcaj, que no es más que una función que a cada vértice de Q

le asocia un intervalo compacto de números reales. Asociado a una realización de
un carcaj tenemos un orden parcial en Q0, el conjunto de vértices de Q, que nos
ayudará bastante a la hora de decir para qué carcajes existe una realización, es
decir, qué carcajes son realizables. Se demuestran algunas propiedades básicas de
este orden parcial y ciertas propiedades de “extensión” de realizaciones, que nos
permiten demostrar, por ejemplo, que todo árbol es realizable. Después se analizan
los bloques, es decir aquellos carcajes cuya gráfica subyacente es 2-conexa, que son
realizables.

Por último, se incluye un pequeño apéndice con la definición y propiedades del
pushout de dos morfismos f y g en una categoría. Se pone especial énfasis en la
construcción del pushout en la categoría de conjuntos, pues esto nos brinda una
manera de obtener un carcaj a partir de otros dos carcajes.



CAPÍTULO 1

Anillos y Módulos

El propósito de esta sección es dar un repaso razonablemente compacto a los
temas concernientes a la Teoría General de Anillos y Módulos necesarios para leer
este trabajo. El lector interesado en ahondar más en estos temas puede consultar
[1] y [9].

1.1. Categorías y Funtores

Definición 1.1 Una categoría C consiste de una clase de objetos, a la que deno-
taremos por Ob(C) y, para cada dos objetos A,B ∈ Ob(C) un conjunto HomC(A,B),
llamado el conjunto de morfismos de A a B. Además, si A,B,C ∈ Ob(C) tenemos
una función

◦ : HomC(B,C)×HomC(A,B)→ HomC(A,C)

que cumple los siguientes axiomas,

1. Si f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,C) y h ∈ HomC(C,D) entonces h◦(g◦f) =
(h ◦ g) ◦ f .

2. Para cada objeto A ∈ Ob(C) existe 1A ∈ HomC(A,A) tal que, si f ∈

HomC(A,B) entonces f ◦ 1A = f y, si g ∈ HomC(C,A) entonces 1A ◦ g = g.

Ejemplos de categorías son:

1. La categoría Sets que tiene como objetos a los conjuntos y como morfis-
mos a las funciones, donde la operación ◦ es simplemente la composición de
funciones.

2. La categoría Top de espacios topológicos, donde los morfismos son las fun-
ciones continuas.

1



2 1. Anillos y Módulos

3. La categoría Grp de grupos, donde los morfismos son los homomorfismos de
grupos.

Definición 1.2 Sea C una categoría y sean A,B ∈ Ob(C). Diremos que A y B

son isomorfos si existen f ∈ HomC(A,B), g ∈ HomC(B,A) tales que g ◦ f = 1A
y f ◦ g = 1B. Escribiremos A ∼= B para decir que los objetos A y B son isomorfos.
Además, diremos que f y g son isomorfismos.

Definición 1.3 Sean C y D categorías. Diremos que D es una subcategoría de
C si Ob(D) ⊆ Ob(C), HomD(A,B) ⊆ HomC(A,B) para cualesquiera dos objetos
A,B ∈ Ob(D) y la función ◦ en D es simplemente la restricción de la función ◦
en C. Si además se cumple que HomD(A,B) = HomC(A,B) para cualesquiera dos
objetos A,B ∈ Ob(D), diremos que D es una subcategoría plena de C.

Ejemplo 1.4 La categoría Ab de grupos abelianos es una subcategoría plena de
la categoría Grp.

En las categorías Top y Grp, los morfismos nos sirven para “comparar” obje-
tos. ¿Cómo comparamos categorías? Para eso necesitamos introducir la noción de
funtor.

Definición 1.5 Sean C y D categorías. Un funtor covariante F : C → D es una
asignación F : Ob(C)→ Ob(D) tal que para cada dos objetos, A,B ∈ Ob(C) existe
una función, a la que por abuso de notación también denotaremos por F ,

F : HomC(A,B)→ HomD(FA,FB)

tal que:

1. F (1A) = 1FA para todo A ∈ Ob(C).

2. Si f ∈ HomC(A,B) y g ∈ HomC(B,C), entonces F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Diremos solamente que F es un funtor para decir que es un funtor covariante.

Ejemplo 1.6 Para cada categoría C tenemos el funtor 1C : C → C, que a cada
objeto lo manda a él mismo y a cada morfismo también.

Ejemplo 1.7 Tenemos el funtor u : Grp → Sets, que olvida la estructura de
grupo, es decir, manda a cada grupo en su conjunto subyacente. En general, este
funtor aparece siempre que los objetos de la categoría sean conjuntos estructurados.
Así, por ejemplo, también podemos definir un funtor olvido u : Top→ Sets.

Definición 1.8 Sea F : C → D un funtor. Diremos que F es:
Fiel si F : HomC(A,B)→ HomC(FA,FB) es inyectiva para cada A,B ∈ Ob(C);
Pleno si F : HomC(A,B) → HomC(FA,FB) es suprayectiva para cada A,B ∈

Ob(C);
Denso si para cada D ∈ Ob(D) existe C ∈ Ob(C) tal que D ∼= FC.

Ejemplo 1.9 Sea C una categoría. Entonces el funtor 1C es fiel, pleno y denso.
El funtor u : Top→ Sets es fiel y denso, pero no es pleno.
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1.1.1. Transformaciones naturales

Definición 1.10 Sean C y D categorías y F,G : C → D funtores. Una trans-
formación natural entre funtores es una familia de morfismos {ϕC : FC →

GC}
C∈Ob(C) tal que, si A,B ∈ Ob(C), f ∈ HomC(A,B) el diagrama

FA
Ff

//

ϕA

��

FB

ϕB

��

GA
Gf

// GB

conmuta, es decir, ϕB ◦ Ff = Gf ◦ ϕA. Escribiremos ϕ : F → G para decir que
ϕ = {ϕC}C∈Ob(C) es una transformación natural de F a G.

Definición 1.11 Sean F,G : C → D funtores y ϕ : F → G una transformación
natural. Diremos que ϕ es un isomorfismo natural si ϕC es un isomorfismo
para todo C ∈ Ob(C).

Notemos que los funtores también se pueden componer. Es decir, si F : C → D,
G : D → F son funtores, entonces GF : C → F es tal que, en un objeto C se
calcula como GFC y en un morfismo f ∈ HomC(A,B) se calcula como GFf . Con
esta observación, estamos listos para decir cuando dos categorías son “básicamente
la misma categoría”.

Definición 1.12 Sean C y D categorías. Diremos que C y D son equivalentes si
existen funtores F : C → D y G : D → C e isomorfismos naturales η : GF → 1C,
θ : FG → 1D. Diremos, además, que los funtores F y G son equivalencias de
categorías.

Sin embargo, esta no es la única manera en la que podemos definir una equi-
valencia de categorías. Muestra de ello es el siguiente resultado.

Teorema 1.13 Sea F : C → D un funtor. Son equivalentes:

(1) F es una equivalencia de categorías.

(2) F es un funtor fiel, pleno y representativo.

Demostración. (1) =⇒ (2). Veamos primero que el mapeo F : HomC(C1, C2)→
HomD(FC1, FC2) es biyectivo. Sea G : D → C tal que existe un isomorfismo

natural ϕ : GF
∼=
→ 1C . Tenemos entonces que la función

λ : HomC(GFC1, GFC2)→ HomC(C1, C2)

definida por
λ(f) = ϕ−1

C2
fϕC1

es biyectiva. Con el funtor G también tenemos definida una función

G : HomD(FC1, FC2)→ HomC(GFC1, GFC2).
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Veamos que F y λG son inversas. Sea g ∈ HomC(C1, C2), Entonces

λGF (g) = λ(GFg) = ϕ−1
C2

GFgϕC1
= g.

Sea h ∈ HomD(FC1, FC2), entonces

FλG(h) = Fλ(Gh) = F (ϕ−1
C2

GhϕC1
) = h.

Por lo tanto F y λG son inversas y F es biyectiva. El resultado ahora se sigue
observando que, para cada objeto D ∈ D se tiene que D ∼= FGD, con GD ∈ C.

(2) =⇒ (1). Veamos antes que, si F es un funtor que cumple 2), entonces C1

y C2 son isomorfos en C si y sólo si FC1 y FC2 son isomorfos en D. Sean C1

y C2 objetos isomorfos en C, es decir, existen g : C1 → C2, h : C2 → C1 tal
que gh = 1C2

, hg = 1C1
. Entonces Fg : FC1 → FC2 y Fh : FC2 → FC1

cumplen FgFh = Fgh = F1C2
= 1FC2

y FhFg = Fhg = F1C1
= 1FC1

.
Por lo tanto, Fg define un isomorfismo entre FC1 y FC2. Ahora bien, si C1 y
C2 son tales que FC1

∼= FC2, entonces existen morfismos g : FC1 → FC2 y
h : FC2 → FC1 tales que gh = 1FC2

y hg = 1FC1
. Como F es biyectiva, exis-

ten un único elemento m ∈ HomC(C1, C2) tal que Fm = g y un único elemento
n ∈ HomC(C2, C1) tal que Fn = h. Entonces Fnm = FnFm = 1FC2

. Como la
F : HomC(C1, C2) → HomD(FC1, FC2) es biyectiva, nm = 1C2

. De la misma
manera se prueba que mn = 1C1

. Por lo tanto, C1
∼= C2.

Necesitamos construir un funtor G : D → C. Sea D un objeto en D. Existe un
objeto C en C con un isomorfismo γD : FC → D. Definimos GD = C. Ahora bien,
si tenemos un morfismo h ∈ HomD(D1, D2), tenemos un morfismo

ḡ = γ−1
D2

gγD1
: FGD1 → FGD2.

Entonces existe un único morfismo GD1 → GD2, al que llamaremos G(g) tal que
FG(g) = g. Veamos ahora que esto define un funtor. Tenemos que, para todo obje-
to D ∈ D, G1D es el único morfismo en HomC(GD) tal que FG(1D) = 1D. Clara-
mente 1GD cumple esto y por lo tanto se tiene que G1D = 1GD. Sean D1, D2, D3

objetos de D, g1 ∈ HomD(D1, D2) y g2 ∈ HomD(D2, D3). Tenemos que G(g2g1) es
el único morfismo en HomC(GD1, GD3) tal que FG(g2g1) = γ−1

D3
(g2g1)γD1

. Como
F es un funtor:

F(Gg2Gg1) = F(Gg2)F (Gg1)
= (γ−1

D3
g2γD2

)(γ−1
D2

g1γD1
)

= γ−1
D3

(g2g1)γD1
.

Se sigue entonces queG(g2g1) = G(g2)G(g1) y por lo tantoG es un funtor. Además,
por construcción, FG ∼= 1D.

Veamos ahora que GF ∼= 1C . Del isomorfismo natural δ : FG
∼=
→ 1D, para cada C

objeto en C obtenemos un isomorfismo δFA : FGFA → FA en D. Este morfismo
viene de un único isomorfismo αA : GFA → A en C. Veamos que α : GF → 1C
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es un isomorfismo natural. Sean A y B objetos de C, y f ∈ HomC(A,B). Tenemos
los diagramas

FGF (A)
FGF (f)

//

F (αA)

��

FGF (B)

F (αB)

��

F (A)
F (f)

// F (B)

GF (A)
GF (f)

//

αA

��

GF (B)

αB

��

A
f

// B

El diagrama de la izquierda conmuta, pues F (αA) = γA. Se sigue entonces, puesto
que F es biyectiva, que el diagrama de la derecha también conmuta. Por lo tanto
GF ∼= 1C y F es una equivalencia de categorías. �

1.2. Anillos y Módulos

En esta sección supondremos, por brevedad, que el lector ya está familiar-
izado con conceptos tales como el de anillo, módulo, kernel, imagen, submódulo,
morfismo, epimorfismo, monomorfismo, isomorfismo, suma y producto directos de
R-módulos. Por anillo entenderemos un anillo asociativo con 1. Sea pues R un
anillo. Denotaremos por R-Mod a la categoría de R-módulos unitarios izquier-
dos. Denotaremos por R-mod a la subcategoría plena de R-Mod generada por los
R-módulos izquierdos que cuentan con un número finito de generadores.

1.2.1. Sucesiones exactas cortas

Definición 1.14 Sean M , N ∈ R-Mod. Diremos que la sucesión

M
f

→ N
g

→ L

es exacta si Im(f) = Ker(g). Así, una sucesión de la forma

0→M ′ f

→M

es exacta si y sólo si f es un monomorfismo, y una sucesión de la forma

M
g

→M ′′
→ 0

es exacta si y sólo si f es un epimorfismo. Una sucesión exacta de la forma

0→M ′ f

→M
g

→M ′′
→ 0

es llamada una sucesión exacta corta.

Notemos que en la sucesión exacta corta

0 −→M1
ι1

−→M1 ⊕M2
π2

−→M2 −→ 0

donde ι1 denota a la inclusión canónica y π2 a la proyección canónica, existen
morfismos π1 : M1 ⊕M2 → M1 y ι2 : M2 → M1 ⊕M2 tales que π1ι1 = 1M1

y
π2ι2 = 1M2

. Veremos a continuación que este caso es esencialmente el único en el
que existen estos morfismos.



6 1. Anillos y Módulos

Lema 1.15 Sean f : M → N y f ′ : N →M morfismos tales que

ff ′ = 1N .

Entonces f es un epimorfismo, f ′ es un monomorfismo y

M = Ker(f)⊕ Im(f ′).

Demostración. Como f tiene inversa derecha, es suprayectiva y por lo tanto es
un epimorfismo. Como f ′ tiene inversa izquierda, es inyectiva y por lo tanto es un
monomorfismo. Sea x ∈M . Entonces f(x−f ′(f(x))) = f(x)−f(x) = 0, por lo que
x−f ′(f(x)) ∈ Ker(f). Además, x = (x−f ′(f(x)))+f ′(f(x)), de donde obtenemos
que x ∈ Im(f ′)+Ker(f), y por lo tanto M = Im(f ′)+Ker(f). Para ver que la suma
es directa, sea y = f ′(z) ∈ Im(f ′) ∩ Ker(f). Entonces 0 = f(y) = f(f ′(z)) = z,
por lo que y = f ′(z) = f ′(0) = 0. �

Corolario 1.16 Consideremos la sucesión exacta corta de R-módulos

0 // M ′
f

// M
g

// M ′′ // 0.

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1).- Existe f ′ : M →M ′ tal que f ′f = 1M ′ .

(2).- Existe g′ : M ′′ →M tal que gg′ = 1M ′′ .

(3).- M ∼= M ′ ⊕M ′′.

Demostración. (3) =⇒ (2) y (3) =⇒ (1) son claros. (1) =⇒ (3) y (2) =⇒ (3)
son por el Lema 1.15. �

Definición 1.17 Consideremos la sucesión exacta corta de R-módulos

η : 0 // M ′
f

// M
g

// M ′′ // 0.

Diremos que la sucesión exacta corta η se escinde si sucede cualquiera de las 3
condiciones equivalentes del Corolario 1.16.

1.2.2. Módulos Proyectivos

Definición 1.18 Sea P ∈ R-Mod. Diremos que P es proyectivo si cada que se
tenga un diagrama de la forma

P

f

��

M
g

// M ′′ // 0

con el renglón de abajo exacto, existe un morfismo f̄ : P →M tal que el diagrama
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P

f

��

f̄

}}zz
z
z
z
z
z
z

M
g

// M ′′ // 0

conmuta.

Proposición 1.19 Sea {Pi}i∈I una familia de R-módulos y sea P =
⊕

i∈I Pi.
Entonces, P es proyectivo si y sólo si cada Pi es proyectivo.

Demostración. =⇒] Supongamos que P es proyectivo. Sea j ∈ I. Supongamos
que tenemos un diagrama de la forma:

Pj

fj

��

M
g

// M ′′ // 0.

El morfismo fj nos induce un morfismo f : P → M ′′, f((pi)i∈I) = fj(pj). Como
P es proyectivo, existe f̄ : P → M tal que f = gf̄ . Sea f̄j = f̄ ιj : Pj → M .
Claramente tenemos que fj = gf̄j . Por lo tanto Pj es proyectivo.

⇐=] Supongamos que cada Pi es proyectivo. Supongamos que tenemos un diagra-
ma:

P

f

��

M
g

// M ′′ // 0.

Definimos, para cada i ∈ I, fi = fιi : Pi → M ′′. Como Pi es proyectivo, existe
f̄i : Pi → M tal que fi = gf̄i. Sea f̄ =

⊕

i∈I f̄i. Claramente se tiene que f = gf̄ .
Por lo tanto P es proyectivo. �

Definición 1.20 Sea M ∈ R-Mod. Diremos que M es libre si existe un conjunto
I tal que

M ∼= R(I)

es decir, si M es isomorfo a la suma directa de I copias del anillo R.

Observación 1.21 Para todo R-módulo M distinto de 0 existen un R-módulo
libre L y un epimorfismo π : L → M . En efecto, sea {xi}i∈I un conjunto de
generadores de M . Entonces el morfismo

π : R(I)
→M

que se calcula por π((ri)i∈I) =
∑

i∈I rixi es un epimorfismo.
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Es claro que todo módulo libre es proyectivo, pues para dar un morfismo que
salga de un módulo libre sólo tenemos que decir quiénes son las imágenes de los
elementos de la base. No todo módulo proyectivo es libre, sin embargo, tenemos la
siguiente proposición que caracteriza de distintas maneras a los módulos proyec-
tivos.

Proposición 1.22 Sea P ∈ R-Mod. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) P es proyectivo.

(2) Existe un R-módulo libre A tal que A ∼= P ⊕ P ′.

(3) Toda sucesión exacta corta

0→M ′
→M → P → 0

se escinde.

Demostración. (1) ⇒ (3) Supongamos que tenemos una sucesión exacta
corta

η : 0→M ′ f

→M
g

→ P → 0.

Tenemos entonces el siguiente diagrama

P

1P

��

0 // M ′
f

// M
g

// P // 0.

Al ser P proyectivo, existe ḡ : P →M tal que gḡ = 1P . Entonces la sucesión η se
escinde.

(3)⇒ (2) Ciertamente podemos encontrar un R-módulo libre A y un epimorfismo
g : A→ P . Sea P ′ = Ker(g). Por hipótesis la sucesión exacta

0 // P ′
�

�

// A
g

// P // 0

se escinde. Por lo tanto A ∼= P ⊕ P ′.

2) ⇒ 1) Todo módulo libre es proyectivo. El resultado entonces se sigue de la
Proposición 1.19. �

1.2.3. Módulos Hereditarios

Definición 1.23 Sea P un R-módulo proyectivo. Diremos que P es hereditario
si todo submódulo de P es proyectivo.
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Los módulos hereditarios forman una subclase importante de la clase de los
módulos proyectivos. De la definición se sigue que todo submódulo de un módulo
hereditario es también hereditario, es decir, la clase de los módulos hereditarios es
cerrada bajo submódulos, algo que, en general, no sucede con la clase de módulos
proyectivos. Al igual que la clase de los módulos proyectivos, la clase de los módulos
hereditarios es cerrada bajo sumas directas. Sin embargo, esto no es tan fácil de
demostrar. Para hacerlo, necesitamos primero el siguiente resultado.

Lema 1.24 Sean M ∈ R-Mod y (I,≤) un conjunto bien ordenado. Supongamos
que {M(α)|α ∈ I} es una colección de submódulos de M tal que M(α) ⊆M(β) si
α < β y que cumple que

⋃

α∈I M(α) = M . Para cada α ∈ I, sea

M̄(α) :=
⋃

β<α

M(β).

Si ̂M(α) := M(α)/M̄(α) es proyectivo para toda α, entonces M ∼=
⊕

α∈I
̂M(α).

Demostración. Como ̂M(α) es proyectivo, la sucesión exacta

0 // M̄(α)
�

�

// M(α) //
̂M(α) // 0

se escinde, y por lo tanto M(α) = M̄(α)⊕Mα, con Mα

∼= ̂M(α). Veamos que

M ∼=
⊕

α∈I

Mα.

Sea T =
∑

α∈I Mα. Supongamos que T 6= M . Como
⋃

α∈I M(α) = M e I está bien
ordenado, existe γ ∈ I mínima tal que M(γ) 6⊂ T . Como para todo β < γ tenemos

que M(β) ⊆ T , entonces ̂M(γ) ⊆ T . Además, claramente Mγ ⊆ T . Por lo tanto,

M(γ) = ̂M(γ)⊕Mγ ⊆ T , una contradicción. Se sigue entonces que M =
∑

α∈I Mα.

Falta ver que la suma es directa. Supongamos que mα1
+ · · · + mαn

= 0, con
mαi

∈Mαi
para todo i = 1, . . . , n, y α1 < · · · < αn. Entonces mα1

+ · · ·+mαn−1
∈

⋃

n−1
i=1 Mαi

⊆
⋃

n−1
i=1 M(αi) ⊆ ̂Mαn

. Por lo tanto

mαn
= −(mα1

+ · · ·+mαn−1
) ∈Mαn

∩ M̄(αn) = 0

Se sigue que mαi
= 0 para toda i. Por lo tanto,

M =
∑

α∈I

Mα =
⊕

α∈I

Mα

∼=
⊕

α∈I

̂M(α).

�

Lema 1.25 Sean {Pα}α∈I una colección de módulos hereditarios, y P =
⊕

α∈I Pα.
Si M es un submódulo de P , entonces para cada α ∈ I existe un submódulo Mα

de Pα tal que:

M ∼=
⊕

α∈I

Mα.

Y, por lo tanto, P es hereditario.
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Demostración. Sea M ⊆ P un submódulo. Para cada α ∈ I, sea πα : P → Pα

la proyección natural. Por el axioma de elección, damos un buen orden al conjunto
I y, para cada p ∈ P , p 6= 0, sea d(p) := máx{α ∈ I | πα(p) 6= 0}. Dicho máximo
siempre existe, pues el conjunto {α ∈ I | πα(p) 6= 0} es finito. Definimos, además,
d(0) = x, con la propiedad x < i para todo i ∈ I.

Para cada α ∈ I, sea M(α) = {p ∈M | d(p) ≤ α}. Son consecuencias directas de la
definición que: para todo α ∈ I, M(α) es un submódulo de M ; que M(α) ⊆M(β)
si α < β; y que

⋃

α∈I M(α) = M . Utilizando la notación del lema anterior, tenemos
la siguiente sucesión exacta:

0 // M̄(α)
�

�

// M(α)
πα

// πα(M(α)) // 0.

Como πα(M(α)) ⊆ Pα, πα(M(α)) es proyectivo. Podemos entonces aplicar el Lema
1.24. Por lo tanto

M ∼=
⊕

α∈I

πα(M(α))

Se sigue que M es proyectivo. Entonces, P es hereditario. �

Corolario 1.26 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) R es hereditario como R-módulo izquierdo.

(2) Todo módulo proyectivo es hereditario.

Demostración. (2) =⇒ (1) es claro. Para (1) =⇒ (2), observamos que por el
Lema 1.25 todo R-módulo libre es hereditario. Sea P un módulo proyectivo, y sea
P ′ ⊆ P un submódulo. Existe P ′′ tal que P ⊕P ′′ ∼= M , con M un módulo libre y,
por lo tanto, hereditario. Podemos entonces considerar a P ′ como un submódulo
de M , de donde se sigue que P ′ es proyectivo y por lo tanto P es hereditario. �

1.3. Anillos de Endomorfismos

Sea M un R-módulo izquierdo. EndR(M) tiene una estructura de anillo aso-
ciativo con 1, donde la multiplicación está dada por la composición de morfismos.
En esta sección, veremos la conexión que existe entre la estructura de M y la de
EndR(M).

Definición 1.27 Sea R un anillo y sea e ∈ R. Diremos que e es idempotente
si e2 = e.

Lema 1.28 Sea e un idempotente en EndR(M). Entonces 1M − e también es
idempotente, y se cumple además que

Ker(e) = Im(1M − e), Ker(1M − e) = Im(e)

y M = e(M)⊕ (1M − e)(M).
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Demostración. Es claro que 1M − e es idempotente. Además, como e(1M − e) =
(1M − e)e = 0, tenemos que

Im(e) ⊆ Ker(1M − e) y que Im(1M − e) ⊆ Ker(e).

Pero como, para todo x ∈ M se tiene que x = e(x) + (1M − e)(x), obtenemos
las inclusiones que nos faltan y además que M = e(M) + (1M − e)(M). Falta
ver que la suma es directa. Sea y ∈ e(M) ∩ (1M − e)(M). Entonces y = e(z) =
(1M − e)(w). Luego e(z) = e2(z) = e((1M − e)(w)) = 0. Por lo tanto y = 0 y
M = e(M)⊕ (1M − e)(M). �

Lema 1.29 Supongamos que M = M1 ⊕ M2. Entonces, existe un idempotente
e1 ∈ EndR(M) tal que M1 = e1(M) y M2 = (1M − e1)(M).

Demostración. Tenemos que a todo elemento de M lo podemos ver de la forma
m = (m1,m2), con m1 ∈ M1,m2 ∈ M2. Sea e1((m1,m2)) = (m1, 0). Es fácil ver
que e1 cumple lo deseado. �

Corolario 1.30 Sea M un R-módulo y N ⊆ M un submódulo. Entonces, N es
un sumando directo de M si y sólo si existe un idempotente e ∈ EndR(M) tal que
e(M) = N .

Demostración. La necesidad se sigue de 1.28 y la suficiencia de 1.29 �

Definición 1.31 Sea e un idempotente en un anillo R. Diremos que e es primi-
tivo si e 6= 0 y, si e1 y e2 son idempotentes tales que e1e2 = e2e1 = 0 y e1+e2 = e,
entonces e1 = 0 ó e2 = 0.

Definición 1.32 Sea M un R-módulo izquierdo. Diremos que M es inescindible
si M 6= 0 y, si M = M1 ⊕M2, entonces M1 = 0 ó M2 = 0.

Proposición 1.33 Sea M un R-módulo izquierdo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(1) M es inescindible.

(2) M 6= 0, y 0 y 1M son los únicos idempotentes en EndR(M).

(3) 1M es un idempotente primitivo en EndR(M).

Demostración. (2) =⇒ (1). Supongamos que M no es inescindible, es decir, que
M = M1 ⊕M2 con M1,M2 6= 0. Por el Lema 1.29 existe e ∈ EndR(M) idempo-
tente tal que M1 = e(M). Entonces e es un idempotente distinto de 0 y 1M .

(1) =⇒ (2). Supongamos que existe e ∈ EndR(M) idempotente distinto de 0 y
1M . Entonces, por el Lema 1.28 tenemos que M = e(M) ⊕ (1M − e)(M). Como
e 6= 0, se tiene que e(M) 6= 0. Como e 6= 1, obtenemos que (1M − e)(M) 6= 0. Por
lo tanto M no es inescindible.
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(2) =⇒ (3). Esto es claro.

(3) =⇒ (1). SiM no es inescindible, entonces M = M1⊕M2, conM1 6= 0 yM2 6= 0.
Por el Lema 1.29 existe e ∈ EndR(M) tal que M1 = e(M), M2 = (1M − e)(M).
Pero entonces 1M = e+ (1M − e) y e(1M − e) = (1M − e)e = 0, es decir, 1M no es
un idempotente primitivo. �

Corolario 1.34 Sea e un idempotente en el anillo de endomorfismos EndR(M).
Entonces e(M) es un sumando directo inescindible de M si y sólo si e es un
idempotente primitivo en EndR(M).

Demostración. =⇒] Si e no es primitivo, entonces e = e1 + e2 con e1 6= 0,
e2 6= 0 y e1e2 = e2e1 = 0. Luego e(M) = e1(M) ⊕ e2(M), por lo que e(M) no es
inescindible.

⇐=] Se sigue de la Proposición 1.33 aplicada al anillo EndR(e(M)). �

Ahora bien, si recordamos que existe un isomorfismo natural R ∼= EndR(R)op,
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.35 Sea R un anillo. Entonces un ideal izquierdo I es un sumando
directo de R como R-módulo izquierdo si y sólo si I = Re, con e ∈ R idempotente.
Más aún, I es inescindible si y sólo si e es primitivo.

1.4. Módulos Semisimples

Definición 1.36 Sea S un R-módulo izquierdo distinto de 0. Diremos que S es
simple si sus únicos submódulos son 0 y S.

Denotaremos por R-Simp al conjunto completo de clases de isomorfismo de
R-módulos simples.

Definición 1.37 Sea M un R-módulo izquierdo. Diremos que M es semisimple
si existe una colección {Si}i∈I de submódulos simples de M tal que

M =
∑

i∈I

Si.

Lema 1.38 Sea M un módulo semisimple, es decir, existe una colección {Si}i∈I

de submódulos simples de M tal que

M =
∑

i∈I

Si.

Entonces, para cada submódulo K de M existe J ⊆ I tal que

M = K ⊕ (
⊕

j∈J

Sj).
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Demostración. Sea K un submódulo de M . Usando el Lema de Zorn se puede
probar que existe un subconjunto J ⊆ I máximo con la propiedad que

∑

j∈J Sj =
⊕

j∈J Sj y K ∩ (
∑

j∈J Sj) = 0. Sea

N = K ⊕ (
⊕

j∈J

Sj).

Veremos que N = M . Sea i ∈ I. Como Si es simple, se tiene que Si ∩ N = Si ó
Si∩N = 0. Si Si∩N = 0 entonces J ∪{i} es un conjunto estrictamente mayor que
J que también cumple la propiedad con la que J era máximo, una contradicción.
Por lo tanto Si ⊆ N para todo i ∈ I, lo que nos dice que N = M . �

Corolario 1.39 Sea M un R-módulo. Entonces, M es semisimple si y sólo si
existe una familia {Si}i∈I de R-módulos simples tal que M ∼=

⊕

i∈I Si.

Demostración. ⇒]Hacemos K = 0 en el lema anterior.

⇐] Es claro. �

Proposición 1.40 Sea M un R-módulo semisimple, es decir M =
⊕

i∈I Si con
Si simple para todo i. Si

0 // K
f

// M
g

// N // 0

es una sucesión exacta, entonces la sucesión se escinde y existe un subconjunto
B ⊆ I tal que

N ∼=
⊕

β∈B

Sβ y K ∼=
⊕

j∈I\B

Sj .

De donde se sigue que N y K son semisimples.

Demostración. Como Im f es un submódulo de M , por el Lema 1.38 existe un
subconjunto B ⊆ I tal que

M = Im f ⊕
⊕

β∈B

Sβ

De donde se sigue que la sucesión se escinde y que N ∼= M/ Im f ∼=
⊕

β∈B Sβ .
Además tenemos que M = (

⊕

β∈B Sβ) ⊕ (
⊕

j∈I\B Sj), de donde concluímos que

K ∼= Im f ∼=
⊕

j∈I\B Sj . �

El Lema 1.38 nos dice que todo submódulo de un módulo semisimple es suman-
do directo. De hecho, esta propiedad caracteriza a los módulos semisimples.

Proposición 1.41 Sea M un R-módulo. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(1) M es semisimple.

(2) Para todo submódulo N ⊆ M , se tiene que N es un sumando directo de
M .
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Demostración. (1) =⇒ (2) es por el Lema 1.38. Veamos (2) =⇒ (1). De-
mostremos primero que todo submódulo no cero de M tiene un submódulo simple.
Sea pues P ⊆ M un submódulo distinto de 0. Sea p ∈ P . Entonces Rp ⊆ P ⊆ M

es un submódulo. Por el Lema de Zorn, existe I un submódulo maximal de Rp.
Por hipótesis, I es un sumando directo de M y por lo tanto de Rp, por lo que
Rp ∼= I ⊕Rp/I. Como I es maximal, Rp/I es simple, de donde obtenemos que Rp

tiene submódulos simples y por lo tanto P tiene submódulos simples.

Sea {Si}i∈I la familia de todos los submódulos simples de M . Sea N =
∑

i∈I Si.
Entonces N es un submódulo de M y por lo tanto existe N ′ tal que M = N ⊕N ′.
Pero por la definición de N , N ′ no puede contener submódulos simples, por lo que
llegamos a la conclusión que N ′ = 0 y M = N . Por lo tanto M es semisimple. �

Definición 1.42 Sea R un anillo. Diremos que R es semisimple izquierdo si
R es semisimple como módulo izquierdo sobre él mismo.

Lema 1.43 Sea R un anillo. Son equivalentes:

(1) R es semisimple izquierdo.

(2) Todo R-módulo izquierdo es semisimple.

Demostración. (2) =⇒ (1) es claro. La prueba de (1) =⇒ (2) se sigue, observan-
do que sumas directas de módulos semisimples son semisimples y de la Proposición
1.40. �

1.5. Radical de Jacobson

Definición 1.44 El radical de Jacobson de un anillo R es la intersección de
todos los ideales izquierdos maximales de R. Denotaremos por rad(R) al radical
de Jacobson de R. De manera similar, definimos el radical de Jacobson de un R-
módulo M como la intersección de todos los submódulos maximales de M . Si M
no tiene submódulos maximales, entonces definimos su radical de Jacobson como
M . Denotaremos por rad(M) al radical de Jacobson de M .

Observación 1.45 Un anillo R distinto de 0 siempre tiene ideales izquierdos
maximales. En efecto, sea x ∈ R tal que x no tiene inverso izquierdo. Entonces
Rx ( R, y por lo tanto el conjunto S := {I ( R | I es un ideal izquierdo y x ∈ I}

es no vacío. Es fácil ver que este conjunto satisface las hipótesis del lema de Zorn,
por lo que tiene elementos maximales, y un elemento maximal en S será un ideal
maximal de R. De hecho, acabamos de demostrar que todo elemento de R que no
tiene inverso izquierdo está contenido en un ideal izquierdo maximal de R. Por
otro lado, no siempre es cierto que un R-módulo M tenga submódulos maximales
(un ejemplo es el Z-módulo Zp

∞). En este caso, se tiene que rad(M) = M . De he-
cho, de la definición se sigue que rad(M) = M si y sólo si M no tiene submódulos
maximales.

Veamos primero ciertas caracterizaciones del radical de Jacobson de un anillo
R.
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Lema 1.46 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) a ∈ rad(R).

(1’) a está en la intersección de todos los ideales maximales derechos de R.

(2) Para todo b ∈ R, el elemento 1− ba es invertible.

(2’) Para todo b ∈ R, el elemento 1− ba tiene inverso izquierdo.

(3) Para todo b ∈ R, el elemento 1− ab es invertible.

(3’) Para todo b ∈ R, el elemento 1− ab tiene inverso derecho.

Demostración. (1) =⇒ (2′) Supongamos que el elemento 1 − ba no tiene
inverso izquierdo. Entonces existe un ideal izquierdo maximal I tal que 1− ba ∈ I.
Por otro lado, como a ∈ rad(R) y rad(R) es un ideal izquierdo de R, entonces
ba ∈ rad(R) ⊆ I. Por lo tanto, 1 ∈ I, una contradicción.

(1′) =⇒ (3′) Es similar al anterior.

(2′) =⇒ (1) Supongamos que a /∈ rad(R). Entonces, existe un ideal maximal
izquierdo I de R tal que a /∈ I. Por lo tanto, R = I + Ra. Se sigue que existen
x ∈ I y b ∈ R tal que 1 = x+ ba. Pero entonces 1− ba = x ∈ I, de donde se sigue
que 1− ba no tiene inverso izquierdo, una contradicción.

(3′) =⇒ (1′) Similar al anterior.

(3)⇐⇒ (2) Se sigue de las dos siguientes observaciones:

1. Si (1 − ab)x = 1, entonces (1 − ba)(1 + bxa) = 1 + bxa − ba − babxa =
1 + b(xa− a− abxa) = 1 + b(x− 1− abx)a = 1, pues x− abx = 1.

2. Si y(1 − ab) = 1, entonces (1 + bya)(1 − ba) = 1 + bya − ba − byaba =
1 + b(ya− a− yaba) = 1 + b(y − 1− yab) = 1, pues y − yab = 1.

(3′) =⇒ (3) Por (3′), existe x ∈ R tal que (1− ab)x = 1. Entonces x = 1− a(−bx)
y, por c′), existe d ∈ R tal que 1 = xd = d + abxd = d + ab. Entonces d = 1− ab

y por lo tanto x es inverso izquierdo de (1−ab). Por lo tanto, x es inverso de 1−ab.

(2′) =⇒ (2) Similar al anterior.

(2) =⇒ (2′) y (3) =⇒ (3′) son triviales. La prueba está completa. �

De (1) y (1′) del Lema 1.46 tenemos que rad(R) es un ideal bilateral de R. Además
tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.47 Sea I un ideal bilateral nilpotente de R (es decir, existe n ∈ N

tal que In = 0). Entonces I ⊆ rad(R).
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Demostración. Sea a ∈ I. Como I es nilpotente, para todo x ∈ R tenemos
que (xa)n = 0. Se tiene que (1 − xa)(1 + (xa) + (xa)2 + . . . ) = 1. Por lo tanto,
a ∈ rad(R). �

Lema 1.48 Sea M ∈ R-Mod. Entonces

rad(M) =
⋂

{Ker(f) | f ∈ HomR(M,S), S ∈ R-Simp}

Demostración. Sea S unR-módulo simple. Entonces, para todo f ∈ HomR(M,S)
se tiene que Im(f) = 0 ó Im(f) es simple. Esto muestra que Ker(f) es M ó un sub-
módulo maximal de M . El resultado se sigue de notar que, si M ′ es un submódulo
maximal de M , entonces M/M ′ es simple. �

Corolario 1.49 Sea M ∈ R-Mod. Entonces rad(M/ rad(M)) = 0.

Demostración. Sea x+rad(M) ∈ rad(M/ rad(M)). Entonces, f(x+rad(M)) = 0
para toda f : M/ rad(M)→ S, con S ∈ R-Simp. Sea g : M → S. Como rad(M) ⊆
Ker(g), podemos factorizar a g a través de M/ rad(M). Por lo tanto g(x) = 0 y
x+ rad(M) = rad(M) = 0

M/ rad(M). �

Corolario 1.50 Sean M,N ∈ R-Mod, f ∈ HomR(M,N). Entonces f(rad(M)) ⊆
rad(N).

Demostración. Sea x ∈ rad(M) y supongamos que f(x) /∈ rad(N). Por el Lema
1.48, existe g : N → S, con S simple, tal que f(x) /∈ Ker(g). Entonces x /∈ Ker(gf),
una contradicción. �

Corolario 1.51 Sean M,N ∈ R-Mod. Entonces rad(M⊕N) = rad(M)⊕rad(N).

Demostración. Por el Corolario 1.50,

ιM (rad(M)) ⊆ rad(M ⊕N) e ιN (rad(N)) ⊆ rad(M ⊕N),

donde ι denota la inclusión. Notando que ιM (rad(M)) = rad(M) ⊕ 0 y que
ιN (rad(N)) = 0 ⊕ rad(N) tenemos que rad(M) ⊕ rad(N) ⊆ rad(M ⊕ N). Por
otro lado, πM (rad(M ⊕ N)) ⊆ rad(M) y πN (rad(N)) ⊆ rad(N), donde π de-
nota a la proyección. Entonces rad(M ⊕ N) ⊆ rad(M) ⊕ rad(N). Por lo tanto,
rad(M ⊕N) = rad(M)⊕ rad(N).�

Lema 1.52 (Nakayama) Sea M un R-módulo finitamente generado. Si rad(R)M
= M , entonces M = 0.

Demostración. Sea M un R-módulo finitamente generado tal que rad(R)M = 0,
y supongamos que M 6= 0. Sea {x1, . . . , xn} un conjunto de generadores de M de
tamaño mínimo. Como rad(R)M = M , se tiene que existen r1, . . . , rn ∈ rad(R)
tal que

xn =
n
∑

i=1

rixi.
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Pero entonces tenemos que

(1− rn)xn = −

(

n−1
∑

i=1

rixi

)

.

Por el Lema 1.46, existe a ∈ R tal que a(1− rn) = 1, entonces

xn =
n−1
∑

i=1

arixi.

Lo que contradice el hecho de que {x1, . . . , xn} es de tamaño mínimo. Por lo tanto
M = 0. �

Tenemos otra caracterización, del radical de Jacobson de un módulo, que nos
será muy útil más adelante. Para esta caracterización, primero tenemos que dar la
siguiente definición.

Definición 1.53 Sea M un R-módulo y 0 6= N ⊆M un submódulo. Diremos que

N es superfluo en M si N + L = M implica que L = M . Escribiremos N �M

para decir que N es superfluo en M .

Proposición 1.54 Sea M un R-módulo. Entonces,

rad(M) =
∑

{N | N �M}.

Demostración. Sea N � M . Si K es un submódulo maximal de M y N 6⊆ K

entonces N +K = M , una contradicción. Por lo tanto

∑

{N | N �M} ⊆ rad(M).

Ahora, sea x ∈ rad(M). Si existe L ⊂ M un submódulo propio de M tal que
Rx + L = M , entonces la familia {I ( M | L ⊆ I yx /∈ I} es no vacía y, por el
Lema de Zorn, tiene elementos maximales. Entonces existe un submódulo maximal
de M que no contiene a x, una contradicción. Entonces Rx�M , y obtenemos la
contención que nos faltaba. �

Corolario 1.55 Sea M un R-módulo semisimple. Entonces rad(M) = 0.

Demostración. Como todo submódulo distinto de 0 es sumando directo de M ,
entonces M no tiene submódulos superfluos distintos de 0. �

1.6. Condiciones de Cadena

1.6.1. Módulos Artinianos

Definición 1.56 Sea M ∈ R-Mod. Diremos que M es artiniano si satisface la

condición descendente de cadena, es decir, si para toda cadena M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇

. . . de submódulos de M , existe n ∈ N tal que Mn = Mn+t para todo t ∈ N.

Diremos que un anillo R es artiniano izquierdo si es artiniano como módulo

izquierdo sobre él mismo.
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Proposición 1.57 Sea M ∈ R-Mod y N ⊆ M un submódulo. Entonces M es

artiniano si y sólo si N y M/N son artinianos.

Demostración. =⇒] Supongamos que M es artiniano. Sea N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ . . .

una cadena de submódulos de N . Esta es también una cadena de submódulos
de M y por lo tanto se detiene. Entonces N es artiniano. Ahora, toda cadena
descendente de submódulos de M/N corresponde a una cadena descendente de
submódulos de M que contienen a N , por lo que debe ser estacionaria. Por lo
tanto M/N es artiniano.

⇐=] Supongamos que N y M/N son artinianos. Sea M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . . una
cadena de submódulos de M . Consideremos las cadenas M0 ∩ N ⊇ M1 ∩ N ⊇

M2∩N ⊇ . . . de N y (M0+N)/N ⊇ (M1+N)/N ⊇ (M2+N)/N ⊇ . . . de M/N .
Como N es artiniano, existe n1 ∈ N tal queMn1

∩N = Mn1+i∩N para todo i ∈ N.
Como M/N es artiniano, existe n2 ∈ N tal que (Mn2

+N)/N = (Mn2+i +N)/N
para todo i ∈ N. Sea n := máx{n1, n2}. Entonces, para todo i ∈ N se tiene que
Mn ∩N = Mn+1 ∩N y Mn +N = Mn+i +N . Ahora bien, se tiene que para todo
i ∈ N,

Mn = Mn ∩ (Mn +N)
= Mn ∩ (Mn+i +N)
= Mn+i + (Mn ∩N)
= Mn+i + (Mn+i ∩N)
= Mn+i.

de donde obtenemos que M es artiniano. �

Corolario 1.58 Sea M = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn. Entonces, M es artiniano si y

sólo si Mi es artiniano para todo i = 1, . . . , n.

Demostración. Aplicamos el lema anterior a la sucesión exacta

0 // M1
// M1 ⊕M2

// M2
// 0

e inducción. �

Corolario 1.59 Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces todo R-módulo

finitamente generado es artiniano.

Demostración. Se sigue directamente de la Proposición 1.57 y el Corolario 1.58.
�

Tenemos una conexión entre módulos artinianos y módulos semisimples me-
diante el radical de Jacobson.

Proposición 1.60 Sea M un R-módulo. Son equivalentes:

(1) M es artiniano y rad(M) = 0.

(2) M es una suma directa finita de módulos simples.
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Demostración. (2) =⇒ (1) se sigue de los Corolarios 1.58 y 1.51.

(1) =⇒ (2) Como rad(M) =
⋂

{Ker(f) | f : M → S, S simple} = 0, existe un
conjunto {Si}i∈I de módulos simples y un monomorfismo

f = (fi)i∈I : M →

∏

i∈I

Si.

Ahora bien, sea S := {
⋂

j∈J Ker(fj) | J ⊂ I es finito}. Como M es artiniano, toda
cadena descendente en S se estaciona y, por el Lema de Zorn, S tiene elementos
mínimos. Existe entonces J ⊆ I finito tal que

⋂

j∈J Ker(fj) = 0. Ponemos J =
{i1, . . . , in} y por lo tanto tenemos un monomorfismo

M →

n
∏

k=1

Sik
=

n
⊕

k=1

Sik
.

El resultado ahora se sigue de la Proposición 1.40. �

Corolario 1.61 Sea M un módulo artiniano. Entonces M/ rad(M) es una suma

directa finita de módulos simples.

Demostración. Por la Proposición 1.57, M/ rad(M) es artiniano. Por el Coro-
lario 1.49, rad(M/ rad(M)) = 0. El resultado entonces se sigue de la Proposición
1.60. �

Otro corolario más de la Proposición 1.60 es que, si R es un anillo artiniano,
para conocer el radical de Jacobson de todo R-módulo M , sólo hace falta conocer
el radical de Jacobson de R.

Corolario 1.62 Sea R un anillo y M un R-módulo. Entonces rad(R)M ⊆ rad(M).
Si además R es artiniano, entonces rad(M) = rad(R)M .

Demostración. Sea m ∈ M . Definimos el morfismo f : R → M por r 7→ rm.
Por el Corolario 1.50, se tiene que f(rad(R)) ⊆ rad(M), es decir, que rad(R)m ⊆

rad(M). Por lo tanto rad(R)M ⊆ rad(M).

Si R es artiniano, por la Proposición 1.60, R̄ = R/ rad(R) es un R-módulo semisim-
ple y por lo tanto es un R̄-módulo semisimple, es decir, es un anillo semisimple.
Sea M̄ = M/ rad(R)M . Como rad(R)M̄ = 0, podemos considerar a M̄ como un
R̄-módulo, que será semisimple por el Lema 1.43. Entonces rad

R̄
(M̄) = 0, donde

rad
R̄
denota al radical de M cuando es visto como R̄-módulo. Esto implica, por

el Lema 1.48, que para todo x ∈ M̄ , x 6= 0, existe un morfismo de R̄-módulos
f : M̄ → S, con S simple, tal que f(x) 6= 0. Este morfismo es también un morfis-
mo de R-módulos pues rad(R)S ⊆ rad(S) = 0. Si hacemos la composición

M
π

−→ M̄
f

−→ S

tenemos que fπ(x) 6= 0, por lo que x /∈ rad(M). Por lo tanto rad(M) ⊆ rad(R)M .
�



20 1. Anillos y Módulos

Corolario 1.63 Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces rad(R) es el mayor

ideal nilpotente de R.

Demostración. Primero observamos que, por el Lema de Nakayama y el Coro-
lario 1.62, si M es un R-módulo finitamente generado y distinto de 0, entonces
rad(M) = rad(R)M ( M , por lo que M tiene submódulos maximales.

Ahora, en vista del Corolario 1.47, bastará probar que rad(R) es nilpotente. Como
R es artiniano izquierdo la cadena de ideales

rad(R) ⊇ rad(R)2 ⊇ rad(R)3 ⊇ . . .

se estaciona, digamos en rad(R)n. Supongamos que rad(R)n 6= 0. Entonces la
colección S := {I ⊆ R | I es un ideal izquierdo de R y rad(R)nI 6= 0} es no vacía,
pues en particular rad(R) ∈ S. Utilizando el hecho de que R es artiniano izquierdo
y el Lema de Zorn, existe I ∈ S minimal. Sea x ∈ I tal que rad(R)nx 6= 0. Entonces

rad(R)n(rad(R)x) = rad(R)n+1x = rad(R)nx 6= 0

Como I es minimal en S se tiene que rad(R)x = Rx = I. Entonces Rx =
rad(R)x = rad(R)Rx, lo que contradice al Lema de Nakayama. Por lo tanto
rad(R)n = 0. �

1.6.2. Módulos Noetherianos

Definición 1.64 Sea M ∈ R-Mod. Diremos que M es noetheriano si satisface

la condición ascendente de cadena, es decir, si para toda cadena M1 ⊆ M2 ⊆

M3 ⊆ . . . de submódulos de M , existe n ∈ N tal que Mn = Mn+t para todo

t ∈ N. Diremos que un anillo R es noetheriano izquierdo si es noetheriano

como módulo izquierdo sobre él mismo.

Análogamente a la Proposición 1.57 tenemos el siguiente resultado, el cual
enunciaremos sin demostración, pues esta es muy parecida a la de la Proposición
mencionada.

Proposición 1.65 Sea M un R-módulo y N ⊆ M un submódulo. Entonces, M

es noetheriano si y sólo si M y N/M son noetherianos.

Corolario 1.66 Sea M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn. Entonces, M es noetheriano si y sólo

si Mi es noetheriano para todo i = 1, . . . , n.

Corolario 1.67 Sea R noetheriano izquierdo. Entonces todo módulo finitamente

generado es noetheriano.

Tenemos la siguiente caracterización de los módulos noetherianos, que nos será
muy útil en un futuro.

Proposición 1.68 Sea M un R-módulo. Son equivalentes:
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(1) M es noetheriano.

(2) Todo submódulo de M es finitamente generado.

(3) Toda colección no vacía de submódulos de M tiene elementos máximos.

Demostración. (1) =⇒ (3). Sea S una colección no vacía de submódulos de M .
Como M es noetheriano, toda cadena M1 ⊆M2 ⊆ . . . de elementos de S se esta-
ciona, por lo que toda cadena de elementos de S tiene supremo en S. El resultado
se sigue de aplicar el Lema de Zorn.

(3) =⇒ (2). Sea N ⊆M un submódulo. Sea

S := {N ′
⊆ N | N ′ es finitamente generado}.

Claramente S es no vacía y por (3) S tiene elementos máximos. Sea K un máximo
en S. Tenemos que K = N pues de lo contrario se contradice la maximalidad de
K. Por lo tanto N es finitamente generado.

(2) =⇒ (1). Sea M1 ⊆M2 ⊆ . . . una cadena de submódulos de M . Por hipótesis,
N :=

⋃∞
i=1 Mi es finitamente generado, digamos por {x1, . . . , xm}. Sea n ∈ N tal

que {x1, . . . , xm} ⊆Mn. Entonces la cadena se detiene en n. �

Corolario 1.69 Sea M un módulo noetheriano. Entonces rad(M)�M .

Demostración. ComoM es noetheriano, rad(M) es finitamente generado. Además,
sabemos que rad(M) =

∑

{N | N � M}. Al ser rad(M) finitamente generado,
es la suma de un número finito de submódulos superfluos de M , y por lo tanto es
superfluo en M . �

Quizá la propiedad más importante, respecto a módulos artinianos y/o noethe-
rianos, que vamos a utilizar en este trabajo es el siguiente resultado.

Teorema 1.70 Sea M un módulo artiniano o noetheriano. Entonces M se puede

descomponer como suma directa de un número finito de sumandos directos ines-

cindibles.

Demostración. SeaM un módulo que no tiene una descomposición en un número
finito de sumandos directos inescindibles, elegimos una descomposición

M = N ⊕M ′

donde M ′ no tiene una descomposición en un número finito de sumandos directos
inescindibles. Esto es posible pues como M no tiene descomposición en un número
finito de sumandos directos inescindibles, entonces M no es inescindible y no pode-
mos tener que N y M ′ tengan ambos descomposiciones en un número finito de
sumandos directos inescindibles. De la misma manera descomponemos M ′ en

M ′ = N ′′
⊕M ′′
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donde M ′′ no tiene una descomposición en un número finito de sumandos directos
inescindibles. Continuamos este proceso y entonces tenemos cadenas

N ′
⊂ N ′

⊕N ′′
⊂ N ′

⊕N ′′
⊕N ′′′

⊂ . . .

M ⊃M ′
⊃M ′′

⊃M ′′′
⊃ . . .

las cuales no se estabilizan, de donde obtenemos que M no es artiniano ni noethe-
riano. �

Corolario 1.71 Sea R un anillo artiniano izquierdo ó noetheriano izquierdo. En-

tonces, existe un conjunto {e1, . . . , en} de ídempotentes ortogonales primitivos tales

que 1 = e1 + · · ·+ en.

Veamos la conexión que existe entre una descomposición M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn

en sumandos directos inescindibles y los anillos de endomorfismos de los sumandos
Mi.

Definición 1.72 Sea R un anillo. Diremos que R es local si R no es 0 y el

conjunto de sus elementos no invertibles es cerrado bajo sumas.

Lema 1.73 Supongamos que M ∼= M1 ⊕ · · · ⊕ Mn con cada Mi inescindible y

EndR(Mi) local para todo i. Si además tenemos que M ∼= N1⊕· · ·⊕Nm, con cada

Nj inescindible y EndR(Nj) local para todo j, entonces m = n y existe σ ∈ Sn (el

grupo de permutaciones de n elementos) tal que Mi

∼= N
σ(i) para todo i.

Demostración. Consideremos los siguientes morfismos:

αi : Ni

ιN
i

−→M
πM1

−→M1,

βi : M1

ιM1

−→M
πN

i

−→ Ni;

donde ι y π denotan a las inclusiones y a las proyecciones, respectivamente. Tene-
mos que 1M1

=
∑

αiβi. Como EndR(M1) es local, algún αiβi debe ser invertible.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que α1β1 es invertible. Como M1 y N1

son inescindibles, debemos tener que α1 y β1 son invertibles. Ahora, sea µ = 1M−θ,
donde θ es la composíción de morfismos

θ : M
πM1

−→M1
α
−1

1

−→ N1

ιN1

−→M
π
⊕

n

i=2
M

i

−→

m
⊕

i=2

Mi

ι
⊕

n

i=2
M

i

−→ M.

Se tiene que µ(N1) = M1 y que µ(
⊕

n

i=2 Mi) =
⊕

m

i=2 Mi, por lo que µ es sobre. Si
µ(x) = 0 entonces x = θ(x), por lo que x ∈

⊕

n

i=2 Mi. Pero θ aquí es inyectiva, por
lo que x = 0. Tenemos entonces que µ es un automorfismo de M con µ(N1) = M1

y por lo tanto

n
⊕

i=2

Mi

∼= M/M1
∼= M/N1

∼=

m
⊕

j=2

Nj .
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El resultado ahora se sigue por inducción. �

Para poder utilizar el lema anterior, veamos un caso especial en el que EndR(M)
es local. Para esto primero necesitamos el siguiente resultado.

Lema 1.74 (Fitting) Sea M un módulo artiniano y noetheriano. Entonces, para

todo f ∈ EndR(M), existe n ∈ N tal que M = Im(fn)⊕Ker(fn).

Demostración. Como M es artiniano y noetheriano, podemos encontrar n ∈ N

tal que Im(fn) = Im(fn+i) y Ker(fn) = Ker(fn+i) para todo i ∈ N. Sea x ∈ M .
Como Im(fn) = Im(f2n), existe y ∈ M tal que fn(x) = f2n(y). Entonces x =
fn(y) + (x − fn(y) ∈ Im(fn) + Ker(fn). Falta ver que la suma es directa. Sea
x ∈ Im(fn) ∩ Ker(fn). Entonces x = fn(y) para algún y, y fn(x) = f2n(y) = 0.
Por lo tanto y ∈ Ker(f2n) = Ker(fn), lo que nos dice que x = 0. �

Corolario 1.75 Sea M un módulo inescindible, artiniano y noetheriano. En-

tonces EndR(M) es local.

Demostración. El Lema de Fitting nos dice que todo morfismo en EndR(M) es
nilpotente ó invertible. Sea I un ideal maximal izquierdo de EndR(M) y elegimos
α ∈ EndR(M) tal que α /∈ I. Se sigue que EndR(M) = EndR(M)α+I. Escribimos
a 1M = λα+ µ, con µ ∈ I. Como µ no es invertible, existe n ∈ N tal que µn = 0.
Entonces (1M + µ + · · · + µn−1)(λα) = (1M + · · · + µn−1)(1M − µ) = 1M . Esto
nos dice que α no es nilpotente y por lo tanto es invertible. Se sigue entonces que
I consiste en todos los elementos no invertibles de EndR(M) y, por lo tanto, que
EndR(M) es local. �

Corolario 1.76 (Krull-Schmidt) Sea R un anillo artiniano izquierdo y noethe-

riano izquierdo 1. Sea M un R-módulo no nulo y finitamente generado. Entonces

M tiene una descomposición, única salvo orden e isomorfismo, en sumandos di-

rectos inescindibles.

Demostración. Se sigue del Lema 1.73 y el Corolario 1.75 �

1.7. Álgebras

Recordemos que, si k es un campo, entonces una k-álgebra es un k-espacio
vectorial A junto con una multiplicación entre elementos de A que hace a A anillo
y tal que es compatible con la multiplicación por elementos de k. Es decir, si κ ∈ k,
a1, a2 ∈ A se tiene

κ(a1a2) = (κa1)a2

Se sigue que, si A es una k-álgebra con 1, tenemos un mapeo inyectivo de k a A

dado por κ 7→ κ1. Diremos que A es de dimensión finita si A es de k-dimensión

1De hecho, sólo hace falta suponer que R es artiniano izquierdo. Un famoso teorema, que
no demostramos aquí pues no nos es necesario, nos dice que todo anillo artiniano izquierdo es
también noetheriano izquierdo. Una demostración de este teorema se puede encontrar en [1],
Teorema 15.20
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finita como espacio vectorial. Muchos de los resultados que hemos obtenido para
anillos pueden extenderse para el caso en que tenemos una k-álgebra. Cuando no
haya confusión sobre el campo, diremos simplemente álgebra en lugar de k-álgebra.

Lema 1.77 Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

(1) A es hereditaria.

(2) Para todo módulo P proyectivo inescindible y finitamente generado, todo

submódulo maximal es proyectivo.

Demostración. (1) =⇒ (2) En vista del Corolario 1.26, esto es claro.

(2) =⇒ (1) Sea P un A-módulo proyectivo y finitamente generado. Sea M ⊆ P un
submódulo de P . Por inducción en d = dimk(P ), probaremos que M es proyecti-
vo. Por el Corolario 1.26, esto bastará. Si d = 1, entonces M = 0 ó M = P , de
donde se sigue que M es proyectivo. Ahora, supongamos que para todo módulo
proyectivo P con dimk(P ) < n todo submódulo es proyectivo. Sea P proyectivo
tal que dimk(P ) = n. Escribimos a P como P1 ⊕ P2, donde P1 es inescindible y
P2 puede ser 0. Sea π : P → P1 la proyección canónica, y ι : M → P la inyección
canónica. Si π(M) = P1, entonces πι : M → P1 es un epimorfismo y, como P1

es proyectivo, existe M ′ tal que M ∼= P1 ⊕M ′, con M ′ ∼= M ∩ P2 ⊆ P2. Como
dimk(P2) < n, M ′ es proyectivo y por lo tanto M es proyectivo. Si π(M) 6= P1,
entonces M ⊆ P ′1 ⊕ P2, donde P ′1 es un submódulo maximal de P1. Pero entonces
dimk(P

′
1 ⊕ P2) < n y por lo tanto M es proyectivo. �

En un álgebra tenemos una caracterización más del radical de Jacobson.

Lema 1.78 Sea I un ideal bilateral nilpotente de la k-álgebra A. Si A/I es iso-

morfa a k× k× · · · × k, un producto directo de copias de k, entonces se tiene que

I = rad(A).

Demostración. Del Corolario 1.47, sabemos que I ⊆ rad(A). Como A/I ∼=
k × k × · · · × k, el Corolario 1.51 nos asegura que rad(A/I) = 0. Por el Corolario
1.50, si π : A → A/I es la proyección canónica, entonces π(rad(A)) = 0. Luego
rad(A) ⊆ I. �

Y, si el campo k es algebraicamente cerrado tenemos una importante propiedad
de los módulos simples.

Proposición 1.79 Sea A una k-álgebra de dimensión finita, con k algebraica-

mente cerrado. Sea S ∈ A-Simp. Entonces EndA(S) ∼= k.

Demostración. Sea ϕ ∈ EndA(S). Como S no tiene A-submódulos propios no
triviales, si ϕ 6= 0 entonces Ker(ϕ) = 0 e Im(ϕ) = S, por lo que ϕ es invertible.
Ahora bien, como S es simple, está generado por cualquiera de sus elementos dis-
tintos de 0 y por lo tanto es finitamente generado como A-módulo. Como dimk(A)
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es finita, dimk(S) también lo es. Entonces ϕ, ϕ
2, ϕ3, . . . son linealmente dependien-

tes sobre k, por lo que existe un polinomio mónico irreducible f(t) ∈ k[t] tal que
f(ϕ) = 0. Como k es algebraicamente cerrado, deg(f) = 1, es decir f(t) = t+ λϕ.
Como f(ϕ) = 0, entonces ϕ = λϕ1S . De aquí es claro que k y EndA(S) son iso-
morfos como k-álgebras. �

Por último, veamos que toda álgebra de dimensión finita es artiniana y noethe-
riana.

Lema 1.80 Sea A un álgebra de dimensión finita. Entonces A es artiniana izquier-

da y noetheriana izquierda.

Demostración. Como tenemos una función inyectiva k → A, κ 7→ κ1, entonces
todo ideal izquierdo de A es también un subespacio vectorial de A. Como A es de
dimensión finita, toda cadena, ascendente o descendene, de ideales izquierdos de
A, debe ser estacionaria. �





CAPÍTULO 2

Representaciones de Carcajes

2.1. Carcajes

Un carcaj es un objeto matemático muy sencillo. Básicamente, es una gráfica
dirigida, a la que más de una vez consideraremos como una categoría donde los
objetos son los vértices y los morfismos los caminos entre ellos.

Definición 2.1 Un carcaj es una cuarteta Q = (Q0, Q1, s, t) donde Q0 y Q1 son
conjuntos, y s, t : Q1 → Q0 son funciones.

A Q0 le llamaremos el conjunto de vértices de Q y a Q1 el conjunto de flechas de
Q. Las funciones s y t nos indican los vértices inicial y final, respectivamente, de ca-
da flecha. Denotaremos α : i→ j ó i

α

→ j para decir que α ∈ Q1, s(α) = i, t(α) = j.
Si los conjunto Q0 y Q1 son finitos, diremos que el carcaj es finito.

Un camino en Q de longitud n es una concatenación de flechas α1, . . . , αn. Para
tener esto, necesitamos que s(αm) = t(αm−1) si m = 2, . . . , n. Denotaremos por:

(j|αn, . . . , α1|i)

al camino en Q que va de i a j. Notemos que s(α1) = i y que t(αn) = j.

Definición 2.2 Para i ∈ Q0, definimos los siguientes subconjuntos de Q0:

Si := {j ∈ Q0 | ∃n ∈ N>0 y un camino (j|αn, . . . , α1|i)},

Pi := {j ∈ Q0 | ∃n ∈ N>0 y un camino (i|βn, . . . , β1|j)}.

Es decir, Si son los sucesores de i y Pi son los predecesores de i. Similarmente, si
X ⊆ Q0 definimos:

27
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S(X) =
⋃

i∈X

Si,

P(X) =
⋃

i∈X

Pi.

A un carcaj Q también lo podemos considerar como una categoría, con objetos
los vértices de Q y morfismos los caminos en Q, agregando, para cada vértice i, un
morfismo identidad 1i, que no tiene camino asociado. Así, Si son los vértices en
Q0 para los cuales existen morfismos desde i distintos de 1i, y Pi son los vértices
en Q0 que tienen morfismos hacia i distintos de 1i.

Ejemplo 2.3 Si Q0 = {1, 2}, Q1 = {α1, α2, α3}, s(αi) = 1, t(αi) = 2 para i ∈

{1, 2, 3}, entonces el carcaj es

1
•

α1

��
α2

//

α3

AA
2
•

A este carcaj, se le conoce como el 3-carcaj de Kronecker. Como categoría, tenemos
que Ob(Q) = {1, 2}, HomQ(1, 1) = {11}, HomQ(2, 2) = {12}, HomQ(1, 2) =
{α1, α2, α3} y HomQ(2, 1) = ∅.

Ejemplo 2.4 Sean Q0 = {•} y Q1 = {α1, . . . , αn}, flechas que necesariamente
inician y terminan en •. A este carcaj se le conoce como el n-Loop. Por ejemplo,
el 1-Loop es:

• α
dd

Como categoría, el 1-Loop sólo tiene un objeto, a saber •, y los morfismos de • a
• son 1•, α, α

2, α3, . . . .

Definición 2.5 Definimos el carcaj lineal de n puntos, Ln, que tiene como
conjunto de vértices a {1, 2, . . . , n} y como conjunto de flechas a {α1, . . . , αn−1},
donde el vértice inicial de αi es i, y su vértice final es i+ 1.

1
•

α1
// 2
•

α2
// . . .

αn−2
// n−1
•

αn−1
// n
•

Recordemos que si tenemos una categoría C y un subconjunto A ⊂ Ob(C)
entonces la categoría plena generada por A, CA, es tal que Ob(CA) = A y, si
A1, A2 ∈ A entonces HomCA

(A1, A2) = HomC(A1, A2).

Definición 2.6 Dados un carcaj Q y un subconjunto X ⊂ Q0 definimos el carcaj
Q(X) que, viendo a Q como categoría, es la subcategoría plena de Q generada por
X.
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Ejemplo 2.7 Sea Q el carcaj

1
•

α1
//

α2

:
:

:

��
:

:
:

2
•

3
•

4
•

α4
//

α3
BB

�
�

�
�

�
�

�
�

α5

��
:

:
:

:
:

:
:

:

5
•

α9
//

α8

AA
�

�
�

�
�

�
�

�

6
•

7
•

8
•

α7
//

α6 �
�

�

BB
�

�
�

9
•

α10
// 10
•

α12
//

α11

AA
�

�
�

�
�

�
�

�

11
•

Si X = {1, 3, 4, 6, 7, 10, 11} el carcaj Q(X) es:

1
•

α8◦α3
// 3
•

4
•

α8◦α4

AA
�

�
�

�
�

�
�

�
α9◦α4

//

α9◦α5

��
;

;
;

;
;

;
;

;

6
•

7
•

10
•

α11

AA
�

�
�

�
�

�
�

�
α12

// 11
•

Otra manera de conseguir un carcaj, a partir de otro, es la noción de . Básica-
mente, uno obtiene el dual de un carcaj dado cambiando de dirección a las flechas
del carcaj. Una definición más formal es,

Definición 2.8 Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj. Denotaremos por

Q∗ = (Q∗
0, Q

∗
1, s

∗, t∗)

al carcaj dual de Q. Es decir, Q∗ es tal que Q∗
0 = Q0, Q

∗
1 = Q1, s

∗ = t, t∗ = s.
Dicho de otra manera, el carcaj Q∗ se obtiene de Q invirtiendo la dirección de las
flechas.

Ejemplo 2.9 Sea Q el carcaj del Ejemplo 2.7. Entonces Q∗ es

1
•

2
•

α1
oo

α3

���
�
�
�
�
�
�
�

3
•

α8

���
�
�
�
�
�
�
�

4
•

5
•

α4
oo

α2

\\:
:
:
:
:
:
:
:

α6

���
�
�
�
�
�
�
�

6
•

α9
oo 7

•

α11

���
�
�
�
�
�
�
�

8
•

9
•

α7
oo

α4

\\:
:
:
:
:
:
:
:

10
•

α10
oo 11

•

α12
oo

2.2. Representaciones de Carcajes

A lo largo de esta sección, denotaremos por k a un campo fijo. Denotaremos
por k-vect a la categoría de k-espacios vectoriales de dimensión finita.
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2.2.1. Definiciones básicas y ejemplos

Definición 2.10 Sea Q un carcaj. Una k-representación de Q es un funtor
V : Q→ k-vect. Cuando no haya confusión sobre el campo k, sólo diremos que V
es una representación de Q.

Como los morfismos en Q son los caminos, una representación V de Q no
es más que una asignación (V (i)i∈Q0

, V (α)α∈Q1
) donde, si α : i → j entonces

V (α) : V (i)→ V (j) es una transformación lineal.

Ejemplo 2.11 Para todo carcaj Q existe la representación 0̄, que a cada vértice
le asocia el espacio vectorial 0 y, por lo tanto, a cada flecha el morfismo 0.

Ejemplo 2.12 Sea Q el 1-Loop. Entonces, una representación de Q no es más
que un espacio vectorial V y una transformación lineal f ∈ Endk(V ).

Definición 2.13 Sea Q un carcaj finito y V una representación de Q. Definimos
la dimensión total de V , dimk(V ),

dimk(V ) =
∑

i∈Q0
dimk(V (i)).

Ejemplo 2.14 Si Q es el carcaj

1
•

α

��

β

��
:

:
:

:
:

:
:

:

2
•

γ

���
�
�
�
�
�
�
�

3
•

entonces una C-representación de Q, V , es

C
2




1 2
−2 i





  B
B

B
B

B
B

B
B




1 3
−1 −3i





��

C
2




2 1
0 0




~~||

|
|
|
|
|
|

C
2

Se tiene además que dimC(V ) = 6.

Dos representaciones, V y W , son isomorfas si definen los mismos espacios
vectoriales y transformaciones lineales salvo cambios de base. O bien, dos repre-
sentaciones son isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas, noción que defin-
imos a continuación:
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Definición 2.15 Sean V y W representaciones del carcaj Q. Un isomorfismo
φ : V → W es una colección de isomorfismos (φ(i) : V (i) → W (i))i∈Q0

tal que
para cada flecha α : i→ j el diagrama

V (i)
V (α)

//

φ(i)

��

V (j)

φ(j)

��

W (i)
W (α)

// W (j)

conmuta. Si φ : V →W es un isomorfismo, escribiremos φ : V
∼
→W . Escribiremos

V ∼=W si existe un isomorfismo φ : V
∼
→W .

Vemos que, al ser todos los φ(i) isomorfismos, la condición de la conmutatividad
del diagrama es equivalente a que, si α : i→ j, entonces W (α) = φ(j)V (α)φ(i)−1.
Sin embargo, preferimos dar la definición así puesto que, viendo a Q como catego-
ría, podemos reformular la definición diciendo que V y W son isomorfas si existe
un isomorfismo natural entre funtores φ : V → W . Así, la siguiente definición
resulta más natural.

Definición 2.16 Sean V y W representaciones del carcaj Q. Un morfismo ϕ :
V → W es una transformación natural entre funtores. Es decir, ϕ es una familia
de funciones lineales (ϕ(i) : V (i)→ W (i))i∈Q0

tal que, para cada flecha α : i→ j

el diagrama

V (i)
V (α)

//

ϕ(i)

��

V (j)

ϕ(j)

��

W (i)
W (α)

// W (j)

conmuta.

Definición 2.17 Sean V y S representaciones del carcaj Q. Diremos que S es
una subrepresentación de V si S(i) ⊆ V (i) ∀i ∈ Q0 y si las inclusiones definen
un morfismo de representaciones. Escribiremos S ≤ W para decir que S es una
subrepresentación de W .

Denotaremos por HomQ(V,W ) al conjunto de morfismos de V a W . Denotare-
mos por EndQ(V ) a HomQ(V, V ).

Ejemplo 2.18 Si V es una representación de Q tenemos el morfismo identidad
1V : V → V , definido por 1V = (1

V (i))i∈Q0

Proposición 2.19 Los conjuntos HomQ(V,W ) son k-espacios vectoriales. Más
aún, EndQ(V ) es una k-álgebra.

Demostración. Si ψ, ϕ ∈ HomQ(V,W ) y a ∈ k, entonces definimos ψ+ϕ :=
(ψ(i) + ϕ(i))i∈Q0

y aϕ := (aϕ(i))i∈Q0
. De aquí ya es evidente la primera parte

de la proposición. Ahora bien, si φ : V → W , ϕ : W → U , podemos definir la
composición ϕφ = (ϕ(i)φ(i))i∈Q0

. Es sencillo ver que esta composición es bilineal,
es decir, si φ, φ′ : V →W , ϕ, ϕ′ :W → U , a, a′, b, b′ ∈ k entonces:
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(aϕ+ a′ϕ′)φ = aϕφ+ a′ϕ′φ,

ϕ(bφ+ b′φ′) = bϕφ+ b′ϕφ′.

De aquí, y el Ejemplo 2.18 también es fácil ver que EndQ(V ) es una k-álgebra
con unidad 1V . �

A EndQ(V ) le llamaremos el álgebra de endomorfismos de la representación V
y sus elementos serán llamados, por supuesto, endomorfismos de V .

Podemos reformular los puntos anteriores diciendo que las representaciones de
un carcaj dado Q con base en un campo k, y los morfismos entre ellas, forman una
categoría, a la que denotaremos por (Q, k-vect). Esta categoría es aditiva y, como
veremos a continuación, posee sumas directas finitas.

2.2.2. Suma Directa de Representaciones

Definición 2.20 Sean V1 y V2 representaciones del carcaj Q. Definimos su suma
directa, V1 ⊕ V2 como sigue: (V1 ⊕ V2)(i) := V1(i) ⊕ V2(i) para todo i ∈ Q0 (la
suma directa de espacios vectoriales); y (V1 ⊕ V2)(α) = V1(α) ⊕ V2(α) para todo
α ∈ Q1 (la suma directa de funciones lineales).

Es claro que ι1 : V1 → V1 ⊕ V2 que se calcula como ι1(j) : V1(j) → V1(j) ⊕
V2(j), j ∈ Q0 (la inclusión natural) es un morfismo de representaciones. A este
morfismo le llamaremos la inclusión de V1 en V1⊕V2. Podemo entonces caracterizar
a la suma directa de representaciones mediante la siguiente propiedad universal.

Teorema 2.21 (Propiedad Universal de la Suma Directa) Sean V1, . . . , Vn
representaciones del carcaj Q, y ϕj : Vj → W morfismos de representaciones.
Entonces, existe un único morfismo ϕ :

⊕

n

i=1 Vi → W tal que, para todo j ∈

{1, . . . , n} el diagrama

⊕

n

i=1 Vi

ϕ

##G
G

G
G

G
G

G
G

G

Vj

ιj

;;
x

x
x

x
x

x
x

x
x ϕj

// W

conmuta. Más aún, todo morfismo
⊕

n

i=1 Vi →W está dado de esta manera.

Demostración. De la Propiedad Universal de la Suma Directa de Espacios
Vectoriales, tenemos que para todo m ∈ Q0 existe un único morfismo ϕ(m) tal
que, para todo j ∈ {1, . . . , n} el diagrama

⊕

n

i=1 Vi(m)

ϕ(m)

&&L
L

L
L

L
L

L
L

L
L

Vj(m)

ιj(m)
88

r
r

r
r

r
r

r
r

r
r

ϕj(m)
// W (m)

conmuta, y que este morfismo ϕ(m) se calcula de la siguiente manera:
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ϕ(m)(a1, . . . , an) =
n
∑

i=1

ϕi(ai).

Definimos entonces ϕ :
⊕

n

i=1 Vi → W por ϕ = (ϕ(m))m∈Q0
. Veamos que ϕ así

definido es un morfismo de representaciones. Sean j,m ∈ Q0, α : i → j. Como
para todo i ∈ {1, . . . , n} el diagrama

Vi(j)
Vi(α)

//

ϕi(j)

��

Vi(m)

ϕi(m)

��

W (j)
W (α)

// W (m)

conmuta, se sigue que, si (a1, . . . , an) ∈
⊕

n

i=1 Vi(j), entonces

n
∑

i=1

ϕi(m)(Vi(α)(ai)) =
n
∑

i=1

W (α)(ϕi(j)(ai))

o, equivalentemente, que W (α)ϕ(j) =
⊕

n

i=1(ϕi(α))ϕ(m), de donde se sigue que ϕ
efectivamente es un morfismo de representaciones.

Si φ :
⊕

n

j=1 Vj → W es un morfismo de representaciones, entonces, para todo
j ∈ {1, . . . , n} se tiene que φιj es un morfismo Vj → W . Luego φ es un morfismo
como el de la construcción anterior, utilizando los φιj . �

Una consecuencia del teorema anterior es que todo morfismo
⊕

n

i=1 Vi →W se
puede dar como una matriz (Aml) de 1 × n donde en la entrada A1l tenemos un
morfismo Vl →W .

Ahora bien, es fácil ver que las proyecciones πj :
⊕

n

i=1 Vi → Vj , las cuales
son inducidas por las proyecciones canónicas πj(m) :

⊕

n

i=1 Vi(m) → Vj(m), son
morfismos de representaciones. Tenemos el dual del teorema anterior.

Teorema 2.22 Sean ϕj : W → Vj morfismos de representaciones. Entonces ex-
iste un morfismo ϕ :W :→

⊕

n

i=1 Vi tal que, para todo j ∈ {1, . . . , n}, el diagrama

⊕

n

i=1 Vi

πj

{{xx
x
x
x
x
x
x
x

Vj W
ϕj

oo

ϕ

ccG
G
G
G
G
G
G
G
G

conmuta. Más aún, todo morfismo W →
⊕

n

i=1 Vi está dado de esta manera.

Demostración. Del respectivo teorema para espacios vectoriales, tenemos
que si m ∈ Q0 entonces existe un morfismo ϕ(m) tal que el diagrama
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⊕

n

i=1 Vi(m)

πj(m)
xxrr

r
r
r
r
r
r
r
r

Vj(m) W
ϕj(m)

oo

ϕ(m)

ddJ
J
J
J
J
J
J
J
J
J

conmuta. Este morfismo está dado por ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Definimos
ϕ = (ϕ(m))m∈Q0

. Es claro que es un morfismo de representaciones.

Ahora bien, si tenemos un morfismo φ :W →
⊕

n

i=1 Vi definimos φj :W → Vj por
φj = πjφ. Entonces, utilizando los φj , φ es un morfismo como el de la construcción
anterior. �

Una consecuencia de este teorema es que, si tenemos un morfismo W →
⊕

n

i=1 Vi, este morfismo se puede escribir como una matriz (Aml) de n× 1, donde
en la entrada Ai1 está un morfismo W → Vi. Juntando las dos últimas proposi-
ciones, tenemos que un morfismo

⊕

n

i=1 Vi →
⊕

m

j=1Wj se puede escribir como una
matriz (Apq) de m × n, donde en la entrada Aji tenemos un morfismo Vi → Wj .
Esto nos dice que, para conocer todos los morfismos

⊕

n

i=1 Vi →
⊕

m

j=1Wj basta
conocer a los morfismos Vi →Wj (i = 1, . . . , n j = 1, . . . ,m). Ahora bien, ¿cuáles
son las representaciones que se pueden descomponer como suma directa de repre-
sentaciones? Con eso lidia la siguiente sub-sección.

2.2.3. Representaciones Inescindibles

Definición 2.23 Sea V una representación del carcaj Q, distinta de la represen-
tación 0̄. Diremos que V es inescindible si V ∼= V1 ⊕ V2 implica que V1 = 0̄ ó
V2 = 0̄.

De la definición de suma directa, se sigue rápidamente que si V = ⊕n

i=1Vi
entonces dimk(V ) =

∑

n

i=1 dimk Vi. Por lo tanto, toda representación de dimensión
1 es inescindible.

Ejemplo 2.24 Tenemos la representación k
V (α)
→ k de L2. Si V (α) = 0, entonces

podemos poner a V como V1⊕V2, donde V1 es k → 0 y V2 es 0→ k. Si V (α) 6= 0,
entonces V es inescindible; razonando por contradicción, supongamos que V ∼=
V1 ⊕ V2, con V1 6= 0̄, V2 6= 0̄. Entonces, dimk(V1) = 1, dimk(V2) = 1, de donde

podemos suponer que V1 es 0→ k y V2 es k → 0. Entonces, V1 ⊕ V2 es k
0
→ k, de

donde V1 ⊕ V2 � V , una contradicción.

Ya vimos que toda representación con dimensión 1 es inescindible. Dicho de
otra manera, a toda representación de dimensión 1 la podemos poner como suma
directa de representaciones inescindibles (de hecho, la suma directa de una sola
representación inescindible). Supongamos ahora que toda representación con di-
mensión menor que n se puede descomponer como suma directa de representaciones
inescindibles. Sea V una representación con dimensión n. Si V es inescindible, en-
tonces es suma directa de una sóla representación inescindible. Si no, existen V1 y
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V2 representaciones distintas de 0̄ con V ∼= V1 ⊕ V2. Se tiene que dimk(V1) < n,
dimk(V2) < n. Por hipótesis, V1 y V2 se pueden descomponer como suma di-
recta de representaciones inescindibles, de donde se tiene que V es suma directa
de representaciones inescindibles. Acabamos de utilizar el principio de inducción
matemática para demostrar la primera parte del siguiente, y muy importante,
resultado.

Teorema 2.25 (Krull-Remak-Schmidt) Sea Q un carcaj. Entonces, toda re-
presentación de dimensión finita de Q es isomorfa a la suma directa de un número
finito de representaciones inescindibles. Más aún, si V1, . . . , Vn,W1, . . . ,Wt son
representaciones inescindibles tales que V ∼= V1 ⊕ · · · ⊕ Vn y V ∼= W1 ⊕ · · · ⊕Wt

entonces t = n y existe σ ∈ Sn (el grupo de permutaciones de n elementos) tal que
Vi ∼=W

σ(i) para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Antes de demostrar este teorema, veamos una proposición que nos ayudará en
dicha prueba. La siguiente proposición es muy útil, debido a que caracteriza a las
representaciones inescindibles en términos de sus álgebras de endomorfismos.

Proposición 2.26 Sea Q un carcaj y V una k-representación de dimensión finita
de Q. Entonces, V es inescindible si y sólo si EndQ(V ) es local. Si k es algebraica-
mente cerrado, esto sucede si y sólo si todo endomorfismo puede ser escrito como
suma de un endomorfismo nilpotente y un múltiplo de la identidad.

Demostración. Sea V una k-representación de Q de dimensión finita e inescin-
dible. Sea φ ∈ EndQ(V ). Como cada V (i) es de dimensión finita, existe n ∈ N

tal que φn(V ) = φn+1(V ). Sea ϕ = φn. Afirmamos que V ∼= ϕ(V ) ⊕W , donde
W (i) = ϕ(i)−1(0) para i ∈ Q0 y W (α) = V (α)|

W (i) para α ∈ Q1 con s(α) = i.
En efecto, como ϕ es un morfismo de representaciones, entonces para α : i → j,
V (α)ϕ(V (i)) ⊆ ϕ(V (j)) y V (α)ϕ(i)−1(0) ⊆ ϕ(j)−1(0). Como para todo i V (i) es
de dimensión finita y ϕ = φn, se tiene que V (i) = Imϕ(i) ⊕ Kerϕ(i), es decir,
V (i) = ϕ(i)(V (i))⊕W (i).
Como V es inescindible, entonces ϕ(V ) = 0 ó W = 0. Si ϕ(V ) = 0 entonces φ es
nilpotente. Si W = 0 entonces ϕ(i), y por lo tanto φ(i), es invertible para todo
i, por lo que φ es invertible. Entonces, todo endomorfismo de V es nilpotente ó
invertible.
Ahora bien, al ser V de dimensión finita, la composición de cualquier endomorfis-
mo con un endomorfismo nilpotente no es invertible, y por lo tanto es nilpotente.
Además, si ψ es nilpotente entonces 1V−ψ es invertible, siendo 1V +ψ+ψ

2+ψ3+. . .
su inverso. Tomemos dos endomorfismos no invertibles, ψ y ψ′. Si ψ + ψ′ es in-
vertible, entonces existe η tal que 1V = η(ψ + ψ′) = ηψ + ηψ′. Pero entonces
1v − ηψ = ηψ′ es al mismo tiempo nilpotente e invertible, una contradicción. En-
tonces EndQ(V ) es local.

Supongamos que V se escinde mediante ϕ : V
∼
→ V1 ⊕ V2. Sean

e1 = ϕ−1

[

1V1
0

0 0

]

ϕ y e2 = ϕ−1

[

0 0
0 1V2

]

ϕ.
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Los morfismos de representaciones e1 y e2 no son invertibles, pero e1 + e2 = 1V ,
con lo que EndQ(V ) no es local.

Si k es algebraicamente cerrado y V es inescindible, entonces para todo ϕ ∈

EndQ(V ) existe a ∈ k tal que ϕ − a1V no es invertible (para esto simplemente
elegimos una i en Q0 y una raíz del polinomio característico de ϕ(i)) y por lo tanto
es nilpotente. Entonces ϕ = a1V + (ϕ − a1V ). Si V no es inescindible, entonces
los endomorfimos e1 y e2 descritos anteriormente no se pueden expresar de esta
manera. �

Ahora ya estamos listos para completar la prueba del Teorema 2.25. Sea ϕ :
V1⊕· · ·⊕Vn →W1⊕· · ·⊕Wt un isomorfismo de representaciones. Entonces ϕ puede
escribirse como una matriz (ϕji)

n

i=1
t

j=1 donde ϕji : Vi →Wj . De la misma manera

escribimos ψ = ϕ−1 como una matriz (ψij)
t

j=1
n

i=1 donde ψij : Wj → Vi. Entonces

1V1
= (ψϕ)11 =

∑

t

l=1 ψ1lϕl1. Como EndQ(V1) es local, algún sumando debe ser
invertible. Supongamos sin pérdida de generalidad que ψ11ϕ11 es invertible. Como
ambas representaciones son inescindibles ψ11 y ϕ11 son invertibles. Ahora bien,
sea

ϕ′ = αϕβ

donde α : W1 ⊕ · · · ⊕Wt → W1 ⊕ · · · ⊕Wt y β : V1 ⊕ · · · ⊕ Vn → V1 ⊕ · · · ⊕ Vn
están dados por

α =











1W1
0 · · · 0

−ϕ21ϕ
−1
11 1W2

· · · 0
...

...
. . .

...

−ϕt1ϕ
−1
11 0 · · · 1Wt











β =











1V1
−ϕ−1

11 ϕ12 · · · −ϕ−1
11 ϕ1n

0 1V2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1Vn











Observamos que ϕ′ es biyectiva, y además ϕ′ =

[

ϕ11 0
0 Φ

]

, donde Φ : V2⊕ · · · ⊕

Vn →W2⊕· · ·⊕Wt. Como ϕ′ es biyectiva, Φ también lo es, de donde se sigue que
Φ es un isomorfismo. El resultado ahora se sigue al aplicar inducción matemática.

2.2.4. Representaciones Inescindibles de Ln

Una consecuencia de los resultados de la sección anterior es que, para cono-
cer todas las representaciones de dimensión finita de un carcaj Q, nos basta con
conocer las representaciones inescindibles. En esta sección, clasificaremos todas
las representaciones inescindibles del carcaj lineal, de n puntos, Ln y veremos los
morfismos que existen entre ellas. Sea pues V una representación inescindible de
Ln.

Afirmación 1 Si V (αi) no es inyectiva entonces V (j) = 0 para toda j > i.
En efecto, supongamos que V (αi) no es inyectiva y que V (α1), . . . , V (αi−1) son
todas inyectivas. Sea W (i) = Ker(V (αi)) e, inductivamente, definimos W (j) =
V (αj)

−1(V (j+1)) para j = 1, . . . , i−1. Sea U(j) un complemento deW (j) en V (j)
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(es decir, U(j)⊕W (j) = V (j)) para j = 1, . . . , i tal que V (αj)(U(j)) ⊆ U(j + 1).
Esto es posible debido a que V (α1), . . . , V (αi−1) son todas inyectivas y por lo
tanto V (αj)(W (j)) ∩ V (αj)(U(j)) = 0 para j = 1, . . . , i − 1. Tenemos entonces
una descomposición de V de la siguiente manera:

U = U(1)→ U(2)→ · · · → U(i− 1)→ U(i)→ V (i+ 1)→ · · · → V (n),
W =W (1)→W (2)→ · · · →W (i− 1)→W (i)→ 0→ · · · → 0.

donde los morfismos que corresponden a cada flecha son las respectivas restriccio-
nes de V (αm). Como V es inescindible, U ó W debe ser la representación 0. Como
V (αi) no es inyectiva, W (i) 6= 0, de donde tenemos que W 6= 0. Por lo tanto,
U = 0 y V (i+ 1), . . . , V (n) son todos 0.

Afirmación 2 Si V (αi) no es suprayectiva entonces V (j) = 0 para toda j ≤ i.
De manera similar a la afirmación anterior, supongamos que V (αi) no es suprayec-
tiva y que V (αi+1), . . . , V (αn−1) sí lo son. Sea U(i+1) = Im(V (αi)) y, de manera
inductiva, sea U(j) = V (αj−1)(U(j − 1)) para j = i + 1, . . . , n. Sea W (j) un
complemento de U(j) en V (j) de manera que V (αj)

−1(W (j + 1)) ⊆ W (j) para
j = i + 1, . . . , n. Tenemos entonces una descomposición de V de la siguiente ma-
nera:

U = V (1)→ V (2)→ · · · → V (i− 1)→ V (i)→ U(i+ 1)→ · · · → U(n),
W = 0→ 0→ · · · → 0→ 0→W (i+ 1)→ · · · →W (n).

donde los morfismos que corresponden a cada flecha son las respectivas restriccio-
nes. Como V es inescindible, U óW debe ser la representación 0̄. Como U(i+1) (
V (i+1), W (i+1) 6= 0. Entonces U = 0 y por lo tanto V (1), . . . , V (i) son todos 0.

Afirmación 3 La representación V es isomorfa a

[i, j] := 0 −→ . . . −→ k
1k
−→ k

1k
−→ · · ·

1k
−→ k → 0 −→ . . . −→ 0

donde la primer aparición de k es en el lugar i y la última aparición en el lugar j.

Sean A := {m ∈ {1, . . . , n−1} | V (αm)no es inyectiva}, B := {m ∈ {1, . . . , n−1} |
V (αm)no es suprayectiva}. Si A = ∅, sea j = n. Si no, sea j := minA. Si B = ∅,
sea i = 1. Si no, sea i = maxB. Por la afirmación 1, V (m) = 0 si m < i. Por la
afirmación 2, V (m) = 0 si m > j. Si i ≤ m < j, entonces V (αm) es biyectiva.
Entonces, nuestra representación es isomorfa a:

0 −→ . . . −→ kd
1
k
d

−→ kd
1
k
d

−→ · · ·
1
k
d

−→ kd −→ 0 −→ . . . −→ 0

como V es inescindible, tenemos que debe ser V ∼= [i, j].

Entonces, todas las representaciones inescindibles de V son de la forma [i, j],
con 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Claramente [i, j] � [i′, j′] si i 6= i′ ó j 6= j′ (pues si, por ejem-
plo, i < i′, entonces dimk[i, j](i) = 1 y dimk[i

′, j′](i) = 0). Más adelante veremos
que todas las representaciones [i, j] son inescindibles, pero antes estudiemos los
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morfismos entre estos tipos de representaciones.

Observación 1 Si i′ < i, entonces Hom([i, j], [i′, j′]) = 0. Si j′ < i esto es
claro. Si no, sea ϕ ∈ Hom([i, j], [i′, j′]). Observemos el lugar i′:

k

ϕ(i′−1)

��

1k
// k

ϕ(i′)

��

0 // k

La conmutatividad del diagrama nos obliga a que ϕ(i′) = 0. Inductivamente, pode-
mos demostrar que ϕ(m) = 0 para todo m.

Observación 2 Si j < j′ entonces Hom([i, j], [i′, j′]) = 0. De nuevo si j < i′

esto es claro. Si no, sea ϕ ∈ Hom([i, j], [i′, j′]). Observemos el lugar j:

k //

ϕ(j)

��

0

ϕ(j+1)

� �

k
1k

// k

La conmutatividad del diagrama nos obliga a que ϕ(j) = 0. Inductivamente de-
mostramos que ϕ(m) = 0 para todo m.

Observación 3 Si i′ ≤ i ≤ j′ ≤ j entonces Hom([i, j], [i′, j′]) ∼= k. Sea ϕ ∈
Hom([i, j], [i′, j′]). Fijémonos en el lugar i:

k
1k

//

ϕ(i)

��

k

ϕ(i+1)

� �

k
1k

// k

Por la conmutatividad del diagrama, ϕ(i) = ϕ(i+1). Inductivamente demostramos
que ϕ(m) = ϕ(i) para todo i ≤ m ≤ j′. Entonces podemos dar un isomorfismo
Hom([i, j], [i′, j′]) ∼= Endk(k) ∼= k.

Llamaremos γi
′
,j
′

i,j
al morfismo de [i, j] a [i′, j′] tal que γi

′
,j
′

i,j
(l) = 1k para i ≤

l ≤ j′. Podemos reformular las últimas tres observaciones en el siguiente

Lema 2.27 Hom([i, j], [i′, j′]) 6= 0 si y sólo si i′ ≤ i ≤ j′ ≤ j. En este caso,
Hom([i, j], [i′, j′]) ∼= k.

Corolario 2.28 Las representaciones [i, j] son inescindibles.

Demostración. End([i, j]) = Hom([i, j], [i, j]) ∼= k, claramente es un álgebra lo-
cal. �
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Las similitudes entre los teoremas de Krull-Schmidt (1.76) y de Krull-Remak-
Schmidt (2.25), así como entre el Corolario 1.75 y la Proposición 2.26 nos hacen
pensar que la categoría (Q, k-vect) se parece mucho a una categoría de módulos.
En el siguiente capítulo veremos que, de hecho, podemos considerar a (Q, k-vect)
como una subcategoría plena de una categoría de módulos.





CAPÍTULO 3

Álgebras de Caminos

3.1. Idempotentes

Fijemos un campo k y un carcaj Q.

Recordemos que un camino en Q, de longitud n, que inicia en i y termina en
j, es una concatenación de flechas:

(j|αn, . . . , α1|i)

donde s(α1) = i, t(αn) = j y t(αi) = s(αi+1) para todo i ∈ {1, . . . , n − 1}.
Observemos que los caminos se pueden multiplicar por concatenación, es decir:

(j|αn, . . . , α1|i)(i|βm, . . . , β1|h) = (j|αn, . . . , α1, βm, . . . , β1|h).

Definición 3.1 Denotaremos por ei a (i||i), es decir, el camino de longitud 0 que

inicia y termina en i. Si ω es un camino que inicia (termina) en i, definimos

ωei = ω (eiω = ω, respectivamente).

Definición 3.2 Al espacio vectorial con base los caminos en Q y con multipli-

cación que extiende bilinealmente a la multiplicación de caminos (donde definimos

ωθ = 0 si el vértice final de θ no coincide con el vértice inicial de ω), le llamaremos

el álgebra de caminos de Q, y la denotaremos por kQ.

Afirmación 3.3 kQ es un álgebra con 1 si y sólo si Q0 es finito. Además, kQ es

de dimensión finita si y sólo si Q es finito y no tiene ciclos.

Demostración. Supongamos que Q0 es finito. Entonces claramente
∑

i∈Q0
ei

es 1 de kQ. Supongamos ahora que Q0 no es finito. Sea x ∈ kQ. Entonces
x = k1ω1 + · · · + knωn, con ki ∈ k, ωi camino en Q. Sea h ∈ Q0 tal que h no

41
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es el punto inicial de ωi para todo i ∈ {1, . . . , n}. Entonces xeh = 0, de donde x
no es unitario.

Para la segunda parte de la afirmación, si Q es finito y no tiene ciclos, es claro
que sólo hay un número finito de caminos en Q. Si Q no es finito, claramente el
número de caminos en Q es infinito. Por último, si Q posee ciclos, sea ω un ciclo,
entonces ω, ω2, ω3, . . . es un número infinito de caminos en Q, todos ellos distintos
(pues su longitud es distinta). �

Ejemplo 3.4 Si Q es el 1-Loop, entonces kQ ∼= k[x], el anillo de polinomios con

coeficientes en k. En general, si Q es el n-Loop, entonces kQ ∼= k〈x1, . . . , xn〉, el

álgebra libre generada por n elementos que no conmutan entre sí.

Ejemplo 3.5 Si Q = Ln, entonces kQ ∼= ∆n, el álgebra de matrices triangulares

superiores de n × n con coeficientes en k. Veamos esto. Denotemos por X al

conjunto de caminos en Q. Existe un (único) camino de i a j si y sólo si i ≤ j.

Entonces, podemos decir que X = {ωij}i≤j≤n, donde ωij es el camino que va de i

a j (ei = ωii). Sea Aij ∈ la matriz (aml)
n

m,l=1 tal que aij = 1 y aml = 0 si m 6= i

ó l 6= j. {Aij}i≤j≤n es una base de ∆n.

ϕ : X → {Aij}i≤j≤n

ωij 7→ Aij

define una biyección entre las bases de kQ y ∆n. Es sencillo comprobar que esta

biyección respeta la multiplicación. Entonces kQ ∼= ∆n.

De ahora en adelante, supongamos a Q finito. Echemos un vistazo a los ele-
mentos {ei}i∈Q0

. Estos elementos son ídempotentes, es decir, eiei = ei para todo
i ∈ Q0. Además, eiej = ejei = 0 si i 6= j. Es claro que kQei (eikQ) tiene como base
a todos los caminos que inician (terminan) en i. De aquí que, como kQ-módulos,
kQ ∼=

⊕

i∈Q0
kQei. Por la Proposición 1.19, kQei es un kQ-módulo izquierdo

proyectivo.

Proposición 3.6 Sea M un kQ-módulo izquierdo. Entonces HomkQ(kQei,M) ∼=
eiM .

Demostración. Mostraremos algo más general. Sean R un anillo, e ∈ R ídem-
potente y M ∈ R-Mod. Mostraremos que HomR(Re,M) ∼= eM . Sea f : eM →

HomR(Re,M), definida por:

f(em) : Re→M

re 7→ rem

es fácil ver que f es un morfismo deR-módulos. Ahora definimos g : HomR(Re,M)→
eM por g(λ) = λ(e). Esta función está bien definida, pues, como e es idempo-
tente, λ(e) = λ(ee) = eλ(e) ∈ eM . También es fácil ver que g es un morfismo de
R-módulos. Por último, veamos que g y f son morfismos inversos. Sea em ∈ eM ,
entonces gf(em) = f(em)(e) = em. Por lo tanto gf = 1eM . Si λ ∈ HomR(Re,M)
entonces fg(λ)(re) = reλ(e) = rλ(ee) = λ(ree) = λ(re). Entonces fg(λ) = λ, es
decir, fg = 1HomR(Re,M). Concluímos que HomR(Re,M) ∼= eM . �
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Proposición 3.7 Sea i ∈ Q0. Entonces ei es un idempotente primitivo, es decir,

kQei es un kQ-módulo inescindible.

Demostración. Primero observemos que si 0 6= x ∈ kQei y 0 6= y ∈ eikQ en-
tonces xy 6= 0, puesto que si ω es el camino más largo que se encuentra como
sumando en x y θ es el camino más largo que se encuentra como sumando en y,
entonces el coeficiente de ωθ en xy no es 0.

Ahora, si f ∈ EndkQ(kQei) es un idempotente distinto de 0 y de la identidad,
entonces f2 = f = f1kQei

, por lo que f(1kQei
− f) = 0. Sin embargo, de la

Proposición 3.6 tenemos que EndkQ(kQei) ∼= eikQei. Por la observación que hici-
mos al principio de la demostración, tenemos una contradicción. Por lo tanto,
utilizando 1.33, kQei es un kQ-módulo inescindible. �

Proposición 3.8 Si i 6= j, entonces, como kQ-módulos, kQei � kQej.

Demostración. Primero observamos que si ej ∈ kQeikQ entonces i = j, ya
que kQeikQ tiene como base a todos los caminos que pasan por i. Ahora bien,
si existen morfismos f : kQei → kQej , g : kQei → kQej tales que fg = 1kQej

,
gf = 1kQei

, por la Proposición 3.6 tenemos elementos x ∈ eikQej , y ∈ ejkQei tales
que xy = ei, yx = ej (esto se logra utilizando el isomorfismo dado en la Proposi-
ción 3.6). Sin embargo, ei = xy ∈ eikQejejkQei = eikQejkQei ⊆ kQejkQ, una
contradicción con la observación que hicimos al inicio de la prueba. �

Con lo que hemos demostrado hasta ahora, podemos formular el siguiente re-
sultado.

Teorema 3.9 Sea Q un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces {kQei}i∈Q0

es una colección completa e irredundante (es decir, sus objetos no son isomorfos

dos a dos) de clases de isomorfismo de kQ-módulos proyectivos inescindibles fini-

tamente generados. Se sigue que, si P es un kQ-módulo proyectivo finitamente

generado entonces existe {mi}i∈Q0
⊂ N tal que:

P ∼=
⊕

i∈Q0

kQemi

i

Demostración. kQei es proyectivo e inescindible para todo i ∈ Q0. Además,
ya vimos que si i 6= j entonces kQei � kQej . Por último, si P es un módulo
proyectivo finitamente generado, sea P ′ tal que P ⊕ P ′ es un módulo libre. Por lo
tanto:

P ⊕ P ′ ∼=
⊕

i∈Q0

kQen
i

Como Q es finito y sin ciclos dirigidos, kQ es de dimensión finita, por lo que
es artiniana y neteriana. Podemos entonces aplicar el teorema de Krull-Schmidt
(1.76), se sigue que existen {ni}i∈Q0

⊆ {1, 2, . . . , n} tal que

P ∼=
⊕

i∈Q0

kQeni

i
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�

Corolario 3.10 Sea Q un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces el álgebra

de caminos kQ es hereditaria.

Demostración. Por el Teorema 3.9, {kQei}i∈Q0
es una colección completa

e irredundante de clases de isomorfismo de kQ-módulos proyectivos finitamente
generados. El único submódulo maximal de kQei es el generado por las flechas
que salen de i, pero este submódulo es isomorfo a

⊕

{kQe
t(α) | α ∈ Q1, s(α) = i},

por lo que es proyectivo. El resultado entonces se sigue del Lema 1.77. �

Terminamos esta sección con una importante propiedad de las álgebras de
caminos.

Teorema 3.11 Sea Q un carcaj finito y A una k-álgebra. Para cada par de fun-

ciones ϕ0 : Q0 → A y ϕ1 : Q1 → A que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) 1 =
∑

i∈Q0
ϕ0(i), ϕ0(i)

2 = ϕ0(i) para todo i ∈ Q0 y ϕ0(i)ϕ0(j) = 0 si i 6= j.

(2) Si α : i→ j entonces ϕ1(α) = ϕ0(j)ϕ1(α)ϕ0(i).

existe un único morfismo de k-álgebras ϕ : kQ → A tal que ϕ(ei) = ϕ0(i) para

todo i ∈ Q0 y ϕ(α) = ϕ1(α) para todo α ∈ Q1.

Demostración. Si ω = (j|αn, . . . , α1|i) es un camino en Q, definimos:

ϕ(ω) = ϕ0(j)ϕ1(αn) . . . ϕ1(α1)ϕ0(i)

Y extendemos a ϕ bilinealmente. Tenemos entonces un morfismo de k-espacios
vectoriales que respeta la multiplicación, y observando que

ϕ(1) = ϕ(
∑

i∈Q0
ei) =

∑

i∈Q0
ϕ(ei) =

∑

i∈Q0
ϕ0(i) = 1

tenemos que ϕ es un morfismo de k-álgebras. Ahora veamos la unicidad. Suponga-
mos que existe un morfismo de k-álgebras φ que extiende a ϕ1 y a ϕ0. Entonces,
si ω = (j|αn, . . . , α1|i) es un camino en Q,

φ(ω) = φ(j|αn, . . . , α1|i)
= φ(ejαn . . . α1ei)
= φ(ej)φ(αn) . . . φ(α1)φ(ei)
= ϕ0(j)ϕ1(αn) . . . ϕ1(α1)ϕ0(j)
= ϕ(ω).

Por lo tanto, el morfismo es único y la prueba del teorema está completa. �
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3.2. El radical de Jacobson de un álgebra de caminos

Definición 3.12 Sea Q un carcaj finito. El ideal de kQ generado por todos las

flechas en Q es llamado el ideal flecha de kQ. Denotaremos por RQ a este ideal.

Proposición 3.13 Sea Q un carcaj finito y sin ciclos dirigidos, y supongamos que

k es algebraicamente cerrado. Entonces RQ = rad(kQ), esto es, el ideal flecha de

kQ coincide con el radical de Jacobson de kQ.

Demostración. Como Q es finito y no tiene ciclos dirigidos, entonces RQ es
nilpotente, siendo su índice de nilpotencia l+1, donde l es la longitud del camino
más largo en Q. Ahora bien, como RQ contiene a todos los caminos de longitud
mayor ó igual que 1, entonces kQ/RQ está generado por {ei +RQ | i ∈ Q0}. Más
aún

kQ/RQ

∼=
⊕

i∈Q0

(ei +RQ)(kQ/RQ)(ei +RQ).

Como Q no tiene ciclos dirigidos, (ei + RQ)(kQ/RQ)(ei + RQ) ∼= k para todo i.
Entonces, kQ/RQ

∼= k× · · ·× k, el producto de |Q0| copias de k. Por el Lema 1.78
RQ = rad(kQ). �

Hacemos notar que, si Q tiene ciclos dirigidos, entonces la Proposición 3.13
no es necesariamente cierta. Como un ejemplo, sea Q el 1-Loop. Como ya vimos,
kQ ∼= k[x]. Si suponemos que k es algebraicamente cerrado entonces la colección
de ideales maximales de k[x] es 〈{x − λ | λ ∈ k}〉, por lo que rad(k[x]) = 0, es
decir, rad(kQ) = 0.

3.3. La categoría kQ-mod

En esta sección notaremos el vínculo que existe entre las álgebras de caminos
y las representaciones de carcajes.

Teorema 3.14 Sea Q un carcaj finito y sin ciclos orientados. Entonces las cate-

gorías kQ-mod y (Q, k-vect) son equivalentes.

Demostración. Como esta prueba es muy larga, la dividiremos en cuatro
partes.

Parte 1: Construcción de un funtor F : (Q, k-vect)→ kQ-mod

Sea V una representación de Q. Definimos:

FV =
⊕

i∈Q0

V (i).

Falta ver que FV tiene estructura de kQ módulo. Sea ω = (j|αn, . . . , α1|i) un
camino en Q y (vh)h∈Q0

∈ FV . Entonces ω(vh)h∈Q0
se define por coordenadas,
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(ω(vh)h∈Q0
)l :=

{

V (αn) . . . V (α1)(vi) si l = j

0 si l 6= j

Extendemos la multiplicación de manera lineal. Veamos que de esta manera FV
es un kQ-módulo finitamente generado. Dado que la multiplicación la extendimos
de manera lineal, sólo hace falta ver lo siguiente:

1. Si (vh)h∈Q0
∈ FV entonces 1(vh)h∈Q0

= (vh)h∈Q0
.

Sea (vh)h∈Q0
∈ FV . Recordemos que el elemento unitario de kQ es 1 =

∑

i∈Q0
ei.

La multiplicación ei(vh)h∈Q0
tiene al elemento vi en la i-ésima coordenada y a 0

en todas las demás. Entonces,

1(vh)h∈Q0
= (

∑

i∈Q0
ei)(vh)h∈Q0

=
∑

i∈Q0
ei(vh)h∈Q0

= (vh)h∈Q0
.

2. Si ω, τ son caminos en Q y (vh)h∈Q0
∈ FV , entonces ωτ(vh)h∈Q0

= ω(τ(vh)h∈Q0
).

Sean ω = (j|αn, . . . , α1|i), τ = (p|βm, . . . , β1|l) caminos en Q, y (vh)h∈Q0
∈ FV .

Si p 6= i entonces ωτ = 0, por lo que (ωτ)(vh)h∈Q0
= 0. Ahora, τ(vh)h∈Q0

tiene a 0
en su i-ésima coordenada, por lo que ω(τ(vh)h∈Q0

) tiene a V (αn) . . . V (α1)(0) = 0
en su j-ésima coordenada y a 0 en todas las demás. Dicho en otras palabras,
ω(τ(vh)h∈Q0

) = 0.

Si i = p, entonces ωτ = (j|αn, . . . , α1, βm, . . . , β1|l). Se sigue que ωτ(vh)h∈Q0
tiene

a V (αn) . . . V (α1)V (βm) . . . V (β1)(vl) en su j-ésima coordenada y 0 en todas las
demás. Ahora bien, τ(vh)h∈Q0

tiene a V (βm) . . . V (β1)(vl) en su i-ésima coorde-
nada y 0 en todas las demás. Entonces

(ω(τ(vh)h∈Q0
))l =

{

V (αn) . . . V (α1)V (βm) . . . V (β1)(vl) si l = j

0 si l 6= j

Por lo tanto ωτ(vh)h∈Q0
= ω(τ(vh)h∈Q0

).

3. Si (vh)h∈Q0
, (wh)h∈Q0

∈ FV y ω es un camino en Q, entonces ω(vh+wh)h∈Q0
=

ω(vh)h∈Q0
+ ω(wh)h∈Q0

.

Sean (vh)h∈Q0
, (wh)h∈Q0

∈ FV , ω = (j|α1, . . . , αn|i) un camino en Q. Tenemos
que ω((vh)h∈Q0

+ (wh)h∈Q0
) tiene en su j-ésima coordenada a

V (αn) . . . V (α1)((vi) + (wi)) = V (αn) . . . V (α1)(vi) + V (αn) . . . V (α1)(wi)

precisamente la j-ésima coordenada de ω(vh)h∈Q0
+ω(wh)h∈Q0

. Tanto ω((vh)h∈Q0
+

(wh)h∈Q0
) como ω(vh)h∈Q0

+ω(wh)h∈Q0
tienen 0 en todas las demás coordenadas.

De 1,2 y 3 se sigue que FV ∈ kQ-Mod. Como V (h) es de k-dimensión finita para
todo h ∈ Q0, FV es de k-dimensión finita. Por lo tanto FV ∈ kQ-mod.

Ahora, si ϕ : V → W es un morfismo de representaciones, definimos Fϕ : FV →
FW por
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Fϕ =
⊕

i∈Q0

ϕi :
⊕

i∈Q0

V (i)→
⊕

i∈Q0

W (i).

Veamos que Fϕ es un morfismo de kQ-módulos. Al ser un morfismo de k-espacios
vectoriales, queda claro que abre sumas. Entonces sólo hace falta ver que si ω =
(j|αn, . . . , α1|i) es un camino en Q y (vh)h∈Q0

∈ FV entonces Fϕ(ω(vh)h∈Q0
) =

ωFϕ((vh)h∈Q0
). Tenemos que Fϕ(ω(vh)h∈Q0

) ∈ FW tiene 0 en todas sus coor-
denadas excepto en la j-ésima, en la cual tiene a ϕj(V (αn) . . . V (α1)(vi)). Como
(ϕh)h∈Q0

es un morfismo de representaciones,

ϕj(V (αn) . . . V (α1)(vi)) =W (αn) . . .W (α1)(ϕi(vi)).

Esta última expresión es la j-ésima coordenada de ωFϕ((vh)h∈Q0
). Se sigue en-

tonces la igualdad deseada.

Vimos ya que si V es una representación de Q entonces FV ∈ kQ-mod y si
ϕ : V → W es un morfismo de representaciones entonces Fϕ : FV → FW es
un morfismo de kQ-módulos. Falta ver que F efectivamente es un funtor. Es fácil
ver que F (1V ) = 1FV para toda representación V de Q. Ahora, sean U, V,W

representaciones de Q y ϕ : U → V , ψ : V → W morfismos de representaciones.
Si (uh)h∈Q0

∈ FU entonces:

Fψϕ((uh)h∈Q0
) = (ψhϕh(uh)h∈Q0

)
= Fψ((ϕh(uh))h∈Q0

)
= Fψ(Fϕ((uh)h∈Q0

)).

Entonces Fψϕ = FψFϕ. Por lo tanto, F : (Q, k-vect)→ kQ-mod es un funtor.

Parte 2: Construcción de un funtor G : kQ-mod→ (Q, k-vect)

Sea M un kQ-módulo finitamente generado. Como kQ ∼=
⊕

i∈Q0
kQei entonces

M ∼=
⊕

i∈Q0
eiM . Definimos M(i) = eiM . Como M es un k-espacio vectorial de

dimensión finita, eiM también lo es. Ahora bien, si α : i → j entonces definimos
M(α) : eiM → ejM por M(α)(eim) = (j|α|i)(eim). Veamos que M(α) es una
función k-lineal.

Sean eim1, eim2 ∈M(i). Entonces

M(α)(eim1 + eim2) = (j|α|i)(eim1 + eim2)
= (j|α|i)eim1 + (j|α|i)eim2

=M(α)(eim1) +M(α)(eim2).

Si κ ∈ k entonces

M(α)(κeim) = (j|α|i)(κeim)
= (j|α|i)κ(eim)
= κ(j|α|i)(eim)
= κM(α)(eim).
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Por lo tanto M(α) es un morfismo de k-espacios vectoriales. Definimos entonces
GM = ((M(i))i∈Q0

, (M(α))α∈Q1
). GM claramente es una representación de Q.

Sean M,N ∈ kQ-mod y f : M → N un morfismo de kQ-módulos. Sea fi :
M(i) → N(i) definida por fi = f |

M(i). La función fi está bien definida pues
f(eim) = eif(m) ∈ eiN . Definimos Gf = (fi)i∈Q0

. Veamos que Gf : GM → GN

es un morfismo de representaciones. Si α : i→ j y eim ∈M(i) entonces

N(α)fi(eim) = (j|α|i)f(eim)
= f((j|α|i)eim)
= f(ej(j|α|i)m)
= fj(ej(j|α|i)m)
= fjM(α)(eim).

Por lo tanto N(α)fi = fjM(α) y Gf es un morfismo de representaciones. Ver que
G1M = 1GM y que Gfh = GfGh es fácil.

Parte 3: Construir un isomorfismo natural η : FG→ 1kQ−mod

Sean M,N ∈ kQ-mod, f ∈ HomkQ(M,N). Entonces FGM =
⊕

i∈Q0
eiM ∼= M ,

FGN =
⊕

i ∈ Q0eiN ∼= N y FGf =
⊕

i∈Q0
fi. Tenemos entonces el siguiente

diagrama:

M
f

//

∼=
��

N

∼=
��

⊕

i∈Q0
eiM

⊕i∈Q0
fi

//
⊕

i∈Q0
eiN

donde los isomorfismos M ∼=
⊕

i∈Q0
eiM , N ∼=

⊕

i∈Q0
eiN son los usuales. Clara-

mente el diagrama conmuta y por lo tanto FG ∼= 1kQ−
.

Parte 4: Construír un isomorfismo natural ψ : GF → 1(Q,k−vect)

Sean V = ((V (i))i∈Q0
, V (α)α∈Q1

), W = ((W (i)i∈Q0
,W (α)α∈Q1

) representaciones
de Q y f : V → W un morfismo de representaciones. GV =

⊕

i∈Q0
V (i), GW =

⊕

i∈Q0
W (i), Gf =

⊕

i∈Q0
fi. Claramente V (j) = ej

[

⊕

i∈Q0
V (i)

]

para todo

j ∈ Q0, y por lo tanto Gf |
ej[

⊕
i∈Q0

V (i)] = f . Entonces GF = 1(Q,k−vect).

Por lo tanto, (Q, k-vect) y kQ-mod son categorías equivalentes. �



CAPÍTULO 4

El Carcaj de un Álgebra

4.1. Álgebras Básicas

En el capítulo anterior vimos que, para todo carcaj Q, existe un álgebra kQ tal
que las categorías (Q, k-vect) y kQ-mod son equivalentes. No es cierto que toda
álgebra sea isomorfa a un álgebra de caminos.

Ejemplo 4.1 Sea A = k[x, y], el anillo de polinomios en dos variables con co-
eficientes en k. Supongamos que existe un carcaj Q tal que k[x, y] ∼= kQ. Como
k[x, y] tiene sólo un idempotente primitivo (a saber, el 1), tenemos que en Q sólo
habrá un vértice. Entonces existe n ∈ N tal que Q es el n-Loop. Pero ya vimos que
en este caso kQ ∼= k〈x1, . . . , xn〉, y k[x, y] no es de esta forma.

Sin embargo, en esta sección veremos que toda álgebra básica de dimensión
finita, noción que definiremos a continuación, es isomorfa a un cociente de un ál-
gebra de caminos.

Sea A un álgebra de dimensión finita sobre un campo k, al que supondremos
algebraicamente cerrado. Sea 1 = e1 + · · · + en una descomposición de la unidad
en idempotentes primitivos ortogonales (la cual es posible por 1.76, pues A es
artiniana y neteriana). Entonces A ∼= Ae1 ⊕ · · · ⊕Aen, donde cada A-módulo Aei
es proyectivo e inescindible.

Definición 4.2 Sea A un álgebra de dimensión finita sobre k, y A ∼=
⊕

n

i=1Aei
una descomposición de A en inescindibles. Diremos que A es un álgebra básica
si i 6= j implica Aei � Aej.

Ejemplo 4.3 Sea Q un carcaj finito sin ciclos orientados. Entonces kQ es un
álgebra básica.

49
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Lo que veremos ahora es que, si sólo nos interesa la categoría de módulos, en-
tonces podemos enfocarnos solamente en las álgebras básicas.

Recordemos que dos anillos R y S son Morita equivalentes si sus categorías de
módulos, R-Mod y S-Mod, son equivalentes.

Teorema 4.4 Sea A un álgebra de dimensión finita sobre el campo k. Entonces
existe un álgebra básica A′ tal que A y A′ son Morita equivalentes.

Demostración. Sea A una k-álgebra de dimensión finita. Supongamos que
A ∼=

⊕

n

j=1Aej es una descomposición de A en inescindibles. Supongamos que
A no es básica, pues de otra manera el resultado se seguiría trivialmente. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que Ae1 ∼= Ae2.

Sea e = e2 + · · ·+ en = 1− e1. Sea

B = eAe = {eae | a ∈ A}.

B tiene una estructura de k-álgebra, pues es cerrado bajo suma y multiplicación.
Además, como e es idempotente (pues {e2, . . . , en} son idempotentes ortogonales)
se tiene que el elemento unitario de B es e y, por lo tanto, que una descomposición
de B en módulos inescindibles es

Be2 ⊕ · · · ⊕Ben.

Mostraremos que B y A son Morita equivalentes.

Definamos un funtor F : A-Mod→ B-Mod. Si M ∈ A-mod, definimos

FM = eM = {em | m ∈M}

FM es un B-módulo, pues, si b = eae ∈ B, y em ∈ eM entonces b(em) =
(eae)(em) = ea(em) ∈ eM . Ahora, si f ∈ HomA(M,N), definimos

Ff = f |FM

La imagen de Ff efectivamente está en FN , pues si em ∈ FM entonces Ff(em) =
f(em) = ef(m) ∈ eN = FN . Como B ⊆ A y f es un morfismo de A-módulos,
entonces Ff es un morfismo de B-módulos. Como las imágenes de las funciones
son las restricciones, F es un funtor.

Sea ϕ : Ae1 → Ae2 un isomorfismo. Por la Proposición 3.6, HomA(Ae1, Ae2) =
e1Ae2, así que podemos decir que este isomorfismo corresponde a un elemento
a12 = e1a12e2 y que su inverso ϕ−1 corresponde a un elemento a21 = e2a21e1.
Como ϕ y ϕ−1 son inversas, se tiene que a12a21e1 = e1 y que a21a12e2 = e2.

Ahora bien, comoAe1 ∼= Ae2, entonces e1M ∼= HomA(Ae1,M) ∼= HomA(Ae2,M) ∼=
e2M para todo M ∈ A-Mod. Ahora bien, si µi : A × eiM → M son las multipli-
caciones por elementos de A, se tiene lo siguiente:



4.2. El Carcaj de un Álgebra Básica 51

µ1(a, e1m) = µ2(aa12, e2a21e1m).

Esto porque

µ1(a, e1m) = a(e1m)
= aa12a21e1m

= aa12(e2a21e1e1m)
= aa12(e2a21e1m)
= µ2(aa12, e2a21e1m).

Sea entonces M ∈ B-Mod y, como el unitario de B es e, tenemos que eM = M .
Sea M ′ = e2M ⊕ eM . Por la observación anterior, podemos definir una multipli-
cación A×M ′ →M ′ de manera que e2M ∼= e1M como A-módulos (simplemente
definimos e1m = 0 si m ∈ eM y e1m = a12(e2a21e1m) si m ∈ e2M). Entonces,
FM ′ ∼=M y, por lo tanto, F es un funtor denso.

Ahora bien, sea f ∈ HomA(M,N). Para todo i ∈ {1, . . . , n}, f induce morfismos
fi : eiM → eiN (fi es simplemente la restricción de f a eiM .) Ahora bien,

f1(e1m) = f(e1m)
= f(a12e2a21e1m)
= a12f(e2a21e1m)
= a12f2(e2a21e1m).

Con esta observación probaremos que la función

F : HomA(M,N)→ HomB(FM,FN)

es biyectiva. Sean f, g ∈ HomA(M,N) tales que Ff = Fg. Entonces f |eM =
g|eN . Como e2M ⊆ eM , tenemos que f2 = g2 y, por lo tanto, f1 = g1. Por
lo tanto f = f1 ⊕ Ff = g1 ⊕ Fg = g. Entonces F es inyectiva y el funtor
es fiel. Ahora, sea f ∈ HomB(FM,FN) = HomB(eM, eN). Extendemos f a
f ′ : e1M ⊕ eM → e1N ⊕ eN por f ′(e1m) = a12f(e2a21e1m). Es sencillo observar
que f ′ ∈ HomA(M,N) y que Ff ′ = f . Por lo tanto la aplicación es suprayectiva
y el funtor es pleno. Por 1.13, F es una equivalencia de categorías y por lo tanto
A y B son Morita equivalentes. El resultado ahora se sigue por inducción. �

Del resultado anterior se sigue que, si sólo estamos interesados en la categoría
de módulos, basta estudiar a las álgebras básicas.

4.2. El Carcaj de un Álgebra Básica

Definición 4.5 Sean Q un carcaj finito e I ⊆ kQ un ideal bilateral de kQ. Dire-
mos que I es admisible si existe m ∈ N tal que Rm

Q
⊆ I ⊆ R2

Q
.

Lema 4.6 Sea Q un carcaj finito e I un ideal admisible de kQ. Entonces {ēi =
ei + I}i∈Q0

es un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales del
álgebra kQ/I.
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Demostración. Como ēi es la imagen de ei bajo el epimorfismo de k-álgebras
canónico kQ→ kQ/I, entonces {ēi} es un conjunto completo de ortogonales idem-
potentes de kQ/I. Sólo falta ver que ēi es primitivo para cada i ∈ Q0 o, lo que es
lo mismo, que End

kQ/I
((kQ/I)ēi) ∼= ēi(kQ/I)ēi no tiene idempotentes distintos

de 0 y ēi. Sea ē un idempotente de ēi(kQ/I)ēi. Entonces ē = λei + ω + I, donde
λ ∈ k y ω es una combinación lineal de ciclos que pasan por i de longitud mayor
ó igual que 1. Como ē es idempotente,

ēē = ē ⇒ (λei + ω + I)(λei + ω + I) = (λei + ω + I)
⇒ λ2ei + 2λω + ω2 + I = λei + ω + I

⇒ (λ2 − λ)ei + (2λ− 1)ω + ω2 ∈ I

Como I ⊆ R2
Q
, todos los elementos de I son combinaciones lineales de caminos de

longitud al menos 2, y por lo tanto λ2 − λ = 0. Entonces λ = 0 ó λ = 1. Si λ = 0,
entonces ē = ω + I. Como existe m ∈ N tal que Rm

Q
⊆ I, entonces ωm ∈ I, y por

lo tanto ē = ēm = ωm + I = I, de donde se sigue que ē = 0. Si λ = 1, entonces
ē = ēi + ω+ I, y por lo tanto ē− ēi = ω+ I. Como antes, ω es nilpotente módulo
I (es decir, existe m ∈ N tal que ωm ∈ I) y, por lo tanto ē = ēi. Se sigue que ēi es
primitivo. �

Lema 4.7 Sean Q un carcaj finito y sin ciclos dirigidos, e I un ideal admisible de
kQ. Entonces

rad(kQ/I) = RQ/I

Demostración. Como I es un ideal admisible, existe m ∈ N, 2 ≤ m tal que
Rm

Q
⊆ I. Entonces, (RQ/I)

m = 0, lo que muestra que RQ/I es un ideal nilpotente
de kQ/I. Por el Tercer Teorema de Isomorfismo,

(kQ/I)/(RQ/I) ∼= kQ/RQ

de donde se sigue, por el Lema 3.13, que

(kQ/I)/(RQ/I) ∼= k × · · · × k

y concluimos por el Lema 1.78. �

Corolario 4.8 Sea Q un carcaj finito y sin ciclos dirigidos e I un ideal admisible
de Q. Entonces, para cada l ≥ 1, se tiene que radl(kQ/I) = (RQ/I)

l.

Demostración. Procederemos por inducción. La base de la inducción fue justa-
mente el lema anterior. Ahora bien, supongamos que radl−1(kQ/I) = (RQ/I)

l−1.
Fácilmente vemos que (RQ/I)

l es un ideal bilateral y nilpotente de (RQ/I)
l−1 y,

por el Tercer Teorema de Isomorfismo,

(RQ/I)
l−1/(RQ/I)

l ∼= (RQ)
l−1/(RQ)

l ∼= k × · · · × k

y concluimos. �
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Observación 4.9 Se sigue del Lema 4.7 y del Corolario 4.8 que, si Q es finito y
sin ciclos dirigidos e I es un ideal admisible de kQ entonces

rad(kQ/I)/ rad2(kQ/I) ∼= RQ/R
2
Q

que admite como base el conjunto {α+ rad2(kQ/I) | α ∈ Q1}.

Definición 4.10 Sea A un k-álgebra básica de k-dimensión finita. Definimos el
carcaj de A, QA como sigue:

(1) Si 1 = e1 + · · · + en es una descomposición de la unidad en idempotentes
primitivos y ortogonales, entonces el conjunto de vértices de QA es {1, . . . , n}.

(2) Dados dos vértices ea, eb ∈ (QA)0, el conjunto de flechas que van de
ea a eb está en correspondencia biyectiva con una base del k-espacio vectorial
eb(rad(A)/ rad

2(A))ea, donde rad
2(A) denota a rad(rad(A)).

Nota 4.11 Como A es de dimensión finita, se tiene que A es artiniana, y, por lo
tanto, del Lema 1.62 concluimos que rad2(A) = rad(rad(A)) = rad(A) rad(A).

Observación 4.12 Como A es de k-dimensión finita, entonces para todo a, b ∈
(QA)0 el k-espacio vectorial eb(rad(A)/ rad

2A)ea también es de k-dimensión finita
y, por lo tanto, QA es un carcaj finito.

Ejemplo 4.13 Sea k un campo algebraicamente cerrado y sea

A =





k 0 0
k k 0
k 0 k





el álgebra de matrices triangulares inferiores de 3× 3, [λij ] tales que λ32 = 0. Sea

I =





0 0 0
k 0 0
k 0 0





Tenemos que rad(A) = I pues I2 = 0 y A/I ∼= k × k × k. Ahora bien,

e1 =





1 0 0
0 0 0
0 0 0



 , e2 =





0 0 0
0 1 0
0 0 0



 e3 =





0 0 0
0 0 0
0 0 1





es un conjunto completo de idempotentes primitivos ortogonales. Tenemos que
e1(rad(A))e3, e1(rad(A))e2 ∼= k y que ei(rad(A))ej = 0 en todos los demás casos.
Por lo tanto QA es

1
•

2
•

BB
�

�
�

�
�

�
�

�

3
•

\\:
:
:
:
:
:
:
:
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Lema 4.14 Sea A un álgebra básica de k-dimensión finita. Entonces:

(1) El carcaj QA no depende de la elección del conjunto completo de idempo-
tentes primitivos ortogonales {e1, . . . , en}.

(2) Para cada par ea, eb de idempotentes primitivos y ortogonales en A, la
función ψ : eb(rad(A))ea/eb(rad

2(A))ea → eb(rad(A)/ rad
2(A))ea definida por

ebxea + eb(rad
2(A))ea 7→ eb(x+ rad2(A))ea es un isomorfismo de k-espacios vec-

toriales.

Demostración. (1) Por el Teorema de Krull-Schmidt (1.76), el número de
vértices en QA no depende de la elección del conjunto completo de ortogonales
idempotentes. Ahora bien, si tenemos dos conjuntos completos de ortogonales
idempotentes, digamos {e1, . . . , en} y {e′1, . . . , e

′
n
}, por el mismo teorema pode-

mos suponer que Aei ∼= Ae′
i
para todo i ∈ {1, . . . , n}. El morfismo de A-módulos

ϕ : (rad(A))ea → (rad(A)/ rad2(A))ea dado por xea 7→ (x+rad2(A))ea claramente
tiene como kernel a (rad2(A))ea y, por lo tanto,

(rad(A)/ rad2(A))ea ∼= (rad(A))ea/(rad
2(A))ea ∼= rad(Aea)/ rad

2(Aea).

Tenemos entonces los isomorfismos de k-espacios vectoriales:

eb(rad(A)/ rad
2(A))ea ∼= eb(rad(Aea)/ rad

2(Aea))
∼= HomA(Aeb, rad(Aea)/ rad

2(Aea))
∼= HomA(Ae

′
b
, rad(Ae′

a
)/ rad2(Ae′

a
))

∼= e′
b
(rad(Ae′

a
)/ rad2(Ae′

a
))

∼= e′
b
(rad(A)/ rad2(A))e′

a
.

Por lo tanto, dimk(eb(rad(A)/ rad
2(A))ea) = dimk(e

′
b
(rad(A)/ rad2(A))e′

a
). Se

sigue que QA no depende de la elección del conjunto completo de primitivos or-
togonales.

(2) Tenemos el morfismo k-lineal eb(rad(A))ea → eb(rad(A)/ rad
2(A))ea definido

por ebxea 7→ eb(x+rad2(A))ea. Este morfismo tiene como kernel a eb(rad
2(A))ea,

y concluimos. �

Lema 4.15 Sea A una k-álgebra básica de dimensión finita. Para cada flecha α :
i→ j en (QA)1 sea xα ∈ ej(rad(A))ei tal que el conjunto {xα+rad

2(A) | α : i→ j}

es una base de ej(rad(A)/ rad
2(A))ei. Entonces:

(1) Si i, j ∈ (QA)0, todo elemento x ∈ ej(rad(A))ei se puede escribir de la
forma:

x =
∑

λαn,...,α1
xαn

xαn−1
. . . xα1

donde la suma es tomada sobre todos los caminos (j|αn, . . . , α1|i) que van de i a j.

(2) Cada flecha α : i → j determina de manera única un morfismo x̂α ∈

HomA(Aej , Aei) tal que x̂α(ej) = xα, Im(x̂α) ⊆ (rad(A))ei e Im(x̂α) 6⊆ (rad2(A))ei.
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Demostración.
(1) Como k-espacios vectoriales, tenemos que

rad(A) ∼= (rad(A)/ rad2(A))⊕ rad2(A)

por lo que, como k-espacios vectoriales,

ej(rad(A))ei ∼= ej(rad(A)/ rad
2(A))ei ⊕ ej(rad

2(A))ei.

Por lo tanto, si x ∈ ej(rad(A))ei, podemos escribir a x de la forma

x =
∑

α:ei→ej

λαxα + x′

donde x′ ∈ ej(rad
2(A))ei. Entonces,

x′ = x−
∑

α:i→j

λαxα ∈ ej(rad
2(A))ei.

Como rad(A) =
⊕

a,b
ea(rad(A))eb y rad2(A) = rad(A) rad(A) tenemos:

ej(rad
2(A))ei =

∑

eh∈(QA)0

(ej(rad(A))eh)(eh(rad(A))ei).

Entonces, x′ =
∑

eh∈(QA)0
x′
h
y′
h
, donde x′

h
∈ ej(rad(A))eh y y′

h
∈ eh(rad(A))ei.

Repitiendo el procedimiento, tenemos que

x′
h
=

∑

β:h→j

λβxβ + x′′
h
, y′

h
=

∑

γ:i→h

λγyγ + y′′
h
,

donde x′′
h
∈ ej(rad

2(A))eh y y′′
h
∈ eh(rad

2(A))ei. Por lo tanto

x =
∑

α:i→j

λαxα +
∑

γ:i→h

∑

β:h→j

λβλγxβxγ + x′′′.

Donde x′′′ ∈ ej(rad
3(A))ei. Al ser A artiniana, existe m ∈ N tal que radm(A) = 0.

El resultado se sigue aplicando inducción.

(2) Tenemos el isomorfismo canónico ej(rad(A))ei
∼=
→ HomA(Aej , rad(A)ei).

Sea x̂α la imagen de xα bajo este isomorfismo. Se tiene entonces que Im(x̂α) ⊆
rad(A)ei. Además, como la imagen de xα bajo el epimorfismo canónico ej(rad(A))ei →
ej(rad(A)/ rad

2(A))ei no es 0, se tiene que Im(x̂α) 6⊆ rad2(A)xi. �

Lema 4.16 Sea Q un carcaj finito, I un ideal admisible de kQ y A = kQ/I.
Entonces QA = Q.

Demostración. Sabemos que {ēi}i∈Q0
es un conjunto completo de idempo-

tentes ortogonales y primitivos de A. Entonces los vértices de QA están en cor-
respondencia biyectiva con los vértices de Q. Además, por el Lema 4.14 (2) las
flechas que van de i a j en Q están en correspondencia biyectiva con una base de
ej(rad(A)/ rad

2(A))ei. �
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Teorema 4.17 (Gabriel) Sea A una k-álgebra básica de dimensión finita, con
k algebraicamente cerrado. Entonces existe un ideal admisible I de kQA tal que
A ∼= kQA/I.

Demostración. Construiremos un morfismo de álgebras kQA → A, veremos que
este morfismo es suprayectivo y que su kernel es un ideal admisible de kQA.

Para cada flecha α : ei → ej en (QA)1, elegimos xα ∈ rad(A) tal que {xα+rad
2(A) |

α : ei → ej} forma una base de ej(rad(A)/ rad
2(A))ei. Definimos

ϕ0 : (QA)0 → A

i 7→ ei

y

ϕ1 : (QA)1 → A

α 7→ xα

Entonces, los elementos ϕ0(i) forman un conjunto completo de ortogonales idem-
potentes en A, y si α : i→ j, entonces

ϕ0(j)ϕ1(α)ϕ0(i) = ejxαei = xα
= ϕ1(α).

Por el Teorema 3.11 existe un único morfismo de k-álgebras ϕ : kQA → A que
extiende a ϕ0 y a ϕ1.

Procedemos a observar que ϕ es sobre. Como k-espacios vectoriales, tenemos que
A ∼= A/ rad(A) ⊕ rad(A). Entonces, basta demostrar que A/ rad(A), rad(A) ⊆
Im(ϕ). Que rad(A) ⊆ Im(ϕ) se sigue del Lema 4.15. Ahora bien, como rad(A/ rad(A))
= 0 y A/ rad(A) es un álgebra artiniana, tenemos que A/ rad(A) es semisimple.
Como además tenemos que

A/ rad(A) ∼=
⊕

i∈Q0

(A/ rad(A))ēi

es una descomposición de A/ rad(A) en inescindibles, tenemos que (A/ rad(A))ēi
es un A/ rad(A)-módulo simple para todo i ∈ Q0. Además, como k-álgebras:

A/ rad(A) ∼= (End
A/ rad(A)(A/ rad(A)))

op.

Si Bi := End
A/ rad(A)((A/ rad(A))ēi) tenemos que End

A/ rad(A)(A/ rad(A)) es











B1 0 . . . 0
0 B2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Bn











.

Como k es algebraicamente cerrado, por la Proposición 1.79 Bi = kēi para todo
i ∈ Q0. Esto nos dice que Bi ⊆ Im(ϕ) para todo i y, por lo tanto, A/ rad(A) ⊆
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Im(ϕ) de donde se sigue que ϕ es suprayectiva.

Por último, veamos que Ker(ϕ) es un ideal admisible de kQA. Sea R = RQA
. Por

definición tenemos que ϕ(R) ⊆ rad(A) y, por lo tanto ϕ(Rl) ⊆ rad(A)l para todo
l. Como A es de dimensión finita, rad(A) es nilpotente y por lo tanto existe m ∈ N

tal que ϕ(Rm) ⊆ rad(A)m = 0, por lo que Rm ⊆ Ker(ϕ) = I. Sea x ∈ I, entonces

x =
∑

i∈(QA)0

λiei +
∑

α∈(QA)1

µαα+ y

donde λi, µi ∈ k, y ∈ R
2. Como x ∈ I = Ker(ϕ),

0 =
∑

i∈(QA)0

λiei +
∑

α∈(QA)1

µαxα + ϕ(y).

Como
∑

α∈(QA)1
µαα ∈ R y y ∈ R2, se tiene que

∑

i∈(QA)0

λiei = −





∑

α∈(QA)1

µαxα + ϕ(y)



 ∈ rad(A).

Al ser rad(A) nilpotente y {ei}i∈(QA)0 un conjunto de idempotentes ortogonales,
tenemos que λi = 0 para todo i. Como y ∈ R2,

∑

α∈(QA)1

µαxα = −ϕ(y) ∈ rad(A)
2 = rad2(A).

Por lo tanto

∑

α∈(QA)1

(µαxα + rad2(A)) = 0 en el cociente rad(A)/ rad2(A).

Pero, por construcción, {xα+rad
2(A) | α ∈ (QA)1} es una base de rad(A)/ rad

2(A).
Por lo tanto µα = 0 para toda α, y se sigue que x = y ∈ R2. Concluimos que
Rm ⊆ I ⊆ R2, es decir, I es un ideal admisible de kQA. �

4.3. Álgebras Hereditarias

En esta sección aplicaremos los resultados de las dos secciones anteriores cuando
A es un álgebra hereditaria de dimensión finita. Si sólo estamos interesados en la
categoría de módulos de A, basta considerar el caso cuando además A es un álgebra
básica.

Proposición 4.18 Sea A un álgebra hereditaria. Si Pi y Pj son A-módulos proyec-
tivos e inescindibles, entonces todo morfismo no nulo, f : Pi → Pj es un monomor-
fismo.

Demostración. Sea f : Pi → Pj un morfismo no nulo. Consideramos la siguiente
sucesión exacta:
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0 // Ker(f) �
�

// Pi

f

// Im(f) // 0.

Como A es hereditaria, Im(f) es proyectivo, por lo que Pi

∼= Im(f)⊕Ker(f). Dado
que Pi es inescindible e Im(f) 6= 0, tenemos que Ker(f) = 0 y por lo tanto f es
un monomorfismo. �

Proposición 4.19 Sea A un álgebra básica y hereditaria, de dimensión finita.
Entonces el carcaj QA no tiene ciclos dirigidos.

Demostración. Sabemos ya que A ∼= kQA/I, donde I es un ideal admisible de
A. Para cada flecha α : ei → ej en QA, el morfismo α∗ : (kQA/I)ej → (kQA/I)ei,
que a cada camino ω lo manda a la clase de ωα, es inyectivo, pues es un morfismo
no 0 entre dos (kQA/I)-módulos proyectivos inescindibles. Como I ⊆ RQ, tenemos
que Im(α∗) ⊆ rad((kQA/I)ei).

Razonando por contradicción, supongamos que QA tiene ciclos dirigidos y sea
(i|αn, . . . , α1|i) un ciclo en QA. El morfismo f = αn∗ . . . α1∗ es un monomorfismo
pues es composición de monomorfismos, y Im(f) ⊆ rad((kQA/I)ei) ( Aei. Pero
entonces:

dimk(Aei) = dimk Im(f) ≤ dimk(rad(Aei)) < dimk(Aei)

una contradicción. Por lo tanto, QA no tiene ciclos dirigidos. �

Proposición 4.20 Sea A una k-álgebra básica, hereditaria y de dimensión finita,
con k algebraicamente cerrado. Entonces A ∼= kQA.

La prueba de la Proposición 4.20 es una consecuencia directa del siguiente
resultado.

Proposición 4.21 Sea A una k-álgebra de dimensión finita e I ⊆ A un ideal
bilateral de A tal que I ⊆ rad2(A) . Si A/I es hereditaria, entonces I = 0.

Demostración. Al ser A un álgebra noetheriana, I es finitamente generado como
A-módulo izquierdo. El Lema de Nakayama (1.52) nos asegura que si rad(A)I = I

entonces I = 0. Podemos entonces trabajar módulo rad(A)I, por lo que suponemos
que rad(A)I = 0. Sea Γ = A/I. Como rad(A)I = 0, podemos ver a rad(A) como
un Γ-módulo derecho. Ahora bien, rad(Γ) = rad(A)/I, de donde tenemos que el
epimorfismo de Γ-módulos

rad(A)→ rad(A)/I = rad(Γ)

se escinde, pues rad(Γ) es proyectivo. Se sigue entonces que, como Γ-módulos,
rad(A) ∼= rad(A)/I⊕I lo que nos dice que como A-módulos, rad(A) ∼= rad(A)/I⊕I.
Pero, como I ⊆ rad(rad(A)), y A es noetheriana, entonces I � rad(A) (Corolario
1.69), por lo que no puede ser sumando directo de rad(A). Tenemos pues una con-
tradicción, y concluimos que I = 0. �
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Probemos ahora la Proposición 4.20. Como A es una k-álgebra básica y de di-
mensión finita, entonces A ∼= kQA/I, con I ⊆ R2

QA

= rad2(kQA). Por la Proposi-
ción 4.19, kQA es de generación finita, y, como kQA/I es hereditaria, la proposición
anterior nos asegura que I = 0. Entonces A ∼= kQA.

Ahora bien, sea V una representación del carcaj lineal Ln. Entonces V ∼=
⊕

m

l=1 Vl, donde Vl
∼= [il, jl]. Consideremos la k-álgebra A = EndLn

(V ). Podemos
ver a esta álgebra como la siguiente álgebra de matrices











EndLn
(V1) HomLn

(V1, V2) . . . HomLn
(V1, Vm)

HomLn
(V2, V1) EndLn

(V2) . . . HomLn
(V2, Vm)

...
...

. . .
...

HomLn
(Vm, V1) HomLn

(Vm, V2) . . . EndLn
(Vm)











Un conjunto completo de ortogonales idempotentes de A es:

e1 =











1V1
0 . . . 0

0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0











, e2 =











0 0 . . . 0
0 1V2

. . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0











, . . . , em =











0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1Vm











Ahora bien, si Va ∼= Vb, entonces Aea ∼= Aeb. Si suponemos que A es básica
se sigue que, si a 6= b, entonces Va � Vb. Podemos entonces suponer que nuestras
representaciones están ordenadas de manera que i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ in, y, si ip = ip+1

entonces jp < jp+1. Sabemos que existen morfismos no 0 de Va a Vb si y sólo
si ib ≤ ia ≤ jb ≤ ja y que, en este caso, HomLn

(Va, Vb) ∼= k. El orden que
estamos dando a nuestras representaciones nos dice que HomLn

(Va, Vb) = 0 si
a < b. Podemos entonces considerar a A como una subálgebra de las matrices
triangulares inferiores de m ×m con coeficientes en k, donde la entrada aλµ = 0
si HomLn

(Vλ, Vµ) = 0. Bajo esta correspondencia, tenemos que

e1 =











1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0











, e2 =











0 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0











, . . . em =











0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . 1











Sea

Bλµ =

{

k si HomLn
(Vλ, Vµ) 6= 0,

0 si HomLn
(Vλ, Vµ) = 0.

Tenemos que, si



60 4. El Carcaj de un Álgebra

R :=















0 0 . . . 0 0
B21 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

B(m−1)1 B(m−1)2 . . . 0 0
Bm1 Bm2 . . . B

m(m−1) 0















entonces R = rad(A) pues R es nilpotente y A/R ∼= km. Entonces, eb(rad(A))ea
es 0 si Bab = 0, o, si Bab = k, eb(rad(A))ea es el k-subespacio vectorial de A que
tiene 0 en todas sus entradas excepto en la entrada ab, en donde tiene a una copia
de k. Ahora bien, eb(rad

2(A))ea =
∑

c∈{1,...,m}(eb(rad(A))ec)(ec(rad(A))ea). Por

lo tanto, para aquellas parejas (a, b) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . ,m} que cumplen que
eb(rad(A))ea 6= 0:

eb(rad
2(A))ea =

{

Bab si existe c ∈ {1, . . . ,m} tal que Bac = k, Bcb = k

0 si para toda c ∈ {1, . . . ,m}, Bac = 0 ó Bcb = 0

En el caso en el que eb(rad
2(A))ea = Bab tendremos que eb(rad(A)/ rad

2(A))ea ∼=
eb(rad(A))ea/eb(rad

2(A))ea = 0. En otro caso, tenemos que eb(rad(A))ea/eb(rad
2(A)ea ∼=

k. Entonces, el número de flechas que van de ea a eb en QA es

{

1 si Bab = k y no existe c tal que Bac = k, Bcb = k,

0 en otro caso.

Ejemplo 4.22 Sean n = 10 y V1 = [1, 3], V2 = [2, 7], V3 = [4, 9], V4 = [5, 8], V5 =

[6, 10] representaciones de L10. Sea V =
⊕5

i=1 Vi. Tenemos que HomL10
(Vi, Vj) =

0 si i < j, B21 = k, B31 = 0, B41 = 0, B51 = 0, B32 = k, B42 = k, B52 = k,
B43 = 0 B53 = k y B54 = k. Entonces, si A = EndL10

(V ), el carcaj QA es:

5
•

//

��
:

:
:

:
:

:
:

:

3
•

// 2
•

// 1
•

4
•

BB
�

�
�

�
�

�
�

�

En el ejemplo anterior tenemos que dimk(e1kQAe5) = 2 y dimk(e1Ae5) = 0.
Además, dimk(e2kQAe5) = 2 y dimk(e2Ae5) = 1. Entonces, A � kQA y, por
lo tanto, A no es hereditaria. ¿Qué es lo que falla? Tratemos de contestar esta
pregunta.

Lema 4.23 Sea V =
⊕

m

i=1 Vi una representación de Ln, donde las representa-
ciones Vi son inescindibles y no isomorfas dos a dos. Sea A := EndLn

(V ). Si
Bij 6= 0 entonces existe un camino de i a j en QA.

Demostración. Supongamos que Bij 6= 0. Si no existe c ∈ {1, . . . ,m} \ {i, j} tal
que Bic 6= 0, Bcj 6= 0 entonces existe una flecha de ei a ej . Supongamos entonces
que existe c ∈ {1, . . . ,m}\{i, j} tal que Bic 6= 0, Bcj 6= 0. Si no existen c1, c2 tales
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que Bic1
6= 0, Bc1c

6= 0, Bcc2
6= 0 y Bc2j

6= 0 entonces existen flechas de ei a ec y de
ec a ej , de donde se sigue que existe un camino de ei a ej . Supongamos entonces
que existe c1 tal que Bic1

6= 0, Bc1c
6= 0 y hacemos el mismo procedimiento. Como

(QA)0 es finito, el procedimiento ha de terminar y de aquí obtenemos un camino
de i a j. �

Lema 4.24 Con la notación del Lema 4.23, si i, j ∈ {1, . . . ,m}, entonces
dimk(ejAei) ≤ 1.

Demostración. Tenemos que ejAei = 1Vj
A1Vi

= 1Vj
(EndLn

(
⊕

m

l=1 Vl))1Vi

∼=
HomLn

(Vi, Vj), donde el isomorfismo es como k-espacios vectoriales. Sabemos ya
que estos espacios vectoriales son de dimensión 1 o 0, de donde se sigue la proposi-
ción. �

Del Lema 4.23 tenemos que, si HomLn
(Vi, Vj) 6= 0 y HomLn

(Vj , Vl) 6= 0 en-
tonces, en QA, existe un camino de ei a el. Entonces, si queremos que A ∼= kQA,
necesitamos que HomLn

(Vi, Vl) 6= 0. Del Lema 4.24, tenemos que, dados i, j ∈
{1, . . . ,m} entonces, en QA, existe a lo más un camino de i a j. Juntando estas
observaciones, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.25 Sea V =
⊕

m

l=1 Vi una representación de Ln, donde las repre-
sentaciones Vi son inescindibles y no isomorfas dos a dos. Sea A := EndLn

(V ).
Una condición necesaria y suficiente para que A ∼= kQA es que, dados i, j ∈
{1, . . . ,m}, existe un único camino de i a j en QA si y sólo si HomLn

(Vi, Vj) 6= 0.

Demostración. =⇒] Se sigue de los lemas 4.23 y 4.24.

⇐=] Mostraremos que el epimorfismo ϕ : kQA → A es en realidad un isomorfismo.
Sea I = Ker(ϕ). Sabemos que Rl

QA

⊆ I ⊆ R2
QA

para algún l ∈ N. Sea ω =
(b|αp, . . . , α1|a) un camino en QA. Entonces ϕ(ω) es el endomorfismo de V que al
verlo como matriz tiene a 0 en todas sus entradas excepto en la entrada ab, donde
tiene a γib,jb

ia,ja
, por lo que ϕ(ω) 6= 0. Ahora bien, sea x = k1ω1+k2ω2+ · · ·+k1ωq ∈

kQA, donde el conjunto de caminos {ω1, ω2, . . . , ωq} es linealmente independiente
y k1, k2, . . . , kq 6= 0. Como entre los caminos {ω1, ω2, . . . , ωq} no hay dos que unan
a los mismos puntos, se tiene que ϕ(x) 6= 0. De aquí tenemos que Ker(ϕ) = 0 y,
por lo tanto, ϕ es un isomorfismo. �





CAPÍTULO 5

Carcajes Realizables

A lo largo de este capítulo, todos los carcajes serán finitos, sin ciclos dirigidos
y sin más de un camino entre dos vértices.

Según vimos al final del capítulo anterior, si V =
⊕

m

l=1 Vl es una representación
de Ln, donde Vi es una representación inescindible para toda i ∈ {1, . . . ,m} y
Vi � Vj si i 6= j; y A := EndLn

(V ), entonces A ∼= kQA si y sólo si dados i, j ∈

{1, . . . ,m} existe un único camino de ei a ej en QA si y sólo si HomLn
(Vi, Vj) 6= 0.

La pregunta ahora es, ¿para qué carcajes, sin ciclos dirigidos, Q, se cumple que
existe una representación V de Ln tal que EndLn

(V ) ∼= kQ?. En vista de la
Proposición 4.20, podemos reformular la pregunta de la siguiente manera: ¿para
qué álgebras básicas, hereditarias y de dimensión finita A se cumple que existe
una representación V de Ln tal que A ∼= EndLn

(V )?. En este capítulo trataremos
de dar una respuesta a dicha pregunta.

Definición 5.1 Sea Q un carcaj. Diremos que Q es (End)-realizable en Ln si
existe una representación V de Ln tal que EndLn

(V ) ∼= kQ o, equivalentemente,
si existe un ∆n-módulo finitamente generado M tal que kQ ∼= End∆n

(M). Diremos
que Q es realizable si existe n ∈ N tal que Q es (End)-realizable en Ln.

Con la Definición 5.1, reformulamos la pregunta con la que iniciamos este capí-
tulo: ¿cuáles son los carcajes realizables? Por nuestras observaciones al final del
capítulo anterior, podemos decir que son aquellos para los que a cada vértice i de
Q le podemos asociar una representación inescindible [ιi, i] de Ln de manera que
la desigualdad

ιi < ιj < i < j

es cierta si y sólo si existe un camino de j a i.

63
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5.1. Las técnicas que utilizaremos

El propósito de esta sección es dar a conocer las técnicas que se utilizarán para
tratar de clasificar a los carcajes realizables. Por lo que vimos en la Proposición
4.25, un carcaj es realizable si existen n ∈ N y una asignación

r : Q0 → {Representaciones inescindibles de Ln}

i 7→ [r′
i
, r′′

i
]

tal que [r′
i
, r′′

i
] � [r′

j
, r′′

j
] si i 6= j y HomLn

([r′
i
, r′′

i
], [r′

j
, r′′

j
]) 6= 0 si y sólo si existen

caminos de i a j en Q.

Definición 5.2 Sea Q un carcaj. Sea C el conjunto de los intervalos compactos
de R. Una realización de Q es una función

r : Q0 → C

i 7→ [r′
i
, r′′

i
]

tal que r′
j
< r′

i
< r′′

j
< r′′

i
si y sólo si existe un camino de i a j en Q.

Es claro que un carcaj Q es realizable si y sólo si existe una realización de Q.
De la definición se siguen algunos resultados básicos.

Proposición 5.3 Sea Q un carcaj realizable. Entonces, para todo X ⊆ Q0, el
subcarcaj pleno generado por X, Q(X), es realizable.

Demostración. Sea r una realización de Q. Entonces la restricción de r a X es
una realización de Q(X). �

Proposición 5.4 Sea Q un carcaj. Entonces, Q es realizable si y sólo si su carcaj
dual Q∗ es realizable.

Demostración. =⇒] Sea r : i 7→ [r′
i
, r′′

i
] una realización de Q. Entonces −r : i 7→

[−r′′
i
,−r′

i
] es una realización de Q∗.

⇐=] Se sigue de =⇒], pues (Q∗)∗ = Q. �

A lo largo de este capítulo, en lugar de dar explícitamente a las realizaciones
las veremos gráficamente, lo que nos permitirá facilitar las pruebas de muchas
proposiciones.

Ejemplo 5.5 Sea Q el carcaj

1
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

2
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

4
•

una realización de Q es:
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[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

donde, el número que está a la derecha del intervalo nos dice de qué vértice en Q

es la imagen.

Definición 5.6 Sea Q un carcaj realizable y r : i 7→ [r′
i
, r′′

i
] una realización de Q.

Definimos el orden parcial ≺r en Q0 por

i ≺r j si r′
j
< r′

i
< r′′

i
< r′′

j

Gráficamente, i ≺r j si en la realización r se tiene:

[ ] i
[ ] j

El orden parcial ≺r será una de nuestras herramientas principales. Veamos
algunas propiedades de este orden, para esto recordemos (Definición 2.2) que, si
x ∈ Q0, entonces Px es el conjunto de predecesores de x, y Sx es el conjunto de
sucesores de x.

Lema 5.7 Sean Q un carcaj realizable y p, q ∈ Q0. Supongamos que no existen
caminos dirigidos entre p y q y que existe un vértice l ∈ Q0 tal que p, q ∈ Sl.
Entonces para toda realización r de Q se tiene que p ≺r q ó q ≺r p.

Demostración. Sea r : i 7→ [r′
i
, r′′

i
] una realización de Q. Razonando por con-

tradicción, supongamos que p y q no son comparables bajo ≺r. Como no existen
caminos dirigidos entre p y q, podemos suponer sin pérdida de generalidad que se
tiene r′

p
< r′′

p
< r′

q
< r′′

q
.

[ ] p [ ] q

Sea l ∈ Q0 tal que l tiene un camino hacia p. Debemos tener r′
p
< r′

l
< r′′

p

[ ] p [ ] q
[ · · ·l

Pero entonces r′
l
< r′

q
, por lo que no podemos tener caminos hacia q. Una con-

tradicción. �

Tenemos el dual al lema anterior.

Lema 5.8 Sean Q un carcaj realizable y p, q ∈ Q0. Supongamos que no existen
caminos entre p y q y que existe l ∈ Q0 con tal que l ∈ Sp∩Sq. Entonces para toda
realización r de Q se tiene que p ≺r q ó q ≺r p.

Demostración. Sea r una realización de Q. Razonando por contradicción, su-
pongamos que p y q no son comparables bajo ≺r. Como no existen caminos entre
p y q, podemos suponer sin pérdida de generalidad que r′

p
< r′′

p
< r′

q
< r′′

q
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[ ] p [ ] q

Sea l ∈ Q0 tal que existe un camino de p a l. Entonces debemos tener r′
l
< r′

p
<

r′′
l
< r′′

p
.

[ ] p [ ] q
[ ] l

Entonces no podemos tener un camino de q a l, una contradicción. �

Otra aplicación de este orden parcial es el siguiente resultado.

Lema 5.9 Sea Q un carcaj realizable. Sean i, j ∈ Q0 tales que existe una realiza-
ción r con i ≺r j. Sea p ∈ Q0 tal que i ≺r p ≺r j. Entonces, para todo q ∈ Si ∩Sj,
existe un camino de p a q.

Demostración. Tenemos que la realización es de la siguiente manera

[ ] j
[ ] p

[ ] i

Sea q tal que existe un camino de i a q y un camino de j a q, tenemos que la
realización tiene la forma

[ ] j
[ ] p

[ ] i
[ ] q

De donde se sigue que existe un camino de p a q. �

Tenemos el dual del lema anterior.

Lema 5.10 Sea Q un carcaj realizable. Sean i, j ∈ Q0 tales que existe una realiza-
ción r con i ≺r j. Sea p ∈ Q0 tal que i ≺r p ≺r j. Entonces, para todo q ∈ Pi∩Pj,
existe un camino de q a p.

Demostración. La realización es

[ ] j
[ ] p

[ ] i

Sea q tal que existe un camino de q a i y un camino de q a j. Entonces la realización
es

[ ] j
[ ] p

[ ] i
[ ] q
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Por lo que q también tiene un camino a p. �

Como una aplicación de los lemas 5.7, 5.8 5.9 y 5.10 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 5.11 El carcaj

1
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

2
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

// 3
•

4
•

5
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

// 6
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

no es realizable.

Demostración. Supongamos, por el contrario, que el carcaj es realizable. Sea r

una realización. Por el Lema 5.7 los vértices 1 y 6 son comparables bajo ≺r. Por
el mismo lema los vértices 3 y 6 también son comparables. Por el Lema 5.8 los
vértices 3 y 1 son comparables. Entonces los vértices 1, 3 y 6 forman una cadena
a ≺r b ≺r c.

[ ] c
[ ] b

[ ] a

1. Si b = 1 entonces, por el Lema 5.10, todo vértice que tenga caminos a 2 y a 6
también tendrá caminos a 1. 5 es un vértice que contradice esta afirmación.

2. Si b = 2 entonces, por el Lema 5.9, todo vértice que tenga caminos desde
1 y 6 también tendrá caminos desde 3. 4 es un vértice que contradice esta
afirmación.

3. Si b = 6 entonces, por el Lema 5.10, todo vértice que tenga caminos a 1 y a 3
también tendrá caminos a 6. 2 es un vértice que contradice esta afirmación.

En cualquiera de los casos llegamos a una contradicción, con lo que concluimos
que el carcaj no es realizable. �

Corolario 5.12 El carcaj

1
•

����
�
�
�
�
�
�

2
•

3
•

oo

����
�
�
�
�
�
�

4
•

\\:
:
:
:
:
:
:
:

����
�
�
�
�
�
�

5
•

6
•

oo



68 5. Carcajes Realizables

no es realizable.

Demostración. Se sigue de la Proposición 5.4 y del Corolario 5.11, pues el carcaj
en cuestión es el dual del carcaj en el Corolario 5.11. �

5.2. Extensiones de Realizaciones

5.2.1. Árboles

Definición 5.13 Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj, sean x ∈ Q0, y /∈ Q0. Defini-
mos el carcaj Qx→ := ((Qx→)0, (Qx→)1, sx→, tx→) de la siguiente manera

(Qx→)0 = Q0 ∪ {y}

(Qx→)1 = Q1 ∪ {α}

sx→|Q1
= s, sx→(α) = x

tx→|Q1
= t, tx→(α) = y

En otras palabras, Qx→ no es más que “pegar” el vértice y al carcaj Q mediante
una flecha que va de x a y.

Ejemplo 5.14 Sea Q el carcaj

1
•

2
•

// 3
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

4
•

5
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

// 6
•

7
•

Sean x = 1, y = 8. Entonces el carcaj Qx→ es

1
•

// 8
•

2
•

// 3
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

4
•

5
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

// 6
•

7
•

Este carcaj es realizable:
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[ ] 5
[ ] 3

[ ] 6
[ ] 4

[ ] 1
[ ] 7

[ ] 2
[ ] 8

Análogamente a la Definición 5.13, tenemos la siguiente definición.

Definición 5.15 Sea Q = (Q0, Q1, s, t) un carcaj, y sea x ∈ Q0. Sean y, α tales
que y /∈ Q0, α /∈ Q1. Definimos el carcaj Qx← como,

Qx← = ((Q∗)x→)∗

El carcaj Qx← no es nada más que “pegar” el vértice y al carcaj Q mediante
una flecha α que va de y a x ∈ Q0.

Ejemplo 5.16 Sea Q el carcaj del ejemplo 5.20. Si x = 3, y = 8 el carcaj Qx← es

8
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

1
•

2
•

// 3
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

4
•

5
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

// 6
•

7
•

Este carcaj también es realizable:

[ ] 5
[ ] 3

[ ] 6
[ ] 4

[ ] 1
[ ] 7

[ ] 2
[ ] 8

En los ejemplos 5.14 y 5.16 vimos ejemplos en los que, si Q es un carcaj
realizable, entonces Qx→ y Qx← también son realizables. Para ciertos carcajes,
podemos demostrar que para todo x ∈ Q0 los carcajes Qx→ y Qx← son realizables.

Proposición 5.17 Sea Q un carcaj realizable. Sea x ∈ Q0 tal que no existe X ⊆

Q0, con x ∈ X y el carcaj Q(X) de la siguiente manera:
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• //

��

x

•
// •

• •oo

@@
�
�
�
�
�
�
�
�

(5.1)

Entonces Qx→ es realizable.

Demostración. Sea r : i 7→ [r′
i
, r′′

i
] una realización de Q. Extenderemos r a una

realización de Qx→. Haremos esto por casos.

Caso 1.- Sx 6= ∅ y Px 6= ∅

Sea

M1 := máx({r′
j
| j ∈ Q0, r

′
j
< r′

x
} ∪ {r′′

l
| l ∈ Q0, r

′′
l
< r′

x
}).

Elegimos r′
y
de manera que M1 < r′

y
< r′

x
. Sean

N1 := máx{r′
i
| i ∈ Px}

y
N2 := mı́n{r′′

j
| j ∈ Sx}

Notamos que N1 < N2, pues Sx ⊆ Si para todo i ∈ Px. Sean i0 ∈ Px, j0 ∈ Sx tales
que N2 = r′′

j0
, N1 = r′

i0
.

Afirmamos que no existe un vértice p ∈ Q0 tal que

1. p ≺r x

2. r′
p
< N1 < N2 < r′′

p

Veamos esto. Supongamos, por el contrario, que sí existe tal p, se tiene entonces
que la realización es,

[ ] i0
[ ] x

[ ] j0
[ ] p

N1 N2

Y por lo tanto el subcarcaj generado por {x, j0, i0, p} tiene que tener la forma:

i0

•
//

��

p

•

��
x

•
// j0
•
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Cosa que no es posible pues no hay más de un camino dirigido entre cualesquiera
dos vértices de Q.

Ahora afirmamos que no existen vértices p1, p2 tales que

1. p1, p2 ≺r x,

2. r′
p1

< N1 < r′′
p1

< N2,

3. N1 < r′
p2

< N2 < r′′
p2
,

4. r′′
p1

< r′′
p2.

Para ver esto, supongamos que sí existen tales vértices. Entonces la realización es:

[ ] i0
[ ] x

[ ] j0
[ ]p1

[ ]p2

N1 N2

Luego, el carcaj generado por {x, i0, j0, p1, p2} es:

i0

•
//

��

x

•
// j0
•

p1

•
p2

•
oo

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

Este carcaj tiene justamente la forma del carcaj (5.1). Por nuestra suposición, no
podemos tener subcarcajes de esta forma.

Definimos los conjuntos

A1 := {b ∈ Q0 | r
′
b
< N1 < r′′

b
< N2}

y

A2 := {a ∈ Q0 | N1 < r′
a
< N2 < r′′

a
}.

Sean,

B1 :=

{

máx
b∈P(A1){r

′′
b
} siA1 6= ∅,

N2 siA1 = ∅;

y

B2 :=

{

mı́n
a∈S(A2){r

′
a
} siA2 6= ∅,

N1 siA2 = ∅.
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Se tiene que B1 < B2. Sea r′′
y
en el intervalo abierto (B1, B2). Veamos que si

definimos r(y) = [r′
y
, r′′

y
] tenemos una realización de Qx→. Es claro que r′

y
< r′

x
<

r′′
y
< r′′

x
. Además, como para todo vértice i en Px se tiene que r′

i
< N1 < B1 < r′′

y
,

tenemos que r′
y
< r′

i
< r′′

y
< r′′

i
. Ahora, si p es un vértice tal que x ≺r p, por

construcción también se tendrá y ≺r p. Por construcción se tiene que y ≺r j para
todo j ∈ Sx. Si se tiene que el intervalo [r

′
p
, r′′

p
] es ajeno al intervalo [r′

x
, r′′

x
] entonces

también será ajeno a [r′
y
, r′′

y
]. Falta ver los vértices p para los que se cumple que

p ≺r x. Podemos separar a estos vértices en:

X1 := {p ≺r x | [r′
p
, r′′

p
] ⊆ [r′

x
, B1]} y X2 := {p ≺r x | [r′

p
, r′′

p
] ⊆ [B2, r

′′
x
]}

entonces se tendrá que p ≺r y para todo p ∈ X1 y que, como intervalos de números
reales, [r′

y
, r′′

y
] ∩ [r′

p
, r′′

p
] = ∅ para todo p ∈ X2. Se sigue entonces que r es una rea-

lización de Qx→ y, por lo tanto, que Qx→ es realizable.

Caso 2.- Sx = ∅.

Este caso es fácil. Sólo definimos M1 igual que en el caso 1, y elegimos r′
y
en el

intervalo abierto (M1, r
′
x
). Sea

M2 := máx({r′
i
| r′

i
< r′′

x
} ∪ {r′′

j
| r′′

j
< r′′

x
}.

Elegimos r′′
y
de manera que M2 < r′′

y
< r′′

x
. Es fácil verificar que si hacemos

r(y) = [r′
y
, r′′

y
] entonces r es una realización de Qx→.

Caso 3.- Px = ∅.

Este caso también es fácil. Elegimos r′
y
como en el caso anterior. Sea

M3 := mı́n({r′
i
| r′

x
< r′

i
} ∪ {r′′

j
| r′

x
< r′′

j
});

y elegimos r′′
y
en el intervalo abierto (r′

x
,M3). Si hacemos r(y) = [r′

y
, r′′

y
] tendremos

que r es una realización de Q→x. Hemos cubierto todos los casos. �

Como la prueba anterior es un tanto complicada, haremos un ejemplo para ver
cuál fue el razonamiento en ella. Sea Q el carcaj

1
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

2
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

4
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

5
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

6
•

7
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

8
•

9
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�
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Hagamos una construcción del carcaj Q5→. Q cumple las hipótesis del lema, una
realización de Q es:

[ ] 1
[ ] 5

[ ] 6
[ ] 3

[ ] 2
[ ] 4

[ ] 8
[ ] 7

[ ] 9

Ubiquemos a M1, N1 y N2 en la realización anterior:

[ ] 1
[ ] 5

[ ] 6
[ ] 3

[ ] 2
[ ] 4

[ ] 8
[ ] 7

M1 N2N1

[ ] 9

Tenemos que A1 = ∅ y que A2 = {2}. Ubicamos entonces a B1 y a B2

[ ] 1
[ ] 5

[ ] 6
[ ] 3

[ ] 2
[ ] 4

[ ] 8
[ ] 7

M1 N2N1 = B1

[ ] 9
B2

Por lo que una realización del carcaj Q5→

1
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

2
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

4
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

5
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

��:
:
:
:
:
:
:
:

6
•

7
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

8
•

y

•

9
•

BB
�
�
�
�
�
�
�
�
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es

[ ] 1
[ ] 5

[ ] 6
[ ] 3

[ ] 2
[ ] 4

[ ] 8
[ ] 7

M1 N1N2 = B1

[ ] 9

B2

[ ] y

Como corolario a la Proposición 5.17 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.18 Sea Q un carcaj realizable. Sea x ∈ Q0 tal que no existe X ⊆ Q0,
con x ∈ X y el carcaj Q(X) de la siguiente manera:

• x

•
oo •oo

  ��
�
�
�
�
�
�

•

OO

// •

(5.2)

Entonces el carcaj Qx← es realizable.

Demostración. Por el Lema 5.4 el carcaj Q∗ es realizable. Como Q no tiene
subcarcajes plenos de la forma (5.2), entonces Q∗ no tiene subcarcajes plenos de
la forma

• //

��

x

•
// •

• •oo

@@
�
�
�
�
�
�
�
�

por lo que podemos aplicar la Proposición 5.17 al carcaj Q∗. Entonces (Q∗)x→ es
realizable y por lo tanto ((Q∗)x→)∗ es realizable, pero este carcaj es Qx←, con lo
que queda demostrado el resultado. �

Notemos que en la Proposición 5.17 el hecho de que no exista X ⊆ Q0 con el
carcaj Q(X) de la forma

• //

��

x

•
// •

• •oo

@@
�
�
�
�
�
�
�
�

es una condición suficiente mas no necesaria. Para ver esto, tomemos el carcaj
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1
•

//

��

2
•

// 3
•

4
•

5
•

oo

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

Este carcaj es realizable,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5

Y esta realización se puede extender a una realización del carcaj Q2→

1
•

//

��

2
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

4
•

5
•

oo

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

y

•

A saber,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] y

Sin embargo, si tomamos el carcaj

1
•

//

��

2
•

// 3
•

6
•

oo

4
•

5
•

oo

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

con la realización

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

Entonces no podemos extender dicha realización a una realización del carcaj

1
•

//

��

2
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

6
•

oo

4
•

5
•

oo

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

y

•

(5.3)
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Para ver esto, supongamos por el contrario que sí podemos extender la realización
a una realización, llamémosle r, del carcaj (5.3). Entonces, por el lema 5.7 se tiene
que 3 ≺r y ó y ≺r 3. Si 3 ≺r y, entonces r′

y
< r′3 < r′6 y r′6 < r′′2 < r′′

y
< r′′2 < r′′6 ,

con lo que tendríamos r′
y
< r′6 < r′′

y
< r′′6 , una contradicción pues en el carcaj

(5.3) no existen caminos de 6 a y. Si y ≺r 3, tenemos que r′3 < r′
y
< r′4 < r′1 < r′′

y
.

Si r′′
y
< r′′4 llegamos a una contradicción, pues tendríamos r′

y
< r′4 < r′′

y
< r′′4

y en el carcaj (5.3) no existen caminos de 4 a y. Si r′′
y
> r′′4 también llegamos

a una contradicción, pues en este caso tendríamos r′
y
< r′5 < r′′

y
< r′′5 y no exis-

ten caminos de 5 a y. Concluímos entonces que no podemos extender la realización.

El hecho de que no podamos extender una realización en particular no significa que
no podamos extender cualquier realización. Tomemos el mismo carcaj de ejemplo,
pero ahora con la realización

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6 (5.4)

La realicación (5.4) sí es extendible a una realización del carcaj (5.3), a saber de
la siguiente manera,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] y

Lo que nos dice que el hecho de que exista o no una extensión de cierta realización
es independiente del hecho de que el carcaj yQx sea realizable.

Definición 5.19 Sea Q un carcaj. Diremos que Q es un árbol si su gráfica sub-
yacente (es decir, la gráfica que se obtiene al olvidar la dirección de las flechas de
Q) es un árbol.

Ejemplo 5.20 El carcaj del Ejemplo 5.13 es un árbol. Además, en el Ejemplo
5.13 también vimos que el carcaj es realizable.

El hecho de que el carcaj en el ejemplo anterior sea realizable no es casualidad.
De hecho, de la Proposición 5.17 y su corolario, podemos obtener el siguiente
resultado.

Teorema 5.21 Sea Q un árbol. Entonces Q es realizable.

Demostración. Se sigue directamente de la Proposición 5.17 y su corolario,
pues todo árbol lo podemos obtener empezando con un vértice y pegando vértices
iniciales o finales. �
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5.2.2. 2-Coronas

Definición 5.22 Sean X y Y conjuntos, y sea Z ⊆ X ∩ Y . Sean ι1, ι2 las in-
clusiones de Z en X y Y , respectivamente. Al pushout en la categoría Sets (ver
apéndice) de ι1 y ι2 lo denotaremos por

X
∐

Z

Y

Este conjunto no es más que la unión ajena de X y Y bajo la relación de equiva-
lencia que identifica a los elementos de Z.

Definición 5.23 Sean P y Q carcajes. Sea X ⊆ P0 ∩Q0. Definimos el pushout
de P y Q respecto a X

P
∐

X

Q

como

(P
∐

X

Q)0 = P0

∐

X

Q0

(P
∐

X

Q)1 = P1

∐

Q1

Donde el vértice inicial y final de cada flecha están dados por sus vértices iniciales
en P y Q, respectivamente. Es decir, si α ∈ Q1 entonces s(α) y t(α) están dadas
por las composiciones

Q1
s,t

→ Q0 → P0

∐

X

Q0

Ejemplo 5.24 Sea Q el carcaj

1
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

2
•

3
•

// 4
•

Y sea P el carcaj

2
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

4
•

// 1
•

Si X = {2, 4} entonces Q
∐

X
P es
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1
•

//

��9
9
9
9
9
9
9
9

2
•

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

// 4
•

// 1′
•

Definición 5.25 Al carcaj

1
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3
•

2
•

//

BB
�
�
�
�
�
�
�
�

4
•

(5.5)

lo llamaremos 2-corona.

Veamos que, en el sentido de extensión de carcajes, las 2-coronas se comportan
de manera similar a los vértices.

Proposición 5.26 Sea Q un carcaj realizable. sea x ∈ Q0 tal que no existe X ⊆

Q0 con Q(X) de la forma

• //

��

x

•
// •

• •oo

@@
�
�
�
�
�
�
�
�

(5.6)

Y sea P la siguiente 2-corona,

a

•
//

��:
:
:
:
:
:
:
:

b

•

x

•
//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

c

•

Entonces Q
∐

{x} P es realizable.

Demostración. Como no existe X ⊆ Q0 con Q(X) de la forma (5.6), por la
Proposición 5.17 se tiene que el carcaj cQx es realizable. Más aún, tendremos
también que el carcaj b(cQx)x es realizable. Además, de la prueba de la Proposición
5.17 se tiene que, en la realización r de b(cQx)x,

b ≺r c ≺r y para todo c, b 6= y ∈ Sx.

Sólo falta definir r(a). Definimos el conjunto

B := {z ∈ Q0 | z ≺r b}.

Sea
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A1 :=

{

máx{r′′
z
| z ≺r b} siB 6= ∅

r′
b

siB = ∅

Y elegimos r′
a
∈ (A1, r

′′
b
). Ahora sea

A2 := mı́n({r′
z
| r′′

c
< r′

z
} ∪ {r′′

w
| r′′

c
< r′′

w
})

y elegimos r′′
a
∈ (r′′

c
, A2). De la defininición de de r(a) queda claro que

r′
c
< r′

b
< r′

a
< r′′

b
< r′′

c
< r′′

a
.

Y, si z es cualquier otro vértice en Q0 tenemos varios casos. El primero es aquel en
el que r′′

z
< r′′

b
, de donde se sigue que r′′

z
< r′′

a
. El segundo caso es en el que r′′

c
< r′

z
,

de donde se sigue que r′′
c
< r′′

a
< A2 ≤ r′

z
. Si z ≺r b tenemos r′′

z
≤ A1 < r′

a
. Por

último, si z tiene caminos a x también tendrá caminos a b y c y por lo tanto
tendremos r′

z
≺r A1 < r′

a
< r′′

c
< r′′

a
< A2 ≤ r′′

z
. Se sigue entonces que tenemos

una realización de Q′. �

Como corolario a la Proposición 5.26 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.27 Sea Q un carcaj realizable, y sea x ∈ Q0 tal que no existe X ⊆ Q0

con Q(X) de la forma

• x

•
oo •oo

  ��
�
�
�
�
�
�

•

OO

// •

(5.7)

Sea P ′ la siguiente 2-corona,

a

•
b

•
oo

����
�
�
�
�
�
�

x

•
c

•
oo

]]:
:
:
:
:
:
:
:

Entonces Q
∐

{x} P
′ es realizable.

Demostración. Como Q no tiene subcarcajes plenos de la forma (5.7) entonces
Q∗ no tiene subcarcajes plenos de la forma (5.6). Entonces, por la proposición an-
terior tenemos que el carcaj Q∗

∐

{x} P
′∗ es realizable. Por lo tanto (Q∗

∐

{x} P
′∗)∗

es realizable, y este carcaj es justamente Q
∐

{x} P
′. �

Corolario 5.28 Todos los carcajes de la forma
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•

•

donde el hecho de que las aristas no tienen dirección significa que la dirección
puede ser cualquiera siempre que 4 vértices acomodados de la forma

•

•

•

•

formen una 2-corona, son realizables.

5.3. Bloques

Definición 5.29 Sea n ∈ N. Definimos la n-corona como el siguiente carcaj,

1
•

//

""D
D
D
D
D
D
D
D

1′

•

2
•

//

!!C
C
C
C
C
C
C
C
C

2′

•

...

!!C
C
C
C
C
C
C

...

n−1
•

//

""E
E
E
E
E
E
E

(n−1)′

•

n

•
//

JJ
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

n

•

Proposición 5.30 Sea n ∈ N. Si n ≥ 3, entonces la n-corona no es realizable.
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Demostración. Veamos que si una n-corona es realizable, entonces para toda
realización r los vértices {1′, 2′, . . . , n′} están ordenados de manera lineal bajo ≺r.
Para esto, vamos a ver que cualesquiera dos vértices son comparables.

Sean i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Supongamos sin pérdida de generalidad que i > j. Sea
η = i − j. Mostraremos que i′ y j′ son comparables por inducción sobre η. Su-
pongamos entonces que η = 1, entonces i = j + 1 y por lo tanto el vértice j tiene
flechas a i′ y j′, de donde se sigue que i′ y j′ son comparables.

Si η = 2, podemos suponer sin pérdida de generalidad que j = 1, i = 3. Supon-
gamos que 1′ y 3′ no son comparables. Como 2′ es comparable tanto con 1′ como
con 3′ debemos tener que la realización se ve

[ ] 2′
[ ] 1′ [ ] 3′

[ ] 1
[ ] 2

Ahora bien, 4′ es comparable con 3′. Debemos tener que 4′ ≺r 3′, pues de
otra manera se podrían dar dos casos: tendríamos caminos de 1 o de 2 hacia 4′;
o que 2′ ≺r 4′, lo que no es posible pues 3 tiene caminos a 3′ y 4′ pero no a 2′.
Inductivamente tenemos que 3′ �r 4′ �r · · · �r n′, una contradicción, pues 1′ y n′

son comparables.

Supongamos ahora que, si i − j ≤ η, entonces i′ y j′ son comparables. Sean
ι,  ∈ {1, . . . , n} tales que ι >  y ι −  = η + 1. Supongamos que ι′ y ′ no son
comparables bajo ≺r. Por hipótesis de inducción, se tiene que todos los vértices
que estén en { + 1, . . . , ι − 1} con comparables entre sí y son comparables con ι

y . Sea x′ = mı́n≺r
({+ 1, . . . , ι− 1}. Entonces existen vértices a y b con flechas

a → ι, a → x′, b → ′, b → x′. Por lo tanto x′ = ι + 1,  = ι + 2 y regresamos al
caso anterior. Se sigue entonces que los vértices {1′, 2′, . . . , n′} están ordenados de
manera lineal.

Existe entonces σ ∈ Sn tal que el orden en {1′, 2′, . . . , n′} es

σ(1)′ ≺r σ(2)′ ≺r · · · ≺r σ(n)′

Supongamos sin pérdida de generalidad que σ(1) = 1. Entonces nuestro orden
parcial es

1′ ≺r 2′ ≺r 3′ ≺r · · · ≺r n′

ó

1′ ≺r n′ ≺r (n− 1)′ ≺r · · · ≺r 2′

Si n ≥ 3, en cualquier caso llegamos a una contradicción, pues hay vértices con
flechas a 1 y a 2 que no tienen flecha a n (y vértices con flechas a 1 y n que no
tienen flecha a 2. Concluímos entonces que la n-corona no es realizable. �
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Proposición 5.31 Sea n ≥ 4. Entonces el carcaj

1
•

//

!!C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C

1′

•

2
•

//

!!C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C

2′

•

...

!!B
B
B
B
B
B
B
B
B
B

...
x

•

WW/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

__?
?
?
?
?
?
?
?
?
?

����
�
�
�
�
�
�
�

����
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

n−1
•

//

!!D
D
D
D
D
D
D
D
D

(n−1)′

•

n

•

no es realizable.

Demostración. Veamos que para n = 4 el carcaj no es realizable.

1
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

1′

•

2
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

2′

•

3
•

//

��:
:
:
:
:
:
:
:

3′

•
x

•
oo

����
�
�
�
�
�
�

\\:
:
:
:
:
:
:
:

VV,
,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

4′

•

Supongamos que existe una realización r del carcaj. Como x tiene flechas a 1′, 2′, 3′

y 4′, entonces los vértices 1′, 2′, 3′, 4′ están linealmente ordenados bajo ≺r. En este
orden, los vértices 2′ y 3′ deben tener 2 vértices vecinos, por lo que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que nuestra realización se ve de la forma

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] x

Entonces el vértice 3, que tiene caminos a 3′ y 4′, debe estar de la siguiente manera
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[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4’

[ ] x
[ ] 3

Pero entonces no podemos definir r(2), puesto que en las dos maneras posibles de
definirlo obtenemos contradicciones. Una de ellas es

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] x
[ ] 3

[ ] 2

Y aquí obtenemos un camino de 2 a 3, una contradicción. La otra manera es

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] x
[ ] 3

[ ] 2

Con esta realización tenemos que tener un camino de x a 2, una contradicción. Se
sigue entonces que el carcaj no es realizable. El resultado se sigue de observar que,
para n > 4, todos los carcajes de este tipo contienen a un subcarcaj pleno con la
forma del carcaj de 4 vértices. �

Proposición 5.32 El carcaj

1
•

//

��;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;
;

1′

•

2
•

//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

��6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6

$$H
H
H
H
H
H
H
H
H

2′

•

x

•
//

::
v
v
v
v
v
v
v
v
v

x
′

•

3
•

//

DD
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

3′

•

no es realizable.
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Demostración. Supongamos que el carcaj sí es realizable y sea r una reali-
zación. Se tiene que 1, 2 y 3 forman una cadena bajo ≺r y, que como 2 tiene que
tener dos vecinos, la cadena es de la forma

i ≺r 2 ≺r j

Ahora bien, 2 y x también son comparables bajo ≺r. No se puede tener 2 ≺r x,
pues de lo contrario tendríamos una de las dos siguientes posibilidades

2 ≺r x ≺r j ó 2 ≺r j ≺r x

no podemos tener ninguna de las dos posibilidades pues existen vértices que tienen
caminos desde j y 2 pero no desde x, así como existen vértices que tienen caminos
desde x y 2 pero no desde j. Se debe tener entonces que x ≺r 2. Pero, como x

tiene una flecha a 2′, entonces x también es comparable con i. Tenemos una de las
dos opciones

i ≺r x ≺r 2 ó x ≺r i ≺r 2

Ninguna de las dos es posible. Concluímos entonces que el carcaj no es realizable.
�

Proposición 5.33 El carcaj

1′

•
//

&&LL
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

2′

•
3′

•
oo //

��;
;
;
;
;
;
;
;

4′

•

1
•

//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

2
•

//

88
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 3

•
// 4
•

(5.8)

no es realizable.

Demostración. Sea X = {1′, 2′, 3′, 4′, 2, 3}. Entonces Q(X) es

1′

•
//

��-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

2′

•

3′

•
//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

4′

•

2
•

//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

3
•

que es una 3-corona. Como la 3-corona no es realizable, se sigue que el carcaj (5.8)
tampoco lo es. �

Proposición 5.34 El carcaj
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1′′

•
//

&&MM
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M

2′′

•
3′′

•
//

��<
<
<
<
<
<
<
<

4′′

•

1′

•
//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

))SSS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
2′

•
//

88
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q

3′

•
// 4′
•

1
•

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk // 2
•

(5.9)

no es realizable.

Demostración. Tratemos de construir una realización. Para toda realización,
se tiene que 1 y 1′ son comparables bajo ≺r. Supongamos primero que 1′ ≺r 1.
Entonces la realización tiene ir,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

Los vértices 1′′ y 1′ son comparables bajo ≺r. No podemos tener 1′ ≺r 1′′ pues,
como 1′′ tiene una flecha a 3′, tendríamos que tener caminos de 1′′ a 2. Entonces
la realización tiene que ir,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ]1′′
[ ]2′′

Ahora bien, 3′′ y 2′ son comparables bajo ≺r. No se puede tener 3′′ ≺r 2′ pues
entonces tendríamos un camino de 1′′ a 4′′ ó de 3′′ a 2′′. Tampoco podemos tener
2′ ≺r 3′′ pues, como 3′′ tiene una flecha a 4′ pero no a 1′, 2′ ó 3′, entonces ten-
dríamos un camino de 1′ a 3′′ ó de 3′′ a 2. Se sigue entonces que no se puede tener
una realización del carcaj (5.9) con 1′ ≺r 1.

Ahora supongamos que 1 ≺r 1′. La realización debe ir,

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 1
[ ] 2
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Los vértices 1′ y 1′′ deben ser comparables bajo ≺r. No podemos tener 1′′ ≺r 1′,
pues, como 1′′ tiene caminos a 3′, tendríamos caminos de 1′′ a 1 ó a 2. Por lo tanto
la realización debe ir

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 1
[ ] 2

[ ]1′′
[ ]2′′

Ahora bien, los vértices 2′ y 3′′ deben ser comparables bajo ≺r, pues ambos tienen
una flecha a 4′′. No se puede tener 2′ ≺r 3′′ pues, como 3′′ tiene caminos a 4′ pero
no a 1′, 2′ y 3′, tendríamos caminos de 1′′ a 3′′ ó de 3′′ a 2′′. Tampoco se puede
tener 3′′ ≺r 2′, pues entonces tendríamos un camino de 1 a 4′′ ó de 2 a 4′′. Se sigue
que no existe una realización de (5.9) con 1 ≺r 1′. Por lo tanto, el carcaj no es
realizable. �

Los carcajes de las cinco proposiciones anteriores cumplen una propiedad im-
portante. Son conexos (es decir, entre cualesquiera dos vértices existe un camino
no necesariamente dirigido) y, si eliminamos un vértice cualquiera y las flechas
que entran y salen de él sigue siendo conexo. A este tipo de gráficas se les llama
2-conexas. En este trabajo, a los carcajes cuya gráfica subyacente es 2-conexa los
llamaremos bloques. Las 2-coronas serán de importancia a la hora de estudiar
los bloques realizables. Una 2-corona es un bloque, y necesariamente nos encon-
traremos con una 2-corona a la hora de estudiar bloques; supongamos que Q es
un bloque y que la siguiente cadena lineal ya no se puede extender en Q,

i1

•−→
i2

•−→ · · · −→
in−1

• −→
in

•

Como Q es un bloque, debemos tener un subcarcaj de la siguiente manera

j1

•
//

&&NN
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N · · · // jm1

•
jm1+1

•
//

  B
B
B
B
B

· · · // jm2

•
· · · jm

k
+1

•
//

  B
B
B
B
B
B

· · · // jm
•

i1

•
//

88
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p
p

· · · // in1

•
//

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii
· · · // in2

•
// · · · // in3

•
//

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii
· · · // in

•

Coloquialmente hablando, llegamos de i1 a in “concatenando 2-coronas”.

Lema 5.35 El carcaj

1′

•
//

((R
RR

RR
RR

RR
RR

RR
RR

R
2′

•
3′

•
//

**UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

4′

•
5′

•
//

((Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

6′

•

1
•

//

66
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l 2

•
//

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii 3
•

// 4
•

//

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 5

•
// 6
•

(5.10)

es realizable
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Demostración. Construyamos una realización r. Se debe de tener

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

Se tiene que 1 y 1′ son comparables bajo ≺r. Supongamos que 1′ ≺r 1. Como 1′

tiene caminos a 3, 4, 5 y 6 pero no a 1 y a 2 debemos tener lo siguiente

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

Ahora bien, 1 y 2 tienen caminos a 4′, pero 3, 4, 5 y 6 no. 2 y 3′ son comparables
bajo ≺r. Se debe tener que 2 ≺r 3′ pues de lo contrario tendríamos caminos de 1′

a 3′. Entonces tenemos

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

Entonces tenemos que una realización es

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

�
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Observación 5.36 Intentemos dar una realización del carcaj (5.10) alterna a la
dada en el Lema 5.35, ahora con 1 ≺r 1′:

Teníamos

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

Y entonces, si 1 ≺r 1′ debemos de tener

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

Ahora bien, 3′ y 2 son comparables bajo ≺r, puesto que ambos tienen flecha a
4′. No podemos tener 2 ≺r 3′ pues, como 3′ tiene caminos a 5 y 6, tendríamos
caminos de 1′ a 3′ ó de 3′ a 2′. Debemos entonces tener

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

Por último, 4 y 5′ son comparables, pues ambos tienen una flecha a 6′. Si 5′ ≺r 4,
entonces debemos tener 5′ ≺r 3′ ≺r 4, pues de lo contrario tendríamos un camino
de 5′ a 4′. Pero esto no puede ser, pues 3′ no tiene caminos a 6′. Si 4 ≺r 5′ entonces
se debe tener r′6 < r′5′ < r′5. , y r′′4 < r′′5 . Pero entonces tendríamos un camino de
1′ a 5′ ó de 5′ a 2′, una contradicción. Se sigue entonces que cualquier realización
del carcaj (5.10) tiene que tener 1′ ≺r 1.

Se sigue de la realización del carcaj (5.10) que los bloques de la forma

1′

•
//

))TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT · · · // 2′

•
3′

•
//

++VV
VV

VV
VV

VV
VV

VV
VV

VV
VV

VV
VV · · · // 4′

•
5′

•
//

))TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT · · · // 6′

•

1
•

//

55jjjjjjjjjjjjjjjjjj
· · · // 2

•
//

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
· · · // 3

•
// · · · // 4

•
//

55jjjjjjjjjjjjjjjjjj
· · · // 5

•
// · · · // 6

•
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son realizables. Sin embargo, esto es lo más que nos podemos extender con 2-
coronas.

Proposición 5.37 El carcaj

1′

•

%%L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

// 2′

•
3′

•

%%L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

// 4′

•
5′

•
//

%%L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L

6′

•
7′

•
//

��
9
9
9
9
9

8′

•

1
•

//

BB
�
�
�
�
�

2
•

//

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 3

•
// 4
•

//

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 5

•
// 6
•

//

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 7

•
// 8
•

(5.11)

no es realizable.

Demostración. Intentemos construir una realización de (5.11) y veamos que no
es posible. Como 1 y 1′ tienen caminos a 2′, para toda realización r se debe tener
que 1 ≺r 1′ ó 1′ ≺r 1. Supongamos que existe una realización con 1′ ≺r 1. Tenemos
entonces

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 7
[ ] 8

[ ] 1′
[ ] 2′

Ahora bien, 2 y 3′ tienen caminos a 4′, por lo que son comparables bajo ≺r. No
podemos tener 3′ ≺r 2 pues, como 3′ tiene una flecha a 5 las opciones posibles son

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 7
[ ] 8

[ ] 1’
[ ] 2’

[ ] 3′

(5.12)

y
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[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 7
[ ] 8

[ ] 1’
[ ] 2’

[ ] 3′

(5.13)

Descartamos la opción (5.12) pues 3′ no tiene caminos a 2′. Nos queda entonces
la opción (5.13). Sin embargo en esta opción tenemos 3′ ≺r 1′ ≺r 2, y 4′ es un
vértice que tiene caminos desde 3′ y 2 pero no desde 1′, por lo que tenemos que
descartar también esta opción. Se sigue entonces que la realización tiene que ser

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 7
[ ] 8

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

Como 5′ y 4 tienen caminos a 6′, son comparables bajo ≺r. 5
′ tiene caminos hacia

7 y 8, pero no hacia 1, 2, 3, 4, 5 y 6, de donde se sigue que no podemos tener
4 ≺r 5′, pues de lo contrario tendríamos que tener caminos de 5 a 4′. Se sigue
entonces que debemos tener 5′ ≺r 4 y la realización es

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 7
[ ] 8

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′



5.3. Bloques 91

Ahora, como 7′ y 6 tienen caminos a 8′, son comparables. Supongamos que 7′ ≺r 6.
Debemos tener 7′ ≺r 5′, pues si no tendríamos caminos de 7′ a 6′. Pero entonces
tenemos 7′ ≺r 5′ ≺r 6, y 5′ no tiene camino a 8′, una contradicción. Supongamos
ahora que 6 ≺r 7′. Tendríamos que tener r′8 < r′7′ < r′7, y r′′8 < r′′7′ . Esto no es
posible pues esto nos crearía caminos desde 1′ o 3′ a 7′, o de 7′ a 4′. Concluimos
entonces que no existe una realización del carcaj con 1′ ≺r 1. Tampoco existe una
realización con 1 ≺r 1′, pues entonces existiría una realización del carcaj (5.10)
con 1 ≺r 1′, una contradicción con la observación 5.36. �

Veamos ahora qué tanto podemos continuar “subiendo” en un bloque.

Proposición 5.38 El carcaj

1′′

•

&&M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M

// 2′′

•
3′′

•

��
<
<
<
<
<
<
<
<

// 4′′

•

1′

•
//

))SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
S

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

2′

•
//

88
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q

3′

•
// 4′

•
5′

•

��

// 6′

•

1
•

//

88
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q 2

•
//

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk 3
•

// 4
•

(5.14)

no es realizable.

Demostración. Supongamos que el carcaj (5.14) sí es realizable. Cualquier rea-
lización debe extender a una realización del carcaj

1′

•
//

))S
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
SS

SS
2′

•
// 3′

•
// 4′

•
5′

•

��

// 6′

•

1
•

//

88
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 2

•
//

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk 3
•

// 4
•

(5.15)

Y sabemos que tenemos básicamente dos realizaciones de este carcaj. Una con
1′ ≺r 1 y la otra con 1 ≺r 1′. Empecemos con la realización 1′ ≺r 1,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

Extendamos pues a una realización del carcaj (5.14). 1′ y 1′′ son comparables bajo
≺r, pues ambos tienen flechas a 2′′. Como 1′′ tiene una flecha a 3′, no podemos
tener 1′ ≺r 1′′, pues entonces deberíamos tener una flecha de 1′′ a 6′. Nuestra
realización entonces es,
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[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

[ ]1′′
[ ]2′′

Ahora bien, 2′ y 3′′ son comparables pues ambos tienen caminos hacia 4′′. No
podemos tener 3′′ ≺r 2′ pues entonces tendríamos un camino de 3′′ a 2′′ ó de 1′′ a
3′′. Tampoco podemos tener 2′ ≺r 3′′, pues entonces tendríamos un camino de 1′

a 3′′ ó de 3′′ a 4. Se sigue entonces que la realización de (5.15) con 1′ ≺r 1 no se
puede extender a una realización de (5.14).

Intentemos ahora con la realización de (5.15) que tiene 1 ≺r 1′. Esta es

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

En cualquier extensión a una realización del carcaj (5.14) se debe tener que 1′ y
1′′ son comparables, pues ambos tienen una flecha a 2′′. Como 1′′ tiene caminos
a 3′, no podemos tener 1′′ ≺r 1′, pues entonces tendríamos un camino de 1′′ a 1.
Nuestra realización entonces debe ser,

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

[ ]1′′
[ ]2′′

Ahora, 3′′ y 2′ deben ser comparables, pues ambos tienen una flecha a 4′′. No
podemos tener 2′ ≺r 3′′, porque entonces 3′′ tendría caminos a 2′′. Debemos tener
entonces que 3′′ ≺r 2′′. Tenemos dos opciones para esto,
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[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

[ ]1′′
[ ]2′′

[ ]3′′

y

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

[ ]1′′
[ ]2′′

[ ]3′′

En la primera opción tendríamos caminos de 1, 2, 3 ó 4 a 4′′, por lo que no es
posible. En la segunda opción tendríamos un camino de 1 a 4′′. Se sigue entonces
que no existe la realización de (5.15) con 1 ≺r 1′ no se puede extender a una
realización de (5.14). Por lo tanto, el carcaj (5.14) no es realizable. �

Ahora bien, vimos en el Corolario 5.11 que el carcaj

•

• //

77
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

• // • •oo •oo

ggO
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O

no es realizable. Del mismo ejemplo vemos que el carcaj

• //

**TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT
TT

TT
TT •

• //

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
• // • •oo •oo

tampoco es realizable. Junto con estas observaciones, una consecuencia de la si-
guiente proposición es que, en un bloque realizable, un vértice no puede ser pozo
de dos caminos distintos de longitud mayor que 1.
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Proposición 5.39 El carcaj

1′

•
//

&&M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M
M

2′

•
3′

•
4′

•
oo

xxqq
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q

1
•

//

AA
�
�
�
�
�
�
�
�

2
•

//

��
;
;
;
;
;
;
;
;

3
•

4
•

oo

����
�
�
�
�
�
�

5
•

oo

]];
;
;
;
;
;
;
;

1′′

•

(5.16)

no es realizable.

Demostración. Intentemos construir una realización de (5.16). Sabemos que, si
r es una realización, entonces 1 y 5 tienen que ser comparables bajo ≺r. Como el
carcaj es totalmente simétrico, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
5 ≺r 1.

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 5

[ ] 4

Ahora bien, 1 y 1′ también son comparables. Supongamos que 1′ ≺r 1. Además, 1′

y 5 también son comparables, pues ambos tienen caminos a 3. Debemos entonces
tener 5 ≺r 1′, pues de lo contrario tendríamos 1′ ≺r 5 ≺r 1, por lo que todo vértice
con caminos desde 1 y 1′ debería tener caminos desde 5, y 2′ contradice este hecho.
Tenemos entonces

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 5

[ ] 4
[ ] 1′

Pero entonces se tiene 4 ≺r 1′ ≺r 2, lo que no es posible puesto que 2 y 4 tienen
flecha a 1′′, pero 1′ no.

Los vértices 4′ y 5 también son comparables bajo ≺r. No se puede tener, sin
embargo, que 5 ≺r 4′: el vértice 4′ también es comparable con 1. Si se tiene que
4′ ≺r 1, entonces tendríamos 5 ≺r 4′ ≺r 1, lo que no es posible pues 1 y 5 tienen
caminos a 1′′ pero 4′ no. Si se tiene que 1 ≺r 4′ entonces tendríamos 5 ≺r 1 ≺r 4′,
lo que tampoco es posible puesto que 5 y 4′ tienen caminos a 3′, pero 1 no. Entonces
nuestra realización debe tener 1 ≺r 1′ y 4′ ≺r 5,
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[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 5

[ ] 4
[ ] 1′

[ ] 2′
[ ] 4′

[ ] 3′

Ahora, procedemos a observar a 1′′. Este vértice tiene que se comparable con 3. Si
3 ≺r 1′′ entonces tendríamos que tener caminos de 1′ a 1′′. Si 1′′ ≺r 3, tendríamos
que tener caminos de 3′ a 1′′ ó de 4′ a 1′′. En cualquier de los dos casos llegamos
a una contradicción, con lo que concluimos que el carcaj no es realizable. �

Se sigue entonces que en un bloque realizable no se puede tener que un vértice
sea pozo de dos caminos distintos con longitud mayor que 1. Por dualidad, tampoco
se puede tener que un vértice sea fuente de dos caminos distintos con longitud
mayor que 1. Ahora regresemos al carcaj (5.10)

1′

•
//

((R
RR

RR
RR

RR
RR

RR
RR

R
2′

•
3′

•
//

**UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

4′

•
5′

•
//

((Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

6′

•

1
•

//

66
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l
l 2

•
//

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii 3
•

// 4
•

//

99
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r 5

•
// 6
•

y su realización

[ ] 1
[ ] 2

[ ] 3
[ ] 4

[ ] 5
[ ] 6

[ ] 1′
[ ] 2′

[ ] 3′
[ ] 4′

[ ] 5′
[ ] 6′

Veamos que esta realización se puede extender a una realización de

1′′

•
//

%%K
K
K
K
K
K
K
K
K
K

2′′

•
3′′

•
//

$$I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

4′′

•
5′′

•
//

��
;
;
;
;
;

6′′

•

1′

•
//

))R
RR

RR
RR

RR
RR

RR
RR

R

99
s
s
s
s
s
s
s
s
s
s

2′

•
3′

•
//

**UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

UU
UU

U

::
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u

4′

•
5′

•
//

((Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q

AA
�
�
�
�
�

6′

•

1
•

//

55
llllllllllllllll 2

•
//

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 3
•

// 4
•

//

88
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q
q 5

•
// 6
•

(5.17)

de la siguiente manera: elegimos r(2′′) de manera que 2′′ ≺r 2′, y después elegimos
r(1′′) de manera que r′′1′′ < r′5 y 1′′ ≺r 1′. Ahora elegimos r(6′′) de manera que
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6′′ ≺r 6′, y elegimos r(5′′) de manera que r′′5′′ < r′6 y 5′′ ≺r 5′. Por último, hacemos
r(4′′) de manera que 4′ ≺r 4′′ y elegimos r(3′′) de manera que 3′ ≺r 3′′. Este
procedimiento se puede aplicar varias veces y obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 5.40 Los bloques de la forma

•

''P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P
P

// · · · // • •

''N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
N
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// · · · // • •
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P
P
P
P
P
P
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P
P
P
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P
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n
n
n
n
n
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· · · // • //
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33hhhhhhhhhhhhhhhhhh
· · · // • // · · · // •

son realizables.

Si juntamos el resultado anterior con los resultados de las proposiciones 5.30,
5.31, 5.32, 5.33, 5.34, 5.37, 5.38 y 5.39 obtenemos una caracterización completa de
aquellos bloques realizables en donde ningún vértice es fuente o pozo de más de
dos caminos de longitud 1. Son justamente los siguientes tipos de carcajes,
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· · · // • • //

++WWW
WW

WW
WW

WW
W

44iiiiiiiiiiii
· · · // •

• //

,,ZZZZ
ZZZ

ZZZ
ZZZ

ZZZ
Z

33gggggggggggg · · · // • • //
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¿Qué sucede con los bloques donde hay vértices que son fuente de más de dos
caminos de longitud 1? Veamos el siguiente resultado, que funciona como una
generalización de 5.31.

Proposición 5.41 Sea Q un carcaj y sea X := {x1, x2, . . . , xn} ⊆ Q0 tal que
Si ∩ Sj = ∅ si i 6= j. Sea P el siguiente carcaj

x1

•

x2

•

x

•

DD
�
�
�
�
�
�
�
�

;;
v
v
v
v
v

##G
G
G
G

��
6
6
6
6
6
6
6
6

...

xn−1

•

xn

•

Si el carcaj Q
∐

X
P es realizable, entonces existe un orden total en X, digamos

x
σ(1) < x

σ(2) < · · · < x
σ(n), tal que:

1. Si y ∈ Px
σ(i)

∩ Px
σ(j)

entonces y ∈ Px
σ(l)

para toda i ≤ l ≤ j.

2. Supongamos que existe un vértice z tal que x
σ(1) ∈ Sz pero x

σ(n) /∈ Sz.

Entonces, para todo vértice w tal que x
σ(n) /∈ Sw se cumple una de las tres

siguientes posibilidades: (Sz ∩ X) ∩ (Sw ∩ X) = ∅; Sz ∩ X ⊆ Sw ∩ X; ó

Sw ∩X ⊆ Sz ∩X.

Demostración. Sea r una realización de Q
∐

X
P . Por el Lema 5.7, la restricción

de ≺r a X es un orden total en X. Por el Lema 5.9 se cumple la propiedad
1. Demostremos ahora la propiedad 2. Supongamos, por simplicidad, que σ es la
identidad en el conjunto {1, . . . , n}. Sea j = máx(Sz∩X). Se tiene que la realización
de Q

∐

X
P es de la siguiente manera

[ ]xn

[ ] xn−1...
[ ]xj...

[ ]x1

[ ] z

Supongamos que no se cumplen ninguna de las tres posibilidades de 2. Entonces,
por 5.9, x1 6∈ Sw, existe i ≤ j tal que xi ∈ Sw y existe t > j tal que xt ∈ Sw.
Como x1 /∈ Sw entonces x1 ≺r w ó los intervalos [r′

x1
, r′′

x1
] y [r′

w
, r′′

w
] son ajenos.

No puede pasar lo segundo, pues como (Sz ∩ (X)) ∩ (Sw ∩X) 6= ∅, se tiene que z

y w son comparables bajo ≺r, y como existe t > j tal que w tiene caminos a xt,
se tiene que z ≺r w. Se tiene entonces que x1 ≺r w. Como w no tiene caminos a
xn, se tiene que w ≺r xn. Pero entonces x, como tiene caminos a x1 y a xn, debe
tener un camino a w, una contradicción. �

Se tiene entonces que el siguiente bloque no es realizable
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Y que, si tenemos un vértice que tenga caminos de longitud 1 a n vértices, entonces
sin pérdida de generalidad debemos tener
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•
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r
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:
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APÉNDICE A

Pushout

Definición A.1 Sea C una categoría. Sean X,Y, Z ∈ Ob(C) y f : Z → X, g :
Z → Y morfismos. El pushout de f y g (si existe) es un triplete (P, f ′, g′) donde
P ∈ Ob(C), f ′ ∈ HomC(X,P ), g′ ∈ HomC(Y, P ) son tales que el siguiente diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′

��

Y
g
′

// P

conmuta, y deben cumplir la siguiente propiedad universal: si Q, f ′′, g′′ son tales
que el diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′′

��

Y
g
′′

// Q

conmuta, entonces existe un único morfismo u : P → Q que hace conmutar al
siguiente diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′

��
f
′′

��

Y
g
′

//

g
′′

++

P

u

��

Q

99
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Aunque el pushout de f y g no tiene por qué existir, veamos que, en caso de

existir, es esencialmente único.

Proposición A.2 Sea C una categoría y sean X,Y, Z ∈ Ob(C) y f : Z → X,
g : Z → Y morfismos tales que el pushout de f y g existe. Supongamos que
(P, f ′, g′) y (Q, f ′′, g′′) son pushouts de f y g. Entonces P ∼= Q.

Demostración. De la propiedad universal de (P, f ′, g′) existe un único morfismo

u tal que el diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′

��
f
′′

��

Y
g
′

//

g
′′

++

P

u

��

Q

conmuta, y de la propiedad universal de (Q, f ′′, g′′) existe un único morfismo u′

tal que el diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′′

��
f
′

��

Y
g
′′

//

g
′

++

Q

u
′

��

P

conmuta. Consideremos la composición u′u : P → P . Esta composición hace

conmutar al siguiente diagrama

Z
f

//

g

��

X

f
′

��
f
′

��

Y
g
′

//

g
′

,,

P

u
′
u

  

P

De donde se sigue que u′u = 1P . Análogamente se prueba que uu′ = 1Q y por lo

tanto P y Q son isomorfos. �

El siguiente ejemplo de pushout es importante a lo largo del texto: en la ca-

tegoría Sets consideremos a los conjuntos X y Y . Sea Z ⊆ X ∩ Y . Tomemos

las funciones de inclusión ι1 : Z → X, ι2 : Z → Y , que se calculan como

ιi(z) = z(i = 1, 2). Hagamos el pushout de ι1 e ι2. Consideremos la unión aje-

na de X y Y ,
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X
∐

Y := {(x, 1) | x ∈ X} ∪ {(y, 2) | y ∈ Y },

y hagamos en X
∐

Y la relación de equivalencia definida por

(ι1(z), 1) ∼ (ι2(z), 2).

Es decir, hacemos la unión ajena de X y Y e identificamos como iguales aquellos

elementos de Z que coinciden en la primera entrada. Tenemos funciones canónicas

X,Y → (X
∐

Y )/ ∼. Veamos que, con estas funciones, (X
∐

Y )/ ∼ es el pushout

de ι1 y ι2. Es claro que el diagrama

Z //

��

X

��

Y // (X
∐

Y )/ ∼

conmuta. Ahora bien, sea E un conjunto y sean f : X → E, g : Y → E funciones

tal que el diagrama

Z //

��

X

f

��

Y
g

// E

conmuta. Definimos u : (X
∐

Y )/ ∼ de la siguiente manera: si x ∈ X \Z, entonces

u([(x, 1)]∼) = f(x). Si y ∈ Y \ Z entonces u([y, 2]∼) = g(y). Si z ∈ Z entonces

u([z, 1]∼) = f(z) = g(z). Esta función está bien definida, pues, si x ∈ X \ Z

entonces [(x, 1)]∼ = {(x, 1)}, si y ∈ Y \ Z entonces [(y, 2)]∼ = {(y, 2)} y, si z ∈ Z

entonces [(z, 1)]∼ = {(z, 1), (z, 2)}. Se tiene que el diagrama

Z //

��

X

�� f

��

Y //

g

--

(X
∐

Y )/ ∼

u

%%K
K

K
K

K
K

K
K

K
K

E

conmuta. Más aún, si se quiere que este diagrama conmute entonces u está obligada

a ser de esta manera. Se tiene entonces que el pushout de ι1 y ι2 es (X
∐

Y )/ ∼.

Ahora bien, este pushout depende solamente de Z, por lo tanto definimos,

X
∐

Z

Y = (X
∐

Y )/ ∼ .

Nota A.3 El origen de la notación es que, para el conjunto vacío,

X
∐

∅

Y = X
∐

Y,
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y, además

X
∐

X∩Y

Y = X ∪ Y.
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