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This thesis is related with the interpretation, application and mathematical modeling of distance
Sfunctions with more general properties than common used distance functions have (based on the Lp
metric); these general distance functions let us include anisotropic conditions that appear in many
real life problems: asymmetric, non positive and non homogeneous conditions . An important
question is: ;what does distance mean in different areas of knowledge? The answer to this question
and the way that it is related with other concepts, such as paths (arcs) of minimal length, graphs and
space, commonly used in Engineering problems (i.e. a vehicle motion planning on different surfaces)
and Operations Research problems that imply distance functions in their solutions (i.e. Facility
location and Routing problems), are main themes in this academic work.

Some cardinal concepts that appear in this thesis are: distance function, distance, location, direction,
surface, geodesics and the concept of paths associated to a distance function on a discrete region.



OBJETIVO: Desarrollar un método que permita modelar funciones distancia en regiones discretas a
partir de resultados obtenidos por los doctores Sdnchez Larios y Guillén Burguete para modelar

funciones distancia sobre superficies continuas.

El presente trabajo trata sobre la interpretacion, aplicacion y modelado de funciones distancia mas
generales que las comunmente usadas en la formulacion de problemas. Una pregunta central es
qué se entiende por el concepto distancia, interesandonos ademas la manera en que se relaciona
éste con otros conceptos, tales como caminos (arcos) de minima longitud, redes y espacio, usados
en algunos problemas de especificos de ingenieria (tales como el movimiento de un robot sobre
una superficie) y en problemas de optimizacion que involucran funciones distancia en su

formulacién como, por ejemplo, problemas de localizacién de servicios.

Algunos conceptos eje en esta tesis son: funcién distancia, distancia, direccion, superficie,
geodésicas, asi como caminos asociados a una funcion distancia sobre una regién discretizada.

A lo largo del desarrollo de nuestro trabajo, por un lado, se recopilan resultados tedricos y de
aplicacion obtenidos de diferentes disciplinas que tienen que ver con funciones distancia, distancia
y caminos (arcos) de minimo recorrido; sobre estos Ultimos, ademas de referirnos a los de minima
longitud, también se consideran los de minimo costo, tiempo, energia, etc. dado que, como se
detalla en el cuerpo de la tesis, el concepto de distancia puede tener diferentes acepciones que
dependen del contexto en el que se encuentre enmarcado el problema de que se trate.

Por otro lado, se aborda el tema referente al modelado de funciones distancia que cumplen la
desigualdad del tridngulo, en las que, por lo mismo, se pueden aprovechar herramientas del
calculo variacional; tal es el caso del modelado de funciones distancia sobre superficies continuas.

La aportacién principal de la tesis es que, tomando como referencia esta forma de modelar
funciones distancia en superficies continuas, se propone un método para modelar las mismas
funciones en el que se descretizan tanto la superficie sobre la cual ocurren los desplazamientos,

como las direcciones de posible movimiento.
Todos estos puntos se abordan en seis capitulos, los cuales se resumen a continuacion:

En el capitulo uno se hace un resumen de diversos articulos, ordenados cronolégicamente, que
tratan sobre funciones distancia, caminos de minima longitud, problemas de ruta mds corta, entre
otros. A través de estos trabajos se pueden observar diferentes acepciones del término distancia,
ademas de la diversidad de areas que lo ocupan en el planteamiento y resolucion de problemas.



El capitulo dos se dedica a la definicidn formal de los términos distancia y funcidn distancia, asi
como también el de algunas métricas conocidas; se abordan aspectos matematicos de las mismas
y se desarrollan diferentes acepciones del concepto distancia que permiten observar el uso que se
le ha dado a dicho concepto en diferentes areas del conocimiento.

En el capitulo tres el tema principal es el de longitud de arco. Este concepto es muy importante
para el desarrollo de la propuesta del ultimo capitulo, es por ello que se comienza con la
obtencion de la longitud de arco en los casos mas comunes: el cartesiano y el paramétrico. Al final
se introduce el concepto de longitud de arco generalizado tomado de los trabajos de Sanchez

Larios y Guillén Burguete.

El capitulo cuatro contiene aspectos tedricos sobre métodos para obtener arcos de minima
longitud mediante métodos para casos continuos, donde el calculo de variaciones es una
herramienta muy atil y por tanto se agregan conceptos generales de esta teoria, y también para
casos discretos, donde la teoria de redes ha tratado el tema y ha estudiado algoritmos que
permiten resolver este problema, llamado el problema de la ruta mas corta. Para este ultimo caso,
sélo se hace referencia a dos algoritmos, tal vez los mdas conocidos, para el célculo de rutas mas
cortas: Dijkstra y Floyd.

Dado que las funciones distancia y el concepto mismo de distancia se ocupan en diversos
problemas de optimizacion, se toma como ejemplo a uno de los problemas mas estudiados en la
ingenieria: el problema de localizaciéon de servicios. En el capitulo cinco se desarrolla de una
manera mas profunda la forma en que estas funciones son modeladas y la manera en que el
concepto mismo de distancia es usado en el planteamiento y resolucién de este tipo de problemas
donde la métrica Lp y sus combinaciones lineales son las formas mds comunes de modelar
distancias.

Una vez desarrollados los conceptos necesarios, se propone, en el capitulo seis, una forma de
modelar funciones distancia sobre regiones discretas a través de la aplicacién del concepto de
funcion lagrangiana de una funcién, dando como resultado un procedimiento general para llevar a
cabo este modelado que se fundamenta en los resultados de trabajos anteriores. La estructura
general de la tesis entonces permite, desde el principio de la misma, ir construyendo el marco
tedrico que da sustento a la propuesta final del modelado de funciones distancia generales para

regiones discretas.

La parte final del trabajo contiene las conclusiones del mismo y los posibles trabajos futuros a los
que da pie el presente; ademas del apartado de referencias que sirve para poder profundizar en
los resultados de trabajos que dan pie a la propuesta principal de esta tesis.



CAPITULO UNO

ESTADO DEL ARTE




Capitulo 1: Estado del Arte Tesis: Funciones Distancia y Arcos de Minima Longitud.
UNAM-FI

"It is when suffering seems near to them that men have pity; as for disasters that are ten thousand
years off in the past or the future, men cannot anticipate them, and either feel no pity for them, or
at all events feel it in no comparable measure." (Aristotle)

1.1. REVISION DE ARTiCULOS.

Dentro de la revision bibliografica realizada se encontraron articulos que en su mayoria se
relacionan con aplicaciones a la robdtica (planeacion de movimientos), andlisis de imagenes y
localizacién de servicios; sin embargo, también se han revisado trabajos de otros campos, como
los sociales, donde las funciones distancia se mencionan como parte importante, aunque debe
subrayarse que sélo en algunos de estos trabajos el tratamiento de los conceptos sobre funciones
distancia y métricas es de caracter formal, si bien existe alguno que lo haga, y sélo se limitan a
introducir conceptos generales no matematicos sobre el tema.

Es por lo anterior que, dado el caricter formal de la perspectiva en que se revisa el tema, se
incluyen los trabajos mads representativos y que ofrecen una panoramica del nivel en que se ha
tratado el concepto de funcidn distancia, asi como también, que dan cuenta de los principales
desarrollos en la materia que se han alcanzado, donde se ve reflejada la necesidad de establecer
un concepto general de funcién distancia que facilite a la diversas dreas de aplicacion el calculo de
distancias entre objetos, sin que dicho concepto generalizado sea desarrollado formalmente.

Neil C. Rowe and Ron S. Ross (1990). Optimal grid-free path planning across arbitrarily terrain
with anisotropic friction and gravity effects. IEEE Transactions on Robotics and Automation. USA.

En este trabajo se plantea una alternativa de solucion al problema de encontrar caminos de
minima energia a través de terrenos anisotrdpicos, dicha alternativa no requiere la imposicién de
de una discretizacion uniforme de la region considerada sino que propone el uso de una
aproximacion del terreno a través de poliedros que la representen.

El método propuesto explota el hecho de que existen cuatro formas, matematicamente simples,
de cruzar de manera éptima un terreno homogéneamente anisotrépico:

1) En forma recta sin que el vehiculo frene en los terrenos isotrépicos.

2) En forma recta sin que el vehiculo frene pero viajando lo mas cercanamente posible a una
direccién impermisible

3) Cambiando la direcciéon o “serpenteando” de tal forma que se eviten las direcciones
impermisibles.

4) De forma recta sin frenar sin importar si el terreno es isotrdpico o anisotropico.
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El modelo fisico basico utilizado para el planteamiento del método de solucién es el de la
representacion de un cuerpo mévil en un plano inclinado y se describe como sigue:

Asumiendo que el agente mévil no presenta aceleracidén neta en el camino y que las vueltas o
cambios de direccion involucran pérdidas de energia insignificantes, las principales fuerzas
externas que operan sobre el agente son la gravitacional y la de friccidn, asi, cuando el agente
moévil cruza una pendiente de angulo de inclinacién igual a @ (que toma valores positivos si el
camino es ascendente o valores negativos si el camino es descendente) en la direccion del
gradiente, la suma de las dos fuerzas esigual a

F = |mg(ucos6 + senf|

Donde mg representa el peso del agente mévil y i el coeficiente de friccién de la superficie que
actua en contra del desplazamiento del agente. Este es el trabajo externo por unidad de area (o
“distancia” a recorrer) que debe ser efectuado por el vehiculo para avanzar sobre el terreno, de tal
manera que el costo de energia del camino es la integral de la expresidn sobre el camino.

propulsion

friccidn

gravedad

Fig. 1.1.Modelo fisico basico del movimiento de un cuerpo sobre un plano incl

Al modelo fisico descrito se le hacen algunas simplificaciones para facilitar su manejo en el método
propuesto, tales simplificaciones son:

i) No se considera el viajar directamente hacia arriba o directamente hacia abajo, de tal
forma que la fuerza normal no es coplanar con el plano de la pendiente, esto es, dicha
fuerza es sélo dependiente del gradiente.

ii) Se considera el trabajar con la proyeccién en el plano (sobre un mapa) para manejar el
caso en dos dimensiones.

10
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Esta uUltima consideracion hace que la pérdida de energia por friccion dependa sdlo de la longitud
del camino visto desde arriba dado que la longitud percibida del camino en una pendiente vista
desde arriba es igual a la longitud del camino multiplicada por el coseno del dngulo de la
pendiente, 6.

Ademas, tales consideraciones hacen que el trabajo contra la fuerza de gravedad sea
independiente del camino entre dos puntos y puede, por tanto, ser omitido para la busqueda del
camino 6ptimo, con ello, sélo la distancia y el coeficiente de friccion son significativos en el
problema planteado.

El objetivo de usar un modelo fisico general simplificado en conjunto con la aproximacion de la
region a través de poliedros es el de reducir el problema de multiples caminos a un conjunto finito
de posibilidades probabilisticamente dptimas para después, mediante un método de busqueda,
encontrar el camino de costo éptimo sobre dicho conjunto.

El anisotropismo que se supone del terreno considera cuatro casos:

a. El agente movil puede presentar limites en la fuerza ejercida para tratar de contrarrestar
las fuerzas de gravedad y de friccion.

b. Es posible que se presenten limites de potencia o velocidad desarrollados por el agente
movil.

c. Puede existir una pérdida de traccién que resulta peligrosa en una superficie muy
inclinada.

d. Se pueden presentar volcaduras en terrenos de pendientes muy pronunciadas.

Finalmente se prueba que, sobre el conjunto de todos los caminos entre algin punto de partida o
inicial y otro de llegada o final que cruzan la misma regidén acotada, el costo del camino es una
funcién convexa de parametros suficientes para especificar el camino, estos pardmetros son las
distancias sobre la regién si se considera un coeficiente de friccion constante para cada sub-
camino.

No se profundiza sobre la forma de calcular distancias entre puntos del poliedro que representa el
terreno anisotrdpico en el que se supone se movera el vehiculo.
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Kimmel, Ron; Kiryati, Nahum (1995). Finding Shortest Paths on Surfaces by Fast Global
Approximation and Precise Local Refinement. Lawrence Berkeley Laboratory, University of
California, USA. Department of Electrical Engineering, Israel Institute of Technology, Israel.

Los autores abordan el problema de encontrar el camino mas corto con el enfoque de un
algoritmo compuesto de dos fases: en la primera fase se combina un estimador de longitud en 3-D
con graficador para obtener de forma rapida una aproximacion global al camino mas corto; en la
segunda fase la aproximacion se refina para convertirse en una curva geodésica mas corta (un
camino 6ptimo local), esto se logra usando un algoritmo que deforma una curva inicial arbitraria
gue termina en dos puntos de la superficie. La curva en 3-D es transformada en una equivalente
en 2-D.

Se destaca que la busqueda del camino mas corto entre dos puntos, también conocida como la
geodésica minima, en una superficie de tres dimensiones es muy importante en problemas de
navegacion robdtica y en el analisis de formas tridimensionales (especialmente en investigaciones
del cerebro humano).

La propuesta de solucion utiliza el concepto de geodésica, cuando en realidad no la obtiene, como
medio para obtener el camino mas corto en 3-D, sin embargo, lo que se maneja en realidad es una
proyeccion de una curva tridimensional, que estima la distancia entre dos puntos, sobre el planoy
un refinamiento de la proyeccidn por iteraciones para obtener una longitud menor de la curva
proyectada.

Kimmel, Ron; Amir, Arnon; Bruckstein, Alfred (1995). Finding Shortest Paths on Surfaces Using
Level Sets Propagation. |EEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence. Vol 17,
No. 6. USA.

Se presenta un algoritmo para determinar caminos de minima longitud entre dos regiones en una
superficie de tres dimensiones usando una discretizacidon rectangular de la superficie. En este
algoritmo, un primer paso es obtener un mapa de distancias del area objetivo, este mapa se
computa a través de la propagacién de una curva equidistante en la superficie. Las curvas
equidistantes son calculadas como los conjuntos de ceros de una funcién bivariada que evoluciona
en el tiempo.

Se destaca que las geodésicas son caminos mads cortos locales en el sentido de que cualquier
perturbacién en ellas incrementa su longitud, asi, la minima longitud entre dos puntos es la
minima geodésica que conecta tales puntos.
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Los autores determinan las minimas geodésicas construyendo un sistema coordenado geodésico
polar en la superficie alrededor del drea fuente. Usando tal sistema coordenado obtienen un mapa
geodésico circular o mapa de contornos equidistantes en la superficie y con esto, construyen un
mapa de distancias Euclidiano en la superficie.

Al final, lo que se busca es ajustar las condiciones del método de solucidon propuesto a las
marcadas por el enfoque de métricas Euclidianas para estimar distancias.

Kappor, Sanjiv; Maheshwari, Sachindra; Mitchell, Joseph (1997). An Efficient Algorithm for
Euclidean Shortest Paths Among Polygonal Obstacles in the Plane. Department of Computer
Science an Engineering, Indian Institute of Technology, New Deli, India. Department of Applied
Mathematics and Statistics, State University of New York, USA.

Se propone un algoritmo para la solucion de la busqueda de caminos mds cortos entre obstaculos
poligonales en el plano.

El fundamento de la propuesta es como sigue: Si P denota un poligono (conectado y cerrado) en el
plano y presenta h hoyos (obstdculos) y un total de n vértices, se puede establecer el problema de
calcular un camino mas corto desde un punto SLIP hasta un punto tOP.

La propuesta de los autores inicia con una triangulacién del espacio P donde los puntos inicial y
final estan establecidos. El algoritmo busca establecer caminos o “corredores” entre los
subespacios triangulares cuidando el pasar por los puntos que geométricamente proporcionan las
minimas distancias de acuerdo a la geometria Euclidiana del tridngulo.

Finalmente, haciendo uso del algoritmo de Dijkstra para la busqueda de rutas mds cortas, se
establece el camino de minima longitud. La diferencia con otros algoritmos del mismo tipo es la
forma en que se discretiza el espacio haciendo uso de la triangulacion del mismo.

No existe discusion alguna sobre el tipo de funcidn distancia considerada, sin embargo se infiere
gue se maneja la métrica Euclidiana dada la inclusion de la geometria del tridngulo para la
determinacion de distancias minimas.
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Lanthier, Mark; Maheswari, Anil; Sack, Jorg-Ridiger (1999). Shortest Anisotropic Paths on
Terrains. Proceedings of the 26" International Colloquium on Automata, Laguages and
Programming. Carleton University, Ottawa, Ontario. Canada.

En este trabajo se discute el problema de computar caminos mds cortos en terrenos anisotrépicos.
Se define un terreno como un conjunto de puntos y arcos (que conecta a los puntos) de los cuales
su proyeccidn en el plano X-y forma una triangulacién.

Se da cuenta de la gran cantidad de trabajos elaborados sobre el cdmputo de caminos Euclidianos
mas cortos y se sefiala que el enfoque de caminos ponderados mas cortos provee mas realismo en
el modelado de situaciones que incorporan atributos del terreno tales como costos variables para
diferentes regiones, esta caracteristica permite, por ejemplo, modelar situaciones en diferentes
ambientes: agua, arena o en carreteras.

El principal motivo de su estudio es modelar situaciones bajo terrenos anisotrépicos donde se
pueden identificar ciertas direcciones de viaje que representan pendientes que son muy
pronunciadas para ascenderlas o inseguras para viajar por ellas debido que es posible una
volcadura, un resbalamiento o pérdida de traccion.

Se plantea la necesidad de estudiar métodos para dar soluciones aproximadas dada la complejidad
computacional del problema y se analiza la propuesta de un algoritmo del tipo e-aproximacion que
permite dos fuerzas principales que actuan contra la propulsion de un vehiculo: friccidn vy
gravedad.

Este modelo asume una aceleracién neta igual a cero sobre el camino desde S hasta t y costo nulo
por cambio de direccién. L es el arco mas largo de un terreno P compuesto de n caras
triangulares, cada cara fj, 1 <j < n, con un costo /4 que pertenece al coeficiente de friccién cinética
para cada cara. Ademas, se tiene que cada cara tiene mas de tres rangos de angulos que definen
direcciones permisibles para viajar, y, en conjunto con los rangos de frenado, hay mas de cuatro
rangos angulares importantes por cara: dngulos criticos de frenado.

Dados dos puntos Sy t en P puede no existir un camino valido /7(s,t) entre tales puntos, pero en
este trabajo se asume que existe al menos un camino valido y, aunque se hace esta suposicion, el
algoritmo puede detectar la ausencia de caminos validos y reportar cuando tales caminos no
existen.

La propuesta es usar una discretizacion del terreno poliédrico estableciendo puntos de Steiner a lo
largo de las aristas del poliedro. Asi, se construye un grafo G que contiene puntos de Steiner como
vértices y aristas como interconexiones entre dichos puntos que corresponden a los segmentos
gue caen completamente en las caras triangulares del poliedro. El problema geométrico del
camino mas corto en un poliedro se convierte asi en un problema de grafos de tal manera que los
algoritmos eficientes existentes para caminos mas cortos en grafos pueden ser usados.
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A pesar de que el modelo basico fisico es similar para otros trabajos, la principal diferencia es el
uso de un numero logaritmico de puntos de Steinern sobre cada arista del P y estos puntos son
puestos siguiendo una progresidon geométrica a lo largo de cada arista. Este enfoque da lugar a un
algoritmo de busqueda de caminos Euclidianos, ponderados y anisotropicos.

Se verifica que, dado el planteamiento manejado, el concepto implicito de distancia minima es el
de linea recta y se busca resolver el problema mediante una representacion del terreno como un
grafo donde los métodos conocidos son aplicables.

Bdéna, Andrej; Slawinski, Michel (2002). Ray-paths as parametric curves in anisotropic, non-
uniform media: differential-geometry approach. Nonlinear Analysis, 51. Elsevier Science.

En este estudio se aborda la problematica de calcular caminos de ondas de sefiales o caminos de
rayos en un medio no uniforme.

Se basa en el principio de Fermat de tiempo de viaje estacionario bajo el contexto de elasticidad
perfecta donde la velocidad de una sefial es Unicamente funcién de su direccién y posicién. La
formulacién general de estos rayos como curvas paramétricas en medios arbitrariamente
anisotrdpicos y horizontalmente uniformes se usa para calcular estos caminos para las sefiales y
los tiempos de trayectoria de las mismas.

La descripcion del medio anisotropico se da mediante el uso de curvas elementales (wavefronts),
de las cuales, el tamafiio, orientacidon y forma pueden cambiar de un punto a otro sobre el eje
vertical. Estas curvas elementales pueden ser vistas como indicativas de la geometria asociada a
un medio dado.

Se propone la formulacion de una métrica de acuerdo a la cual todas las distancias desde un punto
origen o fuente a cualquier otro punto en la curva elemental son iguales, asi, para un medio
anisotrépico no uniforme, estas curvas son cerradas y presentan simetrias determinadas por las
leyes fundamentales de la teoria de elasticidad y por propiedades especificas del medio en esos
puntos. La formulacién de este tipo de métrica estd basada en el concepto de geometria
Finsleriana donde la definicion de la distancia varia con la posicion y la direccion (un caso
particular de dicha geometria estd dado por la geometria de Riemann donde las curvas
elementales son elipses).

Este es otro de los pocos trabajos que propone una forma alterna de manejar el concepto de
anisotropia mediante el uso de herramientas de calculo de variaciones e introduce el uso de
métricas definidas en geometrias diferentes a la Euclidiana.
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Jongrae, Kim; Hespanha, Joao (2003). Discrete Approximation to Continuous Shortest-Path:
Application to Minimum-Risk Path Planning for Groups of UAVs. Department of Electrical &
Computer Engineering, University of California, USA.

En este articulo se aborda el problema de encontrar caminos mas cortos ponderados en
condiciones anisotrdpicas en un dominio continuo, es decir, el cbmputo de un camino entre dos
puntos que minimiza la integral de linea de una funcién de costo-ponderado sobre el camino. Este
costo-ponderado depende de la posicidn instantanea y la direccion de movimiento.

El algoritmo que se propone para la solucién de este problema reduce el mismo a un problema de
optimizacion sobre un grafo finito, restringe la busqueda a caminos formados por la concatenacion
de segmentos de lineas rectas entre puntos a partir de una discretizacién adecuada de la regién
continua. Par maximizar la eficiencia del algoritmo, no se exige una discretizacion uniforme de la
region, para ello se usa un algoritmo propuesto de muestreo llamado “honeycomb” el cual
minimiza la penalizacion en costo producida por la discretizacién de un espacio continuo.

Se apunta que, generalmente, los trabajos se refieren a este problema como optimizacién de
caminos mas cortos, pero esto solo es cierto cuando la funcién de costo-ponderado es constante,
para el caso que se aborda, dicha funcién no lo es (dadas las condiciones anisotrépicas del espacio
qgue la hacen depender de la direccion del movimiento), asi que se refieren al problema como
optimizacion de caminos ponderados anisotropicos mas cortos y se plantea formalmente como
sigue:

Sea P el conjunto de todos los caminos (en unidades de velocidad) en R desde X; hasta X que son

continuos vy, por partes, diferenciables dos veces, es decir, un conjunto de funciones continuas
p:[0,T] » R, T > 0 para las cuales:

(i) p(0) =x;y p(T) = x¢

(ii) py pexisten en [0,T] excepto para un nimero finito de puntos
(iii) [Ipll = 1 donde quiera que esta derivada exista

El problema de optimizacién de caminos ponderados anisotrépicos mds cortos es calcular un
camino p* € P tal que

Jlp*] = min,ep)[p]

Donde J: P — [0, ) denota la funcién definida por
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T
Jiol= | (e, 5(®))dt

Paracada p:[0,T] > RenP.
Se asume, en todo el trabajo, que la funcion de costo-ponderado es continuamente diferenciable.

Una vez mas, debido a la complejidad de la solucién del problema continuo, se resuelve para una
aproximacion en el caso discreto, donde no se asegura un dptimo, sino mas bien una aproximacion
del costo arbitrariamente cercana al éptimo.

Al final se muestra una aplicacidon para el caso en que se quiere maximizar la probabilidad de
sobrevivencia de un grupo de Vehiculos Aéreos No tripulados (UAVs) al cruzar un espacio aéreo
resguardado por Unidades de Misiles Antiaéreos (SAMs) ubicados en posiciones bien definidas
dando buenos resultados y quedando trabajo pendiente para evitar la sobre-representacion de
puntos que el algoritmo de muestreo arroja al ser aplicado con diferentes vehiculos en la misma
situacion.

Es el primer trabajo encontrado donde se plantea la solucién del problema desde la perspectiva
del calculo de variaciones (sin ser mencionado asi) a través de usar una funcional para los casos en
donde las condiciones del medio son anisotrdpicas.

Nagy, Benedek (2003). Shortest Paths in Triangular Grids with Neighbourhood Sequences. Journal
of Computing and Information Technology.

Se analizan algunas propiedades de las discretizaciones triangulares y hexagonales en espacios
digitales de dos dimensiones.

Debido a que en la geometria digital los espacios con que se trabajan consisten en puntos
discretos con coordenadas discretas, el autor define una funcidn distancia que toma valores
enteros.

Se analiza el hecho de que, dado que en los principios de la geometria digital se usaban las
discretizaciones cuadradas en investigaciones, se producian dos tipos de movimientos en dos
dimensiones: el movimiento llamado “por cuadras” o “en bloques” de ciudad que permite sélo
movimientos horizontales y verticales; y el movimiento “de ajedrez” donde los desplazamientos
diagonales son también permitidos. Asi, se sefala, basado en este tipo de movimientos, en este
tipo de discretizacion se tienen dos tipos de métricas para calcular distancias.
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Mediante el concepto de secuencias en vecindades se pueden establecer distancias entre dos
puntos de una region, para el caso analizado por el autor, las discretizaciones hexagonales son de
interés, asi como las triangulares (las cuales son el dual de las primeras) y se establecen medidas
de distancia en ambos casos a través de hallar secuencias vecinas. Sin embargo, el encontrar este
tipo de secuencias no garantiza que se esté generando una métrica.

Para el caso de las rejillas hexagonales se una funcién distancia natural basada en las relaciones
naturales en vecindades entre patrones hexagonales, asi, se usa un sistema de tres valores
coordenados para describir este tipo de discretizacidén. Se asegura que las aproximaciones de las
distancias Euclidianas no son dificiles en este sistema, es decir, las rejillas hexagonales ofrecen una
manera facil de hacer que su geometria digital sea similar a la Euclidiana.

El caso de las rejillas triangulares se trata de manera similar, sin embargo, como se dijo antes, las
funciones distancia generadas en ambos casos por las secuencias en vecindades no prueban ser
una métrica para cada secuencia.

Hjaltason, Gisli; Samet, Hanan (2003). Properties of Embedding Methods for Similarity Searching
in Metric Spaces. Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelligence, Vol. 25, No. 5.

Este articulo involucra directamente los conceptos de funciones distancia y espacios métricos
aplicados a la busqueda de similitudes entre objetos de un mismo conjunto.

Las aplicaciones que se mencionan son el analisis de datos complejos, tales como imagenes,
documentos, secuencias de ADN, etc. todas parte del analisis de bases de datos complejas donde
tipicamente se persigue el encontrar objetos que son similares a un objeto predeterminado, la
similitud o disimilitud esta definida por una funcion distancia.

Se establece que el costo de evaluar la distancia entre dos objetos es muy alto,
computacionalmente hablando, de esta manera el objetivo en este tipo de procesos de busqueda
de similitudes es mantener las comparaciones en un minimo mientras la calidad de los resultados
se mantiene (esto es una situacion ideal).

Una manera de alcanzar el objetivo planteado es proyectar o introducir los objetos o datos en un
espacio vectorial de tal forma que las distancias de los objetos introducidos se aproximen a las
distancias reales, asi, se pueden efectuar comparaciones entre la mayor parte de los objetos en el
espacio vectorial.

El trabajo de los autores esta orientado al analisis de los efectos de llevar a acabo este tipo de
proyeccidn de un conjunto en un espacio vectorial definido, tales efectos pueden ser el dejar fuera
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a elementos del conjunto original que resulten ser tan relevantes que afecten los resultados
obtenidos de las comparaciones hechas, ademas de la distorsidon que se presenta al cambiar el
espacio original por una proyeccién de menor dimension.

Especialmente se analizan los métodos de proyeccién o introduccion llamados SparseMap,
FastMap y MetricMap; el primer método es una variante del método Lipschitz , mientras que los
dos ultimos estdn inspirados en una reduccién dimensional para espacios Euclidianos.

Se muestra que, en general, ninguno de los métodos analizados garantiza que las comparaciones
en los objetos proyectados no tengan exclusiones importantes o exclusiones trascendentales, pero
se demuestra que existen casos limitados donde dicha garantia si se mantiene.

Otro punto que se destaca es que una variante del método SparseMap permite comparaciones sin
exclusiones importantes, ademas, se muestra que con los métodos FastMap y MetricMap las
distancias obtenidas pueden ser mucho mas grandes que las distancias reales, lo cual hace casi
imposible el hecho de poder modificar estos métodos para garantizar que no presenten
exclusiones importantes.

Se puntualiza que el tipo de funcion distancia usada en este tipo de métodos se requiere que sea
una métrica o, en el peor de los casos, que sélo un numero reducido de distancias viole la
desigualdad del tridangulo. Se menciona que una ventaja importante de este tipo de métodos es
gue se pueden aplicar sin importar la naturaleza de los datos dado que las funciones distancia son
tratadas como cajas negras.

Formalmente, los conceptos usados se establecen como sigue:

Una tupla (Sd) se dice que es un espacio métrico finito si Ses un conjunto finito de cardinalidad N
yd:S X S > R* es una métrica distancia.

Se busca proyectar un espacio métrico finito en espacios de menor dimensidon y con normas
reales, esto es, espacios vectoriales reales con una norma, que sirvan de base de una distancia-
métrica. Usualmente la norma es una de las normas L, : [[x]|, = Clx;:1°)P; las distancias-
métricas que se basan en tales normas son llamadas métricas Minkowski cuando p = 1. Se
puntualiza el hecho de que las normas mas comunes son la Euclidiana (L,), la de Bloques de
Ciudad (L,) y la de Tablero de Ajedrez (L..).

Una proyeccién de un espacio métrico finito (Sd) en (R¥, ) es un mapeo F: S — R¥ donde kes la
dimension del espacio proyectado y &:R¥ x R¥ - R* es la distancia-métrica del espacio
proyectado. Si se denota la norma en R¥ por ||-||, la distancia-métrica § esta definida como
6(x,y) = |lx — yl|. |dealmente la distancia S(F(ol),F(oz)) en el espacio proyectado es muy
cercana a la distancia d(o4,0,) en el espacio original, sin embargo, es casi imposible y/o
impractico alcanzar una correspondencia exacta entre las distancias basadas en dy 6.

No se plantea la posibilidad de usar otro tipo de métricas o funciones distancia.
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Aggarwal, Charu (2003). Towards Systematic Design of Distance Functions for Data Mining
Applications. IBM T. ). Watson Research Center, NY. USA.

En este trabajo, proveniente de la industria del cédmputo, se plantea la necesidad de realizar
investigacion en torno al disefio de funciones distancia ad-hoc a las necesidades de los usuarios
del manejo de informacion, especificamente de data mining o mineria de datos.

Dado el incremento en la velocidad de recoleccién de datos, se sefiala la importancia de las
funciones distancia en aplicaciones de data mining (clustering, calsificacidén de datos, busqueda del
vecino mas cercano, entre otras) como una tarea clave y se puntualiza que la forma mas efectiva
de una funcién distancia sélo puede ser expresada en el contexto de un dominio particular de
datos, siendo una tarea no trivial, e incluso un reto, el encontrar tal forma de la funcién. Como
ejemplo de la aseveracion anterior, se habla del dominio de los textos donde el disefio de
funciones distancia ha sido considerado un aspecto de tal importancia y complejidad que ha sido
el centro de investigaciones intensivas en tres décadas. El disefio final de las funciones distancia en
este dominio ha sido alcanzado sélo mediante pruebas empiricas y consensos sobre la calidad de
los resultados surgidos de diferentes variaciones.

El aspecto mas importante, segun el autor, del disefio de funciones distancia es, dado que el ser
humano es el usuario final de cualquier aplicaciéon, que dicho disefio debe satisfacer los
requerimientos del usuario de manera efectiva.

Por lo anterior, se establece la necesidad de un enfoque sistematico para disefiar funciones
distancia que sean sensibles a las caracteristicas particulares de los dominios de los datos. La meta
es crear funciones distancia de una forma automatica y a la par minimizar el trabajo requerido del
usuario.

Formalmente: Se considera un conjunto de datos D que contiene un conjunto de N registros, cada
uno con d dimensiones. Se asume que los registros X y ¥ son sacados de la base de datos D. Se
define una funcién distancia paramétrica f(X,Y,14,...,Ax) como la funcién de sus argumentos X
y Y y los k pardmetros A, ...,A;. Debe notarse que esta definicién de funcién distancia es
incompleta dado que soélo asume una forma bdsica de la funciéon y deja varios pardmetros sin
especificar; tales parametros no especificados son aprendidos por una serie de interacciones con
usuarios cuya realimentacion es usada para ajustar la funcion distancia basica con el objetivo de
que satisfaga los requerimientos del usuario final.

Ademas, se destaca que dicho marco de referencia o enfoque sistematico debe crear funciones
que sean significativamente mas efectivas que las popularmente usadas, como las métricas
Euclidianas, las cuales presentan problemas en bases de datos muy grandes debido a que
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generalmente las diferencias entre datos pueden no ser tan significativas y la informacién de
distancia entre ellos dado por la norma Euclidiana no es tan efectiva.

Finalmente se sefiala que en la mayoria de los casos, la eleccion de la funcidn distancia a usar en
cierta aplicacidn no esta predefinida, sino que mas bien es elegida de manera heuristica.

Mohler, Joel; Umble, Ron (2004). Minimal Paths on Some Simple Surfaces with Singularities.
Department of Mathematics, Lehigh University, Bethlehem. Department of Mathematics,
Millersville University, Millersville.

En este trabajo se presenta un analisis matematico sobre caminos mas cortos encontrados en
superficies simples de formas conocidas: cilindros y copas conicas.

Se aborda el analisis desde la perspectiva geométrica para llegar a una clasificacién de los caminos
encontrados en cada superficie.

El problema se plantea de la siguiente forma: Dados dos puntos A y B en una lata de sopa o una
copa cdnica S, encontrar todos los caminos de minima longitud que los conectan. Los autores
aseguran la existencia de tales caminos basandose en el teorema de Ascoli que dice que el espacio

Slabl = {y:[a,b] = S | y continuo} es compacto.

Una de las conclusiones presentadas es que, cuando el nimero de caminos es finito, existen a lo
mas cuatro en una lata y tres en una copa, ademads de que se prueba el hecho de que los caminos
minimos son siempre geodésicas.

Se aprovecha el hecho de que estas formas tridimensionales pueden descomponerse en regiones
planas (descomposicion isométrica) conectadas en algunas partes de sus fronteras. Las geodésicas
en S aparecen como una unién de segmentos de lineas rectas en alguna familia de un modelo
plano.

El trabajo desarrolla ciertos puntos sobre caminos mdas cortos en superficies muy bien
determinadas (un cilindro y un cono) y demuestra que estos caminos son finitos y determinados
por geodésicas usando un “desdoblamiento” de las superficies en regiones planas interconectadas
donde se pueden “visualizar” tales geodésicas como una secuencia encadenada de segmentos de
lineas rectas.
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Endelman, Jeffrey; Silberg, Jonathan; Wang, Zhen-Gang; Arnold, Frances (2004). Site-directed
protein recombination as a shortest-path problem. Protein Engineering, Desing & Selection, Vol.
7, No. 7. Oxford University Press.

Otro campo donde surge el problema de encontrar caminos mas cortos es en el analisis de
comportamiento de proteinas; este campo ha tomado especial relevancia en los ultimos 10 afios.
El trabajo aborda el problema de modelar el proceso de recombinacién de proteinas y lo plantea
como un problema de caminos mas cortos.

Su base estd en el siguiente razonamiento: El disefio de proteinas busca una secuencia de
aminodcidos que codifica una proteina con propiedades deseadas. Una estrategia exitosa para
lograr este objetivo es la llamada evolucidon en laboratorio que involucra la busqueda de las
propiedades de interés en librerias de proteinas, estas librerias son generalmente creadas
mediante recombinaciéon y/o mutacion de proteinas padres con estructuras similares. El proceso
de disefio de librerias es complementario al disefio de secuencias en la cual una nueva proteina es
creada de novo o haciendo cambios especificos guiados por modelos a una proteina padre.

Por diversidad se entiende el cdmo las proteinas en la libreria difieren de las caracteristicas de los
padres y entre ellas mismas, y aunque la diversidad es necesaria para efectuar cambios en la
funcién de una proteina, es, a su vez, contraria a la necesidad de estabilidad de las proteinas
desdobladas, es decir, mientras muchas mutaciones son neutrales o disruptivas para la estructura
de la proteina, la fraccion de proteinas desdobladas estables en una libreria tiende a decrecer con
la diversidad.

De manera equivalente a lo establecido con anterioridad, para una funcion de energia que mide la
estabilidad de la proteina, la energia promedio de todas las proteinas en una libreria (E) tiende a
incrementar con la diversidad. Este tipo de intercambio (trade-off) o contraposicion de elementos
es comun en problemas de disefio de proteinas con objetivos de desemperfio en conflicto. Es por
ello que los autores proponen una estrategia que involucra el encontrar librerias en la superficie
Optima de intercambio energia-diversidad.

Se aplica la estrategia a un método llamado Recombinacién dirigida (SDR) en la cual se seleccionan
N cruzas en una alineacién de p padres relacionados en estructura para definir un conjunto de
p(n+1) fragmentos de péptidos los cuales son ensamblados de forma combinatoria para crear una
libreria de p™* proteinas-quimeras.

Para optimizar las librerias SDR para un conjunto de padres dado con un nimero fijo de cruzas n,
se minimiza la energia promedio de todas las quimeras (E), sujeta a las restricciones de longitud L
de cada fragmento de péptido:

min x, x, x,{E)
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Sujeto a

Lmin SL< Lmax

Donde (X4, X,,...,Xy) son las localizaciones de las cruzas.

En este articulo se prueba que para una proteina de longitud N, la ecuacidn anterior es
equivalente a encontrar el camino mas corto en una red con O(nNN) nodos. Asi, se obtiene un
algoritmo para el disefio de librerias llamado RASPP (Recombination as a Shortest-Path Problem)
que ayuda a determinar cuales disefios conduciran a librerias de menor energia.

El concepto de distancia usado no es el tradicional (longitud de camino recorrido) y se establece
en términos de energia, sin embargo no se establecen claramente las propiedades de la funcion
distancia utilizada.

Johnson, David; Cohen, Elaine (2004). Unified Distance Queries in a Heterogeneous Model.
Proceedings Technical Conferences, ASME Design Engineering Technical Conferences, Salt Lake
City, Utah. USA.

Los autores proponen como tema central de su discusidn la necesidad de establecer un método
para encontrar la distancia entre dos modelos con diferentes representaciones dado que las
funciones distancia pueden ser dificiles de formular y requerir multiples métodos especializados.

Las aplicaciones principales para este tipo de métodos son simulaciéon, planeacion de caminos o
rutas para robots, dispositivos controladores y modelacién, todas en ambientes con
representaciones heterogéneas.

Los modelos que, segln el trabajo, son los mas usados para comparar distancias se usan en
ambientes homogéneos, de tal forma que las funciones para encontrar la minima distancia son
muy especializadas en el modelo en que se aplicard, ya sea en ambientes poligonales o en
ambientes de “nubes de puntos”.

El hecho de que se tenga que desarrollar una funcion distancia especializada para que sea
aplicable al ambiente en que se trabaje hace que el cimulo de tal tipo de funciones crezca en gran
manera, de tal forma que a la fecha no es posible saber con exactitud cuantas funciones distancia
han sido o, aun, deben ser desarrolladas.
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El enfoque que se propone es el de un algoritmo que se basa en otros desarrollos y los generaliza
para poder computar una distancia minima entre dos objetos que pueden pertenecer a diferentes
ambientes. Los enfoques que se toman como base son:

Modelos para busquedas entre objetos de ambientes poligonales, lo cuales generalmente estan
compuestos por colecciones de triangulos. Este tipo de modelos generan una cantidad de
distancias calculadas entre puntos para posteriormente efectuar una comparacion entre ellas y
“podar” las mayores del conjunto calculado de manera iterativa hasta obtener la menor de las
distancias. Algunos enfoques fijan fronteras de busqueda para acelerar el proceso de calculo.

El otro tipo de modelo es de los llamados paramétricos lo cuales estan compuestos de “parches” o
porciones de superficies suaves y basan su funcionamiento en métodos numéricos para la
resolucidn de sistemas de ecuaciones que describen las condiciones de minima distancia entre dos
modelos paramétricos.

La distancia entre dos modelos paramétricos F(u,v) y G(st) es la minima magnitud del vector
diferencia D(u,v,s,t) = |F(u,v) — G(s, t)|; la magnitud de la funcién D al cuadrado evita la raiz
cuadrada involucrada en el concepto Euclidiano de distancia usado generalmente en este tipo de
calculos como una aproximacion aceptable.

Los extremos del vector diferencia ocurren en las raices coincidentes del conjunto de sus
derivadas parciales

(F=G)-F, =0
(F-G)-F, =0
(F-G)-Gy=0
(F=G)-G,=0

Este sistema de ecuaciones ha sido resuelto mediante computacion simbdlica, métodos de
intervalos y otros métodos numéricos los cuales tienen la ventaja de una convergencia rapida y
son de relativamente facil implementacion.

Algunos otros autores han hecho el esfuerzo de combinar estos enfoques pero no se han logrado
métodos generales eficientes de calculo de distancias minimas, sélo se menciona un método
alternativo que usa proyecciones ortogonales desde un punto de una superficie a otro punto en
otra superficie que eventualmente lleve a una interseccion entre ambas.

Se sostiene la aseveracidon de que mientras se han desarrollado enfoques para encontrar la
distancia minima entre dos objetos de la misma representacion o de la misma familia, no ha
habido mucho esfuerzo en desarrollar métodos generales para computar distancias que
involucren objetos de diferentes representaciones o familias.
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El enfoque mostrado es llamado Funcion Distancia Genérica Modelo-Modelo y estd basado en la
observacién de la distancia minima local entre dos modelos que, de acuerdo al articulo, puede ser
encontrada a través de:

1. Encontrar la minima distancia desde un punto objetivo en el primer modelo hasta el
segundo modelo.

2. Usando el punto obtenido anteriormente como un nuevo punto objetivo, encontrar el
punto mas cercano a tal punto en el primer modelo.

3. Repetir este proceso hasta que la distancia minima entre ambos modelos converja.

Generalmente inicializan la busqueda encontrando los puntos mas cercanos entre dos conjuntos o
“cajas” delimitadas que contienen ambos modelos.

Se establece que, de acuerdo a los resultados obtenidos en sus pruebas, su algoritmo converge en
el 95% de los casos estudiados a la misma distancia buscada entre dos modelos diferentes.

Se dice que el algoritmo es flexible al permitir el uso de funciones distancia especializadas y que,
incluso, esto lo hace mas eficiente, sin embargo no se hace mencién explicita de que se haya
probado con enfoques diferentes al Euclidiano o de que se haya formulado alguna funcién
distancia general.

Riviere, Thomas; Brisset, Pascal (2005). Shortest Path in Planar Graph and Air Route Network.
Proceedings of the International Conference on Research in Air Transportation.

El articulo presenta una solucién desarrollada con el objetivo de contribuir a la creacién una red de
rutas aéreas europeas unificada.

La base de este trabajo es la integracion de herramientas conocidas: Recocido Simulado vy el
algoritmo de Floyd-Warshall para caminos mas cortos. El trabajo busca generar una red de rutas
gue sea compatible con el concepto Menor-Sector para control de trafico aéreo y que provea de
rutas mas cortas posibles a las aeronaves.

En el concepto de Menor-Sector, sdlo un controlador aéreo es responsable de un nimero m de
aeronaves desde la salida hasta la llegada en terminales aéreas, a diferencia del concepto
tradicional donde existen dos controladores en dos sectores del espacio aéreo controlando n
aeronaves.

Como inicio del nuevo algoritmo, se propone una discretizacién del espacio aéreo europeo simple:
una rejilla o grid cuadrado donde cada arista representa 4000 km de longitud; cabe mencionar
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que dada la curvatura de la tierra, las rutas reales se estiman 32% mas largas que las directas
establecidas en el grid del espacio aéreo propuesto.

La aplicacion del método de recocido simulado es simple para establecer diferentes rutas y
construir con ellas una red que finalmente sera optimizada con el algoritmo de Floyd-Warshall.

Las limitaciones son principalmente dos:

1. Ladistancia entre dos puntos opuestos no puede ser menor que 100 km
2. Un camino mds corto no puede incluir un dngulo menor que 90 grados.

Tales limitaciones obedecen a criterios necesarios para asegurar que se respeten las leyes fisicas
en vuelos.

A pesar de que el trabajo reviste importancia en el disefio de una red unificada de vuelos en
Europa, no se menciona nada al respecto de la forma en que las distancias son estimadas.
También se puede observar que, dado el hecho de usar aproximaciones no geodésicas, se asume
un error estimado de un 32% entre las distancias estimadas y las reales.

Linderman, Stephen; LaValle, Steven (2005). Current Issues in Sampling-Based Motion Planning.
Department of Computer Science, University of lllinois. USA.

En este articulo se hace una revision de las técnicas usadas para la planeacidon de movimientos en
robotica y sus aplicaciones.

Este tipo de técnicas basan su actuar en una exploracién aleatoria del espacio, generando una
muestra del mismo después de haberlo discretizado, este tipo de espacio es llamado C-Space o
espacio de configuracién y esta constituido de un conjunto de puntos representativos del espacio
total. La forma en que se muestrea el espacio, es decir, el algoritmo usado para obtener la
muestra del espacio es muy importante en este tipo de técnicas, por lo que debe ponerse especial
cuidado en su eleccidn.

Otro elemento importante en esta técnica es la forma en que se determina si un camino atraviesa
por un obstaculo o no (camino en colision con un obstaculo) de tal manera que se pueda tomar
una decision en cuanto a si dicho camino es o no factible.

Ademas de describir la técnica en forma general, también se da cuenta de las aplicaciones en
ciencias bioldgicas que de un tiempo a la fecha han venido desarrollandose con estds técnicas.
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El objetivo es que se encuentre el camino mas corto entre dos puntos de un espacio, entendiendo
gue el costo de cada camino queda determinado no sélo por la distancia fisica entre los puntos,
sino también por el gasto de energia que implicaria el recorrerlos.

El tema de funciones distancia queda manifiesto en la revisién de los criterios para efectuar un
muestreo: discrepancia y dispersidn. Esto formalmente se establece de la siguiente forma:

Sea X = [0,1]d c R% que define un espacio sobre el cual se generardn muestras. Se considera
evaluar la uniformidad de un conjunto, P, de N-dimensional puntos de muestra {py, ...., py_1}- La
discrepancia esta definida como

D(P,R) = supger|u(R) — [P N R|/N|

Donde || de un conjunto denota su cardinalidad, i denota la medida de Lebesgue, y R es un rango
del espacio.

La dispersion esta definida como
8(P,p) = supyexminyep p(x,p)
Donde p denota cualquier métrica.

En el articulo, los autores destacan que, a menos que se diga lo contrario, se entiende que esta
métrica es €%, es decir normas del tipo L,.

Cheng, Siu-Wing; Na, Hyeon-Suk; Vigneron, Antoine; Wang, Yajun (2007). Approximate shortest
paths in anisotropic regions. Department of Computer Science and Engineering, HKRUST, Hong
Kong and Applied Mathematics and Informatics Department, INRA, France.

Este es un trabajo mutildisciplinario que aborda el problema de encontrar el camino mas corto
para un movil en un terreno subdivido en planos con n vértices.

Se plantean las aplicaciones de las soluciones de este problema a diferentes ambitos: Sistemas de
Informacion Geograficos, Logistica, Planeacién de Movimientos y Grafica Computacional entre los
mds importantes.

Ademas se describe que, como los caminos encontrados caen en un ambiente geométrico en
todas las aplicaciones y este ambiente en usualmente representado por una division poligonal (o
poliédrica) del terreno o espacio considerado, pueden usarse diferentes métricas en diferentes
regiones de la subdivision para modelar los efectos de friccion, viento, inclinacién o cualquier otra
restriccion mecanica. Es debido a las diversas aplicaciones y a la variedad de ambientes
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geograficos posibles, asi como métricas, que se han desarrollado extensivamente algoritmos para
solucionar este problema.

Los autores parten de los trabajos hechos sobre el problema planteado para una region ponderada
donde un robot (sefialado como un punto en la regidn) se mueve sobre una subdivisién en planos
T,y cada carafde T es asociada con un peso W;> 0; aqui, el costo de un camino en un carafesla
longitud de este camino multiplicada por W;. Se asume que las caras de la subdivision T son todas
triangulares. El nimero de vértices de T se denota por n. Uno de los primeros algoritmos que
trabaja bajo este esquema es una versidn continua del algoritmo de Dijkstra para encontrar la ruta
mas corta de un grafo; otros algoritmos discretizan el espacio de busqueda fijando puntos de
Steiner y encontrando un camino mas corto en un grafo cuyos nodos son dichos puntos.

Se sefiala que la principal limitacion de este enfoque (modelo de regién ponderada) es que solo
permite modelar situaciones donde las métricas usadas son isotrdpicas, es decir, que no se puede
tomar en cuenta efectos tales como vientos, corrientes o cualquier otro campo de fuerza que se
favorece en ciertas direcciones del trayecto.

J. Reif y Z. Sun (2004) dan a conocer, en su trabajo Movement planning in the presence of flows, un
modelo mas general donde la planeacion de movimientos se podia dar en la presencia de flujos
uniformes y que permitia modelar la fuerza de friccion y un flujo uniforme en cada region. Aqui se
establece la necesidad de remover la dependencia en parametros dificiles de obtener para el
tiempo de corrida y, ademas, se manifiesta la deseabilidad de manejar mas tipos de métricas
generales para poder modelar una mayor cantidad de problemas de aplicaciones reales.

Siguiendo la linea de trabajo, los autores consideran una generalizacion del modelo de Reif y Sun:
Un punto-robot se mueve en una subdivisién en planos desde un punto fuente Vs a un punto
destino Vg La subdivision T puede presentar “hoyos” que modelan posibles obstaculos. La
distancia en cada cara f de la subdivisién se mide de acuerdo a una posible funcion distancia
convexa asimétrica, asi, diferentes funciones distancia convexas pueden ser usadas en diferentes
caras. B denota la unidad “disco” de la funcién distancia de una cara f y se asume que B esta
contenida en una unidad disco Euclidiana concéntrica y que, a su vez, B contiene un disco
concéntrico Euclidiano de radio 1/, en otras palabras, se plantea que existe un valor p 21 tal que
la velocidad del robot en cualquier direcciéon y en cualquier cara de T esta en el intervalo [1/p, 1].
Para este enfoque, los problemas de la regién ponderada y la planeacion de caminos en la
presencia de flujos uniformes son casos especiales.

Se asegura que el algoritmo presentado es el primero en manejar funciones distancia convexas
generales (que no son necesariamente una métrica dado que pueden ser asimétricas aunque
cumplen con la desigualdad del triangulo) y, aunque se afirma que no es obvia la existencia de un
camino optimo en el modelo propuesto, se sostiene que, de acuerdo a la teoria de espacios de
longitud, se puede probar que existe un camino éptimo rectificable.

Se introduce una funcion distancia-costo definida como
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d(x,y) = inf{cost(P): es un camino poligonal desde x hastay,P c |T|}
Cuyas propiedades son:
(i) Para cualquier x,y € |T|,x =y siysélosid(x,y) =0

(ii) Para cualquier x,y € |T|, d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)
(i)  Para cualquier x,y € |T|,|lxy|l < d(x,y)

(iv) d(.,.) es continua sobre |T|?
(v) Para cualquier x,z € |T|, existeunay € |T|tal que d(x,y) =d(y,z) =
d(x,z)/2

Asumiendo que el costo de un camino poligonal esta bien definido y es positivo.

Es posible que este trabajo sea de los pocos que mencionan un concepto como el de funcién
distancia convexa general y la particularidad de que puede ser asimétrica (por tanto dejaria de ser
una métrica) y, a pesar de hacerlo, no profundizan en el tema de su modelado.
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[The] heart of scientific method, and of all rational study of any human activity, lies in the process
of identifying sets and of understanding the structural properties of relations between sets.
R.H. Atking, 1974.

2.1. Conjunto.

Un conjunto es una coleccion bien definida de objetos o elementos, es decir, una coleccion
donde es posible dar una respuesta no ambigua a la pregunta “¢Este objeto x pertenece al
conjunto Y?”. Un conjunto puede ser definido, basicamente, por extension (lista de todos
sus elementos) o por intensidn (postulando una o mdas propiedades que cada elemento
debe poseer); ademas, cada conjunto puede ser dividido en otros conjuntos mas
pequeiios llamados subconjuntos.

2.2. Relaciones en conjuntos.

Una relacion A en un conjunto, también llamada relacidon binaria, puede definirse como un
subconjunto del conjunto Producto Cartesiano. Formalmente puede escribirse como A € AXA,
siendo A cualquier conjunto.

Dado que las relaciones son conjuntos en si mismas, también pueden definirse por extensién o por
intensidn, ademds, puede definirse una relacion mediante una red o grafo con los nodos
representando a los elementos de un conjunto y los arcos representando una relacién entre ellos.

Una relacion en un conjunto A se dice reflexiva si a;Aaq;Vi, es decir, si cada elemento esta
relacionado consigo mismo; una relacion es simétrica cuando Viyj, a;Aa; implica a;la;. Se
dice que una relacién es transitiva si, dados tres elementos i, j y K a;Aa; y a;Aday implica a;Aay;
es intransitiva si a;Aa; and a;Aay no implica a;Ada; para cualesquiera tres elementos; es no-
transitiva si algunas tripletas muestran transitividad mientras otras no.

Una relacidon que es simultaneamente reflexiva, simétrica y transitiva es llamada una relacion de
equivalencia y dicha relacidn particiona un conjunto en clases de equivalencia.
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Se definen las siguientes propiedades o condiciones que puede cumplir una relacién o funcién

binaria.

Una funcién binaria d:R'xR' = F cumple la propiedad PX, si para todo a,b,cLJR", y para

n
toda u,vJS', donde S es la n-esfera euclidiana S" = {u ORrR |Z lj = 1} 0 R:
i=1

P1. d(a b)< d(ac)+d(c,b)

P2.d(a,a)=0

P3.d(@,b)=0

P4. d(@,b) =d(b,a)

P5.d(a,b)=0=a=b

P6.d(at+c b+c)=d(ab)

P7.d(a,b) =-d(b,a)

P8.d(aa+ Vi) =d(aa+ul) paratoda >0 pequefia
P9.d(Aa,Ab) = Ad(a,b) paratodal OR

(Desigualdad del triangubo
(dentidad
(No negatividal
(Simetria)
(Definitoreidad
(Uniformidad
Antisimetrig
I§otropig
Homogénea positiva de grado u
en A >0).

2.3. Distancia como una relacion.

Existe una relacién, que surge muy a menudo en problemas de optimizacién, que presenta
propiedades que la hacen singular y digna de ser tomada en especial consideracion: /a distancia.

Si suponemos que se define un darea suficientemente pequefia como para ignorar la curvatura de
la superficie de la Tierra y se toma un conjunto de objetos con coordenadas cartesianas conocidas,
resultaria trivial el representar estos objetos en un mapa o configuracion en dos dimensiones. Las
distancias entre pares de objetos pueden ser medidas directamente desde el mapa o calculadas

usando las coordenadas de ubicacion.

Como ejemplo de este concepto, se tiene a la distancia Euclidiana, dg (i, j), entre cualquier par de

objetos definida como

dg (i,) = J (it — 112 + (s — 152)?
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Expresidn que puede ser escrita, de manera alternativa, como

dp (i) = [ — 5)% + (i — x:2)2]

O, por razones de conveniencia para la generalizacién del concepto, de la siguiente forma

1/2

2
ds () = | ) G = )
k=1

Esta medida de la distancia Euclidiana o fisica es una relacién particularmente restringida que
tiene las siguientes propiedades:

1)
2)

3)

4)

5)
6)

Se considera el conjunto producto Cartesiano de parejas ordenadas, cada miembro del
cual es un elemento de un conjunto bien definido de objetos.

A cada pareja ordenada (i,j) se le asigna un ndmero real no negativo (en cualesquiera
unidades apropiadas) que se llamara la distancia entre i y j escrita como dg(i, j).
Sidg(i,j) =0, entonces i = j. Se puede escribir dg(i,i) = 0 para toda i, indicando que la
distancia desde cualquier objeto hacia si mismo es cero; esta propiedad es llamada
reflexividad.

La distancia Euclidiana, dg(i,j), es la longitud de la linea mas corta que une las
ubicaciones de un par de objetos (distancia conocida como “vuelo de cuervo”). Sélo existe
una distancia asi definida para cualquier par de objetos.

La medida de la distancia tiene la propiedad de simetria: dg(i,j) = dg(j, i).

La medida de distancia cumple la desigualdad del tridngulo: dg (i, j) < dg (i, k) + dg(j, k)

Estas propiedades de la distancia Euclidiana son equivalentes a aquellas requeridas por el
concepto matematico de métrica para ser considerado tal, asi, la relacién distancia Euclidiana es la
métrica mas frecuentemente encontrada aunque existen otras funciones usadas para el calculo de
distancias, dichas funciones se trataran mas adelante.

2.4. Concepto de distancia.

Un espacio métrico comprende un conjunto de objetos y un conjunto de distancias que relaciona
esos objetos, y aun cuando se ha definido la distancia Euclidiana en un espacio de dos
dimensiones, los objetos que se manejan en un problema pueden estar caracterizados por mas de
dos dimensiones, y las distancias Euclidianas pueden ser generalizadas a varias (en general m)
dimensiones:
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m 1/2
g (i, J) = [Z G = 56’
k=1

Un representacion grafica de objetos es posible hasta tres dimensiones, pero para m>3, aunque
las ubicaciones y distancias existen en un espacio multidimensional, no pueden ser dibujados en
una hoja.

Los espacios Euclidianos multidimensionales surgen con mayor frecuencia en estadistica
multivariada donde las dimensiones corresponden al nimero de variables y x;;, denota el valor de
la observacion (objeto) i en la variable k. No obstante, la distancia medida entre cualesquiera dos
observaciones depende de las unidades en las cuales las variables sean medidas, asi, la férmula de
la distancia Euclidiana es valida sélo si las dimensiones de las variables tienen escalas idénticas.

Aun cuando la métrica Euclidiana no es la Unica existente (B. Everitt, 1980), en la practica es la mas
ampliamente usada, es decir, aunque estamos condicionados, tal vez por los resultados de la
trigonometria elemental, a pensar en la distancia entre dos puntos como la linea recta, no
debemos equivocarnos en aceptar que la distancia Euclidiana es la Unica métrica disponible,
existen diversas métricas como las que se encuentran en el Diccionario de Distancias (E. Deza,
2006) donde se da cuenta de diferentes relaciones de distancia usadas en varios campos del
conocimiento.

El concepto de distancia es uno de los mds bdsicos en la experiencia humana. En la vida cotidiana
usualmente significa algin grado de cercania entre dos objetos fisicos o ideas, por ejemplo,
longitud, intervalo de tiempo, brecha, rango de diferencia o lejania, mientras que el término
métrica es generalmente usado como un estandar para una medicion.

Las notaciones matematicas de distancia-métrica y espacio-métrico se desarrollaron desde hace
mas de un siglo por Fréchet (1906) y Hausdorff (1914) como un caso especial de un espacio
topoldgico infinito. Los espacios-métricos infinitos son vistos usualmente como una generalizacidn
de la métrica |x — y| en los nimeros reales.

Actualmente, las métricas-distancia se han convertido en herramientas esenciales en diferentes
areas de las Matematicas y sus aplicaciones incluyen Geometria, Probabilidad, Estadistica, Teoria
de Codificacidon/Grafos, Agrupacion (Clustering), Analisis de datos, Reconocimiento de Patrones,
Redes, Ingenieria, Grafica/Visibn Computarizada, Astronomia, Cosmologia, Biologia Molecular y
otras areas de las ciencias.

El disefar las métricas-distancia mds apropiadas se ha convertido en una tarea regular para
muchos investigadores; especialmente la busqueda mas intensa de este tipo de métricas se da en
Genética, Andlisis de Imagenes, Reconocimiento de Voces, Recuperacion de Informacion, entre
otras areas. A menudo una misma métrica-distancia aparece independientemente en diferentes
areas (por ejemplo, la distancia de edicién entre palabras, la distancia evolutiva en Biologia o la
distancia Levenstein en Teoria de Codificacion).
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Un ejemplo claro de estas variaciones en métricas esta dado por la formula de la distancia
Euclidiana, donde, al remplazar los exponentes 2 y % por exponentes generales p y 1/p y para
asegurar que la distancia permanezca no negativa, se remplazan los paréntesis por barras
verticales que denotan valores absolutos, se tiene:

1/p

m
. P
d,(i,j) = [Z|xik — Xjk
=1

Esta expresién define una familia entera de métricas conocidas como las p-métricas de Minkowski
donde la distancia Euclidiana es simplemente un caso especial en el cual se toma la raiz cuadrada
de la suma de intervalos cuadrados sobre todas las dimensiones. La constante p puede tomar
valores entre 1y el infinito; para valores p < 1, la desigualdad del tridngulo es violada y, por tanto,
ya no se considera una métrica de acuerdo a la definicidn de la misma dada por E. Deza (2006).
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2.5. Otras métricas.

Como se destacé anteriormente, las p-métricas de Minkowski en su caso particular cuando p=2, da
por resultado la métrica llamada Euclidiana; otra métrica que es derivada de las mismas p-métricas
es aquella cuyo valor de p es igual a 1 llamada métrica Manhattan (también llamada “de cuadras
de ciudad” o “de taxi”) la cual calcula la distancia como la suma de los intervalos sobre cada eje
coordenado. En el espacio Euclidiano existe sélo un camino mas corto, mientras que en el espacio
Manhattan habra en general un gran ndmero de los mismos dependiendo de la configuracién de
rutas; asi, esta situacion viene a destacar la importancia que tiene el sistema coordenado en la
determinacion de distancias de acuerdo con cualquier métrica Minkowski diferente a p=2, es decir,
la métrica Euclidiana es la Unica métrica Minkowski que posee la propiedad de invariancia
rotacional.

Otra métrica que surge frecuentemente en las ciencias sociales es el indice de disimilitud definido
como

1
6ij = EZ|Xik — Xjie|
K

En general, i y j son dos objetos y k denota un atributo medible de cada objeto. Por ejemplo, i y |
pueden ser dos unidades de area y si se quisiera medir el porcentaje de la poblacién en el drea i,
Xik, que pertenece al k-th grupo étnico, el indice de disimilitud nos dice la extension par la cual la
mezcla étnica en i difiere de aquella en j; especificamente, nos dice el porcentaje de la poblacion
en i que tendria que ser removida para que las diferencias desaparecieran. El indice varia desde 0
a 100; satisface el axioma de simetria, es no negativo y también satisface la desigualdad del
triangulo.

De hecho, hablando estrictamente, este indice define una pseudométrica en lugar de una métrica
dado que &(i,j)=0 no implica necesariamente que i=j.

Proximidades.

Han surgido numerosos conceptos de distancia en diferentes disciplinas, aunque sélo algunas de
ellas son distancias reales en el sentido de que obedecen los requerimientos de una métrica, sin
embargo, existen relaciones definidas sobre un conjunto de objetos que, a pesar de no cumplir
con las propiedades exigidas para una métrica, pueden ser consideradas conceptualmente como
poseedoras de propiedades parecidas a las métricas-distancias; es decir, aunque estas relaciones
no son métricas, pueden ser manipuladas para producir un espacio dentro del cual las relaciones
son, de facto, distancias verdaderas.

Estas relaciones con propiedades parecidas a las métricas son llamadas proximidades (McFarland
and Brown, 1973) y dan paso (A. Gatrell, 1983) a la incorporacién de las medidas de similitud
(cercania) y disimilitud (separacidn espacial).
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Asi, las proximidades son funciones muy generales definidas en un par ordenado de elementos del
producto Cartesiano de un conjunto; no necesitan ser no negativas, o reflexivas o simétricas, y no
necesitan cumplir con la desigualdad del tridngulo. Mas aln, una métrica requiere que si d(i,j)=0
entonces i y j son diferentes nombres para el mismo objeto: esto no es requerido por una medida
de proximidad.

2.6. Algunas funciones distancia conocidas.

Existe un grupo de funciones que sirven para medir distancia y que cumplen con los
requerimientos de una métrica, las cuales, al ser analizadas y comparadas entre si, muestran las
posibles distorsiones, impuestas por los mismos requerimientos de una métrica, que sufren las
distancias reales en un problema al ser representadas mediante dichas funciones, las cuales, se
tratan a continuaciéon de manera mas formal.

Los espacios de interés en muchos problemas de optimizacidn son complejos y variados. Por
ejemplo, el conjunto de todas las oficinas en la ciudad de México junto con todas las rutas de
transporte entre estas oficinas se pueden usar para describir un “espacio”, considerando que la
“distancia” entre cualesquiera dos oficinas estd definida como el tiempo que le toma a una
persona para trasladarse desde una oficina hasta otra por la ruta mas rapida en un momento dado
del dia.

Si las distancias se deben medir en términos mas generales que simples longitudes, entonces las
reglas convencionales que se utilizan para la medicion de distancias se deben cambiar y las
herramientas de analisis espacial, tal como los Sistemas de Informacidn Geogréfica (SIG), se deben
reevaluar a la luz de tales cambios. Sin embargo, las implicaciones de cambiar, por ejemplo, de la
muy conocida féormula Euclidiana a otras medidas, necesitan un marco tedrico que las
fundamenten, asi como una justificacion.

2.6.1. Métricas
Para poder manejar la nocidn de distancia se requieren principalmente dos elementos:

a) Un conjunto finito o infinito de objetos distintos, y

b) Una regla o conjunto de reglas para determinar la “separacion” de pares de objetos (es
decir, contar con una forma de medir).

Una métrica (o métrica distancia), d;, satisface las siguientes condiciones:

i). dj >0sii#] (no negatividad, o coloquialmente, distincién o separacion)
ii). dj = Osii=] (definitoriedad, o equivalencia)

iii). dj + di > di (desigualdad del triangulo)

iv). dj = dj (simetria)
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donde i yj son elementos (o puntos) de algin conjunto predefinido de objetos o elementos, E.

Frecuentemente el conjunto E = R X R = R?, es el conjunto de pares de nimeros reales y la
medida d; es la distancia (métrica) euclidiana, definiendo asi con (E, d) el espacio euclidiano 2-
dimensional. Sin embargo, si un conjunto de mediciones de distancias satisface las condiciones
arriba mencionadas esto no implica que estas puedan ser representadas en el espacio euclidiano,
es decir, estas condiciones son necesarias pero no suficientes para que sea posible una
representacion euclidiana.

Si se fija un punto j (por ejemplo el cero) y d; es una constante, entonces la ecuacion de la métrica
describe una “bola” (conjunto de puntos, por ejemplo, un circulo, una elipse, una esfera) con
respecto al punto fijo. De esta manera, se pueden comparar todas las métricas en R dibujando la
grafica de sus bolas alrededor del origen.

Es razonable preguntar qué clase de funciones satisfacen los requerimientos enlistados arriba, es
decir, éuna funcién distancia tiene que ser la formula estandar euclidiana? Con el fin de satisfacer
las primeras dos condiciones mencionadas, la medida debe producir un resultado positivo o cero.
Suponiendo (inicialmente) que una medida de distancia necesita utilizar una funcion algebraica
simple, la diferencia entre coordenadas parece ser una base para determinar la separacién entre
los puntos, para lo cual se debe, cualquiera de dos, tomar el valor absoluto de esta diferencia, o
una potencia par, por ejemplo 2 o 4. En la practica ambos enfoques se pueden usar, aunque el uso
de la cuarta potencia o potencias pares mas altas son inusuales. Estas expresiones aplicadas a
coordenadas de valores reales sobre un espacio uniformemente continuo también conduce a que
la condicidn de simetria se cumpla. Si se usa una potencia tal como 2 o en general p > 1, es usual
eliminar el efecto subsecuentemente sacando la raiz p-€simaa la suma de las diferencias, todo
esto es necesario con el fin de satisfacer las condiciones de las métricas antes mencionadas para
toda p. Estos procedimientos potencia/raiz son similares al calculo de un rango de medidas
estadisticas tal como las medidas de tendencia central, como por ejemplo la varianza y la
desviacion estandar, en poblaciones 1, 2 o n-dimensionales.

La siguiente expresion corresponde a una funcién distancia que cumple con las condiciones de una
métrica:

1
d(f,9)=[(f(9- g(R)* b
0
Donde f(X) y g(X) son funciones real-valuadas sobre el intervalo cerrado [0,1]. En este caso la

métrica proporciona una formulacién conocida como aproximacion por “minimos cuadrados”.

Un enfoque muy diferente a la definicién de una métrica sin requerir el uso de potencias pares o
valores absolutos es considerar solamente valores positivos. Por ejemplo, la funcién

SIX£Y

1
d =
(%9 0 en caso contraric

satisface todos los requerimientos antes mencionados y es conocida como la métrica discreta.
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El conjunto de condiciones para que una funcidén sea una métrica son tan familiares que puede
parecer ocioso cuestionar su validez, sin embargo, existen varios aspectos en los que se basa el
concepto de métrica que son insatisfactorios en muchas situaciones de la vida real, en particular
las condiciones de simetria, no negatividad, y desigualdad del tridngulo, condiciones de las cuales
se muestra su falta de cumplimiento en problemas de la vida real.

El primer inconveniente es que una sola medida se supone que se aplica a todos los pares de
puntos en E. Esto encaja con mediciones sobre hojas de papel (por ejemplo, mapas, planos de
construccién, etc.) y sobre un espacio libre (por ejemplo en el aire), pero una sola medida es
insatisfactoria en casi todas las demas situaciones. Es decir, es muy inusual que el espacio en
estudio sea completamente homogéneo, sin variaciones para cada direccidén o para cada subregion
de una regidn dada. Por esta razén uno puede argumentar que las medidas de distancias deberian
reflejar tales variaciones; es decir, prefeririamos tener diferentes formulaciones dependiendo de
donde o en cuadl direccion se hacen las mediciones de distancias.

El segundo problema surge de las condiciones i (dj > 0 sii#j) y iii (dj + di > dy) de las métricas.
De aqui surgen los caminos implicados por una funcién distancia, la razon es porque la medida
seleccionada aplica para todos los pares de puntos en el espacio E, y como la desigualdad del
tridngulo se cumple, entonces existe algin punto, k, “entre” el origen i y el destino j para toda
pareja i, j. Esta nocion de distancia conduce a una estructura especifica, que es un conjunto finito
o infinito de puntos que yacen entre i y j, lo que da la nocién de arco. Lo anterior sugiere que una
funcién distancia solamente se puede aplicar a una escala (dentro de una regién) para la cual los
resultados obtenidos de distancias se pueden confirmar como consistentes (invariantes) para
todos los pares de puntos en esa regidon. Por tanto, las funciones distancia se pueden considerar
como un concepto que debe aplicarse localmente sobre una regién dada.

Una situacion mas general es la “infraestructura” entre pares de objetos, S1E, quepodria requerir
eliminar algunas de las exigencias restrictivas de las métricas, tal como la simetria, triangularidad,
y no negatividad. Para ilustrar esto supongamos que se desea atender en 4 posibles hospitales (de
los cuales 3 son privados y 1 es publico) a un grupo de 700 personas contagiadas por un virus, tal
que la distancia total recorrida caminando sea minima. Hay personas que ya estdn concentradas
en el hospital publico (Hospital General) las cuales pueden quedarse ahi para ser atendidas o
desplazarse hacia los demds hospitales. Los datos son los siguientes:

Hospital Tiempo caminando al Numero de personas que
hospital general podrian atenderse en el lugar
1 a1 =5 700
2 ay=7 700
3 az; =3 300
4 (Hospital a1 =0 200
General)

Como se ve en la tabla, solamente los lugares 1 y 2 tienen la capacidad para atender al grupo
completo de personas, y el lugar 1 da un tiempo total de recorrido de 3500 minutos mientras que
el lugar 2 da un total de 4900 minutos. Sin embargo, si el grupo de personas se puede repartir
entre los hospitales basandose en la proximidad al Hospital General y considerando que se puede
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utilizar parcialmente el lugar 1, entonces el tiempo total de recorrido por las 700 personas se
reduce a 200(0)+300(3)+200(5) = 1900 minutos en total. En este caso, la “medida” es el tiempo
gue toma caminar hasta el Hospital General, multiplicado por el nimero de personas que hace el
recorrido.

En este ejemplo no se tiene idea si los hospitales privados estan localizados a lo largo de un
camino, a la derecha o a la izquierda del Hospital General, o si estan distribuidos dentro de una
region. La medida seleccionada para tomar la decision no fue una métrica (geografica). Sin
embargo, si se considerara que las personas del ejemplo pudieran ir desde un lugar hasta otro,
entonces se requeriria mas informacion (por ejemplo, el tiempo de recorrido entre cada lugar) lo
cual ya impondria un grado de métrica consistente con el problema. Este simple ejemplo se puede
extender a problemas de localizacion de mayor interés. Cabe hacer notar que la condicién simetria
de las métricas no es un requisito en tales casos.

Es de interés pues, preguntarse si las restricciones de simetria y triangularidad son necesarias para
contar con medidas utiles en problemas mas generales que las simples medidas basadas en las
coordenadas de los puntos sobre el plano. Enseguida se examina cada uno de estos casos.

2.6.2. Cuasimétrica.

Si la desigualdad del tridngulo se cumple pero la simetria no, el espacio resultante se describe
como una métrica mas relajada. Un ejemplo que cumple las condiciones de esta métrica es el caso
de los tiempos de recorrido en una regién urbana, donde en general, es mas facil o mas rapido
viajar de aa b que de b a a. Este tipo de falta de simetria aplica en muchas otras situaciones, tales
como cuando hay un flujo direccional o presidn, por ejemplo, el flujo de trafico en diferentes
tiempos del dia, vuelos trasatlanticos afectados por vientos, sistemas de comunicacion de un solo
sentido, tarifas de servicios diferenciadas por el momento del dia, disponibilidad de un servicio en
funcién del tiempo, superficies con cierta inclinacion (en general, no es lo mismo subir que bajar).

La asimetria es otra caracteristica de muchos servicios de telecomunicaciones, en donde algunos
modems estandares y las mas recientes tecnologias operan de esta manera (la informacién
recibida es generalmente mas rapida que la informacidén transmitida). Los estudiosos de las
métricas aplicadas a la psicologia también requieren que ésta sea asimétrica porque, por ejemplo,
nuestra capacidad de recibir y procesar informacién dista mucho de nuestra capacidad de
responder de una manera activa.

Aunque una cuasimétrica es util, aplicable a muchos problemas y entendible sin ningun esfuerzo,
esta no se ajusta a un comportamiento estricto como métrica, por eso cuando se requiere que un
modelo satisfaga la simetria, la asimetria se puede “remover” haciendo por ejemplo:

d'(ij) =[d(ij) +d(.Dl2 - o d'(ij) = max{ di,), d{.i)}

Si un espacio cuasimétrico exhibe una simetria débil (es decir, si d(x,y) = d(y,X) para todo X, ¥ que
estén suficientemente cerca uno del otro) entonces el espacio es un espacio cuasimétrico
uniforme. Tales espacios son topoldgicamente equivalentes a los espacios métricos. Se demuestra
en Smith (1989) que se requiere un espacio cuasimétrico para que en éste existan arcos minimos,
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ademas de la condicién de asimetria débil, es decir, para la existencia de arcos minimos no es
necesario que se satisfaga la simetria para distancias grandes.

2.6.3. Semimétrica.

Si la restriccidn de simetria se cumple pero la desigualdad del tridngulo no, el espacio resultante es
llamado semimétrico. En estos espacios cabe la posibilidad de que d(a,b) + d(b.c) < d(a,c), lo cual
contradice la nocidn de que “es mejor no rodear” asi como también contradice las nociones que se
tienen comunmente de distancia y espacio. Un ejemplo de tal espacio serian los tiempos de vuelo,
donde por ejemplo los vuelos directos entre lugares que estan geograficamente mds separados en
distancia son frecuentemente mas cercanos (en tiempo) que multiples viajes cortos desde el
origen hasta el destino. Un patrdén similar se puede encontrar en los itinerarios de los viajes en
tren y otros tipos de transporte, donde los viajes en trenes tipo “express” combinados con trenes
qgue hacen paradas pueden alcanzar un destino mas rapido que un tren que va directo haciendo
paradas, aunque la distancia ferroviaria recorrida puede ser mas grande.

En caso de que se cumpla la triangularidad débil (es decir, la desigualdad del triangulo solamente
se cumpla dentro de regiones pequefias donde los puntos estan cerca uno del otro) entonces se le
llama semimétrica uniforme. Un ejemplo hipotético de tales espacios podria ser los tiempos de
recorrido de los viajes en una ciudad, donde dentro de pequeiias regiones (unas cuantas calles del
mismo tipo) siempre es mas rapido ir de aa b que de aa cy de ¢ a b, mientras que a través de la

ciudad con multiples estructuras de caminos y rutas, ir de aa C podria ser mds rapido que irde aa
b.

2.6.4. Pseudométrica.

El término pseudométrica se ha usado por algunos autores para referirse a medidas que pueden
satisfacer una o mas de las condiciones de una métrica, pero se permite que dj = Ocon i #]. Por
ejemplo, una medida que compara densidades de poblacidon entre una muestra de ciudades a
través de d; = Odensidadi — densidadjl]. Esta distancia satisface los requerimientos de no
negatividad, triangularidad y simetria, pero no satisface la “distintez” (o diferenciacién entre dos
poblaciones diferentes de igual magnitud poblacional, es decir, esta métrica satisface que dj = 0
solosii =j).

2.6.5. Premétrica.

Esta es una funcién distancia que, comparada con las anteriores, se puede esperar que sea mas
aplicable a problemas de la vida real. Esta funcion distancia se define como una funcion binaria
d:R™ X R™ - R que cumple la condiciéon de identidad (d(a, a) = O, para toda allE) y la
desigualdad del tridngulo; es decir, es una funcion distancia mas relajada que las métricas, pues no
se le pide que cumpla las condiciones de simetria, no negatividad, y uniformidad. Por lo que una
premétrica se puede aplicar, por ejemplo, en problemas donde la distancia sea la minima energia
consumida (o gastada) por un objeto por trasladarse desde un punto hasta otro permitiéndose la
recuperacion de energia, en cuyo caso, la “distancia” seria negativa. Ademas, por no requerir la
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uniformidad, las premétricas se pueden aplicar a espacios no homogéneos. En el capitulo 6 se dan
algunos ejemplos detallados sobre el modelado de estas premétricas.

A partir de las descripciones hechas en esta seccidn, se tiene la siguiente clasificacion de funciones
distancia de acuerdo con las condiciones que deben satisfacer.

Identidad: d(a, a) = 0,
0 adE . . . Definitoreidad
. No negatividad Simetria A
Nombre Dea_gualdaq del d(a.b) >0, d(ab) = d(b, a), d(a,bz =0 sia
triangulo: 0 a bUE Oa boE =D,
d(a,b) <d(a,c),+ d(c,b), ' ' O a, bOE
Oa, b, cOE
Premétric: V
Métrica débi \Y \Y
Cuasimétrici \Y \Y V
Pseudomeétric V \Y V
Métrica \% \% \% \%

2.7. Diferentes acepciones del concepto distancia.

La nocién de distancia tiene diferentes significados de acuerdo al contexto en el que se desarrolle
el tema: tiempo y costo son dos de las ideas mas frecuentemente asociadas a dicho concepto, aun
cuando existen muchas mas. Sobre este punto se muestran enseguida varias interpretaciones
posibles del concepto distancia.

2.7.1. Distancia-tiempo.

Dado un conjunto de ubicaciones en un espacio geografico, podemos definir una relacién en este
conjunto que represente el traslado mds rdpido desde una ubicacion a otra. Esta relacion,
denotada como una matriz {t;} de tiempos de viaje o traslado, es irreflexiva, no simétrica y no
transitiva.

De acuerdo a la escala en la que se establezca la medicién de la distancia-tiempo se puede hablar
de distancia en la ciudad y de distancia inter-urbana (A. Gatrell, 1983). En ambos conceptos, se
visualiza un fendmeno de convergencia en la distancia-tiempo de diferentes lugares, este
fendmeno se presenta por la evolucion de vehiculos de transporte los cuales son cada vez mas
rapidos y tienden a acortar las diferencias de tiempos de traslado entre diferentes puntos.

42
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2.7.2. Distancia-economica.

Lowe y Moryadas (1975) establecen la distancia econdmica como el costo monetario incurrido
cuando se viaja a través de cierta distancia geografica; sin embargo existen diferentes tipos de
relaciones econdmicas tales como relaciones de proximidad de atributos (empleo, productos,
concentracion geografica, niveles de tecnologia, desarrollo) y de interaccion (ventas, flujos de
informacion, comercio regional, comercio internacional).

El término “distancia econémica” es preferido al término “distancia-costo” dado que abarca los
costos del sector transportista y las tasas cargadas a los clientes.

CAMINOS DE COSTO MiNIMO.

La hipodtesis de una superficie uniforme de transporte en la teoria clasica de localizacién significa
que el camino desde i a j que minimiza los costos es una linea recta, de hecho, en cualquier area
gue es razonablemente homogénea en términos de terreno, se puede esperar que la ruta que une
dos ubicaciones se desvie s6lo marginalmente de una linea recta; la distancia fisica y la distancia-
costo son intercambiables.

Lo que se puede esperar de los caminos de costo minimo (geodésicas) cuando hay mas de una sola
zona es, de acuerdo con Losch (1954), que una ruta puede ser “refractada” a través de las
fronteras entre dos zonas con costos de transito diferentes de la misma forma que la luz es
refractada a través de dos medios.

El problema puede establecerse como, dadas dos zonas con costos de transito diferentes c, y ¢, el
objetivo es determinar el punto donde la ruta debe cruzar la frontera. Estableciendo formalmente
la analogia, la ley de Snell de refraccion establece que la solucidén a este problema involucra el
encontrar dos angulos, 6, y 6,, tales que

senf, ¢
senf; ¢y

Claramente, si c;>c, tiene sentido econdmico el reducir la longitud de la ruta a través de la zona 1,
mientras, en el extremo, si ¢; es excesivamente mayor que c,, la ruta a través de la zona 1 sera
ortogonal a la frontera.

Werner (1968) planted la situacién de resolver el problema si existen N regiones con costos
diferentes. Una vez mas, los costos unitarios se asumen conocidos para todas las regiones, y el
problema es encontrar una serie de segmentos de linea recta de longitud |; (j=1,..., n) tal que el
costo total de la ruta, C, es minimizado

min C = Z cjlj
j
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Asi, Werner ofrece una solucién matemadtica formal y un método grafico para encontrar el camino
de minimo costo que evitan las regiones de alto costo y “buscan” las regiones de bajo costo.

DISTANCIA ECONOMICA Y DISTANCIA GEOGRAFICA.

Mientras en algunas instancias puede existir una relacion directa y simple entre distancia
geografica y el costo de cubrir dicha distancia, en otros casos las relaciones son mas tenues.

Un ejemplo de una funcién de costo generalizada esta dada en el trabajo de Wilson et al(1969)
k k k k k
Cij = altij + azeij + agdij + p] + 5k

Aqui k es un indice para el modo de transporte (k=1 para auto; k=2 para transporte publico). El
tiempo de viaje es denotado por tj y esto incluye el tiempo tomado para estacionar (k=1). El
término g; representa “tiempo en exceso” e incorpora el tiempo de espera (k=2). La distancia
entre i y j es dj, p; denota costos terminales y § es una “penalizacién modal” (igual a cero si k=1
pero es estimado en términos monetarios como el inconveniente de viajar en transporte publico).

Los parametros son estimados de muestras e incorpora la valuaciéon del tiempo de viaje y la forma
en que las agencias de viaje perciben el costo del mismo. Claramente, entonces, en este ejemplo la
“distancia econdmica” entre dos zonas es mas que una simple funcion de distancia, sino que
incorpora el tiempo de viaje entre otros factores.

DISTANCIA ECONOMICA Y TEORIA DE LOCALIZACION.

Historicamente los esfuerzos para resolver problemas de localizacién se originaron con el reto de
Fermat lanzado en el siglo XVII: “Dados 3 puntos en el plano encontrar un cuarto punto tal que la
suma de su distancia hacia los otros 3 puntos dados es minima”.

Desde el punto de visa de la Investigacion de Operaciones, la formulacion de problemas de
localizacién de servicios se basa en la construccién de modelos matematicos apropiados y la
proposicién de métodos de solucién de dichos modelos.

El tipo de problemas en los que se centra esta drea son aquellos que buscan la respuesta a una
pregunta central ¢donde localizar un objeto (u objetos) llamado servicio?

El servicio puede interactuar con un grupo de objetos diferentes cuya localizacion es fija llamados
servicios, ademas de una serie de puntos o zonas de demanda de tales servicios que generalmente
se asume fija.
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Para poder llevar a cabo una medicién de la distancia entre el servicio a ser localizado y aquellos
que ya lo estan, se necesita de una métrica apropiada, ademas de una funcién objetivo que
permita evaluar las diferentes opciones de localizacion. La seleccién del lugar puede estar sujeta a
una serie de restricciones geograficas, de costo de transporte, distancia, consumo de energia, etc.

Los problemas de localizacion de servicios pueden ser clasificados de forma general en dos tipos:

1. Problemas de localizacién de un solo servicio.
2. Problemas de localizacién multiples servicios.

Ademas, cada clasificacion puede tener variantes, lo que amplia el espectro de casos estudiados y
enfoques propuestos para la solucién de este tipo de problemas.

El objetivo general de este estudio es planear la inclusion de nuevos servicios en una estructura ya
existente, reconfigurar una distribucién dada o planear completamente un nuevo sistema y en
muchos casos se requiere un planteamiento de localizacién-asignacion de servicios.

El nimero de lugares posible para la localizacidon puede un conjunto finito de puntos en un espacio
de dos o tres dimensiones, o también puede ser un subconjunto continuo en dichos espacios.
Ademas es importante resaltar que los modelos para este tipo de problemas usan la distancia real
entre puntos y tal distancia es funcidn de las coordenadas de los puntos analizados.

Frecuentemente los modelos de conjuntos continuos son usados para generar sitios candidatos
para ser seleccionados por modelos de conjuntos finitos.

Dentro de las variantes que puede presentar la forma bdsica del problema existe la usada para la
localizacién de servicios de emergencia como bases de ambulancias o estaciones de bomberos
donde puede ser deseable minimizar la maxima distancia del servicio a cualquier punto de
demanda posible; este tipo de problemas son llamados problemas minimax y requieren métodos
de solucion especificos.

También puede ser considerado el efecto sobre las localizaciones dptimas de la inclusién de
nuevos servicios que pueden cambiar los flujos entre servicios existentes o el conjunto de puntos
fijos ya sea en numero o distribucién; para este tipo de problemas, se han desarrollado varios
modelos dinamicos y probabilisticos.

2.7.3. Distancia Cognitiva.

Existe una importante distincidon entre “percibida” y “cognitiva” que esta ligada fuertemente al
concepto de escala. Si hacemos juicios acerca de la proximidad de objetos que podemos ver
hablamos de distancia percibida; en una escala mayor podemos hacer juicios implicitos o explicitos
sobre la separacién espacial de objetos que no podemos ver directamente, asi, en estos casos se
requiere concebir o conceptualizar las distancias (distancia cognitiva).

La importancia de la distancia cognitiva es que puede sustituir a la distancia fisica como una
variable que explica a la misma, modelando asi el comportamiento espacial entre diversos objetos.
La estrategia general para llevar a cabo este procedimiento de sustitucion es sacar informacion de
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una muestra de estimaciones de distancias entre pares de objetos de un conjunto, después se
procede a analizar la relacién de las distancias, cognitivas y fisicas, para determinar el conjunto de
factores que se supone (por hipodtesis) tienen una influencia notable en las posibles discrepancias
entre ambas medidas de distancias.

Un ejemplo muy conocido de este tipo de relacién entre distancia cognitiva y distancia fisica esta
dado por la expresion que representa el concepto de regresion lineal estadistica (A. Gatrell, 1983)

Y=a+pX+e¢

Donde Y denota o significa la distancia cognitiva, X es la distancia fisica, € es el error estocdstico en
que se incurre al sustituir una distancia con otra, a es el intercepto y 8 es la tasa a la cual la
distancia cognitiva varia con la distancia fisica.

Cabe destacar que en el proceso de relacionar ambas distancias un aspecto que debe ser analizado
y tomado con sumo cuidado es el de la estimacion de los pardmetros o y 8 ya que el valor del
intercepto afecta la interpretacion de la expresidn que se obtenga; el valor de la tasa de cambio
puede sub o sobre estimar la relacién entre ellas; ademds es necesario tomar en cuenta también
los errores estandar de los coeficientes de regresion.

Un aspecto importante que subyace en el concepto de distancia cognitiva es la serie de factores
que influyen en la percepcion de la misma, es decir, todas aquellas circunstancias que hacen que
una persona sobre o sub estime las distancias reales. Ejemplos de dichos factores son, entre otros,
la complejidad del medio donde se desarrollan las actividades cotidianas, asi, en una ciudad la
percepcidn de las distancias fisicas pueden tienden a ser diferentes entre personas que
habitualmente se trasladan en transporte publico subterrdneo y las que lo hacen en auto; otro
ejemplo de estos factores son elementos tales como rios, donde quienes estiman distancias
transversales a ellos tienden a sobreestimarlas, a diferencia de quienes efectian una estimacion
de distancias paralelas a dichos rios en cuyo caso las estimaciones suelen ser no muy diferentes de
las distancias fisicas. Otro elemento que influye en las estimaciones de distancias es la forma de
las vias de comunicacién entre los puntos a considerar, es decir, si las vias de comunicacion entre
ellos son predominantemente rectas o con muchas sinuosidades, siendo mas precisas en el primer
caso que en el segundo donde existe una tendencia a sobreestimar.

2.7.4. Distancia Social.

Cuando se habla de relaciones sociales, invariablemente se usan términos que tienen un
significado espacial: se comparan posiciones sociales o status haciendo uso de ciertas frases
manera coloquial tales como “ascenso social”, “desplazamiento de las fronteras sociales” o
“mantener su distancia de”, estas frases implican la existencia de espacios sociales (A. Gatrell,
1983).
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Las palabras “distancia social” encierran diferentes nociones: las ubicaciones de individuos con
respecto a otros pueden ser concebidas en términos de actitudes, relaciones de dominancia o
frecuencia relativa de intereses compartidos.

Como se menciond antes, el analisis del concepto distancia lleva consigo la definicion de un
conjunto de objetos de los cuales su ubicaciéon y separacidn, en cualquier sentido, debe ser
considerada. Asi, el analisis de la distancia social requiere distinguir entre objetos en dos escalas
diferentes: individuos y grupos de individuos.

Si hablamos de nivel microscépico examinamos las interacciones entre individuos y, entonces, se
analiza la forma en que las similitudes en sus atributos permiten percibir las distancias sociales.
Cuando se habla de nivel macroscdpico se examinan las relaciones entre grupos de individuos y se
analizan las preferencias relativas de los grupos y sus elecciones agregadas.

De forma enunciativa, mas no limitativa, los siguientes también son campos o dreas donde las
funciones distancia tienen aplicaciones directas ademas de las muy conocidas distancias fisicas y
guimicas (para una descripcion detallada de las funciones distancia generadas en estos y otros
campos se remite a Diccionario de Distancias, E. Deza. 2006):

Areas de aplicacién de las funciones distancia.

Distancias en cadenas y permutaciones.

Distancias en nimeros, polinomios y matrices.

Distancias en analisis de funciones.

Distancias en Teoria de Probabilidad.

Distancia en Teoria de Grafos.

Distancia en Teoria de Codificacion.

Distancia y Similitudes en Analisis de Datos.

Distancias en Planos reales y digitales.

Distancias en Audio e Imagen.

Distancias en Analisis de Secuencias Genéticas.

Distancias en Cosmologia y Teoria de la Relatividad.
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2.8. FUNCIONES DISTANCIA GENERALIZADAS.

De acuerdo con Sanchez Larios y Guillén Burguete (2008b), una funcién distancia generalizada d, o
funcién distancia d, se define como una funcién binaria d: R™ X R™ - R que cumple con la
propiedad de identidad d(a,a) = 0,Va € R™.

En este mismo trabajo se definen los siguientes conceptos importantes para la definicién de la
longitud de arco asociada a una funcién distancia generalizada, asi como para la obtencién de una
expresion que sirva para determinar dicha distancia:

Un camino en R" de a 0 R" hasta b [0 R" es una funcién continua x:[a,b] - R" tal que x(a)=a y
x(b)=b.

Se llama arco orientado de a 0 R" a b 0 R" a la imagen orientada C(a,b)00R" del camino
XI[a,b]—»Rn.

Un arco de clase C' es un arco C(a,b) que tiene una representacion paramétrica x:[a,b] - R" clase
C' cuya derivada es diferente de cero en su dominio. Al conjunto de todos los arcos clase C' en R
se les denota por Q.

Una sucesion de puntos en R" de la forma (8=Xg, X1, X2, ..., Xk, Xk:1=b) donde k > 1 se dice que es
una sucesién en R" desde a hasta b, donde ay b son llamados los puntos extremos de la misma. Al

conjunto de todas las sucesiones en R" desde a hasta b se denota por P[a,b].

Una funcién distanciad: R'x R" - R asocia a cada sucesién P[a,b] un nimero real A(P) llamado
d-longitud de la sucesion P definida como

k
AP = diXis)
i=0

Esto es, la d-longitud es la suma de las distancias respecto a la funcién distancia o la suma de las d-
distancias.

Una particién de un arco orientado se define como la particién de un arco C(a,b) en sub-arcos, asi,
dicha particion determina una sucesiéon de puntos y, de manera reciproca, cada sucesién de
puntos determina una particion.

Al conjunto de todas las particiones de C(a,b) se denota por P[C(a,b)].

La particion definida por el conjunto determinado por la sucesidn (a=xq, X;=b) se llama particion
trivial y se denota como {C(a,h)}.

Un refinamiento de una particion P de un arco es aquella, denotada por Q, tal que cada elemento
de la misma esta contenido en un elemento de P.
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Se define la d-longitud de una particion P € P[C(a,b)] de C(a,b) como la d-longitud de la
sucesion P, A(P).

Todos estos conceptos se retoman en el apartado dedicado a la longitud de arco donde se define
el mismo asociado a una funcidn distancia generalizada.



CAPITULO TRES

LONGITUD DE ARCO
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"There is no object so large ... that at great distance from the eye it does not appear smaller than a
smaller object near." (Leonardo da Vinci)

3.1. Arco.

Se define un arco como cualquier curva continua que une dos puntos; también se llama arco a un
segmento de circunferencia que queda definido por tres puntos, o dos puntos extremos y el radio,
0 por su cuerda.

3.2. Longitud de arco.

En geometria, es comun encontrar expresiones relacionadas con el calculo de la longitud de un
arco, es decir, la longitud de una curva continua que une dos puntos. De tales expresiones, las mas
comunes son aquellas donde la curva o arco se expresa en coordenadas cartesianas o en forma
paramétrica. Las deducciones de estas expresiones se tratan a continuacion.

3.2.1. Longitud de arco: caso cartesiano.

Suponiendo que una curva C se ha definido por medio de la ecuacién y = f(x) donde f es
continua en a < x < b, obtenemos una aproximacién poligonal a C dividiendo el intervalo [a,b]
en n subintervalos con los extremos xg, X1, ..., X,y todos de la misma longitud Ax.

Si y; = f(x) entonces el punto P;(x;,y;) estd en la curva y el poligono con vértices Py, Py, ..., P,
que se muestra en la figura 2.1. es una aproximacion de C. La longitud L de C es
aproximadamente igual a la longitud de ese poligono y la aproximacion es mejor cuando n crece;
esto puede verse en la figura 2.2. donde el arco de la curva entre P;_; y P; aparece agrandado y se
muestran aproximaciones con valores sucesivos decrecientes de Ax.

Y
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Por lo anterior, se define la longitud L de la curva C cuya ecuacién es y = f(x), a < x < b como
igual al limite de la suma de las longitudes de esos poligonos inscritos (si el limite existe).

n
L = lim |Pi—1 - Pll
n—-oo
i=1
Es decir, se divide la curva en un gran niumero de partes pequeiias, luego se calculan las longitudes

aproximadas de las partes pequeias para después sumarlas, por ultimo se saca el limite cuando
n — oo,

La definicion de longitud de arco, expresada por la ecuacion anterior, no se presta para su uso
para fines de cdmputo, pero se puede obtener una férmula integral util para calcular L en el caso

en que f tenga una derivada continua, es decir, que f sea lisa o suave.

Con Ay; = y; — y;_4, entonces

|Pi_1 Pyl = v (o — xi-1)% + (i — ¥i-1)? = (A%)% + (Ay)?

Al aplicar el teorema del valor medio a f, en el intervalo [x;_4, x;], vemos que hay un nimero x;
entre x;_q y x; tal que
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FO) = Frim) = £/ (6 — xi1)
esto es
Ay, = f'(x))Ax
Por consiguiente
P_1Pi| = V(8)% + (8y)?
PeaPl = @02 + [ G
PPl = |1+ [f' (2] (8x)?

|Pi_1Pil = |1+ [f'(x))]? Ax

Entonces, de acuerdo a la definiciéon dada

n n
L=lim ) |P,_;P;| = lim Z /1 + [f'(x})]? Ax (puesto que Ax > 0)
e e
Lo que, de acuerdo a la definicion de integral definida, es igual a
b
f 1+ [f'(0)]? dx
a
Esta integral existe porque la funcion g(x) = /1 + [f'(x)]? es continua.

Lo anterior queda establecido en el siguiente teorema:

Si f" es continua en [a,b], la longitud de lacurvay = f(x),a < x < b, es

b
L =f,/1+ [F O dx

a
Con la notacidn de Leibnitz se puede escribir la formula de la siguiente forma

b d 2
_ y
L_f 1+Qa)dx
a

UNAM-FI
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3.2.2. Longitud de arco: caso paramétrico.

De acuerdo con Marsden y Tromba (1991), si se considera una trayectoria dada o(t), se puede
pensar en la misma como la trayectoria de una particula con rapidez S(t) = [lo’(¢t)|l; esta
trayectoria traza una curva en el espacio y surge la siguiente pregunta:éCual es la longitud de la
curva conforme tvariade a a b?

La respuesta intuitiva es que debe ser igual al total de la distancia recorrida, esto es igual a

ffS(t) dt, lo que conduce a la siguiente definicion:

Sea 0:[a, b] = R™ una trayectoria clase C". La longitud de o esta definida como

b
I(0) = f J O+ OF + [Z OF dt

En R3 hay otra forma de justificar la férmula para [(¢) dada en la definicién anterior basada en
aproximaciones poligonales:
Se parte el intervalo [a,b] en N subintervalos de igual longitud

a=t, <ty <-<ty=h;

b—a ]
ti+1—ti=T;OSlSN—1

Después se considera la poligonal obtenida al unir pares sucesivas de puntos o(t;), d(t;4+1) para
0 <i £ N —1; esto produce una aproximacidn poligonal a o

z

o(ty) = a(b)

o(t2) (

a(ty) = o(a)

U‘Itl)
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De la férmula para la distancia en R3 se sigue que el segmento de o (t;) a o (t;41) tiene longitud:

lo(tivs) — oIl = v [x(tivs) — x ()] + [¥(tir1) — (€] + [2(tir1) — 2(t)]?
donde o(t) = (x(t),y(t),z(t))

Aplicando el teorema del valor medio a x(t),y(t)y z(t) en [t; t;;+1], obtenemos tres puntos

kkk

t;,t;", t™" tales que
x(tipr) —x(6) = x" () (iv1 — &)

Y(tiv) —y(E) = y' () (tivr — )
z(tiy1) — z(t) = z' (67" (tigr — ti)

Asi, el segmento de a(t;) a o(t;41) tiene longitud

ST + @ + [ s -

Entonces la longitud de la poligonal dada es

sv= 3 J T+ b T+ 6 =0

Cuando N — oo, esta poligonal aproxima mejor la imagen de o. Por tanto, se define la longitud de
arco de g como el limite, si existe, de la ecuaciéon Sy cuando N — co. Como se supone que las
derivadas x’,y" y z’ son continuas en [a,b], se puede concluir que el limite existe y estd dado por

b
lim sy = [ VE@F + /@ + 7 OF de

b : - . -
De acuerdo con fa f@®)dt = limy_e XN F(ED) (ti41 — t;) donde ¢, ..., ty es una particién de
la,b], t; € [t;, t;+1] es arbitrario y f es una funcién continua.

La imagen de una trayectoria de clase C' no necesariamente es “muy suave” ya que puede
presentar dobleces puntiagudos a cambios bruscos de direccion, por ejemplo, la hipocicloide de
cuatro picos a:[0,2] > R?,t +— (cos3t,sen3t) donde en los picos o'(t) = 0, la recta tangente
no esta bien definida y la rapidez del punto o(t) es cero (la direccidon de a(t) puede cambiar de
manera abrupta en puntos cercanos al reposo).
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Si se tiene una trayectoria o(t) = (x(t),y(t),z(t))en R3, es comun denotarla por s(t) = o(t) de
modo que

d dx  dy dy

S . .
G(t):E:EH_E] +—k

2 2 2
= \/(dx) + (d—y) + (%) , con esta notacién se puede escribir la longitud

si, llo’ @)1l = | w) &) (&

de arco de 0 como

ds
dt

b
ds
@) = [ 2]
a

También es comun introducir la funcién de longitud de arco s(t) dada por

t
s() = f llo" (0)lldr

de modo que

ds
s'(0) = |le’'®)Il = ||E||

b

(o) = fs’(t)dt =s(b) —s(a)

a

La definicion de la longitud de arco puede extenderse hasta incluir trayectorias que no sean de
clase C' pero que se formen al pegar un numero finito de trayectorias C'. Una trayectoria
o:[a,b] = R3,t » (x(t),y(t),z(t)) se llama trayectoria de clase C' a trozos si existe una
particion de [a,b] tal que la funcién o restringida a cada intervalo [t;, t;;1],0 <i <N —1, sea
continuamente diferenciable. Esto significa que la derivada existe y es continua en [t;, t;1]; las
derivadas en los extremos de cada intervalo se calculan usando limites desde dentro del intervalo
(esto es, limites por un lado).

En el caso de que una trayectoria sea C1 a trozos, se define la longitud de arco de la trayectoria
como la suma de las longitudes de arco de las trayectorias C1 que la forman. Esto es, si la particion
a =ty <ty <--<ty= bsatisface las condiciones dadas anteriormente, se define la longitud de
arco como

N-1
o= Z (longitud dearcodeo det;at;,q)
i=0
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De acuerdo a la perspectiva del presente trabajo, una definicion importante es la de longitud de
arco generalizado mismo que se presenta a continuacién.

3.3. Longitud de arco (generalizado).

La longitud de arco asociada con la funcién distancia generalizada d de un arco C (o d-longitud de
C) se define (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2008b) como un ndmero real L tal que, para cada
€ > 0, existe una particién P, de C tal que |L-/A(P)|< € para todo refinamiento P de P.. Si la d-
longitud de un arco existe, entonces es Unica.

C(a,b) se dice d-rectificable si la d-longitud de C(a,b) es finita y dicha d-longitud se denota como
l;(C(a,b)). De acuerdo con el mismo trabajo, se afirma que los subarcos de cualquier particion P
de un arco d-rectificable C(a, b) son arcos d-rectificables y que la suma de sus d-longitudes es
igual a la d-longitud de C(a, b).

La derivada direccional unilateral de una funcion d(x,-) en X en la direccién v se denota por
F(x,Vv) y se define por

d(x,x + Asv) — d(x,Xx)
As

F(x,v) = limp,_,o+

Y dado que se afirma que la funcién distancia generalizada cumple la propiedad de identidad,
entonces d(x,x) = 0y F se reescribe como

d(x,x + Asv)

F(x,v) = limpg_,o+ As

Expresidn que se cumple paratoda x,v € R™ donde F(x,0) = 0 paratodox € R™

La derivada direccional unilateral F de la funcién distancia d es la funcion F: R™ X R™ — R dada
por la expresidn anterior. Asi, la funcion F evaluada en un punto X y en una direccién v se denota
por F(x,v), y F alo largo del camino x: [a, b] = R™ se denota por F(x(s),X(s)).

La determinacidon de la longitud de un arco, denotado como d-longitud, en términos de F bajo la
suposicién de que dicho arco C(a,b) pertenece a la clase C' y es rectificable se desarrolla a
continuacién siguiendo el procedimiento dado en Sanchez Larios y Guillén Burguete (2008b):

Dado que cualquier conjunto ordenado de puntos interiores de [a, b], S1,55, ..., Sk € (a,b) con k

> 0 determina una particion no trivial (a = sg, 1,52, ---,Sk+1 = b)de [a, b] y una particiéon no
trivial P=(a=x(so), X(s1), X(s2),...,X(sk),X(s:1)=b) del arco C(a,b), entonces la d-longitud de P es

k
AP = ) d(x(s) X(5141))
i=0
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Si se supone que F(X,V) es una funcién continua sobre su dominio y, puesto que x(t) y x(t) son
funciones continuas, entonces F(x(t),x(t)) es una funcién continua y acotada en [a.b] vy, por

tanto, integrable.

Asi, dada la existencia de F(x(t),X(t)) en t € [a, b], existe un As > 0 tal que

d(x(§),x($) + x($)As -,
As

F(x(§),x()) -

Paratoda ¢ € [t,t + As]ytodoe >0

La conclusién anterior puede ser aplicada a una particion (a = sg, 1,52, -+,Sk+1 = b) de un
intervalo [a, b] y se llega a que, para todo € > 0, existe una particién P, de un arco C(a,b) tal que
se cumple

d(x(&;),x(&;) + x(&)As;
<¢g

F(X(fl)lx(fl)) - As:

Paratoda ¢; € [s;,Si41],i = 0, ..., k y para todo refinamiento P de P,

Por lo tanto también se cumple que

|F(x(&),%(&))As; — d(x(§,),x(§;) + X(§)As)| < eAs;

Paratodaé; € [s;,5i41],i =0, ...,k
De acuerdo con las definiciones dadas en el capitulo anterior, se tiene que

k
AP = Z d(x(5), X(§) + X(§)Asy)
i=0

Por lo que se obtiene lo siguiente

k
> (0,085 = AP)| < e(b — @)
i=0

Para toda &; € [s;,Si+1)

Esta ultima condicion es igualmente valida si (b — a) se remplaza por%y dado que se supone que

C(a,b) es un arco d-rectificable, entonces para todo &€ > 0 existe una particion P, del arco C(a,b)
tal que se cumplen las siguientes condiciones
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k

> F(x(E)XED)As: — AP)| <

=0

Para toda &; € [s;,Si+1)

£
L —A(P)| < >

para todo refinamiento P de P..

Asi, se concluye que existe una particién P, del arco C(a,b) tal que

k

L— Z F(x(£),%(£))As;

=0

<&

Para toda &; € [s;,Si4+1), € > 0y todo refinamiento P de P..

Y, finalmente, se llega a que

b

L =fF(x(s),X(s))ds

a

Para cualquier arco C(a,b) de clase C!, el integrando de la expresién anterior es una funcién
continua en [a, b] por lo que L estd bien definida y el arco es d-rectificable.
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"Nothing makes Earth seems so spacious as to have friends at a distance; they make the
latitudes and longitudes." (Henri David Thoreau)

4.1. Conceptos Generales de Calculo de Variaciones.

El Calculo de Variaciones comenzd a desarrollarse en 1696, llegando a ser una disciplina
matematica independiente con métodos propios de investigacion después de los trabajos
fundamentales de L. Euler quien puede considerarse como el fundador del Calculo de Variaciones
o Célculo Variacional.

Hubo tres problemas que ejercieron gran influencia en el desarrollo de esta disciplina:

1) El Problema de la Braquistocrona. En 1696, lohanis Bernoulli publicé una carta en la que
propuso el problema sobre las lineas de deslizamiento mas rapido, o braquistdcronas. En
este problema se exige determinar la linea que une dos puntos dados A y B, que no
pertenecen a una misma recta vertical, que posea la propiedad de que una punto material
se deslice por dicha linea desde el punto A hasta el punto B en el menor tiempo posible.

Axypyy)

B(x,y)

Fig. 4.1.

2) Problema de las lineas geodésicas. Se plantea determinar la linea de menor longitud que
una dos puntos dados en cierta superficie ¢(x,y,z) = 0.
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Fig. 4.2.

Estas lineas son llamadas lineas geodésicas. Se tiene aqui un problema variacional tipico
sobre el lamado extremo fijo o condicional. Se pide hallar el minimo de la funcional

X1
l= f 14+y?%2+2z%dx

Xo

y ademas las funciones y(x) y z(x) deben someterse a la condicién ¢(x,y,z) = 0.

3) Problema isoperimétrico. Se plantea hallar una linea cerrada de longitud dada | que
delimite el area maxima S Esta linea es la circunferencia. En este problema se exige hallar
el extremo de la funcional Scon una condicidon complementaria peculiar: la longitud de la
curva debe ser constante, es decir, la funcional

t

l= f x()? +y(t)?dt

to

se mantiene constante. Las condiciones de este tipo se llaman isoperimétricas.
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Conjuntamente con los problemas en que es necesario determinar los maximos y minimos de
cierta funcion z=f(X,) con frecuencia surge en los problemas fisicos la necesidad de hallar los
valore maximos y minimos de un género especial de magnitudes llamadas funcionales.

Se llaman funcionales a las magnitudes variables cuyos valores se determinan mediante la eleccion
de una o de varias funciones. Como ejemplo se tiene la longitud | del arco de una curva plana (o

alabeada) que una dos puntos dados A(xg, Vo) Y B(x1,¥y1), esta magnitud es una funcional de
acuerdo a la siguiente figura:

y

B(x,y,)

y=y(x)
Alxpy)

Fig. 4.3.

La magnitud | puede calcularse si se da la ecuacién de la curva y = y(x), entonces

X1

()] = f T+ (/)2 dx

Xo

El area S de cierta superficie es también una funcional puesto que se determina escogiendo la
superficie, es decir, escogiendo la funcidn z(x,y) que figura en la ecuacién z = z(x,y) de la
superficie, esto arroja la funcional

Slz(x,y)] = ff 1+ (g—i)z + (g—;)z dxdy
D

Donde D es la proyeccion de la superficie en el plano Oxy.

Los momentos de inercia, los momentos estaticos, las coordenadas del centro de gravedad de
cierta curva o superficie homogénea, son también funcionales dado que sus valores se determinan
eligiendo la curva o la superficie, es decir, las funciones contenidas en la ecuacién o superficie
(funciones argumento).
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En todos estos ejemplos se tiene una dependencia que es caracteristica para las funcionales: a una
funcién (escalar o vectorial) le corresponde un nimero, mientras que al dar una funcién z = f(x)
a un numero le corresponde otro numero. A los problemas en que se exige investigar al maximo o
el minimo de una funcional se les denominan problemas variacionales.

El Cdlculo de Variaciones se ocupa de la determinacién de los valores maximos y minimos de las
funcionales. El objeto de esta teoria del calculo es buscar esa funcion argumento Y(X) en
correspondencia a la cual una integral del tipo

JIy] = f Fx,y,y')dx

X1

adquiere un valor maximo o minimo, a este valor se le denomina de manera genérica un extremo
de la funcional y a la funcién f(X) que le corresponde se le llama la extremal. Los problemas de
calculo de variaciones se han extendido a la busqueda de extremales de funcionales de cualquier
tipo.

En el célculo diferencial ordinario se suele decir que una funcién y=F(X) alcanza un valor extremo
(relativo) para X=X, cuando es posible determinar un intervalo (Xg-h, Xg+h) grande o pequefio
(vecindad (h) de la abscisa Xo) tal que F(X)) es menor (o mayor) que F(X) en todos los demas
puntos del intervalo. En el campo del calculo de variaciones, el concepto de punto X, del eje X se
reemplaza por el de funcidn y=f(X) y el de vecindad del punto X, por el de vecindad de la funcién
y=f(X) definida como sigue:

Dada una cantidad positiva h, se dice que una funcidén y=f*(x) estd en la vecindad (h) de una
funcion y=f(x), en intervalo (X, X2) cuando se tiene

lf(x)—f"(x)| <hparax; <x<x,

es decir, cuando la curva y = f*(x), en dicho intervalo, estd incluida dentro de una faja de ancho
2h, cuyo eje es la curva y = f(x).

El problema fundamental del Calculo de Variaciones puede expresarse de la siguiente manera
(Levi, 1980):

En el dominio de la funciones argumento admisibles para una funcional determinada, hallar esa
funcién argumento (extremal) para la cual la funcional alcanza un valor extremo, con respecto a
los valores que ella adquiere para todas las demads funciones argumento del dominio, que se
hallan en una vecindad suficientemente pequefia de la extremal.
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4.1.1. La Variacion y sus propiedades.

Tesis: Funciones Distancia y Arcos de Minima Longitud
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Dado que los métodos de resolucidon de los problemas de calculo variacional guardan cierta
similitud a los métodos empleados en el analisis de singularidades de las funciones, es
conveniente tener un marco comparativo para ambos casos como el mostrado a continuacién

(Elsgoltz, 1969):

Calculo Diferencial Calculo de Variaciones

La variable z se llama funcion de la variable X, cuya
notacion es z = f(x). Si a cada valor de X de cierta
region de variacion de X le corresponde un valor de z,
es decir, se presenta la correspondencia: al nUmero X
le corresponde el nimero z

De manera analoga se definen las funciones de varias
variables.

Se llama incremento Ax del argumento X de la funcién
f (x) ala diferencia entre dos valores de esta variable:
Ax =x — x4.

Si X es la variable independiente, la diferencial de x
coincide con su incremento: dx = Ax.

La funcién f(x) se llama continua si a una pequeiia
variacion de x le corresponde una pequeiia variacion
de la funcién f(x).

La funcién f(x) es continua para x = x si para todo &
positivo existe un & > 0 tal que |f(x) — f(xg)| < ¢
cuando |x — xy| < 6.

Aqui se sobreentiende que X toma valores para los
cuales la funcién f(x) esta definida.

Se llama funcidn lineal a la funcién l(x) que satisface
las siguientes condiciones: I(cx) = cl(x), donde C es
una constante arbitraria, y I(xq +x3) =1l(xq) +

I(x5).

La variable v se llama funcional que depende de la
funcién y(X), cuya notacion es v = v[y(x)]. Si a
cada funcidn y(x) de cierta clase le corresponde un
valor v, es decir, se presenta la correspondencia: a la
funcién y(x) le corresponde un nimero V.

De manera andloga se definen las funcionales
dependientes de varias funciones y las funcionales
dependientes de varias variables.

Se llama incremento o variacién §y del argumento
y(x) de la funcional v[y(x)] a la diferencia entre
dos funciones: 8y = y(x) — y;(x).

Aqui se supone que y(x) varia arbitrariamente en
cierta clase de funciones.

La funcional v[y(x)] se llama continua si a una
pequefia variacion de y(x) le corresponde una
pequeiia variacién de ésta.

La funcional v[y(x)] es continua para y = y,(x) en
el sentido de proximidad de k-ésimo orden, si para
todo € positivo existe un § > 0 tal que |[v[y(x)] —
v[yo(x)]| < & para

ly(x) = yo(x)| <6,
|y'(x) - y’()(x)| < 5:

|&“5 () — 5P (xS| <s

Aqui se sobreentiende que la funcion y(x) se toma
de la clase de funciones en la cual la funcional
v[y(x)] estd definida.

Se llama funcional lineal a la funcional L[y(x)] que
satisface las siguientes condiciones: L[cy(x)] =
cL[y(x)], donde c es una constante arbitraria, y

LIy1(x) +y2 ()] = Lly: ()] + Ly (0)].
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La funcién lineal de una variable tiene la forma
l(x) = kx, donde Kk es constante.

Si el incremento de la funcién Af = f(x + Ax) — f(x)
puede representarse en la forma Af = A(x)Ax +
p(x,Ax) - Ax, donde A(x) no depende de Ax y
B (x,Ax) - 0 cuando Ax — 0, entonces la funcion se
llama derivable, y la parte A(x)Ax del incremento,
lineal con respecto Ax, se llama diferencial de la
funcion y se denota por df.

Dividiendo entre Ax y pasando al limite para Ax — 0,
se obtiene que A(x) = f'(x) y, por lo tanto,
df = f'(x)Ax.

La diferencial de la funcion f(x) es igual a a%f(x +
“Ax)|a=0

Si la funcién derivable f(x) alcanza su maximo o su
minimo en un punto interior x = x, de la regién de

definicion de la funcion, entonces en este punto sera
df = 0.

Tesis: Funciones Distancia y Arcos de Minima Longitud
UNAM-FI

Si el incremento de la funcional Av = v[y(x) +
6y] —v[y(x)] puede representarse en la forma
Av = L[y(x), 6y] + B(y(x),8y)max|5y|, donde
L[y(x),6y] es una funcional lineal con respecto a
6y, max|6yles el valor maximo de |6y| y
B(y(x),8y) — 0 cuando max|dy| — 0, entonces la
parte del incremento lineal con respecto a &y, es
decir, L[y(x), 8y], se llama variacién de la funcional
y se designa por év.

La variacion de la funcional v[y(x)] es igual a

Z0[y(x) + a8y]lazo

Si la funcional v[y(x)], que posee variacion, alcanza
su maximo o su minimo para y = y,(x), siendo
Yo (x) un punto interior de la region de definicion de
la funcional, entonces para y = y,(x) sera év = 0.

Definicion. La funcional v[y(x)] tiene un maximo en la curva y = y,(x), si su valor en cualquier
curva proxima a y = y,(x) no es mayor que v[yy(x)], es decir Av = v[y(x)] — v[yo(x)] < 0.

Si Av <0 y ademas

Av =0 sélo cuando y(x) = yy(x), entonces se dice que en la curva

y(x) = yo(x) se tiene un maximo estricto. De forma analoga, se define la curva y(x) = y,(x) en
la que hay un minimo. En este caso Av > 0 para todas las curvas cercanas a la curva y — y,(x).

El concepto de extremo de una funcional debe ser explicado mejor: Cuando se habla de un
maximo o un minimo, o mejor dicho, de un maximo o un minimo relativos, se toma en cuenta el
mayor o menor valor de la funcional con respecto a los valores de ésta en las curvas cercanas. Sin
embargo, la proximidad de las curvas puede entenderse de formas diferentes, es decir, se debe
sefialar el orden de la proximidad que se toma en consideracién al definir un maximo o un

minimo.

Si la funcional v[y(x)] alcanza su méximo o su minimo o su minimo en la curva y = y,(x) sélo con
respecto a todas las curvas para las cuales el médulo dela diferencia y(x) — y,(x) es pequefio
(proximidad de orden nulo), entonces el maximo o le minimo se llama fuerte. Por otro lado, si la
funcional v[y(x)] alcanza su maximo o minimo en la curva y = y,(x) sélo con respecto a las
curvas y = y(x) cercanas a cercanas a y = Yo(x) en el sentido de proximidad de primer orden, es
decir, no sélo por sus coordenadas, sino también por las direcciones de sus tangentes, el maximo o

el minimo se denomina débil.



Capitulo 4: Arcos asociados a una funcion Tesis: Funciones Distancia y Arcos de Minima Longitud
distancia y arcos de minima longitud. UNAM-FI

4.1.2. Ecuacion de Euler-Lagrange.

De acuerdo con Elsgoltz (1969) ,si se analiza el extremo de la funcional

X1

WY1 = [ FlnyCo,y'@)dx

Xo

donde los puntos frontera de las curvas admisibles estan fijos, es decir, y(xg) = yo € y(x1) = ¥;.
Y si la funcién F(x,y,y") se considera derivable tres veces.

La condicidn necesaria para que exista un extremo en una funcional, es que la variacion de la
misma se anule.

Se supone que en la curva y = y(x) existen segundas derivadas y que se tiene un extremo. Si se
toma cierta curva admisible y = y(x) cercana a y = y(x) y se incluyen ambas en la familia
monoparamétrica de curvas definidas por y(x, @) = y(x) + a(¥(x) — y(x)).

Asi, cuando a = 0, se obtiene la curva y = y(x) y para cuando a = 1, se obtiene y = y(x) como
se muestra en la siguiente figura.

Y

Fig. 4.4.

A la diferencia ¥(x) — y(x) se le llama variacion de la funciéon y = y(x) y se designa por 8y, esta
variacion desempefia un papel similar al del incremento de la variable independiente Ax en los
problemas de estudio de los extremos de una funcién f(x); dicha diferencia de funciones es, por
tanto, una funcién de X y se puede derivar una o varias veces, siendo (8y)' =y'(x) —y'(x) =
8y', es decir, la derivada de la variacion en igual a la variacion de la derivada. De manera analoga

(6y)" =5"(x) —y"(x) = 6y"
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Por lo que se considera la familia y = y(x, «), donde y(x, @) = y(x) + ady, esta familia contiene
para a = 0 la curva en la que se alcanza el extremo, y para @ = 1 cierta curva admisible cercana
de comparacion.

Si se consideran los valores de la funcional

X1

ﬂﬂm=fF@mVMx

Xo

sélo en las curvas de la familia y = y(x, a), la funcional se transforma en una funcién de «, asi:

vly(x, )] = ¢(a)

El valor del parametro a determina una curva de la familia y = y(x, a), y determina también el
valor de la funcional v[y(x, @)]. La funcidn ¢(«) tiene un extremo en @ = 0 ya que para ese valor
se obtiene y = y(x), teniendo un extremo con respecto a cualquier curva cercana admisible y de
forma particular con respecto a las curvas cercanas de la familia y = y(x, a).

Como se ha planteado, la condicidn necesaria para que la funcién ¢(a) tenga un extremo en
a = 0 es que su derivada se anule en dicho valor, es decir, que ¢'(0) = 0.

Dado que
X1
0@ = [ Flya. i o)dx
Xo
Se sigue
X1
@= [ [Raeryma Py eald
o' (a) = yaay X, Q y/aay x,a)|dx
Xo
Donde

6 !
Fy = @F(X,_’Y(X,(Z),y (X,(Z))

d '
Fyl = 6—y,F(x: y(x, @),y (x, @)

Tomando en cuenta que

0 0
oY@ = o [y() + ady] = 6y

iyl(x 0_’) — i[yl(x) + a(Sy’] — 6}/!
oa ’ oa

se tiene
X1

¢'(a) = f [Fy (%, y(x, @),y (x, )8y + Fyr (x,y(x, @), ' (x, @) 5y']dx

Xo
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X1
0O = [ 15 (00,5 0)8y + Fy (x,36),y' ()8 Ndx
Xo

A ¢'(0) se le llama variacién de la funcional y se designa por §v, y como la condicién necesaria
para que la funcional v tenga un extremo es la anulaciéon de su variacidn, entonces se sigue que
6v = 0. Donde para la funcional dada en un principio, esta condicidn se queda expresada como

X1

f [F, 8y + Fy8yldx =0

Xo

Integrando el segundo sumando por partes y tomando en cuenta que 6y’ = (8y)’ se sigue que

X1

d
v = [Fyré‘y]j: + f (Fy — EFV’> Sydx

Xo

Pero como 8y|y—x, = ¥(xo) —y(x0) =0 y 8Y|x=x, = ¥(x1) — y(x;) = 0y dado que todas las
curvas admisibles en el problema simple considerado pasan por los puntos frontera fijos, entonces

X1

d
f (Fy —aFyr)Sydx =0

Xo

El primer factor del integrando es una funcién continua dada en la curva y = y(x) que realiza el
extremo, y el segundo factor del mismo integrando, es una funcién arbitraria que satisface sélo
ciertas condiciones muy generales, o mejor dicho, la funcién §y que se anula en los puntos
frontera x = x y x = x4 es continua y derivable una o varias veces y §y o 8y y 6y’ son pequefios
en valor absoluto.

Se usa el lema fundamental del calculo variacional para simplificar la condicién anterior.

Lema fundamental del cdlculo variacional: si para cada funcién continua 17(x) se tiene

X1

f d()n(x)dx =0

Xo

Siendo ®(x) una funcidn continua en el segmento [x,, x1] entonces ®(x) = 0 en dicho segmento.
Si se aplica el lema anterior en la condicidon necesaria de extremo en la funcional

d
f (Fy —aFyr>6ydx =0
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. d . .
Entonces se sigue que £, — aFyr = 0 en la curva y = y(x) que realiza el extremo de la funcional
analizada, esto es, y = y(x) es solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden

d
Fy - EFyI = 0
O escrita en forma desarrollada
By = Fayr = Fyyy" = Fyryyy" =0

A esta ultima expresion se le conoce con el nombre de ecuacion de Euler.
A las curvas integrales de la ecuacion de Euler y = y(x, C;, C,) se les llama extremales y sélo en

éstas puede alcanzarse un extremo de la funcional

X1

oly)] = f F(x,y,y")dx

Xo

Para encontrar la curva que realiza un extremo de la funcional anterior, se integra la ecuacién de
Euler y se determinan las dos constantes arbitrarias de acuerdo a las condiciones de frontera
V(%) = Vo ¥ ¥(x1) = y1. Ademas, sélo en las extremales que satisfacen estas condiciones se
puede realizar un extremo de la funcional.

4.2. Arcos asociados a una funcién distancia y arcos de minima
longitud.

De la conclusion dada al final del capitulo 3 (L = f; F(x(s),X(s))ds), se derivan los siguientes
teoremas (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2008b).

Teorema 1 (Determinacion de la d-longitud de arco de un arco d-rectificable).

Si la funcidn distancia d: R™ X R™ - R tiene una derivada direccional unilateral continua,
F:R™ x R™ - R, entonces todo arco C(a,b) clase C' es d-rectificable y su d-longitud esta dada por

b

1;(C(a,b)) = f F(x(s),x(s))ds
a
donde x: [a, b] = R™ es una representacion paramétrica clase C' de C(a,b).

Teorema 2 (Propiedades de la derivada direccional unilateral F de una funcién distancia d).

Sead:R™ X R™ — R una funcién distancia y F la derivada direccional unilateral de d dada por
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d(x,x + Asv)

F(x,v) = limp,_,o+ As

Entonces se tiene:

a) F(x,0) =0 paratodox € R™.

b) La funcion F es positivamente homogénea de grado uno: F(x,av) = aF(x,V) para toda
a > 0.

c) Paran =2, F(x(s),)'((s)) no depende explicitamente del pardmetro sdel camino.

d) La d-longitud de un arco d-rectificable no depende de su representacion paramétrica.

e) Si d cumple la desigualdad del triangulo, entonces F(x,Vv) es una funcién convexa en v
para cada x: F(x,av + (1 — a)w) < aF(x,v) + (1 — a)F(x,w) para toda a € [0,1],x €
R™.

4.2.1. Arcos inducidos por una funcién distancia.

De la definicion de d-longitud de arco dada anteriormente, se deriva la deduccién de la existencia
de ciertos arcos que son caracterizados por la funcion distancia d, a estos arcos se les llama arcos
d-inducidos los cuales se definen como sigue (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2008b):

Sea d: R™ X R™ — R una funcion distancia. Se dice que un arco C(a, b) es d-inducido si todas sus
particiones tienen la misma d-longitud.

Asi, de acuerdo con la definicion de longitud de arco, todo arco d-inducido C(a, b) es d-rectificable
y su d-longitud es igual a la d-longitud de su particion trivial [; = (C(a,b)) = d(a,b). De aqui, se

sigue que cada subarco de un arco d-inducido es un arco d-inducido.

De manera equivalente, C(a,b) es un arco d-inducido si la d-longitud de toda particién de C(a,b)
P = (a = X(,Xq,Xy, ..., X}, Xg41 = b) conk > 0, esigual ala d-distanciadeaab

k
d(a,b) = Z d(X;, Xi41)
i=0

Paratoda P = (a, Xy, ...,Xg, b) € P[C(a,b)]

la cual es la d-longitud de la particidn trivial de C(a,b).
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Por lo que se establece que un arco de a a b es d-inducido si, y sélo si, la d-distancia de aa b es
igual a la suma de las d-distancias entre todos los puntos consecutivos de cualquier sucesion de
puntos en el arco C(a,b), donde la sucesidn incluye los puntos extremos ay b.

De lo anterior se sigue que un arco C(a,b) es d-inducido si, y sélo si, la restricciéon de d a C(a,b)
cumple la igualdad del triangulo respecto del punto final b, es decir d(x(s),b) = d(x(s),x(t)) +
d(x(t),b); a <s <t < bdondex:[a,b] » R™ es una representacion paramétrica de C(a,b).

4.2.2. Arcos minimos.

Si una funcién distancia no satisface la desigualdad del tridangulo, los arcos minimos no
necesariamente son arcos inducidos y el concepto tradicional de que la distancia desde un punto a
otro s igual a la longitud del arco mas corto que los conecta no es valido (Sdnchez Larios y Guillén
Burguete, 2008b).

Una funcidn distancia que cumple la desigualdad del tridngulo se llama premétrica, asi mismo, una
funcién distancia es completa si todo par de puntos a,b € R™ estd conectado por un arco d-
inducido.

Asi, si la funcién distancia d cumple con la desigualdad del tridngulo y es, ademads, completa, se
dice que es una premétrica completa y los arcos inducidos son arcos de minima longitud y la
funcion distancia queda determinada por su derivada direccional unilateral F.

Esta ultima aseveracién indica que d y F proporcionan “informacién” similar: d proporciona
“informacidn global” dado que su valor depende de dos puntos arbitrariamente elegidos en R™; F
proporciona “informacion local” dado que su valor depende del punto y la direccién que se
consideren en el momento.

Una funcidn distancia d: R™ X R™ — R satisface la desigualdad del tridngulo

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b)vVa,b € R"

si y solo si se cumple que d(a,b) <YK ,d(xj X;41) VP, es decir, que para toda sucesién
P = (a = Xy, Xq,X3, ..., Xi, Xp+1 = b) la distancia entre los puntos extremos es menor o igual que
la longitud de dicha sucesion P.

Si d es una funcion distancia tal que su derivada direccional unilateral es una funcién continua y
x: [a,b] = R™es un camino clase C! de a a b que resuelve el problema
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MiNyeqq,y, fab F(x(s),x(s))ds paratodaa,b € R"

entonces, se dice que la imagen de x,((a,b) € Q,p) es un arco de minima longitud o arco
minimal y, por las propiedades de las integrales todos los sub-arcos de un arco minimal son arcos

minimales.
Estas observaciones se reliinen en el siguiente teorema (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2008b):

Teorema: Para cualquier premétrica los arcos inducidos son arcos minimales.
Si d es una premétrica con una derivada direccional unilateral F(x,Vv) continua en X para cada
Vv € R", entonces se cumple:

i. F:R™XR™- R es continua, y por lo tanto, la longitud de arco de C(a,b) esta dada por

la(Ca,b)) = [ F(x(s),%(s))ds.

ii. SiP,Q €[C(a,b)]son dos particiones de un arco C(a, b), tales que P es un refinamiento
de Q, entonces A(Q) < A(P).

iii. ParatodoarcoC(a,b) de clase C?t, ld(C(a, b)) = sup {A(P): P € P[C(a,b)]}.

iv. (ab)<AP)< ld(C(a, b)) para toda particiéon P € P[C(a,b)] de un arco d-rectificable
clase C1.

v.  Para todo arco C(a,b) de clase C1, d(a,b) = ld(C(a, b)) siy sélo si C(a,b) es un arco
inducido.

vi. Todo arco inducido es un arco minimal.

La demostracién de cada punto se da en el trabajo citado.

4.2.3. Geodésicas.

Un problema similar a la determinacién de arcos minimales en el Calculo de variaciones es la
construccién de geodésicas en una superficie curvada, esto es, construir las curvas de minima
longitud.

Dados dos puntos a, b sobre una superficie S c R3, se busca la curva C c S que los une y posee
la minima longitud posible.
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Por ejemplo, si Ses un cilindro circular, entonces existen tres posibles tipos de curvas geodésicas:
segmentos de linea recta paralelos a la linea central, arcos de circulos ortogonales a la linea
central y hélices espirales. De manera similar, las geodésicas en una esfera son arcos de los
llamados grandes circulos. Una aplicacién se encuentra en aerondutica, donde para minimizar la
distancia de vuelo, los aeroplanos siguen caminos geodésicos circumpolares alrededor del planeta.

Para formular matematicamente el problema de minimizacion geodésico, se supone, por
simplicidad, que la superficie S € R3 es la grafica de la funcién z = F(x,y). Se busca la curva
geodésica C c S que une los puntos a = (a,a,F(a,@))y b = (b, B, F(b,B)) sobre la superficie S

Si se asume que C puede ser parametrizada por la coordenada x, en la forma y = u(x),
z =v(x) = F(x,u(x)) donde esta Ultima ecuacion asegura que la curva se encuentra en la
superficie S en particular esto requiere que a # b. La longitud de la curva estd dada por la integral
de longitud de arco en tres dimensiones; de tal manera que para encontrar las geodésicas se debe
minimizar la funcional

o bien

b
Ju] = f 1+ (Z—Z)Z + (g—i (x,u(x)) + Z—Z(x,u(x)) Z—Z)Z dx

suejta a las condiciones de frontera u(a) = a, u(b) = .

. .- . 1 1
Por ejemplo, las geodésicas en una paraboloide dado por z = Exz + Eyz pueden ser encontradas

al minimizar la funcional

b

Jul = f\/l + W)?+ (x+uu')?dx

a

4.3. Métodos para determinar los arcos de minima longitud en
superficies.

4.3.1. Camino mas corto sobre una superficie suave.

La pregunta de interés que se aborda en esta seccidén es écudles arcos son los que estan asociados
a una funcidn distancia sobre una superficie que no es perfectamente plana?
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En la literatura especializada consultada se encontré que, en general, se consideran los caminos
minimos sobre superficies muy regulares (homogéneas), superficies suaves, tales como un plano,
una esfera, o un cono. A pesar del desarrollo de la geometria diferencial, no se han estudiado
métodos analiticos para la determinacion de los arcos minimos sobre superficies mas generales.

Las geodésicas sobre superficies suaves satisfacen la condicién de que su vector normal principal
coincide con la normal de la superficie que las geodésicas recorren. Esto significa que para una
esfera los grandes circulos son las Unicas geodésicas, puesto que solamente en estas curvas la
normal al camino corresponde a la normal de la superficie. También se han estudiado las
geodésicas para el caso de superficies de revolucion (superficies radialmente simétricas) donde
una funcién tal como z = f(X) en el plano y = O se rota alrededor del eje Z. En este caso la
superficie debe ser parametrizada por las ecuaciones polares:

X = Ucosy, y = usery, y z = f(u)

En algunos casos, las geodésicas sobre tales superficies se pueden encontrar por medios analiticos
y en todos los casos se puede obtener una integral de las ecuaciones diferenciales.

Para superficies polinomiales el problema es mas dificil. El paraboloide eliptico es de especial
interés porque se puede considerar como un ejemplo muy simplificado de una superficie sin
excesiva simetria. Este tipo de superficie puede verse como una simplificacion de una montaiia o

de un valle. Por esta similitud con superficies un poco mas reales, se hace el siguiente andlisis. La
ecuacién de un paraboloide eliptico tiene la forma:

z=x%a’ + y’Ib?, donde ay b son constantes.
Las ecuaciones paramétricas son: X = aucos/, y = buserv, y z= u2

Con el fin de recorrer un camino de longitud lo mas corta posible entre dos puntos ay b sobre tal
paraboloide, se debe minimizar la expresién:

z:]:ds::‘jF(u,u',v)dv 1)

donde ds es el diferencial del pardmetro del camino sobre la superficie y F(u, U’, V) es la funcion
lagrangiana (o fundamental) la cual depende de los componentes paramétricos u, v y du/dv. El
objetivo es encontrar la curva geodésica U(V) la cual minimiza esta expresion (funcional).

Si se usa la métrica de Riemann, el diferencial ds en coordenadas cartesianas es como sigue:

ds’ = g,,dx* + g,,dxdy + g,,dydx + g,,dy’
donde g,, =1+ fxz, g,, =1+ fy2 y 0, =0,=1+f, fy,

por lo que ds” = (1+4x* /a* )dx*+ (8y /a’b’® Xixdy + (1+ 4° b* Jy?
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En este caso (paraboloide), como para muchas otras superficies, se pude obtener una ecuacion
diferencial para las geodésicas, pero no es muy “amigable” como para resolverse analiticamente
por lo que en su lugar se han aplicado métodos numéricos.

Con el fin de hacer notar algunas ventajas del método propuesto en esta tesis, en seguida se
describen dos de los métodos mas utilizados para resolver el problema de determinacion de
geodésicas.

b b
4.3.2. Minimizacion directa de la integral Z= J. ds= J. F(u,u’,v)dv
a a

Las principales técnicas son:

a) Enfoque de Greenspan: reemplaza z por una aproximacién por n pasos, J,, donde:

- U —Uu._
J :;F ui'l’v:——v;_ll’vi'l (Vi _Vi—l)

con condiciones de frontera Ug = U(Vg) Y Uy = U(V,), donde (U, Vo) ¥ (Un, Vi) son los puntos extremos
de la geodésica. Se puede minimizar la ecuacion por diferenciacion parcial e igualando el resultado
a O parai = 1 hasta i = n. Esto da un sistema de n ecuaciones no lineales en n — 1 variables las
cuales se pueden resolver a través de métodos iterativos de tipo Newton-Raphson.

b) Métodos de Rayleigh-Ritz: se inicia suponiendo que la geodésica u(V) tiene una cierta forma,
por ejemplo, una cubica simple, la expresion de esta curva se sustituye en la funcional (1) para
después integrar. Las variables desconocidas se determinan a través de diferenciaciones parciales,
igualando estas a 0, y resolviendo las ecuaciones como en el método anterior.

b b
4.3.3. Minimizacién de z= I ds= I F(u,u’,v)adv resolviendo las ecuaciones de Euler.

a a
Curvas minimas o arcos minimos.

El problema de las curvas minimas es un ejemplo del método, aplicado para determinar arcos de
minima longitud sobre superficies, utilizando las ecuaciones de Euler, dicho problema se refiere a
encontrar el camino mds corto entre dos puntos especificos, y en su mas simple manifestacién, el
procedimiento para resolverlo es el siguiente (Olver, 2006):

Dados dos puntos diferentes a = (a,a) y b = (b, 8) en el plano R?, el problema es encontrar la
curva de menor longitud que los conecte. La respuesta “obvia” que salta inmediatamente, de
acuerdo a las ideas aprendidas en la educacién basica, es que la ruta mas corta entre dos puntos
es la linea recta. Entonces, de acuerdo con la aseveracion anterior, la curva minima debe ser la
grafica de la funcidn afin particular
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catd=""YG )t
y=cx Sp_g¥ T ata

gue pasa entre o interpola los dos puntos. Sin embargo, este “hecho” cominmente aceptado es,
en un andlisis mas profundo, tal vez no tan inmediatamente obvio desde un punto de vista
rigurosamente matematico.

Ahora se revisa la forma en que se puede formular, matematicamente, el problema de la curva
minima.

Por simplicidad, se asume que la curva minima estd dada como la gréfica de una funcién suave
y = u(x). Asi, por calculo elemental se tiene que la longitud de la curva estd dada por la integral
longitud de arco

b

Ju] =f 1+ u'(x)?dx

a

d L . .
donde u' = d_Z' La funcidn u(x) debe satisfacer las condiciones de fronterau(a) = ay u(b) =8
para asegurar que su grafica pase a través de los dos puntos dados.

El problema de encontrar la curva minima requiere encontrar la funciéon y = u(x), que minimiza la
funcional longitud de arco, de entre todas las funciones “razonables” que satisfacen las
condiciones de frontera dadas. Es aqui donde cabe preguntarse si es analiticamente obvio que la
funcion

catd=""YG )t
y =cx =, - +a

es aquella que minimiza la integral longitud de arco antes expresada sujeta a las condiciones de
frontera.

Asi, una de las tareas que motivaron el desarrollo del calculo de variaciones, es probar de manera
rigurosa que la respuesta “obvia” planteada es correcta. La palabra “razonable” es importante.
Para la funcional longitud de arco

b
Ju] = f\/l +u'(x)? dx

la funcién u(x) debe ser, por lo menos por partes, clase C! (de hecho, si se permitieran funciones
discontinuas, entonces la linea recta antes dicha no daria, en muchos casos, el caso minimo. Mas
aun, las funciones continuas que no son, por lo menos por partes, clase C! no necesitan tener una
longitud de arco bien definida.
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4.4. Algoritmos para determinar caminos mas cortos: caso discreto.

Los problemas de la ruta mas corta son parte fundamental de la teoria de redes dado que surgen
de manera frecuente en problemas de la vida real y se les ha dado un tratamiento profundo
debido a que ha resultado relativamente sencillo encontrar su solucidén en su expresion mas
simple, ademas de que también aparecen como sub-problemas en otros de mayor complejidad.

La teoria desarrollada alrededor de los problemas de ruta mas corta, y en general, de los
problemas de redes, maneja una notacion especifica, asi como también una serie de supuestos,
mismos que le dan sustento a los planteamientos de los algoritmos de solucion. De acuerdo con
Ahuja, Ravindra K. et al. 1993, estos supuestos son:

Se considera una red dirigida G = (N, A) con una longitud de arco o costo del arco c;; asociado a
cada arco (i,j) € A. La red tiene un nodo sllamado fuente. A(i) representa la lista de adyacencia
del nodoiy C = max{c;;: (i,j) € A}.

Se define la longitud de un camino dirigido como la suma de la longitud de los arcos en el camino.

El problema de la ruta mas corta es determinar, para cada nodo diferente al nodo fuente i € N, el
camino dirigido de menor longitud desde el nodo s al nodo i. De manera alternativa, este
problema se puede plantear el problema como el envio de una unidad de flujo desde el nodo s al
nodo i por el camino de menor costo (con costos de arco dados por Cij)-

Estos enfoques dan como resultado el siguiente modelo de programacion lineal para el problema
de la ruta mas corta:

Minimizar Z CijXij
(i.))€A

Sujeto a

2 _(n—-1 parai=Ss
Xij X =11 paratodai € N — {s}

{j:(L)eA} {:G.DeA}
xij = 0 paratodo (i,j) € A
Los supuestos manejados en el estudio de este tipo de problemas son:

1) Todas las longitudes de los arcos son enteros.
Este supuesto no es necesario para todos los algoritmos (es posible relajar este supuesto).
2) La red contiene un camino dirigido desde el nodo S a cualquier otro nodo contenido en la
misma.
3) Lared no contiene un ciclo negativo.
4) Lared es dirigida.
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Los algoritmos desarrollados en la teoria de redes para resolver el problema de la ruta mas corta
se clasifican en dos grupos:

1. Establecimiento de etiquetas.
2. Correccion de etiquetas.

Ambos criterios son de tipo iterativo, asignan etiquetas de distancias tentativas a ciertos nodos en
cada paso; estas etiquetas de distancia son estimaciones de las distancias del camino mas corto.
Estos enfoques varian en la manera en que se actualizan las etiquetas de distancia entre cada
paso: los algoritmos de establecimiento de etiquetas designan una etiqueta como permanente
(6ptima) en cada iteracidn, por otro lado, los algoritmos de correccién de etiquetas consideran
todas las etiquetas como temporales hasta el paso final, cuando todas se convierten en
permanentes.

El tipo de problemas para los que se aplica el algoritmo de establecimiento de etiquetas son los de
ruta mas corta definidos en redes aciclicas con longitudes de arco arbitrarias y los de la ruta mas
corta con longitudes de arco no negativas; los algoritmos de correccion de etiquetas son mas
generales y son aplicables a todas las clases de problemas, incluyendo aquellos con longitudes de
arco negativas.

Los algoritmos de establecimiento de etiquetas son, en general, mas eficientes, mientras que los
algoritmos de correccion de etiquetas son aplicables a problemas mas generales y ofrecen mayor
flexibilidad.

Dos de los algoritmos mas conocidos y usados en este tipo de problemas son los algoritmos de
Dijkastra y Floyd, mismos que se describen de acuerdo al trabajo de Flores de la Mota (1999).

4.4.1. Algoritmo de Dijkstra.

El algoritmo basico del tipo establecimiento de etiquetas fue desarrollado por Dijkstra y se
considera como uno de los métodos mas eficientes; dicho algoritmo se describe a continuacién:

Objetivo: Obtener la arborescencia de las rutas mds cortas de raiz Sen unared G = [N, 4, d] con
costos no negativos en los arcos.

Pasos:

1. (Iniciacidn de etiquetas). Sea d(s)=0 y marquese esta etiqueta como permanente. Sea
d(x) = oo, para todo x # s y considérense estas etiquetas como temporales. Sean
a(x) = x (estas etiquetas indicaran el predecesor de x en al arborescencia). Seap = s.

2. (Actualizacién de etiquetas). Para todo x € 't (p) que tenga etiqueta temporal, actualziar
etiquetas de acuerdo a

d(x) = min {d(x),d(p) + d(p, x)}
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si d(x) se modifico, hacer a(x) =p. Sea x* tal que
d(x*) = min {d(x) \ d(x) es temporal}. Si d(x*) = oo, terminar. En este caso, no existe
arborescencia alguna de raiz s. En otro caso, marcar la etiqueta d(x*) como permanente.
Seap = x".

(i) (Si se desea la arborescencia). Si todos los nodos tienen etiquetas permanentes,
terminar, ésta es la longitud deseada del camino y el conjunto de arcos {a(x), x} forman la
arborescencia de caminos mas cortos. En otro caso, ir al paso 2.

4.4.2. Algoritmo de Floyd.

Este algoritmo es uno de los procedimientos mas eficientes y fue desarrollado como R. W. Floyd y
es aplicable a redes que admiten todo tipo de costo. Para este algoritmo se supone que los nodos
estan numerados progresivamente (1, 2, 3, ..., n) y se usa una matriz llamada C de dimensién igual
a N para calcular las longitudes de las rutas mas cortas entre cada par de nodos. La longitud de la
ruta mas corta entre nodos i y j estaria dada por el elemento (i, j) de C.

Objetivo: Obtener las rutas mds cortas entre todo par de nodos en una red G con n nodos.

Pasos:

Construya la matriz C de dimension n cuyos elementos ¢;; son como sigue:
Haga k = k + 1 para toda i # k tal que ¢;; # %y para todo j # k tal que ¢y # 0, haga:

0 sii=j
Cij o si(i,j) & A
d(i, ) si(i,j) €A
k=0

Cij = min {Cijlcik + ij

i) Si ¢;; < 0 para alguna i, termine. En este caso existe un circuito negativo que contiene al
nodo i y por lo tanto no hay solucion.

i) Sic;; = 0, para toda i y k=ntermine. ¢;; es la longitud del camino més corto de i aj.

iii) Si ¢;; = 0 paratodaiyk<niral paso 2.

Recuperacion de las rutas.

Para recuperar las rutas mas cortas puede construirse una matriz A de dimensién n, donde el
elemento a;; de esta matriz sera el predecesor del nodo j en la ruta de i a j encontrada en cada
iteracion. Dada la definicion de A, sus entradas se inicializaran a;; = i, para todo par de nodos

i,j €N.

La matri

z A se modificara en el paso 2 de la k-ésima iteracion de acuerdo a la siguiente asignacion:

{ agj  SiCix + Cjj
U \no cambia  sic;j < cy + ci;
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"The path of duty lies in what is near, and man seeks for it in what is remote." (Mencius)

5.1. Medicion de Distancia en Problemas de Localizacion.

Ademas de conceptos, tales como el costo de terreno, que influyen en la decisiéon de la
localizacidn de servicios, lo que siempre distingue un lugar de otro es su posicidn relativa a ciertos
puntos fijos. Una de las propiedades basicas de la posicidn relativa es la distancia; asi, es éste un
concepto basico en la formulaciéon de los problemas de localizacién.

La distancia entre dos puntos puede ser una linea recta; este es un concepto ideal que en la
realidad es dificil implementar. Asi, podria parecer que soélo existieran algunas aplicaciones para
las cuales el modelo apropiado usara distancias en linea recta, sin embargo, como ejemplo
tenemos que una buena aproximacién de la distancia total promedio entre varios pares de
ciudades en una region puede estar dada usando distancias ponderadas en linea recta.

De acuerdo a lo anterior, se puede decir que cuando un conjunto de objetos puede ser
representado como puntos, puede usarse una funcién predictiva de distancia (FPD) para
transformar las coordinadas de dos puntos en una estimacion de la distancia entre ellos.

La gran ventaja de usar una FPD en lugar de conformar una base de datos de distancias entre
todos los puntos de interés es la rapidez con la que se puede implantar un sistema basado en tales
funciones comparado con un sistema basado en datos reales y el nivel de cobertura que puede
alcanzarse, ademds de la gran diferencia de costos entre ambos sistemas.

De acuerdo con Plastria (1995), distancia es la descripcion matematica de la idea de proximidad y
puede tomar diferentes formas, dependiendo de la aplicacion en que se use y el conocimiento de
donde se encuentren, por ejemplo, dos puntos es insuficiente para calcular su distancia: se debe
conocer ademas que tipo de medida de distancia se considera.

En un espacio de dos dimensiones o mas, la distancia mds familiar es la distancia Euclidiana, la cual
mide que tan lejos se encuentran dos puntos en una trayectoria de “vuelo de cuervo”,
considerando la longitud del segmento de la linea recta que los une.

Si los dos puntos estan dados por sus coordenadas X = (x,y) y P = (a, b) referidos a un sistema
ortonormal, entonces la distancia Euclidiana se obtiene como:

d(X,P) =/(a—x)2 + (b — y)?

Esta forma de medir la distancia puede ser apropiada en ciertos casos, sin embargo podria no serlo
para distancias viajadas, excepto en el caso en el que se pudiera viajar en todas las direcciones con
la misma facilidad.

Otras medidas de distancia diferentes surgen cuando sélo esta permitido viajar en ciertas
direcciones como en el caso del movimiento de cierto tipo de maquinas donde, tal vez por razones



Capitulo 5: Funciones distancia en problemas Tesis: Funciones Distancia y Arcos de Minima Longitud
de localizacién de servicios. UNAM-FI

técnicas, no se pueden presentar movimientos horizontales y verticales simultaneos, en este caso,
la medida apropiada seria la distancia rectangular dada por

d(X,P) =la—x|+|b -yl

Si por el contrario, los movimientos, horizontal y vertical, simultdneos si son posibles, la forma
apropiada de medir la distancia es la llamada distancia maxima

d(X,P) = max{la — x|, |b — y|}

Esta ultima situacion puede ser ampliamente generalizada al considerar que sdlo algunos
movimientos son permitidos de un conjunto finito de direcciones fijas y sus correspondientes
velocidades de desplazamiento. Habria muchas formas posibles de moverse de un punto a otro,
eligiéndose la forma o camino que tome el menor tiempo de recorrido, el cual a su vez,
determinaria la distancia viajada. De esta forma se obtiene una larga clase de medidas de distancia
llamadas distancias de bloque o poliédricas. El nombre dado a este tipo de medidas de distancia se
sustenta en el hecho de que cualquier “bola” de radio r es un poliedro.

Por ejemplo, en el plano, la “bola” unitaria para la distancia rectangular es el la figura en forma de
“diamante cuadrado” con las esquinas en los puntos (1,0), (-1,0), (0,-1) y (0,1) mientras que para la
distancia maxima esta “bola” unitaria toma la forma de un cuadrado unitario con esquinas en los
puntos (1,1), (1,-1), (-1,-1) y (-1,1). Ver Fig. 5.1.

1

(D~ <D AN

/
o X -

Euclidiana Rectangular Max Hexagonal Minkowski

Fig. 5.1. “Bolas” unitarias para diferentes distancias en el plano.

Ademas de las distancias rectangular y maxima, las distancias mas generales de bloque no son
directamente aplicables en la practica, sin embargo, son usadas con frecuencia para aproximar
otras nociones de distancia y llevan a formular problemas de localizaciéon que son mas faciles de
resolver mientras se consiguen modelos que representen mejor las condiciones reales.
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A la generalizacion de las medidas de distancia anteriores se les llama distancias Minkowski las
cuales consisten en todas las posibles nociones de distancia que satisfagan la desigualdad del
triangulo siendo funciones convexas; la definicion de este tipo de distancias es la siguiente

d(X,B) =d(0,P — X) =min{r >0|P — X € rB}

Dicha definicién es la forma de obtener las distancias Minkowski: Considere cualquier conjunto
convexo, cerrado y limitado B que contiene al origen, y asumiendo que este conjunto es la “bola”
unitaria para alguna medida de distancia. Esto significa que el conjunto B consiste exactamente de
todos los puntos alrededor del origen y hasta una distancia de 1 desde el origen; para obtener la
“bola” unitaria con radio r, se expande B por un factor r, manteniendo el origen fijo;
matematicamente esto se logra al considerar todos los puntos X = (a,b) que estan en By
multiplicar sus coordenadas por r: (ra,rb). Todos estos puntos forman el conjunto expandido rB.
Asi, se llama B-distancia desde el origen a algun punto P al menor radio r para el cual P cae dentro
de rB. Finalmente, la distancias desde algun otro punto diferente al origen se obtienen
trasladando primero el origen a dicho punto.

En la practica, en los problemas de localizacién de servicios, se usan factores que agregan una
perturbacion lineal a las definiciones basicas de distancia, para representar las barreras naturales
que impiden el movimiento libre (lagos, rios, brechas, variaciones en velocidades, pendientes,
etc.). Sin embargo, si se quiere una verdadera descripcion cercana a las distancias presentadas en
los problemas reales, se deben considerar nociones de distancias mds complejas donde la teoria
de localizacion no se ha desarrollado aun (Plastria, 1995).

5.2. Normas y funciones estimadoras de distancia.

Una funcién k:RY — R! que satisface las siguientes propiedades es llamada una norma:

k(x) = 0,Vx € R" (no negatividad)

k(x)=0ex=0

k(cx) = |c|k(x),Vx € RN, c € R (homogeneidad)

k(x) + k(y) = k(x + y),Vx,y € RN (desigualdad del tridngulo)
k(—x) = k(x) (simetria)

vk wh e

Las propiedades anteriores aseguran que al usar normas como estimadores de distancia los
resultados tienen caracteristicas similares a las de las distancias reales, tales como:

— No negatividad.

— Simetria: generalmente la distancia de A a B es la misma que de B a A.

— Enlas distancias se cumple la desigualdad del tridngulo que implica que siempre se escoge
la distancia menor al recorrer una ruta.
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5.2.1. Caracterizacion de una norma: normas redondas y de bloque.

El caracterizar una norma es Util para su estudio y su manejo, para ello, se define una envoltura
unitaria B de una norma ken R" como B = {x/k(x) < 1}

De tal forma que B es el conjunto cerrado de puntos en R" contenido por el contorno unitario de k.
La propiedad de simetria implica que si y[IB entonces —y también de tal manera que B es un
conjunto simétrico que contiene al origen.

Si se supone que x; y x, pertenecen a B y se considera un punto y = Ax; + (1 — 1)x, donde
A € [0,1], esto es, y puede ser cualquier punto a lo largo del segmento de linea que une x4 con x5.
Entonces, por la desigualdad del triangulo y la propiedad de homogeneidad se tiene que:

k(Ax; + (1 — Dxyp) < Ak(xy) + (1 — Dk(x,),Vxy,x, € RNy VA € [0,1]

Asi, como y € B, se llega a la conclusidn de que la envoltura unitaria es un conjunto convexo, es
decir, la envoltura unitaria de cualquier norma es un conjunto convexo simétrico, cerrado y
limitado.

Thisse, Ward y Wendell (1984) usaron la envoltura unitaria para distinguir entre normas de bloque
y normas redondas; clasificaron las normas de bloque como aquellas cuyos contornos son
i i ,adi i , CU i
olitopos (poligonos en R?), a diferencia de las hormas redondas, cuyos contornos no contienen
“lados planos”. Esta diferencia se muestra en la siguiente figura.

X5 X5

a) Normas redondas.
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x—) x")

b) Normas de bloque.

Fig. 5.2.

Y para cada clasificacion se analiza la existencia de la funcidon derivada en los puntos que
conforman la curva unitaria. De esto se desprende una sub-clasificacion de las normas en
diferenciables y no diferenciables.

Dentro de las normas redondas, la norma ¢, es ampliamente usada en modelos de localizacién por
sus caracteristicas y propiedades.

5.2.2. Propiedades basicas de una norma.

De acuerdo a la desigualdad del triangulo y la propiedad de homogeneidad de toda norma k, se
sigue que k(1x; + (1 — )xy) < Ak(xy) + (1 — A)k(x,) para toda x;,x, € R™ y toda 1 € [0,1].
Esto es, k es una funcidn convexa de x en R™. Este resultado permite que muchos problemas de
localizacién se puedan formular como modelos de minimizacién convexos.

Propiedad 1. Sea k(x) una norma redonda en R™, n > 1. Entonces k(x) es estrictamente convexa
sobre cualquier linea recta que no pase por el origen.

Esta propiedad distingue las normas redondas de las normas de bloque.
Propiedad 2. [,,(x) es una norma redonda diferenciable para 1 < p < +oo.
Propiedad 3. Sea k;(x) que denota una norma de bloque y k,(x) una norma redonda

diferenciable, donde x € R™,n > 1. Sea k3(x) una combinacidn lineal positiva de k;(x) y k,(x)
dada por
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k3(x) = alkl(x) + azkz(x), al, a2 > 0.
Entonces k3 (x) es una norma redonda no diferenciable.

La propiedad 3 implica que cualquier norma de bloque o norma redonda diferenciable puede ser
considerada como un caso limite de una norma redonda no diferenciable. En este sentido, la
familia de las normas redondas no diferenciables contiene a las familias de normas de bloque y de
normas redondas diferenciables.

5.2.3.La norma I,.

Esta norma es la medida de distancia mds ampliamente utilizada dentro de la teoria de
localizacién continua. La forma funcional de esta norma en el espacio Euclidiano N-dimensional es

lp (x) = pV Z{L\Izllxtlpl X:(Xll"'l XN)T DRNI le

Generalmente se asume para los problemas de localizacidn que p=1 o 2, con lo que se obtiene la
norma rectangular y la Euclidiana respectivamente. Para los valores de p menores a 1 y mayores
que cero, I, ya no cumple con las propiedades de una norma (distancias hiper-rectilineas). Para el
caso en que p = +oo se tiene la norma Tchebycheff definida como I, (x) = max {|x4], ..., |x, |}

Desde un punto de vista practico, las funcion distancia elegida para modelar una red de transporte
debe ser lo mas precisa posible: algunos estudios como los de Love y Morris (1988) y Berens y
Kéerling (1985) presentan varias medidas, las cuales son, en su mayoria, normas multiplicadas
(ponderadas) por un factor que permite tomar en cuenta cuestas, vueltas y otras formas de
“ruido” en redes de transporte; ademds, demuestran que la norma ponderada /, resulta mas
precisa que la funcién ponderada Euclidiana.

Por otro lado, Love y Walker (1994) muestran que la norma ponderada /, generalmente es mas
precisa que una norma de bloque, sin embargo, el uso de las normas de bloque permite la
formulacién de modelos lineales que pueden resolverse por técnicas programacion lineal (aunque
el nimero de variables y restricciones aumenta rapidamente con el tamafio del problema) en
comparacién de aquellos modelos que usan normas redondas que deben usar métodos iterativos
no lineales (como el procedimiento de Weiszfeld).

5.3. Arcos inducidos por las métricas Lp.

De acuerdo al apartado anterior, una métrica Lp estd definida por

L (x) = Y2 o, [P, x=(xe,..., xn) ORY, p21
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Que puede escribirse también como [Sanchez Larios (2005)]:

n »
d,(a,b) = Zlbi—ailp ;p>1,vab€R"

i=1

De donde las llamadas distancia rectangular y la distancia Euclidiana se definen como

n
di(a,b) = ) Ib— ail; va,b € R"
i=1
1
n 2
d,(a,b) = Zlbi—ailz ; va,b € R
i=1

De las cuales, la métrica Euclidiana es uniforme e invariante frente a rotaciones (es la Unica
isotrépica).

Del Teorema 7.2 del mismo trabajo (Sanchez Larios, 2005) Arcos inducidos por las métricas Lp:
“Para toda métrica Lp (p =1 o p = m), el segmento de recta que une dos puntos es un arco
inducido, aunque no necesariamente es el Unico: para p =1 o p = o los arcos monétonos, en
algun sentido, que unen dos puntos son arcos inducidos”. Se puede destacar el hecho de que
cualquier “camino” de caracteristicas mondtonas es un arco inducido para estas métricas y no solo
los que se manejan comunmente en la literatura, los cuales son sélo casos particulares de esta
generalidad.
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6.1. Determinacion de los arcos de minima longitud y modelado de
una funcion distancia a partir de su funcion lagrangiana.

En este capitulo se presenta un nuevo enfoque para determinar los arcos de minima longitud
desde un punto a hasta otro punto b, sobre una regién dada, a partir de una funcién que se ha
convenido en llamar lagrangiana.

Como ya se ha mencionado, en este trabajo el término longitud se puede referir a distancia de
recorrido, tiempo de recorrido, costo de recorrido, energia consumida, o cualquier atributo que
sea aditivo a lo largo de un camino.

Con la reciente disponibilidad de rastreo digital de alta calidad y bases de datos vectoriales,
corresponde ahora aplicar resultados de investigacion tedrica sobre funciones distancia mas
generales que las métricas, asi como técnicas para desarrollar bases de datos mas precisas que
representen las distancias reales sobre una regién. De esta manera es recomendable probar y
analizar los méritos de estas nuevas teorias cuando se aplican a datos reales y problemas de
planeacidon practica y comercial. Tales problemas incluyen seleccion de rutas, construccion de
rutas, administracidon de datos, planeacion regional, problemas de localizacién y muchas otras
areas relacionadas.

El proveer de servicios para el calculo y la obtenciéon de mediciones de distancia es una parte
fundamental de todas las herramientas de datos espaciales. La mayoria de los paquetes de
Sistemas de Informacion Geografica (SIG’s) ofrecen al menos tres categorias de medidas de
distancia: i) mediciones de distancia basadas en las coordenadas en el plano o sobre una esfera; ii)
mediciones basadas en redes, en este caso la distancia desde un punto hasta otro es la suma de
las distancias entre los puntos por los que se pasa para llegar al punto destino; iii) medidas
basadas en multiples lineas, obtenidas de sumar la longitud de segmentos de lineas rectas
representando una caracteristica dada.

Es importante hacerse preguntas acerca de los supuestos sobre los que se obtienen estas medidas
de distancia, ya que esto podria proporcionar una idea mas clara sobre la magnitud del
encubrimiento, y posible distorsidn, que la disponibilidad instantanea de valores numéricos de los
sistemas presenta sobre la complejidad caracteristica de los patrones y procesos de la vida real.

La primera y tercera de estas categorias utiliza la conocida, y relativamente simple, féormula para
distancias en el espacio euclidiano, bi-dimensional y tri-dimensional, sobre la superficie de una
esfera perfecta o esferoide. El empleo de estas formulas se hace mediante la aplicacion de dos
suposiciones fundamentales: a) la distancia entre dos puntos se calcula midiendo la “longitud”
(costo, tiempo, esfuerzo) del camino mas corto en el espacio elegido, lo que significa que se miden
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las lineas rectas entre los puntos de interés, para el caso del plano, o los grandes circulos para el
caso de la esfera; y b) que el espacio es completamente uniforme (homogéneo), es decir, no hay
variaciones en términos de las direcciones o ubicacion de un objeto.

Estas suposiciones facilitan el uso de expresiones que solamente requieren el conocimiento de las
coordenadas del punto inicial y del punto final, y por consiguiente evitan la complicada pregunta
de cémo se logra ir desde un punto hasta otro punto.

Aunque la formulacién basada en las coordenadas de los puntos es muy comoda, tiene el
inconveniente de que un sistema, tales como los SIG’s, no proporcionara las distancias reales entre
pares de puntos u objetos a través de una superficie fisica ya que no toma en cuenta las
condiciones reales del espacio.

Para problemas que no estan restringidos a pertenecer a redes existentes, las distancias
longitudinales se pueden obtener a partir de la representacion de la superficie dentro del SIG. Por
ejemplo, esto se puede alcanzar usando una representacién tipo laticce, regular o irregular, a lo
largo de cuyos vértices, o a través de sus celdas, se puede trazar un conjunto de arcos para formar
un camino entre los puntos origen y destino. Para el caso de los problemas sobre redes existentes,
solamente se pueden considerar puntos que pertenecen a dichas redes, ya sea en los arcos o en
los nodos, donde las longitudes de los arcos entre los nodos de la red son conocidas. De estos dos
enfoques surgen inmediatamente preguntas tales como: qué tan precisa es la representacion de la
superficie a través de una red, y si la red utilizada distorsiona el camino resultante. ¢ Qué camino a
través de la red o de la representacion de la superficie debe utilizarse (por ejemplo, el camino de
longitud mas corta, el de minimo esfuerzo, etc.)?, écudles son los puntos intermedios entre el
punto inicial y el punto final (es decir, los puntos que no estan representados explicitamente en el
SIG) a manejarse?, éson los arcos seleccionados simétricos en términos de las distancias fisicas
(tiempo, costo, esfuerzo, etc.)?, écudles restricciones sobre los caminos deberan tomarse en
cuenta?

En el mundo real, el cual es no homogéneo, las medidas de distancia que usamos deberian reflejar
la variacion espacial (y en algunos casos, la variacién temporal) que experimentamos y los
propoésitos para los cuales requerimos las mediciones. Tales medidas deberian obtenerse de
elementos incrementales y definidos en términos de arcos inducidos por una funcion y una
funcién distancia, y no en calculo obtenido de valores de las coordenadas del punto origen y del
punto destino. Por tanto, se necesitan formulaciones mas generales para medir distancias de
acuerdo con los dos términos mencionados, las cuales podrian ser aplicadas en los SIG’s.

En muchos casos, las medidas estandares de distancias (euclidiana) se satisfacen en areas
pequefias, es decir, de manera local. También se trabaja bien con estas medidas sobre areas mas
grandes que son razonablemente homogéneas, tales como trayectorias sobre el aire o el agua.
Estas medidas son menos Utiles si los caminos estan restringidos a una superficie variable bi-
dimensional y resultan aun menos Utiles si se tienen que considerar distancias funcionales. Estas
ultimas se refieren a distancias fisicas, es decir, a aspectos tales como el tiempo, costo, energia,
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etc., gastados para ir de un lugar a otro. Estas funciones distancia, en general, no son lineales y
tampoco satisfardn las condiciones de las métricas tradicionales.

Los problemas reales de desplazamiento de objetos sobre una region, frecuentemente muestran
anisotropia y no uniformidad. Una funcidn distancia d es isotrdpica en un punto XCOR" si su funcién
lagrangiana F satisface la igualdad F(x, v) = F(X, u) para todo u, VIS’ en caso contrario, d es
anisotrépica en X(R". En otras palabras, isotropia significa que la funcién lagrangiana F(X, V), no
depende de la direccion v. Si la funcion distancia d es isotrépica en todos los puntos de su
dominio, decimos que d es isotrdpica sobre R", en cuyo caso F(X, V) no depende explicitamente de
v para toda XOR". Si d no es isotrépica sobre R" entonces es anisotrdpica sobre R". Una funcién
distancia d es uniforme (invariante bajo traslaciones), si y sélo si, F(x, V) = F(y, v) Ox,yOR" y
O vOS", lo cual equivale a que F no dependa de X.

Cuando un espacio no es homogéneo y las funciones distancias son no uniformes, resulta mas
comodo modelarlas a través del lagrangiano.

Este enfoque trata de encontrar los arcos de minima longitud sobre una superficie no homogénea
en la cual en cada punto de la regidn (y por tanto en cada punto de un arco) se tiene una funcién
lagrangiana que depende del punto y la direccion. Si se quisiera visualizar esto en una grafica,
tendriamos algo como lo que se bosqueja en la figura 6.1.

Figura 6.1. Una funcién lagrangiana que depende del punto del arco y la direccion.

Cabe sefialar que si la funcion lagrangiana no dependiera de la direccion, se tendria el caso
particular de las bolas de la métrica euclidiana, las cuales son circulares de radio igual a r, donde el
valor de la funcidn lagrangiana es r y, por lo tanto, vale lo mismo en todas las direcciones.

El calculo de variaciones es una herramienta que puede ayudar a encontrar caminos éptimos para
muchos problemas de distancia anisotrdpica, ya que, el referirse a la dependencia de la distancia
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gue se avanza a partir de un punto dado con las direcciones, es equivalente a referirse a la
dependencia de la distancia que se avanza a partir de un punto con la primera derivada de la
parametrizacién del camino. Sin embargo, la ecuacién diferencial de Euler supone continuidad de
alguna o todas las derivadas de la funcién distancia.

En el movimiento de objetos donde se consideran por ejemplo, velocidad no constante, frenado,
etc., se violan las condiciones de continuidad, especialmente en el frenado abrupto en el que se
cambia de direccidn en el desplazamiento del cuerpo; entonces, para aplicar con éxito los métodos
variacionales, es necesario encontrar subespacios del espacio dentro de los cuales se asegure la
continuidad de la distancia y de sus derivadas.

Lo anterior sugiere que, dada una region de interés para la cual se desea encontrar los arcos de
minima longitud, ésta se debe dividir en subregiones tales que conduzcan a una continuidad de la
distancia y sus derivadas, lo cual, en términos de la funcidn lagrangiana, significa que ésta sea la
misma en cada punto de una subregion.

En la figura 6.2. se ilustra una region que es subdividida en subregiones de acuerdo con la funcion
lagrangiana. Las bolas representan la imagen de la funcion lagrangiana que, como se observa, en
cada punto de cada subregion la funcién lagrangiana es la misma.

- )
-_.7 Lagrangiano

—=> Arcominimo de
aab

Fig. 6.2. Divisidn de una regién en subregiones

Una funcién distancia d que cumple la condicién de identidad y la desigualdad del triangulo sobre
una region continua M estd determinada por una funcién lagrangiana F mediante la integral de F
a lo largo de un arco que va desde un punto a hasta otro punto b, para todo par de puntos de la
region M. Las funciones distancia asi obtenidas pueden ser asimétricas, no uniformes y no
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necesariamente positivas definidas. Estas propiedades no podrian cumplirse si se usan los
métodos tradicionales de modelado, los cuales se basan en un proceso de ajustes estadisticos
sobre los parametros de combinaciones lineales positivas de normas Lp pesadas.

En el procedimiento propuesto para modelar funciones distancia generalizadas sobre regiones
discretas se parte de la definicion de funcién distancia generalizada y del concepto de longitud de
arco asociado a una funcidn distancia, asi como el de lagrangiano, propuestos por Sanchez Larios y
Guillén Burguete (2008b).

6.2. Antecedentes: Funcion lagrangiana de una funcidn distancia sobre una region continua M

Toda funcion distancia d sobre una region continua M que cumple la condicién de identidad y la
desigualdad del tridngulo, estd determinada por una funcién lagrangiana F mediante.

b
d(a,b) = ngl)[in] I F (x(s),x(s))ds, paratoda,b1M 1)

Una funcién distancia d obtenida de esta manera puede tomar valores negativos, ser asimétrica y,
por supuesto, no ser uniforme (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2008a). La expresion (1) se
obtiene de que la longitud de un arco C(a,b) que va desde a hasta b esta dada por

,(C(a,b)) = T F (X(S),X(s))ds.

donde x:[a, b] — R" es una representacién paramétrica del arco C(a,b). Para que el valor de
cualquiera de las integrales anteriores no dependa de la parametrizacién del arco, se requiere que
F se homogénea positiva en su segundo argumento.

Se debe observar que (1) expresa que la distancia desde un punto a hasta otro punto b es igual a
la longitud del arco mas corto que los conecta. Se puede demostrar que en (1) la funcion F no es
Unica, y que dos funciones F dan la misma funcién distancia d si y solamente si en cada punto X la
cerradura convexa de ambas funciones es la misma (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2009). De
hecho se cumple el siguiente teorema, cuya demostracién se puede ver en Sanchez Larios y
Guillén Burguete (2008b).
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Teorema 1 La definicidn (1) de la funcién distancia d implica que:
a) d cumple la desigualdad del triangulo;

b) F es convexa en su segundo argumento en cada punto X si y solo si F es la derivada direccional
unilateral de la funcidn distancia d con respecto a su segundo argumento, o sea, la funcién F en el
punto X en la direccién v esta dada por

d(x,x+dsv)—d(x,x)
ds '

") Jm

Como la funcidn distancia d cumple la propiedad de identidad, entonces dicha derivada direccional
unilateral viene a quedar como

d(x,x +dsv)

= )

F= g

Por (1) y (2), la funcion lagrangiana F contiene la misma informacion que d, pero de manera local.

A partir de (2), podemos interpretar a F(X, V) como la distancia que se avanza en unidades de la
distancia d en la direccion de v a partir de X, cuando el pardmetro del arco que se recorre se
incrementa en ds. Ademads, por el teorema 1, para que esta interpretacion de F sea valida, es
indispensable que F sea convexa en su segundo argumento. Esta interpretacidn se aplica en la
seccién relacionada con la obtencién de la funcion lagrangiana de una funcién distancia sobre un
espacio discreto N.

Se pueden demostrar (Sanchez Larios y Guillén Burguete, 2009) las siguientes relaciones (tabla
6.1.) entre las propiedades de una funcién distancia dy su funcién lagrangiana F .
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Tabla 6.1. Propiedades de una funcidn distancia d y su derivada direccional unilateral F

Propiedad de d, Propiedad de F, d

Dab,cliM Ux,yOM; u,vdT™M denomina: Ejemplos:
(@) d(a c)td(c,b)=d(a b)  F(x, Dlconvexa premétrica T Icas
p
d(a, a+Av) = d(a, a+Au) _ L métrica
(b) paraA>0 pequefia F(le) = F(X,U) Isotropica cuclidiana
(c) dla+c,b+c)=d(@b)  F(xVv)=F(y\y) uniforme |I'_netr|cas
p
(d) d(a b)=d(b.2) F(x,-v) = F(xv) simétrica ||'_netr|cas
p

A continuacion se desarrolla un ejemplo del modelado de funciones distancia bajo los supuestos
desarrollados anteriormente.

Ejemplo de modelado de funciones distancia.

Supdngase que la distancia desde a hasta b representa el tiempo minimo que le lleva a un cierto
objeto, como la luz o a un viajero, para ir desde a hasta b. Por tanto, la “longitud” de un arco es el
tiempo requerido por el objeto para recorrer ese arco. La interpretacion de F(X, v) parte de que
por (1), F(x, v)ds es el tiempo que se requiere para ir desde X hasta X +vds a lo largo de la
direccién de v. La correspondiente velocidad de recorrido es el cociente del espacio recorrido vds,
entre el tiempo F(X, v)ds que lleva ese recorrido,

[vilds
F(x,v)ds

usando la homogeneidad positiva de la funcién F en su segundo argumento, se llega a la siguiente
igualdad:

[vjds _ ds 1

F(X’V)ds_iF(x,v)ds F(x,”V”J
v

[vI
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Por lo que, 1/F(X, V) es la velocidad de movimiento del objeto en la direccion v.

La interpretacion anterior de una funcién distancia d y su correspondiente funcién lagrangiana F
es aplicable al movimiento de toda clase de objetos, como podria ser el movimiento de vehiculos
para el transporte.
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6.3. Procedimiento para modelar una funcion distancia sobre una
region discreta N a partir de una funcion lagrangiana.

Debido a la complejidad que presenta, en general el modelado de cualquier fenémeno fisico, y en
particular el modelado de las funciones distancia generalizadas en el caso continuo, se presenta a
continuacién, una propuesta alternativa a dicho caso, donde se parte de una discretizacién del
espacio, la cual se supone conocida, y que puede ser obtenida de acuerdo a diferentes técnicas
gue para tales efectos, se han desarrollado.

Esta alternativa parte de los trabajos realizados para el caso continuo, de las cuales toma su
sustento, y del supuesto de que, en caso de que exista, la funcion lagrangiana estd ya determinada
totalmente (los métodos para determinar los valores de la funcion lagrangiana escapan a los
alcances de este trabajo).

PROCEDIMIENTO DE MODELADO DE UNA FUNCION DISTANCIA SOBRE UNA REGION
DISCRETA.

Para modelar funciones distancia que permitan condiciones tales como no homogeneidad,
asimetria y que puedan ser no positivas definidas, sobre una regién discreta obtenida de una
region continua, se propone el siguiente método:

1. A partir de la regidn continua de interés, se llega a una region discreta N, obteniéndose asi una
red con nodos. Esta regidon discreta se puede obtener seleccionando, de acuerdo con algin
criterio, un conjunto de puntos de una regién continua M.

2. En cada nodo de la red se determina la funcién lagrangiana, que llamamos G, la cual esta
formada por las distancias desde ese nodo hasta sus nodos vecinos (la determinacion y
propiedades de la funcion G se trata mas adelante).

3. La distancia desde un punto a hasta otro punto b sobre la region discreta N esla longitud del
camino mas corto que los conecta. Por lo tanto, se puede proceder a partir de este paso con algin
algoritmo para la determinacién del camino mas corto en redes.
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6.3.1. Obtencion de una funcion lagrangiana sobre la region discreta
N.

En un espacio discreto N cada nodo X LIN tiene asociado un conjunto de nodos vecinos de X, que
se denota por D, N O N. La funcién lagrangiana para este espacio discreto, la cual la denotamos
por G(X,y), se relaciona con la funcion distancia discretizada d sobre N por

G(x,y) =d(x, y) paratodo x [N, y 00 DyN. 3)

Distancias entre nodos vecinos

Si para el nodo X DN y un nodo vecino de X, digamos y [1 Dy N, se cumple

y OD,N= G(X,y) <G(x, 2) + G(z,y), 0z 00 DyN, (4)

entonces se dice que G es convexa en el nodo X en la direccion de 'y [1 DyN. Si G es convexa en
X ON en las direcciones de todos sus nodos vecinos y [1 Dy N, entonces se dice que G es convexa
en X [IN. Si G es convexa en todos los nodos de N entonces se dice que G es convexa.

El interés por estos conceptos es que la convexidad de G asi definida es condicién necesaria y
suficiente para que la distancia entre dos nodos cualesquiera sea igual a la longitud del arco mas
corto que los conecta, o equivalentemente, para que la funcion distancia a modelar d cumpla la
desigualdad del tridngulo sobre el espacio N.

Por tanto, verificar que la condicidn (4) se cumple en cada nodo X para todas las direcciones
garantiza que la funcién d a modelar cumple la desigualdad del tridngulo, lo cual es una ventaja
computacional.

Se debe observar que la funcion lagrangiana G estd dada por (3), y que sus valores son las
distancias entre nodos vecinos, las cuales se determinan a través de mediciones empiricas o
célculos. Cualquier valor de la funcién distancia para nodos X, Yy [ON no vecinos, d(x,Y), es la
longitud del camino mas corto en N que va desde X hasta y.
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Modelo: Esquema tedrico, generalmente en forma matematica, de un sistema o de una realidad
compleja (por ejemplo, la evolucién econdmica de un pais), que se elabora para facilitar su
comprension y el estudio de su comportamiento. Diccionario Real Academia de la Lengua
Espanola.

El darea que funge como conexién entre los problemas del mundo real que se quieren resolver y el
analisis cuantitativo desarrollado para resolverlos se denomina Modelado.

Casi cualquier problema que requiere una respuesta cuantitativa involucra la formulacion del
mismo como un modelo; asi, existen, tal vez, tres tipos de modelos: estadistico, discreto y
continuo. El primero de ellos es un modelo diagndstico, es decir, trata de interpretar procesos
mediante el analisis de datos o mediciones. Los modelos discretos y continuos son llamados pro-
gndsticos, es decir, que proponen un modelo descriptivo de un fenédmeno, mediante el cual se
puedan predecir posibles cambios a futuro de acuerdo a las condiciones que se presenten en el
momento de su aplicacion.

Los modelos describen nuestras creencias, o forma de pensar, acerca de la manera en que el
mundo funciona. En el modelado se traducen esas creencias en lenguaje matematico, lo cual
conlleva varias ventajas; no obstante las ventajas que presenta este tipo de trabajo, la mayor parte
de los sistemas presentes en el mundo real son, por mucho, muy complicados para ser modelados
completamente.

Asi, en el proceso de modelado se deben identificar las partes mds importantes del sistema que
serdn incluidas en el modelo, y el resto quedard excluido. Otro punto relevante es que el
modelado debe analizar la cantidad de manipulaciéon de expresiones que vale la pena hacer dado
que, si bien las matematicas tienen el potencial de probar resultados generales, dichos resultados
dependen de manera critica de la forma de las expresiones empleadas (lo cual se traduce en que a
pequefios cambios en la estructura de las expresiones, puedan corresponder grandes cambios en
los métodos para resolverlas).

El objetivo de este trabajo consistié en desarrollar un método que permitiera modelar funciones
distancia en regiones discretas a partir de los resultados que los doctores Sdnchez Larios y Guillén
Burguete han obtenido para modelar funciones distancia sobre superficies continuas. Asi, y dado
que el objetivo general del modelado es usar herramientas matemadticas para entender-explicar-
describir-predecir aspectos del mundo real, se puede asegurar que se logrd cubrir el objetivo
planteado. Dicho método permite modelar funciones distancia sobre regiones discretas que
aceptan condiciones mas generales que las usuales, es decir, las funciones distancia pueden ser no
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positivas definidas, no simétricas y no uniformes. Esta caracteristica de la forma propuesta de
modelar hace posible el manejo de condiciones inherentes a problemas reales donde la asimetria,
la no uniformidad y los valores negativos de funciones de costo o distancia se hacen presentes. El
hecho de hacerlo sobre regiones discretas obedece a que, en general, el modelar fendmenos de la
realidad en el terreno continuo presenta dificultades mayores que en el caso discreto, dado que la
complejidad de las expresiones aumenta con la inclusidn de aspectos reales que dichos fenémenos
presentan.

Durante el proceso de formulacidon del procedimiento, fue necesaria la comprensidn del sistema
gue se requeria modelar, y una vez determinado éste y el tipo de modelo a emplear, fue necesario
construir un marco de referencia que le diera sustento al método propuesto.

El empleo de métricas Lp y sus combinaciones lineales se ha privilegiado, debido, tal vez, a su
relativa facilidad para ser manipuladas, ademads de su aplicabilidad bajo ciertas condiciones donde
los resultados obtenidos son, en general, aceptables; sin embargo, se debe tomar en cuenta que
este tipo de modelos no permiten la representacidn de las condiciones que las funciones distancia
generalizadas si permiten y que pueden resultar de mayor utilidad en cierto tipo de problemas
donde las métricas Lp llevan a una simplificacién de las condiciones reales tal que los resultados
puedan no ser suficientemente aceptables.

Es importante destacar que la literatura especializada sobre las funciones distancia y su modelado,
es algo escaza a pesar de la trascendencia que el concepto tiene en la resolucién de problemas de
optimizacion. Ademas la distancia en algunos casos solo se circunscribe a la idea tradicional de
distancia longitudinal. En este sentido, una de las aportaciones de este trabajo es la recopilacion
de informacion relacionada con el tema, tal que permite tener una idea mas amplia de lo que
representa el concepto distancia y la forma en que se ha modelado en diferentes ambitos.

Los interesados en esta linea de investigacion encontraran un tema que surge casi de manera
inmediata: la forma en que se pueden obtener los valores de los lagrangianos en cada nodo;
ademads de proponer un método adecuado para discretizar el espacio objetivo que ayude a
obtener subregiones con nodos de lagrangianos iguales.

Un primer paso en la resolucién de cualquier problema del mundo real, es encontrar la forma de
describir, explicar o bien predecir la parte de la realidad en que reside el problema. Como dicha
realidad permanece en el exterior, lo Unico que se puede hacer es crear en nuestro cerebro ideas
0 pensamientos acerca de la misma. De este modo, se puede decir que nuestros pensamientos
son solo abstracciones de lo que existe. En este sentido, los resultados de la tesis contribuyen a la
solucion de un problema y reflejan las suposiciones sobre como opera el sistema analizado, es
decir, las distancias y su medicidn a través de funciones; asi, los resultados de cualquier analisis
usando el modelo formulado son vélidos bajo los supuestos establecidos.
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