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Introduccién

Este es un trabajo que da continuidad a la tesis de licenciatura “Grupos
Geométricamente Infinitos” que aparecio en el 2006 y que a su vez se basa
en el trabajo “On The Absense Of Ahlfors’ Finiteness Theorem For Kleinian
Groups In Dimension Three” de M. Kapovich y L. Potyagailo y cuenta la
forma de cémo conjurar un grupo geométricamente finito F' tal que 7 (2/F)
no es geométricamente finito. Ademas de llenar los espacios dejados en dicha
tesis, se le da un uso al grupo creado en ella. El uso dado es inspirado por el
estudio “Algebraic Limits Of Geometrically Finite Manifolds Are Tame” de
J. Brock y J. Souto en el ano 2006.

Toda 3-variedad hiperbdlica completa M con grupo fundamental finita-
mente generado es mansa, es decir, es homeomorfa al interior de una variedad
compacta. Esta es la conjetura de Marden que se prueba en [5].

El principal propdsito de este trabajo es probar la ausencia del teore-
ma anterior para 4 dimensiones. Concretamente se probard que: Existe una
4-variedad hiperbdlica completa M con grupo fundamental finitamente gen-
erado tal que M no es mansa.

Para esto empezamos con algunas propiedades de las transformaciones
de Mobius y del plano hiperbdlico para luego pasar a trabajar con el es-
pacio hiperbdlico, tres variedades, teoremas de combinacién y otros temas
necesarios para sostener la parte medular que da origen a este trabajo.

La mayor parte de los recursos expuestos en este trabajo son un requisito
en la prueba de que existe un grupo finitamente generado F' tal que 7 (2/F)
no es finitamente generado. Una vez transitado el arduo camino para llegar
hasta este teorema, me refiero a la complejidad (por eso del plano comple-
jo) de las transformaciones de Mobius; el sorprendente plano hiperbdlico; el
terreno salvaje de las 3 variedades; los peligrosos abismos de los teoremas de
combinacion; una vez pasado todo esto ya se puede ver relativamente cerca
la meta principal: Existe una 4-variedad completa M con grupo fundamental
finitamente generado tal que M no es mansa.
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Conceptos basicos

Para iniciar este estudio se requieren conocimientos basicos de topologia,
algebra moderna y topologia algebraica. Para las partes técnicas de algunos
de los teoremas se necesita saber algunos resultados de algebra homoldgica,
teoria de variedades y calculo complejo. Para mayor informacién consultar
la bibliografia.

1.1. Plano hiperbdlico

Trabajaremos con el modelo de plano hiperbdlico siguiente
H={z € CIm(z) > 0}.
Las lineas en H se definen como:

(1) La intersecciéon de H con lineas euclidianas en C perpendiculares al eje
real R.

(11) Los circulos euclidianos con centro en R interseccion H.

De la definicién de lineas hiperbdlicas y de las propiedades del plano
euclidiano tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1.1 Dados dos puntos distintos en H existe una unica linea
en H que pasa por ellos.

Definicién 1.1.2 Dos lineas hiperbdlicas son paralelas en H si son disjun-
tas.
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Figura 1.1: Lineas hiperbdlicas

Con esta definicién obtenemos una diferencia con respecto a la geometria
euclidiana.

Proposicién 1.1.3 Sea | una linea hiperbolica en H y p € H con p que no
esté en 1, entonces existen una infinidad de lineas hiperbolicas distintas que
pasan por p y son paralelas a .

1.2. Esfera de Riemann

Definicién 1.2.1 Sea C la union de C con un punto que no esté en C al
que llamaremos co.

Las vecindades bésicas de un punto en C son de la siguiente manera: si
2€C,B.(2) ={w € C||lw—2z2| < e};siz=o00, B (o) ={w e C||lw| >

e} U {oo}.

Definicién 1.2.2 Un circulo en C es o un circulo euclidiano en C o la
union de una linea euclidiana en C con oo.

Definicién 1.2.3 Un disco en C es una componente del complemento de
un circulo en C.

~ Con esta definicién observamos que H es un disco de C determinado por
R=RU{c0}.
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1.3. Grupos de Mobius

Definicién 1.3.1 Sea Homeo®(C) el grupo de homeomorfismos de C en
st mismo que mandan circulos en circulos.

Dos elementos de Homeo®(C) son f(z) = az+b donde z € C, f(00) = oo
y J(z) =1 con z € C\ {0}, J(0) = o0, J(c0) = 0.

Todas las posibles composiciones de estos dos homeomorfismos son de la
forma m(z) = Zjifi con a,b,c,d € Cy ad— bc # 0. Por continuidad hacemos

m(oo) = 2. Con esto daremos la siguiente definicién.

Definicién 1.3.2 Unatransformacién de Mobius es una funcionm: C —

C de la forma m(z) = gjig con a,b,c,d € C y ad — bc # 0.

Haciendo las operaciones necesarias podemos demostrar el siguiente teo-
rema.

Teorema 1.3.3 Sim(z) es una transformacion de Mdébius y ¢ =0 entonces
m(z) =%z + 2. Sic#0 entonces m(z) = foJog(z) donde g(z) = >z + cd
y f(z) =% — (ad — be)z con f(oo) = g(o0) = oo.

Corolario 1.3.4 Toda transformacion de Mdbius es un homeomorfismo de
C y manda circulos en circulos.

1.4. Puntos fijos de una transformacion de
Mobius

Definicién 1.4.1 Un punto fijo de una transformacion de Méobius m es un
punto z € C tal que m(z) = z.

En una transformacién de Mobius m(z) = gjj:g tenemos que m(oo) = ¢
y asi m(oo) = oo siy sélo si ¢ = 0.

Si ¢ = 0 entonces m(z) = %z + 2 si ¢ =1 entonces b # 0 y asi, m tiene
a 0o como unico punto fijo. Si § # 1 entonces m tiene otro punto fijo en
2= gt |
Si ¢ # 0 entonces m(oo0) # oo por lo que los puntos fijos satisfacen
cz>+(d—a)z—b =0 con lo que concluimos que tiene uno o dos puntos fijos.

Con este analisis obtenemos el siguiente
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Teorema 1.4.2 Si m(z) es una transformacion de Mobius con tres puntos
fijos distintos en C, entonces m es la identidad.

Definicién 1.4.3 Un grupo G actia de forma n-transitiva sobre un con-
Junto X si dadas dos n-adas de puntos (x1,...,2,) y (Y1,-..,Yyn) en X, existe
un elemento g € G tal que g(x;) = y; coni € {1,...,n}.

Teorema 1.4.4 El grupo de las transformaciones de Mobius es 3-transitivo.
Ademds el elemento que manda una tercia a otra es unico.

Demostracion. Unicidad: Supongamos que m(z) y n(z) satisfacen los anterior,
entonces n~'m(2) fija tres puntos por lo que es la identidad y tenemos n = m.
Existencia: Sea (21, 22, 2z3) una tercia de puntos distintos de C. Si ninguno

_ (z=21)(22—23)

de estos puntos es co entonces tomamos la transformacién m(z) = (=) (sa—21) "

Si z1 = oo tomamos m(z) = Z=2. Si 25 = oo tomamos m(z) = Z=ZL. Si
23 = 00 tomamos m(z) = % Todas estas transformaciones mandan zq, 2o

y z3 en 0, 1 e oo respectivamente.

Ahora, si (w, wy, w3) es otra tercia de puntos distintos, tomamos n(z) tal
que mande esta tercia en (0,1, 00). Entonces n=! o m es la transformacién
que buscamos. []

Del hecho de que tres puntos distintos en C determinan un tnico circulo
en C obtenemos los siguientes teoremas.

Teorema 1.4.5 Las transformaciones de Mdbius actian transitivamente en
los circulos de C.

Teorema 1.4.6 Las transformaciones de Méobius actian transitivamente en

el conjunto D de discos en C.

1.5. Clasificacion de las transformaciones de
Mobius

Definicién 1.5.1 Dos transformaciones de Mobius mq y mo son conjugadas
si emiste una transformacion de Mébius p tal que mo =pomop 1.

De esta definicion podemos ver que dos transformaciones conjugadas
tienen el mismo nimero de puntos fijos (demostraciéon en [15]).
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Sea m(z) una transformacién de Mébius distinta de la identidad. Supon-
gamos que m tiene sélo un punto fijo x. Sea y € C\ {x} entonces z,y, m(y)
son distintos, por lo que existe una transformaciéon p que manda (z,y, m(y))
a (00,0, 1). Consideremos pom o p~t. Como esta transformacién tiene como
tinico punto fijo a oo, entonces es de la forma pomop~ = z + b. Del hecho
de que pomop~1(0) =1 tenemos que b = 1. Con todo esto tenemos que m
es conjugada a n(z) = z+ 1. A este tipo de transformaciones las llamaremos
parabolicas.

Si m(z) tiene dos puntos fijos z y y. Sea g una transformaciéon de Mobius
tal que q(z) = 0 y q(y) = co. Entonces q o m o ¢! deja fijos a cero y a oo
por lo que gomogt(z) =azcona€ Cya#0,1.

Si |a| = 1 entonces a = €*? y asi gomo g l(z) =e*zcon 0 < < m. A
este tipo de transformaciones les llamaremos elipticas.

Si |al # 1 entonces a = p*e™?? con lo que obtenemos gomog~!(z) = p?e
con p# 1y 0 <60 <7 A esta clase de transformaciones las llamaremos
loxodromicas.

iQHZ

1.6. Representacion matricial

Existe una fuerte relacion entre transformaciones de Mobius y matrices.

/ / . .. .
Sean m(z) = Zt v n(2) = 2= transformaciones de Mobius. Veremos a los
coeficientes de m y n como las matrices

cz+d Tz d
a b
(2 a)

de dos por dos. Asi, m on coincide con el producto matricial M N.

Definicién 1.6.1 Definiremos el determinante de una transformacion de

Mobius m(z) = % como det(m) := det(M) = ad — be.

El determinante de m no esta bien definido ya que, si a # 0,

az—l—b_aaz+ab
cz+d  acz+ad
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y la parte izquierda tiene determinante ad — bc y la parte derecha tiene
determinante o?(ad — bc).

Sin embargo siempre podemos escoger « tal que det(m) = 1. A este
proceso lo llamaremos normalizacion de m.

Definicién 1.6.2 Definimos la traza de una transformacion de Mébius m(z) =
% como tr(m) = (a + d)* donde m estd normalizada.
La traza tiene las siguientes propiedades:
1. tr(mon)=tr(nom)

2. tr(pomop!)=tr(m)

Con esto, podemos saber el tipo de las transformaciones de Mébius me-
diante las trazas de las formas normalizadas.

Sea m una transformacién de Mobius distinta de la identidad. Si m es
parabdlica entonces existe una transformacién p tal que pomop=t(z) = 2 +1
yasi tr(pomop™!) = (1+1)% =4.

Si m es eliptica o loxodrémica entonces existe p tal que n(z) = pomo
p~'(z) = o’z. Normalizando tenemos n(z) = 2% entonces tr(n) = (o +
a 12,

Si m es eliptica |a| = 1y asi a = € con 6 € (0,7). Con esto tr(m) =
(a+a™1)? = (e + e ?)? = (2cos0)? = 4cos? 0.

Si m es loxodrémica |a| # 1y tenemos o = pe con p >0, p# 1y €
[0, 7). Entonces tr(m) = (a+a™1)? = cos 20(p* + p~2) +2+isin 20(p* — p~2)
como p # 1 tenemos Im(tr(m)) #0si0 #£0y 0 #7/2. 510 =0 = tr(m) >
4ysif=7%=tr(m)<O0.

Ahora podemos concluir con lo siguiente.

Teorema 1.6.3 Si m es una transformacion de Mobius distinta de la iden-
tidad entonces

(1) m es parabolica si y sélo si tr(m) = 4.
(11) m es eliptica si y sdlo si tr(m) es real y estd en [0,4).

(111) m es lozodrdmica si y sélo si tr(m) tiene parte imaginaria distinta de
cero o tr(m) € (—o00,0) U (4, 00).
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1.7. Reflexiones

Sea ¢(z) = z. Entonces ¢ es un homeomorfismo de C que manda circulos
en circulos. Como ¢ deja fijo a todo R, ¢ no es una transformaciéon de Mobius.

Definicién 1.7.1 El grupo general de Mobius, Mob, es el grupo gene-
rado por las transformaciones de Mobius y c.

Teorema 1.7.2 Mob = Homeo“(C).

Demostracion. Sabemos que Mob € Homeo”(C). Sea f € Homeo(C).
Sea p transformacion de Mobius tal que manda (f(0), f(1), f(c0)) a (0,1, c0).
Entonces po f fija los puntos 0, 1 e co y manda circulos en circulos. Con esto
vemos que po f(R) = R y tenemos dos posibilidades: po f(H) = H o po f(H)
es la parte de abajo del eje real de C.

Si po f(H) = H definimos m = p, en el otro caso m = cop. Ahora tenemos
que mo f deja fijos a 0, 1 y a oo, ademds de que m o f(H) = H.

Veremos que mo f es la identidad. Sea Z = {z € Clmo f(z) = z} Como
mo f fija a oo y manda circulos en circulos entonces manda lineas y circulos
euclidianos en lineas y circulos euclidianos.

Si X y Y son lineas euclidianas que se intersecan en xo y mo f(X) =X
ymo f(Y) =Y entonces xy € Z.

Para s € R sea V(s) la linea vertical que pasa por s y sea H(s) la linea
horizontal que pasa por is.

Sea H cualquier linea horizontal en C. Como mo f(R) =Ry Ry H son
disjuntos, entonces m o f(H) es una linea horizontal en H.

Sea A el circulo con centro 3 y radio 3, V/(0) es tangente a A en cero,

entonces mo f(V(0)) es tangente a mof(A)Qen ceroy mo f(V(1)) es tangente
amo f(A) en 1. Entonces mo f(A) = A.

Hacemos lo mismo con H(3) v H(=1%), mo f(H(3)) = H(3) y mo
f(H(=3)) = H(—3). - A | A A

Con esto tenemos los puntos fijos 0,1, 5, —3, % + %,% -5 1+5y1—3.
Cada par de puntos en Z definen una linea que queda invariante bajo mo f.

La recta que pasa por los puntos % y1— % interseca a R en % que resulta
ser otro punto fijo. Con esto tenemos nueve puntos fijos en un cuadrado de
lado 1 centrado en % Los puntos fijos de este cuadrado lo dividen en cuatro
cuadrados mas pequenos. Lo que haremos es encontrar, en cada uno de estos

cuatro cuadrados, nueve puntos fijos distribuidos de la misma manera que en
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el cuadrado grande. Con esto podremos repetir este procedimiento para que
los puntos fijos sean densos en cada cuadrado.

Con los puntos —% y %—l—% obtenemos el punto fijo %. De la misma manera
podemos sacar los %, % + i y % — i. Con estos cuatro puntos tenemos los
puntos fijos £, 1+ %. Y con las lineas V(§) y H(3) encontramos el centro de
este pequeno cuadrado que tiene la distribucion de puntos fijos que estabamos

buscando.

Ahora veremos que lo que pasa en este cuadrado pasa en todo el plano
complejo.

De los puntos 0 y % + % sacamos el punto fijo 1 + 7. De los puntos 1 y
: + £ obtenemos a i. De las rectas H(1) y V(3) tenemos el punto fijo £ + i.

Con esto tenemos la misma distribucién de puntos fijos pero ahora en el
cuadrado [0, 1] x [0, 1].

Con este procedimiento podemos concluir que Z = C. Como m y f son
continuas entonces m o f es la identidad. [J

1.8. Geometria

En una transformacién de Mébius m(z) = %j:s, tal que ad — be = 1 con
a,b,c,d € R, si hacemos m(z) = z tenemos la ecuaciéon P(z) = cz? + (d —
a)z—b=10. 851 c =0 entonces oo es un punto fijo. Si a # d otro punto fijo es
£ eR.

Si ¢ # 0 los puntos fijos son 3(a — d + \/(d — a)? — 4ac). Por lo que los
puntos fijos son reales o son conjugados.

Entonces tenemos

1. P(z) tiene una raiz si y sélo si (d — a)* — 4ac = (d — a)* — 4 = 0 (caso
parabdlico).

2. P(2) tiene raices reales si y sélo si (d — a)? —4dac = (d+a)* —4 >0
(caso loxodrémico).

3. P(z) tiene raices conjugadas si y sélo si (d—a)? —4ac = (d+a)?—4 < 0
(caso eliptico).
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1.9. Acciones discontinuas

Definicién 1.9.1 Sea X un espacio topolégico y sea G un grupo de homeo-
morfismos de X en si mismo. Decimos que la accion de G en un punto
x € X es libremente discontinua, si existe una vecindad U de x tal que
g(U)NU = @, para todos los g € G distintos de la identidad. La vecindad U
se llama una buena vecindad de .

Ejemplo 1.9.2 Un ejemplo seria el grupo Z. de los enteros actuando sobre
R con accion g(x) =g+x cong € Z yx € R.

Otra forma de decir lo mismo es que los traslados de U por distintos
elementos de GG son disjuntos.

El conjunto de puntos en el que la accién de GG es libremente discontinua
se llama el conjunto regular libre, y se denota por Q° = Q°(G)

Definicién 1.9.3 Un subgrupo G C Mob cuya accion es libremente discon-
tinua en algun punto z € C es un grupo Kleiniano.

Proposicién 1.9.4 Q°/G es Hausdorff con la topologia cociente.

Demostracion. Sean x y y dos puntos no equivalentes de 2°. Necesitamos
encontrar vecindades U de z y V de y tal que g(U) NV = & para todas las
g € G. Empezamos tomando U y V' dos buenas vecindades disjuntas de z y y
respectivamente. Si es necesario hacemos V' pequena tal que ningun traslado
de = quede en V, la cerradura de V.

Como los traslados de U bajo G son discos circulares disjuntos, la suma de
sus areas esféricas es menor o igual al drea de la esfera, entonces el didmetro
esférico de cualquier sucesiéon de ellos tiende a cero. Como los traslados de x
no se acumulan en €2°; s6lo una cantidad finita de traslados de U se intersecan
con V. Para cada g € G con g(U) NV # & existe una buena vecindad mas
chica U’ de z con g(U) NV = @&. Después de un nimero finito de pasos,
encontramos las vecindades requeridas. [J

1.10. El conjunto limite

Definicién 1.10.1 Un punto x es un punto limite de un grupo Kleiniano G
si existe un punto z € Q°, y una sucesion {g,} de elementos distintos de G,
con gm(z) — x. El conjunto de puntos limites se llama el conjunto limite
y se denota por A = A(G).
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Como cada vecindad de un punto de A contiene una infinidad de traslados
de un punto, ANQ° = @.

En general, si un grupo actia en un espacio X y Y C X, entonces el
estabilizador de Y en G, que se denota Stabg(Y'), o sélo Stab(Y) si no
hay confusion, se define como

Stab(Y) ={g e Glg(Y)=Y}.
Stab(Y") siempre es un subgrupo de G.

Definicién 1.10.2 Decimos que G actia de forma discontinua en un pun-
to x € X si existe una vecindad U de x tal que g(U) NU = @& para todas las
g € G excepto una cantidad finita.

Ejemplo 1.10.3 El grupo Zx Zsy actuando en R? actia de forma discontinua
en el eje imaginario y la accion no es libremente discontinua.

El conjunto de puntos en los que G actia de forma discontinua se llama

el conjunto de discontinuidad o conjunto regular y se denota por
Q=Q(G).

Teorema 1.10.4 Para cualquier grupo Kleiniano G, C es la union disjunta
de A y €.

Demostracion. Vea [15] 6 [10].

Proposicién 1.10.5 Si eziste una sucesion {gm} de elementos distintos de
un grupo Kleiniano G y existe un punto y en Q(G) con gn(y) — x € C,
entonces g, (z) — x para todas las z € Q(G).

Demostracién. Vea [15] 6 [10].

1.11. Superficies de Riemann

Una superficie de Riemann S es una variedad conexa compleja de
una dimension, esto es, S es un espacio Hausdorff conexo donde cualquier
s € S tiene una vecindad U y un homeomorfismo asociado v: U — C donde,
cuando esté definida, la composicion de uno de estos homeomorfismos con el
inverso de otro es holomorfo. El homeomorfismo v es llamado una coorde-
nada local en s.
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Teorema 1.11.1 Sea G un grupo Kleiniano. Entonces S = Q/G es una
superficie de Riemann.

Demostracion. Vea [15] 6 [10].

1.11.1. Poligonos Fundamentales

A lo largo de esta seccién usaremos la siguiente notacion: X es uno de los
espacios H", S” o E™ y G su grupo de isometrias.

Definicién 1.11.2 Un poliedro (convexo) D en X es la interseccion de
una cantidad numerable de semiespacios, donde solo una cantidad finita de
los hiperplanos que definen estos semiespacios intersecan a cualquier com-
pacto de X.

Definicién 1.11.3 Sea G un subgrupo discreto de G. Un poliedro D es un
poliedro fundamental para G si se cumple lo siguiente:

(1) Para cada g € G distinto de la identidad, g(D) N D = &.
(1) Para cada v € X existe una g € G con g(z) € D.

(1) Los lados de D estdn identificados por elementos de G; esto es, para
cada lado s existe un lado s’ y un elemento g5 € G tales que gs(s) = s'.
Ademds debe cumplirse que go = g;' y (') = s. El elemento g, se
llama una identificacion de lados.

(1v) Cualquier compacto interseca una cantidad finita de trasladados de D
por elementos de G.

Teorema 1.11.4 Las identificaciones de lados generan a G.

Demostracion. Vea [15] 6 [10].
Un poliedro de dimension dos se llama poligono, en este caso las caras
de codimension dos se llaman vértices.

Definicién 1.11.5 Un grupo Kleiniano G es geométricamente finito s:
existe un poligono fundamental para G con un numero finito de lados.



Capitulo 2

El espacio hiperbdlico

En este capitulo vamos a estudiar el espacio hiperbdlico y algunas de
sus propiedades que nos seran ttiles para trabajar con transformaciones de
Moébius en R™. Luego, veremos una de las herramientas mas usadas al final
de este trabajo, los teoremas de combinacién. Concluimos con un repaso del
resultado principal de la tesis de licenciatura y el objetivo de este estudio.

2.1. Distancias en H.

Definicién 2.1.1 Una trayectoria en H es una funcion f: [a,b] — H con-
tinua en |a,b] y diferenciable en (a,b) con derivada continua.

Definicién 2.1.2 La longitud de una trayectoria f se define como

tongs(f) = [ o W) = | gz 01

Definicién 2.1.3 5i G es un grupo que contiene a los subgrupos A, B, ...,y
a los elementos a,b, ..., entonces denotamos al subgrupo de G generado por

AB,...;a,b,..., por (A, B,...,a,b,...).

Definicién 2.1.4 El grupo Mob(H) C Homeo“ (C) es el grupo (z+b, —1, —z)
donde z € H y b € R.

Teorema 2.1.5 Si f: [a,b] — H es una trayectoria en H entonces

longp(f) = longg(y o f)
para toda v € Mob(H).

19
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Demostracion. Sea f: [a,b] — H una trayectoria en H. Probaremos el resul-
tado para los generadores.

Sea y(z) = z+bcon b € R entonces yo f(t) = f(t)+by (yof(t)) = f'(t).
Con esto

long(10 f) = [ fees |1/(0) b = lomgi(1)

~+

IT;E{)(F)) y (yo f(t)) = L) Con esto

Sea y(z) = —1 entonces y o f(t) =

tongs(y0 )= [ gL Obs | L0 e = [ s 1701 de = tong( ).

Sea y(z) = —Z entonces yo f(t) = — f(t) de donde Im(—f(¢)) = Im(f(¢)).
\C/emos a f como f(t) =U(t)+iV(t) y tenemos (yo f(t)) = =U'(t) +iV'(¢).

on esto
"1 / Y 71
long (7o f) = / e IRCACRKOIET
= /a % |U'(t) +iV'(t)| dt = longg/(f).

U

Teorema 2.1.6 Si f: [a,b] — H es una trayectoria en H entonces longg( f)
es finita.

Demostracion. Sea f: [a,b] — H una trayectoria en H. Como f es conti-
nua f([a,b]) es compacto, entonces existe B > 0 tal que f([a,b]) C Kp =
{z € HIm(z) > B}. Sea A méximo de |f’|.

longH(f):/ab (7 (D) |dt</ —dt = b—a)

Sea I'[z,y] = {f: [a,b] — H]fes trayectoria, f(a) =z y f(b) =y}

O

Definicién 2.1.7 Definimos la distancia en H como
du(z, y) = inf {longu(f)[f € T'[z,y]}.

Esto hace a (H, dg) un espacio métrico.
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Teorema 2.1.8 Para toda v € Mob(H) y para todo par x,y € H tenemos
que dg(z,y) = du(y(z), 7(y)).

Demostracién. Observemos que {vy o f|f € T'[z,y]} C Tly(z),v(y)].
Como longg(y o f) = longy(f) entonces

du(y(),7(y)) = inf {longw(g)|g € T'[y(x), v(y)]}

< inf {longg(yo f|f € T[z,y])}

< inf {longu(f|f € 'z, y])}.

Como 7 es invertible y v~ € Mob entonces {7~ ! o g|g € T'[y(z),v(y)]} C
I'[z,y] con lo que tenemos

di(z,y) = inf {longu(f)|f € T'[z,y]}

< inf {longu(y "' 0 g)|g € T[y(x),7(y)]}
< inf {longu(g)|g € I'lv(z),v(y)]}

= du(y(z),7(y))-
O

Teorema 2.1.9 Isom(H, dy) = Mob(H).
Para la demostraciéon de este teorema usaremos el siguiente lema.

Lema 2.1.10 Sean x,y, z puntos distintos de H. Entonces dy(z,y)+du(y, 2) =
dy(x, z) siy sélo siy estd en el segmento hiperbolico que une a x con z.

Demostracion. (Del teorema anterior). Sea f € Isom(H, dy). Sea [ una
linea hiperbdlica. Sean z,y,z en [ puntos distintos. Entonces dy(z,y) +
dis(y, =) = da(z, 2) por o que ds(£(2), £(y))+du(F (), £()) = du(f(x), (=)
y asi f(x), f(y), f(2) estdn el la misma linea hiperbélica. Como esto fue para
todo z,y v z, f manda lineas hiperbdlicas en lineas hiperbdlicas.

Sip,q € H, sea [,, el segmento de linea hiperbdlica que va de p a ¢. Con
lo anterior vemos que ly()r(q) = f(lpg)-

Sea [ el bisector perpendicular del segmento hiperbdlico [,,. Es decir,
| = {z € H|du(p, z) = du(q, 2)}. { es una linea hiperbdlica. Después de esto
tenemos que f(I) es bisector perpendicular a f(lpg) = lrp)f(q)-
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Sean x,y puntos distintos en el eje imaginario y H el primer cuadrante.
Existe v € Mob(H) tal que v(f(z)) = z vy v(f(y)) = y y esto implica que
~vo f fijaa x yay por lo que manda el eje imaginario sobre si mismo. Sin
pérdida de generalidad yo f(H) = H.

Sea [ el eje imaginario positivo y sea z € I. Con esto, z esta totalmente
determinado por las distancias dg(z, z) y du(y, 2). Como 7o f es isometria,
~vo f fija a z.

Sea w € H \ I. Sea [ el circulo euclidiano centrado en cero que pasa por
w. Como 7 |w| queda fijo por vy o f, [ queda fijo por yo f. Ya que vyo f fija a
H | tenemos que v o f fija a w. Por todo esto v o f es la identidad. [J

2.2. 3 variedades y descomposicién de Hee-
gaard

Sean M, y M, 3-variedades compactas con fronteras homeomorfas y
f: OM; — OM, un homeomorfismo.

Al pegar M, a M, obtenemos una nueva 3-variedad compacta M = M;U;
M sin frontera.

Ejemplo 2.2.1 Dos bolas 3-dimensionales pegadas por un homeomorfismo
en sus fronteras producen una esfera 3-dimensional.

Ejemplo 2.2.2 Al pegar dos copias del toro sélido S* x D* producen S x S?
si f es la identidad. Sin embargo, si f: S'x St — St xSt es el homeomorfis-
mo de las fronteras de los toros que cambia las dos copias de S* la variedad
resultante es S®.

Definicién 2.2.3 Un cubo con g asas es una 3-variedad orientable que se
obtiene de la 3-bola D? al pegarle g copias de D? x [—1,1]. El homeomorfismo
de pegado identifica los 2g discos D* x {£1} con 2g 2-discos disjuntos de
0D3 = S? tal que la variedad resultante es orientable.

Resulta que toda 3-variedad M se obtiene de pegar dos cubos con g asas,
es decir, M = H U H' donde H y H’ son dos cubos con asas tales que
HNH = 0H = 0H'. El género de H debe ser igual al género de H'. A
esta descomposicién se le llama descomposicion de Heegaard de M de
género g.
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Figura 2.1: Cubo con asas.

Analicemos el ejemplo 2.2.1. Sea M una variedad que se obtiene de pegar
dos copias de D? mediante su frontera con un homeomorfismo f: S? — S2.
Entonces M = D; U Dy con D; = Dy = D3. Existe un homeomorfismo que
lleva D; a la parte de arriba de S3 y un homeomorfismo que lleva D, a la
parte de abajo de S5 y asi podemos obtener que M es S3.

Teorema 2.2.4 Cualquier 3-variedad orientable cerrada M admite una des-
composicion de Heegaard.

Demostracion. Usamos el teorema de Moise (vea ([12])): Toda 3-variedad se
puede triangular. Sea 7" una triangulacién de M. Reemplazamos los vértices
de T por bolas, las orillas de T" por cilindros, los lados de T' por “platos” y
cada tetraedro por una bola. Ver figura 2.2.

La unién H(T') de las bolas de vértices y cilindros son un cubo con asas
y también lo es la unién H'(T') de las bolas de tetraedros y platos. Entonces
M = H(T)U H'(T) es una descomposicion de Heegaard. [J
2.3. Transformaciones de Mobius en R"

Definicién 2.3.1 La esfera S(a,r) en R™ esta dada por
S(a,r) ={z € R"||z —a| =71}

donde a € R™ yr > 0. La reflexién en S(a,r) es la funcion

b=a+ <ﬁ)2(:c—a).
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Figura 2.2:

Hacemos ¢(a) = oo y ¢(00) = a.
Definicién 2.3.2 Un plano P(a,t) esta dado por
P(a,t) ={z e R"z-a=1t} U {0}

donde a € R", a #0 yt € R. La reflexién en P(a,t) es la funcion

a

.
el

¢(r) =z = 2[(z-a) =1

Hacemos ¢(00) = oc.

Definicién 2.3.3 Las transformaciones de Mobius en R™ son composi-
ciones de un numero finito de reflexiones.

Definicién 2.3.4 El grupo M6b(R™) son las transformaciones de Mdbius
que preservan la orientacion.

Con esta definicién podemos ver que las transformaciones de Mdébius en
R™ tienen como generadores a

1. t(z) =x+ a donde a € R"
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2. d(z) = Ax donde \ € (0, +00)
3. r(xz) = Rz donde R € O,

4. j(z) ==
(@) =
Una transformacién de Mobius en R™ se puede extender a una en R™H!
como sigue.

Si M, una transformacién de Mobius en R”, es una reflexion en la esfera
S(a,r) oen el plano P(a,r), entonces M, la extensién de M, es una reflexién

en la esfera S(a,r) o en el plano P(a,r) donde, si a = (a,...,a,), @ =
(ay,...,an,0).

Teorema 2.3.5 Sea T transformacién de Mobius en R"™. Entonces T es una
isometria de H" ' con la métrica p dada por ds = %.

Demostracién. Lo probaremos para los generadores. Sea f: [a,b] — H"*!
una trayectoria. Recordemos que long(f) = fab D |f/(t)] dt. Vamos a ver
que long(T o f) = long(f) para todos los generadores.

Para t(y) = y—l—a con a 6 R™ to f(t) = f(t) +ay (to f(t) = f'(t)
entonces long(t o f f fn+1 @ |/ (1) dt = long(f).

Para d(y) = \y, dOf( )=Af(t)y (do f(t)) = Af'(t). Entonces long(d o
£) = [} 5720 |/ ()] dt = long(f).

Para 7#(y) = Ry con R € O, donde R es la matriz R pero con un
tultimo renglén aumentado y una tltima fila agregada llenos de ceros y un
uno en la dltima entrada. 7o f(t) = Rf(t) y (7o f(t)) = Rf'(t) con esto

long(7 o ) = fﬂMURf\ = [! 75 17(0)] dt = long(f).
Para j(y) ly |27 J f( ) \f(t)|2 Yy

(F, 0 = 2f(f, £1)°
(f, f)

G o f(t) =

S D20 )
TAGE
Vs (U212 = ARSI L)+ AS2F, )
AL
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\/<f7f>2<f,7f/>_4<f7f/><f7f><f7f,>+4<f7f,>2<f7f>
(f. f)?
S N2 1)
<f7f>2
/]
(f. f)
Asi
PR f
a fnJrl(t) <f7f>

long(jo f) = dt = long(f).

2.4. Teoremas de combinacion

En esta y en las secciones siguientes se presentaran las herramientas nece-
sarias para construir el grupo del teorema (2.7.3).

Los teoremas de combinacion de Klein y Maskit se usan para construir
grupos nuevos que surgen de grupos dados. El grupo obtenido hereda ciertas
propiedades de los antiguos y los teoremas dan una idea de la geometria que
tiene.

Los teoremas de Armstrong y Stallings y el estudio de fibraciones son
usados de forma mas técnica para probar que el grupo que se quiere construir
tenga las propiedades deseadas.

2.4.1. Teorema de Klein

Definicién 2.4.1 Un subgrupo G de M es elemental si tiene una orbita
finita. En otro caso diremos que es no elemental.

Teorema 2.4.2 Sea G un subgrupo discreto no elemental de las transforma-
ciones de Mobius.

(1) Si D es un conjunto G-invariante, abierto, no vacio y que no es todo
C entonces G actia de forma discontinua en D.

(11) Si D es un conjunto abierto, no vacio y tal que g(D) N D = & para
todo g € G\ {I} entonces G actia de forma discontinua en |Jg(D)
donde la union se toma sobre todos los g € G.



2.4. TEOREMAS DE COMBINACION 27

Demostracion.

(1) El conjunto F = C \ D es no vacio, cerrado y G-invariante. Pero como
A es el conjunto cerrado, no vacio y G-invariante mas chico, A C E por
lo que D C ).

(11) El conjunto F' = J ¢g(D) donde la unién se toma sobre todos los g € G
es disconexo por lo que no es todo C. Aplicamos el inciso anterior a F’
y concluimos la demostracion. [

Teorema 2.4.3 (De combinacién de Klein) Sean G1, G, ..., G, grupos
de transformaciones de Mobius y sea G lo generado por su union. Sea D; una
buena vecindad de G; y supongamos que D; U D; = C cuando i =+ j. Supon-
gamos también que D* = (D, es no vacio. Entonces G es el producto libre
de los G, D* es una buena vecindad de G y G actia de forma discontinua
en |Jg(D*) donde la unién se toma sobre todos los elementos g € G.

Demostracion. Tomemos un elemento g, --- g1 de G donde g;, € Gy, gr # 1
y ik # ig+1 para todo k. Como D;, es una buena vecindad en G;, tenemos
g1(D*) C 1(Dy,) C C\DZl Ahora procederemos por induccion. Supongamos

que g, * - -gl(D*A) C (C\D,m entonces ¢pi1(gm - gl)(D*) C gm+1((C\D ) C

Gm+1(Di,,.,) CC\ D;,,.,. Con esto g, - -~ g1(D*) C C\D im C C\D* Por lo
que D* es una buena vecindad de G. Como D* # &y gp, - -- g1 (D*)ND* = &
entonces ¢y, - - - g1 7 I por lo que G es el producto libre de los GG;. Aplicando
el segundo inciso del teorema anterior a D* terminamos la demostracion. [J

Ejemplo 2.4.4 Sean g(z) = =5, h(z) = G1 = (g), Gy = (h), D, =
{z||z=1| > 1} y Dy = {z||z + 1| > 1}.

D; es una buena vecindad de G; 1 = 1,2 y D1 U Dy = C. El teorema de
Klein dice que que D* = Dy N Dy es una buena vecindad para G = G * Go

y G actia de forma discontinua en | g(D*).

Ejemplo 2.4.5 Sean g(z) = 2 + 6, h(z) = 25, G1 = (g), G2 = (h), D1 =
{z+iyllz| <3} y Dy ={z]|z+ 1] > 1} n{z||z — 1] > 1}.

Es claro que Dy es una buena vecindad de G1. La transformacion h manda
el exterior del circulo unitario con centro en —1 al interior del circulo unitario
con centro en 1. Notando esto podemos ver que Do es una buena vecindad
de Go. Ahora podemos aplicar el teorema de Klein para concluir que D* =
Dy N Dy es una buena vecindad para G = (G1,Gs) y G actia de forma
discontinua en | g(D*).

z+17
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2.4.2. Teorema de combinacion de Maskit

En lo que resta de esta seccién tendremos la hipdtesis de que los grupos
(1 y Gy tienen un subgrupo comin J y [G,, : J| > 1.

Definicién 2.4.6 Una forma normal es una palabra de la forma g, --- ¢
donde cada gi, con k par estd en Gy \ J, cada gy con k impar estd en Gy \ J
0 viceversa.

Definicién 2.4.7 Una forma normal g, --- g1 es una (m,k)-forma si g, €
Gm y 91 € Gi.

Si j € J entonces decimos que g, -+ gr- - 91 Y G-+ (9r7) (G gr_1) - - - g1 son
términos equivalentes. Existe una multiplicacién de formas normales al hacer
su yuxtaposicion y luego la contraccion de acuerdo a la equivalencia anterior.
El conjunto de equivalencias de formas normales y la multiplicacién junto con
los elementos de J se llama el producto libre amalgamado y se escribe
G1 * GQ.

Existe un homomorfismo natural ¢: G1x;Gs — G = (G, G3) que manda
Jn- " g1 & g, 0---0 g;. Notemos que ¢ es sobre.

Definicién 2.4.8 Decimos que un conjunto Y es precisamente invari-
ante bajo el subgrupo H de G, si

1. H=Stabg(Y) y
2. g(Y)NY =@ para todas las g € G\ H.

Definicién 2.4.9 Un par interactivo de conjuntos (X, X3) consiste de
dos conjuntos no vacios disjuntos X1 y Xo donde X, es invariante bajo J,
cada elemento de Gy \ J manda Xy en Xy y cada elemento de Gy \ J manda
Xy en X;.

Ejemplo 2.4.10 Sean X; = {z|Im(z) >0} y Xy = {z|Im(z) < 0}. Sea
J=(z4+1) yGy =Gy = (z+1,—2). Xi y Xy son precisamente invariantes
bajo J y los elementos de G1\ J mandan X en Xo y los elementos de Gy \ J
mandan Xy en X;.

Definicién 2.4.11 Un par interactivo (X1, Xs) es propio si existe un punto
en X1 que no es Gy-equivalente a ningun punto de X5 o existe un punto en
X5 que no es G1-equivalente a ningun punto de X;.
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Definicién 2.4.12 Para un elemento parabolico v de un grupo kleiniano G,
o para su punto fijo x, una regién cuspidal es un disco abierto B en Q(G)
que es precisamente invariante bajo () y que tiene a x en su frontera.

Ejemplo 2.4.13 Sea v(z) = z+ 1 y G = (v), entonces Q(G) = C. Una
region cuspidal para v es C = {z|Im(z) > 1}.

Definicién 2.4.14 Sea x punto fijo de un elemento parabolico de G. x es de
rango 2 si Stabg(x) contiene un grupo abeliano parabdlico de rango 2 y en
otro caso es de rango 1.

Definicién 2.4.15 Sea x un punto fijo de un elemento parabélico de rango
1. Si x tiene dos regiones cuspidales disjuntas tangentes en x diremos que es
doblemente cuspidal.

Ejemplo 2.4.16 En el ejemplo anterior tenemos una region doblemente cus-
pidal si agregamos al conjunto C' el conjunto C' = {z|Im(z) < 1}.

Ejemplo 2.4.17 Sea G = (z + 1,—2z), una region doblemente cuspidal para
Y(z)=2z+1es C={z]Im(z) > 1} U{z[Im(z) < 1}.

Definicién 2.4.18 Sea G un subgrupo discreto de las isometrias de H". Un
punto x en S ! es un punto de aproximacién para G si existe una suce-
sion {gm} de elementos distintos de G tal que |gm(z) — gm(z)| > 6 > 0
uniformemente en subconjuntos compactos de S"'\ {z}.

Definicién 2.4.19 Sea B una componente de la frontera de una superficie
de Riemann S. St existe una vecindad de B conformemente equivalente a un
disco agujereado, decimos que S tiene un pinchazo en B.

Definicién 2.4.20 Sea G C M. Un conjunto cerrado J—invariante B, con
J geométricamente finito, es un (J,G)-bloque si satisface

1) BNQG) =BNQJ) y BNQJ) es precisamente invariante bajo J
en G.

(11) Eziste un conjunto fundamental restringido E para J que contiene un
conjunto fundamental D para G, existen una cantidad finita de cispi-
des C4,...,C, disjuntos en puntos fijos de elementos parabolicos de J
donde cada C; C E y C; N B = @ y existe una vecindad U de B tal
que (E\D)NU C C4,...,C,.
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(111) Para cada pinchazo en Q(J)/J existe una vecindad U del punto tal que
U estd contenida en la proyeccion de B o U es disjunto de la proyeccion
de B.

Definicién 2.4.21 Un bloque es fuerte si para cada punto fijo x de un ele-
mento parabdlico de rango 1 de J, Stabg(z) tiene rango 2 o x es doblemente
cuspidal en G.

Definicién 2.4.22 Dado el conjunto precisamente invariante X,,, un con-
junto fundamental D,, para G,, es maximo con respecto a X,, si D, N X,,
es un conjunto fundamental para la accion de J en X,,.

Definicién 2.4.23 Supongamos que B es un bloque y E es un conjunto fun-
damental restringido para J como en la definicion de bloque. Las cuspides de
E cerca de B que no estan en D se llaman cuspides excluidas.

Definicién 2.4.24 Una cispide excluida con vértice x es una cuspide ex-
cepcional de rango 2 si Stabg(z) tiene rango 2. Una cispide excluida con
vértice x es una cdispide excepcional de rango 1 si existe g € G\ J y
existe una cuspide no excluida C' C D, tal que cada punto de C' cerca de x
es J-equivalente a un punto de g(C").

Lema 2.4.25 Si existe un par interactivo (X1, X2) y g = gn -+ g1 €s una (m-
k)-forma entonces ¢(g)(Xx) C Xs—pm. Esta inclusion es propia si (X1, X2) es
propio y n > 1.

Demostracion. Procederemos por inducciéon. Si n = 1 entonces £k = m y
91(Xy) C X3_. Sea g, - - - g1 una (m, k)-forma. Supongamos que

O(gn- 1) (Xg) =gno--0g1(Xi) C Xgp.

Ahora sea ¢,41 € G3_,, \ J. Entonces
gn—l—l(X?)—m) C Xm

= In+10Ggn 00 gl(Xk) - gn+1(X3—m) C Xm'
Ahora probaremos la segunda parte de la afirmacién. Sin pérdida de genera-
lidad los GG trasladados de X; no cubren a todo Xs.
Si g1 € G1\ J entonces g1(X1) € X5 por lo que g, 0---0¢g0¢g1(X;1)
Gn o0 go(X) C Xg_m.
Si g1 € G\ J entonces podria suceder que g1(X3) = X pero gaog1(Xs) C
X, por lo que g,0---0¢g30g1(X2) S gno---0g3(Xs) C X3 . O
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Teorema 2.4.26 Sea J subgrupo de los grupos discontinuos G1 y Gy. Sea
(X1, X5) un par interactivo. Supongamos que existe un conjunto fundamental
mdzximo Dy, para G, tal que para todo g en G, g(Dmym N X3_m) C X3
Sea D = (D1NX3)U(DaN X7). Entonces D es precisamente invariante bajo
la identidad en G.

Demostracion. Usaremos induccién. Si D = & terminamos. Sea x € DN
X3 (el otro caso es similar). Si g € J \ I entonces g(x) € X, (ya que X5 es
J-invariante) y g(x) no estd en D; por lo que g(z) no estd en D.

Sig e Gy \ J entonces g(z) € Xy (g(D1 N Xs) C Xs) y g(x) no estd en
Dy por lo que g(x) no estd en D.

Si g € Gy \ J entonces g(x) € X;. Supongamos que g(z) € D,. = es
J-equivalente a un punto de Dy N X5, sea j este elemento. go j(Ds) interseca
a Dy lo cual es imposible, por lo que g(z) no estd en Ds.

Sea g = gno---0g;. Si h es una 1-forma entonces h(x) € X5\ D; y como
g9(X2) C X, entonces g(z) € X;. Como g(Dy N X;) C X; ningin punto de
X, es Go-equivalente a ningin punto de Dy N X7 y como = € X, g(z) no
estd en Dy N X7. Si h es una dos forma el procedimiento es anélogo. [J

Teorema 2.4.27 (Teorema de combinacién de Maskit) Sea J un grupo
geométricamente finito, J C G1,Ge y Gy # J # G5. Supongamos que existe

W una curva cerrada simple que divide a C en dos discos cerrados By, Bs

donde By, es un (J,G,)-Bloque y (B3, BS) es un par interactivo propio. Sea

G = (G4, Gs). Sea D, un conjunto fundamental de G, donde D,, es mdzimo

con respecto a B,,, D,,NBs_,, es vacio o tiene interseccion distinta del vacio

yDiNW =DynNW. Sea D = (DyN By) U (DyN By). Entonces

1. G == Gl X GQ.
2. G es discreto.
3. W es un (J,G)-bloque y si By y By son fuertes entonces W es fuerte.

4. D es un conjunto fundamental para G. Si D1 y Do son restringidos,
W interseca 0D, en un numero finito de puntos y existe un conjun-
to fundamental restringido de J conteniendo D1 y Dy tal que excepto
por algunas cuspides E \ D, estd acotado fuera de W, entonces D es
restringido.
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St By y By son fuertes entonces excepto por trasladados de puntos
limites de G1 o Ga, cada punto limite de G es un punto de aproxi-
macion.

St G y Gy son geométricamente finitos entonces G también lo es.

Demostracion.

1.

Ninguna forma normal de longitud uno es mandada bajo ¢ a la iden-
tidad. Si g = g, 0o --- 0 g1 es una forma normal con n > 1, por el lema
(2.4.25), ¢(g)(X) esta propiamente contenido en X; o en X, donde X
es X7 0 Xy. En cualquier caso ¢(g) # I por lo que ¢ es un isomorfismo.

Supongamos que G no es discreto. Entonces existe sucesion (gi) de e-
lementos distintos de G tal que gx(x) converge a = uniformemente en
subconjuntos compactos. Podemos suponer que cada g, tiene longitud
par (si es impar, gx(B1) C By 0 gr(B2) C By). Sin pérdida de genera-
lidad los trasladados de B; por elementos de GGy no cubren todo Gs.
Sig=gno---0g esuna (1,2)-forma entonces g(Bs2) C ¢g,(B1) € By
entonces By \ g(Bs) tiene interior no vacio, por lo que existe un compacto
en donde g dista mucho de la identidad. Si ¢ = g, 0 --- 0 g; es una
(2,1)-forma, entonces g(By1) C gn 0 gn_1(B1) S gn(B2) C By por lo que
By \ g(Bj) tiene interior no vacio y con esto existe un compacto donde
g dista mucho de la identidad.

Veamos que W es un (J, G)-bloque. Cada punto de W N Q°(J) es J-
equivalente a algin punto de W N D, = WNDy, =WnND C Q(G)
entonces WNQ°(J) = WNQ(G) (WNQe(J) D WNQ°(G) siempre se
da). Como DN W es un conjunto fundamental de la accién de J en W
y D es precisamente invariante bajo J en G tenemos que W NQ°(G) es
precisamente invariante bajo J en G. Como J deja invariantes a By y a
B5 no puede haber ningtin punto fijo en W de un elemento eliptico de J.
Con esto se tiene que WN(J) = WnNQ°(J) =WnNQ(G) Cc WNQGE)
y ast WNQG) = WNQ(J). Sea b un pinchazo en Q(J)/J entonces
b = p(z) con z punto fijo de un elemento eliptico. Como z no esté en
W existe V, vecindad de z tal que V, N W = & por lo que p(V;) es
disjunto de p(W) = (2(J) nW)/J. Por lo que W es un (J, G)-bloque.
Ahora veamos que W es fuerte. Sea x un punto fijo de un elemento
parabdlico de rango 1 de J. Como B,, es fuerte stab(z) tiene rango 2
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o x es doblemente cuspidal en G,,. Si stab(x) tiene rango 2 en Gy o
(G5 entonces tiene rango 2 en GG y habremos terminado.

Escogemos una region doblemente cuspidal C' = C} U Cy cerca de z
donde C,, C B,, y C es precisamente invariante bajo stab(z) en Gy
y G3. Supongamos que no existe un elemento eliptico en stabg, () ni
en stabg, (), entonces, como estos grupos son euclidianos, todos sus
elementos son parabdlicos y asi stabg(z) es ciclico parabdlico y x es
doblemente cuspidal en G. Si hay un elemento eliptico g; € stabg, ()
y otro g» € stabg,(x) entonces g; no estd en J porque J no contiene
elementos elipticos con puntos fijos en W. También cada g; es un medio
giro ya que Bj es precisamente invariante bajo J en G;. El producto
h = g1 o go es parabdlico con punto fijo x por lo que h no estd en J y
asi stabg(x) tiene rango 2.

Si sélo existe un g € stabg,, (z) eliptico para un solo valor de m,
entonces g no estd en J y es un medio giro por lo que stabg(z) no es
ciclico pero tiene rango 1.

Si |g| = 0, entonces g(W) = W. Si |g| = 1, hay dos posibilidades, si g € G,
entonces g(W) = ¢g(0B;) C By; si g € Gy, g(w) C B;. Sean

Tl,m - U g(Bm)
geGm\J

y T1 = T171 U TLQ. Sea también Sl = Tf
Continuando de forma inductiva, sea

Tn,m = U g(Tn—LB—m)-
gEGm\J

Sean T, =T, 1 UT, 2y S, =1T.

Para m fijo {T,,,,} es decreciente y tenemos --- C Tpm C Thi1m C
+++ C Ty C Bs_p,. Con esto obtenemos que {7, } es decreciente y {S,} es
creciente.

Los trasladados de B,, por elementos de G, tienen interiores disjuntos.

Lema 2.4.28 D C Q°(G).

Demostracion. D C (G): Supongamos que no, entonces existe z € AN D.
Supongamos que z € D; N By (el caso en que z € Dy N By es similar)
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entonces Dy N By tiene interior no vacio y es precisamente invariante bajo la
identidad en G por lo que G es kleiniano. Como z € A(G), existe sucesién
{gr} € G de elementos distintos tales que gx(y) — z para todo y menos un
punto. Supongamos que z no esta en W. Observemos que g, no puede ser
una 2-forma (gx(B) C By para B = By o By) por lo que g es una 1-forma.
Entonces para B = B; o By, tenemos que gi(B) C Ty y z € 0T;. Como
los puntos de 977 N By son G-trasladados de W o puntos en A(G1) N W,
entonces z € W o es un trasladado de un punto de W. Como z € D, N By,
zeW.DiNW C Q(Gy) y como z € Q(G), los Gy-trasladados de By no se
acumulan en z por lo que los G-trasladados de W no se acumulan en z con
esto los G trasladados de W no se acumulan en z y z € Q(G).

Como D C Q(G) y D es precisamente invariante bajo la identidad, D C
0°(G). O

Proposicion 2.4.29 Cada punto de S es un G trasladado de D, K(Gl) 0
A(Gs).

Demostracion. Los conjuntos S, son crecientes por lo que si x € S entonces
existe n tal que x € S,, y x no esta en S,,_1. Por lo que existe g de longitud
n — 1 tal que g(x) € S;. Entonces podemos considerar sélo puntos de .S;.

Si z € By (si estd en By es andlogo) entonces = € A(Gs) o z € Q2°(Gs). Si
z € 2°(G2) entonces existe g € Gy tal que g(x) € Dy, como x € S; entonces
g(x) no esta en By por lo que g(x) € BN Dy C D. O

Sea z € T. Supongamos que z € By, como z € T} existe hy = ¢; € G1 \ J
tal que z € g1(By), como z € Ty existe go € Go \ J tal que z € g1 0 go(Bs) =
ho(Bs2) C hi(By), como z € Ty existe g3 € G\ J tal que z € g1ogo0g3(By) =
hs3(B1) C he(By) C hi(By), y asi podemos seguir.

Los elementos {h;} son de longitud creciente por lo que {hi(w)} son
distintos. Con esto, si z € T' existe {h;} de elementos de G con |hy| — ooy
z€ - C hk(Bk) - C hQ(BQ) C hl(Bl) donde B se alterna entre By y
BQ.

Entonces hay dos posibilidades: z estd en el interior de una infinidad de
he(B;) o a partir de un k, z estd en la cerradura de hy(B;). En el primer
caso existe una subsucesién {hx} tal que hi(W) se anida alrededor de z.
En el segundo caso z es un trasladado de un punto w € W. Hay muchos
trasladados de W que intersecan W en w por lo que w es un punto limite de
J (W es un bloque).

Proposicién 2.4.30 T C A(G).
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Demostracion. Si hy(W) se anida alrededor de z entonces h(z) — x para
todo w € W. [

4. D es un conjunto fundamental: D C Q°(G) y D es precisamente in-
variante bajo la identidad. Ahora T" C A(G) y los puntos de S son
trasladados de D U A(G1) U A(Ga).

Los lados de D en B; son los lados de Dy en B;. También los lados de
D en Bj son los lados de Dy en Bs. Estos lados estan apareados y se
acumulan solo en puntos limites.

Veamos que los trasladados de D son localmente finitos. Supongamos
que existe una sucesion {hy} de elementos de G con hy (D) acumuldndose
en v € DUQ(G). Como D es restringido z no es punto interior de
D, N By. Como Dy es restringido & no es punto interior de Dy N Bj.
Como D C E, E es restringido y E '\ D,, estd acotado fuera de W, x
no estd en W.

5. Supongamos que x es un punto limite de G que no es un trasladado
de un punto limite de G; ni de G5. Si x € S entonces x € D 0 es un
trasladado de un punto limite de GG; 0 G2 por lo que z € T'y asi existe
una sucesion {hy} de elementos distintos de G tal que = € - hk(Bk)

- C hl(Bl) donde los B son B; 0 B,y. Asumiremos que 81 By
h1 =1.

Entonces W separa a h; ' (W) de hy'(z): Para h; = 1 se cumple. = €
ho(By) por lo que hy'(z) € By y hy (W) esta dentro de W.'Y asi, cada
hy va intercambiando By y Bs.

Para cada k existe un elemento j, € J tal que fi(x) = jroh,'(z) € E.
Como W es fuerte existe vecindad U de W con DNU = ENU excepto
quizas por algunas cuspides excepcionales.

Tenemos dos casos:

Primero. Los fi(z) estan acotados fuera de W. Como W separa fi(x)
de fr(W), existe 0 > 0 tal que |fx(z) — fx(2)| > 0 para cualquier z en
un disco que extienda a W. Por lo que x es un punto de aproximacion.

Segundo caso. Los fy(z) tienden a un punto w € W. Entonces w es
punto fijo de un elemento parabdlico. Como W es fuerte y = es punto
limite de G, ningin trasladado de = estd en una cuspide excepcional
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de rango 1 ya que x seria un trasladado de un punto interior de D.
Entonces los fi(z) se acumulan en una cispide excepcional de rango 2.

Sea ; un elemento primitivo parabdlico con punto fijo w donde 3\ no
estd en J. Las potencias ;a(W) dividen a C en regiones y la sucesion
de puntos de fi(z) pasa por una infinidad de estas regiones. Por lo que
existe una subsucesion creciente de potencias {oy} tales que 7% o f,(W)
tiende a w mientras que j% o fr(z) esté acotado fuera de W. Entonces

para todo z en un disco que expanda a W |7 o fi(z) — j% o fp(z)| >

0 > 0 con lo que se concluye el resultado.

Como G y G5 son geométricamente finitos, By y Bs son fuertes por lo
que W es fuerte. Usaremos el siguiente

Teorema 2.4.31 Sea G grupo discreto de Mobius. Entonces G es geo-
métricamente finito si y solo si cada punto limite de G es un punto fijo
de un elemento parabdlico de rango 2, es un punto fijo de un elemento
parabolico de rango 1 que tiene una region doblemente cuspidal o es un
punto de aprorimacion.

Para ver la demostracién vea [10] pdgina 128.

Sea x punto limite de G. Supongamos que x es punto fijo de un elemento
parabdlico y que H = stabg(z) tiene rango 1. El grupo parabdlico
Hy C H es un trasladado de un subgrupo de G; o G5. Sin pérdida
de generalidad es un trasladado de un grupo de G;. Si x € W 0 es un
trasladado de W, como W es fuerte, x es doblemente cuspidal. Si x no es
un trasladado de W entonces podemos encontrar una regién doblemente
cuspidal C' para Hy donde C no intersecta ningin GG;-trasladado de W'.
Con esto tenemos que C' C By N Q°(G1) v asi cada punto de C' es Gy
equivalente a algin punto de D; N By C D C Q°(G) por lo que z es
doblemente cuspidal en G. Supongamos que x es punto limite de G que
no es punto fijo de un elemento de parabdlico. Si x es un trasladado
de un punto limite de G, como G es geométricamente finito, x es un
punto de aproximacién para (G; y por lo tanto para G. Igual si z es un
trasladado de un punto limite de G5. Si x no es un punto limite de G
o (G5 entonces, por el inciso anterior, x es un punto de aproximacién.[]
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2.5. Teorema de Armstrong

Sea X conexo, localmente conexo por trayectorias, localmente compacto
y métrico. Sea GG un subgrupo de Homeo(X). Sea G la cerradura de G en
Homeo(X) con la topologia compacto-abierta. El teorema de Armstrong
necesita de las siguientes condiciones.

(a) La proyecciéon X — X/G tiene la propiedad de levantamiento de caminos.

(b) Para todos los puntos z,2’ € X y para toda vecindad V de z en X, si
' € Gz entonces ' € GV.

(c) El grupo G/N actiia discontinuamente en X/N.

Proposicién 2.5.1 Si se cumple (b) entonces X/G y X/G tienen el mismo
tipo de homotopia.

Demostracion. Sean 7: X — X/G y ¢: X/G — X /G las proyecciones natu-
rales.

Seav: X/G — X/G definido como sigue: si z € X/G escogemos y € X/G
tal que ¢(y) = z; la funcién ) manda z en y. Asi tenemos que ¢) es la
identidad en X/G.

Sea F': X/G x I — X/G definida como sigue

Fly,t) = { ;w(y) ' ?i? 1

Si F' es continua ya terminamos. Sea U abierto de X /G entonces F~}(U) =
[0~ 1~ (U) x [0,1)] U [U x {1}] que es abierto si U C ¢4~ (U) es decir,
si ¢(U) € ¥~ 1(U). Supongamos que z € ¢(U) es decir, existe y € U con
¢(y) = z. Veremos que ¥(z) € U. Sea ¢(z) = ¢/, entonces ¢(y') = ¢(y) = 2.
Escogemos z, 2" € X con imdgenes y, y' en X/G respectivamente. El conjunto
V = 77 }(U) es una vecindad abierta de z en X y 2’ € Gz y por hipétesis
' € GV por lo que ¥(z) =y =n(2') e n(GV) =U.0O

Teorema 2.5.2 (Teorema de Armstrong) Si X es simplemente conezo
y si se cumplen (a), (b) y (c) entonces m(X/G) ~ G/N. Donde N es el sub-
grupo normal mds pequerio de G tal que contiene la componente por trayec-
torias de la identidad en G y todos los elementos de G con puntos fijos.
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Demostracion. Primero probaremos que X /N es simplemente conexo. Si tene-
mos esto entonces, como G/N acttia de forma discontinua y libre en X/N, la
funcién p: X/N — X/N/G/N es un cubriente y asf m(X/N/G/N) ~ G/N
y el resultado se sigue de la proposiciéon anterior.

Sea p € X punto base y sea ¢ = w(p) donde 7: X — X/N es la proyeccion
natural. Definimos ¢: N — 7 (X/N,q) como sigue: si ¢ € N unimos p con
g(p) en X con una trayectoria v, ¢ manda g en [r o v|. La eleccién de 7y es
irrelevante porque X es simplemente conexo. Con esto ¢ es un morfismo.

Veamos que ker¢p = N. Si g estd en la componente por trayectorias de la
identidad entonces unimos a la identidad con ¢g mediante {g;|0 <t <1} en
G por lo que {g;(p)|0 <t <1} uneapyag(p) en X ysu proyeccién con 7
es ¢q. Con esto g € ker¢. Si g fija un punto x € X entonces unimos p a x con
una trayectoria v y usamos y(gy)~! para unir p con g(p). Al mandar ygy~?
con 7 nos da una trayectoria de g que regresa a ¢ por el mismo camino por
lo que g € Kero.

Ahora probaremos que ¢ es sobre. Sea [a] € 1 (X/N, ). Como X — X/G
tiene la propiedad de levantamiento de caminos, X/N — X /G es un cubri-
ente entonces X — X/N tiene la propiedad de levantamiento de caminos.
Entonces existe 3 tal que 3(0) = p, 73(1) = ¢y 78 ~ a. Como (1) € 7 (q)
existe un elemento g € N tal que g(p) = (1) y asi ¢(g) = [ro ] = [o]. O

2.6. Fibraciones

Definicién 2.6.1 Una sucesion de homomorfismos de grupos
AL pLc

es una sucesién exacta en B si Img(f) = ker(g). Si es exacta en cada
grupo, se dice que es una sucesién exacta.

Definicién 2.6.2 Seap: E — B continua yC una clase de espacios topologi-
cos. Decimos que p tiene la propiedad de levantamiento de homotopia
respecto a C, si dado X € C, una aplicacion f: X — E y una homotopia
H: X x 1 — B tal que empieza con po f, entonces puede levantarse H _a una
homotopia H: X xI—E que empieza con f, es decir, tal que p o H=H
Y H(:B 0) = f(x). Si p: E — B tiene esta propiedad diremos que es una
C-fibracion.
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Definicién 2.6.3 Sea p: E — B una C-fibracion. Si C es la clase de los
cubos I, entonces se dice que p: E — B es una fibracion de Serre. Y si
C es la clase de todos los espacios, entonces decimos que p es una fibracién
de Hurewicz o, si no se presta a confusion, una fibracion.

Ejemplo 2.6.4 Sea E = B X F yp: E — B la proyeccion en la primera
coordenada. Entonces E es una fibracion sobre B.

Ejemplo 2.6.5 Todo espacio cubriente es una fibracion con fibra un conjun-
to discreto.

Ejemplo 2.6.6 Otro ejemplo es la banda de Mobius que tiene como base a
el circulo y fibra el intervalo [0, 1].

Teorema 2.6.7 Si p: E — B es una fibracion de Serre, entonces se tiene,
para b € B y F = p~'(b) una sucesion exacta

s =y (F) = my(E) — my(B) — mga(F) — -+

Demostracion. Vea [1].
Sea M una 3-variedad compacta para la que existe la sucesion exacta

l1->N-mMLQ—1

donde N es un subgrupo normal de 71 (M) finitamente generado con cociente
infinito Q.

Teorema 2.6.8 (Teorema de Stallings) Sea M una 3-variedad compacta
con una sucesion como la anterior. Ademds supongamos que @) es libre.

1. Si QQ = Z entonces M fibra sobre el circulo con fibra una 2-variedad
conexa F' o M es homotdpicamente equivalente a P? x S*.

2. Si el rango de () es mayor que uno, entonces M fibra sobre una 2-
variedad V' con fibra el circulo.

Demostracion. Vea [7].
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2.7. Variedades mansas

En esta seccion se construira una 4-variedad hiperbdlica con grupo funda-
mental finitamente generado pero que no es mansa. Para ello necesitaremos
el grupo del teorema (2.7.3).

Definicién 2.7.1 Una n-variedad irreducible M es mansa si es homeomor-
fa al interior de una n-variedad compacta.

Ahora vamos a mencionar la conjetura de Marden que habla de va-
riedades mansas.

Conjetura 2.7.2 (Conjetura de Marden) Si M es una 3-variedad hiper-
bolica completa con grupo fundamental finitamente generado entonces M es
mansa.

Para una prueba de esta conjetura vea [5].

Teorema 2.7.3 Euiste un grupo finitamente generado libre de torsion F' C
Mo6b(R?) con una componente invariante Q@ C Q(F) tal que el grupo m (Q/F)
no es finitamente generado.

La demostracion de este teorema es el tema principal de la tesis de licen-
ciatura [15]. Aqui se produce una recopilacién comprimida de la construccién
de este grupo.

Sea M el complemento en H? de los anillos borromeanos (ver figura 2.3).

Figura 2.3: Anillos borromeanos

M es una variedad abierta que admite una estructura hiperbdélica de volu-
men finito, es decir, M = H?/T', T' C Isom(H?) (ver [17]). Una representacién
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de I' esta dada por las matrices generadoras

(14 (12 (10 (240 2
f1=\Vo1) 270 1 B=\_11) 9=\ 1

con presentacion (g1, gz, g3, ga| 9192 = 9291, 9195 ' 91 = 9391, 9a(9a g3g2)gy ' =
93 ' 939192)-

Consideraremos ahora a H? como el exterior de la 3-esfera unitaria cen-
trada en el origen. Sea >; la esfera unitaria centrada en el origen. Sean H;
y Hs subgrupos parabdlicos maximos no conjugados de I' con A(H;) = {p;}
y normalizamos para que p; = (0,1,0) y p = (0,0, 1). Sean II; planos eucli-
dianos tangentes a ¥3; en los puntos p; y sean II; las componentes de R3 \ TI;
tales que II; N3, = &. Denotamos por 7; la reflexién en el plano II;.

Existe un subgrupo de indice finito I' € T tal que: El grupo T tiene un
subgrupo finitamente generado F tal que I' = (Ft), para algin t € Hy N T.

Ahora denotamos I'; = f, o =nlimy H, = H,NT. El grupo H, deja
fijo el plano II;. El dominio cl(II7) es precisamente invariante bajo H; en el
grupo I';. De forma andloga, el dominio 71cl(I1]) es precisamente invariante
bajo el subgrupo H, de T's. Por el teorema de combinacién de Maskit, el
grupo G; = (I';,I'y) es discontinuo e isomorfo a I'y x5 I's. G actia en la
componente invariante 2.

El teorema de Maskit nos dice que podemos descomponer la variedad
M(G4) = Q1 /Gy como el pegado de M, y M, donde My = M(I'y)\ (IT; /Hy)
y My = M(Do)\(n 10y /Hy). Pero 117 /Hy = mI17 /H; = S*x S (0,1) ya que
H, es parabdlico. Como cada parte es homeomorfa a una superficie que fibra
sobre el circulo, la variedad M(G;) = ;/G; es homeomorfa al interior de
una superficie que fibra sobre el circulo y también cumple que m1(€2;) = 1. Por
esto, el grupo F; de G que corresponde a una fibra de M (G1) es un subgrupo
normal y G /F; = Z. M(G) admite una compactificacién agregando un toro
en cada cuspide por lo que Fj es finitamente generado.

~ Hacemos Gy = 12G172, G = (G1,G3), Fy = 1o Fy1o, F = (Fy, F5). También
H3 = 7'1H27'1 y J = <H2,H3>.

Aplicando una vez mas el teorema de combinacién de Maskit obtenemos
que G = Gy x5 Gy por lo que es discontinuo y actiia en una componente
invariante €. El grupo F' es normal en G. Como M (G;) y M(G5) se pueden
compactificar y M(G) = Q/G es el pegado de las dos variedades M (Gy)~ =
M(GO\II3 /]y M(Ga)~ = M(G2)\ 13 /J alolargo de § = (TL\A(J))/J,
entonces M (G) también se puede compactificar y G = (F| t).
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Sean M (F)=Q/F y p: 2 — Q/G la funcién de paso al cociente.
El siguiente diagrama conmuta:

QO -5 MF) S MG

L7 1 72 L7
Q L MF) S MG

[\

donde p =roq y 7o y T» son proyecciones de 7.
Sean
M(G)™ = M(G)\ (113 /J)
M(F)” = M(F)\ (Il /JNF)

La variedad M(G)~ se puede compactificar, llamaremos a esta compac-
tificacién N(G)~. La frontera de M(G)~ es la superficie S = (II; \ A(J))/J
y no puede ser un toro ya que J no es abeliano por lo que es una superficie
compacta de género 2. Con todo esto tenemos que N(G)~ no fibra sobre el
circulo.

Del hecho de que

M(F)~
rl
M(G)~
es una fibracién, tenemos la sucesion exacta
l->m(MF))->mMG))—=7Z— 1.

Por construccién, F' = (Fy, Fy) es finitamente generado. Supongamos que
m(M(F)~) es finitamente generado. Entonces podemos aplicar el teorema
de Stallings para concluir que N(G)~ fibra sobre el circulo, lo que es una
contradiccién. Por lo que m (M (F)™) no es finitamente generado.

Probaremos que el grupo m (M (F)) tampoco es finitamente generado.
Sea u: M — M(F) el cubriente universal con grupo de transformaciones de
cubierta m ~ m(M(F)). La variedad M(F)~ es homeomorfa a M (F')/T,.
Consideremos un levantamiento 7y : M — M de la involucién To. T = ToMTo ¥
el grupo B = (m (M (F)), %) actia de forma discontinua en M. Sea TORS
el subgrupo normal de B generado por los elementos de orden finito. Usando
el teorema de Armstrong, m (M (F)~) es isomorfo a B/TORS por lo que el
grupo B no es finitamente generado lo que nos da que el grupo m (M (F))
tampoco es finitamente generado. Para ver més detalles vea [9] y [15].

Ahora veamos que el teorema de Marden no es cierto en dimensiones
mayores a tres.
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Teorema 2.7.4 Existe una 4-variedad hiperbolica completa M con grupo
fundamental finitamente generado tal que M no es mansa.

Demostracion. Sea F' el grupo del teorema (2.7.3). Extendemos la accién

de F en T’ como se vio en (2.3). Sea M = E4/F. Como H' es simplemente
conexo, m (M) = F.

Supongamos que M es mansa. La frontera de M es una 3-variedad N
compacta por lo que sus componentes tienen una descomposicién de Hee-
gaard. Sea N una de estas componentes y N7 y N5 su descomposicién de
Heegaard. Entonces, por el teorema de Van Kampen aplicado a N, su grupo
fundamental es el producto amalgamado de m(N7) y m(N2). Como M es
mansa, 71 (N;) son finitamente generados con i = 1,2. Como el grupo fun-
damental de N es el producto de dos grupos finitamente generados, éste es
finitamente generado.

La variedad €2/ F es una componente de la frontera de M y, por el teorema
(2.7.3) tiene grupo fundamental no finitamente generado. Esto contradice el
hecho de que toda componente tenga grupo fundamental finitamente gener-
ado. Por lo que M no es mansa. [
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