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Proélogo

En el mundo actual, una de las principales preocupaciones de los individuos
y naciones es la economia. Cada vez es més necesario contar con estrategias
y métodos para el eficiente manejo de nuestros recursos. En este sentido se
han desarrollado herramientas para ayudar a reducir pérdidas econdémicas
que puedan danar sustancialmente la economia de los individuos, empresas
o paises. La teorfa de riesgo se ha enfocado particularmente a la economia de
un sector empresarial dado que, se preocupa por atender la vital actividad
del manejo de reservas de una compania aseguradora. La importancia del
manejo de dichas reservas es proporcional al potencial de crecimiento de di-
cho sector, ya que es un mercado en constante y sostenido crecimiento; de la
misma manera crece la importancia de desarrollar métodos para la correcta
administracion de los crecientes recursos. Mucho camino queda por recorrer
en esta tarea, cada nuevo riesgo representa muy probablemente el desarrollo
de una nueva forma de administrarlo y de un nuevo método para eficientar el
manejo de los recursos. Por otro lado, las economias evolucionan y las necesi-
dades con ellas, por ende nuevos modelos seguiran surgiendo. Claramente
queda mucho por realizar, estamos contribuyendo a dicha tarea con este tra-
bajo en el que tratamos de presentar de manera mas clara lo realizado por
M.M. Claramunt, M. Marmol y R. Lacayo en su articulo “On the probability
of reaching a barrier in an Erlang(2) risk process”; en el que presentan una
variante de modelo de riesgo; un modelo con barrera superior. Trataremos
de desarrollar més clara y detalladamente los conceptos e ideas abordados
en este articulo. El principal eje de estudio de este trabajo esta dado por la
probabilidad de que un proceso de riesgo alcance un cierto nivel, dado por
nosotros, antes de que el momento de ruina llegue, lo cual denotaremos por

x(u;b).
En el primer capitulo de esta tesis abordaremos a manera de introduccion los
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principales conceptos de la teoria de riesgo clésica, trataremos de presentar
una visién muy particular, intentando dejar muy clara cada idea presentada.

Comenzaremos el segundo capitulo hablando en general sobre modelos con
barrera superior, trataremos de explicar como surgié la idea de este tipo de
modelos y en qué sentido son ttiles, para después hablar en particular de un
modelo en el que la distribucién del nimero de siniestros esta dada por un
proceso de renovacioén cuyos tiempos interarribo resultantes tienen distribu-
cion Erlang(2, 8) y cuyos montos de reclamacion individuales se distribuyen
Erlang(n, ), el cual es el caso mas general abordado en este trabajo. En la
ultima parte del segundo capitulo, realizaremos un analisis de sensibilidad
de la probabilidad x(u,b) variando los parametros de la distribucion de los
montos individuales de reclamacion, obteniendo valores especificos de prob-
abilidades x(u,b), lo cual puede ser de interés practico.

Finalmente, anexamos apéndices con los conceptos externos utilizados, los
programas de computo desarrollados y sus respectivos comentarios, nece-
sarios para realizar los procedimientos y obtener los resultados numéricos
presentados en las diferentes secciones de este trabajo.




Capitulo 1

Teoria clasica del riesgo

1.1. Introducciéon

Las necesidades actuales de las empresas y en general de las personas en
cuanto a reducciéon de pérdidas econémicas, mejor administracion de sus re-
cursos, mejor distribucion de sus riesgos, etcétera, nos llevan a la necesidad
de saber el mayor nimero de pasos o movimientos que da nuestro capital
creciendo y decreciendo a través del tiempo con el fin de saber si podemos
solventar nuestros gastos. Es decir, no “arruinarnos”, entendiendo esto por
ahora con el significado coloquial que conocemos, y en qué momento sere-
mos incapaces de hacerlo. Asi, se vuelve interesante para cualquier compania
desarrollar maneras para representar el flujo de sus recursos principalmente
hacia el futuro, en nuestro caso hablaremos en particular de las companias
aseguradoras.

La teoria clasica del riesgo tiene sus origenes en el ano de 1903 cuando el
actuario sueco Ernest Filip Oskar Lundberg a través de su tesis doctoral tit-
ulada “Approzimations of the Probability Function/Reinsurance of Collective
Risks”, presenta el proceso Poisson compuesto ademés de la teoria del rease-
guro de riesgos colectivos contribuyendo asi con las bases para el desarrollo
de lo que hoy conocemos formalmente como teoria de riesgo.
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1.2. El proceso de riesgo

Modelaremos el flujo de efectivo tomando en cuenta tres aspectos fundamen-
talmente: el capital con que contamos en el tiempo cero, el ingreso de la
compainia correspondiente a las primas que pagan sus asegurados y el monto
total de los siniestros o reclamaciones a los que la compania deba hacer frente.
De los puntos anteriores cabe mencionar que el tnico de caracter aleatorio
es el pago que debe realizar la compania por concepto de siniestros ya que
no podemos conocer ni el nimero ni el monto de los mismos.

Comenzaremos a definir de mejor manera dichos conceptos:
= El capital de la compania al momento cero, capital inicial.

= La proporcién de dinero que entra por unidad de tiempo, al periodo
t serd ct, donde ¢ se conoce como la tasa de ingreso 6 el ingreso via
PrIma.

= El monto total de las reclamaciones ocurridas al tiempo ¢, denominado
el proceso del agregado de siniestros.

Una observacion importante es que al decir capital inicial de la compania no
debemos entenderlo literalmente, es decir, debemos verlo como una obser-
vacion del proceso de riesgo al momento cero, algo como el superavit actual
en el momento cero.

Como dijimos, el proceso del agregado de siniestros tiene un caréacter aleato-
rio, asi que lo analizaremos con mayor detenimiento. Tomemos en cuenta lo
siguiente.

= Una variable aleatoria N que nos ayude a contar los siniestros ocurridos
al tiempo ¢, N = {N(t) : t > 0} con N(0) = 0.

= Una sucesion de variables aleatorias positivas independientes e idéntica-
mente distribuidas X, Xs, X3, ... con distribuciéon F, media y varianza
conocidas i y o2, respectivamente, que nos ayudardn a modelar los
montos de siniestros ocurridos.
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Utilizando lo anterior podemos introducir la notacion para el proceso de sinie-
stros o proceso del agregado de siniestros como:

N(t)
i=1

Observemos que S(t) = 0 si y solo si N(t) = 0, ya que las variables {X;}°,
son positivas. Un proceso asi construido es lo que se conoce como proceso
compuesto, ya que la suma de variables aleatorias X; tiene un numero N (t)
desconocido de sumandos, que es otra variable aleatoria. Tal construccién da
origen a la idea de modelar el tiempo que transcurre entre una reclamacion
y otra, asi, la variable aleatoria T; denotara los tiempos de interarribo de
reclamaciones sucesivas, lo que resulta en una sucesién de variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas.

Notese que el tamano de las reclamaciones y el ntimero de ellas son variables
aleatorias independientes, esto es intuitivamente claro ya que el costo de un
siniestro no tiene qué ver con que sea el primero, segundo, tercero o trigési-
mo siniestro. Notese también, al pedir que las variables X; que modelan el
monto de siniestros sean idénticamente distribuidas estamos suponiendo que
la cartera de riesgos es homogénea, es decir, los riesgos son muy parecidos en
frecuencia y severidad por lo tanto se pueden modelar con la misma funciéon
de distribucion.

Definicion 1 El proceso de riesgo o proceso de superdvit de una compania
asequradora se define como:

U(t) =u+ct — S(t),

donde u es el capital inicial de la compania asequradora al inicio del periodo
y c es la tasa de ingreso via prima.

Supondremos que el ingreso por concepto de primas es de forma constante.
Algunas de las suposiciones mas importantes que estamos haciendo son: que
los siniestros son pagados completamente en el momento en que suceden, no
existen incrementos de capital por concepto de inversiones del mismo y no
existen disminuciones al capital por concepto de gastos en los que la com-
pania aseguradora pueda incurrir.
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En el caso particular en el que se supone que el nimero de siniestros se
distribuye Poisson con parametro A llamaremos al proceso de riesgo mod-
elo de riesgo cldsico de Cramér-Lundberg, cuyos tiempos interarribo tienen
distribucion exponencial y esperanza finita, F[T;] = 1/\.

Definicion 2 El proceso de riesgo U(t) con N una variable aleatoria con
distribucion Poisson de parametro X\, es llamado Modelo de Riesgo Cldsico
de Cramér-Lundberg o Modelo Poisson Compuesto.

Algunas propiedades son:

1. La esperanza esta dada por

EU(t)] = u+ ct — Aut.

2. La varianza esta dada por
Var[U(t)] = Mt(0* + p?).

3. La funcién generadora esta dada por

My@(z) = e Mgy (—2).

Lo anterior es facilmente demostrable si suponemos que N(t) es una variable
aleatoria Poisson con media y varianza At, asi, el proceso de siniestros S(t)
tiene como media pAt, varianza M\t(o? + p?) y funciéon generadora dada por
Mgy (2) = eMMxi (&1 para méas detalles ver Dickson [4] y Kaas [7].

Con base en la esperanza del proceso de riesgo se define la condicion de
ganancia neta o recargo de sequridad del modelo clasico como:

c
p=——1>0.
Ap
Esta condiciéon es necesaria para asegurar la solvencia de la compania ya
que si no se cumpliera, es decir, si p < 0 significa que ¢ < Au, entonces se
demuestra usando la ley de los grandes niimeros que

t
h’m@:c—)\u<0,

t—o00
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S(t) —ct

lim = A\ —c>0,

casi seguramente, por tanto, lim S(t) — ¢t = oo, es decir, la diferencia entre
t—o0

los pagos por siniestros y el ingreso via prima no puede ser cubierta, lo
que significa que la ruina no se puede contrarrestar, entendida de manera
coloquial, y habria insolvencia por parte de la compania aseguradora. Ahora
bien, si p > 0 entonces pt > 0, es decir, ¢t > Aut, como vimos antes E[S(t)] =
Aut por lo que concluimos que la prima recibida debe ser mayor que el monto
esperado de los siniestros para asegurar la solvencia de la compania y por lo
tanto el pago de dichos siniestros.

1.3. Probabilidad de ruina

Diremos que una compania aseguradora esté en ruina o que el estado de ruina
ha llegado cuando el nivel del proceso de riesgo U(t) se encuentre por debajo
de cero. Asi, la ruina es un estado al que toda compania aseguradora puede
acceder. Cabe mencionar que aunque el hecho de que el estado de ruina haya
llegado no significa que la compania vaya a quebrar. Es importante entender
que este estado se utiliza para fijar un limite inferior en los fondos de la
compania que en un momento dado nos ayudara a tomar medidas contra
pérdidas excesivas de recursos. Claramente resulta de interés saber en qué
momento sucederé dicho estado, si siempre es igualmente posible acceder a
¢l o cuando es mas probable.

1.3.1. Definiciones

Definicion 3 El tiempo en que una compania asequradora llega al estado
de ruina se define como

T=1inf{s >0:U(s) <0},
donde inf () = oo por convencion.

En la Figura 1.1 se observa una trayectoria del proceso del agregado de
siniestros a tiempo discreto con periodos de observacion de tamano h.
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Figura 1.1 : Una trayectoria del proceso del agregado de siniestros
a tiempo discreto

Comenzando en cero, el proceso se mantiene constante hasta el momento del
primer siniestro y da un salto del tamano de la primera reclamacion, nueva-
mente se mantiene constante hasta que el segundo siniestro ocurre y da un
salto del tamano de la segunda reclamacion, por lo tanto los intervalos en que
la funcién es constante son del tamano de los tiempos de interarribo mientras
que los saltos son del tamano de las reclamaciones. Podemos suponer que los
periodos en que se maneja la compania son mensuales, bimestrales, etcétera,
lo importante aqui es ver que puede pasar mucho tiempo desde que sucede
el siniestro hasta el momento en que se registra, lo cual no es bueno para
la compania o al menos no es lo ideal ya que de alguna manera se acumu-
lan las obligaciones y esto puede ocasionar la incapacidad de la compania
para hacerles frente al no tener planeacion para dichas responsabilidades.
Aunque no es posible tener un monitoreo estrictamente continuo del proceso
de riesgo debe quedarnos claro que mientras mas pequeno sea el periodo de
observacion mejor estaré preparada una compania para planear y enfrentar
sus obligaciones.

La probabilidad de ruina en horizonte infinito a tiempo discreto también

conocida como probabilidad de ruina eventual a tiempo discreto se define
como sigue:
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Definicion 4 Sea h > 0, la probabilidad de ruina en horizonte infinito a
tiempo discreto o probabilidad de ruina eventual a tiempo discreto estd dada
por

Yp(u) = P(U(s) <0, para alguna s = h,2h,3h,...),

con u el capital inicial de la compania aseguradora.

Definiendo asi la probabilidad de ruina, tal estado solo puede llegar en uno
de los tiempos s = h, 2h, 3h, ..., esto implica que si la ruina llega bajo esta
definicién lo hara también bajo la definicién a tiempo continuo que daremos
més adelante.

Figura 1.2 : Una trayectoria del proceso de riesgo a tiempo discreto

Definicion 5 La probabilidad de ruina en horizonte infinito a tiempo con-
tinuo o probabilidad de ruina eventual a tiempo continuo se define como

Y(u)=PU(t) <0, para algin t>0),
con u el capital inicial de la compania aseguradora.

Como dijimos antes, el hecho de que la ruina ocurra bajo la definicién de
probabilidad de ruina a tiempo discreto implica que ocurriréd también bajo la
definicién a tiempo continuo, no asi el reciproco. Una forma de ver esto clara-
mente es que el espacio temporal bajo la definicion de probabilidad de ruina
a tiempo discreto esté contenido en el espacio temporal bajo la definicion de
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probabilidad de ruina a tiempo continuo, asi, si la ruina sucede en algin tiem-
po discreto este seréd también un tiempo continuo mientras que al revés no
sucede, en otras palabras la probabilidad de ruina en tiempo discreto siempre
es menor o igual a la probabilidad de ruina en tiempo continuo, ¥g(u) < ¥ (u).

No siempre estan disponibles soluciones explicitas para la probabilidad de
ruina, esta depende del proceso de riesgo, especificamente de las distribu-
ciones escogidas para modelar los montos de las reclamaciones y el niimero
de siniestros.

Podemos definir también probabilidades de ruina con horizonte finito de la
siguiente forma.

Definicion 6 La probabilidad de ruina en horizonte finito a tiempo discreto
estd dada por

Y(u,t) = P(U(s) <0, para alguna s, s=r,2r3r, .., 1),

donde t es un entero multiplo de r y w el capital inicial de la compania
asequradora.

De la misma manera definimos la probabilidad de ruina en horizonte finito a
tiempo continuo.

Definicion 7 La probabilidad de ruina en horizonte finito a tiempo continuo
estd dada por

Y(u,t) = P(U(s) <0, para alguna s, 0<s<t)

con u el capital inicial de la compania aseguradora.

Notese que al reducir el tamano de h en alguna de las definiciones de proba-
bilidad de ruina a tiempo discreto aproximamos a la correspondiente proba-
bilidad de ruina en tiempo continuo.
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1.3.2. Coeficiente de ajuste

Supongamos ahora que la condicién de ganancia neta vista en la seccion
anterior se cumple, es decir, ¢ > Apu, lo cual indica que la prima recibida es
mayor que el monto esperado de los siniestros asegurando asi la solvencia
de la compania como ya se vio anteriormente. Introduciremos ahora algunos
conceptos acerca de las distribuciones de cola ligera, necesarios para definir
el coeficiente de ajuste.

Definicion 8 St X es una variable aleatoria no negativa con distribucion
de probabilidad F y F*(x) = 1 — F(x), entonces F* es llamada la cola de la
distribucion F.

Definicion 9 Se dice que F estd acotada exponencialmente, si existen
a, b > 0 tales que F*(x) < ae™", para todo x > 0. Cuando esto ocurre se
dice que F es de cola ligera.

En la literatura actuarial existen diferentes definiciones equivalentes para el
coeficiente de ajuste, una de ellas es:

Definicion 10 Suponga que la funcion generadora de momentos de la vari-
able aleatoria Z,, = X — cYy existe en alguna vecindad del origen. Si existe
R tal que es la unica raiz positiva de la ecuacion

Mz(R) = My, (R) = E[efX=¥)) =1 (1.1)
entonces esta es llamada coeficiente de ajuste o coeficiente de Cramer-Lundberg.
El coeficiente de ajuste R, da una medida del riesgo que posee un portafolio
como el de las companias de seguros. Aunque dicho coeficiente no siempre
existe, sabemos que este hecho depende directamente de la distribucion usada
para modelar el tamano de las reclamaciones, asi, para asegurar la existencia
de este coeficiente, la distribucion de los montos de reclamaciéon debera ser

de cola ligera, tal como la distribucion exponencial, gama, Weibull, etcétera.
Para mas detalles acerca de las distribuciones de cola ligera véase Mikosch [8].

Ahora, obtenemos My(s)
M;(s) = Ele*]
— E[e"Xk] Ele=cY]
= Mx, (s) My, (—cs) (1.2)

:(A:w)Mﬂ@’
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la ultima igualdad se da por que las variables aleatorias Y, son i.i.d. con
distribuciéon exponencial. Por otro lado sabemos que Mz(s) = 1 solo para
s =0y para s = R, por tanto

(A%—)\CR) My (R) =1

y el coeficiente de ajuste queda

A+ cR = AMx(R), (1.3)

escribiendo ¢ = (14 6) A vemos que R es independiente del parametro Pois-
son, ya que R = Mx(R)/(1+ 0)R que no depende de .

Podemos reescribir la ecuacion definida en (1.3) como funcién de r, a saber,
g(r) =AMx(r) — X —cr

y probar ahora que existe solo una raiz positiva para la ecuacién que define
al coeficiente de ajuste, para esto mostraremos que tiene la siguiente forma.

g(r)

La gréfica anterior nos da una idea de como se ve la funcién g basados en lo
siguiente:

1. La funcion ¢ evaluada en 0 es cero, g(0) = 0.

2. La derivada de la funcién g es A veces la derivada de la funciéon gener-
adora de los montos individuales menos la tasa de ingreso via prima,

d . .d
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asi que

d

—g(r =\t —c,

2.9(r) s
lo cual nos dice que g es decreciente en cero ya que supusimos que
c > AL

3. La segunda derivada de g es A veces la segunda derivada de la funcion
generadora

d2

) = [y,

asi que g tiene solo un punto de inflexién, entonces la funciéon alcanza
su minimo en ese punto.

4. Por ultimo, suponiendo que existe 7,0 < 7 < oo tal que Mx(r) es finita
paratodor <~yy
lim Mx(r) = oo,

=y
tenemos que
lim g(r) = co.
T-)’Yi
En resumen, la funcién decrece después de cero hasta su tnico punto de
inflexion, por tanto, existe una tnica raiz positiva R tal que g(R) = 0.
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1.3.3. Desigualdad de Lundberg

La desigualdad de Lundberg para el modelo de riesgo clasico esta dada por
Y(u) <e ™,

donde R es el coeficiente de ajuste definido en la seccién anterior.

Demostracion: Vamos a probar el resultado anterior por inducciéon, definiendo
una funcién alternativa para la probabilidad de ruina que dependera de n.
Sea 1, (u) la probabilidad de ruina antes o en el momento en que suceda la
n-ésima reclamacion. Basta entonces probar que

Yn(u) < e
paran = 1,2 3,... ya que

Y(u) = lim ¥, (u)
n—o0
Entonces, suponemos que existe un n para el cual se cumple que v, (u) < e~
con n > 1. El siguiente paso es probarlo para el n+ 1, utilizando el anéalisis de
primer paso suponemos que la primer reclamaciéon ocurre al tiempo ¢ > 0y
que el monto causado por dicha reclamacion es x. Dicho lo anterior podemos
entonces afirmar que:

= Si el estado de ruina ocurre en el momento ¢, entonces el monto habra
sido © > u + ct, con t el momento de la primera reclamacion.

= Si el estado de ruina llega después de la primera reclamacion entonces
xr < u + ct y la ruina debera llegar en los n momentos posteriores a
partir del nuevo nivel de reserva v + ct — .

Recordemos que en el modelo clésico los tiempos de interarribo se distribuyen
exponencial con parametro A. Ahora, para encontrar la probabilidad de ruina
es claro que debemos encontrar dos integrales de los casos descritos anteri-
ormente, es decir, para montos en (0, u + ct) y montos en (u + ct, c0), por lo
tanto tenemos

G () = / 0 [ padr

00 u+tct
—Xt _
+ /0 e /0 f@)n(u+ ct — x)dxdt
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Podemos ver que la primera integral representa el caso en que la ruina sucede
en el momento de la primera reclamaciéon dado que el monto de la reclamacion
es mayor que el capital inicial més el ingreso via prima hasta el momento de
la reclamacién lo que significa que la ruina ocurre. La segunda integral rep-
resenta la probabilidad de que la ruina no suceda en la primera reclamaciéon
pero que suceda en las siguientes n reclamaciones, ya que en el integrando se
encuentra la densidad de los montos de reclamacién y nuevamente la prob-
abilidad de ruina, ahora, antes o en el momento de la n-ésima reclamacion,
por lo que al menos en la primera reclamaciéon no puede haber ruina, cada
vez partiendo de un nuevo capital dado por u + ct — x.

Aplicando nuestra hipotesis de induccién tenemos

U1 () S/ Ae™ M f(z)dzdt
0 u+-ct

u+ct
/ e / Rlutet=2) g dt.

Notese que exp[—R(u + ¢t — x)] > 1 para = > u + ct, por lo tanto

f(z)dzdt < f( Je~ Blutet=a) dodt,

u—4-ct u-+ct

usando lo anterior obtenemos

wn-I-l / )\6—)\1?/ f —R (ud-ct— I)dl‘dt

— Ru/ e~ )\+CR)t/ f Rxdl’dt
0

:e_R“/ AMx (R)e Aty
0

De (1.3) tenemos que A + cR = AMx(R), por lo que

Vny1(u) < e M,
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Por ultimo, debemos mostrarlo para n = 1. Analogamente tenemos
V1 (u) = / e M f(z)dzdt
0 u+ct
< / )\e—)\t f(x)e—R(u—‘rct—x)dxdt
0 u+-ct

< / )\e—)\t / f(x)e—R(u—O—ct—w)dxdt
0 0
e*Ru

1.3.4. Una posible soluciéon

Hemos tocado ya los temas principales de la teoria clasica del riesgo, para
finalizar con este primer capitulo encontraremos una expresion para la prob-
abilidad de ruina, la cual, en el caso en el que los tiempos de interarribo son
exponenciales, tiene solucion.

Proposicion 1 Sea §(u) = 1 — ¥ (u) la funcion de probabilidad de sobre-
vivencia. Entonces se tiene que

0 () = 2[5~ [ 8t~ n)iF()].
b) (0) = 2
vt =2 [T 0= Foay+ [ o)1~ P

en donde F' es la distribucion del monto de siniestros.

Demostracion: Sea el evento A de que no haya ruina en [0, c0) partiendo de
un capital inicial u, Y] el tamano de la primera reclamaciéon y 77 el tiempo
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que tarda en ocurrir dicha reclamacién, entonces tenemos

5(u) = P(A)
_ /0 /0 P(A|Ty = t,Y: = y) fr, (t) fra () dydlt

o0 u-+tct
= [ [ PAIT =i = ) () ()
Ooo ‘ u-+tct
= / )\e_’\t/ PA|T) =t,Y1 =9)fv, (y)dydt
0 0

0 u-+tct
= / e M / d(u+ ct —y) fv, (y)dydt.
0 0

Sea s(t) = u + ct. Entonces, haciendo el cambio dF'(y) = fv, (y)dy, tenemos

d(s—ct) = 1/00 Ae Asmw/e /05 d(s —y)dF(y)ds. (1.4)

C

Derivando esto segun la secciéon A.3 del Apéndice A y reescribiendo en tér-
minos de u obtenemos a).

Integrando (1.4) entre 0 y u se obtiene

d
&
QL
S
|
o\g
o\:
K
=<
)
|
s
QU
=
=
QL
Iil
—
o
SN—

Al>al>al>ol> ol> o> o>

o\
8
=
I
|
&
—
|
=
=
=
=)
=
|
S~—
Q
8

Ahora calculamos el limite cuando u tiende a infinito,

ltm 5(u) — 6(0) = 1im 2> [ 6(u—2)(1 = F(2))1 0w (x)de.

U—00 u—oco C J
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Por un lado tenemos que 6(u) tiende a uno mientras que por el otro estamos
integrando una funcién mondétona creciente en u cuyo limite es la funcion
(1 — F(x)). Entonces por el teorema de convergencia monotona se obtiene

1-46(0) = %/000 uILngO d(u—2)(1 = F(x))lpw(z)de.

= %/000(1 — F(z))dx = )\_Cu
De donde g
v(0) = =2 (1.6)

Finalmente de (1.5) y (1.6) obtenemos

v =2 [n= [ (= vlu=0)1 - P
_A [/:0(1 ~ F(2))dz + /Ouw(u —2)(1 — F(a))d].

La ultima expresion corresponde a una ecuacion recursiva para encontrar la
probabilidad de ruina, la cual como ya se menciond, cuando las reclamaciones
tienen distribucion exponencial, tiene soluciéon. Asi se obtiene una posible
soluciéon para la probabilidad de ruina en el caso exponencial.




Capitulo 2

La probabilidad de alcanzar una
barrera superior

Ahora presentaremos una variante del modelo clasico del riesgo, un mode-
lo con una barrera superior. Trataremos con una probabilidad que resulta
de interés, la probabilidad de alcanzar una barrera superior antes de la ru-
ina partiendo de un cierto capital inicial, x(u,b), a la cual daremos algunas
soluciones particulares. Conocer esta probabilidad por si mismo es ttil, ya
que podemos plantear diferentes barreras que nos servirian para diferentes
propositos, el més comun, una barrera que podemos llamar de dividendos,
que sirva para que al llegar a dicha barrera se repartan dividendos a los ac-
cionistas de la empresa o una que podemos llamar de crecimiento minimo, la
cual podemos usar para establecer un margen minimo de crecimiento del cap-
ital de la compania, asegurando este nivel con al menos un 98 % de seguridad
por ejemplo, podemos asegurar que la empresa siga funcionando por si misma
sin necesidad de inyecciones de capital, ademéas de que podemos relacionarla
con la probabilidad de ruina. Estos calculos estan basados principalmente en
el articulo de Claramunt, Méarmol y Lacayo [1].

2.1. Descripcién del modelo

El problema de un modelo con barrera superior surgi6é inicialmente como un
modelo de “barreras superiores” representadas por una funciéon del tiempo,
b(t), es decir, el modelo cambiaba el nivel de su barrera a través del tiempo
ajustandose a nuevas necesidades que se pudieran presentar. En el ano de

17
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1970, Buhlmann modifica este modelo con la introduccién de una barrera
superior constante, es decir, b(t) = b para toda t con 0 < u < b el cual es
nuestro tema de estudio. En este proceso, una vez alcanzada la barrera, los
ingresos por primas se reparten en forma de dividendos durante el periodo
en que sucede la siguiente reclamacion. Ahora, si pensamos en el ingreso via
prima de la compania como una funcién del tiempo, podemos definir una
funcion de reparto de dividendos de la siguiente manera

y acumulando sobre el periodo en que sucede la siguiente reclamaciéon tenemos

t
AD(t) = / D(s)ds,
0
en nuestro caso, dado que el ingreso via prima es constante tenemos
AD(t) = ct.
Lo anterior modifica nuestro modelo de la siguiente manera
R(t) =u+ct — S(t) — AD(t).

Buhlmann plantea el calculo de la esperanza del valor presente de los divi-
dendos repartidos hasta el momento de ruina 7, es decir, el valor actual de lo
que en promedio recibird un inversionista como dividendos antes de la ruina
del portafolio, tal esperanza se define como sigue.

Definiciéon 11 La esperanza del valor presente de los dividendos generados
al momento de ruina estd dada por

W(u,b)=F [/OTD(s)e‘ssds] :

donde u es el capital inicial del proceso de riesgo, b es una barrera superior
constante y § es la tasa de inversion de los dividendos.

Como sabemos, es ttil para accionistas e inversionistas conocer las variables
de las que depende su negocio y en qué medida influyen en él, asi, realizando
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un analisis de W (u,b) es posible calcular el valor que maximiza dicha es-
peranza y mediante analisis de sensibilidad proponer combinaciones de las
variables de control que conduzcan a resultados econémicamente 6ptimos, in-
cluso se pueden definir nuevas medidas relacionadas que nos ayuden a tomar
decisiones més acertadas.

.

Figura 2.1: Una trayectoria del acumulado de los dividendos

En la Figura 2.1 se muestran en un mismo plano ambas trayectorias, tanto el
acumulado de los dividendos como el proceso de riesgo. Como se puede ob-
servar los periodos en los que la gréfica de los dividendos es constante son los
periodos en los que el proceso de riesgo no ha alcanzado la barrera b, cuando
dicho proceso alcanza la barrera entonces comienza el crecimiento de los div-
idendos con intensidad ¢ hasta el momento de la siguiente reclamacion donde
permanece constante hasta que el proceso de riesgo nuevamente alcance la
barrera.

2.2. La probabilidad x(u,b) con
tiempos de interarribo exp(\)

Regresemos al eje principal de nuestro trabajo, la probabilidad y(u,b). Sea
b > u. Denotaremos por x(u, b) a la probabilidad de que el proceso de riesgo
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alcance el nivel b antes de que la ruina ocurra.

El primer caso que abordaremos es el del modelo clésico del riesgo, es decir,
un proceso que genera tiempos de interarribo exponenciales. Recordemos que,
segun la seccion 1.3.4 del capitulo anterior, podemos obtener la probabilidad
de ruina en el modelo clésico mediante

v =2[ [ 0= radr+ [ o= - P,

C

donde F' es la distribucion de los montos individuales de reclamacion.
Por otro lado, en 1984 Dickson probé la siguiente igualdad

d(u) = x(u,b)d(b), (2.1)
de donde L ()
x(u,b) = 1——¢(b)

La ecuacion dada en (2.1), nos da una idea importante ya que relaciona la
probabilidad de sobrevivencia con la probabilidad x(u, b). Esta ecuacion nos
dice que la probabilidad de que nuestra cartera no se arruine es igual a la
probabilidad de que el proceso que representa el flujo de nuestras reservas
alcance el nivel de la barrera y que nuevamente el proceso sobreviva ahora
con un capital inicial b. Cabe mencionar que dicha ecuacion solo es valida en
el caso en el que la distribucion de los tiempos de interarribo es exponencial.
En Dickson y Gray [5] existe una discusion acerca de esto y se basa princi-
palmente en el hecho de que la distribuciéon exponencial es la tinica con la
propiedad de pérdida de memoria.

Ahora, si suponemos que los montos individuales tienen distribucion expo-
nencial con pardmetro o y con base en la seccion 1.3.4, obtenemos la siguiente
expresion para la probabilidad de ruina

A
¢(U) _ _e—(a—)\/c)u.
ac
Por tanto, la probabilidad x(u,b) queda completamente determinada por
a—\/c)u

ac — e
x(u,b) = e — Ne—(@=Ajo "
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2.3. La probabilidad x(u,b) con
tiempos de interarribo Erlang(2, 3)

Partiendo de la idea del modelo clésico, procedemos a cambiar el proceso
Poisson que genera tiempos de interarribo con distribuciéon exponencial por
uno més general, es decir, un proceso de renovaciéon que genere tiempos de
interarribo con distribucion Erlang, mas especificamente Erlang(2, 5) cuya
funcion de densidad estéd dada por:

k(t) = g*e ™™, t>0

k(t)

Figura 2.2: Grdfica de densidades Erlang, suponiendon =2y [ =1,2,3,4
A la probabilidad x(u,b) la podemos escribir de la siguiente manera.

Proposicion 2 La probabilidad x(u,b) de que el proceso de superdvit al-
cance el nivel b antes del tiempo de ruina estd dada por

to u-+tct (o)
x(u,b) = /0 k(t)/o X(u+ct —x,b) f(x)dxdt +/ k(t)dt (2.2)

to
con u+ ctg = b en donde f(z) es la densidad del monto de siniestros y k(t)
es la densidad de los tiempos de interarribo.
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Demostracion: Sea el evento A alcanzar el nivel b antes de la ruina en (0,00)
partiendo de un capital inicial v y T} el tiempo que tarda en ocurrir la primera
reclamacion, entonces tenemos

X(u,b) = P(A)

P(A|Ty =t) fr,(t)dt + /OO P(A|Ty =t)fr,(t)dt

/
|
:/O /OOOP ATy =Y, = )fyl(y)le(t)dydtJr/ (u+ ot b) fr. (t)dt
[
[

to

u—+tct o0
/ ket =y D) Oyt + [ fr (0

u-+tct [e%)
fr, (1) /0 X(u+ct —y,b) fy, (y)dydt + /t fr (t)dt

Siguiendo con el calculo de x(u,b) construimos ahora una ecuacion integro-
diferencial la cual podemos escribir de la siguiente manera.

Proposicion 3 La probabilidad x(u, b) satisface la siguiente ecuacion integro-
diferencial

X" (u,b) — 28ex (u, ) + FPx(u, b) = 7 / X — b f(x)de,  (2.3)

en donde f(x) es la densidad de los montos individuales de las reclamaciones,
b es el nivel de la barrera y la distribucion de los tiempos de interocurrencia
es Erlang(2, 3).

Demostracion: Si hacemos el cambio de variable s = u + ¢t en (2.2) tenemos
que t = =4 = % por lo tanto

\(s — et b) = % U%(t“) /Osx(s—x,b)f(x)dxds+/book(s;u>ds} |
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Ahora, segtin la seccion A.3 del Apendice A, derivando respecto de u tenemos

X'(s—ct,b) =— ! {—k(O) /Ou X(u—z,b)f(x)dx

C

_/ub%k/(t“) /Osx(s—x,b)f(:c)dxds—/boo%k’(szu>d8}7

por lo tanto
1 bors—u s < rs—u
1o _ = / . /
X' (s—ct,b) z {/u k;( . )/0 X (s x,b)f(x)dxds—l—/b k:( . )ds].

De la misma manera obtenemos la segunda derivada

(s — ct, b) :Ci?){ / ’ (22 /0 (5 — 2, b) f(2)dads + /b h k"(%)ds}

1 u
+ §52/0 X(u—x,b)f(x)dx.

Ahora, si sustituimos los valores encontrados en el lado izquierdo de (2.3) y

factorizamos tenemos
X" (s — ct,b) — 2Bex' (s — ct, b) + B*x(s — ct, b)

> / X(s —z,b) f(x)dxds

) ds

e[ () ) e
o (o)
+8 [ “x(u- a0

De manera abreviada tenemos que

)+

1 b
X" —2Bex’ + BPx = p [/ (K" + 28K + 5%k) / X(s —z,0) f(x)dxds

u 0

1 oo
+—/ (K" + 28K + B°) ds
b

C

+ B2 /Ou X(u—z,b)f(x)dx.
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Recordemos ahora que la distribuciéon de los tiempos de interarribo k(t) es
Erlang(2, ), de ahi que

k(t) = B*te ",
K(t) = e — Bk(t),
E'(t) = —283%7P" + B2k (t),

por lo tanto realizando las operaciones correspondientes tenemos
k,/+2ﬁk,+52 :O7

de modo que el primer y segundo sumandos del lado derecho de (2.4) se an-
ulan y de esta forma se obtiene (2.3).
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2.4. Montos individuales Erlang(n, )

No hemos resuelto atin nuestro problema inicial, hasta ahora s6lo obtuvimos
una ecuacion de renovaciéon para la probabilidad de alcanzar una barrera
superior constante, la cual es nuestro objetivo principal, ya desarrollamos
una ecuacion integro-diferencial para un modelo con una barrera constante
utilizando el supuesto de una distribucion Erlang(2, 5) para los tiempos de
interarribo. Ahora utilizaremos el supuesto de una distribucion Erlang(n, )
para los montos individuales de las reclamaciones para asi redondear nuestro
objetivo de calcular x(u,b). Tal distribucion esta dada por:

,ynxn—l e T

(n—1)!

Observemos un poco la ecuacion dada en (2.3), de acuerdo con la teoria
de ecuaciones diferenciales resulta mas sencillo dar solucién a una ecuacion
homogénea que a una ecuaciéon no homogénea como la ya mencionada, asi
que nos ayudaremos de algunas manipulaciones para lograr este objetivo.
Tomando el lado derecho de (2.3), podemos definir la siguiente funcion

) = 5 [ = 2.0)f @)

Si hacemos el cambio de variable y = u — x, tenemos que * = u — y y
dy = —dzx, por lo tanto

h(u) = ﬁ2/0 X(y,0)f (u = y)dy. (2.6)
Sustituyendo (2.5) en (2.6) tenemos

B2,yn€7'yu ! n—1_~x
h(u) = —/ x(x,0)(u—x)" e dx.
(n=1! Jo
Necesitaremos una expresion para la n-ésima derivada de la funciéon h en
términos de sus derivadas de orden menor, con este fin demostraremos el
siguiente lema.

f(z) (2.5)

Lema 1 La n-ésima derivada de la funcion h(u) estd dada por

(™ (u) = — i <n) h® (u)y"" + B2 x(u, b). (2.7)

. 1
=0
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Demostracion: La funcion h(u) depende explicitamente de n, asi que podemos
verla de la siguiente manera

2N ,—YU u
) = T [ e

- Ane_”“/ (u — )" ' Bdx
0

en donde

62,yn

An = (n—1)!

y B=x(z,b)e".

Notese que B no estd en funcién de z, es decir, es una cantidad fija. Si
hacemos n = 1 tenemos

hy(u) = 52767“/ x(x,b)e dx.
0

En el Apéndice A se encuentra la regla de derivacién de Leibniz para el
producto de dos funciones, que utilizaremos para derivar la funcién anterior
(ver pag. 52), después sustituimos hy y tenemos

Wy (u) = By |e " x(u, b)e™ + (—76_7" /ux(x, b)e”“’dm)}
0

= B%vx(u,b) — B*Pe /u X(z,b)e"*dx (2:9)
0

= =yl (u) + Byx(u,b).
Notese que la expresion a la que queremos llegar esta dada en términos de las

derivadas de h, usaremos esta idea para continuar. Para n > 1 diferenciamos
(2.8) y tenemos




Capitulo 2. La probabilidad de alcanzar una barrera superior 27

Rl (u) =A, {e—w ((u —u)" B+ /O u(n —1)(u— x)"—2Bd:g>]
+ A, [—76_7“ /0 u(u — x)”_lex]
—A, {e—w /O "= 1)Bu— 2)" 2z — e /O " Blu - m)”_ldm}
—(n — 1)A,e /0 " Blu—2)" e — e A, /0 " Blu— )" da

s [ B2y e [ B2y
0 0

= = Yha(u) + Y1 (u).
(2.10)

Diferenciando y usando (2.10) tenemos
hyy = =yhy, + Y,
= —vh, + 7 [=7 (“hn2 + hn1)]
= —hy, — Y(Yhn1) + 7 hn_s
= —7hy, = (hy + yhn) + 7
= _27h;z - 72hn + 72hn—2

hy = —2vh) — ¥R, + R, _,
= —2vh! — L, + Y [=Y(hn—2 — hu3)]
= =29k, — *hl, — V(Y hp—2) + 7 s
= —3yhy — 3vhy, — VP hyy + 7 by s

procediendo de la misma manera se llega a

WY = —anhy! — 65y — 49°h), = 3 + 4 s,

n

El término de mas a la derecha podemos escribirlo como

4
4 . .
4 _ (4-7)
Y hp_y = E (,)Whn .
! J

=0




28 2.4. Montos individuales Erlang(n, )

En general para la k-ésima derivada y usando la formula de Leibniz tenemos:

k
AN
Vb = (Yha) = (j.)vjhif—”-

§=0
En particular para k =n — 1
n—1 n—1
V= (V)T =Y ( )vjhé"‘l‘”- (2.11)

J

<

Ahora, si diferenciamos (2.11) tenemos

—_

— —1\ |, .
7L = (vha)" = (” . )vﬂh&"—”
J

J

I
=)

y usando (2.9)

YRy = A" (—yhy + BPyx(u, b))
== _’ynhl _l_ 527nX(ua b)a

por lo que

i
L

B2y x(u, b) =

3 .
Il
-~ o

I
VR /‘3 VR
<.
—
~~
=2

. <.
=
S3
<
+

3

|

—

VR
3
[

~~_

=2

.
+
=
=
S3
AN
4

=0 =0
n—1
= Z n _ 1) ,Yahgln—J) + (n B 1)7 pn=n)
=0 N 7 "
Ln—1 n—1
— 1\ i m-1-G-1) 1, (n=1-(~1))
+;(j_1)7 ¢ (")
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Por ultimo, obtenemos el primer término de la suma y despejamos

n n ‘ -
M=% (j) PR 4 By, b).

j=1

Desarrollando la suma es facil ver que la expresiéon anterior término a término
es igual a la dada en (2.7), con lo que se concluye la demostracion.

Siguiendo con el célculo de x(u,b), reescribimos (2.3) de la siguiente forma:
X" (u,b) = 2Bex/ (u,0) + B2x(u, b) = h(u).
Diferenciando tanto ¢ como n veces, obtenemos

X (w,b) = 28ex T (u,0) + XD (w,b) = hHOw) (212

Ax™D (u,b) — 28ex ™) (u, b) + 82 (1, b) = A (u). (2.13)

Vamos a sustituir en (2.13) el valor de h™ (u) encontrado en (2.7) y el valor
de h(u) encontrado en (2.12) para obtener una ecuacién diferencial ordi-
naria de orden (n + 2) para x(u,b) con la bondad de ser homogénea
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n .
Z) [CQX(1+2 25CX(Z+1 +B2 ] n— Z+ﬁ2")/nX

:_ZCQ(ZL),}/TL 7,XH-2 +2/BCZ( ) H—l)

Entonces la ecuacion diferencial homogénea queda

s X" 4 an Y + an " Z anxY (2.14)

en donde los valores de los coeficientes estan dados por:
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2
Ap42 = C

Ap+1 = CQW” —2pc

:62—2ﬁcvn+( " )0272

n—2

aj:—cg(_n >7n—j+2_’_2ﬂc<.n )/yn—j—l—l_(?z‘),yn—jﬁz
J—2 Jg—1 J

Cabe mencionar que puede no ser facil resolver la ecuacion anterior, puede
resultar con un grado muy alto para el cual no sea trivial hallar una solucién.
Ahora, segtn la seccion A.2 del Apéndice A, si todas las raices de la ecuacion
caracteristica de (2.14), que denotaremos por {r;}= ”“ , son diferentes, puede
escribirse la solucién de dicha ecuacion de la 81gu1ente manera (ver pag. 49):

n+1

b) = Z e’ (2.15)

donde las raices {r;}; estan en fun(non de v, 8 v ¢, mientras que las con-
stantes {a; )7t} dependen ademas de b.

Tenemos tantos coeficientes o como sumandos en (2.15) por lo que necesita-
mos (n + 2) ecuaciones para poder hallarlos.
La primera de ellas se obtiene de la condiciéon limite x(b,b) = 1. Entonces,

n+1

D e =1, (2.16)
=0

De (2.15) obtenemos x’'(u,b) y x”(u, b) y sustituyendo en (2.3), reordenamos
términos para obtener las siguientes n ecuaciones,

n+1 .
— =0, s=1,...,n. 2.17
2 Gy (217

Diferenciando (2.2) respecto de u, considerando de (2.15) su primera y se-
gunda derivada, obtenemos la ultima ecuacién que necesitamos,

n+1
l=ay+ = ZO" —cry)e?, (2.18)
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Ahora podemos combinar (2.16), (2.17) y (2.18), para obtener el conjunto
necesario de (n+2) ecuaciones con las cuales calcularemos los coeficientes
{a;}14). Las cuales son

n+1

Z(T.L:O’ s=1,...n (2.19)

2.4.1. La probabilidad x(u,b) para montos individuales
Erlang(2,2) y tiempos interarribo Erlang(2,2)

Estudiaremos ahora el caso n = 2. Comencemos obteniendo de (2.14) la
ecuacion diferencial ordinaria dada por:

Ax" (u,b) 4+ (29¢® — 2B¢) X" (u, b)+ (2.20)
(8% = dyBe +7¢*) X" (u,b) + (298° — 29°Be) X' (u,b) = 0

En 1998 Dickson [3] obtuvo esta misma ecuaciéon para el caso ¢ = 1.1, f = 2
y 7 = 2 por lo tanto lo anterior es una generalizacion.

Resolviendo (2.20) con los valores utilizados por Dickson tenemos la siguiente
ecuacion de cuarto grado

1.217% 4 0.4473 — 8.76r% — 1.6r = 0,

cuyas raices son rop = —2.78924,r; = —0.1818,ry = 2.6074,r3 = 0, por lo
tanto

X(u,b) = e + e 4 age™" + age™",

solo depende ahora de {«;}?_,. Ahora, de (2.19), el sistema de ecuaciones que
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nos ayudara a encontrarlas queda

3

E et =1
i=0

3

Q;
; (ri +7)
3

=0
(2.21)

en donde los coeficientes «; son funciones de b.

En el Cuadro 2.1 se muestran algunos valores de {«a;}?_, para distintos nive-
les de b obtenidos con la ayuda del programa “Calculo de x(u, b) para montos
individuales con distribucion Erlang(2, 5)” desarrollado para el software es-
tadistico R, ver Apéndice B.

alb] 0 1 2 3 1 5

ap | 01019 | 0.0502 | 0.0316 | 2.4028¢-02 | 1.9996¢-02 | 1.7542¢-02
a; | -9.5466 | -4.1271 | -2.5795 | -1.9565¢+00 | -1.6282¢+00 | -1.4283e+00
ay | -0.5565 | -0.0174 | -0.0006 | -3.1684e-05 | -1.6209¢-06 | -3.7410e-08
s | 110011 | 4.6746 | 2.9180 | 2.2131e+00 | 1.8417¢+00 | 1.6156e+00

Cuadro 2.1. «;(b) para distintos niveles de u.

En resumen, haciendo v = 2,8 = 2 y ¢ = 1.1 encontramos las raices de
la ecuacion caracteristica correspondiente a la ecuacion diferencial dada en
(2.20), las cuales nos sirvieron para encontrar una serie de incognitas depen-
dientes de b, formando el sistema dado en (2.21) para cada b, obteniendo
asi cuatro incognitas también para cada b. En el Cuadro 2.2 se muestran los
valores de x(u,b) para diferentes niveles de u y b.

En la Figura 2.3 se presenta una grafica de x(u, b), en un intento por explicar
como cambia tal probabilidad al incrementar b para diferentes valores de la
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u/b 1 2 3 1 5

0 [ 105802 0.3694 | 0.2805 | 0.2335 | 0.2049
1 1 [0.7600 | 0.5828 | 0.4854 | 0.4258
2 1| 08472 0.7096 | 0.6228
3 1 | 08939 | 0.7875
4 1 |0.9224
5 1

Cuadro 2.2. Valores de x(u,b) para el caso n = 2.

reserva inicial u = 0, 1,2, 3,4, 5. Podemos observar como al fijar un valor b, la
probabilidad de alcanzar tal barrera crece como el valor de la reserva inicial
u crece, lo que intuitivamente es muy claro ya que si tenemos mas recursos
para el pago de los siniestros sera menos probable ser incapaz de pagarlos y
por lo tanto menos probable el estado de ruina. Ahora, si fijamos el valor de
la reserva inicial © vemos que la probabilidad de alcanzar la barrera b se hace
mas pequena conforme el nivel de dicha barrera aumenta y cuando b es grande
tiende a su valor limite para cada u lo que también resulta intuitivamente
claro ya que al elevar cada vez la barrera estamos alargando el proceso al
ser mas dificil llegar a dicha barrera por lo tanto se vuelve menos probable
alcanzarla.

x(u,b)
1
0.6 o
u=3
04 u=2
u=1
0.2
u=0
1 1 1 1
10 20 30 40

Figura 2.3: x(u,b) para w=1,2,3,4,5
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En el Cuadro 2.3 se muestran los valores limite para la probabilidad x(u, b)
con diferentes niveles de capital inicial.

u 0 1 2 3 4 5
bh’m x(u,b) | 0.1268 | 0.2636 | 0.3855 | 0.4876 | 0.5727 | 0.6438
—00

Cuadro 2.3. Valores limite para la probabilidad x(u,b).

La grafica anterior también nos da la idea de que dicha probabilidad llega a
un valor limite sin importar que tanto elevemos la barrera

blim x(u,b) = 0(u), (2.22)

aunque esto no resulta muy ttil en la practica ya que para alcanzar tales
niveles de seguridad seria necesario tener reservas demasiado altas lo que en
la mayoria de los casos no es posible. En otras palabras, al hacer b tender
a infinito estamos incluyendo solo las trayectorias de los procesos de reser-
vas que no conducen a la ruina, es decir, las probabilidades de sobrevivencia
correspondientes a cada reserva inicial en el modelo sin barrera (este razon-
amiento se puede encontrar en la seccion de discusion escrita por De Vylder
y Goovaerts en Dickson [3]).

2.4.2. La probabilidad y(u,b) para montos individuales
exp(1) y tiempos interarribo Erlang(2,2)

Ahora estudiaremos el caso n = 1. Analogamente a lo hecho en la seccion
anterior obtenemos de (2.14) la correspondiente ecuacion diferencial ordinaria

X" (u,b) + (v¢* = 2B¢) X" (u, b) + (B* = 2B7¢) X'(u,b) = 0,
con soluciéon dada por

2
X(U,7 b) = oo+ Z aieTiua
i=1

donde r y ro son las raices de

r 4+ (702 — 260) r+ (52 — 2676) =0.
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Para obtener {a;}% , hacemos n = 1 en (2.19) y obtenemos

2
E e =1
i=0

2 o
— =0
2w

2
Z(ﬁ — cr) et =1

1=0

|~

Parav=1, § =2y c= 1.1, obtenemos los resultados del Cuadro 2.4 para
x(u,0).

u/b 1 2 3 4 5 | .. o
0 |1]0.6363|0.4318 | 0.3339 | 0.2779 | 0.2419 | ... | 0.1199
1 1 0.7838 | 0.6106 | 0.5083 | 0.4425 | ... | 0.2194
2 1 0.8518 | 0.7125 | 0.6204 | ... | 0.3076
3 1 0.8906 | 0.7781 | ... | 0.3858
4 1 0.9155 | ... | 0.4552
5 1 ... | 0.5168

Cuadro 2.4. Valores de x(u,b) para el cason = 1.

Podemos observar que en este caso x(u, b) tiene el mismo comportamiento a la
probabilidad obtenida en la seccién anterior donde se supuso una distribuciéon
Erlang(2, 7).

2.5. Analisis de sensibilidad

En esta seccidon trataremos de observar como y en qué medida se afecta la
probabilidad x(u,b) al variar los parametros de la distribucién del monto de
las reclamaciones. Claramente es més dificil comparar resultados basados en
distribuciones que dependan de dos parametros, por lo tanto, en un intento
por lograr una variacién similar y mas controlada entre las distribuciones
usadas para calcular la probabilidad haremos el siguiente ajuste. Llamare-
mos a la densidad Erlang(n) al resultado de hacer n = v en una densidad
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Erlang(n,~) y entonces, haciendo n = 1, 2, 3, 4 y 5 obtendremos valores
especificos para la probabilidad x(u,b) y graficas para distintos niveles de
capital inicial.

En la Figura 2.4 proveemos las graficas de la funciéon de densidad de proba-
bilidad Erlang(n) con media 1 y varianza %, también paran =1, 2, 3,4y 5.
Notese que con el ajuste hecho anteriormente logramos que la distribuciéon
resultante tenga media n/v igual a 1. Ademas, es claro que al incrementar
n estamos reduciendo la varianza y la asimetria de la funcién de densidad
de probabilidad y concentrandola cada vez mas alrededor de su media 1, ver
seccion A.1 del Apéndice A.

f(x)

1 — n=>5

Figura 2.4: Funcion de densidad de probabilidad Erlang(n), suponiendo
n=1,2,3,4,5

Dada la distribucion de los montos individuales de reclamacion, las dos can-
tidades que controlan por completo el efecto de dicha distribucion en x(u, b)
son: el nivel de la reserva inicial u y el nivel de la barrera b.

Ya hemos visto el comportamiento de x(u,b) paran =1y n = 2 en donde
dicha probabilidad toma el valor 1 cuando v = b y cuando se fija u la prob-
abilidad decrece a su valor limite cuando b crece.
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Con la ayuda del programa Scilab hemos obtenido valores numéricos para
la probabilidad x(u,b). Obtuvimos también ecuaciones integro-diferenciales
de quinto, sexto y séptimo grado con sus respectivos sistemas de ecuaciones
para encontrar los coeficientes de las combinaciones lineales que nos darian las
probabilidades x(u, b), segun lo visto en la seccion 2.4. Cabe mencionar que
las ecuaciones integro-diferenciales obtenidas en base a la ecuaciéon diferencial
(2.14) de dicha seccién, no siempre tienen soluciones reales por lo tanto los
sistemas creados a partir de esas soluciones a menudo resultarén sistemas con
coeficientes complejos y con soluciones dadas por ntimeros igualmente com-
plejos. En los casos manejados en este trabajo resulta que la parte imaginaria
de las soluciones del sistema planteado en (2.19) es muy pequefia, por tanto
despreciable, es decir, tomaremos solo la parte real de las soluciones para
construir la combinacion lineal que nos da la probabilidad x(u,b). Los re-
sultados obtenidos con el software Scilab nos proporcionan las herramientas
necesarias para construir graficas que nos ayudaran a observar el compor-
tamiento de nuestra probabilidad en estudio. En dichas graficas se muestran
trayectorias de x(u,b) como funcién de b para niveles iniciales de la reserva
u=0,u=1ywu = 2, respectivamente. Una vez fijo u, podemos utilizar
los programas de Scilab para obtener los puntos que forman cada gréfica,
en ellas se muestra la dependencia de x(u,b) sobre el parametro n al mover
b. Cabe resaltar que los valores escogidos son tinicamente ilustrativos y no
tienen ningun significado especifico.
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x(u,b)

n=>5

n=1

) 10 15 20 25

Figura 2.5: x(u,b) para u=0 suponiendo n=1,2,8,4,5

La Figura 2.5 muestra diferentes graficas para la probabilidad de alcanzar
una barrera b antes del tiempo de ruina para un capital inicial 0 y densidades
Erlang(n). Aunque en la grafica no se alcanza a observar, para valores de
b menores a 5 la probabilidad crece muy rapido hasta llegar a 0.6362659,
0.5802424 0.5538496 0.5380908 0.5274866 para b = 1, es decir, crece cuando
n decrece. Por otro lado para valores grandes de b la probabilidad se invierte
alcanzando aproximadamente para b mayor a 30 valores limite 0.1331, 0.1319,
0.13, 0.1268 y 0.1199 para n decreciendo de 5 a 1.
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x(u,b)

Figura 2.6: x(u,b) para u=1 suponiendo n=1,2,3,4,5

La Figura 2.6 igualmente muestra diferentes graficas para la probabilidad de
alcanzar una barrera b antes del tiempo de ruina para un capital inicial 1 y
densidades Erlang(n). En este caso la escala no nos deja apreciar por comple-
to la ubicacion de las graficas una con respecto de la otra, pero si analizamos
las cantidades obtenidas vemos que el comportamiento se sigue mantenien-
do aunque la separacién entre las gréaficas para b pequena sea menor que
en la grafica anterior. Por el contrario para b grande las graficas se separan
cada vez mas aunque cada vez mas despacio igualmente manteniendo el com-
portamiento mostrado en la grafica anterior tendiendo a sus valores limite
mostrados en el Cuadro 2.5.




Capitulo 2. La probabilidad de alcanzar una barrera superior 41

x(u,b)

10 20

Figura 2.7: x(u,b) para u=2 suponiendo n=1,2,3,4,5

En conclusion, podemos observar que al aumentar el capital inicial las prob-
abilidades se acercan mucho para b pequena, decreciendo cuando n crece y
son cada vez mas lejanas para b grande, creciendo cuando n crece. En otras
palabras, podemos observar que para valores de w cercanos a cero y b pe-
quena, x(u,b) decrece como n crece y que este comportamiento se invierte
cuando b crece.

En la Figura 2.4 podemos encontrar una explicacién al comportamiento de-
scrito anteriormente. Podemos ver que para n pequena la probabilidad de
ocurrencia de reclamaciones muy pequenas y muy grandes es mayor que su
correspondiente para n grande, es decir, la probabilidad de valores extremos
decrece con n. Como consecuencia, para valores de u cercanos a cero y b pe-
quena (valores extremos), la probabilidad de alcanzar b antes de la ruina es
mayor para n pequenha. Mientras que para b grande, reclamaciones grandes
toman preponderancia en alcanzar el estado de ruina y son mas probables
para n pequena, entonces x(u,b) es mas pequena para n pequena.

En el Cuadro 2.5, se presentan valores para probabilidades de sobrevivencia
para todos los casos n =1, 2, 3, 4 y 5 (recordemos la expresion (2.22)) ya es-
tudiados en este trabajo ademas de los casos u = 3, u =4 y u = 5. Note que
los valores presentados en esta tabla son equivalentes a los que se obtendrian
en un modelo sin barrera. En la tabla podemos observar que, x(u,b) en el
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limite crece con el incremento de n, lo cual confirma lo antes mencionado.

(u) | m=1|n=2|n=3 | n=4| n=>
0(0) | 0.1199 | 0.1268 | 0.1300 | 0.1319 | 0.1332
0(1) | 0.2194 | 0.2636 | 0.2882 | 0.3041 | 0.3153
0(2) | 0.3076 | 0.3855 | 0.4282 | 0.4552 | 0.4738
0(3) | 0.3858 | 0.4876 | 0.5409 | 0.5736 | 0.5956
0(4) | 0.4552 | 0.5727 | 0.6314 | 0.6663 | 0.6892
0(5) | 0.5168 | 0.6438 | 0.7041 | 0.7388 | 0.7612

Cuadro 2.5. Valores de §(u) para los casos n =1,2,3,4,5.

Haciendo algunas modificaciones podemos utilizar los programas desarrolla-
dos para Scilab, para observar que cuando u crece, la inversion del proceso
con el incremento de b desaparece rapidamente. De hecho las gréficas se in-
tersectan muy cerca de la abscisa inicial b. Este hecho puede ser tomado
en cuenta para decir que para reservas iniciales de magnitud substancial, la
probabilidad mas grande de reclamaciones pequenas para n pequena pierde
relevancia.




Conclusiones

En esta tesis hemos seguido el trabajo de Claramunt, Marmol y Lacayo (2005)
sobre el problema de encontrar la probabilidad de alcanzar una barrera su-
perior en un modelo de riesgo con montos y tiempos de interarribo Erlang.
Como hemos podido observar, en general no resulta sencillo desarrollar méto-
dos para encontrar probabilidades referentes a modelos de riesgo, en particu-
lar cada paso realizado en el procedimiento mostrado en el presente trabajo
depende muy especificamente de las distribuciones utilizadas para modelar
los tiempos de interarribo y los montos individuales de reclamacion, asi, a lo
largo de este desarrollo resulta dificil poder distinguir expresiones que permi-
tan una generalizacion tutil para otros modelos, da la impresion de que para
cada cambio en los supuestos utilizados habra que obtener una nueva forma
para encontrar dichas probabilidades.

A manera de resumen sobre lo desarrollado en el presente trabajo, tenemos
lo siguiente:

En el Capitulo 2 se presentaron los modelos de riesgo con barrera superior,
se trato de explicar como surgio la idea de este tipo de modelos y en qué sen-
tido son tutiles. Se construyd una expresion para obtener la probabilidad de
alcanzar una barrera superior en un modelo de riesgo con tiempos interarribo
distribuidos Erlang(2, 5) y montos de reclamacion distribuidos Erlang(n, ).
A grandes rasgos se hizo lo siguiente:
1. Se probé la ecuacién recursiva
to u+ct [e%s}
x(u,b) = / k(t)/ X(u+ct —x,b)f(x)dxdt +/ k(t)dt (2.23)
0 0

to

para la probabilidad x(u, b) de que el proceso de riesgo alcance el nivel

43
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b antes del tiempo de ruina partiendo de un capital inicial u, dada en
términos de las densidades tanto de los montos de reclamaciéon como
del ntiimero de siniestros. Introducimos ahora el supuesto de una dis-
tribucion Erlang(2, 3) para los tiempos interarribo y se construyo la
siguiente ecuacion integro-diferencial,

X" (u, b) — 2Bex (u, b) + Bx(u, b) = 3° /Ou X(u—z,0) f(x)dx. (2.24)

. Partiendo de la ecuaciéon anterior se incorporé el supuesto de una dis-

tribucion Erlang(n, ) para los montos de reclamacion y se realizaron
manipulaciones algebraicas para obtener la siguiente ecuacion homogénea,

n—1

12X + a1 X" + ™ = anxV =0, (2.25)
j=1
con los coeficientes {a; ?:12 completamente determinados por los paramet-
ros de las distribuciones de los montos de reclamacion y los tiempos
interarribo.

. Se resolvid la ecuacion caracteristica asociada. Con las raices obtenidas

se construyo y resolvio el siguiente sistema de ecuaciones,

n+1

Q;
— =0 =1,.. 2.26
Saiee st 0m

que como podemos observar es dependiente de b. Cabe mencionar que
al resolver el sistema anterior, las soluciones {a; }74) ademas de ser de-
pendientes de b, resultaron con la particularidad de ser niimeros imag-
inarios, en este caso particular resulté que esa parte era muy pequena
y por lo tanto despreciable aunque es algo que debera considerarse en
cada caso trabajado.
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4. Al encontrar una solucién a la ecuacion homogénea (2.25) podemos
expresar la probabilidad x(u,b) de la siguiente manera

n+1

x(u,b) = Z ae", (2.27)
i=0

la cual es una expresion completamente determinada dependiente tini-
camente de b.

5. Por tltimo se realiz6 un anélisis numérico mediante un ajuste que nos
permiti6 hacer los resultados comparables ademés de hacer mucho méas
manejable la distribucion resultante. Se observo el comportamiento a
largo plazo de la probabilidad de ruina para este tipo de modelos, con
base en las gréaficas obtenidas y en la observacion del comportamiento
de la distribucion utilizada se pudo comprender y distinguir un com-
portamiento consistente de la probabilidad y(u,b).
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Apéndice A

Algunos conceptos utilizados

A.1. Distribucion de probabilidad Erlang

“iHey, es simple aritmética! Recibimos 3200 llamadas en un dia. Eso es 400
llamadas en 1 hora. Una llamada cada 3 minutos, asi que cada persona puede
atender 20 llamadas en 1 hora. Por lo tanto necesitamos 20 lineas y 20 per-
sonas para contestar los teléfonos”.

Figura A.1. Agner Krarup Erlang 1878-1929
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Anteriormente éste era el razonamiento que se seguia para determinar cuantos
circuitos eran necesarios para proveer un servicio telefénico, no solo es simple
y claro, es absolutamente equivocado. Este problema tiene dos soluciones
extremas:

= Proporcionar las 3200 lineas telefénicas necesarias para cubrir la de-
manda completa (3200 llamadas) asi como las personas para contes-
tarlas, lo cual aunque nos asegurara que todas las llamadas seran con-
testadas, ya que no existird tiempo de espera y no se perderd ningun
cliente potencial, resulta no solo costoso sino poco viable y funcional.

= Proporcionar solo una linea telefénica y una persona que conteste todas
las llamadas, lo cual resulta en un pésimo servicio ya que el tiempo de
espera para que un cliente sea atendido sera muy grande aunque con
la ventaja de costos de operacion practicamente inexistentes.

Esto fue lo que llevo al matemético, estadistico e ingeniero danés Agner
Krarup Erlang a desarrollar la teoria hoy conocida como Ingenieria de Trd-
fico, como parte de su trabajo para la Copenhaguen Telephone Company
(CTC). A Erlang se le presento el problema clésico de la determinacion de
cuantos circuitos eran necesarios para proveer un servicio aceptable, en el
caso particular de la compania telefénica él entendié que ese razonamiento
era equivocado por la sencilla razon de que las llamadas no ingresan uni-
formemente a lo largo del tiempo sino que siguen un cierto comportamiento,
en sus propias palabras, se acumulan, a diferentes horas y por diferentes cir-
cunstancias.

Algunas de sus publicaciones fueron: "Teoria de las probabilidades y las con-
versaciones telefonicas", 1909. y "Soluciéon de algunos problemas en teoria de
probabilidades de importancia en centrales telefénicas automaticas", 1917.
Del trabajo de Erlang se desprende la distribucion base de esta tesis, la dis-
tribucion Erlang que detallaremos a continuacion.

La distribucion Erlang es una distribuciéon continua, positiva y esta comple-
tamente determinada por los parametros k (de forma) y A (en algunos textos
llamado de escala). El parametro k debe ser un entero no negativo y la escala
o tasa A un nimero no negativo. Su funcién de densidad esta dada por

)\kxk—le—)\x
2T >0,

flaik,A) = T >
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y su funcién de distribucion
F(z;k,A\)=1-Y e (0\x)"/n!

Se puede demostrar que

EX] :§
Var[X] :%

Podemos obtener algunas otras distribuciones conocidas partiendo de la dis-
tribucion Erlang:

1. La distribucién exponencial se obtiene cuando el pardmetro de forma
k es uno.

2. La distribucion ji-cuadrada se obtiene cuando el inverso del pardmetro
tasa es igual a dos, entonces toma la forma de una distribucion ji-
cuadrada con 2k grados de libertad, asi, podemos considerarla como
una generalizacion de dicha distribucion.

La distribuciéon Erlang es un caso particular de la distribuciéon gama, ya que
la distribucién gama tiene la misma densidad de probabilidad solo que no
esta restringida a que el parametro de forma k sea un entero.

A.2. Ecuaciones homogéneas
con coeficientes constantes

De acuerdo con la teoria general de ecuaciones diferenciales presentada, por
ejemplo, en Edwards, C.H. [6] y Verdiguier, C. [12], la forma general de una
ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficientes constantes de grado n
es

anty™ + a1y + Lt agy” 4+ ary +a, =0 (A.1)
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en donde los coeficientes ag, ay, as, ..., a, son constantes reales con a, # 0.
Una solucion general de este tipo de ecuaciones es una combinacion lineal de
n soluciones particulares linealmente independientes, las cuales pueden ser
encontradas mediante la ecuacion caracteristica.

La ecuacion caracteristica. La ecuacién caracteristica asociada a una
ecuacion diferencial de la forma (A.1) es la siguiente

A" + 1™ 4 4 agr + ag = 0.

Primero buscamos una solucion sencilla a la ecuacion (A.1), y empezamos
con la observacion

dk

dx®
asi que cualquier derivada de " es un multiplo constante de e". Por lo tanto
sustituyendo y = €’® en la ecuacion (A.1), cada término seria un multiplo
constante de €™ con los coeficientes constantes dependiendo de r y de los
coeficientes a;. Esto sugiere que tratemos de determinar r de modo que todos
estos multiplos de €' tengan suma cero, en cuyo caso y = €' serd una
solucion de la ecuacion (A.1), a saber,

(erx) — 7,]4361“:07

L(e™) = €™ (anr™ + Gp_1r™ " + ... + a1 + ap)
=e""Z(r),

para toda r. Para aquellos valores de r para los que Z(r) = 0, se concluye
que L[e"™] =0y que y = €"* es una solucion de (A.1). Tenemos 3 casos para
obtener la solucién de dicha ecuacion:

Caso 1.- Si {r;}4 son todas diferentes y reales, la solucién esta dada por
y(x) = 1™ 4 coe™" + ..+ e’
Caso 2.- Si {r;}¥_, son k raices repetidas y las restantes son distintas
y(x) = " (cy + co + ... + R F €T L cpe™®.

Caso 3.- Si {r;}%_, son g pares de raices conjugadas complejas a + bi y las
restantes son raices reales distintas

y(x) = e (dy + dax + ... + dgxg’l) cos br+

+ (dy + dox + ... + dgwgfl) sen bx + cp 1€ + L+ ™
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con los coeficientes ¢; v d; completamente determinados por las condiciones
iniciales del problema.

A.3. Un teorema de diferenciabilidad

Proposicion 4 Sea g(x,y) diferenciable e integrable en x, y sea f dada por

f(x) = /Oxg(x,y)dy,

entonces la derivada de la funcion f esta dada por

T

f'(x) =9(17,$)+/ %g(x,wdy-

0

Demostracion:
x+h h d x d
() = lim Jo " 9lz+hy)dy — [ g(z,y)dy

 h—0 h
o S gla+ hoy)dy + [T gla + hyy)dy — [T g(x,y)dy
o h—0 h
. ST gla + hyy)dy + [ (g(x + h,y) — g(x,y))dy
) h

x+h T

h.y)d hy) — d
i Je 9@t by o (gt hiy) — g(ay))dy
h—0 h h—0 h

Por el teorema del valor medio e intercambiando el limite y la integral,

x

f(z) =g(z,x) + / lim g(z + h,y})b —9(,y) dy

0 h—0

Td
~gle.)+ [ oty
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A.4. Foérmula de Leibniz

Proposicion 5 Sean fy g dos funciones n veces diferenciables. Defina

Entonces la n-ésima derivada de p esta dada por

n

§) =3 (1) o)

k=0
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Codigos de programas

B.1. Cédigos en R

En las secciones 2.4.1 y 2.4.2 se proveen graficas y tablas con resultados ref-
erentes a la probabilidad de ruina, para poder realizar esto se utilizaron los
siguientes programas.

Montos individuales Erlang(2,2) y tiempos interarribo Erlang(2,2).

##### Condiciones iniciales #####
gama=2
beta=2
cl=1.1

##### Ecuacidn caracteristica #####
w=cl~2

x=2*gama*xcl~2-2xbetax*cl
y=beta~2-4*xgamaxbetaxcl+gama~2*c1~2
z=2xgamaxbeta”~2-2xgama~2*betaxcl

##### Solucidn por Newton #####

for(r in -3:3){

for(i in 1:20){

r=r- ((W¥r~4+x*1r"3+y*r"2+2%r) / (d*Wrr " 3+3*X*r " 2+2%y*r+2) )
print(r)

}

53
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print("raiz")

3

##### Raices de la ecuacidn caracteristica #####
r_0=-2.78924

r_1=-0.1818

r_2=2.6074

r_3=0

##### Sistema de ecuaciones #H##H##
e=1/(r_O+gama)
f=1/(r_1+gama)
g=1/(r_2+gama)
h=1/(r_3+gama)
e2=e"2

f2=£f"2

g2=g~2

h2=h"2
i=beta-(cl*r_0)
j=beta-(cl*r_1)
k=beta-(cl*r_2)
l=beta-(cl*r_3)

##### Solucidn sistema #####
alpha<-matrix(1:52,ncol=13,byrow=TRUE,
dimnames=1list(c("alphaO","alphal","alpha2","alpha3"),
c("b=0", "b=1", "b=2", "b=3", "b=4", "b=5", "b=6",
"b=7", "b=8", "b=9", "b=10", "b=11", "b=12")))
ml<-matrix(1:16,ncol=4,byrow=TRUE)
m2<-matrix(1:16,ncol=4,byrow=TRUE)
s<-matrix(1:4,ncol=1,byrow=TRUE)

for(bl in 0:12){

a=exp (r_0%*b1l)

b=exp(r_1%*bl)

c=exp(r_2%b1)

d=exp (r_3*b1)
ml<-matrix(c(a,b,c,d,e,f,g,h,e2,f2,g2,h2,i*a, j*b,kxc,1xd),
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ncol=4,byrow=TRUE)

m2<-matrix(c(1,0,0,beta) ,ncol=1,byrow=TRUE)
s<-solve(ml, m2, LAPACK = TRUE)

bl=bil+1

alphal,bl]l<-s

}

#it### Calculo chi(u,b) ##H###
chi<-matrix(1:78,ncol=13,byrow=TRUE,dimnames = list(c("u=0",
"u=1","u=2”,"u=3“,"u=4","u=5"),c("b=O", "b=1", "b=2", "b=3",
"b=4", "b=5",

"b=6", "b=7", "b=8", "b=9", "b=10", "b=11", "b=12")))

for(b in 0:12){

for(u in 0:5){
U<-matrix(c(exp(r_O*u),exp(r_1*u),exp(r_2*u),exp(r_3*u)),
ncol=4,byrow=TRUE)

chi[u+1,b+1]<-U)*%alphal,b+1]

}

}

for(i in 1:6){
for(j in 1:6){
if(chili,j1<0){
chili,j]=0

}

}

}

chi
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Montos individuales exp(y) y tiempos interarribo Erlang(2,2).

##### Condiciones iniciales #####
gama=1
beta=2
cl=1.1

##### Ecuacidn caracteristica #####
w=cl~2

x=gamaxcl~2-2xbeta*xcl
y=beta~2-2xbetaxgamaxcl

##### Solucidn por formula general #H####
r_0=0

r_1=(-x+sqrt ((x~2) - (4*xwxy)) )/ (2%w)
r_2=(-x-sqrt ((x~2) - (4*xwxy)) )/ (2%w)

##### Comprobacidn #####
wxr_073+x*xr_0"2+y*r_0
wxr_173+x*xr_172+y*r_1
wxr_273+x*r_272+y*r_2

##### Raices de la ecuacidn caracteristica ###i##
r_0=0

r_1=2.756299

r_2=-0.1199356

##### Sistema de ecuaciones #H#H##
e=1/(r_O+gama)
f=1/(r_1+gama)
g=1/(r_2+gama)
i=beta-(cl*r_0)
j=beta-(cl*r_1)
k=beta-(cl*r_2)

##### Solucidn sistema #H##H##
alpha<-matrix(1:36,ncol=12,byrow=TRUE,
dimnames=1list(c("alpha0","alphal","alpha2"),
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C ( |lb=0|| s llb:l n s ’|b=2l’ s |’b=3|| s |lb=4|| s ||b=5l| s
"h=" np=7" "p=8" "p=g" "b=10" "b=11 n) ) )
ml<-matrix(1:9,ncol=3,byrow=TRUE)
m2<-matrix(1:3,ncol=1,byrow=TRUE)
s<-matrix(1:3,ncol=1,byrow=TRUE)

for(bl in 0:11){

a=exp (r_0%*b1)

b=exp(r_1*bl)

c=exp(r_2+*bl)
mi<-matrix(c(a,b,c,e,f,g,i*a, j*b,k*c),ncol=3,byrow=TRUE)
m2<-matrix(c(1,0,beta) ,ncol=1,byrow=TRUE)
s<-solve(ml, m2, LAPACK = TRUE)

bl=bi1+1

alphal,bl]<-s

print (m1%*%alphal,bl])

}

#i#### Comprobacidén Sistema #####

for(bl in 0:11){

a=exp (r_0%*bl)

b=exp(r_1%bl)

c=exp(r_2%*bl)

ml<-matrix(c(a,b,c,e,f,g,i*a, j*b,k*c),ncol=3,byrow=TRUE)
print (m1%*%alphal,bl+1])

}

#Hu## chi(u,b) #i###
chi<-matrix(1:72,ncol=12,byrow=TRUE,

dimnames = list(c("u=0","u=1","u=2","u=3","u=4","u=5"),
C("b=0", "b=1", "b=2", "b=3", "b=4", "b=5", "b=6",
"b=7", "b=8", "b=9", "b=10", "b=11")))

for(b in 0:11)1

for(u in 0:5){
U<-matrix(c(exp(r_O*u),exp(r_1*u),exp(r_2*u)),
ncol=3,byrow=TRUE)
chi[u+1l,b+1]<-U)*%alphal,b+1]
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b
}

for(i in 1:6){
for(j in 1:6){
if (chili,jl1<0){
chili,j]=0

}

}

}

chi

B.2. Cédigos en Scilab

En la seccion 2.5, se presentan tablas con valores especificos de la probabilidad
X(u,b) para los casos n = v = 5,4,3,2,1 (los ultimos dos ya obtenidos
anteriormente), en esta ocasién nos apoyamos en el software matemético
Scilab para obtener las soluciones de las ecuaciones, las soluciones del sistema
y por tltimo los valores para x(u, b). Se anexa el codigo necesario para el caso
u = 0, para obtener los demas resultados es necesario solo cambiar el capital
inicial y correr de nuevo el programa.

/// Condiciones iniciales ///

/// Variando u=0,1,2 ///

u=0;

/1111711171717 n=5 /////////////

p7=[1.21 25.85 196.5 512.5 -718.75 -4968.75 -1250 0];

roots(p7);
r_7=ans;
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gama=5;

alphas=zeros(7,40);
chi=zeros(1,40);
R=zeros(7,7);
U=zeros(7,1);
d=[1;0;0;0;0;0;B];

for(j=1:40)
b=j;
for i=1:7,R(1,i)=%e~(r_7(i)*Db) ;end

for
for
for i
for

:7,R(2,1)=(r_7(i)+gama) ~-1;end
:7,R(3,1)=(r_7(i)+gama)~-2;end
:7,R(4,1)=(r_7(i)+gama)~-3;end
:7,R(5,1)=(r_7(i)+gama) ~-4;end

for :7,R(6,1)=(r_7(i)+gama) ~-5;end

for :7,R(7,1)=(B-cxr_7(1) ) *%e~ (r_7(i)*b) ;end
alphas(:,j)=inv(R)*d;

for 1=1:7,U(i,1)=Ye~(r_7(i)*u) ;end
chi(1,j)=alphas(:,j)’*U;

;end

ptosnb=zeros(40,2);

for p=1:40,ptosn5(p,1)=p;ptosn5(p,2)=real(chi(1l,p));end
ptosnb

|—'|—'r—'|—;|—'|—‘|—'
|
e N =

/11117117171/ n=4& /////////////

p6=[1.21 14.96 49.76 -48.64 -432.64 -102.4 0];
roots(p6) ;
r_6=ans;

gama=4;

alphas=zeros(6,40);
chi=zeros(1,40);
R=zeros(6,6) ;
U=zeros(6,1);
d=[1;0;0;0;0;B];
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for(j=1:40)

b=j;

for i=1:6,R(1,i)=Y%e~(r_6(i)*Db) ;end

for i=1:6,R(2,1i)=(r_6(i)+gama)~-1;end

for i=1:6,R(3,1i)=(r_6(i)+gama)~-2;end

for i=1:6,R(4,i)=(r_6(i)+gama)~-3;end

for i=1:6,R(5,1)=(r_6(i)+gama)~-4;end

for i=1:6,R(6,1)=(B-c*r_6(i))*%e~(r_6(i)*b) ;end

alphas(:,j)=inv(R)*d;

for i=1:6,U(i,1)=Y%e~(r_6(i)*u);end
chi(1,j)=alphas(:,j)’*U;

;end

ptosnéd=zeros(40,2);

for p=1:40,ptosn4(p,1)=p;ptosnd(p,2)=real(chi(1l,p));end
ptosn4

/11711717777/ n=3 [////1/1/////

p5=[1.21 6.49 -2.93 -50.13 -10.8 0];
roots(p5);
r_b=ans;

gama=3;

alphas=zeros(5,40);
chi=zeros(1,40);
R=zeros(5,5);
U=zeros(5,1);
d=[1;0;0;0;B];

for(j=1:40)

b=7j;

for i=1:5,R(1,i)=V%e~(r_5(i)*Db) ;end

for i=1:5,R(2,1i)=(r_5(i)+gama)~-1;end

for i=1:5,R(3,1i)=(r_5(i)+gama)~-2;end

for i=1:5,R(4,1i)=(r_5(i)+gama)~-3;end

for i=1:5,R(5,1i)=(B-c*r_5(i))*%e~(r_5(i)*b) ;end




Apéndice B. Codigos de programas

alphas(:,j)=inv(R)*d;

for 1=1:5,U(i,1)=}e"(r_5(i)*u) ;end
chi(1,j)=alphas(:,j)’*U;

;end

ptosn3=zeros(40,2) ;

for p=1:40,ptosn3(p,1)=p;ptosn3(p,2)=real(chi(l,p));end
ptosn3

/11177/117711/ n=2 /////////////

p4=[1.21 0.44 -8.76 -1.6 0];
roots(pd);
r_4=ans;

gama=2;

alphas=zeros(4,40);
chi=zeros(1,40);
R=zeros(4,4);
U=zeros(4,1);

d=[1;0;0;B];

for(j=1:40)

b=j;

for i=1:4,R(1,1i)=Ye~(r_4(i)*b);end

for i=1:4,R(2,i)=(r_4(i)+gama)~-1;end

for i=1:4,R(3,i)=(r_4(i)+gama)~-2;end

for i=1:4,R(4,1)=(B-c*r_4(i))x*%e~(r_4(i)*Db) ;end

alphas(:,j)=inv(R)*d;

for i=1:4,U(i,1)=Y%e " (r_4(i)*u) ;end
chi(1,j)=alphas(:,j)’*U;

;end

ptosn2=zeros(40,2);

for p=1:40,ptosn2(p,1)=p;ptosn2(p,2)=real(chi(1,p));end
ptosn2
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/111171177777 n=1 ////11///////

p3=[1.21 -3.19 -0.4 0];
roots(p3);
r_3=ans;

gama=1;

alphas=zeros(3,40) ;
chi=zeros(1,40);
R=zeros(3,3);
U=zeros(3,1);

d=[1;0;B];
for(j=1:40)
b=j;

for i=1:3,R(1,i)=Ye~(r_3(i)*b) ;end
for i=1:3,R(2,i)=(r_3(i)+gama)~-1;end

for i=1:3,R(3,1i)=(B-c*r_3(i))*%e~(r_3(i)*b) ;end

alphas(:,j)=inv(R)*d;

for i=1:3,U(i,1)=Ye " (r_3(i)*u) ;end

chi(1,j)=alphas(:,j)’*U;
;end
ptosnl=zeros(40,2);

for p=1:40,ptosnl(p,1)=p;ptosnl(p,2)=real(chi(1l,p));end

ptosnil
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