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"No se lo que pareceré a los ojos del mundo, pero a los mios es como si hubiese sido
un muchacho que juega en la orilla del mar y se divierte de tanto en tanto encontrando
un guijarro més pulido o una concha m&s hermosa, mientras el inmenso océano de la
verdad se extendia, inexplorado frente a mi".

Isaac Newton
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Prefacio

Uno de los principales objetos de estudio en anélisis funcional son los espacios vecto-
riales topdlogicos. Usualmente estos se consideran sobre el campo de los niimeros reales
o complejos. Sin embargo, el andlisis funcional también estudia espacios vectoriales
especificos con estructuras algebraicas adicionales. En esta tesis los espacios vectoria-
les topoldgicos con los que se trabaja son llamados dlgebras topolégicas. Un dlgebra
topoldgica es un dlgebra que es un espacio vectorial topolégico con la multiplicacién
(+:Ax A — A)dando a A x A la topologia producto, continua. Se dice que un &l-
gebra A tiene identidad si existe un elemento e € A tal que ex = xe = x para cada
r € A

Si un élgebra tiene identidad, se puede discutir la nocién algebraica de inversién.
Sin embargo, también es posible considerar dlgebras sin identidad, en ese caso, se puede
dar un algebra con identidad que contenga como subdlgebra a tal algebra. A esa dlgebra
se le llama, la unizacién del dlgebra. De hecho, en el caso en que el dlgebra topoldgica no
tenga identidad, se puede dar el concepto de casi inversion (Vedse el libro [11], capitulo
1, seccién 1.1).

En esta tesis se consideran dlgebras topolégicas con identidad y se denota por G (A)
al conjunto de elementos invertibles de un dlgebra A. Si G (A) es abierto, se dice que
A es (Q—algebra.

En el capitulo 1, se define el concepto de elemento topoldgicamente invertible, el cual
fue introducido por Thatte y Bhatt [14] en dlgebras metrizables localmente convexas.
Ellos mostraron que en las (Q—4&lgebras y dlgebras m—convexas completas, todo ele-
mento topoldgicamente invertible es invertible. Mds tarde, Akkar, Beddaa y Oudadess
[3] caracterizaron las dlgebras localmente convexas metrizables con identidad, en las
cuales todo elemento topolégicamente invertible es invertible. Ellos también definieron
una red advertiblemente convergente (ver definicién 1.11 ).

1X



X 0. PREFACIO

También en ese capitulo se define el concepto de divisor topolégico de cero y de red
acotada. Se discuten las relaciones entre divisores topoldgicos de cero y los conceptos
de elementos invertibles y topolégicamente invertibles en un dlgebra topolégica. Estas
relaciones ayudan a ver que condiciones le debo pedir a un elemento topolégicamente
invertible para que sea invertible, esto se estudia en el contexto de dlgebras topdlogicas
completas. Se generaliza uno de los teoremas que aparece en [5]. Ademds se obtiene
una relacién entre ideales principales densos y divisores topolégicos de cero.

Las dlgebras m—convexas completas comparten propiedades fundamentales con las
algebras de Banach (élgebras normadas completas). Sin embargo, hay propiedades que
no se pueden generalizar en este tipo de dlgebras. Para muchas de las propiedades que
se han podido generalizar es esencial la completez del dlgebra, aunque algunas de ellas
se siguen cumpliendo si se le pide al dlgebra m—convexa ser advertiblemente completa
(condicién mas débil que la completez).

Las dlgebras topdlogicas advertiblemente completas fueron introducidas por S. Warner
[15]. El considero esta idea en el contexto de las dlgebras m—convexas y se dié cuenta
que las dlgebras m—convexas advertiblemente completas tienen propiedades fundamen-
tales de las dlgebras de Banach.

En el capitulo 1, se dan algunos resultados relacionados con algebras advertiblemente
completas y en el capitulo 3 se generaliza un teorema de Zelazko a dlgebras m—convexas,
advertiblemente completas con identidad (vedse el teorema 3.19).

En el capitulo 2, se definen espectros de elementos de un dlgebra topoldgica. Se dan
algunas propiedades de éstos y se ve qué relaciéon hay entre ellos y cudndo coinciden.

Sea A un algebra m—convexa conmutativa. Se denotara por 2t (A) al espacio de
todos los funcionales lineales multiplicativos continuos y no nulos de A, con la topologia
débil estrella ( en el capitulo 2 se prueba que M (A) # (). Se denota por IM# (A) al
espacio de funcionales lineales multiplicativos no cero de A, también con la topologia
débil estrella. Obsérvese que M* (A) depende unicamente de la estructura algebraica
de A y no cambia si se modifica la topologia de A. Sin embargo, M (A) depende de la
topologia de A.

Si x € A, entonces su transformada de Gelfand esta dada por:

r (f)=f(x), [femMm(A).
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La transformada de Gelfand es continua sobre 9t (A). La misma relacién también
define una funcién continua en 9M# (A). Esta es una extensién de la transformada de
Gelfand y también se denotars por z°, (vedse el capitulo 2, teorema 2.14)

En las dlgebras m—convexas completas conmutativas se prueba que =~ (9 (A)) =
z” (9M# (A)) y este conjunto es igual al espectro algebraico o () de un elemento x € A4,
donde o (z) = {A € C: 2 — Xe no es invertible en A}.

En el capitulo 3, se define cudndo una eneada de elementos de un &dlgebra A es
regular y cudndo es topolégicamente regular (top. regular). Estos conceptos generalizan
el concepto de elemento invertible y topolégicamente invertible, respectivamente. Toda
eneada de elementos que es regular, también es top. regular.

A partir de esta definicién se pueden definir los espectros o (7) y 0 () de una eneada
T = (21,22, -, x,) en A". Claramente o, (Z) C o (7). En el capitulo mencionado se
dan condiciones sobre el dlgebra para que estos espectros coincidan.

En el capitulo 3, también se definen los espectros de eneadas de elementos ogy (T)
y og# (T), donde T = (z1, 29, -+, z,) € A" Se denotard por T (M (A)) a og (T)
y por T (M# (A)) a og# (T). Se hace ver que si A es un dlgebra m—convexa com-
pleta conmutativa, no necesariamente se tiene que o (z) =7 (M (A4)) =z (M* (4)).
Ademsés se dan condiciones necesarias para que se tenga o () =7 (9 (4)) o al menos
o(T)=7 (M*(4)).

Como se ha mencionado, varios tipos de espectros de eneadas de elementos de un
dlgebra topoldgica se introducen en el capitulo 3 y se estudian las relaciones entre ellos.
Para ello, se usan varios resultados entre los que estd el teorema de Arens.

En las notas de Zelazko [19] se usa el teorema de Arens (este se prueba para dlgebras
m—convexas de Fréchet) para probar la igualdad de espectros de eneadas de elementos
de un &lgebra ([19], teo. 12.25) y se hacen ver varias consecuencias interesantes de ese
resultado. Ademds Zelazko plantea de manera implicita en el que él llama el problema
12.26 de las notas mencionadas, la siguiente pregunta:

El teorema de Arens, ;se cumple en dlgebras m—convexas completas no metrizables?

En el capitulo 3, se responde esta pregunta. En dlgebras m—convexas no necesaria-
mente se cumple el mencionado teorema, se dan ejemplos de cudndo falla. Ademss més
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adelante en este mismo capitulo se da una condicién suficiente para que el teorema de
Arens no se cumpla.

En el capitulo 4, se estudia C} (X)) el algebra de funciones complejas continuas y
acotadas definidas sobre un espacio topolégico X, con la topologia estricta (. Esta
dlgebra es localmente convexa pero no necesariamente m—convexa.

Si X es Hausdorff completamente regular, Hugo Arizmendi y Angel Carrillo en el
articulo [4] dieron condiciones necesarias y suficientes para que Cj (X) sea m—convexa.

En el capitulo 3, la mayorfa de los resultados sobre las relaciones entre los espectros
de eneadas de elementos del dlgebra definidos ah{ se dan para algebras m—convexas. Es
por eso, que en el caso de Cj, (X) no se sabe que relaciones se tienen entre los espectros
mencionados. En el capitulo 4, se dardn las relaciones entre esos espectros. Ademads
se veran relaciones entre los espectros de eneadas de elementos en el dlgebra C' (X)) de
funciones complejas continuas definidas sobre un espacio topolégico X, con la topologia
estricta 3.



Capitulo 1

Elementos invertibles en algebras
topolégicas

En este capitulo, se estudiardn condiciones para que un elemento de un dlgebra topo-
l6gica sea invertible. En la seccién 1.2 se prueba el siguiente resultado:
Si A es un dlgebra m—convexa con e , son equivalentes:
i) A es advertiblemente completa.
i) x € A es invertible, si y sélo si 7, () es invertible en A,, para toda a.
Las pruebas que se conocen de este hecho, usan filtros. En este trabajo se dara
una prueba que usa redes.
En la seccién 1.3 se generalizan a &lgebras topoldgicas completas resultados que
tienen que ver con la invertibilidad de un elemento y que aparecen en el articulo [5]
para dlgebras localmente convexas completas.

1.1 Definiciones y Resultados Basicos

En todo el documento cuando se hable de un dlgebra su campo correspondiente F', serd
R 6 C y se denotard la unidad de un dlgebra por e.

Definicién 1.1 Un dlgebra topologica es un dlgebra que es un espacio vectorial
topoldgico con la multiplicacion (- : A x A — A) continua, dando a A x A la topologia
producto, si ese es el caso se dird que la multiplicacion es conjuntamente continua.
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Se dice que un dlgebra es semitopoldgica si es un dlgebra que es un espacio vectorial
topoldgico y la multiplicacion es separadamente continua, es decir, los operadores
x — xy para cada y fija en el dlgebra y y — xy para cada x fija en el dlgebra son
continuos.

Definicién 1.2 Un dlgebra topoldgica A se dice que es un dlgebra topolégica com-
pleta si como espacio vectorial topoldgico es completo.

Si A es un dlgebra topolégica que no es completa, entonces se puede encontrar un
algebra topolégica completa A tal que A es isomorfa a un subespacio denso de A A
esa dlgebra se le llama la completacion de A. (Vedse el libro [12], Pdg. 21)

Definicién 1.3 Un espacio vectorial normado (A, ||||) se dice que es un dlgebra nor-
mada si A es un dlgebra y ||xy|| < ||z ||y, (z,y € A).

Claramente un dlgebra normada es un dlgebra topoldgica.

Definicién 1.4 Si A es un dlgebra normada y completa, entonces se dice que A es un
dlgebra de Banach.

Observacion 1.5 En algunos libros se define un dlgebra de Banach como un dlgebra
topoldgica que vista como espacio vectorial topoldgico es un espacio de Banach. Con esta
definicion se puede probar que en toda dlgebra de Banach existe una norma equivalente
a la norma original de A, que satisface ||zy|| < ||z] ||y||, (z,y € A) .

Definicién 1.6 Un dlgebra localmente convexa A es un dlgebra topoldgica que es

un espacio localmente convero; en este caso su topologia es dada por una familia de

seminormas {||-||, : @ € A} que satisfacen que para toda oo € A existe 5 € A, tal que
lzylle < l=llgllvlls  para toda z,y € A

Para un dlgebra localmente convexa metrizable A, existe una sucesiéon de seminormas
o0 , .
(II-l.)>=; que definen su topologfa y satisfacen:

lzyll, < [zl a9l para toda z,y € A
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Definicién 1.7 Un dlgebra A multiplicativa convexa (m—convexa) es un dlgebra lo-
calmente convexa tal que su topologia esta definida por una familia de seminormas
{IIIl,, : v € A} tal que

laylle < Nzl Iyl paratodax,y € AyacA
Claramente toda dlgebra normada es m—convexa.

A continuacién se presenta una representacion de las dlgebras m—convexas. Para
esto se recordard el concepto de limite inverso de espacios vectoriales topolégicos.

Sea A un conjunto parcialmente ordenado bajo la relaciéon < que satisface que para
a,B € A existey € Atal quey = ayy = (. Sea X, con a € A, un sistema de espacios
vectoriales topoldgicos (se puede asumir que son espacios de Banach). Supéngase que
para todo «, 3 € A tal que o < 3 existe una funcién lineal 72 : X5 — X,,, y el sistema
de funciones Wgﬂg =7 si a < f < . El limite inverso de (X,), denotado por liinXa

es el subconjunto del producto cartesiano HXD” que consiste de (z,),c, tales que
aEA
7 (15) = 24, con a < 3.
Si X, son espacios de Banach, entonces lim X, es un espacio localmente convexo (si

|-|,, es la norma de X, entonces para r = (24),cp € liinXa se define ||z||, = |zal,,

este sistema de seminormas induce una topologia en limX,).
—

Teorema 1.8 Un dlgebra m—convexa completa, conmutativa, con unidad e, resulta
ser un limite inverso de dlgebras de Banach.

Demostracion: Sean A un conjunto parcialmente ordenado bajo la relacién < que
satisface que para o, € A, existe y € Atalquey = ay~v =0y (A,{H-Ha}aeA)
un dalgebra m—convexa completa conmutativa, con unidad e, tal que si a < [ en-
tonces [|-[[, < [|[|z , se considera ker(|-||,) = {z € A||z[, =0} el cual es un
ideal de A (si v € A,y € ker(||-[,),0 < [lzyll, < |zl llvll, = 0, de aqui que
vy € ker(|-]|,)) ademds ker(||-||,) es un cerrado (considérese z € ker(|-|,) de
ahi que existe (x)) C ker(]|-||,) tal que zy — =z en la topologia de A, entonces
|[x — | ; — O para cada 3, en particular se cumple [z) — [, — 0y como |z|, <
|lzx — ||, + ||lz,]|, entonces x € ker (||-]|,)) concluyéndose asi que A, ker (||-||,) es un
algebra normada (||z + ker (||-||,) inf |z +yl,)-

yeker (|-,

L R—
e
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Sea mo : A — A/ ker (||-[|,) tal que mq (2) = z + ker ([|-]l,), como 0 € ker ([-],)
entonces |7, (2)|, < |||l v como ||z||, < ||z + vy, para toda y € ker (||-||,) (ya que
[zl = llz+y —yllo < llz+ylly + l=vll, ) entonces [[z][, < [lma (2)]];, ; por lo tanto
17 (@), = [l

Se completa A ker (||-||,) obteniendo asi, un algebra de Banach la cual se deno-
tard por A,. Como 7, es sobre, m, (A) = A ker (||-||,), si a € AN\ (A ker(||-]|,)) .
entonces a es el limite de alguna sucesién de Cauchy en A, ker (||-]|,) por lo tanto:

To (A) es denso en A,
Se define 72 : A/ ker (HHﬁ) — A/ ker (||-]|,) con a < 3, como 7%} (a+ker <HH5)>
a+ker (||-]|,), la cual esta bien definida ya que si a+ker (H”6> = b+ker (||-||,) entonces

a—b € ker (”H,B) C ker (]|-||,) teniendo asf que a + ker (|-||,) = b+ ker (||||,) , ademads

como 7o () = 7o (¥) 7o (y) entonces ) (w5 () 75 (y)) = w0, (w5 (vy)) = 7a (vy) =
To (2) o (y) = 72 (75 (z)) 72 (75 (y)), por lo que 7Tﬁ es un homomorfismo y como
|zll, < [|z||; para toda x € A, implica que |75 (75 (2 H < [|ms ()| 5, entonces la b
es un homomorfismo continuo y por continuidad se puede extender a un homomorﬁsmo
continuo de Ag en A, el cual serd denotado por 75.

Se define 7 : A — limA, C HAa como 7 (a) = (74 (a)), donde a € A, (7, (a))

es un elemento de liinAZ- ya que 7 (75 (a)) = 78 (a + ker (H||ﬂ)> =a+ker (|, =
To (@) .

7 es inyectiva, ya que si 7 (z) = (74 (2)), = 0, entonces 7, (z) = 0 para toda «,
concluyéndose que x = 0.

liinAa es cerrado en H A, yaquesix € liin—Aa, existe (x,) C 1iinAa tal que z), = x,

7 (2]) < 7 (27), donde z] es la y— esima entrada de x) y 27 es la y—esima entrada
de z. Entonces z§ — 72 (27) y como ¥ ~ x% y el limite es udnico, se sigue que
7 (25) = 2, por lo que = € lilnAa.

A continuacién se demostrard la siguiente observacion:

7w (A) es denso en limA,

Sea (z,), € limA,, se considera una vecindad de (z,),, (za) + Va, (0) x - - -X

o)

Vi, (0) % H Aq, como existe 7 tal que |||, < ||-[|;, para cada a, y como 7, (A) es denso
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en Aq, entonces existe z € A tal que ||z, — 7, ()|}, <€ de aquf que |a, — 7a, (x)Ha
J

< M ||zy — 7, (z)||., < M¢e obteniendose asi lo que se

-

m, (@) =3, (my (@) I,

querfa probar. ’
Como ||, ()]}, = ||=]|,, entonces A y 7 (A) tienen topologfas equivalentes de aqui
que 7 (A) es completo y por lo tanto cerrado (Si z € Fr (7w (A)), entonces z € 7 (A) ).

Por lo tanto A = limA,. =

1.2 Elementos invertibles en algebras m—convexas

Definicién 1.9 Sea A un dlgebra con e. Se dice que x € A tiene inverso tzquierdo
(derecho) si existe y € A tal que yr = e (zy = e), x es tnvertible si tiene inverso
1zquierdo y derecho.

Si z € A es invertible con inverso izquierdo y e inverso derecho z, se puede probar
que y = z. Por lo tanto si x es invertible, entonces existe y € A tal que xy = yx = e,
a y se le llamara el inverso de z.

Si A es un &dlgebra con unidad e, se denota por G (A) al conjunto de elementos
invertibles del dlgebra A.

Teorema 1.10 Sean A un dlgebra m—convera completa, con unidad e y x € A,
entonces x € G (A), si y sélo si m, (z) es invertible en A,, para toda o € A.

Demostracion: ~ Como 7, (x) es invertible en A,, para toda a € A, se denota
por y, al inverso de 7, (r) y por e, a la unidad de A,. Se considera (ya),cp ¥
como eq = 7 (ys7s (2)) = 75 (ys) 74 (15 (x)) = 73 (Ys) Ta (x), entonces 77 (y5) = ya
concluyéndose que (Yo ),cp € 1iinAa = A, por lo tanto existe y € A tal que 7, (y) = Ya
para toda a € A.

Claramente y es el inverso de z, ya que  visto como elemento de limA, es (o (7)), -

Para la otra implicacién, se considera z € G'(A) y como 7, es un homomorfismo
(v € A), entonces 7, (z) es invertible en A,, para toda « € A. =

En la prueba del teorema anterior es esencial la completez del dlgebra. A conti-
nuacion se dara la definicién de dlgebra advertiblemente completa y se probard que
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dicho teorema se sigue cumpliendo si se omite la completez y se le pide al dlgebra ser
advertiblemente completa.

Definicién 1.11 Sean A un dlgebra topoldgica con e y (x)) una red en A. Si existe
r € A tal que xyxx — e y xx)\ — e, entonces se dira que (x)) es advertiblemente
convergente (advertible con respecto a x).

Si (xy) satisface la primera o la sequnda de las condiciones anteriores, se dice que
(zx) es advertible derecha o izquierda (con respecto a x ), respectivamente. Es claro que

si (x)) es convergente, entonces xy — x ',

Definicién 1.12 Un dlgebra A con e, se dice que es advertiblemente completa si
toda red de Cauchy advertiblemente convergente es convergente.

Observacion 1.13 De las definiciones de dlgebra completa y dlgebra advertiblemente
completa se tiene que si A es un dlgebra completa con e, entonces A es advertiblemente
completa.

Observacion 1.14 Si A es (Q—dlgebra, entonces A es advertiblemente completa. Esto

debido a que toda red advertiblemente convergente es convergente, ya que e € G (A) y
G (A) es abierto.

Teorema 1.15 Si A es un dlgebra m— convezxa con e , son equivalentes:
i) A es advertiblemente completa.
i) x € A es invertible, si y sdlo si m, (x) es invertible en A, para toda «.

Demostracion: i) implica i) ya que si (), es una red advertiblemente convergente
de Cauchy, entonces existe z € A tal que x (z)) N de ahi que 7, (z) 7, (7)) ~ €a

para cada a, ademds como A, es completa y (7, (x))), es de Cauchy (ya que (z,), es
de Cauchy y 7, es continua), se concluye que (7, (xy)), es convergente y por lo tanto
7o (z) es invertible, ahora usando la hipétesis se tiene que x es invertible y entonces
(xy), es convergente.

A continuacién se probara que i) implica ii), claramente se tiene que si z es un
elemento invertible de A, entonces 7, (z) es invertible en A,, para cada «a, sélo resta
probar que si 7, () es invertible en A, para toda «, entonces x es invertible. Sea
(7o (2)) " el inverso de m, (z), (claramente | (7a (x))_lH,a # 0) y se denota por e, al
elemento unidad de A,. Como Im 7, es denso en A, para toda «, se tiene que dado «
y n € N, existe z,, € A tal que |7, (%) 7o (Zan) — eaH/a <1

n'
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Se dira que (a,n) < (5, m), siy sélosi, « < fyn < m. Considérese la red (za,n)(a )
se probaré que esta es Cauchy, es decir, que dado o y € > 0, existe (g, ng) tal que para
toda (a1,n1), (a2, n2) = (g, ng), se tiene que [|Ta (2a1.n,) — Ta (Zasms) ||, < &

’

2||(ra(z) ™|
g

considérese ag = a 'y ng > «_ Se afirma que

!/

o @)Y,

||7T0¢ (20417711) - (7Toc (1‘>)71Ha < y

||7T04 (20627712) - (ﬂ—a (x))ilH; <

e (arnn) = (ma @), = [|(Ta ()7 Ta (2) Ta (zarm) = (ma (@) '],
= H(Wa (x))il)(ﬂa (7) ma (Zm,m)_ea)H;
< [ma @) 170 (@) Ta (z0r.m0) = €alll
= ||(ma @) | 2200 — el
< [[tma @)D, lzanms —ell, < LT @,

ny

Haciendo lo andlogo para |74 (2agm,) — (Ta (2)) H;, se tiene que
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1. ELEMENTOS INVERTIBLES EN ALGEBRAS TOPOLOGICAS

Ademds por como se tomo la red (z,,,) se tiene que (zz,,,) converge a e.
Como A es advertiblemente completa, (z,,) es Cauchy y (2z,,) converge a e,
entonces (z,,) €s convergente y converge al inverso de z. m

Observacion 1.16 El teorema 1.10 es corolario del teorema anterior.
Corolario 1.17 Si A es un dlgebra m— conveza con e, entonces i) implica ii):

i) A es advertiblemente completa.

it) x € A es invertible, si y sélo si m, (z) es invertible en A “ker ||-||,,, para toda
a.

Demostracion: i) implica i), claramente si © € A es invertible, entonces 7, (z) es
invertible en A ker ||-|| ,, para toda oy si m, (x) es invertible en A ker |-|| , , entonces
7o (z) es invertible en A, y por el teorema anterior se tiene que x es invertible. m

Corolario 1.18 St A es un dlgebra m—convexa advertiblemente completa con e, en-
tonces son equivalentes:

i) x € A es invertible, si y s6lo si m, (z) es invertible en A ker |||, para toda

it) x € A es invertible, si y sélo si 7, () es invertible en A,, para toda .
Demostracion: Por el teorema 1.15 se concluye que ¢) implica i) y por el corolario
anterior se tiene ii) implica 7). =

El siguiente teorema también da una condicién necesaria y suficiente para que un
elemento sea invertible en un algebra m—convexa, conmutativa con e y advertiblemente
completa.

M (A) denotard el conjunto de funcionales lineales multiplicativos y continuos de A
en C.

Teorema 1.19 Si A es un dlgebra m— convexra, conmutativa con e y advertiblemente
completa, entonces x es invertible si y sélo si f (z) # 0, para toda f € M (A).
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Demostracion:  Considérese x € A invertible y y € A el inverso de x. Como
1= f(e) = f (xy) = [ (yz) = f () f (x), entonces [ (z) £ 0.

A continuacién se probard la otra implicacién. Supéngase que x no es invertible,
entonces por el teorema 1.15, existe « tal que 7, () no es invertible en A,. Se considera
el ideal 7, (z) Aa, €l cual es propio y esta contenido en un ideal méximo cerrado M,
esto implica que existe f € M (A,) tal que f (7, (x)) = 0, lo que es una contradiccién,
yaque fom, € M(A). =

1.3 Elementos invertibles en algebras topolégicas
completas

A continuacién se estudiaran condiciones que se deben pedir para que un elemento en
un dlgebra topolégica completa con unidad sea invertible.

Definicién 1.20 Sea A un dlgebra topoldgica cone, a € A se dice que es un elemento
topoldgicamente invertible (top. invertible) si existen redes (by) y (c\) en A tales
que bya — e y acy — e. A estas redes se les llaman inversos topoldgicos derecho e
1zquierdo de a, respectivamente.

Definicién 1.21 Sean X un espacio vectorial topoldgico y (ay) una red en X. Se dice
que (ay) es una red acotada si para toda vecindad de cero, U, existen ly y ky > 0
tal que ay € ky U st A > 1.

Proposicién 1.22 Si X es un espacio vectorial topoldgico y (ay) una red en X
convergente, entonces (ay) es acotada.

Demostracion: ~ Como (ay) una red convergente digamos a a € X , dada U (0)
existe \g tal que ay —a € U (0), para toda A > Ay, se tiene que a) € a + U (0) para
toda A > A\g y como en un espacio topolégico toda vecindad de cero es absorbente, se
tiene que existe k tal que a € kU (0), de aqui que a+ U (0) C (k+1)U (0) m

Andlogamente se puede mostrar que si (ay) es Cauchy, entonces (ay) es acotada.
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Definicién 1.23 Sea A un dlgebra topoldgica. Un elemento a € A se dice que es
divisor topoldgico derecho (izquierdo) de cero si existe una red (cy) en A tal que
(acy) (resp. (cra)) converge 0 y (c\) mo converge a 0. Se dirg que a € A es divisor
topologico bilateral de cero si a es divisor topoldgico izquierdo y derecho de cero.

Observacion 1.24 Sea A un dlgebra topoldgica con e y a € A invertible. Entonces
a no es divisor topoldgico de cero.(ya que si a fuera un divisor topoldgico de cero se
tendria que existe una red (c)) en A tal que (acy) y (cxa) convergen a 0 pero (cy) no
converge a 0, y por hipdtesis se tiene que (cy) converge a0, lo que es una contradiccion).

Una pregunta natural que surge es la siguiente:

Dada un &lgebra topolégica A, ;jexisten divisores topoldgicos derechos (izquierdos)
de cero en A?. En el libro [16], pdg. 58, se demuestra que toda dlgebra de Banach que
no es isomorfa a los complejos, tiene divisores topoldgicos de cero. Sin embargo, existen
algebras topolégicas m—convexas completas en las que no hay divisores topolégicos de
cero, asf lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.25 Sea &£ el dlgebra de las funciones enteras en C, dotada de la topologia
compacto abierta. Esta topologia estd dada por la familia de seminormas {||-|,}
definidas de la siguiente manera:

1711, = max [f (z)]

j2|=rn

neN

donde (1), e (0} €S una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales tales que
Ty — 00.
Claramente (E,{||||,,},.cx) €s un dlgebra m—convexa, conmutativa y completa.
Esta dlgebra no tiene divisores topologicos de cero, ya que si para f € £, f # 0
eziste (fn), C € tal que ff, — 0. Como los ceros de f(z) son aislados, se puede
encontrar una sucesion estrictamente creciente de nimeros reales positivos (Tn)neN\ {0}
tales que r, — o0 y 0 < m,= |£I|1<1£1 |f (z)|, entonces my || foll, < |Irr‘1£13< |ffn ()] <€,
>n =Tk

para toda € > 0 y n suficientemente grande. De ahi que || f, ||, < - para toda e >0y
n suficientemente grande, por lo tanto f, — 0.

En el articulo [5], se tienen los siguientes resultados:
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Proposicién 1.26 Sean A un dlgebra completa con unidad e y (ay) una red advertible
derecha con respecto a a € A. Si (ay) no es convergente o no acotada, entonces a es
un divisor topoldgico izquierdo de cero.

Teorema 1.27 Sea A un dlgebra localmente convera completa ¢ un dlgebra localmente
seudoconvexa con unidad e . Supdngase que a € A es topoldgicamente invertible derecho
e izquierdo con inversas topoldgicas b = (by),cy ¥ € = (Cr) ey Tespectivamente, donde
N es un sistema fundamental de vecindades de cero en A. Sib 67¢ es acotada, entonces
a es invertible.

Se puede preguntar si estos resultados se siguen teniendo para dlgebras topoldgicas
no completas.

El siguiente ejemplo muestra que la proposiciéon 1.26 no es vélida para dlgebras no
completas.

Ejemplo 1.28 | P[z],[|p|| = max [p(x)| |, donde P [z] es el conjunto de polinomios

0<z|<}
con coeficientes complejos, esta dlgebra no es completa, el polinomio x — 1 no es inver-

tible pero si es topoldgicamente invertible y su red advertible (s,), donde s, = — sz
i=0

no es convergente, ademds x — 1 no es divisor topoldgico de cero, ya que st lo fuem
existiria (p,) tal que |[(x — 1) p, (x)|| — 0 y si pasa esto dada € > 0 existe Ny > 0, tal
15

que para n > Ny ||(z — 1) p, (z)|| < €, entonces |p, ()] < o1 para cada x € 0,11,

lo cual implica que ||p, (x)| < 2¢ para n > Ny y asi p, () — 0.

A continuacién se tratard de dar algin tipo de generalizaciéon del teorema para
algebras topdlogicas con identidad.

Teorema 1.29 Sea A un dlgebra topoldgica completa con e y a € A. Si aA no es
cerrado, entonces a es un divisor topoldgico izquierdo de cero.

Demostracion: Sea x € aA\aA, entonces existe (xy), C A tal que az), — =,
obsérvese que (), no es Cauchy ya que si lo fuera como A es completa, (x)), serfa
convergente y se tendria que x € aA. Dada V una vecindad de cero, existe otra
vecindad de cero, U, tal que U + U C V. Como ax), — x, entonces existe \g tal que
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a(xy—x,) = (axy —x)—(azx, —x) € U+U C V para u, A > Ao, de ahi que a (z) — z,,)
converge a 0 y como (x,), no es Cauchy, entonces (z, — z,) no converge a cero. m

El dlgebra del ejemplo 1.25 tiene todos sus ideales principales cerrados.

Observacién 1.30 Sea A un dlgebra topoldgica con e y a € A. Si aA no es cerrado
en A, entonces a es un divisor topoldgico izquierdo de cero en A.

Observacién 1.31 aA C aA” (recordemos el siguiente resultado, sean X es un espacio
topoldgico, g una funcwn de X en X continua y B C X, entonces g (B) C ¢g(B).

Consideresea € A y f : A— A tal que f (x) = ax, como el producto en Aes continuo,
entonces aA” D aA” = dA.

Teorema 1.32 Sea A un dlgebra topoldgica con e y a € A. Si aA con respecto a A es
distinta a aA, entonces a es divisor topoldgico de cero.

Demostracién: Por hipétesis tenemos que existe x € a_AN\ag y por lo tanto existe
(xx) C A tal que ax, converge a = en A , obsérvese que (x) no es Cauchy en A, ya
que si (z)) es Cauchy en A, entonces = € aA. Dada V una vecindad de cero , existe
otra vecindad de cero, U, tal que U + U C V. Como ax), — x, entonces existe \g tal
que a(ry —x,) = (axy —2) — (ax, —x) € U+ U C V para u, A > Ay, de ahi que
a(xy — x,) converge a 0 y como (z,), no es Cauchy, entonces (r) — z,) no converge a
cero. W

Teorema 1.33 Sea A un dlgebra localmente convexa con e. Supdngase que a € A es
topoldgicamente invertible derecho e izquierdo con inversas topoldgicas b = (bx),cn ¥
¢ = () yens respectwamente donde N es un sistema fundamental de vecindades de

cero en A. Sib 6C es acotada en A, entonces a es invertible en A.

Proposiciéon 1.34 Sean A un dlgebra advertiblemente completa conmutativa con unidad
e y (ax), una red advertible con respecto a a € A. Si (ay) no es convergente o no aco-
tada, entonces a es un divisor topologico de cero.
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Demostracion: Supoéngase que a, no es convergente, como A es advertiblemente
completa, entonces a) no es Cauchy advertiblemente convergente, pero

como ay es advertiblemente convergente podemos concluir que a) no es Cauchy.
Dada V una vecindad de cero , existe otra vecindad de cero, U, tal que U+U C V. Como
aay — e, entonces existe )\ tal que a (ay —a,) = (aay —e) — (aa, —e) e U+U CV
para 1, A > Ao, de ahf que a (ay — a,) converge a 0 y como (a,), no es Cauchy, entonces
(ax — a,) no converge a cero. m

Lema 1.35 Sean A un dlgebra topoldgica, 1% (A) = {(zx) ey C A : (2))yen €s acotada}
yco = {(x\)yen €17 (A) : (x2)yey — 0} . Entonces existe en I (A) una topologia
7, tal que (I (A),7) es un dlgebra topoldgica (con la suma y producto puntual) y
co={(xx)yen €1°(A) : (z\) ey — 0} es cerrado.

Demostracion: Dados U (0) € Ny Ag. Se define
Voo (0) = {(ar) ey € 17 (A) : existe Ay > Ao tal que ay € U para toda A > A; }

A continuacién se probard que estos conjuntos forman una base de vecindades de
cero.

Claramente se tiene que (0),.y € Vv (0), ademds si Vi = Vg, 2,y (0) vy Vo =
Vit ) (0) ;entonces considerando Us = U NU; y Az tal que A3 > Ay A3 > Ay se
tiene que Vi = V(y, \4) (0) cumple que V3 C Vi NV, y si se considera Viy ) (0), existe
W € N tal que W + W C U, claramente V5, (0) C Vigag) (0) ¥ si (ax) € Viwg) (0),
entonces (ay) + Viwa) (0) C Viuag)-

Con esa base de vecindades la suma en [* (A) es continua, ya que dada V{y,) (0),
como la suma en A es continua dada U € N existe W € N tal que W + W C U. Si
se consideran Vi) (0) y Viw,xe) (0) , se tiene que Viw,ag) (0) +Viwag) (0) C Vi) (0).
El producto en [* (A) es continuo, ya que dada V(y,yy) (0), como el producto en A es
continuo dada U € N existe W € N tal que W - W C U. Si se consideran Vi) (0) y
Viwao) (0), se tiene que Vi) (0) -Viwng) (0) € Viwg) (0) -

Ademss el ideal ¢ es cerrado en [ (A), para la prueba de este hecho se considera
((ax)y), C co  tal que ((ar),), — (bx), a continuacién se probard que (by) — 0.

Se quiere probar que dadas V € N y )y, existe A\; > A\g tal que para toda A > A,
by € V. Para V existe U € N, la puedo considerar balanceada tal que U + U C V, como
((ax)y), — (br) entonces dada (by) + Viu,,) (0) existe ' tal que para toda p >
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((axn)y), € () + Vi) (0), es decir ((ar),), — (br) € Vi) (0) para toda p > ' lo
cual quiere decir que para toda p > g existe )\2) > )\o tal que para toda \ > /\/07
((ax)), — (bx) € U y como (ay) — 0, existe Ay tal que (ay) € U para toda A > Ao,

considérese \; > )\;) y A1 > A entonces se tiene que (by) € U + U C V para toda
A > )\1. |

El Teorema 1.27 se puede generalizar de la siguiente manera:

Teorema 1.36 Sea A un dlgebra topoldgica completa con unidad e. Supongase que a €
A es topoldgicamente invertible izquierdo y derecho con inversas topoldgicas b = (bx),\cn
y ¢ = (cx), ey, respectivamente, donde N es un sistema fundamental de vecindades de

cero en A. Si b ¢ ¢ es acotada, entonces a es invertible.

Demostracion: Supoéngase que b= (bx)yen ©s acotada y a no es invertible por la
derecha, entonces ¢ = (cy) xen 1O es convergente y por la proposicién 1.26 se tiene que a
es un divisor topoldgico izquierdo de cero. Sea (dy) ., tal que a(d,) — 0y (d.) = 0.

Se considera [* (A), con una topologia tal que [* (A) sea un dlgebra topoldgica y

Co = {(x)\))\eN €l (A): (TA)yeny — 0}

sea cerrado (esta topologia existe y fue dada en el lema anterior). Considérese [*° (A) /¢
con la topologfa cociente. La clase determinada por una red acotada T en [* (A) /¢
es denotada por [7] y la clase de la red constante (ay),., se denota por [a]. Como la

red b = (by) sen ©s acotada, entonces [a] tiene como inverso izquierdo a M , ademads [a]

es un divisor topoldgico izquierdo de cero, ya que [d] [d;} — 0, donde C/i; es la red
neM

constante (d,), ., para cada p € M.

Como m [a] = [€] v [a] [CL} — 0, entonces se tiene que [d#]
neM neM
implica que d, — 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto a es invertible por la
o

— 0 y esto

derecha, andlogamente se puede probar que a es invertible por la izquierda. m
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Corolario 1.37 Sea A un dlgebra topoldgica con unidad e. Supdéngase que a € A es
topoldgicamente invertible derecho e izquierdo con inversas topoldgicas b = (bx),cn ¥
¢ = (cr)yen- respectivamente, donde N es un sistema fundamental de vecindades de

ceroen A . Sib 6C es acotada en A, entonces a es invertible en A,

Si A es un dlgebra con e. Se denotara por Gy (A) al conjunto de elementos topolégi-
camente invertibles de A, G! (A) (respectivamente, por G (A)) el conjunto de todos los
elementos topolégicamente invertibles izquierdos (respectivamente, derecho), Gt (A)
(respectivamente, por G (A)) denotard el subconjunto de G!(A) (respectivamente,
G (A)) , de elementos tales que su inverso topolégico izquierdo (respectivamente, dere-
cho) es acotado.

Los siguientes resultados son mencionados en un manuscrito de Mati Abel.

Corolario 1.38 Sea A un dlgebra topoldgica completa con unidad e . Entonces Gi* (A)N

GL(A) =GP (A NG (A) =G (4) .

Corolario 1.39 Sea A un dlgebra topoldgica con unidad e . Entonces G (A)NG! (A) C
G (21) y G (A)N Gt (A) © G (2{) .

El siguiente corolario da una generalizacién més del teorema 1.27. Nétese que en
las hipdtesis no se pide que el dlgebra sea completa, pero se pide que el dlgebra sea
advertiblemente completa y conmutativa.

Corolario 1.40 Sea A un dlgebra topoldgica, conmutativa, advertiblemente completa
con unidad e. Supongase que a € A es topoldgicamente invertible con inversa topoldgica
b= (b)) xen, donde N es un sistema fundamental de vecindades de cero en A . Si b es
acotada, entonces a es invertible.

Demostracion: ~ Supdngase que a no es invertible, entonces b = (by),.y no es
convergente y por la proposiciéon 1.34 se tiene que a es un divisor topoldgico de cero.
Continuando la demostracién del teorema 1.36 se llega a una contradiccién. m



Capitulo 2

Espectros de elementos de un
algebra topoloégica

En este capitulo se definen los espectros de un elemento en dlgebras topoldgicas con
e y se ven algunas propiedades y relaciones que hay entre ellos. Esto con el propésito de
ver mas adelante en el capitulo 3, cudles de estos resultados se conservan en espectros
de eneadas de elementos de un &lgebra topolégica.

Si A es un dlgebra con unidad e, se denota por G;(A) al conjunto de elementos
topolégicamente invertibles del dlgebra A. Claramente G (A) C G; (A). Se dird que un
algebra A es invertiva si G (A) = G; (A) y que es Q;—élgebra si G (A) es abierto.

Se denotar4 por 9M# (A) al conjunto de funcionales lineales, multiplicativos, no cero
de Ay por M (A) al conjunto de funcionales lineales multiplicativos, continuos, no cero
de A.

Definicién 2.1 Sean A un dlgebra topoldgica con e y x € A. El espectro de x es:
oa(z)={AeC:z—-Xe ¢ G(A)},

el espectro topoldgico de x es:
gr(z)={AeC:x—-Xe g G, (A)},

y el espectro funcional de x es:

oma) () ={f(2): f € M(A)}

17
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Observacion 2.2 Si A es un dlgebra topoldgica con e y M (A) # 0, entonces oom(a) () C
o¢(x) C oal(x), ya que si X € omay (x), entonces A = f(x) para alguna f € M(A),
de ahi que x — f (x)e € ker f el cual es ideal maximal cerrado concluyéndose ast
A € oi(x) y la contencion o (x) C o4 (x) se tiene debido a que G (A) C Gy (A
Ademas se tiene que G (A) = Gy (A), si y sdlo si o (x) = 04 (x) para toda x € A.

que
) -

2.1 Algebras de Banach

En esta seccién se veran las relaciones que se tienen entre los espectros que se definieron,
cuando A es un dlgebra de Banach.

Teorema 2.3 Si A es un dlgebra de Banach con e, entonces G (A) = Gy (A) .

Demostracion:  Claramente se tiene que G (A) C Gy (A), se demostrara la otra
contencién. Sea x € G (A), entonces existe (x)) C Ay (y,) C A tales que zyz — ey
xy, — e, como e € G (A), que es abierto, entonces existen \g y 1, tales que x,z, TYu,
son invertibles, concluyéndose asf que x es invertible. m

Obsérvese que este teorema es valido si A es ()—algebra con e.

Teorema 2.4 Sea A un dlgebra topologica conmutativa con unidad e con todos sus
ideales mdzimos cerrados. Entonces G (A) = Gy (A) .

Demostracion: Sea x € Gy (A), entonces el ideal 24 = Ay A es un ideal maximo
ya que si A no es ideal méximo, existe M ideal maximo cerrado tal que tA C M de ahi
que A C M, entonces M = A (contradlcmon) Concluyéndose asf que 74 = 74 = A.
n

Surge la pregunta: {Si A es un dlgebra conmutativa con unidad e y G (4) = G, (A),
entonces A tiene todos sus ideales méximos cerrados?
La respuesta a esta pregunta es negativa, el siguiente ejemplo justifica tal afirmacién.

Ejemplo 2.5 Sea £ el dlgebra de las funciones enteras en C con la topologia compacto
abierta, esta es un dlgebra m— convexa, conmutativa y completa, que no tiene divisores
topoldgicos de cero (vedse el ejemplo 1.25). Todos sus ideales principales son cerrados
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(por el teorema 1.29) y tiene un ideal mdximo de codimension infinita (ya que, como
existen elementos en € con espectro no acotado (f (z) = z), por el teorema de W. Ze-
lazko (vedse en el capitulo 3, el teorema 3.14), £ tiene un ideal mdaximo de codimension
infinita).

Por lo tanto, G (A) = Gy (A) y no todos los ideales maximos de € son cerrados.

Corolario 2.6 Si A es Q—adlgebra, entonces o (x) = 04 (x).
Corolario 2.7 Si A es un dlgebra de Banach con e, entonces A es (QQ;— dlgebra.

Para hablar del espectro ogy(4) es necesario que M (A) # (). Como en un dlgebra
de Banach conmutativa y con e, M (A) # (), entonces se puede hablar del espectro
mencionado.

Teorema 2.8 Si A es un dlgebra de Banach conmutativa y con e, entonces oop(ay () =
o () =04 (x).

Demostracion: Por el corolario 2.6 se tiene que o () = 04 (x), a continuacién se

probard que oo (a) () = oy (x) . Por la observacién 2.2 solo resta probar que oop(4y () D
o¢(z), si A € oy () entonces x — e no es top. invertible por lo tanto el ideal I generado
por & — e es propio y la cerradura de este es propio. considérese el algebra A1,
entonces para el funcional lineal, multiplicativo y continuo F : A — A /T tal que
a+ a+ I, se tiene que x — Ae € ker ' y por lo tanto ' () = \. m

Definicién 2.9 Sean A un dlgebra m—convexa, conmutativa, con unidad e y x € A.
La transformada de Gelfand en una funcién de M (A) a C, dada por z (f) = f ().

Se le da a 9t# (A) la topologia de Gelfand Mazur ( MM# (A) C A', A" con la topologia
débil. La topologfa de Gelfand Mazur es considerar la topologfa relativa a 9% (A))
Si fo € M# (A), entonces una base de vecindades de f; en 9M* (A) esta dada por

U(forxy, - xp6) = {feﬂﬁ# (A) 2 [f (25) = fo (@3)] < e,i= 1727"'771};

donde € > 0, x1,- - -, x, € A.
La transformada de Gelfand es una funcién continua sobre 9t (A) C 9M# (A) con la
topologfa relativa.



20 2. ESPECTROS DE ELEMENTOS DE UN ALGEBRA TOPOLOGICA

Teorema 2.10 Si A es un dlgebra de Banach con e, entonces o4 (x) es compacto para
cada x € A.

Demostracién: Como x es continua, oma) (z) =z (MM (A)) y M (A) es compacto.
Entonces el teorema 2.8 implica que 04 () es compacto para cada x € A. ®

Teorema 2.11 Si A es Q—dlgebra, entonces M (A) es compacto.

Demostracion:  Se probara que 9 (A) es cerrado en A" con la topologfa débil,
donde A’ es el conjunto de funcionales lineales en A.
Se considera una red {f,}, C M (A) tal que f, — f. A continuacién se probard que

femA).

Sean z,y € A,x # 0,y #0y e > 0. Como f, — f, entonces existe g tal que para
toda a > vy, fo € U (f;x,y,zy;¢), donde

Ul(fiwyoayie) = {g € A : 1f (1) =g @] <& lf ) =g )| <&, 1f () — g (ay)] <.

Como {f,(x)}, es convergente, entonces es acotada, por lo tanto f(xy) =
f(z) f(y). Ademds como A es (Q—4&lgebra, entonces, f € M (A).

Sea V vecindad de cero en A, tal que e +V C G (A), se define la polar de V,V°, de
la siguiente manera,

Voz{feA':|f(36)\§1paratodax€V}

Por un teorema de Banach-Alaoglu (vedse [13], teorema 3.15, pdg. 66), VO es
compacto con la topologia débil.

Ademss se tiene que M (A) C VO, ya que si existiera f € M (A) tal que | f (x)| > 1,
para alguna x € V, se considera |f (z)] = A # 0y como V es balanceada, entonces

—%m € V. De ahi que e— %x € G(A), pero f (e — %x) = 0, lo que es una contradiccién.

Ahora como M (A) C VO VO es compacto y M (A) es cerrado, entonces M (A) es
compacto. m

Corolario 2.12 Si A es Q—dlgebra con e, entonces oona) (x) es compacto para cada
x e A
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Demostracion: ~ Como x es continua, oma) (z) = = (M (A4)) y por el teorema
anterior M (A) es compacto, entonces o4y () es compacto. m

2.2 Algebras m—convexas

Algunos resultados que aparecen en la seccién anterior se pueden generalizar a dlge-
bras m—convexas completas. A continuacién se verd que relaciones se tienen entre los
espectros en este tipo de dlgebras.

Sean (A, {||[l,},cx) un dlgebra m—convexa y 9, (A) al conjunto de elementos de
M (A) que son continuos con respecto a ||-||,. Entonces se tiene que:

M, (A) C M(A) C M (A)

M# (A) tiene la topologia de Gelfand Mazur, definida en la seccién anterior.

Sea A, la completacion del algebra A, ker|-||, . El subespacio M, (A) C M (A)
es homeomorfo a M (A, ), ya que hay una correspondencia biyectiva entre M, (A) y
M (A,) dada por
o M(A,) — M, (A), donde o (f) = f o7y, Ta es el homomorfismo canénico de
A= Ay (foma €M (A), yaque|f oma (2)] = | (Ta (1) < M |7a (@)l = M |2,
con M constante).

Para probar que ¢ es biyectiva, se probard ¢ es invertible.
Si f €M, (A), defino [T (A) — C de la siguiente manera:
fra(@)=f(x), wzeA

f esta bien definida, ya que si x,y € Ay m,(r) = 7, (y), entonces como f es
continua en |[|-||,, se sigue que

1f (@)= F@) =]z =y <Mz —y|l, = M|ra (&) — 7 @), = 0.

De ab que f (#) = / (4) y por lo tanto [ (ra (1)) = [ (ra ().
Ademds como ‘f(ﬂ'a (:1:))‘ =|f(z)] < M|z|, = M|r, ()|, (por ser f continua

en ||||,), entonces f es continua.
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Ademss f se puede extender a A,, ya que f es continua y 7, (A) es densa en A,.
La extensién de f se denotard de la misma manera, pero se especificard que el dominio
ahora es A,.

A continuacion se definird la inversa de ¢, esta se denotard por 1.

¥ Mo (A) = M(Aa) vy (f) =T

—_——

Se tiene que 4 © ¢ = idum(a,), ¥a que 0@ () = 6 (¢ (f) = ¥ (foma) = [oma y

como fom, (7 (z)) = fom, (z) = f (74 (2)), entonces f/O\7T/a = f.
Ademds por como se definen las topologias de 9, (A) y M (A,), ¢ es un homeo-
morfismo.

De la definicién de 9, (A) se tiene que M (A) = U M, (A) y como A, es un
aed
algebra de Banach, entonces 9 (A,) es compacto, por lo tanto M, (A) es compacto.

Teorema 2.13 Sea A un dlgebra m— convexa, conmutativa, compleja y con unidad e.
Entonces MM (A) es no vacio.

Demostracion: Como M (A) = U M, (A) y M, (A) es homeomorfo a M (A,) el

acx
cual es no vacio, ya que A, es un dlgebra conmutativa de Banach. =

Teorema 2.14 (Propiedad de Wiener para dlgebras m — convezxas) Si A es un dlgebra
m—convezxa, conmutativa, completa, con unidad e , entonces x € G (A) si y solo si

x (f) #0 para toda f € M(A).

Demostracion: Se sigue del teorema 1.19 del capitulo 1. m

Teorema 2.15 Si A es un dlgebra m— convera (real 6 compleja) con unidad, entonces
x— x ! es continua sobre G (A).



2.2. ALGEBRAS M—CONVEXAS 23

Demostracion: Si A no es completa, entonces se obtiene su completacién, es por
eso que se puede suponer que A es completa. Sea (z;) C G (A) una red tal que z; — o,
zg € G (A). Entonces para toda «, m, (z;) — 74 (79) en A,, y como A, es dlgebra de
Banach y en dlgebras de Banach la inversién es continua se concluye que (74 ()" —
Ta (25") y como (m, (2)" = T (z;'), entonces para toda oy € > 0, existe A tal

que Hﬂ'a (xt_l) — o ("Eal)H; < € para toda t > A\ y como Hwa (xt_l) — Ty, (xal)Hla =
th_l — xalHase tiene que 7; ' — 1,1, =

El siguiente teorema muestra que para dlgebras m—convexas, conmutativas, com-
pletas con e, se tiene la igualdad de los espectros.

Teorema 2.16 St A es un dlgebra m— convexa, conmutativa, completa y con unidad e,

entonces o4 (x) =z (M (A)) =z (M# (A)) = UUAa (o (2)) .

Demostracion: Se probara:
i) oa(r)=a (M(A))

Claramente x (901 (A)) C 04 (x), ahora solo resta probar que o4 (z) C z (M (A)).
Sea A € 04 (), entonces © — \e no es invertible y por el teorema 2.14 se tiene que para
alguna f € M(A), f(z — Xe) =0y por lo tanto f (x) = A.

ii) oa(e)=Joa, (ma(2))

Como A € o4 (z) siy s6lo si x — Ae no es invertible y por el teorema 2.14 se
tiene que esto pasa si y sélo si para alguna F' € M (A), F (xr — Ae) = 0, pero como
M(A) = U M, (A), entonces se tiene que A € o (x) siy sélo si F' (z — Ae) = 0 con

acl
F € 9M, (A) para alguna o € X, de ahi que A € 04 () siy sélo si f (7, (z — Ae)) =0

con f € M(A,) para alguna o € ¥y como A, es dlgebra de Banach, entonces por
propiedad de Wiener para &dlgebras de Banach, se tiene que A € o (x) si y sélo si
To () — Ae no es invertible en A,. Por lo tanto, A € o4 () siy sélosi A € 04, (74 (2))
para alguna a € 3.

iii) = (M* (A)) =| Joa, (7o (2))
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Si A €z (M#(A)), entonces A = f (z) para alguna f € M# (A). Se define F €
M (A,) para alguna «, de la siguiente manera F (7, (x)) = f (x), claramente F' es lin-
eal, multiplicativa, continua (porque A, es Banach) y F': A, — C , ya que 7, es sobre.
Por lo tanto, existe F' € M (A,) tal que F (7, (z) — f (z) e) = 0,entonces utilizando la
propiedad de Wiener para algebras de Banach se tiene que f (z) € o4, (7, (z)) para
alguna a.

Side U o4, (Ta (x)), entonces A € o4, (7, (z)) para alguna «, de ahi que 7, () —

Ae no es in?/ertible en A,, por lo tanto, z — e no es invertible en A. Por el Teorema
2.14, existe f € 9 (A) tal que f (z — Ae) = 0,concluyéndose que A € z~ (M# (A)).

Por 17),ii) y iii) se tiene lo que se queria probar. m

Corolario 2.17 Si A es un dlgebra m— convexa, conmutativa, completa y con unidad
e, entonces oom(a) () = o (v) = 04 (7).

A continuacién se veran relaciones entre los espectros definidos en este capitulo en
el caso en el que el dlgebra no necesariamente es m—convexa.

Definicién 2.18 Un dlgebra de Fréchet es un dlgebra topoldgica, metrizable y com-
pleta.

Definicién 2.19 Un dlgebra A, se dice que es neteriana si y sdlo si todos sus ideales
son finitamente generados (generados por un conjunto finito de elementos de A).

z

Teorema 2.20 Sea A un dlgebra de Fréchet, conmutativa, unitaria, real 6 compleja,
neteriana. Entonces A es (Q—dlgebra.

Demostracion: Vedse la proposicién 2.1 del articulo [8]. =

Corolario 2.21 Sea A es un dlgebra de Fréchet, conmutativa, unitaria y neteriana.
Entonces o (x) = 04 ()

Demostracion: Se sigue del teorema anterior y el corolario 2.6. =

En el siguiente capitulo se generaliza el concepto de espectro de un elemento de un
dlgebra A, a espectros de eneadas de elementos de A.



Capitulo 3

Espectros de eneadas de elementos
de un algebra topoldégica

En este capitulo se da una generalizacion de las definiciones de espectros que se tienen
en el capitulo 2. Se hablard de espectros de eneadas de elementos de un &dlgebra topo-
l6gica, se verdn qué propiedades de las de los espectros definidos en el capitulo 2, se
conservan en los espectros de eneadas de elementos y cudndo estos coinciden. Ademsas,
se dan generalizaciones de un teorema de Zelazko que aparece en el articulo [18] y se
responde a una pregunta relacionada con el teorema de Arens y planteada en las notas

de Zelazko [19].

3.1 Eneadas de elementos regulares y topolégica-

mente regulares

Sea A un dlgebra topolégica, conmutativa con unidad e, se dice que
Definicién 3.1 i) (2122, - -, x,) € A" es reqular si el ideal x1 A+ x2A+-- -+ 2, A es
1gual a A.

i) (1,22, -, x,) € A" es regular topoldgico (top. regular) si la cerradura del ideal
1A+ x0A+ - -+ 2, A es igual a A.

25
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Observacion 3.2 (z; xy,---,x,) € A" es reqular topoldgico si existe una red de
eneadas (y3,93, - yp)a € A" tal que Ty} + T2yy + - - - + T,y converge a e.
Observacién 3.3 Si (z1 xs,- -+, x,) € A" es reqular, entonces (x1xa,- -+, x,) € A" es

reqular topoldgico.

A continuacion se analizard, para cudles dlgebras A se tiene que si (xq 23, - - -, 2y)
€ A" es top. regular, entonces (xy s, - - -, x,) es regular.

Proposiciéon 3.4 Sea A un dlgebra topoldgica conmutativa con unidad e con todos

sus ideales maximos cerrados. Entonces (r1xq,- -, x,) € A" es top. regular implica
(1,22, - -, ) es regular .
Demostracion: Supoéngase que (x; @9, - - -, ) DO es regular, entonces xqA+1x9A+--

+x,A # A. Sea M un ideal maximo de A tal que x1A+xA+---+x,A C M, como M es
cerrado se sigue que t1A + x9A+ - -+ x,A C M y como z1 A+ 22A+ - -+ 1, A=A,
entonces M no es propio, contradiciendose que M es ideal méximo. Por lo tanto,
(x1,@9,- -, x,) es regular . m

En el articulo [1], se dan condiciones necesarias y suficientes para que un algebra
topoldgica tenga todos sus ideales maximos cerrados.

Teorema 3.5 (Arens) Sean A un dlgebra m— conveza, conmutativa, Fréchet, con unidad
ey, -, oy € A tales que (m,x1, - - -, TN ) es reqular para cadan. Entonces (1, -+, xy)
es reqular en A.

Demostracion: Vedse, [19]. =

Corolario 3.6 Sea A un dlgebra m—convexa de Fréchet conmutativa con unidad e.
Entonces en A no hay ideales finitamente generados densos.

Demostracion: Supdngase que existe [ ideal finitamente generado que es denso en

A. Como I = A, existe (y,) C I tal que y,, — e, sean (uy, - -, u,) los generadores de
I,seay; = xiuy + -+ xu,, y; — e, esdecir ztuy + -+ 2u, — e aplicando el
1—00

homomorfismo 7; se tiene que m; (v%) 7; (ug) + -+ +m; (¢) 7 (u,) — e . (Aplicando el

siguiente resultado: Si A es un dlgebra de Banach y (a;) C A tal que a; — e, entonces
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existe n tal que a, es invertible). Se tiene que existen m entero positivo y v € A,
tal que v (7, (7)) T (W) + - -+ + T () T (Us)) = €, entonces vy, (1) T, (ug) +--
A VT (27) T (Ug) = €y (T (1) - -, T (u,)) €s regular, entonces por teorema de
Arens se tiene que (ul,- N un) es regular en A, de ahi que wyw; + - - - +u,w, = e y se
tiene que e € I. Por lo tanto I = A, lo que contradice que I es propio, concluyéndose
asi que A no tiene ideales finitamente generados densos. m

El siguiente ejemplo muestra que el teorema de Arens no es cierto si A no es com-
pleta.

Ejemplo 3.7 Sea & el dlgebra de funciones enteras sobre los complejos, con la norma
I flly = ‘H|la1}\(] |f ()] donde f € £ y N es un entero positivo.
z|<

Se considera F : € — C, tal que F (f) = f(21) con |z1| > N y definimos Z (F) =
{fe&:F(f)=0}. Entonces:

i) F no es continua.

it)  Z(F) no es un ideal mdximo cerrado en (&, ||-||y) -

iti)  Z (F) es un ideal principal.

iv)  FEl generador de Z (F') es topoldgicamente invertible.

v) (&, ]]|ly) no es completa.

Se justificardn las observaciones anteriores:
Si f es entera y no constante, entonces f no es acotada (por Liuville), entonces

existe ¢, tal que |f (z1)] > ¢ > ‘rr|1a]>\<[|f(z)| considérese f, (z) = (@) , claramente
z|<

fn(z) = 0y F(f,) — oo. Se cumple it) ya que Z (F') es un ideal mdximo y no es
cerrado debido a que F no es continua.
Ademds por definicion

Z(F)={fe&:f(n)=0t={fef:f(z)=(z—2)"h(2), conhe&}

, entonces Z (F) es generado por z — z1,es decir Z (F') es principal. Como Z (F) es
el ideal generado por z — z y es mdximo no cerrado, se sigue que (z —2z1)E =& gy
por lo tanto z — z; es topoldgicamente invertible.(E, ||| y) es un dlgebra m—convezxa,
metrizable que no es completa, ya que si fuera completa se tendria que (€,|-||y) no
tiene ideales finitamente generados densos pero Z (F') es un ideal finitamente generado
denso ahi.
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3.2 Espectros de eneadas

A continuacién se definirdn varios espectros de eneadas de elementos de un algebra
topologica y se estudiaran relaciones entre ellos.

Definicién 3.8 Sean A un dlgebra conmutativa con unidad e
YT = (x1,29, -, 2,) € A". Definimos:

om () = {(f(x1), f(x2),- -+ flwa)) - f € M(A)}
om# (T) = {(f(x1), f(@a),- - fza)) : f € MF (A)}
o (T) = {( A, A, ) €C" s (7 — Me, - -, 2, — A\pe) no es top.reqular }
o (@) = {( A\, A, ) €C" (21 — Me, -+ -,z — \pe) no es regular}

= {()\1,)\2, cy An) Z(ﬂfz —Aie)yi ¢ G(A), V(y1, Y2, - yn) € An}

=1

Si A es un dlgebra tal que M (A) = M# (A) (dlgebra funcionalmente continua),
entonces ogn# (T) = oo (7). Como ejemplos de élgebras funcionalmente continuas se
tienen las dlgebras de Banach y las ()—élgebras.

A continuacién se demostrard que
Om (I’LI‘Q, Ty xn) - Oy (I’LIEQ, T I’n) Co (ZEL.TQ, o '7xn) .

Sea (A1, Aa,- - -y An) € om (a9, -+, x,). Entonces existen f € 9M(A) y
T To, - - X, € A tal que \; = f(x;), 1 < i < n, considerese (y1ya,- -+, yn) € A",
se tiene que f (3.7, (x; — Aie)y;) = 0, de ahi que Y i | (x; — A\ie) y; € ker f , para todo
(y1.Y2,- - -, yn) € A" y como ker f es un ideal propio cerrado (por la continuidad de f)
de A, entonces el ideal I generado por (x; — A\;e), ., esta contenido en ker f, de aqui
que (z; — A\;e); ., no es regular topolégico. o

Ahora supéngase que (A1, Ag, -+, A\y) € 0 (z1,22, - -, T,), entonces (x; — )‘ie)lgign es
regular y como todo elemento regular es regular topolégico,entonces (A1, Ag, - - -, \,) &
o (T1,22,7 + +, Tn) -

Se puede preguntar en que dlgebras se tiene la igualdad de estos espectros de eneadas
de elementos de un dlgebra A.
En dlgebras de Banach se tiene la igualdad de los espectros.
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Teorema 3.9 Si A es un dlgebra de Banach conmutativa y T = (x1,xe,- - -, x,) € A",
entonces

om# (T) = om (T) = 0 (T) = 0 (7)

Demostracion: Como en este caso los funcionales lineales multiplicativos sobre A
son continuos, entonces ogp# (T) = oo (7). Ademds como o9y (T) C 0 (T) C o (T) sélo
basta con probar que o (Z) C og (T), para esto se considera (A1, Ao, -, \,) € 0 (T),
por definicién del espectro I = 1A + 29A+ - - - + 2, A es un ideal propio de A, por lo
tanto esta contenido en un ideal méximo cerrado M. Sea fi : A — A/ M (a + [a]),
far es funcional lineal multiplicativo y continuo, y como x; — \;e € I C M entonces

Ademis si A es (Q—4dlgebra conmutativa con unidad e, se tiene la igualdad de los
espectros o (T) y o (T), ya que todo ideal méximo de A es cerrado (ver proposicién
3.4). Notese que no siempre se tiene que un algebra con todos sus ideales maximos
cerrados es (Q—algebra.

Teorema 3.10 Sea A es un dlgebra de Fréchet conmutativa, con unidad e. Entonces
A tiene todos sus ideales mdximos cerrados, si y solo si, A es Q— dlgebra.

Para la prueba de este teorema vedse [2] .
Notese que en este teorema no se puede eliminar la hipétesis Fréchet. Asi lo muestra
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.11 (Choukri) Algebra m— convexa metrizable, con todos sus ideales mazi-
mos cerrados que no es Q)Q—dlgebra.

Sea A = {2% :q(n) # 0 para cada n € N} p(X),q(X) polinomios con coeficientes

en C, se considera sobre A la siguiente familia de seminormas

1fll, = 1 ()]

para toda f € A.
A es un dlgebra m— convexa, metrizable, conmutativa y con e.

i) A es un dominio de ideales principales.

Ya que si I es un ideal propio de A, entonces I = {0} 6 I # {0}, basta con probar
que si I # {0}, entonces I es principal.
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Como I # {0}, entonces existe % €l CAy fz% no es invertible, como q(X) €
A, entonces p(X) € I y no es invertible. Entonces el grado de p (X) (Denotado por
gr (p(X))) es mayor 6 igual a 1. Se puede considerar que el coeficiente del término que
le da el grado a p (X) es positivo. Sea n el menor entero positivo tal que 1 < gr (p (X))
=n,p(X)elyp(X)eC[X], comoI es un ideal, entonces el ideal generado por
p (pA) estd contenido en I. Ahora se considera k € I, entonces por algoritmo de la
division se tiene que existen q,r € C[X], tal que k = qp+r y 0<gr(r) <n. Como
k, qp € I, entoncesr € I y gr(r) =0, ya que si gr(r) > 0 se contradice la eleccion
de n. Concluyéndose asi que r € I y como r tiene grado 0, entonces r es invertible en
A de ahi que I = A lo que es una contradiccion por suponer que r # 0. Por lo tanto

k =qp y se tiene que I C pA.
i1)  Los ideales mdzximos de A son (X —n) A, donde n € N.

Si M es un ideal mdzimo (M # A), entonces en M no hay elementos invertibles, es
decir, si % € M entonces p (X) se anula en dlgunn € N |y comop(X)e M y M
es un ideal principal, se sigue que M = p(X)A C (X —n)A # A y por definicion de
M se tiene que M = (X —n) A. Ademds si M = (X — n) A para algin n € N, entonces
M es un ideal mdzimo, ya que (X —n) A es el nicleo de la seminorma |||, .

iti)  Las seminormas |||, son continuas, por lo tanto los ideales maximales de A
son cerrados. (el nicleo de ||-||, es cerrado).

iv) A no es Q—dlgebra, ya que el espectro de X, que es N, no es acotado.

v) MA) ={x,: A= C:x,(f)=f(n),neN}

Si F' es un funcional lineal, multiplicativo y continuo en A, entonces ker F’
(X —n) A para alguna n € N, como F ((X —n)A) = 0, entonces F (X —n))
6 F (g) =0, para toda g € A. Comoe € A, y F(e) =1, se sigue que F'((X —n)) =
de ahi que F (X) =n y se concluye que F (f) = f(n).

vi) o4 (X) = omu) (X) ={x, (X):neN}
Como oom(ay (X) C oo#(a) (X) C 04 (X), entonces se tiene:

vii)  oma) (X) = om#(a) (X)

0

Ademds si se considera la completacion de A, <Z> se tiene que es un dlgebra m— convexa,
metrizable, completa que no es Q— dlgebra, ya que los elementos de M (A) se extienden
continuamente a A, y como

05 (X) = og(z) (X) = {x, (X) :n €N} = N.
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entonces 0 7 (X) no es acotado, de ahi que A no es Q— dlgebra.

El ejemplo anterior ademds muestra que no toda dlgebra A m—convexa, completa
y con e, cumple que o4 (z) es acotado, para cada z € A (contrario a lo que pasa en
algebras de Banach).

Proposicién 3.12 Sea A un dlgebra m—convexa de Fréchet conmutativa con unidad
e. Entonces

Om (JZL:EQ, Ty an) =0y (I’LZL‘Q, Tt l’n) =0 (.TLJ}Q, T '7'1771) .

Demostracion:  Como ooy (21 22, -, xn) C o (T1,T2, -, xn) C 0 (X1, Ta, -+, Ty),
basta con probar que o (1,22, - -, Z,) C o (21,22, - -, Tp).

Sean (A1, - -+, Ap) € 0 (T1,@a,- -+, Ty) Y Uy = T1—A1€, U = Tg— g€, -+, Uy, = Tpy— AnE.
Como (ug,- -, u,) no es regular, entonces por el teorema de Arens se tiene que existe
ap tal que (o uy,- -+, Tagln) NO es regular en A, , es decir, el ideal I generado por
TagUls* * * TapUn €S propio en A,, y como A,, es dlgebra de Banach, entonces I es

propio. Sea M un ideal maximal tal que I C M. Entonces existe f € 9 (A,,) tal que
ker f = M, esto implica que (f (maou1), - -+ f (Tagtn)) = (0, -+, 0) y por lo tanto existe
FeM(A),F = fom, tal que F (z1) =M\ F (22) = Ay -, F(x,) = Ao B

Si A no es completa, no necesariamente se tiene la igualdad de los espectros ante-
riores.

A continuacién se estudiardn que relaciones se tienen entre los espectros de eneadas
de elementos, en el caso en el que A es un dlgebra m—convexa, conmutativa, compleja
y completa (no metrizable).

Proposiciéon 3.13 Si A es un dlgebra topoldgica compleja con e tal que todos sus ideales
maximos son de codimension 1, entonces 0 (T) = og# (T) donde T = (x1,%2, -+, y) €
A™.

Demostracion: ~ Claramente se tiene que og# () C o (T), se probard la otra
contencién, si (A, Ao, -, \,) € 0 (T), entonces (r7 — \e) A+ (ra — ) A+ -+
(xn, — A\pe) A C M, donde M es un ideal méximo de A. Considérese el homomorfismo
canénico de 71 : A — A /M y como M es de codimensién 1, se tiene que hay un
homomorfismo de ¢ : A/M — C que envia el elemento generador de A M al gen-
erador de C, concluyendo asi que ¢ o 7 es un funcional lineal multiplicativo tal que
(x; — \ie) €ker (pom) paratoda 1 <i<n. m
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3.3 Relaciones entre espectros en algebras m—convexas

Se estudiaran las dlgebras que cumplen que todos sus ideales maximos son de codimen-
sion 1.

Teorema 3.14 (Zelazko) Sea A un dlgebra m— convexa con e, compleja y completa.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Todo ideal mdzimo de A es de codimension 1.

i) Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es acotado.

iii)  Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es compacto.

iv) A es Q—dlgebra m— convexa completa bajo alguna topologia mds fuerte que la
original.

v) A es Q—dlgebra m— convera completa bajo alguna topologia.

vi) El espacio IM* (A) es compacto en la topologia débil estrella.

Para la prueba vedse [18] .

Corolario 3.15 Sea (A,7) m—-convexa, conmutativa con e,o (x) acotado para cada
x € A. Entonces A es Q—dlgebra con una topologia 7' mds fina que T y o) (T)
C om#(r) (T) = o) (T) = 0 (T) = 0 (T), donde T = (11,29, - -, 1,) € A™.

Demostracion: Por el teorema 3.14, se tiene que Aes (Q—4algebra con una topologia
7/ més fina que 7 y todos los ideales maximos de A son de codimensién 1. Entonces
como se tiene que o (r) (T) C Oom#(r) (T) C oy (T) C 0 (T) C o (T), del teorema 3.13
0 (T) = ogq# (T) y por lo tanto oo(r) (T) C oo (r) (T) = oy (T) = 0 (T) = 0 (T). ™

Msis adelante se verd que en dlgebras m—convexas, conmutativas, completas con
unidad e, la contencién oo(;) (T) C oam#(r) (T), puede ser propia. (Vedse el ejemplo
3.28)

El teorema 3.14 se puede generalizar a dlgebras advertiblemente completas, a con-
tinuacion se daran algunos resultados que se usaran para probar la generalizacién men-
cionada.
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Teorema 3.16 St A es un dlgebra topoldgica conmutativa con e, son equivalentes:
1) G(A) =Gi(4)

2) toda red advertiblemente convergente es convergente en A.

Demostracion:  Sea (ay),., una red advertiblemente convergente en A. Entonces
existe a € A tal que (aay) — ey (aya) — e, de ahf que a € G;(A) y por hipétesis
a € G (A), concluyéndose que ay converge a a~!. Para la otra implicacién basta con
probar que Gy (A) C G (A), sea a € Gy (A), entonces existe una red (ay),., tal que
(aay) — ey (axa) — e, de ahi que (ar),., es advertiblemente convergente y por
hipétesis entonces es convergente a © € A que es el inverso de a, ya que el limite es
unico. m

Corolario 3.17 Si A es un dlgebra topoldgica conmutativa con e, son equivalentes:
1) G(A)=Gi(4)

2) A es advertiblemente completa.

Proposicion 3.18 Si A es un dlgebra topoldgica, m— convexa conmutativa con e, son
equivalentes:

1) A es advertiblemente completa

2)  x es invertible si y sélo si f (x) # 0, para toda f € M (A)

3) o(z)=x (M(A) =2z (M#(A)) para toda = € A.

Demostracion: 1) implica 2) se tiene por el teorema 1.19. Para 2) implica 3)
como z (M (A)) C = (M# (A)) C o (z), basta con probar que o (z) C z (M (A)).
Si A € o(z), entonces * — Ae no es invertible y por 2), existe f € 9 (A) tal que
f (x — Xe) = 0, concluyéndose de ahi que A € x~ (9 (A)) .

Finalmente, 3) implica 1), por el corolario anterior basta con probar que G (A) =
Gy (A). Seaa € G, (A), entonces existe una red (a,) tal que aa, — e, esto implica que
para toda f € M (A), f(a) #0, de ahi que 0 ¢ o (a), es decir, a es invertible. m

Teorema 3.19 Sea A un dlgebra m— convexa, conmutativa, compleja, advertiblemente
completa con e. Entonces son equivalentes:

i) Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es acotado.

i1)  Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es compacto.
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iii) A es Q—dlgebra m— convezra advertiblemente completa bajo alguna topologia
mas fina que la original.

iw) A es Q—dlgebra m—convexa advertiblemente completa bajo alguna topologia.

v)  El espacio 9M* (A) es compacto en la topologia débil estrella.

Demostracion: i) = ii) ya que si o (x) no es cerrado, entonces existe A € o (z) \
o (), de ahi que y = x — Xe es invertible en A y entonces 0 ¢ o (y). Como \ € o (z),
existe (An),cy C 0 (2) que converge a A, se sigue que y — (A, — A) e no es invertible,
de ahf que, A, — X € o (y) para toda n . Ahora como o (y) =y (9% (A)), entonces
M+A € o (y~!) para toda n, concluyéndose asi que o (y~!) no es acotado.

it) = ii1) Sean {||-||,} la familia de seminormas submultiplicativas que le dan a
A su topologfa (1) y |z, = sup |z (f)| para cada z € A, claramente esta es un

fem(A)

seminorma submultiplicativa en A. Se define una nueva familia de seminormas submul-
tiplicativas dadas por
l]l5, = max {|xly , [|2[], }

La familia de seminormas submultiplicativas {||-||"} define en A una topologia
m—convexa, que se denotard por 7%, mas fina que 7. Claramente (A, 7%) es QQ—élgebra,
ya que la vecindad de e dada por {z € A: |z —e|, <1} tiene a todos sus elemen-
tos invertibles, ya que si |z —e|, < 1, entonces por la definicién de ||, se tiene que
|f (x) — 1| < 1 para toda f € M (A), de ahi que f (x) # 0 para toda f € 9 (A) y por
el teorema 1.19 se tiene que z es invertible. Como (A, 7*) es ()—algebra, entonces A
es advertiblemente completa (vedse observacién 1.14) .

Claramente i11) = iv).

iv) = v) ya que como A es Q—adlgebra, entonces M (A) = M* (A) y es compacto.

v) = 1) yaqueo (z) =z (M (A)) Cz (M#(A)), dondez” (M# (A)) es acotado
debido a que M# (A) es compacto. m

Si A es un élgebra m—convexa, compleja, advertiblemente completa con e 7) no es
equivalente con las propiedades i) — v)
i) Todo ideal méximo de A es de codimensién 1.
yva que, el ejemplo 3.11 muestra un dlgebra m— convexa compleja que es advertible-
mente completa (por el corolario 3.17), con todos sus ideales méximos de codimensién
1 y no cumple 7). Sin embargo, el siguiente teorema muestra que ¢) implica 7).

Teorema 3.20 Sea A un dlgebra m— convexa, compleja, con e que es (Q—dlgebra bajo
alguna topologia. Entonces todo ideal mdximo de A es de codimension 1.
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Demostracion: Como A es (Q—élgebra, entonces todo ideal maximo de A es cerrado,
considérese f : A — A /M el homomorfismo canénico, por teorema de Gelfand Mazur
A/M = C. Entonces f € M (A) y M = ker(f) que es un ideal maximo de A de

codimensiéon 1. =

Corolario 3.21 Sea (A,T) m—-conveza, conmutativa, advertiblemente completa con
e,o (z) acotado para cada x € A. Entonces, A es Q—dlgebra con una topologia T’
mas fina que T Y oamr) (T) C Oom#(ry (T) = omey (T) = 0((T) = o (T), donde T =
(x1, 9, -+, T,) € A™.

Demostracion: Por el teorema 3.19, se tiene que A es ()—algebra con una topologia
7/ més fina que 7 y todos los ideales maximos de A son de codimensién 1, por el
teorema anterior. Entonces como se tiene que o) (T) C om#(r) (T) C ome) (T) C
o¢(T) C 0 (T), del teorema 3.13 0 (T) = og# (T) y por lo tanto oo (r) (T) C Oz (r) (T) =
o (T) =04 (T) =0 (Z). ™

Corolario 3.22 Sea A es un dlgebra normada compleja, advertiblemente completa con
e. Entonces ooy (T) = 0 (T) = 0 (T), donde T = (x1, 22, -+, z,) € A™.

Demostracion: Se sigue del teorema 7 del articulo [15]: Si A es un dlgebra normada,
son equivalentes:

1) Si ||z|| < 1, entonces z es advertible, 2) A es ()—élgebra, 3) A es advertiblemente
completa. m

A continuacion se daréd una variante del teorema 3.19.

Lema 3.23 Sea A un dlgebra topoldgica con e, tal que o (z) = = (9M* (A)) . Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) x € A es invertible,

ii) f(x) #0 para toda f € M* (A).

Demostracion:  Claramente i) implica ii). Para la otra implicacion supéngase que
x € A no es invertible, entonces 0 € o (z) =z~ (M# (A)). Por lo tanto, existe f €
M# (A) tal que f(x)=0. m
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Teorema 3.24 Sea A un dlgebra m— conveza, compleja cone, tal que o (z) =z~ (M* (A))
para toda x € A. Entonces son equivalentes:

i) Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es acotado.

i1)  Para cada elemento x € A, el espectro o (x) es compacto.

iii) A es Q—dlgebra m—convera bajo alguna topologia mds fina que la original.

iv) A es Q—dlgebra m—convezxa bajo alguna topologia.

v)  El espacio IM* (A) es compacto en la topologia débil estrella.

Demostracion: Andloga a la prueba del teorema 3.19. m

Teorema 3.25 Sea A un dlgebra m—convexa, compleja con e que es (Q— dlgebra bajo
alguna topologia mds fina que la original. Entonces o (z) = x (IM# (A)) para toda
x e A

Demostracion: Como A es ()—4&lgebra bajo alguna topologia més fina que la origi-
nal, entonces por la observacion 1.14 A con la mencionada topologia es advertiblemente
completa y por la proposicién 3.18 se tiene lo que se queria probar. m

El siguiente ejemplo nos muestra un dlgebra A, m—convexa, compleja con e, tal
que o (z) = = (IM# (A)) para toda = € A. En esta dlgebra se cumple que para cada
elemento = € A, el espectro o (x) es acotado. Sin embargo, en la completacion de A,
existen una infinidad de elementos para los cuales su espectro no es acotado.

Ejemplo 3.26 Sea A el dlgebra conmutativa H (E) de todas las funciones holomorfas
en la cerradura del disco unitario complejo, D, con la topologia k, compacto abierta
en D. Esta topologia es m—convexa y esta dada por la sucesion de seminormas sub-

multiplicativas (||]|,,) definidas de la siguiente manera, | f||, = sup |f (2)|, para
|z|<rn

n=1,2--- donde (r,) es una sucesion de nimeros positivos que convergen a uno.

neN 7

H (E) no es completo, ya que la sucesion de Cauchy (f,), en H (E) , dada por f, =
Z:ﬂ 2, no converge en H (D). Sin embargo H (D) es completo, ya que H (D) es
un subconjunto cerrado del espacio métrico completo C (D, C), las funciones continuas

de D en C (vedse cap. VII, proposicion 1.7 y teorema 2.1 del libro [9]), lo que implica
que H (D) es completo con la métrica de C' (D, C) . Pero por como se define tal métrica,
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también se tiene que H (D) es completo con la topologia compacto abierta (vedse cap.
VII, lema 1.7 del libro [9]).

Sea X la completacion de A, como H (D) es completo, se tiene que X C H (D).
oo
También se tiene la otra contencion, ya que si f € H (D), entonces f (z) = Zkil apz®

y la sucesion (f,) en H (E) , donde f, (z) = Z:ﬂ apz® es de Cauchy vy converge a f,
concluyéndose asi que f € X. Por lo tanto la completacion de A es H (D).

En el articulo [6], se prueba que todo ideal I de A tiene la forma I = p(z) A, donde
p (%) es un polinomio que tiene sus ceros en D. Ademds todo ideal mdximo M de A es
de la forma M = (z —w) A con |w| < 1 y estos son cerrados, si y sdlo si, \w| < 1,
esto debido a que (z — w) es topoldgicamente invertible en A, para todo complejo w de

norma uno (su inverso topoldgico es (— Zj:o ﬁ) ).

Se tiene que M (A) = D, ya que si F' € M (A), entonces ker (F') es un ideal mdazimo
cerrado en A, es decir, ker (F) = (z —w) A con |w| < 1. De la definicion de ker (F)
se tiene que F ((z —w) A) =0, de ahi que, F (z —w) =0 6 F (g) =0 para toda g € A
y comoe € Ay F(e) =1, entonces F (z —w) = 0, es decir, F (z) = w. Por lo tanto,
F(f)=w.

Ademdas siguiendo un razonamiento andlogo al anterior y sabiendo que todo ideal
mdzimo M de A es de la forma M = (z —w) A con |w| < 1, se tiene que M* (A) = D.

A continuacion se probard que o (f) es acotado para cada f € A.Como M* (A) = D,
basta con probar que o (f) = f(i))?# (A)), considérese A € o (f), entonces f — Xe no

es wnvertible en A, de ahi que, [ — Xe se anula en algin elemento de D, es decir, existe
w € D =M* (A) tal que f (w) = N, la otra contencion es clara.

Sin embargo, se tiene que si |w| = 1, entonces - € H (D) y o () no es

zZ—w
acotado, esto debido a que st A € o (ﬁ), entonces ﬁ — \e no es invertible, es decir

%ﬁu—w) no es invertible de ahi que existe |z| <1 tal que de (z —w) =1, 2= &= +w

de ahi que hay una infinidad de elementos en H (D) con espectro no acotado.

La topologia mdas fina a la original que hace QQ—dlgebra a H (ﬁ) y que esta dada
en la prueba de ii) implica iii) del teorema anterior es la topologia dada por la norma

Il s que se define de la siguiente manera | f|| ., = ﬁax lf (2)].
z|<1

Considérese un dlgebra compleja, m—convexa, conmutativa con e, se puede pre-
guntar en qué casos se tiene que o (T) = oo (T). Para este tipo de algebras que
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satisfacen 91 (A) es compacto la siguiente proposicién da condiciones suficientes para
que o (T) = o9y (T).

Proposiciéon 3.27 Sea A un dlgebra unitaria, m— convezxa, compleja y conmutativa,
tal que M (A) es compacto. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) A no tiene ideales propios finitamente generados densos.
n

it) St xy,- -, € Ay Z\f(xz)] > 0 para cada f € M(A), entonces existen

i=1

elementos yy,- - -, Yy, € A tal que Z Tl = e
i=1
i1i) Todo ideal maximo de A es cerrado.

Demostracion: i) implica ii), ya que si se considera zi,- - -, x, € A tal que

Z |f (z;)] > 0 para cada f € 9 (A), entonces z1,- - -,x, no pertenecen a ningin
fdelzal méximo cerrado. Ademds el ideal generado por z1,---,x, que se denotard
por I es un ideal denso, ya que si no lo fuera I # A y entonces AT es un algebra
m—convexa, conmutativa, 91 (A/ 7) £ @ ycomonm:A— AT el homomorfismo
canénico es continuo se tiene que existe f € M (A), (f = F ow donde F € M (A/T))
tal que | f (x;)] = 0 para cada 1 < i < n, lo que es una contradiccién. Como I es denso
y finitamente generado, entonces por i) I = A.

i1) implica iii) ya que como se tiene ii) si los elementos xy,- - -, z, pertenecen a
un ideal propio I, entonces existe un funcional f € 9 (A) tal que f(z;) = 0,1 =
1,2,---,n. Por lo tanto, la familia de conjuntos cerrados {Z (x) : x € I}, donde Z (z) =
{feM(A): f(x) =0} tiene la propiedad de la interseccién finita y como M (A) es
compacto, entonces existe f € ﬂ Z (z), por lo tanto I C M = f~1(0). En particular,

xel
todo ideal méaximo es cerrado.

i17) implica 7), ya que todo ideal propio de A esta contenido en un ideal maximo. m

Ademds observamos que ii) es equivalente con iv)

iw) om(T)=0(T)=0(T), dondeT = (xy,---,x,) € A"
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iv) implica ii) se tiene del hecho que si (0,---,0) ¢ o (T), entonces (0,---,0) ¢
o (T) y ii) implica iv) es obvio usando la contrapositiva de ii).

A partir de la proposicién 3.27 y del siguiente ejemplo que aparece en el articulo [18],
se puede probar que el teorema de Arens no necesariamente se cumple para dlgebras
m—convexas con e, no metrizables.

Ejemplo 3.28 Sean D = {(21,22) cC?: % < ]21]2 + |22]2 < 1} y
Do={(z1,22) € C?: § < |z + | 2| < 1} . Considérese A el dlgebra de todas las fun-
ciones continuas en D 1y holomorfas en Dy. Para toda sucesidn convergente

a= {(z%n),zén»} C D,lim (Z%n), zén)> = (21, 22), z%n) + 2;,1 = 1,2 se define,

( sup ‘f <z§n), zémﬂ si (21, 22) € DN\Dy,
”f”a = sup ‘f <Z§n)’ Zén)) sup f(Z1,z§2:52(z1,z2) ’
2
max " IS , en otro caso
F(27.22) = f(21,22)
SUp |\ T

A es un dlgebra m—convexa completa con la topologia inducida por la familia de
seminormas {||f|,}, - Como toda funcién holomorfa en Dy, se extiende tinicamente a
una  funcion holomorfa en Dy = {(z1,2) € C?: |21 ) 4 |2 < 1}, entonces
M* (A) = Dy, y M(A) = D.

Como IM# (A) es compacto se tiene por el teorema 3.14 que todo ideal mdzimo de
A es de codimension 1, y por el teorema 3.13 se concluye que o (T) = ogn# (T) .

Ademas como M (A) es compacto, entonces se cumple la proposicion 3.27, pero no
todo ideal mdximo de A es cerrado (ya que existe f € M* (A)\IM (A)), lo que implica
que A tiene ideales finitamente generados densos. Por lo tanto, el teorema de Arens no
se cumple para A. Ademds, en este ejemplo ogn (T) # o (T) (contrario a lo que pasaba
para el espectro de un elemento en este tipo de dlgebras).

Los siguientes resultados claramente se siguen a partir de la proposicién 3.27.

Corolario 3.29 Sea A un dlgebra unitaria, m— convezxa, compleja y conmutativa, tal
que M (A) es compacto. Supdngase que sucede alguno de los siguientes enunciados:
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i) No todo ideal mdzimo de A es cerrado
i) M (A) £ MF (4)

Entonces no se cumple en A el teorema de Arens.

Corolario 3.30 Sea A un dlgebra unitaria, m—convexa, Fréchet. Si M (A) es com-
pacto, entonces M (A) = M# (A) .

Corolario 3.31 Sea A un dlgebra unitaria, m— convezxa, compleja y conmutativa, tal
que M (A) es compacto y A no tiene ideales propios finitamente generados densos.
Entonces ooy () = 04 (T) =0 (T),  donde T = (x1,- -, x,) € A™

Corolario 3.32 Sea A un dlgebra unitaria, m— convezxa, compleja y conmutativa, tal
que M (A) es compacto y todo ideal mdximo de A es cerrado. Entonces ooy (T) =
o (T) =0 (), dondeT= (x1,---,x,) € A"

Corolario 3.33 Sea A una Q— dlgebra unitaria, m— convexa, compleja y conmutativa.
Entonces ogn (T) = 0 (T) =0 (T),  dondeT = (21, -, 1,) € A™.

Demostracion: Como A es Q—dlgebra, tiene todos sus ideales maximos cerrados y
M (A) es compacto. Entonces, por el corolario anterior se concluye la prueba. ®

3.4 Relaciones entre espectros en algebras topolé-
gicas con unidad

Teorema 3.34 Sea A es un dlgebra topoldgica con e. Entonces son equivalentes:
i) A no tiene ideales propios finitamente generados densos
it) o(T)=0(T), dondeT = (x1,---,x,) € A"

Demostracion: Claramente i) implica i7), para probar la otra implicacién consid-
érese I ideal denso generado por 1, xs, - -, x, € A, entonces se tiene que (0,0, --,0) ¢
0y (T) y como o (T) = o (Z) se concluye que (0,0,---,0) ¢ o (Z). Por lo tanto [ = A.
[
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Observacién 3.35 Entre las dlgebras que cumplen la propiedad i) del teorema anterior
estdan las dlgebras con todos sus ideales mdximos cerrados, en particular las ()Q— dlgebras
tienen esa propiedad.

Teorema 3.36 Si A es un dlgebra topoldgica con e tal que todos los ideales maximos
de A son cerrados y la inversion en A/ M , con M ideal mdzimo es continua, entonces
om (T) =0(T) =0(T), dondeT = (x1,---,z,) € A"

Demostracion: ~ Como ooy (T) C 0((T) C o (T), basta con probar que o (T) C
om (Z). Sea (A,---,\,) € 0(T), entonces (x; — Ae, - -+, T, — Ape) no es regular, es
decir, (1 — Me) A+ -+ (z, — A\e) A # Ay por lo tanto el ideal (x; — A\je) A+ - -
-+ (z, — Ane) A esta contenido en un ideal maximo M. Considérese el homomorfismo
canénico m : A — A/ M, como la inversién en A M es continua, entonces por el
teorema de Gelfand-Mazur A/M = C, ademds 7 (z; — \;e) = 0 para cada 1 <i < n,
concluyéndose que 7 (x;) = \; paracadal <i<nym € M(A). m

Observacion 3.37 Si A es un dlgebra topoldgica con e y la inversion en A es continua,
no necesariamente la inversion es continua en A,/ M con M ideal mdximo cerrado.
(Vedse el ejemplo de W. Zelazko en el articulo [17]).

Definicién 3.38 Un dlgebra de Waelbroeck es un dlgebra topoldgica con e tal que es
Q—dlgebra y tiene la inversion x — x~ ' continua (v € A).

Teorema 3.39 Si A es un dlgebra de Waelbroeck e I es un ideal cerrado de A, entonces
AT es dlgebra de Waelbroeck.

Demostracion:  Como el mapeo canénico m : A — A/I es abierto y G (A) es
abierto, entonces 7 (G (A)) es abierto. Ademds como 7 (G (A)) C G (A1), se sigue
que G (A1) es abierto. Para probar que la inversién en A I es continua, primero
se probard que es continua en [¢]. Sea V, una vecindad de [¢] en A1 y como 7 es
continuo, entonces V = 7} (V) es una vecindad de e. Por la continuidad de la
inversién en A y como G (A) es abierto, existe una vecindad U de e tal que x7* € V,
para toda z € U. Ahora, siz € U, (7 (z)) " =[z] ' = [z en(V)=V.

Sea [z] € G (A/I). Entonces [z] 'V, con V una vecindad de [¢] en AT , es una
vecindad de [x]_l . Si U es la vecindad que se eligié antes, entonces para toda w € U,
[wz] es invertible y (7 (U) [z]) ' =[z]  (# (U) "  C[z]'V. m
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Corolario 3.40 Si A es dlgebra de Waelbroeck, entonces ooy (T) = o0((T) = o (T),
donde T = (x1,- -, x,) € A™.

Demostracion: Se sigue del teorema 3.36 y el teorema anterior. m



Capitulo 4

(Cp (X), 5)

Sea X un espacio topolégico. Se denotard por C' (X) al dlgebra de todas las funciones
complejas continuas sobre X, por B (X) al édlgebra de todas las funciones complejas
acotadas sobre X y por Cj (X) a la subdlgebra de B (X) que tiene como elementos las
funciones acotadas continuas. El ideal de B (X) de todas las funciones que se anulan
en infinito es denotado por By (X) (¢ € By (X) si para toda ¢ > 0, existe K, un
subconjunto compacto de X, tal que para todo x ¢ K, |p(x)] < €), By (X) es el
conjunto de todos los elementos en B (X) con soporte compacto.

Un algebra A—convexa es un algebra A con una topologia dada por una familia de
seminormas {||-||,, € I'} tales que para toda z € Ay |||, , existe M (z,a) > 0 tal
que |lzy||, < M (z, ) ||y||, para toda y € A.

o)

Se considera C (X) y Cj, (X) con la topologia estricta /3, la topologia estricta sobre
el dlgebra C, (X) la introdujo C. Buck, para el caso en el que X es un espacio de
Hausdorff localmente compacto. Para un espacio topoldgico arbitrario X esa topologia
fue definida por R. Giles como la topologia localmente convexa sobre Cj, (X) dada por
las seminormas

I£ll, = sup|f (z) ¢ (@)], con ¢ € By (X)

El dlgebra (Cy (X), 8) es A—convexa, ya que | fgll, < [ fll. llgll, para toda ¢ €
By(X)y f,9 € Cp(X). Ademds es completa si X es un k—espacio (F' C X es cerrado
si y s6lo si F'N K es cerrado para todo compacto K C X).
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En este capitulo, se definen los espectros o¢(x) y ox de eneadas de elementos de
C(X) y C, (X) respectivamente. Se estudia la relacién de éstos, con los espectros de
eneadas definidos en el capitulo anterior.

4.1 (C(X),p)

Sea (fi, fo,- - fa) € (C( X))". Se define o¢(x) ((f1, f2, - - -, fn)) de la siguiente mane-

ra,

0C(X) ((f17f27' ’ '7fn)> = {(fl (p)an (p)7' : '7fn (p)) ‘pEe X}

Teorema 4.1 Sea (f1, fa, -+, fn) € (C'( X))". Entonces son equivalentes i) y ii):

i) (fi, fay- -+, fn) no es regular,
i1) existe 1o € X, tal que f; (xo) = 0 para toda i, (1 <i<mn).

Demostracion: ~ Se probard i) implica i), supéngase que ﬂrf_l ker (f;) = 0, se
considera la funcién -

f(@) = ffi (@) + fofo (@) 4 fufo (2) = [ @) + | fo (@) + -+ | fa (2)]7,

claramente f (x) # 0 para toda = € X, de aqui que f es invertible.

Sea g la inversa de f. Entonces (f1, fa, -+, fn) es regular, ya que 1 = fg(z) =
fifig () + fafag () 4+ -+ fufag (z) para toda z € X.

Para probar i) implica i), supéngase que (f1, f2,- -+, fn) es regular, entonces existe
(91,92, . 9n) € (C(X))" tal que fig1 (2) + fag2 (2) + -+ - + fagn () = 1, para toda
x € X y como por hipétesis existe g € X, tal que f; (o) = 0 paratoda i, (1 <i <mn),
se concluye que

0= fig1 (zo) + f292 (x0) + -+ + fugn (z0) = 1,

que es una contradiccién. Por lo tanto, (f1, f2, - -, fn) no es regular. m

Corolario 4.2 Sea (f1, f2,- -, fn) € (C( X))". Entonces son equivalentes i) y ii):

Z) ()\1,)\2,"',/\n) €U<(f17f27' 5 n))»
(1

i1) Eziste p € X, tal que f; (p) =X (1 <i<mn).
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Como consecuencia inmediata del corolario anterior, se tiene que

0c(x) ((f17f27 o 7fn)) = O-((flaf% T 7fn)) :

Teorema 4.3 Si (f1, fa, - -, fn) € (C( X))", entonces ocx) ((fi, fas- -, fn)) =
Ot ((fbf?v t 7fn)) = 0((f17f2> te '7fn))

Demostracion: Como (C' (X), ) es un dlgebra topoldgica, entonces
o ((f1, far -+ fn)) € 0 ((f1, f2,- - - fn)) , de ahf que solo basta con probar que
0C(X) ((f17 f27 Y fn)) C oy ((f17f27 o 7fn)) .

Sean (f1(p), f2(p),- -+ fu(P)) € o) (f1,far -+ fn)) ¥ 00 € Bo(X) tal que
©o (p) # 0. Entonces

n

Y (fi—fip)gi—1

i=1

= sup > |po ()]

zeX

(Z (fi (x) = fi (p)) 9: () — 1) o (z)

i=1

Yo

con g; € C(X)a(l <@ < n).Porlotanto, (fl (p>7f2 (p)7 ’ '7fﬂ (p)) € oy ((f17f27' ’ 7fn))

Se verdn ahora las relaciones entre los espectros en (C (8X), ), donde 5X es la
compactacién de Stone Cech de X. (Vedse [10], capitulo 6)

X es denso en X y toda funcién continua f de X a un conjunto compacto K de
X, se extiende continuamente a una funcién f* de fX a K.

Teorema 4.4 Sea X un espacio topoldgico. Entonces0 € f(X), siy solo si, ker f* = ()
Demostracion: Basta con probar que f*(8X) = f(X). Considérese y € f*(5X),
entonces existe z € X tal que f*(x) =y, sea (z,) C X tal que
(o) — z por la continuidad de f* se sigue que f*(z,) — f*(x) = y. La otra
contencion se tiene porque f (X) = f*(X) C f*(6X)

y como f*(SX) es cerrado, entonces f (X) C f*(X). =
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Teorema 4.5 Sea (f1, fa, -, fn) € (C'( X))". Entonces son equivalentes i) y ii):

Z) (ffa f;: Y f'r):) no es Tegular,
i1) existe xo € X, tal que fF (zo) =0 para toda i, (1 <i<n).

Demostracion: Andloga a la del teorema 4.1. ®

Corolario 4.6 Si (f1>f2a e 7fn) € (C( X))n7 entonces 0C(BX) ((f{(an*a e af;-:)) =
Ot ((ff7f57 o 7frt)) - U((ff’fék? T 7f;)) C 0C(X) ((flaf% o ’fn))

Demostracion:  Se sigue del teorema anterior y del hecho que

e, fh@):peBXtC{(fi),falp), - fulp):pe X}

4.2 Relaciones entre los espectros de eneadas de e-

lementos de (C)(X),[)

Para (f1, fa, -+, fu) € (Cy ( X))", se define el conjunto

ox ((fi, fo, - fu)) ={(i @), f2p), -~ fulp):pEX}.

Surge la pregunta: Si ahora se considera (fi, fa, -, fn) € (Cp( X))", ique rela-
ciones ha’y entre ox ((fhf?a o )fn)) y Ot ((flﬂ f27 o 7f7l)) yo <<f17f27 te 7fn))7 Esta se

responderd a continuacion.
A partir de ahora se considera, X Hausdorff completamente regular.

Observacion 4.7 Si X es Hausdorff completamente regular , entonces M (Cy, (X)), ) =
X. Esto Zmphca que o x ((f17f27 Y fn)) = Om <<f17f27 o 7fn>> ) donde (f17 f27 Y fn) €
(G (X))".
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Teorema 4.8 Sea (f1, fa, -, fn) € (Cy ( X))". Entonces se tienen los siguientes enun-
ciados:

i) Si(0,0,---,0) € ox ((f1, fay- - -y fn)), entonces (f1, fa,- -+, fn) N0 es reqular.

i) §i (0,0, ) € ox ((f1, for - fa))Nox ((fr, f2. - -+ fa)), entonces (f1, fa, - -+, fn)

es top. reqular pero no reqular.

i1i) Si (f1, fo,« -+, fu) es reqular, entonces (0,0,---,0) & ox ((f1, fo, ** fu))-

Demostracion: Para probar i), supéngase que (fi, fa,- - -, f) es regular, entonces
existe (g1, 92, gn) € (Cp( X))" tal que  figi (¥) + fog2 (¥) + - - + fagn (z) = 1,
para toda z € X y como por hipdtesis existe o € X, tal que f; (z9) = 0 para toda i,
(1 <i<n),seconcluye que 0 = fig1 (x9) + faga (xo) + -+ fugn (x0) = 1, que es una
contradiccién. Por lo tanto, (f1, f2, - -, fn) no es regular.

ii) Sea (0,0,---,0) € ox ((fl,fz, NGO x ((fi, far -+ fa)) . Como (0,0, ---,0) ¢
ox ((fi, far -+ fn)), entonces ﬂ ker (f;) = 0.

Se define, f, f (z) = fifi (v) + fofo () + -+ fofn (x), claramente f (z) # 0, para
toda = € X. De ahi que fCy,( X) es denso en (Cy,( X), ), (vedse [4], corolario 2.2)
y por lo tanto f es top. invertible, es decir, existe una red (g)) en Cj( X) tal que
grf — e. Considerando la definicién de f, se tiene que (fi, f2,- - -, fn) es top. regular,
ya que grfifit gafafo+ -+ gafafn — €

Si se supone que (f1, fa, - - -, f,) es regular, entonces existe (g1, g2, - - -, gn) € (Cp ( X))"
tal que figi+ fogz+ -+ fagn = €y como (0,0,---,0) € ox ((f1, f2,- - -, fn)), entonces
para toda € > 0, existe z = x (¢) € X tal que |f; (z )| < ¢, paratodai (1 <i<n).De
ahi que, 1 = fi1g1 () + fago (@) +- 4 fugn () <e(g1 () + g2 () + - -+ gn (x)) <eM
, ya que g1, ga, - -+ gn € Cp( X), concluyéndose que 1 < eM para toda €, que es una
contradiccién, por lo tanto, (f1, f2,- -+, fn) no es regular.

i1i) Si se supone que (0,0,---,0) € O'X ((f1, fo,* =+, fn)), entonces para toda % >0, e
xiste 7, = z (+) € X tal que |fz (xk)| < 4, paratodai (1 <i < n)ycomo (fi, fo, -+, fn)

es regular, existe (91,92, ", 9n) € (Cp( X))" tal que figit+ fago + -+ fugn = €,
concluyéndose que | frgy (21)| + | foga (24)| ++++ | fagn (24)] > 1, por lo que para alguna
i (1<i<mn), |figi(zx)] = L conn € Ny como | fi (zx)] < 1, entonces |g; (z4)| > £ con

n fija, por lo tanto g; no es acotada (contradiccién). m
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Teorema 4.9 Sea (f1, f2, -+, fu) € (Cy ( X))". Entonces (0,0,---,0) ¢ ox ((f1, f2, 5 [n))
sy solo si (f1, fo, -+, fn) €s top. regular.

Demostracion:  Por la demostracion de ii) en el teorema anterior se tiene que si
(0,0,---,0) ¢ ox ((f1, fa, - - -, fn)) , entonces (f1, fa, - -, fn) €s top. regular. Para la otra

implicacién, supéngase que (0,0,---,0) € ox ((f1, f2,- -+, fn)), de ahi que existe p € X
tal que f; (z) = 0, para toda i, (1 < < n).
Sea
_J1 sit=p
p(t) = { 0  en otro caso ’

claramente ¢ € By (X).
Entonces H ! :0;i —e|ll = su ( 10i ) T ’ > > 0, con
Y g , = sup Z figi (x (@) = |e(p)]

91,92, -+, gn € Cp ( X)), concluyéndose que (fl, fo, -, fn) no es top. regular. m

Observacién 4.10 Sea (f1, f2, -+, fn) € (Cy ( X))". Entonces (A1, Ay -+, An) €

ox ((f1, f2, -+, [n)), sty sdlo si, (0,0, -, ) cox ((fi —Me, fo— Xae, - fu— Ane)).
Corolario 4.11 Sea (fi, fo, -+, fn) € (Cy ( X))™". Entonces oy ((f1, fa, 5 [n)) =
((fluf%' ))CUX ((f17f27 fn))ca((f17f2,"'7fn))
Demostmcio’n Se comenzard probando que oy ((f1, fo, -+, fu)) = ox ((f1, fas < =, fn)) -
Sea ()\1, )\2, .. ', ) € 0 ((fl, fg, ceey fn)) s entonces (fl - )\16, f2 — )\267 ceey fn — An€) no

es top. regular y por el teorema 4.9 se sigue que

(Oa()?' )GUX ((fl AleafZ_)Qea"')fn_)\ne))a
de ahi que ()\1,)\2, s 7)\11) €ox (<f17f27 T 7fn)> .

Para la otra contencién considérese (Ay, Aa, - -+, Ay) € ox ((f1, fa, - -+, fn)) , entonces
(0,0,---,0) € ox ((f1 — Me, foa — e, -+, fn — Ane)), por el teorema 4.9 se tiene que
(fi— )\16, fo— A€, fn — Ane) no es top. regular, por lo tanto (A, A, - -, \,) €
o ((fr, far o5 fa)) -

x ((f1, fa, -+ fu)) € o ((f1, f2,+ -, fn)), se cumple por la observacién anterior y
i1i) del teorema 4.8. m
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Observacion 4.12 En esta dlgebra no se cumple que para (f1, f2, -+ fu) € (Cy ( X))",
o ((f1, f2,- -+ Jn)) = 0 ((f1, f2,- -+, [n)), ya que si esto sucediera por el teorema 3.34 se
tendria que (Cy( X), ) no tiene ideales propios finitamente generados densos, pero

en el corolario 2.2 del articulo [4] se tiene que en (Cy ( X), ) hay ideales principales
densos.
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