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0.1. DEDICATORIAS 1

0.1. Dedicatorias

Dedico este trabajo a todas las personas que han sido parte de mi vida antes
y durante la carrera de matemaéticas, asi como en el tiempo que me he tardado
escribiéndola. En especial, quiero primero agradecer a mis padres por haberme
brindado una educacién, desde el haberme llevado a la primaria, a pesar de mis
quejas, hasta los principios morales que hoy dia me definen. Muchas gracias por
su apoyo y por sus recomendaciones, por su carinio y por ser parte de mi vida.
Junto con ellos, dedico a mis dos hermanos este trabajo que, si no fuera por
sus interminables bromas, no lo hubiera acabado. Gracias Gaby por tu apoyo y
por las platicas que tuvimos. A mis tios, la Nena y Carlos que fueron parte de
charlas y motivaciones.

En segundo lugar, agradesco a mi director de tesis Hugo, que me tuvo mucha
calma y pasiencia para explicarme y guiarme durante este trabajo, pero sobre
todo, por ayudarme a fomentar ese gusto por las matemaéticas. También agrade-
sco a mis sinodales, en especial a Ernesto y Violeta que con sus comentarios, han
ayudado mucho a la correccién de este trabajo. No por 1iltimo menos importante,
agradesco a todos mis amigos y amigas, en especial a Daniel, Pedro, Pablo y
Victor, que hemos crecido desde pequenos; a Mariana, Antonieta, Prisila, Laura,
y Dalia, que soporaban mis quejas y mi desesperacién, y que al mismo tiempo
ayudaban a darme un nuevo empujon; a mis companeros y companeras de la
Facultad de Ciencias que fueron parte de mi transcurso y proceso de matemaético
e individuo; y a todos los profesores que fueron parte de mi educacién durante
la Facultad. También agradesco a mi maestra Nancy que fue mi primer motivo
para estudiar matemdticas.

Y bueno, la verdad es que también se la dedico a mi perro.

0.2. Introduccién

En este trabajo se desarrollan las teorfas de grupos y anillos, necesarias para
la construccién de la teorfa de Galois. Esta consta del grupo de automorfismos de
un campo que dejan invariante a un subcampo, y que bajo ciertas hipétesis, se
tiene una biyeccién entre subcampos y subgrupos del grupo de automorfismos.

La teoria de Galois es una muestra de unificacién de las matemadticas en
diferentes ramas. Algunas de sus aplicaciones se dan en el estudio de problemas
histéricos y de gran importancia matemética. Tal es el caso de la cuadratura
del circulo, la trisecciéon de dngulos, la construccién de poligonos regulares y la
imposibilidad de resolver la ecuacién de quinto grado. Nosotros sélo veremos
que la ecuacién general de un polinomio no es soluble por radicales cuando éste
tiene grado mayor o igual que cinco.

Adems3s, la teoria de Galois es el inicio del dlgebra moderna, pasando de
construir teoremas para casos particulares a teorfas mas abstractas y amplias,
dejando lo particular por lo general.

Por otra parte, en el capitulo de extensiones de campo, veremos la existencia
de extensiones de campo que son algebrdicamente cerrados, es decir, que con-
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tienen una raiz para cualquier polinomio con coeficientes en dicho campo. Para
esto, utilizaremos el Lema de Zorn, herramienta muy usada para demostraciones
de existencia.

Finalizaremos este trabajo con el tema de campos real cerrados, que nos
llevara a demostrar el teorema fundamental del algebra, el cual menciona que
el campo de los complejos es algebrdicamente cerrado.

0.3. Biografia

Evariste Galois nacié en Bourg la Reine, cerca de Paris, el 25 de Octubre
de 1811. Su padre, Nicolas Gabriel Galois, era republicano y estaba encargado
del partido liberal del pueblo. Su madre, Adelaide Marie, hija de un juez de la
corte francesa, era experta en Latin y en la literatura cldsica, debido a su sélida
educacion. Los primeros doce anos de vida, Galois fue educado por su madre,
quien lo encaminé hacia la literatura cldsica.

En 1823 entré a la preparatoria, donde su gusto por las matemdticas se
desarrollo hasta su segundo afio escolar. A la edad de 15 afios, se encontra-
ba ya leyendo textos para matemadticos profesionales. A pesar de su temprano
desarrollo mental para las matemadticas, su dedicacién a éstas era de un tipo
informal, guarddndose todo en la mente o escribiéndolo en manuscritos de man-
era desordenada. Intenté entrar a la Ecole Polytechnique, cuna de los grandes
matematicos franceses en su tiempo, pero le negaron la entrada.

En 1828, Galois tomé un curso en matemédticas avanzadas, impartido por
Louis Paul Emile Richard, quien simpatizé con el y reconocié su gran habilidad.
Su primer trabajo de investigacién traté acerca de fracciones continuas. Mien-
tras tanto, Galois habia hecho descubrimientos fundamentales en la teoria de
ecuaciones de polinomios, informacién que presenté a la Academia de Ciencias,
cuyo juez en ese momento era Augustin Louis Cauchy.

Muchas fuentes mencionan que Cauchy perdié el manuscrito, o que hasta
lo tiré a la basura. Otras afirman que Cauchy nunca dejé de tener el manu-
scrito. Al parecer, Cauchy se impresioné por el trabajo de Galois, por lo que
le recomendé al joven preparar una nueva versiéon y presentarla para el Gran
Premio de Matemédticas, que tenia fecha limite el 1ro de Marzo. Para febrero
de 1830, Galois presenté su nueva version a la Academia de Ciencias para la
competencia del Gran Premio de Mateméticas. Este manuscrito fue recibido por
Joseph Fourier, quien murié antes de leerlo, perdiéndose el documento entre sus
papeles. Galois estaba convencido de que las repetidas pérdidas de sus traba-
jos no eran sélo mala suerte. Esto le cambié la mentalidad, viendo un inevitale
efecto en la sociedad donde a los genios se les condenaba a un estado eterno de
mediocridad, culpando asi al régimen politico opresivo Borbén.

Volvi6 a intentar ingresar a la Polytechnique, donde de nuevo fue rechazado.
Atn asi, terminé sus estudios en la Ecole Normale con grado de licenciado en
Ciencias y en letras en 1829.

En Enero de 1831, hizo un tercer intento de mandar sus resultados a la Acad-
emia; Condiciones de Solubilidad de Ecuaciones por Radicales". Tras no recibir
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respuesta, dos meses después mandé una carta al presidente de la Academia
preguntando qué habfa pasado con su reporte. No obtuvo respuesta, hasta el
4 de Julio, donde el jurado lo dictaminé como "incomprensible". A partir de
ahi, el comportamiento de Galois empez6 a hacerse més extremo, llegando a
los limites de la paranoia. El 14 de Julio, dia de la Bastilla, Galois y su amigo
Ernest Duchatelet fueron aprisionados por cargar armas de fuego y usar el uni-
forme de la Artilleria. Galois fue pasado a un hospital en 1832 por la epidemia
de célera, saliendo prontamente con libertad condicional. Durante su libertad,
tuvo un amorio con la joven Mlle. Stéphanie D., hija del médico Jean Louis
Auguste Poterin du Motel.

Después de que su amorio con la joven Stéphanie acabara, el joven Ga-
lois fue retado a duelo por los avances que tenia por la ésta mujer. El 29 de
Mayo, en visperas del duelo, escribié una carta a su amigo Auguste Chevalier,
en donde hace un bosquejo de la coneccién entre grupos y ecuaciones de poli-
nomios, afirmando que una ecuacién es soluble por radicales si su grupo era
soluble. Ademds, menciona ideas acerca de funciones elipticas y la integracién
de funciones algebrdicas.

Galois muri6 el 31 de Mayo de peritonitis a causa de la herida de bala en
el estomago por el duelo del dia anterior. La muerte de Evariste Galois sigue
siendo un misterio ya que se piensa que el duelo estuvo arreglado, pues cuando
se anuncié su muerte en la presna local, se narra que sélo una de las pistolas
estaba cargada.



Parte 1

Grupos






Empezaremos por la siguiente

Definicién 1 Un monoide M es una terna (M, e e) tal que M es un conjunto
no vacio, ® es una operacion binaria asociativa y e un elemento distinguido, que
llamaremos neutro para la operacion e, tal que aee =a =ee®a,Va € M.

Al decir que e es una operacién binaria asociativa nos referimos a que (a ®
b)ec=ae(bec),Va,b,c € M. Afirmamos que este neutro es inico. Supongamos
que ¢ € M es tal que aee’ = a = ¢ eaYa € M. Entonces, en particular,
e =¢ ee=¢. Por lo tanto, e es tinico.

Ejemplos 1 1. (N, +,0) es un monoide, ya que la suma es binaria y asociativa
y ademds, se tiene que a +0=a =0+ a,Va € N.

2. (Z,-,1) es un monoide, ya que para cualesquiera x,y,z € Z, (x-y) -z =
z-(y-2z)yr-l=x=1 =z

3. Sea S un conjunto no vacio. Sea p(S) el conjunto potencia de S. Sea
(p(s),U,2). Como S # @, entonces p(S) # &. Sabemos que (AUB)UC = AU
(BUC) para cualesquiera conjuntos A, B, C, por lo que la union es una operacion
binaria y asociativa. Ademdas, @ € ©(S) y es tal que AUZ = A= UA, por
lo que (p(95),U, @) es un monoide.

Definicién 2 Un grupo G es un monoide (G, e, ¢€) tal que Vg € G existe h € G
tal que geh =e=heg.

Veamos que de la definicién anterior, se sigue que el inverso es unico. Si k es
un elemento en G tal que gek = e =keg, entonces k = kee=~Fke(goh) =
(keg)eh =-ceh=nh.Enlo que sigue del texto, nos referiremos al inverso de
a € Gporb:=al,yaaebsimplemente por ab.

M4ds adelante, se demostrard que cualquier monoide (grupo) es isomorfo a
un monoide (grupo) de transformaciones. Para esto, debemos definir lo que es
un isomorfismo entre monoides o grupos.

Definicién 3 Una funcidn n: M — M’ es un morfismo entre los monoides
(M,e,e) y (M’ o, €) siVa,be M, n(ab) = n(a) n(d),.

Cuando 7 es una biyeccién, decimos que M es isomorfo a M’ y lo denotare-
mos como M = M’. Notemos también que, si 77 es un morfismo entre grupos,
entonces 7 (€) = €, es decir, manda el neutro de G al neutro de G Esto se sigue
viendo que

en(e) = (e) =n(ee) = n(e)n(e)
Como podemos cancelar por el lado derecho, se tiene que € = 7 (e), por lo que
7 manda neutros en neutros.

Cuando un morfismo f es inyectivo se le llama monomorfismo y si es suprayec-
tivo lleva el nombre de epimorfismo.

Sea (M, e,e) un monoide y @ € M. Definimos la funcién n, : M — M
por n,(x) = ax,Yax € M, es decir, la funcién multiplicar por a por la izquierda.
Definamos ahora al conjunto M, := {n, | a € M}. Claramente M, # @. Ahora,



sing,ny € M), podemos definir la funcién e : M, x M, — M, por n,en;, = 14,
De esta manera, se tiene que

Mo ® (771; i 770) =g ® (nbc) = Na(be) = MN(ab)e = Mab ® Ne = (na b nb) ® 7.

es decir, ® es una operacién binaria asociativa. Ademds, Vn, € M, se tiene que

na.ne:nae:na:nea:ne.na

por lo que 7, es el neutro multiplicativo de o en M,,. Por lo tanto, (M,,e,7,)
es un monoide de transformaciones.

Notemos ahora que la funcién ¢ : M — M, con regla de correspondencia
a — 7, es un isomorfismo. Es un morfismo ya que ((ab) = n,, = N7 =
¢(a){(b). Por otra parte, para cualquier v € M,, se tiene que v = 7,, para
alguna a € M, es decir, v(z) = ax. Por lo tanto, {(a) = ax = v, por lo que
¢ es sobre. Ahora, si {(a) = ((b), con a,b € M, entonces 1, = n;, es decir,
ax = bz para cualquier valor de x € M. En particular, si x = e, se tiene que
a = ae = be = b, por lo que ( es inyectiva. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo y
asi M = M,,.

Sea (G, e,¢e) un grupo. Consideremos ahora las transformaciones definidas
por la multiplicacién en el grupo, es decir, a cada g € GG le asociamos la trans-
formacién multiplicar por la izquierda p, := gz. Esto nos induce una funcién
p: G — Gy donde Gy = {, | g € G}, con regla de correspondencia g — .
De manera andloga, (G, e, 11,) forma un monoide y se tiene que p es un iso-
morfismo. Mds aun, éste forma un grupo: si p, € G, entonces g € G. Como G
es grupo, g~! € G, por lo que v := pg-1 cumple que

Hg @V =FHg® g1 = flgg—1 = He = Hg-1g = [bg=1 ® flg =V ® [l

. -1 . .
es decir, v = (ug) . Por lo tanto, cada elemento en G, tiene inverso, por lo
que G4 es un grupo. De esta manera, hemos probado el siguiente

Teorema 1 (Teorema de Cayley para monoides y grupos) Cualquier monoide
(grupo) es isomorfo a un monoide (grupo) de transformaciones.

En particular, si |G| = n, G es un subgrupo de S, el grupo simétrico del
conjunto con n elementos. De esto ltimo se tiene el siguiente

Corolario 1 Clualquier grupo finito de orden n es isomorfo a un subgrupo del
grupo simétrico Sy,.

0.4. Subgrupos generados por un conjunto

Dado un subconjunto S de un grupo G, nos preguntamos por el menor
subgrupo de G que contenga a S. Lo que queremos es encontrar un subgrupo
H de G que contenga a S y que adem#as H C K, para cualquier subgrupo
K tal que contenga a S. Por otro lado, si tal subgrupo existe, entonces es tinico.
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Esto es claro ya que si H y H’ son dos subgrupos de G tales que cumplen las
condiciones anteriores entonces H C H' y también H' C H, por lo que H = H'.
Al subgrupo H lo denotaremos con (S). La existencia de (S) se establece de la
siguiente manera:

Sea {Gg} la familia de subgrupos de G tales que contienen a S. Este conjunto
es distinto del vacio pues G € {Gg}. Definimos ahora (S) = N{Gg}. Afirmamos
que (S) es un subgrupo;

1) como el neutro e estd en cada subgrupo de Gg, entonces e € (S),

2)sia € (S), entonces a € N{Gg}, por lo que estd en cada subgrupo de G que
contiene a S. Como estos son subgrupos, entonces también a~! € N{Gs} = (9),
por lo que (S) es un subgrupo de G.

Por otra parte, si N es cualquier otro subgrupo de G que contiene a S
entonces N € {Gs}, por lo que (S) C N. En el caso de que S sea un conjunto

finito, S = {s1,...,8n}, se tiene que (S) = (s1,...,8,). Un caso especial es
cuando G = (S), para algun subconjunto S de G, donde decimos que G estd
generado por el conjunto S. Notemos que si G = (S), con S = {s1,...,5,},
entonces

G= {s’fls§2-~-sﬁ" | s E&néN,kiEZ}

ya que (S) tiene la forma de productos de potencias de los s;. Cuando G es un
grupo abeliano, es decir, que la operacién es conmutativa, (S) tiene la fomra
{k’181 + koso + -+ knsp | si €SneNEK; € Z}

Consideremos ahora el grupo més sencillo, esto es, que tenga sélo un gener-
ador. En este caso, G = (a) para alguna a € G. A G lo llamaremos el grupo
ciclico con generador a. Un ejemplo de grupo ciclico es el grupo aditivo de
enteros (Z,4+,0) con generador 1, o —1. Por otra parte, se tiene una funcién
f:Z — (a) definida por n — a". Como (a) = {a*} ez entonces esta funcién
es claramente suprayectiva. Ademds, se cumple que m 4+ n —— a™t" = qg™a"
y 0 — 1. Por lo tanto, si nuestra funcién es inyectiva, serd un isomorfismo.
Supongamos que no lo es. Entonces existen m # n tales que a™ = a™. Sin pér-
dida de generalidad, podemos suponer que n > m. De esta manera, se cumple

que 1 = a® = o™ ™, es decir, se tiene un natural, n — m, tal que ¢~ ™ = 1.
Por lo tanto, nos podemos fijar en el menor natural p tal que a? = 1. Sea
r el menor natural tal que a” = 1. Afirmamos que (a) = {1,a,a?,...,a" "1}

donde cada a® # a’ parai # j € {1,...,7 — 1}. Sea m > 7. Por el algoritmo
de la division, se tiene que m = pr + g, donde 0 < g < r. De esta manera,
a™ = @™t = gP"a? = (a")Pa? = 1Pa? = a?. Por lo tanto, a™ = a? es un
elemento de la lista. Ahora supongamos que a’ = a’, con i # j € {1,...,r —1}.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que i > j. Entonces, a®~7 = 1, donde
0 <7—j < r, lo que una contradice la eleccién de r. Por lo tanto, si n — a”
no es un isomorfismo, entonces {a) es un grupo ciclico finito. Notemos que en
este caso, r es el menor natural tal que a” = 1. En este caso, decimos que el
orden de a es r. En caso contrario, cualquier grupo ciclico infinito es isomorfo
a (Z,+,0), por lo que cualesquiera dos grupos ciclicos infinitos son isomorfos.

Teorema 2 Cualesquiera dos grupos ciclicos y finitos del mismo orden son iso-
morfos.
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Demostracion. Sea {a) = {1,a,a?,...,a" '} y (b) = {1,b,6°,...,b" "1}
donde a” =1, y b" = 1. Notemos que si h es tal que a = 1, entonces r | h; si
h = sr+gq, entonces 1 = a = a*"1t9 = ¢*"a? = 1%a? = a?, donde 0 < q < .
Por la eleccion de r esto implica que ¢ = 0, de donde r | h. Por otra parte,
st a™ = a" entonces a™ " =1, con m > n, por lo que tk = m — n. De esta
manera, b = bk = 1% =1, y asi, se tiene que b™ = b™. De manera andloga,
st b = b", entonces a™ = a”.

Por lo tanto, f : (a) — (b) dada por a™ —— b" es sobre e inyectiva.
Ademds, a"a™ = a" T — b"TT = " ya” =1+ b" =1, por lo que f es
un isomorfismo de (a) en (b). m

El siguiente teorema determina a todos los posibles subgrupos de un grupo
ciclico.

Teorema 3 Cualquier subgrupo de un grupo ciclico {(a) es ciclico. Si (a) es in-
finito, los subgrupos distintos al trivial son infinitos y ademds n — a™ es una
biyeccion entre N y el conjunto de subgrupos de {(a). Si {(a) es finito y de orden
r, entonces el orden de cualquier subgrupo es un divisor de r, y por cada divisor
positivo q de r, hay un y sélo un subgrupo de orden q.

Demostracién. Sea H un subgrupo de (a). Si H = {e} entonces H = (e) .
Supongamos que H # e. Entonces existe n € Z tal que a™ € H. Como H es
subgrupo, entonces a~" = (a™)~! € H, por lo que podemos suponer que n > 0.
Sea s el menor natural positivo tal que a® € H. Afirmamos que H = (a®) . Sea
a™ € H. Por el algoritmo de la divisién, m = sk +n, con 0 < n < s. Entonces
a" = a™ % = a™(a*)"*, y como H es subgrupo, entonces a” = a(a®)"* € H.
Como por construccién, s es el menor natural tal que a® € H , entonces esto nos
lleva a que n = 0, por lo que m = sk. Por lo tanto, a™ = a** = (a®)* € (a®). De
esta manera se tiene que H C (a®) . Por otro lado, como a® € H, entonces todas
sus potencias también se encuentran en H, es decir, (a®*) C H. Por lo tanto,
H = (a*).

Ahora, si (a) es infinito entonces se vi6 que a™ # a™ para cualesquiera
m # n € Z. En particular, para cualquier natural positivo s, los elementos a*™,
con m € Z son distintos, por lo que (a®) también un grupo infinito. Ademsds, s
es el menor natural tal que a® € (a®), por lo que cualquier subgrupo distinto del
trivial es infinito y se tiene una correspondencia uno a uno entre los naturales
y los subgrupos de {(a), a saber, n — (a™).

Supongamos ahora que {(a) es finito con orden r, por lo que

(a) ={1,a,d% ...,a" }.

Se demostrd que si H es un subgrupo distinto de {e} entonces H = (a*) , donde
k es el menor natural tal que a* € H. Se afirma que k | 7. Por el algoritmo de la
division, se tiene que r = ks +¢,0 < ¢ < k. Entonces e = a" = a**7 = (a*¥)%a,
por lo que a? = (a*)~* € H. Como k es el elemento minimo tal que a* € H,
esto implica que ¢ = 0, por lo que ks = r, es decir, k | r. Ahora podemos ver a
H como {1,a* a2, ..., a(s_l)k} donde a** = a” = 1. De esta manera, tenemos
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una correspondencia biyectiva k —— <a”9>7 del conjunto de divisores positivos
del orden de G al conjunto de subgrupos de G, donde el orden del subgrupo <ak>
es s = r/k. Notemos que tanto k como s, se mueven en los posibles divisores de
r. Por lo tanto, el orden de cada subgrupo de G, es un divisor de r, y por cada
divisor positivo de r, se tiene un y solo un subgrupo de dicho orden. m

Corolario 2 Si (a) es de orden r < oo, entonces el subgrupo H de orden s | r
se puede ver como el conjunto de elementos b € {(a) tales que b5 = 1.

Demostracién. Del teorema pasado, podemos ver a H como el conjunto
{1,a%,a%4,..., a(s’l)q}, donde gs = r. Ahora, para cualquier elemento b € H,
b= a" con k € {0,...,s — 1}. Por lo tanto, b° = (a*?)* = (a®*)* = (a")* =
1¥ = 1. Por otra parte, sea b € (a) tal que b= a™ y b* = 1. Como 7 es el orden
del grupo y 1 = b° = a™* = (a)™’, entonces 7 | ms, es decir, Th = ms, para
alguna h € Z. Como r = ¢gs y rh = ms, se tiene que gsh = ms, por lo que
gh = m, es decir, b = a™ = a"? € H. De esta manera, los elementos de H son
aquellos tales que b°* =1. =

Terminaremos esta seccién definiendo la funcién de Euler y demostraremos
algunas propiedades de ésta con los grupos ciclicos finitos.

Definicién 4 La funcion de Euler ¢ se define como sigue: ¢ (1) = 1; y si
n > 1, entonces ¢ (n) ={k|1<k<ny (nk)=1}.

Proposicién 1 Si G = (a) es un grupo ciclico de orden n, entonces a* también
es un generador de G si y sélo si (n, k) = 1.

Demostracién. Notemos que a” es generador de G si y sélo si existe m € N
m . .
tal que (ak) = a. De esta manera, tenemos lo siguiente:

m —
(ak) = a<=d"=a=d""ma=¢
. akm—l —e.
Como a*™~! = ¢, entonces n | km — 1, por lo que existe s € N tal que

ns = km — 1, lo cual quiere decir que
1=km+n(-s)

es decir, (k,n) = 1. De manera andloga, si (k,n) = 1, entonces existen r,s € Z
tales que kr + ns = 1. Ahora, como ns = —kr + 1, entonces n (—s) = kr — 1,
por lo que

e = (an)—s _ an(—s) _ akr—l

kr=1 — ¢ Multiplicando ambos lados por a, se tiene que

lo cual implica que a
(ak)r = aF" = a, es decir, a estd en el generado por a¥, por lo que a* es un
generador.

De la proposicién anterior, se sigue que el nimero de generadores de un

grupo ciclico finito (a) de orden n, es ¢ (n).
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Teorema 4 Sin es un nmimero natural, entonces n = X g, (d), donde la suma
se toma sobre todos los divisores d den, con 1 <d <n.

Demostracién. Si C es un subgrupo ciclico de un grupo G, denotaremos
a gen (C) como el conjunto de generadores del subgrupo C. Notemos que G =
Ugen (C), donde C varia sobre todos los subgrupos ciclicos de G y la unién
es disjunta. Claramente Ugen (C') C G. Ahora, si a € G, entonces (a) es un
subgrupo ciclico de G' con generador a, por lo que a € gen ((a)) C Ugen (C). Si
x € gen (C)Ngen (D), para C y D subgrupos ciclicos de G, entonces C' = (x) =
D, por lo que cualquier generador de C' también lo es de D. Por lo tanto, si
gen (C) Ngen (D) # @, entonces gen (C') = gen (D), teniendo asi que la unién
Ugen (C) es disjunta.

Hemos visto que si G es un grupo ciclico de orden n, para cualquier divisor
d de n, existe un subgrupo ciclico Cy de G, de orden d. De esta manera, se tiene
que

n= |G| = Ed\n ‘gen (Cd)| .

Por la proposicién anterior, [gen (Cy)| = ¢ (d), donde d es el orden del subgrupo
ciclico Cy. De esta manera, se tiene que

n =Yg, [gen (Ca)l = Zapmep (d) -

]

Para cerrar esta seccién, veremos que G es un grupo ciclico de orden n si y
sélo si para cada divisor d de n, existe a lo més un subgrupo ciclico de orden d.
Hemos visto que si G es un grupo ciclico de orden n, entonces para cada divisor
d de n, existe un y sélo un subgrupo ciclico de orden d. Usaremos la funcién de
Euler para demostrar el regreso, pidiéndole todavia menos, es decir, que si G
tiene orden n y es tal que, para cada divisor d de n existe a lo mds un subgrupo
de orden d, entonces G es ciclico. Para esto, notamos que G = Ugen (C), donde
C' varfa sobre todos los subgrupos ciclicos de G y la unién es ajena. De esta
manera se tiene lo siguiente:

n = |G| =X|[gen (C)] < Zgjnp (d) =n

donde la desigualdad se debe a que, por hipétesis, G tiene a lo méds un subgrupo
ciclico por cada divisor del orden. De esta manera,

Ylgen (C)| = Egpnp (d)

y por lo tanto, podemos concluir que G contiene un subgrupo ciclico por cada
divisor del orden. En particular, G contiene un subgrupo ciclico de orden d = n,
teniendo asi que G es ciclico.

Por lo tanto, hemos demostrado que un grupo finito G es ciclico si y sélo si,
para cada divisor del orden existe a lo mds un subgrupo ciclico de dicho orden.
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0.5. Orbitas, clases laterales y subgrupos nor-
males

Sea G un grupo de transformaciones de un conjunto S, es decir, Ids € G
y si u,m € G entonces ' € Gy pon = un € G. Notemos que G define una
relacién de equivalencia sobre S por la regla  ~g y si y = p(z) para algin
1 € G : Es reflexiva porque Vo € S, x = Idg(z). Ahora, si  ~ y entonces
y = p(x) para algun p € G. Como G es un grupo de transformaciones, entonces
p~t(y) = x, por lo que y ~ x. Para ver la transitividad, supongamos que x ~ y
y y ~ z. Entonces se tiene que y = u(z) y z = n(y), por lo que al componer
nu(z) = no p(x) = n(u(z)) = n(y) = z, se tiene que z ~ z. Por otra parte,
dado un elemento x € S se define la érbita de = bajo G, o G — drbita, como
el conjunto {n(z) | n € G}. Por ejemplo, si tomamos a G como el grupo de
rotaciones alrededor del origen en R? entonces la érbita bajo G de un punto
P € R? es el circulo que pasa por P y centro en el origen.

Como se tiene una relacién de equivalencia en S, ésta nos induce una par-
ticién del conjunto. Cuando sélo hay una G — drbita, es decir, S = Gz para
algin 2 € S,(y por lo tanto para cualquier y € S), se dice que G es un grupo
transitivo de transformaciones del conjunto S. Notemos que cuando G es un
grupo transitivo sobre S, entonces la relacién ~¢ induce una particién de S con
un sélo elemento.

Definicién 5 Sea G un grupo y S un conjunto. Decimos que G actia en el
conjunto S si existe una funcion definida de G x S — S tal que
i)eox=x,Vz €S
i) (9192) oz = g1 (g2 0 )

Miés adelante se desarrollard el tema de accién de un grupo sobre un conjun-
to, por ahora sélo mencionaremos un caso particular. Sea G un grupoy H < G.
Como G es grupo, podemos definir la funcién f : G — Sg, con regla de corre-
spondencia g — ge _, es decir, la funcién multiplicar por g, para cada g € G.
Ahora, como H es un subrgupo de G, entonces H «— G — Sg, por lo que se
tiene la restriccion f |g: H — S, dada por h — h e . De esta manera, H
actia en G por multiplicacién, donde la 6rbita de a € G tiene la forma Ha. El
conjunto de 6rbitas {Ha | a € G} se denota por el cociente G/H y su 6rden por
[G : H]. Al conjunto Ha se le llama la clase lateral derecha de a. Andlogamente,
si ahora consideramos la funcién g : G — S¢ definida por g — e g, es decir,
la funcién multiplicar por la derecha, se tiene que H actia en GG, induciendo una
particién de G en elementos de la forma aH, para cada a € G. A los elementos
de la forma aH , se le conoce como la clase lateral izquierda de a. De esta manera
se tiene otra particién del grupo G definida por el conjunto {aH | a € G}.

Algunos resultados sobre clases son los siguientes:

Lema 1 Si S < G entonces Sa = Sb si y sélo si ab=! € S.
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Demostracion. Si Sa = Sb entonces en particular, a = sb, para algin
s € S. Esto implica que ab™! = s € S. Supongamos ahora que ab™' € S.
Entonces ab™! = s para alguna s € S. Por otro lado, si x € Sa entonces
x = s1a con s1 € S. De esta manera se tiene que x = s1a = s1sb = (s15)b € Sb,
por lo que Sa C Sb. La otra contencidn es andloga notando que b = s~ 'a. Por
lo tanto, Sa = Sb. =

Notemos ahora que si S < G entonces cualesquiera dos clases derechas (o
izquierdas) son ajenos o iguales ya que si € Sa N Sb entonces s1a = © = s2b
para algin s;,so € S, teniendo asf que ab™! = sflsg € S. Por el lema anterior,
Sa = Sb.

Teorema 5 SiS < G entonces el niumero de clases derechas de S en G es igual
al nimero de clases izquierdas de S en G.

Demostracion. Denotemos a D como el conjunto de clases derechas de S
en G y a I como el de las izquierdas. Sea [ : D — I definida por f(aS) —
Sa~1, con a € G. Veamos primero que estd bien definida. Si aS = bS entonces
a = bs, para alguna s € S, por lo que ™' = s71b~! € Sb~!. De esta manera se
tiene que Sa~' C Sb'. La otra contencidn es totalmente andloga, notando que
b=! =sa=t € Sa=!. Porlo tanto Sa=' = Sb™! y asi f esta bien definida.

Supongamos que aS y bS son tales que Sa~' = Sb~1. Entonces a™' = sb™ !,
para alguna s € S, lo que implica que a = bs™' € bS, por lo tanto, aS C bS.
Andlogamente, notando que b = as € aS se tiene que bS C aS, y asi aS = bS.
De esta manera, [ es inyectiva. La suprayectividad se sigue de que si Sa € I,con
a € G, entonces a=' € G ya~'S € D es tal que se tiene que dar un elemento
en el dominio tal que al aplicarle f nos dé Sa. Como a € G, entonces a™! € G,
por lo que a='S € D es tal que f (a’lS) = S(a=1)~! = Sa. Por lo tanto, f es
una biyeccion y |D| = |I|. m

Teorema 6 Sea G un grupo finito y S < G. Entonces |S| | |G| y [G : S] =
G1 /1S

Demostracion. Como se vio anteriormente, dos clases laterales son la mis-
ma o son ajenas, por lo que G queda partido por S en clases laterales. Asi,
G = Sz, U Sz U -+ U Sz, donde las x; son representantes de cada clase.
Ndtese también que es una particion finita porque G es finito. Ademds, como
las clases son ajenas, se tiene que |G| = > |Sz;|. Por otra parte, notemos que
|S| = |Sz;|. Esto se sigue considerando la funcion f; : S — Sx; definida por
s — 84, la cual es una biyeccion: sia € Sx; entonces a = sx; para algin s € S,
por lo que claramente f es sobre. Ahora, si s1,s9 € S son tales que s1x; = sax;,
entonces s1 = sl(xiarfl) = (slxi)mfl = (szxi)x;1 = sz(xixfl) = 89, por lo
que [ también es inyectiva. De esta manera |S| = |Sx;|,Vi € {1,...,n} y para
cualquier representante z;. Se sigue entonces que |G| = > | |Sz;| = n|S],
donden=1[G:S5]. m

De este gran teorema, se tiene el siguiente
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Corolario 3 Si G es un grupo finito de orden n, entonces x" = 1, para toda
z € @.

Demostracioén. Sea ¢ € Gy m el orden de (z). Como (z) < G, entonces
[{(z)| =m | n =G|, es decir, mk = n, para alguna k € N. Por otra parte, como
m es el orden de (z), 2™ = 1, por lo que 2" = 2™ = (2™)F =1F =1. =

Definicién 6 Si S y T son subconjuntos de un grupo G entonces ST = {st |
se S teT}.

En particular, de la definicién anterior, si T' = {t} entonces ST es la S—drbita
de t.

Teorema 7 Si S yT son subgrupos de un grupo finito G, entonces |ST||SNT| =
ST

Demostracion. Sea ¢ : S x T — ST definida por (s,t) — st. Notemos
que ¢ es sobre, ya que para cualquier st € ST, se tiene la pareja (s,t) € S x T
tal que @(s,t) = st. Por lo tanto, como ¢ es sobre, |S||T| = |S x T| = |ST| x
{numero de imdgenes inversa para cada st € ST}. Basta entonces demostrar
que para cualquier v = st € ST, ¢(x)~! = SNT. Para esto probaremos que
o(x)™t = {(sd,d™t) | d € SNT} = A. Claramente, A C ¢(z)~!. Sean
(s,1),(r,q) € o(x)~L. Entonces st = x = rq, esto implica que r~'s = qt~ 1,
donde r~—',s € S yq,t7 ' €T, porlo qued = r~'s = gt~ € SNT. Notemos
entonces que rd = r(r~'s) = s y d~'q = (tqg~')q = t teniendo asi que (s,t) =
(rd,d='q) € A, lo cual demuestra la otra contencion. De esta manera @(x) ™! =
{(sd,d™t) | d € SNT} y ast |p(x)~| = |[{(sd,d"'t) [d € SNT} = [SNT],
con lo que |ST||SNT|=|S||T|. m

Definicién 7 Un subgrupo K < G es normal, denotado por K <1 G, si gKg~! =

K,Vge.

Notemos que si K < G es tal que gKg ' < K,¥g € K entonces K < G,
ya que como gK¢g~!' < K Vg € G, entonces reemplazando g por ¢! se tiene
g 1Kg < K¥g~! € G. Esto nos da la otra inclusién K < gKg~!, por lo que
gKg~' = K. Por otro lado, para cualquier homomorfismo f : G — H, el
ker f = K es un subgrupo normal: Dado k& € K se tiene que f(k) = 1, por lo
que Vg € G se tiene que f(gkg™") = f(9)f(k)f(g7") = f(9)f(9)~" =1, por lo
que gkg~' € K,V¥g € G,Vk € K.

Otra observacion es que K <1 G si y sélo si Kg = gK,Vg € G, es decir, las
clases izquierdas y derechas en G inducidas por K son iguales. Para demostrar
esto, notemos que si gKg~! = K entonces Kg~! = ¢g7'!K,Vg~! € G y por lo
tanto Vg € G. Ahora, si Kg = gK, entonces K = (Kg~')g = (¢7'K)g =
g 1Kg,Vg € G, lo cual equivale a decir que K <1 G.
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Ahora veremos que cuando se tiene un subgrupo normal K < G entonces el
cociente G/K forma un grupo:

Teorema 8 Si K <1 G entonces las clases de K en G forman un grupo, deno-
tado por G/K, de orden |G : K].

Demostracion. Para decir que G/K es un grupo, tenemos que definir una
operacion para los elementos de G/ K, los cuales son las distintas clases induci-
das por K en G. Ndtese también que, como K es mormal, entonces para cada
a € G, aK = Ka, es decir, sus clases laterales coinciden, por lo que basta definir
la operacion para cualquiera de ellas.

Sean Ka, Kb € G/K. Definimos el producto en G/K por

KaKb= Ka(a 'Ka)b= K(aa *)K(ab) = KKab = Kab

donde la primero igualdad se da porque K < G, y la la 4ltima porque K <
G. Veamos ahora que estd bien definido: supongamos que Ka = Ka' y que
Kb = KbV. Queremos ver que KaKb= Ka' Kb'. Por una parte, KaKb = Kab
y Kad' Kb = Kd't/. Como Ka = Ka' entonces a = da'ky para algin k; € K,
andlogamente, b = kob'. Por lo tanto, Kab = K(a'k)b = Ka'(k1b) = o’ Kk1b =
a'Kb = Ka'b, donde la tercera y quinta igualdad se deben a que K es normal
en G y la cuarta ya que kK = K,Vk € K. Usando que b = kob’, se tiene que
Kab = Kda'b = Kad/(kV') = d' K(kol') = o/ (Kko)b' = o' KV = Ka'l'. Por lo
tanto el producto estd bien definido.

Veamos que Ke = K es el neutro en G/K. Si Ka € G/K, KaK = KaKe =
Kae = Ka, asi como KKa = KeKa = Kea = Ka. Por lo tanto, K es el
elemento neutro en G/ K. Por otra parte, si Ka € G/K, entonces Ka™' € G/K
y se tiene que KaKa™ ' = Kaa™' = Ke = K = Ke = Ka 'a = Ka 'Ka,
es decir, (Ka)™! = Ka™'. Como el producto no depende del representante,
entonces tanto el neutro como el inverso son inicos. Por lo tanto, G/K es un

grupo con tantos elementos como distintas clases laterales, es decir, |G/K| =
[G:K]. m

A continuacion, se dan dos proposiciones que asocian al indice de un sub-
grupo con ser un subgrupo normal de un grupo G.

Proposicién 2 Si H < G y [G : H] = 2, entonces a® € H, para toda a € G.

Demostracién. Seaa € G.Sia € H C G, el resultado es claro. Supongamos
que a € G\ H. Como [G:H|] =2yac G\ H entonces aH # eH = H.
Anslogamente, a 'H # H. Como [G : H] = 2,y aH # H # a~'H, entonces
aH = a~'H,lo cual implica que a’?H = a(aH) = a(a™*H) = eH = H, teniendo
asfquea’ € H. m

Proposicién 3 Si H <G y [G: H] =2, entonces H < G.

Demostracién. Sea ¢ € G. Tenemos que probar que aHa™! = H, o lo
que es equivalente, aH = Ha. Ahora, como [G : H] = 2, entonces el conjunto
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de clases laterales izquierdas tiene la forma {H,aH} y el conjunto de clases
laterales derechas la forma {H, Ha}. Como éstas son particiones de G, se tiene
que

HuUaH =G =HUHa

donde la unién es ajena. Esto implica que aH = Ha, por lo que aHa™ ' = H,
Va € G, es decir, H<G. m

0.6. Homomorfismos de grupos

Sean G y G’ dos grupos y sea f : G — G’ tal que f(e) = €' y f(ab) =
f(a)f(b), donde e € G y € € G son los neutros de G y G’, respectivamente.
Notemos que f manda un producto en G al producto de las imagenes en G’. Por
otra parte, para cualquier a € G, f(a*) = f(a)*. Si k = 0 entonces el resultado es
claro, pues f (e) = €. Supongamos que vale para k y demostremos que vale para
k + 1. Ahora, f(a**!) = f(d*a) = f(a*)f(a) = f(a)*f(a) = f(a)**'.Ademss,
si a es invertible, se tiene que e = aa~! por lo que

¢ = fle) = flaa™") = f(a)f(a™")

y como G’ es grupo, entonces (f (a))f1 =f (a’l) . De estas dos observaciones
se tiene que f(a*) = f(a)*,Vk € Z.

Teorema 9 Sean n,u: G — G’ homomorfismos y sea S un conjunto de gen-
eradores de G. Supongamos que 1(s) = u(s),Vs € S. Entonces n = p.

Demostracion. Sean G,G' grupos y u,n : G — G’ homomorfismos tales
que p(s) = n(s), Vs € S, donde S es un conjunto generador de G. Sea G1 =
{g € G|n(g) = ulg)}. Claramente G; C G y G1 # &, ya que e € G1.Ademds,
si g € Gy entonces u(g—") = u(g)~" =n(g9)~" =nlg™"), por lo que g~ € Gi.
Por otra parte, si g,h € Gy entonces n(gh) = n(g)n(h) = p(g)pu(h) = p(gh),
teniendo ast que gh € G1. Por lo tanto, Gy < G. Finalmente, como S C G1,
con S el conjunto generador de G, se tiene que G = G1 y por lo tanto, u(g) =
n(g9),Vg € G, es decir, n =p. ®

Un homomorfismo de G en si mismo se le llama endomorfismo, y cuando
ademds éste es un isomorfismo, se le conoce como automorfismo. Del teorema
anterior, se sigue que, si 4 es un endomorfismo tal que pu(s) = s, Vs € S, entonces
@ = Idg. Veamos ahora que la composicién de homomorfismos sigue siendo un
homomorfismos. Si p: G — H,y n: H — K son homomorfismos, entonces
Va,b € G, nu(ab) = n(p(ab)) = n(u(a)u®)) = n(p(a))n(u®)) = nu(a)nu(d).
Como p y n mandan al neutro en el neutro respectivamente, entonces 1o p :
G — K es un homomorfismo.
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Sea p un homomorfismo de G enG’. Notemos que la imagen de p es un
subgrupo de G'. Para esto, basta ver que la multiplicacién es cerrada y la exis-
tencia de inversos. Si z,y € Im p, entonces existen a,b € G tales que p(a) = x
y u(b) =y, por lo que zy = p(adb) € Im p. Si z € Im p, entonces existe a € G tal
que p(a) = z. Como G es grupo, a~! € G, por lo que p(a™!) € Im p. Notando
que €= p(e) = plaa™") = p(a)pu(a"), se tiene que (u(a))~' = p(a™"), pues &’
es un grupo y el inverso es tinico.

Por otra parte, observemos que p es monomorfismo si'y sélo si ker yp = {e}.
Para la ida, supongamos que ker u # {e}, entonces Ja € ker p con a # e tal
que pu(a) = € = p(e), es decir, u no es inyectiva. Por otra parte, si g no es
inyectiva, existen a # b en G tales que pu(a) = u(b). Como a # b, ab=! # 1 por
lo que p(ab™1) = p(a)u(b=1) = u(a)u(b) =t = €', es decir, ker u # {e}.

Sea L un subgrupo normal de G contenido en K = ker . Consideremos el
grupo cociente G = G/ L, que consiste en elementos de la forma alL = La,Va €
@G, donde la multiplicacién de clases se define multiplicando a los representantes,
es decir, aLbL = abL, y neutro eL = L. Definamos ahora la funcién v : G — G
definida por g — gL, para cada g € G. Por la manera en que estd definido
el producto entre clases, se tiene que v es un homomorfismo. Por otra parte, si
aL = bL, para alguna a,b € GG, entonces a = bl, para alguna [ € L. Por lo tanto,
pla) = pdl) = p(b)u(l) = wu(b), pues | € L C K. De esta manera, la funcién
71 : G :— G’ con regla de correspondencia al —— p(a) estd bien definida.
Como también

a((aL)(bL)) = fi(abL) = p(ab) = p(a)p(b) = Fi(aL)p(bL)

A(L) = fi(eL) = p(e) = €’

entonces 1 también es un homomorfismo con Imz = Im p. De esta manera, se
tiene el siguiente diagrama conmutativo

I
G — &
! /

G - G/L

Ademds, el ker7i es el conjunto {aL | fi(aL) = €'}. Como f(aLl) = u(a),
esto equivale a la condicién u(a) = €. Por lo tanto, kerm = {aL | a € ker u},
es decir, kerz = ker /L, pues L < K. Como un homomorfismo es inyectivo si
y sélo si su kernel es trivial, entonces i es inyectiva si y sélo si kery = L. En
particular, cuando L = K, se tiene el siguiente

Teorema 10 Sea n : G — G un epimorfismo de grupos con kernel K. En-
tonces la funcion inducida 7 : G = G/K — G definida por aK —— n(a) es un
isomorfismo. Por lo tanto, cualquier imagen homomorfa a G es isomorfa a un
grupo factor de G/K, con K < G.
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0.7. Isomorfismos

En este capitulo veremos lo que son los tres teoremas de isomorfismos, los
cuales los aplicaremos a grupos, cuando en realidad se pueden utilizar para una
gran tipo de sistemas algebraicos, tales como semigrupos, anillos, médulos, entre
otros.

Teorema 11 Sean G y H grupos yn: G — H wun homomorfismo con kernel
K. Entonces K es un subgrupo normal de G y G/K = Imm.

Demostracion. Se demostré anteriormente que K < G para cualquier K =
kern, de algin homomorfismo n. Definamos ahora p: G/K — H por p(aK)
—— n(a). Veamos que u estd bien definida. Si aK = bK entonces b~la € K.
Por lo tanto, e = n(b=ta) = n(b=1)n(a). Como la imagen de n es un subgrupo,
se tiene que n(b)~! = n(b™1) = n(a)~t, es decir, n(b) = n(a). Por lo tanto,
w(aK) = p(bK), por lo que n estd bien definida. Notemos también que por la
manera en que se definicion n, es claro que Im = Immn.

Por otra parte, para cualquier aK,bK € G/ K, se tiene u(aKbK) = u(abK) =
n(ab) = n(a)n(d) = pwlaK)u(bK), por lo que u es un homomorfismo. Final-
mente, basta ver que pi es inyectiva. Para esto supongamos que p(aK) = pu(bK).
Entonces n(a) = n(b), teniendo asi que n(ab=1) = n(a)n(db=1) = n(a)n(b) =t =e.
Por lo tanto ab™ € K y asi aK = bK. Con esto se demuestra que ji es un
isomorfismo y por lo tanto, G/K = Imn. m

Del teorema anterior se sigue que no hay diferencia entre un grupo cociente
y la imagen de un homomorfismo. Si v : G — G/K, donde K = kern, es el
morfismo natural, v(g) = gK, entonces, el siguiente diagrama es conmutativo:

n
G — H
v\ ar
G/K

De esta manera, podemos describir a p~! : Imn — G/K. Si z € Im 7 entonces

Ja € G tal que n(a) = z, por lo que =1 (z) = aK. Veamos que estd bien definida.
Para esto, tomemos b € G tal que 7(b) = x. Queremos ver que bK = aK, pero
esto se sigue considerando n(b~ta) = n(b=Y)n(a) = n(b)~'n(a) = 27 ta = e, por
lo que b~la € K, es decir, aK = bK. Notemos que al ser K < G, también se
pudo haber definido a p~! usando la clase Ka. El siguiente teorema se conoce

como el Teorema de la correspondencia:

Teorema 12 Sea n: G — G’ un epimorfismo y sea A = {H <G| K C H}
donde K = kern. Entonces la funcion H — n(H) es una biyeccion entre A
y los subgrupos de G'. Ademds, H < G si y solo si n(H) <« G'. En este caso,
¢:G/H — G/n(H) definido por ((gH) — n(g)n(H) es un isomorfismo.
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Demostracion. Notemos primero que como 1 es epimorfismo entonces
G/K = G, por lo que si H < G' entonces lo podemos ver como un subgrupo

de G/K, es decir, podemos identificar a H con & (ﬁ)71 < G/K, donde & es un
isomorfismo entre G/K y G. Ademds, si H < G es tal que K C H entonces
H/K <G/K.

Por otra parte, se demostré que para cualquier homomorfismo ¢ : A — B,
¢ (A) < B. En particular, si H < G, n |g: H — G es un homomorfismo,
por lo que n(H) < G. De esta manera, nuestra funcion H — n(H) estd
bien definida. Veamos ahora que es inyectiva. Supongamos que Hy, Ho < G son
tales que K C Hy,Hy y que H1/K = Ho/K,< G/K. Entonces para cualquier
hi € Hy, K € Hy/K por lo que hi K = ho K, para alguna hy € Hy. Entonces
h1 = hok, para alguna k € K. Como K C Hs, entonces hy = hok € Hy. Como
tomamos cualquier hy € Hy, se concluye que Hy C Hy. De manera andloga,
para cualquier ho € Hy se tiene que ho = hik™t, para alguna h1 € Hy y para
alguna k € K. Como también K C Hy, ho € Hy, por lo que Hy = Hs. Por lo
tanto, nuestra funcion es inyectiva.

Supongamos que H < G'. Por la observacion del principio, podemos ver a H
como un subgrupo de G/K. De esta manera, H es una coleccién de clases lat-
erales en G por K, por lo que basta demostrar que H = {n(a) K | a € H}, para
algin H < G que contenga a K. Sea H = UaK donde aK € H. Afirmamos que
H € A. Nétese que K =eK C H. Sidy,ds € H, entonces dy = a1k1,ds = asks.

De esta manera, como K es normal en G, se tienen las siguientes igualdades:

didy = ai1kiasks = ar1kiasks (a;lag) = a1k <a2k2a;1) a2
= a1kiKag, donde K = agkaay '
= alklagaglkz’ag = 0,1]{!1&2 (a;lk'ag)
= arkia9k, donde K = a5 *Kas
= a1a2a2_1]€1a2k‘/= a1a9 (&z_lklag) K

= aia2kk, donde k = CL2_1]€1(12

Por lo tanto, didy = a1a9kk € a1a2K. Ahora, como H < G/K y K < G,
entonces ajasK = (a1 K) (aaK) € H, por lo que didy € ajasK € H. Como
K < H, se tiene que (hihy)K = hiKhoK = dids € H, por lo que hihy € H.
Por otra parte, si d € H, entonces d = hK. Ahora, la clase h™'K € H, ya que
hK € H y H < G/K. Ademds, K = hh 'K = hKh 'K = d(h='K), por lo
que h'K =d~' € H. Por lo tanto, H < G, y ast la funcién es biyectiva.

Supongamos ahora que H < G. Sean a € G' y b/ € n(H). Como n es un
epimorfismo, existen © € G y h € H tales que n(z) = a y n(h) = h', por lo que
ah’'a=t = n(x)n(h)n(x=1t) = n(zha=t) € n(H) pues xtha=! € H al ser H < G.
Como esto fue para cualquier a € G' y cualquier h' € n(H) se tiene que n(H) <
G'. Ahora supongamos que n(H) < G' para algin H < G tal que K C H. Sean
g € G yhe H. Entonces comon(H) < G', n(ghg™") = n(g)n(h)n(g~") € n(H),
por lo que ghg™* € HN¥g € G,h € H. Por lo tanto, H < G.
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Para finalizar, considerando esto iltimo, se tiene la funcion p : G/H —
G'/n(H) definida por gH — n(g)n(H). Afirmamos que p es un isomorfis-
mo. Notemos que p es inyectiva pues n(g1)n(H) = n(g2)n(H) si y sdlo si
n(gs 'g1)n(H) = n(H), si y sdlo si n(gy'g1) € n(H), si y sdlo si g;'g1 € H,
sty solo si gtH = goH. La suprayectividad de p se sigue de la suprayectivi-
dad de m, por lo que p es una biyeccion. Ahora, si n(H) <@ G' entonces, para
aH,bH € G/H, p(abH) = n(ab)n(H) =7 (a)n (b)n (H) = n(a)n(H)n(b)n(H) =
p(aH)p(bH), por lo que p es un isomorfismo. m

Al isomorfismo p frecuentemente se le conoce como el primer teorema de
isomorfismos para grupos. A continuacién presentamos el segundo teorema de
isomorfismos.

Teorema 13 Sea G un grupo y H, K < G con K < G. Entonces HK = {hk |

h € H k€ K} es un subgrupo de G que contiene a K. Ademds HNK es normal
en Hy HK/K 2 H/(HNK).

Demostracion. Como K < G entonces gK = Kg,Yg € G. En particular,
se cumple que Yh € H, por lo que K <1 H. Por lo tanto, hK = Kh. Notemos
ahora que HK = UpeghK = UpegKh = KH. Entonces para ver que HK < G
basta ver que es cerrado y que contiene inversos. Para lo primero, notemos que
(HK)? = HKHK = HHKK = H?K? = HK, pues H,K < G, por lo que
HK es cerrado bajo producto. Es claro que e € HK, pues e € H N K por ser
subgrupos, por lo que e = ee € HK. Por otro lado, si hk € HK, entonces
(hk)™t = k=*ht € KH = HK, por lo que también es cerrado bajo tomar
inversos. Por lo tanto, HK < G. Ademds, se tiene que K = eK C HK, y como
K < H, se tiene que K <« HK.

Consideremos ahora la funcion v : G — G/K dada por ¢ — gK, y su
restriccion v' : H — H/K. Claramente, V' es un homomorfismo y su imagen es
el conjunto de clases hKK, es decir, H/ K. Notemos que para cualquier hk € HK,
su clase lateral hkK es simplemente hK, por lo que la imagen de V' la podemos
ver como HK /K. Por otro lado, elkerv' ={h € H | hK = K}. Como hK = K
sty solo si h € K entonces el kerv/ = HN K, y por lo tanto, HN K < H.
Por el primer teorema de isomorfismos, se tiene que H/kerv' = Imv/', que es
equivalente « H/(HNK) 2 HK/K. m

Por tltimo, demostraremos el tercer teorema de isomorfismos:

Teorema 14 Sean K < H < G donde tanto K como H son normales en G,
entonces H/IK <1 G/K, y (G/K)/(H/K) = G/H.

Demostracion. Definamos la funcion ¢ : G/K — G/H por ((gK) = gH.
Veamos primero que estd bien definida. Si aK = bK, entonces b~'a € K. Como
K < H, entonces b='a € H, por lo que aH = bH. Por lo tanto, { estd bien
definida. Por otra parte,

VaK,bK € G/K,((aKbK) = ((abK) = abH = aHbH = ((aK)((bK)
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esto dltimo debido a que tanto K como H son normales en G. Como G/K y
G/H son grupos, ¢ es un homomorfismo de grupos. Por dltimo, falta ver que
¢ es sobre y encontrar el kernel de (. Lo primero es claro, ya que si x € G/H
entonces x = gH, para alguna g € G. Tomando la clase de g en G pero ahora
inducida por K, se tiene que ' = gK es tal que {(2') = ((¢K) = gH = x, por lo
que ¢ es sobre. Por otra parte, por definicion elker { = {aK € G/K | aH = H},
pero esto equivale a decir que a € H, es decir, ker( = {aK € G/K | a €
H} = {hK | h € H} = H/K. Como ker( es un subgrupo normal, entonces
H/K <1 G/K. Por lo tanto, usando el primer teorema de isomorfismos, se tiene
que (G/K)/(H/K)>2G/H. m

0.8. Accién de un grupo

Sea G un grupo y S un conjunto. Sea T : G — SymS un homomorfis-
mo donde SymS es el grupo de transformaciones biyectivas del conjunto S.
Entonces, si g € G, T'(g) es una biyeccién del conjunto S, y ademds

i) T(e) = Idg

1) T'(g192) = T(g1) o T(g2), donde o es la operacién de componer funciones.

Sea x € S. Denotamos a T(g)x por evaluar la funcién T'(g) en el pun-
to z € S. De esta manera se tiene una funcién de G x S — S definida
por (g,z) — T(g)z. Notemos que (e,z) — T(e)x = Ids(z) = x y que
(9192, 2) — T(g192)x = T(g1) 0 T(92)(2) = T(g1) 0 T(g2)

Recordemos que si G es un grupo y S un conjunto, decimos que G actia en
S si existe una funcién definida de G x S — S tal que

i)eox=x,Vr €S

1) (g192) oz = g1 (g2 0 x)

Si s6lo hay una ¢rbita en la accién de G sobre S, es decir, S = Gz para
alguna z € S, entonces también se cumple para toda y € S, ya que y = gr =
Gy = Ggx = Gz. Cuando esto pasa decimos que G actia transitivamente sobre
S.

Sea H < Gy sea G/H. Veamos que G actia transitivamente sobre G/H. Sea
xH una clase lateral en G/H. Si yH es cualquier otra clase en G/H, entonces
como z,y € G también g = yr~' € G. Asf, grH = yz~'zH = yH, por lo
que cualquier clase lateral en G/H estd en la ¢érbita de xH bajo G, es decir,
GzH =G/H.

Definicién 8 Sixz € S entonces definimos el conjunto Est x = {g € G | gz =

z}
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A este conjunto le llamaremos el estabilizador de x. Notemos que Est z < G,
ya que si g € Est x entonces gz = x, lo cual implica que x = ¢ 'z, por lo que
g~ € Est x. Ademss, si g,h € Est x entonces ghr = g(hx) = gz = z, por lo
que gh € Est x. Esto demuestra que Estx es un subgrupo de G.

Sea G un grupo y consideremos la accién de conjugar, que va de G en si
misma. Para z € G, se tiene que

1

Estz={geG|gzg~ =2}={9€G|gr=xg} =Cent

Al conjunto Centx se le conoce como el centro de x. Ahora, consideremos la
accion de multiplicar por la izquierda, es decir, I, : G x G — G con regla
de correspondencia (a,z) — ax, para cada a,x € G. Si y estd en la érbita
de z, es decir, y = az,a € G, entonces gy = y es equivalente a gaxr = az,
es decir, (a~1ga)r = =, por lo que a~!(Est y)a C Est z. Por otra parte, si
h € Est x, como hx = x y a 'y = z, entonces h(a~'y) = a 'y, lo cual se
simplifica a (aha=!)y = y, es decir, aha™! € Est y. Como aha~' € Est y,
entonces h € a~!(Est y)a, por lo que se tiene la otra contencién y de esta
manera a~!(Est y)a = Est z. En particular, si G actda transitivamente sobre
S, todos los estabilizadores son conjugados, es decir, Est y = a(Est x)a™?,
Vz,y € S, donde y = ax.

Sea G un grupo. Decimos que dos acciones, it : GXxS — Syv:GxS — 5
son equivalentes si existe una funcién biyectiva a : S — S"tal que

a(gz) =ga(z),Vge G,z € S

Ahora, si g € G, z € Sy a(z) = o, al denotar a u(g,z) por Tyx, se tiene
que a v (g, (x)) lo denotamos por T' (a (z)). De esta manera, la definicién de
equivalencia tiene la forma

aoTyx =Ty (a(z)),Vge G,z eb.

Notemos que decir que las acciones 7y p de G en S y de G en S respecti-
vamente, son equivalentes, es lo mismo que decir que el diagrama

n
GxS8 e S
p I«
GxS — %
n

conmute, donde « : § — S es una funcién biyectivay p: G x S — G x S'es
tal que (g, s) — (g, @ (s)), es decir, p := Idg X a.

Sea G un grupo y S un conjunto tal que G actia transitivamente sobre S.
Sea H = NgesEst x. Afirmamos que H < G y que G/H actia sobre S de tal
manera que el diagrama

I
GxS — S
pl /"

G/H x S
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conmuta, donde p: G x S — G/H x S estd definida por (g,s) — (g, s),

donde g es la clase de equivalencia de g en G/H. Ahora, por la observacién
anterior, como G actia transitivamente sobre S, dado x € S, se tiene que los es-
tabilizadores son conjugados, es decir, si ax = y, entonces Esty = a (Estx)a™*.
Notemos ahora que

H = NgesEstr = NyegEstgr = Nyegg (Estr) g~*
teniendo asi que Vk € G

kHE™' = k(Ngeag (Bstr) g~ ') k™" = Ngeckg (Estz) g~ k™!
= Ngea (kg) (Bstx) (kg)~"

Ahora, como G es grupo, se tiene que la funcién k : G — G, dada por g — kg
es una biyeccién, por lo que

Ngec (kg) (Estz) (kg) ™" = Ngeag (Estz) g~

es decir, H es normal en G. De esta manera tenemos que el espacio cociente
G/H es un grupo y asi podemos definir la siguiente funcién n: G/H x S — S
con regla de correspondencia (g, z) — gx. Notemos que 7 estd bien definida, ya
que si @ = b, entonces aH = bH, lo cual implica que a = bh, para alguna h € H.
Como h € H, se tiene que para cualquier z € S, axz = (bh) x = b (hx) = bz, por
lo que 7 estd bien definida. Ahora, como H < G, entonces ab = ab, por lo que
(%, x) — (ab)z = a(bx) = a (5, x) Claramente, (€,z) — ex = x,Va € S,
por lo que G := G/H actiia en S. Por tltimo, si y denota la accién de G en S,
se tiene el siguiente diagrama

I
GxS — S
pl /"

G/H x S

donde p := p x Idg, donde p : G — G/H definida por g — §. Basta notar
por tltimo que
p(g,8) =gs=n(g,s) =n(p(g,s))

es decir, 11 (g,8) =nop(g,8),V(g,s) € G x S, por lo que el diagrama conmuta.

Teorema 15 Sea G un grupo y S un conjunto tal que G actia transitivamente
sobre S. Sea H = FEstx, para cualquier x € S. Entonces G actia sobre G/H y
la accion de G sobre S es equivalente a la accion de G sobre G/H.

Demostracién. Sea G un grupo y S un conjunto tal que G actia tran-
sitivamente sobre S. Denotemos a dicha accién por p. Consideremos ahora la
funcién B, : G — S definida por ¢ —— gz, donde x € S. Como G actia
transitivamente sobre S, esta funcién es sobre, por lo que se tiene una biyeccién
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— S, donde G es el conjunto cociente de G inducido por 3,. Ahora, si
se tiene que

el
geq,

g={aecG|f(a)=p5(9)} ={a€CG|ax =gz}

De esta manera, axz = gz es equivalente a decir g laz = z, es decir, g~ 'a €

Estx. Esto tdltimo equivale a decir que a € gEstx, por lo que g = gEstx, y
asf, G = G/H, donde H = Estz. Por lo tanto, o : G/H — S, definida por
g = gEstx — gz, es una biyeccién inducida por la funcién 3.

Por otra parte, consideremos ahora la funcién n : GxG/H — G/H definida
por (¢, gEstz) — ¢g (E'stz). Afirmamos que 7 es una accién. Notemos primero

que (e, gEstx) — egFEstx = Estx. Ahora, si g, ¢,k € G, entonces
(9. kEstz) — ggk (Estz) = g (gkEstz) = g (gk (Estz)) = gn (¢, kEstz)

por lo que 7 es una accion.
Para ver que las acciones n y i son equivalentes, consideremos el siguiente
diagrama:

I
GxS — S
py, =1Idg X T T «
GxG/H — G/H
n

Sea (g,gFEstx) € G x G/H. Por una parte,

o p, (9, 9Estx) = p (g, gr) = ggz

Por otra parte,
aon(g,gbstr) = a(gg(Estr)) = ggx

es decir, po p, (g, gEstz) = aon(g,gEstz),V (g,gEstx) € G x G/H. De esta
manera, el diagrama es conmutativo y por lo tanto = 7. =

Supongamos ahora que G es un grupo finito tal que actia transitivamente
sobre un conjunto S. Por el teorema anterior, para cualquier x € S, G actia
sobre G/FEst x, y por lo tanto, S tiene tantos elementos como clases de equiva-
lencia en G inducidas por H = E'st z, es decir, |S| = ) [G : Est z]. En general,
podemos aplicar este argumento a cualquier grupo finito G que actie en un
conjunto finito S. En tal caso, S queda partido por las distintas 6rbitas de ele-
mentos de S bajo la accién de G, es decir, podemos ver a S como la unién de
subconjuntos ajenos S = Oy UO; U ---UO,, donde O; N O; = &,Vi # j, donde
los Oys son las 6rbitas de elementos de S bajo la accién de G. En particular,
G actuia transitivamente sobre O;,Vi = 1,...,n, por lo que |O;| = [G : Est ;).
Por lo tanto, |S| = Y [G : Est z;], donde la suma se toma sobre el conjunto
{x1,x2,...,2,} de representantes de las distintas 6rbitas. Notemos que cada
[G : Est x;] es divisor de |G| .
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Proposicién 4 Para cualquier grupo se tiene que Est ava™' = a(Est x)a™".

Demostracion. Sea z € Est ara™'. Entonces z(axa™') = axa™t. Multi-
plicando por a y por a~! por la derecha e izquierda respectivamente se obtiene
a"'zax = x, lo cual quiere decir que a~'za € Est x. Pero esto equivale a decir
que z = a(a'za)a™ € a(Est z)a™!, por lo que Est axa™' C a(Est x)a™".
Sea z € a(Est x)a~'. Entonces, z = awa™' para algin w € Est x. Por lo
tanto, z(axa‘l) = awa‘l(awa_l) = awzra~! = aza~! pues wr = x. Por lo
tanto, z € Est axa™!, y entonces Est ava™' D a(Est x)a™!, obteniendo asi la
igualdad. m

Tomemos ahora la accién de conjugar de un grupo G en si mismo. En este
caso,
Estr:=C(z)={9€ G |gxg~ ' =z}

Al conjunto C(z) se le conoce como el centralizador de x, para cada x € G. En
general, dado un grupo G, el conjunto

C(G)={geCG|gr=29,Vz€G={g€G|gzg ' =a,Vz G}

se le conoce como el centralizador de G. Notemos que C(G) < G, ya que
e € C(G)ysige C(G) entonces gr = xg, multiplicando por g~ tanto por la
derecha como por la izquierda se tiene zg~! = g~1z, es decir, g7* € C (G).

Regresando a lo anterior, si G actia por conjugacion en si mismo, se tiene
que |G| = >][G : C(x;)] donde z; es un representante de la clase de conjugacién
en G. A esta iltima ecuacién se le conoce como la ecuacion de clases del grupo
finito G. Notemos que si z; € C(G), entonces az; = x;a,Va € G, por lo que
ar;a~! = x;Va € G, es decir, C(z;) = G. Para estos elementos, se tiene que [G :
C(z;)] =[G : G] = 1, por lo que su clase consta de s6lo un elemento. Por lo tanto,
la ecuacién de clases la podemos modificar por |G| = |C(G)| + (G : C(y:)],
donde las y; corren en un conjunto de representantes de las clases de conjugacion
tales que contienen mds de un elemento, es decir, tales que y; ¢ C(G) para cada
i.

Teorema 16 Para cualquier grupo finito G con orden una potencia de primo

se tiene que C(G) # e.

Demostracién. Sea G un grupo finito tal que |G| = p*, con p primo y k& > 0.

Como G es finito entonces |G| = |C(G)| + D [G : C(y;)]. Ahora, como G tiene
orden potencia de p y C(y;) es un subgrupo de G, para toda y; representante de
la clase de conjugacién, cada uno tiene orden una potencia de p. Por otra parte,
como C(y;) # G, entonces [G : C(y;)] > 1. Como |G| = |C(y:)|[G : C(y:)],
y [G : C(y;)] > 1 entonces también [G : C(y;)] es una potencia de p, por lo
que p | [G : C(y;)]- Por lo tanto, como p divide a [G : C(y;)] para toda y;,
p | |G] = YJ[G : C(y;)] = |C(G)|. De esta manera se tiene que p | |C(G)],
concluyendo que C(G) #e. m
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0.9. Teoremas de Sylow

Hasta ahora, hemos visto que si H < G, entonces |H| | |G|, es decir, |H| es
un divisor de |G|. Por lo tanto, es natural preguntarnos si lo reciproco es cierto,
es decir, si para cualquier k divisor de |G|, se tiene un subgrupo H de G con
orden k. La respuesta general a esta pregunta es negativa, pero se verd que, para
ciertos nimeros si se cumple dicha proposicién.

Definicién 9 Si p es un primo, entonces un p — grupo es un grupo tal que
todos sus elementos tienen orden potencia de p.

Empezaremos con un resultado para el caso més sencillo, en donde sélo un
primo divide al orden del grupo.

Lema 2 Sip| |G| y G es abeliano, entonces G contiene un elemento de orden
.

Demostracién. Sea |G| = pk. La prueba se hard por induccién sobre
k. Supongamos que |G| = p. Sea a € G, con a # e. Sabemos que [(a)| | |G| = p,
y como a # e, [{(a)| > 1, por lo que (a) = G teniendo asi que el orden de a es p.
Supongamos que se vale para todo n < k, con pk = |G|.

Tomemos a € G, con a # e. Sea r el orden de a y supongamos primero
que p | r. Entonces pl = r. Notemos que tanto p como [ son menores que 7.
Consideremos a'!. Como I < r y r es el orden de a, entonces a' # e. Ademds,
()P = a'? = a" = e. Afirmamos que @' tiene orden p, ya que si el orden de a
fuese ¢, tendriamos que (a!)? = a'? = e, por lo que r | lg. Como pl =7 y r | Iq
entonces p | ¢. Por lo tanto, a! tiene orden p.

Supongamos ahora que (r,p) = 1. Como G es abeliano, entonces (a) es
un subgrupo normal de G. Consideremos entonces G/ (a), donde el orden de
G/ {a) s |G| /r. Por una parte, |G| = |{a)| [G:: ()] y como p | |G| y (r,p) = 1.
entonces p | [G : (a)], que es justamente el orden de G/ (a) . Como |G/ (a)| < |G|
entonces podemos usar la hipétesis de induccién. Por lo tanto, hay un elemento
b{a) € G/{(a),b e G, tal que (b{a))? = (a). Sea s el orden de b en G. Afirmamos
que p | s, ya que (b(a))® = b* (a) = (a). De esta manera, se tiene que p divide
al orden de un elemento en G, encontrdndonos en el caso anterior. m

Ahora, utilizando este iltimo resultado, demostraremos el caso general, es
decir, sin pedir que G sea abeliano.

Teorema 17 Si p es primo y G un grupo finito tal que p | |G|, entonces G
contiene un elemento de orden p.

Demostracién. La prueba se hard por induccién sobre k donde, |G| = kp.
La demostracién para la base es totalmente andloga a la proposicién anterior.
Supongamos entonces que se vale para todo grupo con orden k < n = |G|.
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Notemos que si x € G, el nimero de clases conjugadas de x es justamente
[G : C,], donde C; es el centralizador de z en G. Si z ¢ C(G), entonces el niimero
de clases conjugadas de = tiene més de un elemento, es decir, [G : C;] > 1, por
lo que |Cy| < |G]. Sip]||Cy|, entonces por induccién se tiene un elemento de
orden p en C, y por lo tanto también en G. Supongamos entonces que p 1 |Cy|,
para toda z en el conjunto de representantes de elementos de G que no estdn
en el centro de G. Como C, < G, entonces por Lagrange |G| = |C,| [G : Cy).
Como p | |G| y pt|Cy|, entonces p | [G : C,].

Por otro lado, se tiene a GG partido por sus clases conjugadas, teniendo asi
la ecuacién de clases |G| = |C(G)| + >_[G : Cy,], donde las C,, son las clases
conjugadas con y; ¢ C(G). Como p | [G : Cy,],Vy; € C(G), y p divide a |G,
entonces también divide a C(G) = |G|—=>_[G : Cy,]. Como C(G) es un subgrupo
abeliano de G, por el lema anterior, se tiene un elemento en C(G) C G con orden
p.m

Definicién 10 Sea p un primo. Decimos que un subgrupo de G es un p —
subgrupo de Sylow si es un p — subgrupo mdximo.

El siguiente teorema nos asegura la existencia de los p — subgrupos de Sylow.

Teorema 18 (Sylow I) Sip es primo yp* | |G| entonces existe un subgrupo H <
G de orden p*.

Demostracién. La prueba se hara por induccién sobre |G|. Si |G| =1 en-
tonces es claro el resultado, pues p° | 1, y en tal caso H = {e} = G. Supongamos
que se vale para todo grupo con orden menor que n = |G|. Por una parte, ten-
emos que |G| = |C(G)|+>_[G : Cy,], donde y; ¢ C(G) y Cy, es el centralizador
de y;. Como p* | |G| entonces también lo divide p. Ahora, si p{ C(G), entonces
p no divide a algtin sumando de ) [G : C,,], por lo que pt [G : C},], para alguna
i. Como Cy, forma un subgrupo de G, entonces |G| = |Cy,|[G : Cy,]. Ahora,
como p* | |G|y p 1[G : Cy) = |G|/|Cy.|, entonces p* | |Cy,|. Notando que
|Cy.| < |G|, por hipétesis de induccién, se tiene que C,, tiene un subgrupo H
de orden pk. Como H < Cy, < G entonces H < (.

Supongamos ahora que p | |C(G)|. Como C(G) es abeliano y p divide a
su orden, entonces por la proposicién anterior, 3b € C(G) tal que b = e.
Consideremos ahora (b) . Como b € C(G), entonces (b) es un subgrupo normal
de orden p, por lo que G/ (b) es un grupo de orden [G : (b)], es decir, |G| /p. Como
pk | |GJ, entonces p*~! | |G| /p = |G/ (b)|. Por lo tanto, como |G/ (b)| < |G],
por hipétesis de induccién, G/ (b) contiene un subgrupo H de orden p*~!. Como
H < G/ (b) entonces H = H/(b), con H < G tal que |H| = [H : (b)] |(b)| =
pPlp=pF. m

Notemos que si G es un grupo y H < G entonces gHg™' < G,Vg € G,
por lo que si A es el conjunto de subgrupos de G entonces G actiia en A bajo
conjugacién, ya que para todo H < G, eHe ™' = Hy (glgg)H(gngY1 =
glggHgglgl_l =n (ggHggl) gl_l,Vglgg € G. En particular, para cada subgrupo
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H, EstH = {g €G|gHg ' = H} := N (H) lo definiremos como el subgrupo
normalizador de H en G, ya que por definicién, H < N (H). Por otra parte,
dado H < G se tiene que [{gHg™" | g € G}| =[G : N (H)]. Esto se sigue viendo
que, la funcién de las clases laterales izquierdas al conjunto de subgrupos de G
definida por f : G/N (G) — A tal que aN (H) = @ — aHa™ ! es biyectiva.
En primer lugar, notemos que

@ = b<=aN(H)=0bN(H)<=b'aN(H)= N (H)
— blaeNH)<= (b'a)(H)(b'a) =H
< aHa ' =bHb™*

por lo que estd bien definida y ademds es inyectiva. Claramente f es suprayec-
tiva, por lo que f es una biyeccion.

Ahora, si G es finito y II es el conjunto de p—subgrupos de Sylow, afirmamos
que gPg~! € II,V¥g € G, con lo cual tendrfamos que G actia en II bajo con-
jugacién. Si p € P, entonces gpg~! sigue teniendo orden potencia de p, por
lo que basta demostrar que gPg~! es méximo. Supongamos que gPg~' C P,
con P € II. Entonces P C g~ 'Pg, donde g~ 'Pg es un p—grupo. Como P es
un p—grupo de Sylow, entonces es miximo, por lo que P = g~ ' Py, es decir,
P =gPg~! es un p—grupo de Sylow.

Lema 3 Sea P un p—subgrupo de Sylow de G, H < G tal que |H| = p* y
H C N (P). Entonces H C P.

Demostracién. Como P <« N (P) y H < N (P) entonces HP < N (P).
Ademsds, H,P C HP. Notemos ahora que |[HP| = |H||P|/|P N H|. Como
PNH < P,y el orden de P es una potencia de p, entonces también lo es
|P N H|, por lo que HP es un subgrupo de N (P) C G, de orden una potencia
de p que ademds contiene a P. Como P es un p—subgrupo de Sylow, éste es
méximo, por lo que HP = P, de lo cual, se tiene que H C P. m

Del lema anterior se sigue que P es el inico p—subgrupo de Sylow de N (P),
pues para cualquier p—subgrupo H C N (P) se tiene que H C P.

Teorema 19 (Sylow II) Sea p un primo y G grupo finito tal que p™ es la mayor
potencia de p que divide al orden de G. Entonces

a) Cualesquiera dos p—subgrupos de G son conjugados, es decir, si P,Q son
p—subgrupos de Sylow, entonces existe g € G tal que gPg~' = Q.

(b) El niimero de p—subgrupos de Sylow divide al indice de cualquier p—subgrupo
de Sylow y es congruente con 1 mddulo p.

(c) Si H < G tal que |H| = p* entonces H C P, para algin p—subgrupo de
Sylow.

Demostracién. Sea II el conjunto de todos los p—subgrupos de Sylow de
G. Como gPg~! es un p—subgrupo de Sylow, Yg € G y VP € II, entonces se
tiene la accién de conjugar v : G x I — II definida por (g, P) — gPg~!
de G sobre II. De esta manera II queda partido por las distintas G—orbitas.
Sea X una de ellas y P € X. Como X C II y G actia en II, entonces se tiene
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también la accién v |px: P x ¥ — ¥ definida por (¢, S) — ¢Sq~!, para

q € Py S € X. De esta manera, ¥ queda partido en P—orbitas. Afirmamos
que la tnica P—odrbita de cardinalidad uno es la érbita de P: claramente, para
cualquier ¢ € P, ¢gPq~' = P, por lo que |[P],| = 1. Ahora, si P es tal que
|[P]p| = 1 entonces Vg € P se tiene qPg~' = P, por lo que P C N (P).
Como P es el unico p—subgrupo de Sylow en N (P) y P C N (P), entonces
P = P. Por otra parte, notemos que cualquier otra P—érbita en X tiene orden
una potencia de p. Sea S € ¥ con S # P y sea o(S) la érbita de S. Como P
acttia sobre X, en particular, P actia transitivamente sobre o (S), por lo que
lo(S)| = [P: H], donde H = Estx, para cualquier € 0(S). Como P tiene
cardinalidad una potencia de p y [P : H] | |P|, entonces |o(S)| =[P : H] =p",
para algin r € N. Ahora, falta ver que r > 1. Si » = 0, entonces |o (S)| = 1, por
lo que pSp~! = S,Vp € P. De esta manera, se tiene que P C N (S). Como S
es el unico p—subgrupo de Sylow en N (.5), entonces P = S, lo cual contradice
la hipétesis S # P. Por lo tanto, 7 > 1 y asi 0(.5) tiene tantos elementos como
una potencia de p. Ahora, como la cardinalidad de X es igual a la suma de
cardinalidades de las distintas drbitas en ¥, entonces |¥| = 1 (mod p), ya que
todas excepto una, a saber la 6rbita de P, tienen como orden una potencia
de p y |[P]p| = 1. Por lo tanto, se tiene la segunda parte de b). Ahora, si
demostramos que G actua transitivamente en II, entonces demostraremos que
cualesquiera dos p—subgrupos de Sylow son conjugados. Para esto, hay que
demostrar que ¥ = II. Supongamos que no, es decir, que existe R € IT'\ ¥. De
manera totalmente andloga, se tiene que R actiia en X por conjugacion, sélo que
esta vez todas las R—érbitas tienen cardinalidad una potencia de p, pues R & 3,
por lo que |X| = 0 (mod p), lo cual es una contradiccién a lo antes notado. Por
lo tanto, ¥ = II, y por lo tanto, G actda transitivamente en II por conjugacién,
teniendo asf a).

Para la primera parte de b), basta notar que, como ¥ = II 'y 3 queda partido
por la ¢érbita de P por la accién de conjugar, se tiene que |X| = [G : H|, donde
H = EstP, para cualquier P € II . Por definicién,

H={geG|gPg ' =P}:=N(P)

por lo que |X| = [G : N (P)]. Por otra parte, como G es finitoy P C N (P) C G,
entonces
[G:P]=[G:N(P)][N(P): P

por lo que [G : N (P)] | [G : P]. Por lo tanto, |X| | [G : P], lo cual demuestra b).

Sea H < G tal que |H| = p?. Al restringir la accién de conjugar 7 |gx1:
H x II — 1II se tiene que II queda partido en H—orbitas. Notemos que las
H —o6rbitas tienen cardinalidad una potencia de p, ya que cada una de ellas
divide al orden de H = p?. Ahora, como cada H —érbita tiene cardinalidad una
potencia de p y |II| = 1 (mod p), entonces existe una H—drbita con cardinalidad
1. Si P € II es tal que |[P],| = 1, entonces hPh™' = P,Yh € H, por lo que
H C N (P). Como P es un p—subgrupo de Sylow, por el lema anterior, H C P.
]
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Notemos que del teorema anterior, si p es un primo que divide al orden del
grupo, entonces el p—subgrupo de Sylow asociado al primo p, tiene orden p™,
donde m es la maxima potencia de p que divide al orden del grupo.
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0.10. Tipos de anillos.

En esta seccién daremos la definiciéon de la estructura algebraica llamada
anillo. Daremos también algunos ejemplos de éstos que nos llevardn a definir lo
que es un campo.

Definicién 11 Sea R un conjunto no vacio. Decimos que R es un anillo si
existen dos operaciones, +: RXR — R y*: RXR — R tales que Va,b,c € R
se cumple que
lL.a+(b+c¢c)=(a+b) +ec.
.a+b=b+a.
. Existe un elemento 0 € R tal que a + 0 = a,Va € R.
. Dado a € R, existe b€ R tal que a+b=10
ax(bxc)=(axb)*ec.
ax(b+c)=axb+axc, asi como (a+b)*xc=a*xb+axc.

S RS

Notemos que de la definicién, estamos pidiendo que R y la operacién suma,
(R,+,0), sea un grupo abeliano, es decir, que la operacién + sea asociativa y
conmutativa. Por otro lado, se tiene que las dos operaciones estan relacionadas
por el inciso 6, la cual se conoce como la ley distributiva. Al elemento del inciso
3, se le conoce como neutro aditivo. Observemos también que en la definicién,
nunca se menciona a un elemento neutro para la operacién +. Esto se debe a
que existen anillos que no contienen elemento neutro para *. A los anillos que sf
lo tienen, le llamaremos anillos con unidad y denotaremos a este elemento por

1.
Proposicién 5 Para cualquier anillo R, 0 xa = 0,Va € R.

Demostracién. Como 0 es el neutro aditivo, entonces 0+ 0 = 0 y también

0+ a = a,Va € R. Por lo tanto, se tiene que
0+0%xa=0%xa=(0+0)xa=0%xa+0xa

Como (R, +,0) es un grupo abeliano, entonces a* 0 tiene un inverso aditivo. De
las igualdades anteriores, se tiene que

0=0xa

|
Notemos también que, si 1 = 0, entonces R = {0}, ya que

Vaoe R,0=ax0=ax1=a

por lo que R = {0}. Por otra parte, en algunos anillos, no siempre se cumple que
si axb =0, esto implique que a = 0 6 b = 0. Cuando esto tltimo si se cumpla,
diremos que el anillo es un dominio. De manera andloga, en la definicién no se
menciona que la operacién * sea conmutativa. Para esos tipos de anillos, donde
* sea una operacién conmutativa, los llamaremos anillos conmutativos.
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Definicién 12 Un anillo conmutativo R es un dominio integral o dominio
entero, siaxb=0=—=a=06b=0.

El ejemplo cldsico de un dominio integral son los enteros Z. En cambio, no
siempre los Z,,, que son las clases de los residuos en Z después de dividir por
n, son dominios enteros. Por ejemplo, si consideramos a Zg = {0,1,2,...,7} se
tiene que 2,4 # 0 pero 24 = 8 = 0. Pero si consideramos a los Z,, con p primo,
estos si son dominios enteros, pues como se verd, estos son mas que dominios
enteros, son campos.

Notemos que de la definicién anterior, decir que R sea un dominio entero es
equivalente a decir que R* := R\ {0} es un submonoide de (R, *,1), ya que de
esta manera se asegura del hecho de que a * b # 0, para toda a,b € R*, la cual
es la contrapuesta de la definicién de dominio integral.

De ahora en adelante, denotaremos al producto a * b simplemente por ab.
Si a es un elemento de R un anillo para el cual existe un elemento b # 0
tal que ab = 0 (ba = 0), decimos que a es un divisor izquierdo (derecho) de
cero. Claramente, cero es un divisor tanto izquierdo como derecho. También, si
a # 0, es un divisor izquierdo tal que ab = 0 con b # 0, entonces b es un divisor
derecho de cero. Por lo tanto, podemos decir que un anillo R es un dominio,
si y sélo si, no tiene divisores derechos ni izquierdos a parte del elemento 0.
Por otra parte, veamos ahora que R es un dominio si y sélo si R # 0, y las
leyes de cancelacion se cumplen, es decir, Va # 0, si ab = ac = b = ¢, y
ba = ca = b = c¢. Si R es un dominio entonces vimos que R # {0}, y si
ab = ac, entonces a(b — ¢) = ab — ac = 0. Ahora, si a # 0 entonces b —c =0, lo
cual implica que b = ¢. La otra implicacién es totalmente andloga. Si R # 0 es
un anillo para el cual las leyes de cancelacién son vélidas, se tiene que, si a # 0
es tal que existe b € R con ab = 0 = a0, entonces b = 0. Por lo tanto, R es un
dominio.

Definicién 13 Un anillo R es un anillo con divisién si para cualquier 0 # a €
R, existe b € R, tal que axb=1="0bx*a.

Notemos que no hay ambigiiedad en denotar a este elemento b por a™', ya

que si ¢ € R es otro elemento tal que ac = 1 = ca, entonces se tiene que
b=1b=cab=cl =c

Ahora, si R es un anillo con divisién, entonces R # 0 y ademds, si ab = ac,
entonces, como R es anillo con divisién, existe a~! € R, porlo que b = (a"'a)b =
a~Y(ab) = a7(ac) = (a7 'a)c = ¢, andlogamente, ba = ca => b = c. Por lo
tanto, R también es un dominio. Por otra parte, en un anillo con divisién, la
ecuacién ax = b tiene la solucién x = a~'b. Como un anillo con divisién es un
dominio y en éste las leyes de cancelacién son vélidas, entonces esta solucién es
tnica. Andlogamente para la ecuacién ya = b, a saber, y = ba~".

Al conjunto U de elementos invertibles de un monoide le llamaremos unidades.
Estos claramente forma un subgrupo del monoide, por lo que U es un subgrupo
de (R, ,1). Por ejemplo, el conjunto de unidades en Z es el conjunto {—1,1}.
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Definicién 14 Decimos que un anillo R es un campo si R es un anillo con
division conmutativo.

De esta definicion se sigue que R es un campo si y sélo si R* es un grupo.
Ahora, para ver que Z, es un campo, basta notar que es un anillo con divisién.
Para esto, sea a € Z, con @ # 0. Podemos suponer que 0 < a < p. Entonces
(a,p) = 1, por lo que existen enteros tales que an + pk = 1. Por lo tanto,
T=an+pk =an+pk = an +pk = an+ 0 = an, por lo que (@) ' =7 # 0.
Otros ejemplos de campos son los mimeros racionales Q y los nimeros reales R.
Notemos que los Z, tienen cardinalidad finita para cualquier primo p, Q tiene
cardinalidad infinita y numerable, y R también tiene cardinalidad infinita pero
no numerable.

Proposicién 6 Cualquier dominio finito es un anillo con division.

Demostracién. Sea R un dominio. Sea 0 # a € R. Consideremos ahora la
funcién multiplicar por la izquierda por a: R — R definida por x — ax. Esta
funcién es inyectiva, ya que como R es dominio, por la ley de cancelacién, si
ax = ay = x = y. Como ademds R es finito, entonces también es sobre, por lo
que existe un b € R tal que ab = 1. Anslogamente, para la la funcién multiplicar
por la derecha por a se tiene una ¢ € R tal que ca = 1. Basta ver que ¢ = b.
Para esto, se tiene que b = 1b = (ca)b =c(ab) =cl =c. m

0.11. Ideales y anillos cocientes.

Se define una congruencia 2, en un anillo R, como una relacién de equiv-
alencia tanto en el grupo aditivo (R, +,0) como en la parte multiplicativa del
monoide (R,#,1), es decir, una relacién de equivalencia tal que si @ & d'y
b = b entonces a +b = o'+ b asi como ab = ab. Sea @ la clase de equiv-

alencia de a € R y R el conjunto cociente, es decir, el conjunto de clases
de equivalencia dada por la relacién =2 . Como @ +b = a+b y ab = ab
entonces las operaciones no dependen de los representantes, por lo que es-
tas definen el grupo (R, +,0) y el monoide (R, *, 1) respectivamente. Adems4s,
alb+e) =ab+c) =alb+c) = ab+ac = ab+ ac = ab + ac, andlogamente,
(b+¢)a = ba + ca. Por lo tanto, (R, +,*,0,1) es un anillo. A este tiltimo se le
conoce como anillo cociente.

Por otra parte, las congruencias en (R, +,0) son obtenidas por subgrupos
I, necesariamente normales pues (R, +) es abeliano, definiendo a = b si a —
b € 1. Si ademds, la relacién = es también una congruencia para el monoide
multiplicativo, entonces Va € Ry b € I se tiene que a =2 a y b = 0, por lo que
ab =2 a0 = 0, andlogamente, ba = 0. Esto quiere decir que para cualquier a € R

se tiene que ab € I,Vb € I.

Definicién 15 Si R es un anillo, entonces I es un ideal si es un subgrupo del
grupo aditivo de R tal queVa € R yVb e I, ab,ba € 1.
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Como ejemplo, consideremos al anillo R = Z y sea I = nZ, es decir, los
multiplos enteros de n. Claramente nZ es un subgrupo aditivo de Z, ya que
0 =0n € nZ y si a € nZ, entonces a = nk, para alguna k € Z, por lo que
—a = n(—k) € nZ. Falta ver entonces que Va € Z y Vb € nZ se tiene que
ab,ba € nZ. Si k € Z y | € nZ, entonces | = nm, para alguna m € Z, por lo que
kl = k (nm) = knm = nkm € nZ. Andlogamente, lk € nZ, por lo que nZ es un
ideal de Z.

Supongamos ahora que I es un ideal de R. Si & es la congruencia inducida
por I, esdecir, z X ysiyslosiz—y e l,sia=ayb=0 entoncesa—a € I,
por lo que (a — a)b € I. Andlogamente, b — & € I, por lo que a(b—1b) € I.
Como I es un subgrupo aditivo, se tiene que ab — ab’ = ab — ab + ab’ — ab =
(ab— ab) + (ab’ — ab) € I, por lo que ab = ab.

Al anillo cociente R de las clases de equivalencia inducidas por I, lo denotare-
mos por R/I,y lo llamaremos el anillo cociente de R formado por el ideal I. Los
elementos de R/I son las clases laterales a 4+ I donde la suma y multiplicacién
estdn definidas por (a+1)+(b+1) = (a+b)+1y (a+I)(b+1) = (ab+1), donde
el 041, 1+ I son los neutros para la suma y la multiplicacién, respectivamente.

Notemos que la interseccién de ideales sigue siendo un ideal. Para esto,
primero hay que notar que la interseccién arbitraria de subgrupos sigue siendo
un subrgupo. Sea {G;},.; una familia de subgrupos y G = N{G;},. ;. Como
e € G; paratodai € J, entonces e € G. Ahora, sia € G, entonces a € G;,Vi € J,
por lo que a~! € G4, Vi € J. De esta manera, a~' € G y por lo tanto G es un
subgrupo. Sea J = N{lx},cy, con Iy un ideal y H un conjunto de indices.
Entonces si a € Ry b € J se tiene que b € Iy.Vk € H entonces ab € I}Vk € H,
por lo que también ab € J. El razonamiento es totalmente andlogo para ba, por
lo que J es un ideal.

Consideremos ahora un subconjunto S C R, con R un anillo. Entonces (S) =
Nlg, donde Ig es un ideal que contiene a S, es el ideal méds pequeno que contiene a
S, es decir, cualquier otro ideal que contiene a S, contiene también a (S). A (S) lo
llamaremos el ideal generado por S. Analicemos el caso cuando este conjunto es
finito. Si S = {a4, ..., a,} entonces es claro que los elementos de la forma za;y €
(S), para cualesquiera x,y € R. Ademds, se tiene que z;a;y; + za;y; € (S) y
no hay manera en ponerlos en un sélo término. Consideremos ahora el conjunto
I formado por elementos de la forma Y x;, a1y, + . Ti,aoyi, +- D Ti, AnYi,, -
Por una parte, se tiene que I C (S). Ademas, por la manera en que se construyo,
claramente I es un ideal que ademds contiene a .S, viendo que la;1 = a;. Por
lo tanto, I = ().

Sean I,.J ideales en un anillo R. Entonces el ideal generado por I U J lo
denotaremos por I 4+ J. Afirmamos que este conjunto esta formado por lo ele-
mentos de la forma a+btalesqueac Iybe J. Sea K ={a+blacl,be J}.
claramente I C Ky J C K, tomando b = 0y a = 0 respectivamente. Adems4s,
K es un ideal, ya que para cualquier r,s € R, ras € I,rbs € J, por lo que
r(a+0b)s = (ra+rb)s = ras+rbs € K. Por lo tanto, K es un ideal que contiene
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a Iy Jy que ademds, por la manera en que se construyd, estd contenido en
cualquier ideal que contenga a I, .J, por lo que K =1+ J.

De manera andloga, consideremos ahora el producto IJ. En primer lugar,
IJ={ab|a€1,be J},porloquesumas de la forma aiby+- - -+ a;, by, estdn en
el ideal generado por IJ. Si K = {a1by + -+ + ambm | a; € I,b; € J} entonces
sir,s € R, r(aiby + -+ + ambm)s = ra1bis + - -+ + rambys. Como ra; € I'y
b;s € J, entonces ra;b;s € I.J, por lo que K es un ideal. Notemos también que K
contiene a IJ. Por la manera en que se construyé K, se tiene que estd contenido
en cualquier ideal que contenga a IJ. Por lo tanto, K = (1J).

Teorema 20 Sea R un anillo conmutativo distinto a 0. Entonces R es un campo
sty solo si sus unicos ideales son I = R o I = 0.

Demostracién. Sea R un anillo con divisién e I un ideal de R. Claramente
el ideal I = 0 estd contenido en R, por lo que podemos supongamos que I # 0.
Sea 0 # a € I. Entonces 1 = a~'a € I, por lo que cualquier » € R también estd
en I, ya que r = rl € I. Por lo tanto, los tnicos ideales son I =00 I = R.
Como este argumento se tomé para R, un anillo con divisién, en particular se
cumple si R es un campo.

Supongamos ahora que R # 0 es un anillo conmutativo tal que sus tnicos
ideales son I = 0,R. Sea 0 # a € R. Entonces (a) = R, por lo que 1 € (a).
Esto quiere decir que existe b € R tal que ab = ba = 1, ya que R es un anillo
conmutativo. Notemos que b # 0, por lo que cualquier elemento tiene un inverso
multiplicativo. Por lo tanto, R es un campo. m

Definicién 16 Decimos que I es un ideal mdzimo de un anillo R si I # R, y
no existe un ideal propio J de R que contenga propiamente a I.

Del teorema anterior, se tiene que, si R es un campo entonces I = {0} es su
unico ideal méximo. Para el préximo teorema, necesitaremos de la siguiente

Definicién 17 Un homomorfismo nn : R — R, entre los anillos R y R, es
una funcion que cumple ser un homomorfismo entre el grupo aditivo y monoide
multiplicativo de R al correspondiente grupo aditivo y monoide multiplicativo de

R.

Recordemos que p es un homomorfismo entre los grupos G y G'si p(ab) =
p(a)p(b) v p manda al neutro de G en el neutro de G En el siguiente capitulo
daremos las propiedades bésicas de los homomorfismos entre anillos. Por ahora,
daremos el siguiente

Ejemplo 2 Sea R un anillo y M un ideal mazximo. Consideremos la funcion
Il : R — R/M definida por a — @, donde @ = a + M € R/M. Notemos
primero que 0 — 0 = 0+ M = M, el cual es el neutro de (R/M,+). Si
a,b € R, entonces

a+br——a+b=(a+b)+M=(a+M)+b+M)=a+b
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Por otra parte, como la multiplicacion en R/M no depende de los representantes,
se tiene que o ~
ab—ab=ab+ M = (a+ M) b+ M) =n1ab

Claramente, e — € = e + M, el cual es el neutro multiplicativo en R/M. Por
lo tanto, 11 es un homomorfismo de anillos.

Al homomorfismo II lo llamaremos homomorfismo candnico.

Teorema 21 Sea R es un anillo conmutativo. Entonces M es un ideal mdzimo
de R si y solo si R/M es un campo.

Demostracién. Sea M un ideal médximo de R. Como R es un anillo conmu-
tativo, R/M también es un anillo conmutativo con unidad M # R, pues M es
méximo. Para ver que R/M es un campo, basta demostrar que para cualquier
elemento existe un inverso. Sea a + M € R/M tal que a ¢ M. Consideremos
el conjunto N = {ra+m|r € Ry m € M}. Claramente (N, +,0) es un grupo
pues (ra+m) + (sa+n) = ((r+s)a+(m+mn)) € N,0a+0=0¢€ Ny las
operaciones son heredadas por el grupo (R, +,0). Ahora, como r1 (ra +m) =
(rir)a + rym € N, pues rym € M, se tiene que N es un ideal de R. Como
ademéds a = la+0 € N y para cualquier m € M, m = 0a+m € N se tiene que
M & N.Como M es méximo, N = R. En particular 1 € NV, es decir, 1 = ba+m,
para alguna b € R. Por lo tanto, 1 + M =ba+ M = (b+ M) (a + M), es decir,
(b+ M) es el inverso multiplicativo de a + M.

Supongamos ahora que R/M es un campo. Si N un ideal de R tal que
M G N#Ry~v: R — R/M es el homomorfismo canénico se tiene que
v (N) es un ideal de R/M tal que {(0+ M)} C (V). Esto se sigue notando
que sia+ M € y(N)y b+ M € R/M entonces a € N y b € R, por lo que
ab € N. Por lo tanto, (a + M) (b+ M) = ab+ M € ~(N). De manera andloga,
ba+ M € v (N). Como R/M es un campo, por el resultado anterior, los unicos
ideales de R/M son el total y el trivial. Como N # R, v (N) tiene que ser el ideal
trivial, es decir, v (N) = {04+ M} = M. Pero esto quiere decir que N C M, lo
cual contradice la hipétesis de M & N. Por lo tanto, M es médximo en R. m

Corolario 4 Un anillo conmutativo R es un campo si y sdlo si no tiene ideales
propios no triviales.

Demostraciéon. Como notamos anteriormente, si R es un campo, entonces
I = {0} el dnico ideal méximo, por lo que R no puede contener un ideal N ¢ R.

Ahora, si R es un anillo conmutativo tal que no contiene ideales propios no
triviales, se tiene que el conjunto I = {0} es un ideal y ademds es méximo. Por
lo tanto, R/I = R/ {0} & R es un campo por el teorema anterior. m

Como hemos visto, R/M es un campo si y sélo si M es mdximo en R. Si
ahora queremos que el cociente R/M sea un dominio entero, surge la pregunta
de qué es lo que se necesita pedirle a M. Notemos que R/M es un dominio si
(a+M)(b+ M)=Msiysolosia+M = M ob+M = M, es decir, que R/M no
tenga divisores de cero. Si consideramos al producto (a + M) (b+ M) = ab+ M,
se tiene que M = ab+ M si ab € M. Esto nos conduce a la siguiente
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Definicién 18 Un ideal N # R de un anillo conmutativo se llama ideal primo
siab € N implica quea € N ob e N.

De esta definicion, se tiene el siguiente

Teorema 22 Sea R un anillo conmutativo y N # R un ideal. Entonces R/N
es un dominio entero st y sélo si N es un ideal primo.

Demostracién. Como vimos anteriormente, si R/N es un dominio entonces
(a+ N)(b+ N)=N <= a+N = N ob+N = N. Si tomamos a representantes
de las clases, esto equivale a decir que abe N <= a € N ob € N, lo cual es la
propiedad de que N sea un ideal primo.

Como N es un ideal, el cociente R/N es un anillo que también es conmutati-
vo. De manera andloga, para cualquier (a + N),(b+ N) € R/N se tiene que si
(a+ N)(b+ N)=ab+N = N, entonces ab € N, porloquea € Nob € N. Por
lo tanto, a + N = N o b+ N = N, lo cual demuestra que R/N es un dominio.
|

Corolario 5 Cualquier ideal mdaximo M en un anillo conmutativo R es un ideal
primo.

Demostracién. Esto se sigue de que si M es ideal maximo entonces R/M
es un campo, en particular es un dominio, por lo que M también es ideal primo.
]

Cerraremos esta seccién demostrando que cualquier ideal propio I de un
anillo R estd contenido en un ideal maximo M de R. Si I es méximo, entonces no
hay nada que demostrar. Supongamos entonces que I no es maximo. Definamos
al conjunto S = {J | J es un ideal tal que I & J & R}. Notemos que S # & ya
que I no es méximo. Ordenemos a S con la relaciéon < definida por F' < J,
si ' C J. Como J C J entonces J < J, por lo que es reflexiva. Si FF < J y
J < Fentonces FF C Jy J C F, porlo que F = J, es decir, < es antisimétrica.
Por dltimo, si F < Jy J < G entonces F C Jy J C G, por lo que F C G,
es decir, F' < G. Como < es una relaciéon de orden, tenemos que S queda
parcialmente ordenado por <. Sea C' = {J;},.; una cadena de elementos en S.
Sea J = U;erd;. Claramente J C R. Sir € Ry j € J, entonces j € J; para
alguna i € I, porlo querj € J; C UjerJ; = J. Anédlogamente, jr € J. Como esto
se cumple para cualquier r € Ry j € J, se tiene que J es un ideal de R. Ademss,
I C J; C Ujerd; = J para cualquier J;, por lo que I C J. Notemos que esta
contencién es propia, ya que si I = J, entonces se tendria que I & J; C J =1,
lo cual implica que I & I, lo cual es una contradiccién. Afirmamos ahora que
J & R. En caso contrario, tendrfamos que 1 € J. Como J = U;¢1J;, entonces
1 € J; para algun ideal J; € S, pero esto equivale a decir que J; = R, lo cual
contradice la hipétesis de que J; & R. Por lo tanto, cualquier cadena en S tiene
una cota superior. Como el conjunto S estd parcialmente ordenado por <y cada
cadena tiene un elemento médximo, por el lema de Zorn, S tiene un elemento
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maximo M, es decir, existe un ideal M de R tal que I C M & R y para el
cual no existe algin ideal N & R que contenga propiamente a M. Esto da por
finalizada la demostracion.

0.12. Homomorfismos de anillos.

Sea ) : R — R un homomorfismo entre los anillos R y R. Entonces n(ab)
= p(a)u(b), n(a +b) = nla) +nd) y n(1) = 1; donde 1" es la unidad de R.
En particular, si I es un ideal en R, podemos formar el anillo cociente R =
R/I, en donde se tiene el homomorfismo canénico y : R — R con regla de
correspondencia a —— @, es decir, a cada elemento en R lo mandamos a su
clase de equivalencia en R. Claramente esta funcién es sobre, por lo que x4 es un
epimorfismo de R a R. Como en el caso de grupos, definimos a K = p~1(0) como
el kernel de pu. Entonces se tiene una congruencia médulo K, a saber, a = b si
a—b € K. Veamos que en efecto, K forma un ideal en R. Si a,b € K, entonces
p(a+b)=0+0=0, por lo que a + b € K. Claramente —a € K, Va € K, por
lo que K es un subgrupo de la parte aditiva de R. Ahora, sia € Ky r € R,
entonces p(ar) = p(a)p(r) = Ou(r) = 0, por lo que ar € K. Andlogamente
ra € K, por lo que K es un ideal de R. Por otra parte, ;4 es monomorfismo si y
solo si ker p = {0} y la imagen de cualquier homomorfismo de un anillo R a R,
es un subanillo de R puesto que éste es un subgrupo y submonoide de la parte
aditiva y multiplicativa de R respectivamente.

Sea y : R — R un homomorfismo e I un ideal contenido en K = ker y.
Como I es un ideal, se tiene el anillo cociente R/I, en donde podemos definir
la funcién 7 : R/I — R por a + I — p(a). Veamos que estd bien definida:
si a & b(modI), entonces a —b € I C K, por lo que p(a) — u(b) = pla —
b) = 0, por lo que p(a) = p(b). Por otra parte, como I es un ideal, entonces
la suma y multiplicacién de elementos estd bien definida, por lo que & es un
homomorfismo de grupo y monoide, es decir, es un homomorfismo de anillos.
A 7 le llamaremos el homomorfismo inducido por p del anillo R/I a R. De las
observaciones anteriores, se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo

I
R — R
v /ﬁ

R/I

donde 7 es el tnico homomorfismo de R/I a R que hace conmutativo el di-
agrama. Notemos también que 7t es monomorfismo si y sélo si I coincide con
el kerp : Si I ¢ K, entonces existe un a € K tal que a ¢ I. Como a ¢ I,
entonces a + I # 0+ I, pero como a € K, u(a) = p(0), por lo que p no es
inyectiva; supongamos ahora que I = K = kerp. Si p(a) = p(b), entonces
wla —b) = u(a) — () =0, por lo que a —b € K = I, es decir, a = b(mod I),
por lo que p es inyectiva. En este caso, se tiene el siguiente

Teorema 23 (Teorema fundamental de homomorfismos de anillos) Sea n un
homomorfismo entre los anillos R y R con K = n~1(0). Entonces K es un ideal
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de R y se tiene un tunico homomorfismo 71 de R/K a R tal que u = v, donde
v es el homomorfismo natural de R a R/K. Ademds, v es un epimorfismo y i
monomorfismo.

Como resultado inmediato, se tiene el siguiente

Corolario 6 Cualquier imagen homomdrfica de un anillo R, es isomorfo a un
anillo cociente R/K de R, con K un ideal.

El siguiente teorema se conoce como el primer teorema de isomorfismos para
anillos:

Teorema 24 Sea n un epimorfismo entre los anillos R y R con kernel K.
Entonces, en la correspondencia uno a uno entre el conjunto de subgrupos H de
(R,+,0) que contienen a K con el conjunto de subgrupos de R, que manda a H
an(H); se tiene que H es un anillo(ideal) si y sélo si, n(H) es un anillo(ideal).
Mas atn, si I es un ideal de R que contiene a K, entonces la funcion u :
R/I — R/I dada por a + I — n(a) + I es un isomorfismo, donde I'= n(I).

Demostracién. Sea 1 : R — R un epimorfismo con kernel K. Ya vimos
que la imagen de un anillo bajo cualquier homomorfismo es un subanillo del
contradominio, por lo que si restringimos 7 a un subanillo H de R, se tiene
que su imagen, n(H), es un subanillo de R. Sea H un ideal que contiene a K.
Como H es un subgrupo de la parte aditiva de R, n(H) es también un subgrupo
de (R,+,0). Si K € n(H) y 2" € R entonces existen h € H y x € R tales que
n(z) = 2"y n(h) = I, por lo que ha' = n(h)n(z) = n(hz) € n(H), ya que n es
sobre y hx € H. Anédlogamente, W’ € n(H), por lo que n(H) es un ideal en R.

Supongamos ahora que H’es un subanillo de R. Veamos que n~1(H’) también
es un subanillo: Si a, b € =1 (H) entonces n(a), n(b) € H’, por lo que n(a+b) € H,
es decir, a +b € n~Y(H). Si a € n~1(H), entonces n(a) € H. Como H es un
subanillo, y n(a) € H, entonces —n(a) € H, pero n(—a) = —n(a), por lo que
—a € n~Y(H). Por lo tanto, n~1(H) es un subgrupo de la parte aditiva de
R. Por otra parte, como 7 es epimorfismo y 1" € H, entonces 1 € n~1(H) y
si, a,b € n~(H), entonces n(a),n(b) € H, por lo que n(ab) = n(a)n(b) € H,
es decir, ab € n~1(H). Por lo tanto n~!(H) es un subanillo. Sean x € Ry
y € n~1(H). Como H’es un ideal, entonces n(zy) = n(x)n(y) € H, por lo que
xy € n~1(H). Andlogamente, yx € n~!(H), teniendo asf que = (H) es un ideal
en R.

Por lo tanto, se tiene una correspondencia biunivoca entre los subgrupos que
contienen a K de la parte aditiva de R con los subgrupos de la parte aditiva
de R; la cual induce una correspondencia biyectiva entre los ideales de R que
contienen a K con los ideales de R.

Sea I un ideal de R tal que K C I. Consideremos el siguiente diagrama:

n
R — R
vl v
R/I — R/I
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donde v(a) =a+ I, V(a) =d+ I, e I'=n(I).

Sea p: R/I — R/T definida por a+ I — n(a) + I De la teorfa de grupos,
se tiene que p es un isomorfismo entre los grupos aditivos de R/I y R/I'siy
sélo si, I es un subgrupo normal que contiene a K, del grupo aditivo de R,
e I'’=n(I). Como I es un ideal de R, entonces p es un isomorfismo entre los
grupos aditivos de R/I y R/T. Por ultimo, como I e I'son ideales, se tiene que
(a+ D)+ 1) = (ab+I) — n(ab) + I'=n(a)n(b) + I'= (n(a) + I)(n(b) + I),
donde ademds, 14+ I —— n(1) + I'= 1"+ I teniendo asi que p es un isomorfismo
de anillos. m

Teorema 25 (Segundo Teorema de Isomorfismos para anillos). Sea R un anil-
lo, S un subanillo e I un ideal de R. Entonces S+1:={s+i|s€S,i€1} es
un subanillo de R que contiene a I como ideal, SN I es un ideal de S. Ademds,
la funcion ¢ : S+ 1 — S/S NI, definida por s +1 — s+ SNI es un
homomorfismo tal que define un isomorfismo entre S+ I1/I y S/SNI.

Demostracién. Veamos primero que S 4+ I es un anillo. Para esto, hay
que ver que (S + I,+,0) es un subgrupo abeliano y que (S + I,*,1) es un
submonoide, ya que la ley distributiva se sigue de que S +1 C R y que el
producto y suma son operaciones cerradas. Sean s +i¢ € S+ 1. Como s € S e
i € I entonces —s € S, —i € I, por lo que (s+14) + ((—s) + (—i)) = 0, por lo que
cualquier elemento tiene inverso. Ademads, es claro que las suma de elementos de
S + I es cerrada, por lo que (S +1,+,0) es un subgrupo de (R, +,0). Ahora, si
r+j € S+1, como I es un ideal, se tiene que (s+2)x(r+j) = sr+sj+ir+ij =
sr+(sj+ir—+ij) € S+1, teniendo asi que el producto es cerrado. Claramente,
el elemento 1 +0 =1 € S+ I es el neutro y ademds, para cualquier i € I, se
tiene que 0+i =i € S+ I. Por lo tanto, S+ I es un subanillo que contiene a I.
Como I es un ideal de R, entonces también es un ideal de cualquier subconjunto
de R que lo contenga, por lo que también es un ideal de S + I.

Sea ¢ : R — R/I el homomorfismo que manda a cada r € R en su clase
maédulo I, es decir, r — r+ I. Sea 7 la restriccién de ¢ a S. Entonces n : S —
(S +1I)/I. El kernel de n estd formado por elementos de S tales que van a dar
a I, es decir, las s € S tales que s + 1 = I, en otras palabras, tales que s € I.
Por lo tanto, kern = SN I. De esta manera, se tiene que S/SNT = (S+1)/I,
por lo que 7 : S/SNI — (S +I)/I definida por s+ (SNI)+— s+ I es un
isomorfismo. Notemos por tltimo que ( =7~ L. m

Ahora aplicaremos el teorema fundamental de homomorfismos de anillos
para encontrar el anillo mds pequeno de un anillo R, es decir, el anillo generado
por el elemento 1. A este anillo le llamaremos el anillo primo de R. Por el
momento, usaremos al anillo Z con unidad 1 y denotaremos al elemento e como
el neutro de R. Consideremos la siguiente funcién de Z a R definida por la regla
n — ne, es decir, sumar n veces el neutro e de R. Como (n + m)e = ne + me,
(nm)e = (ne)(me) y 1 — e se tiene que esta funcién es un homomorfismo entre
los anillos Z y R, por lo que la imagen Ze = {ne | n € Z} es un subanillo de R.
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Notemos que si S es un subanillo de R entonces e € S, por lo que Ze C S. Por
lo tanto, Ze es nuestro anillo primo. Por otra parte, este iltimo homomorfismo
lo podemos considerar como uno a Ze, por lo que éste seria un epimorfismo,
teniendo asi que Ze = Z/K, con K un ideal de Z. Como los unicos ideales en
Z son los generados por (k) = {kn|n € Z}, con k > 0, se tiene que si k = 0,
entonces Ze = Z/0 = Z, y si k > 0 entonces Ze = Z/ (k), es decir, al anillo de
residuos médulo k.

Regresaremos ahora a la notacién usual, donde 1 es el neutro para el anillo
R, e identificaremos a los anillos primos con Z o Z/k, cuando sea el caso. Por
lo observado anteriormente, se tiene el siguiente

Teorema 26 Para cualquier anillo R, su anillo primo es Z o 7./ {k), para algin
0<keN.

Recordemos que si k es un nimero compuesto, es decir, k = [m, entonces
Z/ (k) tiene divisores de cero. Si R es un dominio, se sigue entonces que los
unicos anillos primos posibles son Z o Z/ (p), con p primo. Decimos que R tiene
caracteristica k cuando su anillo primo es Z/ (k), para k > 0. Por lo tanto, R
es dominio si y sélo si es de caracteristica 0 o p, con p primo.

Proposicién 7 Sea R un anillo con division y n un homomorfismo de R .
Entonces n también es un monomorfismo.

Demostracion. Para demostrar la proposicién, notemos lo siguiente: Sea ¢
un homomorfismo de R tal que ker ¢ # {0}. Sea 0 # a € ker . Como R es un
anillo con divisién, se tiene que a~! € R. Por lo tanto, como 1 = aa™! y ¢ es
un homomorfismo, se tiene que ¢(1) = p(aa™t) = p(a)p(a™!) = 0p(a™?t) = 0.
Por otra parte, como b = b1,Vb € R, se tiene que p(b) = p(bl) = @(b)p(1l) =
©(b)0 = 0, por lo que ¢ = 0. Por lo tanto, hemos probado que si ¢ es un
homomorfismo de R tal que ker ¢ # {0}, entonces ¢ = 0. La contrapuesta de
esta proposicion, es que si 77 es un homomorfismo no trivial del anillo con divisién
R, entonces kern = {0}, que es lo que queriamos demostrar. ®

0.13. El campo cociente de un dominio conmu-

tativo.

Hemos visto que cualquier anillo con divisién es también un domino, por lo
que cualquier subanillo de un anillo con divisién, es también un dominio. Nos
preguntamos si lo reciproco también es cierto, es decir, si cualquier dominio
puede ser insertado en un anillo con divisién, o lo que es equivale, dado un
dominio D, exista un monomorfismo de D a un anillo con divisién F', ya que de
esta manera, se tendrfa una copia D’en F' de D, la cual puede ser pensada como
nuestro dominio inicial D. En la seccién, veremos que la respuesta es afirmativa
si se toma la condicién que D sea un dominio conmutativo. Durante muchos
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anos, este fue un problema abierto hasta que A. Malcev di6 el primer ejemplo
de un dominio que no puede ser insertado en algiin anillo con divisién.

Empezaremos suponiendo que D es un subanillo de un campo K. Sea F' el
subcampo generado por D, es decir,

D=n{E|DCEyFE esun subcampo de K}

Veamos que forma tiene F. Sib € D y b # 0 entonces ab~! € F para todaa € D.
Demostraremos que, en efecto, F es el conjunto de elementos de la forma ab™?,
con b # 0. Notemos primero que el conjunto {ab‘l |la,be Dyb+# 0} es un
subcampo de F":

ab™! +cd ™t = adb=td™t + cbb=td™t = (ad + cb)b"td~! = (ad + be)(db) 7L,
va que b,d # 0 = bd # 0,

0b='=0,V¥be D, b+#0,

—ab™! = (—a)b™!
(ab=")(cd™') = acb~'d"" = ac(b~'d~") = ac(db) !
aa"! =1

Sia#0, (ab= 1)t = (ba™?).

Nétese que en los pasos anteriores se usa la conmutatividad en el producto.
Como F esta generado por D,y D C {ab_1 |a,be Dyb# 0}7 pues a = al =
al™!, se tiene que F = {ab_l |la,be Dyb# 0}. De esta manera, se tiene
que los elementos de F tienen la forma ab~', con b # 0, pero no sabemos
si estdn representados de una o mds maneras, es decir, si ab™! = c¢d™!, con
a,b,c,d € Dy b,d# 0. Notemos que ab~! = cd~! si y sélo si ad = ¢b, ya que la
primera implicacién se obtiene al multiplicar ab~' = c¢d~! por bd y la segunda
multiplicando ad = ¢b por (bd)~! = d~1b~!. Esto nos definird mas adelante una
relacién de equivalencia en el conjunto D x D*.

Sea D un dominio conmutativo. Por las observaciones anteriores, si D puede
ser incrustado en algiin campo, los elementos del campo F', generado por D, los
podemos pensar como parejas ordenadas (a,b) con b # 0, ya que estos tienen la
forma ab™!, con a,b € D y b # 0.

Sea D* el conjunto de elementos distintos de cero de D. Como D # 0 en-
tonces D* # 0. Consideremos ahora las parejas ordenadas (a,b) del producto
D x D*, y definamos la relacién « por (a,b) « (¢,d) siy sélo si ad = be. Afir-
mamos que « es una relacion de equivalencia: claramente es reflexiva, pues
ab = ba, ya que D es un dominio conmutativo, por lo que (a,b) « (a,b);
si (a,b) «~ (¢,d) entonces ad = be, lo cual implica que ¢b = da, es decir,
(¢,d) «~ (a,b), por lo que es simétrica; si (a,b) «~ (¢,d) y (¢,d) «~ (e, f), con
b,d, f # 0, se tiene que ad = bey c¢f = de. Multiplicando la primera igualdad por
f, el cual por hipétesis es distinto a 0, se tiene que afd = adf = bef = bde = bed.
Como D es un dominio, entonces se valen las leyes de cancelacién para elemen-
tos distintos de cero, por lo que afd = bed = af = be, lo cual equivale a decir
que (a,b) « (e, f), teniendo asi que « es transitiva.

A la clase de equivalencia determinada por la pareja (a,b) la llamaremos

la fracciéon . Por lo tanto, tenemos que 3 = < si y s6lo si ad = bc. Sea F' =

b d
{%}, el conjunto de fracciones definidas por la relacién de equivalencia - en
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D x D*. Introduciremos ahora dos operaciones en F', correspondientes a suma y
producto, con elementos distinguidos cada uno, para hacerlo un campo. Notemos

primero que si §,¢ € F entonces bd # 0, ya que b,d # 0. De esta manera,

odemos definir el elemento (2% Supongamos que 2 = < ¢ = <. Entonces
p bd pong que y = g = 7

ab=bd'y cd = dcé. Multiplicando la primera igualdad por dd 'y la segunda por
bt se tiene abdd = badd y cdbb' = dcbb, por lo que abdd + cdbb’ = badd + dcbb, es
decir, (ad + cb)db' = (ad + cb)bd, lo cual implica que (“db'gd’) = (a'?(}cm. De esta
manera, queda claro que la operacién + : ' — F, definida por § + 5 +—— “dbtlbc
estd bien definida y no depende de los representantes. Por otra parte, si 7, ¢ son
fracciones entonces también lo es §7, pues b, d # 0. Para ver que el producto de
fracciones también estd bien definido, supongamos que ¢ = %f, g = fr Entonces,
= Z—C‘} <= acbd = acbd. Como ab = ba’y cd = dc¢ entonces multiplicando
la primera ecuacién por cd y usando la segunda ecuacién se tiene que acbd =

(ab)ed = (ba)ed = (ba)d¢ = dcbd, por lo que £ = % es decir, estd bien

definido el producto. Por lo tanto, se tiene la operacién e : F — F' definida

por 7 e & — 79 Sidenotamosa%:0€Fy%:1€Fsetienequepara
: _ 0 _ al+b0 _ _ 1 _ al _

cualquier € F, $ +0=7+7 =57 =3,y el =77 =73 = 7 De

manera andloga se tiene que 0 + 7 = ¢ y 1 3 = £. Por lo tanto, 0,1 € F' son
los neutros aditivos y multiplicativos, respectivamente.
Notemos que, con la manera en que se definié la suma y el producto en F,
y que, tanto la suma como el producto en D son conmutativos, se tiene que
5 g EF,
c ad+bc bct+ad cb+da ¢
d” " @ 4

+

(Sl s}
SRS

[¢ C ac ca Cc a

b d bd db d b
es decir, la suma como el producto en F' son conmutativos. Por lo tanto, para
afirmar que (F,+,e,0,1) es un anillo, falta demostrar que la ley distributiva se
cumple en F. Si ¢, 5,7 € F, con b, d, f # 0, entonces LE+S) = %(CHde) =

b d 7 daf
alef4de)  Como D es un dominio conmutativo, entonces se vale la ley distribu-

b(df)
tiva, por lo que G(Z&;?e) = acﬁ;fade. Por otra parte, 7 < + 7 @ % =& %‘; =
“Cbg(;g‘;fbd = b(alf(fb;fa)de). Notemos que como b # 0, entonces 2 = 1, ya que
b(acf+ad f+ad f+ad f+ad
b=bl=1b=b., por lo que (abc();)d;) e) _ %’ aq;-(&i-fa e _ % ° ac];)-(ii-fu e _ aw;-(ii-fa e’

demostrando asf que ;o <+ 7 o ? =3(5+ ?) La demostracién de la distribu-
tividad por la izquierda es totalmente andloga.
Supongamos ahora que 7 € F' es tal que ¢ # 0. Entonces a # 0 € D, ya que

de lo contrario, % = % = 0 pues 01 = 0 = 0b. Por lo tanto, g € F' y ademés,
estalque%ogzg—szg—z:%zleF. Andlogamente, 20% = % € F. Por

lo tanto, (¢)~! = 2. Consideremos ahora la funcién « : D — F' definida por

a+— %. Claramente, 1 — 1 =1€ Fy 00— 2 =0¢€ F. Ademds, (a+b) —

at+b _ al+lb _ a | b ab _ ab __a gb
P =457 =1+ 7, donde * es el producto en D,y ab+—— 9 = {17 = T o 7,
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por lo que k es un homomorfismo. Notemos que « es inyectiva, ya que si a € D

es tal que § = 0 € F entonces § = % se tiene que a = al = 01 = 0, por lo que

ker k = {0}. De esta manera, hemos demostrado el siguiente

Teorema 27 Cualquier dominio conmutativo D puede ser incrustado en un
campo F'.

De esta manera, identificaremos a cada elemento a € D con § € F', teniendo
asf un subanillo de F' que es isomorfo a D. Mds atin, si § € F, entonces § =
a 1 a ( b

b
jep=7Fe T>_1’ el cual corresponde al elemento ab~ !, ya que por la manera
b b

en que se identificé, si 0 # b — % entonces b=! — (2)7! = (3) . Por lo tanto,
D genera al campo F'. Al campo F' lo llamaremos el campo cociente o campo de

fracciones de D.

Teorema 28 Sea D un dominio conmutativo y F su campo cociente. Si n :
D — F’ es un monomorfismo a cualquier campo F, entonces 1 tiene una inica
extension a un monomorfismo u: F — F.

Demostracién. Sea n : D — F un monomorfismo tal que a cada D >
a — a. Veremos primero que si 77 puede ser extendida a un homomorfismo
de F' a F’, ésta se hace de s6lo una manera, es decir, si se puede hacer, ésta
es de manera tnica. Supongamos que 7y es una extensiéon de 1. Notemos que
sib#0ymnmanda a b — b, entonces b~1 —— (b)~! bajo 0, por lo que
ab=t — a(b)~! bajo np. Como cada elemento de F' lo podemos escribir como
ab™1, se sigue que 7y estd determinada por los valores que toma en ab™!, es
decir, tiene la regla de correspondencia ab~! — a(#)~!. Por lo tanto, sélo falta
ver que ab~! —— a(b)~! estd bien definido y que es un monomorfismo que
extiende a 7.

Supongamos que a(b)~! = c¢(d)~!. Esto quiere decir que ad = bc, con
a,b,c,d € D. Como 7 es homomorfismo, ad = b¢, lo cual implica que a(b)~! =
)71, lo cual demuestra que la correspondencia estd bien definida. Para ver
que es un homomorfismo, sean a,b,c,d € D con b,d # 0. Entonces, como D es
un dominio conmutativo, se tiene que:

ab™ +cd™! = (ad + cb)(db) ™! — (ad + cb)(ab) "t = (ad + b)) ()" (H) !

= ad(d)" (H) T+ H(d) ) T =)+ D) T = np(abTh) Fnp(ed )
y
(ab™ N (ed™) = ac(b™'d™) = ac(bd) ™ — dc(bd) ™! = ac(B) " H(d) !
=a®)"e(d)"! = nplab” )np(cd™)

Como D y F tienen el mismo elemento 1 como unidad, y 1 es un monomorfismo
de D a F’, se sigue que np(1) — 1; la unidad de F". Ademds, como cada a € D
lo podemos ver como al~!, entonces se tiene que a = al™!' — a1l = «, por
lo que 1y extiende a 7. Por un resultado anterior que afirma que, cualquier
homomorfismo de un campo F' es también un monomorfismo, se tiene que u =
N es el inico monomorfismo de F' — F” que extiende a 7. m
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0.14. Anillos de Polinomios

A lo largo de esta seccién supondremos siempre que R es un anillo con-
mutativo. Sean R un anillo y R un subanillo. Si U es un subconjunto de R,
consideraremos al subanillo de R generado por Ry por el conjunto U, es decir,

R[U]:=nN{S| S es un subanillo de R'tal que RC Sy U C S}

Notemos que esta interseccion es distinta del vacio ya que R € {S | S es un subanillo de R'tal que RC Sy U C S}.
A este subanillo lo llamaremos el anillo que se obtiene adjuntando U al subanillo

R.SiV C R, entonces R [U][V] es el subanillo que se obtiene del subanillo R [U]

al adherirle V. Afirmamos que R[U][V] = R[U U V]. Por una parte, como R [U]

contiene tanto a R como a U, entonces R[U][V] contiene a Ry a U UV, por

lo que R[UUV] C R[U][V]. Por otra parte, R[U][V] es el subanillo generado

por R[U] y V. Como R[U][V] estd contenido en cualquier subanillo que con-

tenga tanto a R[U] como a V, se tiene que R[U][V] C R[U U V], por lo que

R[U][V]=R[UUV].

Nos interesaremos por ahora en subanillos obtenidos del anillo base R adher-

iéndole un conjunto finito U. En este caso, R[U] = R[uy,...,u,], donde U =
{u1,...,un}. Por lo visto anteriormente, R [u1,...,u,] = R[u1] [uz] - [us], es
decir, Rus,...,uy] se obtiene de R por una sucesién de adiciones de un sélo

elemento al subanillo previamente construido. Por lo tanto, veremos primero
la forma que tiene R al adherirle un sélo elemento u. Como R [u] es un sub-
anillo que contiene a u, entonces también contiene a cualquier potencia de
éste, asi como el producto de un elemento de R por alguna potencia de wu,
es decir, R [u] contiene cualquier elemento de la forma a;u*, donde a; € R y
k € N. Como ademds R [u] es cerrado bajo la operacién suma, se tiene que
los polinomios en u con coeficientes en R, es decir, los elementos de la forma
anu™ + ap_u" "t + -+ aju+ag donde a; € R,Vi y n € N, estén en R [u]. Por
otra parte, si 2?21 a;u' y Z;n:l bjuj son dos polinomios en u con coeficientes
en R, con n < m, entonces

(ao + aru+ -+ apu™) + (bg + bru + - - - + bu™)

= (ap +bo) + (a1 +b))u+ -+ (an + bp)u" + by u™ ™ -+ b u™

y como (a;u')(bju’) = a;b;u*7, por las leyes distributivas se tiene que

(ap + aru+ -+ + apu™)(bo + byu+ - - - + byu™)
= po+piu +pQuQ + - +pn+mun+m

donde p; = Z;:o ajbi—j = >4 p—; ajbr. Ademds, 0 y 1 son polinomios en u,
pues0 =0uyl=0ut+ly—> "  au’ => "  (—a;)u’. Porlo tanto, el conjunto
de polinomios en u con coeficientes en R forma un subanillo de R. Como éste
subanillo es tal que estd contenido en R [u] y contiene tanto a R como a u, por
la manera en que se definié R [u], se tiene que coincide justamente con éste, es

decir, R [u] es el anillo de polinomios en la variable u con coeficientes en R.
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Nuestra siguiente pregunta surge al decidir cudndo dos expresiones en u
representan al mismo elemento, por ejemplo, si u € R, el elemento u € R [u]
puede ser representado como ag, donde ag = u, o por aju, con a; = 1. Otro
ejemplo de esto, se obtiene al tomar R = C,R = R, y v = v/—1, teniendo asf

que —1 tiene como representaciones ag = —1 y u? = —1. Construiremos ahora
un anillo R [z] donde las tnicas relaciones de la forma ag + au + -+ - + a,u™ =
bo + biu + -+ + byu™, son las triviales, es decir, si y sélo si a; = b; para

toda 4, es decir, el anillo que estamos buscando es el conjunto de expresiones
agp+aiz+---+a,z” donde la igualdad de elementos se identifica con la igualdad
de coeficientes. La suma y multiplicacién es totalmente andloga como se vié
anteriormente, reemplazando x por u. Como cada polinomio es de grado finito,
entonces se tiene una sucesion de los coeficientes de cada polinomio, en donde, a
partir de una n, todos son cero, es decir, podemos identificar a cada polinomio
con una sucesion (ay,...,a,,0,0,...) con a; € R.

Sea R un anillo y sea R [z] el conjunto de sucesiones infinitas (a1, as, ag, .. .)
que sélo tienen una cantidad finita de elementos distintos de cero. Decimos que
las sucesiones (a1, a2, as,...)y (b1, ba,bs,...) son iguales si a; = b; para toda i.
En otras palabras, R [z] es el conjunto de funciones de N a R tal que i — a;
y donde a; = 0 para toda k mayor que una N € N. Esta N depende de cada
polinomio, es decir, para cada funcién f : N — R existe una N; € N tal que si
a; > Ny entonces a; = 0. Definimos la operacién + por coordenadas, es decir,

(al,az,ag,...)—|—(b1,b2,b3,...) :(a1+b1,a2+b2,a3+b3,...) GR[.%‘}

y al elemento 0 lo describiremos como (0,0,0,...). De esta manera, es claro
que (R[z],+,0) es un grupo abeliano, pues a; + b; = b; + a; y el cero es el
neutro aditivo para R, por lo que a + 0 = a = 0 + a. Introduciremos ahora una
operacion multiplicativa, dada por

(a17a27a37 .. ) * (b17b27b3a . ) = (p17p27p37 ce )

donde p; es la suma antes vista. Notemos que si a; = 0 para ¢ > ny b; =0
para j > m entonces para k > n+ m, pp = Ziﬂ.:k a;b; = 0, ya que para
cualquier término a;,b;, se tiene que ig + jo = k. Si 99 < n, entonces jo =
k—iy > (n+m) —n = m, por lo que jo = 0. El caso jo < m, es totalmente
andlogo. De esta manera, la sucesion (py, p2, ps, . .. ) € R [z]. También denotamos
al=1(1,0,0,...), y es tal que para cualquier

(ao,a1,...)*(1,0,0,...) = (agp,a1,...) = (1,0,0,...) % (ag, a1, ...)

viendo asi que es el neutro multiplicativo.
Sean A = (ag,a1,...),B = (by,b1,...),C = (c1,¢2,...) € R[z]. Entonces
el término i—ésimo del producto (AB)C es la suma

Z (ajbk)clz Z (ajbk)cl

j+k=m j+Ek+l=i
mtl=1
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Andlogamente, el término correspondiente a A(BC) es

Z a;( Z bmecr) = Z a;(bmer)

jt+k=i m+l=k j+m+l=i

Como el producto en R es asociativo, esto demuestra que (AB)C = A(BC).
Consideremos ahora el producto A(B + C). Notemos que el i— ésimo tér-

mino tiene la forma Zj+k:i a; (b + c). Como cada a;(by + cx) € R, entonces

a;(by+ci) = ajby+ajck, Vi, k, por lo que esta iltima suma la podemos ver como

Zj+k=i a;by + ZHk:i ajck), donde Zj+k=i a;bry Zj+k=i a;cy, son los coefi-
cientes del i—ésimo término de AB y AC respectivamente, pero que en conjunto
es el i—ésimo término de la suma AB + AC. La otra igualdad es similar.

Por otra parte, la conmutatividad del producto en R [z] se sigue de la defini-
cién de los p;s y de que el producto en R es también conmutativo. Por lo tanto,
(R[z],+,%,0,1) es un anillo conmutativo.

Consideremos ahora la funcién ¢ : R — R [z]| definida por ¢(a) — da =
(a,0,0,...). Por la definicién de igualdad en R[z], ¢ es inyectiva y ademds
cumple con ser un homomorfismo, ya que ¢(a+b) = (a+b,0,0,...) = (a,0,0,...)+
(6,0,0,...) =d(a) + ¢(b) y 1 — 1 = (1,0,0,...). Por lo tanto, R [z] contiene
una copia de R. De esta manera, podemos pensar que R es un subanillo de R [z],
teniendo en cuenta que ahora los elementos de R tienen la forma a. Denotemos
ahora al elemento (0,1,0,0,...) := z. Notemos que

r? =x*x=(0,1,0,0,...)%(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,0,...)

entonces por induccién, suponiendo que z¥ = (0,...,0,1,0,...) donde el 1 estd
en el lugar k + 1, se tiene que

2F = 2P % 2 =(0,...,0,1,0,...) % (0,1,0,0,...) = (p1,p2,...)

Notemos que todos los p; son cero excepto pii2, ya que en mk“, el término

j—ésimo es cero para toda j > k+ 1 y en z, el término m—ésimo es cero para
toda m > 1, por lo que en el producto, si i > k+2 = (k+ 1) + 1, por lo
visto anteriormente, p; = 0. Ahora, si i < k + 1, basta fijarnos en los productos
que tengan al 1 de . Como 1 es la segunda coordenada de x que corresponde
al término lineal, se tiene que en el producto de p;, este va asociado con la
coordenada i — 1 de z*, la cual es cero ya que i — 1 < k. Si i = k + 2 entonces el
tnico producto distinto de cero es cuando se toma el uno de =¥, que est4 en la
posicién k+1 y el 1 de z, el cual es el segundo término de la sucesién. Cualquier
otro producto en la suma py4o es cero, ya que el término asociado a z* es cero
por tener indice menor que k+1. Por lo tanto, 28! = (0,0, ..., pyi2 = 1,0,...).

Si a € R, el cual estd asociado con a" = (a,0,0,...) entonces a * x¥ =
(0,0,...,a,0,...) donde a estd en el lugar k+ 1 en la sucesién. De esta manera,
podemos ver a (ag,a1,...,a,,0,...) como el polinomio ag + a1z + - -+ + apz™.
Por lo tanto, R [z] es el anillo formado por R al pegarle z, al cual llamaremos
el anillo de polinomios sobre R en la variable indeterminada x. De la férmula
anterior de la definicién de igualdad se tiene que Y i a;x’ = > bz’ si



52

y solo si a; = b;,Vi, en particular, Y ., a;z' = 0 & a; = 0,Vi. El siguiente
teorema, se conoce como la propiedad universal del anillo R,y dice lo siguiente:

Teorema 29 Sean R y S anillos conmutativos, n: R — S un homomorfismo
yu € S. Sea R[z] el anillo de polinomios en la variable indeterminada x.
Entonces n se puede extender a uno y sélo un homomorfismo de R[z] a S tal
que T — u.

Demostracién. Sea n : R — S un homomorfismo de anillos y v € S.
Entonces se tiene el siguente diagrama

R (]

Nu

w3

{
SN
N
n

donde i : R — R|[z] es la inmersién. Esto nos ayuda a definir la siguiente
funcién: n, : R[z] — S dada por ag + a1z + - - - + apz™ — n(ao) + n(ar)u +
-+ + n(an)u™. Veamos entonces que 7, es un homomorfismo. Si A(x) = ag +
ax+--+a,x™y B(x) =by+bixz+- - +b,x™ entonces A(z)B(z) = po+pirax+
< Pramx™T™, donde p; = ZHk:i a;by. Ahora, como 7 es un homomorfismo,
entonces n(p:) = (3, 4y @rb1) = 344y 1(a;)n(Br). por lo que

N, (A(z)B(x)) = n(po)u+ n(p1)u+ - - - + 9(pppm)u "

=n( > nlane)+n( > nlag)n®)yut--+n( > nla)nby))u"™

Jj+k=0 Jj+k=1 Jjt+k=m+m

Por otra parte, desarrollando 7, (A(z))n, (B(z)) se tiene

(n(ao) +nlar)u + - + nlan)u™)(n(bo) + n(br)u + - - + n(bm)u™)
= pb + p/lu + -+ p/’rL+’rrLun+m

donde pj = 3, ,_; m(a;)n(bx), con lo cual se tiene que

1, (AB(2)) = 1, (A(z))n, (B(z))

Si C(z) = A(z)+ B(z) entonces, suponiendo sin pérdida de generalidad que n >
m, se tiene que C(z) = (ag+bo)+ (a1 +b1)z+- -+ (@m +bm ) 2™ + (Amy1)z™ T+
-+ Fapx™. Aplicdndole n,, a C(z) se obtiene el polinomio 7(ag+bg)+n(a+b1 )u+
<A n(am +bm ) U™ (a1 ) u™ T 4 -+ (a, )u™. Como 1 es un homomorfismo,
entonces n(a + b) = n(a) + n(b), teniendo asi que esta tltima suma se puede
separar como (o) +7(a1)u+ -+ 7(an )™ +7(bo) + 1)t -+ (bm)u™ =
n(A(z)) + n(B(x)), lo cual demuestra que también es un homomorfismo para
la operacién aditiva. Notemos ahora que 7n,(1) = n(1) = 1,la unidad de S,
n,(r) = n(r),¥r € R, por lo que n,, extiende a n y que n,,(z) = n(1)u = lu = u.
Por lo tanto, 7,, es un homomorfismo de R [z] que extiende a n y que manda a
x en u. Como R [z] estd generado por Ry por x, entonces el homomorfismo 7,,,
con dicha propiedad, es tinico. m
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Corolario 7 R[u] = R[z] /I donde x es una variable indeterminada e I es un
ideal de R [x] tal que IN R = {0}.

Demostracién. Sea R un anilloy p:= Id : R — R la funcién identidad.
Sea u € R. Por el teorema anterior, p se puede extender a un homomorfismo g, :

R [x] — R donde x — u, es decir, ag+a1 2+ - -+a,2" — agtaiu+- - -+apu™.
Como u € R, entonces a;u’ € R para toda 4, por lo que ag+aju+- - -+a,u™ € R.
Notemos que la imagen de este nuevo homomorfismo p,,, es R[u], por lo que
Riz] /I = Rlu], con I = kerp,. Como pu, es la extensién de la identidad,
entonces 1, (r) = r,Vr € R, por lo que I N R = {0}.

Supongamos ahora que I es un ideal de R [z] tal que INR = {0}. Considere-
mos ahora el homomorfismo 7 : R[z] — R[z] /I. Como I N R = {0}, entonces
el homomorfismo 7 |g: R — R|[x] /I es inyectivo. De esta manera, podemos
identificar a R con su imagen en R [z] /I, es decir, a cada a € R le asociamos
la clase a + I € R|x] /I, por lo que podemos pensar a R C R[z]/I como un
subanillo de este espacio cociente. Como R [z] estd generado por R y por z, su
imagen homomorfa sobre 7, estd generada por R C Rz] /I y por u = x + I,
teniendo asi que Rz] /I 2Im7m = R[u]. ®

Por este corolario, en el problema de relacionar dos polinomios en R [u]
se sigue notando que ag + aju + asu? + -+ = by + bju + bou® + --- si
solo si Y (a; — b))zt = Y a;z’ — Y bz’ = 0, en otras palabras, Y a;z°
S bzt (mod I), por lo tanto, las relaciones en R [u], dependen del ideal I =
ker Id,.

Notemos que el homomorfismo p : R[z] — R [u] con regla de correspon-
dencia A(z) — A(u) es monomorfismo, si A(u) = 0 = A(z) = 0, es decir,
ag + a1u + -+ + a,u™ = 0 implica que a; = 0 para toda . Si u es tal que
A(xz) — A(u) es un monomorfismo, decimos que u es trascendente sobre R, en
caso contrario, decimos que u es algebrdico sobre R. A continuacién, veremos la
generalizacion del teorema anterior para una cantidad finita de indeterminadas.

Il <

Teorema 30 Para cualquier anillo R y nimero natural n, existe un anillo
Rlx1,...,2,] con la siguiente propiedad universal: Si S es un anillo y n un
homomorfismo de R a S, e i — wu; es una regla de correspondencia entre
{1,...,n} a S, entonces existe una unica extension de 1, que denotaremos

Nur,.un - B[] — S, tal que manda a z; — wu;, con 1 <i < n.

Demostracion. La prueba se hard por induccién. Primero, definiremos in-
ductivamente a R[z1,...,2y,] : R[z1] es el anillo de polinomios en la variable
indeterminada z; sobre R, y en general, R [x1,...,2;] = R[z1,...,%i—1] [x;], es
decir, es el anillo de polinomios en la variable indeterminada z; sobre el anillo
de polinomios R [z1,...,2;_1]. Por el teorema pasado, tenemos un homomor-
fismo 7, : R[z1] — S tal que extiende a  y manda 1 —— u;. Supongamos
entonces que se tiene un homomorfismo 7,,, ., : R[z1,..., 2, 1] — S, tal
que extiende a 1 y manda a x; — wu; para 1 < ¢ < n — 1. De nuevo, por el

teorema anterior, podemos extender a 7, a un homomorfismo 7,

cUp—1 HUn
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de Rz1,...,2n] = Rlz1,...,Tn-1] [xn] & S tal que z; — u;, Vi € {1,...,n}.
Como 7,, . ,, es una extensién de n,, ., la cual, por hipétesis de induc-
cién es extension de 7, tenemos que 7,,, - también es una extensién de 7. La
unicidad de 7, se sigue de que R[zy,...,2,] estd generado por Ry por
rzi,conl<i<n. m

Por otra parte, veamos que el anillo con la propiedad del teorema anterior
es tnico salvo isomorfismos. Supongamos que R[yi,...,yn] es otro anillo que
cumple lo anterior, entonces, para n := i : R — R[zy,...,2,], se tiene un
homomorfismo ¢ : Rly1,...,yn] — Rlx1,...,2,] tal que ¢ |g= Idr = ir
y que manda a y; — x;, con 1 < ¢ < n. De manera andloga, tenemos un
homomorfismo ¢ : R[z1,...,2,] — R[y1,...,yn] €l cual, restringido a R es
la funcién inclusién tal que manda a x; — y;. Por lo tanto, la composicién
¢¢: R[z1,...,2y) — R]z1,...,2y] es un endomorfismo tal que restringido a R
es la identidad y que manda a x; — x;. Como R [z1,...,x,] estd generado por
R y por los z;s, (("es el automorfismo identidad de R [z1,...,z,]. De manera
similar, {C : R{y1,.--,Yn] — R[y1,...,yn] es el automorfismo identidad en
Rly1,..-,yn], por lo que, tanto ¢ como ¢, son isomorfismos, concluyendo que
Rlyi,.. - yn]) & Rlx1,...,2s]. A este dltimo anillo R [z, ..., x,] lo llamaremos
el anillo de polinomios de n variables indeterminadas sobre R.

Teorema 31 Sea R[z1,...,x,] el anillo de polinomios de n indeterminadas
sobre R y sea m una permutacion del conjunto {1,...,n}. Entonces existe un
tinico automorfismo (. de R[xy,...,xy,] tal que C; |r= Idr y T; — Ty
Vie{l,...,n}.

Demostracién. Por el teorema pasado, al tomarn =i : R — Rx1,...,Z,],
se tiene el endomorfismo (. : R|xy,...,2,] — R[z1,...,2,] tal que extiende
a n y manda a cada x; a x.(;. Falta ver entonces que ¢, es un automorfis-
mo. Consideremos al conjunto generador de R [z1,...,x,], es decir, al conjunto
RU{xy,...,z,}. Notemos que si w1 y 72 son dos permutaciones del conjunto
{1,...,n} entonces también lo es m17m2. Por lo tanto, al evaluar en cada xz;, se
tiene que Cr,ry = Cry G, De esta manera, basta demostrar que £ es biyectiva.

Si 7 es una permutacién, entonces podemos definir 77, con lo cual se tiene
que Cﬂgﬂ'*l = Cﬂ'Tr*l = Cld = IdR[ﬂil,m@n] = Cld = Cﬂ'*lﬂ = Cﬂ*lgﬂ'? demostran-
do asi que (, tiene una funcién inversa. Por lo tanto, ¢, es un automorfismo.

Sea (i1,12,...,1,) € N" es decir, una n—ada de ntmeros no negativos.
) ) ) ) ) A h X
A esta n—ada le podemos asociar el monomio x}'x:? - -zl en las variables

zi,...,T,. Por otra parte, se tiene que

i1 .02 | iy J1,J2 . odn) — titd G2t d2 e
(2 ey’ -y ) (gt wy’ - agy) = 2y g Ty
Por lo tanto, se sigue que los elementos del anillo R [z1,...,2,] son de la for-

; 11 .02 i :
ma de una suma finita Y a;, . ;, 'z - xl», donde a4, . ;, € R. Por ejemplo,
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al considerar R [z,y] se tiene que sus elementos son los polinomios de la for-
ma ao, + a1,% + ao,y + a20x2 + a1, xy + a02y2 + .-+, donde a;; € R. Veremos
a continuacién, que si (i1,...,in) # (j1,...,Jn) entonces los monomios asoci-
ados a las n—adas, @7’z -~z y @1'ad’ - x)r, son distintos y que las tni-
cas relaciones Y a;, . ,; x'xy -+ -xl» = 0 son las triviales, es decir, donde cada
ai, ...a;, = 0. Esto se sigue al demostrar que, si Z(i) ail___,-nm’f :zc’; coeglin =0,
donde (¢) = (41,...,4,) y la suma se toma sobre un nimero finito de elementos
distintos de (i) € N", entonces todos los coeficientes son cero. Notemos que si
(i) # (j), esto ultimo implicard que z}' % - - xir # 2 z)? .- 2I» | ya que de lo
contrario, se tendrfa la relacion no trivial 1zi'z% .- - zin — 127" x%z cexdn =0,
contradiciendo lo anterior. La prueba se hard por induccién. La base de la in-
duccién, es decir, el caso n = 1, ya estd hecho. Supongamos entonces que se
vale para n — 1, con n > 1, y demostrémoslo para n. Notemos que la suma
>0 iy.i, TV xR - xin se puede escribir de la forma >, Ai,xiy, donde iy

intn

varfa en un subconjunto finito de N y A; = Zi,ail___,-n:z:’fm? <zt con
(?) = (i1,12,...,ip—1) y donde la suma se toma sobre un conjunto finito de
distintos (7). Ahora, si 3 a;, ,, xiak - xir = 0, entonces > Azl =0,
para i, = 1,2,..., de donde se tiene que A;, = 0,Vi,. Aplicando la hipéte-
sis de induccién a cada A;, = Zi,ail___inxlfxé? <oyt se tiene que, fija una
in, Qi..i, = 0 para toda (7), por lo que se cumple que Vi, ¥(?), ai,.. i, = 0,
teniendo asi que a;, . ;, = 0 para toda (i).

Como en el caso n = 1 tratado anteriormente, vemos que para cualquier
Rluy,...,us|, el homomorfismo de R[zy,...,25] — Rlug,...,us], que ex-
tiende a la identidad en R y manda a cada x; — u;, es un isomorfismo si y sélo
si Z(i) ail___,;su?uéz sl = 0 = a4, 4, = 0,¥(4). Si este es el caso, decimos
que los s elementos uy,...,us son algebraicamente independientes sobre R, en
caso contrario, decimos que son algebrdicamente dependientes.

Sea ahora M un monoide y R un anillo conmutativo. Definimos a R [M] :=
RM) como el subconjunto de RM tales que tienen soporte finito, es decir, las
funciones f : M — R tales que f(m) = 0 para toda m € M, excepto para una
cantidad finita. Definamos las operaciones suma, producto en R [M] por:

(f +9)(m) = f(m) + g(m) para cualquier m € M

(fg)(m) =3, (P)g(q).

Veamos primero que f + ¢ y fg son funciones en R(M). Para esto, basta
fijarnos en el soporte de f+g y de fg. Como f, g € R™) entonces cada una tiene

soporte finito, es decir, existen 1, - - ,Zp ¥V Y1, ,Ym elementos en M, tales
que f(z;) # 0y g(y;) # 0,Vi,j respectivamente. De esta manera, f + g tiene
como soporte a lo més los elementos z1,...,ZTn, Y1, - ,Ym, ya que en cualquier

otro elemento tanto f como g son cero. Por lo tanto, f + g € R™). Para el
producto fg, basta fijarnos en los elementos de la forma f(x;) g (y;), ya que
dada m € M, si z; |/m,Vi € {1,...,n}, entonces para cualquier z | m, se tiene
que f(z) =0, por lo que al tomar la suma sobre los divisores de m, se tendria
que fg = 0. De la misma manera, dada m € M, si y; |/m Vj € {1,...,m},
entonces Vz tal que z | m, entonces g (z) = 0. De esta manera, el soporte de
fg tiene lo mds nm eclementos, a saber, los z;y; € M para ¢ € {1,...,n} y
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jed{1,...,m}.

Asi mismo, definimos la funcién 0(m) = 0,Vm € M y 1(e) = 1,1(m) =
0,Ym # e, donde 1 es el neutro del anillo R y e el neutro del monoide M. Como
(f+9)(m) = f(m) +g(m) = g(m) + f(m) = (g + f)(m), Ym € M, la funcién
0(m) = 0 es claramente el neutro para + y si f € R[M], entonces también
—f € R[M], con (—f)(m) = —f(m) y es tal que (f — £)(m) = 0,¥m, por lo
que se tiene que (R[M],+,0) forma un grupo abeliano. Ahora, si f € R[M]
entonces (f1)(m) = Sy, ()1(a) = e S(p)1(E) = f(m). ¥mi € M, por
lo que (R[M],+,1) es un monoide. Para ver que R[M] es un anillo, falta ver la
ley distributiva, pero esta ultima se sigue de la distributividad en el anillo R.
Por lo tanto, R [M] es un anillo. Consideremos ahora la funcién o : R — R [M]
definida por a(a) = @, donde dale) = a, y a(m) = 0,Vm # e. Veamos que « es
un homomorfismo. Si a,b € R entonces por definicién, a + b — (a + b);, donde
(a+b)(e) = a+b,(a+0b)(m) =0,Ym # e. Ahora, notemos que (a'+ b)(e) =
dle) +be) = a+by (d+V(m) = alm)+bm) =0+0 = 0,Ym # e,
por lo que (a + b)Y = a + . Por otra parte, & manda ab —— (ab), donde
(ab)(e) = ab y (ab)(m) = 0,¥Ym # e. Si consideramos el producto a y ¥
se tiene que (ab)(m) = >, _,, dp)q) = >, ale)blq) = ab(m), por lo
que (ab)(m) = ab si m = ey (ab)(m) = 0 si m # e, teniendo asi que
ab’ = (ab). Claramente o manda 1 —— 1" € R[M] por lo que « es un ho-
momorfismo. Ademds, si a # b € R entonces claramente a # b, pues basta
evaluarlos en e. Por lo tanto, R [M] tiene un subanillo isomorfo a R. De man-
era casi andloga, se tiene que 8 : M — R[M], definida por n — n; donde
n(n) =1y n(m) = 0,Ym # n, es un homomorfismo de monoides. Por defini-
cién, (kl)(kl) =1y (kl)(m) = 0,Ym # El, pero si consideramos el producto kI
se tiene que (k1)(m) = >_, _,, K(p)l(g). Como los tnicos valores distintos que
toman Ky I'son en k y [, respectivamente, se tiene que esta tltima suma es cero
sim#kly Lsim =kl yaque )  _  Kp)lq) =7, KKk =11=1. Por
lo tanto (k1) = (kl). Usando este resultado, se tiene que S(e)3(m) = B(em) =
B(m) = B(me) = B(m)B(e),Ym € M, asi que S(e) es el neutro 1. Por lo tan-
to, R[M] también tiene una copia del monoide M. Notemos de lo anterior que
las funciones o y  mandan al neutro de R y M, respectivamente, al neu-
tro de R[M], es decir, se tiene que (1) = S (e) donde 1 y e son los neutros
multiplicativos para R y M respectivamente. Por otra parte, como R es con-
mutativo, si @€ R C R[M], se tiene que para cualquier g € R[M], (ag)(m) =
S g )9(0) = Xy 6(6)a(a) = 3, a9(a) = ag(m) = g(m)a, donde
G = 3 900 = 3o 9@ = 32,1 9(@)alp) = (9a)(m), por o
que a € Z(R[M]), por lo tanto, R C Z(R [M]).

Notemos que si f € R[M], entonces f tiene un soporte finito, por lo que
se puede pensar como una suma de funciones que sélo actiia en los elementos
que conforman al soporte, es decir, f = Y ., f(m;)mj, donde los m; son los
elementos que bajo f son distintos de cero y las m; son funciones en M C
R[M]. Veamos que esta afirmacién se cumple: sea f € R [M] con soporte finito
M1, ..., My, es decir, f(m;) #0y f(m) =0,Ym # mq,...,m,. Como f(m;) €
R, para cada m;, entonces, por las observaciones anteriores, podemos pensar a
cada f(m;) como una funcién en R[M]. Definamos ahora a m; : M — R por
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m;(m;) =1y mi(n) = 0,¥n # m;. De esta manera, podemos suponer también
que cada m; € M. Definamos ahora Y., f(m;)m;; la cual estd en R [M] puesto
que, como el soporte de f es finito, la suma vuelve a ser finita . Evaluando esta
iltima suma en m, se tiene que

n

(Z f(mi)mi)(m) = Z f(mi)mi(m)

i=1

la cual es cero si m # my, ..., m,, pues todos los sumandos lo serfan, y es f(m;)
cuando m = m;, es decir,

(O flmiymi)(m) = f(m),¥m € M
i=1
Por lo tanto, cualquier elemento en R[M] se puede ver como una suma de

productos entre elementos de R y M. Supongamos ahora que Z?:l rim; = 0]
donde 7; € Ry m; € M. Entonces, recordando que m; es una funcién en R [M]
tal que evaluada en m = m; es 1, y cero si m # m;, se tiene que 0 = 0(m;) =
ok rmg)(mi) = ri(mi(mg)) = ril = r;,Vi € {1,...,n}, por lo que 7; = 0
para toda i. La otra implicacién es clara, teniendo asi que Z?:1 rim; = 0'siy
sélo si r; = 0. Consideremos ahora la representacion de cada f con los elementos
que conforman su soporte, es decir, los m;’s. Afirmamos que esta representacion
es Unica: supongamos que f = Z?:l S§imy; = Z?zl r;m;, por lo anterior, se tiene
que Yo (r; — si)mi =Y i rim; — >, s;m; = 0, teniendo que r; = s;.
Supongamos ahora que se tiene el homomorfismo de anillos 07 : R — S,
con o1(R) C Z(S) y el homomorfismo de monoides o3 : M — S. Afirmamos
que se tiene un tnico homomorfismo de anillos o : R[M] — S que extiende
a o;, con ¢ = 1,2. Para esto, como a cada f € R[M] la podemos ver como
Z?Zl rim;, con r; € R, m; € M, éstos siendo el soporte de f, podemos definir
ao: R[M] — S poro(f) =0 rm) = i o1(r;)oa(m;). Notemos
que o estd bien definida ya que la representacién de f como suma de productos
sobre su soporte es tnica. Como r = rl € R [M], entonces o(r) = 01(r)o2(1) =
o1(r)l'= o1(r), donde 1’es el neutro en S. Por lo tanto, o |p= o1. Andlogamente,
como m = 1m € R[M], o(m) = g1(1)o2(m) = 1o2(m) = o2(m), teniendo asi
que o |pr= 02. Ademds, (1) = 01(1)o2(1) = 1° Veamos entonces que o es un
homomorfismo de grupos y monoide. Sean f, g € R[M] tales que f = > | r;m;,
g =i~ sim;. Notemos que podemos suponer que ambas expresiones contienen
a las mismas m;s, ya que si en un inicio, m; estéd en la expresion de f, entonces
podemos sumarle el término 0 = Om; a g, obteniendo asi la misma expresién
de g pero con el término m;. Por este mismo razonamiento, ambas expresiones
tienen la misma cantidad de elementos, por lo que podemos suponer que m = n.
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De esta manera, se tiene que f + g = Z?:l (r; + s;) m;. Entonces,

o(f+g) Zol (ri + 5:) 02 (M) Z (o1 (rs) + 01 (s3)) o (m;) =
i=1

=1
Zal (r3) o2 (M) + 201 (s;) o2 (my)

Notemos que en la suma Y ., o1 (r;) o2 (m;), los elementos que son distintos
de cero son justamente las is tal que m; estd en el soporte de f, por lo que
St o1 (ri)oa(m;) = o (f). Andlogamente, > 1 | o1 (s;) o2 (m;) = o (g), ya
que basta fijarnos en las is tales que m; estd en el soporte de g. Por lo tanto,
o(f+g) =0o(f)+0(g),Vf,g € R[M]. Para el producto, tomemos las rep-
resentaciones sobre su soporte para cada una de las funciones f y ¢g. Notemos
entonces que

n

n k k
g Tim; g §;m; :E E (rimy) (s;m;)
i=1 j=1 j=1

E E T 8;MiM;

=1 =
, va que 1,8, € R C Z(R[M]). Por lo tanto,

n k n k

o(fg)=o0 Z stjm,;mj = Z Zal (risj) o2 (Mmymy;)

i=1 \j=1 i=1 \j=1

esta ultima debido a la distribucién sobre la suma se o una cantidad finita de
veces. Pero

n n k
Z 201 (risj) o2 (mimj) | = Z Zal (ri)ai(s;) o2 (mi)oa(m;)
i1\ =1 i=1 \j=1
n k
— Z Zcrl(m—) o2 (mg)o(sj)oa(m;)

pues o1 (R) C Z (S). Pero esta tltima suma resulta ser

(ZO’l Tz 0'2 ml> 20'1 S] 02 mj) :U(f)a(g)

lo cual demuestra que ¢ es un homomorfismo de anillos. Para finalizar la afir-
macién, la unicidad de o se sigue de la unicidad de la representacién sobre el
soporte de cada funcién f € R[M].
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Definicién 19 Si M es un grupo, a R[M] le llamamos el algebra-grupo de M
sobre R.

Consideremos ahora al conjunto N de los naturales y sea N” el producto
cartesiano de N, r veces, es decir, los elementos de N” tienen la forma de r—tuples
(a1,...,a,) donde a; € N. Si definimos la suma en N” por coordenadas, entonces

se tiene que (N,—I—,ﬁ) es un anillo conmutativo, donde 0= (0,...,0). Sean

e; = (0,...,1,...,0), donde el 1 estd en el lugar i—ésimo. De esta manera, se
tiene que para cualquier (a1,...,a,) € N", (a1,...,a,) = Y_._; a;e;, por lo que
los e;5 generan a N”. Sea ahora un monoide M conmutativoy z1,...,x, € M
elementos de M. Definamos la funcién n : N© — M dada por (a1, ...,a,) —
z{txs? - - 8. Como los z;’s conmutan, tenemos que
_ ai a2 . by ,.b2 b,
(@ a))n(.ob) = (@fag ) (el ol

_ a1+by az+b2 ar+br
zl x2 ... x/"»

n((al—&—bl,...,ar—i—bT))

Como 7 (0) = 292920 = 1, se tiene que 1 es un homomorfismo. Por otra

parte, notemos que

e — Yy xh . x)

Como N” estd generado por los e;, entonces sélo hay un homomorfismo de N” a
M tal que mande e; — x;, Vi € {1,...,r}.

Definicién 20 Al conjunto N" se le conoce como el libre monoide conmutativo
con r generadores e;.

Sea N el conjunto de los naturales y R un anillo conmutativo. Formemos
primero al monoide libre conmutativo N(")| con sus r generadores €1, ... ¢
donde cada e; es una coordenada r—ésima de la forma (0,...,1,...,0), con el

1 en el lugar i—ésimo y cero en los demads lugares. Como ya vimos, (NT, +76)

es un monoide donde la suma estd definida por coordenadas, y el elemento
neutro es el 0 = (0,...,0). Ahora, como N() es un monoide, podemos formar
al anillo R [N("]. Afirmamos que R [N(] = R[zy,...,z,], es decir, R [N(] es
isomorfo al anillo de polinomios sobre R en las variables x1,...,x,. Seai: R —
R [z1,...,2,] el homomorfismo inclusién dado por r — 7, y sea la funcién
§: N — R [x,...,2,] definido por e; — x; y 0 — 0 € R. Notemos
que, como N(") estd generado por los es, la imagen de § estd generada por
los x;’s, los cuales también forman un monoide. Como ademas 0 — 0, J es
un homomorfismo de monoides. Por lo tanto, por el resultado anterior, se tiene
un homomorfismo £ : R [N(T)] — Rlz1,...,z,] tal que & |g= 1, £ |ym= 9.
Veamos que £ existe. Para esto, por la propiedad universal, se tiene que el
homomorfismo i : R — R [N(T)] se puede extender a un homomorfismo

B:Rlxy,..., 2] —>R{N(T)}
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de la siguiente manera

g
R[z1,...,z;] — RI[N"]
i1 /
R

donde x; — ¢;. Entonces, se tiene que

(§oB) (rz;) = E(B(rai)) = E(rB(x:)) = § (rei) =7 (e;) = 1

Anslogamente,
Bol(re) =B (E(re) =B (ré(e:)) = B (rai) =1 (zi) = re;

Por lo tanto, { o 8 = Idg(y,, .0, Yy Bo& = IdR[NW]v es decir, B = ¢!, por lo

~

que £ es invertible. De esta manera, concluimos que R [N(T)] >~ Rlxy,..., 2]
Este ultimo resultado nos permite construir un anillo de polinomios con n
variables, para cualquier n € N. Es natural preguntarnos si es posible construir
un anillo de polinomios en cualquier cantidad de variables, sea numerable o
no numerable. La respuesta a esta pregunta es positiva, y la demostracién es
como sigue: Sea Y cualquier conjunto y R un anillo conmutativo. Formemos el
monoide N¥)| donde a cada elemento y € Y, lo podemos identificar con una
funcién w, : Y — N dada por w, (y) = 1 y w, (2) = 0,¥z # y. Como N es
un monoide, podemos construir el anillo R [N(Y)]. Notemos que en este caso, el
anillo de polinomios con tantas variables como elementos de Y, tiene la forma
R {{my}yey} Por lo tanto, si f : R — T es un homomorfismo tal que f (R) C
Z (T'), entonces, por la propiedad universal de anillos aplicada a R, basta tomar
un conjunto de valores {ty}er C T, para extender el homomorfismo f a un

homomorfismo f : R [{xy}yey} — T, donde r — f(r) y xy — t,,Vy € Y.

Como caso particular, si i : R — R [N(Y)] dada por r —— r, se tiene que
i(R) C Z (R [N(Y)D, por lo que ésta se puede extender a un homomorfismo

w: R {{xy}yey] — R [N(Y)] tal que p |gp= Id y z, — w,,Vy € Y. Por
otra parte, dada la inclusién 7 : R — R [{xy}yey} , ¥ el homomorfismo de
monoides A : NY) — R [{:cy}yey] definido por w, +— z,,Vy € Y, éstas se
pueden extender a un homomorfismo v : R [N(Y)] — R [{xy}yey] tal que

r— rVr € Ry wy — zy,Vwy, € N, Mediante un simple célculo, se
tiene que para toda r € R, (pov)(r) = p(r) = r, ast como (pov)(wy) =
p(zy) = wy,Vw, € NM). Como R [N(Y)} estd generado por Ry por NOY) y
(wov) |g=Idr y (ov) |yon= N entonces (uov) = IdR[N(y)]. De manera

similar, (vou) (r) =ry (vopu)(xy) = x,,Vr € R,z, € R [{xy}yey} , por lo que
(vou)= IdR[{I e Por lo tanto, R [{zy}yey] ~ R [N®], o cual demuestra
YJyey
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la construccién de un anillo de polinomios sobre R, con tantas variables como
queramos.

Para finalizar esta seccién, consideremos al anillo conmutativo R y al anillo
de polinomios con una variable indeterminada R [z]. Si f (z) € R[z] con f (z) #
0, entonces podemos expresarlo como f () = ag+a1z+- - -+a,z", donde a,, # 0.

Definicién 21 Si f (x) € R[] es tal que se expresa como f (x) = ap + a1x +
<+ apx”, con an, # 0y ay = 0,Ym > n, decimos que a, es el coeficiente
principal y que el grado de f (x), denotado por grad f, es n.

Si f(xz) € Rlx] es el polinomio 0, diremos que grad f = —oo. Notemos
también que f (x) € R siy sélo si grad f =0 6 grad f = —oco. En particular, se
cumple que f (z) € R* siy sélosigrad f = 0. De ahora en adelante, adoptaremos
las siguientes reglas:

-0 < n,YyneN
-0+ (—00) = -0

—x0+n = —oo,¥neN

Por otra parte, por la manera en que se definié la suma de polinomios, se tiene
que para cualquier f (z),g(z) € R|[z],

grad (f + g) < max {grad f, grad g}

ya que al definir la suma de polinomios por coordenadas, basta fijarnos en el
coeficiente principal de f (z) y ¢g(z) y tomarnos el mayor natural asociado a
estos coeficientes. Notemos también que grad (f + g) < méx {grad f,grad g} si
y s6lo si el coeficiente principal de f(z) es igual al coeficiente principal de
g (x) con signo cambiado. Ahora, si f(z) = ap + a1+ -+ ax2™ y g(x) =
bo + byx + - - - + by, ™, entonces

f ($) g (.’E) = aObO + (aObl + G,lb(]) T+ + a7Lb’rern+m
Entonces, si a, y b,, no son divisores de cero, se tiene que a,b,, # 0, por lo que
grad fg =n+ m = grad f + gradm

En particular, si R es un dominio, esta ultima ecuacién de grados se cumple
para cualesquiera dos polinomios en R [z], incluyendo el caso grad f = —oc.

Teorema 32 Si D es un dominio entero, entonces el anillo de polinomios D [x]
es un dominio entero.

Demostracién. Ya sabemos que D [z] es un anillo, por lo que falta entonces
demostrar que no tiene divisores de cero. Si f (z) g (z) = 0. entonces grad fg =
—o0. Ahora, por la ecuacién de grados y las reglas antes definidas, esto pasa si
y sélo si grad f = —o0 6 grad g = —o0, lo cual equivale a decir que f () =0 6
g (z) = 0. Por lo tanto, D [z] es un dominio entero. m
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Corolario 8 Si D es un dominio entero, entonces D [x1,xa,...,2T,] es un do-
minio entero.

Este resultado es inmediato al considerar el teorema anterior y aplicar induc-
cién sobre el nimero de variables indeterminadas. Por otra parte, notemos que
las unidades de D [z] son también unidades en D. Esto se sigue considerando lo
siguiente: si f (z) g (x) = 1, entonces grad fg = 0. Por la ecuacién de grados, se
tiene que grad f + grad g = 0, por lo que grad f = 0 = grad g, lo cual equivale
a decir que f(z),g(x) € D. Por lo tanto,si f (z) es unidad en D [x], entonces
f(x) € Dy su inverso g () también estd en D. De esta manera, con un razon-
amiento inductivo, se tiene que las unidades en D [z1, 23, . .., T,] también estdn
contenidas en el dominio entero D.

De la seccién anterior, sabemos que todo dominio D tiene asosiado un
campo de fraciones F. Si D es un dominio entero, por el corolario anterior,

D[z, z3,...,2,] también es un dominio entero, por lo que también le podemos
asignar su campo de fracciones de polinomios con n variables indeterminadas,
al cual lo denotaremos por D (x1,...,Zy)-

0.15. DFU y Dominios Euclideanos

Sea D un dominio entero conmutativo. Empezaremos dando la nocién de
divisién en un dominio entero.

Definicién 22 Sean a,b € D. Decimos que a es un factor de b o que a es
un divisor de b, y lo denotaremos como a | b, si existe ¢ € D tal que b = ac.

Notemos que la relacién de divisibilidad es una relacién transitiva y reflexiva:
como a = al, entonces a | a, Va € D ysia|by b|c, entonces existen x,y € D
tales que b = az y ¢ = by, por lo que ¢ = by = (az)y = a (zy), por lo que a | c.
En general, no se cumple que si a | b, entonces b | a, de manera que la relacién
no es simétrica. Por otra parte, si u € D es una unidad, entonces existe v € D
tal que 1 = wwv, por lo que u | 1. Ahora, si u | 1, entonces existe v€ D tal que
uv = 1, es decir, u es unidad. De esta manera, se tiene que v € D es unidad si
y solo siu | 1.

Definicién 23 Sean a,b € D. Decimos que a es un asociado de b, y lo
denotaremos por a ~ b, st a = bu, para alguna unidad u € D.

Notemos ahora que ~ si es una relacién de equivalencia, ya que, claramente
a~apuesa=1la,sia~byb~c, entonces a =buy b= cv, con u,v unidades
en D. De esta manera,

a =bu = (cv)u=c(vu)

con vu unidad en D, por lo que a ~ c¢. Ahora, si a ~ b, existe v € D unidad tal
que a = bu. Como u es unidad, existe v € D\ {0} tal que wv = vu = 1, por lo
que

av = (bu)v =b(uv) =bl=5b
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es decir, b ~ a, por lo que ~ es simétrica.

Por otra parte, si a | by b | a, entonces existen u,v € D tales que b = au
y a = bu, por lo que b = (bv)u = b(vu). Como D es un dominio, las leyes
de cancelacién son validas, por lo que 1 = wvu, es decir, u,v son unidades.
Claramente, si a ~ b entonces a | by b | a, por lo que hemos demostrado que
a~bsiysolosia|byb]a. Alos factores de a que no son son ni unidades ni
asociados de a los llamaremos factores propios de a.

Definicién 24 Decimos que un elemento p € D es un elemento irreducible
de D sii) p#0, i) p no es unidad y iii) p no tiene divisores propios; es decir,
st p = ab, entonces a es unidad 6 b es unidad.

Ejemplo 3 Si nuestro dominio es D = Z, se tiene que los elementos que cono-
cemos como primos son elementos irreducibles en 7.

Observemos que si p es irreducible, entonces up también lo es, para cualquier
unidad w € D: Si p es irreducible y u es una unidad, entonces ) up # 0, ) up
no es unidad, ya que de lo contrario, existirfa v € D unidad tal que (up)v = 1.
Como u es unidad, existe u~!, por lo que pv = u~!, lo cual nos lleva a que
p= uw~tv~!. Como tanto u~! y v~! son unidades, y éstas forman un grupo, se
tendria que p es una unidad, lo cual es una contradiccién, y 4i7) si up = ab con
u unidad, entonces p = u~'ab = a (bu™'). De esta manera, a | p, por lo que si a
no es unidad, como p no tiene factores propios, entonces a ~ p, es decir, existe
una unidad v tal que av = p. Por lo tanto, se tiene que

a (uwv) = u(av) = up = ab

cancelando a de ambos lados, se tiene que b = uv, con uv unidad.
Sea a € D y supongamos que hay elementos irreducibles pq, ..., p, tales que

a4 =DpPip2 - Pn

A esta tltima expresiéon la llamamos una factorizaciéon de a en elementos ir-
reducibles. Notemos que si u1,...,u, son unidades tales que uiug---u, = 1
entonces a también admite la factorizacion

a = (u1p1) (u2p2) - - - (Unpr)

en elementos irreducibles. En este sentido, la factorizacién en irreducibles nunca
es tnica. Nétese que (up1) ~ D1, .., (UnPn) ~ Dn-

Definicién 25 Decimos que D es un dominio de factorizacion 1tnica,
denotado por DFU, si i) todo elemento de D\ {0} y no unidad puede ser
expresado en la forma pips---pn donde los p; son irreducibles y, ii) siempre
que

P1Pn=4q1" " Qdm

donde p;, q; son irreducibles, entonces n = m y podemos reacomodar los q; en
el producto de tal manera que p; ~ q; para 1 <i < n.
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Consideremos ahora al anillo Z. Este anillo no es un campo ya que no siempre
es posible dividir un entero entre otro para obtener otro entero, pero sf podemos
hablar de un concepto de divisién en Z. Los siguientes teoremas se pueden
verificar en el libro de David Sharpe, Rings and Factorizationz lo daremos por
hecho.

Teorema 33 (Algoritmo de la division para Enteros) Sean m,n € Z con
n # 0. Entonces existen enteros tunicos q y r tales que m = gn + r donde
0<r<n|.

De manera muy similar, se tiene el siguiente resultado para un anillo de
polinomios.

Teorema 34 (Algoritmo de la division para polinomios) Sea K un cam-
po y sean f(x),g(x) € K [z] donde g (x) no es el polinomio cero. Entonces
existe polinomios tnicos q (z),r (x) € K [z] tales que

f@) =q(x)g(z)+7(2)

gradr (z) < grad g (x)
donde la funcion grad f (x) es la antes definida.
Notemos que si K esun campoy f (z) | h (z) en K [z], entonces existe g (x) €

K [z] tal que f(z)g(z) = h(z). Como se vio que grad (fg) = grad f + grad g
en cualquier dominio, entonces

grad h = grad (fg) = grad f + grad g
por lo que grad f < grad h, es decir, hemos visto que
f(z) | h(z) = grad f < grad h, para f (z),h(z) # 0.

Estos 1ltimos teoremas y la observacién anterior, nos llevan a la siguiente

Definicién 26 Decimos que un dominio D es un dominio euclideano si
existe una funcion 6 : D* = D\ {0} — N, llamada funcién de grado de D, tal
que

i) siempre que a,b € D*, con a | b, entonces § (a) < § (b)

1) Dados a,b € D, con b # 0, ezisten r,q € D tales que a = qgb+ r donde o
bienr =0, 0 d(r) < (b).

Nos referimos a la segunda propiedad de la definicién anterior como el algo-
ritmo de la division en el dominio euclideano.

Ejemplo 4 Los anillos Z y K [z], donde K es un campo, son dominios euclid-
eanos con normas ¢ (a) = |a| y v (f (x)) = grad f, respectivamente.
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Teorema 35 Sea D un dominio euclideano con funcion de grado § y sean a,b €
D tales que a | b y que 6 (a) = (b). Entonces a y b son asociados.

Demostraciéon. Usando el algoritmo de la divisién 4, al dividir a entre b se
tiene que existen ¢,r € D tales que a = gb+ r, donde r = 0 0 § (r) < ¢ (b).
Como a | b, entonces ac = b, para alguna ¢ € D. Por lo tanto, se tiene que
a = q(ac) 4+ r, lo cual implica que a (1 — g¢) = r, por lo que a | r. Entonces, si
r # 0, se tiene que 0 (a) < & (r) < 6 (b), lo cual contradice la hipétesis inicial.
Por lo tanto, r =0 y asf b | a, teniéndose que a ~b. =

En el caso del anillo Z, para cualquier par de elementos n, m € Z, podemos
hablar de un médximo comin divisor d, es decir, un elemento que divida tanto a a
como a b y que si ¢ es otro nimero que divida tanto a a como a b, entonces ¢ | d.
Esta afirmacién es vélida para todo dominio entero, y mds ain, éste méximo
comtun divisor puede ser expresado en la forma sa +tb, con s,t € D. Nétese que
el méximo comun divisor estd bien definido salvo asociados.

Definiciéon 27 Sidos elementos de un dominio entero D tienen mdzximo comin
divisor 1, entonces decimos que son cOpTrimMos.

Teorema 36 Sea D un dominio euclideano y sean a,b € D. Sia | bc y a,b son
coprimos entonces a | c.

Demostracién. Supongamos que a | be y que a,b son coprimos. Entonces
existen s,¢ € D tal que as + bt = 1. Ahora, notemos que a | be y que a | ac, por
lo que multiplicando esta tltima ecuacién, se tiene que acs + bct = ¢. Como a
divide a cada uno de los sumandos, entonces a | acs + bct =c. m

Por otra parte, en el anillo Z, si p es un nimero primo, se tiene que siempre
que p | ab, entonces p | a o p | b. Esto nos conduce a la siguiente

Definicién 28 Sea D un dominio entero y p € D. Decimos que p es primo
st i) p#0, i) p no es unidad y ii) siempre que p | ab con a,b € D, entonces
plaop]|b.

El siguiente teorema, nos ayudard a demostrar que todo dominio euclideano
es un dominio de factorizacién tnica.

Teorema 37 Sea D un dominio entero. Entonces i) todo elemento primo es
irreducible en D, ii) si D es un dominio euclideano, todo elemento irreducible
es primo, iii) si D es un DFU, todo elemento irreducible es primo.

Demostracidn. i) Sea p un elemento primo en D y consideremos la factor-
izacién p = ab con a,b € D. Como p es primo y p | ab, entonces p | a o p | b.
Pero p = ab, por lo que a | py b | p. Por lo tanto, p ~ a 6 p ~ b. Sin pérdida de
generalidad, si p ~ a, entonces a = up, para alguna unidad v € D. Por lo tanto,

p=ab= (up)b=p(ub)

y cancelado p en ambo lados, se tiene que ub = 1, es decir, b = v~ ! es una

unidad, por lo que p es irreducible.
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1) Sea D un dominio euclideano y p € D irreducible. Supongamos que
p = ab, con a,b € Dy que p [/a. Como D es un dominio euclideano, a y p tienen
un méximo comun divisor d. Como p es irreducible, sélo asociados y unidades
lo dividen, y como ningtin asociado de p puede dividir a a, entonces el méximo
comtn divisor es una unidad, es decir, d = 1, por lo que p y a son coprimos.
Como a y p son coprimos y p | ab, entonces p | b, por lo que p es primo.

iii) Sea D un DFU. Sea p € D irreducible y supongamos que a,b € D son
tales que p | ab. Entonces existe ¢ € D tal que pc = ab. Si factorizamos a,b y
c en irreducibles se tiene que, por unicidad, a o b tienen un factor irreducible
asociado de p, de manera que p | a o p | b, por lo que p es primo. m

Finalizaremos esta seccién con el siguiente

Teorema 38 Todo dominio euclideano es un DFU.

Demostracién. Sea D un dominio euclideano y § su funcién grado. Primero
demostraremos que todo elemento no cero y no unidad puede ser factorizado
en irreducibles. Supongamos lo contrario, es decir, que existe un elemento no
cero y no unidad tal que no puede ser factorizado en irreducibles. Ahora, por el
principio del buen orden en los naturales, podemos elegir un elemento a de grado
minimo. Notemos que a no puede ser irreducible, ya que en ese caso, ¢ misma es
una factorizacién en irreducibles. De esta manera, podemos suponer que existen
b, ¢ € D no unidades y no asociados de a tales que a = bc. Como b | a, entonces
4 (b) < d(a), pero como by a no son asociados, entonces ¢ (a) # 6 (b), por lo
que 0 (b) < ¢ (a). Andlogamente, se tiene que d (¢) < d (a). De la minimalidad
de 4 (a), se sigue que tanto b como ¢ pueden ser factorizados como producto de
un ndmero finito de irreducibles. Si ponemos juntas estas dos factorizaciones,
se tiene que que ésta tltima es una factorizacién en irreducibles de a, lo cual
contradice la hipétesis inicial.

Falta demostrar la unicidad de las factorizaciones en irreducibles. Supong-
amos entonces que

P1--"Pn=4q1"""Qdm

son dos factorizaciones con p;,q; irreducibles. Como estamos en un dominio
euclideano, cada p; es primo, y como p; | ¢1 - gm, se tiene que p; | ¢;, para
algin j = 1,...,m. Como el orden de los factores no es importante, podemos
reordenar los ¢;’s y suponer que p; | ¢;. Como también los ¢;’s son irreducibles,
éstos no tienen facotres propios, por lo que p; ~ g1, es decir, ¢ = pyu1, con uy
unidad. De esta manera, podemos cancelar en nuestra factorizacién el término
p1 para obtener

P2 Pn =U1qG2 " qm

Notemos que ugy vuelve ser irreducible. Repitiendo este argumento para los p;s,
se tiene que al hacer la n—ésima cancelacién, asociada a p,,, del lado derecho se
nos acabaran los irreducibles, obteniendo que

1= (ur- Up)Gnt1-qm
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Como los ¢;s son irreducibles, se tiene un producto de irreducibles igual a 1,
lo cual es imposible. De esto se concluye que n = m, y al reordenar los g;s, se
tiene que p; ~ ¢q;, con 1 < i < n. Esto demuestra la unicidad. m
De este teorema, se sigue que los anillos K [z], con K campo, son DFU.
Para finalizar este capitulo, daremos un criterio de irreducibilidad el anillo
de polinomios Q [x] que nos serd muy ttil mds adelante.

Teorema 39 (Criterio de Eisenstein). Si f (x) = apz"+a,_ 12" 1+ +ajz+
ao € Z[x] y existe un primo p tal que p | a;,Vi € {1,...,n — 1}, p [a, y p* ao,
entonces f (x) es irreducible sobre Q[z].

Demostracién. Supongamos que a f (x) lo podemos escribir de la forma
g (x) h(z), con g (x) = bpa” +b, 12" '+ -biz+by y h(x) = cox® +eo 12+
v+ x4+ ¢y, donde r = grad f y s = gradg, y n = r + s. De esta manera,
se tiene que cada coeficiente ay, de f (z) tiene la forma 3, ., b;c;, para toda
k = 1,...,n. En particular, ag = byco. Como p? |/ag, entonces p no puede
dividir tanto a by como a cg, pero como p | ag, se tiene que p divide a alguno
de los elementos by, cg. Supongamos que p | by y p |[/co. Ademsds, p |/a,, = b,.cs,
por lo que p no divide a b, ni a c;. Por lo tanto, como p divide a by pero
no a b,, existe un nimero k < r tal que p /by pero p | b;,Vi < k. De esta
manera, p divide a cada término de la suma Zjﬂ.:k bjc;, excepto a bycg, por
lo que p [/z:jﬂ‘:,c bjc; = ay. Por hipétesis, p divide a todo a;, excepto a ay,
por lo que a; = a,, teniendo asi que k = n. Por lo tanto, de las desigualdades
kE <r <r-+s=n,se tiene que r = n y por lo tanto, h (z) es una constante.
Esto demuestra que f (z) es irreducible. m
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0.16. Extensiones de campos

Consideremos ahora dos campos, F'y F’, tales que F' es un subcampo de F,
es decir, F' C F’ y las operaciones * y + de F” restringidas a F' son cerradas,
cumpliéndose las condiciones de la definicién. En este caso, decimos que F’ es
una extensién de campo o simplemente una extensién de F. Notemos que a F”
lo podemos ver como un espacio vectorial sobre el campo F'. Para esto, basta
ver que cumple las siguientes cuatro propiedades de espacio vectorial:

i) (F',+,0) es un grupo abeliano, lo cual es inmediato por ser F’ campo.
.+ F x F' — I’ satisface: Vo,w € F' yV\,u € F

—

Para el inciso i) debemos notar un par de cosas, la primera es que el
neutro multiplicativo de F' coincide con el de F’, pues F C F’ y el neutro es
tnico. La asociatividad del producto - se debe a que este mismo es asociativo
dentro de F’ y que F' C F’, asf como la distributividad del producto sobre la
suma. De esta manera, se tiene que F’ es un espacio vectorial sobre F.

El grado de la extension de campo F’ sobre F es la dimension del espacio
vectorial F” sobre el campo base F. A esto lo denotamos por |F’ : F|. Si el grado
es finito entonces decimos que F’ es una extension finita. Denotaremos Er para
decir que el campo E es un espacio vectorial sobre el campo F', o lo que es
andlogo, que E es una extensién de campo sobre el campo base F.

Lema4 Si F C E C G son campos con G una extension finita sobre F
entonces |E : F| y |G : E| son finitas y |G : F|=|G: E||E : F|.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que |G : F| = n, para alguna n € N.
Como F C E y E,F son campos, entonces E es un espacio vectorial sobre el
campo F. Por una parte, como E C G y ambos son espacios vectoriales sobre
el campo F entonces E es un subespacio de G. Como |G : F|=n y E < Gp
entonces |E : F| es finita y menor o igual a n.

Por otra parte se tiene que G es un espacio vectorial sobre F de dimen-
sion finita. Sean {g1,....,gn} una base para G sobre F. Entonces Vg € G I'n

fiseeeis fn € F tales que g = fig1 + ... + fugn. Por hipdtesis F C E asi que

fi € EYi = 1,..,n. Por lo tanto, para cualquier g € G ezisten escalares
€1,..nen € E, (a saber, e; = f; € F C E antes mencionadas) tales que
g=e191 + ... + engn,es decir, {g1,....,gn} €s un conjunto generador del espacio

vectorial Gg. Como este conjunto genera y es finito entonces la dimension de
Gg es finita y |G : E| < n.Por lo tanto, |E : F| y |G : E| son finitas.
Para demostrar lo segundo, supongamos que |G : F| =n,|G: E| =k,|E : F| =

m.Sean {g1,...,9k},{e1,...,em} bases para Gg y Ep, respectivamente. Basta
demostrar entonces que el conjunto {g;e;}, donde i € 1...k yjel...m, es
una base para Gg. Sea g € G,entonces como G existen A1,...,\p € E tales

que g = A1g1 + -+ Mgk A su vez, como \; € E, existen p; 1, ..,y € F
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tales que \; = i, 1€1 + -+ + 1; ,pm, entonces se tiene que g = (pq1€1 + -+ +
M1 €m) 91+ (o 1€1+ o m€m) g2+ - -+ (g 114+ 4y, o€ ) gk~ Notando
que al distribuir dentro del paréntesis se obtienen elementos de la forma i, ;€;9:,
se tiene que g = Zpi,j(giej) dondei € 1...k ,j€1l...mypu,; €F, Vij.
De esta manera se tiene que el conjunto {g;e;} es un conjunto generador del
espacio vectorial Gp. Falta demostrar que es linealmente independiente para que
sea una base de dicho espacio.

Sea 0 =)\ jgie; donde \; ; € F.Por demostrar que \; ; = 0,Yi € {1,...,k}
y Vj € {1,...,m}. Por una parte, como F C E entonces \;; € E y en-
tonces también lo estdn los elementos de la forma X; je;. Notemos ahora que
doAijgie; = 2> (Nije)lgi. Como {gi1,...,9x} es base de Gg , A jej € E
y > [D-(Nijej)]gi = 0 entonces Y- \; je; = 0,Vi € {1,...,k}. Ahora, para ca-

da i, como {e1,...,en} es base de Ep y \;; € F,¥j € {1,...,m} entonces
Aij = 0,¥5 € {1,...,m}. Como esto fue para cada i, entonces se tiene que
Xij =0,Vie{l,....k} yVj e {1,...,m}. Por lo tanto, el conjunto {g;e;}
es una base para el espacio Gr. Notando que |{g;e;}| = km se tiene que

|G:Fl=km=|G:E||E:F|. n

Sea F un campo y f(z) € F [z]. Queremos dar una extension E de F tal
que contenga una raiz del polinomio f(z), es decir, un elemento r € E tal
que cumpla con la ecuacién f (x) = 0. Recordemos que f(r) = 0 si y sélo si,
f(z) es divisible entre z — r, y diremos que f(x) se descompone en F [z] si

n

flz) = H (z —r;), es decir, si es igual al producto de factores lineales en F[z].
i=1

Asi, sir es una raiz de f(x) en E, entonces 0 = f(r) = [[ (r—r;) € E[z], como

i=

E [z] es dominio, r = r; para alguna ¢ € {1,...,n}. Por otro lado, también se
n

tiene la misma factorizacién f(z) = [] (x — r;) en el anillo de polinomios R|x]
i=1

donde R = F(r1,...,r,). Estas dos maneras de ver la factorizacion de f(z), nos

seran itil mds adelante.
Si F' es un campo, de la seccién anterior se tiene que F'[z] es un dominio
entero, lo cual nos lleva a la siguiente

Definicién 29 Si F' es un campo, decimos que un polinomio f (x) € F [z] es
irreducible, si i) f(z) # 0, i) f(x) no es unidad y ii3) f(x) no tiene factores
PTopLos.

Cuando el coeficiente principal de un polinomio es 1, decimos que el poli-
nomio es ménico. Sea F'un campo y f (z) € F [z] ménico e irreducible de grado
n. Consideremos el siguiente diagrama

W
Flz] —  Fla]
i1 /

F
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donde i es la inclusion de F — F[z] y p: F[z] — F [z] estd definida por
h(xz) — r(z), donde r (z) es el residuo de dividir h (x) entre f (x), es decir,
h(xz) = q(z) f (x) + r(z). Como u es un homomorfismo, se tiene que por los
teoremas de isomorfismos Im p = F' [z] / (f (z)) ya que ker u = (f (z)).

Se puede demostrar que cualquier dominio euclideano es un dominio de ide-
ales principales(DIP), es decir, que todo ideal en el dominio entero tiene la
forma (a), para algiin a en el dominio. Ahora bien, como f (x) es irreducible,
entonces (f (x)) en F [z] es principal con generador f (z). Afirmamos que (f (z))
es maximo. Si I fuese un ideal tal que (f (z)) C I # F [z], entonces, como F' [z]
es un DIP, entonces I = (g (x)), para algiin g (z) € F[z]. Esto implica que
f(x) = h(z)g(x), con h(xz) € Flz]. Como f(x) es irreducible, h(z) o g (x)
tiene que ser una unidad. Si g (x) es una unidad, entonces g (z) € F, lo cual
implicarfa que (g (x)) = F'[z], lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, h (z)
tiene que ser una unidad, y asi (f (z)) = (h(z)g(z)) = (g9(x)), por lo que
(f (x)) es méximo. De esta manera, F'[z]/(f (z)) es un campo. Nétese que
F C Flz]/{f (z)). Por otra parte, notemos también que esta nueva extensién
de campo F [z] / (f (x)) contiene un elemento, a saber, x € F [z] / (f (x)) tal que
el polinomio f (¢t) € F[x]/(f (z)) se anula, ya que f (z) =0 en F[z]/(f (z)).
Denotaremos a F' [x] / (f (z)) por F (z). En general, si  es una raiz del polinomio
f(x) € Flz], con f (x) irreducible, entonces diremos que F [z] / (f (x)) = F (r).

Por lo tanto, hemos dado una extensién de campo de F' tal que contiene
una raiz del polinomio f(z) € F[z]. Ahora, esta extensién de campo es de
dimension finita: para esto basta notar que el conjunto £ = {1, z,x2,.. ., "}
es linealmente independiente en F'(z) y que genera a todo elemento en F (z).
Notemos primero que F (z) = {r(z) € F [z] | gradr (x) < n}, ya que F (z) el
conjunto de residuos después de dividir entre f (z), el cual tiene grado n. De
esta manera, todo elemento en F'(x) tiene la fomra 12" 4 - 4+ a1z + ao,
donde a; € F, por lo que £ genera a F' (z). Ahora, para ver que £ es linealmente
independiente, si 0 = ag+a1 2+ - -+a,_12" "L, con a; € F entonces, el polinomio
p(z) =ao+ a1z + -+ a,_12" ! bajo la funcién p va a dar a cero, por lo que
f(x) | p(z). Como el grado de p (z) es menor que el grado de f (), entonces

f(@)|p(x) = p(z)=0

por lo que a; = 0,Vi = {1,...,n — 1}, es decir, £ es linealmente independiente,
por lo que £ es una base para F (x) sobre F' y

|F (z): F]=n=grad f (x).

A continuacién, damos la definicién de la extensién de campo para un polinomio
f (z) € F [z] que contiene todas las raices de f ().

Definicién 30 Sea F un campo, f(x) € F|x] mdnico. Decimos que una exten-
sion de campo E de F es un campo de descomposicion de f(x) sobre E si:

i) f(x)=(xr—r1)e(x—r2)e---(x—r,) € Ez], donde grad(f) =n

it) E = F(r1,r2,...,7m), es decir, E esa generado por todas las raices de

f(=).
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Teorema 40 Cualquier polinomio f(x) € Flz] mdnico con grado n positivo
tiene un campo de descomposicion.

Demostracién. Sea F' un campo y f(z) € F[z] ménico. Factorizando f(x)
en polinomios irreducibles y monicos en F'[z] se tiene que

f(@) = fi(z) o fa(x) 0~ o fi(x).

Claramente k < n = grad f(z). Procederemos por induccién sobre n — k > 0.
Para n — k = 0 se tiene que n = k, asf que todos los f;(z) son lineales, por lo
que F' misma es su campo de descomposicion.

Supongamos que n — k > 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que fi(x) tiene grado mayor que 1. Sea K = F[z]/(fi(x)). Como fi(z) es
irreducible en F[z] entonces K es un campo. Por otro lado, notemos que K
es una extension de campo de F', teniendo como regla de correspondencia a €
F+— a+ (fi(z)) donde K = F(r) y r = x + (fi(x)) es una raiz de fi(z) en

Hasta ahora hemos hecho una extension de campo K/F la cual es generada
por una sola raiz del polinomio irreducible f;(x) € F[z]y el campo F. Como F' C
K entonces F[z] C K[z] y como f(x), fi(x), fa(z),..., fu(z) € Flz] C K[z], se
tiene que al factorizar cada f;(z) en polinomios ménicos irreducibles en K|[z],
f(z) tiene una factorizacién en polinomios irreducibles en K[z]. Por otro lado,
fi(z) = (x—r)eg(z) € K|[z], por lo que si ! es el numero de factores irreducibles
en la factorizacion de f(z) en K|z] se cumple que I > k, por lo que n—1 < n—k.
Por lo tanto, podemos aplicar la hipétesis de induccién a n — [ para f(z) en K,

teniendo asi una extension de campo E tal que E = K(r1,72,...,7,) tal que
f(z) =11 (z —r;) € Elz]. Como f1(r) =0y fi(z)]| f(z) en K [z], entonces
f(r) = 0 por lo que r = r; para alguna i € {1,...,n}. Por lo tanto se tiene

que E = K(r1,...,m) = F(r)(r1,...,m) = F(ryre,...,mn) = F(ry,...,m),
viendo asf que E es un campo de descomposicién para f(x) sobre F. m

Notese que cuando se construye la extensién simple de F', es decir, K =
Flz]/(f (x)), con f(z) irreducible, al hacer la correspondencia ¢ € F +—
a + (f(x)), se tiene en realidad una copia de F' en K y no a F misma. Si
llamamos a I’ la copia de F' en K, podemos hacer un nuevo conjunto K’ tal
que contenga a F'y que en lo demds sea igual que K. Este conjunto se hace al
quitar la copia de F' en K, es decir, F’ y después pegarle F', de tal manera que
nuestro nuevo conjunto es K’ = (K/F') U F, que tiene la misma estructura de
campo que K y contiene a F'.

Por otra parte, recordando de la seccién de anillos, un elemento u € R es
algebrdico, si el homomorfismo ¢ : R [x] — R [u] con regla de correspondencia
r— r,Vr € Ry x — u no es inyectivo. Esto quiere decir que el ker ¢ # {0},
que equivale a decir que existe un polinomio f (z) € R[z] tal que f (u) = 0.
Como estamos trabajando con campos, podemos tomar el polinomio ménico de
grado menor, distinto de cero, tal que f (u) = 0. A este polinomio lo llamaremos
el polinomio minimo de u € R.
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A continuacién, se muestra que la dimensién de cualquier campo de descom-
posicién Er de un polinomio f(z) € F'[z], es finita.

Proposicién 8 Sea F un campo y E un campo de descomposicion sobre F de
f(x) € F[z]. Entonces |E : F| es finita y ademds |E : F| < n!, donde n es el
grado de f(x).

Demostracién. Sea F' un campo y f(z) € Flz], y sea E un campo de
descomposicién sobre F' de f(x). Procederemos por induccién sobre n. Sin = 1,
entonces f(x) es un factor lineal, por lo que f(x) = = — r1, donde r; € F.
Por lo tanto, F' misma es el campo de descomposicién para f(z) € F[z], y
|[E:F|=|F:F|l=1=1.L

Ahora supongamos que vale para todos los valores menores que n. Por una
parte, como E es un campo de descomposicién de f(z), se tiene que a f(x)
la podemos ver como producto de factores lineales en E[z], es decir, f(z) =
[T (x — ;) tal que r; € E, donde n = grad f(z) y E = F(rira...ry).

De esta manera se tiene el siguiente diagrama:

F < F(rn) < F(rry...tp)=F

donde |E : F| =|F(r1): F||E : F(r1)].

Noétese que |F (r1) : F| es el grado del polinomio minimo g(z) € F[z] tal que
g(r1) = 0. Por hipétesis, se tiene que ryes una raiz de f(z), por lo que g(z) | f(z).
Por lo tanto, grad g(x) < grad f(x), y asf |F (r1) : F| < n. Por otra parte, se
tiene también que al ser E' campo de descomposicién de f(z) sobre F, también lo
es sobre F(r), yaque f(z) =[[\_,(z—ri) = (x—r1)(x—r2) -~ (x —7,) € E[x],
donde n = grad f(x) y, E = F(rira...ry) = F(r1)(ra...7m,).Como f(x) se
factoriza en F'(r1) como (z — r1)h(z), con h(z) € F(r1)[z] y grad h(z) =n — 1,
entonces el grado del polinomio mfnimo para cualquier 7;, con i = 2,...,n,
sobre F'(r1) tiene grado menor o igual que n — 1, por lo que le podemos aplicar
la hipétesis de induccién. Asi, |E: F(r1)] < (n — 1)! y por lo tanto, se tiene
|E:F|=|E:F(r)||F(r1):F|<(n—1)len=nl. n

Definicién 31 Decimos que una extension de campo Erp es algebraica sobre
F si cualquier elemento de E es algebraico sobre F.

Una caracteristica de las extensiones de campo finitas, es la siguiente

Proposicién 9 Sea E una extension de campo de F tal que |E : F| = n. En-
tonces E es una extension algebrdica sobre F.

Demostracion. Sea Ep tal que |[E: F| =n y sea a € E. Como |E: F| =
n, entonces cualquier conjunto en E con mas de n elementos es linealmente
dependiente. Consideremos ahora el conjunto {1,a,a?,...,a"}. Si o' = o para
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algin i,j € {1,...,n} coni # j, entonces se tiene que o' —a’ = 0, por lo que «
es una raiz del polinomio f(x) = 2' — 27 € Flx]. Supongamos que o # o’ Vi #
j € {1,...,n}. Entonces todos los elementos del conjunto {1,a,a?,...,a"}
estin en E, y ademds, son mds de n elementos, por lo que existen coeficientes
ag,a1,...,a, € F tales que ana™ + ap_10™ '+ - +ara+ ag = 0. De esta
manera, si definimos a f(x) = apa™ +an 12"+ +a12 +ag, entonces f(x)
es tal que f(z) € Flz] y f(a) = 0. Por lo tanto, E es una extension algebraica.
]

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que cualesquiera dos campos de de-
scomposicién sobre el campo F' de un polinomio f(x) € F|z], son isomorfos. Para
esto, consideremos dos campos isomorfos F'y F, con el isomorfismo p : F —
F dado por a — a. Por la propiedad universal del anillo F', este isomorfismo
se puede extender a un tinico isomorfismo ' : F[z] — F[z] tal que a — @ y
r — x, en otras palabras, se cumple que

ant™ + ap12" V-t a1z +ag — apa” +a,_gz" '+ - +ajx +ag

Veremos que el isomorfismo p puede ser extendido a un isomorfismo de E
a E, donde E es el campo de descomposicién para f(z) y E el campo de
descomposicién para f (z), con f(x) = g/(f (x)). Para esto, demostraremos
primero el caso para un elemento algebrdico y su correspondiente polinomio
minimo.

Lema 5 Sean F y F campos y pn : F — F un isomorfismo. Sean E y E
extensiones de campo para F y F respectivamente. Sir € E es algebrdico sobre
F con polinomio minimo g(x) € Flz] entonces p puede ser extendida a un
monomorfismo ¢ : F(r) — E si y solo si g(x) tiene una raiz en E, en cuyo
caso el numero de dichas extensiones es igual al numero de raices distintas de
g(z) en E.

Demostracién. Sea y : F — F un isomorfismo, £ y E extensiones de
campo para F'y F respectivamente. Como 1 : F — F es un isomorfismo, por
la propiedad universal de F, se tiene un isomorfismo fi : Flx] — F[z], con la
regla de correspondencia

bpx™ + - bz + by — bpx™ + -+ - bix + by

donde b; = u(b;). Denotaremos a i (g (z)) por g (z).

Sea r € F algebraico con polinomio minimo ¢ (). Supongamos primero que
¢ : F(r) — FE es una extensién de p. Sea g(z) = anz™ +a,_12"  +- - +ar1z+
ap, a; € F,¥i € {1,...,n}. Afirmamos que ¢((r) es una raiz de g(z). Por una
parte, como g(r) = 0 y ¢ es un homomorfismo, se tiene que {(g(r)) = ¢(0) = 0.
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Por otra parte, al ser ( un homomorfismo, también se tiene que

Clg(r) = ((anr™ +anar" "+ +a1r + ag)
= ((anr™) 4 C(an—17""") + - + ((arr) + ((ao)
= C(an)C(r™) + Clan—1)Cr" 1) + -+ + ¢(a1)(r) + ¢(ao)
= @(Cr)" + a1 (C(r)" 4 a@d(r) + a0
= g(¢(r)

donde la peniltima igualdad se debe a que ( es una extension de p y a; € F
para toda i. Por lo tanto, g(¢(r)) = 0, y asf {(r) es una raiz de g(z) € F[z].

Ahora supongamos que g(z) € F[z] tiene una rafz en E. Sea a € E tal que
g(a) = @,a™ + @,—1a" 1 + .- -@ra + @ = 0. Ahora, como i : Flzx] — Flx]
es un isomorfismo, entonces g (x) es irreducible en F'[z] si y sélo si, también
lo es g(z) en F [z]. De esta manera, tanto F (r) = F [z] / {g (z)) comoF (a) =
F[x] /(g (x)) son campos. Ademéds, como 7 (g (x)) = g (z), entonces

F(r) = Flz]/(9(x)) = Fla]/(g(2)) = F(a)

Sea ¢ : F(r) — F(a) la composicién de los isomorfismos anteriores. Nétese que
¢ manda 7 — a y que ¢(a) = p(a), Ya € F. Ahora consideremos el siguiente
diagrama:

re FE E S«
VR

p: F(r) — F(a)
T

1
W F — F

Consideremos la funcién ¢ = (i o ¢) : F(r) — E. Por una parte, como ¢
es un isomorfismo, en particular es monomorfismo, asi como la i : F(a) —
E. Como la composicién de monomorfismos es monomorfismo, se tiene que ¢
también es monomorfismo. Por otra parte, ¢ es una extension de p, ya que
Va € F se tiene que ((a) = (i 0 ¢)(a) = i(p(a)) = i(u(a)) = p(a).

Por lo tanto, ¢ : F(r) — E es un monomorfismo y extiende a y. Como esta
construccién fue para cualquier a € E tal que g(a) = 0, entonces hay tantas
extensiones de y como raices de g(z) en E. m

Hemos visto que el isomorfismo p : F — F se puede extender a un
monomorfismo de F (r) — E, donde 7 € Er y E es una extensién de F.
Ahora, veremos que, dado un polinomio cualquiera f (z) € F'[z] y su campo de
descomposicién F, este isomorfismo puede ser extendido a un isomorfismo de F
a E, donde E es el campo de descomposicién para f (x) € F [z].

Teorema 41 Sea pi : a — @ un isomorfismo del campo F sobre F, f(z) € F|x)]
mdnico de grado positivo y W el correspondiente polinomio en F[z]. Sean E y
E los campos de descomposicion para f(z) y f(z) sobre F' y F respectivamente.
Entonces 1 se puede extender a un isomorfismo de E sobre E. Ademds, el
numero de extenstones es menor o igual a la dimension de E sobre F, y es

precisamente igual a |E : F| cuando f(x) tiene raices distintas en E.
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Demostracién. Notemos de nuevo que, como p : F — F' es un isomorfis-
mo, por la propiedad universal de F', se tiene un isomorfismo u' : F[z] — F[z],
con regla de correspondencia

anx” + - 01T+ ag — Gpa” + - a1+ ag

donde p(a;) = @, es decir, x — x y i extiende a u. La prueba se hard por
induccién sobre |E : F|.

Si |E: F| =1 entonces E = F. Como F misma es el campo de descomposi-
cién de f(z), se tiene que f(z) = [[;—,(x — 1) € F[z] donde r; € F. Por otra

parte, como g/ es un homomorfismo entre F[z] y F[z], se tiene que

i (f(2) = [[(@ = 7) € Flal

i=1

donde 7; = pu(r;) € F. Pero f(x) es justamente u'(f(x)), por lo que

n

(@) = [[@ -7 € Flal,
i=1

es decir, f(z) se descompone en productos lineales en F[z], donde las 7; son
raices de f(z) en E. Como E es el campo de descomposicién de f(z) sobre F,
y esta generado por las raices de f(z), las cuales estén todas en F, entonces
E = F(r1,72,...,7,) = F. Por lo tanto, E = F y \E : f| = 1, por lo que hay
s6lo una extensién de u, a saber, g misma.

Supongamos que |E : F| > 1y que se vale para todos los valores menores que
|E : F|.Demostraremos que se cumple para |E : F'|. Como |E : F| > 1, entonces
f(z) no es un producto de factores lineales en F [z]. Sea g(z) € F [z] un factor
monico irreducible de f(z) con grado mayor que uno. Como g(z) | f(z) entonces
f(z) = g(x)h(x), asi que al aplicarle i se tiene que

W (f (@) = 1/ (g(@)w' (h(x)) = G(x)h(z),

por lo que () | f(z) en F[z]. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
g(@) =TIiLi(@—si), f(2) = [Iiy (@ —si) en Ela] y (@) = [[}L1 (z—1)), f(2) =
[T/ (z — ;) en E[z], donde m < n. Nétese que como g(z) = [[;-, (z — ;) en
Elx], entonces r; € E es rafz de g(z),Vj € {1,...,m}. Ademds, como g(x) es
irreducible en F [z], entonces g (z) también es irreducible en F [z]. Ahora, como
s1 es rafz de g (x) y éste es irreducible en F'[z], entonces g(x) es el polinomio
minimo para s; sobre F', teniendo asi que s; es algebrdico sobre F'. De esta
manera, si denotamos a K = F (s1), se tiene que

|F(s1): F| =m = grad g(x).

Por el lema anterior, se tiene que existen k£ monomorfismos (4, ..., : F(s1) —
E, cada uno extensién de y, donde k es el nimero de r; distintos, con 0 < 7 <
m. Notemos que si todos los r; son distintos, entonces £ = m.
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Por otra parte, como E es un campo de descomposicién para f(x) sobre F,
entonces también lo es sobre el campo K, pues

E=F(s1,...,8,) =F(s1)(s2,.-.,8n) = K (s2,...,8)
y como f(z) € Flz] C F(s1)[z] = K|[z] se sigue cumpliendo que
flx)=(x—s1)e---o(x—s,) € Elx].

De la misma manera, E es un campo de descomposicién para f(z) sobre (;(K),
ya que (;(K) = F(r;) para algin j € {1,...,m}. Como |E: F| = |[E: K| e
|K : F| entonces

|[E:K|=|E:F|/|K:F|=|E:F|/m<|E:F|,

por lo que se le puede aplicar la hip6tesis de induccién a |E : K|. Por lo tanto,
cada (; puede ser extendida a un isomorfismo de E sobre E, y el nimero de
dichas extensiones es menor o igual a |E : K|, y la igualdad se da cuando f(x)
tiene raices distintas en E. Notemos que si 7 es una extensién de alguna (;,
entonces 1) sigue siendo una extension de u, debido a que

Va € Fyn(a) = ¢;(a) = ula) =a € F.

Si denotamos a A = {n,, | n;, es extension para alguna ¢,} entonces se tiene que
Al <m |E: K|=|E: F|, es decir, el nimero de extensiones de y es menor o
igual a |E : F| y justamente |E : F| cuando f(z) tiene rafces distintas en E.

Para terminar la demostracién, falta ver que en este célculo hemos contado
todas las posibles extensiones de p. Si w es un isomorfismo entre £ y E tal que
extiende a p : F — F, entonces si nos restringimos a F(s;) tenemos que w
manda a la rafz s; de f(z) en una rafz r; de f(x), coincidiendo de esta manera
con (, para alguna ¢ € {1,...,k}. Por lo tanto, w € A y de esta manera se tiene
que se han contado todas las extensiones de p. ®

Como caso particular, si consideramos a FF = F, y u = id : F — F, se
tiene que si E'y E son dos campos de descomposicién de f(x) sobre F, entonces
existe por lo menos un isomorfismo entre E y E tal que, restringido a F es la
funcién identidad. Nos referiremos a este isomorfismo como el isomorfismo sobre
F de E a E. De esta manera, se tiene que el campo de descomposicién de un
polinomio f (z) € F [z] es unico, salvo isomorfismos.

Consideremos ahora una extensién algebriica E de F'y «a,8 € E. Deno-
taremos a irr(a, F) como el polinomio minimo en F [z] asociado a «. Vere-
mos ahora que « y [ tienen las mismas propiedades algebraicas si y sélo si
irr(o, F') = irr(B, F). Esto lo haremos dando un isomorfismo de F(«) a F(f)
tal que deje fijo a F' y mande oo — (5.

Definiciéon 32 Sea E una extension algebrdica de F'. Dos elementos o y B son
conjugados sobre F' siirr(a, F) =irr(B, F), es decir, tienen el mismo polinomio
minimo sobre F.
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Teorema 42 Sea F' un campo y «, 8 algebraicos sobre F' con gradirr(a, F) =
n. Entonces la funcion 1 : F(a) — F(B) definida por ¢(c,a™+c,_1a™ ™+
ca+cy) — "+ Cn1 B -+ 1B+ co es un isomorfismo si y solo si
a y B son conjugados sobre F.

Demostracién. Sea ¢ : F(a) — F(f) definida como en el teorema y

supongamos que 1 es un isomorfismo. Sea
irr(a, F) = cpz" + cp12™ '+ iz 4 ¢

Entonces ¢,a” + cp_1a™ 1 4+ cia+cg = 0y como 9 es isomorfismo se tiene
que P(c,® + cpo1a™ L era+cg) = "+ cn1 BT+ B+ co = 0.
Como este ultimo es un polinomio con coeficientes en F' tal que evaluado en 3
es cero entonces irr(3, F) | c,a™ +cp_12" -+ 12+ ¢o = irr(a, F). Veamos
ahora que irr(a, F) | irr(8, F). Como 1 es isomorfismo, podemos considerar a
YL F(B) — F(a). Sidpa™+dp_12™ 4+ - -+diz+dy = irr(3, F) entonces
de manera andloga se tiene que 1™ (dpy 8™ + dp_18™ " + - + dif + do) =
dpma™ +dy 1™+ +dya+do = 0 por lo que irr(a, F) | irr(3, F). Como
ambos polinomios son ménicos entonces irr(a, F') = irr(8, F).

Supongamos ahora que irr(«, F') = irr(5, F') = p(z). Entonces tenemos los
homomorfismos de evaluacién ¢, : Flz] — F(a) y ¢g : Flz] — F(j) los
cuales tienen kernel (p(z)) . Por lo tanto, por el primer teorema de homomorfis-
mos se tiene que ¢, induce un isomorfismo natural ¢ de F[z]/ (p(z)) a F(«),
asf como ¢4 induce un isomorfismo 15 de F'[z]/ (p(x)) sobre F(3). Esto se vé
claro en el siguiente diagrama:

Fla]
Po L N\ 9p
Fla) «—  Fla]/(p(z)) — F(p)
Va Vg

donde v es la funciéon F[r] — Flz]/ (p(x)) definida por los residuos al
dividir por p(z). Consideremos ahora 14 o Y.t F(a) — F(B). Como ambas
son isomorfismos, entonces la composicién vuelve a ser un isomorfismo y ademés

wﬁoqul(cna”Jrcn_la"*l cFerate) = wﬁ(wgl(cna"Jrcn_la"*l ~tejate))

= 1/16((cnx”+cn,1x"_1 ~tertc) H{p(x))) = enf"ten 18 e Btco

por lo que ¢4 o w;l estd bien definida, teniendo asf que 94 o @[1;1 es la Y que
buscdbamos. m

Para el siguiente resultado, que es un corolario del teorema anterior, usare-
mos el concepto de cerradura algebrdica de un campo F, el cual denotaremos
por F. Por ahora, entenderemos como cerradura algebrdica a la extensién de
campo de F' més chica tal que, para cualquier polinomio f (z) € F [z], existe
w € F tal que f (w) = 0. Méds adelante, profundizaremos el tema de cerradura
algebréica.
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Corolario 9 Sea « algebrdico sobre el campo F. Para cualquier isomorfismo
¥ que mande F(a) sobre algin subcampo de la cerradura algebrdica F, tal que
¥(a) = a,Va € F, se cumple que ¢ manda « en algin conjugado  de o sobre
F. Por otra parte, si a y B son conjugados sobre F', entonces eziste un sdlo

isomorfismo ¥, 5 : F(a) — F(B) tal que ¥, 5(a) = B y ¢, g(a) = a,Va € F.

Demostracién. Sea ¢ : F(a) — F un monomorfismo tal que t(a) =
a,Va € F. Notemos que v es un isomorfismo si nos restringimos a la imagen de
¥ en F. Sea irr(a, F) = apa™ + Gp_12" "L 4+ - - a1z + ap, entonces

"™ + 10"V + - aga+ag =0

por lo que 0 = ¥ (ana™ +a, 10" 4 aja+ag) = aph ()" +an_19(a)" " +
< +ar1(a) + ag, ya que 1 es un homomorfismo. Por lo tanto, ¢)(a) = ( es otra
raiz de irr(a, F), por lo que irr (3, F) | irr (a, F). Como % es un isomorfismo
restringido a la imagen, de manera andloga se tiene que ™' : Im¢) — F ()
es un isomorfismo tal que § — a'y wd (a) = a,VYa € F C F. De esta manera,
como S es raiz de irr (8, F') = h(x), entonces

0=1"1(h(B) =h(a)

yaque h (z) € F[z]y ¢ " deja invariante a los elementos de F. Como h (o) = 0,
esto implica que irr (o, F) | irr (8, F). Por lo tanto, irr (o, F') = irr (B, F), es
decir, B y « son conjugados.

Supongamos ahora que o y f son conjugados. Por el teorema pasado, se
tiene un isomorfismo 1 : F(a) — F(B) definido por ¥(a,a™ + a,_1a" ! +
ccara 4 ag) = apf” +an 18" + - a18 + ap tal que ¢(a) = B. Ahora, para
ver que v es tinico, si 1 : F(a) — F es cualquier otro isomorfismo, éste queda
determinado por los valores que toma sobre F' y «, por lo que si n(a) = Sy
Va € F,n(a) = a, entonces claramente 7 = 1. Esto demuestra la unicidad. m

Si F' es un campo y p : F' — F es un homomorfismo, decimos que p es
un automorfismo si es un isomorfismo. Notemos que en este caso, el dominio y
el codominio de p coinciden. A continuacién, daremos dos itiles resultados de
automorfismos en extensiones de campo.

Proposicién 10 Sea Er un campo de descomposicion de f(x) sobre F, y sea
K cualquier subcampo de Er. Entonces cualquier monomorfismo de Kp en Ep

que deje fijo a los elementos de F', se puede extender a un automorfismo de E
en E.

Demostracién. Sea F un campo de descomposiciéon de f(x) € Flz] y sea
K un subcampo de Ep. Haremos la prueba por induccién sobre |E : K|. Si
|E : K| =1, entonces E = K, por lo que si ¢ : K — FE es un monomorfismo
tal que ¢(a) = a,Va € F entonces la misma ¢ es un automorfismo ¢ : £ =
K — F.
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Supongamos ahora que |E : K| =n > 1, y que la hipétesis de induccion se
vale para todos los valores m < n. Sea ¢ : Kp — K C Er un monomorfismo
tal que deja fijo a los elementos de F. Como |E : K| = n, Ex es una extension
algebraicaentonces y como |E : K| > 1 entonces Ir € E tal que r € E'\ K, con
r algebrdico sobre K. Consideremos ahora el siguiente diagrama:

E E
7 1
K@) ¢, K@)

T I
K ﬁ K
T T
F F

donde K = Im. Ahora, si K (r) = E, entonces por la propiedad universal
del anillo K, el homomorfismo ¢ se puede extender a un homomorfismo ¢, :
E =K (r) — K (r) tal que r — r. Notemos que como r es algebrdico sobre
K, entonces K (r) es un campo de dimensién el grado del polinomio minimo
asociado a r. Por un resultado antes visto, como ¢; es un homomorfismo del
campo K (r) a K (r), entonces ¢, es monomorfismo. Ahora, como K (r) C E, y

01 (E) = ¢y (K (1)) C K (r)

con ¢, inyectivo, se tiene que E = K (r), es decir, ¢, es un automorfismo.

Supongamos entonces que K (r) & E. De nuevo, por la propiedad universal
del anillo K, se tiene una extensién ¢': K (r) — K (r) de ¢ tal que ¢ (1) = r.
Notemos también que ¢ : K (r) — K (r) es un monomorfismo, pues K (r)
es un campo. Consideremos ahora el monomorfismo ¢ : io ¢, : K (r) — E.
Notemos que

Va € F, ¢ (a) = (iog;) (a) =i(p (a)) =ilp(a)) = ¢(a)

es decir, 1) extiende a ¢. Ademds, como ¢ (f) = f, para toda f € F, entonces
Y (f) = f,Vf € F. Por otra parte, notemos que |E : K (r)] < n, ya que r ¢ K,
|[K(r):K|>1y

n=|E:K|=|E: K (r)||K(r): K|.

Por lo tanto, por hipétesis de induccién, como % es un monomorfismo de K (r) —
Ey |E: K(r)| < n, entonces v se puede extender a un automorfismo A : £ —
E. Basta notar que como 9 es una extensién de ¢, entonces A también es una
extension de p yde Id: FF — F. m

De ahora en adelante, asumiremos que si 77 es un homomorfismo de Ep a
K, entonces 1 |p= Id, es decir, 1 deja fijo a todos los elementos de F.

Proposicién 11 Sea E una extension de campo de F tal que |E : F| = n. Sea
K otra extension de campo de F'. Entonces el nimero de monomorfismos de Ep
a Kg es alo mas n.
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Demostracién. Empecemos notando que si no hay ningin morfismo, se
cumple el resultado, pues en este caso, la cantidad de morfismos es cero que es
menor que cualquier numero natural. As{, supongamos que existe por lo menos
uno y veamos que el resultado es cierto.

Sean FEr y Kp extensiones de campo de F'y F’respectivamente. Sea ( :
F — F’ un isomorfismo y sea ¢ : Er — Ky un monomorfismo tal que
¢|p = ¢. La prueba se hard por induccién sobre n = |E: F|. Paran =1 se
tiene que F' = E, por lo que la unica extension de ( es ella misma, por lo que el
nimero de extensiones de ( es aloméds 1 = |E: F|.

Sea |E : F| = n > 1. Supongamos que se el resultado se cumple para toda
extensién de campo Dy tal que

|E:D|=m<n,

es decir, que si ¥ : Dp — D% es un isomorfismo, donde D% es un subcam-
po de KFr, entonces existen a lo mas m monomorfismos \; : Ep — Kp|, con
i €{l,...,m} tales que \; | D = 9,Vi € {1,...,m}. Como |E: F| > 1 en-
tonces existe un elemento a; € E/F. De esta manera, se tiene que |E : F| =
|F (1) : F||E : F(aq)]. Como la extensién Ep es de dimensién finita, entonces
se cumple el siguiente diagrama:

2

E=F(o,a,...,0) — K

T T

7 7

F(a1) F'(By)

T T

F ¢ F’
—

Sea p(x) = ¥ + -+ 4+ a1z + ag el polinomio minimo para a; sobre F.

Entonces, esto nos induce un isomorfismo v : F(a;) — F'(8,), dado por la
regla de correspondencia

anaf ™t aran +ag — C(an) B + -+ ((a1)By + C(ao)

donde 8, € K es raiz del polinomio p(xz) € F’[x], que se obtiene al aplicarle
¢ a los coeficientes de p(x). Afirmamos que p(x) es el polinomio minimo para
B, € K. Sig(x) € Flz] es tal que gradg < ky g(8;) = 0, entonces g(z) | p(z),
por lo que p(z) = g(z)h(z), con h(B;) € F'(j3;). Por lo tanto, si nos fijamos en
la imagen inversa de p(z) se tiene que p(z) = g(z)h(z). Evaluando esto tltimo
en oy, se tiene que h(ay) = 0 o g(ay) = 0, lo cual es una contradiccién pues
grad h(z), grad g(z) < gradp(z) y p(x) es el polinomio minimo para ;.

Por lo tanto, v es isomorfismo si y solo si a1 va a dar a una raiz del polinomio
¢(p(x)). Como el grad p(z) = k, entonces el gradp(x) = k, por lo que a lo mds
hay k raices diferentes. Por lo tanto, el nimero de isomorfismos entre F(ay) y
F'(5,) es alo més gradp(z) = k = |F(aq) : F|.
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Ahora, si E' = F(ay) entonces hay a lo mas k isomorfismos de £ = F(a1) a
F'(5,) C K tal que restringidos a F' nos da el isomorfismo ¢ : FF — F’. Como
|[E:F|=|E:F(a1)||F(a1) : F| =1e|F(ay) : F| = |F(a1) : F| = k, entonces
se tienen a lo mas k monomorfismos de Er a K¢, cumpliéndose asi el resultado.

Si F(a1) # E entonces |E: F(ay)] > 1. Como también |F(ay): F| > 1
entonces |E : F(a1)| < n y asi le podemos aplicar la hipétesis de induccién a
F(o1) yv: F(a1) — F(5;). Por lo tanto, si |E : F(ay)| =1 < n, se tiene
que hay a lo mds [ monomorfismos vq,...,v; de E a K tales que v; |F(a1):
v,Vi € {1,...,1}. Pero por otra parte, los isomorfismos de F'(a1) a F'(8;) son
tantos como las maneras de definir el valor de ay, que vimos que es a lo més
k. Por lo tanto, el nimero de monomorfismos que extienden a ( es a lo mas
lek =|E:F(a1)||F(aq): F| = |E: F|. Si tomamos en particular { = Id, se
tiene lo deseado. m

Para finalizar esta seccién, daremos un campo de descomposicién para el
polinomio f (z) = 2° — 2 € Q[z].

Demostracién. Sea E = Q(r172...7r5) donde cada r; es una raiz distinta
de f(x). Notemos primero que v/2 € Q(¥/2) es una raiz para f(z), por lo que
Q — Q(+/2). Por el criterio de Eisenstein, con p = 2, se tiene que p | 2,pt 1y
p? 12, por lo que f(x) = 2° — 2 es irreducible en Q[z] y asf

Q(¥2) : Q| = grad f(z) = 5.

Consideremos ahora la funcién g(z) = 2° — 1. Una de sus raices es z = 1,
la cual esta en Q C R. Sea w otra raiz de g(z). Como |w| = 1y w # 1,
entonces w2, w3, w? son distintas entre si y a w. Ademds, cada w? es raiz para
g(z), ya que (w/)® —1 = (w®)) —1 =1/ —1=1-1 = 0. De esta manera se
tiene que V2w es raiz de f(z), asi como V2w?, /2w?, /2w*. Por lo tanto, si
denotamos a 71 = V2,79 = w,r3 = v2w?,ry = V2w3 y r4 = V2w?, se tiene
que E = Q(riry...75) C Q(v/2,w) = D, por lo que D también es un campo de
descomposicién.

Para demostrar que D = E falta demostrar que D C E. Como /2 es una
raiz, entonces v/2 € E, por lo que @(\‘75) C FE. De esta manera, falta ver que por
lo menos una raiz de g(z), distinta del uno, este en E, ya que con tan solo una, las
otras se generan al elevar a una potencia menor o igual que cuatro. Sean p; # p,
dos raices de f(z) en E. Como E es campo entonces p,/p, = p; ® p; - € E. Por
otra parte, (py/py)° = p3/p} = 2/2 = 1. Como p, # py, entonces p /py # 1,
por lo que E tiene una raiz quinta de uno, distinta del uno. Por lo tanto, en F
también estdn todas las demds raices quintas de uno.

L weE, yast QV2,w) C E, ..Q(2,w)=E.

Ahora veremos la dimension de Q( V/2,w) sobre Q. Consideremos el siguiente
diagrama:

5 s
Q = QV2) = Q(V2uw)
N St
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donde s = |Q(V2,w)): Q(V2)| yt = |Q(\5/§, w) : Q(w)|. Para ver |Q(w) : Q|
consideremos lo siguiente:

Sea w es una rafz distinta de la unidad del polinomio #? —1 = (z—1)(z?~ ! +
2P~2 4+ 2P73 + ... + z + 1). De esta manera, queremos ver que xP~1 4+ 2P~2 +
4224+ 2+ 1 es el polinomio minimo de w sobre Q[z]. Por una parte,

P —1

PPl a4l = -
T

Notemos que h(z) € K [z] es irreducible si y solo si h(x + ¢) € K [z] es
irreducible Ve € K, con K campo. Esto se sigue observando lo siguiente:

K [z] EVgtc

il N\

K — Kz +(
1

donde las dos ¢ son inclusiones de K en K[z] y en K[z +c] y evyyc es el
homomorfismo manda k — k,Vk € K y © —— x + c¢. Notemos que ev,_. es el
homomorfismo inverso de ev, 4., por lo que ev, . es un isomorfismo de anillos.
De esta manera, se tiene que

h(z)=f(z)g(z) = h(z+c)=[flx+c)g(z+c)

por lo que h es irreducible en K [z] si y s6lo si h es irreducible en K [z + ¢].
(24+1)P—1

=T irreducible. Si desarrollamos

Por lo tanto, basta demostrar que
lo anterior se tiene

©)2% + @2+ G2+ -+ ()r+ () — 1

= O T+ Q)PP+ B P4+ G )z + ()

pues (9) = 1. De nuevo por el criterio de Eisenstein, se tiene que p { (7) = 1,
Pt =pypl})vie{l,...,p—1}. Esto ultimo se debe a que como p

_ _pt  _ pp=1)!
= -0 — (=0’

€ N, pues ningin elemento en el denominador divide a p. De

es primo, () € Ny p se encuentra en el numerador de (¥)
(p—1)!
(p—i)ta!
esta manera, ’(’I(ﬁ_l)l,z: = (?) € pZ, por lo que p | (V).

Por lo tanto, 27~ + (1)aP=? + (§)aP =3 + .- + (_y)z + (5_,) es irreducible
en Q[z + 1] y entonces también lo es 2P~ 1 + 2P~ 2+ ...+ 22+ 2+ 1 en Q[x]. Se
sigue entonces que w es raiz del polinomio irreducible z* + 2% + 22 4+ + 1, con
grado 4, por lo que |Q(w) : Q| = 4.

Por otra parte, tenemos que

entonces

55 = |Q(¥2):Q|[@¥3w): a(¥2)|

= |e(¥2,0): Q| = o) : QI [Q(w) : Q(V2,w)
= 4t
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. Entonces, 5s = 4t, por lo que 5 | 4¢, y 4 | 5s. Como (5,4) = 1, entonces
5| t4 | s Como s es el grado del polinomio minimo para w sobre Q(v/2)[x],
y w es rafz del polinomio 2% + 2% + 22 + = + 1 € Q(3/2)[z], entonces se tiene
que s < 4, y como 4 | s, entonces s = 4. Andlogamente, como t es el grado
del polinomio minimo para v/2 sobre Q(w), y v/2 es raiz de 2° — 2 € Q(w) [z],
entonces t < 5. Como 5 | ¢, por lo que t = 5.

Por lo tanto, D = Q(¥/2,w) es el campo de descomposicién més chico y

‘Q(W,w):@ =504=20. m

0.17. Raices Miiltiples

Sea f(x) € F[z] ménico y de grado positivo . Sea Er un campo de descom-
posicién para f(x). Entonces, a f(x) la podemos ver en E[x] como

fl@)=(z—r)" (z —r2)™ o (= 1),

donde cada r; € E, 7; # r; si i # j. Diremos que ; es una rafz con multiplicidad
k; de la ecuacion f(z) = 0. En particular, si k; = 1 entonces la raiz r; es simple.
Ahora, si E es otro campo de descomposicién para f(x) € F [z], entonces, como
se vio anteriormente, existe un isomorfismo p : Ep — Er tal que extiende a
Id : F — F'. Por la propiedad universal del anillo E, u se puede extender a
un isomorfismo i : F [z] — E [z] tal que x — 2y g — u(g),Vg € E. Por lo
tanto, como

fl@)=(@—r)(z—ro)™ - (z =)™ € Ea],

entonces

RU@) = (=T e =72 (o= )
en E[z]. Como E también es campo de descomposicién para f(z) € Flx] y
T |p= p |p= Idp, entonces i (f (x)) = f (x), por lo que

fl@)=(-m)M(@-m)" - (z-7)" € Ela].

Entonces, se sigue que las multiplicidades k; son independientes de la eleccién
del campo de descomposicién, en particular, el hecho de que f(z) tenga raices
simples no depende del campo de descomposicion.

Queremos demostrar que si F' es un campo con caracteristica cero, o F' un
campo finito, entonces se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que todas
sus raices son simples. Supongamos que f(z) € F|x] se factoriza en primos, es
deci;, f(x) = pi* (x)ph?(x) ... pkr () donde (p;(x), p;(x)) = 1,¥i,5 € {1,...,n},
v i #j.

Proposicién 12 Er es un campo de descomposicion para f (x) = pi* (z)ph2 (z) ... pk

si y solo si Er también lo es para fo(x) = p1(x)p2(zx) ... pp(z).
Demostracion. Esto se sigue notando que pfi(a) =0 <= pi(a) =0, por
lo que las raices de los polinomios pf (z) y pi(x) son las mismas. Entonces, en
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el campo de descomposicion Ep de f(z) € F [x], van a estar las raices de cada
pri(x),¥i € {1,...n}, que son las mismas que de las p;(x). De esta manera,
st Ep es un campo de descomposicion para f(x) € F[z], también lo es para
fo(z) € Flx], ya que Ep estd generado por las raices de del polinomio f (x), las
cuales coinciden con las raices del polinomio fo (), por lo que también fo(x)
se expresa como producto de factores lineales en Erp [x]. Con un razonamiento
similar para p;(x), se tiene que todo campo de descomposicion de fo(x) sobre F,
también lo es para f(x) sobre F. m

De la tltima proposicién podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
f(z) es un producto de primos distintos en F[z], es decir, que la multiplicidad
de los factores primos es uno. Notemos también que si p(z) y ¢(z) son dos
polinomios primos distintos en F[z], entonces se tiene que (p(x),q(z)) = 1,
por lo que existen a(x),b(z) € F[z] tales que p(z)a(z) + ¢(z)b(z) = 1. Como
F[z] C E[z] entonces se puede descartar el hecho de que p(x) y ¢(x) tengan un
cero comtn en E[z]. Por lo tanto, si f(z) es un producto de primos distintos,
entonces las raices de estos polinomios primos son distintas entre cada uno de
ellos. En particular, f(z) tiene raices simples si y sélo si sus factores primos lo
son.

A continuacién, desarrollaremos un criterio para raices multiples en F'[z] sin
tener que tomar un campo de descomposicién. Para esto, primero definiremos
la derivada de un polinomio.

Definicién 33 Sea F' un campo. Definimos la funcion derivada ¢ : F [x] —
F [z] por la regla de correspondencia

™ 4+ ap 12" arr +ag — napz" (-1 an 12" 2y
para cualquier polinomio tal que grad f (z) > 1 y si f () = ap, entonces
fx)=ay+—0

Para fines précticos, denotaremos a d (f (x)) := f’ (z). Notemos que Vk > 0,
(x%)" = ka*~1 y si f (z) € F, entonces f’ (z) = 0.

Teorema 43 Sea f(z) € F[x] mdnico y con grado positivo. Entonces todas las
raices de f(x) en cualquier campo de descomposicion Ep son simples, si y sdlo

si, (f, ') =1
Demostracion. Sea d(z) = (f(z), f'(z)) en F[z]. Hagamos primero el

regreso. Supongamos que no todas las raices de f(x) son simples. Entonces
flx) = (z — r)kg(x), donde g(r) # 0 y k > 1. Si derivamos a f(x), se ob-
tiene f'(x) = k(x — r)*~g(z) + (x — r)*¢'(x). Notemos que (x — )~ es un
factor tanto de f(x) como de f'(x), pues k—1 > 1, por lo que (x —r)*~1 | d(x).
Como (z —r)*=1 £ 1, entonces d(x) # 1.

Ahora supongamos que f(x) = H " (z =) € E[z], donde r; # r; siempre
que i # j. Afirmamos que f'(z) =Y i (x—r1) - (x—ric1)(@—7Ti41) - (x—1p).
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Procedamos por induccion sobre n = grad f(x). Sin = 1, se tiene que f(x) =
(x — r1), por lo que f'(x) = 1. Asi, (f(x),f'(z)) = 1. Sin = 2, entonces
[@) = (@ — i)z — r2), donde f'(z) = 15— 13) + (& — 1)1 = X2, (& —
r1) - (x — ric1)(@ — ri41) - (¥ — ). Supongamos ahora que vale para toda
m < n. Entonces, si f(z) = [[i_;(x — 1) = (x —r1) [[}_o(x — 1) entonces
(@) = 1T o(@ — 7)) + (@ — 1) ([11—y(x — 7). Como podemos aplicar la
hipdtesis de induccion sobre [[;_,(x — r;), pues tiene grado n — 1, se tiene que
(T (@ —r)) =3 g —r1) - (@ —7ri—1)( —7i41) - - (x — 7). Por lo tanto,
7/(0) = [T —7) (1) (Sl a0 72) - (o 1io) @ —risn) -+ (7)) =
Y@ =) (@ —ric) (@ = i) - (@ — ).

De esta ultima igualdad, se tiene que (x — r;) t f'(xz), pues divide a todos
los sumandos de f'(x),excepto el i—ésimo. Como estos son los factores de f(x),
entonces (f(z), f'(z))=1. m

Sea f(x) € F[xz] irreducible. Supongamos que d(z) = (f(x), f'(z)) # 1.
Como f(z) es irreducible, el inico polinomio en F'[x] que lo divide es f(x) misma
y el polinomio constante 1, por lo que d(z) = f(z) y entonces f (z) | [ (z).
Como grad f'(z) < grad f(x), esto implica que f’(x) = 0. Ahora, si suponemos
que f(ac) =apz" + an,la?"_l + --- 4 a1z + ag, entonces, se tiene que

() =na,z™ '+ (n— Dap_12" % + - + 2002 + ay.

Si F' es un campo de caracteristica cero y f’(z) = 0, entonces ia; = 0,Vi €
{1,...,n}, porloque a; =0,Vi,1 < i< n.Por lo tanto, si F' es de caracteristica
0y f(z) es un polinomio irreducible en F[z], entonces f'(x) # 0, pues de lo
contrario, f(x) € F, contradiciendo que f(z) es irreducible.

Supongamos ahora que F' es un campo de caracteristica p, y f(z) = a,a™ +
an—12" ' 4+ -+ a1z +ag € Flz]. Entonces f'(z) = > I, ia;z"~'. Notemos
que f'(z) = 0 si y solo si ia; = 0,Vi,1 < i < n. Como F es de caracteristica
py p es primo, entonces ia; = 0 implica que p | ¢ 6 p | a;. Si p |/i, entonces
p | a; por lo que a; = 0(mod p). De esta manera se tiene que f(z) = b, x™P +
b1z VP 4 p 2P +bo, la cual lo podemos ver como la composicién g(zP),
donde g(x) = by @™ + by 1™+ - 4 bix + bo.

Por otra parte, se cumple que 17 = 1, y como el producto dentro de F
es conmutativo, se tiene que (ab)™ = a™b™. Ahora, por el teorema del binomio,
(a4b)? = SP_ ()P~ b = aP+bP+ 5P~ (P)aP~?bi. Notemos que los coeficientes
) = (pfi;)m son naturales, y como p es primo y los elementos de (p —4)! - ¢!
del denominador son todos menores que p, entonces cada (f ) € pZ, por lo todos
son cero en el campo . Por lo tanto, Zf:—ll ()aP~" = 0 y entonces (a + b)P =

a? + bP,Va,b € F.

Lema 6 Sea F' un campo con caracteristica p y a € F. Entonces el polinomio

aP — a es irreducible en Flx] o es una potencia p-ésima en F|[z].
Demostracion. Si f(x) = zP — a es irreducible ya acabamos. Supong-

amos que no lo es. Entonces f(x) = h(z)g(x),con h(z),g(z) € F[z], donde
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1 <gradg(z) < p—1 y g(xz) mdnico. Sea E el campo de descomposicion de f(z)
sobre F. Sea b € E tal que b = a. Esto se puede ya que como E es el campo de
descomposicion de f(x), entonces E contiene una raiz de f (x). Por lo tanto,
como F es de caracteristica p, se tiene que ¥ —a = 2P —bP = (x—b)P . Entonces,
(x — b)? = g(x)h(x). Por lo tanto, g(x) = (x — b)* para alpin 1 < k < p — 1.
Como g(v) € F[z] entonces b* € F. Ademds, como k < p se tiene que (k,p) = 1,
por lo que existen n,m € Z tales que nk+mp = 1. Por las leyes de exponentes y
que F' es campo, se tiene que bt = b("k+mp) = prkpme — p(B)"p(P)" ¢ F | tenien-
do ast que b € F. Por lo tanto, x — b € Flx] y ast, f(z) = g(z)h(x) = (x — b)P
es una potencia p-ésima en Flz]. m

El teorema pasado caracteriza los polinomios de la forma a2 — a en F [z],
con F' un campo de caracteristica p, en irreducibles o en potencias p—ésimas en
F[z]. A continuacién se construird un polinomio irreducible que ademés tenga
una rafz multiple.

Consideremos el anillo Z,, y sea F' = Z,(t) el campo cociente de la variable
independiente t sobre el campo Z, con p elementos, es decir, F' es el campo
de fracciones del anillo de polinomios Z,[t]. Afirmamos que la clase de ¢ no es
una potencia p-ésima en este campo. Supongamos lo contrario, es decir, que

t=(f(t)/g(t))? con f(t),g(t) € Zpt], y

ft) = ant™ 4+ an 1t"" -+ ait +ag

() = byt™ + by 1 t™ 4 £ byt + by

Entonces, como Z, es de caracteristica p y f (¢), g (t) € Z, [t], se tiene que

FOF = aht™ +af 7" 4 alt? - af

() = D27 0 7Y B B

Por lo tanto, se tiene que (b2,t™P + b2, tP(M=1) ... 4 BRIP4 BE)E = altP" +
al P =1 oo qPtP 4 gb. Notemos que las potencias en f(t) son todas
multiplos de p, mientras que en ¢(¢)t ninguna lo es. Igualando coeficientes se
tiene que af = 0, por lo que (b2, #™P + bE,_tP(m=) . L PP L DY = 0, ¥
esto pasa si y s6lo si b = 0, Vi = 1,...,m. Como F es campo, entonces esto
pasa si y sélo si b; = 0, lo cual contradice la hipétesis de que g(t) # 0, por lo
tanto, t no es una potencia p—ésima. De esta manera, el polinomio P — ¢t no
puede ser una potencia p—ésima. Por el lema anterior, se tiene que el polinomio
aP —t € Zy(t)[z] es irreducible. Ahora, por el criterio de la derivada, se tiene
que (zP —t)" = paP~' = 0, por lo que (xp —t,(zP — t)') # 1. De esta manera,
no todas las raices de &P — ¢ son simples, es decir, P — ¢ tiene por lo menos una
raiz con multiplicidad mayor que uno.
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Definicién 34 Decimos que f(x) € Flz] es separable si sus factores irre-
ducibles tienen raices distintas.

De lo anterior, se tienen dos observaciones:

Observacién 1 (1). Si F' es un campo con caracteristica cero, entonces cualquier
polinomio f(x) € F[z] es separable.

Observacion 2 (2). Si F tiene caracteristica p, entonces existen polinomios
no separables.

Definicién 35 Un campo F' es perfecto si cualquier polinomio en F[z] es sep-
arable.

Por la Observacién (1), se tiene que todos los campos con caracteristica cero
son perfectos. El siguiente resultado nos da informacién cuando el campo tiene
caracteristica p.

Teorema 44 Un campo de caracteristica p # 0 es perfecto si y sdélo si F' = FP,
donde FP es el subcampo de potencias p—ésimas de elementos de F'.

Demostracién. Supongamos primero que FP ¢ F' 'y demostraremos que
F no es perfecto. Como FP ¢ F, existe a € F tal que a ¢ FP. Como a &
FP, entonces, por el lema anterior, el polinomio f(x) = 2P — a es irreducible,
yva que si fuera una potencia p—ésima, entonces a € FP. Notemos ahora que
(2P — a)’ = pxP~1 = 0, por lo que (f(z), f'(z)) = f(x) # 1. Por lo tanto, f(z)
es un polinomio irreducible y no separable, teniendo asi que F' no es perfecto.

Supongamos ahora que F' no es perfecto. Sea f(x) € F[x] un polinomio irre-
ducible y no separable. Como f(z) es no separable, se tiene que (f(z), f'(x)) # 1,
y al ser F un campo de caracteristica p, por lo visto anteriormente, f(x) =
ap + apz? + agprP +--- . Afirmamos que alguna de estas a; no es una potencia
p—eésima. Supongamos lo contrario, es decir, que a; = b, Vi, donde b; € F.
Entonces,

f(x) — a0+apxp+a2px2p+...:bg+ngp+b127px2p_~_...
= (bo + by + bopz® + -+ )P

por ser F' un campo de caracteristica p. Pero esto iltimo contradice el hecho de
que f(x) es irreducible. Por lo tanto, alguna a; no es una potencia p—ésima, es
decir, se tiene un a; € F tal que a; ¢ FP, teniendo asi que F' # FP. m

Corolario 10 Cualquier campo finito es perfecto.
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Demostracién. Consideremos la funcién p : I — F con regla de corre-
spondencia a — a”,Va € F. Notemos primero que Im 4 = FP. Por otra parte,
se tiene que p (1) = 17 = 1 y ademds, u(ab) = (ab)’ = aPb? = p(a)p(b), lo
cual demuestra que g es un homomorfismo de anillos. Ahora, como F' es campo,
entonces p es un monomorfismo, y como F es finito, entonces p también es un
epimorfismo. De esta manera, se tiene que p es un isomorfismo y por lo tanto
F = FP. Por el teorema anterior, F' es perfecto. m

0.18. Cerradura Algebraica.

Dado un campo K es natural que nos preguntemos por la existencia de una
extensién de campo L de K, tal que, para cualquier polinomio f (z) € K [z], se
cumpla que f (x) tenga una raiz en L. Empezaremos la seccién con la siguiente

Proposicién 13 Si K es un campo entonces son equivalentes:

a) La dnica extension algebrdica de K es K

b) Si f (z) € K [z] es irreducible, entonces grad f (z) =1

¢) Para cualquier polinomio no constante f (x) € K [x], se tiene o € K tal
que f (a) = 0.

Demostracion. a) = b). Sea f (z) € K [z] irreducible. Podemos formar al
campo E = K [z] / {f (z)), el cual sabemos que es una extensién de campo de
K.Pora),E=K,porloquegrad f(z)=|F: K|=|K:K|=1.

b) = ¢). Sea f (z) € K [z] un polinomio no constante. Sea p (z) un factor
irreducible de f (z). Como se cumple b), se tiene que gradp(xz) = 1, lo cual
implica que p (x) = & — «, pues éste se puede pedir ménico. Como p (x) € K [z],
a € K, cumpliéndose asi que p () tiene una raiz en K y por lo tanto, también
f (@),

¢) = a). Sea « algebréico sobre K. Sea p (z) = irr (o, K) € K [z]. Entonces
p(x) tiene una rafz § en K, por lo que z — 8 | p(z). Como 8 € K, entonces
x—f € K [z], pero esto implica que z— = p (x), pues éste tltimo es irreducible.
Como « también es solucién de p(z), se tiene que a« = S € K. Por lo tanto,
todo elemento algebrdico estd en K, es decir, K es la tnica extensién algebraica
sobre K. m

Definicién 36 Un campo K es algebraicamente cerrado cuando satisface una(y
por lo tanto todas) de las condiciones anteriores.

El Teorema fundamental del Algebra nos dice que el campo C es algebraica-
mente cerrado. Dados ¢ : K — L un homomorfismo de un campo K a un
campo algebraicamente cerrado L, se tiene la propiedad de que ésta puede ser
extendida a un homomorfismo de cualquier extensién algebraica E de K en L:

Teorema 45 Sea ¢ : K — L un homomorfismo de un campo K a un campo
algebraicamente cerrado L. Entonces ¢ puede ser extendido a un homomorfismo
de E — L, para cualquier extension algebraica E de K.
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Demostracién. Sea F una extensién algebrdica de Ky ¢ : K — L un

homomorfismo. Supongamos que F = K («) es una extensioén simple de K y
p(x) = irr (o, K). Consideremos el siguiente diagrama

K [z] ¢—> Lx]

T 7
K — L

donde @ (anz™ +--- +ag) — @ (a,)z™ + -+ + ¢ (ag). Denotemos a la image
de f € K [z] por f € L[z]. De esta manera, se tiene que p(z) = ¢ (p(z)) €
L[z] . Como L es algebrdicamente cerrado, existe 8 € L tal que p(8) = 0. Por
la propiedad universal del anillo K [o] = K («) se tiene una unica extensién
p:FE=K(a)— Ldey,tal que p(a) =By p(k)=¢(k),Vk € K.

Para el caso general se usard el Lema de Zorn: Definamos al conjunto

S={(F,¢)|KCFCEyvy:F — L esun homomorfismo que extiende a ¢}

donde K C F significa que K es un subcampo de F. Notemos que S # & ya
que la pareja (K, ) € S. Definamos la relaciéon < en S por (F,9) < (G, )
si ' C G y X extiende a 9. La relaciéon < es de orden: de la definicién de <
se sigue que (F,1) < (F, ),V (F,6) € S si (F,$) < (G,A) y (G, A) < (F,0)
entonces F' C Gy G C F, por lo que F' = G. Como el dominio de ¥ y A
coinciden, esto implica que A = X |g= A |Fp= ¥, por lo que (G,\) = (F,v).
Por ultimo, si (G,\) < (F,¢) < (H,d) se tiene que G C F C H, y como
A= |lg= v lghr= 6 |lgnr= 0 |g, ya que GNF = G pues G C F. Por
lo tanto, (G,A) < (H,¢). De esta manera se tiene que el conjunto S queda
parcialmente ordenado por <. Sea C' = (F},1););c; una cadena de elementos de
S. Definimos a F'= U;c 1 F;. Notemos que F”es un subcampo de E ya que para
cualesquera dos elementos x,y € F’, éstos pertenecen a un mismo subcampo F;
para alguna ¢ € I, en donde todas las operaciones de un campo se cumplen. Sea
¢ : F"— L definida por & (z) = 1, (x), donde x € F; correspondiente a (F;, ;).
Veamos que estd bien definida: si * € F; N Fj, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que F; C Fj;. Como C es una cadena, ¢, extiende a v;,
y como x € [; N F; C F;, se tiene que ¢, (z) = 1; (x), por lo que § estd
bien definida. Ademds, es claro que & extiende a cada 1; para ¢ € I y ademds
¢ |k= p. Ahora, si xz,y € F, entonces x,y € F; para alguna ¢ € I, por lo que
E(zy) =¥ (wy) = v (2) ¥, (y) = £ (2) € (y) y £(1) = ¥, (1) = 1,para cualquier
i € I, teniendo asi que £ es un homomorfismo que extiende a toda ;, con i € I.
Por lo tanto, (F;,¢;) < (F,§),Vi € I, cumpliéndose asi que toda cadena tiene
una cota superior en S.

Por el Lema de Zorn, S tiene un elemento maximo (M, pu). Si M ¢ E,
entonces existe a € E\ M algebrdico, por lo que M () es una extensién simple
de M. Como vimos al principio de la demostracién, p se puede extender a un
homomorfismo v : M (o) — L de tal manera que (M, ) < (M (o), v), ya que
M ¢ M (), lo cual contradice la hipétesis de elemento maximal de (M, ). Por
lo tanto M = E' y p extiende a . ®
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El resultado esencial de esta seccién es el que cualquier campo K puede ser
"incrustado.®® un campo K algebrdicamente cerrado que sea algebraico sobre
K, siguiéndose asi que cualquier extensién algebraica de K puede ser también
incrustado en K, por el teorema anterior.

Lema 7 Para cualquier campo K, existe una extension algebrdica F', tal que F
contiene una raiz para cualquier polinomio no constante con coeficientes en K.

Demostracién. Notemos que para cualquier cantidad finita de polinomios
fis--+, fn € K [z], K tiene una extension algebraica H tal que f; tiene una raiz
en H, para toda i =1,...,n. Esto se sigue al tomar un factor irreducible p; ()
de fi(z) y formar la extensiéon de campo Hy = K [z]/(p1 (z)). Como K C
K [z] / (p1 (x)) = Hi, repitiendo este procedimiento, se tiene al campo Hy =
H,y/ (p2 (x)), donde ps () es un factor irreducible de f; (x). De esta manera se
tiene una torre de subcampos que termina en H,, = H,,_1/ (p, (z)), donde por
construccién, H, tiene una raiz para cada p; (z) y por lo tanto para f; (x).

Denotemos al conjunto de polinomios f (z) € K [z] no constantes como
la familia {f;},.; para algin indice /. Formemos el anillo de polinomios so-
bre el campo K, con tantas variables como elementos en I, es decir, al anillo
K [{x;},c;]- Sea Q el ideal generado por los f; (z;) en K [{z;};c;]. Afirmamos
que Q G K [{z;};c;]. Si Q= K [{;},.;], entonces 1 = > jes i fj (z;), donde
J C I es un subconjunto finito y p; € K [{xl}lel] . Como J es un conjunto fini-
to, entonces existe una extensién algebraica E de K, tal que f; (x;) tiene una
rafz a; € F para toda j € J. Por la propiedad universal del anillo K [{xi}iel},
se tiene un homomorfismo ¢ : K [{;},.;] — E tal que k — k,Vk € K,
xi— 0,Vie I\ Jyxz; — «;,¥j € J. Por lo tanto,

L= =¢ | Y ufil) | =D 0 () e (@)

j€J jeJ

=> 0 (uy) fi () =0 () fi (a;) =0
jeJ jeJ
que es claramente una contradiccién. Por lo tanto, Q & K [{xi}iel}. Ahora, 2
estd contenido en un ideal méximo M de K [{zi};c;]. Como M es maximo,
F =K [{#;};c;] /M es un campo.

Sea w : K — F' el homomorfismo canénico, es decir, k — k + M. Este
homomorfismo es inyectivo, ya que si w(k) = M, el neutro de F, entonces
k+M = M, por lo que k € M. Como M es un ideal maximo, M ¢ K [{xi}iel},
por lo que M no puede contener unidades, ya que de lo contrario, 1 € M
y M = K [{z;},c;]. Como cualquier k& € K \ {0} es una unidad, entonces
MNK = {0}, lo cual implica que si k € M entonces k = 0,vk € K. Por lo tanto,
w es un monomorfismo. De esta manera se puede identificar a K con Imw C F,
teniéndose que F' es una extensiéon de K. Denotemos ahora a 8, = z; + M.
Por la unicidad de la propiedad universal del anillo K [{xi}ie I}, la proyeccién
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canénica p : K [{ml}lel] — F extiende a w y manda a z; — x;, + M = (,,
k+—k+ M := k. Como p es sobre, F = Im p, por lo que F esta generado por
la imagen del conjunto generador de K [{z;}, ], es decir, F = K ({8;},¢;)-
Notemos ademds que, como p es un homomorfismo se cumple que para cualquier
fi(z;) = an®} + an_lz;lel + -+ ai1z; + ap se tiene que
fi(z) + M = apx} + an_lx;"__ll + - 4azjta+M
= (anz} + M) + (an_12) 2} + M) + -+ (a7 + M)+ ag + M
=an, (xg'—&—M) + Gn_1 (a:;-’*l + M)+ +ai(zj+ M)+ (ag+ M)
=, (zj+ M) +an_1 (z;+M)"" 4+ +ay (z;+ M) +ao
= anBy +an18] " 4+ aiB; +ao = £ (8;)

y como f;(xz;) € Q C M,\Vj € I, entonces f; (ﬁj) =fi(z;) + M =0en F, es
decir, todo polinomio no constante con coeficientes en K tiene una raiz en F| a
saber, el correspondiente 3;, por lo que cada 3, es algebrdico sobre K. Como
F =K ({8;};cr), entonces F también es algebrdico sobre K. m

Notemos que en la demostracién anterior, se construyé una extensién para
una copia de K, concluyéndo que también es una extensién para K. Esto iltimo
estd basado en el siguiente argumento: si ¢ : K — F es un monomorfismo
entre dos campos, se tiene que F' es una extensién de campo para Imp = K.
Si F es un conjunto con la misma cardinalidad de F', entonces se tiene una
biyeccion E — F', la cual le da estructura de campo a E. Asi mismo, podemos
escoger a un conjunto E tal que K C E y donde K sea un subcampo de
E. Este se forma tomando el conjunto p (FUK) \ (FUK) y notando que en
general 2 |F U K| < |p (F UK)|, por lo que p (F U K) contiene un subconjunto
totalmente ajeno a F'U K. Por lo tanto, si E es otro conjunto con la misma
cardinalidad de F'y £ : E — F es un isomorfismo, entonces (E\ € (Im @)U
K es una extensién de campo de K, que hereda la estructura de campo via & -1

Finalizaremos esta seccién demostrando que la cerradura algebraica K de
un campo K es unica salvo isomorfismos. Para esto, se demuestra primero el
siguiente

Lema 8 Si F C K C E y K es algebrdico sobre F' y E algebrdico sobre K,
entonces E es algebrdico sobre F'.

Demostracién. Sea o € E. Por demostrar que |F («) : F| es finita. Para
esto, observemos que si b, ¢ son algebréicos sobre F', entonces se tiene el siguiente
diagrama

F(c,b)
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Como b, ¢ son algebrdicos, |F (b) : F| y |F (¢) : F| son finitos. Ademds, como b
satisface un polinomio g (z) € F [z] C F (c) [z], entonces el grado del polinomio
minimo h (x) para b sobre F' (c) es menor que el grado de g (x), y como F' (¢) (b) =
F (c,b), entonces se tiene que grad h () = |F (¢, b) : F (c¢)] es finita y menor que
|F (b) : F| = grad g (). Ahora, como

|F (¢,b) : F| =|F (c,b) : F(c)||F (c): F|

con |F (¢,b) : F(c)| y |F (c) : F| finitos, entonces también |F (¢, b) : F| es finita,
teniendo asf que F (¢, b) es una extensién algebraica.

Ahora, como « € E, existe g (z) = k,2™ + kp_12" 4+ kix + ko € K []
tal que g (a) = 0. Como k; € K, y K es algebrdico sobre F, entonces por el
razonamiento anterior, F' (ko, ..., k) es algebraico sobre F'. Consideremos ahora
el siguiente diagrama

F — K — K («) —

1 /
F(ko,... kn) —  F(koy...,kn) (@) =  F(ko,... kn,a)

donde todas las flechas son inclusiones. Como « satisface g (x), y g(z) €
F (ko,. .., ky) [z], entonces

F (ko,...,kn) (@) =F (ko,..., kn,a)
es algebrdico sobre F' (ko, ..., ky), es decir,

| (o, ... kn, @) : F (Ko, .., kn)| < 0.
Por lo tanto, se tiene que

F — F(ko,....,kn) — F(ko,...,kn,q)
N /
F(a)
y como |F (ko,...,kn): F|y |F(ko,...,kn,a): F(ko,..., k)| son finitas, en-
tonces |F («) : F| también lo es, por lo que « es algebraico sobre F'. m

Lema 9 Si F C K C E con E algebrdico sobre F', entonces K es algebrdico
sobre F' y E es algebrdico sobre K.

Demostracién. Sea f € K. Como K C E, entonces para [ € FE existe
g (x) € F[z] tal que g (B) = 0, es decir, § es algebriico sobre F, Vj € K.

Sea o € E. Como E es algebraico sobre F, existe f(z) € F[z], tal que
f(a) =0. Como F C K, entonces F [z] C K [z], por lo que f (z) € K [z]. Por
lo tanto, a es algebrdico sobre K,Va € E. m

Teorema 46 Cualquier campo K tiene una extension algebrdica K algebrdica-
mente cerrada. Ademdas, K es tnica salvo isomorfismos.
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Demostracién. Por el lema antes visto, podemos suponer que se tiene una
torre de campos K = Egy C By C E; C--- C E,, C --- donde E,,; es algebréico
sobre E,, y contiene una raiz por cada polinomio no constante en E,, [z]. Ademas,
por el lema anterior, E, es algebrédico sobre K, para toda n € N. Definimos a
K = U E,. Claramente K C K. Afirmamos que K es campo, ya que si
z,y € K, entonces z,y € E, para algiin n € N. Como E,, es campo, entonces
x y y se suman, restan, multiplican y dividen en E, C K, por lo que K es
campo. Por otra parte, si a € K, entonces a € E,, para algiin n, y como FE,, es
algebrdico sobre K, se tiene que « es algebrdico sobre K, para cualquier o € K.

Sea f (z) € K [x] no constante. Como f (z) tiene grado finito, todos sus coefi-
cientes caen dentro de un Ej. Por la manera en que se construyd, Ey; tiene una
rafz para cualquier polinomio con coeficientes en Ey, por lo que existe w € Ej 41
tal que f (w) = 0. Como Ej41 C K, se tiene que K es algebrdicamente cerrado.
Supongamos ahora que L es una extensién algebrdica de K, algebrdicamente
cerrada. Queremos ver que L y K son isomorfmos. Sea i : K < L el homomor-
fismo inclusién. Por el teorema anterior, se tiene una extensién ¢ : K — L tal
que ¢ |g= Id. Veamos que ¢ es inyectiva: Si a € K y a # 0, es algebrdico sobre
K, por lo que existe un polinomio f (z) € K [z] tal que f («) = 0. Supongamos
que f(z) = apx™ + -+ a1z + ap es minimo y que ¢ (o) = 0. Como ¢ es un
homomorfismo y f () = 0, entonces

0= (0) =¢(f(a) = flp(a)) =f(0).

Como f (0) = ag, se tiene que f (z) = a2+ -+a1x == (anm”_l 44 al),
lo cual es una contradiccién, ya que f(x) es irreducible. Por lo tanto, para
cualquier 0 # o € K, ¢ (o) # 0, es decir, ker ¢ = {0}, por lo que ¢ es inyectiva.
De esta manera, se tiene que Im ¢ = K, y como K C Im ¢, se tiene que Im ¢
es una extensién algebrdica algebrdicamente cerrada sobre K. Por otra parte,
como L es algebrdico sobre K, Im¢ es algebrdica sobre K y K C Im¢ C
L, entonces también L es algebrdico sobre Im . Por la primer proposicion,
como Im ¢ es algebrdicamente cerrado y L es una extension algebraica de Im ¢,
entonces Imp = L, ya que su unica extensién algebrdica es ella misma. Por lo
tanto, ¢ es sobre y asi, ¢ es un isomorfismo. m

0.19. El grupo de Galois

En esta seccién daremos las bases para el resultado central de la teorfa de
Galois. Esta establece que bajo ciertas hipétesis, existe una correspondencia
uno a uno entre el conjunto de subcampos de Er, donde F es un campo de
descomposicién de un polinomio separable en F[z], y el conjunto de subgrupos
del grupo de automorfismos de Ep.

Sea E una extensién de campo de F', y sea G = {n | n es un automorfismo
de Er}, es decir, 1 es un automorfismo de E tal que Va € F,n(a) = a. Notemos
que G es un grupo de transformaciones de E:

(1) Id € G, pues Id(a) = a, Va € E, en particular para a € F.
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(7i) Si p,n € G, entonces notemos que un = pon : E — FE, es tal que
pn(a) = p(n(a)) = p(a) = a, Va € F, por lo que un € G.

(#4i) Si p € G, entonces pu : E — E es un automorfismo tal que u(a) =
a,Va € F, pero entonces i~ ! también es un automorfismo tal que a = p~(a), Va €
F, por lo que ! € G.

Al conjunto de automorfismos de Er lo llamaremos el grupo de Galois de F
sobre F', y lo denotaremos por Gal FEp.

Sea G cualquier grupo de automorfismos de un campo E, es decir, un sub-
grupo del grupo de automorfismos de E. Sea

InvG ={a € E|n(a)=a,n e G}

En otras palabras, InvG es el conjunto de elementos en E tales que no son
movidos por cualquier 7 en G. Notemos que Inv G forma un subcampo de F :

(1) 1 € InvG, ya que Vnp € G,n(1) = 1.

(1) Sean a,b € Inv G. Entonces Vn € G, n(a) = a, n(b) = b. Como todas las
n son automorfismos, se tiene que n(ab) = 77( )n(b) = ab, por lo que ab € Inv G.

(iii) Sea 0 # a € Inv G. Entonces Vn € G, 1 = n(1) = n(aa™t) =
n(a)n(a=) = an(a™'). Como n(a~') € E y E es un campo, se tiene que el
inverso de a es tnico, por lo que n(a™!) =a~!, y ast, a~! € InvG.

Con esto hemos visto que Inv G es un subgrupo, falta ver que la suma es
cerrada y conmutativa:

(tw) Sia,be€ Inv G entonces

n(a+b) =n(a) +n(b) =a+b,
por lo que a4+ b € InvG. Como también 7n(b+ a) = b+ a, se tiene que
a+b=mn(a)+nb)=nla+b) =nlb+a)=>b+a,

por loque a+b=">b+a.
.. Inv G es un subcampo de F.

Dado un campo F, las definiciones de InvG, con G un grupo de automorfis-
mos en E, vy de GalEr para un subcampo F' de E, nos proporcionan dos reglas
de correspondencia:

G +— InvG
F +— GalEF

El primero va del conjunto de automorfismos de F, al conjunto de subcampos
de F, y el segundo va del conjunto de subcampos de F al conjunto de grupos
de automorfismos. Las propiedades bésicas de estas funciones son:

i) G1 D Gy = InvG; C InvGs

Zl) F, D F = G'G,ZE’F1 C GG.ZEF2

i19) F C Inv (GalER)

iv) G C GalErma
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A continuacion, se demuestran estos cuatro puntos.

Demostracién. i) Supongamos que Gy C G;. Sea z € InvGy; = {a € F |
w(a) = a,u € G1}, entonces p(z) = x,Vp € Gy. Como G2 C G; entonces en
particular se cumple para toda n € Gs, es decir, n(z) = x,Vn € G, por lo que
InvGy C InvG,.

i1) Sean F, Fy campos tales que Fy C Fy. Sea pu € GalEFR,. Entonces, por
definicién, u(a) = a,Va € Fy. Como Fy C Fi, en particular p(b) = b,Vb € F5.
Como p ya era un automorfismo de E, entonces p € GalEp,.

iit) Seaa € F'y u € GalE/F. Entonces p es un automorfismo tal que que fija
F, por lo que u(a) = a,Va € F. Como esto fue para toda u € GalEp, entonces
F C Inv(GalEFR).

iv) GalEm,¢ consta de los automorfismos de F tal que dejan fijo a InvG.
Ahora, si g € G, con g un automorfismo de E, y a € InvG, entonces u(a) =
a,Vu € G, en particular para g. Por lo tanto, g(a) = a,Va € InvG, por lo que
G C Gal(E[m}(;). |

Supongamos que E es un campo de descomposicién del polinomio f(z) €
F[x] sobre el campo F. Consideremos ahora el isomorfismo Id : F — F.
Entonces, usando un teorema de la seccién de extensiones de campos que hace
referencia al nimero de posibles extensiones de un isomorfismo p: F — F a
un isomorfismo i : E — E, donde E y E son los campos de descomposicién de
los polinomios f (z) € F [z] y f (z) € F [z] respectivamente, se tiene que Gal Ep
es finito y ademds |GalEr| < |E: F|. Mas ain, |GalE/F| = |E : F| cuando
f(z) tiene raices distintas. De esto tultimo se tiene el siguiente

Lema 10 Sea Er un campo de descomposicion de un polinomio separable en
F[z]. Entonces |GalEp| = |E : F|.
Demostracion. Como vimos en la seccion de raices maltiples, si f(z) =

P (2)ph2 () ... phn (z) entonces Ep es el campo de descomposicion de f (x) si
y sdlo si lo es del polinomio fo (x) = p1(x)p2(x)...pn(x), por lo que podemos
suponer que f (x) es un producto de factores primos. Ahora, como (p; () ,p; (x)) =
1 en F'[x] entonces existen a (z),b(x) € F [x] tales que

pi(x)a(z)+pj(z)b(z) =1

lo cual implica que los p; (z) no pueden tener raices en comin en E. Ademds,
como f (x) es separable, entonces también lo es fo (x), lo cual quiere decir que
sus factores irreducibles p; (x) tienen raices distintas. Por lo tanto, como E es un
campo de descomposicion de fo(x) sobre F, se tiene que todas las raices de fo (x),
y por lo tanto de f(x), son distintas entre st, por lo que |GalE/F| = |E : F|.
]

Ahora veremos un resultado que tiene que ver con el lado de grupos.
Consideremos un campo F y cualquier grupo finito G de automorfismos de E.
Entonces se tiene el siguiente:
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Lema 11 (Artin) Sea G cualquier grupo finito de automorfismos del campo E
y sea F' = InvG. Entonces |E : F| <|G]|.

Demostracion. Sea n = |G|. Basta demostrar que cualquier combinacion
de m elementos en E son linealmente dependientes sobre F' si m > n, pues de
esta manera, la dimension del espacio vectorial de E sobre F' serd menor o igual
que n. Supongamos que

G=1{g1 =1d,g2,...,9n}, y sean uj,uz,..., Uy € E con m > n. Como
m > n entonces el sistema lineal de n ecuaciones con m incdgnitas

g1(ur)z1 + gi(ug)ze + - 4 g1(Um)Tm =0
g2(u1)zy + ga(uz)ze + -+ + g2 (Um)Tm = 0

gn(ul)xl + gn(u2)$2 + -+ gn(um)xm =0

2%1 91(uj)z; =0
Zj:l 92(uj)z; =0

2t 9n(ug)z; =0

con 1 < i < n, tiene una solucion no trivial T = (a1, as,...,a,), es decir,
Z # 0. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar la solucion (a1, asg,...,am)
con la menor cantidad de ceros posibles. Reordenando a (ay,as, . .., any) podemos

suponer también que a; # 0. Como ay # 0, entonces ay tiene inverso, por lo
que

al_l(al,ag, ces ) = (b1, bay .. b)),

donde bj = al_laj, también es solucion, ya que como (ay,az,...,an,) lo es, en-
tonces cumple el sistema (1), si éste lo multiplicamos por al_l, se sigue cumplien-
do el mismo sitema, teniendo asi que al_l(al,ag, .oy también es solucion.
Aseguramos que by € F' = InvG,V¥j = 1,...,m, ya que si éste es el caso, de la
primera ecuacion del sistema (1), se tendria que uy + usbs + - - - + U by = 0, es
decir, el conjunto {u1,ua,...,un,} seria linealmente dependiente sobre F.
Supongamos que b; ¢ F = InvG para alguna j € {2,...,m}, ya que
b1 = ara~! = 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que b; = by # 0.
Por definicion de F = InvG, existe un g € G tal que gi(ba) # by. Apli-
cando el automorfismo gy al sistema de ecuaciones (1), evaluado en la solu-
cion (1 = bi,by,...,by), se tiene el nuevo sistema Y270, gr(gi(u;))gr(b;) =
Z;n:l 9r9i(u;)gr(b;) = 0, para cada i € {1,...,n}. Notando que, como grg; €
G,Vi € {1,...,n},entonces el conjunto (gig1, gk g2, - - - » gkgn) €S una permutacion
de{g1,92,-..,9n}, porlo que este ultimo sistema tiene la forma Z;n:l 9i(uj)gr(bj) =
0, para cada i € {1,...,n}. Ast, se tiene que § = (1 = gr(b1), 9x(b2), - - -, g (by))
también es solucion de (1). Como el espacio solucion del sistema de ecuaciones
es cerrado bajo sumas y producto por escalares, entonces T — 7 también es solu-
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cion. Notando que

/JT\—@\ = (1_1ab2_gk(b2)7--~7bn_gk(bn))
= (O,bg—gk(b2)7...,bn—gk(bn))

es una solucion no trivial, pues gi(bs) # by, se llega a la contradiccion de que
T — Y es una solucidn con menos entradas distintas de cero que T = (1 =
b1,b2,...,bm). Porlo tanto, b; € F,¥j € {1,...,m}yast, |[E: F|<n=|G|. n

Definicién 37 Sea Ep una extension algebrdica. Se dice que E es separable
st para cualquier elemento de E, su respectivo polinomio minimo es separable.
Una extension algebrdica Er es normal si cualquier polinomio irreducible en
F[z] que tenga raiz en E, es un producto de factores lineales en E|x].

Proposiciéon 14 Ep es una extension algebrdica normal si y sdlo si E contiene
un campo de descomposicion para el polinomio minimo de cualquier elemento
de E.

Demostracién. Supongamos primero que Er es una extension algebraica
normal. Sea a € E y sea p(z) € F[z] su polinomio minimo asociado. Como
FEr es una extensién algebrdica normal y o € E es raiz del polinomio minimo
p(x) entonces p(z) = Hle(as —r;) € E[z], donde k = gradp(x),r; € E,Vi €
{1,...,k} y @ = r;, para alguna i € {1,...,k}. De esta manera se tiene la
siguiente cadena:

F— F(ry) = F(rirg) = -+ —= F(riry...13) = E

Por lo tanto, F(riry...7,)F es un subcampo de Er. Por la manera en que se
construyé F(riry...71), éste es un campo de descomposicién para p(z).

Supongamos ahora que FE contiene un campo de descomposicién para el
polinomio minimo de cualquier elemento en E. Sea o € E'y p(z) € F[z] su
polinomio minimo. Queremos ver que p(x) es un producto de factores lineales en
E|[z]. Por hipétesis, E contiene un campo de descomposicién para p(z). Sea Kp
dicho campo de descomposicién. Entonces p(x) = Hle(m —r;) € K[z] C E[z].
Por lo tanto, p(x) = Hle(ac —r;) € E[z], y asf todo polinomio irreducible en
F[z] con alguna raiz en E, es producto de factores lineales en E[z]. m

Notemos que si Er es una extensién normal y separable entonces cada poli-
nomio irreducible de F[z] que tenga una raiz en E es un producto de factores
lineales diferentes en E[x]. A continuacién, se verd un resultados importante
que caracteriza a los campos de descomposicién de un polinomio separable
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Teorema 47 Sea E una extension de campo de F. Entonces las siguientes
proposiciones son equivalentes para Er.

(1) E es un campo de descomposicion del polinomio separable f(z) € F|[z]
sobre F

(2) F = InvG para algin grupo G de automorfismos de E

(3) E es una extension normal y separable con dimension finita sobre F

Ademds, si E y F son como en (1) y G = GalEF, entonces F = InvG y si
G y F son como en (2) entonces G = GalEF.

Demostracion. (1) = (2). Sea f(z) € F[z] un polinomio separable y F
su campo de descomposicién sobre F. Sea G = GalEfp y sea F' = InvG. Por
definicién de InvG, se tiene que F C F’. Ahora, como vimos anteriormente,
InvG es un subcampo de E, por lo que F’ es un subcampo de E que contiene
a F. Ademas, como f(z) € Flz] C F'[z] C E[z], y E es el campo de descom-
posicién para f(z) sobre F, entonces también lo es sobre F’. Afirmamos que
G = GalEF'Sin € Gal EF), n es un automorfismo de E tal que n(a) = a,Va € F’.
Como F C F', en particular n(a) = a,Va € F, por lo que también n € GalEp.
Asi, GalEF’ C GalEg. Sea ahora ¢ € Gal Er.Por definicién de F’, se tiene que

F' =InvG = {a € E|n(a) =a,n € G}.

En particular, para la ¢ que tomamos, se tiene que ((a) = a para toda a € F’. De
esta manera, como ¢ es un automorfismo de F que fija a cada elemento de F”, se
tiene que ¢ € GalEg" Porlo tanto, GalEr C GalEr'y asi G = GalEp = GalEF.

Por otra parte, como F C I’ C E entonces
|E:F|=|F :F||E:F|.

Ademas, como E es un campo de descomposicién del polinomio separable f(x)
sobre F, entonces |E : F| = |G|. Como f (x) € F [z] C F'[z] es separable en F [z],
entonces también lo es en F’[z], y como E también es campo de descomposicién
de f (z) sobre F se tiene que |E : F'| = |G|. De esta manera, |E: F| = |G| =
|E: F'|. Como |E: F|=|F': F||E: F'| entonces |F' : F| = 1, lo cual implica
que F' = F’. Por lo tanto, F = InvG, donde G = GalEFr, con lo que también
se prueba la primera parte de la tltima proposicion.

(2) = (3). Como F = InvG, con G un grupo finito de automorfismos de E,
entonces por el lema de Artin, se tiene que |E : F'| < |G|, por lo que la dimensién
de E sobre F es finita. Sea f(z) un polinomio irreducible en F[z] tal que tenga
una rafz en E. Sear € E tal que f(r) = 0. Sea g = {r = r1,79,...,7} la
6rbita de r bajo G, es decir, r; = n(r), para algunan € Gy r; # r;,Vi # j €
{1,...,k}. Nétese que g es finito porque G lo es. Ahora, si u € G entonces el
conjunto u(g) = {u(r1), u(ra), ..., pu(rr)} es una permutacion de g ya que p es
un automorfismo y todas las r; son distintas. Ademads, afirmamos que si f(r) =0
entonces f(r;) =0 para toda i. Sea p € G tal que p(r) = r; y supongamos que

f(z) = bpx™ + by 12" 4o b+ by,
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con f(r) = 0. Entonces, como p es un automorfismo, y
Jr) =bar™ +bp_1r™ 4+ b+ by =0,
se tiene que

0= pu(f(r)) = bu(u(r))" + bp-r((r)" =" + -+ brpu(r) + bo,

es decir, pu(r) = r; también es raiz de f(x). De esta manera, r; € g es raiz de
f(z) paratodai=1,...,k, y por lo tanto, z — ;| f(z),Vi € {1,...,k}.

Sea h(z) = Hle(x —r;) € Ex]. Como todas las r; son distintas, entonces
h(z) divide a f(z) en FE[x]. Ahora, si p € G, por la propiedad universal del
anillo E, p puede ser extendida a un automorfismo @ : E [t] — E [z], tal que
x+—xy ar— u(a),Va € E. Notemos que

k k k

A(h(z)) = B[ =) = (= = pr)) = (& = ra),

i=1 i=1 i=1

Como esto pasa para cualquier extensién i de p € GG, entonces los coeficientes
de h(z) son G—invariantes. Como F' = InvG entonces h(z) € F|x]. Por otra
parte, como f(z) € F[z] es irreducible y h(z) | f(z) con h(z) € Flz], entonces
h(z) = f(z) = Hle(a: —1;), es decir, f(x) es un producto de factores lineales
distintos en Elx]. Por lo tanto, F es separable y normal sobre F.

(3) = (1). Supongamos que E es normal y separable sobre F y que

|E : F| < co. Entonces podemos suponer que F = F(ry,7q,...,7), donde cada
r; € E es algebréico sobre F' con r; # r; Vi,j € {1,...,1}. Sea f;(x) el polinomio
minimo en F[z] asociado a cada r; € E, con i € {1,...,1},.

Como f;(z) es irreducible en F[z] y E es una extensioén separable, entonces
fi(x) es separable, por lo que f;(z) tiene raices diferentes. Como ademds E es
un campo normal, entonces cada f;(z) es un producto de factores lineales en
E[z]. Por lo tanto, si definimos a f(z) = Hizl fi(z), se tiene que, como r; # r;,
sus factores irreducibles son los f;(z) definidos anteriormente. Ademads, f(x) es
separable puesto que sus factores irreducibles f;(x) lo son, y ademds, como cada
fi(x) es un producto de factores lineales en E|[z] entonces también f(x) lo es.
De esta manera, se tiene que f(z) = [[_,(x — s;) € E[z], donde cada s; € E.

Nétese que, como s; # s;,Vi,j € {1,...,n} entonces F(s1,52,...,5,) C E esel
campo de descomposicién para f(z) € F [z]. Pero como 71,...,7 € E también
son raices de f(x), entonces E = F(ry,re,...,7) C F(s1,82,...,8,). Por lo
tanto,

E =F(r1,re,...,m) = F(s1,592,...,5),

y ast E = F(ry,72,...,7) es el campo de descomposicién para el polinomio
separable f(z) = Hi'=1 fi(z) € Flz].

Para la segunda parte del suplemento, supongamos que F' = InvG para G
un grupo de automorfismos de E. Bajo esta suposicion, del iltimo lema se tiene
que |E : F| < |G| .Como son equivalentes (2) <= (1) entonces E también es un
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campo de descomposicién para f(x) € F(z) separable. Por el primer lema de
esta seccion, se tiene que |GalEr| = |E : F|. Por lo tanto, |GalEr| < |G|,y
como G es un subgrupo de GalFEp, entonces GalEr = G. m

0.20. El Teorema fundamental de la Teoria de
Galois

El siguiente resultado nos dice que bajo ciertas hipétesis de una extensién
Er, se tiene una biyeccién entre los subcampos de Er con los subgrupos de G,
donde G es el grupo de automorfismos de E que fijan a F.

Teorema 48 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Sea E una exten-
ston de campo de F tal que cumple una, y por lo tanto todas, de las condiciones
del teorema anterior. Sea G el grupo de Galois de E sobre F. Sea T = {H |
H < G} y sea ¥ el conjunto de campos intermedios entre E y F. Entonces la
funcion o : H — InvH y B : K — GalEk son inversas, por lo que se tiene
una biyeccion entre I' y X. Ademds, se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Hy C Hy < InvH; C InvH,

(b) |H| =|F: InvH|, |G : H| = |InvH : F|

(¢) H es normal en G < InvH es normal sobre F. En tal caso,

GallInvHp = G/H.

Demostracién. Sea G = GalE/F y H < G. Sea K = InvH. Podemos

suponer también que se cumplen las tres hipétesis del teorema anterior, por lo
que podemos tomar a f (z) € F [z] separable tal que E es el campo de descom-
posicién de f (x) sobre F. Notemos que K = InvH es un subcampo de E que
contiene a F', ya que como F = InvG y H < G entonces InvG C InvH. Como
f(x) € Flz] C K[z], K es un subcampo de E, y E es el campo de descomposi-
cién de f(x) sobre F, entonces también F es el campo de descomposicién para
f(z) sobre K|[z], con f(x) separable. Por el teorema de la seccién anterior, como
K = InvH, por el segundo suplemento, se tiene que

H= G(LZEK = GalEIm,H = ﬁ(K)

De esta manera, (o «a(H) = H. Ademds, por el primer lema de la seccién
anterior, como E es un capo de descomposicién para f(x) € Kl[z] separable,
entonces

‘H| = |GalEI7wH‘ = |EK| = ‘E‘II?7,1}I{|7

lo cual muestra la primera parte de (b).

Sea ahora K un subcampo de Ep, y sea H = GalEx. Como F C K y
H = GalEg, entonces es claro que H C G = GalEg, por lo que H < G.
Como F es un campo de descomposicién de f(z) € K[z], con f(x) separable y
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H = GalEg, por el primer suplemento del teorema de la seccién anterior, se
cumple que

K = InvH = Inv(GalFEk) = a(GalEk) = ao B(K).

Por lo tanto, o y 8 son inversas.

Por otra parte, se demostré al principio de la seccién anterior que si G; y
G5 son grupos tales que Go C Gy,entonces InvG; C InvGy, asi como si Fy y
F5 son campos tales que Fy C Fy entonces GalEr, C GalEFR,. En particular,
tomando Hi, Hy € 3 se tiene que si Hy C Hi, entonces InvHy C InvHs, y
como también InvH,,InvH, € T entonces si InvH; C InvH, se tiene que
Hy; = GalEnwh, C GalEr,,g, = Hi, por lo que se tiene (a).

Si H € %, entonces |G| = |GalEp| = |E: F| = |E: InvH||InvH : F|.
Como |E : InvH| = |H|, entonces |G| = |H||InvH : F|. Pero sabemos también
que |G| = |H||G : H|, teniendo asi que |H||G : H| = |H||InvH : F|, por lo que
|G : H| = |InvH : F|, demostrando (b).

Para el inciso (c), notemos primero que, si H € ¥y K = InvH €I entonces
nHn~! es un subgrupo de G,Vn € G. Afirmamos que su campo correspondiente
es n(K). Sabemos que bajo la correspondencia entre grupos y campos se tiene
que el campo correspondiente a nHn ™! es Inv(nHn~!). Entonces

v e Inv(HnY) = nHy N () = 2 = By~ (@) =07 ()
— n Y2) € InvH <=z =n(n""(z)) € n(InvH).

Por lo tanto para cualquier H € ¥,n € G, Inv(nHn™') = n(K) donde K =
InvH. Se sigue entonces que si H < G, como nHn~! = H,Vn € G, entonces

K = InvH = Inv(nHn ™) = n(InvH) = n(K),

es decir, n deja fijo a K = InvH para cualquier n € G. Consideremos ahora las
restricciones de n € G a K, denotdndolo por 7. Como cada n € G manda K en
sf mismo, 77 es un automorfismo de Kr que ademads fija a F. Notemos que como
n(K) = K, entonces no p |k=1n |k ou |k, por lo que w : GalEr — GalKp
con regla de correspondencia n — 7] = 1 |k es un homomorfismo. Adem4s, si
denotamos a la imagen como G, entonces es claro que InvG = F, por lo que
G = GalKp. Por el teorema de la seccién anterior, como F' = InvG y G es
un grupo finito de automorfismos de K, entonces K es un campo normal y
separable sobre F. Ademds, como este iltimo homomorfismo es suprayectivo
se tiene que GalKr = G = G/Kerw. Ahora, notemos que el kernel de este
homomorfismo son todos los automorfismos 1 € G tales que 1 |x= Idk. Por la
correspondencia ya demostrada, se tiene

Kerw = GalEx = GalEr,,g = H,

por lo que GalKp = G/H.
Por otra parte, supongamos que K es normal sobre F. Sea r € K y sea
f(z) € F[z] el polinomio minimo asociado a r. Como K es normal, entonces
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f(z) =(x —a1)(x—ag) - (x — ai) € K[z], donde, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que a; = r. Ademds, notemos que para cualquier ( € G se
tiene que 0 = ¢(f(r)) = f(¢(r)), pues ¢ es homomorfismo y ((f) = f,Vf € F.
Por lo tanto, {(r) también es una rafz de f(x),V(¢ € G, y asi, se tiene que {(r) =
a; para alguna i € {1,...,k}. Como a; € K entonces ((r) € K,V( € G. Como
este argumento se cumple para cualquier r € K entonces ((K) C K,¥( € G.
De esto ultimo se sigue que K C ((K),V¢ € G, ya que dado k € K, como
¢("YK) c K, entonces (" '(k) € K, por lo que k = (¢ (k)) € ¢ (K). Por lo
tanto, K = ((K) para toda ¢ € G. Por la observacién hecha anteriormente, como
Inv(nHn=') = n(InvH) entonces, si H es el subgrupo en G correspondiente a
K, se tiene que V7 € G,

Inv(nHn™') = n(InvH) = n(K) = K = InvH.

Como ya se demostré la biyeccién entre ¥ y ', entonces esta relacién es inyectiva,
por lo que nHn~! = H, para toda n € G, lo cual demuestra que H es normal
enG. m

A continuacién, veremos un resultado que nos asocia la unién de campos con
la interseccién de grupos, asi como la interseccién de campos con la yunta de
dos subgrupos.

Proposicién 15 Si F, E, D, L, K son campos tales que E =DV L y

K
T
E
/ AN
L D
AN /
F

donde todas las flechas son inclusiones, entonces GalKg = GalKp N GalKp,
donde la yunta es el subcampo mds pequeno que contiene tanto a D como a L
en K.

Demostracién. Sea n € GalK g, entonces por definicién, n es un automor-

fismo de K tal que fija a E. Como E = DV L, entonces D, L C E, por lo que
7 también fija a D y L, teniendo asi que n € GalKp y n € GalKy, es decir,
n € GalKp NGalKy,.

Sea ¢ € GalKp N GalKy,. Notemos que para D y L se tiene que ((D) = D y
¢(L) = L, por lo que ¢ también fija a todo lo generado por D y L. Como esto
iltimo es equivalente al subcampo més pequeno que los contiene, se tiene que
¢((DVL)=DVL=E.Por lo tanto {(F) = E,¥( € GalKp NGalK, teniendo
asf que ¢ € GalKE.

Por lo tanto, GalKg = GalKp N GalKy,. m
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Proposicién 16 Si F,E,D,L, K son campos tales que E =D NL y

K
/ AN
L D
AN e
E
1
F

donde todas las flechas son inclusiones, entonces GalKg = GalKp V GalK7y,,

donde la yunta es el menor subgrupo en G = GalKp que contenga tanto a
GalKp como a GalK7p,.

Demostracién. Por el teorema fundamental de la teoria de Galois, basta
demostrar que

Inv(GalKp V GalK 1) = Inv(GalKp) N Inv(Gal K1)

ya que esta tultima interseccion es equivalente a D N L = FE. De esta manera,
se tendrfa que Inv(GalKp V GalK}) = E, y como se tiene una biyeccién entre
subcampos y subgrupos, entonces

GalKp V GalK;, = GalKE.

Sea z € Inv(GalKpVGalKy). Entonces n(z) = z,Vx € Gal KpVGalK . Como
GalKp,GalKy, C GalKp V GalKp, entonces en particular ((z) = z,V( €
GalKp y V¢ € GalKp, por lo que z € InvGalKp v « € GalKp, es decir,
x € Inv(GalKp) N Inv(GalKy).

Sea x € Inv(GalKp)NInv(GalK ). Como = € Inv(GalKp)NInv(GalKy,),
entonces x € Inv(GalKp) y « € Inv(GalKy). Por lo tanto,

77(35) = x7vn € C;(al[(D y ,U/(QL‘) = m,VM S GalKL.

Como GalKp V GalKj, es el subgrupo generado por GalKp y GalKy,, entonces
para cualquier ( € GalKp V GalKy, se tiene que ((x) = x. Por lo tanto,
x € Inv(GalKp vV GalK|) y asi se tiene la otra contencién. m

Como ejemplo de estos iltimos dos resultados, se tiene el siguiente:

Ejemplo 5 Consideremos el polinomio f(x) = x* — 2 sobre el campo Q. Em-
pezaremos encontrando un campo de descomposicion de f(x) sobre Q. Una raiz
de f(x) es @ = V2 € R. Las demds son —v/2, iv/2,—iv/2, de las cuales, las
dos ultimas, estan en C. Si K es el campo de descomposicion de f(x) sobre

Q, entonces i = 2\4/5(\4/5)_1 = 14% € K. Por otro lado, como o € R entonces

Q(a) & R, teniendo ast que Q(o) # K, puesi € K. En cambio, el campo Q(, 1)
contiene a todas las raices de f(x) por lo que K = Q(a,i). Por lo tanto, se tiene
el siguiente diagrama:
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K =Q(a,1)
7
Q(a)
7
Q

donde las flechas son inclusiones.

Notemos ahora que el conjunto {1, a,a?,a3} es una base para Q(a) sobre Q
y {1,4} un base para K sobre Q(a). Por lo tanto, {1, a, a?, a3,i,ia,ic? ia®} es
una base para K sobre Q, por lo que |K : Q| =8, y as? |GalKg| = 8. Queremos
entonces encontrar ocho automorfismos de K que dejen fijo a Q. Si n es un
automorfismo de K, entonces n queda determinado por los valores que toma
en los elementos de la base, y por como estd constituida, estos a su vez estdn
determinados por los valores que toman en o e i. Como o es raiz de z* — 2,
n(a) tiene que ir a un conjugado de «, es decir, n(«) tiene que ser una raiz de
x* —2. Andlogamente, como i es raiz de %+ 1, entonces n (i) también tiene que
ser raiz de 2 + 1. Por lo tanto, las cuatro posibles elecciones para o y las dos
de i mos dan los ocho diferentes automorfismos de K.

Por otra parte, por la correspondencia de Galois, se tienen los dos siguientes
diagramas

K= Q(% Oé)

/4 T N2
Q(2) 8 Q(a)
2 T 1/
Q
)

G = GalK@

/ AN
GalKQ(Z-) GCLZKQ(Q)
AN /
GalKK =1d

Notemos lo siguiente:

Como Q(a) vV Q(i) = K, se tiene que GalKgy N GalKg) = GalKx =
Id. También, como Q = Q(a) N Q(i), entonces G = GalKg = GalKgg) V
GalKga). Ahora, como |GalKq)| = |K : Q(i)| = 4 entonces [G : GalKg(a)] =
2, teniendo asi que GalKq;y < G. Por lo tanto, como G = GalKg;)V Gal Kg(a)
y GalKg) < G, se tiene que G = GalKg;)Gal Ky, es decir, G es el producto
de GalKqy y GalKg(a). Como ademds GalKg)y N GalKgy = Id, tenemos
que GalKq(;) es un complemento para GalKg(q). Por lo tanto, G es el producto
semidirecto de GalKq;) y GalKq(a), es decir,

G= GalKQ(i) X GalKQ(a).

Notemos también que G' no es abeliano, ya que solo GalKg(;) es normal en G
Yy G= GG,ZKQ(Z')G(IZKQ(Q)
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Veamos ahora qué forma tienen GalKq ;) y GalKg(a). Como

|GalKg(o)| = |K : Q)] = 2,

entonces GalKq(a) = Zz. Por otra parte, GalKQ(i)‘ =4, por lo que Gal Kg;) =
Zy 0 Ly X L. Para esto, GalKq;y son los automorfismos de K que fijan a Q(i)
y que mandan a @ a un conjugado. Si T € GalKq(;) es tal que o — i se tiene
que: 72 manda a o — i(ia) = —a, 73 manda o — i(—a) = —ia y finalmente
7 manda o — i(—ia) = «, por lo que 74 = Id. Por lo tanto, vemos que T es un
elemento de orden cuatro por lo que (1) = GalKq), es decir, GalKqqy = Zy.
Como GalKga) = Zs, entonces GalKga) = (p), donde p manda i — —i, y
p? = Id. Analicemos ahora la composicion prpt para los valores i y o:

prp7(i) = prp(i) = pr(—i) = p(—i) =1,
ya que T fija a i Si ahora evaluamos en «, se tiene

prom(a) = prplia) = pr(—ia) = p(~i(ia)) = pla) = a,

por lo que pTpT = Id, es decir, prp =171

Como G estd generado por GalKqy y GalKga), que a su vez estdn gen-
erados por los elementos (1) y (p), respectivamente, y son tales que T = Id,
p?=1Id y prp =171, se tiene que G = Dsg. .

Como una segunda ilustracién de la correspondencia de Galois, se obtendra
la teoria de expresiones racionales simétricas. Para esto, definamos primero lo
que significa que un polinomio f(z1,...,z,) sea simétrico.

Sea R un anmillo y R[x1,...,x,] €l anillo de polinomios sobre R con n in-
determinadas. Hemos visto que si m es una permutacién ¢ —— ¢ del conjun-
to {1,...,n}, entonces m determina un automorfismo ¢, : R[z1,...,z,] —
Rlxy1,...,2,) tal que ¢, |g= Idr y que manda a cada z; — zy, para 1 <
i < n. Decimos que f(x1,...,2,) € R[z1,...,2y,] es simétrico sobre las x;s
si f(x1,...,2,) es invariante bajo cualquier automorfismo (., para cualquier
permutacién . Notemos que el conjunto de polinomios simétricos Y. es un
subanillo de R [z1,...,z,], que claramente contiene a R. Ademds,

{1,y }) ={zr, . xn} ={x1, .. x0 )

Sea g(x) = (x —x1)(x — 22) - (x — x) € R[21,...,2,] [x]. Afirmamos que los
coeficientes de las potencias de x son polinomios simétricos. Por la propiedad
universal del anillo R[zq,...,z,], cada (. puede ser extendida a un automor-
fismo

Cr R[xla”'axn] [{E] - R[ml,...,xn] [1’]

tal que (7 |R[z17.,,7zn]: (r ¥y * — x. De esta manera,
Crlg(2)) = (& —21)(z — 22) -+ (& — ) = 9(),VCr.

Por lo tanto, desarrollando a g(x) = 2™ —p12" ! +pea™ L+ -+ (=1)"p,, con
pi € R[z1,...,2,], se tiene que (. (p;) = pi, para cualquier automorfismo ¢, y
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permutacién m, por lo que p; € . Comparando esta tltima igualdad de g(z)
con el producto de factores lineales, se tiene que

n
b1 = E Ty
=1
b2 = E Zilj,

i<j

p3 = E Tix; T,
i<j<k

Pn = T1°"Tn.

A los polinomios p; los llamaremos los polinomios elementales simétricos
en Ti,...,Tn.

Sea F'un campoy F [x1,...,2,] el anillo de polinomios de n indeterminadas
sobre F. Sea F(x1,...,x,) el campo de fracciones del anillo F [x1,...,2,]. Si7®
es una permutacién del conjunto {1, .. ,n} entonces se tiene un automorfismo
de F'[x1,...,2,] que fija a F' y manda a cada x; — x(;). Como F(x1,...,2,)
estd generado por elementos de la forma ab™1, con 0 # b,a € F [x1,...,7,], 5y (,
es un automorfismo de F'[z1,...,x,], se tiene que (.. tiene una tnica extensién
a un automorfismo (i de F(x1,...,2,), a saber,

Crlab™") = ((a)¢(07)

donde ¢(b~1) = ﬁ, la cual estd bien definida ya que, al ser b # 0, (. (b) # 0.
Ademds, para cualesquiera dos permutaciones, 71,72, se tiene que (. ., =
Cr Cr, €0 Flxy,...,2,]. Como cada uno de estos automorfismos tiene una
Unica extensién sobre F'(z1,...,x,), se tiene que también (7, r, = Cry (r, SObre
F(zy,...,x,). Por lo tanto, el conjunto {(} de automorfismos forma un grupo
G de automorfismos de F(x1,...,x,) isomorfo a S,,. A los elementos invariantes
bajo la accién de G los llamaremos expresiones racionales simétricas y al
conjunto InvG le llamaremos el campo de expresiones racionales simétri-
cas. Determinaremos este campo usando la correspondencia de Galois.

Sea E = F(x1,...,2,) y E[z] €l anillo de polinomios sobre E. Sea
9(x) = (z —z1)(x —22) -~ (x —xn) € Ea],
el cual lo podemos desarrollar como
g9(z) = 2" —pra" T o 4 (<1)"pn,

con los p;s descritos anteriormente. Ahora, por la propiedad universal del anillo
E = F(x1,...,z,), cada automorfismo ¢, de F(z1,...,z,) se puede extender
a un automorfismo &, de E [z], tal que manda z — z y & |gp= (,. De esta
manera,

9(x) ¥ (2 = T2(1)) (& = Tr2) - (T = Tr(n)) = 9(@)
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ya que 7 es una permutacion de {1,...,n}. Por lo tanto, £ (g(z)) = g(x), para
cualquier extension de algin automorfismo ( y para cualquier m € S,,, por lo
que ¢, (pi;) = pi, para todo (... Por lo tanto, p; € InvG. Como F,py,...,p, €
InvG entonces F(py,...,p,) es un subcampo de InvG.

Por otra parte, notemos que

E = F('rlw")xn):F(‘rlw")xnapla"'vpn)
= F(en,. @) (1 Pn) = F (D1 yDn) (@1, - )
es un campo de descomposicion de g(z) sobre F(p1,...,py,), donde cada x; #
Ijavz7é]

Sea a G"= GalEpy,,.p,) y p € G- Como g(x;) = 0, entonces p(g(x;)) =
g(p(x;)) = 0, por lo que p(z;) es una raiz de g(z). Como esto ultimo sucede
para cualquier z; y cualquier p automorfismo de G se tiene que

P |{51?1’~~‘,$n}: {.131, <o )mn}

es decir, p permuta los elementos en {z1,...,z,}, por lo que coincide con (.,
para algin 7 € S,,. Por lo tanto, G'= GalEp, ... p,) C G. Afirmamos que G'=
G. Para ver la otra contencion, si ¢ € G, ¢ permuta al conjunto {z1,...,z,},
por lo que también lo fija. De nuevo, por la propiedad universal del anillo E, ¢
tiene una unica extensiéon @ : E[x] — E[z] tal que z — 2y ¥ |g= E. De
esta manera,

?lg(@) = Plz—z)(@—a2) - (z —zn))
({E - mw(l))(x - xﬂ'(Q)) T (:L' - xﬂ'(n)) =g (:E)

donde 7 € S, es la permutacién asociada a ¢. Como ¥ es un homomorfismo y
g (z) es invariante bajo P, si desarrollamos el producto de los factores lineales
de g (917)7 se tiene que ¢ (pz) = p;,para toda i. Como este argumento se cumple
para cualquier ¢ € G, entonces

¥ |F(pla"~7pn): F (pla s apn)

y ast ¢ € GalEp(py, ... p,), concluyendo que G = G

De esta manera, por la correspondencia de Galois, se tiene una biyeccién
entre subgrupos de G y los subcampos de E que contienen a F(pi1,...,pn).
Consideremos el siguiente diagrama

F(p1,--spn) — InvG — F(x1,...,2,)=FE

Por una parte, E es el campo de descomposicién de g (z) sobre F' (p1,...,pn),
por lo que E es de Galois sobre F (py,...,p,). Como E es de Galois sobre
F (p1,...,pn), entonces es una extensién normal y separable, cumpliendo asf
las hipétesis del teorema fundamental de Galois. Por lo tanto, tenemos que

|F (21,...,2n) : F(p1,...,00)| = |G] = nl.
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Por otra parte, GalFEr,,¢ es un grupo finito de automorfismos de E tale que
InvG = Inv (Gal Ernye) por lo que también se cumplen las hipétesis del teore-
ma fundamental de Galois. De esta manera, se tiene que

|F (21,...,25) : InvG| = |G| = nl.
Por lo tanto,

nl = |F(x1,...,2n) : F(p1,...,pn)| = |E: F(p1,...,pn)l
= |E: InvG||InvG : F (p1,...,pn)

|F (21,...,2p) : InvG| |InvG : F (p1,...,pn)|

= n!|InvG: F(p1,...,pn)l,

lo cual implica que [InvG : F (p1,...,pn)| = 1, es decir, InvG = F (p1,...,pn).
De esta manera, se tiene que cualquier polinomio simétrico se puede expresar
con polinomios elementales simétricos p;.

0.21. Grupos Solubles

Sea G un grupo. La sucesién de subgrupos
G=G1 >G> >G> Gpi1 = {e}

tiene el nombre de serie normal para el grupo G. Notemos que sélo se pide
que G; > G;41, es decir, no necesariamente se cumple que G; > G, para cada .

Definicién 38 Se dice que un grupo G es soluble si existe una serie mormal
para el grupo G,

G:G1|>G2[>"'>Gnl>Gn+1:{e}7

tal que G;/G,i41 es abeliano.

Notemos que cualquier grupo abeliano es soluble, pues se tiene la serie normal
G > {e} donde G/{e} = G, el cual es abeliano.

Teorema 49 Cualquier grupo finito G tal que |G| = p™, con p primo, es soluble.

Demostracién. Sea G un p-grupo, es decir, |G| = p™. Se vi6 anteriormente

que para cualquier p-grupo G, su centro C' es no trivial. Si G # C entonces
definamos a C; = C. Consideremos el p—grupo G/C; con centro no trivial
de la forma C3/C;. Notemos que como Cy/Cy es abeliano en G/Cq, entonces
Cy/Cq1 < G/C4. Por el teorema de la correspondencia, se tiene que Cy <1 G. Si
G # (5, definimos de la misma manera a C3 como el subgrupo de G tal que
C3/Cs es el centro de G/Cy. De esta forma, se tiene la cadena {e} C Cy C

=
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Cy C -+ C Cp C -+ de subgrupos normales en G. Ahora, como G es finito,
eventualmente se llega a que G = Cy41, por lo que se tiene la serie normal

G=Cs11>Cs1>-->Cy>Cy > {e}.

Como por construccién, C;+1/C; es el centro de G/C; entonces C;y1/C; es
abeliano. Esto demuestra que el grupo es soluble. m

Sean g, h € G, definimos el conmutador de gy h como (g,h) = g~ 'h~!gh.
De esta manera, se tiene que gh = hg(g, h), por lo que gy h conmutan si y solo
si (g,h) = e. No siempre se cumple que el conjunto de conmutadores forma un
grupo. Por esta razon, se tiene la siguiente

Definicién 39 Dado un grupo G, se define a su subgrupo conmutador G’
con el subgrupo de G generado por todos los conmutadores (g, h) tales que g, h €

G.

Notemos que como (g, h) ! = (g7 h=tgh)~t = (h"1g~'hg) = (h, g) entonces
G’ coincide con el conjunto de productos de la forma (g1, h1)(g2, h2) - - (gi, hi)
con gj,h; € G.

Sea n un homomorfismo de G en algiin otro grupo G. Entonces 1((g, h)) =
(g~ h=1gh) = n(g~In(h=")n(g)n(h) € G . Por lo tanto, n(G') C G . Si ademss
71 es un epimorfismo, entonces se tiene la otra contencién G c n(G"), por lo que
n(G) = G'. Esto se puede aplicar a cualquier endomorfismo 7 de G.

Supongamos que K <1 G. Entonces cualquier automorfismo de la forma
I, : G — G dado por  — azxa~! induce un endomorfismo de K, pues este es
normal en G. Por lo antes visto, I,(K’) C K'Va € G, es decir, aK'a™! C K’,
lo cual quiere decir que K’ es normal en G. Por lo tanto, se tiene que si K <1 G,
entonces K’ <1 G. En particular, como G < G, se tiene que G’ <1 G.

De manera similar, podemos definir el segundo subgrupo conmutador como
G" = (G')'. Tterando este procedimiento, se tiene al k—ésimo conmutador G* =
(GF=1Y para k > 1. Como G’ < G entonces G” <1 G. Usando induccién, se tiene
que G* < G, para toda k en N.

Lema 12 Sea G un grupo y G’ su subgrupo conmutador. Entonces G/G' es
abeliano y ademds G’ esta contenido en cualquier subgrupo mormal K tal que
G/K sea abeliano.

Demostracién. De la definicién de subgrupo conmutador, se tiene que G

es abeliano si y sélo si G’ = {e}. Supongamos que K < G tal que K <
G y que G/K es abeliano. Notemos que en G/K, se tiene que (aK,bK) =
(a*K)(b71K)(aK)(bK) = a~'b~tabK. Por lo tanto, si G/K es abeliano en-
tonces (G/K) = {K}. Como (aK,bK) = a~'b~tabK € K entonces esto tiltimo
pasa siy sélo si a~'b~tab € K, es decir (a,b) € K,Va,b € G, por lo que G’ C K.
En particular, como G'<1 G, entonces G/G’ es abeliano. m
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Teorema 50 Un grupo G es soluble si y solo si GF) = {e} para alguna 1 <
keN.

Demostracién. Supongamos que existe una k € N tal que G*) = {e}.

Entonces se tiene la siguiente sucesién normal
GG >G> GE Y s gk = (e},

donde por el lema anterior, G*/G+1) es abeliano. Por lo tanto, G es soluble.

Supongamos ahora que G es soluble. Entonces se tiene una serie normal
G=G1 >G> Gs--Gp1 > G, ={e}, paraalgunan € N, y tal que G;/G;+1
es abeliano. Por el lema anterior, como G;y; < G; y G;/Gi41 es abeliano,
entonces G; C G;41, para i € {1,...,n — 1}. Notemos ahora por induccién que
G c @;, para toda i. Como G1 = G, entonces G’ C G = G. Supongamos que
G C Gy, entonces se tiene que G*+1) = (GW)Y C G} C Gyyy. Por lo tanto,
GW C G, para toda i, y como G,, = {e}, entonces G = {e}. m

Del criterio anterior de solubilidad se tiene el siguiente

Teorema 51 Cualquier subgrupo e imagen homomorfa de un grupo soluble es
soluble. Ademdas, si K > G, con K y G/K solubles, entonces G es soluble.

Demostracién. Sea H un subgrupo de G. Como H C G entonces es claro
que H®) ¢ G¥). Como G es soluble, entonces existe una n € N tal que G(") =
{e}. Por lo tanto, para esa misma n, H™ = {e}, pues H™ C G™ = {e}. Sea
7 un homomorfismo suprayectivo de G a H. Como hicimos notar anteriormente,
n(G") = (n(@))’, asi que n restringido a G’ es un homomorfismo suprayectivo de
G’ sobre n(G)’. De la misma manera, como 7 es un homomorfismo de G’ sobre
n(G)’ entonces

n((G&')) =n(G") =n(G") = (n(G))".
Por induccién, suponiendo que 7(G®) = (n(@))?, se tiene un homomorfismo
suprayectivo de G() sobre n(G)*. Entonces

U((G(i))/) _ n(G(z‘-s-l)) — (n(G)i)/ — n(G>i+1.

Por lo tanto, n(G") = (n(G))?, para toda i. Ahora, como G es soluble, existe
una k € N tal que G*) = {e}, teniendo asf que

{e} = n(e) =n(G™W) = (n(G))",

demostrando asf que 7(G) es soluble.

Por otra parte, supongamos que K es soluble, con K < G, y que G/K
también es soluble. Consideremos ahora el homomorfismo natural p : G —
G/K tal que g — gK. Este homomorfismo es suprayectivo, por lo que u(G?) =
(G/K)*, para toda i. Como G/K es soluble, entonces existe n € N tal que
(G/K)™ = {e}. De esta manera, u(G™) = {e} en G/K, por lo que G" C K.
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Ahora, como K es soluble, se tiene una m € N tal que K™ = {e}. Por lo tanto
Gnt™ C K™ = {e}, y asit G"™™ = {e}. Esto demuestra que G es soluble. m

Decimos que un grupo G es simple si G y {e} son los unicos subgrupos
normales de G. Ahora, si G es abeliano, cualquier subgrupo es normal, por lo
que G es simple si y sélo si no tiene subgrupos propios distintos del trivial {e}.
Por otra parte, definimos la serie de composicién de un grupo G como la
serie normal

G=Gi>Gy> > Gy ={e}

tal que cada G;41 es un subgrupo normal maximal de G;, es decir, que no exista
un subgrupo normal H < G, tal que G,+1 € H C G;.

Sea K <1 G. Por el teorema de la correspondencia, se tiene una biyeccién
entre los subgrupos de G que contienen a K y los subgrupos de G/ K. Ademas,
subgrupos normales van a subgrupos normales. Por lo tanto, se sigue que K es
maximal en G siy sélo si G/K es simple y distinto al grupo trivial. Por lo tanto,
una serie normal G = G; > G2 > - - - > G, = {e} es una serie de composicién del
grupo G siy sélo si G;/G;11 es simple (# {e}). A estos factores les llamaremos
factores de composicién asociada a la serie de composicién.

Sea G un grupo finito. Entonces G = (G contiene a un subgrupo normal
maximal Gs, el cual a su vez contiene a un subgrupo normal maximal G3, etc.
Como G es finito, este procedimiento termina para alguna n, donde G,, = {e},
construyendo asi una serie de composicién para G.

Finalizaremos esta seccién con un criterio de solubilidad para grupos finitos.

Teorema 52 Un grupo G finito es soluble si y sdlo si cualquier factor de com-
posicion G;/Giy1 de la serie de composicion G = G1 > Ga > -+ > G, = {e}
es ciclico y de orden primo.

Demostracién. Supongamos que G es soluble. Sea
G=G >G> >G,={e}

una serie de composicién para G. Por una parte, como G es soluble y G; <
G para cualquier ¢, por el teorema anterior, (G; también es soluble para toda
i€ {l,...,n}. Sean; : G; — G;/G;y1 el homomorfismo canénico. Como 7,
es suprayectivo y G; es soluble, por el teorema anterior, G;/G;+1 también es
soluble. Ahora, como cada factor de composicién es simple, se tiene que la tnica
serie normal para G;/G;+1 es G;/Git1 > {e}, y como G;/G;t1es soluble, se
tiene que (G;/Giv1)/ {e} = G;/Gi11 es abeliano. Notemos que como G;/G;11
es simple, no tiene subgrupos normales distintos al trivial o a G;/G;+1, por lo
tanto, si ademds es finito y abeliano, se tiene que G;/G;4+1 es isomorfo a un
grupo ciclico de orden p. Como este argumento se hizo para cualquier G;/Gj41,
se tiene que todos los factores de composicién de la serie de composicién

G=G >G> >G,={e}

son ciclicos y de orden p, p primo.
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Supongamos ahora que G tiene una serie de composicion G = G > Gy >
-+ > Gy, = {e} tal que cada factor G;/G;41 es ciclico y de orden primo. Como
G;/G;11 es ciclico entonces es abeliano y por lo tanto se tiene una serie normal

G=G >G> >G,={e}

tal que cada G;/G;y1 es abeliano, es decir, G es soluble. m

0.22. Criterio de Galois para la solubilidad por

radicales

Sea F' un campo y f(z) € F[z] un polinomio. Necesitamos definir lo que
significa que la ecuacién f(z) = 0 sea soluble por radicales.

Definicién 40 Sea f(z) € F[z] mdnico de grado positivo. Decimos que la
ecuacion f(x) =0 es soluble por radicales sobre F si existe una extension de
campo K tal que tenga una torre de subcampos de la siguiente manera:

F=FCcFcC---CF, 1CF,=K

tal que cada Fiy1 = Fi(d;), donde d; € Fiyq1 es tal que d}'' = a; € F;, para
alguna n; € N y que K contenga un campo de descomposicion para f(xz) sobre
F.

A esta ultima sucesién de torres de subcampos, se le llama torre de raices
de K sobre F. Notemos que cada Fj;; se obtiene adjuntando una raiz =/a;
de la ecuacién z™ — a; = 0 al campo F;. Como todas las raices de f(z) estdn
contenidas en K, cada una se encuentra en algin Fj de la sucesién, por lo
que cualquier raiz de f(x) se obtiene por medio de operaciones racionales a los
elementos del campo base junto con soluciones de ecuaciones de la forma z™ = a.

Supongamos ahora que f(x) tiene raices distintas en un campo de descom-
posicién Er. Definimos ahora el grupo de galois del polinomio f(z), o de
la ecuacién f(z) = 0 como el grupo de Galois del campo de descomposi-
ciéon Ep. Como cualesquiera dos campos de descomposicién de f (z) sobre F
son isomorfos, entonces este grupo estd bien definido y es independiente de la
eleccion del campo de descomposicién. Sea f(z) = [, (z — r;) € E[xz], con
E =F(r,...,r,) y donde R = {ry,7a,...,7m,} son las distintas rafces de f(x)
en E. Veremos que uno puede identificar el grupo de Galois Gal Er con el grupo
de permutaciones del conjunto de raices R.

Sin € GalEr entonces n manda R en si misma, pues manda raices en raices,
por lo que a n la podemos ver como una permutacién del conjunto R. De esta
manera se tiene un homomorfismo f : GalEr — S,, donde S,, es el grupo
simétrico de permutaciones de R = {ry,72,...,7,}. Como las r; generan a Ep
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y para cualquier u € GalEp, ésta queda determinada por los valores en los
r;, se tiene que f es un homomorfismo inyectivo, por lo que su imagen, que
denotaremos por G¢, es un subgrupo de S,, isomorfo a G = GalEF.

Nuestro deseo es poder encontrar un criterio de solubilidad por radicales de
cualquier ecuacién f(x) € F[z]. Los siguientes lemas nos ayudardn a probar el
siguiente

Criterio 53 La ecuacion f(x) =0 es soluble por radicales sobre el campo F de
caracteristica 0 si y sdlo si su grupo de Galois es soluble.

De ahora en adelante, nos referiremos al campo de descomposicién de ™ — 1
sobre el campo F' como el campo ciclotémico de orden n sobre F.

Hemos visto que un grupo G de orden n es ciclico si y sélo si existe a lo
mds un subgrupo ciclico por cada divisor del orden. Esto equivale a decir que
si G es un grupo ciclico de orden n y d es un divisor de n, entonces hay a lo
més d soluciones en G de la ecuacién z? = 1. Notemos que si dos subgrupos
ciclicos de orden d fueran distintos, entonces la ecuacién z? — 1 tendria més de
d soluciones, lo cual es una contradiccion.

Proposicién 17 Si F' es un campo y G es un subgrupo finito de la parte multi-
plicativa de F, entonces G es ciclico. Ademdas, si F' es un campo finito, entonces
el grupo multiplicativo de F es ciclico.

Demostracién. Si |G| = ny a € G es tal que a? = 1, con d un divisor
de n, entonces a es una rafz del polinomio 2¢ — 1 € F [z]. Como un polinomio
de grado d sobre un campo tiene a lo més d raices, por la observacién anterior,
tenemos que esto es equivalente a que G tenga un y sélo un subgrupo ciclico de
orden d, donde d | n. Por lo tanto, G es ciclico.

Ahora, si F' es finito, entonces el grupo multiplicativo F* de elementos dis-
tintos de cero de F' es un subgrupo finito. Como F* < F* y F'* es finito, entonces
F* es ciclico. m

Empezaremos entonces con el primer

Lema 13 El grupo de Galois de un campo ciclotémico de orden n sobre F de
caracteristica cero es abeliano.

Demostracion. Como (2™ — 1) = na"~1 y F es de caracteristica cero,
entonces (z" — 1,nz""1) = 1, por lo que x™ — 1 tiene n distintas raices. Sea
U={z,...,2n} el conjunto de las distintas raices y Er el campo ciclotémico
de orden n sobre F. Como z; # 0,Vi = 1,...,n, U forma un subgrupo de la
parte multiplicativa del campo F. y que, como ya se demostrd, este subgrupo es
ciclico. Consideremos ahora la funcion f : G — AutU, donde G es el grupo
de Galois del campo ciclotémico y AutU los automorfismos de U en U definida,
por f(n) = n | U. Como todas las funciones de G son automorfismos de Er,
y cada automorfismo queda determinado por los valores que toma en las raices
de x™ — 1, se tiene que f es un monomorfismo, por lo que G = Im f < AutU.
Por otra parte, si h € AutU entonces, al ser U ciclico se tiene que h manda
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generadores en generadores, por lo que a AutU los podemos identificar con los
Aut (genU), donde genU son el conjunto de generadores de U. Ahora, como U
es ciclico y de orden n, |genU| = ¢ (n) = |Z2|. Por lo tanto, podemos también
identificar a Aut (genU) con Z, teniendo asi que AutU = Aut (genU) = Z2.
De esta manera, se tiene que

G2Im f < AutU = Aut (genU) = Z,
con Zy abeliano, por lo que también G es abeliano. m

De ahora en adelante, llamaremos una extensién de campo Er Galois sobre
F si satisface que Er es de dimensién finita, F es normal y separable sobre F.
Si Er es Galois sobre F' por el teorema fundamental de Galois, tenemos una
correspondencia biyectiva entre los subgrupos de GalEr y los subcampos de
Er. Diremos también que Er es abeliano o ciclico cuando es Galois sobre F'y
G = GalEF es abeliano o ciclico, respectivamente.

Los siguientes resultados son bajo la suposicién de la existencia de algunas
raices de unidad en un campo base.

1 F' contiene n distintas raices n—ésimas de la unidad, entonces e
Lema 14 Si F t distint de | dad, ent l
grupo de Galois de z™ — a sobre F' es ciclico y de orden un divisor de n.

Demostracién. Sea U el subgrupo de las n raices n—ésimas de la unidad
contenidas en F', y sea F el campo de descomposicién sobre F' del polinomio
"™ —a. Sea r € F tal que ™ — a = 0. Entonces si z € U, rz también es una
raiz del polinomio x™ — a, entonces esta ecuacién tiene las n raices distintas rz;,
donde i € {1,...,n} y z € U. Por lo tanto, el campo de descomposicién para
z" — a se forma con cualquier raiz r de ™ — a y los elementos de U C F), es
decir, E = F(r).

Sean 7, u € GalER, entonces n(r) = zr y u(r) = wr, con z,w € U. Notemos
que n o u(r) = n(u(r)) = n(wr) = wn(r) = (wz)r que de nuevo es raiz. Por lo
tanto, la funcién f : GalEr — U definida por n — 2z es un monomorfismo
de G = GalFEyR al grupo ciclico U de orden n. Como todos los subgrupos de un
grupo ciclico son ciclicos y como G es isomorfo a un subgrupo de U se obtiene
el resultado deseado. m

A continuacién se tiene un resultado parcial para el regreso del lema anterior

Lema 15 Sea p primo y supongamos que F contiene las p distintas raices p-
ésimas de la unidad. Sea Er ciclico y de dimension p. Entonces E = F(d) donde
dP € F.

Demostracién. Sea ¢ € E/F. Como F — F(¢) - FEyp=|E:F| =

|F(c): F||E : F(c)|, con p primo y ¢ € E/F entonces |F(c) : F| > 1 por lo que
E = F(c). Sea U = {z1,...,2p} el conjunto de las raices p-ésimas contenidas
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en F. Como G = GalEyp es ciclico podemos tomar n € G tal que (n) = G.
Definamos a ¢; = 7'~1(c) para i = 1,...,p. Notemos que ¢; = ¢ y que

n(ei) =n(n' () =1'(c) = cipa

parat=1,...,p—1, ya que n(cy) =n"(c) =c=c1.
Ahora introduciremos la resolvente de Lagrange:

2 -1
(zi,c) =cC1 + coz; + C3Z2; + 4 Cpr
Notemos que

n(zie) = nler) +nlcaz) +nleszd) + - +n(cpz’ ™)
= nler) +n(e2)zi +n(es)zf + -+ nlcy) 2P~

ya que U C F, por lo que
N(zi,¢) = co + 3z +caz? + -+ ep2P 2 2P = (2,0)2
Por lo tanto,
(21, 0)7) = ((z1,¢)27 )P = (zi,0)P o 1 = (23,0)",

por lo que (z;,¢) es un elemento fijo de n € G, es decir, (z;,¢) € F. Note-

mos ahora que se pueden ver a ¢ = cy,¢g,...,C, como combinacién lineal de
(z1,¢), ..., (zp, c) de la siguiente manera:
2 p—2 p—1
1 z1 25 ... 2 2] c1 (21,¢)
p—2  _p—1
1 2z 25 ... 2 25 2 (22,¢)
2 -2 -1
L oz 2z ... 2 E74 Cp (zp, )

en donde, si denotamos a

2 p—2 p—1
1 2z 2 2] ) 21 .
1 2y 22 A 4
2 2 2
A:
2 p—2 p—1
1 2z 2z, 2h z

se tiene que det(A) = [[;.;(2i — 2;), el cual es distinto de cero ya que z; #
zj,¥i,j € {1,...,p} ei # j. Como det(A) # 0 entonces la matriz A es invertible

¢ (z1,¢)
Co 1 (ZQa C) . .

y entonces = A" , obteniendo asi las ¢; a partir de la
Cp (2p, )

matriz inversa A~! y los (2;,¢). Por una parte, notemos que la matriz A estd
compuesta de elementos del campo F. Por otra parte, como ¢; = ¢ € E\ F,
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entonces se afirma que algun (z;,¢) € E \ F, pues de lo contrario se tendria
que el producto de A~! con los (z;,c) como entradas, estarfan todas en F,
contradiciendo que ¢ = ¢; ¢ F. Por lo tanto, existe una ¢ € {1,...,p} tal que
(2i,¢) € F. Como se demostré que, para cualquier ¢ € E\F, E = F(c), entonces,
si denotamos a d; = (z;, ¢), se tiene que E = F(d;), ya que d; € E\ F, y ademds
d’ = (z,c)P €F. m

El siguiente resultado nos da informacién acerca del grupo de Galois de una
ecuacién cuando extendemos el campo base.

Lema 16 Sea f(z) € Flx] y sea K una extension de F. Entonces el grupo de
Galois de f(x) sobre K es isomorfo a un subgrupo del grupo de Galois de f(x)
sobre F'.

Demostracién. Sea L el campo de descomposicién de f(z) sobre el campo
K. Notemos que si L es el campo de descomposicién de f (z) sobre K, entonces
L estd generado por K y las rafces r1,...,r; de f(z). De esta manera, si E
denota el campo de descomposicién de f (x) sobre F, como F' C K, entonces

E:F(Tlv"'vrk) CK(T17"-;T/§) :L
es decir, L contiene un campo de descomposicién de f(z) sobre el campo F.

Como L es el campo de descomposicion de f(z) sobre K, podemos suponer que
flz) = Hle(x —r;) € Llzly L=K(ry,...,r;), por lo que E = F(ry,...,1%).

Sea 11 € GalLg. Notemos que 7(r;) = r;, para alguna j € {1,...,k}, por lo
que manda al conjunto R = {ry,...,rx} en si mismo. Por lo tanto, como 7
también fija a K, en particular fija a F', teniendo asi que fija a todo el campo FE.
Como 7 estd determinado por los valores que toma en el conjunto R, entonces,
podemos definir la funcién f : GalLx — GalER determinada por n +—— 7 |g.
Falta demostrar que esta funcién es un monomorfismo. Claramente f es un
homomorfismo, pues manda a la identidad en la identidad y

nopur—mnoplp=n(u|e)=0le)o (e,

esta tltima igualdad se da porque para cualquier v € GalLk, v(E) = E. Veamos
que f es inyectiva. Para esto, basta ver que ker f = {Id} . Si p € ker f entonces

p(a) = a,Va € E, en particular para a = ry,rs,...,7,. Por lo tanto, p(r;) =
73, Vr; € R. Como p € GalLg, entonces también fija a K, por lo que p fija a
cualquier elemento en K (ry,...,7r;) = L, es decir, p = Id.

~

De esta manera se tiene que f es un monomorfismo y entonces GalLyx =
Imf < GalEp. m

Consideremos ahora una extension de campo finita F sobre F. Entonces, F
estd generado sobre F' por un conjunto finito {as,as,...,ax} donde cada a; es
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algebraico sobre F. Sea f;(z) el polinomio minimo asociado a a;, en F' [z] y sea
fz) = Hle fi(x). Como f;(x) € F[x], entonces f(x) € F[x] C E[x]. Sea K
el campo de descomposicién de f(z) sobre E. Como E = F(ay,...,a;) C K, K
estd formado por las raices de f(z) € E[z] y f(a;) =0,Vi =1,...,k, entonces
K también es un campo de descomposicién de f (x) sobre F'. Para lo que sigue,
necesitaremos la siguiente

Proposicién 18 Cualquier campo de descomposicion E de un polinomio f(x) €
F [x] es una extension normal.

Demostracién. Sea F el campo de descomposicion de f(z) € F[z]. Sea
g(x) € F [x] irreducible tal que g(r) = 0, con r € E. Por demostrar que las demds
raices de g(z) estdn en E. Sea G = GalEr y n € G. Como 7 es un automorfismo
y g(r) = 0 entonces 0 = n(g(r)) = g(n(r)), por lo que n(r) también es una raiz
de g(x). Consideremos ahora el conjunto R = {u(r) | 1 € G}, la 6rbita de r bajo
G, y formemos el polinomio [[(z — p(r)) € E'[z], donde u(r) € R.

Como cada p(r) es raiz, entonces [[(x —pu(r)) | g(x) en E [z]. Por otra parte,
si 7 € G entonces por la propiedad universal del anillo £, podemos extender a
1 de la siguiente manera

tal que 7 manda  — = y 77 |g= 7. Notemos que si h(z) = az™ + -+ +
a1z +ag € E[x] es tal que 77 (h (z)) = h (), entonces h (x) € F [z], ya que como
7 es homomorfismo, igualando los coeficientes se tiene que 7 (a;) = a;, lo cual
implica que a; € F para toda i. De esta manera, para cualquier ( € G, y su
correspondiente  : F [z] — E [z], se tiene que

(@ =) =TT = <)) =T J@ =)

donde ¢ oy = v € G, por lo que el polinomio [[(z — p(r)) es invariante bajo
cualquier ¢ € G, es decir, [[(x —p(r)) € F [z] . Por lo tanto, como [[(z—u(r)) €
Flx)y [[(x—p(r)) | g(z), con g(x) € F [z] irreducible, entonces [[(x — u(r)) =

g(x), por lo que F es normal. m

Por ahora, s6lo estaremos considerando el caso en que f(z) es separable, lo
cual incluye a cualquier caso con un campo F' de caracteristica cero. Volviendo
a las mismas hipdtesis, como f(z) es separable y K es su campo de descom-
posicién, entonces por un teorema que nos asegura la equivalencia entre ser un
campo de descomposicién de un polinomio separable y ser una extensién de
campo normal, se tiene que K es normal y separable sobre F. Si K’ es otra
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extension normal de E, como f(a;) = 0y a; € E, entonces K’ contiene al
campo de descomposicién de f(z) sobre F, por lo que también contiene a un
subcampo isomorfo a K. De esta manera se tiene que el campo K es tinico
salvo isomorfismos, y estd determinado solamente por Ep.

Veamos que tampoco depende del conjunto generador {a1,...,a;}.Si{by,...
otro conjunto generador de E sobre F, es decir, E = F(by,...,b,), entonces
para este conjunto, existe un campo normal K’ que contiene a £ D F. Como K’
es normal y f(z) € F[z] es tal que f(a;) =0, con a; € E, entonces KD K.
De manera andloga, si g (z) = []g; (z), donde g; (x) es el polinomio minimo
asociado a b; sobre F, se tiene que g (z) € F [z], por lo que al ser K normal
sobre F'y g(x) € F[z] es tal que g(b;) = 0, entonces K contiene al campo de
descomposiciéon K de g(x) € F [z], por lo que K'C K. Por lo tanto, K = K’ De
esta manera, se tiene la siguiente

Definicién 41 Al campo Krp mencionado anteriormente se le llama la cer-
radura normal de Er.

Supongamos de nuevo que f(x) € F [x] es separable, Fr es una extensién
finita y sea G = GalKp, con K la cerradura normal de Fr. Si n € G entonces
n(F) es un subcampo isomorfo a Er. A los subcampos n(FE) los llamaremos
conjugados de Er en K.

Afirmamos que K" := V{n(E)},cc = K. Claramente K" C K. Notemos
también que E' C V{n(E)}, .o, vaque Id € Gy Id(E) = E. Sea H < G =
GalKr tal que E = InvH. Como H < G, entonces también gHg™ ! < G,Vg €
G. Ahora, x € Inv (gHg’l) si y sélo si para toda h € H, se cumple que

ghg™'(@) = zehgT (@) =g (2)
— ¢ Yx) € InvH <=z € g(InvH) = g(E).

Por lo tanto, Inv(gHg ') = g(F). Ademés, notemos que H <1 G, si y s6lo si se
tiene lo siguiente

gHg™' = H Vg € G <= Inv(gHg ') = Inv(H) <= ¢g(F) = E.

Entonces, como V {n(E)}, . es invariante bajo cualquier ¢ € G, se tiene que
GalK g <t G = GalKr. Como la correspondencia de Galois manda extensiones
normales a subgrupos normales y viceversa, se tiene que K es una extension
normal de F' que contiene a E. Como K es la cerradura normal de Er entonces
K C K Por lo tanto, se tiene que K = K.

Lema 17 Sea Ep y sea F = F} C F» C --- C F,.41 = E una torre de raices
sobre F, es decir, donde F;11 = F;(d;) con d;'" € F;. Supongamos que E es
generado sobre F' por un conjunto finito de elementos cuyos polinomios minimos
son separables. Entonces la cerradura normal Kp de Er tiene una torre de raices

sobre F' tal que, los distintos n; para esta torre, son los mismos que de la torre
de E sobre F.

,bm } es
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Demostracién. Sea Frp y sea F = F; C F, C --- C F,41 = FE una

torre de raices sobre F. Recordemos que la cerradura normal Kp estd generada
por los campos conjugados n(E) con n € GalKp. Ahora, si aplicamos 7 a la
torre de raices se tiene que la siguiente torre F' = n(Fy) C n(Fz) C --- C
N(Fri1) = n(E). Como Fy = Fi(di) = F(d1), entonces 1(F) = n(F(d1)) =
F(n(dy)) pues n € GalKp. Anédlogamente, F3 = Fy(dz) por lo que n(F3) =
n(Fa(dz)) = n(F(di)(d2)) = F(n(di,d2)) = F(n(d1)(n(dz)) = n(F2)(n(d2)). En
general, n(F;y1) = n(F;)(n(d;)). Usando recursion, se tiene que

n(Fiy1) = F (n(di)n(d2) -1 (ds)).

Notemos ademds que como d;* € F;,Vi € {1,...,r}, se tiene que n(d;)™ =
n(d}*) € n(F;). Por lo tanto, para cada n € GalKp se tiene una torre de raices
F = n(F1) C n(F2) C -+ C n(Frp1) = n(E) tales que n(d;)" € n(F), es
decir, la torre tiene a los mismos exponentes n;, asociados antes a cada d;.
Por otra parte, por recursién, se tiene que n(E) = F(n(d1),...,n(d,)), y como
K =V {n(E)},car, st GalKp = {ny,mn,,...} entonces

K = F(ny(di);mi(da), -, (dr)ina(da), -y ma(dy); )

Ahora, organizaremos los n; (d;) de tal manera que nos quede una torre de
campos con la propiedad deseada. Supongamos que |GalKr| = n. Consideremos
la siguiente sucesiéon

F— F(n(di)) = F(n(di)ny(d1)) = - = F(ny(d1),m2(d1), - .., n,(d1))

Notemos que como 1; (d1)"* € F, entonces n; (d1)"" € F (n,(d1),m5(d2), ..., n;_1(d1)),
por lo que esta sucesién cumple con la propiedad deseada. Si volvemos a repe-

tir el argumento, ahora con F' (n,(d1),n5(d1),...,n,(d1)) como campo base, y
vamos adjuntando los 7, (dz2), se tiene otra sucesién de subcampos tales que

1; (d2)" € F (n; (d1)) C F (ny(d1),m2(d1), - .-, m,(d1))-

paratodai € {1,...,n}, por lo que vuelve a cumplir las propiedades de una torre
de raices. Como tenemos un nimero finito de d;’s y de 7;, este procedimiento
termina, y lo hace justamente con el campo K. =

Hemos alcanzado el punto para establecer el criterio de Galois para la solubil-
idad de una ecuacién por radicales. Supongamos que f(z) € F [z] es soluble por
radicales, con F' un campo de caracteristica cero. Entonces existe una extensiéon
de campo Fr y una torre de raices

F=FCFC---CF 1 =F

tal que tiene contenida un campo de descomposicién para f(z). Por el lema
anterior, podemos suponer que E es normal sobre F'. Por otra parte, como F
es de caracteristica 0, entonces la separabilidad es automaética, por lo que E es
Galois sobre F'.
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Sea n el minimo comin miiltiplo asociado a las n; de la torre de raices y sea z
una raiz n—ésima de la unidad, es decir, z es solucién de '™ — 1. De esta manera,
podemos construir el campo E(z) y alargar la torre de raices un término més.
Ahora, si E es el campo de descomposicién del polinomio g(z) € F [z], entonces
E(z) es el campo de descomposicién de h(zx) := g(z)(z™ — 1) € F[z]. Como F
es de caracteristica cero, E (z) - es separable, en particular, h (z) lo es. Ademds,
como E (2)p es el campo de descomposicién de h (x) € F [z], entonces E (z) es
normal sobre F, teniendo asf que E(z) es Galois sobre F'. Por otra parte, como
z" =1 € F, entonces podemos reacomodar la torre de raices de la siguiente
manera:

F:FlCFQZF(Z)CF3:F2(d1)C"'CE(Z).

Sea G = GalEr y H el grupo de Galois de F(z) sobre F. Como Fy = F(2)
es el campo de descomposicién de ™ — 1 € F'[z], por el primer lema visto
en esta seccién, GalFyr es abeliano. Por otra parte, como Fj11 = Fj(d;—1), y
z € F;,Vi > 1, entonces F;;; contiene a las n raices n—ésimas de la unidad y a
di—1, por lo que Fj4; es el campo de descomposicién del polinomio 2™ —d}* | €
F; [z]. Por el segundo lema de esta seccién, se tiene que GalF; 1, es ciclico,
y por lo tanto, también F;i; es abeliano sobre F;. Sea H; = GalE(z)F,, es
decir, el subgrupo de H correspondiente al campo F;. Como F C F;, y F es de
caracteristica 0, entonces F; también lo es para toda i. Ademds, como F;1q es
el campo de descomposicién de ™ — df* | € F; [z], por la proposicién anterior
se tiene que F;41 es normal y separable sobre F;, para toda i. De esta manera,
por la correspondencia de Galois para el grupo H, se tiene que H; 1 < H;.

Por otra parte, E(z) es normal y separable sobre cualquier F;, por lo que E(z)
es Galois sobre F; para toda i. Por lo tanto, como H;11 < H;, por el teorema
fundamental de Galois, GalF;11r, = GallnvH;(1F, = H;/H,;11. Por lo tanto,
H;/H; 11 = GalF;;1F,, y como éste tltimo es abeliano, se tiene que H;/H; 11 es
un grupo abeliano para toda ¢. Por lo tanto, de nuevo por la correspondencia
de Galois, se tiene una sucesiéon de subgrupos

H=Hy>Hy> --DH, 1 DH,={e}

tales que H =Hy > Ho > - > H, 1 > H, = {e} y H;/H; 1 es abeliano para
toda i, es decir, el grupo H es soluble. Como el campo de descomposiciéon de
f (z) estd contenido en Ep, el cual a su vez estd contenido en la torre de raices
de E(z)F, entonces el grupo de Galois G de f (x) es isomorfo a un subgrupo de
H, por lo que también es soluble.

Supongamos ahora que el grupo G de Galois de f(z) € F [z] es soluble. Sea
Ep un campo de descomposicién de f(z) y supongamos que n = |G| = [E : F].
Sea z una raiz primitiva n-ésima de la unidad y sean F = Iy, Fy = F(z) y
K = E(z). Como F — Fy y K es el campo de descomposicién de f(z) € Fs [z],
entonces por el cuarto lema visto en esta seccién, el grupo de Galois de Kp,
es isomorfo a un subgrupo H de G. Como el grupo G es soluble por hipdétesis,
H también lo es. Ahora, por el teorema de la seccién de grupos solubles que
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nos asegura que un grupo finito es soluble si y sélo si para cualquier serie de
composicién
H=H,>Hy> > Hsq = {e}

los factores de composicién H;/H; 1 son ciclicos y de orden primo, como H es
finito y soluble, entonces se tiene una serie de composicién

H=H,>Hy>- > Hgyq = {e},

donde cada H;/H;;1 es ciclico y de orden p; primo, con i = 1,...,s. Por la
correspondencia entre subgrupos y campos, se tiene una cadena creciente de
subcampos

F,CF3C---CFsqo=K

tal que H; = GalKp, ,. Como H;y; < H;, entonces i1 es normal sobre
F; y ademds el grupo de Galois de F;;; sobre F; es ciclico y de orden primo
p;. Notemos ahora que en esta cadena creciente de subcampos, como Fy =
F(z), entonces Fy contiene una raiz primitiva n—ésima de la unidad, por lo
que cualquier F; también la contiene. Por otra parte, p; | n, ya que H; < G.
Como F; contiene una raiz primitiva n—ésima de la unidad, existe un elemento
w tal que w™ = 1, pero como p; | n, existe m € N tal que mp; = n, por lo que
(w™)Pi = w™ =1, es decir, F; también contiene una raiz primitiva p—ésima de la
unidad, por lo que contiene también a las p; restantes. Por el tercer lema de esta
seccién, Fi11 = F;(d;), donde d; € Fi41 es tal que d?* € F;. Por lo tanto, como
este argumento fue para cualquier F; en la cadena creciente de subcampos de K,
se tiene que esta misma cadena es una torre de raices para K sobre F, y como
en un principio F C K, con E el campo de descomposicién de f(x) € F [z], se
tiene que f(x) es soluble por radicales sobre F'.

0.23. Ecuacion general de grado n.

Nos referimos a la ecuaciéon general de grado n como el polinomio ménico
cuyos coeficientes son distintas indeterminadas, es decir, si F' es un campo y
ti,...,t, son variables indeterminadas, entonces la ecuacién

f(%) =" — tll'n_l + t2$n_2 — 4 (_1)ntn
es la ecuacidn general de grado n sobre F'.

Decimos que f(x) es soluble por radicales si es soluble por radicales so-

bre el campo F(t1,...,t,), es decir, sobre el campo de cocientes del anillo de

polinomios F'[ty,...,t,]. Por ejemplo, la ecuacién general de segundo grado
2 ., o \/t%74t2 .

x° — t17 + t2, con solucién x = 5 4 Y—5—, es soluble por radicales ya que,

como las rafces estdn contenidas en F(tq,ta,d), con d? =3 — 4ty € F(t1,t2), se
tiene a la torre de raices

F — F(ty,t3) — F(t1,t2,d)
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tal que d? =t — 4ty € F(t1,t2) y con F(t1,ta,d) el campo de descomposicién
para f(z).

Nos surge entonces la siguiente pregunta: ;cudndo es soluble una ecuacién
f(x) por radicales sobre un campo F'? Para poder determinarlo, usando el
criterio de Galois, necesitamos encontrar al grupo de Galois de f(x) sobre
F(t1,...,t,). Supondremos que el grado del polinomio f (x) es n > 4.

Sea E el campo de descomposicién de f(z) sobre F(t1,...,t,) y supongamos
que f(z) = (x —y1) - (x — yn) € Ez]. Si desarrollamos este producto y lo
comparamos con la definicién de la ecuacién general, se tiene que

n
t1 :Zyi>t2 :Zyiyj,...,tn:tm...tn.
i=1

1<j

Por lo tanto, E = F(t1,...,tn,Y1,---,Yn) = F(y1,...,yn). Obtendremos al
grupo de Galois de f(z) usando resultados anteriores acerca de expresiones
racionales simétricas.

Sean x1,...,T, las n indeterminadas y sea el campo F(z1,...,x,) con su
subcampo de expresiones racionales simétricas, es decir, el campo F(p1,...,pn)
donde los p;s son los polinomios elementales simétricos

p1 = E Ti, P2 = E LiZjy.woy Pn = T1 " Tnp,

1<j
y donde F(z1,...,,) es el campo de descomposicién de g(z) = [[;-,(z — z;)
sobre F(p1,...,pn), con grupo de Galois G4 = S,,. Llevaremos los resultados
relacionados con F(z1,...,z,) v F(p1,...,pn) con los campos F(yi,...,Yn)
y F(t1,...,t,). Para esto, definiremos un isomorfismo entre F(z1,...,2,) ¥
F(y1,...,yn) tal que restringido a F'(py,...,pn) se tenga un isomorfismo con
F(t1,...,t,). Como las ¢; son indeterminadas, por la propiedad universal de
anillos, podemos definir el homomorfismo £ : F [t1,...,t,] — F[p1,-..,pn]
dado por t; —— p;, para toda ¢, con 1 < ¢ < n,y a — a,Va € F. De
nuevo por la propiedad universal de anillos, pero esta vez con F'[z1,...,2,] ¥
Flyi,...,Yn], se tiene el homomorfismo
wi:Flxy,...;zn]— Flyi, -, Ynl

tal que w |p= Idp y mande a x; — y;. De esta manera, se tiene el siguiente
diagrama

w
Flzy,...,zn] — Flyi, ..., yn]
T T
F[pla'--7pn] — F[th...,tn]
§

de donde podemos definir a la composicion A = w : F [t1,...,tn] = Fy1,. .., Ynl-
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Notemos que

At) =wé(ty) =wp) =w( D> @i-wm)= Y, Yy, =1

11 <ig<---<ij 11 <ip<---<ij

por las férmulas que relacionaban las x;’s con p;’s y y;'s con t;s. Por lo tanto, A :
Flt1,...,ty] — F[t1,...,t,] es tal que A (t;) = ¢;. Por la propiedad universal,
se tiene que A = Id. Ahora, como Id = A\ = w¢ y la funcién Id es claramente
inyectiva, se tiene que £ también es inyectiva. Ademads, es claro que £ también
es sobre, por lo que & es un isomorfismo entre F [t1,...,t,] y F [p1,...,pn]. De
esta manera w |ppp, .. p,]= €71, ya que € es un isomorfismo y w |Flps,...,pn] €5 UN
inverso derecho. Por otra parte, observemos también que w es un isomorfismo.

Consideremos ahora el siguiente diagrama

’

w
F(zy,...,z,) — Fy1,...,9n)
T T
F(pl,.-~,pn) A F(tlaut’n)
3

donde & es un isomorfismos que extiende a £ de F(t1,...,tn) a F(p1,...,0n), ¥
w un isomorfismo que extiende a w. Notemos que se tiene un nuevo isomorfismo
o:F(ty,...,ty) [x] — F(p1,...,pn) [7] tal que extiende a £y manda x — z.
Notemos también que

o(f(z)) = o@® —tiz" P Ftaz" 2 — - 4 (=1)",)
= 2" —pia" T e = (1), = g(2)

Recordemos que si se tiene un isomorfismo p entre dos campos F' y F’, con
f(x) € Flz]y g(z) € F'[z] tales que f (z) — g (z) bajo el homomorfismo 7 :
F [z] — F’[z] que extiende a p y manda x — z, entonces p se puede extender
a un isomorfismo entre F y E’ donde E y E son los campos de descomposicién
para f () y g (z) sobre F y F, respectivamente. Ahora, como F(y1,...,Yn) €s
un campo de descomposicion de f(z) sobre F(t1,...,t,), F(x1,...,2,) €s un
campo de descomposicion para g(x) sobre F(p1,...,pn), es un isomorfismo de
F(ty,...,tn) — F(p1,...,pn) y 0 manda f(z) — g(x), entonces £ se puede
extender a un isomorfismo ¢ : F(y1,...,yn) — F(z1,...,2Zn).

Afirmamos que esto tltimo implica que los grupos de Galois Gy y G4 son
isomorfos. Para esto, definiremos una funcién biyectiva entre Gy y G4. Con-
sideremos el siguiente diagrama y a la funcién ¢ : Gy — G, definida por

o(n) =Yy~
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P! 7 W
F(zy,...,2z,) — Flyi,.-.yyn) — Flyr,-.-,yn) — F(x1,...,2,)
T 7 T T
F(pl,...,pn) —_— F(ﬁl,...,tn) — F(tl,...,tn) —_— F(p17~-~7pn)
& 3
Si n € Gy, entonces del diagrama se sigue que ot F (1., 2p) —
F (z1,...,2z,). Ademds, como ¥ y 7 son isomorfismos, entonces la composicién

también lo es. Finalmente, ¢ es biyectiva ya que la funcién ¢ : G, — Gy
definida por ¢ (v) = ¢~ 'vi) es su inversa:

(o)) =d(pm) =0 (W™ ") =v~" (v ") v =1

andlogamente (¢ o ¢) (v) = v.

Falta ver entonces que para cada n € Gy, wm/J_l € G,. Para esto, sélo hay
que demostrar que 1/}77'@[171 deja fijo al campo F (p1,...,ps), ya que acabamos de
ver que wm/fl es un automorfismo. Observemos dos cosas; la primera es que,
como v extiende a £, entonces ¢! extiende a & L y la segunda es que, para
cualquier n € Gy, 1 |p,,...t,)= Id. Ahora, si h € F'(p1,...,pn), se tiene que

vy (h) =4n (v~ (R) =¥ (¥ (h)) = h,

ya que ¥ ' (h) € F(t1,...,tn) y n(k) = k,Yk € F(ty,...,t,). Por lo tanto
Yot e Gy y de esta manera se tiene que Gy = G,. Como G4 coincidfa con
Sy, entonces Gy = G4 = S,,.

Por 1ltimo, notemos que como por construccién x1,...,x, son distintas in-
determinadas y F (21,...,2n) = F (Y1,-..,Yn), entonces también las y;s son
distintas. Ademds, f(x) es irreducible en F(t1,...,t,)[x] ya que, de lo con-
trario, g (z) no serfa irreducible sobre F' (pi,...,pn)[z]. Si u(x) es un factor
irreducible de g (x) en F (p1,...,pn)[z], entonces cualquier automorfismo de
F(z1,...,z,)[z] deja fijo a u (z). Ahora,

g@)y=(x—z1) - (r—2x,) € F(x1,...,2,)

porloquew(z) = (z — )+~ (v —2;,) donde k <nywx;; € {x1,...,2,},Vj =

1,...,k. Como el grupo de Galois de g (z) sobre F (p1,...,pn) es S,, existe

cuando menos una permutacién que nos mande una raiz de u (z) en cualquier

otra rafz de g (z) que no sea de u (z), lo cual es una contradiccién a la invarianza

de u(z) € F (p1,...,pn). Por lo tanto, f (z) es irreducible en F (t1,...,t,)[z].
De lo anterior, se tiene el siguiente

Teorema 54 La ecuacidn general de grado n,
" — 2" tpx™ % — (1),

es irreducible en F(t1,...,t,) 2] con raices distintas para n > 5 . Ademds, el
grupo de Galois de f(x) =0 es el grupo simétrico S,,.
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Como S, no es soluble para n > 4, se tiene el siguiente importante resultado

Teorema 55 (Ruffini-Abel) La ecuacion general de grado n sobre un campo de
caracteristica cero, no es soluble para n > 5.

El siguiente lema nos es de gran utilidad, ya que nos da informacién acerca
del grupo de Galois de un polinomio irreducible, de grado primo, sobre el campo
de racionales Q.

Lema 18 Sea f(x) € Q[xz] irreducible y de grado p, con p primo. Supongamos
que f(x) tiene dos raices no reales en C. Entonces el grupo de Galois de f(x)
sobre Q es isomorfo al grupo simétrico Sp,.

Demostracién. Como C es la cerradura algebraica de R, entonces C tiene
un campo de descomposicién ) de f(x) sobre Q. Sea Gy el grupo de Galois de
f(z) sobre Q, el cual lo podemos considerar como el grupo de permutaciones
sobre los ceros de f(z). Como estamos trabajando en C, se tiene que f(x) es
separable sobre @, por lo que sus raices son todas distintas. Por lo tanto, Gy es
un grupo isomorfo a un subgrupo de S,.

Por otra parte, cuando se construye el campo de descomposicién Y de f (z)
sobre Q, se construye primero la raiz p—ésima w de la unidad, la cual al tener or-
den p, cumple que p = |[Q(w) : Q]| | |3 : Q| = |Gy|. Por el teorema de Cauchy,
Gy contiene un elemento de orden p. Pero como en S, los tnicos elementos de
orden p son los p—ciclos se tiene que Gy contiene un p—ciclo. Ahora, la conju-
gacién compleja deja fijo a R D Q, por lo que también es un Q—automorfismo
de C y por lo tanto, induce un Q—automorfismo sobre Y, ya que si « es raiz
compleja, entonces @ también lo es. De esta manera, se tiene que la conjugacién
compleja deja fija a las p — 2 raices reales de f(z) y transpone a las dos raices
no reales, por lo que también Gy contiene un ciclo de orden 2.

Podemos entonces suponer que Gy contiene un 2—ciclo y un p—ciclo a los
cuales representaremos como (1,2) y (1,...,p) respectivamente. Afirmamos que
((1,2),(1,...,p)) = Sp, lo cual darfa por terminada la prueba. Sea a = (1,2) y
b= (1,...,p), y sea G = (a,b). Entonces el elemento bab~! € G. Veamos quién
es bab™! : si i > 4, se tiene que bab~1(i) = ba(i — 1) = b(i — 1) = 4, pues a no
mueve a ¢ sii—1 > 3, o0 lo que equivale a decir, si ¢ > 4. También si ¢ = 1 entonces
bab=t(1) = ba(p) = b(p) = 1. Por otra parte, bab=1(2) = ba(1) = b(2) = 3 y
bab=1(3) = ba(2) = b(1) = 2, por lo que bab~! = (2,3). Con un argumento
similar, se tiene que b(2,3)b~! = (3,4), por lo que cualquier transposicién de la
forma (i, + 1), con 1 <i<p—1, estd en G. Notemos también que

G >(1,2)(2,3)(1,2) = (1,3),
y de manera analoga, (1,4) = (1,3)(3,4)(1,3) € G. En general,
(Li+1) = (Li)(i + 1)(1,4),

por lo que también las transposiciones de la forma (1,7) € G, Vi. Finalmente,
los elementos
(m,n) = (1,m)(1,n)(1,m) € G,



0.23. ECUACION GENERAL DE GRADO N. 129

por lo que cualquier transposicién estd en G. Como cualquier permutacién es
un producto de transposiciones se tiene que (a,b) = G = S, demostrando asi
que Gy =S5, =

Ejemplo 6 El polinomio t®> — 6t 4 3 sobre Q no es soluble por radicales.

Demostracién. Sea f(z) = 2% —6x+3 € Q [x]. Por el criterio de Eisenstein,
f(z) es irreducible sobre Q. Demostraremos que f(x) tiene sélo tres ceros reales,
cada uno de multiplicidad 1, con lo cual tendria dos raices no reales. Como
grad f(z) = 5 es primo, por el lema anterior el grupo de Galois Gy sobre Q
es isomorfo a Ss, el cual no es soluble. Por lo tanto, al ser no soluble G, se
tiene que f(x) = 0 no es soluble por radicales. Falta entonces demostrar que el
polinomio tiene exactamente tres raices reales.

Notemos primero que f(—2) = —17, f(—1) =8, f(0) =3, f(1) = -2, f(2) =
23. La gréfica de f(z) tiene la forma
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Por el teorema de Rolle, los ceros de f(x) estdan separados por los ceros de
f(z). Como f(z) = 5z* — 6, entonces los nimeros i</§ son ceros de f(x).
Como ademds Q es de caracteristica cero y f(z) # 0, entonces (f(x), f(z)) =1,
teniendo asf que f(z) no tiene raices repetidas, por lo que f(z) tiene a lo mds
3 raices reales. Pero ciertamente, f(z) tiene cuando menos tres raices reales, ya
que al ser una funcién continua definida en todo R, no puede cambiar de signo
excepto cuando pasa por el cero. Por lo tanto, f(x) tiene exactamente tres raices
reales.
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Como f(z) tiene tres raices reales, entonces tiene dos raices complejas,
cumpliendo asi con las hipétesis del lema anterior. Por lo tanto, Gy = S,
el cual no es soluble. m

0.24. Campos Finitos

Sea F' un campo finito. Como F es finito, podemos identificar a su anillo
primo por Z, para algin primo p. Afirmamos que |F| = p". Para esto, veremos
a F' como un espacio vectorial sobre el campo Z,,. Claramente |F : Z,| es finito,
ya que F' D Zyloes. Sean = |F : Zy| y sea {v1,...,v,} una base para F' sobre
Zyp. De esta manera, Lz, ({v1,...,v,}) = F, es decir, todo elemento se puede
escribir de la forma a,v; + agva + -+ + anvy,, con a; € Z,. Notando que, para
cada v;, hay p posibles a; € Z,, se tiene que |F| = |£ZP {1, ... 7vn})| =p".

Ahora veremos la existencia de un campo con p™ elementos y concluiremos
que ésta es unica salvo isomorfismos. Comenzaremos considerando al campo base
Z, = F y E el campo de descomposicién del polinomio f (z) = zP" — x sobre F.
Como F' C E, E es de caracteristica p. De esta manera, f'(z) = praP Tl —1 =
—1, por lo que (f, f) =1, es decir, f (x) tiene p™ raices simples.

Afirmamos que E coincide con el conjunto R = {ui,...,up»} de distintas
raices de f (z). Para esto, notemos que al conjunto R lo podemos denotar como
el conjunto A = {a eFE| a’" = a}. Por otra parte, si b € Z, entonces b’ = b,
por lo que ' = bP = b. Por induccion, se tiene que b*" = b,¥n € N, por
lo que b € AVb € Zy, es decir, Z, C A = R. Veamos ahora que A es un

subcampo de E. Para esto, basta demostrar que Va,b € A, (a — b)pn

que ( %)p = ¢. Como F tiene caracteristica p, al desarrollar el binomio (a — b)?
se tiene que todos los factores se van, excepto el primero y el dltimo, es decir,

(a— b)pn =aP" — " = a —b. Por otra parte, (%)p' = ‘;:— = ¢. Por lo tanto,

A es un subcampo de E. Como Z, C Ay A contiene a todas las raices de f (),

=a—-by

E:ZP(U1,...,UPH)CACE7

teniendo asi que R = A = E, concluyendo que p" = |R| = |A| = |E|.

Por otra parte, si E' es otro campo con p” elementos, entonces Z, C F.
Ahora, la cardinalidad del conjunto E™ es p™—1, es decir, |E*| = p"—1. Ademas,
como F es finito, entonces (E*, e, 1) es ciclico, por lo que para toda a € E* se
tiene que a? ~!' = 1, lo cual implica que a?" = a,Ya € E*. Como también
0P" = 0, entonces cualquier elemento z € E es una raiz de f(z) = zP" — x.
Como f (x) tiene a lo méds p™ raices distintas y cada elemento de E es raiz de
f (z), con |E] = p™, entonces E es un campo de descomposicién de f (x) sobre
Z,. Como los campos de descomposicién son tinicos salvo isomorfismos, se tiene
que '~ E, demostrando asi el siguiente

Teorema 56 El nimero de elementos de un campo finito es una potencia de un
primo. Ademds, para cualquier potencia de primo p" existe un campo F, salvo
isomorfismos, con |F| = p™.
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El siguiente resultado nos caracteriza a las extensiones de campo finitas, de
un campo finito. Para esto, se tiene la siguiente

Definicién 42 Decimos que E tiene un elemento primitivo u sobre F' si F' (u) =
E.

Teorema 57 Sea F' un campo finito y E una extension de F' tal que |E : F| = n.
Entonces E tiene un elemento primitivo sobre F'.

Demostracién. Con un razonamiento totalmente andlogo al anterior, como
F es finito y |E: F| = n, entonces también E es finito y |E| = m™, donde
m = |F|. Por otra parte, sabemos que cualquier subgrupo finito del grupo
multiplicativo de un campo es ciclico. En particular, si el campo E es finito,
entonces (E*,e,1) es ciclico. Sea z un generador de E*. Ahora, si {vy,...,v,}
es una base de E, entonces

E=Lpvi,...,vn) =Lrp (21,...,25") C F(z),

ya que v; = zfl, para algun j; € N. Pero como z € E, entonces F' (z) C E, lo
cual implica que FE = F (2), es decir, E tiene un elemento primitivo sobre F'. ®

Notemos que de la definicién anterior, es equivalente decir que E es una
extension simple sobre F' y que E tiene un elemento primitivo u sobre F'. Si
E es una extensién finita del campo F, jserd cierto que E tiene un elemento
primitivo sobre F'?7 A continuacion, se tiene un resultado que nos caracteriza a
las extensiones que si tienen elementos primitivos sobre F

Teorema 58 Sea E una extension de campo finita sobre F'. Entonces Er tiene
un elemento primitivo si y sélo si hay una cantidad finita de subcampos inter-
medios entre F' y E.

Demostracién. Supongamos primero que E = F (u) y sea K un campo
intermedio de Er. Como |E : F| < oo, entonces |K : F| < oo. Sea f(x) el
polinomio minimo asociado a u sobre F' y sea g (x) el polinomio minimo sobre K
de u. Notemos que, como F' C K, entonces F'[z] C K [z] por lo que g (z) | f (x)
en K [z]. Supongamos que g (z) = a,a™ + -+ - + a1z + ag, y sea K el subcampo
de Er generado por los coeficientes de g (x), es decir, F (ag,...,a,). Como
g (z) € K [z], entonces K’ C K. Afirmamos que g (x) también es el polinomio
minimo de u sobre K’ Si ¢'(x) es el polinomio minimo de u sobre K, como
K'C K, se tiene que g (x) | ¢'(x). Por construccién, también se tiene que

g(x) € K'lx] = F(aqg,...,an) 2],

y como ¢'(x) es el polinomio minimo para u sobre K, entonces ¢'(x) | g (z), por
lo que g (x) = ¢'(x). Por lo tanto, como

gradg (z) =|E: K|=|E: K||K: K| = (gradg (z)) |K : K1,
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entonces |K : K| = 1, es decir, K = K" De esta manera, hemos visto que los
campos intermedios de Ep estdn formados por los coeficientes de un factor
irreducible de f (z) en E[z]. Por el Teorema de factorizacién tnica, f(x) se
factoriza en un producto finito de polinomios irreducibles py (z) - - - py, (z). Como
los campos intermedios estdn generados por los coeficientes de algin p; sobre
F, esto implica que sélo hay una cantidad finita de campos intermedios de Ep.

Supongamos ahora que Fp tiene una cantidad finita de subcampos inter-
medios. Si F es finito, por el teorema anterior, como |E : F| < oo, E tiene
un elemento primitivo sobre F'. Supongamos entonces que F' tiene cardinalidad
infinita. Como |E : F| < oo, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
E = F(a1,...,a,) para algin n € N. La prueba se hara por induccién. Para
esto, demostraremos que para cualquier u,v € E, F (u,v) = F (w), para algtin
w, ya que de esta manera,

F(a,...,an) = F(a1,a2) (as,...,an) = F(b) (az,...,an),

éste iltimo con n — 1 factores, con lo cual se le puede aplicar la hipétesis de
induccién.

Sin =1, el resultado es claro. Supongamos entonces que F = F (aq,...,ay)
para n > 1. Sean w,v, F (u), F (v). Para cada a € F, definamos al subcampo
intermedio F (av + u). Nétese que F' C F (av+u) C F (u,v) para toda a €
F. Como por hipétesis hay una cantidad finita de subcampos intermedios en
Er, esto implica que algunos subcampos intermedios definidos anteriormente se
repiten, es decir, existen a,b € F con a # b, tales que F (av + u) = F (bv + u).
Ahora, si a,b € F son tales que a # by F(av+u) = F (bv + u), entonces
bv +u € F (av + u). De esta manera,

v = awtuzbyzu € F(av+u),
a—"b
por lo que av € F(av+u), y u = av +u — av € F (av+wu). Por lo tan-
to, F (u,v) C F(av+u). Como ya se tenia la otra contencién, se tiene que
F (u,v) = F (av + u), es decir, w = av + u.
Como

E=F(ai,...,an) = F(a1,a2) (as,...,a,) = F(b) (as,...,an),
por hipétesis de induccion,
E=F(@)(as,...,an) = F (w),
por lo que F tiene un elemento primitivo sobre . m

Corolario 11 Si E es una extension separable de F' con |E : F| < 0o, entonces
FE contiene un elemento primitivo sobre F.

Demostracién. Sea E es una extensién separable de F' dimensionalmente
finita y sea K la cerradura normal de Er. Como vimos anteriormente, K es
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normal y separable sobre F', por lo que es Galois sobre F. Sea G = GalKp.
Como |G| = |K : F| < oo, G tiene una cantidad finita de subgrupos. Por la
correspondencia de Galois, esto equivale a decir que hay una cantidad finita de
subcampos intermedios de Kp. Como F' C E C K, se tiene que Er también
tiene una cantidad finita de subcampos intermedios. Por el teorema anterior, F/
tiene un elemento primitivo v sobre F'. m

0.25. Campos Reales Cerrados.

Definicién 43 Un campo ordenado (F, P) es un campo F junto con un sub-
conjunto P (el subconjunto de los elementos positivos) de F' tal que cumple lo
siguiente: (1) 0¢ P,(2) sia € F entonces se cumple una y sdlo una de las sigu-
ientes condiciones: a € P, a =0, 0o —a € P, (3) si a,b € P entonces a+b &€ P
y ab € P. Se dice que un campo F es ordenable si es posible encontrar un
subconjunto P de F' que cumpla las tres propiedades anteriores.

Como cualquier campo contiene més de un elemento, si (F, P) es un campo
ordenado entonces P es distinto del conjunto vacio. Si N denota el conjunto
{—a | a € P} entonces NN {0} = &, pues si 0 € NN {0} entonces en particular
0 € N, por lo que 0 = —a para alguna a € P. Pero la unica solucién a esta
igualdad es a = 0, lo cual nos lleva a la contradiccién de que 0 € P. Otra
observacién es que PN N = J,ya que si € PN N entonces en particular
x € N,y como z = —(—x), por definicién de N, se tendria que —z € P, pero
esto implica que = 4+ (—x) = 0 € P lo cual contradice (1). Como PN N = &
y se cumple la propiedad (2) de la definicién de campo ordenado, se tiene que
F = PU{0}UN, es decir, F es la unién ajena de P, N, y {0} . Notemos también
que N es cerrado bajo la adicién, ya que si a,b € P entonces —a,—b € N y
—a+ (=b) = —(a+b) € N, ya que a +b € P por (3). Ademés, si a,b € N
entonces —a, —b € P, por lo que ab = (—a)(—b) € P, teniendo asi que N no es
cerrado bajo multiplicacién.

Ahora introduciremos una relacién de orden en (F, P) definida por b < a si
y s6lo si a — b € P. De esta manera, dados a,b € F' se cumple una y sélo una
de las siguientes condiciones, a —b € P,a—b =006 a—b ¢ P. Notemos que si
a—b¢ Pya—b+#0entoncesa—be N, porloqueb—a=—(a—0>) € P.
De esta manera, se cumple la tricotomia en el campo ordenado (F, P), es decir,
Va,b € F', se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones: b < a, a = b,
0 a <b. Ahora, si b < a entonces b+c¢ < a+c¢,Vc € F ya que esto pasa si y s6lo
si (a+c¢)— (b+c¢) € P pero

(a+c)—(b+c)=a+c—b—c=a+b+(c—c)=a+beP.

Por otra parte, también se cumple que bp < ap para cualquier p € P, pues por
definicién bp < ap si y sélo si (ap — bp) € P pero ap — bp = p(a — b) y como
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tanto p como a — b estdn en P, el cual es cerrado bajo multiplicacién, entonces
ap —bp =pla—10b) € P.

De manera similar podemos empezar considerando la relacién > en el cam-
po F tal que satisfaga la ley de tricotomia, la ley de transitividad y las dos
propiedades siguientes, (a) a > b= a+c>b+¢,Vc€ Fy (b) ap > bp Vp > 0.
Definamos ahora el conjunto P = {p | p > 0} . Veamos que (F, P) es un campo
ordenado: por definicién, P = {p | p > 0}, asi que 0 ¢ P. Si a € F, entonces
por la tricotomia se tiene que para a,0 € F' se cumple una y sélo una de las
siguientes relaciones: ¢ > 0,a = 0,0 > a. Si ¢ = 0 no hay nada que demostrar,
por lo que podemos suponer que a # 0. Si a > 0 entonces a € P. Ahora, si
0 > a, entonces por la propiedad (a), tomando ¢ = —a se tiene que

—a=04(—a) >a+ (—a) =0,

por lo que —a > 0, es decir, —a € P. De esta manera, para cualquier a € F', se
cumple una y sélo una de las siguientes condiciones, a € P,a = 0,—a € P. Falta
demostrar que P es cerrado bajo sumas y productos. Sean a,b € P. Entonces
por definicién se tiene que a > 0 y b > 0, asf que usando la propiedad (a) y
la transitividad de >, se tiene que a +b > 0+ b = b > 0, lo cual implica que
a+b >0, por lo que a +b € P. Por otra parte, como a > 0y b > 0, por la
propiedad (b) se tiene que ab > 0b = 0, por lo que ab € P. Por lo tanto, (F, P)
es un campo ordenado inducido por la relacién > antes definida.

Si F’es un subcampo de (F,P) entonces (F’, P’) es un campo ordenado
donde P/ = F' NP C P. A esto lo llamaremos la ordenacién inducida en
F'. Si (F,P) y (F',P’) son cualesquiera dos campos ordenados, entonces un
isomorfismo 7 : F' —— F’ se dice que es ordenado si n(P) C P’. Notemos que
como 7 es isomorfismo cumple que 7(0) = 0. Ahora, basta ver que n(N) C N’
para tener que n(P) = P’. Si n(N) € N’ entonces existe un z € N , con
z # 0 tal que n(z) € P’. Notemos que se descarta el caso 7(z) = 0 porque 7 es

isomorfismo. Ahora, si 1(z) € P’ entonces —n(z) € N’, pero —n(z) = n(—=z), y
como z € N, entonces —z € P. Esto ultimo nos lleva a la contradiccién de que
—z € Pyn(—z) € N, cuando habfamos supuesto que n(P) C P’. Por lo tanto
se tiene que n(N) C N’y asi n(P) = P'.

Notemos ahora que en cualquier campo ordenado (F, P),sia € F y a # 0,
entonces 0 < a2, ya que si @ € P, como P es cerrado bajo productos, entonces
a?> € P, teniendo asi que 0 < a?. Si a € N entonces —a € P, y asf a® =
(—a)(—a) = P. De esto hecho se sigue que si a1, ag, ..., a, 7 0 entonces Z a? #

0. En particular
L+l+ . +1=124+124+ ... +12#£0,

lo cual nos dice que cualquier campo ordenado tiene caracteristica 0. Otra ob-
servacién es que no se puede tener en un campo que —1 = E a?, pues de lo
contrario se tendrfa que

14> a7 =1+ a; =0
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lo cual contradice lo anterior. De esta manera, —1 # a? Va € F, concluyendo asi
que F' no tiene raices cuadradas de —1. Con esto se demuestra la siguiente

Proposicién 19 El campo de los complejos C no tiene un orden compatible con
las operaciones.

Definicién 44 Sea R un campo y (R, P) un campo ordenado. Se dice que R
es real cerrado si cumple las siguientes propiedades:

(i) Ya € P 3b € R tal que b*> = a, es decir todo elemento positivo de R tiene
rafz cuadrada.
(#7) Cualquier polinomio f(z) € R[x] con grado impar tiene una raiz en R.

Teorema 59 Un campo R real cerrado tiene un unico orden que le proporciona
la estructura de campo ordenado. Cualquier automorfismo del campo R en R es
un isomorfismo ordenado. Ademds, si R es real cerrado entonces el subcampo
de elementos algebraicos sobre Q C R es real cerrado.

Demostracién. Sea (R, P) real cerrado y sea (R, P) cualquier otro campo
ordenado. Para la primera parte de la demostracién vamos a ver que P = P’. Si
a € P entonces existe b # 0 en R tal que a = b? con b # 0, pues (R, P) es real
cerrado. Como b # 0 entonces tenemos dos casos posibles, b € P’ o —b € P'.
Si b € P’, como P'es cerrado bajo producto se tiene que a = b?> € P’, por lo
que a € P'. Si —b € P’, de nuevo se tiene que a = b?> = (—b)(—b) € P’, por lo
que P C P'. Veamos la otra contencién. Supongamos lo contrario, es decir, que
existe 0 £ b € P’ tal que b ¢ P. Como b # 0y b ¢ P entonces —b € P, pero
como R es real cerrado se tiene que 3¢ € R tal que ¢ = —b, pero esto equivale
a decir que —b € P’ pues c¢> > 0. Como P’ es cerrado bajo la suma, se tiene
que 0 = b+ (=b) € P’, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto P’ C Py de
esta manera P = P’ por lo que R tiene un tinico orden de estructura de campo
ordenado.

Veamos ahora la segunda parte del teorema. Sea ¥ : R — R un automorfis-
mo. Por definicién tenemos que ¥ es un isomorfismo, y de esta manera sabemos
que Ker¥ = {0} . Basta demostrar que ¥(P) = P, ya que asi U(N) = N es
inmediato. Veamos primero que W(P) C P. Sea a € U(P). Entonces, por defini-
cién, existe b € P tal que ¥(b) = a. Como b € P y R es real cerrado, existe
c € R con ¢ # 0 tal que ¢ = b. Ahora, como V¥ es un isomorfismo se tiene que

De esta manera se tiene que a = (¥(c))?, y por lo tanto a € P. Asf, ¥ (P) C P.
Sea ahora a € P. Como ¥ es un isomorfismo existe b € R tal que ¥(b) = a.
Basta entonces demostrar que b € P. Supongamos que b ¢ P. Como b # 0
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entonces —b € P. Asi, —b = ¢? para algtin ¢ € R, con ¢ # 0. De esta manera, se
tiene que

(T(c))? = ¥(e)¥(c) = ¥(ce) = ¥(c?) = U(—b) = —V(b) = —a.

Como (¥(c))? € P entonces —a € P. Pero esto nos lleva a la contradiccién de
0=a+(—a) € P.Porlotanto b € P,y asi ¥(P) = P. Como ¥ es un isomorfismo
y se cumple que R = PU{0} UN y ¥(P) = P entonces ¥(N) = N.

Sea R real cerrado y sea Ry el subcampo de elementos algebraicos sobre
Q. Sea a € Ry N P, con P el subconjunto de R de elementos positivos. Como
Ry C Ry R es real cerrado entonces 3b € R tal que b? = a, por lo que b satisface
el polinomio 2 — a = 0, teniendo asf que b es algebrdico sobre Ry. Ahora, como
a es algebréico sobre Q, entonces la dimensién de Q — Q(a) es finita. Por otra
parte, como b satisface el polinomio 22 —a = 0 entonces Q(a) — Q(ab) también
es de dimensién finita, asi que Q — Q(a) — Q(ab) es de dimensién finita. Por
lo tanto, del siguiente diagrama

Q <= Qo) — Qad)
N /
Q(b)

se concluye que también Q — Q(b) — Q(ab) tiene dimensién finita y asf Q —
Q(b) es también dimensionalmente finito, por lo que b es algebraico sobre Q, es

decir, b € Ry. Con esto queda demostrado que Ry cumple (7).

Sea f(x) € Rplz] con grado impar. Por una parte, como Ry C R entonces
Ry [x] C R[z] asi que f(z) € R[x]. Como R es real cerrado, f () tiene una raiz
en R. Sea o € R tal que f(«) = 0. Queremos ver que a € Ry, es decir, que
« es algebraico sobre Q, o lo que es equivalente, a decir que Q — Q(«a) es de
dimensién finita. Si f(z) = ag + a1z + .... + a,z", entonces se

Q — Q(ag) — Q(ag,a1) = .... — Q(ag, a1, -, ap)-

Cada extensién es de dimensién finita ya que todos los a; € Ry , es decir, son
algebrdicos sobre Q. Por otro lado, como « es raiz de f(z) = ap + a1z + .... +
anxn € Q(a0> A1y -eey an) [LIZ} entonces Q(CLOa A1y -eey an) — Q(aOa Ay .-y an)(a) €s
de dimensién finita. Por lo tanto, se tiene el siguiente diagrama

Q = Q) = = Qaga) Qg an) (0)
\ /
\ s
\ /
Q)

Ahora, como la dimensién entre Q — Q(ag,a1...a,) es finita y también lo es
la de Q(ag,a1,...,an) — Q(ag,ay, ..., a,)(a) entonces Q — Q(ag,a, ..., an)()
también es de dimensién finita. Como ayg, ..., a, son algebrdicos sobre Q, en-
tonces

|Q(ag, a1, ..., an)(@) : Q(a)| = |Q(c)(ag, a1, ..., an) : Q(a)| < oo.
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Por lo tanto, como |Q(ag, a1, ...,an) (@) : Q| < ooy

Q(ao, a1, -, an)(a) : Q| = |Q(ao, a1, ..., an)(@) : Q(a)[|Q(e) : Q

con |Q(ag, a1, ..., an)(a) : Q(a)| < oo, entonces |Q(a) : Q| < 0o, concluyendo ast
que « es algebréico sobre Q, es decir, « € Ry. m

Teorema 60 Si R es real cerrado entonces R(\/—1) es algebraicamente cerra-
do.

Demostracién. Notemos primero que v/—1 ¢ R, ya que de lo contrario,

se tendrfa que (v/—1)2 = —1 € P y como 1 € P se tendrfa que 0 = 1 +
(—1) € P, lo cual es una contradiccién. Ahora tomemos el automorfismo ¢ :
R(v/-1) — R(y/—1) definido por a + by/—1 — a — by/—1, donde a,b € R.
A esta funcién, también se le conoce como la funcién conjugar. Para facilitar la
notacién, definamos C' = R(v/—1). Observemos que, si 7 € C' y r = T entonces
r € R, pues si a+by/—1 =r =7 = a — by/—1 entonces b\/—1 = —by/—1, lo cual
implica que b = 0, teniendo asi que r = a con a € R.

Sea f(z) € C[z]. Afirmamos que f(z)f(z) € Rlx]. Si f(z) = ao + a1z +

weeFana™ entonces f(x) = ag +arx +.... +a,x", por lo que f(z)f(z) = d;x"

donde i = {0,1,2,....2n} y dr, = > a;a;. Nétese que

itj=k
dy= > ;= Y @a;= Y a; =d,
i+j=k i+j=k i+j=k

ya que i+ j =k = j +i. Como dj, = dj, entonces d,€ R para toda k, y asf

f(@)f(x) € R[z].

Ahora, si f(z)f(x) = 0, entonces f(z) =0 o f(x) = 0. Notemos que si « es tal

que f(a) =0, entonces f (o) = (f (a)) =0 =0, por lo que en cualquier caso

se tiene que f(z)= 0. Por lo tanto, si f(x)f(z) tiene una raiz en C' entonces

también f(z) la tiene. De esta manera, para demostrar que C' es algebrdicamente
cerrado basta probar que cualquier polinomio ménico con coeficientes en R tiene
una raiz en C. Esto es es claro si el polinomio tiene grado impar pues R es real
cerrado y R C C = R(v/-1).
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Demostraremos primero que cualquier elemento de C' tiene raiz cuadrada en
C. Sia € Ry 0 < a entonces el resultado se cumple ya que R es real cerrado.
Sia € Ry es tal que a < 0, entonces —a > 0 por lo que b?> = —a para alguna
b € R, es decir, (v/—1b)? = —b? = a. Supongamos entonces que 7 = a + by/—1
con a,b € R, y b # 0. Para facilitar la notacién, tomaremos a i := v/—1. Sean
z,y € R, entonces (z +iy)? =7 siy sélo si 22 — y?> = a y 2zy = b.(1).

Como b # 0 podemos suponer que b = 2, asi que la segunda ecuacién toma
la forma zy = 1 y esto pasa si y sélo si y = £~ !. Asi, la primera ecuacién toma
la forma 22 — 272 = a. Si hacemos el cambio de variable z = 22, tenemos que
esta tltima ecuacién toma la forma z — z~! = a, que equivale multiplicando
ambos lados por z a 22 —az — 1 = 0. Con esto tenemos una nueva ecuacién
de segundo grado de una sola variable, asi que usando la formula general de
segundo grado o la férmula del chicharronero como también se conoce, se tiene
que la solucién (a & /a2 +4)/2 esta en R pues a® + 4 > 0. Recordemos que
queremos una raiz en C, asi que sin pérdida de generalidad podemos tomar la
solucién a + va? 4+ 4)/2. Notemos que a + va? +4 > 0 pues en caso contrario
se tendria que

a+Va2+4<0=0<Va?+4<-a=d’+4<(-a)’=a>=4<0
lo cual es una contradiccion. Asi, se tiene que existe x # 0 en R tal que

P’ =z=a+a2+4)/2.

4 2

Por lo tanto, = cumple las ecuaciones z* —az? = 1y 22 — 272 = a. Ahora, para
b = 2 se tiene que tanto x y y = ! satisfacen (1), por lo que queda demostrado
que todo elemento en C' tiene una raiz cuadrada en C.

Notemos que no hay extensiones de campo E de C tales que |E : C| = 2. Para
ver esto supongamos lo contrario. Sea E una extension de C tal que |E : C| = 2.
Sea « € E/C. Fijémonos en el siguiente diagrama:

C — F
! /!
C(a)

Como2=|E:C|=|C(a): C||E: C(a)|,entonces |C(a) : C| =16 |C(a) : C| =
2, pues estos son los dos tinicos divisores positivos de 2 en Z. Ahora, |C(a) : C| #
1 ya que si |C(a) : C| = 1, entonces C () = C, por lo que a € C, lo cual nos
lleva a la contradiccién de la eleccién de «. Por lo tanto, |C'(«) : C| = 2. Por
otra parte, como « € C(a) y la extension C(«) de C es finita, entonces « es
algebraico sobre C, por lo que existe f(z) € Clx] tal que f(z)= 2%+ bx + ¢ con

b,c € C'y f(a) = 0.Usando la férmula general de segundo grado se tiene que
a = (=b=+ Vb% — 4c)/2. Notemos que como b,c € C entonces (b> —4c) € C'y
asiv/b? — 4c € C, por lo que a = ((—b+ v/b? — 4¢)/2) € C, lo cual contradice de
nuevo la eleccién de a. Asi, hemos demostrado que no hay extensiones de C' de
dimensién dos. Esto lo usaremos para probar que todo polinomio ménico con
coeficientes en R tiene raices en C.
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Sea f(xz) € R[z] monico. Sea E un campo de descomposiciéon sobre R de
f(z)(z* + 1). Por definicién, R C E y como /—1 es raiz de 2% + 1, entonces
V=1 € E por lo que C C E. Adem4s, como R tiene caracterfstica 0 por ser
campo real cerrado y R C F, entonces E también es de caracteristica cero, por
lo que E es de Galois sobre R. Sea G = GalEgR. Entonces |G| = 2"k donde k
es impar y n > 0. Ahora, por el teorema de Sylow tenemos que existe H < G
tal que |H| = 2™.

Sea D el subcampo correspondiente a H en Eg. Notemos que |E : D| = |H]|.
Como [E:D|[D:R] = [E:R] =2" y [F:D] = 2" entonces [D: R] = k.
Como R es real cerrado, R no tiene extensiones de campo de dimensién impar,
asi que k = 1, por lo que R = D. De esta manera, [F : R| = 2" y asi H = G.
Ahora, sin > 1, por la teoria de Galois E contiene un subcampo F tal que C C F
y [F: C] = 2, lo cual es una contradiccién a lo demostrado anteriormente. Por
lo tanto, n = 1. Consideremos el siguiente diagrama:

R — FE
I/
C

Como R C C C E se tiene que [E : C][C' : R] = [E : R] = 2. Por lo tanto,
se tienen dos casos posibles, [C: R] =16 [C : R] = 2. Como R & C entonces
[C: R] # 1porloque [C: R] =2.De esta manera, [E: C] =1yasi E=C. Por
lo tanto, como E = C' es el campo de descomposicién de f (z) € R [z], entonces
C' contiene una raiz de f(x), demostrando que C es algebrdicamente cerrado. m

Corolario 12 El campo de los complejos C es algebrdicamente cerrado.

Notemos que del teorema anterior se deduce que los tinicos polinomios irre-
ducibles en R[z] son de primer o segundo grado. Esto se debe a que, por una
parte, si el grado del polinomio es impar y mayor que uno entonces por ser R
real cerrado, f(x) tiene una solucién « en R, por lo que se le puede factorizar a

f (z) un término de la forma x —a € R [z]. Si f(z) tiene grado 2n con 1 < n, por
el teorema anterior tenemos que f(x) tiene una raiz w € C. Como f(w)= 0 en-
tonces 0 =0 = f(w) = f(w). Por lo tanto, w también es raiz de f(z) y entonces
f(z)= (x — w)(z — w)g(z) donde g(x) tiene grado 2n — 2. Por la observacién
hecha en el teorema anterior (z —w)(x—w) € R[z] el cual tiene grado 2. De esta
manera, f(z) tiene un factor irreducible de grado 2 en R [z], por lo que f(z) no
es irreducible.

Otra observacién del teorema anterior es que la ecuacién cuadratica 22 +bx+c

es irreducible en R[z] si y solo si b? < 4c, ya que b* — 4c es el discriminante de
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la ecuacién cuadratica, y esta no tiene solucién en R si b?> — 4c < 0, es decir,
cuando b? < 4c.

Ahora probaremos el siguiente resultado, que nos serd de utilidad para nues-
tra siguiente seccion, las sucesiones de Sturm.

Teorema 61 Sea R un campo real cerrado y f(z) € R[z]. Sean a,b € R tales
que f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € R tal que a < c < b y f(c) =0.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f(x) es
moénico y que a < b. Por las observaciones anteriores, f(z) se factoriza en R|x]
como

fl@)=(@—=mr)-(@—rr)g1(x) - gn(2)
donde cada g;(x) = 22 + b;x + ¢;, con b? < 4e; y r1 < 13 < ... < 7). Notemos
que a cada g;(z) la podemos ver de la siguiente manera:

b b2 b; 1
gi(z) =a? +bx e =22+ bz + (= — L) +e = (x+ =) + ~(4¢; — b?).
4 4 2 4
Si denotamos a €; := y/%(4c; —b?) , el cual estd bien definido ya que por
hipétesis b? < 4e;, se tiene que para toda i € 1,...,n, gi(z) = (z + %)% + 2.

Notemos ahora que g;(z) > 0, Vz € R, pues es la suma de dos cuadrados.
Ahora, si a,b < r;Vi € {1,...,n} entonces a —r;< 0y b—r; <0 por lo que

(a —7i)(b—7;) > 0. De esta manera

fla)f(b) = H(a —1i)(b—1i)gi(a)gi(b) > 0.
Anslogamente, si a,b > r;, Vi € {1,...,n} se tiene que a — ;> 0y b—r; > 0,

y asi (a —r;)(b—r;) > 0 por lo que de nuevo f(a)f(b) > 0. Como por hipétesis
f(a)f(b) < 0 entonces afirmamos que alguna de las r; queda en medio de a y b.
Supongamos que no, es decir, que se tiene un arreglo de la forma

rM<re<...<rpm<a<b<ryp—<...<rg

donde m € {1,...,k —1}. Notando que a —r; > 0,b—7r; >0paraj€1l,...,m
va—r <0,b—r<0paralem+1,... k se tiene que

F(@)f(b) = [J(a =) (b = ri)gi(@)gi(b) > 0

puesto que (¢ —r;)(b—7r;) >0y (a—mr)(b—1) >0, paraj € {1,...,m} y
le{m+1,...,k}, lo cual contradice la hipétesis.
Por lo tanto, alguna de las r; se encuentra en medio de a y b y r; es tal que

f(’l“i) =0. m

Proposicién 20 Sea F un campo ordenado y f(z) = 2™ + ap_12™ 1 4+ - +
a1x + ag tal que a; € F. Sea M = méX(l,Z?;Ol la;|). Entonces, si|x| > M,
|f(z)] > 0, es decir, las raices de f(x) en F se encuentran en el intervalo
—M < x <M.
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Demostracién. Sea F' un campo ordenado y
2"+ ap, 12"+ ax +ag = f(x) € Flz].

Sea M = méx(1, Z;:Ol la;]) v sea = tal que |z| > M. Notemos lo siguiente:
|f(z)] = ‘m" tan " b agr a0’ > ’x” +ap_ "+ alx’—\a0|
= |z||z" " + ap_12" 2+ -+ a1 | — |ao

Como |z| > M = mzix(l,Z;:Ol |a;]), en particular || > 1 por lo que
|z] |a:"_1 +ap_1z" al‘ — lag| > ’x"‘l +ap_1z" al} — |ao|
Ahora,
|2+ an_12™ P 4 - Far|—lao] = |2+ an—12™ T 4 -+ aga|—|ag|— a1
= || |2" 7% + an_12" % + - + az| — (laog| + |ar])
> 2" + an—12" 7 + -+ ag| — (|ao] + |a1])

> (2" ap 12" 4 -+ aga| — (|ag| + [a1] + |as]).

Prosiguiendo de esta manera se tiene que

n—3
f(z)] > | (=2-D g p=D=((=2)-1) | an,ﬂ) ~ (3 lail)
i=0
n—3 n—3
= |2® + an—12” + ap_oz| — (Z lai|) = |z] |2 + an—12® + an—2| — (Z lai])
i=0 i=0
n—3

> ]mQ +ap—12+ an—2‘ - (Z |ail)
=0

Por lo tanto, se tiene que

n—3 n—2
|f(2)] > |2* + an12 + an_g} - (Z la;]) > ‘332 + an_12| — (Z lai])
i=0 i=0

n—2 n—2
= Jzl |z + an-a| = Q lail) > & + an-a] = _ lail)
1=0 1=0

n—2 n—1
> [a| = |an—1| = O lail) = |2| = (D las])
=0 =0

Como se eligié |z| > M, con M = méx(l,zz"z_ol |a;]), en particular M >
>y lail, por lo que [z] — (3725 |as|) > |z| — M > 0.

Por lo tanto, | f(z)| > |z| — (Z?;Ol la;|) > |z| — M > 0, por lo que las raices
de f(x) en F se encuentran todas en el intervalo —-M <z < M. ®
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0.26. Teorema de Sturm

En esta seccién se demostrard el teorema de Sturm, el cual nos ayudard a
determinar el nimero exacto de raices de un polinomio f(z) en un intervalo de
campo real cerrado R.

Definicién 45 Sea R un campo real cerrado y sea f(x)€ R[x]. Diremos que la

sucesion de polinomios f(x) = fo(x), f1(x),..., fn(x) es una sucesion de Sturm
de polinomios para f(x) en el intervalo [a,b] si fi(x) € R[z] y cumplen las
siguientes propiedades:

(1) fn(z) no tiene raices en [a,b]

(i2) fo(a)fo(b) # O

(#43) Sic € [a,b] es una raiz de fj(x), con 0 < j < n entonces

fj—l(c)fj+1(c) < 0.

() Si f(c) = 0 con ¢ € (a,b) entonces existen intervalos abiertos (ci,c)
y (c,c2), tal que Yu € (c1,¢) y Yv € (c,c2) se tiene que fo(u)fi(u) < 0 y
fo(v)fi(v) > 0.

Antes de demostrar la existencia de éstas sucesiones, veremos la manera
en que ésta sucesion puede ser usada para determinar las raices de f(z) en el
intervalo (a,b). Para esto, consideraremos el nimero de variaciones o cambios

en el signo de las sucesiones

{fO(a)afl(a)’ e 7fn(a)} y {fO(b)vfl(b)’ e ’fn(b)}

para cualquier par de elementos en R. Sea ¢ = {cj,¢a,...,¢y} una sucesién
de elementos en R tal que ¢; # 0,Vi € {1,...,m}. Definimos el ndmero de
variaciones en el signo de c, denotdndolo por V., como el nimero de s, con
1 < i < m—1, tales que cic;41 < 0. Si ¢ = {c1,¢9,...,¢m} es cualquier

sucesion de elementos en R, entonces definimos el nimero de cambios en el
signo de ¢ como el nimero de variaciones de signo de la sucesién ¢, donde
¢ se obtiene de la sucesién ¢ al quitarle los ceros. Por ejemplo, la sucesién
¢ =1{-2,0,9,0,0,7,—1,0,5} tiene tres variaciones de signo, que corresponden
a la sucesién ¢ = {-2,9,7,—-1,5}.

Teorema 62 Sea f(z) € R[z] donde R es un campo real cerrado, y sea

fU(x) = f(x)7f1(m)vf2(x)a .- 7fn(x)

una sucesion de Sturm para la funcién f(x) en el intervalo [a,b]. Entonces el
nimero de raices distintas de f(x) en el intervalo (a,b) es V,— V4, donde en gen-
eral, Vi, es el nimero de cambios de signo de la sucesion { fo(k), f1(k),..., fn (K)}.
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Demostracion. Sea f(x) € R[z] con R un campo real cerrado y sea fo(z) =
f(@), fi(x), fa(x), ..., fn(x) una sucesion de Sturm para la funcién f(x) en el
intervalo [a, b]. Notemos que el intervalo [a,b] queda partido por subintervalos
de la forma [z;,z;] donde i # j y cada z; es una raiz de alguna de las fs(z)
elementos de la sucesién de Sturm. De esta manera se tiene una sucesién a =
agp,a,...,a;, = b tal que a; < a;41 y ninguna de las fi(x) tiene una raiz en
(aiyai41) con 0 <4 <m—1.

Sea ¢ € (ag,a1). Por la observacién anterior, f;(z) no tiene raices en (ag, a1)
y en particular en (ag, ¢). Por el teorema del valor intermedio se cumple que 0 <
fi(ao) ® f;i(c) para 0 < j < n. Por lo tanto, si ninguna f;(z) cumple f;(ap) =0
entonces f;(ao) y fj(c) tienen el mismo signo para toda j, por lo que V,, = V..
Supongamos ahora que f;(ap) = 0 para alguna j. Por hipétesis, se tiene que
folag) # 0y que fp(x) # 0,Yz € [a,b], por lo que j € {1,...,n — 1}. Por
la propiedad i) de la sucesién de Sturm tenemos que f;j_1(ag) ® fj+1(ag) <O,
teniendo asi que fj_1(ao), fj+1(ao) # 0. Como f;_1(z) y fj+1(z) no tienen raices
en (ag, ¢) entonces, por el teorema del valor intermedio y la dltima observacion,
se tiene que

fi—1(ag) ® fi—1(c) >0y fir1(ao) ® fi+1(c) > 0.

Como f;j_1(ag) ® fj+1(ap) < 0, entonces f;_1(ag) v fj+1(ao) tienen signos con-
trarios, por lo que de las dltimas desigualdades se sigue que también f;_1(c) y
fi+1(c) tienen signos contrarios, es decir, f;_1(c) ® fj+1(c) < 0. De esta manera,
{fi-1(a0),0 = fj(ao), fi+1(a0)} vy {fj-1(c), fi(c), fj+1(c)} aportan cada una de
ellas un cambio en el signo en V, y V. respectivamente, ya que la eleccién del
signo de f;(c) no altera en los cambios de signo. Repitiendo esto para todas las
Jj tales que f;(ap) = 0 se tiene que V,, = V... Un razonamiento analogo se utiliza
para demostrar que Vg =V, donde d € (am—1,am).

Ahora, sea ¢ € (a;—1,a;) y d € (a;,a;41), con 1 < i < n—1. Supongamos que

f(a;) # 0. Entonces f no tiene raices en el intervalo (¢, d), por lo que f(c)e f(d) >
0, y ast f(c) y f(d) tienen el mismo signo. Observemos que Vj € {1,...,n},
fj(x) no tiene raices en (c,a;) y en (a;, d), por lo que fj(c) e fi(a;) > 0y

fi(ai)ef;(d) > 0.8i f;(a;) # 0 paraalguna j € {1,...,n}, entonces f;(c), fj(a;),

fj(d) tienen el mismo signo en sus respectivos V;, V,, y V4. Ahora, si f;(a;) =0
con j € {1,...,n — 1}, pues estamos suponiendo que f(a;) # 0 y se cumple
la propiedad %) de la sucesién de Sturm, por la propiedad iii) se tiene que
fi—1(a;) ® fiti1(a;) < 0. Como ambas funciones no se anulan en (¢, a;) y (@, d)
se tiene que

fi-1(e) e fi—1(a;) > 0, fisi(c)e fir1(a;) >0
y fi—i(ai) e fi—1(d) > 0, fiy1(a;)e fir1(d) >0,

por lo que f;_1(c)y fj—1(a;) tienen el mismo signo, asi como las parejas f;11(c)

v fi+1(a:), fi-1(ai) y fi-1(d), fi+1(ai) y fita(d).
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Como f;_1(a;) y fj+1(a;) tienen signos contrarios, pues fj_1(a;)® fj+1(a;) <
0, entonces f;j_1(c) y fj+1(c) también los tienen. De manera andloga se deduce
que fi—1(d) y fj+1(d) tienen signos contrarios. Asi, se tiene que { fj_1(c), f;(¢), fj+1(c)}
aporta un cambio en el signo asi como { f;_1(d), f;(d), fj+1(d)} conj € {1,...,n —1}.
Por lo tanto, tomando en cuenta los dos casos se tiene que V, = Vj.

Supongamos ahora que f(a;) = 0. Por la propiedad iv) de la sucesién de
Sturm, existen intervalos (¢, a;) y (a;,d') tales que fo(u) e f1(u) <0,y fo(v)e
filv) > 0,Yu € (d,a;),Yv € (a;,d"). Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que ¢ € (¢,a;) y d € (a;,d). Asi, tenemos que fo(c) e f1(c) < 0, y
fo(d) @ f1(d) > 0. Por lo tanto, la sucesién {fo(c), f1(c)} tiene un cambio en
el signo mientras que {fo(d), f1(d)} no lo tiene. Ahora, notemos que si j > 1
entonces {f;—1(c), f;(c), fi+1(c)} v {fi-1(d), f;(d), fi+1(d)} aportan el mismo

numero de variaciones en el signo por el argumento anterior. Por lo tanto V., —
Va=1si f(a;) =0.
Sea a € (a;—1,a;), con 1 < i < n. Entonces se tiene lo siguiente:

Va—=Vp = (Va*Va/l)‘F(Va/l 7Va’2)+(Va’27Va/3)+"'+(va;71 *Va%)+(va% *va)

n—1 n—1

= Va=Va) + > Var = Var )+ Var, = Vo) = > (Var = Var,. )

i=1 i=1

Esta tltima igualdad se da porque como
a) € (ap,a1) = (a,a1)yal, € (an_1,a,) = (an_1,b)

entonces V, = Vyr y Vi, = Vp. Notemos ahora que en cada paréntesis de la suma
restante, para cada i € {1,...,n — 1}, le corresponde un 0 o 1 dependiendo si
f(a;) #00 f(a;) = 0, respectivamente. Por lo tanto, el nimero de unos equivale
al nimero de a;, con 1 < i < n, tales que a; es raiz de f(x). Por lo tanto, V, —V},
es el nimero de raices de f(x) en el intervalo (a,b). m

Ahora demostraremos la existencia de una sucesién de Sturm. Para esto,
definimos la sucesion estandar para f(z) € R [x] como sigue:

fo(z) = f(z), fi(z) = fi(x), donde fy (x) es la derivada de f (z).
Dividiendo fy (z) entre fi (z) se tiene que

fo(z) = q1(z) fi(x) — fa(zx), donde grad fo (z) < grad fi(x).

Dividiendo ahora f; (x) entre f5 (x) se tiene que
fi(@) = ¢2(2) f2(x) — f3(x), donde grad f3(z) < grad fa(z).

Continuando de esta manera, llegamos a
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fn—?(x) = Qn—l(x)fn—l(x) - fn(x), con grad fn(m) < grad fn—l(x)v

fn1(2) = gn(2) fn(2).

Notemos que las f;(z) las obtenemos modificando el algoritmo de Euclides
para encontrar el méximo comun divisor entre f(z) y f'(z), de tal manera que
el polinomio que se obtiene en cada paso, es el residuo negativo en el proceso
de divisién. Para darnos una idea, tomemos la siguiente funcién:

f(x) = 23+ 2+1. Entonces, siguiendo el procedimiento, tenemos que f(x) =
f'(x) = 32% + 1. Usando el algoritmo de Euclides para f(z) y fi(x) se obtiene
f(x) = (33)e(32%+1)+ (32+1). Notemos que esto 1ltimo lo podemos escribir
como

1 2 1 2
f(@) = (32) (32 + 1) = (5o + 1)) = f(@) = (52) o (32 + 1) = (~32— 1),
de tal manera que fa(x) = —%x — 1. Usando de nuevo el algoritmo, se tiene que
9 27 2 31 -9 27 2 31
filz) = (*595 + Z) e (*gfc -1+ (Z) = (71’ + Z) ° (*gx -1)- (*Z)a
por lo que f3(x) = f?j—é. Asi, la sucesién estandar para f(z) = 23 + z + 1 es,

{* +o+1,322+1,-20 - 1,-3L}.

De lo anterior notemos que f,(x) es factor de cada f;(z) y asf es un mdximo
comun divisor entre f(z) y f'(z). Sea g;(x) = fi(z) e fu(z)~! y la sucesién
{90(z),g1(x), ..., gn—1(x), gn(x)}. Demostraremos que esta es una sucesién de
Sturm para go(z) para cualquier intervalo [a, b] tal que go(a), go(b) # 0. Como
go(a) # 0y go(b) # 0 entonces la condicién i) se cumple. Observemos que
gn(2) = fn(z) @ fr(z)~! =1 por lo que i) también se cumple. Multiplicando la
ecuacién f;_1(x) = q;(z) fi(x) — fir1(z) por fn.(x)~1, se obtiene los siguiente:

gici(z) = fisi(z) e fulz) ™" = qi(x) @ fi(x) @ fr(z) " = firi(z) e fulz)™
= qi(z) @ gi(z) — gir1(x).

Por lo tanto, g;—1(z) = q;(x) ® g;(z) — gi+1(x).
Supongamos que g;(c) = 0 para alguna j € {1,...,n — 1} y ¢ € [a,}]. De la
igualdad anterior se tiene que

gj-1(¢) = q;(c) #0 = gj11(c) = —g;11(c).

Por lo tanto, gj_1(c) = —gj+1(c), es decir, gj_1(c) ® g;+1(c) < 0, donde la
igualdad se da si y sélo si g;—1(c) = g;j+1(c) = 0. Afirmamos que esta iltima
desigualdad es estricta. Si 0 = gj_1(c) = gj(c) = g;+1(c) entonces tendriamos
que g;(c) = gj+1(c) ® gj+1(c) — gj+2(c), lo cual se reduce a 0 = g;41(c) @ 0 —
gi+2(c) = —g;42(c), por lo que gj12(c) = 0. Prosiguiendo de esta manera,
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llegamos a que g,(c) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, g;—i(c) e
gj+1(c) <0,y de esta manera se tiene la propiedad #i7).
Supongamos ahora que go(c) = 0, con ¢ € (a,b) . Por una parte, como

0=go(c) = f(c) ® fule) ™Y,

con f(e)~! # 0, entonces f(c) = 0, por lo que f(z) = (z — ¢)°h(z), donde
e > 0, h(z) diferenciable, y h(c) # 0. De esta manera se tiene que f'(x) =
e(r — ) th(z) + (z — ¢)°NW(x). Como f,(x) es un méximo comun divisor de
f(x)y f'(x), entonces f,,(x) = (x—c)* " Lk(x), donde k(c) # 0,y h(x) = k(z)l(x),
R (z) = k(x)m(x) con I(c) # 0.

Tomando esto en cuenta, se tienen las siguientes relaciones:

go(z) = f(@)fal2)™ = [z = )°h(@)]l(z — ) k(2)] 7

—C h(ﬂ?) = (T —cCc)ilx
(e =gy = (@~ @),
y
gi(@) = @) ful@)™ =le(@ = )" h(z) + (@ — )W (@)][(z — o) h(x)] !
= EM £L’—Chl(x)=€x T —c)mix

Notese que gi(c) = el(c) # 0. Como gi(c),l(c) # 0, entonces podemos dar
un intervalo [c1, c2] tal que ¢ € [c1, ¢a], y que g1(z) o l(x) # 0,Vx € [c1, c2]. Por
el Teorema del valor intermedio y del hecho que ¢1(c) = el(c) # 0, (pues e > 0
y l(c) # 0) se tiene que g1(z) @ I(z) > 0,Vz € [c1, c2]. Por lo tanto,

go(x)g1(x) = [(z = )l(2)]g1(2) = (z = )g1(x)(z).

Como ¢y (x) y I(z) tienen el mismo signo en [c1, co], entonces el signo de
go () g1 (z) estd determinado por el signo que = — ¢ en el intervalo [c1, ca],
es decir, para ¢; < x < ¢, go(z) e g1(z) < 0,y para c < x < ca, go(z) ® g (z) > 0.
Esto demuestra iv), y ast {go, g1,--.,9n} €s una sucesiéon de Sturm para g(x).
Notemos que si f(z) no tiene raices multiples, entonces el maximo comuin
divisor entre f(x)y f'(x) es 1. De esta manera, f, (x) = £1 y asf las sucesiones

{fo(x)hfl(l')v . '7f7t($)} y {go(a:),gl(m), s vgn(x)}

difieren unicamente por el signo, es decir, f, () es 1, las sucesiones son iguales
y si fn, (x) = —1, las sucesiones tienen signos contrarios. En este caso, la misma
sucesion estandar { f; ()}, es una sucesién de Sturm para f(z). Por otro lado,
si f(x) tiene raices multiples, la sucesién estandar asociada a f(z) no serfa una
sucesién de Sturm para f(x) en intervalos que contengan cualquier raiz multiple
de f(z). Adn asi, podemos utilizar la sucesién estandar para determinar el
nimero de raices distintas de f(x) en (a,b).
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Teorema 63 (Teorema de Sturm) Sea R un campo real cerrado y f(x) € R[z]
con grado positivo. Sea {fo(z) = f(x), f1(x),..., fa(x)} la sucesion estandar
para f(x). Supongamos que [a,b] es un intervalo en el cual f(a) # 0, f(b) # 0.
Entonces el nimero de raices distintas de f(z) en (a,b) es Vo, —V,, donde V. de-
nota el nimero de variaciones en el signo de la sucesion { fo(c), f1(c), ..., fu(c)}.

Demostracién. Sea g;(z) = f;(z) e f,(z)~!. Ahora, sin contar multiplici-
dades, como go(z) = fo(z) e fu(x)™t = f(x) e f,(z)~!, los polinomios go(x)
y f(x) tienen las mismas raices en (a,b). Como {g;(z)}I_, es una sucesién de
Sturm para go(z) entonces el nimero de raices distintas de go(z) en (a,b) es

Vg(a) — Vy(») donde V(. denota el niimero de variaciones en el signo de la suce-

si6n {90(¢), 91(0), . gn(©)}.

Notemos ahora que f,,(a) # 0y f.(b) # 0. Esto se debe a que, como f,(z) es
un maximo comin divisor de f(z) y f’(x), entonces en particular f,(z) | f(z).
Si fn(a) = 0, entonces = a es una raiz de f,,(z), por lo que z—a | f,,(x). Como
x—a| fo(z)y fulz) | f(z) entonces  —a | f(z), teniendo asi que x = a es una
raiz de f(x), es decir, f(a) = 0, lo cual es una contradiccién. Este razonamiento
es totalmente analogo para b. Por lo tanto, f,(a), f.(b) # 0.

Fijémonos ahora en

fla)  fi(a) fn(a)

Vo) = G Fn) " )

}

Vi) = {f(a), fi(a), ..., fu(a)}

Si fn(a) > 0 entonces f;(a) y ]{’ (((;)) tendrdn el mismo signo, por lo que V() =

Vi) Si fu(a) < 0 entonces fi(a) y ]{n((‘;)) tendrén signos contrarios, man-
teniéndose sin embargo los cambios de signo en las sucesiones. Por lo tanto,
en cualquier caso, Vy(q) = Vj(,). De manera andloga, V) = Vi), teniendo ast
que Vi) — Vyw) = Vi) — Viw)- Por lo tanto, Vi) — Vi) es el nimero de
raices distintas de f(x) en (a,b). m

Ejemplo 7 Consideremos la funcion f(x) = x3—Tx—7 y el intervalo (—2, —1).

Para empezar, notemos que

F=2) = (-2 —7(-2) —T= -8+ 14— T=—1#0

f(=1)=(=1)2=7(=1)=7T==14+T7T-7T=-1#0

por lo que cumple la hipdtesis del teorema de Sturm. Construyamos ahora la
sucesion estandar para f(x):

folz) = fl@)=2a~Tz-T,
filz) = fl(z)=32"-T7.
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Dividiendo fo(x) entre fi(x) se tiene que

1 14
23— T —T=(z2)(322 = 7) — (=2 —17)
3 3
por lo que fo(x) = Yo7, Dividiendo de nuevo, ahora f1(z) entre fo(x) tenemos

que

9 27, .14
2_ 5 _ 2 Ay 1= _
3T 7—(1430 28)( 35[1'+7) (7),

obteniendo fs(x) = 7. Por lo tanto, la sucesion estandar para f(z) es

14
{23 —Tx — 7,322 — 7, e 7,7}

Ahora, V_g se calcula viendo las variaciones en el signo de la sucesion { fo(x), f1(x), f2(z), f3(x)}

49

evaluada en x = —2, lo cual nos da la sucesion {—1,5, -, 7}, que tiene 3 varia-

ciones en el signo, por lo que V_o = 3. De la misma manera, { fo(z), f1(x), fo(x), fs(z)}

evaluada en © = —1 nos da {—1,—4, —%, 7}, la cual tiene una sdla variacion
en el signo, por lo que V_1 = 1. Por lo tanto, el nimero de raices diferentes
de f(x) en el intervalo (—2,—1) es Voo — V1 = 3 — 1 = 2. La grifica de
f(x) = a® — Tz — 7 se muestra a continuacion.

y 80

60 T

20T

X L

Hemos visto anteriormente que las raices de f(z) = 2™ + a,_ 12" 1 + -+ +
a1z-+ag en R se encuentran en el intervalo [~ M, M] donde M = méx{1, 327" a1 |}.
Sea u =1+ |ag| + |ag|+ - -+ |an—1| . Notemos que M < p, por lo que las raices
de f(z) en R también estdan en el intervalo abierto (—p,p). Por lo tanto si
{fo(z), fi(z),..., fr(x)} es la sucesién estandar para f(z), entonces el nimero
de raices de f(x) en R es V_, — V), donde de nuevo, V. denota las variaciones
en el signo de la sucesion { fo(z), fi(x),..., fr(x)}.
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Ejemplo 8 Ahora consideremos la funcion f(x) = x* + 1222 + 52 — 9, con
f(z) € R. Primero saquemos la sucesion estandar para f(x). Los primeros dos
términos son

fo(z) = f(x) y fi(z) = f'(z) = 42° + 242 + 5.

Dividiendo fo(z) entre fi(x) se obtiene

fole) = ({2 fa(a) — (622 — 2 +9),

por lo que fo(z) = —62 — Bx +9. Dividiendo ahora fi(z) entre fs(z) tenemos
que
2 5 505 5

fi(z) = (—gx + E)ﬁ(ﬂ?) - (—TGQJ - Z)’

obteniendo asi a f3(x) = —%x — %. Siguiendo con este proceso se tiene que
96 41419 93,228
fa(z) = (ﬁf + W)fs(f) - (= (101)2 )-
Por lo tanto, la sucesion estandar para f(x) es
15 505 5 _93,228

{x* +122% 4+ 52 — 9,42 + 242 + 5, —62% — —x + 9, —

1 67T (orE

Ahora, para ver cudntas raices reales tiene f(x) tomemos p =1+ |12] + |5| +
|—9| = 27. Por lo anterior, tenemos que el numero de raices de f(x) en R es
V_u—V,. Para calcular V_,, se toma la sucesion estandar y se evaltia en v = —u
lo cual nos da la sucesion de niumeros reales

13615 93,228
40045, — 42 b
{540045, ~79375, —4263,75, ~ e

2

que tiene tres cambios de signo. De la misma manera, la sucesion para V), es

—13655 93,228
540315, 79385, —4466,25 -
{ ’ ) 1<ty 16 ’ (101)2 }

la cual tiene sélo un cambio de signo. Por lo tanto, V_,, =V, =3-1=2. A
continuacion se ilustra la grifica dey = z* + 1222 + 52 — 9 :
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o

f(x)

-50 —
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