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Introducciéon

Desde hace ya muchisimos anos, la probabilidad ha estado indiscutible-
mente ligada al analisis. Para muchas personas, esta relacion podria parecer
mucho mas provechosa para la probabilidad que para el anélisis. En efec-
to, es imposible pensar en comprender temas de probabilidad avanzada sin
elementos como la teoria de la medida, por dar un ejemplo. La motiva-
cién inicial de esta tesis era hacer un trabajo que incluyera ambas areas.
El tema escogido finalmente superd mis expectativas, ya que no solamente
cumplié con el requisito de tener elementos tanto de probabilidad como
de andlisis, sino que me introdujo en un mundo que yo no conocia. Des-
cubri que no solamente la probabilidad se apoya en el andlisis, sino que
existe una fuerte corriente que demuestra resultados de analisis utilizando
teoria de probabilidad. En este trabajo, nos enfocamos en resultados de
analisis armoénico, drea que resulté nueva para mi y que despertd en mi un
gran interés.

En el primer capitulo, planteamos el Problema de Dirichlet y hacemos
lo necesario para resolverlo. En el segundo capitulo, definimos la Funcién
Maximal de Hardy-Littlewood, demostramos las desigualdades débil (1,1)
y fuerte (00, 00) que cumple, y terminamos demostrando algunos resulta-
dos sobre aproximaciones a la identidad. En el tercer capitulo, definimos la
Transformada de Hilbert y demuestramos lo analogo a lo hecho en el capitu-
lo 2, aunque la técnica es muy diferente. En el cuarto capitulo, (apéndice),
profundizamos un poco en la teoria del Anélisis de Fourier, y demostramos
las desigualdades de Doob, las cuales me parece que son ilustrativas, dada
su importancia en el trabajo. Por tltimo, damos una muy breve e intuitiva
introduccién a la férmula de 1t6. Todo esto lo hacemos usando herramientas
tanto de andlisis arménico clasico, tales como la Transformada de Fourier;
como herramientas avanzadas de probabilidad, por ejemplo la Propiedad

Fuerte de Markov o la férmula de 1to.



Notacion

Ahora, aclaramos cuestiones de notacién que usaremos en el trabajo.
Dado un proceso estocastico X;, representamos la probabilidad condicional
P[A| Xy = z| como P?[A]. P*[X; € dt] puede parecer extrano para quien
no esté familiarizado con esta notacion, pero es simplemente la funcion de
densidad de la posicién de X;. Es decir, [,P*[X, € dt] = P*[X, € E]. En
general, aunque no se especifique, X; sera un movimiento Browniano en
R? y 7p o 7(D) seré el tiempo de salida de un cierto dominio D, donde
con dominio nos referimos simplemente a una regién o subconjunto del
espacio en el cual trabajemos. De igual forma, T4 es la primera vez que el
Browniano entra al conjunto A. A la esperanza tomada sobre un conjunto
A la escribimos de la siguiente forma: [, 2P[X € dz] = E[X; A].

| - | denotara la medida de Lebesgue. A lo largo del trabajo, ¢ signifi-
cara una constante. Para la mayoria de nuestros resultados no nos importa
en realidad cudl es la constante sino sélo el hecho de que lo es, asi que
serdn comunes expresiones del tipo 2¢ = ¢ 0 2+¢ = ¢. En general, [ signifi-
card [o,. Q2 serd el espacio de funciones continuas de [0, c0) en R% 0 en R4+,
y hard el papel de espacio muestral para nosotros. w sera un elemento de ).
C}. es el conjunto de funciones continuas, con derivada continua y soporte
compacto de R? en R. T4(z) es la funcién que vale 1 en el dominio A y 0
en cualquier otro lugar, en andlisis se conoce como funcién caracteristica,

y en probabilidad como funcién indicadora.



Capitulo 1

El problema de Dirichlet

El problema de Dirichlet consiste en, dada una funcién f continua en
la frontera de un dominio D, encontrar una funcién w, arménica en D,
continua en D y que coincida con f en dD. El problema fue resuelto por el
mismo Dirichlet en el siglo XIX, usando argumentos fisicos. Algunos anos
después se encontré un error en la prueba, y en 1900 Hilbert dio la primera
demostracion rigurosa. En el analisis clasico, la soluciéon al problema de
Dirichlet es la convolucion de f con el nticleo de Poisson. Aqui, daremos
primero una solucién en la cual vemos a u como una esperanza, y después

veremos la equivalencia entre ambas soluciones.

1.1. Funciones armonicas

Definicién 1.1. Sea D un dominio en R?. Una funcién h es armonica en
D si h es localmente integrable y para todo x € D y todo r <dist(z, D)

se cumple

1
hz) = W/B(w) h(y)dy. (1.1)

A esta propiedad se le llama propiedad del promedio.

Definicién 1.2. Sean v, u funciones de R? en R. Decimos que v(z,y) es

conjugada arménica de u(z, y) si v es armonica y se satisfacen las ecuaciones

>



de Cauchy-Riemann:

ou_on
oxr Oy
ou_ o
oy Oz

En realidad, usaremos las conjugadas armonicas en el Capitulo 3, pero

la definicién queda bien aqui.

Proposiciéon 1.1. Sea h localmente acotada, localmente integrable y o,-

medible. h es armdnica si y solo si para todo x € D y todo r <dist(x,0D)
ha)= [ bt y)onldy) (12)
dB(0,r)

donde o, es la medida normalizada de superficie en 0B(0,r).

Demostracion. Supongamos primero (1.2). Sin pérdida de generalidad, su-

pongamos x = 0. Cambiando a coordenadas polares,

i,
_ h(y)dy
B0 Joar Y
:Td|B()1|/ /6303 y)os(dy)|0B(0, s)|ds

= _d/ / y)o(dy)s*ds. (1.3)
0B(0,s)

La tltima igualdad se sigue de la siguiente relacién conocida: V; = rA,_1/d,
donde V; y A;_1 son, respectivamente, el volumen y el area de la superficie
de la esfera en R de radio r.

Por hipdtesis,

y)dy = dr~ /hOSd_ldSZhO,
B0 o | O = O

y entonces h es armonica.



Por otra parte, si h es arménica, entonces por (1.3) tenemos

—d/ / y)o(dy)s*ds. (1.4)
0B(0,s)

La integrabilidad local, junto con (1.1), nos dice que h es acotada en subcon-
juntos compactos de D. Veamos esto con mas detalle. Sea K C D compacto,
seae>0ysea K' = KU{x € D :d(z,K) < e}. Claramente K’ es com-
pacto, y como h es localmente integrable, tenemos ¢ = [, [h(y)|dy < co.
Ahora, sea x € K,y 0 = %e. Por definicién de funcién armonica,

1
M@l = 15w /m’“ ”y‘ |BO<5|/M )ldy
1 . /
< 1B(0.0)] /s [h(y)|dy < diam(K')c,

y esto tltimo es independiente de la eleccién de x, por lo que h es acotada en

compactos. Por el Teorema de Convergen(na Dominada, dada una sucesion

n—oo

x, — x en D, tenemos lim h(z,) = | / y)dy, es decir, h es
CC T'

continua en subconjuntos compactos de D y por lo tanto continua en D.
Si definimos ¢ como la medida de superficie usual en R?, tenemos
1
b)) = | hotay
/83(0,5) s4=1(0B(0,1)) 9B(0,s)
1

_ o (0B(0.1) /Rd h(y)LaBo,s) (y)o(dy).

Sea (s,) C D una sucesién que converge a s. La continuidad de h nos

permite usar el Teorema de Convergencia Dominada, por lo que

, 1
tin e [ om0 )l

— Sdlo—(alB(O 1) /Rd h(y)on(o.s) (y)o(dy),

lo que nos dice que la integral interior en (1.4) es una funcién continua de

s. Derivando en ambos lados con respecto a r,

drd_lh(()) = d/ h(y)ar(dy)rd_1
OB(0,r)

de donde se sigue (1.2). O



Proposicién 1.2. Si h es armonica en D, entonces h es C* en D.

Demostracion. Sean x € D,y r <dist(z,0D)/4. Ademds, sea y € D tal
que |r — y| < r/4. Primero notamos que B(y,r) C B(z,r + |r —y|) v
B(z,r — |z — y|) C B(y,r). De ahi se concluye que B(y,r)AB(x,r) C
B(z,r+ |z —y|)\B(x,r — |z — y|), donde A es la diferencia simétrica entre

dos conjuntos. Por lo tanto,
By, r)AB(w,7)| < c((r + |z —y[)* = (r = [& = y)?) < e’ Mo —yl.

La ultima desigualdad se debe a que |z — y| < .

Ih(y) - h(z)| = Eﬁ%ﬂﬂl@mh@mz‘lgwh“”4

1
< —( / h(z)dz
|B(07 T)' B(y,r)AB(x,r)

< W g e
r z€B(z,51/4)

(1.5)

Esto nos dice que h es una funcion localmente Lipschitz. Es conocido que
esta propiedad implica que f es absolutamente continua. Luego, el Teore-
ma Fundamental del Célculo para integrales de Lebesgue nos dice que las
derivadas parciales de h existen casi en todas partes. Ademas, la propiedad
de ser Lipschitz nos dice que para toda x € D existe ¢ > 0 tal que para

% < ¢. De esto ultimo se sigue que las

y suficientemente cercana,
derivadas son acotadas.

Sea e; el vector unitario en la i-ésima direccion. Definimos

h(z — ee;) — h(x)

k(x) = . Como h es arménica, un sencillo cambio de
variable nos lleva a que
h(z — ee;) — h(z) _ 1 h(z — ee;) — h<z)dz, (1.6)
€ ’B<O,T‘)’ B(z,r) €

es decir las funciones k. son armonicas. Por (1.5),

k(@) — k() < 224 s 2, (L.7)

r z€B(z,51/4)



Para € suficientemente pequena, podemos volver a usar (1.5), y el lado de-

—yl sup  |h(2)|, que no depende
r z€B(x,10r/4)
de e. Eso significa que la familia de funciones {k.} es equicontinua en z.

recho de (1.7) queda acotado por ¢ [z

Como z era un punto arbitrario de D, la famiilia {k.} es equicontinua en
D. Como lim,_o k.(x) = (Oh/0z;)(x) casi para toda x, por el teorema de
Arzela-Ascoli, tenemos que el limite existe para toda x, que es continuo en
x 'y que la convergencia es uniforme. Cuando € — 0, (1.6) se convierte en
oh 1 oh

) = By e

de donde podemos ver que las derivadas parciales de h también son armoni-
cas (y por lo tanto continuas) en B(z,dist(z,0D)/4) para toda z € D. El

resultado se obtiene por induccién. O

Proposicién 1.3. P*(X,, . € dy) es una medida de superficie normali-
zada en OB(x,1)

Demostracion. Sea C' un subconjunto de Borel de dB(0,r), y sea A una
matriz ortogonal. Por la invarianza bajo rotaciones y traslaciones del mo-

vimiento Browniano, tenemos

P*(X

TB(z,r)

€C) = P'X

TB(0,r)

= P'(Xr,, € AHC —2) =P"(X

TB(0,r TB(z,r

€ (€~ ) = P(AX oy, € (C —2))

| € A0,
de donde concluimos lo que queremos, puesto que la probabilidad de que
el Browniano salga de la bola por primera vez pasando por algin punto

de C o por algtin punto de A71C, es decir, un conjunto “igual” a C' es la

misma. 0
Proposicién 1.4. Si h es armonica en D, entonces Ah =0 en D.

Demostracion. Supongamos Ah(xg) > 0 para alguna xg € D. Sin pérdida
de generalidad, supongamos xy = 0. Como h es C*, existe r <dist(0,0D)/2
tal que Ah > 0 en B(0,7). Por la férmula de Ito!,

1 [tAT(BON)
h(Xinr(B(0,))) — M Xo) = martingala + 5/ Ah(X,)ds.
0

Lyer apéndice



Calculando la esperanza con respecto a P, y haciendo t — oo, obtenemos

| rBOm)
E°h(X(B(0.)) — h(0) = §]E0/0 Ah(Xs)ds > 0.

Por la Proposicién 1.3, el lado izquierdo es f[)B(O,r) h(y)o,(dy) —h(0). Como
h es armonica, la Proposicién 1.1 nos dice que eso vale 0, que es una con-
tradiccién. Analogamente, Ah(0) < 0 nos lleva a una contradiccién, por lo
que Ah = 0. O]

El resultado inverso es el siguiente.
Proposicién 1.5. Si h es C? y Ah =0 en D, entonces h es armdnica.

Demostracion. Por la férmula de 1t6, h(Xiar(B(0,))) — h(Xo) es una mar-
tingala. Calculamos la esperanza con respecto a P* y dejamos t — co. Nos
queda E*h(X;(p(,r)) — h(x) = 0. Por la Proposicién 1.1 y la Proposicién

1.3, h es armonica. O
Enunciamos la propiedad que acabamos de encontrar como corolario.
Corolario 1.1. Si h es armdnica, entonces h(Xn,) es una martingala.

Demostracion. Por la férmula de 1t6, h(Xiar,) — h(X() es una martingala,
y es facil ver que su esperanza es 0. Si definimos M; = h(X;n., ), tenemos

que E*M, = E*M,, por lo que M, es martingala. O

Teorema 1.1 (Principio del Méximo). Si D es un dominio acotado, h es
armdnica en D y continua en D, entonces

sup h = sup h.

D oD
Demostracion. Sea x € D. Como h es continua en D v D es compacto, h
es acotada en D. De nuevo por la férmula de It6, h(Xipr,) — h(Xo) es una
martingala. Calculando la esperanza con respecto a P?, dejando ¢t — oo

y usando el Teorema de Convergencia Dominada (aqui usamos que h es

acotada), vemos que
h(z) = Eh(X,,).

10



Como X,, € 0D, entonces h(X,,) < supyp h, de donde se sigue h(z) <
supgp h para toda x € D, por lo que supy h < supyp h. La otra desigualdad

es trivial. O]

1.2. Puntos Regulares

Definicién 1.3. Un punto y es regular para un conjunto A si PY(Ty =
0)=1.

Recordemos que T4 es el tiempo de llegada del Browniano al conjunto

A.

Definicién 1.4. Una funcién f es semicontinua por abajo si el conjunto
{z: f(x) > a} es abierto para toda a € R.

Observemos que si f es continua, entonces es semicontinua por abajo; y
que si tenemos una sucesion creciente de semicontinuas que convergen a una
funcion, entonces esta funcién también es semicontinua. Ambas afirmacio-
nes se demuestran facilmente usando el hecho de que una unién arbitraria

de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
Proposicién 1.6. La funcion x — P*(1p < t) es semicontinua por abajo.
Demostracion. Sea 0 < s < t,y sea p(xr) =P*(tp <t—s).

ws(x) = PY(X, € D%u e [s,t]) = E"[(w){wx,eDeuclsq}]

= E° [EXS [H(w){w:XUEDC7u€[s,t]}H = K" [EXS [H(W){w:mgt—s}]]

= E°[PY(rp <t —s)] = E"p(Xj)

= [ elu)ems) ¥ exp{(e — y) 25}y
Sabemos que el argumento dentro de la integral es una funcién acotada y
continua en z, por lo que el Teorema de Convergencia Dominada nos dice

que wg(x) es continua. Ademads, ws(x) T P*(7p < t) cuando s — 0, y por

la observacién anterior, esta ultima funcién es semicontinua por abajo. [

11



Corolario 1.2. Sea y € D regular para D¢. Si (x,) C D converge a y,
entonces para toda t > 0

lim P (1p < t) = 1.
Demostracion. Sea ¢ > 0. Por la proposicién anterior, {x : P*(rp < t) >
1—€} es abierto. Como y es regular, PY(rp < t) = 1, por lo que y pertenece
a ese conjunto abierto. Entonces, para n suficientemente grande, P*»(7p <

t) > 1 —e. Y como € es arbitraria, eso prueba el resultado. O

Proposicién 1.7. Sea f acotada y continua en 0D. Sea y € 0D requ-

lar para D¢, y sea {x,} una sucesion en D que converge a y. Entonces,
E™ f(X:,) — f(y)

Demostracion. Primero, demostraremos que para toda d > 0,

lim P* (X, € B(y,9)) = 1. (1.8)

n—oo

Sea € > 0. Sea t > 0 suficientemente pequeiio tal que P°(sup,, | X,| >
d/2) < e. Para n suficientemente grande, tenemos |z, — y| < §/2. Por el
Corolario 2, P*(1p < t) > 1 — e. Entonces,

P™(X,, € B(y,6)) > P (rp <t,sup|Xs;—x,| <0/2)
s<t

v

B (rp < 1) — P(sup | X.| > §/2)

s<t
> (1—¢) —e

La penultima desigualdad se sigue de recordar que P(A, B) = P(A\B°¢) >
P(A) — P(B°), y por la invarianza bajo traslaciones del Browniano. Eso
implica (1.8). Ahora, como f es continua, existe & > 0 tal que | f(z)—f(y)| <
esi|z—y| <d,z€dD.

+ E™[f(Xrp); Xy, ¢ Bly,0)).2 (1.9)

El segundo sumando estd acotado por || f||lP** (X, ), y ya que f es acota-

da, esto tltimo tiende a 0 cuando n — oo por (1.8). Por otra parte, gracias

2Ver definicién de E[X; A] en Preliminares.

12



a la continuidad de f,

B [f(X7p); Xy € Bly, 0)] — f(y)P* (X7, € B(y,0))]
< P™(X,, € B(y,0)). (1.10)

Por (1.8), (1.9) y (1.10), tenemos el resultado. O

1.3. EIl problema de Dirichlet

Ahora, veremos que la regularidad juega un papel fundamental en la
resolucion del problema de Dirichlet.

Antes de demostrar el teorema, necesitamos unas tultimas observacio-
nes. Primero, vamos a definir los operadores shift. Si {2 es el conjunto
de trayectorias continuas de [0,00) en R? definimos #; : Q — Q como
01 (w)(s) = w(t+ s) para w € Q. Nos podemos imaginar que lo que hace un
operador shift es tomar una trayectoria, eliminar la imagen del intervalo
[0,t) y “pegar” el resto de forma que la nueva trayectoria comience en don-
de se encontraba la original al tiempo ¢ y después siga el mismo recorrido.
En particular, nos va a interesar que X, o 6, = X,,;,. Veamos por qué es

cierto esto.
X500 (w) = X(0;(w)) = 0i(w(s)) =w(s+1) = Xepe(w).

Acabamos de usar dos veces el hecho de que X;(w) = w(t). Si T es un
tiempo de paro, definimos 07 (w)(s) = w(T'(w) + s). Analogamente a lo que
hicimos arriba, X; o 0p(w) = Xpe)+¢(w).

Dado un dominio abierto D, f una funcién continua en su frontera, y
u(z) =E*f(X,,),sean z € D, 0 <dist(xz,0D),y S = inf{t: X; ¢ B(z,9)}.
Sea w una trayectoria continua que empieza en x y sigue hasta llegar a la
frontera de D. fg(w) es el segmento de esa trayectoria desde que sale por
primera vez de la bola con radio ¢ hasta que sale de D. Es claro que la
trayectoria corta y la larga salen de D en el mismo lugar, eso nos dice que
X, 005 = X,,,y por lo tanto también es cierto f(X,,) o 0s = f(X,,).

Ahora, hacemos un paréntesis para enunciar la propiedad fuerte de Markov.

13



Teorema 1.2 (Propiedad Fuerte de Markov). Sean Y una variable aleato-

ria acotada y Fso-medible; y X; un movimiento Browniano, entonces
E” [Y o 07| Fr] = EXT[Y]
casi sequramente en (T < 00).

Entonces, usando el Teorema 1.2 y la observacion que acabamos de

hacer,

u(z) = E*f(X,) = E*[E*[f(X:,)| Fs]]
= E'[E°[f(Xp) 0 05| Fs]] = E*[E*S f(X,,)]
= E'u(Xg). (1.11)

Sabemos que la distribuciéon de Xg es uniforme, y la igualdad anterior
nos dice que u(z) es el promedio de sus valores sobre las bolas centradas
en z. Es decir que intuitivamente podemos decir que u es armonica. En la

siguiente proposiciéon lo veremos formalmente.

Teorema 1.3. Sea D un dominio acotado tal que cada punto de su frontera
es reqular para D¢. Sea f continua en O0D. Fxiste una unica funcion u
armonica en D, continua en D y que coincide con f en OD. u estd dada

por la siguiente formula:
u(z) =E*f(X(7p)). (1.12)

Demostracion. Para probar la unicidad, supongamos que hay dos solucio-
nes u; y us. Como ambas son armoénicas, su diferencia u; — uy también
es armonica en D, y vale 0 en la frontera. Por el Principio del Maxi-

o (Teorema 1.1), u; — us < 0 en D, y andlogamente us — u; < 0 en
D. De ahi concluimos la unicidad. Sea u(zx) = E*f(X(7p)). Por (1.11),
u(z) = ]Ezu(X (B(z,r))) si r <dist(x,0D). Por la Proposicién 1.3, u(z) =
faB (@) o(dy), y por la Proposicién 1.1, u es arménica en D. Por tltimo,
sea x, una sucesion en D que converge a y € dD. Por la Proposicién 1.7,

u(x,) — f(y), y esto concluye la demostracion. O
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Ahora, probaremos un resultado conocido que vamos a necesitar.

Proposiciéon 1.8. Sea X; un movimiento Browniano. Entonces, My =

exp{—0X; — $%t/2} es una martingala para todo (3 > 0.

Demostracion. Sea 0 < s < t. Por las propiedades basicas del Browniano,
X;— X se distribuye igual que X;_;, y esto ultimo es una variable aleatoria

normal (0,7 — s). Por lo tanto,

E[M|F)] = Ele X2 F]
efﬁXs7525/267,32(tfs)/Q]E[ef,BXt_s

Fi
o~ BXo—B%5/2,~ 0 (t=5) /2 ,B%(t=5)/2

= M;.

La peniltima igualdad se obtiene usando la funcién generadora de momen-

tos de la normal. OJ

En la siguiente prueba y en el siguiente capitulo usaremos la transfor-
mada de Fourier. A continuaciéon daremos una breve introduccién con lo

absolutamente necesario para ilustrar su uso.

Definicién 1.5. Sea f una funcién integrable de R? en C. La transformada

de Fourier de f es

7o) = / " fa)e .

Cabe mencionar que hay diferentes definiciones de la transformada de
Fourier. Las mas comunes en el analisis armoénico son la recién mencionada y
Fle) = [ f(@)e * 8 dx. Por otra parte, en probabilidad se usa la funcién
caracteristica de una variable aleatoria X, E[e"X], que es la transformada
de Fourier de la funcién de densidad de X si definimos a la transformada
de Fourier como f(f) = f_oooo f(x)e dx. Todas las propiedades importan-

tes de la transformada se preservan al hacer el cambio entre las diferentes
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definiciones, ya que sélo difieren en una constante. Esto hara que los re-
sultados también difieran por constantes, pero que para nuestro propdsito
son lo mismo. En el futuro, nos referiremos a las definiciones como primera,

segunda y tercera definicion, respectivamente.

Proposicién 1.9. Sean f,g € L'. Sus transformadas de Fourier f (segiin

la primera definicion) cumplen las siguientes propiedades.

(a) Txg=1g.

(b) Si fjf, g—i € L' para toda j, entonces <§7f]>(§) = zfjf(gj)
(c) Si f €L, entonces f(x) = Jan Fle)esde.

El dltimo inciso se conoce como férmula de inversiéon. Las demostracio-
nes de estas propiedades las daremos en el Apéndice.

En la siguiente proposicién usamos la transformada de Fourier en L2
La construccion de ésta y la demostracién de la proposicion las daremos en
el Apéndice.

Proposicién 1.10 (Identidad de Plancherel). La transformada de Fourier

es una isometria en L*. Es decir, dada f € L?, entonces

£l = 11 Fll2-

En realidad, la igualdad se da sdlo si escogemos la segunda definicién de
la transformada de Fourier, usando cualquiera de las dos restantes tenemos
una constante de alguno de los dos lados. Mas adelante, cuando usemos la
identidad de Plancherel, escribiremos la constante, pero la propiedad de ser
isometria es algo interesante que vale la pena mencionar. *

El siguiente lema también lo demostramos en el Apéndice:

Lema 1.1. Para toda o > 0 tenemos

—27|y|la ,—2mity — o
/e e dy cd(a2—|—|t|2)(d+1)/2'
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Ahora, enunciamos otro teorema clasico de procesos estocasticos, cuya

demostracion se puede encontrar en muchos lugares, por ejemplo en [Bass].

Teorema 1.4 (Teorema de Paro Opcional de Doob). Sea M; una martin-

gala continua por la derecha, y sea T un tiempo de paro acotado por K,
entonces E[Mry| = E[My| = E[My).

Por fin estamos en condiciones de demostrar la ultima proposicion del
capitulo. Esta es especialmente importante, ya que va a ser uno de los
principales puentes entre la parte probabilistica y la parte analitica de este

trabajo.

Proposicién 1.11. Sea D el semiespacio superior en R:. Sea P(z,7) =
Zd

— —, donde T = (x1,...,24-1),9 = (Y1, -, Ya—1) Y Cq €S una
| —§* +3)2
constante tal que faD P(z,y)dy = 1. Entonces,

Cd<

P X7, € dy) = P(z,y)dy. (1.13)
P(z,y) es conocido como el nicleo de Poisson para el semiespacio D.

Demostracion. La invarianza bajo traslaciones del Movimiento Browniano
nos permite suponer £ = 0. Queremos calcular la funcién caracteristica
(transformada de Fourier) de X, . Sea u € R, Notemos que 7p depende
unicamente de X, la tltima coordenada de X;, que a su vez es indepen-
diente de X, = (Xty, - Xty ), y recordemos que la funcién caracteristica
de la normal (0,1) es e=**/2, lo que implica E° [emxf} = ¢ 1v#/2_ Con todo

esto en mente,
E® [ei“'XTD] = ]E“’[E[ei“')zt\rp € dt]] = E* [/ e Xy € dt} (1.14)
0

— / E*[eXPY (X, € dt) = / e MPpT(X € dt)
0 0

x[zf]
= [E% |7 2P|,

Por la Proposicién 1.8, sabemos que para todo 5 > 0, M; = exp{—(X;,—
(3%t/2} es una martingala. De este hecho, y usando el Teorema de Paro Op-

cional (por definicién, ¢t ATp estd acotado por t), se sigue que E*@ [Mn,, | =
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e P4, Es claro que M., estd acotada por abajo por 0 y por arriba por 1,
por lo que, usando el Teorema de Convergencia Dominada, y notando que

X

7, = 0, cuando t — oo tenemos

e~Ped = ETa[M, ] = E [exp{—ﬁXTDd ~ B /2}}
= E™ [exp{—*7p/2}]. (1.15)

w 2
Sustituyendo 3 = |u|, obtenemos e~ l¥7¢ = E? [6—%713} .

En resumen, PT_’L'E) = e ll7a, Usando el Lema 1.1y la férmula de inversién,
y haciendo un cambio de variable, obtenemos nuestro resultado de forma
inmediata. Cabe notar que en la demostracién del Lema 1.1 y € R?, pero
en esta demostracién § € R?!, por lo que el exponente del denominador
del ntcleo de Poisson es d/2. ]
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Capitulo 2

La funciéon maximal de
Hardy-Littlewood

2.1. La funcién maximal de Hardy-Littlewood

Sean D = R x [0,00), X; un movimiento Browniano d-dimensional y
Y; un movimiento Browniano 1-dimensional. Definimos Z; = (X, Y}), v sea
7 el tiempo de salida de D de Z;. Sea f : R? — R una funcién en LP.

Definimos la extensién arménica de f como u(z) = E*[f(X;)]. Como
vimos en el capitulo anterior, u es la solucién al problema de Dirichlet en

D, y por la Proposicién 1.11, podemos escribir a u de la siguiente forma:
u(z) =u(z,y) = Py f(z /f (x —v)dv,
donde Py(x) :P((xlvaa"' yLdy Y )76)

(y? +!x\)2

Notemos que acabamos de escribir al niicleo de Poisson diferente a como
habiamos hecho antes, usaremos ambas formas dependiendo de qué quera-
mos enfatizar.

A continuacion enunciamos la Desigualdad de Harnack, la demostracion

se puede revisar en [Bass].

Teorema 2.1 (Desigualdad de Harnack). Sean 0 < r < R. Eziste ¢ > 0
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tal que si u es una funcion armonica no negativa en B(0, R), para todos

x,y € B(0,r) se cumple u(z) < cu(y).

Sea D un dominio y sea X; un movimiento Browniano que se detiene
al salir de D. Sea h una funciéon armonica positiva en D. Ya vimos que
h(Xiarp) €s una martingala. Definimos M; = h(X¢n-,)/h(Xo), que también

es una martingala positiva y continua.

Definicién 2.1. Sea A € F;. La transformada de h-trayectoria del movi-

miento Browniano es
Py(A) = E” [My; A]. (2.1)

Es claro que M, = 1, esto implica que P¥(Q) = E*[M,] = E*[M,] = 1.
Ademas, el hecho de que M, sea positiva y de que calculemos P} integrando
sobre A nos dice que P} es o-aditiva. También es claro que PZ(()) = 0. En
resumen, P} es una medida de probabilidad.

En particular, para z fijo, P((t1,t2, -+ ,t4,9),2) = P,(t — z) es una
funcién arménica, que va a hacer el papel de h para nosotros. Para ver que

es armoénica, lo mas facil es calcular el laplaciano. Por ejemplo, para w = 0
. . Y 0?
dimensién 2, tenemos P((t,y),0) = c=———=. Entonces, — P((t,y),0) =
y ((1).0) = ey S P((t,9),0)

6ty — 29° 0? —6t2y + 293
c R y ay2P((t, y),0) = CW, y la suma es claramente

0. El caso general no es dificil pero si més laborioso, y no aporta mucho

al trabajo, asi que no lo haremos aqui. Por simplicidad, en vez de ]P’}@( )

2

escribiremos P?. También por conveniencia de notacién, usaremos h,(t, y)
P,(t — ).
La demostracion de la siguiente proposicién tampoco la haremos aqui,

se puede encontrar en [Bass].

Proposicién 2.1. Si A € F., entonces

/ P=(A)P™ (X, € dz) = P™(X, € B; A). (2.2)
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Aqui, P(E; F) significa P(E N F). Por lo tanto, si del lado derecho
escribimos P* (X, € B), podemos cambiar el = por un <. Haremos uso de
esto en la siguiente proposicion, cuando nos referamos a la Proposicion 2.1.

Y, por iltimo, introducimos las siguientes definiciones para x € D. Sea
b> 0.

Sean

Cy(z) = {(w,y) € D Jw — x| < by},

Ny(f)(x) = sup Ju(z)],

2Cy(x)
N () = sup{[u(w, y)] : (w,y) € Cy(x),y < A}, (2.3)
Up = u(Zirr),
U* = sup |Uy].

t<t

El conjunto Cy(z) es un cono con vértice en x y apertura b. A Ny(f)(z)

se le conoce como la funciéon maximal no tangencial sobre el cono Cy(x).

Proposicién 2.2. Dados A,R > 0, y f > 0, existen ¢, que no depende
de A ni de R; y so, que depende de A y R, tales que si A > 0 y s > s,
entonces

A
{x: Ng“(f)(a:) > AN B(0,R)| < csdP(O’s)(U* > 5) (2.4)
Demostracion. Primero, mostraremos que, para s suficientemente grande,

A
NAH) () > A |z < R = PO (U* > 7))z e (2.5)
Supongamos N/ (f)(x) > X para algtin |z| < R. Entonces, existe (w,y) €
Cy(z) tal que u(w,y) > Ay y < A. Como u es arménica, también es

continua, y existe B’, una bola alrededor de (w, y) tal que B’ C Cy(z) y u >
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2 en B’ (Es fécil ver de la definicién de Cy(z) que es un conjunto abierto).
Luego, la desigualdad de Harnack nos dice que existe una segunda bola
B, C B’ de radio cy alrededor de (w,y) tal que para todo v € B, u(v) <
cu(w,y), usando que u es no negativa y armonica.

Sea S, = inf{t : ¥; <y}. Como S, < 7, tenemos

PO Ty, < 7) > PO9)(Zs, € B,). (2.6)

Es decir, si la primera vez que la ultima coordenada del Browniano es menor
o igual a y ocurre cuando el Browniando se encuentra dentro de la bola B,
entonces cuando entrd a la bola ain no habia salido de D. Por definicion
de P el lado derecho es

ch,((w, 5 —
> M/ . (2.7)
BynoH, (|22 +|s —y|?) 2

donde H, = R?x[y, 00). Para obtener la desigualdad, usamos la desigualdad

de Harnack, y el hecho de que la distribucion de Z, esta dada por el nicleo

de Poisson (Proposicion 1.11).
Recordamos que h,(0,s) = P;(0 —x) =

%, que tiende a %

x S

— c

cuando s — 0o. Ademss, slirglo e +S’ Y |2)ﬂ =
z S—y 2

Como (w,y) € Cy(x), entonces 0 < |w — z| < by, y por lo tanto,

Cdy Cdy c
he((w,y)) = P,(w —x) = > = —. (2.8)
Y como el volumen de B, N 9H, es cy?, tenemos finalmente
—d

PO(Ty, < 1) > %cs’dcyd =c (2.9)
cs™
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para s suficientemente grande. Luego, como v > A/2 en By, Tp, < T,
entonces U* > \/2, y combinando con (2.9) obtenemos (2.5).
Por tltimo, sea £ = {z : N2(f)(z) > A\}. Por la Proposicién 2.1,

SdP(O’S)(U* = )\/2> > / SdP:(BO’S)(U* > )\/2)1@(0’5)(‘)(7_ c dx)
B(0,R)NE

> c/ sPO (X, € da)
B(0,R)NE

d+1

. / (2 1)y
B(0,R)NE

Z C/ Sd+1/8d+1dy
B(0,R)NE

= ¢|B(0,R)N E|,

que es lo que queriamos probar. La segunda desigualdad se debe a (2.5),
y en la primera igualdad usamos nuevamente el nicleo de Poisson. Antes
habiamos pedido un s “suficientemente grande”. Si lo pedimos en particular

mayor que R, podemos usar s > y en la tultima desigualdad. O

Ahora estamos listos para definir la funciéon maximal de Hardy-Littlewood

y demostrar el teorema principal de esta seccion.

Definicién 2.2. Sea f : R — R localmente integrable. La funcién

1

M) = sup o /B RIS

es llamada la funcién maximal de Hardy-Littlewood.

Observemos que, si |t| < y, entonces P,(t) > cy~?, y como el volumen
de B(0,y) es cy~¢, tenemos
c

Py(t) = mﬂB(o,y)(t)- (2.10)

Definicién 2.3. Sean (X, u) y (Y, v) espacios de medida, y sea 7" un ope-
rador de LP(X, uu) en el espacio de funciones medibles de Y en C. Decimos

que T es débil (p, q),q < oo, si existe ¢ > 0 tal que

Ay eV 7w > ) < (Ul
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y es fuerte (p,q) si es acotada de LP(X, u) en LYY, v), es decir, si existe
c > 0 tal que

1T Fllq < el fllp-

Las siguientes dos desigualdades serdn demostradas en el apéndice.

Teorema 2.2 (Primera Desigualdad de Doob). Si M; es una martingala,

entonces EIM
P(M; > a) < T2

a

donde M = sup,, |M,| y a > 0.

Teorema 2.3 (Segunda Desigualdad de Doob). Usando la misma notacion

de arriba, si p > 1, existe ¢ que depende unicamente de p, tal que
E(M;)? < cE|M|P.

Teorema 2.4. Sea f localmente integrable, y sea M f como arriba. Enton-

ces

(o) I Msz) > 2y < 0

(b) Si1<p< oo, entonces [|Mf|l, < cpll f[p-
FEs decir, M es débil (1,1) y fuerte (p,p).

Demostracion. Escribiendo f = f* — f~, podemos suponer f > 0. Por el
Corolario 1.1, U; es martingala. Usando la primera desigualdad de Doob,
tenemos

A, 2EO9U;

P(O,s) U+ 2 <
v << E

Combinando con (2.4),

cstEOS) U

[{z: Ni'(f)(@) > A} N B(0, R)| < 3
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para s suficientemente grande. Como u es solucién del problema de Dirich-
let, tenemos U, = f(X;)

Usando una vez més el nicleo de Poisson,

CS

s2 410 —v|?

EOU, —EOf(X) = [ R0~ o= | )]

)

Si s — o0,
csEOA U, cs’ I fl el fl
—> — f— .
h A sd A
Por lo tanto,
el f 1l

{z: Ni'(f)(@) > A} N B(0, R)| <

A

Si A, R — oo, tenemos

o M) > 2y < W

Por (2.10), tenemos M f(z) < e¢Ny(f)(z) (multiplicando por f e integrando
en ambos lados), y de ahi se sigue (a).
Para demostrar (b), primero multiplicamos (2.4) por pA?~! de ambos

lados e integramos sobre A de 0 a co. Entonces,

| ov e N @) > A 0 B0, Ry
0
< / p)\p_lcsdIP(O’s)(U*<%)d)\.
0
(2.11)
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Del lado izquierdo, usando el teorema de Fubini tenemos:

| ov e N () > A0 B0, R
0
= / p)\p_l/ Lea:na () (@y>aydrdA

0 B(0,R)

N (f)(x)
= / / pAP L dNdx
B(0,R) Jo

- /B L@
| (2.12)

Por otra parte, del lado derecho:
[e.e] )\ oo
/ AP Les PO (U < P = cs* / ECIT s j2)pAP LA
0 0

2U*

= csdIE(O’S)/ pAP LA\
0

= cs"EOH (TP,

Resumiendo, tenemos
| s < B0y,
B(0,R)

Por la segunda desigualdad de Doob, el lado derecho esta acotado por
cs?E0)|U.|P. Andlogamente a lo que hicimos para demostrar (a), esto tlti-
mo converge a c||f||? cuando s tiende a co. Luego, si R — ooy A — o0,
tenemos || Ny(f)|[5 < c|| f|[5. Por lo tanto, ||[Ny(f)|l, < ¢cllfllp, y usando una
vez mas que M f(x) < eNy(f)(z) llegamos a (b). O

A continuacién, demostraremos rapidamente la conocida desigualdad
de Chebyshev.

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Chebyshev). SiP[X > 0] = 1, entonces

para toda a > 0 tenemos

P(X > a) < E[X/a]. (2.13)
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Demostracion. P[X > a] = Ell{x>q}] < E[ljx>3X/a] < E[X/al. O

Ahora demostraremos un teorema que surge como corolario del Teorema

2.4. Primero, definimos

1
A f(x) = —— x

para f localmente integrable. Es decir, A, f es el promedio de f sobre la

bola con centro en x y radio r. Y el teorema es el siguiente,
Teorema 2.5.

(a) Sil<p<ooyfelP entonces ||A.f— fll, — 0 cuando r — oo.

(b) Sil <p<ooyf €Ll entonceslim, o A.f = f casi en todas

partes.

Demostracion. Una vez mads, escribimos f = fT — f~ y podemos supo-
ner f > 0. Sea ¢ > 0. Escribimos f = g + h, donde g es continua con
soporte compacto, y h tiene norma p menor que €. Esta descomposicion
existe porque C} es denso en LP. Primero, veamos que A,g converge a g

uniformemente.

Ang(e) — g(z) = m /B oy —gfz)

1
- Fo /B o) gy

ya que como estamos integrando respecto a y, g(x) es constante, y la integral
se cancela con la fraccion. Como ¢ es continua, es claro que esto tltimo
converge puntualmente a 0 cuando y — 0. Y, como el dominio es compacto,
entonces la convergencia es uniforme.

Ya sabiendo eso,

lim s&lp 1A-f = £l
< timsup [[4,.f = Arglly + 1149 = gllp + llg = £l
= lims&lp | AR, + (12,

< [[MAllp + (1]l

IN

ce + €.
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En la dltima desigualdad usamos el Teorema 2.4(b), por lo que la afirmacién
es cierta sélo si p > 1. Y como € es arbitrario, tenemos (a).

La prueba de (b) es parecida. Primero, notemos que si probamos el
resultado para casi toda x en B(0, R) para un R arbitrario, entonces se
cumple para casi toda z en el dominio. Entonces, lo demostraremos para
fIp(o,r). Primero, sabemos que f € LP. Veamos que flIppr € L' Clara-
mente, si p = 1, entonces f € L' y por lo tanto f € L', asi que supongamos
p > 1. Sea g tal que 1/p+ 1/q = 1. Por la desigualdad de Holder,

1 fIsorllt = flsorIs0Rl <[ IB0.R | IIB0.R

q 1/q
< (| 17) <o
B(0,R)

Ahora, sean g y h como antes, y sea ¢ > 0.
{z :limsup |A, f(z) — f(x)] > 0} C {x: Mh(z) >6/2} U{x : |h(z)| > 6/2}.

Esto se debe a que |A, f(z) — f(z)| < |Mh(z)|+ |h(z)], y si esto ultimo es
mayor a 4, entonces al menos uno de los sumandos es mayor a §/2. Usando

el inciso (a) del teorema anterior y la desigualdad de Chebyshev,
{z : lmsup A, f(x) — f(z)| > 0}|

{z: Mh(x) > /2 + [{z : |h(x)] > §/2}]
cl[hll1/0 +2[|hll/0

ce/o.

IN A A

Como € es arbitrario, el lado izquierdo es igual a 0. Y como ¢ es arbitrario,
limsup |A, f(xz) — f(z)| = 0 casi en todas partes. O

2.2. Aproximaciones a la identidad

Por 1ultimo, generalizamos el Teorema 2.5. Primero, sea ¢ una funcion ra-
dialmente simétrica (es decir, dados x1, 7o € R? tales que |z1| = |x5|, enton-
ces ¢(x1) = P(z2)), decreciente como funcién de |z| y con k = [|¢(z)]dz <

3320

oo. Ejemplos de funciones asi pueden ser e~ . Otro ejemplo es el

1422
niicleo de Poisson. Definimos ¢,.(x) = r~%¢(x/r).
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Teorema 2.6.
(a) Si feLlPyl<p<oo, entonces sup,q |f * ¢, (z)| < kM f(z).

(b) Si felr,1<p<ooy [P(x)dx =1, entonces ||f * ¢, — f|l, —

cuando r — 0.

(c) Si felP,1<p<ooy [¢(x)dr=1, entonces lim,_o(f * ¢.)(x) =

f(x) casi en todas partes.

Demostracion. Para probar (a), primero demostraremos | f*¢(0)| < kM f(0).
Como ¢ es radial, podemos suponer que es constante en anillos, es decir,
que existen a3 < as < ... < a, y A > Ay > ... > A, tales que ¢(z) = Ay
en x| <ap,é(r) =A;siai1 < |z] <a;y ¢(x) =0si || > a,. Entonces,

|/ ¢(0)

— | [ #@pota)as]
- |A1/ f+A2/ f+...+An/ fl
B(0,a1) B(0,a2)—B(0,a1) B(0,an)—B(0,an—1)

== [ ey [ e
< [(A1—Az)jB(o,al)y+...+An\B(0,an)ﬂMf(0)

- [Alme, )| + Az|B(0, az) — B(0,a1)| + ...

FALB(0,0,) — B(0, a,0)] | MA(0)

Notamos que la tltima expresién es precisamente [ ¢(z)dxM f(0). Para el
caso general, aproximamos ¢ por funciones ¢, como la de arriba y usamos

convergencia dominada para obtener

|f % ¢(0)] < eMf(0). (2.14)

Ahora,

£00) = [ fv)ontdy = [ $-p)70 (L) dy = [ =rjoz)a:
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la ultima igualdad se obtiene después del cambio de variable y = zr. Defini-
mos f.(z) = f(zr). Entonces, la dltima expresién es f,. x ¢(0), y por (2.14),
esto 1dltimo es menor o igual que cM f,.(0).

Haciendo el mismo cambio de variable que antes,

1
M10) = b 1B(0,t)] 0.4 172(2)1dz

1

= B Sa, N

B i%’MBou/otr v)ldy

= o 5] /Bw,m r(2)ldz

— M)

Por lo tanto,
[ 6,(0)] < eM(0). (2.15)

Ahora, definimos f"(y) = f(r +y).
= /" x¢e(0)] < eMf*(0

esto ultimo por (2.15). Igual que antes,

T — R .
MPO) = s [

; /
= Sup ——— fle+y)ldy
B B0, a1V
1
= sup ——— f(2)|dz
t>0 ‘B(%,t)’ B(a:,t)| ( )|
= Mf(z),

la ultima igualdad haciendo el cambio de variable x +y = z.

Resumiendo, tenemos f * ¢,.(x) < c¢M f(x), que es lo que querfamos.
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Para (b), recordemos que ¢ integra 1, lo que nos permite escribir

£ 6,(x) — fa) = / f(x—y) — f@)]ondy.

Luego, usando la igualdad de arriba y la desigualdad de Jensen,

1o — FI2 < / 16— 1) — FOlEb ) dy
= [ 15— = FOlgeL)

La ultima igualdad se obtiene después de los cambios de variable y = rz
(recordemos que y € R™).

Luego, dado € > 0, una vez mas escribimos f = ¢g + h, donde g
es continua de soporte compacto y ||h]|, < €. Por la continuidad de g,
Mmoo [[f(- =72) = FO)llp = 0, y [|A(- = 7r2) = h()]l, < 2e.

Por lo tanto, limsup ||f * ¢, — f||, < €, y como epsilon es arbitrario,
limsup || f * ¢, — f||, =0, por lo que tenemos (b).

Por 1ltimo, la prueba de (¢) cuando 1 < p < oo es andloga a la del
Teorema 2.5 (b). Antes usdbamos |A, f| < M f por definicién de M f, ahora
tenemos limsup | f* ¢, (z)| < kM f(z) por el inciso (a). Escribimos entonces
a f como g — h, usamos la asociatividad de la convolucién y usamos la
desigualdad de Chebyshev exactamente como hicimos arriba para obtener
el resultado deseado. Ahora hagamos el caso p = oo. Igual que arriba,
sea R arbitrario. Queremos ver que f * ¢,.(x) — f(x) casi en todas partes
dentro de B(0, R). Escribimos f = flp(o2r)+ flp(0,2r)- Como [ es acotada
casi en todas partes(recordemos que f € L*), flgo2r) € L', v ya lo
habiamos demostrado para p < oo, en particular para p = 1. Ahora, sea
h = flpoz2r)- Siz € B(0, R) entonces h(x) = 0, y por lo tanto « € B(0, R)
v |y| < R implican h(x — y) = 0. Por lo tanto, usando este hecho y la
desigualdad de Jensen,

e on@l =] [ na—wpoctmas| < [ ot
1 E

Es claro que || f]|s > ||9]|ss Por lo que el lado derecho es menor o igual a

/ o0 @)y lloo < / H(5) Y oo,
ly|[>R

lyI>R/r
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y esa integral converge a 0 cuando » — 0. La tltima igualdad se sigue del

mismo cambio de variable que hicimos mas arriba. O

Se dice que ¢ es una aproximacién a la identidad debido a que su con-
volucién con f converge a f de diversas formas. La importancia de las
aproximaciones a la identidad radica en que las convoluciones con las que
trabajamos son funciones suaves, y en el andlisis es muy tutil poder apro-
ximar una funcién cualquiera en L” con funciones suaves. Una prueba de

esto se puede encontrar en [Hormander].
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Capitulo 3

La transformada de Hilbert

En este capitulo, trabajermos con f : R — R. Para empezar, defini-
mos la transformada de Hilbert como sigue, por supuesto, cuando el limite

existe.

Hf(zx) = lim = f(x—_y)dy.

=0T ly|>e Yy

Como todos sabemos, 1/y no es integrable, por lo que incluso para
funciones sencillas como f = 1, la integral fe < idy no converge cuando
e — 0. Sin embargo, si aprovechamos el hecho de que i es una funcion
impar en R — {0}, tenemos f|y‘>€ %y = 0 para toda ¢ > 0. La siguiente
proposicion ilustra esta idea.
Proposicién 3.1. Si f € C}, entonces para toda x el siguiente limite
existe,

flz —vy)

lim L2 Dy
O y>e Y

Demostracion. Primero fijemos z. Como f es de soporte compacto, para |y|
suficientemente grande, f(x —y) valdra 0. Veamos que pasa cuando € — 0.

Si ey > €1 > 0, claramente

/ f(fv—y)dy:/ f(x—y)—f(x)dy_
e2>|y|>e1 Yy e2>y|>e1 Yy
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Por el teorema del valor medio, |f(z—vy) — f(z)| < ||f'|l|y|, ¥y por lo tanto

‘/|y|>q f(xy— y)dy_/w@ f(xy—y)dy

_ ‘ / fe=y) .
e2>|y[>er Y

[f(z —y) = f=)]
= Z2>|y|>61 |y| dy

£l [y
e2>y|>e1

< 2(e2 — )|/ o

IN

La igualdad anterior implica que si €, — 0, con €, > 0, entonces
d
( / flz— y)—y) es una sucesion de Cauchy, de donde se sigue la exis-
ly|>e€n Y
tencia de H f(z). O

El siguiente teorema es el analogo al de la funcién maximal de Hardy-

Littlewood, y nuestra meta principal en esta seccion.
Teorema 3.1 (Riesz).
(a) Sil<p<ooyfeCyrNLP, entonces |Hf|, < cpllfllp-
(b) Si f € Ck, entonces |[{z : |Hf(x)| > A} < c|lf]li/\
Es decir, H es fuerte (p,p) y débil (1,1).

Antes de poder demostrar el teorema, necesitamos un par de proposi-

clones.

Proposicién 3.2. Sea f € C}, entonces |Hf(x)| < ¢/(1+ |z|), donde c
depende de f.

Demostracion. Consideremos f € CF y a > 0.

Hf(z) = lim de lim Mdy.(?).l)

e—0 e<|y|<a Yy N—oo a<|y|<N Y
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h’m/ —f(x_y)dy‘ -
=0 e<|y|<a Yy €0 Yy Yy

lfm /€<|y<a F&)-y ydy) _

e—0 Yy

i [ £©i] <20 e

e—0

donde £ es el punto que nos da el teorema del valor medio. Por otra parte,
es claro que el valor absoluto del segundo sumando de (3.1) es acotado,
ya que f es acotada. Ademds, lejos del 0 la funcién 1/y es acotada. En

resumen, existe ¢; > 0 tal que |H f(z)| < ¢; para toda z.

Ahora, haciendo un cambio de variable, vemos que

f(fﬂ—y)d _/ f(y)d
—dy = ——dy.
|

ly|>e Y z—y|>e L Y

Podemos suponer que existe K > 0 tal que el soporte de f es subconjunto
de B(0, K). Ahora, si |z| > 2K y |y| < K, entonces |z —y| > |z| — |y| >
lz| — K > |z| — |z|/2 = |z|/2, por lo que

lim / f() dy’
O Sz—y|>e T Y

2
FW)|dyrr < A o/ le] = e/

|Hf(z)] =

< lim

=0

|lz—y|<e

Si |z| < 2K, entonces % > 1. Por lo que vimos arriba, |H f(z)| < ¢; <
01% =cy/|x|.

Sea ¢y = méax{cs, ¢4 }. Entonces, para toda z, |H f(z)| < ca/|x|.

; ; ; c2tc1 . ;
Ahora, es inmediato que si || < cg/cq, entonces e > cs y s |x| >
o/ ¢y, entonces Clﬂ:r'f‘ > % En resumen, para toda 2 tenemos que |H f(z)| <
ci1tco ¢
T due es lo que queriamos demostrar. O

Corolario 3.1. Hf € L7 para toda ¢ > 1 si f € Ck.

. 1 : .
Demostracion. Es claro que T+ ] es integrable en el dominio compacto,
T
asi como cualquiera de sus potencias. O
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Proposicién 3.3. Sean f € C}, u la extension armdnica de f y v la

extension armonica de H f. Entonces,

lim s(v(0,8))* =0

§—00

s|u(0, s)| < ¢f| flx-

Demostracion. Sean r > 1y s > 0.

[ir@ra=c [|(55)

por lo que ||Py||, < (es*™)7 = ¢s+ L. La segunda igualdad de (3.2) se sigue

7"dy <ecs'77(3.2)

dy = cs' ™"

1—1—y2)

del cambio de variable y = sx, y la desigualdad se da porque la integral
existe para r > 1. Sea ¢ < 2, y sea r tal que % + % = 1. Por la desigualdad
de Holder, |Vo| = |v(0,s)| = |Ps * Hf(0)| < || Psl|-||H fl|4- Por el Corolario
3.1, Hf € LY para toda ¢ > 1. Por lo tanto,

50(0, 57 < sfo(0, )7 < es(51)? = es(s~0- ).

Como ¢ < 2, entonces 1 — 1/r > 1/2, por lo que el exponente de s en la
ultima expresién es negativo. Entonces, el lado derecho tiende a 0 cuando
s — 00, con lo que termina la demostracion.

Veamos ahora la segunda parte:

.l = o [ rena - | [ o

< ¢ / £(2)]dz = || f].

< / f(2)a]

]

Para la siguiente proposicién, definimos H(x) = 1/(72)ljccizpy- El ob-
jetivo de la siguiente proposicién es calcular la transformada de Fourier de
Hf.

~

Proposicién 3.4. Si f € C), entonces f[?(f’) = isgn(&)f(&) casi en todas
partes.
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Demostracion. Primero calculemos H,.. Como 1/x es impar, entonces

o i€x :
H.(¢§) = l/ A %/ —sen(fx)dx.
T Je<la| ¥ T Je<a Z

Para £ = 0, esto ultimo vale 0; y si £ < 0, es igual a

2
s

mos finalmente que

(€)= san(6)> A e

J._,sin(|¢]z)/zdx. Y haciendo un sencillo cambio de variable, obtene-

™ T

Es un hecho conocido 3 que esta tltima integral converge de forma
acotada a 7/2 cuando € — 0. Por lo tanto, f[:(&) — isgn(§) puntualmente
y acotadamente.

Por la identidad de Plancherel, y usando el inciso (a) de la Proposicién
1.9,

\Hey % f— Hoy # fIE = o / L, (6) — L, (6)PIF(©) e

Por lo que acabamos de ver, |H,, (¢) — He, (£)|? converge a 0 cuando €, e —
0. Como f € L2 y otra vez por la identidad de Plancherel, ||f]|s < oo,
asi que lo que estda dentro de la integral converge a 0. También vimos
que esa convergencia es acotada, asi que por el Teorema de Convergencia
Dominada podemos asegurar que el lado derecho converge a 0.

Lo que esto nos dice es que H, * f es una sucesién de Cauchy en L2
y por lo tanto converge. Por la Proposicién 3.1, el limite puntual es H f,
asf que en L? el limite es el mismo. Otra vez por la identidad de Plancherel,
la transformada de Fourier de H, * f converge en L? a ?17 Por otra parte, la
transformada de Fourier de H, * f es I/:?E(f )f(f ), que converge puntualmente
aisgn(§ )f(f ) como vimos antes. Y como los dos limites deben ser el mismo,

obtenemos el resultado deseado. O]

Proposicién 3.5. Sea f € Ci. Sea u la extensidn armdnica de [ y sea
v la extension armonica de H f (ver teoremas 1.8 y 1.11). Entonces, u y v

son funciones conjugadas armonicas.

3Para una demostracién, ver [Courant] p. 251.

37



Demostracion. Queremos ver que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Para esto, veremos que las transformadas de Fourier de las de-
rivadas parciales cumplen las ecuaciones. Después, usando la féormula de
inversion obtenemos el resultado para u y v. En la demostracion del Teo-
rema 1.11 vimos que la transformada de Fourier del nicleo de Poisson con
y fija es ISy(é’) = e VIl

Recordemos que u(z,y) = (P,(-) * f)(x). Entonces, si fijamos y, la

transformada de Fourier en x es

-~

U, y) = PO F(€) = e VEIF(¢). (3.3)

Usando el inciso (b) de la Proposicién 1.9, obtenemos

Bou(E,y) = i€t(€, y) = ice e f(e). (3.4)

Derivando (3.3) con respecto a v,

Byul€,y) = —|ele 4 F &), (3.5)

Notemos que en el paso anterior podemos cambiar libremente de lugar la
derivada con la transformada, ya que y es una constante para la transfor-

mada de Fourier, que hicimos en z. Andlogamente,

—_— -~

0(&,y) = e VH f(€) = e ¥ Flisgn(€) f(€), (3.6)
8,0(€,y) = ie VElisgn(€) F(€) = —|ele eI (€), (3.7)
By0(€,y) = —[€le Elisgn () F(€) = —ite YEIf(e). (3.8)

Comparando estas ecuaciones, vemos que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann se cumplen casi para todas las parejas (x,y). Y como u y v son

armoénicas, son continuas y el resultado es valido en todo D.
O
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A continuacién damos algunos resultados de cédlculo estocastico que ne-
cesitaremos para demostrar el teorema de Riesz. Sea M; una martingala
continua cuadrado-integrable. Es un resultado conocido que M? es una
submartingala. Definimos la variacién cuadratica de M como el proceso
estocdstico continuo creciente (M), que hace que M7 — (M)? sea una mar-
tingala. La existencia de este proceso es dificil de probar y no lo haremos
aqui, una prueba se puede consultar en [Bass], asi como la demostracién de
los siguientes dos teoremas'. En realidad, en general al proceso que acaba-
mos de definir se le llama compensador, y se define el proceso de variacion
cuadrdtica de un proceso como [M] = lmyp, o Yy (M, — My, )? cuan-
do el limite existe en probabilidad. En el caso del movimiento Browniano,
el compensador es igual al proceso de variaciéon cuadratica, por lo que en
el futuro diremos simplemente variacion cuadratica refiriéndonos a ambos.
La prueba de que ambos procesos son iguales se puede consultar en [Kuo].

Veamos ahora una forma de calcular la variacién cuadratica de un pro-

ceso N;.

Teorema 3.2. Sea H, un proceso, y sea Ny = fot H,dZ,. Entonces, (N), =

t . .o .
Jo HZds, donde Z; es una vez mds un movimiento Browniano.

Teorema 3.3 (Desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy). Sea M; una
martingala continua con My = 0,0 < p < oco. Entonces, existen cons-
tantes c¢1 y co tales que para cualquier tiempo de paro T se cumplen las

stquientes desigualdades
E(M;)? < i (M)F?
E(M)y* < coB(M7)".
Ahora, ya podemos demostrar el Teorema de Riesz.

Demostracion del Teorema 3.1 (a). Primero que nada, sea Z; un movimien-

to Browniano 2-dimensional, y sean u y v como en la Proposiciéon 3.5.

'En realidad, el Teorema 3.3 aparece mal enunciado en el libro, en la pégina 62.
En la pagina del autor se puede encontrar la fe de erratas con el enunciado correcto:

www.math.uconn.edu/~bass/pta-errata.pdf
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En esa misma proposicion vimos que u y v son conjugadas arménicas. Es
facil ver que si se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces
|Vu| = |Vv|. Definimos Uy = w(Ziar) y Vi = v(Zipr). La férmula de 1t6?
nos dice que Uy — Uy = u(Zipr) — u(Zy) = OtAT Vu(Z,)dZ,, usando una vez
mas que u es armonica y que por lo tanto la iltima integral vale 0. Por
el Teorema 3.2, (U, — Uy) = OtM(Vu(Zr))er. Y, por tltimo, es claro por
la definicién del compensador que el compensador de un proceso mas una

constante es el compensador del proceso, por lo que en resumen tenemos

W= [ vz (3.9)

y lo mismo para v.
Como |Vu| = |Vu|, y usando (3.9)

vy, = / IVulP(Z,)dr = / IVu(Z,)dr = V),

Por el Teorema 3.3

cSEO|Vp|P + csEOS (V)P (3.10)
= csEOD VP 4 csEO (U)ﬁ/2
< esEO VP 4 esEOD|U, P + e¢sEO2|Up|P.

SEO| Y|P

IN

Los términos csE©) (V4P y csE2)|Uy[P los sumamos porque el Teorema

3.3 nos pide My = 0. Ahora, hagamos s — oco. Si demostramos

SEOD| TP — 0 (3.11)

SECD| V5P — 0, (3.12)

(3.10) se convierte en

/ H()Pde < c / (@) Pdz, (3.13)

2Ver Apéndice.
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usando el mismo argumento que en la demostracion del Teorema 2.4, es
decir, usando la expresion analitica del nucleo de Poisson. Para ver que

efectivamente es lo mismo:
B0 = sEOu(Z,)P = 5B (2,

esto ultimo porque u es conjugada arménica de f, y por (1.3) valen lo
mismo en la frontera del dominio. Entonces, recordando que la dimension

es 2,

tim B (2P = Y [ 1P s = [P

Y (3.13) es precisamente lo que queremos demostrar.

Veamos entonces cémo probar (3.11). Dado que el Browniano comenzé

n (0, s),
/%Wf(z)dz /%f(z)dz

Como f es continua y de soporte compacto, estd en L', por lo que para

|Uo| = [u(0, )] = ¢

<c

c
< —[If1x-
s

p > 1 tenemos que sE©9|UyP < es(s7P||f|[¥) — 0 cuando s — co. Ya sélo
nos falta probar (3.12), pero la prueba es andloga a la que hicimos en la

primera parte de la Proposicién 3.3, solo sustituimos p en lugar de 2. [

Demostracion del Teorema 3.1 (b). Por la férmula de It6, tenemos
t
Ui = u(Zinr) = u(Zp) + / Vu(Zy) - dZ,,
0
y podemos escribir a V; de la misma forma. Otra vez usamos el hecho de que

al ser u y v conjugadas armonicas, por las ecuaciones de Cauchy-Riemann

tenemos 0,v = —0yu y O,u = dyv. Por lo tanto, si B es la matriz

B:O_l,
1 0
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podemos escribir
TAL
Vi = v(Zing) = v(Zy) + / (BVu)(Z,) - dZ,.
0
Sean A > 0y S = inf{t : |U;| > A\}. Entonces,
PO (V| > N) < sPOI(|UF| > ) 4 sPOI (V]| > N\ U < \).

Es claro que si U} < A, entonces S > 7. Si Uf‘ = Uiprs ¥ V;’\ = Virs,

entonces

POV > N\ U < \) =< sPOs (VA > \)
= SV > W)
SE(O S(V2)?
< 2

esto tultimo usando la desigualdad de Chebyshev. De forma andloga a lo

)

que hicimos en (a),
SE(D,S)(V;)\)2 < CSE(O’S)(VE))\)Q + CSE(O,S) <V)\>7—a

y por la observacién que hicimos mas arriba,

TAS TAS
<VA>T:/O |BVu(ZT)|2dr:/O Vu(Z,)|Pdr = (U) .

Otra vez por el Teorema 3.3, tenemos que

EC) (U*)_ < esECI(U) - Ug)?.
Por lo tanto,
B9V - B

A2
A
B U] + esEOI|V /N2

+esE@D|Up| /N

POV > A\ U < \) < + csEO Vo2 /A2

IN

Como U, es martingala, E[|U||Fs] > |[E[U| Fs]| = |Us| para s < t, es decir,

|U;| es una submartingala. Entonces, el primer término en la desigualdad
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anterior puede ser acotado por csE(O’S)\UT|/ A. Por la primera desigualdad
de Doob, sPO)(U* > \) < sE©9)|U,|/\.

En resumen, tenemos

sECNU,|  csEONU,|  csECDV2  esEOD|Uy|
+ + + :

(075) <

Veamos que pasa cuando s — oo. Recordemos primero que EC9U, =

u(0,s), vy andlogamente con V4. Entonces, el lado derecho (ya habiendo
clfll , elflls  ellflly _ el flh

+ 3 + SRS\ , donde

con los dos primeros términos hicimos lo mismo que en el inciso anterior

tomado el limite) es menor a

y en los dos tltimos usamos la Proposicion 3.3. Veamos que pasa del lado
izquierdo. Como v es solucién del problema de Dirichlet para H f, sabemos
que en la frontera valen lo mismo, es decir, V, = H f(X,). Luego, usando
la Proposicion 1.11, vemos que el lado izquierdo es
lim sPO(|V;] > \) = lim s / PO9(X,, € dy)
e 0 JHa | Hf(x)|>A}
Cd4S

= Ilim s/
s—oo oy say (W2 + 52)(1+1)/2
Cq

dy

= Ilim _
5= S p@sar (y/8)* +1)
= cal{z : [Hf(2)] > A},

dy

pasamos la constante al lado derecho y obtenemos lo que queremos.
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Capitulo 4
Apéndice

Por 1ltimo, profundizaremos un poco mas en propiedades de la trans-
formada de Fourier, como la identidad de Plancherel y la existencia de la
transformada inversa. Ademas, demostraremos las desigualdades de Doob.
Todo esto es con el fin de darle completez al trabajo, asi como de incluir de-
mostraciones tradicionales tanto de analisis como de probabilidad, esta vez
sin mezclar ambas areas. Escogimos estos temas porque la transformada de
Fourier es la base del andlisis armoénico, y para el lector sin experiencia en
el drea este apéndice puede ser de gran utilidad e interés. Por otra parte,
las desigualdades de Doob son importantes, ya que son el equivalente de

las desigualdades débiles (1,1) de las que se traté el trabajo.

4.1. La transformada de Fourier

En esta seccion, trabajaremos con la segunda definicién de la transfor-
mada de Fourier, es decir, f(§) = ffooo f(x)e 2™y,

Proposicién 4.1. Sean f,g € L'. La transformada de Fourier cumple las

siguientes propiedades:

(a) Txg=1g.

() 1€ 7(6). 2 € LR, entonces (22 (€) = 2mit, i)
J
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of

(c) Siz;f pertenece a L*. Entonces, (—2miz;f)(£) = o€,
j

5 (&)

(@) 1 flloo < 11 £ll1-
(e) Sig(z) = A"f(A"1z), entonces (&) = F(AE).
(1) (&) = F(©)e*", donde 7 f(x) = f(x + ).

Demostracién. (a) Es facil ver que si f y g pertenecen a L', entonces

su convoluciéon también, asi como su convolucién multiplicada por

—2mikx

e , dado que esto ultimo tiene mdédulo 1. Usando el teorema de

Fubini, y haciendo el cambio de variable z = x — v,

Frae) = [ [ 16— vyt
= / / e 2 f(x — y)g(y)dyda
_ / a(y) / e~27E f (o — y)dady
= [ow) [ ey

T / 27 £ () dzdy

Il
m) \

(b) Usando el Teorema de Fubini e integrando por partes:

— / s / . e~ 2w / - 2mi& e ™% f () di

2mi€; (),

donde w = 1§ + @28 + -+ + 511 + T o X6 Y
dx = d;t:jdxl s d$j,1d$j+1 cee dfn
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(¢) Como z;f € L', podemos intercambiar la derivada con la integral en
la expresion de la derecha y obtenemos el resultado de forma inme-
diata.

(d)
el - | / e (@) da| < / ™2 f () |dx
:/|@—2mf!|f(a:)\das§ /yf(x)yda:: [vale (4.1)

(e) Haciendo el cambio de variable A"’z = z, tenemos

56 = [ermario o= [ = Fog)

I e L (O
= Q).

4.2. La identidad de Plancherel

Definicién 4.1. Decimos que una funcion f pertenece a la clase de Sch-
wartz S(R™) si es infinitamente diferenciable y todas sus derivadas decrecen
mas rapidamente de lo que crece cualquier polinomio. Es decir, para toda
a, 3 € N,

sup |2 D f ()| = pa,s(f) < o0,

I
donde DPf = 522k 3= (81, ... 8,) v 18] = Br + Ba+ -+ + B

La familia numerable de seminormas p, g induce una topologia local-

mente convexa y metrizable en S.! Es posible demostrar que bajo esta

Wer [Rudin] p. 26.
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topologia S es denso en LP para 1 < p < oo, una demostracién se puede
encontrar en [Stein, Weiss| o en [Rudin].

Para demostrar el siguiente teorema, necesitamos el siguiente lema:
Lema 4.1. Si f(z) = e ™7 entonces f(€) = e P,

Demostracion. Una vez mas, demostraremos el resultado en una dimension,
ya que en este caso, la transformada de Fourier en R™ es el producto de n

integrales idénticas:

n
fo = [ere e
=1
n
il _mm?2
= [ [Tl i,
i=1
n
e 2
_ H/e—Qm:L‘Zfle ﬂxldml
=1

Es muy facil ver que f es solucién de la ecuacion diferencial
v + 2rau =0

con valor inicial u(0) = 0. Veamos que f también es solucién. Queremos

~

probar (f(€)) = —27£f(€), que es equivalente a

~ ~

—i(f(§)) = 2mig f(§). (4.2)

Por la Proposicién 4.1(b), el lado izquierdo es igual a

-~ —~ ~

—i(f(§)) = —i(=2mizf(2)) () = (=2mzf(x))(£)-

Por otra parte, aplicando el inciso (b) de la Proposicién 4.1, en el lado

derecho de (4.2) tenemos

2mief(e) = (51)(€) = (~Zrario)(e)

esto ultimo por definicién de f. Es decir, la ecuacién (4.2) se satisface, y por
lo tanto fes solucion de la ecuacion diferencial. Falta ver que la condicién

inicial se cumple:
F(0) = /f(x)dx = /e”Qda: =1
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Entonces, tanto f como f son soluciones de la ecuacién diferencial. Por
unicidad, f = f, por lo que f(§) = e ™", ]

Notemos que al hacer dos cambios de variable en el enunciado del teo-

rema anterior, obtenemos para o > 0:

/ewa|y26—2m't-ydy _ a—d/2€—7r\t|2/a' (43)
Teorema 4.1. La transformada de Fourier es un mapeo continuo de S en

S tal que
| sa= ¥ (4.4

n RT’L
Y
flx)= [ [(&e*m=ede. (4.5)
R"

La sequnda igualdad se conoce como formula de inversion, ya que nos per-

mite recuperar [ a partir de su transformada.

Demostracion. Aplicando el inciso (b) de la Proposicién 4.1 || veces y

después el inciso (c) |a| veces, obtenemos lo siguiente:
& D" f(€) = C(D™7)(e)
De esta igualdad obtenemos
" D7F()] = [C(D)(©)] < CID" " ).

esto tltimo por el inciso (d) de la Proposicién 4.1. La norma 1 se puede
acotar por seminormas de f, y de esta forma vemos que la transformada
de Fourier es un mapeo continuo de § en si mismo.

Ahora, sabemos que f(z)g(y) es integrable en R” xR"™, puesto que ambas
funciones estan en S. Entonces, podemos aplicar el teorema de Fubini.
Usando la definicion de la transformada de Fourier e intercambiando el

orden de integracion, llegamos de forma inmediata a (4.4).
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Por el inciso (e) de la Proposicién 4.1 y (4.4), tenemos

/f )\xdaz—/f A g(A ) d.

En el lado izquierdo hacemos el cambio de variable Az = y y llegamos a

/fo dx_/f

Luego, tomamos el limite cuando A — oo;

10) [ §(a)dz = g(0) [ Fia)da

Sea g(x) = e~ Por el Lema 4.1,

- [ fepae

que es (4.5) evaluado en x = 0. Falta hacerlo para x en general. Y eso lo
conseguimos con ayuda del inciso (f) de la Proposicién 4.1. Cambiando a

f por 7. f, tenemos

mnwzféﬂwﬁzfﬂwm%m

y asi obtenemos nuestra formula de inversion. O

Teorema 4.2 (Identidad de Plancherel). Ezxiste una extension lineal F de

la transformada de Fourier que es una isometria en L?, es decir, para toda
felr?

[Ffll2 = 11l2,
y para f € L} N L2 tenemos Ff = f.

Demostracion. Dados f,h € S, sea g = /f;, por lo que § = h. Esto pasa
porque

—

G=h= / h(z)e-2minédy — / R@)e2mindy — .
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En la tdltima igualdad usamos la féormula de inversén de la transformada

de Fourier. Por (4.4) y por lo que acabamos de ver, tenemos

[i=[ra=[Fa= [ 70

Ahora, sea h = f. Recordando que ff = |f]2, tenemos ||f]js = || ]l para
fes.

Para extender el resultado a L?, escojamos una funcién g € L%. Como
S es denso en L?, existe una sucesiéon (f,) en S que converge a g en L.
Eso implica que (f,,) es una sucesién de Cauchy en L?. Por lo que vimos
antes, (j/;) también es de Cauchy en L2 Como L? es completo, existe una
tnica Fg en L? tal que f converge a Fg en L?. Asi podemos definir un
operador F : L? — L? que claramente es lineal y es una extensién de la
transformada de Fourier.

Veamos que la identidad se da también usando el operador F. Dada
g€ L

[Fgllz =l Hm fullo = lm |[full2 = lm [[f,]2 =[] Hm follo = [g]]
n—oo n—oo n—oo n—oo

En general, usaremos el simbolo” para representar a F.
Como 1ltima parte de esta seccion, daremos la demostracién del lema

que usamos para demostrar la Proposiciéon 1.11.

Lema 4.2. Para toda o > 0 tenemos

—27|y|la ,—2mit-y — o
/e e dy cd(a2—|—|t|2)(d+1)/2'

Demostracion. Primero, mostraremos

1 /OO e v 2
B | LBy (4.6)
e e U :
Vo Vu
para (3 > 0. Para esto, usaremos las siguientes dos identidades,
2 (o)
e P — _/ de (4.7)
)y 1+a?
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1 oo 2
— = (2 u gy, 4.8
1+ 2?2 /0 ‘ " (48)

Obtenemos (4.6) calculando la integral de linea de la funcién €% /(1+22)
sobre el semicirculo con didmetro [—a, a] que estd en el semiplano superior,
usando el Teorema del Residuo y tomando el limite cuando a — oo. (4.8)

es trivial.

o g/ cos ﬁxd

T Jo 14 a2

= / cos Bz { ”e“xzdu} dx
2 (o] _ (o) B

= —/ e “{/ e " cosﬁxdx}du
T Jo 0
2 [ 1 [ ,

= —/ e_“{—/ e_WQeZﬁm}du
T Jo 2/ -
2 o o .

— _/ e U {7’(/ e—47r2uy26—27rzﬁydy} du
T Jo —00
2 [ 1

ey
T Jo 2V u

con lo que queda demostrado (4.6).

Ahora, usando (4.6) en la primera igualdad y (4.3) en la tercera,

. 1 e 20,12 ;
e—27r\y|€—emt-ydy _ / {_ _6—47r ly| /4udu e—27rzt~ydy
VT o Vu
= L /Oo e’ {/6—4W2y|2/4u6—2ﬂit-ydy} du

’/T U
—d/2
— 7u|t\2 du
wly A5

_ W / oty (n=1)/2—ult? g,
m 0

1 1 &
_ —s.(n—1)/2
T p@DR (1 ()@ /2/ € s ds
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1
- Cd(l + [¢2)min2

4.3. Las desigualdades de Doob

Teorema 4.3 (Primera Desigualdad de Doob). Si M; es una martingala,

entonces

donde M; = sup,., |M,| y a > 0.

Demostracion. Sea T = inf{j : |M;| > a}. Por definicién, |Mr| > a en
(Mr < 00), ast que |Mr|/a > 1.

PM} > a] = PIT <t]=E[lyr<y] < Ela | Mr|lir<y]

= E[a ' |Mp|;T <t] <Ela | Mp|;T <t] +Ela ' |M]; T > t]
E[[Mrnl] _ EIM|
a - a

]

Antes de demostrar la segunda desigualdad, enunciamos un resultado
clasico del analisis, que de hecho es la clave para demostrar el teorema de

la Funcién Maximal sin usar probabilidad.

Definicién 4.2. Un operador T : A — B es subaditivo si para cualesquiera
frg€ A, secumple T(f +g) <T(f)+T(g).

Teorema 4.4 (Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz). Sean (X, u),
(Y,v) espacios de medida, 1 < py < 0o, y sea T un operador subaditivo de
LPo(X, ) U L>®(X, 1) en las funciones medibles de Y que es débil (po, po)
y fuerte (00, 00). Entonces, para toda py < p < oo, T es fuerte (p,p).

La prueba de este teorema no es dificil, pero si algo laboriosa. Por eso,
y para no perder el hilo, demostraremos primero la segunda desigualdad de

Doob y después daremos la prueba de éste.
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Teorema 4.5 (Segunda Desigualdad de Doob). Usando la misma notacion

de arriba, st p > 1, existe ¢ que depende unicamente de p, tal que
E(M;])P < cE| M.
Otra forma de decirlo es que el operador x es fuerte (p,p).

Demostracidn. Sea j > 0. Sabemos que |M;| es una submartingala, asi que
|M;| < E[|M||F;] < || M¢||o, esto tltimo por definicién de || - ||o. Como eso
pasa para toda 7, || M/ ||cc < ||M¢||co, €s decir, tenemos el resultado para p =
oo. Luego, como el Teorema 4.3 nos da una desigualdad débil (1,1), podemos
aplicar el Teorema 4.4 y obtenemos inmediatamente la desigualdad que

queremos para 1 < p < oo. O

Lema 4.3. Sea f € LP, 1 < p < oo. Entonces, para y > 0,

myly) < 2 (19)
Yy
12 =p / g (), (4.10)
0

donde my(y) = p{z € X : |f(z)| > y}.
Demostracion. Sea B, = {x € X :|f(z)| > y}.
I = [ 1aPdn = [ 1@z 2B = ymso)
X B,

de donde se sigue (4.9). Ahora, sea A = {(z,s) € X x(0,00) : |f(x)|P > s}.
Usando el teorema de Fubini, y haciendo el cambio de variable s = 7,

/X|f(x)|Pd,u = /X/Olf(x)p 1dsdu—/X/Ooo]IA(:U,s)dsd,u

_ /0‘” [ 1ate sy = / e 1@ > s}ds
= o[ et @) > e =p [0 (o
O
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Lema 4.4. Sea f € IP, 1 < p < co. Entonces,

/ F@Pdu=myy)y +p [ mdr (@)
{zeX:|f(@)[>y} Y

Y
/ F@Pd=—msly)y? +p [ 07 mpar (@12
{zeX:|f(2)|<y} 0

Demostracion. Primero, veamos que (4.10) menos (4.11) nos da (4.12),
asi que basta con demostrar (4.11). Parecido a lo que hicimos en la prueba
anterior, sea A = {(z,s) € X x (0,00) : y? < s < |f(x)’}, y sea E, como

en el lema anterior. Usando Fubini y haciendo el cambio de variable tP = s,

()P yP |f ()P
/ |fPdpn = // ld,u:// 1dsd,u+// ldsdpu
By EJo EJo E Jyr
= yp/ 1d,u+// [a(x, s)dsdu
yp
= y'ms(y / /]IA x, s)duds
= y'ms(y / / Ia(x, s)duds

_ wmﬂw+/'uw.|<W>sws

yp

=y%mm+g/t%mwwﬂmw>ﬂwt

)

_ wmﬂm+p/’w4mxmw
Y

Demostracion del Teorema (4.4). Para un y dado, sea

o { 1) )] < 2%
Y 201 sgn(f(fﬁ))a |f( )| > 261

donde ¢; es la constante que nos da la desigualdad fuerte (p1,p;) de T'. Sea
hy(xz) = f(x) — gy(x). Por definicién de g,,

)
1Tyl < c1llgyllee < -

(\V]
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Entonces, {z : |T'g,(x) > 4} = 0. Como T es subaditiva,

{z:|Tf(x)| >y} C {z:]Tgy(x)| + [Thy(z)] >y}
C {z:Tgy(x)| > %} U{z : |Thy(z)| > %}

= {o: |Thy(@)] > 3},

ast que mry(y) < mru(4). Sea By = {x € X : |f(z)| > 5&}. Como T es
débil (p07p0)7

mrey) < ple€ X :[Thy| > }<co(y) Iy 22

— 2my / (@) — sen(f () Pdu

< o2y / e p°du+/ |
- el e (L m(2)

Ahora, usando (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), la ultima desigualdad, y hacien-

do el cambio de variable t = i,
261

du

ITHE =p / Vs () dy

0o B 1 \po [ y

2170[ D— 1 ) 20 J il (_) / p—1 < )d]
pco /0 y If( )P dudy + 2e,) ) Ve )W
pco2p°[/ (201t)p_p°_1201/ |f(x)[Pdudt

0 {z:|f(z)|>t}
+(2¢;)7P / (201)”_12clmf(t)dt]
0
PCo2P° [(QCl)ppo/ p—po—t <mf(t)tp0+po/ Tpo*lmf(r)d'r’>dt
0 ¢

(26, /O h tp—lmf(t)dt}

IA

IN

IA

95



= pCOQPOCZf_pO[/ tplmf(t)dt—l—po/ tppol/ Pty (r)drdt
0 0 ¢
+/ tp‘lmf(t)dt]
0

_ p 00 r
= pcg2PocPTPo 2||f||p +p0/ rpo_lmf(r)/ t”_po_ldtdr]
- D 0 0
/15
p

1
P —Do

= pcg2PocPPo |2 +p0/ P (1)
. 0

rPPo dr]

W e
= pcy2P0cPTP0|2 + — P mg(r)dr
L P P—="DPo Jo

_ Po
— ConCppo[pr+ fp]
0 I£115 p_poll 15

= ol fIl5

4.4. La formula de Ito

La féormula de Ito es la base del calculo estocéstico, y su demostra-
cién partiendo de conocimientos elementales de probabilidad y procesos
estocasticos seria material suficiente para una tesis de licenciatura comple-
ta. Es por eso que no haremos eso aqui, pero trataremos de dar una idea
intuitiva de lo que dice. La féormula para el movimiento Browniano dice lo

siguiente:

Teorema 4.6 (Férmula de 1t6). Sea X; un movimiento Browniano d-

dimensional, y sea f € C?. Entonces, con probabilidad 1,

F(X0) = F(Xo) + /0 VIO Xt g [ ArXds

0

Se puede demostrar que fot Vf(Xs) - dXs es una martingala que en el
tiempo 0 vale Xy. Como esta va a ser la propiedad de la férmula que mas
nos interese, no nos vamos a preocupar por el significado de la integral

estocastica, y escribiremos simplemente
1 t
f(Xy) = f(Xo) + martingala + 5/ Af(X)ds.
0
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Notemos que la segunda integral no es estocastica; aunque el integrando
sea un proceso estocastico, le podemos dar una interpretacion trayectorial.
Es decir, cada w € 2 nos define una trayectoria X; en funcién de ¢, que
sabemos que se puede integrar, al igual que cualquier funcion suya, siempre
y cuando la funcién sea adecuada. Este hecho es la maravilla de la férmula
de It0, que convierte la integral estocastica en cosas que podemos calcular.
Escribamos la férmula cuando la dimension es 1, para poder entender mejor
la estructura, pero esta vez para el caso general, sin que X; sea necesaria-
mente un Browniano (En realidad la férmula es para X; semimartingala,

pero definitivamente no vamos a hablar de eso aqui).

f(Xy) = f(Xo) /f s)dXs + = /f”

Notamos que la tnica diferencia con la férmula que habiamos dado es el
integrador de la ultima integral. En efecto, la variacion cuadratica del movi-
miento Browniano es s: Es un hecho conocido que X2—s? es una martingala,

y claramente s es una funcién continua y creciente. Si definimos X; = ¢,

:/Otf’(s)ds—l—%/otf”(s)d<5>

La variacién cuadratica de s es claramente 0, por lo que obtenemos

=AV@%

que es el Teorema Fundamental del Célculo. Més en general, sea X; = ¢(t),

tenemos

una funcién determinista derivable. La variacion cuadratica de g también

es 0, asi que tenemos

fMM—ﬂNWzAﬂM%@@sz@@M@M

Si derivamos con respecto a t, llegamos a

29 = 1'(g()g'(®),
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que es la famosa regla de la cadena. Es decir que la férmula de It6 es una
generalizacion de la regla de la cadena, y la segunda integral que se suma
se debe a que los procesos estocasticos respecto a los cuales integraremos

no necesariamente tienen variacion cuadratica igual a 0.
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Conclusiones

En matematicas es comin buscar soluciones nuevas a problemas ya re-
sueltos. Muchas veces se buscan soluciones mas faciles, aunque el hecho
de encontrar un camino nuevo ya es satisfactorio en si. En este caso, ya
habiendo terminado el trabajo, no creo que el camino tomado haya sido
realmente mas facil que el tradicional, aunque en realidad la simpleza de
una demostracion es algo relativo. En ocasiones, las demostraciones que di-
mos fueron mas cortas que las tradicionales, aunque usamos herramientas
mas pesadas. Creo que desde el punto de vista de un estudiante de licen-
ciatura, que no esta familiarizado con cosas como la féormula de It6 o la
propiedad fuerte de Markov, este camino puede resultar mas dificil, sobre
todo si quiere entender a fondo todos los pasos. En algin lugar que no re-
cuerdo lei que la probabilidad tiene una particularidad que la distingue del
resto de las ramas de las matématicas, y es que sus principios més basicos
necesitan teoria muy fuerte para poder ser planteados (En la primera clase
de Probabilidad I, a un alumno le hablan de una o-algebra, concepto que
muchas veces no entenderd completamente hasta un par de anos después. ),
y por otra parte sus teoremas mas importantes son comprensibles para casi
todo el mundo (A la cabeza nos vienen inmediatemente la ley fuerte de los
grandes numeros y el teorema del limite central; que son usados por biélo-
gos, psicologos, socidlogos, y gente en general que no tiene una formacion
matematica profunda. En nuestro caso, es la férmula de [t6 principalmente
algo que para nuestros fines es muy facil de comprender, pero que nece-
sita mucha teoria adicional para poder ser comprendida completamente.).
En cambio, para un probabilista experimentado posiblemente sea més facil
seguir estas demostraciones que las que usan tnicamente analisis.

La ventaja que me parece muy clara de esta forma de abordar los pro-
blemas es la facilidad para visualizar las cosas. Por ejemplo, comparemos
las dos expresiones que conocemos de la funcion que resuelve el problema de
Dirichlet. La definicién analitica es clara, y como vimos, es en ocasiones mas
amigable para hacer cuentas; pero la segunda me parece mucho més fécil

de imaginar. Puede ser que haya analistas que a primera vista puedan dar-
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Cdy
Y2+ o —v2)
pero por lo menos a mi me parece mas facil visualizar u(z) = E* [f(X,)].

le una interpretaciéon geométrica a u(x,y) = / (v) v,

Otro ejemplo es la definicién de puntos regulares. La definicion analitica
nos dice que un punto y € 9D es regular para D¢ si existe una funcion
continua w en D tal que w es superarménica en cada punto de D, w > 0
en D —y v w(y) = 0. Para comprender eso hay que definir las funciones
superarmonicas, que no es dificil; pero ain asi es mucho mas intuitiva la
definicién que dimos, y es regular para A si PY(Ty4) = 0.

Y, dejando de lado las ventajas y desventajas de cada método, como ya
dije en la introduccion, la idea de usar herramientas probabilisticas para
obtener resultados de otras areas me parece muy interesante y con mucho

potencial.
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