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Introduccion

La Teoria Ergddica es el estudio de sistemas dinamicos, para los cuales el espacio fase es un
espacio de medida, y la transformacion definida en este espacio preserva la medida. Su desarrollo
fue inicialmente motivado por problemas en la Fisica Estadistica. Un aspecto central de la teoria
es el comportamiento de un sistema dindamico cuando se le permite evolucionar en el tiempo. Esto
se expresa a través de teoremas ergodicos, que afirman que, bajo determinadas condiciones, el
promedio temporal de una funcién en un punto existe casi dondequiera. Dos de los ejemplos mas
importantes son los Teoremas Ergddicos de Birkhoff y von Neumann. Para la clase especial
de sistemas ergddicos, el promedio temporal de una funciéon en un punto es el mismo para casi
todos los puntos; estadisticamente hablando, cuando el sistema se desarrolla durante el tiempo
“olvida” su estado inicial. Propiedades mas fuertes como fuertemente mezclante y débilmente
mezclante, también se han estudiado ampliamente. El problema de la clasificacién de sistemas
es otra parte importante de la Teoria Ergodica Abstracta. Un papel destacado en la teoria y sus

aplicaciones es desempenado por la nocién de entropia.

Aplicaciones de la teoria, a otras partes de las matematicas, por lo general implican el esta-
blecimiento de la propiedad de ergodicidad para el sistema dinamico que se forma a partir del
problema. Esta teoria tiene conexiones con la Teoria de Numeros, la Teoria de la Informacion, la

Teoria de la Probabilidad, entre otras.

El Teorema de Recurrencia de Poincaré afirma que ciertos sistemas, después de un tiempo
suficientemente largo, vuelven a un estado muy cercano al estado inicial. Este resultado se aplica
a los sistemas fisicos que conservan la energia. El Tiempo de recurrencia de Poincaré es el
tiempo transcurrido hasta la recurrencia. Este tiempo fue utilizado por S. Kakutani para construir

una transformacion inducida por una transformacion preservadora de medida.

La tesis abordara principalmente sistemas dindmicos a tiempo discreto, excepto por el Teorema
Ergédico para flujos. Se utilizaran conceptos y resultados de Teoria de la Medida y Analisis, la
mayoria de los cuales vienen enunciados en los apéndices al final de la tesis. El contenido de cada

capitulo es el siguiente:

En el Capitulo 1 se introducen las definiciones basicas, y ejemplos que usaremos a lo largo

X



X INTRODUCCION

del trabajo, asi como algunas propiedades de las transformaciones preservadoras de medida. Estas
son las siguientes: recurrencia, ergodicidad, débilmente mezclante y fuertemente mezclante. Se
probard el Teorema de Recurrencia de Poincaré, el Teorema Ergédico de von Neumann, el Teorema
Ergddico de Birkhoff-Khintchine, asi como algunos teoremas y aplicaciones que son consecuencia del
ultimo teorema. Sera mostrada la transformacion inducida de Kakutani. También se introduce un
operador en L, () inducido por una transformacién preservadora de medida. Daremos equivalencias
de las propiedades mencionadas utilizando este operador. Se muestra una transformacién que es
ergodica pero no es débilmente mezclante. Al final se relacionan las propiedades de ergodicidad y

mezcla con las del operador inducido en Lo (u).

El Capitulo 2 aborda los conceptos de isomorfismo espectral e isomorfismo de transformaciones
preservadoras de medida. Los cuales se utilizan para clasificar estas transformaciones. Por ejemplo,
el isomorfismo espectral nos ayudara a relacionar las transformaciones via el espectro del operador
en Lo(p) introducido en el capitulo anterior. Estos conceptos serdn retomados en el capitulo 4 con
la finalidad de clasificar a las transformaciones via la entropia de éstas. Al final se verdn ejemplos

de transformaciones que son isomorfas.

El objetivo del Capitulo 3 es mostrar consecuencias de lo realizado en el primer capitulo para
cadenas de Markov. Se construye un espacio de probabilidad asociado a ciertas cadenas. Se da
una transformacién en este espacio que resulta ser invariante bajo la medida definida. De esta
manera relacionamos los conceptos del primer capitulo con la cadena. Se probara un teorema de
convergencia exponencial que serd de vital importancia para mostrar una aplicaciéon de la Teoria

Ergédica para la bisqueda de informacién en internet.

En el Capitulo 4 se introduce el concepto de entropia y algunas de sus propiedades son desa-
rrolladas. Se prueba que ésta es una propiedad invariante bajo isomorfismo de transformaciones
y se introducen algunos métodos para calcularla. Se calcula la entropia para algunos de nuestros
ejemplos, y daré un ejemplo con entropia infinita. Se enuncia el Teorema de Ornstein, el cual no
sera probado en esta tesis. Este teorema dice que la entropia es una propiedad invariante completa
para una clase de transformaciones. En la pentltima seccién de este capitulo se dice cudl es esta
clase. Se introduce otra clase de transformaciones que contienen a la anterior. Sin embargo, no se
profundiza en estas clases. Al final aparece una breve introduccion a la Teoria de la Informacion y

algunas aplicaciones hacia esta teoria.

En el desarrolo de la tesis se utilizan resultados asi como conceptos de Teoria de la Medida y
Anaélisis. Los cuales vienen incluidos en los Apéndices al final de la tesis. Denotaré como \ a la

medida de Lebesgue o una restriccion de ésta.



Capitulo 1

Transformaciones preservadoras de

medida

Considérese el experimento aleatorio de lanzar una moneda. El espacio muestral o espacio de
estados de este experimento es el conjunto formado por las dos caras de la moneda, para simplificar
ideas sea X = {0, 1} donde 0 representa un lado de la moneda y 1 el otro lado. Si las condiciones en
que se lanza la moneda no cambian en el tiempo, entonces el resultado de este experimento varia de
acuerdo con leyes de probabilidad constante, es decir, la probabilidad de obtener cualquier cara de

la moneda es constante en el tiempo. La Teoria Ergddica es clave para entender estas variaciones.

Supongamos que el experimento anterior se realiza una vez cada dia desde el dia de hoy (por
ejemplo). Podemos pensar al experimento anterior como uno més grande donde cada realizacion
de éste es representada por una sucesion infinita x = (z(1),z(2),...), donde x(i) representa el
resultado del experimento en el dia i con i € N, es decir, (i) € X para toda i € N, la me-
dida de probabilidad p asociada a este experimento, es la obtenida por el método descrito en
Halmos [11, pags. 154-160]. Para reflejar matematicamente la idea de que el paso del tiempo no
afecta las leyes probabilistas que rigen este experimento, introduciremos una transformacién en el
espacio muestral del experimento, es decir, en X’ = {0, 1}". Dada por (T(z)); = 241 con i € N,
a esta T' la podemos pensar como borrar la primera entrada del vector infinito x y poner lo que
resta en su imagen, como si recorriéramos un lugar a la izquierda el vector z, ademés podemos
pensar a T'(z) como si dejdramos pasar un dia en una realizacién del experimento. En otras pa-
labras T'(x) representa la historia de una realizacién del experimento a partir de manana. Como
m({x}) = 0, entonces debemos fijarnos en subconjuntos de X', si A C X', entonces los elementos
de X' que se encuentren en A después de un dfa es el conjunto T~1(A) y si queremos que las leyes
de probabilidad que rigen nuestro experimento sean constantes en el tiempo debemos tener que
p(A) = p(T~1(A)), es decir que la probabilidad de que x € A y la probabilidad de que z € T~*(A)
es la misma. Lo anterior nos lleva a estudiar las transformaciones que preservan una medida de

probabilidad o méas generalmente las que preservan una medida.



1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

La Teoria Ergédica estudia las cuartetas (X, %, u, T), donde (X,.Z, 1) es un espacio de medida

y T : X — X es una transformacion medible y que preserva la medida p. Asi como las funciones

continuas son transformaciones que preservan la estructura de los espacios topoldgicos, las trans-

formaciones que preservan la medida preservan la estructura del espacio de medida. Los sistemas

preservadores de medida son utilizados cominmente como modelos en procesos que involucran el

tiempo y para los cuales las leyes que rigen la evolucién en el tiempo no cambian. Dentro de las

aplicaciones de esta teoria se encuentran las areas de estadistica, mecanica estadistica, teoria de

nimeros, mecanica clasica y teoria de la informacién entre otras.

1.1.

Definiciones y resultados basicos

Definicién 1.1. Sean (X, %)y (X',.%’) dos espacios medibles y T': X — X' una transformacion:

(a)

(b)

()

Decimos que T es medible (con respecto a F y F') si: T7'(A’) € F, para toda A’ € F'
denotado por: T7(F') C Z.

Si ademés p y p/ son medidas en % y F' (respectivamente) diremos que 7' preserva
las medidas si T es medible y u(TY(4")) = /(A4’) para toda A’ € .’ denotado por:
poT=t =y

Si T es invertible y T~! preserva las medidas, diremos que T es una transfomacién pre-

servadora de medidas invertible.

Observaciones 1.1.

(1)

Estaremos interesados en el caso (X, #,u) = (X',.Z7", /), si T : X — X preserva las

medidas, diremos que 7' es una transformacion preservadora de medida o T" preserva
a .

Si T es una transformacion preservadora de medida, entonces 7" = T o --- o T (n veces) es

preservadora de medida también para toda n > 2.

Si T preserva las medidas entre dos espacios de medida, 7! existe y es medible, entonces

preserva las medidas también.

Si (X, ZF,u) = (X', Z', 1), entonces T : X — X dada por T'(x) = z es una transformacién

preservadora de medida.

Considerando el espacio de medida ((0,1), ZBo,1), Alz,,,) donde H1) es la o-dlgebra de
los Borelianos del (0,1) (ver Definicién B.11, pdg 131) y A es la medida de Lebesgue (ver
Definicién B.22, pdg 134), entonces la transformacién T'(z) = z* no es una transformacién
preservadora de medida; ya que T7((0,1/2)) = (0,1/v/2) y A((0,1/2)) = 1/2 la cual es
distinta a A((0,1/v/2)) = 1/v/2.



1.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS 3

La Observacién 1.1.(2) dice que si T es una transformacién preservadora de medida, entonces el
conjunto {7" : n € NU{0}} donde T° es la funcién identidad en X, estd formado por transforma-
ciones preservadoras de medida, y también es un semigrupo con elemento neutro bajo la operacion
de composicién de funciones. La Observacién 1.1.(3) junto con la 1.1.(2) dice que si 7! existe y
es medible, entonces el conjunto {T% : k € Z}, donde nuevamente T° es la funcién identidad en X,
sigue estando formado por transformaciones preservadoras de medidas, es un grupo bajo la misma
operacién y que basta con pedir que 7! sea medible para garantizar que 7" sea una transformacién

preservadora de medida invertible.

M4s adelante veremos que no basta con pedir que T sea invertible para garantizar que 7!
sea medible. Ahora procedemos a probar las Observaciones 1.1.(2) y 1.1.(3), necesitaremos los

siguientes lemas:

Lema 1.1. Sea T : X — X wuna transformacion entonces:

(T)"YA) = \T’I(T’l(- STHA) - )) para todan € N,AC X,

Demostracién. Por induccién a partir de n = 2, probaré que (T?)"}(A) = T-YT~1(A)). Pero los

siguientes enunciados son equivalentes:
(i) z € T"HT71(A)).
(i) T(z) € T~H(A).
(iii) T(T(x)) € A, T?*(x) € A.

(iv) o € (T?)"Y(A).

Suponemos vélido para n, probaremos valido para n + 1, es decir,

(T )" HA) =T HT (T (- - T (A) - ))), pero;

J

TV
n+1—veces

los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) 2 € T°HTHT(--- T (A) - ))).

4

Vv
n+1—veces

(i) T(e) € THT (T A -2,

(iii) T'(z) € (T™)"'(A) por hipétesis de induccién.

(iv) T™(T'(z)) € A.
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(v) T™(z) € A.
(vi) @ € (T™)L(A). O

Lema 1.2. Sea T : X — Y una transformacién invertible y T~ la transformacién inversa de T,
entonces (T~1)71(A) = T(A) para toda A C X.

Demostracion. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) y € (T71)7H(A).
(ii) T7'(y) € AT (y) = a para algin a € A.
(i) y = T'(a) para algin a € A.

(iv) y € T(A). O

Ahora podemos probar las Observaciones 1.12 y 1.1.3.

Demostracion.

1.1.(2). Por el Lema 1.1 (T")"YA) = T-YT(---T7Y(A)--+)) pero T (A) € .Z pues T es
medible entonces T-1(T'(A)) € # ya que T es medible y T7'(A) € %, continuando con el
razonamiento anterior podemos concluir que T-HT~1(---T71(A) - -)) pertenece a .Z por lo tanto
(T™)"1(A) € Z para toda A € Z, por lo tanto T™ es medible. Como T preserva la medida
entonces u(T1(A)) = u(A), por demostrar pu((T™)"1(A)) = u(A) pero por el Lema 1.1 se tienen

las siguientes igualdades:

p(T)7HA) = pTHTCTHA) ) = (T (- T7H(A) )
= .- =pu(A), porlotanto T" preserva la medida.

1.1(3). Sean (X, .Z,un) v (X', Z#' 1) dos espacios de medida, A € #, T : X — X' una

transformacién que cumpla con las hipdtesis requeridas, entonces:

donde la primera igualdad se sigue de que T—! es medible y el Lema 1.2 por lo que T(A) € .F;
la segunda se obtiene de que T preserva las medidas; finalmente la 1ltima es consecuencia del

Lema 1.2. Por lo tanto 7! preserva las medidas. O

Observacion 1.2. Nétese que no basta con que T~! exista para poder garantizar la medibilidad de
ésta. Considere T': (R, o, \) — (R, $g, M| %,) dada por T'(x) = z, donde HBr denota la o-algebra
de Borel, @4 es la o-algebra de los conjuntos Lebesgue-medibles y A es la medida de Lebesgue
(ver B.10, pag. 131 y B.22, pdg. 134); entonces T es medible, T~! existe, pero 7! no es medible
pues Br C o (ver Bartle [3, pag. 154)).
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Para poder probar que una transformacion es medible a partir de la definicién tendriamos que
conocer los elementos de T~1(.%"), lo cual pocas veces sucede. A continuacién veremos que podemos
probar la medibilidad mediante una coleccién de subconjuntos de X', E’ tal que o(E') = .%#" (ver
Definicién B.3, pag. 130), lo que en muchas ocasiones simplificara la prueba de la medibilidad de
T.

Teorema 1.1. Sean (X,.7) y (X', F') dos espacios medibles, T : X — X' una transformacion
y E' C F' una familia de subconjuntos de X' tal que la o-dlgebra generada por E' coincide con
F'N (denotado por o(E') = F'), entonces: T es medible (con respecto a F y .F') si y solo si
T-YE'") € Z, para todo E' € E.

Demostracion. Claramente basta probar la (Suficiencia).

Sea ¢ = {A C X' : T"}(A") € F}, entonces por propiedades de la imagen inversa se
comprueba facilmente que ¢’ es una o-algebra que contiene a E'| por lo que E' C .’ C ¢”, de
donde obtenemos T (F') c T~Y(¢") C Z. O

Sin embargo, la medibilidad de 7" no es la Unica que nos interesa que también preserve las

medidas, para ello necesitaremos los siguientes conceptos (debidos a Dynkin):

Definicién 1.2. Sea X un conjunto no vacio, C, L C P(X) familias no vacias de subconjuntos de
X.

(a) Decimos que C es un w-sistema si: AN B € C para todo A, B en C (es decir C es cerrado

bajo intersecciones finitas).
(b) Decimos que £ es un A-sistema si:

(1) X € L.
(2) SiA,Be Ly AC B, entonces B\ A€ L.
(3) Si (A,) es una sucesion creciente de elementos de £ (es decir: A,, C A, 41 para toda n),

o0
entonces: |J A, € L.

n=1
Observacion 1.3. La interseccion no vacia de w-sistemas es un m-sistema.

Demostracion. Sean X # 0, € = {C : C C P(X), C es un w-sistema}, tal que (e C # 0. Sean
C'=Neew Cy A, B €', entonces A € C para todo C € € y B € C para todo C € €. Por lo que
AN B € C para todo C € € ya que para todo C € €, C es un w-sistema. Por lo tanto C’ es un

m-sistema. 0

. Qué tienen que ver estos conceptos con el de g-algebra, que es el que nos interesa? La siguiente

observacién muestra su relacion.

UE’ se llama un generador de la o-dlgebra .7’
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Observacion 1.4. Una familia .# C P(X) es una o-algebra si y sélo si # es un w-sistema y un

A-sistema (esto serd de utilidad en el siguiente teorema).

Demostracion.

(Necesidad). Como .# es una o-algebra entonces es un A-sistema por definicién, por lo que
basta probar que .# es un w-sistema. Sean A, B € %, entonces (A \ B),(B\ A) € . asi que
(A\B)U(B\ A) e.Z porloque AAB e .%. Pero: ANB = (AUB)\ (AA B) por lo tanto .#

es un m-sistema.
(Suficiencia). Se prueban las tres partes de la Definicién 1.2(b):
(1) X € .# por definicién de A-sistema.

(2) Sean A, B € .#, entonces AN B € .Z por ser m-sistema, asi que A\ (AN B) € % por ser
A-sistema, recordando que A\ B = A\ (AN B) se tiene el resultado.

(3) Basta con probar que % es cerrada bajo uniones finitas. Pero:
AUB =X\ (X\A)Nn(X\B)),

donde X \ Ay X \ B estdn en .# por ser A-sistema la interseccion de ambos estd en .# por
ser m-sistema lo que nos da el resultado, observe que puede extenderse a una uniéon finita arbi-
traria de elementos de #. Si (E,) es una sucesién de elementos de % consideramos G; = Fj,
Gy=FE\UE,,...G, = Uﬁzl E,,.... Por lo ya probado G € % para toda k € Ny (G}) es una
sucesién creciente tal que |J)~, E, = |, G, € % por ser A-sistema. Por lo tanto .# es una

o-algebra. O

El siguiente resultado serd de utilidad para esta seccion y en el de la Teoria de la Probabilidad.
Es conocido como el "Lema de las Clases Mondtonas” (L.C.M.), y relaciona la o-algebra generada

por un w-sistema y un A-sistema que contiene a este w-sistema.

Teorema 1.2 (L.C.M.). Sea C C P(X) un mw-sistema y L C P(X) un A-sistema tal que C C L,
entonces o(C) C L.

Demostracion. Sea T la clase de todos los A-sistemas que contienen a C; consideramos
L(C) =N{L: L e T} Note que la interseccién es sobre una familia diferente del vacio (ya que
P(X) € T),y que L(C) es un A-sistema que contiene a C.

Afirmacion. L(C) es un m-sistema.

Para E € C fijo definimos Lp = {F C X : ENF € L(C)}. Como C es un w-sistema tenemos
que C C Lg; ademas es facil verificar que Lg es un A-sistema, asi pues L € T, por lo que
L(C) C Lg. Ahora sea F € L(C) fijo y definimos £}, = {E € X : ENF € £(C)}. Por lo ya
probado: EN F € L(C) para todo E € C y para toda F' € Lg, en particular £ N F € L(C) para
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toda E € C y para toda F' € L(C), es decir, C C L. Nuevamente es sencillo comprobar que L. es
un A-sistema para toda F' € L£(C). Asi que: L} € T, por lo que £(C) C L) para toda F' € L(C).
Lo anterior dice en particular que £ N F € L(C) para todo E, F € L(C). Por lo tanto £L(C) es un
m-sistema y como ademds es un A-sistema que contiene a C, es una o-algebra que contiene a C, de
donde concluimos que ¢(C) C L(C) C L. O

Utilizando los resultados anteriores podremos mostrar un criterio para probar que una transfor-
macién T preserva las medidas, utilizando un w-sistema que genere a .% . Este criterio sera utilizado

frecuentemente durante este trabajo.

Teorema 1.3. Sean (X, Z,pn) y (X', 7', 1) espacios de medida con p(X) = p/(X') < oo. Sea
T : X — X' medible. Supongamos que C' C F' es un w-sistema que genera a %' (0 o(C') D F')
y tal que p(T~Y(E")) = /(E') para toda E' € C', entonces T preserva las medidas.

Demostracion. Sea L' = {E' C ' : u(T~'(E")) = @/(E’")}. Por hip6tesis C' C L' C .Z’ y en virtud

del Teorema 1.2 serd suficiente verificar que £’ es un A-sistema.
(1) X’ € L por hipétesis.
(2) Sean E', F' € L' con E' C F', entonces como las medidas son finitas obtenemos:

p(THEFN\E)) = p(THENTHE)) = (T (F) = w(T7HE)

Asi que F'\ E' € L.

(3) Sea (E!) una sucesién creciente de elementos de £’ entonces:

n=1

por lo que | J.2, E), € L. O

Observacion 1.5. Para probar que T preserva las medidas tenemos que probar que 7' es medible
y w(T7YE") = /' (E’) para toda E’ € .#'. Notemos que con el Teorema 1.1 y el teorema anterior
podemos probar las dos condiciones al mismo tiempo (basta con probar ambas condiciones en un

m-sistema indicado).

Como podemos apreciar el teorema anterior nos es de utilidad soélo cuando los espacios de
medida son finitos. El siguiente teorema nos dara una extensién en el caso de que es espacio de

medida sea o-finito, sin embargo necesitaremos hipétesis mas fuertes.
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Teorema 1.4. Sean (X, F,pu), (Y,9,v) dos espacios de medida o-finitos, T : X — Y medible
con respecto a las o-dlgebras correspondientes. Si existe A C 4 un dlgebra tal que o(A) = 9 y
w(T7Y(A)) = v(A) para todo A € A, entonces T preserva las medidas.

Demostracion. Definimos vy : 4 — R U {oo} como sigue vy(G) = u(T'(G)) para todo G € ¥,
claramente vy es una medida tal que vy|4 = 1|4, asi que 1 es una extensiéon a ¢4 de v|4. Como la

extension es tnica se tiene el resultado (ver Teorema B.8, pag. 134). U

1.2. Ejemplos de Transformaciones Preservadoras de Me-
dida

En esta seccion introduciremos ejemplos de transformaciones preservadoras de medida que
estaremos utilizando durante el desarrollo de este trabajo, por lo que estaremos refiriéndonos a
estos constantemente. Algunos de ellos nos ayudaran para dar contra-ejemplos de teoremas que se

veran mas adelante.

Ejemplo 1.1. Param € N con m > 1fijo,sea X =[0,1), .# = %j01) y p la medida de Lebesgue.

Definimos 7' : X — X como sigue:

y
]_AV
( 1
mx si x€ O,—)
m
. 1 2
T(;g): mx — 1 sl x € —
1 s E'm—l1 0  — — x
mx —m si x _
\ Com 0 1/m 1

Figura 1.1: Gréfica de T'(x) = ma (mod 1).

Es decir, T'(x) = mz (mod 1), comprobaremos que 7" es medible y que preserva a p:

Sea C = {[a,b) 0<a<b< 1}. Claramente C es un w-sistema que genera a %, también
T ([a,b))=U" [(a+i)/m,(b+i)/m) € F yademés u(T~" ([a,b))) = b— a, asi que por el
Teorema 1.1 y el Teorema 1.3, T' es medible y preserva a p. Observe que 7' es esencialmente m a

1 (es decir todo punto de X posee m preimagenes) por lo tanto 7" no es invertible.

Ejemplo 1.2. Para o € (0,1) fijo, sea X = [0,1), # = PBpp1) y p = A. Definimos T': X — X
dada por T'(x) = x + a (mod 1), veamos la gréfica de T
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y

V

T+ a size[0,l—a)
T(x) =
r+a—-1 size[l—a,l)
O T } X
0 1-«a 1
Figura 1.2: Grafica de T'(x) = z + « (mod 1)
Entonces:
[a—a,b—a) si a<a
T (a,0) =X [a—a+1,1)U[0,b—a) si a<a<b
[a—a+1,b—a+1) si b<a.
Por lo que T" es medible y preserva a p.
Ejemplo 1.3. Sea S' = {z € C : |z| = 1} la circunferencia unitaria, .# la o-algebra gene-
rada por los arcos y g : # — [0,1) definida en los arcos como: p(arco) = 1/(2m)(longitud

de arco) y extendida a los elementos de .# de acuerdo al procedimiento de extensién de Hahn-
Caratheodory (ver Teorema B.7, pdg. 134). Para n € N fija, definimos 7' : S' — S! poniendo
T(z) = 2", entonces T es medible y preserva a pu. Denotaremos S = {e? : 0 € [0,27)} y
C=1{e":a<z<f}:0<a<p < 2m¢, entonces C es un 7-sistema que genera a .%.

Claramente:

n—1
T_l({ei$:a§x<ﬁ}) = U {em : o+ 2nk <z< ﬁ+2ﬁk} (disjunta).

n n
k=0

Figura 1.3: {e”” 0<zx< %} Figura 1.4: 77! <{e” 0<zx< E}) yn=3.

De donde es claro que 7" es medible y preserva a p. T' es n a 1 por lo que es invertible si y sélo

sin=1.

Ejemplo 1.4 (Rotaciones en S1). Sea (X,.Z, 1) el espacio de medida del ejemplo anterior. Para
(p € [0,27)) fijo definimos una transformacién 7' : S* — S! poniendo T'(z) = az donde a = ¢*,
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entonces:
({eit:a—p§t<ﬂ—p} sip<a
T H{e":a<az<p}= {et:0<t<pB-—piu{e:2r+a—p<t<2r} sia<p<p
{e":2n+a—p<t<2mr+8-p} sif<p<2m
Figura 1.5: {ei$:0§x<g} Figura 1.6: T~} <{e”:0§x<g}) yp:%.

Por lo que T' es medible y preservadora de medida (7" se llama la rotacién en S* a través del 4ngulo
p). Claramente T" es invertible con inversa medible y preservadora de medida.
Ejemplo 1.5. Sea X = R", .% = %

re v i = medida de Lebesgue sobre .#. Sea T : R — R"
una transformacion afin T(Z) = A(Z) 4+ b (b € R" fijo) con A = (a;;) la matriz asociada a T (con

respecto a la base canénica de R™). Asf que, si = T(¥), entonces y; = > -

j=1 @ijT; + b para toda

1=1,...,n.

Caso 1) A es una matriz invertible, entonces T puede ser escrita como composicién de las

siguientes transformaciones elementales invertibles (ver Friedberg [8, pag. 139]):
(1) y; = x; + b; para toda i (traslacién).
(2) y; = cx; para i fijoy ¢ # 0.
(3) yi =x; paratodai # jy y; = x; + cxy (j # k,c € R).

(4) yi=zsii#j, i#kyy; =k yp =2

Sea E = {(x1,...,7,) € R" : a; < x; < (3;}, entonces T~!(F) es otra celda de igual volumen si T es
del tipo (1) o (4). Si T es del tipo (2) entonces T~ (E) es otra celda cuyo volumen es igual a | ¢| ™"
veces el volumen de E. Si T es del tipo (3), entonces T~! se define por: x; = y; para toda i # j
ya; =y;—cyp (j # k,c € R), por lo que T7'(F) es un paralelogramo n-dimensional que tiene
el mismo volumen que E (por la formula de cambio de variable en R™, en este caso el Jacobiano
tiene valor absoluto igual a 1). Como T general es la composicién de los casos considerados, y la
coleccién de todas las celdas es un 7-sistema que genera a PBgrn, obtenemos que T’ es medible y
preserva a j si y solo si en la descomposicién de T no aparecen transformaciones elementales del
tipo (2) o bien ¢ = £1.
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Caso 2) A no es invertible, entonces T'(R™) es un hiperplano de dimensién < n, por lo que es
Borel medible y p(T(R")) = 0. Sin embargo R" = T-(T(R")) y u(R") = oo, por lo que T no
puede preservar a p. No obstante 7' es siempre medible lo cual puede establecerse como en el caso

anterior.

Recordando la férmula de cambio de variable para 7' no singular obtenemos:

E
w(THE)) = %, asi que: T preserva a pu siy sélo si det A = +1.

Ejemplo 1.6 (Transformacién Producto). Sean (X,.%, u) y (Y, ¥, v) dos espacios de medida finita,

yU: X —-XyT:Y —Y dos transformaciones, entonces:

(1) Si U y T son medibles (en sus respectivos espacios), entonces U X T': X x Y — X x Y dada
por U x T (z,y) = (U(x),T(y)) es medible con respecto a .# @ ¢4 (ver Definicién B.27, pag.
135).

(2) Si U y T preservan sus respectivas medidas, entonces U x T preserva a pu ® v (ver
Teorema B.11, pag. 136).

Demostracion. Sea C ={Ax B:Ae F y B € ¥} lafamilia de rectdngulos medibles contenidos
en X x Y. Claramente C es un m-sistema y o(C) = .# ® ¢. Por definiciéon de U x T es claro que:

(UxT) " (AxB)=UYA) xTYB)e F@% porlotanto U x T es medible,
(si Uy T lo son). Si U y T preservan y son medibles entonces:

p@uv(UxT) (AxB)=pev (U (A xT(B) = p(UA)v (T (B))
= u®v(AxB).
Por lo tanto U x T preserva a u ® v. U

Ejemplo 1.7. Para (k > 1) fijo, sea E = {0,1,...,k — 1} definimos una medida sobre P(FE)

poniendo:

k-1
7({i})=p; con p; >0 (i=0,...,k—1), Zpi =1; luego 7(A) = Zpi para toda A C E.
i=0 icA
Sea X =[[*,FE ={0,1,...,k—1}%. X también puede verse como el espacio de todas la funciones

x:7Z —{0,1,...,k — 1} e identificamos = € X con (...,x_1,Zg, Z1,...). Definimos T': X — X
poniendo T'(z) = y, donde y; = x;11, i € Z. Graficamente:

A continuacion definimos una o¢-algebra de subconjuntos de X y una medida. Sean

n<ne<...<n.€2Zya,...,a € E dados, denotamos:

Z(ny,...,na1,...,a,) ={x€X:x,, =ay,...,r,, =a,} (r€N),

T
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r = ( T_9, T_71, , Ty, T2, )
| | | Lo T

y = (... w1, o, x1, To, T3, ...)
Figura 1.7: Es decir, T recorre a z un lugar hacia la izquierda y claramente es invertible (con T-!(z) =y

donde y; = x;_1, i € Z).

y lo llamamos un cilindro y definimos a .% como la o-algebra generada por todos los cilindros.

Definimos
M(Z (nla sy N Ay . 7(]’7’)) = Pay Pas * * * Pay»

y extendemos a todo elemento de . para obtener el espacio de probabilidad (X,.%#, u) [la exis-
tencia de dicho espacio queda garantizada por el Teorema de consistencia de Kolmogorov (ver
Halmos [11, pdgs. 154-160])] y el espacio en cuestién no es mas que el producto infinito
[T (E,P(E),m)). Probaremos que T es medible y preserva a pu. Sea C = {0} U {cilindros}

entonces por definicién .% = o(C) y es claro que es un 7-sistema, ademads:
TYZny,...,nm01,...,0,))=Z(ny+1,...,n,+ L;a,...,a,) €C,
lo que prueba simultdneamente que T es medible y preservadora de medida.!?

Definicién 1.3. Llamamos a T el corrimiento bilateral de Bernoulli con pardametros

<p07p17 v 7pk71)-

Observacion 1.6 (Condiciones de Kolmogorov). La medida que dimos para los cilindros satisface:
(1) u(Z(ny,...,np;ag, ..., a,)) > 0.
(2) Dwep M Z(n1, . Ny Mipg13 A1 - -y Ay @) = (Z (N1, - s Qe Gi)).
(3) 2aer i(Z(m;a)) = 1.

Las cuales corresponden a las condiciones de consistencia de Kolmogorov en nuestro contexto (ver
Shiryaev [21, pag. 163]).

Demostracion.
(1) Esto se debe a que p; > 0 para toda i € E.

(2) D wer M Z(n1, o Ny Mg 15,G1, -+ Ay @) = D e Pay * * * PayPa debidoaque Y ppa = 1,
se obtiene el resultado.

(3) D wer i(Z(n1;a)) = > cpPa = 1 por definicién. 0

[21Si los enteros ny < ng < ... < n, son consecutivos, entonces Z (ni1,...,n,;a1,...,a,) se llama un cilindro

flaco. Observe que todo cilindro es la unién finita y disjunta de cilindros flacos. Por lo que la familia de cilindros

flacos también genera a 7.
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Ejemplo 1.8. Modificando el espacio anterior definimos ahora: X = [[E = {0,1,...,k — 1}
0

y % = o-dlgebra generada por los cilindros, y p la medida producto (como antes se definid).
Finalmente ponemos: T': X — X mediante la férmula: (T'(x)); = z;41 ¢ =0,1,2.... Observe que
T no es invertible (de hecho todo punto de X tiene exactamente k preimagenes). Es facil ver que

T es medible y preservadora de medida.

Definicién 1.4. Llamamos a T el corrimiento unilateral de Bernoulli con parametros

(p07p17 v 7pk71)-

Ejemplo 1.9. Sea (X.Z,u) el espacio de medida correspondiente al corrimiento unilateral de
Bernouilli con pardmetros (po,...,pr—1) ¥y 7 : N — N una permutacién fija. Definimos 7, : X — X

como sigue (T,(x)); = x-(;). Entonces T es preservadora de medida.

Demostracion. Por el Teorema 1.3, basta mostrar el resultado para los elementos del m-sistema
formado por los cilindros. Pero:

T YZ(ny,...,npa1,...,0,)) = Z(t7 ), ..., 7 (n,);aq,...,a,),
como estos dos cilindros tienen la misma medida se tiene el resultado. O

Ejemplo 1.10 (Rotaciones en grupos localmente compactos). Sea (G,:) un grupo localmente
compacto (ver Halmos [11, pags. 216-249] ). El Teorema de Alfréd Haar garantiza la existencia de
una medida regular m definida sobre los Borelianos de G (denotados %), y que ademas satisface
que m(a-U) = m(U ) para todo U abierto y para toda a € G, donde a-U = {a-x:x € U} (es
decir m es invariante bajo traslaciones por la izquierda) (ver Halmos [11, pags. 250-265] ). Asi que
si definimos T : G — G por medio de la férmula T'(z) = a - x, entonces T es medible y preserva
a m. (Para verificar la medibilidad observe que U C G es abierto si y sélo si a - U es abierto y se
sigue para E € % general. Para la preservacién de medida, basta usar la regularidad de m). El

ejemplo (1.3) es un caso especial de éste.

1.3. Operador Inducido en L,

Todo espacio de medida (X, .%, u) tiene asociado los espacios de Banach

LS(M):{f:X—>(C|fes Z-medible y /|f|pd,u<oo} con (p>1)o

Lf(u) ={f: X = R|fes F-medible y /\f|pdu< oo} con (p > 1),

(ver Definicion B.24, pag. 135), estos espacios son de utilidad en Teoria de la Medida. En esta
seccién se consideran dos espacios de medida (X, %;, ;) i = 1,2 y para todo p > 1 se define un

operador lineal de LS(,ug) en Lg(,ul) inducido por una transformacion que preserve las medidas. Se
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sabe que L5 (1) es un espacio de Hilbert (ver Definicién A.4, pag. 128) siy sélo si p = 2. El operador
lineal de LS (j5) en Lg(,ul) nos llevara al estudio de las transformaciones preservadoras de medida
via el “espectro” de este operador, ademas sera de utilidad para definir uno de los conceptos
de “isomorfismo” entre transformaciones preservadoras de medida. En esta seccion utilizaré los

siguientes conceptos de andlisis funcional:

Definicién 1.5. (Norma de un Operador lineal) Sean (X, ||-||1) ¥ (Y, ||-]|2) dos espacios vectoriales

normados y U : X — Y un operador lineal, la norma de U, denotada como |||, estd dada por:

]| = sup [[UU(f)l]2-
=1

U se llama acotado, si ||U|| < oo; U se llama contraccidn, si [|U|| < 1; y U se llama isometria
lineal , si [|U(f)]l2 = ||f|l1 para toda f € X. Si X, Y son espacios vectoriales sobre R. U se llama
operador positivo , si U(f) > 0 para toda f € X tal que f > 0.

Definicién 1.6. Sean (X, %, 1u;) espacios de medida con i = 1,2, T : X; — X5 una trasformacién
que preserva las medidas. Para p > 1 fijo definimos Uy : L} (u2) — L (p1) dada por Ur(f) = foT,
lo llamamos el operador inducido por un transformacion que preserva las medidas. Del

mismo modo se definen los operadores Uy : Ly (p2) — Ly (111).

Observacion 1.7. Este operador es lineal. Si f € L]E y cumple que f > 0, entonces Ur(f) > 0, es
decir, Uy es un operador positivo. Note que U(Xr,) = X1-1(), F2 € F2. Por tltimo quiero ver que
este operador estd bien definido, es decir, que Ur(f) € LS (u1) para toda f € LS(p2), lo anterior

es consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.3. Sea T : (X, .Z,u) — (Y,9,v) preservadora de las medidas. Si f € LS(v) entonces

foTelf(w)y [ (foT)du= [ fdv paratoda G € %Y.
T-1(G) e

Demostracién. Basta probar el resultado para funciones f € LE(v), y considerando la parte positi-
va y negativa de f (es decir fTy f7), basta con probar el resultado para f no negativa. El resultado
es valido para funciones s-simples ya que; si s es una funcién f-simple, entonces s =y . | a4,
Si s € LT (v) se tiene que > 1 a;v(A;) < 00, como soT = 37 oixa, 0T = Y1 | X114,
entonces [soT = >  au(T1(4;)) = >0 aiwv(4;) < oo ya que T preserva las medidas. Por
lo tanto soT € LY () y [soTdp = [ sdv para toda f-simple. Ahora consideramos una f no
negativa, elegimos una sucesién de funciénes f-simples {s,} tales que s, ' f, entonces {s, o T’}
es una sucesion de funciones f-simples tales que s, 0T /" foT. Por el T.C.M. (ver Teorema B.3.

pag. 132), se tiene que:

B T-1(B) T-4B)

/fdl/:h'm Spdv = lim / Spoldu= / foTdpu. U
B

Teorema 1.5. Utilizando la notacion de la definicion anterior, si p > 1, entonces

Un(LE(12)) © LE (), mis aun |Ur(f)], = |1, para toda f € LE(»).
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Demostracién. Considérese la funcién |f|” y utilice el lema anterior. O

Observacion 1.8. Por lo anterior una transformacién que preserva las medidas induce una isometria
lineal de LS (12) en L5 (u1) para toda p > 1. El operador Uy serd de utilidad en los conceptos de

ergodicidad y en las propiedades mezclantes.

1.4. Recurrencia

Recordemos que estamos interesados en el comportamiento del conjunto {77 (x¢)| para algin
xo € X}, es decir, la érbita de xy donde T' es una transformacion preservadora de medida. Pre-
guntarse por este comportamiento intuitivamente es preguntarse por la evolucion del sistema en
el tiempo. En otras palabras si zp € X, entonces se puede pensar que T"(xg) es el estado en el
que se encuentra xq después de transcurridos n dias. Henri Poincaré demostré uno de los primeros
resultados sobre este comportamiento en espacios de medida finita. En esta parte demostrare-
mos su teorema y veremos propiedades para extender su resultado a espacios de medida infinita.

Necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicién 1.7. Sean (X,.Z, 1) un espacio de medida y 7" : X — X una transformacién.

(a) T se llama recurrente si para todo E € .# con u(E) > 0 existe £y C E (Ey € .#) con
u(Ep) = 0 tal que para toda x € E \ Ej se tiene que existe n = n(E,z) € N tal que
T (x) € E.

(b) T se llama infinitamente recurrente si para todo £ € . con u(F) > 0 existe £y C F
(Ey € F) con u(Ey) = 0 tal que para toda x € E'\ Ey, se tiene que T"(z) € E para alguna

subsucesién ny < ny < --- (que depende de E'y x).

Teorema 1.6 (De Recurrencia de Poincaré 1912). Sea T' una transformacion medible definida en
un espacio de medida finita (X, F, 1) en st mismo. Si T preserva a p entonces T es infinitamente

recurrente.

Demostracion. Se probard una afirmacion un poco méas general, a saber: Para todo
E € F con p(E) > 0, existe F C E (F € %) tal que u(E\ F) = 0 y tal que para todo
x € F, T"(z) € F para una infinidad de naturales. Para E € .% con p(E) >0y N > 0 definimos
Ex =U T ™(E)y E* =limsup,_,., T "(E) (el limite superior de la sucesién {T~"(E)} ver
Definicién A.2, pag. 128). Asi que también: E* = (\y_, En ¥ es el conjunto de puntos en X que
entran a F una infinidad de veces bajo iteraciones positivas de 1. Sea F' = E N E*, probaremos
que u(E\ F)=0.

Claramente: Ey,; = T (Ey) C Ey para toda N > 0y como T preserva a u se sigue de la
sustractividad que: p(Eyxy \ T~ (Ey)) = 0 para toda N > 0 en consecuencia u(Ey \ Ej) = 0 para
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toda k >0y
u(Eo \ E¥) = p (U EO\Ek> < ZM(EO\Ek) =0.

Por otro lado p(E \ F) = p(E \ E*) < u(Eo \ E*) = 0. Sea x € F, entonces existen ny < ng < ---
tal que T"(z) € E (ver Proposicion A.1, pdg. 128), probaremos de hecho 7" (z) € F para toda i.
Por construccién T"i(x) € E'y T™ ™ (T™(x)) € E para todai > 2, entonces 7" (z) € ENE* = F.
De manera analoga se prueba que 7" (x) € F' para toda i > 2. O

Este resultado nos asegura que si £ cumple que p(FE) > 0, entonces casi todos sus puntos
regresan a ¢l una infinidad de veces durante la evolucién del sistema conforme transcurre el tiempo.
Regresando al Ejemplo 1.4, supongamos que éste describe el movimiento de una particula, es decir,
T"(z) donde z, € S* proporciona la posicién de la particula después de n dias, si ésta comenzoé a
moverse a partir de la posicién zy. Si tomamos un arco con longitud positiva, el teorema anterior
nos asegura que el ntimero de veces que la particula toma alguna de las posiciones dadas por el
arco es infinito para casi todo punto que empieza a moverse en el arco. Note que en la demostracién
anterior F' # () porque pu(F) > u(ENF) = u(E) > 0.

Observacion 1.9. Siguiendo la notacion del teorema de Poincaré, podemos mostrar que
ENFE* = FnNF* por lo que todo punto de F' regresa a F' una infinidad de veces bajo itera-
ciones positivas de T' lo que prueba de otra manera al teorema anterior.

Demostracion. Sea x € E N E* entonces existe una sucesion ny < ny < --- tal que T (z) € F
para toda ¢ > 1y x € E. Por lo que x € F. Para ver que x € F*, probaré que T"(z) € F
para toda i > 1. Para i = 1, considero la sucesién n, = n; — n; para toda ¢ > 2, notando que
T7(T™(z)) = T™(z) € E para toda i > 2, se tiene que 7™ (z) € F. Para i = 2, considero la
sucesién n! = n; — ny para toda i > 3, entonces T (T"2(x)) = T"™(zx) € E para toda i > 3,
por lo que T™*(x) € F, continuando de esta manera tenemos que 7" € F* para toda i > 1. Por
lo que EN E* C FFN F*, la otra contencion es clara debido a que F' = E N E*. Por lo tanto
ENE*=FnNF*. O

Podemos preguntarnos si existe un resultado andlogo al anterior para espacios de medida infi-

nita. En general no existe tal resultado y la siguiente observacion muestra la afirmacién anterior.

Observacion 1.10. Sea (Z,P(Z), 1) donde p es la medida del conteo (ver Ejemplo B.2). Definimos
T :Z — Z poniendo T(k) = k + 1. Sea £ = {0}, E* y F como en el teorema anterior. Note
que u(E) > 0y F = () por lo que es necesario que el espacio sea de medida finita en el teorema

anterior.

Sin embargo existe una condicién con la que podemos extender el resultado del Teorema 1.6

para espacios de medida infinita.
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Definicién 1.8. Sea (X, .Z, u) un espacio de medida y 7': X — X una transformacién medible.
T se llama incompresible. Si H € % y T~'(H) C H, entonces u(H \ T7'(H)) = 0.

Teorema 1.7. El resultado anterior permanece vdlido en el caso finito o infinito si en lugar de

suponer que T es preservadora de medida, suponemos que T es incompresible.

Demostracién. Definimos F como en el Teorema 1.6, pero T (Ey) = Exy1 C Ey entonces:
w(Ex \T Y (Ex)) =0 paratoda N >0 porloque u(Ey\E*)=0y u(E\F)=0,
el resto es igual. O

Observacion 1.11. Si (X,.Z, 1) es un espacio de medida finita. Note que si T" preserva a p, entonces
T es incomprensible. Sin embargo , si 1" es incomprensible, entonces se tiene que un subconjunto
de .# cumple que pu(T'(H)) = u(H), este subconjunto puede coincidir o no con #. Por lo tanto

incomprensibilidad no implica que preserve la medida.

Definicién 1.9. Sea (X, .%, i) un espacio de medida y 7' : X — X medible. T se llama disipativa
si existe W € .Z con u(W) > 0 tal que W, T-Y(W), T~2(W), ... son disjuntos. Llamamos a W un

conjunto errante para 7. Finalmente si T" no es disipativa, entonces T’ se llama conservativa.

Hemos visto en la Observacién 1.1(5) que la transformacién 7' : (0,1) — (0,1) dada por
T(z) = x? no preserva a ), andlogamente se puede ver que las transformaciones Ty : (0,1) — (0, 1)

¥ no preservan a A para toda k > 2. Uno de los problemas de la Teorfa

dadas por Ti(z) = =
Ergédica, es encontrar una medida p en %1y, tal que po T~ = . De tal manera, que tenga los
mismos conjuntos nulos que la medida de Lebesgue, es decir, u < Ay A < p (ver Definicién B.25,
pag. 135). Como podremos ver en el siguiente ejemplo existe una medida my : %1y — R U {oco}

que es preservada por estas transformaciones, ademas my < Ay A < my.

Ejemplo 1.11. Para k > 2 fijo, sea T : (0,1) — (0,1) dada por T(x) = 2%, & = Bo,1),
f:(0,1) —» Rdadapor f(z) = —1/(zlog(x)), y ms : Bo1) — RU{occ} dada por m(F) = [ fd .
F

Entonces T preserva a my y W = [a*,a) (a € (0,1)) es errante bajo T'.

Demostracion. Consideramos el siguiente m-sistema C = {[a,b) : 0 < a < 1,0 < b < 1}, como
T ([a,b)) = [V/a, Vb) (lo anterior puesto que 2 € T~'([a,b)) si y sélo si a < 2% < b si y sélo si
Ya < x < +/b), por otro lado

b b
my((¥a, V) = / ~1/(xlog(x))dA = — / 1/(zlog(x))dz = — log(| log(x)])
(¥/a,Vb) Va Va

= —log(| log(Vb)]) + log(| log({/a)|) = log(|log(a)]) — log(| log(b)|)
= /— )]

x log(x)
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por lo tanto T" preserva a my-.

Sea W' = [a*, a), entonces T-'(IV) = [a, /@), T-*(W) = [ *~/a, /@), como [a*, a), [a, /@), ...
son disjuntos entonces W, T=1(W), T~2(W),... son disjuntos y

my([a*, a)) = log(log(a*)) — log(log(a)) = log(k) > 0,
se tiene que W es errante para 7T'. 0

Observacion 1.12. Si T es preservadora de medida en un espacio de medida finito, entonces 1" es

conservativa, ya que si existiera un conjunto errante para 7', entonces

. (,U T@'<w>) =) -

lo que nos da una contradicién con el supuesto de que el espacio es de medida finita.

Teorema 1.8. T es conservativa si y solo si T es incompresible.

Demostracion.
(Necesidad). Si T no es incompresible, entonces existe H € % tal que T-'(H) C H pero
pw(H\T7Y(H))>0.Sea W = H\ T~ (H), veamos que W es errante para T’; como

TN (W) = T (H)\ T (H) y T () < T (H),

para toda n > 0 por propiedades de la imagen inversa. Ahora si n # m, sin perdida de generalidad
podemos suponer que n < m, entonces n+1 < m por lo anterior se tiene que T-™(H) C T~V (H)
asi que T-"(W)NT™(W) c T™*(W)n (T~"V(H)\ T~V (H)) = (); por lo tanto T no es

conservativa.

(Suficiencia). Supongamos que T" es incompresible, sea W € .Z tal que: W, T-Y(W), T2(W), ...
son disjuntos. Sea H = |J;2,T"(W), entonces T~*(H) C H por lo tanto u(H \ T7'(H)) = 0,

pero:
H\T Y(H)= UT’i(W) \ UT’Z'(W) = WHBl entonces (W) =0,
i=0 i=1
por lo tanto T' es conservativa. 0

Observacion 1.13. Note que la transformacion del ejemplo anterior es disipativa y por el teorema
anterior no es incompresible, pero preserva a my; es decir, en el caso p(X) = oo, si T preserva la
medida no implica que 1" sea incompresible.

Finalmente de los Teoremas 1.7 y 1.8 obtenemos:

BIEsta igualdad es valida porque los conjuntos W, T~1(W), ... son disjuntos.



1.4. RECURRENCIA 19

Corolario 1.8.1. Sea T : (X,.7, 1) — (X,.%, 1) medible y conservativa, entonces T' es infinita-

mente recurrente.

Demostracion. Como T es conservativa por el teorema anterior 7' es incomprensible, asi por el

Teorema 1.7 T es infinitamente recurrente. ]

Observacion 1.14. El enunciado del corolario anterior es mas comun, sin embargo la prueba es mas

complicada, por ello es que introducimos el concepto de incomprensibilidad.

Podemos preguntarnos por la primera vez que x regresa a F' € .%. Se puede pensar en asig-
narle a cada z € F' su primer retorno. Mds ain, podremos inducir una transformacion medible,
que presevard una medida, si la transformacién original preserva la medida en su espacio. Esta

transformacién es la siguiente:

Proposicién 1.1 (Transformacion inducida de S. Kakutani 1943). Sea T : (X, %, u) — (X, Z, u)
medible, conservativa e invertible. Para F € % con u(F) > 0 fijo definimos np : F' — N como

Stque:

min{k > 1:T%x) € F}
ng(zr) =
0 si TH(x) ¢ F para toda k > 1.

Definimos Tp : F — F como sigue Tr(z) = T""@)(z) .

Entonces Tr : (F,F N F,ur) — (F,.Z N F,ur) es medible e invertible, si T preserva a

entonces Tr preserva a jip.

Demostracion. Para mostrar la medibilidad consideramos los conjuntos
n—1 n—1
F,=(FONT™F)\ ()T (F)) conn>2 Fi=FNT ' F)yG,=T"(F)\ (| JT7(F)),
j=1 Jj=0

observemos que F, N F,, =0 y G, NG,, = 0 si n # m, como T es medible, entonces F,, G, € .F#
para toda n, F,, C F y para toda E € Z T, (E) = U>_,(F, N T~Y(E)), por lo tanto Tr es
medible.

Para probar que Tr preserva a pup, observamos que T~ (F) = By UF, T"YG,) = F,; 1 UG, 41

paran > 1,si E € % N F, entonces por lo observado anteriormente

TYE)=(FNnT Y E)U(GINTHE), TG, NT™E)) = (F,NT " YE)),
como T preserva a ju, se tiene que pu(F) = 37 p(F;NT ™ (E)) +p(G,NT~"(E)), pero la sucesién
{G,} es disjunta, por lo que pu(G, NT~™(FE)) — 0. Por lo tanto

W(F) =Y uENT(E) = u(Ts(E))).
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Para probar que 7' existe basta notar que 75" = (T~1)p. O

Hemos visto propiedades para garantizar que 7' sea infinitamente recurrente para un espacio

de media, el siguiente lema sera de utilidad para la siguiente seccién.

Lema 1.4. Sean T : (X, %, ) — (Y, 9,v) medible, conservativa y f : X — R medible no negativa,
entonces Y f(T™(y)) diverge casi dondequiera para y € {z € X : f(z) > 0}.

n=1

Demostracion. Sean A ={zx € X : f(z) >0}y By ={xr € A: f(x) > 1/k} con k € N, entonces
A= UZO:1 By, por el corolario anterior T es infinitamente recurrente, entonces existen Fj, C Bj
tal que pu(By \ F) = 0 y para todo x € Fy, T"(x) € F} para una infinidad de naturales. Sean
Ny = By \ Fy, N = ;o Nk (notemos que pu(N) = 0), ahora consideramos € A\ N, entonces
x € By para algin k y © ¢ N; para toda k > 1, se tiene que T"(z) € By para una infinidad de
naturales, por lo que Y f(T™(y)) > >_,c; 1/k, donde I es una sucesién creciente de naturales,

por lo tanto > o7 f(T™(y)) diverge casi dondequiera en A. O

Observacion 1.15. El lema anterior nos asegura que si u(F) > 0, entonces la siguiente serie
Yoo Xp(T(z)) diverge casi dondequiera en F , es decir, para casi todo punto en F, el nime-

ro de veces que x regresa a F' bajo iteraciones positivas de T' es una infinidad.

1.5. Ergodicidad

Sean (X,.#,u) un espacio de medida y 7' : X — X una transformacién preservadora de
medida. Si T7!(F) = F para algiin F' € .Z, entonces T"'(X \ F) = X \ F, por lo que podriamos
estudiar a 7" a partir de las transformaciones T|r y T|x\r, lo que simplifica el estudio de T' si
0 < pu(F)<p(X). Siu(F)=006u(X\F)=0,entonces podemos ignorar a F' 6 X \ F' recordando
que en Teoria de la Medida los conjuntos de medida cero usualmente no son tomados en cuenta,
por lo tanto no tendria caso simplificar el estudio de T'. Serd de nuestro interés el estudio de las
transformaciones que no se pueden descomponer, a éstas las llamaremos ergddicas. A continuacion

definiremos estas transformaciones.

Definicién 1.10. Sea (X,.#, 1) un espacio de medida y 7' : X — X una transformacién preser-
vadora de medida. Decimos que T es ergddica si siempre que F € Z es tal que T-Y(F) = F
entonces u(F) =06 u(X \ F) = 0, es decir, no existe una descomposicién X = F'U G (ajena)
tal que p(F) >0, u(G) >0y T-Y(F) = F. Conjuntos F € F tal que T~'(F) = F los llamamos
estrictamente invariantes (bajo T). Si F € F es tal que u(F A T7Y(F)) = 0 lo llamamos

invariante (bajo T)).
Observacion 1.16. Considerando:

I ={FeF wW(FAT'E)=0}, 4.={FcZ :TYF)=F},
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entonces .# e .7, son sub-o-dlgebras de .Z y .# es la p-completacién!¥ de ., si T es invertible.
Demostracion. N =0 T"™(F) AT " Y(F)F=F\NUFNN. O

Maés adelante daremos otros criterios de ergodicidad. A continuacién veremos un ejemplo de
una transformacioén ergédica. Sea a € S fijoy T : S' — S! dada por T'(z) = az con la o-dlgebra

y medida definida como en el Ejemplo 1.4 (pdg. 9). Tenemos 2 casos:

Caso 1) a = €* con p conmensurable con 27, es decir, existe r € QN [0, 1) tal que p = 27r.
Sir=p/q (p,qg € N)y (p,q) =1, entonces a es una raiz de la unidad (de hecho es una g-raiz
primitiva de la unidad).

1

qg—1 . . 1
2 2(7+35
Sea F = U {e” s M (mod 27?)} entonces p(F) = 5 ¥ TYF)=F
A q q
7=0

por lo tanto T" no es ergddica, graficamente:

27/3

Figura 1.8: F'y p= 2%

Observacion 1.17. En este caso la orbita de xg es periddica para todo xp, es decir,
{T™(z0)|n € N} = {2, T (x0), ..., T (x0)}.

Caso 2) p es inconmensurable con 27, asi pues a” # 1 para todan € N (n # 0). Probaremos

que T es ergddica pero antes necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 1.5 (Teorema de Jacobi). Sia™ # 1 para todan € N (n # 0) entonces {T™(2)}22, es denso

en St para toda z € S*. (La métrica en S' es la longitud circular).

Demostracion. Como a™ # 1, entonces T"(z) # T™(z) para toda n, m € N (n # m), asi pues
la semiérbita de z bajo T consiste de un nimero infinito de puntos de S', todos ellos distintos.
Como S! es compacto, {T™(z)} posee un punto limite, entonces para toda ¢ > 0 existe n # m
tal que d(T"(z),T™(z)) < e (longitud circular). Sea p = |[n —m| € N, como T es una rotacién
d(TP(2), z) < ey también d(T7?(z), TV=1P(z)) < e paratoda j > 1;asi pues z, T?(2),...,T*(2), ...

M(X,.Z, 1) es un espacio de medida completo si para todo F € .% tal que u(F) = 0y E C F se tiene que F € .Z.
Si (X, %, ) no es completo, es posible construir un espacio de medida completo (X, %', ') tal que . C F' y
i)z = p llamado la p-completacién de (X, Z, ).
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“parten” a S’ en arcos de igual longitud positiva menor que e. Por lo tanto {T"(2)}52, es denso
en St U

Teorema 1.9. Sia" # 1 (n #0), entonces T'(2) = az es ergddica.

Demostracién. Sea A C S! medible, estrictamente invariante y tal que u(A) > 0. Debemos probar
que p(A) = 1. Primero notamos que dada € € (0,1) es posible hallar un arco I tal que pu(l) <ey
p(ANI) > (1 —¢e)u(l). [Demostracion. Por definicién de la medida circular de Lebesgue es posible

hallar una sucesién disjunta de arcos (I,,) con pu(l,) < € tal que
h p(A)
A I, — > I
CLJ y l_g_glm

esto pues recordando la definicién de medida exterior (ver Definicion B.21, pdg. 134), como
w(A)/(1 —¢e) > p(A) > 0. Por definicién de infimo existe {I,}5>; tal que A C U2, I, y
p(A) < 372 p(l,) < p(A)/(1 —¢€), entonces pu(A) > (1 —¢e) > 2, u(l,). Si {I,} no es ajena
podemos hallar {I},} ajenos tales que J;-, I, = ;- I},, de la siguiente manera elegimos I = I
y I = I, — U= I, si n > 2; ahora para que u(I') < e para toda n, como 3.0 u(I’) < oo
entonces lim (1)) — 0, por lo que existe una N € N tal que u(1I])) < € para toda n’ > N. Como
la sucesion p(I)) es convergente esta acotada, sea M > 0 tal que p(l)) < M, considerando a
los arcos I, ..., I_,, elegimos una m talque M/m < e partiendo cada arco anterior en m arcos
disjuntos obtenemos que : Y ° (AN I,) = u(A) > (1 —e)> 0" u(I)). Lo anterior prueba que
existe al menos un arco no degenerado I tal que u(AN1I;) > (1 —e)u(l},). Ponemos I = I} y

lo fijamos|. Ya que T es una rotacién y preserva a j, obtenemos que:
w(ANT™I)) > (1 —e)u(T™(I)) paratodan e N.

Como la semiérbita del extremo inicial de I es densa en S! es posible hallar n,,...,n; naturales
tales que T (I),T~"2(I),...,T~™(I) disjuntos por lo que:

k
}: (ANT™ () > (1 —&)p

y ademas suficientes en ntimero para que T~ (1), T~"2(I),..., T~ (I) cubran a S', salvo por un
conjunto de medida menor que 2¢, es decir, u(Ule T—(I)) > 1—2¢P. En este caso obtendremos

que u(A) > (1 —¢)(1 —2¢), y como € > 0 es arbitrario tenemos que u(A) = 1. O

Observacion 1.18. En este caso la érbita de 2y es densa en S! para todo zy, lo que nos lleva a
preguntarnos: ;Los sistemas ergddico tienen la propiedad de que la orbita de zy € X es “densa”

para casi todo punto? Mas adelante aclararemos lo anterior.

BlSea k = min{j € N : 1 — 2 < ku(I)} entonces 1 — 2e < ku(I) < 1 —¢, ya que si 1 — e < ku(I) entonces
1-2e<1l—e—pu(l) < (k—1)u(I), contradiciendo la eleccién de k. Elegimos n; de tal modo que el extremo inicial
de T~™(I) diste del extremo final de I en menos de €/k, luego elegimos ny de tal modo que el extremo inicial de
T—"2(I) diste del extremo final de T~"*(I) es menos de ¢/k. Continuando de este modo se obtienen k arcos ajenos
L T=™(I), T~™(),...,T~™(I) de longitud total > 1 — 2¢.
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Otro ejemplo de transformacién ergédica es el corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con
parametros (po, - - ., Pr—1), haremos uso de un lema de aproximacion que se utiliza frecuentemente
en Teoria de la Medida, el cual consiste en aproximar a los elementos de .# mediante elementos de
A donde A es un édlgebra tal que o(A) = .%. Nos aproximaremos a los elementos de .# mediante
elementos de A que “dependen de solo un nimero finito de coordenadas”. Note que la demostracion

es valida para los dos tipos de corrimientos.

Teorema 1.10. El corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con pardmetros (po, . .., pk—1) €s

ergodico.

Demostracion. Sea A =élgebra generada por los cilindros medibles (ver Ejemplo 1.7, pag. 11),
entonces 0(A) = .%. Es facil comprobar que A € A siy sélo si A es la unién finita y disjunta de

conjuntos de la forma:
{reX:a, €FBy,...;xn, €E,} con 0CE;CE ycon ni<ng---<n,€Z (o €N),

(en el caso del corrimiento unilateral). Sea F' € % tal que T-'(F) = F, dada € > 0 existe A € A
tal que pu(F A A) < e (ver Lema B.1, pag. 131). Como A € A depende s6lo de un numero finito
de coordenadas, por lo que si j es suficientemente grande, entonces B = T—7(A) (€ A) depende

del mismo numero finito de coordenadas pero distintas de las de A entonces:
p(BNA) = pu(B)u(A) = u(A)?,  ademis:

W(F A B) = p(T(F) AT (A) = w(T(F A A) = u(F A A) <,

y como FA(ANB)C (FA A)U(F A B) tenemos que:

W(F) = (AN B)| = |p(FNANB)+u(F\ANB) — (ANBNF) = y(ANB\ F)|
WP\ ANB) — u(AN B\ F)]

p(F\NANB)+u(ANB\ F)

1w(F A (AN B)) < 2,

IANIA

de donde:

W(F) = u(FY?| < [n(F) = u(AN B)| +|u(AN B) = u(F)’|

< 26+ (u(A) + u(F)) |u(A) - u(F)| < de.

Como € > 0 es arbitrario se tiene que p(F) = p(F)?, por lo tanto u(F) = 0 6 1, mostrando con esto

que T es ergddica. Recordemos que estamos trabajando en un espacio de probabilidad entonces
(1(A) + p(F)) <2 0
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Ejemplo 1.12. Sean X = {0,...,k—1}, % =P(X) y n({j}) = 1/k, j € X. Definimos T : X — X
dada por
n+1 sin#k—1

T(n) =
0 sin=k—1.

Entonces:

(1) T es ergddica.

(2) T* no es ergédica.
Demostracion.

(1) Sea F € P(E), F # 0 tal que T"Y(F) = F, sea m = max{F'}, si m = 0 entonces k —1 € F,

porloque k—2¢€ F,...,1 € F, por lo tanto F' = X. En caso contrario andlogamente llegariamos

a que 0 € F, y utilizando el mismo razonamiento llegariamos a que X = F', por lo tanto T es

ergddica.

(2) Se puede ver mediante cdlculos directos que T* es la funcién identidad, por lo tanto T' no

es ergbdica. O
Observacion 1.19. El ejemplo anterior nos dice que las potencias de una transformacion ergédica

no tienen porque ser ergodicas.

Como hemos mostrado anteriormente, probar que una transformacion es ergédica a partir de
la definicién resulta bastante complicado. A continuacién mostraremos condiciones equivalentes a

la ergodicidad. El siguiente lema nos sera de utilidad. Recordemos que

Lema 1.6. Sean T : X — X wuna transformacion, E C X y E* = limsup,,_,., T "(E), entonces:

ENE*C G (T—™(E) AT Y(E)).

n=0

Demostracion. Basta probar que: X \ ', (T"(E) AT " Y(E)) C X \ (E A E*). Observe que
v & T (E)AT " YE) siysolosi xg(T"(z)) = xg(T"(z)). Asi que los siguientes enunciados

son equivalentes:
(i) = € X\ UL (T7"(E) AT Y(E))
(ii) z & (T™™"(F) AT "Y(FE)) para todan >0

(iii) xg(T(z)) = xg(T"(z)) para todan >0

(iv) xg(T"(z)) =0 para todan >0 6 xg(1T"(z)) = 1 para toda n > 0
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(v) T"(x) ¢ FE para todan > 06 T"(x) € E para todan > 0,

por lo tanto x € X \ (E' A E¥). O

Observacion 1.20. El conjunto E* tiene la propiedad de ser estrictamente invariante, es decir,
T-Y(E*) = E*.

Demostracion.

C) x € T YE*), asl pues T(x) € FE* entonces existen n; < ny < --- tal que
T (T(x)) € E, T™(T(z)) € E,...; ast que T"(z) € E, T (z) € E,..., por lo tanto
r € k.

D) x € E* entonces existen n; < ng < --- tal que 7™ (x) € E, T™(x) € E,..., asi pues
T YT (z)) € E, T Y(T(z)) € E, ..., por lo tanto T'(z) € E*. O

Teorema 1.11. Las siguientes condiciones son equivalentes para una transformacion conservativa
T:(X,Z,u) — (X,.Z, 1) que preserve a ji:

(i) T es ergddica.
(i) Si E € F tal que p(E AT7Y(E)) =0, entonces u(E) =0 o u(X \ E) = 0.
(i1i) Para todo F,G € .F con u(F) pu(G) > 0 existe n € N tal que p(T~™(F)NG) >0

(iv) Para todo F,G € F con u(F)u(G) > 0 eziste una sucesion ny < ng < --- tal que
pw(T~™(F)NG) >0 para toda i > 1.

Demostracion.

(i) implica (ii). Supongamos que T es ergédica y que u(E A T YE)) = 0. Sea
E* = limsup,,_,., T "(E), entonces T~'(E*) = E* asi que u(E*) = 0 6 u(X \ E*) = 0. De-
mostraremos que pu(E A E*) = 0 (por lo que también se tendrd u(X \ EA X \ E*) = 0) lo
que seré suficiente. Como T preserva a u, u(T-"(E) A T~""}(FE)) = 0 para toda n > 0 pero
EANE*CU,_,T™™(E) AT YE), por lo tanto u(E A E*) = 0.

(ii) implica (iii). Supongamos que (iii) es falso, entonces existen F, G € .# con ,LL(F) wu(G) > 0 tal
que p(T7"(F)NG) = 0 para todan € N, entonces p(Jo—, T7"(F)NG) = 0. Sea F= ey T—"(F
entonces T-X(F) C F, y como T es incompresible (conservatlva) entonces p(F \ T-H(F)) =
asi pues u(F AT~Y(F)) = 0. Por hipdtesis u(F) =06 u(X \ F) = 0 pero como u(F) > p(F) >
se debe tener (X \ F) = 0 entonces,

)
0
>0,

0<p(G) =GN E) +uG\F) < p(GNEF) +u(X\ F) =0,

lo cual es imposible.
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(iii) implica (iv). Sean F,G € F con pu(F)u(G) > 0, entonces por (iii) existe una n € N tal que
w(T~"(F)NG) > 0.Sean; = min{n € N: u(T"(F)NG) > 0}, entonces p(7T~™ (F))u(G) > 0, nue-
vamente por (iii) existe una n € N tal que p(T-"(T~™(F)) N G) > 0, consideramos
ny = ny +min{n € N : p(T~(T~™(F)) N G) > 0}. Continuando de esta manera obtenemos
ny < ng < --- tales que u(T~™(F)NG) > 0 para toda i > 1 lo que termina la prueba.

(iv) implica (i). Supongamos que (i) es falso, entonces existe F' € .Z tal que T"'(F) = F y
w(EF)u(X \ F) > 0, entonces p(Jo-, T7™(F)N (X \ F)) =0, lo que prueba que (iv) es falso. O

Observacion 1.21. Examinando la condicién (iii) del teorema anterior, podemos aclarar la pregunta
realizada en la Observacién 1.18 en el siguiente sentido: en un sistema ergodico se cumple que para
cualesquiera dos regiones del sistema A y B con medida positiva, entonces existe una n > 0 y
a € A tal que T"(a) € B, en otras palabras se puede acceder a cualquier regién desde cualquier
otra con iteraciones positivas de T

A continuacién daremos otros criterios relacionados con el operador inducido por una transfor-
macion preservadora de medida para verificar la ergodicidad de una transformacién.

Teorema 1.12. Sea T : (X, .7, u) — (X, F, u) una tranformacion conservativa y que preserva a
. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es ergddica.

(i) Si f: X — R es una funcion F-medible y f(T(x)) > f(x) casi dondequiera, entonces f es

constante casi dondequiera.

(iii) Si f : X — R es una funcion F-medible y T-invariante (es decir f(T(x)) = f(x) casi

dondequiera © € X)), entonces f es constante casi dondequiera.

(iv) Si f : X — R es una funcion ¥ -medible y estrictamente T-invariante (es decir

f(T(x)) = f(x) (para toda x € X), entonces f es constante casi dondequiera.
Ademdas si (X)) < o0.

(v) Si fe L(p) es T-invariante, entonces f es constante casi dondequiera (p > 1).

(vi) Si [ € Ly(u) es estrictamente T-invariante, entonces [ es constante casi dondequiera
(p=1).

Demostracion. Es claro que se tiene (ii) implica (iii), (iii) implica (iv), (iii) implica (v), (iv) implica
(vi), por lo que sélo basta probar (i) implica (iii), (iv) implica (i), (i) implica (ii), finalmente (vi)

implica (i).
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(i) implica (iii). Supongamos que foT = f c.d. y que T es ergddica para cada k € Z y n € N.

Definimos:
k k+1 k k+1
X(k,n):{xEX:%Sf(x)< ;; }:f_l([Q—n, ;L )) (e F)keZ, neN.
Consideremos X (k,n) A T-'(X(k,n)), veamos que el conjunto anterior estd contenido en

{r e X: f(T(x))# f(x)}. SeaxeX(k‘ n) AT (X (k,n)), entonces v € X(k,n)\ T (X (k,n))

6xeTHX(k,n))\ X(k,n), asi que:

)
(k.

k k+1 kE k+1 ,
"< ) < v f<T<x>>¢[— ) 6

n on’  9n

k k41 E k+1

Porren <y s [t
entonces f(x) # f(T(x)), por hipétesis u(X (k,n) AT (X (k,n))) = 0. Por el Teorema 1.11(ii) se
tiene que p(X (k,n)) = 06 u(X\X(k,n)) = 0. Pero para todan € Nfija X = J, ., X (k,n) (disjun-
ta), (yva que R = (Jyz[k/2",(k + 1)/27)), entonces existe una tnica k, tal que
u(X\X (k,,n)) =0 (sean € N, siparatodak € Zu(X\X(k,n)) # 0, entonces u(X) = 0, lo cual no
es posible, por lo que para cada m € N tenemos que existe una k(n) tal que
u(X\X(k(n),n)) = 0, sin embargo estas k(n) deben ser la misma k ya que si existen ky(n) # ka(n),
tales que (X \ X (k1(n),n)) = u(X\ X (ko(n),n)) = 0; como X (ki(n),n) C X\ X(ka(n),n), enton-
ces 0 = u(X (k1(n),n)) = pu(X) lo cual no es posible, por lo tanto para cada n € N existe una tinica
k(n) = k, tal que p(X \ X (kn,n)) =0). Sea Y = (), X(k,,n), entonces también pu(X \Y) =0
puesto que p(X \Y) < 3% u(X \ X(k,,n)) =0, por lo tanto f(z) = lim,_ k,/2" para todo

x € Y0 es decir, f es constante casi dondequiera.

(iv) implica (i). Supongamos que T~'(E) = E (E € F) entonces f = X es F-medible y
foT = f, entonces f es constante c.d., por lo que f =0 cd. 6 f =1 c.d., es decir, u(E) =0
6 (X \ E) = 0 (respectivamente), por lo tanto 1" es ergddica.

(vi) implica (i). Supongamos que T-}(E) = E (E € %), entonces f = X € Lp(n) (ya que
u(X) <oo)y foT = f,asi que f es constante c.d., por lo tanto u(E) =06 u(X \ F) = 0.

(i) implica (ii). Supongamos que 7' es ergédica y que f(T(z)) > f(z) c¢. d. Si f no es constante
c. d., entonces existe y € R tal que A = {z € X|f(z) >y} = f([y,00)) tal que 0 < p(A) < u(X).
Pero A C T7(A) c.d. por lo que pu(A AT (A)) =0, asi que pu(A) =06 p(A) = u(X), lo cual
contradice que 0 < u(A) < pu(X). O

Observacion 1.22. En el resultado anterior los incisos (iii) y (iv) las funciones pueden ser cambiadas

por funciones f : X — C, andlogamente (v) y (vi) por funciones en LS (u).

[6]Note que la sucesién {[kn/2" kpy1/27H ] }2021 estd anidada (ya que, existe una tnica ki tal que
w(X\ X (k1,1)) = 0; como existe una tnica ko, entonces (X \ X (2k1,2)) =06 u(X\ X (2k1+1,2)) = 0 continuando
asi se tiene la sucesién mencionada estd anidada) y la longitud de los intervalos tiende a cero por el Principio de

Intervalos Anidados (PIA) (ver Bartle [1, pag. 46]), la interseccién consiste de un solo punto I = lim,_,« ]2“—2



28 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

A continuacién veremos dos pruebas de ergodicidad, basadas en el teorema anterior.

Teorema 1.13. T': S' — S' dada por T'(z) = az es ergddica con a = € donde £ ¢ Q.

Demostracion. Sea f € Ly(S', %Bs1, 1) estrictamente invariante. Por Teorfa de Fourier
. f(n)e"* (la serie de Fourier de f) converge en Ly a f (ver Observacién A.3, pag. 128).
Por otro lado la serie de Fourier de f o T estd dada por > > f(n)empeim, pero foT = f y por

la unicidad de los coeficientes de Fourier debe tenerse:

A~

f(n) = f(n)e™™ para toda n € Z, entonces f(n) =0 para toda n # 0,
por lo tanto f = f(0) casi dondequiera. O

Teorema 1.14. T : S — S dada por T(z) = 2* es ergddica si y sdlo si k # £1.

Demostracion. Razonando como en el teorema anterior si f € Lo(u) es tal que foT = f, entonces
f~3> f (n)e™* y también f ~ Y f (n)e*"e v por unicidad de los coeficientes de Fourier
obtenemos: f(n) = f(k:n) = = f(kjn) para toda j > 0. Supongamos que |k| > 1, entonces por
desigualdad de Bessel (ver Teorema A.2, pag. 128):

A 2 ~ ~
Z ‘f(kjn)‘ < ||f|l3 < oo por lo tanto f(I) =0 paratodal#0 y f= f(0) casi dondequiera.
jET
z) entonces f no
R(z) = Ry
R(z) = RN(z)), entonces foT = f por lo que T no es ergddica. O

Inversamente si k = +1 basta tomar f : S' — R definida por f(z) = R(

es constante c.d. (donde R(z) es la parte real de z, observemos que R(z)

Ejemplo 1.13. Si T™ es ergddica para alguna n € N, entonces T es ergddica.

Demostracién. Supongamos que foT = f, entonces foT? = foT = f,....,foT" = f por el

Teorema 1.12(iv) f es constante c.d., por lo tanto T es ergddica. O

Observacion 1.23. El ejemplo anterior nos asegura la ergodicidad de 7' cuando alguna de sus

potencias lo sea.

Ejemplo 1.14. Sea T': (X, .7, u) — (X, .#, u) preservadora de medida invertible. Entonces T es

ergédica si y sélo si T~ es ergddica.

Demostracion.
(Necesidad). Sea F € .7 tal que (T-Y)"YF) = F, como T es invertible se tiene que
(T™H~YF)=T(F)=F, por lo que F =T7(F), entonces u(F) =06 u(X \ F) = 0.

(Suficiencia). Sea F' € # tal que T"!(F) = F, entonces F' = T(F) = (T~')"'(F), como T!
es ergédica se tiene que pu(F) =06 u(X \ F) = 0. O
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1.6. Teoremas Ergddicos

Sea (X, .Z, u) un espacio de medida, por el Teorema de Poincaré y la Observacion 1.15, sabemos
que la serie Y 2 xr(T%(z)) diverge si 0 < p(F) y T es medible y conservativa. Pero jqué tan
rapido diverge?, de manera exponencial, polinomial o lineal. Podremos decir que diverge de mane-
ra lineal salvo un conjunto de medida cero si 1" es una transfromacion preservadora de medida
y el espacio de medida es o-finito. Ademéds si T es ergddica, entonces no sélo se puede decir
qué tan rapido converge si no a donde converge exactamente. Mas atin considerando funciones
f € L1(X, %, u) més complejas, se probard que existe una funcién f* € Li(X,.%, u) T-invariante
y tal que: {Z?:_ol (TV(x))} ~ {nf*(x)} casi dondequiera x € X. Si T es ademés ergddica, entonces
[* es constante casi dondequiera y su valor es igual a 1/4(X) [ fdu. Lo anterior es consecuencia

del teorema mas importante de este trabajo, el Teorema Ergddico Individual.

Antes de comenzar veamos la importancia de este teorema en Teoria de la Probabilidad. Si
f e L}¥(p) y p(X) = 1, diremos que f es una variable aleatoria con esperanza finita (aqui la
esperanza de f es igual al nimero [ fdu). Un resultado que se utiliza frecuentemente en la
Teoria de la Probabilidad es la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, la cual nos dice que: si
{fn}22, C LY (1) es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das, entonces {(1/n) > 7_, f;()} converge en probabilidad a la esperanza de la variable aleatoria
f1 (en este caso convergencia en probabilidad es la misma que convergencia casi dondequiera). El
Teorema Ergddico Individual es una generalizacion de esta ley. En Fisica la importancia de este teo-
rema radica en la hipotesis ergodica de Boltzmann, ésta se pregunta sobre la existencia de limites de
la forma {lim(1/n) Z;':ol (T7(x))} y si existen se pregunta si {lim(1/n) Z;.:Ol (T7(x)) = [ fdp}.
Este teorema responde estas preguntas y dice que en los sistemas ergddicos es valida la igualdad

anterior casi dondequiera. Para probar este teorema necesitaremos los siguientes resultados.

Teorema 1.15 (Teorema Ergédico Maximal). Sea (X,.#,u) un espacio de medida y
T : (X, Z,n) — (X,Z,u) una transformacion preservadora de medida. Sea f € LY(X, . Z,u),
sild : L} (p) — L¥(u) es un operador lineal positivo y una contraccion (U(f)|1 < ||f|li para
toda [ € LE(n)), entonces: si fo =0, fo= [+U()+-+U(f) (0 > 1) y Fy = mésoznen {fu},

entonces:
/ fdu>0.

{z:Fn(x)>0}

Demostracion. (Adriano Garsia, 1961). Claramente Fly € Ly(u). Para 0 <n < N, como Fy > f,
y U es un operador lineal positivo, entonces U(Fy) > U(f,), por lo que:

De las desigualdades anteriores obtenemos: U(Fy) + f > maxi<,<n{fn}. Asi que:

(U(Fy) + f)(x) > méx {f.(x)} si F,(z) >0,

— 0<n<N
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es decir, U(Fn) + f > Fy en {z : Fy(z) > 0}, por lo tanto:

fdu > / Fyndp — / U(Fn)dpu
{z:Fn(x)>0} {z:Fn(x)>0} {z:Fy(x)>0}
Fydp — / U(Fn)dp pues Fy =0en X\ {z: Fy(x) > 0}

{z:Fn(x)>0}

b

> /FNd / (Fy)du ya que Fry > 0 por lo tanto U(F) >0
b
0

>

ya que ||Z/I||<1 O

Corolario 1.15.1. Sea T : (X, %,n) — (X, %, u) preservadora de medida. Para cada
g € Ly(1) y a € R definimos:

n—1
1 .
B, = {:p € X :sup — E g(T"(x)) > a} entonces :

n
nzl 1052

/ gdu > ap(ByNA) para todo A€ .F tal que T HA)=A y u(A) < oo.

B.NA

Demostracion.
Caso 1) A= Xy u(X) < 00. Sea f = g—a, como u(X) < oo, entonces f € L¥(u). Observamos

que B, = Un_o {2 : Fn(z) > 0}, ya que:

B, —{xeX suplnzl ))—a)>0} = {:p sup — ZfTZ }
{

n>1 N

c-op(ho o)

n>1

= {x :sup{Fn(x)} > O}

N>0
o

= |J {z: Fy(x) > 0},

N=0
Por el Teorema Ergédico Maximal aplicado al operador Uy de Li(u) en si mismo obtenemos:
/fdu >0 es decir /gd,u > au(B,).
B, Ba
(Observemos que 0 = Fy < F} < Fy... porlo que {z : Fx(z) >0} C {z: Fxi1(x) > 0} asi que

de hecho: fBa fdp=limy_ f{x:FN(J:)>O} fdu >0 porel T.C.D. (ver Teorema B.4, pag. 133).

Caso 2) Sea A € F con T71(A) = Ay u(A) < oo. Definimos una transformacion,
Tla: (A ZNApus) — (A AN F,ua) poniendo T|4(xz) = T(x) para toda x € A, en donde
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FNA={ENA:Ee€Z}yus(ENA) =uENA), entonces T|4 es una transformacién preser-
vadora de medida. Repitiendo exactamente los mismos argumentos anteriores con 7|4 en lugar de

T, A en lugar de X y py en lugar de p obtenemos:

/gduA > apa(B,) o bien / gdup > ap(B,NA). O

Ba BaNA

Ahora se prueba el teorema principal de este trabajo con la ayuda del lema y corolario anterior.

Cabe senalar que esta prueba no es la prueba original dada por Birkhoff.

Teorema 1.16 (Teorema Ergddico Individual Birkhoff-Khintchine 1931). Sean (X,.%, u) un es-
pacio de medida o-finito, T : X — X wuna transformacion preservadora de medida y f € Li(u)
dados. Entonces la sucesion de funciones {(1/n) S f(T’(:U))}OO

., converge casi dondequiera a

una funcion f* € Li(p) tal que:

(i) f*oT = f* casi dondequiera.

(i) [of*dp = [ fdp para todo F € F con F = T H(F) y u(F) < oo. (En particular, si
W(X) < oo entonces [ f*du= [ fdp).
(i) Si T es ademds ergddica, entonces: f* = (1/u(X)) [ fdu casi dondequiera si u(X) < oo, y

f* =0 casi dondequiera si p(X) = oo.

Demostracion.
(i). Sea f € Li(u) dada, definimos:

) =timinf =" F(T@) v () =lmsup - S F(T))
=0 n—oo M40

Claramente f, < f*. Por otro lado:

T o) = () 5 o AT +

Observando que lim,, ., f(z)/(n+1) =0y lim,, ., n/(n+ 1) = 1. Tomando limsup y liminf de
ambos lados obtenemos que f*(T'(x)) = f*(z) y f.(T(z)) = fi(z) (ver Teorema A, pag. 126). Con-
sideramos E = {z € X : (1/n) S f(Ti(x)) no converge}, entonces E = Ua. se g B, s donde
E,pg={reX: fi(z) <fB,a< f*(z)}. Como f,y f* son estrictamente T-invariantes, entonces:

T YE, 3) = E4 3. Probaremos que u(E, g) = 0 para toda «, 3 pero primero estableceremos
p(Eq, g) < co. Supongamos que « > 0. Note que:

n—1

1 .
Eop=FEq4gN {x € X: sup—Zf(TZ(x)) > a},
n>1 10570
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va que si # € E,p (con a > 0) se tiene que limsup =+ S f(Tix)) > a, es decir,
(a1, (1) I (@) < m € M) >, por o que sy (1) 15 A(T'() > o
asi que x € B, por lo tanto v € E, 3N B,. Para cada C' € %, C C E, 3 de medida finita, sea
h=f—aXqs € Li(p) (el cual existe ya que X = [J;2, X, con p(X,) < oo para toda n > 1
como E, 5 =~ X,,N E,, g, se tiene que u(X,, N E,, g) < 00), entonces por el Teorema Ergédico

Maximal:

n—1
/ (f—aXC) dp >0 con HN_IEE%V{O’ZhOTi}'
=0

G {z:Hn (z)>0}
N=0
Como C' C E, 5 C Uy_o{z € X : Hy(x) > 0} tenemos:

/\fl dp > / |fl dp >
X

{sup Hy (z)>0}
N

> au(C),

/ fdu

{sup Hy (z)>0}
N

por lo que p(C) < (1/a) [ |fldp < oo, por lo tanto p(E,, 3) < oo (ver Proposicién B.2, pag. 131),
(si a <0, entonces § < 0. Se puede aplicar el argumento anterior a —f y —f en vez de f y « para
obtener u(E, 3) < 0o. Observemos que en este caso E, g(f) = E_5 —o(—f) ya que (=f)e=—f"y
(=f)* = —f. (ver Propiedades A, pag. 126) y obtenemos p(Eq 5(f)) < (1/(=8)) [ [f] dp < 00).

(i) 1(Ea, ) = 0.Sea B, = {z € X : sup,.»,(1/n) Z;:ol f(T%(x)) > a}, entonces por el corolario

del Teorema Maximal obtenemos:

/fdu— / fdp = ap(Ea s N Ba) = ap(Ea,p).

Eq, 5NBa

Es decir, ap(Eqs, g) > /fd,u. (*)

E. 3

Reemplazando f, a, 3 por —f, —3, —a (respectivamente) obtenemos:

/ fdu < Bu(Enp). (**)

E. 5

Como [ < « debe tenerse que p(FE, ) = 0 para toda «, 3, por lo tanto u(E) = 0, entonces
{(1/n) >0, L (T (x ))}n | converge a f*(z) (= f.(x)) para toda z ¢ E.

ii) Probaremos primero que e Li(p). Sea g,(x) = |(1/n) >, ' (T entonces g, > 0y
=0
fgndu< (1/n) S0y [ f(T(x)] dp = [|f] d,u<oo, por lo quegnGLl(u) para toda n, ademés
— | f*] c.d. Asi que usando el lema de Fatou (ver Corolario B.3.1, pdg. 132), obtenemos:

/|f*| dﬂgliminf/gndu§/|f| du < oo por lo tanto f* € Ly(p).
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Sea ' € % con F = TYF) y u(F) < oo. Para cada k € Z y n € N sea
Dy ={xeF:k/n< f*(z)<(k+1)/n}, entonces si € > 0 es suficientemente pequena obte-

nemos:
n—

1
1 ~ k
D" C Biajm o) = X :sup — Tix) >~ —e b,
k C Blk/n—e) {906 igll)ngof( (z)) - 6}

(pues si x € Dp, se tiene que f*(x) > k/n, por lo que dada ¢ > 0 existe m tal que
(1/m) 7 f(Ti(x)) > k/n — ¢, por lo tanto @ € B(g/n_e)). Asi que: DP N By = D} y
como D} es T-invariante y p(D}) < oo concluimos que: ngfd,u > (k/n —e)u(Dy) (por el
Corolario 1.15.1). Como ¢ > 0 es arbitrario obtenemos: fDZ fdu > (k/n)u(Dy), lo que implica

que:

kE+1 1
/f* dp < %M(DZ) < /fdu + EMDZ) para toda k € Z,

Dy Di

sumando sobre k, obtenemos que:

1 o0
/ frdu < / fdu+ E,LL(F) (Note: F = U Dy para toda n € N).
F F

k=—o00

Haciendo tender n — oo obtenemos finalmente que: [ pfrdp < | » fdp. Aplicando lo anterior a

—f en lugar de f, hallamos:

Jerrins [pin esaecr [ pan< [ oan

pero f, = f* c.d. asi que fF fdu < fF f*du, por lo que tenemos la igualdad.

(iii) Supongamos que T es ergédica. Como f* es T-invariante, se sigue del Teorema 1.12
que f* = k c.d. (k constante). Si u(X) < oo, entonces como [ f*du = [ fdu debemos tener
k= (1/u(X)) [y fdu. Sipu(X) = oo, entonces como f* € Ly(p) y es constante c. d. se debe tener
que f*=0c. d. U

Observaciones 1.24.

(1) Sean (X,.#,u) un espacio de medida finita, 7' : X — X una transformacién preservadora
de medida ergédica y F' € Z#, entonces el Teorema Ergddico Individual nos asegura que
(1/n) S0 xr(Tix)) — w(F)/u(X) casi dondequiera, es decir, para casi todo = € X el
nimero de visitas que hace z a F' en promedio es igual a la proporcién de medida que tiene
F' con respecto a p(X). En sistemas dindmicos es de interés este hecho ya que relaciona el
comportamiento asintético de las dérbitas con la medida del conjunto. Otra manera de ver
lo anterior es que si pu(Fy) < p(Fy), intuitivamente el nimero de veces que x entra a F} es

menor que el nimero de veces que entra a Fs.
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(2) Utilizando las hipétesis del inciso anterior, definimos el promedio temporal de f en z como

sigue:

R TR
nanolo - ; f(T(x)), si este limite existe,

[ rin

El Teorema Ergédico Individual nos asegura que los promedios temporales son iguales casi

y el promedio espacial de f como sigue:

dondequiera al promedio espacial para toda f € Li(u) si y s6lo si T es ergédica (mas
adelante veremos el reciproco de esta afirmacién). Considerando un flujo {7; : t € R} de
transformaciones preservadoras de medida, la afirmacién anterior sigue siendo vélida, es
decir, limy_,o(1/T) fOT [(T(x))dt — [, fdu si el flujo es ergédico (mds adelante veremos

este resultado).

Ahora veremos algunas consecuencias de este importante teorema.

Corolario 1.16.1. Sea (X, .#, ) un espacio de medida finita y T : X — X una transformacion

preservadora de medida, entonces T es ergodica si y solo si para todo A, B € % se tiene que:

1 o u(A)u(B)
E;M(T (A)NB) — X

Demostracion.

(Necesidad). Supongamos que T es ergddica y sea f =X - Entonces por el Teorema 1.16(iii):

1 2 . A ‘ 1 n—1
E;XA(TZ(RC)) — ,5(()()) c. d. o bien E;XTZ'(A) () — ) c. d.

Multiplicando por X , obtenemos:

1 pu(A)
n ; Xr=igans ) " e Xet®) o4

Pero la sucesion estd dominada por la funcién integrable X p- Por lo que aplicando el Teorema de

Convergencia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.5, pag. 133), obtenemos:

1 o u(A)u(B)
E;M(T (AN B) — =55

(Suficiencia). Sea A € .F tal que u(A AT~ 1(A)) =0, como
(AAT () @A) AT 1(4) = | T I(AAT (),

J=0 J=0
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entonces u(A A T7(A)) = 0 para toda i > 1, as{ que u(T*(A) N A) = u(A) para toda i > 1. Por

hipdtesis tenemos que:

1 n—1 (A)2
p(A) = = ST p(T7HA) N A) — DL es decir p2(A) = p(A)u(X),
n ‘< 1(X)
por lo que u(A) =06 u(A) = u(X), por lo tanto T' es ergddica. O

Observacion 1.25. Si u(X) = oo se tiene que si T es ergddica, entonces

n—1
ZM(T’Z'(A) NB) — 0 paratoda A,B € .% con pu(A)u(B) < oc.

1=0

1
n
Sin embargo el reciproco correspondiente es falso.

Combinando el Teorema Ergédico Individual y el Teorema de Egorov (ver Teorema B.10, pag.

135), obtenemos la siguiente mejora sobre el Teorema 1.16.

Teorema 1.17. Sea (X,.%, 1) un espacio de medida finita y T : X — X wuna transformacion
ergodica, entonces para toda 6 > 0 y para toda f € Li(n), existe F = F(6,f) € F tal que
w(F) <6y (1/n) 0 f(TH(x)) — (1/u(X)) [ f du uniformemente en X \ F.

Demostracion. Sea § > 0y f € Li(u) por el Teorema Ergédico Individual:

n—1

1 ; 1
EZJC(T (x))%m/fd,u c.d.,

=0
como u(X) < oo por el Teorema de Egorov

n—1

1 @- 1

- ;f(T (x)) — —,u(X) /fd,u c.u.,

es decir, existe F' = F (0, f) € % tal que u(F) < dy (1/n) Z:‘L;ol f(TH(z) — /(X)) [ fdu
uniformemente en X \ F. O

Ahora examinamos la convergencia en media p € [1, 00 ) de los promedios {(1/n) >, foT"}.

Teorema 1.18 (Teorema Ergddico L, (J.Von Neumann)). Sea (X,.%, 1) un espacio de medida
finita, T : X — X preservadora de medida, p € [0,00) fija y f € L,() dada, entonces existe
f* € Ly(u) tal que f*oT = f* casi dondequiera y:
n—1
1 .
H_ Z f o7 — f*
s

— 0, cuando n — 0.

)

p
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Demostracion.

Caso 1) f es acotada c.d., como p(X) < oo, entonces f € Ly(p) y por el Teorema 1.16 se tiene
que (1/n) S0 foTi(z) — f*(x) c.d. Es claro que f* es acotada casi dondequiera también y
‘(1/n) E?;Ol foT!(x)— f*(x) ‘p — 0 c.d. La sucesién anterior esta acotada casi dondequiera para
toda n € N (De hecho:|(1/n) Sl foTi(x) — f*(:z:)‘p < 2P|/ f]|E, c.d.), aplicando el Teorema de

Convergencia Acotada (ver Teorema B.4, pag. 133), obtenemos que:

— 0.

p

Caso 2) f general. Sea ¢ > 0, hallamos g € Ly (1) tal que ||f — g||, < € entonces para toda
n>1yk>1:

1 n—1 1 n+k—1 1 n—1 n—1
i=0 =0 p =0 =0 p
n—1 n+k—1
1 1
- i - T
n < g n+k e +
i= i= p
1 n+k—1 1 n+k—1
i - T
TR Y E e
=0 =0 p
n—1 1 n+k—1
< e+ |- Zg e m Z go TZ + €
=0 =0 p
< 3e,

si n se elige suficientemente grande para toda k& > 1 (esto por el caso 1) aplicado a g). Asi pues
{(1/n) Sl fo Ti}n>1 es ||[[,-Cauchy y por completez existe f* € L,(u) tal que
H(l/n) E?;Ol foTt— f* b 0. Para probar que f*oT = f* c¢.d. dada € > 0 hallamos N € N

tal que ‘ f*=(1/n) E;:Ol fo Tin < esin > N, entonces:
1 n—1 1 n—1 1 n—1
1f*=f T, < f*—ngOTZ + ngOTZ—EZfOTHI +
=0 =0 =0 »
1 n—1
_ZfoTi—l—l_f*oT
"o »
1 n
< et foT y+e
2
< 2+l
< e,
si n es grande por lo tanto f* = f* o T casi dondequiera. U

Corolario 1.18.1. Sean (X,.Z,u) un espacio de probabilidad y T es una transformacion pre-

servadora de medida, entonces para toda f € Li(u), f* es igual casi dondequiera a la esperanza
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condicional de f con respecto a & (ver Observacion 1.16, pdg. 20); es decir, f* = E(f|-¥) c.d. (ver
Definicion B.29, pdg. 137). Si ademds T es ergodica, entonces I es trivial por lo que: f* = E(f)

casi dondequiera.

Demostracion. Por el Teorema Ergddico Individual, tenemos que f* es .#-medible ya que f* o
T = f*, es decir, T7Y(f*Y(B)) = f*Y(B); como f* € Ly(u) y para toda F' € . se tiene que
| P frdp = S » [ dp, entonces f* cumple con las tres propiedades de la esperanza condicional y por
unicidad f* = E(f|.#) casi donde quiera. Si T es ergddica entonces f* = (1/u(X)) [ fdp = E(f)

casi dondequiera. O

Observacion 1.26. El corolario anterior es como normalmente se presenta el Teorema Ergddico
Individual en Teoria de la Probabilidad. Recordemos que la esperanza condicional de f es una
variable aleatoria que contiene la informacién de f sobre la o-algebra con la que estamos condicio-
nando. En otras palabras la esperanza condicional recoge la informacién sobre una o-algebra que

sea de nuestro interés.

Recordemos que el operador Ur es una isometria lineal en el espacio de Hilbert La(u) (ver
Observacion 1.8, pdg. 15), existirda un andlogo al Teorema Ergddico Individual, para esta transfor-
macion. Mas general si H es un espacio de Hilbert y 4 : H — H es una isometria lineal, ;Podemos
decir algo sobre los promedios (1/n) 7' U(f) para f € H?, la respuesta es afirmativa y es
conocido como el Teorema Ergddico en Promedio. Denotaré al producto interior de dos elementos
f, g de un espacio de Hilbert H, como (f, g). Para probar este teorema necesitaremos los siguientes

resultados y conceptos de espacios de Hilbert:

Definicién 1.11. Sea H un espacio de Hilbert. El operador adjunto U/* de un operador lineal
acotado U en H, estd caracterizado por (U(f), h) = (f,U*(h)), valido para toda f,h.

Lema 1.7. St U es una isometria lineal sobre un espacio de Hilbert H, entonces U* olU = Iy,

donde U* es el operador adjunto de U, y Iy es la funcion identidad en H.

Demostracion. Si ||[U(f) || = ||f]| se tiene que ({U(f),U(f)) = (f, f), asl que:

lu=@U(f) = FIF = U UE) U UE)) = U UE) F) = U U)) + (5 )
= U(f),U)) = U) U)) = U) U + U US))
= 0,

por lo que U*(U(f)) = f para toda f por lo tanto U* oU = Iy. O
Lema 1.8. SiU* es el operador adjunto de U, entonces

Iy={heH :Uh)=h}={heH: U ) =h}= L.
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Demostracion. Supongamos que h € I, es decir, U(f) = f; aplicando de ambos lados el operador
adjunto U* y utilizando el hecho de que U* o = Iy, donde Iy es la funcién identidad, por el

Lema 1.7 se tiene que f = U*(f), es decir, f € I;+. Para el reciproco si f € I, se tiene que:

A (f) = FIIP = A CHIP = (F U) = U )+ IR,

pero:
leCHIZ= 1A%, UD)y = @), 1) = ) =11,
U, 0 = U () =10 =17
por lo tanto |[U(f) — f||* =0, es decir, f € I. O

Ahora podemos pasar a la demostracién del Teorema J. Von Neumann.

Teorema 1.19 (J. Von Neumann 1932). Sea H un espacio de Hilbert sobre C o R, yU : H — H
una isometria lineal. Denotamos por Iy = {h € H : U(h) = h}, entonces para toda f € H, la
sucesion de promedios (1/n)> 1 1Z/{Z(f) converge en H a la proyeccion ortogonal de f sobre

Iy (que denotaremos por proj(f|L;)).1"

Demostracion. Si f € I, claramente (1/n) Z?:_ol U(f) — f = proj(f|l), ast pues el teorema es
véalido para f € I;; supongamos que f es de la forma f = U(g) — g para alguna g € H -- - (%).

Entonces:
1 n—1 1 n—1
— E Z/{Z(f)” = ||=) (U (9)-Ug)) ' la cual es una suma telescopica
n n
=0 =0
= s -9
= g)—49

2
< —|lgl| — 0 si n— oc.
n

Por otro lado, si f es de la forma (x), entonces proj(f|ly;) = 0. Lo anterior ya que si f € Iy se

tiene que:

(f h)=U(g)—g,h) = Ug),h)—{gh
{9,

= ({U(g),Uh)) =g, h)
)

= (g, U UMN)) = (g, )
= {(g,h)—(g,h) por Lema 1.7
= 0.

Por lo tanto f L Iy, es decir, proj(f|ly) = 0; asi pues el teorema es valido para toda f de la forma
(%)

['Note que Iy es un subespacio cerrado de H.
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Consideremos Fy = {f € H: f =U(g) — g para alguna g € H}, entonces Fy, es un subespacio
vectorial de H, el cual no necesariamente es cerrado, sea Ey la cerradura de este espacio. Sea

f € Ey vy e > 0, entonces existe f. € Fy, tal que ||f — f.|| < &, asi que:

%Zw’(f)H < 2w+ | u)
i=0 i=0 i=0
1 n—1 ' 1 n—1
< =Dl = £l || = D ous)
i=0 i=0
< e+ %nZw(fe) pues U es una isometria.
i=0

Por lo anterior, sabemos que existe una N € N tal que si n > N entonces:

n—1 n—1
=STuiy , lo tanto  lim ||= > U'(f)|| = 0.
ni:obl(f) <&, por lo tanto nl_)ngoniZOU(f)' 0

Como E} = E—uL entonces proj(f|ly) = 0 para toda f € E—ul (donde Ej; y E—ul denotan el
complemento ortogonal de Fy y Fy respectivamente), es decir, el teorema es vélido para toda
fe E—ul. Solo nos falta probar que H = I, & E—ML, para lo cual bastara probar que E—ul = Iy. De
lo anterior obtenemos que I;; C E—uL. Sea [ € E—uL, en particular se tiene que (f ,U(g) —g) =0

para toda g € H, asi que:

(fr9)=(f,U(g)) = U (f),9) paratodage H,

entonces (f —U*(f),g) = 0 para toda g € H, por lo tanto f —U*(f) =0, asi que f € [, por el
Lema 1.8, se tiene que f € Iy, es decir [;; C E—uL. O

El operador Ur realiza una conexién entre la Teoria Ergddica y Analisis Funcional. Aplicando

el teorma anterior, al operador Uy en LY, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.19.1. Sea (X, .%, ) un espacio de probabilidad, y T una transformacion ergddica.
Entonces para toda f € LY(X,.F, 1) se tiene que:

n—1

1 .
—E:foTZ—>/fd,u.
[ f2 Jx

Demostracién. Como L5(u) es un espacio de Hilbert y Uy es una isometria lineal de este espacio
en si mismo. Ademds como T es ergddica, entonces I, = {constantes} [ver Teorema 1.12(vi)], se
tiene que proj(f|ly,) = fX fdp .para toda f € LY. En vista de lo aterior, y aplicando el teorema

anterior a Lo(p) y Ur se tiene el resulado. O

Observacion 1.27. Retomando la hipétesis ergdédica de Boltzmann. El Teorema de Von Neumann
junto con el corolario anterior aseguran: la existencia de los promedios temporales en el sentido de

convergencia L5, y éstos son iguales al promedio espacial en el caso ergédico.
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1.7. Algunas Aplicaciones

Como hemos mencionado entre las aplicaciones de la Teorfa Ergddica se encuentran areas como:
Fisica, Teorfa de la Informacién, Estadistica, Probabilidad y Teoria de Ntumeros (entre otras). El
propdsito de esta seccién es mostrar su relacién en algunas de estas areas (ver Pollicott [18, pag.
103], Parry [17, pags. 9, 27 y 28], Silva [22, pag. 72]) y Walters [23, cap. 6].

Para empezar veremos una aplicaciéon del Teorema Ergodico Individual a Teoria de Ntmeros.

Sea m € N tal que m > 2 para z € [0, 1) podemos expandir a = de la siguiente forma:

ay as as
rT=—+-—+—+--
m m?2 m
donde ay, as, ag,--- € {0,1,...,m—1} (esta expansién no necesariamente es tinica). Cuando m = 10

esta expansion es la expansion decimal usual. Diremos que x es un niimero normal en base m si
para cada j € {0,1,...,m — 1} el término j aparece u ocurre en la expansién de = con densidad
1/m, es decir, limy_(1/N)card({1 < n < N : a, = j}) = 1/m. Diremos que = es un nimero
normal si z es normal en cualquier base m. E. Borel probé que casi todo niimero es normal. A

continuaciéon enunciaremos este resultado y lo probaremos.

Teorema 1.20 (De los nimeros normales de Borel). Para casi toda x € [0,1) (relativo a la

medida de Lebesgque) x es un nimero normal.

Demostracion. Sea Y = {x € [0,1) : = admite dos expansiones en base m }, entonces Y es
numerable por lo que p(Y) = 0. Sea X =[0,1)\ Y, definimos T : X — X como en el Ejemplo
1.1. En péaginas previas probamos que T preserva a A. Modificando el argumento empleado para
probar que T'(z) = zF en S! es ergddica, obtenemos que T lo es también. Sea f = X[j/m,(j+1)/m)

entonces:

o L osi app1 =17
f(T(@)) = f (Z nj’f) =

= 0 sl app1 #J.

Ast que: 1/n 3120 f(T*(x)) =(ntmero de jotas en la expansién en base m de x en los primeros n

digitos)/n y por el Teorema Ergddico Individual:

n—1
1
Z f(TF(z)) — z casi dondequiera,

k=0

S|

lo que prueba el Teorema. O

Uno de los primeros teoremas ergddicos que se demostro es el siguiente, éste no sélo asegura la

convergencia casi segura si no también convergencia uniforme, en el caso f continua.
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Teorema 1.21 (Equiparticién médulo 1, Bohl, Sierpinskii y Weyl). Sea T : S* — S* la rotacion

irracional y f : S — R una funcién Riemann integrable entonces:

n—1

f(T?(z)) — /fdu para toda z € S*,

J=0

en donde la convergencia es uniforme si f es continua.

Demostracion. Sea T(z) = az con a =€y p/2n & Q.
Caso 1) f(z) = 2P p € Z. Entonces:

1 si p=0
| N A =
— T - J\P —
RO =T @ =8
N PR si p#0
Por otro lado
si p=20 ] 1 si n=-1
/fd,u: esto pues: — [ 2"dz =
2mi
si p#0 0 si n#—1.

Ahora bien como p/27 ¢ Q, entonces a? — 1 # 0 para toda p € Z y como se tiene que ‘aNp — 1‘ <2

obtenemos que:

| NVl 1 st p=0
3 AT)
j=0 0 si p#0,

por lo tanto f* = [, fdp.

Caso 2) f es un polinomio trigonométrico ZpEZ ap,z? z € S', a, = 0 para una infinidad de

p € Z. De 1) obtenemos que f*=ag = [ s1 f dp (la convergencia es nuevamente uniforme).

Caso 3) Caso general (f Riemann-Integrable). Dada ¢ > 0 existen polinomios trigonométricos
P=y PF tales que P < f(z) < P para toda z € S'y [ (P} — P7)dp < . Por el caso 2) se

£

obtiene que:

N-1 N—
1 1 ,
/P du < hmmf Z f(T7(2)) < limsup — Z f(T7(2)) < /P;r dp para toda z € S,
N—o0 N
S1 ]:0 7=0 g1
por lo que
| Nl .
h;vrri}oréf N go f(T7(z)) — li]gljolip N 2 f(I7(2)) <e.

[BINote que en este caso la convergencia es uniforme.
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Como € > 0 es arbitrario se tiene que f*(z) existe para toda z € S! y es igual a fsl f du; esto ya
que: fsl P-dp < f*(2) < fsl PFdp para toda z € Sty fsl P-du < fsl fdu < fsl P*dyu para
f*(Z) _fslfd:u’ < f(P5+_P57)dM<€'

toda z € S, por lo tanto

b) Si f es continua entonces para toda ¢ > 0 existe P un polinomio trigonométrico tal que

|f — Pllo < € por lo que:

| Nl | Nl
/fd,u—/Pdu <e vy ||— fol’l —— PoT’|| <e¢
51 51 N <4 N <4
Jj=0 Jj=0 .
Asi que:
| V-l | V-l | Nl
e Ser [iw) < |gErer-gyrer) ¢
7=0 g1 - 7=0 7=0 0o
=,
N PoTJ—/Pdu —i—/Pdu—/fd,u
Jj=0 S1 o 51 S1
| V-l
< 2+ NZPoTJ—/Pd,u
]:0 S1 00
< 3e.
si N es suficientemente grande. Por lo tanto
.
N foTl — / fdp  uniformemente. O
]:0 Sl

El teorema anterior sera de utilidad para lo siguiente: considerando la sucesién formada por los

primeros digitos de potencias de dos. Las primeras 25 potencias de 2 son:
2,4,8,16, 32,64, 128,256,512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536
131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304, 8388608, 16777216, 33554432.

Los primeros 40 términos de la sucesion considerada son:

N N DN DN
N N S
co oo 0o o
—_ =
W W w w
S O Oy O
e e
N N DN DN
v Ot Ot Ot
=

Como podemos apreciar en estos térmimos no aparece el digito 7 ni el 9, cabe preguntarse: ; En la
sucesion de los primeros digitos de potencias de 2 aparece el digito 7 0 97, y si aparecen estos digitos
jcon qué frecuencia aparecen? La respuesta es afirmativa , de hecho hay una infinidad de potencias
de 2 cuyo primer término es 7 0 9, ademas se puede calcular su frecuencia. Esto estd contenido en

el siguiente resultado.
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Corolario 1.21.1. (Cdlculo de la frecuencia relativa del primer digito de 2")

Obtencion: El primer digito de 2" es igual a k € {1,2,...,9} si y s6lo si k10" < 2™ < (k + 1)10"
para algtin r € N U {0}, es decir, r + log,o(k) < nlog,,(2) < r + log,,(k + 1). Sea p = log,,(2),

T :S' — S la rotacién irracional T'(z) = az con a = ™,

Ap={ze 8" :z=¢" y 2mlog,,(k) <0 < 2rlog,,(k+1)},

es decir, Ay es un arco y x4, es Riemann-integrable. Por el teorema anterior se obtiene que para
toda z € St

n—1

1 . 1

n § :XAk (T7(2)) — p(Ax) = logyo(k + 1) — logyo(k) = logyg (1 + E) .
Jj=0

Por otro lado, si z = 1, entonces x4, (T7(1)) = xa,(e"®) es uno o cero de acuerdo a que
2mpj € [2m(r + logy(k)), 2w (r + logyo(k + 1)) ), o no (para alguna r € N) (respectivamente),
equivalentemente uno o cero de acuerdo a que, jlog,,(2) € [r + log,o(k),r + logyo(k + 1)) para
alguna r € NU {0} o no; asi pues (1/n) Z;.:Ol Xa, (T7(1)) = (1/n)(nimero de veces que el primer

L es igual a k). Asi que la frecuencia relativa de apariciones de

digito de la sucesiéon 1,2,...,2""
k como primer digito de la sucesiéon 2" estd dada por f(k) = log,y(1 + 1/k). Observamos que
si k < k' entonces f(k) > f(K) (k,k € {1,...,9}), por lo que f(1) > f(2) > --- > f(9), en
particular f(7) > f(8), hecho que resulta sorpresivo si se examinan los primeros 47 términos (jque

es el primer momento en que se obtiene £ = 7, mientras que ya han salido cinco ochos!).

Teorema 1.22 (Ley Débil de los Grandes Numeros). Sean (X,.%, ) un espacio de probabilidad
y {fn} una sucesion de variables aleatorias integrables independientes e idénticamente distribuidas
(es decir, {fn} C L¥(u), p(f71(B)), no depende de n para toda B € By y

w(f ' (By) N fy ' (Ba) N0 f (Bn)) = pul(fy (By)u(fy H(B2)) - - il f ' (Ba))

para todo n, para toda By, By, - -+ B, € $r), entonces

N

1

N Z falz) — /fld,u en medida.
n=1

Demostracion. Por hipétesis existe una tnica medida de probabilidad v sobre ([[°; R, Q. %r)
(ver Ejemplo B.3, pdg. 136). Considero la transformacién T : [~ R — [[*_, R dada por el co-
rrimiento, es decir, (7(z)), = Tn41 para toda n. Como tenemos variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas, se tiene que T preserva a v en [[ -, R. Mds atn tenemos que 1" es
ergédica y que f(x) = z; para toda = € [[ 2, R tiene la misma distribucién que f; (es decir,
v(f1(B)) = ulf(B)) para toda B € %s).

Por el Corolario 1.16.1 tenemos que si

1 n
By={z¢€ X||Eka| > A},
k=1
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entonces

fld:u Z )‘M<B>\)7

By
es decir, pu(B)) < ([ fidp)/X, por lo que se tiene el resultado observando que
ISl = [lfildp, vy la desigualdad de Markov la cual nos asegura que

u(lfil = A) < ([ 1fldp) /A B

Teorema 1.23 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros). Sean (X,.Z, u) un espacio de probabilidad
y{fn} una sucesion de variables aleatorias integrables independientes e idénticamente distribuidas,

entonces

N

1

N E fn(x) —>/f1du casi dondequiera.
n=1

Demostracion. Utilizando la notacion del teorema anterior y sus observaciones, el Teorema Ergddi-

co Individual nos asegura que:
1 ¢ : :
— E f(I(x)) — /fdl/ casi dondequiera,
n
k=1

por lo anterior tenemos que:

n

1
— Z folw) — / fid p casi dondequiera. O
n

k=1

Un caso donde podremos asegurar la existencia de medidas de probabilidad p tales que
poT ™t = p, es cuando el espacio X es un espacio métrico compacto y 7' : X — X es una
transformacién continua, daré un bosquejo de la prueba de este hecho. Para mayor referencia ver

Walters [23, pags. 150-153]. Para esto necesitaremos lo siguiente:

Teorema 1.24. Sean (X,.%#) un espacio de medida, T : X — X una transformacion medible, y
M(X,T)={pu:F —[0,1)|n es de probabilidad, o T~ = u}. Entonces:

(i) M(X,T) es convexo (es decir, si p,v € M(X,T), entonces ap+ (1 —a)y € M(X,T) para
toda o € (0,1)).

(i) Sipu y v hacen ergédica a T, entonces p=v 6 u L v (ver Definicion B.25, pdg. 135).
(7ii) Si p hace ergédica a T, entonces es un punto extremo de M(X,T) (ver Definicion A.3, pdg.

128).

Demostracion. Primero establezcamos sobre qué espacio vectorial estamos trabajando. Pensando
en el conjunto de las medidas con signo finitas en (X,.%#) (ver Definicién B.26, pag. 135), este con-

junto forma un espacio vectorial sobre R definiendo las operaciones como sigue
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(w+v)(F)=puF)+v(F)y (B-p)(F)=0-u(F) para toda F € # y (3 € R, entonces M(X,T)

es un subconjunto de este espacio vectorial.

(i) Sean pu, v € M(X,T), entonces (au+(1—a)v)(@) = 0, como a € (0,1) (au+(1—a)v)(F) >0
para toda F € .Z y (apu+ (1 —a)v)(X) = a+ (1 —«a) = 1. Sélo basta probar la o-aditividad, pero
si {F,} es una sucesién de elementos de .# disjunta dos a dos se tiene que las series Y .=, u(F,),
Yo, v(Fy,) son convergentes y (ap+ (1 —a)v) (U2, Fr) = > oy (app + (1 — a)v)(F,), finalmente

(ap+ 1= ap)(THEF)) = ap(TH(F)) + (1 - a)y(T7(F))
= au(F)+ (1 —a)v(F)
= (ap+ (1 =a))(F),

por lo tanto M(X,T') es convexo.

(il) Supongamos que p # v, entonces existe F' # () € .Z tal que u(F) # v(F). Sin pérdida de
generalidad supongamos que p(F') > 0, considerando el conjunto:

n—1
1 :
A= X:— T F
{”f € X Y xr(T ) — >},
como u(F') # v(F') y por el Teorema Ergédico Individual tenemos que v(A) = u(X \ A) = 0.

(iii) Supongamos que p = avy+ (1 —a)vy con vy, s € M(X,T) y i L vy, entonces existen A, B
tales que X = AUBy u(A) = 11(B) =0, asi que u(B) > 0; por el Teorema de Poincaré p(B*) > 0
y T7Y(B*) = B*, ahora 0 < u(B*) = (av; + (1 — a)n)(B*) < 1 lo que contradice que T sea
ergddica. O

Cuando tenemos un espacio métrico compacto (X, d), se puede considerar a la minima o-dlgebra
generada por los conjuntos abiertos de X, llamada o-algebra de Borel y denotada como #x.

Note que cualquier transformacion continua 7' : X — X es (X, Bx)-medible.

Sea M(X) ={pu: BBx — [0,1] | u es una medida de probabilidad}. Sea (C(X), || - ||) el espacio
de las funciones continuas de X a R, donde || f|| = sup,cx | f(z)|. La topologia débil* en M (X)
es la minima topologia que hace a cada funcién p — [, fdp (f € C(X)) continua. En nuestro
caso resulta que el espacio topdlogico (M(X), 7), donde 7 es la topologia débil*, es metrizable. Si
f fidp— f fidv
X X

{fn : n € N} es un conjunto denso en C'(X), entonces d(p,v) = > -, es una

métrica en M(X) (ver Walters [23, pag. 148]).

Hemos dotado a M(X) de una topologia y una métrica. Ademds resulta ser que bajo estas
condiciones este espacio es un espacio métrico compacto (ver Walters [23, pag. 150]). Asi que
M(X,T) es un subconjunto convexo de este espacio, por el Teorema de Krein-Milman (ver Royden

[19, pag. 242]), se tiene que M(X,T) es la cerradura de la envoltura convexa de sus puntos
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extremos. Finalmente por el Teorema anterior tenemos que M (X, T) es la cerradura de la envoltura
convexa de las p € M(X,T) que hacen ergédica a T'. Con lo que no sélo se prueba la existencia de
una medida de probabilidad p, tal que o T~! = pu, si no que la podemos aproximar tanto como

queramos con combinaciones lineales convexas de medidas v que hacen ergddica a 7.

Teorema 1.25 (El Teorema ergédico para flujos). Sea (T3)i>0 una familia de transformaciones

preservadoras de medida de un espacio de medida o-finito (X, F, ) en si mismo tal que:

(ii) Tsry = Ts o Ty para toda s,t > 0.

i) T : X x[0,00) — X dada por T(z,t) = Ti(x) es F X Bjy.o)-medible.
[0,00)

Entonces para toda f € Ly(p) existe f* € Li(u) tal que f*o Ty = f* casi dondequiera tal que:

1t
(i) th p [ foTds= f* casi dondequiera.

(ii) Si F € F tal que T{'(F) = F, u(F) < oo, entonces [ fdu= [ f*dp.
F F

Demostracion. Sea g : X — R dada por g(z fo ))d s, como (X,.Z,u)y ([0,00), Br, \)
son dos espacios de medida o-finitos entonces por el Teorema B.11, existe la medida p ® A. Con-

sideremos la funcién g : X x [0, 1] — R dada por g(z, s) = f(Ts(z)), como
g_l(B) = T_l(f_l(B)) - f X e@[o,l]
para toda B € R, se tiene que g es . X HBjq yj-medible, ademas

[ wslinea= [ { [lolau) ix= [ 11 <o,
[0,1} X X

X x[0,1]

entonces g € L1(M X A). Por el Teorema de Fubini (ver Teorema B.12, pdg. 136), se tiene que
f[o 1 ))ds € Li(p). Por el Teorema 1.16 existe una f* € Li(u) tal que f*o Ty = f*
y th = [z f* para todo F tal que 77 (F) = F y u(F) < oo, afirmamos que f* cumple las

propiedades del teorema, pero antes notemos que:

17 ol
ﬁ/‘foTst = EZO/; fOTS(.I')dS
0 =
1 n—1 1
= gZ/ fOTs+Z'<.T)dS
i=0 V0

1 )
= Ehon(x) — f*(x) cd. sin — oo,
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ahora sea t > 0, consideramos [t] (la parte entera de t), entonces:

t [1] t
%/foTs(x)d:s:% %/foTsds +%/foTs<x)dS7
0 0 [t]

como

[t] t
lim ([£]/1) = 1, lim (1/[1) / foTds—f* v lm(1/t) / f o T(w)ds| < lim (1/1)][A]s,
0

t—o0
[t]

1
se tiene que limy;_. — f(f foTs(x)ds = f*(r) casi dondequiera, el segundo inciso se sigue del

Teorema Ergodico Individual. O

1.8. Propiedades Mezclantes

En lo que resta de este capitulo supondremos que (X,.%#, 1) es un espacio de probabilidad y
T : X — X preserva a u. Utilizando la notacion anterior, por el Corolario 1.16.1, tenemos que T'

es ergddica si y sélo si para toda A, B € % se tiene que

S e

lim —~ Z; (T (A) N B) = p(A)u(B).

Supongamos que tenemos una cuba con 10% de ron y 90% de Coca-Cola. Si A es la regién
original ocupada por el ron, entonces para cualquier region B del liquido, la cantidad de ron en
B después de “mezclar” n veces, estd dado por u(T~%(B) N A)/u(A). Si T es ergédica, entonces
en promedio la cantidad de ron que hay en B es 10 %. Sin embargo, intuitivamente después de
mezclar suficientemente la cantidad de ron en cada parte de B deberia ser aproximadamente
del 10 %. En otras palabras, si T' “mezcla bien” entonces podriamos cambiar la convergencia en
promedio por convergencia, es decir, lim, . u(T""(B) N A) = u(B)u(A) para todo A, B € Z#.
A una transformacién T' con esta propiedad la llamamos fuertemente mezclante, claramente toda
transformacion fuertemente mezclante es ergédica, sin embargo el reciproco no es cierto. También
mostraremos una condicion intermedia entre ergodicidad y fuertemente mezclante: la condicion de

ser débilmente mezclante.

Definicién 1.12. Sea (X,.%#,u) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una transformacién

preservadora de medida. Entonces:
(a) T se llama débilmente mezclante si para todo A, B € .% se tiene:

lin £ 37 [u(T(4) 0 B) - w(A)u(B)| = 0.

n—oo N, 4
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(b) T se llama fuertemente mezclante si para todo A, B € .Z se tiene:

lim pu(T"(A) N B) = p(A)u(B).

n—o0

Los siguientes lemas justifican lo discutido anteriormente.
Lema 1.9. Si T es fuertemente mezclante, entonces T' es débilmente mezclante.

Lema 1.10. Si T es débilmente mezclante, entonces T es ergddica.

La razén de lo anterior es puramente analitica, a saber:

Lema 1.11. Sea (a;)2, una sucesion numérica entonces:

(i) Sia, — 0, entonces (1/n) 31— |a;| — 0.

(i) Si (1/n) >0 | a;| — 0, entonces (1/n) 37— a; — 0.

Demostracion.

(i). Como a, — 0, entonces existe N > 0 tal que para todan > N |a,| < € por lo tanto

1n71 1 N n 1N n— N
g;\ai\:g ;|az‘\+mzjv|am| < E;MH( - )e

< 2e,

si n es suficientemente grande.

(ii). [(1/n) s a;| < (1/n) S @il < e sin es suficientemente grande. O

Aplicando el Lema 1.11 a a; = u(T*(A) N B) — u(A)u(B) se obtienen los Lemas 1.10 y 1.9.

Observacion 1.28. Un ejemplo de una transformacién que es ergddica pero no débilmente mezclante
es la rotacién irracional, esto se probara mas adelante. También existen ejemplos de transforma-
ciones que son débilmente mezclantes pero no fuertemente mezclantes (ver Silva [22, pag. 218]).
En el lenguaje de probabilidad una transformaciéon T' es ergddica si el evento T-"(A) es en pro-
medio independiente de cualquier evento B bajo iteraciones de T'. Si T' es fuertemente mezclante
entonces T "(A) y B son asintéticamente independientes para todo A, B € .%. En ocasiones es
mas facil verificar que una transformacién es fuertemente o débilmente mezclante que probar que

es ergddica.

Nuevamente probar que una transformacién es fuertemente o débilmente mezclante a partir de
la definicion es complicado. El siguiente resultado simplifica la tarea de verificar las propiedades

mezclantes de una transformacion, a partir de una algebra que genera a la o-algebra.
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Teorema 1.26. T : X — X wuna transformacion preservadora de medida y A un dlgebra de

conjuntos tal que o(A) =.% entonces:

(i) T es ergédica si y solo si para toda A, B € A se tiene que

T S (T (4) 11 B) = u(Au(B).

(ii) T es débilmente mezclante si y sdlo si para toda A, B € A se tiene que

n—oo N, 4

lin £ 37 [u(T(4) 0 B) — w(A)u(B)| = 0.

(iii) T es fuertemente mezclante si y solo si para toda A, B € A se tiene que

ltm p(T"(A) N B) = p(A)u(B).

n—oo

Demostracion. Se probara solamente (i), los otros incisos son similares. Claramente basta probar

la (Suficiencia).

Sean A, B € .F y ¢ > 0 arbitrarios, hallamos Ay, By € A tal que u(AAAy) < ey u(BAB) < ¢,
entonces pu((T"(A)N B) A (T "(Ap N By)) < 2¢, en consecuencia

|(T~(A) N B) — u(T~"(Ag) N By)| < 2¢  por lo que

' W(T(A) 0 B) — w(Au(B)| < |+ (1(T(4) N B) = p(T(40) 0 Bo)) | +
% T'H (T~ (Ag) N Bo) — p(Ao)p(Bo)| +
| W(Aa)n(Bo) — (Al B)| +
| 1(Ao)p(B) — p(A)p(B)|
< 2+ % = (T~ (Ag) N By) — pu(Ag)p(Bo)| + 2¢
< De. -
Si n se elige suficientemente grande. O

Como hemos mencionado anteriormente, la condicién de ergodicidad es importante, ademas
las propiedades mezclantes implican ergodicidad. Ahora voy a encontrar condiciones equivalentes

a débilmente mezclante, para ello serd necesario la siguiente definicion:
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Definicién 1.13. Un subconjunto J C {0,1,2,...} se dice que tiene densidad cero si

lm card(JN{0,1,--- ,n—1})

n—00 n

=0,
y se denota por d(J) = 0.

Teorema 1.27. Sean (a,)>, una sucesion acotada de nimeros reales (o complejos), entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

1 n—1

(i) - T ] —0.

(ir) Eziste J C {0,1,2...} de densidad cero tal que lim a, = 0.

n&J
oo lnal 2
(i) — > |a;|” — 0.
n =0
Demostracion. Por simplificar la notacién se denotara a;(n) = card(J N {0,1,...,n —1}).

(i) implica (ii). Para toda k& > 1, sea J = {n € {0,1,2,...} : |a,| > (1/k)}. Claramente
Ji C Jy C ... ademds d(J;) = 0 para toda k (esto pues:(1/n)(1/k)ay, (n) < (1/n) S0 |ai| — 0),
luego entonces existen enteros 0 = lp < Iy <ly <--- talquesin > : (1/n)ay,,, (n) < 1/(k+1).
Sea J = Upeo{Jk+1 N [k, lg+1 )} probaremos que d(J) =0y que limr:LEOf a, = 0.

Ahora bien por la definicién de J tenemos que sin € [l , k41 ), entonces JN[0,lx) C JN[0, ;)
y JN[lg,n) C Jer1N[0,n) dedonde: JN[0,n) C (JpN[0,l)) U (Jer1 N[0,n)), por lo que:
1 1 1

1
EOZJ(”)SE[OéJk<lk)+O{Jk+l<n)]<E+k—_i_1 pues n € [lg,lki1),

pero si n — oo entonces l;1 — 00, por lo que k — oo también, por lo tanto d(J) = 0. Por otro
ladosin >l yn ¢ J se tiene que n & Ji 11 (pues sin € Jyy1, entonces n € J, para todar > k+1,
por lo que perteneceria a J). Asi pues | a,| < 1/(k + 1) por lo tanto h’mrﬁ—éo‘? lan| = 0.

(ii) implica (i). Supongamos que |a,| < K para toda n. Sea ¢ > 0, entonces existe N, € N tal
que sin > N,y n & J se tiene que |a,| < e. Ademés existe M. € N tal que si n > M., entonces

ay(n)/n < e, por lo que si n > méax{N., M.} obtenemos:

n—1
1 1 1 K K méx{N., M.}
EE \az\— g E |aj|+g‘ E \aj\ <g0&](n)+8+ n )
=0 j€{0,...n—13NJ j€{0,...n—1}1\J

por lo tanto (1/n) 37~ | a;| < 3¢ si n es suficientemente grande.

(i) siy sélo si (iii). Esto resulta obvio pues por lo ya probado, basta notar que:

lim [a,| =0 siysélosi lim | an|> =0 paratoda.J con d(J)=0. O

n&J ngJ
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El teorema anterior da una manera de vefificar la propiedad de ser débilmente mezclante a
partir de un subconjunto de los naturales con densidad cero. Utilice la expresién 1im ;3 ,_., la cual

significa tomar el limite sobre los naturales que no estan en J.

Corolario 1.27.1. T es débilmente mezclante si y solo si para todo A, B € F existe
J=J(A,B)C{0,1,...} tal que:

d(J)=0 y lm pu(T7"(A)NB) = p(A)u(B),

JFn—oo

st y solo si para todo A, B € F se tiene que:

2

n—1
1 i
1 = S u(T(A) N B) — w(Au(B)[ =0,
i=0
Observacion 1.29. ;Es posible encontrar J C {0,1,2...} tal que

d(J)=0 vy Hh’m uw(T~™(A)N B) = u(A)u(B) para toda A, B € F#?
Un caso en el que esto ocurre es cuando existe una familia numerable {Ej}72, tal que para toda
e > 0y para toda A € .F con pu(A) < 0o, entonces existe Ej, con pu(A A Ey) < e. (Por ejemplo,
la medida de Lebesgue sobre %) 1) tiene esta propiedad). La familia {E}}32, se llama una base
numerable de (X,.%, ).

Teorema 1.28. Sea (X, . Z, ) un espacio de probabilidad con base numerable {FE;}5°, yT : X — X
preservadora de medida. Entonces T es débilmente mezclante si y solo si existe J C {0,1,2,...}
con d(J) =0 tal que para toda A, B € ¥

lim_ u(T"(A) 1 B) = p(A)u(B).

JZEn—oo

Demostracion. Basta probar la (Necesidad).

Sea a, = Y 7o y (T (i) N Ej) — p(E;)u(E;)| - 2777 como T es débilmente mezclante, se
tiene que (1/n) S p—yax — 0. (Esto requiere de un argumento: sea f, : N x N — R dada por
falisg) = (1/n) S0y \(T~(E;) N E; — u(E;)u(E;)|. Definimos una medida v sobre P(N x N)
extendiendo c-aditivamente los valores v({(i,7)}) = 277. Notamos que v(N x N) = 1. Como
T es débilmente mezclante entonces f,(i,7) — 0 si n — oo para toda i,j, ademds es claro que
| fu(i,7)| < 1 para toda i, j, n. Aplicando el teorema de convergencia acotada a {f,} obtenemos

que:

n—1
.1
/ fandv — 0 es decir 52% — 0).
NXN k=0
Por el Teorema 1.27 existe J C {0,1,2,...} con d(J) = 0 tal que: lim 5, .o a, = 0 por lo que:
lim pw(T7"(E;)NE;) = pu(E)p(E;) para toda i, j.

JEn—oo
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Utilizando un razonamiento analogo a la prueba del Teorema 1.26 junto con la hipdtesis de que el

espacio en cuestion tiene base numerable se obtiene el resultado. Por lo tanto

ltm p(T"(A) N B) = p(A)u(B). O

JZEn—oo

Es posible expresar las nociones de ergodicidad, débilmente mezclante y fuertemente mezclante
en términos del operador unitario inducido Uz : L5 (n) — L5 (u), serd de utilidad para mostrar

propiedades mezclantes para nuestros ejemplos.

Teorema 1.29. Sean (X,.%, 1) un espacio de probabilidad, T : X — X preservadora de medida
yUrp : LE(p) — LS (1) dada por Ur(f) = f o T para toda f € L5 (1), entonces:

(i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es ergodica.
(2) Para toda f,g € L5(1) se tiene que:

n—1
1 i
JLH;OEZ/UT(JC)QCZN:/fd,u'/gd,u-
i=0
(3) Para toda f € LS (1) se tiene que:

n—1
1 i
tiw =5 fupnsdu= [ fan [ fan
i=0
(ii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es débilmente mezclante.
(2) Para toda f,g € LY(p) se tiene que

n—1

Im = /U%(f)gdu—/fdﬂ-/gdﬂ‘ 0.

=0

3) Para toda f € L% se tiene que
2 \H

gggoéjié /U%(f)fdu—/fdu-/fdu' 0.

(iii) Las siquientes condiciones son equivalentes:

(1) T es fuertemente mezclante.

(2) Para toda f,g € LY(p) se tiene que

n—oo

i [Up(Pgdn= [ au- [ gdn
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3) Para toda f € LY (1) se tiene que
2

Mll#UVWZ/f@r/fw-

n—oo

Demostracion. (i), (ii) y (iii) se demuestran de manera similar, siendo la diferencia sélo en lo
elaborado (més no dificil) del manipuleo algebraico, por lo que inicamente probaremos (iii). Para

la prueba utilizo resultados conocidos de espacios de Hilbert, recordando que el producto interior
en L3 (p) estd dado por (f,g) = [ fgdu.

(2) implica (1). Note que reescribiendo (2) en términos del producto interior, tenemos que para
toda f,g € L¥(n), (UL(f), g) — (f, 1){1,9). Si f = X4 9= Xp (A B € F), entonces obtenemos
w(T7(A) N B) — u(A)u(B), por lo tanto T es fuertemente mezclante.

(1) implica (3). Supongamos que T es fuertemente mezclante, entonces:

UFX ) X ) = (X4 (1. X ) paratoda 4, B € 7

Fijemos B € .#, entonces por linealidad del producto interior obtenemos:
Uz (s), X g) — (s, 1)(1,X ) paratoda s, S-simple.
Fijando ahora s y empleando el argumento anterior obtenemos:
(UF(s),s) — (s,1)(1,s) para toda s.

Para f € Ly(p) fija, dada € > 0, hallamos s = s. S-simple tal que || f — s.||2 < £ y a continuacién
hallamos N(¢) € N tal que

[(UF(s),s) — (s,1)(1,s)] <e si n>N(e) entonces:

[Ur(f), £y = (LA < [URCE), f) — Uz (s), £)]

+ [{UT(s), f) — Uz (s), s)]|

+ Uz (s), s) = (s, 1)(L, 5)]

+ (s, (L, s) = (f, 1)(L, )]
+ (1) (L) = (F, (L f)]

= Li(n)+ Iy(n)+ I3(n) + Iy + Is.

Estimamos usando la desigualdad de Schwarz:

) [Up(f =), ] < UF(F = )2l fll2 < el 2
I(n) = [UF(s), [ — )| < Up(s)ll2llf = sll2 < ells]2
I3(n) < e sin> N(e)

Iy = |(s,1) = (/L DIKL )] < |If = sllzlls]l2 < ells]]2
I = [{(f,DIKLs) = (LA [ fll=lls = fll2 <ellf]l2-

Il(’I’L
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Ast que [(UE(f), ) = (f, DL N < e(2e + 1+ 4 f[|2) sin > N(e).

(3) implica (2). Supongamos que (UE(f), f) — (f,1)(1, f) para toda f € Ly(p). Fijamos
f € Lao(p) y sea J¢; = {menor subespacio cerrado contenido en Lo(u) tal que contiene a f, las
constantes y Urp(;) C 1}y sea 9y = {g € La(p) - {UF(f). g) — (f,1)(1,g)}. Probaremos que
Gy = La(n).-

Claramente ¢; contiene a las constantes, contiene a f por hipdtesis, probaremos que es un

subespacio cerrado de Ly(p). Sea h € Lo(p) v (hy) C %, tal que h, — h, entonces

U (), by = (0L R < [(UR(F), by = Up(f), ha)| +
|U(f)s ha) = (1)L )| +
[(f, (L, ) = (f, 1)L, b))

< 2| fll2llhn = hll2 +
(U (f)s o) = (f, 1) (L P

< g,

si ¢, n son suficientemente grandes, por lo que h € ¥, por lo tanto ¥; es cerrado. Asi que J¢; C ¥.
Ahora supongamos que g L 7}, asi pues g L U} (7F) para toda n, por lo que (UL(f), g) = 0 para
toda n y ademas (1,g) = 0 (pues 1 € ), se tiene que %’}l C ¥ por lo tanto

Lo(u) = 5 & A7~ C 4. O

El siguiente resultado muestra que la nociéon de ser débilmente mezclante no es un concepto
artificial que se halla “entre” ergodicidad y el ser fuertemente mezclante, sino que se relaciona con
la ergodicidad del producto cartesiano.

Teorema 1.30. Sean (X, . %, u) un espacio de probabilidad y T : X — X preservadora de medida.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es débilmente mezclante.
(ii) T x T es ergddica.

(ii) T x T es débilmente mezclante.

Demostracion.
(i) implica (iii). Sean A, B,C'y D € % entonces existen J1, Jo C N (J1(4, B) y J2(C, D)) de
densidad cero tal que

lim  p(T"(A)NB) = u(A)p(B) v  lim _a(T~(C)N D) = u(C)u(D).

J1FEn—oo JoZF n—oo
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Sea J = J; U Jo, entonces d(J) =0y

Jim g @u(TxT) " (Ax )N (BXD) = lim u(T(4) 0 Bu(T~"(C)N D)
= u(Au(B)(C)u(D)

= p@uAxC)p® (B x D).

Asi que la condicién adecuada es valida para rectangulos medibles y por ende para el algebra
generada por dichos rectangulos (consistente de uniones finitas disjuntas de rectangulos medibles).
Como dicha algebra genera a .# obtenemos que T x T' es débilmente mezclante (por Teorema
1.26(ii)).

(iii) implica (ii). Es claro puesto que si T' es débilmente mezclante entonces T' es ergddica.

(ii) implica (i). Sean A, B € .¥ arbitrarios entonces:

n—1

n—1
Jim %;M<Ti<A>ﬂB) = lim %;uéw((TxT)i(AxX)ﬁ(BxX))

— (A X X)p(B x X)

— W(Au(B).
Por otro lado
lin S B = dim DY e (< )4 A) 0 (8 x B)
= p@uAx A p(B x B)
(A ((B))

De donde:

) 1 n—1 Py ) 1 n—1 .
Tm = S (T4 N B) — p(Ap(B)? = lim S [T (A) N B) -
i=0 1=0
—2u(T~(A) 0 B)u(A)u(B) + p(A)*(B)?]
= 2u(A)’u(B)* — 2p(A)*u(B)?
= 0.
Por lo tanto T es débilmente mezclante por el Corolario 1.27.1. O

Corolario 1.30.1. La rotacion irracional en S* es ergédica pero no débilmente mezclante.

Demostracién. Consideramos el siguiente conjunto A = {(e*™? e*™): | — | < 1}. La represen-

tacién de A en el cuadrado unitario seria la siguiente:
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Figura 1.9: A = {(e2™%,¢277) 1 |9 — 7| < 1}.

Observamos que T1(A) = A ya que los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) (z,y) € T7H(A),

(i) (T'(x),T(y)) € A,

(V) 10 -7 <1,

(vi) (z,y) € A.

Como 0 < u(A) < 1 se tiene que T' x T no es ergddica, por el Teorema 1.28 se sigue que T' no es

débilmente mezclante. O

Observacion 1.30. Argumentos similares (atin més simples) prueban que T es fuertemente mezclan-

te siy sélo si T x T es fuertemente mezclante, por lo que también tiene tal propiedad multiplicativa.

1.9. Propiedades del Operador Inducido

En esta seccién se relacionan los conceptos de ergodicidad, débilmente y fuertemente mezclante
con las propiedades espectrales del operador inducido por una transformacién preservadora de

medida. Recordando que Ur(f) = f o T, se da la siguiente definicién:

Definicién 1.14. Sea (X,.%#,u) un espacio de probabilidad y 7' : X — X una transformacién
preservadora de medida. Decimos que A € C es un valor propio de T', si existe f € Lyo(u) (f # 0)

tal que Ur(f) = Af. Llamamos a f un vector propio correspondiente al valor propio A.

Teorema 1.31. Sea (X,.%, 1) un espacio de probabilidad y T : X — X preservadora de medida.

St ademds T es ergddica entonces:

(i) Los vectores propios de T tienen mddulo constante (casi dondequiera).

(ii) Los valores propios de T forman un subgrupo de S*.
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(iii) Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.

(iv) Los espacios propios correspondientes son unidimensionales.

Demostracion.
(i) Si A es un valor propio de T'y f # 0 un vector propio asociado a A, entonces como |A| = 1
y|floT =|foT|=|\f|=|\|f| =|f| entonces |f| es constante casi dondequiera (T ergddica se

uso aqui).

(ii) Es suficiente probar que si A y 7 son valores propios de T, entonces A7~! = AT es un valor
propio de T'. Pero si f y g son vectores propios correspondientes a A y 7 (respectivamente) entonces
g es un vector propio asociado a 7. Ademds Ur(fg) = AT(fg) vy como fg € Ls(p) (pues tienen
modulo constante c. d.) entonces AT es un valor propio de T'y fg es un vector propio asociado a

AT. (T preservadora de medida).

(iii) Sean A y 7 valores propios diferentes de T'. Si f y g son vectores propios asociados a Ay

T entonces como Ur preserva el producto interior se sigue:

(f,9)=Ur(f),Ur(g)) = A\T(f,g) asipues (f,g)=0.

(T preservadora de medida).

(iv) Si A es un valor propio y ¢g un vector propio entonces |g| es constante c. d. (constante
distinta de cero). Si f es otro vector propio, entonces f/g es un vector propio asociado a 1 por lo

tanto f/g es constante casi dondequiera. O

Proposicién 1.2. T es ergddica si y sélo si 1 es un valor propio simple (es decir el subespacio

propio correspondiente a 1, {g € Lo(p) : Ur(g) = g} es unidimensional).

Demostracion.
(Necesidad). Si g es un vector propio correspondiente a 1, entonces g es constante casi donde-
quiera pues T es ergédica, entonces {g € Ly(u) : Ur(g) = g} =subespacio generado por la funcién

constante = 1. Por lo tanto 1 es un valor propio simple.
(Suficiencia). Claramente cualquier funcién constante # 0 es un vector propio correspondiente
a 1 entonces {g € Lo(n) : Ur(g) = g} = {constantes}, por lo que T" es ergddica. O

Observacion 1.31. En cualquier caso E) = {g € La(u) : Ur(g) = Ag} es siempre un subespacio
cerrado de Lo(p).

Demostracion. Sea h € Lo(u) y {h,} C E, tal que ||h,, — h||2 — 0, entonces
[t (h) = Ahlly = [[Ur(h) = Ur(hn) + U (hn) = Ay + Ay = Ablla < (lh = Rallz + [Allh = o]z < 2

si n es suficientemente grande, por lo tanto E) es cerrado. O
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Definicién 1.15. Decimos que 7' (como en la Definicién 1.14, pdg. 56), tiene espectro continuo

si 1 es el tinico valor propio y los tinicos vectores propios son las funciones constantes.
Observacion 1.32. T tiene espectro continuo si y sélo si 1 es el tnico valor propio y T es ergddica.

Teorema 1.32. T es dédilmente mezclante si y solo si T tiene espectro continuo. (T invertible).

Demostracion.

(Necesidad). Supongamos que A es un valor propio de T'y f un vector propio correspondiente
a A (es decir Ur(f) = Af (f # 0)). Supongamos que A # 1, entonces como (Ur(f),1) = (f,1)
(pues T es preservadora de medida), entonces A(f,1) = (f, 1) por lo tanto (f,1) = 0. Como T es

débilmente mezclante se tiene que:

n—oo 1 4

n—1 n—1
1 . 1 )

lim ~ > |Up(f). )| =0, asique, lim —% \[(f,f)| =0, obien,
=0 i=0

) ) 1 n—1 .
Jim [ /13 (;Z A ) -0,
lo cual sélo es posible si f = 0 (pues |A| = 1, dado que Uy es isometria) por lo tanto f no es un
vector propio, lo cual contradice lo supuesto. Concluimos que si A # 1, entonces no puede ser valor
propio de T', ciertamente 1 si lo es y su subespacio propio asociado es unidimensional pues T es

ergddica, por lo tanto T' tiene espectro continuo. (En esta parte no se usé el hecho de que T' sea

invertible).

(Suficiencia). Esta parte requiere del uso de la descomposicién espectral {E} del operador

unitario Up. Denotemos por py : Bg1 — R la medida de Borel definida por:

us(B) = (E(B)L.) pava toda f € L), entonces QU3(f). )= [ duy(z) =0,
!
(ver Halmos [10, pdgs. 71-73]). Es un hecho conocido que si Uy tiene espectro continuo y (1, f) =0
entonces ff es una medida no atémica (es decir pp({w}) = 0 para todo w € C). Debemos probar
que

1
lim —
n—oo M,

ST F) = (L AF =0 para toda f € La(p).

Como lo anterior es evidente para f constante, es suficiente verificarlo sélo para aquellas f € Lo(u)
tal que (1, f) = 0 (ya que si h € Lo(u), entonces h = hy + cte con hy L 1 hy € Ly(u)). En cuyo

caso lo anterior se reduce a verificar que:

n—1
1 )
lim — E }(L[}(f),fﬂZ =0 paratoda f € Lo(u) con (1,f)=0, esdecir,
1=0

n—oo N 4

2

n—1
1 .
lim — E : /)\Zd,uf()‘) =0 paratoda f € Ly(u) con (1, f)=0.
n—oo M,
=0

Sl
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Pero:
2
1 n—1 A 1 n—1 -
EZ /)\duf()\) = - / g (A / dpig(7)
=0 51 1=0 g1
1 n—1
= o> [ T 0 )
=0g15% 51
1 n—1 A
-/ <EZ(AF)’d(uf®uf)(A,T)>-
§1% 51 =0

Sea D =diagonal de S x S'. Si (\,7) ¢ D (es decir AT # 1) entonces:

tin 250 = i 2 [0 <o

1=0

Por otro lado, como /iy no posee atomos entonces iy ® pp(D) = 0, asi que:

12 1 1— ()"
lim (5 Z(ﬁ)ld(w ® w)) = lim — / (m) d(pr ® pig) =0,
Slx st

= S1xSN\D

por el T.C.D.L.”! (ver Teorema B.5, pag. 133). O

Recapitulando: hemos caracterizado las transformaciones ergédicas y las débilmente mezclantes,
en términos espectrales. Al final del capitulo anterior probamos que la rotacion irracional no es

débilmente mezclante, ahora probaremos este hecho de una manera mas sencilla como sigue:

Corolario 1.32.1. La rotacidn irracional T : S* — S dada por T(z) = az (a = € con p/27 ¢ Q)

no es débilmente mezclante.

Demostracion. Es suficiente comprobar que Uy no tiene espectro continuo. Sea n € Z \ {0},
considérese f,(z) = z". Note que f, o T = f,(az) = a"z" = a™f,, por lo tanto f, es un vector

propio asociado al valor propio a”, el cual es distinto de 1 para toda n # 0. O

Aun més, {2"},ez construye un sistema ortonormal completo de Ls(u). A transformaciones
con esta propiedad (es decir en la que existe una base de vectores propios para Ls(p)) las llamaremos

transformaciones con espectro discreto.

Observacion 1.33. Otra prueba del corolario anterior es como sigue: F : St x St :— C definida por
F(z,y) = 2"y~ " no es constante (c. d. relativo a u ® p) y es T" x T-invariante, asi que 7" x T" no

es ergddica, por lo tanto 7" no es débilmente mezclante.

PINotése que ‘(1/71) Sise (W) < (1/n) Y15 |(AT) | = 1€ Llug ® py) y que py(X) = [|f]13 < oc.




Capitulo 2

Isomorfismo Espectral e Isomorfismo

Uno de los problemas de la Teor{a Ergddica consiste en clasificar a las transformaciones preserva-
doras de medida, es decir, jcuando se considera que dos de estas transformaciones son “isomorfas”?
En este capitulo se abordara este problema con el fin de dar una mejor clasificacion de estas trans-

formaciones. Sin embargo, no se profundizara en este tema (ver Walters [23, cap. 2,3]).

En este parte se definen los conceptos de isomorfismo e isomorfismo espectral. Para el ultimo
se utiliza el operador lineal unitario inducido por una transformacién preservadora de la medida
T'; considerando dos transformaciones T} y 15 con sus respectivos espacios Lo(u) v La(p'); éstos en
particular son espacios de Hilbert; basandose en la definicién de isomorfo para espacios de Hilbert
se define el isomorfismo espectral. Para la definicion de isomorfismo se debe recordar que en Teoria
de la Medida un conjunto de medida cero puede ser ignorado; dos espacios de medida pueden
ser considerados iguales salvo por un conjunto de medida cero; basandose en lo anterior se define

isomorfismo.

2.1. Isomorfismo Espectral

Ahora introduciremos uno de los conceptos de “isomorfismo” entre transformaciones preser-
vadoras de medida. Para esto utilizo el operador unitario inducido por estas transformaciones.
Recordando que estos operadores estan definidos en espacios de Hilbert, intuitivamente bajo las
condiciones mencionadas lo menos que deberiamos pedir es que los correspondientes espacios de
Hilbert de las transformaciones sean isomorfos, sin embargo necesitaremos pedir una condicion
mas para considerar que dos transformaciones preservadoras de medida sean “isomorfas” en este

sentido. Mas adelante daremos otra nocién de isomorfismo.

Definicién 2.1 (Isomorfismo Espectral). Sean (X;,.%;, ;) (i = 1,2) espacios de probabilidad y

T; : X; — X; transformaciones preservadoras de medida (i = 1,2). Decimos que 77 y T son

61
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espectralmente isomorfas (denotado T} ~ T3) si existe W : La(p2) — Lo(p11) un operador lineal

entre espacios de Hilbert tal que:

(a) W es invertible.
(b) (W(f),W(h)) = (f,h) para toda f,h € Ly(p)."

(¢) Uy, oW =W o Up,.

(Las condiciones (a) y (b) dicen que W es un isomorfismo de espacios de Hilbert). Varios de los

Figura 2.1: Diagrama de T < Ts.

problemas de Teoria Ergddica se resuelven a partir de este concepto. Note que ~ es una relacién
de equivalencia. Era de esperarse que este concepto preserve las propiedades de ergodicidad y

mezlantes, lo anterior es consecuencia del siguiente resultado.

Proposicién 2.1. Sean T; : X; — X; (i = 1,2) transformaciones preservadoras de medida (en sus

respectivos espacios) espectralmente isomorfas, entonces:

(i) Ty es ergodica si y sdlo si Ty lo es.
(ii) Ty es débilmente mezclante si y sdlo si Ty lo es.

(iii) Ty es fuertemente mezclante si y solo si Ty lo es.

Demostracion.

(i) Sabemos que T' es ergddica si y sé6lo si 1 es valor propio simple. Ahora supongamos que
T, =~ Ty y que T es ergddica, por lo anterior basta con probar que T, tiene a 1 como valor
propio simple. Sean EJ* = {f € Ly(u1) : Ur, (f) = f}, E* = {g € La(us) : Uz, (9) = g}, como
las constantes pertenecen a E2. basta con probar que dim(E{?) = 1. Sea g € EI*, entonces
Ur, (W (g)) = W(Up,(g)) = W(g), como T es ergddica entonces W(g) es constante c.d., por lo

tanto W (E{*) C E]*, como W es inyectivo se tiene que dim(E[?) = 1.

[Note que son productos interiores en espacios de Hilbert probablemente diferentes.
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(ii) Por el Teorema 1.27, basta con probar que:

Jim Z| Ui,(9),9) — (9,1){1,6)| =0 para toda g € Ly(us),
como es vélido para las constantes y E7* es cerrado basta con probarlo para las g € Ly(js) tales
que (g, 1) = 0, ademds por el inciso anterior W manda el espacio de funciones contantes de La(p2)

al espacio de funciones contantes de Lo(p1) por lo que (W(g),1) = 0, por lo tanto:

—_

3

n—1 -1
1 1 1 i
LS 0.9 = £ 3 10V 0 0. W) = L 3 10, (W ). W) =
=0 1=0 =0
(iii) Andlogo al anterior. O

., . € . . . .
Observacion 2.1. Si T} ~ T, entonces Uy, y Ur, tienen los mismos valores propios. Si f es un vector
propio para T correspondiente a A, entonces W (f) es un vector propio para T, correspondiente
a \. Inversamente si g es un vector propio para T, correspondiente a A, entonces W~1(g) es un

vector propio para T correspondiente a A.

Otro modo de enunciar la Proposicion 2.1 es la siguiente: Las nociones de ergodicidad, débilmen-
te mezclante y fuertemente mezclante son invariantes bajo isomorfismo espectral. Hemos visto
que si dos transformaciones son isomorfas entonces tienen las mismas propiedades que hemos men-
cionado, que es lo minimo que se podia esperar de una relacién de isomorfismo. Notemos que una
rotacién irracional no puede ser isomorfa a una transformacion que sea débilmente o fuertemente

mezclante.

Hemos relacionado las propiedades de ergodicidad y débilmente mezclante, con las propiedades
espectrales del operador Uz, cabe preguntarnos: ;FExistird una condicién sobre las propiedades
espectrales de los operador Ur que nos diga cuando dos transformaciones preservadoras de medida
son espectralmente isomorfas? La respuesta es afirmativa, para ello necesitaremos la siguiente

definicidn:

Definicién 2.2. Sean (X,.#,pu) un espacio de medida con base numerable (ver Teorema 1.28,
pag. 51),y T : X — X una transformacién preservadora de medida invertible, diremos que 71" tiene
espectro de Lebesgue numerable si existe una sucesién {f;}32, C Lo(u) con fy = 1, tal que
{foy U{UE(f)|i > 1,k € Z} es una base ortonormal de Lo(u).

Graficamente la base tiene la forma:
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Teorema 2.1. Cualesquiera dos transformaciones preservadoras de medida invertibles con espectro

de Lebesgue numerable son espectralmente isomorfas.

Demostracidn. Supongamos que Lo (1) tiene base A = { fo}U{Uf, (fi)|i > 1,k € Z} y Ly(uo) tiene
base B = {go} U {U},(9;)|i > 1,k € Z}. Definimos W : Ly(pis) — Lo(p1) como sigue W (go) = fo,
W (UL, (9:)) = U (fi) v la extendemos por linealidad. Como A, B son bases ortonormales se tiene

que (W(f'), W(g")) = (f',¢) para toda f', ¢’ € B, ademéds

Uz, (W Uz, (9:)) = Uz, (U, (F:) = U (Fi) v W (U (U, (9:) = WUz, (9:)) = Uz ()

Asi que es vélido para combinaciones lineales finitas de elementos de B. Como el conjunto de
combinaciones lineales finitas de B es denso en Ly(us), se tiene que (W(f),W(g)) = (f,g) para
toda f,g € La(ua) y Uy, oW = W oUr,. Por lo tanto 17 y T3 son espectralmente isomorfas. O

Lo anterior sera de utilidad mas adelante, especificamente en el capitulo cuatro.

2.2. Isomorfismo

Hemos visto una nocién de isomorfismo utilizando el espacio de Hilbert Ly(u) asociado a un
espacio de medida (X,.Z, ). Sin embargo existe otra nocién de isomorfismo. Recordando que en
Teoria de la Medida los espacios de medida cero pueden ser ignorados, utilizando este hecho dare-
mos una nocién mas fuerte de isomorfismo (lo anterior serd probado en este capitulo). Considerese

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Para a € [0,1) fijo. Sea T1(z) = z+ « (mod 1) con el espacio y la medida definidas
en el Ejemplo 1.2 (pag. 8). Sea Ty(2) = az, donde a = €', con el espacio y la medida definidas en el
Ejemplo 1.4 (pdg. 9). Considero la transformacién ¢ : [0,1) — S, dada por ¢(x) = €*™*. A partir
del Teorema 1.3 (pdg. 7) y considerando el 7-sistema C' utilizado en el Ejemplo 1.4, se tiene que ¢
es una transformacion preservadora de medidas invertible. Ademas ¢(T}(z)) = T2(¢(x)) para todo
x € [0,1). Se puede considerar a T} y T como “las mismas” ya que existe un isomorfismo ¢ entre
espacios de medida que manda Th a ¢ o Th 0 ¢~ ! que es T;. Note que en este ejemplo no hubo que
considerar conjuntos de medida cero. Més adelante, daré un ejemplo, donde considero los espacios

de medida dados después de remover subconjuntos de medida cero de éstos.

Definicién 2.3. Sean 7; (i = 1,2) transformaciones preservadoras de medida actuando sobre
espacios de probabilidad (X;, %, MZ) (1 = i,2). Decimos que T; y T son isomorfas (denotado
Ty ~ T) si existen M; C X; (M; € %) tales que:

(a) pa(M;) =1y Ty(M,) C M, (i = 1,2).
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(b) Existe ¢ : M; — M, una transformacién invertible y preservadora de medidas (es decir,

fo = 11 0 ¢~ 0 bien py = po 0 @), tal que ¢ o Ti(x) = Ty o () para toda x € M;.

A M; lo equipamos con la o-élgebra relativa %#; N M; = {E; N M, : E; € F}.

X1 Xo
U U
M1 —>¢ M2
n| E
Ml L) M2
N N
X1 Xo

Figura 2.2: Diagrama de T} ~ T5.

Observaciones 2.2.

(1) ~ es una relacién de equivalencia.
(2) Se puede probar que si T} ~ Ty entonces T}* ~ T3 para cada n € N.

(3) SiTyy Ts son invertibles y T} ~ Ty, existen M| M tales que p;(M]) =1y T;(M]) = M/ s6lo
debemos tomar M} = (= T*(M;).

(4) Dos espacios de medida son isomorfos si las transformaciones identidad son isomorfas.

Teorema 2.2. Si T} y T5 son isomorfas entonces son espectralmente isomorfas.

Demostracion. Como p;(X; \ M;) = 0 (i = 1,2), entonces los espacios Lo(X;, F, i) y
Lo(M;, F; 0 M, 11;) (i = 1,2) pueden considerarse como idénticos (pues funciones iguales casi
dondequiera se consideran idénticas), y asi lo haremos. Definimos W : Ly(M;) — Lo(M>) ponien-
do W(f) = fog¢!. Claramente W(f) € Ly(M,). Debemos verificar que: W es invertible, preserva
productos interiores y Up, o W = W o Uy, .

Claramente W~ : Ly(My) — Lo(M,) definido por W~1(g) = go ¢ es la inversa de W y ambas

son transformaciones lineales. Ademas:
W WD) = (foo hoo™) = [(oo)le o dus
= [Umos

= /fﬁ,ul por Lema 1.3
= (il
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Finalmente si f € Ly(u), entonces:

Z/{TQOW(f) :Z/{T2<fo¢_1> :fo¢_1OT2 :fOTlo(b_l = (Z/{T1<f))o¢_1 :WouTl<f)' O

El teorema anterior nos dice que la nocién de isomorfismo espectral es mas débil que la de
isomorfismo. El reciproco del teorema anterior es falso, sin embargo para mostrarlo tendremos que

esperar hasta el cuarto capitulo. A continuaciéon daremos ejemplos:

Ejemplo 2.2. Sea T : [0,1) — [0,1) dada por Tp(z) = 2z (mod 1) (X = [0,1),
Fo = PBjo1y) ¥ po =Lebesgue en [0,1)) y T : {0,1} — {0,1}" el corrimiento unilateral
de Bernoulli con pardmetros (1/2,1/2), con su espacio de medida definido en el Ejemplo 1.8.

Probaré que T ~ T5.

Demostracién. Definimos ¢ : {0, 1} — [0, 1) como sigue: ¢(z) = >0, x(i)/2". Observe que ¢ no

es 1 a 1 solamente en aquellos x tal que x(i) es constante a partir de cierto momento. Sea
Dy = {z €{0,1}" : existe n € N tal que x(m) =0 paratodam >n}U

{z €{0,1}" :existe n € N tal que x(m)=1 paratodam >n}.

Claramente D; es numerable, por lo que p;(D;) = 0. Sea Dy = {k/2" : k=0,1...,2" — 1},
entonces Dy es numerable y ademas pz(Ds) = 0. Es claro que ¢ : {0, 1} \ D; — [0,1) \ D5 es una
biyeccién. Ahora bien para todo z € {0, 1}\ Dy se tiene que:

poTi(x) = d((x2,23,...)) :Zx(l+1) y

22
=1

Tyo¢(z) = Ty (Z x;”) —2 (Z ?) (mod1) = Y x(’i; )

i=1 i=1 1=1

Por lo tanto ¢ o Ty = Ty 0 ¢ en {0,1}N \ D;. Probemos que ¢ es medible y que preserva medidas;
verificamos ambas condiciones en el algebra A = (J~ | A(D,,) diddica (ver Ejemplo B.1, pag. 130).

Seane€Nyke{0,...,2" — 1}, entonces us(D,(k)) = 1/2". Por otro lado:

oD = {r € 0.1)" o) € |3 ST )

Si escribimos k = ag2° + a;2' + - - + a,_12" ! donde a; = 0 6 1, entonces

k Gp—1 Qp—2

Qg
+---4+ — por lo que:

> 2 o on
¢ (Du(k)) = {2z € {0,1}" : 2(1) = an_1,...,2(n) =ao} € F1 ¥
(@7 (Dalh)) =TT 5 = 57 = alDal)

Lo anterior basta para probar que: ¢~ (A) C %1 y p10¢~! = py sobre A por lo tanto ¢ (%) C .Z;
yulogb_l:,ugyaszl:Tg. ]
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Ejemplo 2.3. Definimos P : [0,1)x[0,1)—[0,1)x[0,1) (la transformacién “del panadero”)

mediante la férmula:

) 1
(2z, —y) si O§x<§,
1 :
(2x—1,§(y—|—1)) si
El efecto de P sobre [0,1) x [0,1) es como sigue:
Dividimos a [0,1) x [0,1) en dos rectangulos [0,1/2) x [0,1) =Ry y [1/2,1)x[0,1)=Ryy

enviamos Ry en R =[0,1) x [0,1/2) multiplicando la primera coordenada por 2 y la segunda

por 1/2. Andlogamente enviamos Ry en R, =[0,1) x [1/2,1). Es ficil comprobar que P es una

Figura 2.3: Accién de T sobre el cuadrado unitario.

transformacion invertible. Si X = [0,1) x [0,1), F1 = PBjo1)x[0,1) ¥ #1 = A ® X entonces se
comprueba que P preserva a A ® A. Probaré que P es isomorfa al inverso de corrimiento bilateral
de Bernoulli con pardmetros (1/2,1/2).

Demostracién. Sea x € {0,1}Z, definimos ¢(z) = (a(x), B(x)) como sigue:

o) =0 =0

=0 =1

¢ : {0,1}% — [0,1) x [0,1) es una biyeccién, excepto en los puntos (a,3) € [0,1) x [0,1)
tales que a o ( es diddico. Sea Dy el conjunto formado por dichas parejas entonces ps(Ds) = 0
Sea Dy = {x € {0,1}% : existe m € N tal que z(j) es constante para toda 5 > m 0 j < m}.
Claramente ¢(Dy) = Dy y p1(D;) = 0. Ademds Dy € F#; y uy(D1) = 0. Sea My = {0,1}2\ D,
y My =[0,1) x[0,1)\ Dy entonces ¢(M;) = ¢(Ms) y es biyeccion y ¢(M;) C M; (i = 1,2).

Probaremos que ¢! es medible y preserva las medidas.

Sea Al = {z:x(i) =j},i € Zy j=06 1, entonces:

6 (4)) = {(Z ﬁ;f?,zﬁ’:)) (i) :j}.

k=0 k=1

Asi que, si i > 1, entonces <;5(A{ ) consiste de 2° “rectdngulos” con base de longitud 1/2"! y altura
de longitud 1/2"1. Si i < 0, entonces <;5(Ag) es la unién de 2 “rectdngulos” con base de longitud
1/2I1+1 v altura de longitud 1.
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En cualquier caso ¢(A7) € Fy v i (A)) = 1/2 = pa(6(A7)), lo mismo ocurre para cilindros
flacos (que son intersecciones finitas de conjuntos del tipo A{ ) asi como a cada cilindro, por lo
tanto ¢! es medible y preserva las medidas. Finalmente comprobemos que ¢ o T-t o ¢! = P.

Sean (a, #) € M; dada por sus expansiones binarias:

o= Z :1:2(;1) p= Z :U(Z), es decir, (a, ) = ¢(z), entonces:

por lo que
R  2(=k) (k)
poT op () = | D=5 Fm
k=1 k=0
( 1 , , 1
2a,§ﬁ si z(0) =0 esdecir 0 <a< 3
1 , .1
(200 — 1, §(ﬁ+ 1)) si x(0)=1 es decir 3 <a<l.
\
Por lo tanto el inverso del corrimiento bilateral de Bernouilli es isomorfo a P(z,y). O

A esta transformacién se la llama “del panadero” porque el proceso de homogeneizar la masa
consiste también en estirar (para homogeneizar) y plegar (para tener unas dimensiones manejables)

la masa repetidas veces.



Capitulo 3

Cadenas de Markov Estacionarias

Las cadenas de Markov se utilizan para modelar fenémenos aleatorios en los cuales la probabi-
lidad de que ocurra un evento depende solamente del evento inmediato anterior. Estas cadenas han
tenido un gran desarrollo y tienen una gran variedad de aplicaciones (ver Caballero [6]). En este
capitulo se considera tinicamente cadenas de Markov con espacio de estados finito y estacionarias u
homogéneas, es decir, que el conjunto de estados tiene cardinalidad finita y que la probabilidad de
ir de un estado a otro en una unidad de tiempo no depende del tiempo. A partir de este momento,

y en lo que resta del presente trabajo, denotaremos (£2,.%, 1) a un espacio de probabilidad.

3.1. Definiciones basicas

En nuestro estudio de las cadenas de Markov necesitaremos la siguiente definicion:

Definicién 3.1. Sea (€2, .%, ) un espacio de probabilidad, sean A, B € % tal que u(A) > 0, al

siguiente nimero

n(BNA)

p(A)
lo llamaremos la probabilidad de B dado A. En general en un espacio de probabilidad u(F) la
llamaremos probabilidad de F, para toda F' € .%.

u(BlA) =

Esta probabilidad condicional puede ser interpretada como sigue: la probabilidad de que ocurra
el evento B (recordemos que en Teoria de la Probabilidad a los elementos de la o-dlgebra se les
llama eventos) ya que ha ocurrido el evento A es pu(B|A), por ello esta probabilidad involucra
la interseccion de los eventos y la divisién de la probabilidad de A. Otra interpretacién de esta
probabilidad es como sigue: cuando un evento A ocurre, el espacio muestral ) se reduce y queda

conformado por los posibles resultados que forman al evento A. La probabilidad condicional p(B|A)

69
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es la relacion que existe entre la probabilidad del evento B, calculada con respecto a todo el espacio
muestral, y la probabilidad del evento B, calculada en el espacio muestral reducido. Procedemos

a dar la definicion de cadena de Markov sobre un conjunto finito de estados a tiempo discreto.

Definicién 3.2. Sea (£2,.%#, ) un espacio de probabilidad. Una Cadena de Markov es una
coleccién de funciones .#-medibles {f,, : n € NU {0} 6 n € Z} que toman valores en un conjunto
E con |E| < 0o, que llamaremos conjunto de estados, y que satisface la propiedad de Markov; es

decir, que para todo n > 0 y para cualesquiera estados xq, ..., z,+1 € E se cumple que
N(fnJrl = $n+1|fn =Tny.-, Jo= 550) = N(fnJrl = $n+1‘fn = xn)a

siempre que u(fo = 7, -, fo = 20) > 0y p(fo = 1) > 0.

Observacion 3.1. La igualdad anterior dice que la probabilidad de pasar al estado z,,;, dado
que los estados anteriores fueron xy, ..., x,, solo depende del estado inmediato anterior, es decir,
el futuro sélo depende del presente. Recordemos que p(f, = zn11) = u(f; ' ({zn1})). A par-
tir de este momento tomaremos como espacio de estados de una cadena de Markov al conjunto
E ={0,...,k— 1} para algin k € N.

Definicién 3.3. Se dice que una cadena de Markov es estacionaria u homogénea si la proba-
bilidad p(fn+1 = b|f, = a) no depende de n para todo a,b € E, estos nimeros los denotaremos

como Py, v diremos que pg, es la probabilidad transicion del estado a al estado b en un paso.

Definicién 3.4. Sea £ = {0,...,k—1} (k > 1) el conjunto de estados de una Cadena de Markov.
La matriz cuadrada de probabilidades de transicién dada por P(a,b) = py, con a,b € E

cumple las siguientes dos propiedades:

(a) pap > 0 para todo a,b € E.

(b) > pap =1 para toda a € E.
beE

Llamamos a los elementos p,, de P, probabilidades de transicién. En general cualquier matriz

cuadrada que cumpla estas dos propiedades la llamaremos matriz estocastica.

Observacion 3.2. Debido a la propiedad de Markov la matriz anterior contiene la informacién de

la cadena y determina el comportamiento de ésta en el tiempo.

Definicién 3.5. Sea P una matriz estocastica como en la definicién anterior. Por una distribucion

inicial estacionaria para P entenderemos un vector m = (m, ..., mx_1) tal que:

(a) m, > 0 para toda a € E.

(b) mP = es decir m, = > mapay para toda b € E.
acl



3.2. CORRIMIENTOS DE MARKOV 71

Observaciones 3.3.

(1) Si P es una matriz estocéastica y 7 es una distribucién inicial estacionaria, entonces P" es

una matriz estocastica para todan =0,1,2,... y 7P" = .

(2) Podemos suponer que la cadena parte de un estado inicial @ € E, es decir, fo(w) = a. La
distribucion inicial estacionaria generaliza lo anterior, dando una distribucion de probabilidad

sobre el conjunto de estados, esto es, la cadena parte del estado a € E con probabilidad 7,.

(3) No es evidente que para toda cadena de Markov exista una distribucién inicial estacionaria,
menos alin que sea Unica, este es uno de los problemas de interés de estos procesos. Mas

adelante veremos condiciones para que esta distribucion exista y sea tnica.

Definicién 3.6 (Probabilidades de transicién en n pasos). Sean (€2,.%, 1) un espacio de proba-
bilidad y {f, : n = 0,1,...} una cadena de Markov, la probabilidad u(fn,im = b|fm = a) es
la probabilidad de pasar al estado a el tiempo m, al estado b en el tiempo m + n. Como esta-

mos considerando Cadenas de Markov estacionarias, esta probabilidad no depende de m, es decir,
(n)

w( foom = blfm = a) = p(fn = b|fo = a). A esta probabilidad la denotaremos como paz y la

llamaremos probabilidad de transicion en n pasos.

Observacion 3.4. Debido a que la cadena de Markov es homogénea y a la Ecuacién de Chapman-
Kolmogorov (ver Shiryaev [21, pag. 116]), estas probabilidades coinciden con la componente
correspondiente de los estados involucrados de la potencia n-ésima de la matriz de probabilidades
de transicion, es decir, pgz) = P"(a,b) para toda a,b € E, para toda n, donde P" es la matriz que

se obtiene de multiplicar n veces P consigo misma.

3.2. Corrimientos de Markov

Estamos en posicion de definir lo que llamaremos corrimientos de Markov, veremos que los co-
rrimiento de Bernoulli son un caso particular de éstos. La idea central de este capitulo sera construir
un espacio de probabilidad y una transformacién T" que preserve la medida del espacio construido,
de tal manera que podamos inferir condiciones acerca de la cadena de Markov; utilizando por
supuesto la teoria de los capitulos anteriores. Ahora procedemos a la construcciéon de dicho espacio
de probabilidad.

Definicién 3.7. Sea Q = EN (6 EZ), # = o(cilindros), P = (ps) con a,b € E una matriz es-
tocastica, y m = (mo,...,7k—1) una distribucién inicial estacionaria para P. Si
np<ng<---<ny€N(EZ)yay,...,a € E definimos:

M(Z(nla ng,...,Ng;ag, as, ..., ak)) - 7Ta1pgz;m) o 'pg:]i:g:ilh (*)
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donde pg;) denota la componente (a,b) de la matriz P" (r > 1) y u(Z(n;a)) = m, para toda n y
ac k.

Es facil comprobar que p satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov (ver Obser-
vacién B.1, pag. 137), por lo que existe una tnica medida de probabilidad p : .% — [0,1] (que
denotaremos con la misma letra) y que coincide con pu en los cilindros. Ahora procedemos a dar
la transformacién mencionada anteriormente, recordemos que ya conocemos una transformacion

que preserva la media en los corrimientos de Bernoulli.

Definicién 3.8. Sea T': Q@ — Q poniendo (T'(w)); = w;y1 para toda i € N (6 ¢ € Z) de acuerdo
aque Q = EN (6 Q = E%) y llamamos a las cuarteta (2, %, u,T) el corrimiento unilateral (o
bilateral) de Markov con matriz de transicién P y distribucién inicial estacionaria 7y

lo denotaremos: M, s (P, 7).

Ejemplo 3.1. El corrimiento unilateral (o bilateral) de Bernoulli con parametros (po, .. ., pr_1) €s

un caso especial del corrimiento de Markov unilateral (o bilateral).

Demostracion. Definimos P = (py,) mediante la férmula: p,, = py para toda a,b € E, es decir, las
componentes de cada columna son idénticas. Como Z;:ol p;i =1y p >0, P es claramente una

matriz estocastica y

Po ... DPk-1
Y2 e DPr—
p=| T

Po -+ DPk-1
es inmediato verificar que m = (po, ..., pr_1) es una distribucién inicial estacionaria para P. Note
que P" = P para toda r = 1,2... por lo que la medida definida por la pareja (P, ) satisfa-
ce: p(Z(n1,ng, ..., Nk; A1, ...,0K)) = DayPasy - - Pa, due es precisamente el valor de la medida del
corrimiento de Bernoulli en dicho cilindro. O

Observacion 3.5. El corrimiento T' es una transformacién preservadora de medida.

Nota: A partir de este momento se supondra que ™ = (m,...,mT,_1) es tal que m; > 0

para toda 3 =0,..., k— 1.

Proposicién 3.1. Sea P = (py) con a,b € E una matriz estocdstica y m = (po, ..., Pr—1) una

distribucion inicial estacionaria para P, entonces para todo a,b € E yr =1,2,... se tiene que:

pg;):,u({w:w(t+r):b|w(t):a}) para todat €N (6t € Z) si Q= E" (6 Q= E?).
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Demostracion. Para toda t se tiene que:

pw:w(t) = ap)p(fwwlt +7) =blw(t) = a}) = p{w:wlt) =a,w(t+7r)=1})

= u(Z(t,t+r;a,b))

t+r—t
= Wapgb )

= Wapgl;) )

dividiendo entre 7, obtenemos el resultado. ]

Teorema 3.1 (Propiedad de Markov). Sea P = (pu) con a,b € E una matriz estocdstica y

7w = (mo, ..., Tk—1) una distribucion inicial estacionaria para P. Sean
ng<ng<--<nppr €N(G €Z) y ay,as,...,0n% €F,
entonces:
pw{w : w(Mmak) = Gmaky - - o W(Mma1) = Gyt | W) = @y -, w(ng) = ar}) =
{0 (i) = st 0 (Mns1) = G 0(m) = @)

Demostracion. El lado izquierdo es igual a

p{w:wny) =ay, ..., wnm) = am, .., WNpik) = Gk }) o
p{w:wlng) =ay,...,wn,) =an})

(n27n1) (nm*nm—l) (nm-l»lfnm) (nm+k7nm+k71)
Ta1Paiaz o Pam—1am Pamam+1 © Pt k—1amtk .
(n2—n1) (m—nm—1) o
TayPaiaz *Pam—1am
T (nm+1_nm) . (nm-Hc_nm-Hc—l)
(mt1=nm) (k= pko1) — TmPamam Pask—ram
pamam+1 pam+k_1am - T )
am
que es precisamente el lado derecho. O

Observacion 3.6. Note que el teorema anterior afirma que la coleccién de funciones
fn : Q@ — E, definidas como f,(w) = w(n) para toda n > 0 es una cadena de Markov en el
espacio de probabilidad (€2, .#, u).

Observacion 3.7. Por el teorema ergddico (con T = M(P,w) ergédico o no); tenemos que
(1/n) Z;é pgz) converge para toda a,b € E a un valor que denotaremos ¢,;, y que definiremos

como la componente (a,b) de una matriz cuadrada @ (de tamano k X k) y escribiremos:

Demostracion. Sean A = {w € Qw(0) = a}, B = {w € Qw(0) = b}. Como x5 € Li(p),
por el Teorema Ergddico Individual se tiene que (1/n) Z;:ol Xr-i(B)(w) — f* c.d. Multiplicando
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por Y, tenemos que (1/n) 321 Xr-i(B)na(w) — f*Xxa. Pero la sucesién {(1/n) S XT-i(B)NA )
estd acotada, entonces por el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

L n—1
[ 1 * ) 1 i
JLIEO/EZXT‘i(B)mAd# = /f X4, es decir, - E péb) = ap-
=0 k=0

Lema 3.1. La matriz Q) anterior tiene las siguientes propiedades:

(i) Q es estocdstica (pues (1/n) S 17— P¥ lo es para todan > 1).

(ii)) QP = Q = PQ.
(i) @ = Q.
(iv) 7Q = .

Demostracion. Las propiedades anteriores son consecuencia de considerar la sucesion
{(1/n) Z;é Pk}, entonces para toda n cada una de estas matrices cumplen las propiedades an-
teriores, por lo que el limite también tendra esa propiedad. Por ejemplo sea H,, = (1/n) Z;é P*,
entonces H,P = ((n+1)/n)H,+1 —(1/n)I para todan > 1, por lo que al tomar el limite de ambos
lados obtenemos que QP = Q. O

Observaciones 3.8.

(1) Hemos visto que para toda cadena de Markov estacionaria su comportamiento en el tiempo
estd determinado por la matriz de probabilidad de transicién. La observacion anterior dice
que su comportamiento en promedio se estabiliza, sin embargo, cabe preguntar si existen
cadenas de Markov que su comportamiento se estabilice en el tiempo. No todas las cadenas
tienen este comportamiento. Mas adelante veremos condiciones necesarias para que la cadena
se estabilice, es decir, cambiar la convergencia en Césaro por convergencia.

(n)
ap SOI

(2) La existencia y unicidad de una distribucién inicial estacionaria y la del lim, .., p
algunos de los problemas que se presentan en el estudio de las cadenas de Markov. Se sabe
que si la matriz cumple ciertas condiciones entonces ambos o alguno de los problemas tiene
solucion. Relacionaremos estas condiciones con las propiedad de ergodicidad y las mezclantes
del corrimiento de Markov, para ello necesitaremos examinar cuando el corrimiento de Markov

tiene estas propiedades.
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3.3. Ergodicidad de Cadenas de Markov

Veremos que se pueden obtener condiciones que hacen que la transformacion de corrimiento de
Markov sea ergddica, débilmente y fuertemente mezclante. Estas condiciones estaran relacionadas

con la matriz de probabilidades de transicion. Para ello necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicién 3.9. Un subconjunto de estados Ey C E es cerrado si ZbEEO Pa» = 1 para toda
a € Ey. (Alternativamente Ej es cerrado si reenumerando los elementos de E' es posible extraer de

P una submatriz estocdstica Py con indices en Ejp).
Definicién 3.10. Decimos que P es irreducible si £/ no posee subconjuntos cerrados propios.
Teorema 3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para el corrimiento de Markov
T=M(Pn):

(i) T es ergddico.

(7i) qap es independiente de a (es decir QQ posee columnas con elementos iguales).

(iii) P es irreducible.

(v) qap > 0 para todo a,b € E.

(v) La ecuacion Qy =y (§ # 0) tiene solucion unica (salvo por factores constantes).

(vi) La ecuacion yQ =y (y # 0) tiene solucion inica (salvo por factores constantes).
(vii) Py =1 (y # 0) tiene solucion unica (salvo por factores constantes).

(viii) YP =y (y # 0) tiene solucion tunica (salvo por factores constantes).

Demostracion.

(i) implica (ii). Sean B = {w : w(0) = a} y C = {w : w(0) = b} con a y b elementos de E, por

el Corolario 1.16.1 se tiene que:

n—1

Z,u({w cw(0) =a,w(k) =b}) — p{w:w(0) =a})pu({w : w(0) = b}), es decir,

k=0

S|

1 n—1

— T (k) — T, 7T

n apab a’lb:
k=0

Dividiendo entre 7,, tenemos que q,;, = m para toda a, b, por lo tanto g, no depende de a.
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(ii) implica (i). Como 7@ = =, debemos tener ¢, = m para toda a € FE. Sean
B ={w :w(0) = by,...,w(s) = bs_1} vy C ={w : w(0) = ¢p,...,w(t) = ¢;—1} dos cilindros

flacos, si n > [ > s entonces:

n—1 n—1
1 1
lim — > w(BNTHC) = lim =Y u(BNTC))
n—oo 1 =0 n—oo 7 I—s
n—1
’ l4+1—s
- nh—{go E Z<7rb0pb0b1 o 'pbs_Qbs—lpl(Jiwo )pCOCl h .pct—Qct—l)
l=s
n—1
/J[’(C) z 1 (l+175)
= B)——= lim —
w(B)" = lim = ;pbﬂm
1(C)
= WB)—— 1o = 1(B)u(C).
co
Por lo que

% 2 wW(BNTHC)) — w(B)u(C),

si By C son cilindros flacos, por lo que esta misma relacién es valida para A = { uniones finitas
y disjuntas de cilindros flacos}, es facil comprobar que A es un édlgebra que genera a %, por el
Teorema 1.26 T'= M (P, ) es ergddico.

(i) implica (iii). Supongamos que P no es irreducible. Sean Ey C F un subconjunto cerrado
propio y F' = {w : w(0) € Ey}. Como Ej es propio 0 < u(F) < 1, ademéas u(F\ T~(F)) =0, ya
que:

F\T ' F)={w:w(0) € Ey,w(l) € E\ Ey} = U {w:w(0) =a,w(l) =b} (disjunta),

a€Eq
beE\Eq

pero
par = p{w s w(1) = blw(0) = a}) = 0,
pues Ej es cerrado por lo tanto u(F\ T7'(F)) = 0.

Como pu(F) = u(T~HF))y u(F\ T Y(F)) =0, entonces u(T~1(F)\ F) = 0 por lo tanto F es

T-invariante por lo tanto 7" no es ergddica.

(ili) implica (iv). Como @ = QP tenemos que o = Y, GacPeb = JacPer Para toda c € E---(1).
Sea B, = {b € E : qu > 0} debemos probar que E, = F para toda a € E. Claramente Ey # ()
pues @ es estocastica, ademas F, es cerrado, ya que si ¢ € F,, entonces py, = 0 para toda b & F,

por (1), asi pues ) .5 pea = 1 para toda ¢ € E, y E, = E por hipétesis.

(iv) implica (ii). Supongamos que ¢, > 0 para todo a,b € E. Consideremos la ecuacién vectorial
Y ber Qav¥p = Ya € decir QF = ¢. Sea m = maxpep{yp} y supongamos que y, < m para alguna

a € F, entonces

Ye = Z ey < Z gem = m, entonces y.<m paratodacé€ F,
beE belE
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lo cual no es posible. Luego entonces toda solucién de Q) = i debe tener componentes iguales.
Por otro lado Q? = @, por lo que cada vector columna de @ es solucién de la ecuacién vectorial,
asi que cada columna de () tiene las mismas componentes. Por lo tanto ¢4, es independiente de a

para toda a € E.

(i) si y sélo si (v). En la demostracién de (iv) implica (ii) obtuvimos que si g, > 0 para toda
a,b € E entonces la ecuacién vectorial Qy = y--- (%) (¢ # 0) tiene solucién tunica (salvo por
multiplicacién por constantes), es decir, si T es ergddica entonces (*) tiene solucién unica (salvo
por multiplicacién por constantes, de hecho 7 = AQ®, con Q® = a columna de Q). Inversamente
supongamos que (*) tiene solucién tnica (salvo por multiplicacién por constantes), entonces como
() es estocastica cualquier vector con componentes iguales resuelve a (*). Por otro lado como
Q? = Q, cada columna de @ es solucién de (*), y por unicidad tenemos que concluir que @) posee

columnas con componentes iguales, es decir, (ii) se cumple. Por lo tanto 7" es ergddica.

Por otra parte a partir de (ii) y del hecho de que Q? = @ entonces se prueba como arriba que:

(1) si y solo si (vi).

(i) si y s6lo si (vii), y (i) siy sélo si (viii). Como @ = lim,,_,(1/n) Z;é Pty PQ=Q =QP,
asi que cualquier soluciéon de Py = ¢/ es solucién de Qi = ¢ y viceversa. Analogamente cualquier

solucién de P = ¢ es solucién de §Q = ¢ y viceversa. ! O

Observacion 3.9. Examinemos con detenimiento la condicién (iii), es decir, P es irreducible. En el

teorema anterior probamos que si P es irreducible, entonces g, > 0 para toda a,b € E (condicién

(iv)) pero qap = limy, .o (1/n) >, — Opab , asi pues obtenemos:
para toda a,b€ E existe k=k(a,b)€{0,1,...} talque p >0. (3.2)

Ahora se prueba que 3.2 implica (iii).

Supongamos que (iii) es falso, es decir, existe £y C FE un subconjunto propio cerrado. Se
probard que: p, = 0 para toda a € Ey, para toda b € E'\ Ey y para todan = 0,1,2,... claramente
la afirmacion es cierta paran = 0y n = 1 supongamos que n > 2y a € Fy b € E'\ Ey, entonces:

Pap = chwpy(s pov=(>_+ D>+ D+ > Hpaspls P} = 51+ Sa+ S5+ Si.

YEEQ YEEQ YEE\Eq YEE\Eg
S€By  6E€E\Eg  GSeE\E scEy

Pero S, = 0 por hip6tesis de induccién, S; =0, ya que 6 € Eg y b € E'\ Ey, S3 =0, pues a € Ej
yOEE\Ey ySi=0puesd € Egybe E\ E.?

[UNote que la ecuacién §P = i es la adjunta de la ecuacién Pij = 7, lo que prueba (vii) si y s6lo si (viii) de otro
modo.
[l Algunos textos toman a 3.2 como definicién de irreducibilidad.
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3.4. Comunicacion, Cerradura y Periodicidad

Hemos visto bajo qué condiciones el corrimiento de Markov es ergddico. Para ver condiciones
sobre las cuales este corrimiento tiene propiedades mezclantes necesitaremos los siguientes con-
ceptos sobre los estados de una cadena de Markov. Retomaremos el enunciado de 3.2 sobre la

irreducibilidad de una cadena de Markov.

Definicién 3.11. Sea P una matriz estocastica con conjunto finito de estados E. Sean a,b € E
decimos que el estado b es accesible desde el estado a, si existe n = n(a,b) € {0,1,2,...} tal que
ph > 0 (denotado a — b). Decimos que a y b € E se “comunican” si a — by b — a (denotado

a«<b).

Proposicion 3.2. La relacion < es una relacion de equivalencia.

Demostracién. Claramente a < a (debido a que p®, = 1) y a <> b si y s6lo si b «» a. Supongamos
que a <> by b <> ¢ probaremos que a < ¢. Como en particular a — b y b — ¢, entonces existen

m,n € NU{0} tales que: pIy > 0y p. > 0, entonces:

m+n

port = ZpZ}Ypr‘c > popa. >0, por lo tanto a — ¢,
gl

y como ¢ — b — a entonces analogamente probamos que ¢ — a. O

Definicién 3.12. Denotaremos por [a] = {b € E : a <> b} a la <>-clase de equivalencia de a en E.

Noétese que P es irreducible si y sélo si [a] = E para algtin a € E.

A continuacién damos una caracterizacién (que de paso justificard el nombre) de subconjunto
cerrado de E).

Teorema 3.3. Sea Fy C E un subconjunto no vacio entonces: Ey es cerrado si y solo si siempre
que a € Ey y a — b, entonces b € Ey (es decir una vez que el "sistema” entre a Fy no lleva a
estados fuera de Ey).

Demostracion.

(Necesidad). Sea Ey C E cerrado y sea Py la “submatriz estocéstica generada” por Fy, es decir,
Py = (pac) con a, ¢ € Ey. Supongamos que a — b, entonces existe n > 0 tal que p?, > 0, pero tanto
P" como Fj son estocasticas, entonces por lo que b € Ej, pues de otro modo el a renglén de P"

sumaria méas que 1.

(Suficiencia). Supongamos que la condicién es cierta, pero que Ey no es cerrado, entonces
ZCeEO Pac < 1 para algin a € FEj entonces existe b € E \ Fy tal que py, > 0; asi pues a — by
b ¢ Ey, contrario a la hipdtesis. O
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Definicién 3.13. Para toda A C E (A # ()) denotamos por A = {c € E : a — ¢ para alguna

a € A} y lo llamamos la P-cerradura de A.

Lema 3.2. La P-cerradura de A cumple las siguientes condiciones:

(i) A es cerrado.
(ii) AC A. Si AC BCE, entonces A C B.
(iii) A es cerrado si y sélo si A= A (en particular A= A).

(iv) A es el "menor subconjunto” cerrado de E que contiene a A.

(v) (AUB)=AUBy(ANB)C ANB.

Demostracion.

(i) Supongamos que existe un ag € A tal que ZbeZ Pagh < 1, como P es estocastica existe un

bo € E\ A tal que pgp, > 0, entonces ag — by; por lo tanto by € A, lo cual no es posible.

(ii) Sea a € A, como p, = 1, entonces a — a, por lo tanto a € A. Ahora sea ag € A, entonces
existe a € A tal que a — ag, como a € B, entonces existe un b € B tal que b — ag, por lo tanto
ag € B.

(iii) Por el inciso anterior basta con probar que si A es cerrado, entonces A C A. Supongamos
que existe un ag € A tal que ag € A, entonces existe a € A tal que a — ag, como A es cerrado por

la Observacion 3.9 se sabe que pg,, = 0 para toda n > 0, lo cual no es posible.
(iv) Supongamos que A C Ey C E 'y Ej es cerrado, entonces por (ii) y (iii) A C E.

(v) Como A C AUBy B C AU B se tiene que AUB C AU B, sea c € AU B, entonces existen
de AUB tal que d — ¢, por lo que ¢ € A o ¢ € B, lo que prueba la igualdad. Por tltimo, como

ANB C A, por (ii)) AN B C A, intersecarse la contencién anterior con B se tiene el resultado. [

Observando las propiedades anteriores es justificable el uso de la palabra cerradura.

Definicién 3.14. Sea E un conjunto finito y P una matriz estocastica con £ como conjunto
de estados. Sea a € E definimos el periodo de a (denotado per(a)), y definido como sigue:
per(a) =m.c.d{n € N: p? > 0} (mdximo comun divisor) si {n € N: p” > 0} # ). Si per(a) =1
entonces diremos que a es aperidédico. Diremos que P es aperiddica si per(a) = 1 para toda
acb.

Teorema 3.4. El periodo es una propiedad de clase, es decir, si per(a) = d y b € [a] entonces
per(b) = d.
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Demostracion. Por hipétesis existen j, [ € {0, 1,...} tales que pflb > 0y pi, > 0. Supongamos que
n € N es tal que pj, > 0, entonces
pt];zrnJrl = Zpiép(?’ypgya Z pibpgbpéa > 07
oy

por lo que d|j + n + [, pero como
pitt > pibpfm > (, entonces d|j + [,

asi que d|n, por lo que d|per(b). Como los argumentos son simétricos en a y b, obtenemos de manera

similar que per(b)|d, por lo tanto d = per(b). O

Toda aquella propiedad que compartan los elementos de una misma clase la llamaremos pro-

piedad de clase.

Observacion 3.10. Para cada a € FE existe un conjunto finito H, C N tal que

per(a) =m.c.d.{h € H,}. Esto simplifica la definicién anterior.

Demostracion. Sea L, = {n € N : p!, > 0}, sea hy = min{n : n € L,} entonces per(a)|h;.
Si per(a) = hy tomamos H, = {h}. Si per(a) < hy, lamamos hy = min{n : n € Lq, hy|n}
(note que hy existe), y sea dy =m.c.d.(hy, hy), entonces per(a)|dy. Si per(a) = dy tomamos
H, = {h1,h2}. Si per(a) < dy lamamos hy = min{n : n € L,,d>[n} y d5 =m.c.d.(h1, ha, h3),
asi que per(a)|ds. Notese que de este modo se obtiene una sucesién d; (d; = hy) de naturales tal que
di > do > ... > d;j > per(a) la cual no puede ser infinita, entonces existe j tal que

{n € Ly,d;[n} = 0 (que ocurre precisamente cuando d; = per(a)) y ponemos H, = {h,...,h;}.
U

Teorema 3.5. Sea a € E y d = per(a) (d > 1). Denotamos L, = {n € N: p? > 0}, si L, # 0
entonces L, contiene a todos los naturales de la forma kd, k € N, si k es suficientemente grande.

En particular si d = 1, L, contiene un segmento final de naturales.

Demostracion. Por la Observacién 3.10 existe un conjunto finito
{hl,hQ,...,hJ‘} C La, tal que d:m.c.d.(hl,...,hj).

Como es bien sabido, existe una combinacion lineal entera de los h; igual a d, es decir, existen
ay,...,a; € Z tal que d = Z{/:l ayh,. Sea M = hy +---+ h; y n > M; entonces por el algoritmo
de la divisién: n = Mqg+r 0 <r < M, g € N, asi pues dn = dgM +rd = Eizl(qd—l—a,ﬂ’)hy. Ahora
bien, h, € L, para toda v y como L, es claramente cerrada bajo sumas, entonces dn € L,. En
cuanto garanticemos que n se puede elegir de tal modo que (¢gd 4 a,r) € N paratodov =1,...,7,

para lo cual basta que: [n/M]d = qd > méx, |a,| M pues:
qd > méx |a,| M > méx |a,|r > méx{—a,}r > —a,r paratodov=1,... 7.

Por lo tanto dn € L, si n es suficientemente grande. O
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3.5. Propiedades Mezclantes del Corrimiento de
Markov

Estamos en posicion de examinar cuando un corrimiento de Markov es débilmente mezclante
y fuertemente mezclante. Hemos visto que si P es irreducible entonces T es ergddico. Para que T
sea fuertemente mezclante o débilmente mezclante necesitaremos pedirle una condiciéon mas a P:

la de ser aperiddica. También relacionaremos estas propiedades con la matriz Q).

Teorema 3.6. Sea P una matriz estocdstica con conjunto finito de estados E, y sea m una distri-

bucion inicial estacionaria para P. Las siguientes condiciones son equivalentes para T = M (P, ) :
(i) T es débilmente mezclante.
(ii) pl, — m para todo a,b € E.
(iii) T es fuertemente mezclante.
(iv) Eziste m € N tal que p, > 0 para toda n > m, y para todo a,b € E.
(v) P es irreducible y aperiddica.
Demostracion.
(i) implica (ii). Sea A = {w : w(0) = a} y B = {w : w(0) = b}. Como T es débilmente
mezclante existe J, = J(a,b) C N con d(J,) = 0 tal que lim 5, oo pf(ANT(B)) = p(A)u(B), o

bien 1im j, 5,00 TaPly, = TaTp. Por lo tanto lim 7, 5, oo Pl = M. Sea J = U, Ja, entonces d(J) = 0

y dada e > 0 existe n ¢ J, suficientemente grande, tal que |p/, — 7| < € para toda a € F, entonces:

n+1

oo = | =D pastly = | = D PasViy — > DasT| = | pas(ph, — )
fER 0 0 0
<> pas vl — ™l
6cE
< e,

por lo tanto pl, — m, para toda a,b € E.

(ii) implica (iii). Sean A = Z(rq,...,m5a1,...,a)y B=Z(ny, ..., 03 b1, ..., by). Sik+ny > 1
entonces:
WANT B)) = w(Z(ry, ... ,rna, s an, .. ag by, . b)) =

ro—T1 i —ri_1\ k+mi1—r;  _no—mni N —TNm—1
(Walpal(m P )palb1 Poby, " Poy_ b k_) pu(A)u(B),
N—— —0o0

lo cual prueba que T es fuertemente mezclante.
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(iii) implica (iv). Como T es fuertemente mezclante, entonces p?, — m, para toda a,b € E;

asi que existe m € N tal que p?, > (1/2)m, > 0 para todan >my a,b € E.

(iv) implica (v). Por hipétesis existe m € N tal que pl, > 0 para todan > m y a € E, por lo
que

{m,m+1,...} C L, paratodaa€c FE, asique per(a)=1 paratoda a€ FE,

por lo tanto P es aperiédica. Como pJ; > 0 para toda a,b € E entonces a < b para toda a,b € E,

por lo tanto P es irreducible.

(v) implica (ii). Este resultado estd contenido en el siguiente teorema. O

Teorema 3.7 (Convergencia exponencial). Sea P una matriz irreducible y aperiddica (con conjunto
finito de estados E) y m una distribucion inicial estacionaria para P. Entonces existen constantes

E>0ype(0,1) tales que |pl, — m| < kp™ para toda n y para todo a,b € E.

Demostracion. Para n € N U {0}, sea ml()") = min,{pl} vy Mé") = max,{p,}. Claramente

mé") < len) para toda b y n, como P es estocastica:
ml()n-‘rl) — mal’n {Zpa(Sp((SZ)} Z mal’n {Zpa(sm[(,n)} — ml()n) y
5 B
M(”+1) — méx {Z (")} < ma {Z M(")} _ M(")
b - a pa5p5b = mélX Pas b - b -
5 5

Luego entonces tenemos la siguiente situacion

0<m’ < o<mi™<mi"Y << <M <<V <1

Supongamos (provisionalmente) que p,, > 0 para toda a,b € E, y sea 6 = min,, pa, > 0, entonces
1 =3 cpPa > card(£)d, por lo tanto 0 < 0 < 1/card(E).

Fijemos estados a,b € E. Denotamos por ¥’ la suma sobre aquellos ¢ € E tal que pae > ppe, v

por ¥’ la suma sobre aquellos ¢ € E tal que pq. < ppe entonces:

0=1-1= Zpac — Zpbc = Zl(pac _pbc) + ZH(pac _pr) T (*)’

ceEE ceEFE c

y como > ppe + 3" pae > Scard(E) tenemos que:

S ae =) = (1= pac) = > P < 1 — card(E)S - - - ().

Luego entonces:

n n n ! n " n
p((ldJrl) - pl(;dJrl) = Z(pac - pbc)pﬁd) S Z (pac - pba)MC(l ) + Z (pac - pba)m((j )

C



3.5. PROPIEDADES MEZCLANTES DEL CORRIMIENTO DE MARKOV 83

por (k)

OY(*) / n n n n
PETS (e — ) (MY =) < (1= card(E)8) (MY — mi?).

Como a,b € E son arbitrarios tenemos que:

MénJrl) _ mgwrl) <(1- card(E)é)(Mén) — mg”)) para toda n.

Usando induccién obtenemos que Ma(ln) — mil") < (1 — card(E)d)" -+ (% x %) (puesto que
Ma(ln) — mén) < 1 paran = 0,1,... Asi pues, las sucesiones convergentes (m&"))neN y (Mc(ln))nEN

convergen al mismo limite, y como m{” < p™ < M'™ para toda n, entonces lfm,_o ) existe y

es independiente de d - - - (* % *x).

Como P es irreducible, por el Teorema 3.2, se tiene que lim,, . (1/n) ZZ;& pgzl) — 74. Por lo

tanto pénd) — 74 para toda a,d € E. Més ain, de (***) obtenemos ‘pénd) - ﬂd) < (1 — card(E)d)".
Si 1 = card(F)d entonces pg;) = m, para toda n, y no hay nada que hacer, por lo que supondremos
que ocard(E) < 1. Sea k =1y p = (1 — card(EF)d) € (0,1), esto prueba el caso en que py > 0
para toda a,b € E.

En el caso general, las hipdtesis sobre P implican que existe m > 1 tal que pfl?) > () para toda

a,b € F (es decir (v) implica (iv)). Por lo ya probado (aplicado a la matriz estocastica irreducible y
aperiédica P™) obtenemos M (™) —m(m) < pt. Tomamos kg = 1/p y reemplazamos p con pi = Po-

Si s = mn por lo ya probado
D5, — ml < pm < plpm = kophy pues (1< p7h).

Para s € (mn,m(n + 1)), tenemos que Més) - m&s) < Mémn) — m&m") < p" por lo que

S n mntl) m(n+1) m(n+1 S
D5, —m| < p" = p = kop™ = kopp " < kopp,
por lo tanto |p5, — m| < kop§ para toda a,b € E'y s > 1. O

Observacion 3.11. Supongamos que desconocemos la existencia de una distribucién inicial estacio-

(¥*#%) existe una matriz R cuyas columnas tienes elementos iguales

naria m para P, entonces por
tal que P" — R (n — o00). Claramente RP = R entonces cada vector renglén de R resuelve
la ecuaciéon ZP = &, por lo que cada vector renglén de R (los cuales son todos iguales) es una

distribucion inicial estacionaria de P, pues:

ZT“” = lim Zpgz) =1y 7y >0 paratoda a,b.
beE e beE

De hecho la existencia de una tinica distribuciéon inicial estacionaria para P queda garantizada
con so6lo pedir que P sea irreducible. Esto es consecuencia del teorema sobre matrices no-negativas

(es decir D = (dgp) con dg, > 0) que a continuacién enunciamos.

Teorema 3.8 (Perron-Frobenius). Sea D=(d,;,) una matriz de orden k x k no-negativa, entonces:

1) Existe un valor propio positivo \ tal que |N| < X para todo valor propio N de D.
propio p q p prop
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(#i) min (Z dab) <\ < méx (Z dab) para toda a.
@ b @ b

(iii) Correspondiente a \ existe un vector renglon no-negativo @ y un vector columna no-negativo
U tal que ©D = M\ y DU = \v.

(iv) Si D es irreducible (es decir para todo a,b existe n = n(a,b) € N tal que dgg) > 0) entonces A
es un valor propio simple. Los vectores propios izquierdo y derecho @ y U son estrictamente
positivos, y A es el dnico valor propio de D con vectores propios (izquierdos y derechos) que

s0M no-neqativos.

Demostracion. La demostracion de este resultado se encuentra en Gantmacher [9, pags. 64-65]. O

Observacion 3.12. Si D = P es estocdastica entonces por Teorema (ii) se tiene que A = 1. Si P es
ademas irreducible, normalizando al vector propio u obtenemos una distribucién inicial estacionaria
para P, la cual es tinica pues A es simple. Otro modo de ver que tal « es tnico es considerar el
corrimiento de Markov T" = M (P, @), como P es irreducible se tiene que T es ergddico y por
Teorema 3.2: w, = lfm,, .,(1/n) Y27} pk, para toda b, por lo tanto @ estd determinado de manera

Unica.

3.6. Una aplicacién al motor de busqueda de Google

En esta seccién, se muestra una aplicaciéon de la Teoria Ergddica al motor de busqueda de Google
(www.google.com). El motor de biisqueda de Google fue creado por Sergey Brin and Lawrence Page.
Este motor es una serie de algoritmos que se utilizan para la busqueda de informacion en Internet.
Uno de sus principales componentes es el PageRank. Este es una medida de la importancia de
una pagina web basada en la democracia de la web. Sin embargo, la obtenciéon del PageRank no
es sencilla. La aplicacién estd basada en el Teorema 3.7, el cual dard una buena aproximaciéon del
PageRank (ver Brin [5, pag. 103]).

Internet ofrece una gran cantidad de informacién. Podriamos comparar la busqueda de infor-
macién en Internet con la busqueda de un libro en una biblioteca sin catalogo. La busqueda de
informacién en Internet es realizada por un motor de busqueda (search engine en inglés). La prin-
cipal tarea de estos motores de bisqueda es la recopilacién de informacién de las paginas web,
procesar y almacenar esta informacion en una base de datos y producir de esta base de datos una
lista de paginas web relevante a un arreglo de una o mas palabras. La recopilacion de informacion
es realizada por programas llamados rastreadores (crawlers) que “rastrean” la web siguiendo los
enlaces que hay en las paginas web. La informacion recabado por los rastreadores es analizada y
codificada por el indexador (indexer), el cual produce para cada pagina un conjunto de palabras

[incluyendo su posicién en la pagina, tipo de fuente y tamano (mayusculas o mintusculas)| y los
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registros de todos los enlaces de esta pagina web a otras paginas. Lo cual crea el indexador ha-
cia delante (forward index), es decir, a cada pagina web el indexador hacia delante le asocia un
conjunto que podemos pensar como un conjunto de vectores cuya primera entrada es una palabra
que aparece en el documento. La segunda la posiciéon donde aparece esta en la pagina; la tercera
su tipo de fuente; la cuarta si estd en maytsculas o mintsculas; y la ultima el niimero de enlaces

que hay de esta pagina a otras paginas web.

El clasificador (sorter) arregla esta informaciéon por palabras, es decir, realiza una especie de
proceso inverso para crear el indice hacia atrds (inverted index); es decir, a cada conjunto de
palabras les asigna un conjunto de paginas, o sea, en qué paginas recopiladas aparecen estas
palabras. El buscador (searcher) utiliza el indice hacia atras para generar una lista de pdginas web

relevantes a un conjunto de palabras.

Una de las principales diferencias del motor de busqueda de Google con otros motores de
busqueda, es la idea de que no todas las paginas obtenidas por el indice hacia atras son relevantes
para el conjunto de palabras, es decir, el orden en que aparece el resultado de la busqueda es
importante. El resultado de una busqueda puede contener alrededor de 10000 paginas web, sin
embargo s6lo 50 seran consultadas por el usuario. Google utiliza dos caracteristicas de la pagina
web para determinar el orden de aparicion de las paginas encontradas; la relevancia de la pagina
respecto al conjunto de palabras buscado y el PageRank de la pagina. La relevancia estd basada
en la posicién relativa, la fortificacion y la frecuencia de las palabras buscadas en la pagina, ésta por
si sola no produce buenos resultados. Por ejemplo, si buscamos la palabra Internet en un motor de
busqueda antiguo da resultados cuya primera pagina esta en chino y no contiene mas palabras en
inglés que Internet, incluso algunos motores de buisqueda actuales dan resultados apenas relevantes

cuando buscamos términos comunes.

Google utiliza cadenas de Markov para asignarle un rango a las paginas web. La coleccion de
las paginas web y los vinculos entre ellas son vistos como una grafica dirigida G, en la cual los
vértices son las paginas web y las aristas son los hipervinculos que existen de una pagina web a otra
pégina web (desde la pagina web donde aparece hacia la pagina web que enlaza). En la actualidad

existen alrededor de 1.5 billones de paginas web con 10 veces més hipervinculos!?l.

Numeramos los vértices con nimeros enteros ¢+ = 1,2,..., N donde N es el nimero de paginas
en la web, consideramos G la gréfica que se obtiene de afiadir a G el vértice 0 con aristas desde él
hacia todos los demds vértices y viceversa. Sean a;; = 1 si existe una arista del vértice 7 al vértice
j en Gy C(i) =ntimero de aristas que salen del vértice i. Notemos que C(i) > 0 para toda i € G
ya que existe una arista del vértice 0 a los demds vértices. Fijemos un parametro d € (0,1) (por
ejemplo d = .85). Sea P la matriz dada como sigue: p;; = 0 para toda ¢ > 0, parai,j > 0 con i # j

sean

BIUn hipervinculo es un enlace de una pagina web a otra.
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1 s Cl) =1 0 si-a; =0
Py = Py =
1—d si C(i)#1

1
e N i b 1
———— si b =1.
CGi)—1 “
La matriz P es estocéstica, irreducible y aperiédica. Por la Observacion 3.11 existe una tnica
distribucién inicial estacionaria 7 para P. Google interpreta a m; como el PageRank de la pagina web
1. Google utiliza éste junto con el factor de relevancia de la pagina para determinar en qué posicion

se encontrara en el resultado de la busqueda.

Més atin, por el Teorema 3.7, para cualquier distribucién inicial 7 sobre los vértices de G,
la sucesion {n’'P"} converge exponencialmente a m. Por lo que podemos encontrar una buena
aproximacién de 7 calculando «’ P™, donde 7’ es la distribucién uniforme. Esta aproximacién para
encontrar m es mucho més eficiente que tratar de encontrar un vector propio de una matriz de 1.5

billones de columnas y renglones.



Capitulo 4

Entropia

En este capitulo introduciremos el concepto de entropia, el cual estd relacionado con medir
la incertidumbre de un experimento aleatorio. Por ejemplo, pensemos en un experimento con
posibles resultados A;, As, con p; y ps sus respectivas probabilidades. Este experimento tiene un
grado de incertidumbre acerca de su resultado, es decir, no tenemos la certeza de que al realizar el
experimento obtengamos A; 6 As. Supongamos que solamente conocemos los valores p; y ps. Si el
experimento es tal que p; = py (los eventos son equiprobables), entonces el grado de incertidumbre
de este experimento intuitivamente debe ser mayor que si el experimento es tal que p; # ps. Para
ilustrar lo anterior supongamos p; > po, entonces la probabilidad de obtener el evento A; es mayor
que la probabilidad de obtener el evento A,, intuitivamente el evento A; serd mas frecuente que
As, por lo que la incertidumbre sobre el resultado del experimento disminuye. Con base en unas
propiedades que se consideraron para esta medida de incertidumbre es que surge la definicion

de entropia (ver Khinchin [14, pags. 2-12]).

La entropia es una propiedad invariante bajo isomorfismo (vér Definicién 2.1, pag. 61). Una de
las principales motivaciones por la cual Kolmogorov introdujo el concepto de entropia en la teoria
ergddica fue para dar solucién al siguiente problema: ;El corrimiento bilateral de de Bernoulli
con parametros (1/2,1/2) y el corrimiento bilateral de Bernoulli con pardmetros (1/3,1/3,1/3) son
isomorfos? Se puede mostrar que ambos corrimientos tienen espectro de Lebesgue numerable (ver
Walters [23, pag. 65]), por lo tanto sabemos que estos corrimientos son espectralmente isomorfos
(ver Teorema 2.1, pag. 64). Sin embargo no fue hasta que Kolmogorov introdujo la entropia que se
pudo resolver. Este problema estuvo abierto por 15 anos. Kolmogorov mostré que estos corrimientos
tienen entropia log(2) y log(3) respectivamente y por tanto no son isomorfos (lo cual veremos en

este capitulo).

La definicién de entropia de una transformacién preservadora de medida estd dada en tres
partes: la entropia de una sub-o-algebra finita de .%#, la entropia de una transformacion T relativa

a una sub-c-algebra finita, y la entropia de T. Antes de comenzar con las definiciones veremos
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algunas propiedades de las sub-o-algebras finitas de .%#.

4.1.

A

Particiones y sub-c-algebras

partir de ahora (2, .%#, u) denotard un espacio de probabilidad. Antes de pasar a la nocién

de entropia necesitaremos las siguientes definiciones:

Definicién 4.1. Una particién de (€2,.%) es una coleccién disjunta de elementos de .% cuya unién

es (2.

Observaciones 4.1.

(1)

(2)

Estaré interesado en particiones finitas que denotaremos con letras griegas, por ejemplo,

gZ{Ah...,Ak}.

Si € es una particién finita de (£2,.%) entonces la coleccién de todos los elementos de .F que
son uniones de elementos de £ junto con el vacio, forman una sub-o-dlgebra finita de .7,
denotandola como &7 (§).

Demostracion. Q) € <7 () ya que Ule A; = Q por ser particién. Si A, B € 47(§), entonces
A = J,en Ai (disjunta) para algin N C {1,...,k}, y B = [J,c), Ai (disjunta) para algin
M cC{l,...,k};asi que A\ B = J,c.g Ai donde S = N \ M ya que los A; don disjuntos dos
a dos. Por tltimo, todas las colecciones numerables de elementos de &, en algiin momento se
repiten porque & es finito, entonces (J,~; A, = U,y Ai para algin N C {1,...,k}. Por lo
tanto o7 (£) es una sub-o-algebra finita de .7. O

Si€ ={C;:1=1,...,n} es una sub-o-élgebra finita de .% entonces los conjuntos no vacios
de la forma FyN---NE,, donde E; = C; 6 E; = Q\ C;, forman una particién finita de (€2, .%)

que denotaremos por £(%).

Demostracion. Si A= EiN---NE,y B=FE/N---NE/ tal que A # B, entonces ANB = (), ya
que E;,NE! = () para alguna i € {1,2...,n}. Por tltimo, basta probar que 2 estd contenido en
la unién de los elementos de la particién; pero si w € €2, se tiene que w € C; 6 w € Q\ C; para

todai € {1,...,n}, por lo tanto w pertenece a la unién de los elementos de la particiéon. O

Considerando las observaciones anteriores, tenemos que &7 (£(%)) = € y £(/(n)) = n. Por
lo que tenemos una correspondencia uno a uno entre particiones finitas y las sub-o-dlgebras

finitas de %, lo cual nos sera de utilidad en este capitulo.

Definicién 4.2. Sean & y 1 dos particiones finitas de (£2,.%). Diremos que £ < 7 si cada elemento

de £ es una unién de elementos de 7 (es decir, ) es un refinamiento de ). Tenemos que £ < 7 si
y s6losi 7 (§) C o/ (n),y o C € siy solosi(F) <E(F).
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Definicién 4.3.
(a) Sean & = {Ay,..., A}, n ={C4,...,C,} dos particiones finitas de (£2,.%#). Su junta es la
particion

(b) Sean o7 y € dos sub-o-dlgebras finitas de .%. Definimos &/ V € = o(«/ U A).

Observaciones 4.2.

(1) Si &7, € son sub-c-algebras finitas de .#. Entonces &/ V€ = o(«/ U €) consiste de todos
los conjuntos que son uniones finitas y disjuntas de conjuntos de la forma ANC, A € &,

C € %. La prueba de lo anterior es analoga a la prueba de la Observacién 4.1.2.
(2) Por la observacién anterior tenemos que (A VE) = (A )VE(C) y A (EVn) = A (§)V A (n).

Definicién 4.4. Sean (£2,.#) un espacio medible, T :  — 2 una transformacién medible, £ € N
fijoy (n > 0) fijo. Si & = {Ay,...,Ax} es una particion de (Q2,.%), T"(£) denota la parti-
cion {T7"(A1),...,T7"(Ax)}. Si & es una sub-o-dlgebra de .7, T~" (/) denota la sub-o-algebra
{T™(A): Ae o}

Sea n > 0 fijo. Como la imagen inversa preserva las operaciones entre conjuntos, obtenemos:

(i) &(T"(a)) =T "(&()).
(i) & (T7"(€) =T"((€)).
(iil) T—"(/ V€)= T—"() vV T(E).
(iv) T7(& V) =T7(§) VT (n).
(v) Si €& <7 entonces T~"(€) < T~ "(n).
(vi) Si & C € entonces T—"(/) C T~"(%).

Definicién 4.5. Si €, Z son sub-o-dlgebras de .# (no necesariamente finitas) se escribe ¢ cC
siparacadaCe%eXisteDeQtalque,u(DAC):0,y<€§.@si<€é@,y@&<€. Si & n
son dos particiones finitas, entonces & = 7 se refiere a .o (£) = &7 (n).

Observacion 4.3. Sean %, 2 dos sub-o-dlgebras finitas tal que ¢ = 2, si
() ={C,...,Cp,Cpi1,...,Cy}, donde pu(C;) > 0paral <i<py p(C;) =0parap+1<i<g;
entonces £(2) = {D1,...,D,, Dyiq,...,Ds} donde pu(C; A D;) =0paral <i<py u(D;) =0
parap+1 <4 <s.
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4.2. Entropia de una particion

La expresién 0 - log(0) serd considerada como cero, y log(x) se referird al logaritmo natural de
x. Continuando con la idea que se introdujo en el principio podemos interpretar a los elementos
de una particion £ = {A;,...,A,} de un espacio de probabilidad (€,.%#, ) como los posibles
resultados de un experimento con ju(A,), la probabilidad del evento A,. Ademdas como £ es una
particién, estos eventos son mutuamente excluyentes. Como hemos mencionado, queremos que la
entropia de este experimento sea un cierto nimero H(§) que describa la incertidumbre acerca
del resultado de este experimento. En otras palabras, H(£) medird la cantidad de incertidumbre
removida (o la informacién obtenida) después de realizar el experimento que representa £. Toma-
remos indistintamente al concepto de entropia como la incertidumbre que existe en el resultado de
un experimento, o como la informacién obtenida después de realizar éste. Queremos que H (€) sélo
dependa de los nimeros {u(Ay), ..., u(Ay,)}, es decir, H(u(Aq), ..., u(Ay)). Ahora pasamos a dar

la definicién de entropia de una particion:

Definicién 4.6. Sea (£2,.%, 1) un espacio de probabilidad y &7 una sub-o-algebra finita de .%# con
() ={Ay,..., A;}. La entropia de o7 (o de £(7)) es el nliimero

k

H(o/) = H(E() = =) n(Ai)log(u(A:):

i=1
Observaciones 4.4.

(1) SioZ ={Q,0} entonces H(«7) = 0. Aqui o representa el resultado de “cierto” experimento

por el que no hay incertidumbre sobre el resultado.

(2) Si&()={As,..., A} donde u(A;) = (1/k) para toda i, entonces

k

H(o)=->_ % log (%) = log(k).

=1

Mas adelante mostraremos que log(k) es el valor méximo para la entropia de una particién
con k conjuntos. La mayor incertidumbre sobre el resultado de un experimento deberia ocurrir

cuando los eventos son equiprobables.
(3) H(«) > 0.

(4) Si & = € entonces H(&/) = H(%). Lo anterior dice que si el experimento asociado a &/
y a %, tienen los mismos resultados modulo cero, entonces tienen la misma cantidad de

incertidumbre.

(5) Si T : Q@ — Q es una transformaciéon medible y preservadora de medida, entonces
H(T (/) = H(&), es decir, la informacién obtenida después de realizar el experimento </

es la misma que la obtenida del experimento asociado a la particién {T71(A;),..., T 1 (Az)}.
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(6) Si o ={A1,As}, B ={By, B}, € = {Cy, Cy} particiones de (§2,.%) tales que u(A;) = .99,
u(Ay) = 01, w(By) = 7, w(B2) = 3y p(C) = .5, u(Cy) = .5, entonces
H(o/) < H(#) < H(¥). Lo anterior nos dice lo que intuitivamente esperariamos de la
entropia; esto pues como el resultado del experimento asociado a &7 es casi siempre A;, en-
tonces la entropia de o7 debe ser menor que la entropia de 4, ya que intuitivamente serd mas
dificil predecir el resultado del experimento Z. De la misma manera sera mas dificil predecir

el resultado del experimento % que el de £.

A continuacion veremos que esta definicién de entropia es una medida adecuada de incertidum-

bre. Varias propiedades de la entropia son consecuencia del siguiente resultado:

/.

o= U
rlog(z) siz #0 Figura 4.1: Gréfica de ¢(z) = zlog(x). Note que

1/e es el minimo de la funcién,

Teorema 4.1. La funcion ¢ : [0,00) — R definida por

(@]
0
@,
&
Il
o
01—

es conveza, es decir, p(ax+ Py) < ad(x)+ LFo(y) siz,y € [0,00), a, >0, a+ [ = 1; la igualdad

se da solamente cuando x =y o a =0 o § = 0. Por induccion obtenemos

si z; € [0,00), a; >0, Zle a; = 1; la iqualdad se da solo cuando todas las x;, correspondientes a

«; distintas de cero, son iguales.

Demostracion. Si derivamos ¢(x) obtenemos
¢'(x) = 1+ log(x)

1
" (x) = ~> 0 en (0, 00).
Sean «, # fijos. Supongamos que y > x. Por el Teorema del Valor Medio tenemos que

o(y) — olax + By) = ¢'(2)a(y — x) para algin z tal que
ar+ Py <z<y y ¢lax+By) — o) =¢'(w)Bly—x),
para algin w tal que x < w < ax + fy. Como ¢” > 0, tenemos que ¢'(z) > ¢'(w), por lo que
B(o(y) — ¢laz + By)) = ¢ (z)ab(y — x) > ¢'(w)ab(y — x) = a(d(az + By) — ¢(z)).

Por lo tanto ¢(az + By) < ad(z) + Bé(y) si z,y > 0. Claramente es valido para z,y > 0y
T #y. O
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Corolario 4.1.1. Si § = {Ay,..., Ay} entonces H(E) < log(k) y H(E) = log(k) sdlo cuando
w(A;) = 1/k para toda i.

Demostracion. Considere a; = 1/ky z; = p(4;), 1 <i <k. O

Observacion 4.5. El corolario anterior nos asegura que esta definicién de entropia tiene un maximo
en las particiones & con k elementos, y éste se alcanza cuando todos los eventos son equiprobables.

Esta es una propiedad que intuitivamente debe tener una buena medida de incertidumbre.

4.3. Entropia Condicional

La entropia condicional no se requiere para la definicion de entropia de una transformacion,
pero sera de utilidad para dar propiedades de la entropia que ayudaran a mostrar que la definicion

de entropia es una buena media de incertidumbre. Sean <7 , % dos sub-o-dlgebras finitas de & y

() ={Ar, ..., A}, E(F) ={C1,...,Cn}.

Definicién 4.7. La entropia de &/ dado % es el ntimero:
k

H(E()[€(6)) = H(s/ €)= _chj)z%b (%)

_ _ZM(Ai N Cj)log (lﬁ(izjgj)cj)) .

Omitiendo los términos donde p(C;) = 0.

Entonces para obtener H(4/|%’) consideramos el espacio de probabilidad (C;, #NC}, i), donde
W(FNC) =pFNC;)/u(C;) para toda F' € .#. Ahora consideramos la entropia de la particién

¢ ={Ay,..., Ax} con respecto a este espacio, entonces:
k k
/ / N(Al n CJ) M(Az N C])
H(§) = = ) w(A)log(p'(Ai)) = = ) ———=~Flog| —=—1,
z‘zl ,Zl 1(C5) 1(C5)

tomando el promedio ponderado de estos ntimeros con respecto a las medidas de C; obtenemos
H(4|%), es decir, H(4/|%) mide la incertidumbre del resultado de ./ dado el resultado del

experimento €. Note que esta definicion es la esperanza de los nimeros

B " u(AinGy) o <,u(Aij)>
P N(Cj) #(Cj) 7

con respecto al experimento asociado a € .

Sea A = {0,Q}, entonces H(o/|A) = H(), es decir, si ocurre el experimento .4 no se

obtiene informacion acerca del experimento ..
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Observaciones 4.6.

(1) H(#[€) 2 0.

(2) Si & = P entonces H(//€) = H(Z/¥), es decir, la informacién contenida en & es
la misma que la contenida en &, incluso si sabemos la informacién contenida de realizar

cualquier experimento %.

(3) Si € = 2 entonces H(o/ /€) = H(a/|D), es decir, la informacién que aportan los experi-

mentos € y & al experimento &7, es la misma.

Los siguientes resultados ayudardn con las ideas intuitivas de H(€):
Teorema 4.2. Sea (Q, F, 1) un espacio de probabilidad. Sean </, €, 9 sub-o-dlgebras finitas de
F entonces:

(i) HINEC/2)=H(A|D)+ H(C/A NV D).
(i) H/VE€)=H()+ H(C/).
(111) Si o/ C € entonces H(A ] D) < H(€/2).
(iv) Si o/ C € entonces H(/) < H(E).
(v) Si€ C P entonces H( /' |€) > H(A | D).
(vi) H(/) > H(/ | 9D).
(vii) H @' V€ |2) < H(A|/D)+ H(€ /D).
(viii) H(o VE€) < H(A)+ H(E).
(iz) Si T es una transformacidn medible y preservadora de la medida entonces:

H(T™)/T™(€)) = H( /), y

(x) H(T™H(/)) = H().

Observacion 4.7. Intuitivamente (i) dice que la informacién obtenida de realizar el experimento
o/ €, sabiendo la informacién obtenida de realizar el experimento Z; es igual a la informacién del
experimento &7, sabiendo la informacién del experimento Z; mas la informacion del experimento
% , sabiendo la informacion del experimento &7 V €. Los demas incisos los podemos interpretar de

manera similar.
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Demostracion. Sean £(of) = {A;}, £(€) = {C;}, £(2) = {Dy}. Suponemos sin pérdida de gene-
ralidad que todos los conjuntos tienen medida positiva (ya que si {(&/) = {Ai,..., Ax} con
u(A;) >0,1<i<ryu(A;)=0,r <i<kpodemos reemplazar (/) por

{A . A_LAUA LU UALY

(ver Observacién 4.6(2) y 4.6(3)).

(VH(/VE]D) = — 5, , o 1A N C; 01 D) log (“(Ai ne,n D’“)). Pero

1(Dy)
,u(A, N C]‘ N Dk) . ,u(A, N C]‘ N Dk) [L(AZ N Dk)
1(Dr) - u(AnDy)  u(Dy)

cuando p(A;NDy) # 0, pero el lado izquierdo se vuelve cero, por lo que no es necesario considerarlo;

por lo tanto

H(ANEC|D) = —ZMAijka)log(

i7j7k

p(Ai N Dk))
1(Dy)

- - ZM(AZ- N D) log (%) +H(C |9V D)

= H(o’e{/.@) +H(C /I VD).

(ii) Utilice 2 = A4 = {0,Q} en el inciso anterior.
(iii) Como &7 C €, entonces &/ V € = € utilizando (¢) tenemos que

H(€|P)=HANED) = H(d | D)+ H(E| AN D) > H(l | D).

(iv) Utilice 2 = A4 en el inciso anterior.

(v) Sean 1, j fijos y
p(Dp N C5) f(Ai N Dy)

W@ T Dy

A =
Por el Teorema 4.1
o[ 1(Dr N C;) p(Ai N Dy) <y (Dy N Cj)¢ (M(Az‘ N Dk)) |
— u(C)) 1(Dr) — u(C)) 1(Dr)
pero como ¢ C Z entonces el lado izquierdo es igual a

(M) =y e (M)
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Multiplicando ambos lados de la desigualdad por p(C;), y sumando sobre i y j obtenemos:

Z”(Ai N ;) log <M) < ZN(Dk A Cj),u(Ai N Dy,) log <M(A,~ N Dk))

n(C) w(Ds) n(Ds)
) u(A, ka) (MDY
‘Z“D’f o e (5

asi que —H (o /€¢) < —H(<//2). Por lo tanto H(«//2) < H(< [F).
(vi) Utilice € = A4 en el inciso anterior.
(vii) Considerando el inciso (i) obtenemos la desigualdad utilizando el inciso (v).
(viii) Utilice Z = .4 en el inciso anterior.

(ix),(x) Son claras a partir de las definiciones. O

Teorema 4.3. Sean &7, € dos sub-o-dlgebras finitas de F . Entonces

(i) H(|€) =0 (es decir H(o/ V€)= H(E)) si y sdlo si o CC.
(ii)) H(/ /€)= H() (es decir H(o/ V €) = H(/) + H(€)) siy solo si o y € son indepen-
dientes (es decir p(ANC) = u(A)u(C) siempre que A € o/, C € F).

Demostracion. Sea (/) = {Ay,..., A}, E(€) ={C4,...,Cy}. Sin pérdida de generalidad pode-

mos suponer que todos estos conjuntos tienen medida positiva.

(i) Como & C € entonces para cada i y para cada j se tiene que pu(A4; N C;) = u(C;) o
p(A; N Cj) = 0. Lo cual implica H (7 /%) = 0. Supongamos que H (7 /%) = 0, entonces:

ZZﬂA aren log< <A(2)C)),

i=1 j=1

pero
(A NGy
—u(A; N CY)log <7 >0,
(Ainclee = @)
debemos tener (AnC
p(A; N O
(AN C) log <7) o,
Anclee| = )

para cada i, j. Por lo que pu(A4; N C;) = p(C;) o p(A; N C;) = 0. Por lo tanto o C%.

(ii) Si &/ y € son independientes podemos observar de la definicion de H(<//€) que
H(4/ /€)= H(4/). Para probar el reciproco supongamos que H(<//¢) = H(</). Entonces

_ZZ“A ncCj) log< (i(ﬂC’ ) Z,LL ) log(u(A;)) ().

i=1 j=1
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Si fijamos ¢ y aplicamos el Teorema 4.1 con a; = pu(Cj) v z; = u(A; N C;)/u(C)) obtenemos que

— > u(A:inCy)log (#(ﬁ(igj)cj)

j=1

) < (A log(u(AD) (*%).

donde solo se da la igualdad cuando p(A; N C;)/u(C;) no depende de j. Si a; denota esta cons-
tante, entonces sumando las relaciones anteriores tenemos que p(A4; N C;) = a;u(C;) sobre las j
tenemos que a; = p(A;). Asi pues la igualdad se da solamente cuando p(A; N C;) = u(A;)pu(C;).
Como la relacién (*) dice que la igualdad se da en la desigualdad (**), para cada i tenemos que
w(A; N Cy) = u(A;)u(C;) para toda i, j. Por lo tanto pw(A N C) = p(A)u(C) siempre que
Acd, Ce¥%. O

Observacion 4.8. El inciso (i) del teorema anterior se puede interpretar de la siguiente manera:
conociendo la informacién del experimento % podemos conocer la informacién del experimento 7.
En otras palabras, realizando el experimento % ya no hay incertidumbre acerca del resultado del

experimento o7

El inciso (ii) del teorema dice que la informacién aportada por el experimento % no da infor-
macion acerca del experimento 7, siempre y cuando &/ y ¥ sean independientes. Recordando la
Definicién 3.1 y su interpretacién, la propiedad anterior es una de las propiedades esperadas para
una medida de incertidumbre. Es decir, si la correncia de A € &/ no depende de la ocuurencia de
C € € para todo A € o/, C € €; entonces la cantidad de incertidumbre contenida en <7, no debe

verse alterada por el conocimiento de la ocurrencia de % .

Con las propiedades y resultados anteriores ya podemos decir que la definicién de entropia
es una buena medida de incertidumbre. Ahora pasamos a ver un espacio donde la entropia nos

dard una métrica.

Teorema 4.4. Denotemos como V al espacio de todas las sub-o-dlgebras finitas de %, en el que
dos dlgebras finitas o/ , € son idénticas si o/ = €. Si definimos

A/, €)=H(A)C)+ H(C|H),
entonces d es una métrica en V.
Demostracion. Tenemos que d(<7, €) > 0, donde la igualdad se da si y sélo si &/ = € (Teorema
4.3). También
H(A /D)< HANC|/P)=H(€/2)+H(A/CV D)< H(EC/P)+ H(A]E),
de manera andloga H(Z /<) < H(¢ /<) + H(Z/¥). Por lo tanto:

Ao, D) < d(A, €) + d(E, D). O
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También podemos definir la entropia condicional H(<//%) cuando & es una
sub-co-algebra finita de ., y % es una sub-o-dlgebra de .% arbitraria. Para realizar lo utilizamos
la funcién esperanza condicional E(-/%) : L1(2, ., ) — L1(2, B, ). Si € es una sub-o-algebra
finita de .# con &(€) = {C4,...,C,} entonces:

E(f/6)(x Zxc (gi) / fdu.
C;

Si &7 es otra sub-o-dlgebra finita y £(<7) = {Aq, ..., Ay} entonces:

p(Ai N Cj))

H(A|€) = —ZM(AiﬁCj)log( )

i,

_ _/ZEOCAZ'/%) log (E (xa,/%)) d

Lo cual nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 4.8. Sea (2, .%, i) un espacio de probabilidad; si &7 es una sub-o-dlgebra finita de .#
con £(of) = {Ay,..., Ar}, vy & es una sub-o-dlgebra arbitraria de .#, la entropia de &/ dado

A es el namero

H(et | B) = / ZEXA /B)log(E(xa,/ B)) du

Observacion 4.9. Como E(-/%) es un operador lineal positivo y S°F  ya, = 1, obtenemos que

0 < E(xa,/%)(x) <1 casi dondequiera, por lo que:

- Z E(X,,/2)(x)log(E(xa,/#)(x)) < k méx (—tlog(t)) = ke.

t€[0,1]

Por lo tanto H (<7 /A) es finita.

., k . s . . s ,
La funcion ) ., E(xa,/%)1og(E(xa,/%)) se conoce como funcién informacién en teoria de
la informacion. En esta teoria la entropia, por lo observado anteriormente, seria la esperanza de
la funcion informacién. Lo anterior justifica por qué podemos interpretar a la entropia como una

medida de la informacién contenida en el resultado de un experimento.

La entropia que utilizamos en este trabajo es conocida como entropia de Shannon y tiene que ver
con un problema en esta teoria. Podemos mostrar que las propiedades listadas en el Teorema 4.2 se
cumplen para esta definicion mas general de la entropia condicional. Sin embargo podemos deducir
del Teorema 4.2 (en el caso de que (€2,.%, 1) tenga una base numerable) utilizando un teorema
limite. Para ello necesitaremos la siguiente definicién: Si {%,,} es una familia de sub-o-algebras de

F,\,— P, denotard la sub-o-dlgebra més pequena que contiene a todas las %,,.
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Lema 4.1. Sea (Q,.%,u) un espacio de probabilidad y {%,} una sucesion creciente de
sub-o-dlgebras de .F . Denotamos \/,-_| By, por B. Para cada f € Ly(Q, F, 1) se tiene que

IE(f/ %) — E(f/2)|]2 — 0.

Demostracion. Recordemos que E(-/9%,) es la proyeccién ortogonal de Lo(€2,.%, 1) sobre
Lo(2, By, 1) (ver Shiryaev [21, pag. 237]). Sea A € A, como {A,} es una sucesién creciente,
se tiene que A = Jo°, A, es un dlgebra que genera a Z. Por el Lema B.1 existe una suce-
sion {4, } tal que A, € B, v u(A, & A) — 0. Como E(x,/%,) es la funcion mas cercana en
Ly(2, B, 1) a x, tenemos que

IE(XA/%n) — Xall3 < lIXa, — Xall3 = u(An & A) — 0.

Como las combinaciones lineales finitas de funciones caracteristicas son densas en Lo(2, %, 1)
tenemos que |E(h/%,) — h||s — 0 para toda h € Ly(Q2,.%, ). Por lo tanto, si f € Ly(2, .7, 1),
sea h = E(f/9%) por lo anterior se tiene que ||E(h/%,) — h||2 — 0, pero:

1E(h)Bn) = hlla = | ECE(f/B)/%n) = E(f/B)|l2 = 1E(f/%n) = E(f]B)]|2,
donde la tltima igualdad es consecuencia de que E(E(f/#)/%B,) = E(f]%,). O

Observacion 4.10. El mismo resultado también es valido para una sucesiéon decreciente {4, } de
sub-g-dlgebras con (-, B, = 4.

Teorema 4.5. Sea (2,.%,1) un espacio de probabilidad. Sea &/ una sub-o-dlgebra finita de
F, y {B,}2, una sucesion creciente de sub-o-algebras de .F con \[,_ | B, = PB. Entonces
H(o | B,) — H(I|B) (el andlogo para particiones finitas también es cierto).

Demostracion. Sea (o) = {Ai,..., An}. Por el lema anterior sabemos que para cada i

”E<XAZ'/‘%H) - E(XAZ,/%)”Q — 0.

Por lo tanto E(x,, /%#,) converge en medida a E(x, /%) (ver Bartle [3, pag. 69]), asf que,

m

— " E(x,,/%B.) l0g(E(x.., | B.)),

i=1

converge en medida a — > ", E(x, /%)log(E(x, /%#)). Ahora como todas estas funciones estan
acotadas por ke debido al Teorema de Convergencia Dominada en Medida (ver Teorema B.9, pag.
135), se tiene que éstas también convergen en L;(u). Por lo tanto H(</ /%,) — H( | B). O

Observaciones 4.11.

(1) El mismo resultado también es valido para una sucesiéon decreciente {4, } de sub-o-dlgebras
con (0o, B = B.
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(2) Cuando (€2, .#, ) tiene base numerable (ver Observacién 1.29, pag. 51), los resultados del
Teorema 4.2 son ciertos para una sub-c-algebra 2 de .# de la siguiente manera: elegimos
una sucesion creciente {Z,}:°, de sub-o-édlgebras finitas tales que %, T Z y utilizando el
teorema anterior. (Notemos que %, = o(Ey, ..., E,) donde {E,} es la base numerable del

espacio).

Ahora tenemos la siguiente extensién del Teorema 4.3.

Teorema 4.6. Sea (), %, ) un espacio de probabilidad y sean o/, B sub-o-dlgebras de F con of

finita. Entonces:

(i) H(o/|B) =0 siy sdlo si o C B.

(i) H(A/B) = H() siy solo si o y B son independientes.

Demostracion. Sea £(of) ={A1,..., An}.

(i). Si o C % entonces E(x, /%)(x) sélo toma los valores 0,1 c. d., por lo que
H(e/ /%) = 0. Para el reciproco, si 0 = H(o//B) = [(—=2212 E(x,, /%) 1og(E(x, [#))du,
entonces como —E(x, /%)(x)log(E(x, /#)(x)) > 0 tenemos que para cada i, E(x, /%) toma
solo los valores 0,1 c. d. Por lo tanto .o C A.

(ii). Supongamos que H(</ /%) = H(</). Sea B € % y € una sub-o-algebra finita de #
formada por los conjuntos {0, B,Q\ B,Q}, entonces H(«/) > H(/|€¢) > H(|B) = H().
Asi pues, H(«/) = H(</ /%), por lo que u(AN B) = u(A)u(B) para todo A € 7, entonces o7 y

% son independientes.

Si & y % son independientes entonces para cada A € & E(x,/%) = wA) (va que
o E(X,/PB)dn = [3X, = n(A)u(B) para toda B € By E(Xx,/%) es la tnica funcién %-
medible con esta propiedad). Por lo tanto H (/' /%) = H (). O

4.4. Entropia de una Transformacién Preservadora de la
Medida

Recordando que si (/) = {Ay,..., A}, entonces
H(&()) = ZM ) log(p(A;)),

y que los elementos de la particién &(\/7—) T~(«/)) = /=y T~"¢(7) son todos los conjuntos de
la forma ()= T~/(A;,) con j; € {1,...,m} parai € {0,...,n — 1}.
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Definicién 4.9. Supongamos que T : 0 — 2 es una transformacion medible que preserva la

medida del espacio de probabilidad (€2, . %, ). Si & es una sub-o-dlgebra finita de .# entonces

WT, &) = W(T, o) — lim ~H (V T%Q%)) |

n—oo M,

le llamaremos la entropia de 1" con respecto a .o7.

Al ntimero A(T, <) lo podemos interpretar como sigue: si al aplicar 7" lo asociamos con el
paso de un dia, es decir, al aplicar n veces T', entonces \/’Z:O1 T~%(a/) representaria la informacién
obtenida después de realizar el experimento asociado a la particién &7, por n dias consecutivos.
Por lo que h(T, .o/) es la informacién promedio por dia que se obtiene de realizar el experimento
</ por siempre. Finalmente no queda claro que este limite siempre exista. Mas adelante veremos

que este limite siempre existe.

Observacion 4.12. h(T, <) > 0.

Finalmente estamos en posicién de dar la definiciéon de la entropia de una transformacion

preservadora de medida.

Definicién 4.10. Si T': (2 — ) es una transformacién medible que preserva la medida del espacio
de probabilidad (2, .%, 1), entonces se define: h(T") = sup h(7T, <7); donde el supremo se toma sobre
todas las sub-o-dlgebras finitas & de .# le llamaremos la entropia de 7. De la misma manera

R(T) = sup h(T, &), donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de (Q,.7, u).

Si pensamos a una aplicacién de T' como el paso de un dia de tiempo (como lo hemos estado
haciendo), entonces h(7T) es el "méximo” de la informacién promedio obtenida de realizar el mismo

experimento por siempre.

Observaciones 4.13.

(1) h(T) > 0. h(T) puede ser +oc.

(2) h(l;) = 0. Si h(T) = 0, entonces h(7T, /) = 0 para toda sub-o-algebra 7 finita, lo cual

implica que \/;2, T~*(«) no “cambia mucho” cuando n — oo.

Ahora se prueba la existencia de h(7T,<7). Esto lo haremos de dos formas, una utilizando
un resultado de sucesiones de nimeros reales, y la otra utilizando propiedades de la entropia

condicional.

Lema 4.2. Si {a,},>1 es una sucesion de numeros reales tal que any, < a, + a, para toda
n,p, entonces lim, .. a,/n existe y es igual al inf,{a,/n}. (El limite puede ser —oo, pero si ay,

estd acotada inferiormente entonces el limite serd no negativo).
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Demostracion. Fijamos p > 0. Si n > p entonces podemos escribir n = kp + i con 0 < i < p.

Entonces
an  Giykp < a; Qg a; ka, a;  ap

n  i+kp " kp kp —kp kp kp

Si n — oo entonces k — oo, por lo que

a
lim sup — < -2,
n p
asi que
@p
limsup — < inf
n D
Pero
inf {%} < lim inf %,
D n
por lo tanto lima, /n existe y es igual al inf{a, /n}. O

Teorema 4.7. Sea T : 0 — ) medible que preserva la medida y </ una sub-o-dlgebra finita de
F , entonces lim,_.(1/n)H (\/;-, ' T (o ) emiste.

Demostracion. Sea a, = H (\/}-, ' i(«/)) = 0, entonces

sy = H( V T-’w))

n—1 n+p—1
< H (\/ T"(JZ%)) +H< \/ T_i(szf)> Teorema 4.2(viii)
i=0 i=n
p—1
= a,+H <\/ T‘%d)) Teorema 4.2(x)
i=0
= ay+ay
Aplicando el lema anterior a la sucesion a,, obtenemos el resultado. O
Teorema 4.8. Sea T : Q — € wuna transformacion preservadora de medida y </ una

sub-c-dlgebra finita de F, entonces (1/n)H (\/;—, ' T (o )) decrece a h(T, o).

Demostracion. Primero tenemos que mostrar (por induccién) que

H (n\_/ T@'(%)) =H(d)+ 3 H (%/VT%Q%)) :
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Para n = 1 es claro. Supongamos valido para n = k, entonces es valido para n = k + 1 ya que

H<\7T‘i(;z%)> = H \pyT—i(dvd)>

T%Qf)) Teorema 4.2(ii)

Il

=
T<<-

.

]
N———

_I_

=
Y

]
\
<. i<~

T_i(%)> Teorema 4.2(x)

Il
Suf
i<
B
]
~
_l’_
Suf
S
]
N\
Il

» A
= H(A)+ Z H (szf/ \/ T%szf)) por hipétesis de induccion.

Por lo tanto la férmula anterior es valida para toda n. Utilizando la férmula y el Teorema 4.2(iii)
tenemos que H (/- LT o)) > nH (|, T~(<)), por lo que

() = o (V) e (o))

Asi

Ahora mostraremos que la entropia es una propiedad invariante bajo isomorfismo.

Teorema 4.9. La entropia es invariante bajo isomorfismo.

Demostracion. Sean T; (i = 1,2) transformaciones preservadoras de medida isomorfas actuando
sobre espacios de probabilidad (€2;, .%; , u;) (i = 1,2) (ver Definicién 2.3, pag. 64). Entonces existen
M; (1 =1,2) con u(M;) =1i=1,2y ¢ : M — M, invertible, medible y preservadora de medidas.
Ya que los conjuntos de medida cero no son relevantes para el calculo de la entropia de una sub-o-
algebra, podemos considerar a los espacios (€, .%;, p;) y los espacios (M;, % 0O M;, pi|a,) i = 1,2

respectivamente como iguales, y asi lo haremos.

Sea 4/ una sub-c-dlgebra finita de % con (&) = {A,...,A.}. Sean
B; = ¢(A;) para toda i € {1,...,r}, entonces n = {By,..., B, } es una particién de (€, %2, u2).
Sea By = o(n). Asi pues ﬂ" S Ty (B,,), donde ¢; € {1,...,r} tiene la misma medida que

Ny 71 (Ay,) va que

(VT (40)) = iV T 07 (Ba)) = () 67 (337(B,.) =
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n—1 n—1
)T (Ba)) = ke[ Ty (Byy))-
i=0 i=0
Por lo que H(\/!Z) Ty (<)) = H(\VIZy Ty (%)), ast que h(Ty, o) = h(Ty, %), entonces
h(Ty) < h(T»). Andlogamente obtenemos h(T}) = h(T3). O

Después de ver propiedades de h(T, o7) y h(T'), consideraremos el problema de cémo calcular

h(T). Estos célculos y el teorema anterior dardn ejemplos de transformaciones que no son isomorfas.

4.5. Propiedades de h(T,<7) y h(T)

Recordando que
n—1
1
hT, /)= lim —H T )

Teorema 4.10. Supongamos que <, B son sub-cr-algebms finitas de F y T una transformacion

preservadora de medida del espacio de probabilidad (), %, ). Entonces:

(i) WMT, o) < H().
(ii) h(T, 2/ v B) < h(T, /) + h(T, B).
(iii) Si o C B, entonces h(T, ) < h(T, B).
(iv) T, ) < T, B) + H(A | B).

(v) W(T, T () = h(T, ).

(vi) Sik>1, h(T, ) = h(T,\/\=y T~ ().

(vii) Si T es invertible y k > 1, entonces

k
WT, o) =h (T, \/ T%@f’)) .

Demostracion.
(i)

H(T '(«/)) Teorema 4.2

3|
Suf
3
<1
B
X
~
A
S|

S -
|l
_ O

H(<f/) Teorema 4.2(x)

).

I
= S
g
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< H <n\/1 Ti(ﬂf)> + H (TL\/1 T%@’)) Teorema 4.2(viii).

(iii) Si o/ C A entonces

n—1 n—1
V1) c\/T#), n>1,
=0 1=0

utilizando el Teorema 4.2(iv) obtenemos el resultado.

(iv)

IN

n—1 n—1 n—1
H (\/ T—i(@%)) H ((\/ T"(;z%)) Vv <\/ T"(%’))) Teorema 4.2(iv)
=0 =0 =0

n—1 n—1 n—1
= H (\/ T%%’)) +H <<\/ T%;z%) / <\/ T%%’))) Teorema 4.2(ii).
=0 1=0 =0

Pero por el Teorema 4.2(vii)

(V) /()

IA

e/ (V)

Z H(T (e?)/T" (%)) Teorema 4.2(v)

IA

= nH(o//PA) Teorema 4.2(ix).

Por lo tanto,

H (n\_/ T%@f’)) <H (n\_/ T@'(@)) +nH(o | B).

1=0
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(vi)
k 1 n—1 k
h <T,\/T‘i(d)> = lim —H <\/ T (\/T‘%@%)))

k+n—1
= 1 H T_Z
i <\/ )
k+n—1
, k+n—1 1 i
B nh—>nc}o< n )<k+n—1>H( \/ g (%)>

=0
— T, ).

(vii)

h (T, \/ T‘i(sz%)> = h (T,\/T‘i(%)> por (v)

i=—k 0
= h(T,o) (vi)
O
Corolario 4.10.1. Si o/, & son sub-o-dlgebras finitas de %, tenemos que
|\WT, ) —h(T,B)| <dt,B), porlo que, h(T,-)
es una funcion continua del espacio métrico (V,d) a R.
Demostracion. Por el inciso (iii)
\W(T, o) — W(T, RB)| < méx(H (<t |B),H(B|)) < d(t,B). 0

Teorema 4.11. Sea T una transformacion medible que preserva la medida del espacio de proba-
bilidad (0, .F , 1), entonces:

(i) Para k > 0,h(T*) = kh(T).

(ii) Si T es invertible entonces h(T*) = |k|h(T) para toda k € 7Z.

Demostracion.

(7) Mostraremos primero que

h(T*, \/T" kh(T, ), sik>0.
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Lo anterior es valido puesto que

JLH;OiH(IVT ? (\/T >>> - Jim H (NVTZW))

=0

Por lo tanto,

k-1
kh(T) = k- sup h(Tszf)—suph(Tl‘C \/T ))

« finita i=0
< sup h(T*, B) = h(T").
%

También, h(T*, o) < h(T*, \/k " T-i(of)) = kh(T, <), por el Teorema 1.7. Por lo tanto,
h(T*) < kh(T). Utilizando las dos desigualdades obtenemos el resultado.

(i) Basta mostrar que h(T™') = h(T), y todo lo que necesitamos probar es
T, ) = h(T, ) para toda & finita. Pero

H(VT‘%M)) = <T (n—1) (\/ T (o )) Teorema 4.2(x)

- H<\/T‘j(£f’)>. O

Con el objetivo de mostrar como h(T") se comporta bien bajo algunas operaciones en las trans-
formaciones preservadora de medida, daré formas para que el cdlculo de h(T') sea més simple. Los

siguientes resultados ayudardn a comprender bajo qué condiciones h(T, /) = 0. Lo que permi-

tird concluir que una transformaciéon que no es invertible médulo cero (es decir T71(.F) # %),

debe tener entropia estrictamente positiva.

Teorema 4.12. Si &/ es una sub-o-dlgebra de F y T es m. y p.m. de (2, F, i), entonces

sl (i) oo/ (o))

Demostracion. El limite existe ya que el lado derecho es una sucesién decreciente por el Teorema

4.2(v). Sabemos de la prueba del Teorema 4.8 que para n > 1 se tiene que

H <n\_/: T"(JZ%)) = H(A)+ jz_;lH (42%/ (\J/1 T‘%@%))) :

El resultado se obtiene dividiendo entre n y tomando limites, ya que el limite de los promedios es

igual al limite original si éste existe. La tltima igualdad se da debido al Teorema 4.5. U
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Estamos en posicion de decir para cuales sub-o-dlgebras finitas se tiene h(T, <7) = 0.

Corolario 4.12.1. Sea T una transformacion preservadora de medida del espacio de probabilidad
(Q,.7, ). Sea & una sub-o-dlgebra finita de F. FEntonces h(T,o/) = 0 si y solo si
o CNZT(),

Demostracion. Por el teorema anterior y el Teorema 4.6. 0

Intuitivamente, el resultado anterior dice que la informacion promedio por dia de realizar el ex-
perimento o7, es cero cuando el resultado del primer dia puede ser determinado por la combinacion

de resultados conocidos en todos los dias subsecuentes (el futuro determina el presente).

Corolario 4.12.2. Sea T una transformacion preservadora de medida del espacio de probabilidad
(Q,.7, ). Entonces h(T) = 0 si y sdlo si para toda sub-c-dlgebra finita of de F se tiene que
A7 C\E, T ().

Ahora podemos concluir que una transformacién preservadora de medida que no es invertible

debe tener entropia mayor que cero.

Corolario 4.12.3. Sea T una transformacion preservadora de medida del espacio de probabilidad

(Q,.F,p). Si h(T) =0, entonces T™H(F) = .F.

Demostracidn. Sea F € F y of la sub-o-dlgebra finita formada por {(), F, Q\ F, Q}. Por el corolario
anterior tenemos que 7 C Vo, T(«/) C T~1(F). Como F es un elemento arbitrario de .# se
tiene que .F = T~1(.F). O

Se le puede agregar ain mas al resultado anterior.

Corolario 4.12.4. Sea T una transformacion preservadora de medida del espacio de probabilidad
(Q,.Z, ). Supongamos que h(T) = 0. Si & es una sub-c-dlgebra de F tal que T () C o,
entonces T~ (o) = o .

Demostracion. Aplicamos el corolario anterior a T'|(q # ). O

4.6. Algunos métodos para calcular h(T)

Es dificil calcular la entropia de una transformacién a partir de la definicion ya que se debe
calcular h(T,o/) para toda o/ sub-o-dlgebra finita, y en pocas ocasiones se conoce como son

estas sub-o-dlgebras. Lo anterior lleva a buscar formas alternativas para el célculo de A(T'). En
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esta seccién encontraré condiciones para poder asegurar que h(7,.e/) = h(T) (y asi simplificar el
célculo de h(T)). También mostraré bajo qué condiciones una sucesiéon de sub-o-algebras {7, }
finitas cumplen que A(T) = lim,,_.o, h(T, %,). Lo anterior dard métodos para calcular h(T') para
algunos ejemplos de transformaciones preservadora de medida, y veré mas propiedades de h(T).
De igual manera probaré el teorema de Kolmogorov-Sinai, que es frecuentemente utilizado para el
célculo de h(T'), ademéds de varios resultados que facilitaran la obtencién de h(T') para nuestros

ejemplos.

El Teorema 4.13 sera de utilidad para esta seccion. Para demostrarlo necesitaremos el siguiente
resultado:

Lema 4.3. Sea v > 1 un entero fijo. Para toda ¢ > 0, existe § = d(e,r) > 0 tal que si
£ ={A,..., A} ,n = {Cy,...,C.} son cualesquiera dos particiones de (,.%, 1) en r conjun-
tos con Y ., u(A; & C;) <0, entonces H(E/n) + H(n/€) < e.

Demostracion. Sea € > 0 dado. Escogemos d > 0 tal que 6 < é y
—r(r—1)dlog(d) — (1 —0)log(l —0) < /2.

Donde esta ¢ existe por continuidad por la derecha de la funcién zlog(z). Sea ( la particién
formada por los conjuntos 4; N C; (i # j) y U;_,(A; N C;). Entonces £V = 1V (, como
ANnC;cU _ (A, ACy) (i #j) tenemos que

,LL(AZ-ﬁCj)<5(i7éj)y,u<U(AiﬁCi)> >1-4.

i=1

Asi que H(C) < r(r—1)dlog(d) — (1 —9)log(1l —0) < /2. Por lo que:

Hm)+H(E/n)=HEVn)=HnVv{) <Hmn)+HQ) < Hn) +e/2,

por lo tanto H((/n) < €/2. Andlogamente (ya que & V n = ¢ V () tenemos que
H(n/€) < /2. 0

Observacién 4.14. Si V, denota el espacio de todas las particiones finitas ordenadas de (2, .#, u)
en r conjuntos con r > 1, donde dos particiones £ = {Ay,..., A} n = {C,...,C,}, las conside-
raremos como iguales si u(A; A C;) = 0 para toda i. Definimos el espacio métrico (ﬁr, p) donde
p(&,m) = i om(A & Cy) st = {A,..., A} n={Cy,...,C.}. Si (V,d) denota el espacio
métrico introducido en el Teorema 4.4 entonces el lema dice que la funcién identidad de (%T, p) a

(V,d) es uniformemente continua.

Teorema 4.13. Sea (Q,.F, i) un espacio de probabilidad y %y un dlgebra tal que o(Fy) = F.
Sea &/ una sub-o-dlgebra finita de F. Entonces para toda € > 0 existe una sub-o-dlgebra finita de

B, B C Fy tal que H B/ )+ H(A|B) < ¢.
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Demostracion. Sea (/) = {A1,..., A}, € > 0. Elegimos § > 0 correspondiente a r y € en el lema
anterior. Es suficiente mostrar que para toda ¢ > 0 podemos encontrar una particién {C1,...,C,}
con C; € Fyy u(A; N C;) < o para toda i. Para mostrar lo anterior elegimos A > 0 tal que
AMr — D[ + r(r — 1)] < o, para cada i elegimos F; € %, tal que
pn(A; A F;) < A Sii# j entonces F; N F; C (F; A A;) U (F; A Aj) por lo cual p(F; N Fj) < 2.
Sea N = {J,;(Fi N F}), tenemos que u(N) < r(r — 1)\, sean C; = F; \ N para 1 < i < ry
C,=Q\ U:;ll C; es una particién de €2, y cada C; € .%y. Si i < r entonces:

C; ANA; C(F; A A)UN, por lo que,
p(Ci & A) < A1 +7r(r—1)] <o
Mientras, C, A A, € J/—}(Ci A A;), por lo tanto

1=

p(Cr A A) < (r—=DA1+r(r—1)] <o. O

Si {A,,} es una sucesién de sub-o-dlgebras de .%, entonces \/, 47, denota la sub-o-dlgebra gene-
rada por {A,}, es decir, \/,, #, es la interseccion de todas las sub-o-dlgebras de .# que contienen
a cada .7,. Usaremos | J, <7, para denotar la coleccion de conjuntos que pertenecen a algin A,.
Si {A,,}22, es una sucesién creciente entonces | J, .27, es un algebra, pero no necesariamente una

o-algebra.

Corolario 4.13.1. Si {4,} es una sucesion creciente de sub-o-dlgebras finitas de F y € es una
sub-o-dlgebra finita tal que € c V,, <., entonces H(€ | <,) — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Si Fo = J]Z, </ entonces F; es un dlgebra y ¢ c o(%p) por hipétesis. Sea ¢ > 0,
por el Teorema 4.13 existe una sub-o-édlgebra finita %, de % tal que H(¢/%.) < €. Pero %. C <},
para algin j, ya que . es finita. Si j > jo por el Teorema 4.2(v)

H(¢ /) < H(¢/<;,) < H(€¢/%.) < e. Por lo tanto H(€/<,) — 0. O

Los principales métodos para calcular h(7T') estan dados en los siguientes dos resultados.

Teorema 4.14 (Teorema de Kolmogorov-Sinai). Sea T una transformacion invertible, medible que
preserva la medida del espacio de probabilidad (2, %, 1), y sea &/ una sub-o-dlgebra finita de F
tal que \/°°__ T™(o/) = F. Entonces W(T) = h(T, o).

Demostracion. Sea 28 C .Z finita, debemos mostrar que h(T,2Z) < h(T, <), paran > 1,

MT,#B) < h (T, \"/ T%Qf)) +H (%’ \"/ T%Qf)) Teorema 4.10(iv)

i=—n i=—n

= h(l,o)+H (%’ \/ T%Qf)) Teorema 4.10(vii).
Sea o7, = \/i__, T'(), es suficiente mostrar que H(%/4,) tiende a cero cuando n — oo, lo cual

se cumple por el Corolario 4.13.1. U
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Un resultado similar también es cierto cuando 7' no necesariamente es invertible:

Teorema 4.15. Sea T es una transformacion preservadora de medida (pero no necesariamente
invertible) del espacio de probabilidad (Q, F,u). Si & es una sub-o-dlgebra finita de F tal que
V2o T7H() = F, entonces h(T) = h(T, o).

v T'(a) por
/i) T7() v utilizando el Teorema 4.10(vi). O

Demostracién. Esta prueba es andloga a la del teorema anterior reemplazando \/"

El siguiente resultado es 1util para mostrar que una transformacién tiene entropia cero. Lo

utilizaremos mas adelante para mostrar que la entropia de una rotacion es cero.

Corolario 4.15.1. Si T es una transformacion invertible y preservadora de medida del espacio de
probabilidad (Q, F, 1), y\ ooy T~ () = F para alguna sub-o-dlgebra finita o , entonces h(T) = 0.

Demostracion. Por el Teorema 4.15 tenemos que
MT) = h(T, o)

= lim H <£7’ \/T"(sz%)) Teorema 4.12.
i=1

Pero \/i°, T~ (o) = TYF) = Z, sean o, = \[}_, T(), entonces @ C op C -+ y
Voo, o, = F. Por el Corolario 4.13.1 tenemos que H(</ /<,) — 0, por lo tanto h(T) = 0. O

Observacion 4.15. La entropia también puede ser definida para particiones numerables como sigue:

si £ = {Ay, Aa, ...} entonces
Zu )log(A

(la cual puede ser infinita). Se puede probar que h(T") = sup h(T, ), donde el supremo es tomado

sobre las particiones numerables ¢ tales que H (&) < oc.

Definicién 4.11. Una particién numerable £ de €2 se llamara un generador para una transfor-

macién preservadora de medida invertible, si

V 1ot 2 7

n=—oo

se puede probar que si £ es un generador con H (&) < oo entonces h(T') = h(T, &) (ver Parry [16,
péag. 16]).

Ahora probaremos algunos resultados que facilitaran el calculo de h(T") para nuestros ejemplos.
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Teorema 4.16. Sea (2,7, ) un espacio de probabilidad. Si %y es una sub-o-dlgebra de F tal
que o(Fy) = F, entonces para toda transformacion T medible y preservadora de medida se tiene
que

hT) = sup h(T, &),

donde el supremo se toma sobre todas las sub-o-dlgebras finitas <7 de F.
Demostracion. Sean € > 0, o C .% finita. Por el Teorema 4.13 existe un algebra finita % tal que
H(o/ | %B.) < g, por lo que

WT, o) < h(T,AB.)+ H(/PB.) Teorema 4.10(iv)
< h(T,AB.)+e.

Por lo tanto h(T, o) < e + sup{h(T, B) : B C F,, Hfinita}, asi que
MT) < sup{(T, B): # C %y, # finita}.
Es facil ver la otra desigualdad. 0
Cuando es dificil encontrar un generador para una transformacién preservadora de medida el

siguiente resultado es 1util para calcular la entropia.

Teorema 4.17. Sean (§2,.%, 1) un espacio de probabilidad y {%,}>° | una sucesion creciente de
sub-o-dlgebras finitas de F tal que \/, ., <, = 7. Si T es una transformacion medible que preserva
la medida, entonces h(T) = lim,,_o h(T, <7,).

Demostracion. Notemos que h(T, 47,) es una sucesién creciente por el Teorema 4.10(iii). También
Fo = U2, o, es un dlgebra y (%)) = Z. Por el Teorema 4.16
WMT) =sup{h(T, B) : B C Fy,# finita},
si B C Fy finita entonces & C o7, para algiun ng. Por lo que
WT, %) < MT, ),
lo cual implica que A(T') < lim,,_.o A(T), ,), por lo tanto h(T) = lim,, . A(T, ,). O

El Teorema 4.16 nos permitird probar la siguiente formula para el calculo de la entropia del

producto directo de dos transformaciones preservadoras de medida.

Teorema 4.18. Sean (1, %1, 1) y (2, Fa, p2) espacios de probabilidad, y Ty, Ty transformacio-

nes medibles que preservan la medida del espacio de probabilidad respectivamente. Entonces

h(Ty x Ty) = h(T}) + h(T3).
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Demostracion. Si @) C %, @y C %, finitas, entonces & ® 7 es finita, donde
§( N ® o) = {A1 x Ay 1 Ay € §(), As € §( )}

Si %, denota el algebra formada por las uniones finitas de rectangulos medibles entonces
o0(Fy) = F1 ® F,, por definicién de .#; ® %, y por el Teorema 4.16,

hTy x Ty) = sup{h(Ty x Ty, B) : B C Fy, A finita}.

Pero A es finita y B C %y, entonces & C o) ® ol para algunas @y C %, o/ C %5 finitas.
Asi pues, por el Teorema 4.10(v),

h(Ty x Ty) = sup{h(T} x Ty, o/ ® oby) : oy C F, oy C Fo; |, o finitas}.

Tenemos que

(D R)

= = (11 ® p2)(Cy, x D;) - log((1 @ 1) (Cr. x Dy))

Y (GO, ol (LD,

- _ Z“l Cy)pa(D;)[log(p1(Cr)) + log(pa(D;))]

= —Z,ul (Cr) log (1 (Cx) — pa(Dj)p2(D;))

= H (\/ Tf%%)) +H (TL\_/ TQ_i(%)> )
donde {C}} son elementos de (V- ! T (), y {D;} son elementos de £(\/}, ! T, (et)). Por lo
que h(Ty x Ty, o/, @ aty) = (T}, o) + h(Ty, o). Por lo tanto

h(Ty % Ty) = h(T1) + h(T3). =

Observacion 4.16. Podemos extender el resultado anterior para el producto directo de cualquier

nimero finito de transformaciones preservadoras de medida.

4.7. Ejemplos

Ahora calcularemos la entropia de algunos de nuestros ejemplos.

Ejemplo 4.1. Si I : ((,%,n) — (92,%#,u)) es la identidad, entonces h(I) = 0, ya que
h(I,) = lim, o(1/n)H(</) = 0. También se tiene que si 7P = I para algin p # 0 enton-
ces h(T) = 0 puesto que 0 = h(T?) = |p| - h(T).

Teorema 4.19. Cualquier rotacion, T(z) = az, de S tiene entropia cero.
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Demostracion.
Caso 1: Supongamos que {a" : n € Z} no es denso, es decir, a es una raiz de la unidad, entonces

a? = 1 para algtin p # 0; por lo que T? = aPz = z, por lo tanto h(T) = 0.

Caso 2: Supongamos que {a™ : n € Z} es denso en S*, entonces {a" : n < 0} es denso en S.
Sea £ = {A;, Ay}, donde A} = {e? : 0 € [0,m)} y Ay = {€ : 0 € [r,27)}, paran > 0, T "(§)
estd formada por semicircunferencias con extremos en ™" y —a™". Como {a™ : n < 0} es denso se
tiene que \/°, = .Z, por lo tanto h(T) = 0. O

Teorema 4.20. FEl corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con pardmetros (po, ..., Dk—1)

tiene entropia

k—1
— > pilog(p:).
=0

Demostracion. Sea A; = {{xx} 1 g = i}, 0 < i < k — 1, entonces £ = {Ag, ..., Ax_1} es una
particion de €). Por la definicién de la o-algebra producto, %, tenemos que

(7 T(o) = Z.

i=—00

Por el Teorema de Kolmogorov-Sinai, tenemos

h(T) = lim lH(A\/T‘l(;z%) Vv T (g7)),

n—oo N

Un elemento tipico de E(AV T Y)V --- VT~ (o)) es de la forma:
Aio N T_l(Ail) n---N T_(n_l)(Ainil) == {{ZL‘n} LTy = io,l‘l == ’il, ey Tp_1 = in—l}a
que tiene medida p;, - p;, - - - pi,_,- Por lo que

HAVT Ya)v.---v T’(”’l)(saf)) = —Z:(pl-0 “Piy Din_1) - 108(Dig - iy Pin_y)
k—1
= = D (Pio Pir - Piny)[08(Dig) + -+ +log(pi, )]

105yt —1=0
k—1

= —n ) pi-log(p).
=0

Por lo tanto h(T) = h(T, o) = — Ef;ol pi - log(p;). =

Observacion 4.17. El corrimiento bilateral de Bernoulli con pardmetros (1/2,1/2) tiene entropia
log(2), y el corrimiento bilateral de Bernoulli con parametros (1/3,1/3,1/3) tiene entropia log(3),

por lo que estas dos transformaciones no pueden ser isomorfas.

Ejemplo 4.2 (Una transformacién con entropia infinita). Sea I = (0, 1]. Considerando el espacio
(I,#0.1,1t), donde p la medida de Lebesgue. Sea 2 = [[™_ I, con la o-dlgebra producto, la
medida producto, T : 2 — Q dada por (T'(w)); = w;+1, entonces h(T) = oo.
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Para comprobar lo anterior consideramos:

Z{{%‘}iz;l

entonces p(A,;) = 1/ny & = {An1,..., Apn} es un particién de X. Utilizando argumentos

i .
f;__an/>'071 EEZ 5271}7
n

similares que en el Teorema 4.20 se tiene que h(T,&,) = log(n) (utilizando la independencia de
£, T7HER), .., T78(E)), ast que h(T) > n para toda n, por lo tanto h(T) = oco.

Teorema 4.21. El corrimiento bilateral (unilateral) de Markov con matriz de transicion

P(1,7) = pij y distribucion inicial estacionaria ™ = [m, ..., T,_1] tiene entropia:

— Z T Pij 10g<pij)-

/[:7.7

Demostracion. Al igual que en el Teorema 4.20, tenemos que:

WT) = JLoniH(vT >>’

el elemento A;, VT~ (A, )N---NT~ "D (A; ) tiene medida 7, Digi, - - - Pi,_»i,_,, de donde se tiene

que

_ k—1
HO\/T7(#) = = Y TigDioin** Pin_sins 108(TigDioiy * * Pin_sin )

20,815y —1

= - Z TioPigi1 " Pip_2in_1 [log(ﬂ-io) + log(pi0i1) ey log(pin72in71)]

k=1 k-
= — Z Z TigDigis * " * Pin_nin_1 108(Tiy)

10=0141,...,in—1

n—2 k—1

o Z Z Z TioPigir * * " Pip_2in_1 log(pijij_H)

3=045585+1 {ir,eein—1 \{ij,5541}

k—1 n—2
= = Z Tig log(ﬂ-io> - Z Z Ti; Pijijn 10g<pijij+1)

i0=0 §=0 ij,ij41
k—1 k-1

= =) mylog(m,) — (n—1) > mpi;log(py).
ip=0 1,j=0

donde estas igualdades se obtienen de las relaciones siguientes: Ef;ol TiPij = Dj ¥ Z] opw =
Por lo tanto h(T) = — 3, ; mipij log(pi;)- -

Hemos visto que si dos transformaciones son isomorfas entonces tienen la misma entropia (ver
Teorema 4.9, pag. 102). También noté que la relacién ~ es una relacién de equivalencia. Cabe

preguntarnos si la entropia es una propiedad invariante completa para la relacion ~. Es decir,
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jsera cierto que si dos transformaciones tienen las misma entropia entonces son isomorfas? Es facil

ver que no. Para ilustrar lo anterior consideremos lo siguiente:

Sea T la rotacion irracional en la circunferencia unitaria dada por 7'(z) = az. Comparémosla
con otra del mismo tipo, sea S(z) = bz, otra rotacién irracional en la circunferencia unitaria.
Como hemos visto en el Teorema 4.19 (pdg. 112), ambas transformaciones tienen entropia cero.
Sin embargo si elegimos a y b tal que {a"}>*_ # {b"}>,, entonces S y T no son espectralmente

isomorfas por la Observacion 2.1 (recordando que {z"},cz es una base ortonormal de vectores

propios con valores propios para Ty S, {a"}>_ y {b"}>,, respectivamente). Por lo tanto T'2<S.

Asi que la entropia no es una buena propiedad invariante bajo isomorfismo, aunque seria bueno
encontrar una familia donde lo fuera. Esto fue un problema que estuvo abierto durante varios anos,
hasta que Ornstein prob6 su famoso teorema, (el cual no se probara en este trabajo). Por lo visto
anteriormente esta clase de transformaciones deben estar fuera de la clase de transformaciones con

entropia cero.

4.8. Automorfismos de Bernoulli y Kolmogorov

En esta seccién discutiremos el teorema de Ornstein, el cual nos dice en qué clase de trans-
formaciones la entropia es una propiedad invariante completa para la relacién de isomorfismo.
Veremos una generalizacién de esta clase de transformaciones, asi como consecuencias del teorema
de Ornstein y otra clase de transformaciones introducidas por Kolmogorov que generalizan la clase
anterior. Existen resultados que prueban que estas clases no son las mismas, asi como prueban
que la entropia tampoco es una propiedad invariante completa bajo esta nueva clase de transfor-
maciones, sin embargo estos resultados quedan fuera del alcance de este trabajo (ver Walters [23,
péags. 105-113]).

Definicién 4.12. Sea (X,¥,v) un espacio de probabilidad, (2, #,u) = [T (X.9.v) ¥y
T :Q — Q dada por T({z,}) = {yn}, donde vy, = x,—1 n € Z, entonces T es una transfor-
macién preservadora de medida invertible y la llamaremos el corrimiento de Bernoulli con

espacio de estados (X,¥,v).

Ejemplo 4.3. El corrimiento bilateral de Bernoulli con pardmetros (po,...,px_1), donde
X ={0,1,...,k—1}.

Ejemplo 4.4. El Ejemplo 4.2 (pag. 113), donde X = (0, 1].

Ejemplo 4.5. Si T es un corrimiento de Bernoulli con espacio de estados (X,¥,v), entonces

T™ es un corrimiento de Bernoulli con espacio de estados ([T, X, Q. ¥, Q._,v). Considere

o112 I, X — Q, dada por

gb((...,f_l,fo,fl,...)) = (...,5_11,5_12,...,f_ln,fol,...,fon,fll,...,fln,...),
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donde el lugar que ocupa Ty, es la posicién cero de un z € [[2___ X.

1=—00

Ejemplo 4.6. Si T} y T5 son corrimientos de Bernoulli, entonces 77 x T, también lo es, el espacio

de estados de T7 x T5 es el producto directo de los espacios de estados de T y T.

Observacion 4.18. El método que utilizamos en el Teorema 4.20 y el Ejemplo 4.2 (paginas 113 y
113, respectivamente) puede ser utilizado para mostrar que si 7' es un corrimiento de Bernoulli,
entonces h(7T) < oo si y s6lo si existe una particién numerable £ de (X, ¥, v) tal que H(§) < oo
v/ (€) = 9. En este caso h(T) = H(9).

Teorema 4.22 (Ornstein). Sean Ty, Ty corrimientos de Bernoulli cuyos espacios de estados son

espacios de Lebesgue.l! Si h(Ty) = h(Ty) entonces Ty y Ty son isomorfas.

La prueba de este profundo teorema se encuentra en D.S. Ornstein [15]. Este resultado reduce
el problema de isomorfismo de corrimientos de Bernoulli a sus espacios de estados, ya que la
entropia depende sélo del espacio de estados. Por ejemplo, se puede tener un corrimiento bilateral
de Bernoulli con un espacio de estados formado por dos puntos, y éste ser isomorfo a un corrimiento

de Bernoulli con espacio de estados numerable.

Observacion 4.19. Como la funcién (py,...,p,) — Y p;log(p;), definida en

{(pla' . 7pn) “Pi Z Oazpz = 1}7
i=1

es continua y este simplejo es conexo su imagen es [0, n|, entonces para cada x > 0 existe un

corrimiento de Bernoulli con entropia x.

Definicién 4.13. Una transformacion invertible preservadora de medida de un espacio de Lebesgue
(Q,.7, ) es llamado un automorfismo de Bernoulli si es isomorfa a un corrimiento de Bernouilli
(la palabra automorfismo se utiliza porque es una transformacién preservadora de medida inver-

tible, es decir, es biyectiva y ademds preserva la estructura de un espacio de Lebesgue).

Las observaciones hechas anteriormente aplicadas a los automorfismos de Bernouilli, junto con
el Teorema de Ornstein, dicen que dos automorfimos de Bernoulli que tengan la misma entropia

son isomorfos. A partir de lo anterior se obtiene lo siguiente:

Corolario 4.22.1.

(i) Todo automorfismo de Bernoulli tiene una raiz n-ésima. (S es una raiz n-ésima de T si

S*" =T, donde S" = So---0S n-veces).

[1'Un espacio de probabilidad (Q, F, 1) es de Lebesgue si es isomorfo a un espacio de probabilidad que es la unién
disjunta de un conjunto {x1, s, ...} numerable (o finito), con medidas positivas, y del espacio ([0, s],Z([0, s]), ),
donde .Z([0, s]) es la o-dlgebra de los Lebesgue medibles del [0, s], A es la medida de Lebesgue y s =1— 3" py

donde p,, es la medida de x,,.
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(ii) Todo automorfismo de Bernoulli es isomorfo a un producto directo de dos automorfismos de

Bernoulli.

(i) Todo automorfismo de Bernoulli T es isomorfo a su inversa.

Demostracion.
(i) Sea T un automorfismo de Bernoulli y n > 0. Sea S un automorfismo de Bernoulli con
h(S) = (1/n)h(T). Entonces S™ es un automorfismo de Bernoulli con entropia h(T'), por lo tanto

S™ y T son isomorfas.

(ii) Sea T un automorfismo de Bernoulli y n > 0. Sea S un automorfismo de Bernoulli con
entropia (1/2)h(T), entonces h(S x S) = h(T'). Como S x S es un automorfismo de Bernoulli, se

tiene que S x S y T son isomorfas.

(iii) 7'y T~ son automorfismos de Bernoulli con la misma entropia (ver Teorema 4.11). O

Podemos pensar al corrimiento bilateral de Bernoulli como un proceso estocastico indepen-
diente, e idénticamente distribuido con conjunto parametral igual a los enteros. Entonces los auto-
morfismos de Bernoulli son como una abstraccion de estos procesos. Un ejemplo de automorfismo
de Bernoulli es la transformacién del panadero. Kolmogorov introdujo la siguiente clase de transfor-
maciones preservadoras de medida como una abstraccién de los procesos estocasticos idénticamente
distribuidos.

Definicién 4.14. Una transformacion invertible que preserva la medida 1" de un espacio de pro-
babilidad (€2,.%, 1) es un automorfismo de Kolmogorov (K-automorfismo) si existe una sub-
o-algebra £ de . tal que:

(a) H C T(X).
(b) V2, T(H) = 7.

() Moo T"(A) = A ={Q,0}.

Supondre que A # %, ya que si no la identidad seria el inico K-automorfismo. Notemos que
A # T(). Usualmente el espacio (2,.%, 1) sera de Lebesgue.

Teorema 4.23. Todo automorfismo de Bernoulli es un automorfismo de Kolmogorov.

Demostracién. Sea (X,9,v) el espacio de estados de T', sea G € 4, G = {{z,} € Q: 20 € G} y
2 ={G : G € G}, la cual es llamada la o-glgebra al tiempo cero. Sea % = \/?____T(2). Verifico

1=—00

que £ satisface las condiciones de un automorfismo de Kolmogorov.



118 4. ENTROPIA
(a) & = Vi T(2) C i T(2)=T(x).

M) Voo T )=V, "oV T (2) = .F por definicién de .Z.

(¢) Debemos mostrar que (\o°T~"(#) = A = {Q,0}. Dada

Ae(T () =) v T D),

sea B € \/Z‘;j T*(2), para algin j € Z dado, asf pues A € Vie; TY(9); Ay B son indepen-
dientes, por lo tanto u(A N B) = u(A)u(B). La coleccién de todos los conjuntos B tal que
(AN B) = u(A)u(B) son una clase monétona (ver Definicion B.19, pdg. 133), por lo ante-
rior, contiene a (J>2_ /2, T*(2). Por lo tanto para toda B € F, (AN B) = u(A)u(B) (ver
Teorema B.2, pdg. 131). Haciendo B = A se tiene que u(A) = p(A)?, lo cual implica que p(A) =0
o u(A) =1. Asi que (L, T (X)) = N, O

El siguiente resultado nos dice que los K-automorfismo son espectralmente indistinguibles (este

resultado no lo probare).

Teorema 4.24 (Rohlin). Si (Q,.%,u) es un espacio de probabilidad con una base numerable,

entonces todo automorfismo de Kolmogorov T : Q0 — € tiene espectro de Lebesque numerable.

Demostracion. Ver Walters [23, pdg. 109] o Cornfeld [7, pags. 338-340]. O

Observacion 4.20. El Teorema anterior nos asegura que cualesquiera dos corrimientos bilaterales de
Bernoulli tienen espectro de Lebesgue numerable; por lo tanto cualesquiera dos son espectralmente

isomorfos. Sin embargo por la Observacién 4.17 no cualesquiera dos son isomorfos.

A continuacién daremos un ejemplo conocido de K-automorfismo:

Ejemplo 4.7. Los corrimientos bilaterales de Markov con matriz de transicién irreducible y ape-

riddica son K-automorfismo.

Demostracion. Sea A; = {{xr} : g = i}, 0 < i < k — 1, entonces £ = {Ap, ..., Ax_1} es una
particion de Q. Sea & = \/7" T (A (€)), asi que H C T(H )y \|,;_, T (H () = Z.
Por tltimo, recordando el Teorema 3.7, se tiene que lim, .. pl, = m para toda a,b € E. Sean
A=Z(ry,...,m501,...,a) Yy B=Z(ny,...,np;b,...,by) dos cilindros flacos. Si n,, —ny < rq,
entonces:

(AN B) = T, Dby Pom1bmPoar” Paras *** Pay_rars

asi que

B min {2k < A0 B) < () me {

a,b Ty a,b Ty
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La igualdad anterior permanece vélida si A € \/[X/" T/ (¢)) y B € V2 " T (/ (F)). Para
B e \/:L:l::” T (€)) y N > n,, —ny fijos, considerando la coleccién E de los conjuntos medibles

A tales que:

W(Au(B) {p—} < w(ANB) < u(A)u(B) sup {p—} ,
a,b,r1 >N Ty

se tiene que E es una clase mondtona que contiene al dlgebra (J_y U}, Vit T (e (€)), por
lo que contiene a la o-dlgebra \/° T~ (§)) = TN (). Sea € > 0 y eligiendo una ng tal que
para toda n > ng [py,/m — 1| < ¢ para todo a,b € E. Entonces si B € \/?:1::?1 T~ (F)), se
tiene que |u(AN B) — p(A)u(B)| < &, siempre que A € TN (#) y N sea suficientemente grande.
En particular, lo anterior es vélido para A € (\y_o T V(). Ahora, para A € y_, T () fijo
considero H la coleccién de conjuntos medibles B tales que |u(AN B) — u(A)u(B)| < €. Asi que
H es una clase mnénota que contiene a \/:i:lnm T (< (€)) para toda ny y n, > 0. Por lo que,
H = .Z#, por lo tanto [u(ANB) — u(A)u(B)| < e paratoda Be€ Fy Ae(\,_,T (). Asi que,
(AN B) = p(A)u(B) para toda B € # y A € (), T (), haciendo B = A tenemos que
p(A) =00 pu(A) =1 siempre que A € ()T "(HX). O

4.9. Un poco de Teoria de la Informacion

La Teoria de la Informacion fue desarrolada por Claude E. Shannon en [20]. En este articulo
Shannon menciona que el problema fundamental de esta teoria es la reproducién de un mensaje
total o parcial de un lugar a otro. La Teoria de la Informacion estudia los sistemas de comunicacion,
los cuales estan formados por varios componentes. A continuaciéon damos un definicién de estos

componentes:

Definicién 4.15. Un sistema de comunicacién estd conformado por los siguientes componentes:

(a) Una fuente de informacidn es el dispositivo que se encarga de emitir un mensaje o una

sucesion de mensajes.
(b) Un transmisor codifica los mensajes de tal manera que se puedan transmitir por el canal.

(c) Un canal es el medio por el cual el mensaje, que ha sido codificado por el transmisor, viaja

hacia el receptor.

(d) Un receptor es el que realiza la operacién inversa del transmisor, es decir, decodifica el

mensaje recibido por el canal.

(e) El destinatario es el dispositivo al cual va dirigido el mensaje.
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Un ejemplo de sistema de comunicacién es una llamada telefénica: una persona A tiene una
llamada telefénica con una persona B, los componentes de este sistema son: la fuente de informacion
es la persona A; el transmisor es el teléfono de la persona A; el canal es la linea telefénica; el receptor
es el teléfono de la persona B; y el destinatario la persona B (esto en caso de que la persona A sea
la que hable y la B la que escuche).

Se puede pensar a una fuente de informacién discreta como una sucesiéon de simbolos tomados
de manera aleatoria sobre un conjunto £. Por esta razén podemos pensar a la fuente de informacion

como una coleccion de variables aleatorias, es decir, un proceso estocastico.

Sea E un conjunto finito de simbolos que llamaremos alfabeto, el cual se usara para represen-
tar los mensajes de la fuente. El modelo matematico que se adopta para una fuente discreta de
informacién es el siguiente: el espacio de probabilidad (EZ,.#, 1), donde .# = o-4lgebra generada

por los cilindros, y p es una media de probabilidad en (E%,.%).

Dentro de la clase de las fuentes discretas existe otro tipo de fuente. Dire que una fuente es
estacionaria si el corrimiento T en (E%, %, 1) es una transformacién preservadora de medida. De

manera analoga una fuente estacionaria es ergddica si el corrimiento 71" es ergodico.
A partir de estas definiciones, y resultados anteriores, puedo deducir los lemas siguientes:

Lema 4.4. Una fuente (EZ,.7 1) es estacionaria si y soélo si para todo cilindro Z se tiene que

W(T(Z2)) = u(2).

Lema 4.5. Una fuente (EZ,.F 1) es ergddica si y sdélo si para todo cilindro Z se tiene que

lim,, oo (1/n) S0 x2(T%(2)) = u(Z) casi dondequiera.

Observacion 4.21. En el caso especial de que la fuente de informacion sea un corrimiento bilateral de
Markov se tiene que h(T) = — >, . mipij log(pi;). Claramente esta fuente es estacionaria. Ademds
sabemos que esta fuente es ergddica si y sélo si la matriz de probabilidades de transicion es
irreducible. Shannon solamente considera este caso y en ocasiones también la del corrimiento de

Bernouilli.

EL siguiente teorema es crucial en esta teoria. Hay otra versién mas general (ver Parry [17,

pég. 39]), sin embargo esta versién involucra la que hizo Shannon.

Teorema 4.25. Sean (2, F, p)un espacio de probabilidad, T : Q2 — € una transformacion pre-
servadora de medida, y & = {A,..., Ax} una particion finita del espacio con o = o/ (£). Si
F=0  E(xa/ V2, T () log(E(xa,/ V2, T7H(e))) (la funcién informacion), entonces :

%I <\/ T_Z(§)> — E(f/#) en medida.
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Demostracion. Sean f, = (1/n)I (\/i2, LT §)) para toda n > 1. Por propiedad de la esperanza
condicional y el Teorema 4.12; se tiene que f,, — FE(f/.#) en L;. Por lo tanto f,, — f en medida
(ver Bartle [3, pag. 69]). O

No sélo se puede probar que converge en medida, mas atn, la sucesion anterior también converge
casi seguramente (es decir, casi dondequiera). A continuacién pruebo este hecho para el corrimiento
de Markov.

Lema 4.6. Sean (Q,.Z,u,T) un corrimiento bilateral de Markov y & = {Ao,..., Ax}, donde

A; = {xpH{zo =i}, entonces:

1 n—1 . ' -
E[ (i\:/OT (§)> — E(f/#) casi dondequiera.

Demostracion. Definimos go(w) = —log(u(Z(0; z0(w)))) v

M(Z(—]{}, s 7Oa l’_k(W), cc {Eo(W))) )
w)=—1lo ara k > 1.
gr{w) = ~log (M(Z(—/ﬁ L@ o)) PR
Como
1 n—1 ' 1
1 (\/ TZ(f)) (w) = —— log(may(w)) Zlog Priy @)ai(w))
i=0
por lo que:
1 1l
T log 7Taco(w) Zlog pxz 1(w)z4 ( w)) = ng(Tk(w))a
=0

pero por el Teorema 3.1 se tiene que g no depende de k para k > 1. Sea g tal funciéon, ademés

g € Li(n), por el Teorema Ergddico Individual se tiene el resultado. O

De los dos tultimos resultados se desprenden los teoremas mas importantes de esta teoria.
Por tltimo probare uno de los teoremas de codificacién de Shannon. Necesitare las siguientes

definiciones:

Definicién 4.16. Una fuente (E%, %, u,T) ergédica se llama sin memoria, si la probabilidad de
obtener un simbolo no depende del simbolo anterior. Note que bajo estas hipdtesis, las fuentes

ergddicas sin memoria son corrimientos de Bernoulli.

Definicién 4.17. Si dos fuentes (EZ, %, 1, T1), (E%, %y, s, T) estacionarias son tales que

Ty ~ T5, se dice que existe un cédigo invertible.

Teorema 4.26. Sean (9, %, i, T;) con i = 1,2 dos fuentes ergddicas sin memoria. Si
h(Ty) > log(s) entonces no eziste un cddigo invertible, en caso contrario si existe un cédigo inver-
tible.

Demostracion. Por hipotesis ambas fuentes son automorfismos de Bernoulli, como la entropia es

una propiedad completa invariante en estos automorfismos se tiene el resultado. O



Conclusiones

En la tesis utilice a la Teoria Ergddica para obtener diversos resultados de la Teoria de Proba-
bilidad entre otros. Uno de los resultados mas importantes que normalmente no se demuestran
en la literatura es la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. Resulta que podemos ver al Teorema

Ergodico Individual como una generalizacion de esta ley.

En el trabajo se desarrolld6 de manera breve uno de los problemas de la Teoria Ergddica,
que se denomina interno, el problema de isomorfismo. La importancia de este problema radica
en la comprension de las transformaciones preservadoras de medida. Se dieron dos nociones de
isomorfismo para estas transformaciones. Se puede concluir que este problema est4 lejos de alcanzar

una solucién. Sin embargo, como se mostré en la tesis se puede dar una solucion bastante aceptable.

Es interesante el hecho de que se pueda aplicar esta teoria al motor de biisqueda de Google, ya
que relaciona a la teorfa con una pagina de internet que se utiliza frecuantemente hoy en dia, por

varios usuarios de Internet.

Se puede concluir que la entropia es una buena medida de la cantidad de incertidumbre que
existe en el resultado de un experimento, lo que parece increible ya que la incertidumbre no es
tangible. Ademas de ser una propiedad invariante bajo isomorfismo, la importancia de este hecho
radica en la posibilidad de decir cuando dos transformaciones preservadoras de medida no son

isomorfas a partir de un ntmero.
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Apéndice A

Analisis

Lo que viene fue obtenido de Bartle [1] y [2]. Este apéndice tiene como finalidad recordar
definiciones y algunos resultados bien conocidos que se utilizaron en este trabajo. Recordando que
podemos definir al “limite superior” de una sucesién acotada (x,) como el mayor nimero real que
es el limite de alguna subsucesién de (x,), y definimos al “limite inferior” como el menor nimero

real que es limite de alguna subsucesién de (x,).

Definiciéon A.1.
(a) Si (x,) es una sucesién acotada en R y m € N, definimos v,,, = sup{z,, : n > m}. Entones
la sucesién (v,,) es acotada y decreciente, por lo tanto convergente. Definimos el limite

superior de (x,) como el limite de la sucesién (v,,). Es decir

limsupz, = lim v,,.

n—oo m—oo

(b) Anélogamente, definimos u,, = inf{x, : n > m} para m € N. Entonces la sucesién (u,,) es

acotada y creciente, por lo tanto convergente. Definimos el limite inferior de (z,) como:

liminf z, = lim wu,,.

n—0o0 m—00

Teorema A.l. Si (z,) es una sucesion acotada en R, entonces los siguientes enunciados acerca

del niumero x* € R son equivalentes:

(i) ¥ = limsup z,,.

n—0o0

(ii) Si vy, = sup{z, : n > m}, entonces x* = inf{v,, : m € N}.

(1ii) Si L es el conjunto de v € R tal que eziste una subsucesion de (x,,) que converge a v, entonces

x* = méax{L}.

(iv) Si'V es el conjunto de v € R tal que hay un nimero finito de n € N tal que v < x,,, entonces
z* = min{V}.
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(v) El nimero x* tiene la propiedad de que si € > 0, entonces hay a lo mds un nimero finito de

n € N tal que x* + ¢ < x,, pero hay un numero infinito tal que x* — e < x,,.

La demostracién de este teorema se encuentra en Bartle [2, pag. 133].

Observacion A.1. Lo analogo del teorema anterior es valido para el limite inferior si notamos que

liminf, .o ®, = -—limsup,_,, ,; por ejemplo como z* = limsup, &, si y solo si

*

z* = inf{v,, : m € N}, considerado lo observado y denotando a z, = liminf, ., x,, tenemos

que z, = liminf, . x, siy sélo si z, = sup{—v,, : m € N}.

Ahora pasamos a ver propiedades sobre estos limites, que son semejantes a las propiedades que

cumple el limite de una sucesion.

Propiedades A.1 Sean (z,) v (y,) sucesiones acotadas en R, entonces:

(i) liminfz, <limsupz,.
(ii) Sic >0y vy <0, entonces:

a) liminf(c- z,) = ¢ liminf z,.

)

b) limsup(c- x,) = c-limsup z,.

¢) liminf(y - z,) = v - limsup z,,.
)

d) limsup(vy - z,) = v - liminf z,,.
(iii) liminf z,, 4+ liminf y,, < liminf(z, + y,).
(iv) lmsup(x,, + y,) < lim sup x,, + lim sup y,,.
(v) Si(x,) es convergente, entonces:

a) liminf(z, + y,) = lim z,, + liminf y,,.

b) limsup(z, + y,) = limx,, + lim sup y,,.
(vi) Six, >0y y, > 0, entonces:

a) liminf(x, - y,) > (liminf z,,)({minf y,,).

b) limsup(x, - y,) < (limsup z,,)(lim sup y,,).
(vii) Six, >0y y, >0y (z,) es convergente, entonces:

a) liminf(z, - y,) = (limz,)(liminf y,,).

b) limsup(z, - y,) = (lim z,,) (lim sup y,,).
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(viii) Si z, <y, para toda n € N, entonces:
liminf z,, <liminfy, y limsupz, <limsupy,.
Demostracion. Omito las pruebas de (i),(ii),(iii) y (iv), éstas se pueden encontrar en Bartle [2,
pég. 134].
(v) Dada (y, ) una sucesién de (y,) que converge a limsup y,,. Entonces
lim(z,, + Yn,) = limx,, +limy,, = limz, + limsup y,,

ya que (&, + Yy, ) es una subsucesion convergente de (z, + y,), concluimos que su limite es menor

o igual que lim sup(z,, + y»), por lo que utilizando (iv) tenemos que
lim z,, + lim sup y,, < limsup(z,, + y,,) < lim x,, + lim sup y,.
La otra prueba es analoga.

(vi) Como sup{x, -y, : n > m} < sup{z, : n > m} -sup{y, : n > m} para toda m € N, el
segundo enunciado se sigue de propiedades de convergencia de sucesiones.

(vii) Sea (yy,) una subsucesion de (y,) que converge a lim sup y,,. Entonces
lim(z,, - Yn,) = (limx,,) - (imy,, ) = (imz,) - (imsup y,),

COMO Ty, - Yn, €S una subsucesion convergente de z,, - y,, concluimos que este limite es menor o

igual que el limsup(z, - y,), utilizando (vi)se tiene que

(limz,) - (limsup y,) < limsup(z, - y,) < (limz,,) - (limsup y,).

(viii) La hipétesis implica que sup{z, : n > m} < sup{y, : n > m} para cada m € N, de donde

se sigue que lim sup x,, < limsup y,. O

Observacion A.2. En general las desigualdades en los incisos (iii), (iv), (vi), (vii) no pueden ser
reemplazadas por igualdades. Si 2, = (=1)" y y,, = (—1)"*! para n € N, entonces:

liminf z,, + liminfy, = —2 < 0 = liminf(x,, + y,,) < limsup(z, + y,) = 0 < 2 = limsup z,, + lim sup y,,..
También, si ug,_1 =0, us, =1y v9,_1 =1, v9, = 0 para n € N, entonces:
lim sup(uy, - v,) =0 < 1 = (limsup u,,) (lim sup v,).

También podemos definir el limite superior e inferior para una sucesiéon de subconjuntos de un

conjunto X, como sigue:
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Definicién A.2. Sea {B,}>°, C P(X) definimos:

(a) limsup B, = (| U Bn.

n—oo n=0m=n

(b) hmme = U ﬂ B

n=0m=n

Proposicién A.1. Sea {B,}2, C P(X), entonces x € limsupB, si y solo si existen

ny <ng < --- tal que x € B,,, para toda i > 1.

Definicién A.3. Un punto z, de un conjunto convexo C' es un punto extremo si no es posible

expresar a T, como una combinacion lineal convexa de otros puntos de C' distintos a x,,.

Definicién A.4. Un espacio vectorial real o complejo con producto interior (H, (,)), se dice que

es un espacio de Hilbert, si éste es completo con la norma || f|| = \/(f, f)-

Definicién A.5. Sea (H,(,)) un espacio de Hilbert, se dice que {f,}22, C H es un conjunto
ortonormal, si || f,|| = 1 para toda ny (fi, fin) = 0 para todo m # k.

En cualquier espacio de Hilbert se cumple que:

Teorema A.2 (Desigualdad de Bessel). Sea (H, (,)) un espacio de Hilbert,{f,}:>, C H un con-

gunto ortonormal. Entonces, para todo f € H se tiene que:

[e o]

PNV i

Definicién A.6. Sea (H, (,)) un espacio de Hilbert. A = {f,}°°, C H es una base ortonormal, si

A es un conjunto ortonormal y el generado de A es denso en H.

Teorema A.3 (Identidad de Parseval). Sea (H,(,)) un espacio de Hilbert,{f,}5°, C H es una

base ortonormal. Entonces, para todo f € H se tiene que:

SO S = I
i=1

Observacidn A.3. Si consideramos LS ([—7, 7|, B_x x), 11), se sabe que éste es un espacio de Hilbert,
donde el producto interior estd dado por (f, g) = [ fgd p. Ademds se sabe que el conjunto {€™*},,¢z

es una base ortonormal. Por lo anterior, tenemos que para toda f € Ls(u), se tiene que:

o0

f — Z <f7 eina‘)einm.

1=—00

A los ntimeros f(n) = (f, e se les llama coeficientes de Fourier de f.



Apéndice B

Teoria de la Medida

En este apéndice recordamos las definiciones y teoremas de Teoria de la Medida que se utilizaron

durante este trabajo. Me referiré generalmente a Bartle [3] y Halmos [11].

Definicion B.1. Sea X # (), una clase no vacfa A C P(X) se llama un dlgebra de subconjuntos
de X, si:

(a) X e A

(b) Si A,B € A, entonces A\ B € A.

(c) Si A,B € A, entonces AU B € A.

Definicién B.2. Una clase no vacia . C Z(X) se llama una o-algebra de subconjuntos de X,
Si:

(a) X € 7.

(b) Si E,F € %, entonces £\ F € Z.

o
(¢) (F,) una sucesién de elementos de %, entonces |J F, € Z.
n=1

Para la construccién de algebras y o-algebras se utiliza la siguiente proposicion:

Proposicién B.1. Sea § una clase no vdacia de o-dlgebras de subconjuntos de X (dlgebras), en-
tonces (\{F : F € §} es una o-dlgebra (dlgebra) de subconjuntos de X .

La demostracion es inmediata a partir de las definiciones.

Teorema B.1. Sean X # 0, G C P(X), entonces existe una unica o-dlgebra (dlgebra) de sub-
conjuntos de X denotada o(G) (A(G)) tal que:
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(i) G C o(G) (0 G C A(G)).

(i1) Si F (A) es una o-dlgebra (dlgebra) de subconjuntos de X, entonces o(G) C F (A(G) C A).

Para la demostracién considérese o(G) = [{-F : F es una o-dlgebra y G C %} (analogamente
para el dlgebra). Note que la interseccion tiene sentido porque se toma sobre una familia distinta

del vacio, ya que P(X) pertenece a esta familia.

Definicién B.3. Sea G C P(X), donde X es un conjunto no vacio, a o(G) (A(G)) la llamaremos
la o-algebra generada por G (la dlgebra generada por G). Si 0(G) = .7 (A(G) = B) al
conjunto G se llama un generador de la o-algebra .# (algebra B).

Ejemplo B.1. Paracadan € Ny k € {0,---,2" — 1}, defina:

E kE+1

Dn(k) = [27 on

) y D, ={D,(k) : k€ {0,...,2" —1}},

D,, se llama diddicos de rango n. Entonces A = |J,~, A(D,) es un &lgebra numerable tal que

a(A) = B

Definicién B.4. Un espacio medible es una pareja (X,.%) en la que X es un conjunto no vacio

y % es una o-dlgebra de subconjuntos de X.

Definicién B.5. Sea (X,.#) un espacio medible. Una medida en (X,.#) es una funcién

p:F — RU{oo} con las siguientes propiedades:

(a) u(0) =0.
(b) u(F) > 0 para toda F' € Z.

(c) p es o-aditiva, es decir, si (F},) es una sucesién de elementos disjuntos de %, entonces:

(Un) - X
n=1 n=1

Ejemplo B.2. Sea X # (), # = P(X), definimos p : P(X) — RU {oo} como sigue u(F) = |F)|
(cardinalidad de F'), entonces p es una medida llamada medida de conteo en X.

Definicién B.6. Sea p una medida en (X,.%#). Se dice que p es finita si no toma el valor ex-
tendido +o00. Si es posible hallar una sucesiéon (F),) de elementos de .Z tal que X = (J~, F, v
p(F,) < o0 para toda n € N, entonces diremos que yu es o-finita. Claramente toda medida finita

es automaticamente o-finita.

Definicién B.7. Un espacio de medida es una terna (X,.%, 1), en la que (X, .#) es una espacio

medible y 1 # — RU {00} es una medida.
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Definicién B.8. Sea (X, .7, 1) un espacio de medida llamamos a (X,.%, ) un espacio de proba-
bilidad, si u(X) = 1.

Proposicién B.2. Sea (X, . %, 1) un espacio de medida o-finito, entonces

w(F)= sup  wu(G) para toda F € F.
GCF,u(G)<oo

En varias ocasiones conocemos como son los elementos de un &dlgebra A, sin embargo, no
tenemos la misma suerte para la 0(.A), pero podemos aproximarnos a los elementos de o(.A) con

elementos de A. El siguiente lema formaliza lo anterior.

Lema B.1. Sea F' € F con u(F) < oo. Si A es un dlgebra de conjuntos tal que o(A) = F
entonces dada € > 0 existe A= A(e) € A tal que u(F A A) < e.

Hay otra manera de describir a los elementos de o(.A), donde A es un algebra.

Definicién B.9. Sean X # (), A C P(X). A se llama clase monétona, si para toda {A4,,} C A
sucesién creciente se tiene que |J -, A, € A y para toda {B,} C A sucesién decreciente se tiene
que (),—, B, € A. Note que la interseccién arbitraria de clases monétonas también es una clase
monoénota, por lo que se puede considerar a la clase mondtona generada por una coleccion de

subconjuntos de X.

Teorema B.2. Sean X # () y A un dlgebra de subconjuntos de X. Entonces o(A) es igual a la

clase mondntona generada por A.

Definicién B.10. A la o-algebra de subconjuntos de R generada por los conjuntos abiertos de R,

la llamaremos o-algebra de Borel y la denotaremos como Ag.

Esta o-algebra es utilizada tanto en probabilidad como en Teoria de la Medida. Esta también
es generada por la coleccién de los intervalos cerrados, semicerrados de subconjuntos de R, incluso

también por la coleccién de intervalos de la forma (—o0, a), (—00, al, (a, ), [a, ).

En varios ejemplos no se utilizdé a %g si no un subconjunto de ella, por lo que serd conveniente
introducir la siguiente definicion:
Definicién B.11. Sea A C R, la o-dlgebra de Borel de A, denotada por %4, se define como sigue:

#Br={ANDB:Bec %r}.

Por ejemplo %1y = %Br N (0,1).

Definicién B.12. Sea (X,.#) un espacio medible, a una funcién f : X — R la llamaremos .%-
medible si f~!(B) € .Z para toda B € %y, osi f~1(I) € .F para toda I € Z, donde Z puede ser
cualquier coleccion de intervalos de R mencionada en el parrafo anterior. A una funciéon f : X — C

la llamare .#-medible si su parte real y su parte imaginaria son .%-medibles.
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Definicion B.13. Sea (X,.%, 1) un espacio de medida fijo. Denotaremos por M(X, %) y M* (X, .%)
al conjunto de funciones reales f : X — R que son .#-medibles, y al subconjunto de éste consistente

de las funciones no-negativas (respectivamente).

Definicién B.14. Sea (X, .%) un espacio medible. A una funcién f € M(X,.%) la llamare s-simple
si puede escribirse como Y | a;xF,, donde todas las «; son distintas, los conjuntos F; son ajenos
dos a dos, y su union es igual a X. xp denota la funcién caracteristica de Fj; es decir, xp,(z) =1

six € F;y xr,(x) =0sia & F;. Las detonaremos con la letra s.

Definicion B.15. Sea (X,.%, 1) un espacio de medida y s € Mt (X,.%) una funcién s-simple
tal que s = > 1" | a;u(F}). Definimos la integral de s con respecto a p denotado como [ sdp
como el nimero no-negativo (posiblemente infinito) " | a;u(F;), éste nimero no depende de la

representacion de s.

Lema B.2. Sea (X, %) un espacio medible. Si f € M (X,.%), entonces eriste una sucesion

creciente {s,} C M (X, F) de funciones s-simples que converge a f.

Demostracion. Considérese las funciones s, dadas por:

P |
! <) <o

n si f(x) >n.

para i = {1,2,...,n2"}

O

Definicién B.16. Sea (X,.%, 1) un espacio de medida. Si f € MT(X,.%#), definimos la integral

de f con respecto a p como:
/fdu: lim /snd,u.

Donde {s,} es la sucesién del lema anterior. Note que esta definicién es independiente de la sucesién

{sn}. Si F' € #, definimos la integral de f con respecto a p en .% como:

/Ffdﬂz/f-deu-

Teorema B.3 (De la convergencia monétona (1906)). Sea (X,.%, 1) un espacio de medida y (f,,)

una sucesion no decreciente de funciones en MT(X,.%) tal que converge a f, entonces:
/fdu: liTm/fnd,u para toda F € F.
F F

Corolario B.3.1 (Lema de Fatou). Sea {f,} una sucesion de funciones en Mt (X, %) entonces

n—oo n—

/liminf frndp < liminf/ fadp para todo F € .
F * JF
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Definicién B.17. Sea (X,.#,u) un espacio de medida, f € M(X,.#), definimos

[H(x) = méx{f(z),0} y f~(x) = méx{—f(x),0}. Note que f*,f~ e M"(X,.F)y f=[f"—["
Diremos que f es integrable con respecto a psi [ ffdu < ooy [ f~du < co. Definimos:

/fduz/f+du—/f‘du-

Diremos que g : X — C es integrable si su parte real y su parte imaginaria lo son, y defino:

[oau= [Rgau+i [s@an

Definicién B.18. Sea (X,.%, i) un espacio de medida. Denotaremos como L (X, %, i) o L ()
a las funciones en M(X,.%) que sean integrables con respecto a p. Anédlogamente denotaremos

LL(X, F, 1) o LE(u) al conjunto de las funciones g : X — C que sean integrables.

Teorema B.4 (De la convergencia acotada). Sea (X,.%, u) un espacio de medida finita, {f,} una
sucesion de funciones en LL(X, F,u) tal que fn(z) — f(x) (casi dondequiera relativo a u) para
alguna f € M(X,.%). Si existe k > 0 tal que |f,| < k casi dondequiera para toda n > 0 entonces:

(i) f € Lx(X, 7, p).

(i) [ f= lUm [ f, para todo F € F.
F TR

Teorema B.5 (De la convergencia dominada de Lebesgue 1910). Sea (X,.#,u) un espacio de
medida, {f,} una sucesién de funciones en LL(X,.Z, ) tal que f.(x) — f(x) (casi dondequie-
ra relativo a p) para alguna f € M(X,F). Si eviste g € LL(X, F,pn) tal que |f,| < g (casi
dondequiera relativo a 1) para toda n > 0 entonces:

(i) | € La(X,.F, p).
(i) [ f= lUm [ f, para todo F € F.
F TR
Definiciéon B.19. Sea X # 0 y A C P(X) una algebra. Una casi-medida es una funcién

conjuntista u : A — R U {oo} tal que:

(a) pu(0) =0.
(b) pu(A) > 0, para toda A € A.

(c) Si (A,) es una sucesién disjunta de elementos de A tal que |J -, A, € A, entonces:

M(UZO:1 An) = Zil 1(An).

Definicién B.20. Una medida exterior es una funcién conjuntista p : P(X) :— R tal que

(a) p(0) = 0.
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(b) p(F) > 0 para toda F' € P(X).

(¢) p(E) < p(F)si ECF C X (monotonia).

(d) p ( U Fn) < > w(F,) para toda sucesién {E,} de subconjuntos de X (o-sub-aditividad).
n=1

n=1

Como p(0) = 0, entonces p también es sub-aditiva. Si p(X) < oo entonces p se llama finita. Si

o0
X = |J F, con p(F),) < oo para toda n, entonces la medida exterior se llama o-finita.
n=1

Definicién B.21. Sea p: A — RU{oo} una casi medida. Definimos p* : P(X) — RU{oo} como
sigue: p*(E) = mf{d> ° u(A,): ECU,—, An, A, € A} para toda E C X.

Teorema B.6. p* : P(X) — RU{oo} es una medida exterior tal que p|4 = p.

Teorema B.7 (De extensién de K. Carathéodory-E.Hopf (1918)). Sea p : P(X) — R una medida

exterior, entonces

(i) AP es una o-dlgebra.

(ii) p = plar — R es una medida completa.

En caso de que p = p* sea la medida exterior generada por una casi medida ju: A — R, entonces

(iii) o(A) C A,

Teorema B.8 (Teorema de extensién de Hahn). Sean p: A — RU{oo} una casi media o-finita,

entonces existe una unica extension de p a una medida en A*.

Definicién B.22. Consideramos los conjuntos de la forma {(a, b}, (—o0, b], (a, o0}, sea A =unién
finita y disjunta de los intervalos de la forma anterior. Es facil ver que A es un dlgebra y
A A — RU{oo}, donde para cada A € A X le asigna su longitud (oo si existe un intervalo
no acotado en A) es una casi-medida o-finita, sea A* : P(R) — R U {oo} la medida exterior gene-
rada por \. Por el teorema anterior existe una \ : 4" — R U {oo} una medida completa. A X la
denotaremos como A, y es conocida como la medida de Lebesgue; y a A" la denotaremos como
gy son conocidos como los Lebesgue-medibles. Esta medida fue frecuentemente utilizada en

el trabajo.

Definicién B.23. Sea (X,.%, 1) un espacio de medida, a dos funciones .#-medibles f,g tales que
p({x € X : f(x) # g(x)}) =0, diremos que f = g casi dondequiera. En general si una proposicién
P(z) referente a © € X se cumple fuera de un conjunto N € .# de medida cero diremos que P(z)

se cumple casi dondequiera relativa a p.



135
Definicién B.24. Sea (X, .7, i) un espacio de medida y p € [1,00). Definimos
Lp(X, F,p) ={f € M(X, F) : [f|" € La(p) }
también lo denotaremos como Ly, (u).

Teorema B.9 (Convergencia dominada en medida). Sean (X,.Z,u) un espacio de medida,
p € [1,+00) fijo y (fn) C Ly(p) una sucesion de funciones tal que f, — f € M(X,F). Si
eviste g € L (u) tal que |fn|" ’
Jo— T

P

< g casi dondequiera para toda n € N, entonces f € L,(j) y

Teorema B.10 (D. F. Egorov, 1913). Sea (X.Z, ) un espacio de medida finita, { .} una sucesion

y f € M(X,.”) tal que f, — f casi dondequiera, entonces f, — f casi uniformemente.

Definicién B.25. Sea (X,.#) un espacio de medida y pi, e : # — R U {oc} dos medidas en
(X, .F); diremos que 1 y p9 son mutuamente singulares, denotado iy L po si existe un F' € F
tal que 1 (F) =0y (X \ F)) = 0. Finalmente diremos que ps es absolutamente continua con

respecto a py, denotado s < puy, si po(F) = 0 siempre que p1(F) =0 donde F' € Z.

Definicién B.26. Sea (X,.#) un espacio medible. Una medida con signo en (X,.#) es una

funcion conjuntista v : # — R tal que:

(a) v(0)=0

(b) v toma a lo mas uno de los valores extendidos +00 0 —o0.

(c) Si (F;) es una sucesion disjunta de elementos de S, entonces: v (U E) = > v(F;), en donde
i=1 i=1

la igualdad anterior debe entenderse como sigue:

Si v (U;2, Fy)| < oo entonces la serie converge absolutamente y si v (| J;-, F;) = 0o 0 —oco, entonces
la serie converge (en el sentido extendido) a oo 0 —oo (respectivamente). Diremos que v es finita
si |v(F)| < oo para toda F' € .Z y o-finita si existe (F,,) una sucesién de elementos de .# tal que
X =U,_,F.y |v(F,)| < +oo para toda n.

Definicién B.27 (Medidas producto). Sean (X,.#) y (Y,¥) dos espacios de medida. Definimos
el espacio medible producto denotado (X x Y,.# ® ¢4), donde ¥ ® ¥ es la o-dlgebra de
subconjuntos de X X Y generada por . x ¥, es decir, 0(.F x¥Y) = F 9.

Definicién B.28. Sea H C X x Y y x € X, definimos la z-seccién de H (denotada como H,),
como el subconjunto de Y definido como sigue: H, = {y € Y : (z,y) € H}. De manera similar

podemos definir la y-seccién de H (denotada como HY), como el subconjunto de X definido como
sigue: HY = {x € X : (z,y) € H}.
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Se puede probar que si H € .% ® ¢ entonces H, € 4 y HY € .%. El siguiente resultado nos
garantiza la existencia de una medida en el espacio producto con la propiedad de que la medida

de rectangulos medibles es el producto de sus medidas.

Teorema B.11 (De la medida producto). Sean (X,.%,u) y (Y,9,v) dos espacios de medida

o-finita, entonces la funcion conjuntista m : % ® 4 — R definida por:

w() = [ vl dn = [ i

es una medida o- finita, y es la unica medida sobre F @9 con la propiedad de que:
(A x B) = pu(A)v(B) para todo A x B € % ®%. Llamaremos a m la medida producto de p

y v y la denotaremos por m = u ® v.

La demostracién del teorema anterior se encuentra en Halmos [11].

Teorema B.12. Sean (X, 7, u), (Y,¥9,v) dos espacios de medida o-finita, f € MT(X XY, F RY)
yFxGeF xY. Entonces:

/fd(ﬂ@l/):/ /fdz/ du:/ /fdu dv.

FxG F G G F

En donde cada término puede ser +o0.

Se puede extender el Teorema de la Medida Producto, para cuando tenemos n espacios de
medida o-finita. Sin embargo cuando tenemos un conjunto numerable de espacios de medida, no es
tan sencillo construir el espacio de medida producto. De hecho, sélo podremos considerar el caso
en el que se que los espacios sean de probabilidad. El teorema que garantiza dicha construccion es

el Teorema de Consistencia de Kolmogorov.

Teorema B.13 (De Consisistencia de Kolmogorov). Sean py, fio, . .., una sucesion de medidas de
probabilidad sobre (R, #Br), (R x R, Br & $BR), ..., respectivamente, tales que:

tni1(B X R) = u,(B) para toda B € ®@R,n =1,2,... (B.1)

i=1

Entonces existe una dnica medida de probabilidad p sobre ([[7-, R, Q.- $Br) tal que:

(B x H R) = p,(B) para toda B € ®@R,n =1,2,...
i=n-+1 =1

Ejemplo B.3. Sean (€2, .#, 1) un espacio de probabilidad, { f,}2°; una sucesién de variables alea-
torias integrables independientes e idénticamente distribuidas (es decir, {f,} C L¥(u), u(f,1(B)),
no depende de n para toda B € % y

u(fi (B N fy (Ba) N0 fH (B)) = p(f H(B))u(fy ' (B2) -+ - u(fo ' (B)
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para todo n, para toda By, By, -+ B, € %g). Defino:

fin(B1 X By - -+ x By) = p(fy {(B)u(fy ' (Ba)) - - - u(fy ' (Bn)), donde By, By, --- B, € %,

y la extendemos a todos los elementos de @), HBr. Asi pues, ji1, iz, . .. son medidas de probabili-
dad sobre (R, %g), (R x R, g @ $Br), ..., que cumplen la propiedad B.1. Por el teorema anterior
existe una unica medida de probabilidad v sobre ([[.2; R, Q.- %r), que coincide con p, en los
cilindros. Note que en este caso los cilindros son de la forma B x H;’in 11 R,donde B = By x---xB,
v By,..., B, € Bg.

Observacion B.1. Se puede extender el teorema anterior, para i1, ts, . . . , medidas de probabilidad
tales que cumplen la propiedad B.1 sobre espacios medibles (€;, . %;) i = 1,2,..., donde (€, %)
es un espacio métrico separable completo y .%; es la g-algebra de Borel. También la propiedad B.1

es equivalente a las condiciones mencionadas en la Observaciéon 1.6.

Definicién B.29 (Esperanza Condicional). Sea (£2,.#,u) un espacio de probabilidad,
f e Li(Q,7,n) y 4 una sub-o-algebra de .#. La esperanza condicional de f dado ¢ es una
funcién denotada por E(f/¥) que cumple:

(a) E(f/9) es 9-medible.

(c) (J;E(f/g) zgf para toda G € 4.
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