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Introducción

La Teoŕıa Ergódica es el estudio de sistemas dinámicos, para los cuales el espacio fase es un

espacio de medida, y la transformación definida en este espacio preserva la medida. Su desarrollo

fue inicialmente motivado por problemas en la F́ısica Estad́ıstica. Un aspecto central de la teoŕıa

es el comportamiento de un sistema dinámico cuando se le permite evolucionar en el tiempo. Esto

se expresa a través de teoremas ergódicos, que afirman que, bajo determinadas condiciones, el

promedio temporal de una función en un punto existe casi dondequiera. Dos de los ejemplos más

importantes son los Teoremas Ergódicos de Birkhoff y von Neumann. Para la clase especial

de sistemas ergódicos, el promedio temporal de una función en un punto es el mismo para casi

todos los puntos; estad́ısticamente hablando, cuando el sistema se desarrolla durante el tiempo

olvida˝ su estado inicial. Propiedades más fuertes como fuertemente mezclante y débilmente

mezclante, también se han estudiado ampliamente. El problema de la clasificación de sistemas

es otra parte importante de la Teoŕıa Ergódica Abstracta. Un papel destacado en la teoŕıa y sus

aplicaciones es desempeñado por la noción de entroṕıa.

Aplicaciones de la teoŕıa, a otras partes de las matemáticas, por lo general implican el esta-

blecimiento de la propiedad de ergodicidad para el sistema dinámico que se forma a partir del

problema. Esta teoŕıa tiene conexiones con la Teoŕıa de Números, la Teoŕıa de la Información, la

Teoŕıa de la Probabilidad, entre otras.

El Teorema de Recurrencia de Poincaré afirma que ciertos sistemas, después de un tiempo

suficientemente largo, vuelven a un estado muy cercano al estado inicial. Este resultado se aplica

a los sistemas f́ısicos que conservan la enerǵıa. El Tiempo de recurrencia de Poincaré es el

tiempo transcurrido hasta la recurrencia. Este tiempo fue utilizado por S. Kakutani para construir

una transformación inducida por una transformación preservadora de medida.

La tesis abordará principalmente sistemas dinámicos a tiempo discreto, excepto por el Teorema

Ergódico para flujos. Se utilizarán conceptos y resultados de Teoŕıa de la Medida y Análisis, la

mayoŕıa de los cuales vienen enunciados en los apéndices al final de la tesis. El contenido de cada

caṕıtulo es el siguiente:

En el Caṕıtulo 1 se introducen las definiciones básicas, y ejemplos que usaremos a lo largo

ix



x INTRODUCCIÓN

del trabajo, aśı como algunas propiedades de las transformaciones preservadoras de medida. Éstas

son las siguientes: recurrencia, ergodicidad, débilmente mezclante y fuertemente mezclante. Se

probará el Teorema de Recurrencia de Poincaré, el Teorema Ergódico de von Neumann, el Teorema

Ergódico de Birkhoff-Khintchine, aśı como algunos teoremas y aplicaciones que son consecuencia del

último teorema. Será mostrada la transformación inducida de Kakutani. También se introduce un

operador en Lp(µ) inducido por una transformación preservadora de medida. Daremos equivalencias

de las propiedades mencionadas utilizando este operador. Se muestra una transformación que es

ergódica pero no es débilmente mezclante. Al final se relacionan las propiedades de ergodicidad y

mezcla con las del operador inducido en L2(µ).

El Caṕıtulo 2 aborda los conceptos de isomorfismo espectral e isomorfismo de transformaciones

preservadoras de medida. Los cuales se utilizan para clasificar estas transformaciones. Por ejemplo,

el isomorfismo espectral nos ayudará a relacionar las transformaciones v́ıa el espectro del operador

en L2(µ) introducido en el caṕıtulo anterior. Estos conceptos serán retomados en el caṕıtulo 4 con

la finalidad de clasificar a las transformaciones v́ıa la entroṕıa de éstas. Al final se verán ejemplos

de transformaciones que son isomorfas.

El objetivo del Caṕıtulo 3 es mostrar consecuencias de lo realizado en el primer caṕıtulo para

cadenas de Markov. Se construye un espacio de probabilidad asociado a ciertas cadenas. Se da

una transformación en este espacio que resulta ser invariante bajo la medida definida. De esta

manera relacionamos los conceptos del primer caṕıtulo con la cadena. Se probará un teorema de

convergencia exponencial que será de vital importancia para mostrar una aplicación de la Teoŕıa

Ergódica para la búsqueda de información en internet.

En el Caṕıtulo 4 se introduce el concepto de entroṕıa y algunas de sus propiedades son desa-

rrolladas. Se prueba que ésta es una propiedad invariante bajo isomorfismo de transformaciones

y se introducen algunos métodos para calcularla. Se calcula la entroṕıa para algunos de nuestros

ejemplos, y daré un ejemplo con entroṕıa infinita. Se enuncia el Teorema de Ornstein, el cual no

será probado en esta tesis. Este teorema dice que la entroṕıa es una propiedad invariante completa

para una clase de transformaciones. En la penúltima sección de este caṕıtulo se dice cuál es esta

clase. Se introduce otra clase de transformaciones que contienen a la anterior. Sin embargo, no se

profundiza en estas clases. Al final aparece una breve introducción a la Teoŕıa de la Información y

algunas aplicaciones hacia esta teoŕıa.

En el desarrolo de la tesis se utilizan resultados aśı como conceptos de Teoŕıa de la Medida y

Análisis. Los cuales vienen incluidos en los Apéndices al final de la tesis. Denotaré como λ a la

medida de Lebesgue o una restricción de ésta.



Caṕıtulo 1

Transformaciones preservadoras de

medida

Considérese el experimento aleatorio de lanzar una moneda. El espacio muestral o espacio de

estados de este experimento es el conjunto formado por las dos caras de la moneda, para simplificar

ideas sea X = {0, 1} donde 0 representa un lado de la moneda y 1 el otro lado. Si las condiciones en

que se lanza la moneda no cambian en el tiempo, entonces el resultado de este experimento vaŕıa de

acuerdo con leyes de probabilidad constante, es decir, la probabilidad de obtener cualquier cara de

la moneda es constante en el tiempo. La Teoŕıa Ergódica es clave para entender estas variaciones.

Supongamos que el experimento anterior se realiza una vez cada d́ıa desde el d́ıa de hoy (por

ejemplo). Podemos pensar al experimento anterior como uno más grande donde cada realización

de éste es representada por una sucesión infinita x = (x(1), x(2), . . . ), donde x(i) representa el

resultado del experimento en el d́ıa i con i ∈ N, es decir, x(i) ∈ X para toda i ∈ N, la me-

dida de probabilidad µ asociada a este experimento, es la obtenida por el método descrito en

Halmos [11, págs. 154-160]. Para reflejar matemáticamente la idea de que el paso del tiempo no

afecta las leyes probabilistas que rigen este experimento, introduciremos una transformación en el

espacio muestral del experimento, es decir, en X ′ = {0, 1}N. Dada por (T (x))i = xi+1 con i ∈ N,

a esta T la podemos pensar como borrar la primera entrada del vector infinito x y poner lo que

resta en su imagen, como si recorriéramos un lugar a la izquierda el vector x, además podemos

pensar a T (x) como si dejáramos pasar un d́ıa en una realización del experimento. En otras pa-

labras T (x) representa la historia de una realización del experimento a partir de mañana. Como

m({x}) = 0, entonces debemos fijarnos en subconjuntos de X ′, si A ⊂ X ′, entonces los elementos

de X ′ que se encuentren en A después de un d́ıa es el conjunto T−1(A) y si queremos que las leyes

de probabilidad que rigen nuestro experimento sean constantes en el tiempo debemos tener que

µ(A) = µ(T−1(A)), es decir que la probabilidad de que x ∈ A y la probabilidad de que x ∈ T−1(A)

es la misma. Lo anterior nos lleva a estudiar las transformaciones que preservan una medida de

probabilidad o más generalmente las que preservan una medida.

1



2 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

La Teoŕıa Ergódica estudia las cuartetas (X, F , µ, T ), donde (X, F , µ) es un espacio de medida

y T : X → X es una transformación medible y que preserva la medida µ. Aśı como las funciones

continuas son transformaciones que preservan la estructura de los espacios topológicos, las trans-

formaciones que preservan la medida preservan la estructura del espacio de medida. Los sistemas

preservadores de medida son utilizados comúnmente como modelos en procesos que involucran el

tiempo y para los cuales las leyes que rigen la evolución en el tiempo no cambian. Dentro de las

aplicaciones de esta teoŕıa se encuentran las áreas de estad́ıstica, mecánica estad́ıstica, teoŕıa de

números, mecánica clásica y teoŕıa de la información entre otras.

1.1. Definiciones y resultados básicos

Definición 1.1. Sean (X, F ) y (X ′, F ′) dos espacios medibles y T : X → X ′ una transformación:

(a) Decimos que T es medible (con respecto a F y F ′) si: T−1(A′) ∈ F , para toda A′ ∈ F ′

denotado por: T−1(F ′) ⊂ F .

(b) Si además µ y µ′ son medidas en F y F ′ (respectivamente) diremos que T preserva

las medidas si T es medible y µ(T−1(A′)) = µ′(A′) para toda A′ ∈ F ′ denotado por:

µ ◦ T−1 = µ′.

(c) Si T es invertible y T−1 preserva las medidas, diremos que T es una transfomación pre-

servadora de medidas invertible.

Observaciones 1.1.

(1) Estaremos interesados en el caso (X, F , µ) = (X ′, F ′, µ′), si T : X → X preserva las

medidas, diremos que T es una transformación preservadora de medida o T preserva

a µ.

(2) Si T es una transformación preservadora de medida, entonces T n = T ◦ · · · ◦ T (n veces) es

preservadora de medida también para toda n ≥ 2.

(3) Si T preserva las medidas entre dos espacios de medida, T−1 existe y es medible, entonces

preserva las medidas también.

(4) Si (X, F , µ) = (X ′, F ′, µ′), entonces T : X → X dada por T (x) = x es una transformación

preservadora de medida.

(5) Considerando el espacio de medida ((0, 1), B(0,1), λ|B(0,1)
) donde B(0,1) es la σ-álgebra de

los Borelianos del (0, 1) (ver Definición B.11, pág 131) y λ es la medida de Lebesgue (ver

Definición B.22, pág 134), entonces la transformación T (x) = x2 no es una transformación

preservadora de medida; ya que T−1((0, 1/2)) = (0, 1/
√

2) y λ((0, 1/2)) = 1/2 la cual es

distinta a λ((0, 1/
√

2)) = 1/
√

2.



1.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS BÁSICOS 3

La Observación 1.1.(2) dice que si T es una transformación preservadora de medida, entonces el

conjunto {T n : n ∈ N∪{0}} donde T 0 es la función identidad en X, está formado por transforma-

ciones preservadoras de medida, y también es un semigrupo con elemento neutro bajo la operación

de composición de funciones. La Observación 1.1.(3) junto con la 1.1.(2) dice que si T−1 existe y

es medible, entonces el conjunto {T k : k ∈ Z}, donde nuevamente T 0 es la función identidad en X,

sigue estando formado por transformaciones preservadoras de medidas, es un grupo bajo la misma

operación y que basta con pedir que T−1 sea medible para garantizar que T sea una transformación

preservadora de medida invertible.

Más adelante veremos que no basta con pedir que T sea invertible para garantizar que T−1

sea medible. Ahora procedemos a probar las Observaciones 1.1.(2) y 1.1.(3), necesitaremos los

siguientes lemas:

Lema 1.1. Sea T : X → X una transformación entonces:

(T n)−1(A) = T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · ))︸ ︷︷ ︸
n−veces

para toda n ∈ N, A ⊆ X.

Demostración. Por inducción a partir de n = 2, probaré que (T 2)−1(A) = T−1(T−1(A)). Pero los

siguientes enunciados son equivalentes:

(i) x ∈ T−1(T−1(A)).

(ii) T (x) ∈ T−1(A).

(iii) T (T (x)) ∈ A, T 2(x) ∈ A.

(iv) x ∈ (T 2)−1(A).

Suponemos válido para n, probaremos válido para n + 1, es decir,

(T n+1)−1(A) = T−1(T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · )))︸ ︷︷ ︸
n+1−veces

, pero;

los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) x ∈ T−1(T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · )))︸ ︷︷ ︸
n+1−veces

.

(ii) T (x) ∈ T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · ))︸ ︷︷ ︸
n−veces

.

(iii) T (x) ∈ (T n)−1(A) por hipótesis de inducción.

(iv) T n(T (x)) ∈ A.



4 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

(v) T n+1(x) ∈ A.

(vi) x ∈ (T n+1)−1(A).

Lema 1.2. Sea T : X → Y una transformación invertible y T−1 la transformación inversa de T ,

entonces (T−1)−1(A) = T (A) para toda A ⊆ X.

Demostración. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) y ∈ (T−1)−1(A).

(ii) T−1(y) ∈ A T−1(y) = a para algún a ∈ A.

(iii) y = T (a) para algún a ∈ A.

(iv) y ∈ T (A).

Ahora podemos probar las Observaciones 1.12 y 1.1.3.

Demostración.

1.1.(2). Por el Lema 1.1 (T n)−1(A) = T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · )) pero T−1(A) ∈ F pues T es

medible entonces T−1(T−1(A)) ∈ F ya que T es medible y T−1(A) ∈ F , continuando con el

razonamiento anterior podemos concluir que T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · )) pertenece a F por lo tanto

(T n)−1(A) ∈ F para toda A ∈ F , por lo tanto T n es medible. Como T preserva la medida

entonces µ(T−1(A)) = µ(A), por demostrar µ((T n)−1(A)) = µ(A) pero por el Lema 1.1 se tienen

las siguientes igualdades:

µ((T n)−1(A)) = µ(T−1(T−1(· · ·T−1(A) · · · ))) = µ(T−1(· · ·T−1(A) · · · ))
= · · · = µ(A), por lo tanto T n preserva la medida.

1.1(3). Sean (X, F , µ) y (X ′, F ′, µ′) dos espacios de medida, A ∈ F , T : X → X ′ una

transformación que cumpla con las hipótesis requeridas, entonces:

µ(A) = µ(T−1(T (A))) = µ′(T (A)) = µ′((T−1)−1(A)),

donde la primera igualdad se sigue de que T−1 es medible y el Lema 1.2 por lo que T (A) ∈ F ′;

la segunda se obtiene de que T preserva las medidas; finalmente la última es consecuencia del

Lema 1.2. Por lo tanto T−1 preserva las medidas.

Observación 1.2. Nótese que no basta con que T−1 exista para poder garantizar la medibilidad de

ésta. Considere T : (R, A ∗
R , λ) → (R, BR, λ|BR

) dada por T (x) = x, donde BR denota la σ-álgebra

de Borel, A ∗
R es la σ-álgebra de los conjuntos Lebesgue-medibles y λ es la medida de Lebesgue

(ver B.10, pág. 131 y B.22, pág. 134); entonces T es medible, T−1 existe, pero T−1 no es medible

pues BR ( A ∗
R (ver Bartle [3, pág. 154]).
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Para poder probar que una transformación es medible a partir de la definición tendŕıamos que

conocer los elementos de T−1(F ′), lo cual pocas veces sucede. A continuación veremos que podemos

probar la medibilidad mediante una colección de subconjuntos de X ′, E′ tal que σ(E′) = F ′ (ver

Definición B.3, pág. 130), lo que en muchas ocasiones simplificará la prueba de la medibilidad de

T .

Teorema 1.1. Sean (X, F ) y (X ′, F ′) dos espacios medibles, T : X → X ′ una transformación

y E′ ⊂ F ′ una familia de subconjuntos de X ′ tal que la σ-álgebra generada por E′ coincide con

F ′[1] (denotado por σ(E′) = F ′), entonces: T es medible (con respecto a F y F ′) si y sólo si

T−1(E ′) ∈ F , para todo E ′ ∈ E′.

Demostración. Claramente basta probar la (Suficiencia).

Sea C ′ = {A′ ⊂ X ′ : T−1(A′) ∈ F}, entonces por propiedades de la imagen inversa se

comprueba fácilmente que C ′ es una σ-álgebra que contiene a E′, por lo que E′ ⊂ F ′ ⊂ C ′, de

donde obtenemos T−1(F ′) ⊂ T−1(C ′) ⊂ F .

Sin embargo, la medibilidad de T no es la única que nos interesa que también preserve las

medidas, para ello necesitaremos los siguientes conceptos (debidos a Dynkin):

Definición 1.2. Sea X un conjunto no vaćıo, C,L ⊂ P(X) familias no vaćıas de subconjuntos de

X.

(a) Decimos que C es un π-sistema si: A ∩ B ∈ C para todo A, B en C (es decir C es cerrado

bajo intersecciones finitas).

(b) Decimos que L es un λ-sistema si:

(1) X ∈ L.

(2) Si A, B ∈ L y A ⊆ B, entonces B \ A ∈ L.

(3) Si (An) es una sucesión creciente de elementos de L (es decir: An ⊂ An+1 para toda n),

entonces:
∞⋃

n=1

An ∈ L.

Observación 1.3. La intersección no vaćıa de π-sistemas es un π-sistema.

Demostración. Sean X 6= ∅, C = {C : C ⊂ P(X), C es un π-sistema}, tal que
⋂

C∈C
C 6= ∅. Sean

C′ =
⋂

C∈C
C y A, B ∈ C′, entonces A ∈ C para todo C ∈ C y B ∈ C para todo C ∈ C . Por lo que

A ∩ B ∈ C para todo C ∈ C ya que para todo C ∈ C , C es un π-sistema. Por lo tanto C′ es un

π-sistema.

¿Qué tienen que ver estos conceptos con el de σ-álgebra, que es el que nos interesa? La siguiente

observación muestra su relación.

[1]E′ se llama un generador de la σ-álgebra F ′.
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Observación 1.4. Una familia F ⊂ P(X) es una σ-álgebra si y sólo si F es un π-sistema y un

λ-sistema (esto será de utilidad en el siguiente teorema).

Demostración.

(Necesidad). Como F es una σ-álgebra entonces es un λ-sistema por definición, por lo que

basta probar que F es un π-sistema. Sean A, B ∈ F , entonces (A \ B), (B \ A) ∈ F aśı que

(A \ B) ∪ (B \ A) ∈ F por lo que A △ B ∈ F . Pero: A ∩ B = (A ∪ B) \ (A △ B) por lo tanto F

es un π-sistema.

(Suficiencia). Se prueban las tres partes de la Definición 1.2(b):

(1) X ∈ F por definición de λ-sistema.

(2) Sean A, B ∈ F , entonces A ∩ B ∈ F por ser π-sistema, aśı que A \ (A ∩ B) ∈ F por ser

λ-sistema, recordando que A \ B = A \ (A ∩ B) se tiene el resultado.

(3) Basta con probar que F es cerrada bajo uniones finitas. Pero:

A ∪ B = X \ ((X \ A) ∩ (X \ B)) ,

donde X \ A y X \ B están en F por ser λ-sistema la intersección de ambos está en F por

ser π-sistema lo que nos da el resultado, observe que puede extenderse a una unión finita arbi-

traria de elementos de F . Si (En) es una sucesión de elementos de F consideramos G1 = E1,

G2 = E1 ∪ E2, . . . Gk =
⋃k

n=1 En, . . . . Por lo ya probado Gk ∈ F para toda k ∈ N y (Gk) es una

sucesión creciente tal que
⋃∞

n=1 En =
⋃∞

n=1 Gn ∈ F por ser λ-sistema. Por lo tanto F es una

σ-álgebra.

El siguiente resultado será de utilidad para esta sección y en el de la Teoŕıa de la Probabilidad.

Es conocido como el Lema de las Clases Monótonas˝ (L.C.M.), y relaciona la σ-álgebra generada

por un π-sistema y un λ-sistema que contiene a este π-sistema.

Teorema 1.2 (L.C.M.). Sea C ⊂ P(X) un π-sistema y L ⊂ P(X) un λ-sistema tal que C ⊂ L,

entonces σ(C) ⊂ L.

Demostración. Sea τ la clase de todos los λ-sistemas que contienen a C; consideramos

L(C) =
⋂{L : L ∈ τ }. Note que la intersección es sobre una familia diferente del vaćıo (ya que

P(X) ∈ τ ), y que L(C) es un λ-sistema que contiene a C.

Afirmación. L(C) es un π-sistema.

Para E ∈ C fijo definimos LE = {F ⊂ X : E ∩ F ∈ L(C)}. Como C es un π-sistema tenemos

que C ⊂ LE ; además es fácil verificar que LE es un λ-sistema, aśı pues LE ∈ τ , por lo que

L(C) ⊂ LE . Ahora sea F ∈ L(C) fijo y definimos L′
F = {E ⊂ X : E ∩ F ∈ L(C)}. Por lo ya

probado: E ∩ F ∈ L(C) para todo E ∈ C y para toda F ∈ LE, en particular E ∩ F ∈ L(C) para
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toda E ∈ C y para toda F ∈ L(C), es decir, C ⊂ L′
F . Nuevamente es sencillo comprobar que L′

F es

un λ-sistema para toda F ∈ L(C). Aśı que: L′
F ∈ τ , por lo que L(C) ⊂ L′

F para toda F ∈ L(C).

Lo anterior dice en particular que E ∩ F ∈ L(C) para todo E, F ∈ L(C). Por lo tanto L(C) es un

π-sistema y como además es un λ-sistema que contiene a C, es una σ-álgebra que contiene a C, de

donde concluimos que σ(C) ⊂ L(C) ⊂ L.

Utilizando los resultados anteriores podremos mostrar un criterio para probar que una transfor-

mación T preserva las medidas, utilizando un π-sistema que genere a F . Este criterio será utilizado

frecuentemente durante este trabajo.

Teorema 1.3. Sean (X, F , µ) y (X ′, F ′, µ′) espacios de medida con µ(X) = µ′(X ′) < ∞. Sea

T : X → X ′ medible. Supongamos que C′ ⊂ F ′ es un π-sistema que genera a F ′ (o σ(C′) ⊃ F ′)

y tal que µ(T−1(E ′)) = µ′(E ′) para toda E ′ ∈ C′, entonces T preserva las medidas.

Demostración. Sea L′ = {E ′ ⊂ F ′ : µ(T−1(E ′)) = µ′(E ′)}. Por hipótesis C′ ⊂ L′ ⊂ F ′ y en virtud

del Teorema 1.2 será suficiente verificar que L′ es un λ-sistema.

(1) X ′ ∈ L′ por hipótesis.

(2) Sean E ′, F ′ ∈ L′ con E ′ ⊂ F ′, entonces como las medidas son finitas obtenemos:

µ
(
T−1 (F ′ \ E ′)

)
= µ

(
T−1(F ′) \ T−1(E ′)

)
= µ(T−1(F ′)) − µ(T−1(E ′))

= µ′(F ′) − µ′(E ′)

= µ′ (F ′ \ E ′) .

Aśı que F ′ \ E ′ ∈ L′.

(3) Sea (E ′
n) una sucesión creciente de elementos de L′ entonces:

µ

(
T−1

( ∞⋃

n=1

E ′
n

))
= µ

( ∞⋃

n=1

T−1(E ′
n)

)
= ĺım

nր∞
µ(T−1(E ′

n)) = ĺım
nր∞

µ′(E ′
n) = µ′

( ∞⋃

n=1

E ′
n

)
,

por lo que
⋃∞

n=1 E ′
n ∈ L′.

Observación 1.5. Para probar que T preserva las medidas tenemos que probar que T es medible

y µ(T−1(E ′)) = µ′(E ′) para toda E ′ ∈ F ′. Notemos que con el Teorema 1.1 y el teorema anterior

podemos probar las dos condiciones al mismo tiempo (basta con probar ambas condiciones en un

π-sistema indicado).

Como podemos apreciar el teorema anterior nos es de utilidad sólo cuando los espacios de

medida son finitos. El siguiente teorema nos dará una extensión en el caso de que es espacio de

medida sea σ-finito, sin embargo necesitaremos hipótesis más fuertes.
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Teorema 1.4. Sean (X, F , µ), (Y, G , ν) dos espacios de medida σ-finitos, T : X → Y medible

con respecto a las σ-álgebras correspondientes. Si existe A ⊂ G un álgebra tal que σ(A) = G y

µ(T−1(A)) = ν(A) para todo A ∈ A, entonces T preserva las medidas.

Demostración. Definimos ν0 : G → R ∪ {∞} como sigue ν0(G) = µ(T−1(G)) para todo G ∈ G ,

claramente ν0 es una medida tal que ν0|A = ν|A, aśı que ν0 es una extensión a G de ν|A. Como la

extensión es única se tiene el resultado (ver Teorema B.8, pág. 134).

1.2. Ejemplos de Transformaciones Preservadoras de Me-

dida

En esta sección introduciremos ejemplos de transformaciones preservadoras de medida que

estaremos utilizando durante el desarrollo de este trabajo, por lo que estaremos refiriéndonos a

estos constantemente. Algunos de ellos nos ayudarán para dar contra-ejemplos de teoremas que se

verán más adelante.

Ejemplo 1.1. Para m ∈ N con m > 1 fijo, sea X = [ 0 , 1 ), F = B[ 0 ,1 ) y µ la medida de Lebesgue.

Definimos T : X → X como sigue:

T (x) =





mx si x ∈
[

0 ,
1

m

)

mx − 1 si x ∈
[

1

m
,

2

m

)

...
...

...

mx − m + 1 si x ∈
[

m − 1

m
, 1

)
0

1

0 1
x

y

1/m

. . .

Figura 1.1: Gráfica de T (x) = mx (mod 1).

Es decir, T (x) = mx (mod 1), comprobaremos que T es medible y que preserva a µ:

Sea C =
{
[ a , b ) : 0 ≤ a < b < 1

}
. Claramente C es un π-sistema que genera a F , también

T−1 ([ a , b )) =
⋃m−1

i=0 [ (a + i)/m , (b + i)/m ) ∈ F y además µ(T−1 ([ a , b ))) = b− a, aśı que por el

Teorema 1.1 y el Teorema 1.3, T es medible y preserva a µ. Observe que T es esencialmente m a

1 (es decir todo punto de X posee m preimágenes) por lo tanto T no es invertible.

Ejemplo 1.2. Para α ∈ (0, 1) fijo, sea X = [0, 1), F = B[0,1) y µ = λ. Definimos T : X → X

dada por T (x) = x + α (mod 1), veamos la gráfica de T ;
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T (x) =






x + α si x ∈ [ 0 , 1 − α )

x + α − 1 si x ∈ [ 1 − α , 1 )

0

1

0 1
x

y

1 − α

Figura 1.2: Gráfica de T (x) = x + α (mod 1).

Entonces:

T−1([a, b)) =





[a − α, b − α) si α ≤ a

[a − α + 1, 1) ∪ [0, b − α) si a < α < b

[a − α + 1, b − α + 1) si b ≤ α.

Por lo que T es medible y preserva a µ.

Ejemplo 1.3. Sea S1 = {z ∈ C : |z| = 1} la circunferencia unitaria, F la σ-álgebra gene-

rada por los arcos y µ : F → [ 0 , 1 ) definida en los arcos como: µ(arco) = 1/(2π)(longitud

de arco) y extendida a los elementos de F de acuerdo al procedimiento de extensión de Hahn-

Caratheodory (ver Teorema B.7, pág. 134). Para n ∈ N fija, definimos T : S1 → S1 poniendo

T (z) = zn, entonces T es medible y preserva a µ. Denotaremos S1 = {eiθ : θ ∈ [ 0 , 2π )} y

C =
{
{eix : α ≤ x < β} : 0 ≤ α ≤ β ≤ 2π

}
, entonces C es un π-sistema que genera a F .

Claramente:

T−1
({

eix : α ≤ x < β
})

=

n−1⋃

k=0

{
eix :

α + 2πk

n
≤ x <

β + 2πk

n

}
(disjunta).

Figura 1.3:
{

eix : 0 ≤ x <
π

4

}
. Figura 1.4: T−1

({
eix : 0 ≤ x <

π

4

})
y n = 3.

De donde es claro que T es medible y preserva a µ. T es n a 1 por lo que es invertible si y sólo

si n = 1.

Ejemplo 1.4 (Rotaciones en S1). Sea (X, F , µ) el espacio de medida del ejemplo anterior. Para

( ρ ∈ [ 0 , 2π )) fijo definimos una transformación T : S1 → S1 poniendo T (z) = az donde a = eiρ,
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entonces:

T−1
{
eix : α ≤ x < β

}
=





{
eit : α − ρ ≤ t < β − ρ

}
si ρ ≤ α

{
eit : 0 ≤ t < β − ρ

}
∪
{
eit : 2π + α − ρ ≤ t < 2π

}
si α < ρ < β

{
eit : 2π + α − ρ ≤ t < 2π + β − ρ

}
si β ≤ ρ < 2π

Figura 1.5:
{

eix : 0 ≤ x <
π

2

}
Figura 1.6: T−1

({
eix : 0 ≤ x <

π

2

})
y ρ =

π

4
.

Por lo que T es medible y preservadora de medida (T se llama la rotación en S1 a través del ángulo

ρ). Claramente T es invertible con inversa medible y preservadora de medida.

Ejemplo 1.5. Sea X = Rn, F = BRn y µ = medida de Lebesgue sobre F . Sea T : Rn → Rn

una transformación af́ın T (~x ) = A(~x ) +~b (~b ∈ Rn fijo) con A = (aij) la matriz asociada a T (con

respecto a la base canónica de Rn). Aśı que, si ~y = T (~x ), entonces yi =
∑n

j=1 aijxj + bi para toda

i = 1, . . . , n.

Caso 1) A es una matriz invertible, entonces T puede ser escrita como composición de las

siguientes transformaciones elementales invertibles (ver Friedberg [8, pág. 139]):

(1) yi = xi + bi para toda i (traslación).

(2) yi = cxi para i fijo y c 6= 0.

(3) yi = xi para toda i 6= j y yj = xj + cxk (j 6= k, c ∈ R).

(4) yi = xi si i 6= j, i 6= k y yj = xk, yk = xj .

Sea E = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : αi ≤ xi < βi}, entonces T−1(E) es otra celda de igual volumen si T es

del tipo (1) o (4). Si T es del tipo (2) entonces T−1(E) es otra celda cuyo volumen es igual a | c |−1

veces el volumen de E. Si T es del tipo (3), entonces T−1 se define por: xi = yi para toda i 6= j

y xj = yj − cyk (j 6= k, c ∈ R), por lo que T−1(E) es un paralelogramo n-dimensional que tiene

el mismo volumen que E (por la fórmula de cambio de variable en Rn, en este caso el Jacobiano

tiene valor absoluto igual a 1). Como T general es la composición de los casos considerados, y la

colección de todas las celdas es un π-sistema que genera a BRn , obtenemos que T es medible y

preserva a µ si y sólo si en la descomposición de T no aparecen transformaciones elementales del

tipo (2) o bien c = ±1.
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Caso 2) A no es invertible, entonces T (Rn) es un hiperplano de dimensión < n, por lo que es

Borel medible y µ(T (Rn)) = 0. Sin embargo Rn = T−1(T (Rn)) y µ(Rn) = ∞, por lo que T no

puede preservar a µ. No obstante T es siempre medible lo cual puede establecerse como en el caso

anterior.

Recordando la fórmula de cambio de variable para T no singular obtenemos:

µ(T−1(E)) =
µ(E)

| det A | , aśı que: T preserva a µ si y sólo si det A = ±1.

Ejemplo 1.6 (Transformación Producto). Sean (X, F , µ) y (Y, G , ν) dos espacios de medida finita,

y U : X → X y T : Y → Y dos transformaciones, entonces:

(1) Si U y T son medibles (en sus respectivos espacios), entonces U ×T : X × Y → X × Y dada

por U × T (x, y) = (U(x), T (y)) es medible con respecto a F ⊗ G (ver Definición B.27, pág.

135).

(2) Si U y T preservan sus respectivas medidas, entonces U × T preserva a µ ⊗ ν (ver

Teorema B.11, pág. 136).

Demostración. Sea C = {A × B : A ∈ F y B ∈ G } la familia de rectángulos medibles contenidos

en X × Y . Claramente C es un π-sistema y σ(C) = F ⊗ G . Por definición de U × T es claro que:

(U × T )−1 (A × B) = U−1(A) × T−1(B) ∈ F ⊗ G por lo tanto U × T es medible,

(si Uy T lo son). Si U y T preservan y son medibles entonces:

µ ⊗ ν
(
(U × T )−1(A × B)

)
= µ ⊗ ν

(
U−1(A) × T−1(B)

)
= µ

(
U−1(A)

)
ν
(
T−1(B)

)

= µ ⊗ ν(A × B).

Por lo tanto U × T preserva a µ ⊗ ν.

Ejemplo 1.7. Para (k > 1) fijo, sea E = {0, 1, . . . , k − 1} definimos una medida sobre P(E)

poniendo:

π({i}) = pi con pi ≥ 0 (i = 0, . . . , k − 1),

k−1∑

i=0

pi = 1 ; luego π(A) =
∑

i∈A

pi para toda A ⊂ E.

Sea X =
∏∞

−∞ E = {0, 1, . . . , k−1}Z. X también puede verse como el espacio de todas la funciones

x : Z → {0, 1, . . . , k − 1} e identificamos x ∈ X con (. . . , x−1, x0, x1, . . . ). Definimos T : X → X

poniendo T (x) = y, donde yi = xi+1, i ∈ Z. Gráficamente:

A continuación definimos una σ-álgebra de subconjuntos de X y una medida. Sean

n1 < n2 < . . . < nr ∈ Z y ai, . . . , ar ∈ E dados, denotamos:

Z (n1, . . . , nr; a1, . . . , ar) = {x ∈ X : xn1 = a1, . . . , xnr = ar} (r ∈ N),



12 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

lugar 0

x = ( . . . x−2, x−1, x0 , x1, x2, . . . )

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ T

y = ( . . . x−1, x0, x1, x2, x3, . . . )

Figura 1.7: Es decir, T recorre a x un lugar hacia la izquierda y claramente es invertible (con T−1(x) = y

donde yi = xi−1, i ∈ Z).

y lo llamamos un cilindro y definimos a F como la σ-álgebra generada por todos los cilindros.

Definimos

µ (Z (n1, . . . , nr; a1, . . . , ar)) = pa1 pa2 · · · par ,

y extendemos a todo elemento de F para obtener el espacio de probabilidad (X, F , µ) [la exis-

tencia de dicho espacio queda garantizada por el Teorema de consistencia de Kolmogorov (ver

Halmos [11, págs. 154-160])] y el espacio en cuestión no es más que el producto infinito∏∞
−∞(E,P(E), π)). Probaremos que T es medible y preserva a µ. Sea C = {∅} ∪ {cilindros}

entonces por definición F = σ(C) y es claro que es un π-sistema, además:

T−1 (Z (n1, . . . , nr; a1, . . . , ar)) = Z (n1 + 1, . . . , nr + 1; a1, . . . , ar) ∈ C,

lo que prueba simultáneamente que T es medible y preservadora de medida.[2]

Definición 1.3. Llamamos a T el corrimiento bilateral de Bernoulli con parámetros

(p0, p1, . . . , pk−1).

Observación 1.6 (Condiciones de Kolmogorov). La medida que dimos para los cilindros satisface:

(1) µ(Z(n1, . . . , nm; a1, . . . , am)) ≥ 0.

(2)
∑

a∈E µ(Z(n1, . . . , nm, nm+1; a1, . . . , am, a)) = µ(Z(n1, . . . , nm; a1, . . . , am)).

(3)
∑

a∈E µ(Z(n1; a)) = 1.

Las cuales corresponden a las condiciones de consistencia de Kolmogorov en nuestro contexto (ver

Shiryaev [21, pág. 163]).

Demostración.

(1) Esto se debe a que pi ≥ 0 para toda i ∈ E.

(2)
∑

a∈E µ(Z(n1, . . . , nm, nm+1; a1, . . . , am, a)) =
∑

a∈E pa1 · · · pampa debido a que
∑

a∈E pa = 1,

se obtiene el resultado.

(3)
∑

a∈E µ(Z(n1; a)) =
∑

a∈E pa = 1 por definición.

[2]Si los enteros n1 < n2 < . . . < nr son consecutivos, entonces Z (n1, . . . , nr; a1, . . . , ar) se llama un cilindro

flaco. Observe que todo cilindro es la unión finita y disjunta de cilindros flacos. Por lo que la familia de cilindros

flacos también genera a F .
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Ejemplo 1.8. Modificando el espacio anterior definimos ahora: X =
∞∏
0

E = {0, 1, . . . , k − 1}N

y F = σ-álgebra generada por los cilindros, y µ la medida producto (como antes se definió).

Finalmente ponemos: T : X → X mediante la fórmula: (T (x))i = xi+1 i = 0, 1, 2 . . . . Observe que

T no es invertible (de hecho todo punto de X tiene exactamente k preimágenes). Es fácil ver que

T es medible y preservadora de medida.

Definición 1.4. Llamamos a T el corrimiento unilateral de Bernoulli con parámetros

(p0, p1, . . . , pk−1).

Ejemplo 1.9. Sea (XF , µ) el espacio de medida correspondiente al corrimiento unilateral de

Bernouilli con parámetros (p0, . . . , pk−1) y τ : N → N una permutación fija. Definimos Tτ : X → X

como sigue (Tτ (x))i = xτ(i). Entonces T es preservadora de medida.

Demostración. Por el Teorema 1.3, basta mostrar el resultado para los elementos del π-sistema

formado por los cilindros. Pero:

T−1(Z(n1, . . . , nr; a1, . . . , ar)) = Z(τ−1(n1), . . . , τ
−1(nr); a1, . . . , ar),

como estos dos cilindros tienen la misma medida se tiene el resultado.

Ejemplo 1.10 (Rotaciones en grupos localmente compactos). Sea (G, ·) un grupo localmente

compacto (ver Halmos [11, págs. 216-249] ). El Teorema de Alfréd Haar garantiza la existencia de

una medida regular m definida sobre los Borelianos de G (denotados BG), y que además satisface

que m(a · U ) = m(U ) para todo U abierto y para toda a ∈ G, donde a · U = {a · x : x ∈ U} (es

decir m es invariante bajo traslaciones por la izquierda) (ver Halmos [11, págs. 250-265] ). Aśı que

si definimos T : G → G por medio de la fórmula T (x) = a · x, entonces T es medible y preserva

a m. (Para verificar la medibilidad observe que U ⊂ G es abierto si y sólo si a · U es abierto y se

sigue para E ∈ BG general. Para la preservación de medida, basta usar la regularidad de m). El

ejemplo (1.3) es un caso especial de éste.

1.3. Operador Inducido en Lp

Todo espacio de medida (X, F , µ) tiene asociado los espacios de Banach

LC
p (µ) = {f : X → C | f es F -medible y

∫
|f |pd µ < ∞} con (p ≥ 1) o

LR
p (µ) = {f : X → R | f es F -medible y

∫
|f |pd µ < ∞} con (p ≥ 1),

(ver Definición B.24, pág. 135), estos espacios son de utilidad en Teoŕıa de la Medida. En esta

sección se consideran dos espacios de medida (Xi, Fi, µi) i = 1, 2 y para todo p ≥ 1 se define un

operador lineal de LC
p (µ2) en LC

p (µ1) inducido por una transformación que preserve las medidas. Se
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sabe que LC
p (µ) es un espacio de Hilbert (ver Definición A.4, pág. 128) si y sólo si p = 2. El operador

lineal de LC
2 (µ2) en LC

p (µ1) nos llevará al estudio de las transformaciones preservadoras de medida

v́ıa el espectro˝ de este operador, además será de utilidad para definir uno de los conceptos

de isomorfismo˝ entre transformaciones preservadoras de medida. En esta sección utilizaré los

siguientes conceptos de análisis funcional:

Definición 1.5. (Norma de un Operador lineal) Sean (X, ‖·‖1) y (Y, ‖·‖2) dos espacios vectoriales

normados y U : X → Y un operador lineal, la norma de U , denotada como ‖U‖, está dada por:

‖U‖ = sup
‖f‖1=1

‖U(f)‖2.

U se llama acotado, si ‖U‖ < ∞; U se llama contracción, si ‖U‖ ≤ 1; y U se llama isometŕıa

lineal , si ‖U(f)‖2 = ‖f‖1 para toda f ∈ X. Si X, Y son espacios vectoriales sobre R. U se llama

operador positivo , si U(f) ≥ 0 para toda f ∈ X tal que f ≥ 0.

Definición 1.6. Sean (Xi, Fi, µi) espacios de medida con i = 1, 2, T : X1 → X2 una trasformación

que preserva las medidas. Para p ≥ 1 fijo definimos UT : LC
p (µ2) → LC

p (µ1) dada por UT (f) = f ◦T ,

lo llamamos el operador inducido por un transformación que preserva las medidas. Del

mismo modo se definen los operadores UT : LR
p (µ2) → LR

p (µ1).

Observación 1.7. Este operador es lineal. Si f ∈ LR
p y cumple que f ≥ 0, entonces UT (f) ≥ 0, es

decir, UT es un operador positivo. Note que U(χF2) = χT−1(F2), F2 ∈ F2. Por último quiero ver que

este operador está bien definido, es decir, que UT (f) ∈ LC
p (µ1) para toda f ∈ LC

p (µ2), lo anterior

es consecuencia del siguiente lema.

Lema 1.3. Sea T : (X, F , µ) → (Y, G , ν) preservadora de las medidas. Si f ∈ LC
1 (ν) entonces

f ◦ T ∈ LC
1 (µ) y

∫
T−1(G)

(f ◦ T )d µ =
∫
G

fd ν para toda G ∈ G .

Demostración. Basta probar el resultado para funciones f ∈ LR
1 (ν), y considerando la parte positi-

va y negativa de f (es decir f+ y f−), basta con probar el resultado para f no negativa. El resultado

es válido para funciones s-simples ya que; si s es una función f -simple, entonces s =
∑n

i=1 αiχAi
.

Si s ∈ LR
1 (ν) se tiene que

∑n
i=1 αiν(Ai) < ∞, como s ◦ T =

∑n
i=1 αiχAi

◦ T =
∑n

i=1 αiχT−1(Ai),

entonces
∫

s ◦ T =
∑n

i=1 αiµ(T−1(Ai)) =
∑n

i=1 αiν(Ai) < ∞ ya que T preserva las medidas. Por

lo tanto s ◦ T ∈ LR
1 (µ) y

∫
s ◦ Td µ =

∫
sd ν para toda f -simple. Ahora consideramos una f no

negativa, elegimos una sucesión de funciónes f -simples {sn} tales que sn ր f , entonces {sn ◦ T}
es una sucesión de funciones f -simples tales que sn ◦ T ր f ◦ T . Por el T.C.M. (ver Teorema B.3.

pág. 132), se tiene que:
∫

B

fd ν = ĺım
nր∞

∫

B

snd ν = ĺım
nր∞

∫

T−1(B)

sn ◦ Td µ =

∫

T−1(B)

f ◦ Td µ.

Teorema 1.5. Utilizando la notación de la definición anterior, si p ≥ 1, entonces

UT (LC
p (µ2)) ⊂ LC

p (µ1), más aun ‖UT (f)‖p = ‖f‖p para toda f ∈ LC
p (µ2).
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Demostración. Considérese la función |f |p y utilice el lema anterior.

Observación 1.8. Por lo anterior una transformación que preserva las medidas induce una isometŕıa

lineal de LC
p (µ2) en LC

p (µ1) para toda p ≥ 1. El operador UT será de utilidad en los conceptos de

ergodicidad y en las propiedades mezclantes.

1.4. Recurrencia

Recordemos que estamos interesados en el comportamiento del conjunto {T n(x0)| para algún

x0 ∈ X}, es decir, la órbita de x0 donde T es una transformación preservadora de medida. Pre-

guntarse por este comportamiento intuitivamente es preguntarse por la evolución del sistema en

el tiempo. En otras palabras si x0 ∈ X, entonces se puede pensar que T n(x0) es el estado en el

que se encuentra x0 después de transcurridos n d́ıas. Henri Poincaré demostró uno de los primeros

resultados sobre este comportamiento en espacios de medida finita. En esta parte demostrare-

mos su teorema y veremos propiedades para extender su resultado a espacios de medida infinita.

Necesitaremos las siguientes definiciones:

Definición 1.7. Sean (X, F , µ) un espacio de medida y T : X → X una transformación.

(a) T se llama recurrente si para todo E ∈ F con µ(E) > 0 existe E0 ⊂ E (E0 ∈ F ) con

µ(E0) = 0 tal que para toda x ∈ E \ E0 se tiene que existe n = n(E, x) ∈ N tal que

T n(x) ∈ E.

(b) T se llama infinitamente recurrente si para todo E ∈ F con µ(E) > 0 existe E0 ⊂ E

(E0 ∈ F ) con µ(E0) = 0 tal que para toda x ∈ E \E0, se tiene que T ni(x) ∈ E para alguna

subsucesión n1 < n2 < · · · (que depende de E y x).

Teorema 1.6 (De Recurrencia de Poincaré 1912). Sea T una transformación medible definida en

un espacio de medida finita (X, F , µ) en śı mismo. Si T preserva a µ entonces T es infinitamente

recurrente.

Demostración. Se probará una afirmación un poco más general, a saber: Para todo

E ∈ F con µ(E) > 0, existe F ⊂ E (F ∈ F ) tal que µ(E \ F ) = 0 y tal que para todo

x ∈ F, T n(x) ∈ F para una infinidad de naturales. Para E ∈ F con µ(E) > 0 y N ≥ 0 definimos

EN =
⋃∞

n=N T−n(E) y E∗ = ĺım supn→∞ T−n(E) (el ĺımite superior de la sucesión {T−n(E)} ver

Definición A.2, pág. 128). Aśı que también: E∗ =
⋂∞

N=0 EN y es el conjunto de puntos en X que

entran a E una infinidad de veces bajo iteraciones positivas de T . Sea F = E ∩ E∗, probaremos

que µ(E \ F ) = 0.

Claramente: EN+1 = T−1(EN) ⊂ EN para toda N ≥ 0 y como T preserva a µ se sigue de la

sustractividad que: µ(EN \ T−1(EN)) = 0 para toda N ≥ 0 en consecuencia µ(E0 \ Ek) = 0 para
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toda k ≥ 0 y

µ(E0 \ E∗) = µ

( ∞⋃

k=0

E0 \ Ek

)
≤

∞∑

k=0

µ(E0 \ Ek) = 0.

Por otro lado µ(E \ F ) = µ(E \E∗) ≤ µ(E0 \E∗) = 0. Sea x ∈ F , entonces existen n1 < n2 < · · ·
tal que T ni(x) ∈ E (ver Proposición A.1, pág. 128), probaremos de hecho T ni(x) ∈ F para toda i.

Por construcción T ni(x) ∈ E y T ni−n1(T n1(x)) ∈ E para toda i ≥ 2, entonces T n1(x) ∈ E∩E∗ = F.

De manera análoga se prueba que T ni(x) ∈ F para toda i ≥ 2.

Este resultado nos asegura que si E cumple que µ(E) > 0, entonces casi todos sus puntos

regresan a él una infinidad de veces durante la evolución del sistema conforme transcurre el tiempo.

Regresando al Ejemplo 1.4, supongamos que éste describe el movimiento de una part́ıcula, es decir,

T n(z0) donde z0 ∈ S1 proporciona la posición de la part́ıcula después de n d́ıas, si ésta comenzó a

moverse a partir de la posición z0. Si tomamos un arco con longitud positiva, el teorema anterior

nos asegura que el número de veces que la part́ıcula toma alguna de las posiciones dadas por el

arco es infinito para casi todo punto que empieza a moverse en el arco. Note que en la demostración

anterior F 6= ∅ porque µ(F ) ≥ µ(E ∩ F ) = µ(E) > 0.

Observación 1.9. Siguiendo la notación del teorema de Poincaré, podemos mostrar que

E ∩ E∗ = F ∩ F ∗ por lo que todo punto de F regresa a F una infinidad de veces bajo itera-

ciones positivas de T lo que prueba de otra manera al teorema anterior.

Demostración. Sea x ∈ E ∩ E∗ entonces existe una sucesión n1 < n2 < · · · tal que T ni(x) ∈ E

para toda i ≥ 1 y x ∈ E. Por lo que x ∈ F . Para ver que x ∈ F ∗, probaré que T ni(x) ∈ F

para toda i ≥ 1. Para i = 1, considero la sucesión n′
i = ni − n1 para toda i ≥ 2, notando que

T n′
i(T n1(x)) = T ni(x) ∈ E para toda i ≥ 2, se tiene que T n1(x) ∈ F . Para i = 2, considero la

sucesión n′′
i = ni − n2 para toda i ≥ 3, entonces T n′′

i (T n2(x)) = T ni(x) ∈ E para toda i ≥ 3,

por lo que T n2(x) ∈ F , continuando de esta manera tenemos que T ni ∈ F ∗ para toda i ≥ 1. Por

lo que E ∩ E∗ ⊂ F ∩ F ∗, la otra contención es clara debido a que F = E ∩ E∗. Por lo tanto

E ∩ E∗ = F ∩ F ∗.

Podemos preguntarnos si existe un resultado análogo al anterior para espacios de medida infi-

nita. En general no existe tal resultado y la siguiente observación muestra la afirmación anterior.

Observación 1.10. Sea (Z,P(Z), µ) donde µ es la medida del conteo (ver Ejemplo B.2). Definimos

T : Z → Z poniendo T (k) = k + 1. Sea E = {0}, E∗ y F como en el teorema anterior. Note

que µ(E) > 0 y F = ∅ por lo que es necesario que el espacio sea de medida finita en el teorema

anterior.

Sin embargo existe una condición con la que podemos extender el resultado del Teorema 1.6

para espacios de medida infinita.
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Definición 1.8. Sea (X, F , µ) un espacio de medida y T : X → X una transformación medible.

T se llama incompresible. Si H ∈ F y T−1(H) ⊂ H , entonces µ(H \ T−1(H)) = 0.

Teorema 1.7. El resultado anterior permanece válido en el caso finito o infinito si en lugar de

suponer que T es preservadora de medida, suponemos que T es incompresible.

Demostración. Definimos F como en el Teorema 1.6, pero T−1(EN ) = EN+1 ⊂ EN entonces:

µ(EN \ T−1(EN)) = 0 para toda N ≥ 0 por lo que µ(E0 \ E∗) = 0 y µ(E \ F ) = 0,

el resto es igual.

Observación 1.11. Si (X, F , µ) es un espacio de medida finita. Note que si T preserva a µ, entonces

T es incomprensible. Sin embargo , si T es incomprensible, entonces se tiene que un subconjunto

de F cumple que µ(T−1(H)) = µ(H), este subconjunto puede coincidir o no con F . Por lo tanto

incomprensibilidad no implica que preserve la medida.

Definición 1.9. Sea (X, F , µ) un espacio de medida y T : X → X medible. T se llama disipativa

si existe W ∈ F con µ(W ) > 0 tal que W, T−1(W ), T−2(W ), . . . son disjuntos. Llamamos a W un

conjunto errante para T. Finalmente si T no es disipativa, entonces T se llama conservativa.

Hemos visto en la Observación 1.1(5) que la transformación T : (0, 1) → (0, 1) dada por

T (x) = x2 no preserva a λ, análogamente se puede ver que las transformaciones Tk : (0, 1) → (0, 1)

dadas por Tk(x) = xk no preservan a λ para toda k ≥ 2. Uno de los problemas de la Teoŕıa

Ergódica, es encontrar una medida µ en B(0,1), tal que µ ◦ T−1 = µ. De tal manera, que tenga los

mismos conjuntos nulos que la medida de Lebesgue, es decir, µ ≪ λ y λ ≪ µ (ver Definición B.25,

pág. 135). Como podremos ver en el siguiente ejemplo existe una medida mf : B(0,1) → R ∪ {∞}
que es preservada por estas transformaciones, además mf ≪ λ y λ ≪ mf .

Ejemplo 1.11. Para k ≥ 2 fijo, sea T : (0, 1) → (0, 1) dada por T (x) = xk, F = B(0,1),

f : (0, 1) → R dada por f(x) = −1/(x log(x)), y mf : B(0,1) → R∪{∞} dada por mf(F ) =
∫
F

fd λ.

Entonces T preserva a mf y W = [ak, a) (a ∈ (0, 1)) es errante bajo T .

Demostración. Consideramos el siguiente π-sistema C = {[a, b) : 0 < a < 1, 0 < b < 1}, como

T−1([a, b)) = [ k
√

a, k
√

b) (lo anterior puesto que x ∈ T−1([a, b)) si y sólo si a ≤ xk < b si y sólo si
k
√

a ≤ x < k
√

b), por otro lado

mf ([
k
√

a,
k
√

b)) =

∫

( k
√

a,
k√

b)

−1/(x log(x))d λ = −
k√

b∫

k
√

a

1/(x log(x))d x = − log(| log(x)|)
∣∣∣∣∣

k
√

b

k
√

a

= − log(| log(
k
√

b)|) + log(| log( k
√

a)|) = log(| log(a)|) − log(| log(b)|)

=

b∫

a

− 1

x log(x)
= mf ([a, b)),
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por lo tanto T preserva a mf .

Sea W = [ak, a), entonces T−1(W ) = [a, k
√

a), T−n(W ) = [ kn−1√
a, kn√

a), como [ak, a), [a, k
√

a), . . . ,

son disjuntos entonces W, T−1(W ), T−2(W ), . . . son disjuntos y

mf ([a
k, a)) = log(log(ak)) − log(log(a)) = log(k) > 0,

se tiene que W es errante para T .

Observación 1.12. Si T es preservadora de medida en un espacio de medida finito, entonces T es

conservativa, ya que si existiera un conjunto errante para T , entonces

µ

(∞⋃

i=0

T−i(W )

)
=

∞∑

i=0

µ(W ) = ∞,

lo que nos da una contradición con el supuesto de que el espacio es de medida finita.

Teorema 1.8. T es conservativa si y sólo si T es incompresible.

Demostración.

(Necesidad). Si T no es incompresible, entonces existe H ∈ F tal que T−1(H) ⊂ H pero

µ(H \ T−1(H)) > 0. Sea W = H \ T−1(H), veamos que W es errante para T ; como

T−n(W ) = T−n(H) \ T−(n+1)(H) y T−(n+1)(H) ⊂ T−n(H),

para toda n ≥ 0 por propiedades de la imagen inversa. Ahora si n 6= m, sin perdida de generalidad

podemos suponer que n < m, entonces n+1 ≤ m por lo anterior se tiene que T−m(H) ⊆ T−(n+1)(H)

aśı que T−m(W ) ∩ T−n(W ) ⊂ T−n(W ) ∩ (T−(n+1)(H) \ T−(m−1)(H)) = ∅; por lo tanto T no es

conservativa.

(Suficiencia). Supongamos que T es incompresible, sea W ∈ F tal que: W, T−1(W ), T−2(W ), . . .

son disjuntos. Sea H =
⋃∞

i=0 T−i(W ), entonces T−1(H) ⊂ H por lo tanto µ(H \ T−1(H)) = 0,

pero:

H \ T−1(H) =

∞⋃

i=0

T−i(W ) \
∞⋃

i=1

T−i(W ) = W [3], entonces µ(W ) = 0,

por lo tanto T es conservativa.

Observación 1.13. Note que la transformación del ejemplo anterior es disipativa y por el teorema

anterior no es incompresible, pero preserva a mf ; es decir, en el caso µ(X) = ∞, si T preserva la

medida no implica que T sea incompresible.

Finalmente de los Teoremas 1.7 y 1.8 obtenemos:

[3]Esta igualdad es valida porque los conjuntos W , T−1(W ), . . . son disjuntos.
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Corolario 1.8.1. Sea T : (X, F , µ) → (X, F , µ) medible y conservativa, entonces T es infinita-

mente recurrente.

Demostración. Como T es conservativa por el teorema anterior T es incomprensible, aśı por el

Teorema 1.7 T es infinitamente recurrente.

Observación 1.14. El enunciado del corolario anterior es más común, sin embargo la prueba es mas

complicada, por ello es que introducimos el concepto de incomprensibilidad.

Podemos preguntarnos por la primera vez que x regresa a F ∈ F . Se puede pensar en asig-

narle a cada x ∈ F su primer retorno. Más aún, podremos inducir una transformación medible,

que presevará una medida, si la transformación original preserva la medida en su espacio. Esta

transformación es la siguiente:

Proposición 1.1 (Transformación inducida de S. Kakutani 1943). Sea T : (X, F , µ) → (X, F , µ)

medible, conservativa e invertible. Para F ∈ F con µ(F ) > 0 fijo definimos nF : F → N como

sigue:

nF (x) =






mı́n{k ≥ 1 : T k(x) ∈ F}

0 si T k(x) 6∈ F para toda k ≥ 1.

Definimos TF : F → F como sigue TF (x) = T nF (x)(x) .

Entonces TF : (F, F ∩ F, µF ) → (F, F ∩ F, µF ) es medible e invertible, si T preserva a µ

entonces TF preserva a µF .

Demostración. Para mostrar la medibilidad consideramos los conjuntos

Fn = (F ∩ T−n(F )) \ (
n−1⋂

j=1

T−j(F )) con n ≥ 2, F1 = F ∩ T−1(F ) y Gn = T−n(F ) \ (
n−1⋃

j=0

T−j(F )),

observemos que Fn ∩ Fm = ∅ y Gn ∩ Gm = ∅ si n 6= m, como T es medible, entonces Fn, Gn ∈ F

para toda n, Fn ⊂ F y para toda E ∈ F T−1
F (E) =

⋃∞
n=1(Fn ∩ T−1(E)), por lo tanto TF es

medible.

Para probar que TF preserva a µF , observamos que T−1(F ) = E1 ∪F1, T−1(Gn) = Fn+1 ∪Gn+1

para n ≥ 1, si E ∈ F ∩ F , entonces por lo observado anteriormente

T−1(E) = (F1 ∩ T−1(E)) ∪ (G1 ∩ T−1(E)), T−1(Gn ∩ T−n(E)) = (Fn+1 ∩ T−n−1(E)),

como T preserva a µ, se tiene que µ(F ) =
∑n

j=1 µ(Fj ∩T−j(E))+µ(Gn∩T−n(E)), pero la sucesión

{Gn} es disjunta, por lo que µ(Gn ∩ T−n(E)) → 0. Por lo tanto

µ(F ) =

∞∑

n=1

µ(Fn ∩ T−n(E)) = µ(T−1
F (E))).
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Para probar que T−1
F existe basta notar que T−1

F = (T−1)F .

Hemos visto propiedades para garantizar que T sea infinitamente recurrente para un espacio

de media, el siguiente lema será de utilidad para la siguiente sección.

Lema 1.4. Sean T : (X, F , µ) → (Y, G , ν) medible, conservativa y f : X → R medible no negativa,

entonces
∞∑

n=1

f(T n(y)) diverge casi dondequiera para y ∈ {x ∈ X : f(x) > 0}.

Demostración. Sean A = {x ∈ X : f(x) > 0} y Bk = {x ∈ A : f(x) > 1/k} con k ∈ N, entonces

A =
⋃∞

n=1 Bk, por el corolario anterior T es infinitamente recurrente, entonces existen Fk ⊂ Bk

tal que µ(Bk \ Fk) = 0 y para todo x ∈ Fk, T n(x) ∈ Fk para una infinidad de naturales. Sean

Nk = Bk \ Fk, N =
⋃∞

k=1 Nk (notemos que µ(N) = 0), ahora consideramos x ∈ A \ N , entonces

x ∈ Bk para algún k y x 6∈ Nk para toda k ≥ 1, se tiene que T n(x) ∈ Bk para una infinidad de

naturales, por lo que
∑∞

n=1 f(T n(y)) >
∑

n∈I 1/k, donde I es una sucesión creciente de naturales,

por lo tanto
∑∞

n=1 f(T n(y)) diverge casi dondequiera en A.

Observación 1.15. El lema anterior nos asegura que si µ(F ) > 0, entonces la siguiente serie∑∞
i=0 χF (T i(x)) diverge casi dondequiera en F , es decir, para casi todo punto en F , el núme-

ro de veces que x regresa a F bajo iteraciones positivas de T es una infinidad.

1.5. Ergodicidad

Sean (X, F , µ) un espacio de medida y T : X → X una transformación preservadora de

medida. Si T−1(F ) = F para algún F ∈ F , entonces T−1(X \ F ) = X \ F , por lo que podŕıamos

estudiar a T a partir de las transformaciones T |F y T |X\F , lo que simplifica el estudio de T si

0 < µ(F ) < µ(X). Si µ(F ) = 0 ó µ(X \F ) = 0, entonces podemos ignorar a F ó X \F recordando

que en Teoŕıa de la Medida los conjuntos de medida cero usualmente no son tomados en cuenta,

por lo tanto no tendŕıa caso simplificar el estudio de T . Será de nuestro interés el estudio de las

transformaciónes que no se pueden descomponer, a éstas las llamaremos ergódicas. A continuación

definiremos estas transformaciones.

Definición 1.10. Sea (X, F , µ) un espacio de medida y T : X → X una transformación preser-

vadora de medida. Decimos que T es ergódica si siempre que F ∈ F es tal que T−1(F ) = F

entonces µ(F ) = 0 ó µ(X \ F ) = 0, es decir, no existe una descomposición X = F ∪ G (ajena)

tal que µ(F ) > 0, µ(G) > 0 y T−1(F ) = F . Conjuntos F ∈ F tal que T−1(F ) = F los llamamos

estrictamente invariantes (bajo T ). Si F ∈ F es tal que µ(F △ T−1(F )) = 0 lo llamamos

invariante (bajo T ).

Observación 1.16. Considerando:

I = {F ∈ F : µ(F △ T−1(E)) = 0}, Ie = {F ∈ F : T−1(F ) = F},
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entonces I e Ie son sub-σ-álgebras de F y I es la µ-completación[4] de Ie si T es invertible.

Demostración. N =
⋃∞

n=0 T−n(F ) △ T−n−1(F ) F = F \ N ∪ F ∩ N .

Más adelante daremos otros criterios de ergodicidad. A continuación veremos un ejemplo de

una transformación ergódica. Sea a ∈ S1 fijo y T : S1 → S1 dada por T (z) = az con la σ-álgebra

y medida definida como en el Ejemplo 1.4 (pág. 9). Tenemos 2 casos:

Caso 1) a = eiρ con ρ conmensurable con 2π, es decir, existe r ∈ Q∩ [ 0 , 1 ) tal que ρ = 2πr.

Si r = p/q (p, q ∈ N) y (p, q) = 1, entonces a es una ráız de la unidad (de hecho es una q-ráız

primitiva de la unidad).

Sea F =

q−1⋃

j=0

{
eix :

2jπ

q
≤ x <

2
(
j + 1

2

)
π

q
(mod 2π)

}
entonces µ(F ) =

1

2
y T−1(F ) = F

por lo tanto T no es ergódica, gráficamente:

2π/3

Figura 1.8: F y ρ =
2π

3

Observación 1.17. En este caso la órbita de x0 es periódica para todo x0, es decir,

{T n(x0)|n ∈ N} = {x0, T
1(x0), . . . , T

q−1(x0)}.

Caso 2) ρ es inconmensurable con 2π, aśı pues an 6= 1 para toda n ∈ N (n 6= 0). Probaremos

que T es ergódica pero antes necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 1.5 (Teorema de Jacobi). Si an 6= 1 para toda n ∈ N (n 6= 0) entonces {T n(z)}∞n=0 es denso

en S1 para toda z ∈ S1. (La métrica en S1 es la longitud circular).

Demostración. Como an 6= 1, entonces T n(z) 6= Tm(z) para toda n, m ∈ N (n 6= m), aśı pues

la semiórbita de z bajo T consiste de un número infinito de puntos de S1, todos ellos distintos.

Como S1 es compacto, {T n(z)} posee un punto ĺımite, entonces para toda ε > 0 existe n 6= m

tal que d(T n(z), Tm(z)) < ε (longitud circular). Sea p = |n − m| ∈ N, como T es una rotación

d(T p(z), z) < ε y también d(T jp(z), T (j−1)p(z)) < ε para toda j ≥ 1; aśı pues z, T p(z), . . . , T kp(z), . . .

[4](X, F , µ) es un espacio de medida completo si para todo F ∈ F tal que µ(F ) = 0 y E ⊂ F se tiene que E ∈ F .

Si (X, F , µ) no es completo, es posible construir un espacio de medida completo (X, F ′, µ′) tal que F ⊂ F ′ y

µ′|F = µ llamado la µ-completación de (X, F , µ).
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parten˝ a S1 en arcos de igual longitud positiva menor que ε. Por lo tanto {T n(z)}∞n=0 es denso

en S1.

Teorema 1.9. Si an 6= 1 (n 6= 0), entonces T (z) = az es ergódica.

Demostración. Sea A ⊂ S1 medible, estrictamente invariante y tal que µ(A) > 0. Debemos probar

que µ(A) = 1. Primero notamos que dada ε ∈ ( 0 , 1 ) es posible hallar un arco I tal que µ(I) ≤ ε y

µ(A∩ I) > (1− ε)µ(I). [Demostración. Por definición de la medida circular de Lebesgue es posible

hallar una sucesión disjunta de arcos (In) con µ(In) < ε tal que

A ⊂
∞⋃

n=1

In y
µ(A)

1 − ε
≥
∑

n

µ(In),

esto pues recordando la definición de medida exterior (ver Definición B.21, pág. 134), como

µ(A)/(1 − ε) > µ(A) > 0. Por definición de ı́nfimo existe {In}∞n=1 tal que A ⊂ ⋃∞
i=1 In y

µ(A) ≤ ∑∞
i=1 µ(In) < µ(A)/(1 − ε), entonces µ(A) ≥ (1 − ε)

∑∞
i=1 µ(In). Si {In} no es ajena

podemos hallar {I ′
n} ajenos tales que

⋃∞
i=1 In =

⋃∞
i=1 I ′

n, de la siguiente manera elegimos I ′
1 = I1

y I ′
n = In − ⋃n−1

i=1 Ii si n ≥ 2; ahora para que µ(I ′
n) < ε para toda n, como

∑∞
i=1 µ(I ′

n) < ∞
entonces ĺım µ(I ′

n) → 0, por lo que existe una N ∈ N tal que µ(I ′
n) < ε para toda n′ ≥ N . Como

la sucesión µ(I ′
n) es convergente está acotada, sea M > 0 tal que µ(I ′

n) < M , considerando a

los arcos I ′
1, . . . , I

′
N−1, elegimos una m talque M/m < ε partiendo cada arco anterior en m arcos

disjuntos obtenemos que :
∑∞

n=1 µ(A ∩ I ′
n) = µ(A) ≥ (1 − ε)

∑∞
n=1 µ(I ′

n). Lo anterior prueba que

existe al menos un arco no degenerado I ′
k tal que µ(A ∩ I ′

k) ≥ (1 − ε)µ(I ′
k). Ponemos I = I ′

k y

lo fijamos]. Ya que T es una rotación y preserva a µ, obtenemos que:

µ(A ∩ T−n(I)) ≥ (1 − ε)µ(T−n(I)) para toda n ∈ N.

Como la semiórbita del extremo inicial de I es densa en S1 es posible hallar n1, . . . , nk naturales

tales que T−n1(I), T−n2(I), . . . , T−nk(I) disjuntos por lo que:

µ(A) ≥
k∑

j=1

µ(A ∩ T−nj (I)) ≥ (1 − ε)µ(
k⋃

j=1

T−nj(I)),

y además suficientes en número para que T−n1(I), T−n2(I), . . . , T−nk(I) cubran a S1, salvo por un

conjunto de medida menor que 2ε, es decir, µ(
⋃k

j=1 T−nj(I)) > 1−2ε[5]. En este caso obtendremos

que µ(A) > (1 − ε)(1 − 2ε), y como ε > 0 es arbitrario tenemos que µ(A) = 1.

Observación 1.18. En este caso la órbita de z0 es densa en S1 para todo z0, lo que nos lleva a

preguntarnos: ¿Los sistemas ergódico tienen la propiedad de que la órbita de x0 ∈ X es densa˝

para casi todo punto? Más adelante aclararemos lo anterior.

[5]Sea k = mı́n{j ∈ N : 1 − 2ε < kµ(I)} entonces 1 − 2ε < kµ(I) < 1 − ε, ya que si 1 − ε ≤ kµ(I) entonces

1− 2ε < 1− ε−µ(I) ≤ (k − 1)µ(I), contradiciendo la elección de k. Elegimos n1 de tal modo que el extremo inicial

de T−n1(I) diste del extremo final de I en menos de ε/k, luego elegimos n2 de tal modo que el extremo inicial de

T−n2(I) diste del extremo final de T−n1(I) es menos de ε/k. Continuando de este modo se obtienen k arcos ajenos

I, T−n1(I), T−n2(I), . . . , T−nk(I) de longitud total > 1 − 2ε.
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Otro ejemplo de transformación ergódica es el corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con

parámetros (p0, . . . , pk−1), haremos uso de un lema de aproximación que se utiliza frecuentemente

en Teoŕıa de la Medida, el cual consiste en aproximar a los elementos de F mediante elementos de

A donde A es un álgebra tal que σ(A) = F . Nos aproximaremos a los elementos de F mediante

elementos de A que dependen de solo un número finito de coordenadas˝. Note que la demostración

es válida para los dos tipos de corrimientos.

Teorema 1.10. El corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con parámetros (p0, . . . , pk−1) es

ergódico.

Demostración. Sea A =álgebra generada por los cilindros medibles (ver Ejemplo 1.7, pág. 11),

entonces σ(A) = F . Es fácil comprobar que A ∈ A si y sólo si A es la unión finita y disjunta de

conjuntos de la forma:

{x ∈ X : xn1 ∈ E1, . . . , xnm ∈ Em} con ∅ ( Ej ⊆ E y con n1 < n2 · · · < nm ∈ Z (o ∈ N),

(en el caso del corrimiento unilateral). Sea F ∈ F tal que T−1(F ) = F, dada ε > 0 existe A ∈ A
tal que µ(F △ A) < ε (ver Lema B.1, pág. 131). Como A ∈ A depende sólo de un número finito

de coordenadas, por lo que si j es suficientemente grande, entonces B = T−j(A) (∈ A) depende

del mismo número finito de coordenadas pero distintas de las de A entonces:

µ(B ∩ A) = µ(B)µ(A) = µ(A)2, además:

µ(F △ B) = µ(T−j(F ) △ T−j(A)) = µ(T−j(F △ A)) = µ(F △ A) < ε,

y como F △ (A ∩ B) ⊂ (F △ A) ∪ (F △ B) tenemos que:

|µ(F ) − µ(A ∩ B)| = |µ(F ∩ A ∩ B) + µ(F \ A ∩ B) − µ(A ∩ B ∩ F ) − µ(A ∩ B \ F )|
= |µ(F \ A ∩ B) − µ(A ∩ B \ F )|
≤ µ(F \ A ∩ B) + µ(A ∩ B \ F )

≤ µ(F △ (A ∩ B)) < 2ε,

de donde:

∣∣µ(F ) − µ(F )2
∣∣ ≤ |µ(F ) − µ(A ∩ B)| +

∣∣µ(A ∩ B) − µ(F )2
∣∣

< 2ε + (µ(A) + µ(F )) |µ(A) − µ(F )| < 4ε.

Como ε > 0 es arbitrario se tiene que µ(F ) = µ(F )2, por lo tanto µ(F ) = 0 ó 1, mostrando con esto

que T es ergódica. Recordemos que estamos trabajando en un espacio de probabilidad entonces

(µ(A) + µ(F )) ≤ 2.
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Ejemplo 1.12. Sean X = {0, . . . , k−1}, F = P(X) y µ({j}) = 1/k, j ∈ X. Definimos T : X → X

dada por

T (n) =






n + 1 si n 6= k − 1

0 si n = k − 1.

Entonces:

(1) T es ergódica.

(2) T k no es ergódica.

Demostración.

(1) Sea F ∈ P(E), F 6= ∅ tal que T−1(F ) = F , sea m = máx{F}, si m = 0 entonces k−1 ∈ F ,

por lo que k − 2 ∈ F, . . . , 1 ∈ F , por lo tanto F = X. En caso contrario análogamente llegaŕıamos

a que 0 ∈ F , y utilizando el mismo razonamiento llegaŕıamos a que X = F , por lo tanto T es

ergódica.

(2) Se puede ver mediante cálculos directos que T k es la función identidad, por lo tanto T no

es ergódica.

Observación 1.19. El ejemplo anterior nos dice que las potencias de una transformación ergódica

no tienen porque ser ergódicas.

Como hemos mostrado anteriormente, probar que una transformación es ergódica a partir de

la definición resulta bastante complicado. A continuación mostraremos condiciones equivalentes a

la ergodicidad. El siguiente lema nos será de utilidad. Recordemos que

Lema 1.6. Sean T : X → X una transformación, E ⊂ X y E∗ = ĺım supn→∞ T−n(E), entonces:

E △ E∗ ⊂
∞⋃

n=0

(
T−n(E) △ T−n−1(E)

)
.

Demostración. Basta probar que: X \⋃∞
n=0 (T−n(E) △ T−n−1(E)) ⊂ X \ (E △ E∗) . Observe que

x 6∈ T−n(E) △ T−n−1(E) si y sólo si χE(T n(x)) = χE(T n+1(x)). Aśı que los siguientes enunciados

son equivalentes:

(i) x ∈ X \⋃∞
n=0 (T−n(E) △ T−n−1(E))

(ii) x 6∈ (T−n(E) △ T−n−1(E)) para toda n ≥ 0

(iii) χE(T−n(x)) = χE(T−n−1(x)) para toda n ≥ 0

(iv) χE(T n(x)) = 0 para toda n ≥ 0 ó χE(T n(x)) = 1 para toda n ≥ 0
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(v) T n(x) 6∈ E para toda n ≥ 0 ó T n(x) ∈ E para toda n ≥ 0,

por lo tanto x ∈ X \ (E △ E∗).

Observación 1.20. El conjunto E∗ tiene la propiedad de ser estrictamente invariante, es decir,

T−1(E∗) = E∗.

Demostración.

⊆) x ∈ T−1(E∗), aśı pues T (x) ∈ E∗, entonces existen n1 < n2 < · · · tal que

T n1(T (x)) ∈ E, T n2(T (x)) ∈ E, . . . ; aśı que T n1+1(x) ∈ E, T n2+1(x) ∈ E, . . . , por lo tanto

x ∈ E∗.

⊇) x ∈ E∗ entonces existen n1 < n2 < · · · tal que T n1(x) ∈ E, T n2(x) ∈ E, . . . , aśı pues

T n1−1(T (x)) ∈ E, T n2−1(T (x)) ∈ E, . . . , por lo tanto T (x) ∈ E∗.

Teorema 1.11. Las siguientes condiciones son equivalentes para una transformación conservativa

T : (X, F , µ) → (X, F , µ) que preserve a µ:

(i) T es ergódica.

(ii) Si E ∈ F tal que µ(E △ T−1(E)) = 0, entonces µ(E) = 0 o µ(X \ E) = 0.

(iii) Para todo F, G ∈ F con µ(F ) µ(G) > 0 existe n ∈ N tal que µ(T−n(F ) ∩ G) > 0.

(iv) Para todo F, G ∈ F con µ(F )µ(G) > 0 existe una sucesión n1 < n2 < · · · tal que

µ(T−ni(F ) ∩ G) > 0 para toda i ≥ 1.

Demostración.

(i) implica (ii). Supongamos que T es ergódica y que µ(E △ T−1(E)) = 0. Sea

E∗ = ĺım supn→∞ T−n(E), entonces T−1(E∗) = E∗ aśı que µ(E∗) = 0 ó µ(X \ E∗) = 0. De-

mostraremos que µ(E △ E∗) = 0 (por lo que también se tendrá µ(X \ E △ X \ E∗) = 0) lo

que será suficiente. Como T preserva a µ, µ(T−n(E) △ T−n−1(E)) = 0 para toda n ≥ 0 pero

E △ E∗ ⊂ ⋃∞
n=0 T−n(E) △ T−n−1(E), por lo tanto µ(E △ E∗) = 0.

(ii) implica (iii). Supongamos que (iii) es falso, entonces existen F, G ∈ F con µ(F ) µ(G) > 0 tal

que µ(T−n(F )∩G) = 0 para toda n ∈ N, entonces µ(
⋃∞

n=1 T−n(F )∩G) = 0. Sea F̃ =
⋃∞

n=1 T−n(F )

entonces T−1(F̃ ) ⊂ F̃ , y como T es incompresible (conservativa) entonces µ(F̃ \ T−1(F̃ )) = 0

aśı pues µ(F̃ △ T−1(F̃ )) = 0. Por hipótesis µ(F̃ ) = 0 ó µ(X \ F̃ ) = 0 pero como µ(F̃ ) ≥ µ(F ) > 0,

se debe tener µ(X \ F̃ ) = 0 entonces,

0 < µ(G) = µ(G ∩ F̃ ) + µ(G \ F̃ ) ≤ µ(G ∩ F̃ ) + µ(X \ F̃ ) = 0,

lo cual es imposible.
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(iii) implica (iv). Sean F, G ∈ F con µ(F )µ(G) > 0, entonces por (iii) existe una n ∈ N tal que

µ(T−n(F )∩G) > 0. Sea n1 = mı́n{n ∈ N : µ(T−n(F )∩G) > 0}, entonces µ(T−n1(F ))µ(G) > 0, nue-

vamente por (iii) existe una n ∈ N tal que µ(T−n(T−n1(F )) ∩ G) > 0, consideramos

n2 = n1 + mı́n{n ∈ N : µ(T−n(T−n1(F )) ∩ G) > 0}. Continuando de esta manera obtenemos

n1 < n2 < · · · tales que µ(T−ni(F ) ∩ G) > 0 para toda i ≥ 1 lo que termina la prueba.

(iv) implica (i). Supongamos que (i) es falso, entonces existe F ∈ F tal que T−1(F ) = F y

µ(F )µ(X \ F ) > 0, entonces µ(
⋃∞

n=1 T−n(F ) ∩ (X \ F )) = 0, lo que prueba que (iv) es falso.

Observación 1.21. Examinando la condición (iii) del teorema anterior, podemos aclarar la pregunta

realizada en la Observación 1.18 en el siguiente sentido: en un sistema ergódico se cumple que para

cualesquiera dos regiones del sistema A y B con medida positiva, entonces existe una n > 0 y

a ∈ A tal que T n(a) ∈ B, en otras palabras se puede acceder a cualquier región desde cualquier

otra con iteraciones positivas de T .

A continuación daremos otros criterios relacionados con el operador inducido por una transfor-

mación preservadora de medida para verificar la ergodicidad de una transformación.

Teorema 1.12. Sea T : (X, F , µ) → (X, F , µ) una tranformación conservativa y que preserva a

µ. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es ergódica.

(ii) Si f : X → R es una función F -medible y f(T (x)) ≥ f(x) casi dondequiera, entonces f es

constante casi dondequiera.

(iii) Si f : X → R es una función F -medible y T -invariante (es decir f(T (x)) = f(x) casi

dondequiera x ∈ X), entonces f es constante casi dondequiera.

(iv) Si f : X → R es una función F -medible y estŕıctamente T -invariante (es decir

f(T (x)) = f(x) (para toda x ∈ X), entonces f es constante casi dondequiera.

Además si µ(X) < ∞.

(v) Si f ∈ LR
p (µ) es T -invariante, entonces f es constante casi dondequiera (p ≥ 1).

(vi) Si f ∈ LR
p (µ) es estrictamente T -invariante, entonces f es constante casi dondequiera

(p ≥ 1).

Demostración. Es claro que se tiene (ii) implica (iii), (iii) implica (iv), (iii) implica (v), (iv) implica

(vi), por lo que sólo basta probar (i) implica (iii), (iv) implica (i), (i) implica (ii), finalmente (vi)

implica (i).
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(i) implica (iii). Supongamos que f ◦ T = f c.d. y que T es ergódica para cada k ∈ Z y n ∈ N.

Definimos:

X(k, n) =

{
x ∈ X :

k

2n
≤ f(x) <

k + 1

2n

}
= f−1

([
k

2n
,
k + 1

2n

))
(∈ F ) k ∈ Z, n ∈ N.

Consideremos X(k, n) △ T−1(X(k, n)), veamos que el conjunto anterior está contenido en

{x ∈ X : f(T (x)) 6= f(x)}. Sea x ∈ X(k, n) △ T−1(X(k, n)), entonces x ∈ X(k, n) \ T−1(X(k, n))

ó x ∈ T−1(X(k, n)) \ X(k, n), aśı que:

k

n
≤ f(x) <

k + 1

n
y f(T (x)) 6∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

)
ó

k

n
≤ f(T (x)) <

k + 1

n
y f(x) 6∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

)
,

entonces f(x) 6= f(T (x)), por hipótesis µ(X(k, n)△ T−1(X(k, n))) = 0. Por el Teorema 1.11(ii) se

tiene que µ(X(k, n)) = 0 ó µ(X\X(k, n)) = 0. Pero para toda n ∈ N fija X =
⋃

k∈Z X(k, n) (disjun-

ta), (ya que R =
⋃

k∈Z[k/2n, (k + 1)/2n)), entonces existe una única kn tal que

µ(X\X(kn, n)) = 0 (sea n ∈ N, si para toda k ∈ Zµ(X\X(k, n)) 6= 0, entonces µ(X) = 0, lo cual no

es posible, por lo que para cada n ∈ N tenemos que existe una k(n) tal que

µ(X\X(k(n), n)) = 0, sin embargo estas k(n) deben ser la misma k ya que si existen k1(n) 6= k2(n),

tales que µ(X \X(k1(n), n)) = µ(X \X(k2(n), n)) = 0; como X(k1(n), n) ⊂ X \X(k2(n), n), enton-

ces 0 = µ(X(k1(n), n)) = µ(X) lo cual no es posible, por lo tanto para cada n ∈ N existe una única

k(n) = kn tal que µ(X \ X(kn, n)) = 0). Sea Y =
⋂∞

n=1 X(kn, n), entonces también µ(X \ Y ) = 0

puesto que µ(X \ Y ) ≤∑∞
n=0 µ(X \ X(kn , n)) = 0, por lo tanto f(x) = ĺımn→∞ kn/2n para todo

x ∈ Y [6], es decir, f es constante casi dondequiera.

(iv) implica (i). Supongamos que T−1(E) = E (E ∈ F ) entonces f = χ
E

es F -medible y

f ◦ T = f , entonces f es constante c.d., por lo que f = 0 c.d. ó f = 1 c.d., es decir, µ(E) = 0

ó µ(X \ E) = 0 (respectivamente), por lo tanto T es ergódica.

(vi) implica (i). Supongamos que T−1(E) = E (E ∈ F ), entonces f = χ
E

∈ Lp(µ) (ya que

µ(X) < ∞) y f ◦ T = f , aśı que f es constante c.d., por lo tanto µ(E) = 0 ó µ(X \ E) = 0.

(i) implica (ii). Supongamos que T es ergódica y que f(T (x)) ≥ f(x) c. d. Si f no es constante

c. d., entonces existe y ∈ R tal que A = {x ∈ X|f(x) ≥ y} = f−1([y,∞)) tal que 0 < µ(A) < µ(X).

Pero A ⊂ T−1(A) c.d. por lo que µ(A △ T−1(A)) = 0, aśı que µ(A) = 0 ó µ(A) = µ(X), lo cual

contradice que 0 < µ(A) < µ(X).

Observación 1.22. En el resultado anterior los incisos (iii) y (iv) las funciones pueden ser cambiadas

por funciones f : X → C, análogamente (v) y (vi) por funciones en LC
p (µ).

[6]Note que la sucesión
{[

kn/2n , kn+1/2n+1
]}∞

n=1
está anidada (ya que, existe una única k1 tal que

µ(X \X(k1, 1)) = 0; como existe una única k2, entonces µ(X \X(2k1, 2)) = 0 ó µ(X \X(2k1+1, 2)) = 0 continuando

aśı se tiene la sucesión mencionada está anidada) y la longitud de los intervalos tiende a cero por el Principio de

Intervalos Anidados (PIA) (ver Bartle [1, pág. 46]), la intersección consiste de un solo punto l = ĺımn→∞
kn

2n .
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A continuación veremos dos pruebas de ergodicidad, basadas en el teorema anterior.

Teorema 1.13. T : S1 → S1 dada por T (z) = az es ergódica con a = eiρ donde ρ
2π

/∈ Q.

Demostración. Sea f ∈ L2(S
1, BS1 , µ) estrictamente invariante. Por Teoŕıa de Fourier∑∞

−∞ f̂(n)einx (la serie de Fourier de f) converge en L2 a f (ver Observación A.3, pág. 128).

Por otro lado la serie de Fourier de f ◦ T está dada por
∑∞

−∞ f̂(n)einρeinx, pero f ◦ T = f y por

la unicidad de los coeficientes de Fourier debe tenerse:

f̂(n) = f̂(n)einρ para toda n ∈ Z, entonces f̂(n) = 0 para toda n 6= 0,

por lo tanto f = f̂(0) casi dondequiera.

Teorema 1.14. T : S1 → S1 dada por T (z) = zk es ergódica si y sólo si k 6= ±1.

Demostración. Razonando como en el teorema anterior si f ∈ L2(µ) es tal que f ◦T = f , entonces

f ∼ ∑∞
−∞ f̂(n)einx y también f ∼ ∑∞

−∞ f̂(n)eiknx y por unicidad de los coeficientes de Fourier

obtenemos: f̂(n) = f̂(kn) = · · · = f̂(kjn) para toda j ≥ 0. Supongamos que |k| > 1, entonces por

desigualdad de Bessel (ver Teorema A.2, pág. 128):

∑

j∈Z

∣∣∣f̂(kjn)
∣∣∣
2

≤ ‖f‖2
2 < ∞ por lo tanto f̂(l) = 0 para toda l 6= 0 y f = f̂(0) casi dondequiera.

Inversamente si k = ±1 basta tomar f : S1 → R definida por f(z) = ℜ(z) entonces f no

es constante c.d. (donde ℜ(z) es la parte real de z, observemos que ℜ(z) = ℜ(z) = ℜ(z−1) y

ℜ(z) = ℜ(z)), entonces f ◦ T = f por lo que T no es ergódica.

Ejemplo 1.13. Si T n es ergódica para alguna n ∈ N, entonces T es ergódica.

Demostración. Supongamos que f ◦ T = f , entonces f ◦ T 2 = f ◦ T = f, . . . , f ◦ T n = f por el

Teorema 1.12(iv) f es constante c.d., por lo tanto T es ergódica.

Observación 1.23. El ejemplo anterior nos asegura la ergodicidad de T cuando alguna de sus

potencias lo sea.

Ejemplo 1.14. Sea T : (X, F , µ) → (X, F , µ) preservadora de medida invertible. Entonces T es

ergódica si y sólo si T−1 es ergódica.

Demostración.

(Necesidad). Sea F ∈ F tal que (T−1)−1(F ) = F , como T es invertible se tiene que

(T−1)−1(F ) = T (F ) = F , por lo que F = T−1(F ), entonces µ(F ) = 0 ó µ(X \ F ) = 0.

(Suficiencia). Sea F ∈ F tal que T−1(F ) = F , entonces F = T (F ) = (T−1)−1(F ), como T−1

es ergódica se tiene que µ(F ) = 0 ó µ(X \ F ) = 0.
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1.6. Teoremas Ergódicos

Sea (X, F , µ) un espacio de medida, por el Teorema de Poincaré y la Observación 1.15, sabemos

que la serie
∑∞

i=0 χF (T i(x)) diverge si 0 < µ(F ) y T es medible y conservativa. Pero ¿qué tan

rápido diverge?, de manera exponencial, polinomial o lineal. Podremos decir que diverge de mane-

ra lineal salvo un conjunto de medida cero si T es una transfromación preservadora de medida

y el espacio de medida es σ-finito. Además si T es ergódica, entonces no sólo se puede decir

qué tan rápido converge si no a dónde converge exactamente. Más aún considerando funciones

f ∈ L1(X, F , µ) más complejas, se probará que existe una función f ∗ ∈ L1(X, F , µ) T -invariante

y tal que: {∑n−1
j=0 f(T j(x))} ∼ {nf ∗(x)} casi dondequiera x ∈ X. Si T es además ergódica, entonces

f ∗ es constante casi dondequiera y su valor es igual a 1/µ(X)
∫

fdµ. Lo anterior es consecuencia

del teorema más importante de este trabajo, el Teorema Ergódico Individual.

Antes de comenzar veamos la importancia de este teorema en Teoŕıa de la Probabilidad. Si

f ∈ LR
1 (µ) y µ(X) = 1, diremos que f es una variable aleatoria con esperanza finita (aqui la

esperanza de f es igual al número
∫

fd µ). Un resultado que se utiliza frecuentemente en la

Teoŕıa de la Probabilidad es la Ley Fuerte de los Grandes Números, la cual nos dice que: si

{fn}∞n=1 ⊂ LR
1 (µ) es una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-

das, entonces {(1/n)
∑n

j=1 fj(x)} converge en probabilidad a la esperanza de la variable aleatoria

f1 (en este caso convergencia en probabilidad es la misma que convergencia casi dondequiera). El

Teorema Ergódico Individual es una generalización de esta ley. En F́ısica la importancia de este teo-

rema radica en la hipótesis ergódica de Boltzmann, ésta se pregunta sobre la existencia de ĺımites de

la forma {ĺım(1/n)
∑n−1

j=0 f(T j(x))} y si existen se pregunta si {ĺım(1/n)
∑n−1

j=0 f(T j(x)) =
∫

fd µ}.
Este teorema responde estas preguntas y dice que en los sistemas ergódicos es válida la igualdad

anterior casi dondequiera. Para probar este teorema necesitaremos los siguientes resultados.

Teorema 1.15 (Teorema Ergódico Maximal). Sea (X, F , µ) un espacio de medida y

T : (X, F , µ) → (X, F , µ) una transformación preservadora de medida. Sea f ∈ LR
1 (X, F , µ),

si U : LR
1 (µ) → LR

1 (µ) es un operador lineal positivo y una contracción (‖U(f)‖1 ≤ ‖f‖1 para

toda f ∈ LR
1 (µ)), entonces: si f0 = 0, fn = f+U(f)+· · ·+Un−1(f) (n ≥ 1) y FN = máx0≤n≤N{fn},

entonces: ∫

{x:FN (x)>0}

f dµ ≥ 0.

Demostración. (Adriano Garsia, 1961). Claramente FN ∈ L1(µ). Para 0 ≤ n ≤ N , como FN ≥ fn

y U es un operador lineal positivo, entonces U(FN) ≥ U(fn), por lo que:

U(FN ) + f ≥ U(fn) + f = fn+1.

De las desigualdades anteriores obtenemos: U(FN ) + f ≥ máx1≤n≤N{fn}. Aśı que:

(U(FN ) + f)(x) ≥ máx
0≤n≤N

{fn(x)} si Fn(x) > 0,
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es decir, U(FN) + f ≥ FN en {x : FN (x) > 0}, por lo tanto:

∫

{x:FN (x)>0}

f dµ ≥
∫

{x:FN (x)>0}

FNdµ −
∫

{x:FN (x)>0}

U(FN)dµ

=

∫

X

FN dµ −
∫

{x:FN (x)>0}

U(FN ) dµ pues FN = 0 en X \ {x : FN(x) > 0}

≥
∫

X

FN dµ −
∫

X

U(FN) dµ ya que FN ≥ 0 por lo tanto U(FN ) ≥ 0

≥ 0 ya que ‖U‖ ≤ 1.

Corolario 1.15.1. Sea T : (X, F , µ) → (X, F , µ) preservadora de medida. Para cada

g ∈ L1
R(µ) y α ∈ R definimos:

Bα =

{
x ∈ X : sup

n≥1

1

n

n−1∑

i=0

g(T i(x)) > α

}
entonces :

∫

Bα∩A

g dµ ≥ αµ(Bα ∩ A) para todo A ∈ F tal que T−1(A) = A y µ(A) < ∞.

Demostración.

Caso 1) A = X y µ(X) < ∞. Sea f = g−α, como µ(X) < ∞, entonces f ∈ LR
1 (µ). Observamos

que Bα =
⋃∞

N=0 {x : FN(x) > 0}, ya que:

Bα =

{
x ∈ X : sup

n≥1

1

n

n−1∑

i=0

(
g(T i(x)) − α

)
> 0

}
=

{
x : sup

n≥1

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) > 0

}

=

{
x : sup

n≥1
{fn(x)} > 0

}

=

{
x : sup

N≥0
{FN(x)} > 0

}

=
∞⋃

N=0

{x : FN(x) > 0} .

Por el Teorema Ergódico Maximal aplicado al operador UT de L1(µ) en śı mismo obtenemos:

∫

Bα

f dµ ≥ 0 es decir

∫

Bα

g dµ ≥ αµ(Bα).

(Observemos que 0 = F0 ≤ F1 ≤ F2 . . . por lo que {x : FN (x) > 0} ⊂ {x : FN+1(x) > 0} aśı que

de hecho:
∫

Bα
f dµ = ĺımN→∞

∫
{x:FN (x)>0} f dµ ≥ 0 por el T.C.D. (ver Teorema B.4, pág. 133).

Caso 2) Sea A ∈ F con T−1(A) = A y µ(A) < ∞. Definimos una transformación,

T |A : (A, F ∩ A, µA) → (A, A ∩ F , µA) poniendo T |A(x) = T (x) para toda x ∈ A, en donde
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F ∩ A = {E ∩ A : E ∈ F} y µA(E ∩ A) = µ(E ∩ A), entonces T |A es una transformación preser-

vadora de medida. Repitiendo exactamente los mismos argumentos anteriores con T |A en lugar de

T , A en lugar de X y µA en lugar de µ obtenemos:

∫

Bα

g dµA ≥ αµA(Bα) o bien

∫

Bα∩A

g dµ ≥ αµ(Bα ∩ A).

Ahora se prueba el teorema principal de este trabajo con la ayuda del lema y corolario anterior.

Cabe señalar que esta prueba no es la prueba original dada por Birkhoff.

Teorema 1.16 (Teorema Ergódico Individual Birkhoff-Khintchine 1931). Sean (X, F , µ) un es-

pacio de medida σ-finito, T : X → X una transformación preservadora de medida y f ∈ L1(µ)

dados. Entonces la sucesión de funciones
{
(1/n)

∑n−1
i=0 f(T i(x))

}∞
n=1

converge casi dondequiera a

una función f ∗ ∈ L1(µ) tal que:

(i) f ∗ ◦ T = f ∗ casi dondequiera.

(ii)
∫

F
f ∗ dµ =

∫
F

f dµ para todo F ∈ F con F = T−1(F ) y µ(F ) < ∞. (En particular, si

µ(X) < ∞ entonces
∫

f ∗ dµ =
∫

f dµ).

(iii) Si T es además ergódica, entonces: f ∗ = (1/µ(X))
∫

f dµ casi dondequiera si µ(X) < ∞, y

f ∗ = 0 casi dondequiera si µ(X) = ∞.

Demostración.

(i). Sea f ∈ L1(µ) dada, definimos:

f∗(x) = ĺım inf
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) y f ∗(x) = ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)).

Claramente f∗ ≤ f ∗. Por otro lado:

1

n + 1

n∑

i=0

f(T i(x)) =

(
n

n + 1

)
1

n

n−1∑

i=0

f(T i+1(x)) +
f(x)

n + 1
.

Observando que ĺımn→∞ f(x)/(n + 1) = 0 y ĺımn→∞ n/(n + 1) = 1. Tomando ĺım sup y ĺım inf de

ambos lados obtenemos que f ∗(T (x)) = f ∗(x) y f∗(T (x)) = f∗(x) (ver Teorema A, pág. 126). Con-

sideramos E =
{
x ∈ X : (1/n)

∑n−1
i=0 f(T i(x)) no converge

}
, entonces E =

⋃
α, β∈Q Eα, β donde

Eα, β = {x ∈ X : f∗(x) < β, α < f ∗(x)}. Como f∗ y f ∗ son estrictamente T -invariantes, entonces:

T−1(Eα, β) = Eα, β. Probaremos que µ(Eα, β) = 0 para toda α, β pero primero estableceremos

µ(Eα, β) < ∞. Supongamos que α > 0. Note que:

Eα, β = Eα, β ∩
{

x ∈ X : sup
n≥1

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) > α

}
,
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ya que si x ∈ Eα,β (con α > 0) se tiene que ĺım sup 1
n

∑n−1
i=0 f(T i(x)) > α, es decir,

ı́nf{supn≥m{(1/n)
∑n−1

i=0 f(T i(x))} : m ∈ N} > α, por lo que supn≥1(1/n)
∑n−1

i=0 f(T i(x)) > α,

aśı que x ∈ Bα por lo tanto x ∈ Eα,β ∩ Bα. Para cada C ∈ F , C ⊂ Eα, β de medida finita, sea

h = f − αχ
C

∈ L1(µ) (el cual existe ya que X =
⋃∞

n=1 Xn con µ(Xn) < ∞ para toda n ≥ 1

como Eα, β =
⋃∞

n=1 Xn ∩Eα, β , se tiene que µ(Xn ∩Eα, β) < ∞), entonces por el Teorema Ergódico

Maximal:
∫

∞
S

N=0
{x:HN (x)>0}

(
f − αχ

C

)
dµ ≥ 0 con HN = máx

1≤n≤N

{
0,

n−1∑

i=0

h ◦ T i

}
.

Como C ⊂ Eα, β ⊂ ⋃∞
N=0{x ∈ X : HN(x) > 0} tenemos:

∫

X

|f | dµ ≥
∫

{sup
N

HN (x)>0}

|f | dµ ≥
∣∣∣∣∣

∫

{sup
N

HN (x)>0}

f dµ

∣∣∣∣∣ ≥ αµ(C),

por lo que µ(C) < (1/α)
∫

X
|f | dµ < ∞, por lo tanto µ(Eα, β) < ∞ (ver Proposición B.2, pág. 131),

(si α ≤ 0, entonces β < 0. Se puede aplicar el argumento anterior a −f y −β en vez de f y α para

obtener µ(Eα, β) < ∞. Observemos que en este caso Eα, β(f) = E−β,−α(−f) ya que (−f)∗ = −f ∗ y

(−f)∗ = −f∗ (ver Propiedades A, pág. 126) y obtenemos µ(Eα, β(f)) ≤ (1/(−β))
∫

X
|f | dµ < ∞).

(i)′ µ(Eα, β) = 0. Sea Bα =
{
x ∈ X : supn≥1(1/n)

∑n−1
i=0 f(T i(x)) > α

}
, entonces por el corolario

del Teorema Maximal obtenemos:

∫

Eα, β

f dµ =

∫

Eα, β∩Bα

f dµ ≥ αµ(Eα, β ∩ Bα) = αµ(Eα, β).

Es decir, αµ(Eα, β) ≥
∫

Eα, β

f dµ. (*)

Reemplazando f, α, β por −f,−β,−α (respectivamente) obtenemos:

∫

Eα, β

f dµ ≤ βµ(Eα, β). (**)

Como β < α debe tenerse que µ(Eα, β) = 0 para toda α , β, por lo tanto µ(E) = 0, entonces{
(1/n)

∑n−1
i=0 f(T i(x))

}∞
n=1

converge a f ∗(x) (= f∗(x)) para toda x /∈ E.

(ii) Probaremos primero que f ∗ ∈ L1(µ). Sea gn(x) =
∣∣(1/n)

∑n−1
i=0 f(T i(x))

∣∣ entonces gn ≥ 0 y∫
gn dµ ≤ (1/n)

∑n−1
i=0

∫
|f(T i(x))| dµ =

∫
|f | dµ < ∞, por lo que gn ∈ L1(µ) para toda n, además

gn → |f ∗| c.d. Aśı que usando el lema de Fatou (ver Corolario B.3.1, pág. 132), obtenemos:

∫
|f ∗| dµ ≤ ĺım inf

∫
gn dµ ≤

∫
|f | dµ < ∞ por lo tanto f ∗ ∈ L1(µ).
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Sea F ∈ F con F = T−1(F ) y µ(F ) < ∞. Para cada k ∈ Z y n ∈ N sea

Dn
k = {x ∈ F : k/n ≤ f ∗(x) < (k + 1)/n} , entonces si ε > 0 es suficientemente pequeña obte-

nemos:

Dn
k ⊂ B( k/n−ε) =

{
x ∈ X : sup

n≥1

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) >
k

n
− ε

}
,

(pues si x ∈ Dn
k , se tiene que f ∗(x) ≥ k/n, por lo que dada ε > 0 existe m tal que

(1/m)
∑m−1

i=0 f(T i(x)) > k/n − ε, por lo tanto x ∈ B( k/n−ε)). Aśı que: Dn
k ∩ B( k/n−ε) = Dn

k y

como Dn
k es T -invariante y µ(Dn

k ) < ∞ concluimos que:
∫

Dn
k

f dµ ≥ ( k/n − ε)µ(Dn
k ) (por el

Corolario 1.15.1). Como ε > 0 es arbitrario obtenemos:
∫

Dn
k

f dµ ≥ (k/n)µ(Dn
k ), lo que implica

que: ∫

Dn
k

f ∗ dµ ≤ k + 1

n
µ(Dn

k ) ≤
∫

Dn
k

f dµ +
1

n
µ(Dn

k ) para toda k ∈ Z,

sumando sobre k, obtenemos que:

∫

F

f ∗ dµ ≤
∫

F

f dµ +
1

n
µ(F ) (Note: F =

∞⋃

k=−∞
Dn

k para toda n ∈ N).

Haciendo tender n → ∞ obtenemos finalmente que:
∫

F
f ∗ dµ ≤

∫
F

f dµ. Aplicando lo anterior a

−f en lugar de f , hallamos:

∫

F

(−f)∗ dµ ≤
∫

F

(−f) dµ es decir

∫

F

f dµ ≤
∫

F

f∗ dµ,

pero f∗ = f ∗ c.d. aśı que
∫

F
f dµ ≤

∫
F

f ∗ dµ, por lo que tenemos la igualdad.

(iii) Supongamos que T es ergódica. Como f ∗ es T -invariante, se sigue del Teorema 1.12

que f ∗ = k c.d. (k constante). Si µ(X) < ∞, entonces como
∫

f ∗ dµ =
∫

f dµ debemos tener

k = (1/µ(X))
∫

X
f dµ. Si µ(X) = ∞, entonces como f ∗ ∈ L1(µ) y es constante c. d. se debe tener

que f ∗ = 0 c. d.

Observaciones 1.24.

(1) Sean (X, F , µ) un espacio de medida finita, T : X → X una transformación preservadora

de medida ergódica y F ∈ F , entonces el Teorema Ergódico Individual nos asegura que

(1/n)
∑n−1

i=0 χF (T i(x)) → µ(F )/µ(X) casi dondequiera, es decir, para casi todo x ∈ X el

número de visitas que hace x a F en promedio es igual a la proporción de medida que tiene

F con respecto a µ(X). En sistemas dinámicos es de interés este hecho ya que relaciona el

comportamiento asintótico de las órbitas con la medida del conjunto. Otra manera de ver

lo anterior es que si µ(F1) < µ(F2), intuitivamente el número de veces que x entra a F1 es

menor que el número de veces que entra a F2.
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(2) Utilizando las hipótesis del inciso anterior, definimos el promedio temporal de f en x como

sigue:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)), si este ĺımite existe,

y el promedio espacial de f como sigue:
∫

X

fd µ.

El Teorema Ergódico Individual nos asegura que los promedios temporales son iguales casi

dondequiera al promedio espacial para toda f ∈ L1(µ) si y sólo si T es ergódica (más

adelante veremos el reciproco de esta afirmación). Considerando un flujo {Tt : t ∈ R} de

transformaciones preservadoras de medida, la afirmación anterior sigue siendo válida, es

decir, ĺımT→∞(1/T )
∫ T

0
f(Tt(x))dt →

∫
X

fdµ si el flujo es ergódico (más adelante veremos

este resultado).

Ahora veremos algunas consecuencias de este importante teorema.

Corolario 1.16.1. Sea (X, F , µ) un espacio de medida finita y T : X → X una transformación

preservadora de medida, entonces T es ergódica si y sólo si para todo A, B ∈ F se tiene que:

1

n

n−1∑

i=0

µ
(
T−i(A) ∩ B

)
−→ µ(A)µ(B)

µ(X)
.

Demostración.

(Necesidad). Supongamos que T es ergódica y sea f = χ
A

. Entonces por el Teorema 1.16(iii):

1

n

n−1∑

i=0

χ
A

(T i(x)) −→ µ(A)

µ(X)
c. d. o bien

1

n

n−1∑

i=0

χ
T−i(A)

(x) −→ µ(A)

µ(X)
c. d.

Multiplicando por χ
B

obtenemos:

1

n

n−1∑

i=0

χ
T−i(A)∩B

(x) −→ µ(A)

µ(X)
χ

B
(x) c.d.

Pero la sucesión está dominada por la función integrable χ
B

. Por lo que aplicando el Teorema de

Convergencia Dominada de Lebesgue (ver Teorema B.5, pág. 133), obtenemos:

1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) −→ µ(A)µ(B)

µ(X)
.

(Suficiencia). Sea A ∈ F tal que µ(A △ T−1(A)) = 0, como

(A △ T−i(A)) ⊂
i⋃

j=0

(T−j(A) △ T−j−1(A)) =
i⋃

j=0

T−j(A △ T−1(A)),
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entonces µ(A △ T−i(A)) = 0 para toda i ≥ 1, aśı que µ(T−i(A) ∩ A) = µ(A) para toda i ≥ 1. Por

hipótesis tenemos que:

µ(A) =
1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ A) −→ µ(A)2

µ(X)
es decir µ2(A) = µ(A)µ(X),

por lo que µ(A) = 0 ó µ(A) = µ(X), por lo tanto T es ergódica.

Observación 1.25. Si µ(X) = ∞ se tiene que si T es ergódica, entonces

1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) −→ 0 para toda A, B ∈ F con µ(A)µ(B) < ∞.

Sin embargo el rećıproco correspondiente es falso.

Combinando el Teorema Ergódico Individual y el Teorema de Egorov (ver Teorema B.10, pág.

135), obtenemos la siguiente mejora sobre el Teorema 1.16.

Teorema 1.17. Sea (X, F , µ) un espacio de medida finita y T : X → X una transformación

ergódica, entonces para toda δ > 0 y para toda f ∈ L1(µ), existe F = F (δ, f) ∈ F tal que

µ(F ) < δ y (1/n)
∑n−1

i=0 f(T i(x)) → (1/µ(X))
∫

f dµ uniformemente en X \ F .

Demostración. Sea δ > 0 y f ∈ L1(µ) por el Teorema Ergódico Individual:

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) → 1

µ(X)

∫
fd µ c.d.,

como µ(X) < ∞ por el Teorema de Egorov

1

n

n−1∑

i=0

f(T i(x)) → 1

µ(X)

∫
fd µ c.u.,

es decir, existe F = F (δ, f) ∈ F tal que µ(F ) < δ y (1/n)
∑n−1

i=0 f(T i(x)) → (1/µ(X))
∫

fd µ

uniformemente en X \ F .

Ahora examinamos la convergencia en media p ∈ [ 1 ,∞ ) de los promedios {(1/n)
∑n

i=0 f ◦T i}.

Teorema 1.18 (Teorema Ergódico Lp (J.Von Neumann)). Sea (X, F , µ) un espacio de medida

finita, T : X → X preservadora de medida, p ∈ [ 0 ,∞ ) fija y f ∈ Lp(µ) dada, entonces existe

f ∗ ∈ Lp(µ) tal que f ∗ ◦ T = f ∗ casi dondequiera y:

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i − f ∗

∥∥∥∥∥
p

−→ 0, cuando n −→ ∞.
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Demostración.

Caso 1) f es acotada c.d., como µ(X) < ∞, entonces f ∈ L1(µ) y por el Teorema 1.16 se tiene

que (1/n)
∑n−1

i=0 f ◦ T i(x) −→ f ∗(x) c.d. Es claro que f ∗ es acotada casi dondequiera también y∣∣(1/n)
∑n−1

i=0 f ◦ T i(x) − f ∗(x)
∣∣p −→ 0 c.d. La sucesión anterior está acotada casi dondequiera para

toda n ∈ N (De hecho:
∣∣(1/n)

∑n−1
i=0 f ◦ T i(x) − f ∗(x)

∣∣p ≤ 2p‖f‖p
∞ c.d.), aplicando el Teorema de

Convergencia Acotada (ver Teorema B.4, pág. 133), obtenemos que:
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i(x) − f ∗(x)

∥∥∥∥∥
p

−→ 0.

Caso 2) f general. Sea ε > 0, hallamos g ∈ L∞(µ) tal que ‖f − g‖p < ε entonces para toda

n ≥ 1 y k ≥ 1:
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i − 1

n + k

n+k−1∑

i=0

f ◦ T i

∥∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i − 1

n

n−1∑

i=0

g ◦ T i

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

g ◦ T i − 1

n + k

n+k−1∑

i=0

g ◦ T i

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥
1

n + k

n+k−1∑

i=0

g ◦ T i − 1

n + k

n+k−1∑

i=0

f ◦ T i

∥∥∥∥∥
p

< ε +

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

g ◦ T i − 1

n + k

n+k−1∑

i=0

g ◦ T i

∥∥∥∥∥
p

+ ε

< 3ε,

si n se elige suficientemente grande para toda k ≥ 1 (esto por el caso 1) aplicado a g). Aśı pues{
(1/n)

∑n−1
i=0 f ◦ T i

}
n≥1

es ‖‖p-Cauchy y por completez existe f ∗ ∈ Lp(µ) tal que∥∥(1/n)
∑n−1

i=0 f ◦ T i − f ∗∥∥
p
−→ 0. Para probar que f ∗ ◦ T = f ∗ c.d. dada ε > 0 hallamos N ∈ N

tal que
∥∥f ∗ − (1/n)

∑n−1
i=0 f ◦ T i

∥∥
p

< ε si n ≥ N , entonces:

‖f ∗ − f ∗ ◦ T‖p ≤
∥∥∥∥∥f

∗ − 1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i − 1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i+1

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i+1 − f ∗ ◦ T

∥∥∥∥∥
p

< ε +
1

n
‖f − f ◦ T n‖p + ε

≤ 2ε +
2

n
‖f‖p

< 3ε,

si n es grande por lo tanto f ∗ = f ∗ ◦ T casi dondequiera.

Corolario 1.18.1. Sean (X, F , µ) un espacio de probabilidad y T es una transformación pre-

servadora de medida, entonces para toda f ∈ L1(µ), f ∗ es igual casi dondequiera a la esperanza
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condicional de f con respecto a I (ver Observación 1.16, pág. 20); es decir, f ∗ = E(f |I ) c.d. (ver

Definición B.29, pág. 137). Si además T es ergódica, entonces I es trivial por lo que: f ∗ = E(f)

casi dondequiera.

Demostración. Por el Teorema Ergódico Individual, tenemos que f ∗ es I -medible ya que f ∗ ◦
T = f ∗, es decir, T−1(f ∗−1(B)) = f ∗−1(B); como f ∗ ∈ L1(µ) y para toda F ∈ I se tiene que∫

F
f ∗ dµ =

∫
F

f dµ, entonces f ∗ cumple con las tres propiedades de la esperanza condicional y por

unicidad f ∗ = E(f |I ) casi donde quiera. Si T es ergódica entonces f ∗ = (1/µ(X))
∫

f dµ = E(f)

casi dondequiera.

Observación 1.26. El corolario anterior es como normalmente se presenta el Teorema Ergódico

Individual en Teoŕıa de la Probabilidad. Recordemos que la esperanza condicional de f es una

variable aleatoria que contiene la información de f sobre la σ-álgebra con la que estamos condicio-

nando. En otras palabras la esperanza condicional recoge la información sobre una σ-álgebra que

sea de nuestro interés.

Recordemos que el operador UT es una isometŕıa lineal en el espacio de Hilbert L2(µ) (ver

Observación 1.8, pág. 15), existirá un análogo al Teorema Ergódico Individual, para esta transfor-

mación. Más general si H es un espacio de Hilbert y U : H → H es una isometŕıa lineal, ¿Podemos

decir algo sobre los promedios (1/n)
∑n−1

i=0 U i(f) para f ∈ H?, la respuesta es afirmativa y es

conocido como el Teorema Ergódico en Promedio. Denotaré al producto interior de dos elementos

f, g de un espacio de Hilbert H , como 〈f, g〉. Para probar este teorema necesitaremos los siguientes

resultados y conceptos de espacios de Hilbert:

Definición 1.11. Sea H un espacio de Hilbert. El operador adjunto U∗ de un operador lineal

acotado U en H , está caracterizado por 〈U(f), h〉 = 〈f,U∗(h)〉, válido para toda f, h.

Lema 1.7. Si U es una isometŕıa lineal sobre un espacio de Hilbert H, entonces U∗ ◦ U = IH ,

donde U∗ es el operador adjunto de U , y IH es la función identidad en H.

Demostración. Si ‖ U(f) ‖ = ‖f‖ se tiene que 〈U(f) ,U(f)〉 = 〈f , f〉, aśı que:

‖U∗(U(f)) − f‖2 = 〈U∗(U(f)) ,U∗(U(f))〉 − 〈U∗(U(f)) , f〉 − 〈f ,U∗(U(f))〉 + 〈f , f〉
= 〈U(f) ,U(f)〉 − 〈U(f) ,U(f)〉 − 〈U(f) ,U(f)〉 + 〈U(f) ,U(f)〉
= 0,

por lo que U∗(U(f)) = f para toda f por lo tanto U∗ ◦ U = IH .

Lema 1.8. Si U∗ es el operador adjunto de U , entonces

IU = {h ∈ H : U(h) = h} = {h ∈ H : U∗(h) = h} = IU∗.
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Demostración. Supongamos que h ∈ IU , es decir, U(f) = f ; aplicando de ambos lados el operador

adjunto U∗ y utilizando el hecho de que U∗ ◦ U = IH , donde IH es la función identidad, por el

Lema 1.7 se tiene que f = U∗(f), es decir, f ∈ IU∗ . Para el rećıproco si f ∈ IU , se tiene que:

‖U(f) − f‖2 = ‖U(f)‖2 − 〈f ,U(f)〉 − 〈U(f) , f〉 + ‖f‖2,

pero:

‖U(f)‖2 = ‖f‖2, 〈f ,U(f)〉 = 〈U∗(f) , f〉 = 〈f , f〉 = ‖f‖2,

〈U(f) , f〉 = 〈f ,U∗(f)〉 = 〈f , f〉 = ‖f‖2,

por lo tanto ‖U(f) − f‖2 = 0, es decir, f ∈ IU .

Ahora podemos pasar a la demostración del Teorema J. Von Neumann.

Teorema 1.19 (J. Von Neumann 1932). Sea H un espacio de Hilbert sobre C o R, y U : H → H

una isometŕıa lineal. Denotamos por IU = {h ∈ H : U(h) = h}, entonces para toda f ∈ H, la

sucesión de promedios (1/n)
∑n−1

i=0 U i(f) converge en H a la proyección ortogonal de f sobre

IU (que denotaremos por proj(f |IU)).[7]

Demostración. Si f ∈ IU claramente (1/n)
∑n−1

i=0 U i(f) → f = proj(f |IU), aśı pues el teorema es

válido para f ∈ IU ; supongamos que f es de la forma f = U(g) − g para alguna g ∈ H · · · (∗).
Entonces:

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

U i(f)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

(
U i+1(g) − U i(g)

)
∥∥∥∥∥ la cual es una suma telescópica

=

∥∥∥∥
1

n
(Un(g) − g)

∥∥∥∥

≤ 2

n
‖g‖ −→ 0 si n −→ ∞.

Por otro lado, si f es de la forma (∗), entonces proj(f |IU) = 0. Lo anterior ya que si f ∈ IU se

tiene que:

〈f , h〉 = 〈U(g) − g , h〉 = 〈U(g) , h〉 − 〈g, h〉
= 〈U(g) ,U(h)〉 − 〈g , h〉
= 〈g ,U∗(U(h))〉 − 〈g , h〉
= 〈g , h〉 − 〈g , h〉 por Lema 1.7

= 0.

Por lo tanto f ⊥ IU , es decir, proj(f |IU) = 0; aśı pues el teorema es válido para toda f de la forma

(∗).
[7]Note que IU es un subespacio cerrado de H .
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Consideremos EU = {f ∈ H : f = U(g)− g para alguna g ∈ H}, entonces EU es un subespacio

vectorial de H , el cual no necesariamente es cerrado, sea EU la cerradura de este espacio. Sea

f ∈ EU y ε > 0, entonces existe fε ∈ EU tal que ‖f − fε‖ < ε, aśı que:
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

U i(f)

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

U i(f − fε)

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

U i(fε)

∥∥∥∥∥

≤ 1

n

n−1∑

i=0

∥∥U i(f − fε)
∥∥+

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

U i(fε)

∥∥∥∥∥

< ε +

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

U i(fε)

∥∥∥∥∥ pues U es una isometŕıa.

Por lo anterior, sabemos que existe una N ∈ N tal que si n ≥ N entonces:
∥∥∥∥∥

1

n

n−1∑

i=0

U i(fε)

∥∥∥∥∥ < ε, por lo tanto ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
1

n

n−1∑

i=0

U i(f)

∥∥∥∥∥ = 0.

Como E⊥
U = EU

⊥
entonces proj(f |IU) = 0 para toda f ∈ EU

⊥
(donde E⊥

U y EU
⊥

denotan el

complemento ortogonal de EU y EU respectivamente), es decir, el teorema es válido para toda

f ∈ EU
⊥
. Solo nos falta probar que H = IU ⊕EU

⊥
, para lo cual bastará probar que EU

⊥
= IU . De

lo anterior obtenemos que IU ⊂ EU
⊥
. Sea f ∈ EU

⊥
, en particular se tiene que 〈f ,U(g) − g〉 = 0

para toda g ∈ H , aśı que:

〈f, g〉 = 〈f ,U(g)〉 = 〈U∗(f) , g〉 para toda g ∈ H ,

entonces 〈f − U∗(f) , g〉 = 0 para toda g ∈ H , por lo tanto f − U∗(f) = 0, aśı que f ∈ I∗
U , por el

Lema 1.8, se tiene que f ∈ IU , es decir IU ⊂ EU
⊥
.

El operador UT realiza una conexión entre la Teoŕıa Ergódica y Análisis Funcional. Aplicando

el teorma anterior, al operador UT en LR
2 , tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.19.1. Sea (X, F , µ) un espacio de probabilidad, y T una transformación ergódica.

Entonces para toda f ∈ LR
2 (X, F , µ) se tiene que:

1

n

n−1∑

i=0

f ◦ T i −→
L2

∫

X

fd µ.

Demostración. Como LR
2 (µ) es un espacio de Hilbert y UT es una isometŕıa lineal de este espacio

en śı mismo. Además como T es ergódica, entonces IUT
= {constantes} [ver Teorema 1.12(vi)], se

tiene que proj(f |IUT
) =

∫
X

fdµ .para toda f ∈ LR
2 . En vista de lo aterior, y aplicando el teorema

anterior a L2(µ) y UT se tiene el resulado.

Observación 1.27. Retomando la hipótesis ergódica de Boltzmann. El Teorema de Von Neumann

junto con el corolario anterior aseguran: la existencia de los promedios temporales en el sentido de

convergencia LR
2 , y éstos son iguales al promedio espacial en el caso ergódico.
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1.7. Algunas Aplicaciones

Como hemos mencionado entre las aplicaciones de la Teoŕıa Ergódica se encuentran áreas como:

F́ısica, Teoŕıa de la Información, Estad́ıstica, Probabilidad y Teoŕıa de Números (entre otras). El

propósito de esta sección es mostrar su relación en algunas de estas áreas (ver Pollicott [18, pág.

103], Parry [17, págs. 9, 27 y 28], Silva [22, pág. 72]) y Walters [23, cap. 6].

Para empezar veremos una aplicación del Teorema Ergódico Individual a Teoŕıa de Números.

Sea m ∈ N tal que m ≥ 2 para x ∈ [ 0 , 1 ) podemos expandir a x de la siguiente forma:

x =
a1

m
+

a2

m2
+

a3

m3
+ · · ·

donde a1, a2, a3, · · · ∈ {0, 1, . . . , m−1} (esta expansión no necesariamente es única). Cuando m = 10

esta expansión es la expansión decimal usual. Diremos que x es un número normal en base m si

para cada j ∈ {0, 1, . . . , m − 1} el término j aparece u ocurre en la expansión de x con densidad

1/m, es decir, ĺımN→∞(1/N)card({1 ≤ n ≤ N : an = j}) = 1/m. Diremos que x es un número

normal si x es normal en cualquier base m. E. Borel probó que casi todo número es normal. A

continuación enunciaremos este resultado y lo probaremos.

Teorema 1.20 (De los números normales de Borel). Para casi toda x ∈ [ 0 , 1 ) (relativo a la

medida de Lebesgue) x es un número normal.

Demostración. Sea Y = {x ∈ [ 0 , 1 ) : x admite dos expansiones en base m }, entonces Y es

numerable por lo que µ(Y ) = 0. Sea X = [ 0 , 1 ) \ Y , definimos T : X → X como en el Ejemplo

1.1. En páginas previas probamos que T preserva a λ. Modificando el argumento empleado para

probar que T (z) = zk en S1 es ergódica, obtenemos que T lo es también. Sea f = χ[ j/m ,(j+1)/m )

entonces:

f(T k(x)) = f

( ∞∑

i=1

ai+k

mi

)
=






1 si ak+1 = j

0 si ak+1 6= j.

Aśı que: 1/n
∑n−1

k=0 f(T k(x)) =(número de jotas en la expansión en base m de x en los primeros n

d́ıgitos)/n y por el Teorema Ergódico Individual:

1

n

n−1∑

k=0

f(T k(x)) −→ 1

k
casi dondequiera,

lo que prueba el Teorema.

Uno de los primeros teoremas ergódicos que se demostró es el siguiente, éste no sólo asegura la

convergencia casi segura si no también convergencia uniforme, en el caso f continua.
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Teorema 1.21 (Equipartición módulo 1, Bohl, Sierpinskii y Weyl). Sea T : S1 → S1 la rotación

irracional y f : S1 → R una función Riemann integrable entonces:

1

n

n−1∑

j=0

f(T j(x)) →
∫

S1

f dµ para toda z ∈ S1,

en donde la convergencia es uniforme si f es continua.

Demostración. Sea T (z) = az con a = eiρ y ρ/2π 6∈ Q.

Caso 1) f(z) = zp p ∈ Z. Entonces:

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) =
1

N

N−1∑

j=0

(ajz)p =





1 si p = 0

1

N
zp

(
aNp − 1

ap − 1

)
si p 6= 0.

Por otro lado

∫

S1

f dµ =





1 si p = 0

0 si p 6= 0

esto pues:
1

2πi

∫
zn dz =





1 si n = −1

0 si n 6= −1.

Ahora bien como ρ/2π 6∈ Q, entonces ap−1 6= 0 para toda p ∈ Z y como se tiene que
∣∣aNp − 1

∣∣ < 2

obtenemos que:

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) →





1 si p = 0

0 si p 6= 0,

por lo tanto f ∗ =
∫

S1 f dµ.[8]

Caso 2) f es un polinomio trigonométrico
∑

p∈Z apz
p z ∈ S1, ap = 0 para una infinidad de

p ∈ Z. De 1) obtenemos que f ∗ ≡ a0 =
∫

S1 f dµ (la convergencia es nuevamente uniforme).

Caso 3) Caso general (f Riemann-Integrable). Dada ε > 0 existen polinomios trigonométricos

P−
ε y P+

ε tales que P−
ε < f(z) < P+

ε para toda z ∈ S1 y
∫

S1(P
+
ε − P−

ε ) dµ < ε. Por el caso 2) se

obtiene que:

∫

S1

P−
ε dµ ≤ ĺım inf

N→∞

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) ≤ ĺım sup
N→∞

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) ≤
∫

S1

P+
ε dµ para toda z ∈ S1,

por lo que

ĺım inf
N→∞

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) − ĺım sup
N→∞

1

N

N−1∑

j=0

f(T j(z)) ≤ ε.

[8]Note que en este caso la convergencia es uniforme.
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Como ε > 0 es arbitrario se tiene que f ∗(z) existe para toda z ∈ S1 y es igual a
∫

S1 f dµ; esto ya

que:
∫

S1 P−
ε dµ ≤ f ∗(z) ≤

∫
S1 P+

ε dµ para toda z ∈ S1 y
∫

S1 P−
ε dµ ≤

∫
S1 f dµ ≤

∫
S1 P+

ε dµ para

toda z ∈ S1, por lo tanto
∣∣f ∗(z) −

∫
S1 f dµ

∣∣ ≤
∫

(P+
ε − P−

ε ) dµ < ε.

b) Si f es continua entonces para toda ε > 0 existe P un polinomio trigonométrico tal que

‖f − P‖∞ < ε por lo que:
∣∣∣∣
∫

S1

f dµ −
∫

S1

P dµ

∣∣∣∣ < ε y

∥∥∥∥∥
1

N

N−1∑

j=0

f ◦ T j − 1

N

N−1∑

j=0

P ◦ T j

∥∥∥∥∥
∞

< ε.

Aśı que:
∥∥∥∥∥∥

1

N

N−1∑

j=0

f ◦ T j −
∫

S1

f dµ

∥∥∥∥∥∥
∞

≤
∥∥∥∥∥

1

N

N−1∑

j=0

f ◦ T j − 1

N

N−1∑

j=0

P ◦ T j

∥∥∥∥∥
∞

+

∥∥∥∥∥∥
1

N

N−1∑

j=0

P ◦ T j −
∫

S1

P dµ

∥∥∥∥∥∥
∞

+

∣∣∣∣∣∣

∫

S1

P dµ −
∫

S1

f dµ

∣∣∣∣∣∣

< 2ε +

∥∥∥∥∥∥
1

N

N−1∑

j=0

P ◦ T j −
∫

S1

P dµ

∥∥∥∥∥∥
∞

< 3ε.

si N es suficientemente grande. Por lo tanto

1

N

N−1∑

j=0

f ◦ T j −→
∫

S1

f dµ uniformemente.

El teorema anterior será de utilidad para lo siguiente: considerando la sucesión formada por los

primeros d́ıgitos de potencias de dos. Las primeras 25 potencias de 2 son:

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384, 32768, 65536

131072, 262144, 524288, 1048576, 2097152, 4194304, 8388608, 16777216, 33554432.

Los primeros 40 términos de la sucesión considerada son:

2 4 8 1 3 6 1 2 5 1

2 4 8 1 3 6 1 2 5 1

2 4 8 1 3 6 1 2 5 1

2 4 8 1 3 6 1 2 5 1

Como podemos apreciar en estos térmimos no aparece el d́ıgito 7 ni el 9, cabe preguntarse: ¿En la

sucesión de los primeros d́ıgitos de potencias de 2 aparece el d́ıgito 7 o 9?, y si aparecen estos d́ıgitos

¿con qué frecuencia aparecen? La respuesta es afirmativa , de hecho hay una infinidad de potencias

de 2 cuyo primer término es 7 o 9, además se puede calcular su frecuencia. Esto está contenido en

el siguiente resultado.
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Corolario 1.21.1. (Cálculo de la frecuencia relativa del primer d́ıgito de 2n)

Obtención: El primer d́ıgito de 2n es igual a k ∈ {1, 2, . . . , 9} si y sólo si k10r ≤ 2n < (k + 1)10r

para algún r ∈ N ∪ {0}, es decir, r + log10(k) ≤ n log10(2) < r + log10(k + 1). Sea ρ = log10(2),

T : S1 → S1 la rotación irracional T (z) = az con a = ei2πρ,

Ak = {z ∈ S1 : z = eiθ y 2π log10(k) ≤ θ < 2π log10(k + 1)},

es decir, Ak es un arco y χAk
es Riemann-integrable. Por el teorema anterior se obtiene que para

toda z ∈ S1:

1

n

n−1∑

j=0

χAk
(T j(z)) −→ µ(Ak) = log10(k + 1) − log10(k) = log10

(
1 +

1

k

)
.

Por otro lado, si z = 1, entonces χAk
(T j(1)) = χAk

(ei2πρj) es uno o cero de acuerdo a que

2πρj ∈ [ 2π(r + log10(k)) , 2π(r + log10(k + 1)) ), o no (para alguna r ∈ N) (respectivamente),

equivalentemente uno o cero de acuerdo a que, j log10(2) ∈ [ r + log10(k) , r + log10(k + 1) ) para

alguna r ∈ N ∪ {0} o no; aśı pues (1/n)
∑n−1

j=0 χAk
(T j(1)) = (1/n)(número de veces que el primer

d́ıgito de la sucesión 1, 2, . . . , 2n−1 es igual a k). Aśı que la frecuencia relativa de apariciones de

k como primer d́ıgito de la sucesión 2n está dada por f(k) = log10(1 + 1/k). Observamos que

si k < k′ entonces f(k) > f(k′) (k, k′ ∈ {1, . . . , 9}), por lo que f(1) > f(2) > · · · > f(9), en

particular f(7) > f(8), hecho que resulta sorpresivo si se examinan los primeros 47 términos (¡que

es el primer momento en que se obtiene k = 7, mientras que ya han salido cinco ochos!).

Teorema 1.22 (Ley Débil de los Grandes Números). Sean (X, F , µ) un espacio de probabilidad

y {fn} una sucesión de variables aleatorias integrables independientes e idénticamente distribuidas

(es decir, {fn} ⊂ LR
1 (µ), µ(f−1

n (B)), no depende de n para toda B ∈ BR y

µ(f−1
1 (B1) ∩ f−1

2 (B2) ∩ · · · ∩ f−1
n (Bn)) = µ(f−1

1 (B1))µ(f−1
2 (B2)) · · ·µ(f−1

n (Bn))

para todo n, para toda B1, B2, · · ·Bn ∈ BR), entonces

1

N

N∑

n=1

fn(x) →
∫

f1d µ en medida.

Demostración. Por hipótesis existe una única medida de probabilidad ν sobre (
∏∞

n=1 R,
⊗∞

n=1 BR)

(ver Ejemplo B.3, pág. 136). Considero la transformación T :
∏∞

n=1 R → ∏∞
n=1 R dada por el co-

rrimiento, es decir, (T (x))n = xn+1 para toda n. Como tenemos variables aleatorias independientes

e idénticamente distribuidas, se tiene que T preserva a ν en
∏∞

n=1 R. Más aún tenemos que T es

ergódica y que f(x) = x1 para toda x ∈ ∏∞
n=1 R tiene la misma distribución que f1 (es decir,

ν(f−1(B)) = µ(f−1
1 (B)) para toda B ∈ BR).

Por el Corolario 1.16.1 tenemos que si

Bλ = {x ∈ X|| 1
n

n∑

k=1

fk| > λ},
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entonces ∫

Bλ

f1dµ ≥ λµ(Bλ),

es decir, µ(Bλ) ≤ (
∫

f1d µ)/λ, por lo que se tiene el resultado observando que∫ ∑n
k=1 |fn| =

∫
|f1|dµ, y la desigualdad de Markov la cual nos asegura que

µ(|f1| ≥ λ) ≤ (
∫
|f |dµ)/λ.

Teorema 1.23 (Ley Fuerte de los Grandes Números). Sean (X, F , µ) un espacio de probabilidad

y {fn} una sucesión de variables aleatorias integrables independientes e idénticamente distribuidas,

entonces
1

N

N∑

n=1

fn(x) →
∫

f1d µ casi dondequiera.

Demostración. Utilizando la notación del teorema anterior y sus observaciones, el Teorema Ergódi-

co Individual nos asegura que:

1

n

n∑

k=1

f(T n(x)) →
∫

fd ν casi dondequiera,

por lo anterior tenemos que:

1

n

n∑

k=1

fn(ω) →
∫

f1d µ casi dondequiera.

Un caso donde podremos asegurar la existencia de medidas de probabilidad µ tales que

µ ◦ T−1 = µ, es cuando el espacio X es un espacio métrico compacto y T : X → X es una

transformación continua, daré un bosquejo de la prueba de este hecho. Para mayor referencia ver

Walters [23, págs. 150-153]. Para esto necesitaremos lo siguiente:

Teorema 1.24. Sean (X, F ) un espacio de medida, T : X → X una transformación medible, y

M(X, T ) = {µ : F → [0, 1]|µ es de probabilidad, µ ◦ T−1 = µ}. Entonces:

(i) M(X, T ) es convexo (es decir, si µ, ν ∈ M(X, T ), entonces αµ + (1 − α)ν ∈ M(X, T ) para

toda α ∈ (0, 1)).

(ii) Si µ y ν hacen ergódica a T , entonces µ = ν ó µ ⊥ ν (ver Definición B.25, pág. 135).

(iii) Si µ hace ergódica a T , entonces es un punto extremo de M(X, T ) (ver Definición A.3, pág.

128).

Demostración. Primero establezcamos sobre qué espacio vectorial estamos trabajando. Pensando

en el conjunto de las medidas con signo finitas en (X, F ) (ver Definición B.26, pág. 135), este con-

junto forma un espacio vectorial sobre R definiendo las operaciones como sigue
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(µ + ν)(F ) = µ(F ) + ν(F ) y (β · µ)(F ) = β · µ(F ) para toda F ∈ F y β ∈ R, entonces M(X, T )

es un subconjunto de este espacio vectorial.

(i) Sean µ, ν ∈ M(X, T ), entonces (αµ+(1−α)ν)(∅) = 0, como α ∈ (0, 1) (αµ+(1−α)ν)(F ) ≥ 0

para toda F ∈ F y (αµ+(1−α)ν)(X) = α+(1−α) = 1. Sólo basta probar la σ-aditividad, pero

si {Fn} es una sucesión de elementos de F disjunta dos a dos se tiene que las series
∑∞

i=1 µ(Fn),∑∞
i=1 ν(Fn) son convergentes y (αµ + (1 − α)ν)(

⋃∞
i=1 Fn) =

∑∞
i=1(αµ + (1 − α)ν)(Fn), finalmente

(αµ + (1 − α)ν)(T−1(F )) = αµ(T−1(F )) + (1 − α)ν(T−1(F ))

= αµ(F ) + (1 − α)ν(F )

= (αµ + (1 − α)ν)(F ),

por lo tanto M(X, T ) es convexo.

(ii) Supongamos que µ 6= ν, entonces existe F 6= ∅ ∈ F tal que µ(F ) 6= ν(F ). Sin pérdida de

generalidad supongamos que µ(F ) > 0, considerando el conjunto:

A =

{
x ∈ X :

1

n

n−1∑

i=0

χF (T i(x)) → µ(F )

}
,

como µ(F ) 6= ν(F ) y por el Teorema Ergódico Individual tenemos que ν(A) = µ(X \ A) = 0.

(iii) Supongamos que µ = αν1 +(1−α)ν2 con ν1, ν2 ∈ M(X, T ) y µ ⊥ ν1, entonces existen A, B

tales que X = A∪B y µ(A) = ν1(B) = 0, aśı que µ(B) > 0; por el Teorema de Poincaré µ(B∗) > 0

y T−1(B∗) = B∗, ahora 0 < µ(B∗) = (αν1 + (1 − α)ν2)(B
∗) < 1 lo que contradice que T sea

ergódica.

Cuando tenemos un espacio métrico compacto (X, d), se puede considerar a la mı́nima σ-álgebra

generada por los conjuntos abiertos de X, llamada σ-álgebra de Borel y denotada como BX .

Note que cualquier transformación continua T : X → X es (X, BX)-medible.

Sea M(X) = {µ : BX → [0, 1] |µ es una medida de probabilidad}. Sea (C(X), ‖ · ‖) el espacio

de las funciones continuas de X a R, donde ‖f‖ = supx∈X |f(x)|. La topoloǵıa débil* en M(X)

es la mı́nima topoloǵıa que hace a cada función µ →
∫

X
fd µ (f ∈ C(X)) continua. En nuestro

caso resulta que el espacio topólogico (M(X), τ), donde τ es la topoloǵıa débil*, es metrizable. Si

{fn : n ∈ N} es un conjunto denso en C(X), entonces d(µ, ν) =
∑∞

i=1

∣∣∣∣
∫
X

fid µ −
∫
X

fid ν

∣∣∣∣ es una

métrica en M(X) (ver Walters [23, pág. 148]).

Hemos dotado a M(X) de una topoloǵıa y una métrica. Además resulta ser que bajo estas

condiciones este espacio es un espacio métrico compacto (ver Walters [23, pág. 150]). Aśı que

M(X, T ) es un subconjunto convexo de este espacio, por el Teorema de Krein-Milman (ver Royden

[19, pág. 242]), se tiene que M(X, T ) es la cerradura de la envoltura convexa de sus puntos
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extremos. Finalmente por el Teorema anterior tenemos que M(X, T ) es la cerradura de la envoltura

convexa de las µ ∈ M(X, T ) que hacen ergódica a T . Con lo que no sólo se prueba la existencia de

una medida de probabilidad µ, tal que µ ◦ T−1 = µ, si no que la podemos aproximar tanto como

queramos con combinaciones lineales convexas de medidas ν que hacen ergódica a T .

Teorema 1.25 (El Teorema ergódico para flujos). Sea (Tt)t≥0 una familia de transformaciones

preservadoras de medida de un espacio de medida σ-finito (X, F , µ) en śı mismo tal que:

(i) T0 = IX .

(ii) Ts+t = Ts ◦ Tt para toda s, t ≥ 0.

(iii) T : X × [0,∞) → X dada por T (x, t) = Tt(x) es F × B[0,∞)-medible.

Entonces para toda f ∈ L1(µ) existe f ∗ ∈ L1(µ) tal que f ∗ ◦ Ts = f ∗ casi dondequiera tal que:

(i) ĺım
t→∞

1

t

t∫
0

f ◦ Tsd s = f ∗ casi dondequiera.

(ii) Si F ∈ F tal que T−1
1 (F ) = F , µ(F ) < ∞, entonces

∫
F

fd µ =
∫
F

f ∗d µ.

Demostración. Sea g : X → R dada por g(x) =
∫ 1

0
f(Ts(x))d s, como (X, F , µ) y ([0,∞), BR, λ)

son dos espacios de medida σ-finitos entonces por el Teorema B.11, existe la medida µ ⊗ λ. Con-

sideremos la función g : X × [0, 1] → R dada por g(x, s) = f(Ts(x)), como

g−1(B) = T−1
s (f−1(B)) ∈ F × B[0,1]

para toda B ∈ R, se tiene que g es F × B[0,1]-medible, además

∫

X×[0,1]

|g|d µ⊗ λ =

∫

[0,1]




∫

X

|g|dµ



dλ =

∫

X

|f |dµ < ∞,

entonces g ∈ L1(µ × λ). Por el Teorema de Fubini (ver Teorema B.12, pág. 136), se tiene que

h(x) =
∫
[0,1]

f(Ts(x))d s ∈ L1(µ). Por el Teorema 1.16 existe una f ∗ ∈ L1(µ) tal que f ∗ ◦ T1 = f ∗

y
∫

F
h =

∫
F

f ∗ para todo F tal que T−1
1 (F ) = F y µ(F ) < ∞, afirmamos que f ∗ cumple las

propiedades del teorema, pero antes notemos que:

1

n

n∫

0

f ◦ Tsd s =
1

n

n−1∑

i=0

∫ i+1

i

f ◦ Ts(x)d s

=
1

n

n−1∑

i=0

∫ 1

0

f ◦ Ts+i(x)d s

=
1

n
h ◦ T i

1(x) → f ∗(x) c.d. si n → ∞,
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ahora sea t ≥ 0, consideramos [t] (la parte entera de t), entonces:

1

t

t∫

0

f ◦ Ts(x)d s =
[t]

t


 1

[t]

[t]∫

0

f ◦ Tsd s


+

1

t

t∫

[t]

f ◦ Ts(x)d s,

como

ĺım
t→∞

([t]/t) = 1, ĺım
t→∞

(1/[t])

[t]∫

0

f ◦ Tsd s → f ∗ y ĺım
t→∞

(1/t)

∣∣∣∣∣∣∣

t∫

[t]

f ◦ Ts(x)d s

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ĺım

t→∞
(1/t)‖h‖1,

se tiene que ĺımt→∞
1

t

∫ t

0
f ◦ Ts(x)d s = f ∗(x) casi dondequiera, el segundo inciso se sigue del

Teorema Ergódico Individual.

1.8. Propiedades Mezclantes

En lo que resta de este caṕıtulo supondremos que (X, F , µ) es un espacio de probabilidad y

T : X → X preserva a µ. Utilizando la notación anterior, por el Corolario 1.16.1, tenemos que T

es ergódica si y sólo si para toda A, B ∈ F se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

Supongamos que tenemos una cuba con 10 % de ron y 90 % de Coca-Cola. Si A es la región

original ocupada por el ron, entonces para cualquier región B del ĺıquido, la cantidad de ron en

B después de mezclar˝ n veces, está dado por µ(T−i(B) ∩ A)/µ(A). Si T es ergódica, entonces

en promedio la cantidad de ron que hay en B es 10 %. Sin embargo, intuitivamente después de

mezclar suficientemente la cantidad de ron en cada parte de B debeŕıa ser aproximadamente

del 10 %. En otras palabras, si T mezcla bien˝ entonces podŕıamos cambiar la convergencia en

promedio por convergencia, es decir, ĺımn→∞ µ(T−n(B) ∩ A) = µ(B)µ(A) para todo A, B ∈ F .

A una transformación T con esta propiedad la llamamos fuertemente mezclante, claramente toda

transformación fuertemente mezclante es ergódica, sin embargo el rećıproco no es cierto. También

mostraremos una condición intermedia entre ergodicidad y fuertemente mezclante: la condición de

ser débilmente mezclante.

Definición 1.12. Sea (X, F , µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación

preservadora de medida. Entonces:

(a) T se llama débilmente mezclante si para todo A, B ∈ F se tiene:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B)
∣∣ = 0.
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(b) T se llama fuertemente mezclante si para todo A, B ∈ F se tiene:

ĺım
n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

Los siguientes lemas justifican lo discutido anteriormente.

Lema 1.9. Si T es fuertemente mezclante, entonces T es débilmente mezclante.

Lema 1.10. Si T es débilmente mezclante, entonces T es ergódica.

La razón de lo anterior es púramente anaĺıtica, a saber:

Lema 1.11. Sea (ai)
∞
i=0 una sucesión numérica entonces:

(i) Si an → 0, entonces (1/n)
∑n−1

i=0 | ai| → 0.

(ii) Si (1/n)
∑n−1

i=0 | ai| → 0, entonces (1/n)
∑n−1

i=0 ai → 0.

Demostración.

(i). Como an → 0, entonces existe N > 0 tal que para toda n ≥ N | an| < ε por lo tanto

1

n

n−1∑

i=0

| ai| =
1

n

(
N∑

i=0

| ai| +
n∑

m=N

| am|
)

<
1

n

N∑

i=0

| ai| +
(

n − N

n

)
ε

< 2ε,

si n es suficientemente grande.

(ii).
∣∣(1/n)

∑n−1
i=0 ai

∣∣ ≤ (1/n)
∑n−1

i=0 | ai| < ε si n es suficientemente grande.

Aplicando el Lema 1.11 a ai = µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B) se obtienen los Lemas 1.10 y 1.9.

Observación 1.28. Un ejemplo de una transformación que es ergódica pero no débilmente mezclante

es la rotación irracional, esto se probará mas adelante. También existen ejemplos de transforma-

ciones que son débilmente mezclantes pero no fuertemente mezclantes (ver Silva [22, pág. 218]).

En el lenguaje de probabilidad una transformación T es ergódica si el evento T−n(A) es en pro-

medio independiente de cualquier evento B bajo iteraciones de T . Si T es fuertemente mezclante

entonces T−n(A) y B son asintóticamente independientes para todo A, B ∈ F . En ocasiones es

más fácil verificar que una transformación es fuertemente o débilmente mezclante que probar que

es ergódica.

Nuevamente probar que una transformación es fuertemente o débilmente mezclante a partir de

la definición es complicado. El siguiente resultado simplifica la tarea de verificar las propiedades

mezclantes de una transformación, a partir de una álgebra que genera a la σ-álgebra.
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Teorema 1.26. T : X → X una transformación preservadora de medida y A un álgebra de

conjuntos tal que σ(A) = F entonces:

(i) T es ergódica si y sólo si para toda A, B ∈ A se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

(ii) T es débilmente mezclante si y sólo si para toda A, B ∈ A se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B)
∣∣ = 0.

(iii) T es fuertemente mezclante si y sólo si para toda A, B ∈ A se tiene que

ĺım
n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

Demostración. Se probará solamente (i), los otros incisos son similares. Claramente basta probar

la (Suficiencia).

Sean A, B ∈ F y ε > 0 arbitrarios, hallamos A0, B0 ∈ A tal que µ(A△A0) < ε y µ(B△B0) < ε,

entonces µ((T−n(A) ∩ B) △ (T−n(A0 ∩ B0)) < 2ε, en consecuencia

∣∣µ(T−n(A) ∩ B) − µ(T−n(A0) ∩ B0)
∣∣ < 2ε por lo que

∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

i=0

(
µ(T−i(A) ∩ B) − µ(T−i(A0) ∩ B0)

)
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A0) ∩ B0) − µ(A0)µ(B0)

∣∣∣∣∣ +

|µ(A0)µ(B0) − µ(A0)µ(B)| +
|µ(A0)µ(B) − µ(A)µ(B)|

< 2ε +

∣∣∣∣∣
1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A0) ∩ B0) − µ(A0)µ(B0)

∣∣∣∣∣+ 2ε

< 5ε.

Si n se elige suficientemente grande.

Como hemos mencionado anteriormente, la condición de ergodicidad es importante, además

las propiedades mezclantes implican ergodicidad. Ahora voy a encontrar condiciones equivalentes

a débilmente mezclante, para ello será necesario la siguiente definición:
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Definición 1.13. Un subconjunto J ⊂ {0, 1, 2, . . .} se dice que tiene densidad cero si

ĺım
n→∞

card(J ∩ {0, 1, · · · , n − 1})
n

= 0,

y se denota por d(J) = 0.

Teorema 1.27. Sean (an)∞n=0 una sucesión acotada de números reales (o complejos), entonces

las siguientes condiciones son equivalentes:

(i)
1

n

n−1∑
i=0

| ai| −→ 0.

(ii) Existe J ⊂ {0, 1, 2 . . .} de densidad cero tal que ĺım
n→∞
n 6∈ J

an = 0.

(iii)
1

n

n−1∑
i=0

| ai|2 −→ 0.

Demostración. Por simplificar la notación se denotará αJ(n) = card(J ∩ {0, 1, . . . , n − 1}).

(i) implica (ii). Para toda k ≥ 1, sea Jk = {n ∈ {0, 1, 2, . . .} : | an| ≥ (1/k)}. Claramente

J1 ⊂ J2 ⊂ . . . además d(Jk) = 0 para toda k (esto pues:(1/n)(1/k)αJk
(n) ≤ (1/n)

∑n−1
i=0 | ai| → 0),

luego entonces existen enteros 0 = l0 < l1 < l2 < · · · tal que si n ≥ lk : (1/n)αJk+1
(n) < 1/(k +1).

Sea J =
⋃∞

k=0{Jk+1 ∩ [ lk , lk+1 )} probaremos que d(J) = 0 y que ĺımn→∞
n 6∈ J

an = 0.

Ahora bien por la definición de J tenemos que si n ∈ [ lk , lk+1 ), entonces J∩[ 0 , lk ) ⊂ Jk∩[ 0 , lk )

y J ∩ [ lk , n ) ⊂ Jk+1 ∩ [ 0 , n ) de donde: J ∩ [ 0 , n ) ⊂ (Jk ∩ [ 0 , lk )) ∪ (Jk+1 ∩ [ 0 , n )), por lo que:

1

n
αJ(n) ≤ 1

n

[
αJk

(lk) + αJk+1
(n)
]

<
1

k
+

1

k + 1
pues n ∈ [ lk , lk+1 ),

pero si n → ∞ entonces lk+1 → ∞, por lo que k → ∞ también, por lo tanto d(J) = 0. Por otro

lado si n > lk y n /∈ J se tiene que n /∈ Jk+1 (pues si n ∈ Jk+1, entonces n ∈ Jr para toda r ≥ k+1,

por lo que perteneceŕıa a J). Aśı pues | an| < 1/(k + 1) por lo tanto ĺımn→∞
n 6∈ J

| an| = 0.

(ii) implica (i). Supongamos que | an| ≤ K para toda n. Sea ε > 0, entonces existe Nε ∈ N tal

que si n ≥ Nε y n /∈ J se tiene que | an| < ε. Además existe Mε ∈ N tal que si n ≥ Mε, entonces

αJ(n)/n < ε, por lo que si n ≥ máx{Nε, Mε} obtenemos:

1

n

n−1∑

i=0

| ai| =





1

n

∑

j∈{0,...,n−1}∩J

| aj | +
1

n

∑

j∈{0,...,n−1}\J
| aj|



 <

K

n
αJ(n) + ε +

K máx{Nε, Mε}
n

,

por lo tanto (1/n)
∑n−1

i=0 | ai| < 3ε si n es suficientemente grande.

(i) si y sólo si (iii). Esto resulta obvio pues por lo ya probado, basta notar que:

ĺım
n→∞
n 6∈ J

| an| = 0 si y sólo si ĺım
n→∞
n 6∈J

| an|2 = 0 para toda J con d(J) = 0.
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El teorema anterior da una manera de vefificar la propiedad de ser débilmente mezclante a

partir de un subconjunto de los naturales con densidad cero. Utilice la expresión ĺımJ 6∋n→∞, la cual

significa tomar el ĺımite sobre los naturales que no están en J .

Corolario 1.27.1. T es débilmente mezclante si y sólo si para todo A, B ∈ F existe

J = J(A, B) ⊂ {0, 1, . . .} tal que:

d(J) = 0 y ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B),

si y sólo si para todo A, B ∈ F se tiene que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B)
∣∣2 = 0.

Observación 1.29. ¿Es posible encontrar J ⊂ {0, 1, 2 . . .} tal que

d(J) = 0 y ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B) para toda A, B ∈ F ?

Un caso en el que esto ocurre es cuando existe una familia numerable {Ek}∞k=1 tal que para toda

ε > 0 y para toda A ∈ F con µ(A) < ∞, entonces existe Ek con µ(A △ Ek) < ε. (Por ejemplo,

la medida de Lebesgue sobre B[ 0 ,1 ) tiene esta propiedad). La familia {Ek}∞k=1 se llama una base

numerable de (X, F , µ).

Teorema 1.28. Sea (X, F , µ) un espacio de probabilidad con base numerable {Ei}∞i=1 y T : X → X

preservadora de medida. Entonces T es débilmente mezclante si y sólo si existe J ⊂ {0, 1, 2, . . .}
con d(J) = 0 tal que para toda A, B ∈ F

ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

Demostración. Basta probar la (Necesidad).

Sea an =
∑∞

i,j=1 |µ(T−n(Ei) ∩ Ej) − µ(Ei)µ(Ej)| · 2−i−j como T es débilmente mezclante, se

tiene que (1/n)
∑n−1

k=0 ak → 0. (Esto requiere de un argumento: sea fn : N × N → R dada por

fn(i, j) = (1/n)
∑n−1

k=0

∣∣µ(T−k(Ei) ∩ Ej − µ(Ei)µ(Ej)
∣∣. Definimos una medida ν sobre P(N × N)

extendiendo σ-aditivamente los valores ν({(i, j)}) = 2−i−j. Notamos que ν(N × N) = 1. Como

T es débilmente mezclante entonces fn(i, j) → 0 si n → ∞ para toda i, j, además es claro que

| fn(i, j)| ≤ 1 para toda i, j, n. Aplicando el teorema de convergencia acotada a {fn} obtenemos

que: ∫

N×N

fn dν −→ 0 es decir
1

n

n−1∑

k=0

ak −→ 0).

Por el Teorema 1.27 existe J ⊂ {0, 1, 2, . . .} con d(J) = 0 tal que: ĺımJ 6∋n→∞ an = 0 por lo que:

ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(Ei) ∩ Ej) = µ(Ei)µ(Ej) para toda i, j.
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Utilizando un razonamiento análogo a la prueba del Teorema 1.26 junto con la hipótesis de que el

espacio en cuestión tiene base numerable se obtiene el resultado. Por lo tanto

ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B).

Es posible expresar las nociones de ergodicidad, débilmente mezclante y fuertemente mezclante

en términos del operador unitario inducido UT : LR
2 (µ) → LR

2 (µ), será de utilidad para mostrar

propiedades mezclantes para nuestros ejemplos.

Teorema 1.29. Sean (X, F , µ) un espacio de probabilidad, T : X → X preservadora de medida

y UT : LR
2 (µ) → LR

2 (µ) dada por UT (f) = f ◦ T para toda f ∈ LR
2 (µ), entonces:

(i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es ergódica.

(2) Para toda f, g ∈ LR
2 (µ) se tiene que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∫
U i

T (f)g dµ =

∫
f dµ ·

∫
g dµ.

(3) Para toda f ∈ LR
2 (µ) se tiene que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∫
U i

T (f)f dµ =

∫
f dµ ·

∫
f dµ.

(ii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es débilmente mezclante.

(2) Para toda f, g ∈ LR
2 (µ) se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣∣∣
∫

U i
T (f)g dµ −

∫
f dµ ·

∫
g dµ

∣∣∣∣ = 0.

(3) Para toda f ∈ LR
2 (µ) se tiene que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣∣∣
∫

U i
T (f)f dµ −

∫
f dµ ·

∫
f dµ

∣∣∣∣ = 0.

(iii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es fuertemente mezclante.

(2) Para toda f, g ∈ LR
2 (µ) se tiene que

ĺım
n→∞

∫
U n

T (f)g dµ =

∫
f dµ ·

∫
g dµ.
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(3) Para toda f ∈ LR
2 (µ) se tiene que

ĺım
n→∞

∫
Un

T (f)f dµ =

∫
f dµ ·

∫
f dµ.

Demostración. (i), (ii) y (iii) se demuestran de manera similar, siendo la diferencia sólo en lo

elaborado (más no d́ıficil) del manipuleo algebraico, por lo que únicamente probaremos (iii). Para

la prueba utilizo resultados conocidos de espacios de Hilbert, recordando que el producto interior

en LR
2 (µ) está dado por 〈f, g〉 =

∫
fg dµ.

(2) implica (1). Note que reescribiendo (2) en términos del producto interior, tenemos que para

toda f, g ∈ LR
2 (µ), 〈U i

T (f), g〉 → 〈f, 1〉〈1, g〉. Si f = χ
A

, g = χ
B

(A, B ∈ F ), entonces obtenemos

µ(T−i(A) ∩ B) → µ(A)µ(B), por lo tanto T es fuertemente mezclante.

(1) implica (3). Supongamos que T es fuertemente mezclante, entonces:

〈Un
T (χ

A
),χ

B
〉 → 〈χ

A
, 1〉〈1,χ

B
〉 para toda A, B ∈ F .

Fijemos B ∈ F , entonces por linealidad del producto interior obtenemos:

〈Un
T (s),χ

B
〉 → 〈s, 1〉〈1,χ

B
〉 para toda s, S-simple.

Fijando ahora s y empleando el argumento anterior obtenemos:

〈Un
T (s), s〉 → 〈s, 1〉〈1, s〉 para toda s.

Para f ∈ L2(µ) fija, dada ε > 0, hallamos s = sε S-simple tal que ‖f − sε‖2 < ε y a continuación

hallamos N(ε) ∈ N tal que

|〈Un
T (s), s〉 − 〈s, 1〉〈1, s〉| < ε si n ≥ N(ε) entonces:

|〈Un
T (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉| ≤ |〈Un

T (f), f〉 − 〈Un
T (s), f〉|

+ |〈Un
T (s), f〉 − 〈Un

T (s), s〉|
+ |〈Un

T (s), s〉 − 〈s, 1〉〈1, s〉|
+ |〈s, 1〉〈1, s〉 − 〈f, 1〉〈1, s〉|
+ |〈f, 1〉〈1, s〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉|

= I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4 + I5.

Estimamos usando la desigualdad de Schwarz:

I1(n) = |〈Un
T (f − s), f〉| ≤ ‖Un

T (f − s)‖2‖f‖2 < ε‖f‖2

I2(n) = |〈Un
T (s), f − s〉| ≤ ‖Un

T (s)‖2‖f − s‖2 < ε‖s‖2

I3(n) < ε si n ≥ N(ε)

I4 = |〈s, 1〉 − 〈f, 1〉| |〈1, s〉| ≤ ‖f − s‖2‖s‖2 < ε‖s‖2

I5 = |〈f, 1〉| |〈1, s〉 − 〈1, f〉| ≤ ‖f‖2‖s − f‖2 < ε‖f‖2.
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Aśı que |〈Un
T (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉| ≤ ε(2ε + 1 + 4‖f‖2) si n ≥ N(ε).

(3) implica (2). Supongamos que 〈Un
T (f), f〉 → 〈f, 1〉〈1, f〉 para toda f ∈ L2(µ). Fijamos

f ∈ L2(µ) y sea Hf = {menor subespacio cerrado contenido en L2(µ) tal que contiene a f , las

constantes y UT (Hf) ⊂ Hf} y sea Gf = {g ∈ L2(µ) : 〈Un
T (f), g〉 → 〈f, 1〉〈1, g〉}. Probaremos que

Gf = L2(µ).

Claramente Gf contiene a las constantes, contiene a f por hipótesis, probaremos que es un

subespacio cerrado de L2(µ). Sea h ∈ L2(µ) y (hn) ⊂ Gf , tal que hn → h, entonces

∣∣〈U i
T (f), h〉 − 〈f, 1〉〈1, h〉

∣∣ ≤
∣∣〈U i

T (f), h〉 − 〈U i
T (f), hn〉

∣∣+
∣∣〈U i

T (f), hn〉 − 〈f, 1〉〈1, hn〉
∣∣+

|〈f, 1〉〈1, hn〉 − 〈f, 1〉〈1, h〉|
≤ 2‖f‖2‖hn − h‖2 +

|〈U i(f), hn〉 − 〈f, 1〉〈1, hn〉|
< ε,

si i, n son suficientemente grandes, por lo que h ∈ Gf , por lo tanto Gf es cerrado. Aśı que Hf ⊂ Gf .

Ahora supongamos que g ⊥ Hf , aśı pues g ⊥ Un
T (Hf) para toda n, por lo que 〈Un

T (f), g〉 = 0 para

toda n y además 〈1, g〉 = 0 (pues 1 ∈ Hf), se tiene que H ⊥
f ⊂ Gf por lo tanto

L2(µ) = Hf ⊕ H
⊥

f ⊂ Gf .

El siguiente resultado muestra que la noción de ser débilmente mezclante no es un concepto

artificial que se halla entre˝ ergodicidad y el ser fuertemente mezclante, sino que se relaciona con

la ergodicidad del producto cartesiano.

Teorema 1.30. Sean (X, F , µ) un espacio de probabilidad y T : X → X preservadora de medida.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) T es débilmente mezclante.

(ii) T × T es ergódica.

(iii) T × T es débilmente mezclante.

Demostración.

(i) implica (iii). Sean A, B, C y D ∈ F entonces existen J1, J2 ⊂ N (J1(A, B) y J2(C, D)) de

densidad cero tal que

ĺım
J1 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B) = µ(A)µ(B) y ĺım
J2 6∋n→∞

µ(T−n(C) ∩ D) = µ(C)µ(D).
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Sea J = J1 ∪ J2, entonces d(J) = 0 y

ĺım
J 6∋n→∞

µ ⊗ µ((T × T )−n(A × C) ∩ (B × D)) = ĺım
J 6∋n→∞

µ(T−n(A) ∩ B)µ(T−n(C) ∩ D)

= µ(A)µ(B)µ(C)µ(D)

= µ ⊗ µ(A × C)µ ⊗ µ(B × D).

Aśı que la condición adecuada es válida para rectángulos medibles y por ende para el álgebra

generada por dichos rectángulos (consistente de uniones finitas disjuntas de rectángulos medibles).

Como dicha álgebra genera a F obtenemos que T × T es débilmente mezclante (por Teorema

1.26(ii)).

(iii) implica (ii). Es claro puesto que si T es débilmente mezclante entonces T es ergódica.

(ii) implica (i). Sean A, B ∈ F arbitrarios entonces:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

µ(T−i(A) ∩ B) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

µ ⊗ µ((T × T )−i(A × X) ∩ (B × X))

= µ(A × X)µ(B × X)

= µ(A)µ(B).

Por otro lado

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

[µ(T−i(A) ∩ B)]2 = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

µ ⊗ µ((T × T )−i(A × A) ∩ (B × B))

= µ ⊗ µ(A × A)µ ⊗ µ(B × B)

= (µ(A))2(µ(B))2.

De donde:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

[µ(T−i(A) ∩ B) − µ(A)µ(B)]2 = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

[µ(T−i(A) ∩ B) −

−2µ(T−i(A) ∩ B)µ(A)µ(B) + µ(A)2µ(B)2]

= 2µ(A)2µ(B)2 − 2µ(A)2µ(B)2

= 0.

Por lo tanto T es débilmente mezclante por el Corolario 1.27.1.

Corolario 1.30.1. La rotación irracional en S1 es ergódica pero no débilmente mezclante.

Demostración. Consideramos el siguiente conjunto A =
{
(e2πiθ, e2πiγ) : |θ − γ| ≤ 1

4

}
. La represen-

tación de A en el cuadrado unitario seŕıa la siguiente:
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Figura 1.9: A =
{
(e2πiθ, e2πiγ) : |θ − γ| ≤ 1

4

}
.

Observamos que T−1(A) = A ya que los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) (x, y) ∈ T−1(A),

(ii) (T (x), T (y)) ∈ A,

(iii) (ei(α+θ), ei(α+γ)) ∈ A,

(iv) |α + θ − (α + γ)| ≤ 1
4
,

(v) |θ − γ)| ≤ 1
4
,

(vi) (x, y) ∈ A.

Como 0 < µ(A) < 1 se tiene que T × T no es ergódica, por el Teorema 1.28 se sigue que T no es

débilmente mezclante.

Observación 1.30. Argumentos similares (aún más simples) prueban que T es fuertemente mezclan-

te si y sólo si T×T es fuertemente mezclante, por lo que también tiene tal propiedad multiplicativa.

1.9. Propiedades del Operador Inducido

En esta sección se relacionan los conceptos de ergodicidad, débilmente y fuertemente mezclante

con las propiedades espectrales del operador inducido por una transformación preservadora de

medida. Recordando que UT (f) = f ◦ T , se da la siguiente definición:

Definición 1.14. Sea (X, F , µ) un espacio de probabilidad y T : X → X una transformación

preservadora de medida. Decimos que λ ∈ C es un valor propio de T , si existe f ∈ L2(µ) (f 6= 0)

tal que UT (f) = λf . Llamamos a f un vector propio correspondiente al valor propio λ.

Teorema 1.31. Sea (X, F , µ) un espacio de probabilidad y T : X → X preservadora de medida.

Si además T es ergódica entonces:

(i) Los vectores propios de T tienen módulo constante (casi dondequiera).

(ii) Los valores propios de T forman un subgrupo de S1.
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(iii) Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales.

(iv) Los espacios propios correspondientes son unidimensionales.

Demostración.

(i) Si λ es un valor propio de T y f 6= 0 un vector propio asociado a λ, entonces como |λ| = 1

y |f | ◦ T = |f ◦ T | = |λf | = |λ| |f | = |f | entonces |f | es constante casi dondequiera (T ergódica se

uso aqúı).

(ii) Es suficiente probar que si λ y τ son valores propios de T , entonces λτ−1 = λτ es un valor

propio de T . Pero si f y g son vectores propios correspondientes a λ y τ (respectivamente) entonces

g es un vector propio asociado a τ . Además UT (fg) = λτ(fg) y como fg ∈ L2(µ) (pues tienen

módulo constante c. d.) entonces λτ es un valor propio de T y fg es un vector propio asociado a

λτ . (T preservadora de medida).

(iii) Sean λ y τ valores propios diferentes de T . Si f y g son vectores propios asociados a λ y

τ entonces como UT preserva el producto interior se sigue:

〈f , g〉 = 〈UT (f) ,UT (g)〉 = λτ〈f , g〉 aśı pues 〈f , g〉 = 0.

(T preservadora de medida).

(iv) Si λ es un valor propio y g un vector propio entonces |g| es constante c. d. (constante

distinta de cero). Si f es otro vector propio, entonces f/g es un vector propio asociado a 1 por lo

tanto f/g es constante casi dondequiera.

Proposición 1.2. T es ergódica si y sólo si 1 es un valor propio simple (es decir el subespacio

propio correspondiente a 1, {g ∈ L2(µ) : UT (g) = g} es unidimensional).

Demostración.

(Necesidad). Si g es un vector propio correspondiente a 1, entonces g es constante casi donde-

quiera pues T es ergódica, entonces {g ∈ L2(µ) : UT (g) = g} =subespacio generado por la función

constante = 1. Por lo tanto 1 es un valor propio simple.

(Suficiencia). Claramente cualquier función constante 6= 0 es un vector propio correspondiente

a 1 entonces {g ∈ L2(µ) : UT (g) = g} = {constantes}, por lo que T es ergódica.

Observación 1.31. En cualquier caso Eλ = {g ∈ L2(µ) : UT (g) = λg} es siempre un subespacio

cerrado de L2(µ).

Demostración. Sea h ∈ L2(µ) y {hn} ⊂ Eλ tal que ‖hn − h‖2 → 0, entonces

‖UT (h) − λh‖2 = ‖UT (h) − UT (hn) + UT (hn) − λhn + λhn − λh‖2 ≤ ‖h − hn‖2 + |λ|‖h − hn‖2 < ε

si n es suficientemente grande, por lo tanto Eλ es cerrado.
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Definición 1.15. Decimos que T (como en la Definición 1.14, pág. 56), tiene espectro continuo

si 1 es el único valor propio y los únicos vectores propios son las funciones constantes.

Observación 1.32. T tiene espectro continuo si y sólo si 1 es el único valor propio y T es ergódica.

Teorema 1.32. T es dédilmente mezclante si y sólo si T tiene espectro continuo. (T invertible).

Demostración.

(Necesidad). Supongamos que λ es un valor propio de T y f un vector propio correspondiente

a λ (es decir UT (f) = λf (f 6= 0)). Supongamos que λ 6= 1, entonces como 〈UT (f), 1〉 = 〈f, 1〉
(pues T es preservadora de medida), entonces λ〈f, 1〉 = 〈f, 1〉 por lo tanto 〈f, 1〉 = 0. Como T es

débilmente mezclante se tiene que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣〈U i
T (f), f〉

∣∣ = 0, aśı que, ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

|λ|i |〈f, f〉| = 0, o bien,

ĺım
n→∞

‖f‖2
2

(
1

n

n−1∑

i=0

|λ|i
)

= 0,

lo cual sólo es posible si f = 0 (pues |λ| = 1, dado que UT es isometŕıa) por lo tanto f no es un

vector propio, lo cual contradice lo supuesto. Concluimos que si λ 6= 1, entonces no puede ser valor

propio de T , ciertamente 1 śı lo es y su subespacio propio asociado es unidimensional pues T es

ergódica, por lo tanto T tiene espectro continuo. (En esta parte no se usó el hecho de que T sea

invertible).

(Suficiencia). Esta parte requiere del uso de la descomposición espectral {E} del operador

unitario UT . Denotemos por µf : BS1 → R la medida de Borel definida por:

µf(B) = 〈E(B)f, f〉 para toda f ∈ L2(µ), entonces 〈Un
T (f), f〉 =

∫

S1

zndµf(z) n ≥ 0,

(ver Halmos [10, págs. 71-73]). Es un hecho conocido que si UT tiene espectro continuo y 〈1, f〉 = 0

entonces µf es una medida no atómica (es decir µf({w}) = 0 para todo w ∈ C). Debemos probar

que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣〈U i
T (f), f〉 − 〈f, 1〉〈1, f〉

∣∣2 = 0 para toda f ∈ L2(µ).

Como lo anterior es evidente para f constante, es suficiente verificarlo sólo para aquellas f ∈ L2(µ)

tal que 〈1, f〉 = 0 (ya que si h ∈ L2(µ), entonces h = h1 + cte con h1 ⊥ 1 h1 ∈ L2(µ)). En cuyo

caso lo anterior se reduce a verificar que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣〈U i
T (f), f〉

∣∣2 = 0 para toda f ∈ L2(µ) con 〈1, f〉 = 0, es decir,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

∣∣∣∣∣∣

∫

S1

λidµf(λ)

∣∣∣∣∣∣

2

= 0 para toda f ∈ L2(µ) con 〈1, f〉 = 0.
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Pero:

1

n

n−1∑

i=0

∣∣∣∣∣∣

∫

S1

λidµf(λ)

∣∣∣∣∣∣

2

=
1

n

n−1∑

i=0

∫

S1

λidµf(λ) ·
∫

S1

τ−idµf(τ)

=
1

n

n−1∑

i=0

∫

S1×S1

λiτ id(µf ⊗ µf)(λ, τ)

=

∫

S1×S1

(
1

n

n−1∑

i=0

(λτ )id(µf ⊗ µf)(λ, τ)

)
.

Sea D =diagonal de S1 × S1. Si (λ, τ) /∈ D (es decir λτ 6= 1) entonces:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

(λτ)i = ĺım
n→∞

1

n

[
1 − (λτ)n

1 − (λτ)

]
= 0.

Por otro lado, como µf no posee átomos entonces µf ⊗ µf(D) = 0, aśı que:

ĺım
n→∞

∫

S1×S1

(
1

n

n−1∑

i=0

(λτ )id(µf ⊗ µf)

)
= ĺım

n→∞

1

n

∫

S1×S1\D

(
1 − (λτ)n

1 − (λτ)

)
d(µf ⊗ µf) = 0,

por el T.C.D.L.[9] (ver Teorema B.5, pág. 133).

Recapitulando: hemos caracterizado las transformaciones ergódicas y las débilmente mezclantes,

en términos espectrales. Al final del caṕıtulo anterior probamos que la rotación irracional no es

débilmente mezclante, ahora probaremos este hecho de una manera más sencilla como sigue:

Corolario 1.32.1. La rotación irracional T : S1 → S1 dada por T (z) = az (a = eiρ con ρ/2π /∈ Q)

no es débilmente mezclante.

Demostración. Es suficiente comprobar que UT no tiene espectro continuo. Sea n ∈ Z \ {0},
considérese fn(z) = zn. Note que fn ◦ T = fn(az) = anzn = anfn, por lo tanto fn es un vector

propio asociado al valor propio an, el cual es distinto de 1 para toda n 6= 0.

Aún más, {zn}n∈Z construye un sistema ortonormal completo de L2(µ). A transformaciones

con esta propiedad (es decir en la que existe una base de vectores propios para L2(µ)) las llamaremos

transformaciones con espectro discreto.

Observación 1.33. Otra prueba del corolario anterior es como sigue: F : S1×S1 :→ C definida por

F (x, y) = xny−n no es constante (c. d. relativo a µ ⊗ µ) y es T × T -invariante, aśı que T × T no

es ergódica, por lo tanto T no es débilmente mezclante.

[9]Notése que
∣∣∣(1/n)

∑n−1
i=0 (λτ )i

∣∣∣ ≤ (1/n)
∑n−1

i=0 |(λτ )i| = 1 ∈ L(µf ⊗ µf ) y que µf (X) = ‖f‖2
2 < ∞.



Caṕıtulo 2

Isomorfismo Espectral e Isomorfismo

Uno de los problemas de la Teoŕıa Ergódica consiste en clasificar a las transformaciones preserva-

doras de medida, es decir, ¿cuándo se considera que dos de estas transformaciones son isomorfas˝?

En este caṕıtulo se abordará este problema con el fin de dar una mejor clasificación de estas trans-

formaciones. Sin embargo, no se profundizará en este tema (ver Walters [23, cap. 2,3]).

En este parte se definen los conceptos de isomorfismo e isomorfismo espectral. Para el último

se utiliza el operador lineal unitario inducido por una transformación preservadora de la medida

T ; considerando dos transformaciones T1 y T2 con sus respectivos espacios L2(µ) y L2(µ
′); éstos en

particular son espacios de Hilbert; basandose en la definición de isomorfo para espacios de Hilbert

se define el isomorfismo espectral. Para la definición de isomorfismo se debe recordar que en Teoŕıa

de la Medida un conjunto de medida cero puede ser ignorado; dos espacios de medida pueden

ser considerados iguales salvo por un conjunto de medida cero; basándose en lo anterior se define

isomorfismo.

2.1. Isomorfismo Espectral

Ahora introduciremos uno de los conceptos de isomorfismo˝ entre transformaciones preser-

vadoras de medida. Para esto utilizo el operador unitario inducido por estas transformaciones.

Recordando que estos operadores están definidos en espacios de Hilbert, intuitivamente bajo las

condiciones mencionadas lo menos que debeŕıamos pedir es que los correspondientes espacios de

Hilbert de las transformaciones sean isomorfos, sin embargo necesitaremos pedir una condición

más para considerar que dos transformaciónes preservadoras de medida sean isomorfas˝ en este

sentido. Más adelante daremos otra noción de isomorfismo.

Definición 2.1 (Isomorfismo Espectral). Sean (Xi, Fi, µi) (i = 1, 2) espacios de probabilidad y

Ti : Xi → Xi transformaciones preservadoras de medida (i = 1, 2). Decimos que T1 y T2 son

61
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espectralmente isomorfas (denotado T1
e≃ T2) si existe W : L2(µ2) → L2(µ1) un operador lineal

entre espacios de Hilbert tal que:

(a) W es invertible.

(b) 〈W (f), W (h)〉 = 〈f, h〉 para toda f, h ∈ L2(µ2).
[1]

(c) UT1 ◦ W = W ◦ UT2 .

(Las condiciones (a) y (b) dicen que W es un isomorfismo de espacios de Hilbert). Varios de los

L2(µ2)
UT2−−−−−→ L2(µ2)

W

y

yW

L2(µ1)
UT1−−−−−→ L2(µ1)

Figura 2.1: Diagrama de T1
e≃ T2.

problemas de Teoŕıa Ergódica se resuelven a partir de este concepto. Note que
e≃ es una relación

de equivalencia. Era de esperarse que este concepto preserve las propiedades de ergodicidad y

mezlantes, lo anterior es consecuencia del siguiente resultado.

Proposición 2.1. Sean Ti : Xi → Xi (i = 1, 2) transformaciones preservadoras de medida (en sus

respectivos espacios) espectralmente isomorfas, entonces:

(i) T1 es ergódica si y sólo si T2 lo es.

(ii) T1 es débilmente mezclante si y sólo si T2 lo es.

(iii) T1 es fuertemente mezclante si y sólo si T2 lo es.

Demostración.

(i) Sabemos que T es ergódica si y sólo si 1 es valor propio simple. Ahora supongamos que

T1
e≃ T2 y que T1 es ergódica, por lo anterior basta con probar que T2 tiene a 1 como valor

propio simple. Sean ET1
1 = {f ∈ L2(µ1) : UT1(f) = f}, ET2

1 = {g ∈ L2(µ2) : UT1(g) = g}, como

las constantes pertenecen a ET2
1 , basta con probar que dim(ET2

1 ) = 1. Sea g ∈ ET2
1 , entonces

UT1(W (g)) = W (UT2(g)) = W (g), como T1 es ergódica entonces W (g) es constante c.d., por lo

tanto W (ET2
1 ) ⊂ ET1

1 , como W es inyectivo se tiene que dim(ET2
1 ) = 1.

[1]Note que son productos interiores en espacios de Hilbert probablemente diferentes.
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(ii) Por el Teorema 1.27, basta con probar que:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

i=0

|〈U i
T2

(g) , g〉 − 〈g , 1〉〈1 , g〉| = 0 para toda g ∈ L2(µ2),

como es válido para las constantes y ET2
1 es cerrado basta con probarlo para las g ∈ L2(µ2) tales

que 〈g, 1〉 = 0, además por el inciso anterior W manda el espacio de funciones contantes de L2(µ2)

al espacio de funciones contantes de L2(µ1) por lo que 〈W (g), 1〉 = 0, por lo tanto:

1

n

n−1∑

i=0

|〈U i
T2

(g), g〉| = 1

n

n−1∑

i=0

|〈W (U i
T2

(g)), W (g)〉| = 1

n

n−1∑

i=0

|〈U i
T1

(W (g)), W (g)〉| → 0.

(iii) Análogo al anterior.

Observación 2.1. Si T1
e≃ T2 entonces UT1 y UT2 tienen los mismos valores propios. Si f es un vector

propio para T1 correspondiente a λ, entonces W (f) es un vector propio para T2 correspondiente

a λ. Inversamente si g es un vector propio para T2 correspondiente a λ, entonces W−1(g) es un

vector propio para T1 correspondiente a λ.

Otro modo de enunciar la Proposición 2.1 es la siguiente: Las nociones de ergodicidad, débilmen-

te mezclante y fuertemente mezclante son invariantes bajo isomorfismo espectral. Hemos visto

que si dos transformaciones son isomorfas entonces tienen las mismas propiedades que hemos men-

cionado, que es lo mı́nimo que se pod́ıa esperar de una relación de isomorfismo. Notemos que una

rotación irracional no puede ser isomorfa a una transformación que sea débilmente o fuertemente

mezclante.

Hemos relacionado las propiedades de ergodicidad y débilmente mezclante, con las propiedades

espectrales del operador UT , cabe preguntarnos: ¿Existirá una condición sobre las propiedades

espectrales de los operador UT que nos diga cuando dos transformaciones preservadoras de medida

son espectralmente isomorfas? La respuesta es afirmativa, para ello necesitaremos la siguiente

definición:

Definición 2.2. Sean (X, F , µ) un espacio de medida con base numerable (ver Teorema 1.28,

pág. 51), y T : X → X una transformación preservadora de medida invertible, diremos que T tiene

espectro de Lebesgue numerable si existe una sucesión {fi}∞i=0 ⊂ L2(µ) con f0 ≡ 1, tal que

{f0} ∪ {Uk
T (fi)|i ≥ 1, k ∈ Z} es una base ortonormal de L2(µ).

Gráficamente la base tiene la forma:

f0

. . . U−2
T (f1) U−1

T (f1) f1 UT (f1) U2
T (f1) . . .

. . . U−2
T (f2) U−1

T (f2) f2 UT (f2) U2
T (f2) . . .

...
...

...
...

...
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Teorema 2.1. Cualesquiera dos transformaciones preservadoras de medida invertibles con espectro

de Lebesgue numerable son espectralmente isomorfas.

Demostración. Supongamos que L2(µ1) tiene base A = {f0}∪{Uk
T1

(fi)|i ≥ 1, k ∈ Z} y L2(µ2) tiene

base B = {g0} ∪ {Uk
T2

(gi)|i ≥ 1, k ∈ Z}. Definimos W : L2(µ2) → L2(µ1) como sigue W (g0) = f0,

W (Uk
T2

(gi)) = Uk
T1

(fi) y la extendemos por linealidad. Como A, B son bases ortonormales se tiene

que 〈W (f ′), W (g′)〉 = 〈f ′, g′〉 para toda f ′, g′ ∈ B, además

UT1(W (Uk
T2

(gi))) = UT1(Uk
T1

(fi)) = Uk+1
T1

(fi) y W (UT2(Uk
T2

(gi))) = W (Uk+1
T2

(gi)) = Uk+1
T1

(fi).

Aśı que es válido para combinaciones lineales finitas de elementos de B. Como el conjunto de

combinaciones lineales finitas de B es denso en L2(µ2), se tiene que 〈W (f), W (g)〉 = 〈f, g〉 para

toda f, g ∈ L2(µ2) y UT1 ◦ W = W ◦ UT2 . Por lo tanto T1 y T2 son espectralmente isomorfas.

Lo anterior será de utilidad más adelante, espećıficamente en el caṕıtulo cuatro.

2.2. Isomorfismo

Hemos visto una noción de isomorfismo utilizando el espacio de Hilbert L2(µ) asociado a un

espacio de medida (X, F , µ). Sin embargo existe otra noción de isomorfismo. Recordando que en

Teoŕıa de la Medida los espacios de medida cero pueden ser ignorados, utilizando este hecho dare-

mos una noción más fuerte de isomorfismo (lo anterior será probado en este caṕıtulo). Considerese

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.1. Para α ∈ [0, 1) fijo. Sea T1(x) = x+α (mod 1) con el espacio y la medida definidas

en el Ejemplo 1.2 (pág. 8). Sea T2(z) = az, donde a = eiα, con el espacio y la medida definidas en el

Ejemplo 1.4 (pág. 9). Considero la transformación φ : [0, 1) → S1, dada por φ(x) = e2πix. A partir

del Teorema 1.3 (pág. 7) y considerando el π-sistema C utilizado en el Ejemplo 1.4, se tiene que φ

es una transformación preservadora de medidas invertible. Además φ(T1(x)) = T2(φ(x)) para todo

x ∈ [0, 1). Se puede considerar a T1 y T2 como las mismas˝ ya que existe un isomorfismo φ entre

espacios de medida que manda T2 a φ ◦ T2 ◦ φ−1 que es T1. Note que en este ejemplo no hubo que

considerar conjuntos de medida cero. Más adelante, daré un ejemplo, donde considero los espacios

de medida dados después de remover subconjuntos de medida cero de éstos.

Definición 2.3. Sean Ti (i = 1, 2) transformaciones preservadoras de medida actuando sobre

espacios de probabilidad (Xi, Fi, µi) (i = i, 2). Decimos que T1 y T2 son isomorfas (denotado

T1 ≃ T2) si existen Mi ⊂ Xi (Mi ∈ Fi) tales que:

(a) µi(Mi) = 1 y Ti(Mi) ⊂ Mi (i = 1, 2).
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(b) Existe φ : M1 → M2 una transformación invertible y preservadora de medidas (es decir,

µ2 = µ1 ◦ φ−1 o bien µ1 = µ2 ◦ φ), tal que φ ◦ T1(x) = T2 ◦ φ(x) para toda x ∈ M1.

A Mi lo equipamos con la σ-álgebra relativa Fi ∩ Mi = {Ei ∩ Mi : Ei ∈ F}.

X1 X2⋃ ⋃

M1
φ−−−−−→ M2

T1

y

y T2

M1
φ−−−−−→ M2⋂ ⋂

X1 X2

Figura 2.2: Diagrama de T1 ≃ T2.

Observaciones 2.2.

(1) ≃ es una relación de equivalencia.

(2) Se puede probar que si T1 ≃ T2 entonces T n
1 ≃ T n

2 para cada n ∈ N.

(3) Si T1 y T2 son invertibles y T1 ≃ T2, existen M ′
1 M ′

2 tales que µi(M
′
i) = 1 y Ti(M

′
i) = M ′

i sólo

debemos tomar M ′
i =

⋂∞
k=−∞ T k(Mi).

(4) Dos espacios de medida son isomorfos si las transformaciones identidad son isomorfas.

Teorema 2.2. Si T1 y T2 son isomorfas entonces son espectralmente isomorfas.

Demostración. Como µi(Xi \ Mi) = 0 (i = 1, 2), entonces los espacios L2(Xi, Fi, µi) y

L2(Mi, Fi ∩ Mi, µi) (i = 1, 2) pueden considerarse como idénticos (pues funciones iguales casi

dondequiera se consideran idénticas), y aśı lo haremos. Definimos W : L2(M1) → L2(M2) ponien-

do W (f) = f ◦φ−1. Claramente W (f) ∈ L2(M2). Debemos verificar que: W es invertible, preserva

productos interiores y UT2 ◦ W = W ◦ UT1 .

Claramente W−1 : L2(M2) → L2(M1) definido por W−1(g) = g ◦ φ es la inversa de W y ambas

son transformaciones lineales. Además:

〈W (f) , W (h)〉 = 〈f ◦ φ−1 , h ◦ φ−1〉 =

∫
(f ◦ φ−1)(h ◦ φ−1)dµ2

=

∫
(fh) ◦ φ−1dµ2

=

∫
fhµ1 por Lema 1.3

= 〈f, h〉.
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Finalmente si f ∈ L2(µ1), entonces:

UT2 ◦ W (f) = UT2(f ◦ φ−1) = f ◦ φ−1 ◦ T2 = f ◦ T1 ◦ φ−1 = (UT1(f)) ◦ φ−1 = W ◦ UT1(f).

El teorema anterior nos dice que la noción de isomorfismo espectral es más débil que la de

isomorfismo. El rećıproco del teorema anterior es falso, sin embargo para mostrarlo tendremos que

esperar hasta el cuarto caṕıtulo. A continuación daremos ejemplos:

Ejemplo 2.2. Sea T2 : [ 0 , 1 ) → [ 0 , 1 ) dada por T2(x) = 2x (mod 1) (X = [ 0 , 1 ),

F2 = B[ 0 ,1 )) y µ2 =Lebesgue en [ 0 , 1 )) y T1 : {0, 1}N → {0, 1}N el corrimiento unilateral

de Bernoulli con parámetros (1/2, 1/2), con su espacio de medida definido en el Ejemplo 1.8.

Probaré que T1 ≃ T2.

Demostración. Definimos φ : {0, 1}N → [ 0 , 1 ) como sigue: φ(x) =
∑∞

i=1 x(i)/2i. Observe que φ no

es 1 a 1 solamente en aquellos x tal que x(i) es constante a partir de cierto momento. Sea

D1 =
{
x ∈ {0, 1}N : existe n ∈ N tal que x(m) = 0 para toda m ≥ n

}
∪

{
x ∈ {0, 1}N : existe n ∈ N tal que x(m) = 1 para toda m ≥ n

}
.

Claramente D1 es numerable, por lo que µ1(D1) = 0. Sea D2 = {k/2n : k = 0, 1 . . . , 2n − 1},
entonces D2 es numerable y además µ2(D2) = 0. Es claro que φ : {0, 1}N \D1 → [0, 1) \D2 es una

biyección. Ahora bien para todo x ∈ {0, 1}N \ D1 se tiene que:

φ ◦ T1(x) = φ((x2, x3, . . . )) =
∞∑

i=1

x(i + 1)

2i
y

T2 ◦ φ(x) = T2

( ∞∑

i=1

x(i)

2i

)
= 2

( ∞∑

i=1

x(i)

2i

)
(mod1) =

∞∑

i=1

x(i + 1)

2i
.

Por lo tanto φ ◦ T1 = T2 ◦ φ en {0, 1}N \ D1. Probemos que φ es medible y que preserva medidas;

verificamos ambas condiciones en el álgebra A =
⋃∞

n=1 A(Dn) diádica (ver Ejemplo B.1, pág. 130).

Sea n ∈ N y k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, entonces µ2(Dn(k)) = 1/2n. Por otro lado:

φ−1(Dn(k)) =

{
x ∈ {0, 1}N : φ(x) ∈

[
k

2n
,
k + 1

2n

)}
.

Si escribimos k = a02
0 + a12

1 + · · · + an−12
n−1 donde ai = 0 ó 1, entonces

k

2n
=

an−1

2
+

an−2

22
+ · · ·+ a0

2n
por lo que:

φ−1(Dn(k)) =
{
x ∈ {0, 1}N : x(1) = an−1, . . . , x(n) = a0

}
∈ F1 y

µ1(φ
−1(Dn(k))) =

n∏

i=0

1

2
=

1

2n
= µ2(Dn(k)).

Lo anterior basta para probar que: φ−1(A) ⊂ F1 y µ1◦φ−1 = µ2 sobre A por lo tanto φ−1(F2) ⊂ F1

y µ1 ◦ φ−1 = µ2 y aśı T1 ≃ T2.
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Ejemplo 2.3. Definimos P : [ 0 , 1 )× [ 0 , 1 ) → [ 0 , 1 )× [ 0 , 1 ) (la transformación del panadero˝)

mediante la fórmula:

P ((x, y)) =





(2x,
1

2
y) si 0 ≤ x <

1

2
,

(2x − 1,
1

2
(y + 1)) si

1

2
≤ x < 1.

El efecto de P sobre [ 0 , 1 )× [ 0 , 1 ) es como sigue:

Dividimos a [ 0 , 1 )× [ 0 , 1 ) en dos rectángulos [ 0 , 1/2 )× [ 0 , 1 ) = R1 y [ 1/2 , 1 )× [ 0 , 1 ) = R2 y

enviamos R1 en R′
1 = [ 0 , 1 ) × [ 0 , 1/2 ) multiplicando la primera coordenada por 2 y la segunda

por 1/2. Análogamente enviamos R2 en R′
2 = [ 0 , 1 )× [ 1/2 , 1 ). Es fácil comprobar que P es una

Figura 2.3: Acción de T sobre el cuadrado unitario.

transformación invertible. Si X = [ 0 , 1 ) × [ 0 , 1 ), F1 = B[ 0 ,1 )×[ 0 ,1 ) y µ1 = λ ⊗ λ entonces se

comprueba que P preserva a λ ⊗ λ. Probaré que P es isomorfa al inverso de corrimiento bilateral

de Bernoulli con parámetros (1/2,1/2).

Demostración. Sea x ∈ {0, 1}Z, definimos φ(x) = (α(x), β(x)) como sigue:

α(x) =

∞∑

i=0

x(−i)

2i+1
β(x) =

∞∑

i=1

x(i)

2i
,

φ : {0, 1}Z → [ 0 , 1 ) × [ 0 , 1 ) es una biyección, excepto en los puntos (α, β) ∈ [ 0 , 1 ) × [ 0 , 1 )

tales que α o β es diádico. Sea D2 el conjunto formado por dichas parejas entonces µ2(D2) = 0

Sea D1 = {x ∈ {0, 1}Z : existe m ∈ N tal que x(j) es constante para toda j ≥ m 0 j ≤ m}.
Claramente φ(D1) = D2 y µ1(D1) = 0. Además D1 ∈ F1 y µ1(D1) = 0. Sea M1 = {0, 1}Z \ D1

y M2 = [ 0 , 1 ) × [ 0 , 1 ) \ D2 entonces φ(M1) = φ(M2) y es biyección y φ(Mi) ⊂ Mi (i = 1, 2).

Probaremos que φ−1 es medible y preserva las medidas.

Sea Aj
i = {x : x(i) = j}, i ∈ Z y j = 0 ó 1, entonces:

φ
(
Aj

i

)
=

{( ∞∑

k=0

x(−k)

2k+1
,

∞∑

k=1

x(k)

2k

)
: x(i) = j

}
.

Aśı que, si i ≥ 1, entonces φ(Aj
i ) consiste de 2i

rectángulos˝ con base de longitud 1/2i+1 y altura

de longitud 1/2i+1. Si i ≤ 0, entonces φ(Aj
i ) es la unión de 2|i| rectángulos˝ con base de longitud

1/2|i|+1 y altura de longitud 1.
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En cualquier caso φ(Aj
i ) ∈ F2 y µ1(A

j
i ) = 1/2 = µ2(φ(Aj

i )), lo mismo ocurre para cilindros

flacos (que son intersecciones finitas de conjuntos del tipo Aj
i ) aśı como a cada cilindro, por lo

tanto φ−1 es medible y preserva las medidas. Finalmente comprobemos que φ ◦ T−1 ◦ φ−1 = P .

Sean (α, β) ∈ M1 dada por sus expansiones binarias:

α =

∞∑

i=0

x(−i)

2i+1
β =

∞∑

i=1

x(i)

2i
, es decir, (α, β) = φ(x), entonces:

φ−1(α, β) = (. . . , x(−1), x(0), x(1), . . . ) y

T−1(φ−1((α, β))) = (. . . , x(−2), x(−1), x(0), . . . ),

por lo que

φ ◦ T−1 ◦ φ−1((α, β)) =

( ∞∑

k=1

x(−k)

2k
,

∞∑

k=0

x(k)

2k+1

)

=





(
2α,

1

2
β

)
si x(0) = 0 es decir 0 ≤ α <

1

2

(2α − 1,
1

2
(β + 1)) si x(0) = 1 es decir

1

2
≤ α < 1.

Por lo tanto el inverso del corrimiento bilateral de Bernouilli es isomorfo a P (x, y).

A esta transformación se la llama del panadero˝ porque el proceso de homogeneizar la masa

consiste también en estirar (para homogeneizar) y plegar (para tener unas dimensiones manejables)

la masa repetidas veces.



Caṕıtulo 3

Cadenas de Markov Estacionarias

Las cadenas de Markov se utilizan para modelar fenómenos aleatorios en los cuales la probabi-

lidad de que ocurra un evento depende solamente del evento inmediato anterior. Estas cadenas han

tenido un gran desarrollo y tienen una gran variedad de aplicaciones (ver Caballero [6]). En este

caṕıtulo se considera únicamente cadenas de Markov con espacio de estados finito y estacionarias u

homogéneas, es decir, que el conjunto de estados tiene cardinalidad finita y que la probabilidad de

ir de un estado a otro en una unidad de tiempo no depende del tiempo. A partir de este momento,

y en lo que resta del presente trabajo, denotaremos (Ω, F , µ) a un espacio de probabilidad.

3.1. Definiciones básicas

En nuestro estudio de las cadenas de Markov necesitaremos la siguiente definición:

Definición 3.1. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad, sean A, B ∈ F tal que µ(A) > 0, al

siguiente número

µ(B|A) =
µ(B ∩ A)

µ(A)
,

lo llamaremos la probabilidad de B dado A. En general en un espacio de probabilidad µ(F ) la

llamaremos probabilidad de F , para toda F ∈ F .

Esta probabilidad condicional puede ser interpretada como sigue: la probabilidad de que ocurra

el evento B (recordemos que en Teoŕıa de la Probabilidad a los elementos de la σ-álgebra se les

llama eventos) ya que ha ocurrido el evento A es µ(B|A), por ello esta probabilidad involucra

la intersección de los eventos y la división de la probabilidad de A. Otra interpretación de esta

probabilidad es como sigue: cuando un evento A ocurre, el espacio muestral Ω se reduce y queda

conformado por los posibles resultados que forman al evento A. La probabilidad condicional µ(B|A)

69
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es la relación que existe entre la probabilidad del evento B, calculada con respecto a todo el espacio

muestral, y la probabilidad del evento B, calculada en el espacio muestral reducido. Procedemos

a dar la definición de cadena de Markov sobre un conjunto finito de estados a tiempo discreto.

Definición 3.2. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad. Una Cadena de Markov es una

colección de funciones F -medibles {fn : n ∈ N ∪ {0} ó n ∈ Z} que toman valores en un conjunto

E con |E| < ∞, que llamaremos conjunto de estados, y que satisface la propiedad de Markov; es

decir, que para todo n ≥ 0 y para cualesquiera estados x0, . . . , xn+1 ∈ E se cumple que

µ(fn+1 = xn+1|fn = xn, . . . , f0 = x0) = µ(fn+1 = xn+1|fn = xn),

siempre que µ(fn = xn, . . . , f0 = x0) > 0 y µ(fn = xn) > 0.

Observación 3.1. La igualdad anterior dice que la probabilidad de pasar al estado xn+1, dado

que los estados anteriores fueron x0, . . . , xn, sólo depende del estado inmediato anterior, es decir,

el futuro sólo depende del presente. Recordemos que µ(fn = xn+1) = µ(f−1
n ({xn+1})). A par-

tir de este momento tomaremos como espacio de estados de una cadena de Markov al conjunto

E = {0, . . . , k − 1} para algún k ∈ N.

Definición 3.3. Se dice que una cadena de Markov es estacionaria u homogénea si la proba-

bilidad µ(fn+1 = b|fn = a) no depende de n para todo a, b ∈ E, estos números los denotaremos

como pab y diremos que pab es la probabilidad transición del estado a al estado b en un paso.

Definición 3.4. Sea E = {0, . . . , k−1} (k > 1) el conjunto de estados de una Cadena de Markov.

La matriz cuadrada de probabilidades de transición dada por P (a, b) = pab con a, b ∈ E

cumple las siguientes dos propiedades:

(a) pab ≥ 0 para todo a, b ∈ E.

(b)
∑
b∈E

pab = 1 para toda a ∈ E.

Llamamos a los elementos pab de P , probabilidades de transición. En general cualquier matriz

cuadrada que cumpla estas dos propiedades la llamaremos matriz estocástica.

Observación 3.2. Debido a la propiedad de Markov la matriz anterior contiene la información de

la cadena y determina el comportamiento de ésta en el tiempo.

Definición 3.5. Sea P una matriz estocástica como en la definición anterior. Por una distribución

inicial estacionaria para P entenderemos un vector π = (π0, . . . , πk−1) tal que:

(a) πa ≥ 0 para toda a ∈ E.

(b) πP = π es decir πb =
∑
a∈E

πapab para toda b ∈ E.
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Observaciones 3.3.

(1) Si P es una matriz estocástica y π es una distribución inicial estacionaria, entonces P n es

una matriz estocástica para toda n = 0, 1, 2, . . . y πP n = π.

(2) Podemos suponer que la cadena parte de un estado inicial a ∈ E, es decir, f0(ω) = a. La

distribución inicial estacionaria generaliza lo anterior, dando una distribución de probabilidad

sobre el conjunto de estados, esto es, la cadena parte del estado a ∈ E con probabilidad πa.

(3) No es evidente que para toda cadena de Markov exista una distribución inicial estacionaria,

menos aún que sea única, este es uno de los problemas de interés de estos procesos. Más

adelante veremos condiciones para que esta distribución exista y sea única.

Definición 3.6 (Probabilidades de transición en n pasos). Sean (Ω, F , µ) un espacio de proba-

bilidad y {fn : n = 0, 1, . . .} una cadena de Markov, la probabilidad µ(fn+m = b|fm = a) es

la probabilidad de pasar al estado a el tiempo m, al estado b en el tiempo m + n. Como esta-

mos considerando Cadenas de Markov estacionarias, esta probabilidad no depende de m, es decir,

µ(fn+m = b|fm = a) = µ(fn = b|f0 = a). A esta probabilidad la denotaremos como p
(n)
ab y la

llamaremos probabilidad de transición en n pasos.

Observación 3.4. Debido a que la cadena de Markov es homogénea y a la Ecuación de Chapman-

Kolmogorov (ver Shiryaev [21, pág. 116]), estas probabilidades coinciden con la componente

correspondiente de los estados involucrados de la potencia n-ésima de la matriz de probabilidades

de transición, es decir, p
(n)
ab = P n(a, b) para toda a, b ∈ E, para toda n, donde P n es la matriz que

se obtiene de multiplicar n veces P consigo misma.

3.2. Corrimientos de Markov

Estamos en posición de definir lo que llamaremos corrimientos de Markov, veremos que los co-

rrimiento de Bernoulli son un caso particular de éstos. La idea central de este caṕıtulo será construir

un espacio de probabilidad y una transformación T que preserve la medida del espacio construido,

de tal manera que podamos inferir condiciones acerca de la cadena de Markov; utilizando por

supuesto la teoŕıa de los caṕıtulos anteriores. Ahora procedemos a la construcción de dicho espacio

de probabilidad.

Definición 3.7. Sea Ω = EN (ó EZ), F = σ(cilindros), P = (pab) con a, b ∈ E una matriz es-

tocástica, y π = (π0, . . . , πk−1) una distribución inicial estacionaria para P . Si

n1 < n2 < · · · < nk ∈ N (ó ∈ Z) y a1, . . . , ak ∈ E definimos:

µ(Z(n1, n2, . . . , nk; a1, a2, . . . , ak)) = πa1p
(n2−n1)
a1a2

· · · p(nk−nk−1)
ak−1ak

, (*)
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donde p
(r)
ab denota la componente (a, b) de la matriz P r (r ≥ 1) y µ(Z(n; a)) = πa para toda n y

a ∈ E.

Es fácil comprobar que µ satisface las condiciones de consistencia de Kolmogorov (ver Obser-

vación B.1, pág. 137), por lo que existe una única medida de probabilidad µ : F → [ 0 , 1 ] (que

denotaremos con la misma letra) y que coincide con µ en los cilindros. Ahora procedemos a dar

la transformación mencionada anteriormente, recordemos que ya conocemos una transformación

que preserva la media en los corrimientos de Bernoulli.

Definición 3.8. Sea T : Ω → Ω poniendo (T (ω))i = ωi+1 para toda i ∈ N (ó i ∈ Z) de acuerdo

a que Ω = EN (ó Ω = EZ) y llamamos a las cuarteta (Ω, F , µ, T ) el corrimiento unilateral (o

bilateral) de Markov con matriz de transición P y distribución inicial estacionaria π y

lo denotaremos: Mu ó b(P, π).

Ejemplo 3.1. El corrimiento unilateral (o bilateral) de Bernoulli con parámetros (p0, . . . , pk−1) es

un caso especial del corrimiento de Markov unilateral (o bilateral).

Demostración. Definimos P = (pab) mediante la fórmula: pab = pb para toda a, b ∈ E, es decir, las

componentes de cada columna son idénticas. Como
∑k−1

i=0 pi = 1 y p1 ≥ 0, P es claramente una

matriz estocástica y

P =




p0 . . . pk−1

p0 . . . pk−1

...
...

...

p0 · · · pk−1




,

es inmediato verificar que π = (p0, . . . , pk−1) es una distribución inicial estacionaria para P . Note

que P r = P para toda r = 1, 2 . . . por lo que la medida definida por la pareja (P, π) satisfa-

ce: µ(Z(n1, n2, . . . , nk; a1, . . . , ak)) = pa1pa2 · · · pak
que es precisamente el valor de la medida del

corrimiento de Bernoulli en dicho cilindro.

Observación 3.5. El corrimiento T es una transformación preservadora de medida.

Nota: A partir de este momento se supondrá que π = (π0, . . . , πk−1) es tal que πj > 0

para toda j = 0, . . . , k − 1.

Proposición 3.1. Sea P = (pab) con a, b ∈ E una matriz estocástica y π = (p0, . . . , pk−1) una

distribución inicial estacionaria para P , entonces para todo a, b ∈ E y r = 1, 2, . . . se tiene que:

p
(r)
ab = µ({ω : ω(t + r) = b |ω(t) = a}) para toda t ∈ N (ó t ∈ Z) si Ω = EN (ó Ω = EZ).
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Demostración. Para toda t se tiene que:

µ({ω : ω(t) = a})µ({ω : ω(t + r) = b |ω(t) = a}) = µ({ω : ω(t) = a, ω(t + r) = b})
= µ(Z(t, t + r; a, b))

= πap
(t+r−t)
ab

= πap
(r)
ab ,

dividiendo entre πa obtenemos el resultado.

Teorema 3.1 (Propiedad de Markov). Sea P = (pab) con a, b ∈ E una matriz estocástica y

π = (π0, . . . , πk−1) una distribución inicial estacionaria para P . Sean

n1 < n2 < · · · < nm+k ∈ N (ó ∈ Z) y a1, a2, . . . , am+k ∈ E,

entonces:

µ({ω : ω(nm+k) = am+k, . . . , ω(nm+1) = am+1 |ω(nm) = am, . . . , ω(n1) = a1}) =

µ({ω : ω(nm+k) = am+k, . . . , ω(nm+1) = am+1|ω(nm) = am}).

Demostración. El lado izquierdo es igual a

µ({ω : ω(n1) = a1, . . . , ω(nm) = am, . . . , ω(nm+k) = am+k})
µ({ω : ω(n1) = a1, . . . , ω(nm) = am})

=

πa1p
(n2−n1)
a1a2 · · · p(nm−nm−1)

am−1am p
(nm+1−nm)
amam+1 · · · p(nm+k−nm+k−1)

am+k−1am+k

πa1p
(n2−n1)
a1a2 · · · p(nm−nm−1)

am−1am

=

p(nm+1−nm)
amam+1

· · · p(nm+k−nm+k−1)
am+k−1am

=
πamp

(nm+1−nm)
amam+1 · · · p(nm+k−nm+k−1)

am+k−1am

πam

,

que es precisamente el lado derecho.

Observación 3.6. Note que el teorema anterior afirma que la colección de funciones

fn : Ω → E, definidas como fn(ω) = ω(n) para toda n ≥ 0 es una cadena de Markov en el

espacio de probabilidad (Ω, F , µ).

Observación 3.7. Por el teorema ergódico (con T = M(P, π) ergódico o no); tenemos que

(1/n)
∑n−1

k=0 p
(k)
ab converge para toda a, b ∈ E a un valor que denotaremos qab, y que definiremos

como la componente (a, b) de una matriz cuadrada Q (de tamaño k × k) y escribiremos:

Q = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

P k.

Demostración. Sean A = {ω ∈ Ω|ω(0) = a}, B = {ω ∈ Ω|ω(0) = b}. Como χB ∈ L1(µ),

por el Teorema Ergódico Individual se tiene que (1/n)
∑n−1

i=0 χT−i(B)(ω) → f ∗ c.d. Multiplicando



74 3. CADENAS DE MARKOV ESTACIONARIAS

por χA, tenemos que (1/n)
∑n−1

i=0 χT−i(B)∩A(ω) → f ∗χA. Pero la sucesión {(1/n)
∑n−1

i=0 χT−i(B)∩A}
está acotada, entonces por el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

ĺım
n→∞

∫
1

n

n−1∑

i=0

χT−i(B)∩Ad µ =

∫
f ∗χA, es decir,

1

n

n−1∑

k=0

p
(k)
ab → qa,b.

Lema 3.1. La matriz Q anterior tiene las siguientes propiedades:

(i) Q es estocástica (pues (1/n)
∑n−1

k=0 P k lo es para toda n ≥ 1).

(ii) QP = Q = PQ.

(iii) Q2 = Q.

(iv) πQ = π.

Demostración. Las propiedades anteriores son consecuencia de considerar la sucesión

{(1/n)
∑n−1

k=0 P k}, entonces para toda n cada una de estas matrices cumplen las propiedades an-

teriores, por lo que el ĺımite también tendrá esa propiedad. Por ejemplo sea Hn = (1/n)
∑n−1

k=0 P k,

entonces HnP = ((n+1)/n)Hn+1− (1/n)I para toda n ≥ 1, por lo que al tomar el ĺımite de ambos

lados obtenemos que QP = Q.

Observaciones 3.8.

(1) Hemos visto que para toda cadena de Markov estacionaria su comportamiento en el tiempo

está determinado por la matriz de probabilidad de transición. La observación anterior dice

que su comportamiento en promedio se estabiliza, sin embargo, cabe preguntar si existen

cadenas de Markov que su comportamiento se estabilice en el tiempo. No todas las cadenas

tienen este comportamiento. Más adelante veremos condiciones necesarias para que la cadena

se estabilice, es decir, cambiar la convergencia en Césaro por convergencia.

(2) La existencia y unicidad de una distribución inicial estacionaria y la del ĺımn→∞ p
(n)
a,b son

algunos de los problemas que se presentan en el estudio de las cadenas de Markov. Se sabe

que si la matriz cumple ciertas condiciones entonces ambos o alguno de los problemas tiene

solución. Relacionaremos estas condiciones con las propiedad de ergodicidad y las mezclantes

del corrimiento de Markov, para ello necesitaremos examinar cuando el corrimiento de Markov

tiene estas propiedades.
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3.3. Ergodicidad de Cadenas de Markov

Veremos que se pueden obtener condiciones que hacen que la transformación de corrimiento de

Markov sea ergódica, débilmente y fuertemente mezclante. Estas condiciones estarán relacionadas

con la matriz de probabilidades de transición. Para ello necesitaremos las siguientes definiciones:

Definición 3.9. Un subconjunto de estados E0 ⊂ E es cerrado si
∑

b∈E0
pab = 1 para toda

a ∈ E0. (Alternativamente E0 es cerrado si reenumerando los elementos de E es posible extraer de

P una submatriz estocástica P0 con ı́ndices en E0).

Definición 3.10. Decimos que P es irreducible si E no posee subconjuntos cerrados propios.

Teorema 3.2. Las siguientes condiciones son equivalentes para el corrimiento de Markov

T = M(P, π) :

(i) T es ergódico.

(ii) qab es independiente de a (es decir Q posee columnas con elementos iguales).

(iii) P es irreducible.

(iv) qab > 0 para todo a, b ∈ E.

(v) La ecuación Q~y = ~y (~y 6= 0) tiene solución única (salvo por factores constantes).

(vi) La ecuación ~yQ = ~y (~y 6= 0) tiene solución única (salvo por factores constantes).

(vii) P~y = ~y (~y 6= 0) tiene solución única (salvo por factores constantes).

(viii) ~yP = ~y (~y 6= 0) tiene solución única (salvo por factores constantes).

Demostración.

(i) implica (ii). Sean B = {ω : ω(0) = a} y C = {ω : ω(0) = b} con a y b elementos de E, por

el Corolario 1.16.1 se tiene que:

1

n

n−1∑

k=0

µ({ω : ω(0) = a, ω(k) = b}) −→ µ({ω : ω(0) = a})µ({ω : ω(0) = b}), es decir,

1

n

n−1∑

k=0

πap
(k)
ab −→ πaπb.

Dividiendo entre πa, tenemos que qa,b = πb para toda a, b, por lo tanto qab no depende de a.



76 3. CADENAS DE MARKOV ESTACIONARIAS

(ii) implica (i). Como πQ = π, debemos tener qab = πb para toda a ∈ E. Sean

B = {ω : ω(0) = b0, . . . , ω(s) = bs−1} y C = {ω : ω(0) = c0, . . . , ω(t) = ct−1} dos cilindros

flacos, si n > l ≥ s entonces:

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

µ(B ∩ T−k(C)) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

l=s

µ(B ∩ T−l(C))

= ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

l=s

(πb0pb0b1 · · · pbs−2bs−1p
(l+1−s)
bs−1c0

pc0c1 · · · pct−2ct−1)

= µ(B)
µ(C)

πc0

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑

l=s

p
(l+1−s)
bs−1c0

= µ(B)
µ(C)

πc0

qbs−1c0 = µ(B)µ(C).

Por lo que

1

n

n−1∑

k=0

µ(B ∩ T−k(C)) −→ µ(B)µ(C),

si B y C son cilindros flacos, por lo que esta misma relación es válida para A = { uniones finitas

y disjuntas de cilindros flacos}, es fácil comprobar que A es un álgebra que genera a F , por el

Teorema 1.26 T = M(P, π) es ergódico.

(i) implica (iii). Supongamos que P no es irreducible. Sean E0 ( E un subconjunto cerrado

propio y F = {ω : ω(0) ∈ E0}. Como E0 es propio 0 < µ(F ) < 1, además µ(F \ T−1(F )) = 0, ya

que:

F \ T−1(F ) = {ω : ω(0) ∈ E0, ω(1) ∈ E \ E0} =
⋃

a∈E0
b∈E\E0

{ω : ω(0) = a, ω(1) = b} (disjunta),

pero

pab = µ({ω : ω(1) = b |ω(0) = a}) = 0,

pues E0 es cerrado por lo tanto µ(F \ T−1(F )) = 0.

Como µ(F ) = µ(T−1(F )) y µ(F \ T−1(F )) = 0, entonces µ(T−1(F ) \ F ) = 0 por lo tanto F es

T -invariante por lo tanto T no es ergódica.

(iii) implica (iv). Como Q = QP tenemos que qab =
∑

c qacpcb ≥ qacpcb para toda c ∈ E · · · (1).

Sea Ea = {b ∈ E : qab > 0} debemos probar que Ea = E para toda a ∈ E. Claramente E0 6= ∅
pues Q es estocástica, además Ea es cerrado, ya que si c ∈ Ea, entonces pcb = 0 para toda b 6∈ Ea

por (1), aśı pues
∑

d∈Ea
pcd = 1 para toda c ∈ Ea y Ea = E por hipótesis.

(iv) implica (ii). Supongamos que qab > 0 para todo a, b ∈ E. Consideremos la ecuación vectorial∑
b∈E qabyb = ya es decir Q~y = ~y. Sea m = máxb∈E{yb} y supongamos que ya < m para alguna

a ∈ E, entonces

yc =
∑

b∈E

qcbyb <
∑

b∈E

qcbm = m, entonces yc < m para toda c ∈ E,
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lo cual no es posible. Luego entonces toda solución de Q~y = ~y debe tener componentes iguales.

Por otro lado Q2 = Q, por lo que cada vector columna de Q es solución de la ecuación vectorial,

aśı que cada columna de Q tiene las mismas componentes. Por lo tanto qab es independiente de a

para toda a ∈ E.

(i) si y sólo si (v). En la demostración de (iv) implica (ii) obtuvimos que si qab > 0 para toda

a, b ∈ E entonces la ecuación vectorial Q~y = ~y · · · (∗) (~y 6= 0) tiene solución única (salvo por

multiplicación por constantes), es decir, si T es ergódica entonces (*) tiene solución única (salvo

por multiplicación por constantes, de hecho ~y = λQ(a), con Q(a) = a columna de Q). Inversamente

supongamos que (*) tiene solución única (salvo por multiplicación por constantes), entonces como

Q es estocástica cualquier vector con componentes iguales resuelve a (*). Por otro lado como

Q2 = Q, cada columna de Q es solución de (*), y por unicidad tenemos que concluir que Q posee

columnas con componentes iguales, es decir, (ii) se cumple. Por lo tanto T es ergódica.

Por otra parte a partir de (ii) y del hecho de que Q2 = Q entonces se prueba como arriba que:

(i) si y sólo si (vi).

(i) si y sólo si (vii), y (i) si y sólo si (viii). Como Q = ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

k=0 P k y PQ = Q = QP ,

aśı que cualquier solución de P~y = ~y es solución de Q~y = ~y y viceversa. Análogamente cualquier

solución de ~yP = ~y es solución de ~yQ = ~y y viceversa. [1]

Observación 3.9. Examinemos con detenimiento la condición (iii), es decir, P es irreducible. En el

teorema anterior probamos que si P es irreducible, entonces qab > 0 para toda a, b ∈ E (condición

(iv)) pero qab = ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

k=0 p
(k)
ab , aśı pues obtenemos:

para toda a, b ∈ E existe k = k(a, b) ∈ {0, 1, . . .} tal que pk
ab > 0. (3.2)

Ahora se prueba que 3.2 implica (iii).

Supongamos que (iii) es falso, es decir, existe E0 ⊂ E un subconjunto propio cerrado. Se

probará que: pn
ab = 0 para toda a ∈ E0, para toda b ∈ E \E0 y para toda n = 0, 1, 2, . . . claramente

la afirmación es cierta para n = 0 y n = 1 supongamos que n ≥ 2 y a ∈ E0 b ∈ E \ E0, entonces:

pn
ab =

∑

γ,δ

paγp
n−2
γδ pδb = (

∑

γ∈E0
δ∈E0

+
∑

γ∈E0
δ∈E\E0

+
∑

γ∈E\E0
δ∈E\E0

+
∑

γ∈E\E0
δ∈E0

){paδp
n−2
γδ pδb} = S1 + S2 + S3 + S4.

Pero S2 = 0 por hipótesis de inducción, S1 = 0, ya que δ ∈ E0 y b ∈ E \ E0, S3 = 0, pues a ∈ E0

y δ ∈ E \ E0 y S4 = 0 pues δ ∈ E0 y b ∈ E \ E0.
[2]

[1]Note que la ecuación ~yP = ~y es la adjunta de la ecuación P~y = ~y, lo que prueba (vii) si y sólo si (viii) de otro

modo.
[2]Algunos textos toman a 3.2 como definición de irreducibilidad.
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3.4. Comunicación, Cerradura y Periodicidad

Hemos visto bajo qué condiciones el corrimiento de Markov es ergódico. Para ver condiciones

sobre las cuales este corrimiento tiene propiedades mezclantes necesitaremos los siguientes con-

ceptos sobre los estados de una cadena de Markov. Retomaremos el enunciado de 3.2 sobre la

irreducibilidad de una cadena de Markov.

Definición 3.11. Sea P una matriz estocástica con conjunto finito de estados E. Sean a, b ∈ E

decimos que el estado b es accesible desde el estado a, si existe n = n(a, b) ∈ {0, 1, 2, . . .} tal que

pn
ab > 0 (denotado a → b). Decimos que a y b ∈ E se comunican˝ si a → b y b → a (denotado

a ↔ b).

Proposición 3.2. La relación ↔ es una relación de equivalencia.

Demostración. Claramente a ↔ a (debido a que p0
aa = 1) y a ↔ b si y sólo si b ↔ a. Supongamos

que a ↔ b y b ↔ c probaremos que a ↔ c. Como en particular a → b y b → c, entonces existen

m, n ∈ N ∪ {0} tales que: pm
ab > 0 y pn

ac > 0, entonces:

pm+n
ac =

∑

γ

pm
aγp

n
γc ≥ pm

abp
n
ac > 0, por lo tanto a → c,

y como c → b → a entonces análogamente probamos que c → a.

Definición 3.12. Denotaremos por [a] = {b ∈ E : a ↔ b} a la ↔-clase de equivalencia de a en E.

Nótese que P es irreducible si y sólo si [a] = E para algún a ∈ E.

A continuación damos una caracterización (que de paso justificará el nombre) de subconjunto

cerrado de E).

Teorema 3.3. Sea E0 ⊂ E un subconjunto no vaćıo entonces: E0 es cerrado si y sólo si siempre

que a ∈ E0 y a → b, entonces b ∈ E0 (es decir una vez que el sistema˝ entre a E0 no lleva a

estados fuera de E0).

Demostración.

(Necesidad). Sea E0 ⊂ E cerrado y sea P0 la submatriz estocástica generada˝ por E0, es decir,

P0 = (pac) con a, c ∈ E0. Supongamos que a → b, entonces existe n ≥ 0 tal que pn
ab > 0, pero tanto

P n como P n
0 son estocásticas, entonces por lo que b ∈ E0, pues de otro modo el a renglón de P n

sumaŕıa más que 1.

(Suficiencia). Supongamos que la condición es cierta, pero que E0 no es cerrado, entonces∑
c∈E0

pac < 1 para algún a ∈ E0 entonces existe b ∈ E \ E0 tal que pab > 0; aśı pues a → b y

b 6∈ E0, contrario a la hipótesis.
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Definición 3.13. Para toda A ⊂ E (A 6= ∅) denotamos por A = {c ∈ E : a → c para alguna

a ∈ A} y lo llamamos la P -cerradura de A.

Lema 3.2. La P -cerradura de A cumple las siguientes condiciones:

(i) A es cerrado.

(ii) A ⊂ A. Si A ⊂ B ⊂ E, entonces A ⊂ B.

(iii) A es cerrado si y sólo si A = A (en particular A = A).

(iv) A es el menor subconjunto˝ cerrado de E que contiene a A.

(v) (A ∪ B) = A ∪ B y (A ∩ B) ⊂ A ∩ B.

Demostración.

(i) Supongamos que existe un a0 ∈ A tal que
∑

b∈A pa0b < 1, como P es estocástica existe un

b0 ∈ E \ A tal que pa0b0 > 0, entonces a0 → b0; por lo tanto b0 ∈ A, lo cual no es posible.

(ii) Sea a ∈ A, como p0
aa = 1, entonces a → a, por lo tanto a ∈ A. Ahora sea a0 ∈ A, entonces

existe a ∈ A tal que a → a0, como a ∈ B, entonces existe un b ∈ B tal que b → a0, por lo tanto

a0 ∈ B.

(iii) Por el inciso anterior basta con probar que si A es cerrado, entonces A ⊂ A. Supongamos

que existe un a0 ∈ A tal que a0 6∈ A, entonces existe a ∈ A tal que a → a0, como A es cerrado por

la Observación 3.9 se sabe que pn
aa0

= 0 para toda n ≥ 0, lo cual no es posible.

(iv) Supongamos que A ⊂ E0 ⊂ E y E0 es cerrado, entonces por (ii) y (iii) A ⊂ E0.

(v) Como A ⊂ A ∪ B y B ⊂ A ∪ B se tiene que A∪B ⊂ A ∪ B, sea c ∈ A ∪ B, entonces existen

d ∈ A ∪ B tal que d → c, por lo que c ∈ A o c ∈ B, lo que prueba la igualdad. Por último, como

A∩B ⊂ A, por (ii) A ∩ B ⊂ A, intersecarse la contención anterior con B se tiene el resultado.

Observando las propiedades anteriores es justificable el uso de la palabra cerradura.

Definición 3.14. Sea E un conjunto finito y P una matriz estocástica con E como conjunto

de estados. Sea a ∈ E definimos el periodo de a (denotado per(a)), y definido como sigue:

per(a) =m.c.d.{n ∈ N : pn
aa > 0} (máximo común divisor) si {n ∈ N : pn

aa > 0} 6= ∅. Si per(a) = 1

entonces diremos que a es aperiódico. Diremos que P es aperiódica si per(a) = 1 para toda

a ∈ E.

Teorema 3.4. El periodo es una propiedad de clase, es decir, si per(a) = d y b ∈ [a] entonces

per(b) = d.
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Demostración. Por hipótesis existen j, l ∈ {0, 1, . . .} tales que pj
ab > 0 y pl

ba > 0. Supongamos que

n ∈ N es tal que pn
bb > 0, entonces

pj+n+l
aa =

∑

δ,γ

pj
aδp

n
δγp

l
γa ≥ pj

abp
n
bbp

l
ba > 0,

por lo que d|j + n + l, pero como

pj+l
aa ≥ pj

abp
l
ba > 0, entonces d|j + l,

aśı que d|n, por lo que d|per(b). Como los argumentos son simétricos en a y b, obtenemos de manera

similar que per(b)|d, por lo tanto d = per(b).

Toda aquella propiedad que compartan los elementos de una misma clase la llamaremos pro-

piedad de clase.

Observación 3.10. Para cada a ∈ E existe un conjunto finito Ha ⊂ N tal que

per(a) =m.c.d.{h ∈ Ha}. Esto simplifica la definición anterior.

Demostración. Sea La = {n ∈ N : pn
aa > 0}, sea h1 = mı́n{n : n ∈ La} entonces per(a)|h1.

Si per(a) = h1 tomamos Ha = {h1}. Si per(a) < h1, llamamos h2 = mı́n{n : n ∈ La, h1 ��|n}
(note que h2 existe), y sea d2 =m.c.d.(h1, h2), entonces per(a)|d2. Si per(a) = d2 tomamos

Ha = {h1, h2}. Si per(a) < d2 llamamos h3 = mı́n{n : n ∈ La, d2 ��|n} y d3 =m.c.d.(h1, h2, h3),

aśı que per(a)|d3. Nótese que de este modo se obtiene una sucesión dj (d1 = h1) de naturales tal que

d1 > d2 > . . . > dj ≥ per(a) la cual no puede ser infinita, entonces existe j tal que

{n ∈ La, dj ��|n} = ∅ (que ocurre precisamente cuando dj = per(a)) y ponemos Ha = {h1, . . . , hj}.

Teorema 3.5. Sea a ∈ E y d = per(a) (d ≥ 1). Denotamos La = {n ∈ N : pn
aa > 0}, si La 6= ∅

entonces La contiene a todos los naturales de la forma kd, k ∈ N, si k es suficientemente grande.

En particular si d = 1, La contiene un segmento final de naturales.

Demostración. Por la Observación 3.10 existe un conjunto finito

{h1, h2, . . . , hj} ⊂ La, tal que d = m.c.d.(h1, . . . , hj).

Como es bien sabido, existe una combinación lineal entera de los hi igual a d, es decir, existen

a1, . . . , aj ∈ Z tal que d =
∑j

ν=1 aνhν . Sea M = h1 + · · ·+ hj y n ≥ M ; entonces por el algoritmo

de la división: n = Mq + r 0 ≤ r < M, q ∈ N, aśı pues dn = dqM + rd =
∑j

ν=1(qd+aνr)hν . Ahora

bien, hν ∈ La para toda ν y como La es claramente cerrada bajo sumas, entonces dn ∈ La. En

cuanto garanticemos que n se puede elegir de tal modo que (qd + aνr) ∈ N para todo ν = 1, . . . , j,

para lo cual basta que: [n/M ]d = qd ≥ máxν |aν |M pues:

qd ≥ máx
ν

|aν |M > máx
ν

|aν | r ≥ máx
ν

{−aν}r > −aνr para todo ν = 1, . . . , j.

Por lo tanto dn ∈ La si n es suficientemente grande.
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3.5. Propiedades Mezclantes del Corrimiento de

Markov

Estamos en posición de examinar cuándo un corrimiento de Markov es débilmente mezclante

y fuertemente mezclante. Hemos visto que si P es irreducible entonces T es ergódico. Para que T

sea fuertemente mezclante o débilmente mezclante necesitaremos pedirle una condición mas a P :

la de ser aperiódica. También relacionaremos estas propiedades con la matriz Q.

Teorema 3.6. Sea P una matriz estocástica con conjunto finito de estados E, y sea π una distri-

bución inicial estacionaria para P. Las siguientes condiciones son equivalentes para T = M(P, π) :

(i) T es débilmente mezclante.

(ii) pn
ab → πb para todo a, b ∈ E.

(iii) T es fuertemente mezclante.

(iv) Existe m ∈ N tal que pn
ab > 0 para toda n ≥ m, y para todo a, b ∈ E.

(v) P es irreducible y aperiódica.

Demostración.

(i) implica (ii). Sea A = {ω : ω(0) = a} y B = {ω : ω(0) = b}. Como T es débilmente

mezclante existe Ja = J(a, b) ⊂ N con d(Ja) = 0 tal que ĺımJa 6∋n→∞ µ(A∩ T−n(B)) = µ(A)µ(B), o

bien ĺımJa 6∋n→∞ πap
n
ab = πaπb. Por lo tanto ĺımJa 6∋n→∞ pn

ab = πb. Sea J =
⋃

a∈E Ja, entonces d(J) = 0

y dada ε > 0 existe n 6∈ J , suficientemente grande, tal que |pn
ab − πb| < ε para toda a ∈ E, entonces:

∣∣pn+1
ab − πb

∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

δ∈E

paδp
n
δb − πb

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

δ∈E

paδp
n
δb −

∑

δ∈E

paδπb

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

δ∈E

paδ(p
n
δb − πb)

∣∣∣∣∣

≤
∑

δ∈E

paδ |pn
δb − πb|

< ε,

por lo tanto pn
ab → πb para toda a, b ∈ E.

(ii) implica (iii). Sean A = Z(r1, . . . , rl; a1, . . . , al) y B = Z(n1, . . . , nm; b1, . . . , bm). Si k+n1 > rl

entonces:

µ(A ∩ T−k(B)) = µ(Z(r1, . . . , rl, n1, . . . , nm; a1, . . . , al, b1, . . . , bm)) =

(πa1p
r2−r1
a1a2

· · · prl−rl−1) pk+m1−rl

alb1︸ ︷︷ ︸
pn2−n1

b1b2
· · · pnm−nm−1

bm−1bm
−→
k→∞

µ(A)µ(B),

lo cual prueba que T es fuertemente mezclante.
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(iii) implica (iv). Como T es fuertemente mezclante, entonces pn
ab → πb para toda a, b ∈ E;

aśı que existe m ∈ N tal que pn
ab > (1/2)πb > 0 para toda n ≥ m y a, b ∈ E.

(iv) implica (v). Por hipótesis existe m ∈ N tal que pn
aa > 0 para toda n ≥ m y a ∈ E, por lo

que

{m, m + 1, . . . } ⊂ La para toda a ∈ E, aśı que per(a) = 1 para toda a ∈ E,

por lo tanto P es aperiódica. Como pm
ab > 0 para toda a, b ∈ E entonces a ↔ b para toda a, b ∈ E,

por lo tanto P es irreducible.

(v) implica (ii). Este resultado está contenido en el siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Convergencia exponencial). Sea P una matriz irreducible y aperiódica (con conjunto

finito de estados E) y π una distribución inicial estacionaria para P. Entonces existen constantes

k > 0 y ρ ∈ ( 0 , 1 ) tales que |pn
ab − πb| ≤ kρn para toda n y para todo a, b ∈ E.

Demostración. Para n ∈ N ∪ {0}, sea m
(n)
b = mı́na{pn

ab} y M
(n)
b = máxa{pn

ab}. Claramente

m
(n)
b ≤ M

(n)
b para toda b y n, como P es estócastica:

m
(n+1)
b = mı́n

a

{
∑

δ

paδp
(n)
δb

}
≥ mı́n

a

{
∑

δ

paδm
(n)
b

}
= m

(n)
b y

M
(n+1)
b = máx

a

{
∑

δ

paδp
(n)
δb

}
≤ máx

a

{
∑

δ

paδM
(n)
b

}
= M

(n)
b .

Luego entonces tenemos la siguiente situación

0 ≤ m
(1)
b ≤ · · · ≤ m

(n)
b ≤ m

(n+1)
b ≤ · · · ≤ M

(n+1)
b ≤ M

(n)
b ≤ · · · ≤ M

(1)
b ≤ 1.

Supongamos (provisionalmente) que pab > 0 para toda a, b ∈ E, y sea δ = mı́na,b pab > 0, entonces

1 =
∑

b∈E pab ≥ card(E)δ, por lo tanto 0 < δ ≤ 1/card(E).

Fijemos estados a, b ∈ E. Denotamos por Σ′ la suma sobre aquellos c ∈ E tal que pac ≥ pbc, y

por Σ′′ la suma sobre aquellos c ∈ E tal que pac < pbc entonces:

0 = 1 − 1 =
∑

c∈E

pac −
∑

c∈E

pbc =
∑

c

′
(pac − pbc) +

∑

c

′′
(pac − pbc) · · · (∗),

y como
∑′ pbc +

∑′′ pac ≥ δcard(E) tenemos que:

∑′
(pac − pbc) = (1 −

∑′′
pac) −

∑′
pbc ≤ 1 − card(E)δ · · · (∗∗).

Luego entonces:

p
(n+1)
ad − p

(n+1)
bd =

∑

c

(pac − pbc)p
(n)
cd ≤

∑′
(pac − pbc)M

(n)
d +

∑′′
(pac − pbc)m

(n)
d
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por(∗)
=

∑′
(pac − pbc)(M

(n)
d − m

(n)
d )

por(∗∗)
≤ (1 − card(E)δ)(M

(n)
d − m

(n)
d ).

Como a, b ∈ E son arbitrarios tenemos que:

M
(n+1)
d − m

(n+1)
d ≤ (1 − card(E)δ)(M

(n)
d − m

(n)
d ) para toda n.

Usando inducción obtenemos que M
(n)
d − m

(n)
d ≤ (1 − card(E)δ)n · · · (∗ ∗ ∗) (puesto que

M
(n)
d − m

(n)
d ≤ 1 para n = 0, 1, . . . Aśı pues, las sucesiones convergentes (m

(n)
d )n∈N y (M

(n)
d )n∈N

convergen al mismo ĺımite, y como m
(n)
d ≤ p

(n)
ad ≤ M

(n)
d para toda n, entonces ĺımn→∞ p

(n)
ad existe y

es independiente de d · · · (∗ ∗ ∗∗).

Como P es irreducible, por el Teorema 3.2, se tiene que ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

k=0 p
(k)
ad → πd. Por lo

tanto p
(n)
ad → πd para toda a, d ∈ E. Más aún, de (***) obtenemos

∣∣∣p(n)
ad − πd

∣∣∣ ≤ (1 − card(E)δ)n.

Si 1 = card(E)δ entonces p
(n)
ad = πd para toda n, y no hay nada que hacer, por lo que supondremos

que δcard(E) < 1. Sea k = 1 y ρ = (1 − card(E)δ) ∈ ( 0 , 1 ), esto prueba el caso en que pab > 0

para toda a, b ∈ E.

En el caso general, las hipótesis sobre P implican que existe m > 1 tal que p
(m)
ab > 0 para toda

a, b ∈ E (es decir (v) implica (iv)). Por lo ya probado (aplicado a la matriz estocástica irreducible y

aperiódica P m) obtenemos M (mt)−m(mt) ≤ ρt. Tomamos k0 = 1/ρ y reemplazamos ρ con ρ
1
m = ρ0.

Si s = mn por lo ya probado

|ps
ab − πb| ≤ ρ

s
m < ρ−1ρ

s
m = k0ρ

s
0 pues (1 < ρ−1).

Para s ∈ (mn, m(n + 1)), tenemos que M
(s)
d − m

(s)
d ≤ M

(mn)
d − m

(mn)
d < ρn por lo que

|ps
ab − πb| < ρn = ρ

m(n+1)
m

−1 = k0ρ
m(n+1)

m = k0ρ
m(n+1)
0 < k0ρ

s
0,

por lo tanto |ps
ab − πb| < k0ρ

s
0 para toda a, b ∈ E y s ≥ 1.

Observación 3.11. Supongamos que desconocemos la existencia de una distribución inicial estacio-

naria π para P , entonces por (****) existe una matriz R cuyas columnas tienes elementos iguales

tal que P n → R (n → ∞). Claramente RP = R entonces cada vector renglón de R resuelve

la ecuación ~xP = ~x, por lo que cada vector renglón de R (los cuales son todos iguales) es una

distribución inicial estacionaria de P , pues:

∑

b∈E

rab = ĺım
n→∞

∑

b∈E

p
(n)
ab = 1 y rab ≥ 0 para toda a, b.

De hecho la existencia de una única distribución inicial estacionaria para P queda garantizada

con sólo pedir que P sea irreducible. Esto es consecuencia del teorema sobre matrices no-negativas

(es decir D = (dab) con dab ≥ 0) que a continuación enunciamos.

Teorema 3.8 (Perron-Frobenius). Sea D=(dab) una matriz de orden k× k no-negativa, entonces:

(i) Existe un valor propio positivo λ tal que |λ′| ≤ λ para todo valor propio λ′ de D.
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(ii) mı́n
a

(∑
b

dab

)
≤ λ ≤ máx

a

(∑
b

dab

)
para toda a.

(iii) Correspondiente a λ existe un vector renglón no-negativo ~u y un vector columna no-negativo

~v tal que ~uD = λ~u y D~v = λ~v.

(iv) Si D es irreducible (es decir para todo a, b existe n = n(a, b) ∈ N tal que d
(n)
ab > 0) entonces λ

es un valor propio simple. Los vectores propios izquierdo y derecho ~u y ~v son estrictamente

positivos, y λ es el único valor propio de D con vectores propios (izquierdos y derechos) que

son no-negativos.

Demostración. La demostración de este resultado se encuentra en Gantmacher [9, págs. 64-65].

Observación 3.12. Si D = P es estocástica entonces por Teorema (ii) se tiene que λ = 1. Si P es

además irreducible, normalizando al vector propio ~u obtenemos una distribución inicial estacionaria

para P , la cual es única pues λ es simple. Otro modo de ver que tal ~u es único es considerar el

corrimiento de Markov T = M(P, ~u), como P es irreducible se tiene que T es ergódico y por

Teorema 3.2: ub = ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

k=0 pk
ab para toda b, por lo tanto ~u está determinado de manera

única.

3.6. Una aplicación al motor de búsqueda de Google

En esta sección, se muestra una aplicación de la Teoŕıa Ergódica al motor de búsqueda de Google

(www.google.com). El motor de búsqueda de Google fue creado por Sergey Brin and Lawrence Page.

Este motor es una serie de algoritmos que se utilizan para la búsqueda de información en Internet.

Uno de sus principales componentes es el PageRank. Este es una medida de la importancia de

una página web basada en la democracia de la web. Sin embargo, la obtención del PageRank no

es sencilla. La aplicación está basada en el Teorema 3.7, el cual dará una buena aproximación del

PageRank (ver Brin [5, pág. 103]).

Internet ofrece una gran cantidad de información. Podŕıamos comparar la búsqueda de infor-

mación en Internet con la búsqueda de un libro en una biblioteca sin catálogo. La búsqueda de

información en Internet es realizada por un motor de búsqueda (search engine en inglés). La prin-

cipal tarea de estos motores de búsqueda es la recopilación de información de las páginas web,

procesar y almacenar esta información en una base de datos y producir de esta base de datos una

lista de páginas web relevante a un arreglo de una o más palabras. La recopilación de información

es realizada por programas llamados rastreadores (crawlers) que rastrean˝ la web siguiendo los

enlaces que hay en las páginas web. La información recabado por los rastreadores es analizada y

codificada por el indexador (indexer), el cual produce para cada página un conjunto de palabras

[incluyendo su posición en la página, tipo de fuente y tamaño (mayúsculas o minúsculas)] y los
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registros de todos los enlaces de esta página web a otras páginas. Lo cual crea el indexador ha-

cia delante (forward index), es decir, a cada página web el indexador hacia delante le asocia un

conjunto que podemos pensar como un conjunto de vectores cuya primera entrada es una palabra

que aparece en el documento. La segunda la posición donde aparece esta en la página; la tercera

su tipo de fuente; la cuarta si está en mayúsculas o minúsculas; y la última el número de enlaces

que hay de esta página a otras páginas web.

El clasificador (sorter) arregla esta información por palabras, es decir, realiza una especie de

proceso inverso para crear el ı́ndice hacia atrás (inverted index); es decir, a cada conjunto de

palabras les asigna un conjunto de páginas, o sea, en qué páginas recopiladas aparecen estas

palabras. El buscador (searcher) utiliza el ı́ndice hacia atrás para generar una lista de páginas web

relevantes a un conjunto de palabras.

Una de las principales diferencias del motor de búsqueda de Google con otros motores de

búsqueda, es la idea de que no todas las páginas obtenidas por el ı́ndice hacia atrás son relevantes

para el conjunto de palabras, es decir, el orden en que aparece el resultado de la búsqueda es

importante. El resultado de una búsqueda puede contener alrededor de 10000 páginas web, sin

embargo sólo 50 serán consultadas por el usuario. Google utiliza dos caracteŕısticas de la página

web para determinar el orden de aparición de las páginas encontradas; la relevancia de la página

respecto al conjunto de palabras buscado y el PageRank de la página. La relevancia está basada

en la posición relativa, la fortificación y la frecuencia de las palabras buscadas en la página, ésta por

śı sola no produce buenos resultados. Por ejemplo, si buscamos la palabra Internet en un motor de

búsqueda antiguo da resultados cuya primera página está en chino y no contiene más palabras en

inglés que Internet, incluso algunos motores de búsqueda actuales dan resultados apenas relevantes

cuando buscamos términos comunes.

Google utiliza cadenas de Markov para asignarle un rango a las páginas web. La colección de

las páginas web y los v́ınculos entre ellas son vistos como una gráfica dirigida G, en la cual los

vértices son las páginas web y las aristas son los hiperv́ınculos que existen de una página web a otra

página web (desde la página web donde aparece hacia la página web que enlaza). En la actualidad

existen alrededor de 1.5 billones de páginas web con 10 veces más hiperv́ınculos[3].

Numeramos los vértices con números enteros i = 1, 2, . . . , N donde N es el número de páginas

en la web, consideramos G la gráfica que se obtiene de añadir a G el vértice 0 con aristas desde él

hacia todos los demás vértices y viceversa. Sean aij = 1 si existe una arista del vértice i al vértice

j en G y C(i) =número de aristas que salen del vértice i. Notemos que C(i) > 0 para toda i ∈ G

ya que existe una arista del vértice 0 a los demás vértices. Fijemos un parámetro d ∈ (0, 1) (por

ejemplo d = .85). Sea P la matriz dada como sigue: pii = 0 para toda i ≥ 0, para i, j > 0 con i 6= j

sean

[3]Un hiperv́ınculo es un enlace de una página web a otra.
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P0i =
1

N
Pi0 =






1 si C(i) = 1

1 − d si C(i) 6= 1

Pij =






0 si aij = 0

d

C(i) − 1
si bij = 1.

La matriz P es estocástica, irreducible y aperiódica. Por la Observación 3.11 existe una única

distribución inicial estacionaria π para P . Google interpreta a πi como el PageRank de la página web

i. Google utiliza éste junto con el factor de relevancia de la página para determinar en qué posición

se encontrará en el resultado de la búsqueda.

Más aún, por el Teorema 3.7, para cualquier distribución inicial π′ sobre los vértices de G,

la sucesión {π′P n} converge exponencialmente a π. Por lo que podemos encontrar una buena

aproximación de π calculando π′P n, donde π′ es la distribución uniforme. Esta aproximación para

encontrar π es mucho más eficiente que tratar de encontrar un vector propio de una matriz de 1.5

billones de columnas y renglones.



Caṕıtulo 4

Entroṕıa

En este caṕıtulo introduciremos el concepto de entroṕıa, el cual está relacionado con medir

la incertidumbre de un experimento aleatorio. Por ejemplo, pensemos en un experimento con

posibles resultados A1, A2, con p1 y p2 sus respectivas probabilidades. Este experimento tiene un

grado de incertidumbre acerca de su resultado, es decir, no tenemos la certeza de que al realizar el

experimento obtengamos A1 ó A2. Supongamos que solamente conocemos los valores p1 y p2. Si el

experimento es tal que p1 = p2 (los eventos son equiprobables), entonces el grado de incertidumbre

de este experimento intuitivamente debe ser mayor que si el experimento es tal que p1 6= p2. Para

ilustrar lo anterior supongamos p1 > p2, entonces la probabilidad de obtener el evento A1 es mayor

que la probabilidad de obtener el evento A2, intuitivamente el evento A1 será más frecuente que

A2, por lo que la incertidumbre sobre el resultado del experimento disminuye. Con base en unas

propiedades que se consideraron para esta medida de incertidumbre es que surge la definición

de entroṕıa (ver Khinchin [14, págs. 2-12]).

La entroṕıa es una propiedad invariante bajo isomorfismo (vér Definición 2.1, pág. 61). Una de

las principales motivaciones por la cual Kolmogorov introdujo el concepto de entroṕıa en la teoŕıa

ergódica fue para dar solución al siguiente problema: ¿El corrimiento bilateral de de Bernoulli

con parámetros (1/2,1/2) y el corrimiento bilateral de Bernoulli con parámetros (1/3,1/3,1/3) son

isomorfos? Se puede mostrar que ambos corrimientos tienen espectro de Lebesgue numerable (ver

Walters [23, pág. 65]), por lo tanto sabemos que estos corrimientos son espectralmente isomorfos

(ver Teorema 2.1, pág. 64). Sin embargo no fue hasta que Kolmogorov introdujo la entroṕıa que se

pudo resolver. Este problema estuvo abierto por 15 años. Kolmogorov mostró que estos corrimientos

tienen entroṕıa log(2) y log(3) respectivamente y por tanto no son isomorfos (lo cual veremos en

este caṕıtulo).

La definición de entroṕıa de una transformación preservadora de medida está dada en tres

partes: la entroṕıa de una sub-σ-álgebra finita de F , la entroṕıa de una transformación T relativa

a una sub-σ-álgebra finita, y la entroṕıa de T . Antes de comenzar con las definiciones veremos

87
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algunas propiedades de las sub-σ-álgebras finitas de F .

4.1. Particiones y sub-σ-álgebras

A partir de ahora (Ω, F , µ) denotará un espacio de probabilidad. Antes de pasar a la noción

de entroṕıa necesitaremos las siguientes definiciones:

Definición 4.1. Una partición de (Ω, F ) es una colección disjunta de elementos de F cuya unión

es Ω.

Observaciones 4.1.

(1) Estaré interesado en particiones finitas que denotaremos con letras griegas, por ejemplo,

ξ = {A1, . . . , Ak}.

(2) Si ξ es una partición finita de (Ω, F ) entonces la colección de todos los elementos de F que

son uniones de elementos de ξ junto con el vaćıo, forman una sub-σ-álgebra finita de F ,

denotándola como A (ξ).

Demostración. Ω ∈ A (ξ) ya que
⋃k

i=1 Ai = Ω por ser partición. Si A, B ∈ A (ξ), entonces

A =
⋃

i∈N Ai (disjunta) para algún N ⊂ {1, . . . , k}, y B =
⋃

i∈M Ai (disjunta) para algún

M ⊂ {1, . . . , k}; aśı que A \ B =
⋃

i∈S Ai donde S = N \ M ya que los Ai don disjuntos dos

a dos. Por último, todas las colecciones numerables de elementos de ξ, en algún momento se

repiten porque ξ es finito, entonces
⋃∞

n=1 An =
⋃

i∈N Ai para algún N ⊂ {1, . . . , k}. Por lo

tanto A (ξ) es una sub-σ-álgebra finita de F .

(3) Si C = {Ci : i = 1, . . . , n} es una sub-σ-álgebra finita de F entonces los conjuntos no vaćıos

de la forma E1∩· · ·∩En, donde Ei = Ci ó Ei = Ω\Ci, forman una partición finita de (Ω, F )

que denotaremos por ξ(C ).

Demostración. Si A = E1∩· · ·∩En y B = E ′
1∩· · ·∩E ′

n tal que A 6= B, entonces A∩B = ∅, ya

que Ei∩E ′
i = ∅ para alguna i ∈ {1, 2 . . . , n}. Por último, basta probar que Ω está contenido en

la unión de los elementos de la partición; pero si ω ∈ Ω, se tiene que w ∈ Ci ó w ∈ Ω\Ci para

toda i ∈ {1, . . . , n}, por lo tanto ω pertenece a la unión de los elementos de la partición.

(4) Considerando las observaciones anteriores, tenemos que A (ξ(C )) = C y ξ(A (η)) = η. Por

lo que tenemos una correspondencia uno a uno entre particiones finitas y las sub-σ-álgebras

finitas de F , lo cual nos será de utilidad en este caṕıtulo.

Definición 4.2. Sean ξ y η dos particiones finitas de (Ω, F ). Diremos que ξ ≤ η si cada elemento

de ξ es una unión de elementos de η (es decir, η es un refinamiento de ξ). Tenemos que ξ ≤ η si

y sólo si A (ξ) ⊆ A (η), y A ⊆ C si y sólo si ξ(A ) ≤ ξ(C ).
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Definición 4.3.

(a) Sean ξ = {A1, . . . , An}, η = {C1, . . . , Cm} dos particiones finitas de (Ω, F ). Su junta es la

partición

ξ ∨ η = {Ai ∩ Cj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.

(b) Sean A y C dos sub-σ-álgebras finitas de F . Definimos A ∨ C = σ(A ∪ B).

Observaciones 4.2.

(1) Si A , C son sub-σ-algebras finitas de F . Entonces A ∨ C = σ(A ∪ C ) consiste de todos

los conjuntos que son uniones finitas y disjuntas de conjuntos de la forma A ∩ C, A ∈ A ,

C ∈ C . La prueba de lo anterior es análoga a la prueba de la Observación 4.1.2.

(2) Por la observación anterior tenemos que ξ(A ∨C ) = ξ(A )∨ξ(C ) y A (ξ∨η) = A (ξ)∨A (η).

Definición 4.4. Sean (Ω, F ) un espacio medible, T : Ω → Ω una transformación medible, k ∈ N

fijo y (n ≥ 0) fijo. Si ξ = {A1, . . . , Ak} es una particion de (Ω, F ), T−n(ξ) denota la parti-

ción {T−n(A1), . . . , T
−n(Ak)}. Si A es una sub-σ-álgebra de F , T−n(A ) denota la sub-σ-álgebra

{T−n(A) : A ∈ A }.

Sea n ≥ 0 fijo. Como la imagen inversa preserva las operaciones entre conjuntos, obtenemos:

(i) ξ(T−n(A )) = T−n(ξ(A )).

(ii) A (T−n(ξ)) = T−n(A (ξ)).

(iii) T−n(A ∨ C ) = T−n(A ) ∨ T−n(C ).

(iv) T−n(ξ ∨ η) = T−n(ξ) ∨ T−n(η).

(v) Si ξ ≤ η entonces T−n(ξ) ≤ T−n(η).

(vi) Si A ⊆ C entonces T−n(A ) ⊆ T−n(C ).

Definición 4.5. Si C , D son sub-σ-álgebras de F (no necesariamente finitas) se escribe C
◦⊂ D

si para cada C ∈ C existe D ∈ D tal que µ(D △ C) = 0, y C
◦
= D si C

◦⊂ D , y D
◦⊂ C . Si ξ, η

son dos particiones finitas, entonces ξ
◦
= η se refiere a A (ξ)

◦
= A (η).

Observación 4.3. Sean C , D dos sub-σ-álgebras finitas tal que C
◦
= D , si

ξ(C ) = {C1, . . . , Cp, Cp+1, . . . , Cq}, donde µ(Ci) > 0 para 1 ≤ i ≤ p y µ(Ci) = 0 para p+1 ≤ i ≤ q;

entonces ξ(D) = {D1, . . . , Dp, Dp+1, . . . , Ds} donde µ(Ci △ Di) = 0 para 1 ≤ i ≤ p y µ(Di) = 0

para p + 1 ≤ i ≤ s.
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4.2. Entroṕıa de una partición

La expresión 0 · log(0) será considerada como cero, y log(x) se referirá al logaritmo natural de

x. Continuando con la idea que se introdujo en el principio podemos interpretar a los elementos

de una partición ξ = {A1, . . . , An} de un espacio de probabilidad (Ω, F , µ) como los posibles

resultados de un experimento con µ(An), la probabilidad del evento An. Además como ξ es una

partición, estos eventos son mutuamente excluyentes. Como hemos mencionado, queremos que la

entroṕıa de este experimento sea un cierto número H(ξ) que describa la incertidumbre acerca

del resultado de este experimento. En otras palabras, H(ξ) medirá la cantidad de incertidumbre

removida (o la información obtenida) después de realizar el experimento que representa ξ. Toma-

remos indistintamente al concepto de entroṕıa como la incertidumbre que existe en el resultado de

un experimento, o como la información obtenida después de realizar éste. Queremos que H(ξ) sólo

dependa de los números {µ(A1), . . . , µ(An)}, es decir, H(µ(A1), . . . , µ(An)). Ahora pasamos a dar

la definición de entroṕıa de una partición:

Definición 4.6. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad y A una sub-σ-álgebra finita de F con

ξ(A ) = {A1, . . . , Ak}. La entroṕıa de A (o de ξ(A )) es el número

H(A ) = H(ξ(A )) = −
k∑

i=1

µ(Ai) log(µ(Ai)).

Observaciones 4.4.

(1) Si A = {Ω, ∅} entonces H(A ) = 0. Aqúı A representa el resultado de cierto˝ experimento

por el que no hay incertidumbre sobre el resultado.

(2) Si ξ(A ) = {A1, . . . , Ak} donde µ(Ai) = (1/k) para toda i, entonces

H(A ) = −
k∑

i=i

1

k
log

(
1

k

)
= log(k).

Más adelante mostraremos que log(k) es el valor máximo para la entroṕıa de una partición

con k conjuntos. La mayor incertidumbre sobre el resultado de un experimento debeŕıa ocurrir

cuando los eventos son equiprobables.

(3) H(A ) ≥ 0.

(4) Si A
◦
= C entonces H(A ) = H(C ). Lo anterior dice que si el experimento asociado a A

y a C , tienen los mismos resultados modulo cero, entonces tienen la misma cantidad de

incertidumbre.

(5) Si T : Ω → Ω es una transformación medible y preservadora de medida, entonces

H(T−1(A )) = H(A ), es decir, la información obtenida después de realizar el experimento A

es la misma que la obtenida del experimento asociado a la partición {T−1(A1), . . . , T
−1(Ak)}.
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(6) Si A = {A1, A2}, B = {B1, B2}, C = {C1, C2} particiones de (Ω, F ) tales que µ(A1) = .99,

µ(A2) = .01, µ(B1) = .7, µ(B2) = .3 y µ(C1) = .5, µ(C2) = .5, entonces

H(A ) < H(B) < H(C ). Lo anterior nos dice lo que intuitivamente esperaŕıamos de la

entroṕıa; esto pues como el resultado del experimento asociado a A es casi siempre A1, en-

tonces la entroṕıa de A debe ser menor que la entroṕıa de B, ya que intuitivamente será más

dif́ıcil predecir el resultado del experimento B. De la misma manera será más dif́ıcil predecir

el resultado del experimento C que el de B.

A continuación veremos que esta definición de entroṕıa es una medida adecuada de incertidum-

bre. Varias propiedades de la entroṕıa son consecuencia del siguiente resultado:

Teorema 4.1. La función φ : [0,∞) → R definida por

φ(x) =






0 si x = 0

x log(x) si x 6= 0

0 1
x

y

1
e

Figura 4.1: Gráfica de φ(x) = x log(x). Note que

1/e es el mı́nimo de la función,

es convexa, es decir, φ(αx+βy) ≤ αφ(x)+βφ(y) si x, y ∈ [0,∞), α, β ≥ 0, α+β = 1; la igualdad

se da solamente cuando x = y o α = 0 o β = 0. Por inducción obtenemos

φ

(
k∑

i=1

αixi

)
≤

k∑

i=1

αiφ(xi),

si xi ∈ [0,∞), αi ≥ 0,
∑k

i=1 αi = 1; la igualdad se da sólo cuando todas las xi, correspondientes a

αi distintas de cero, son iguales.

Demostración. Si derivamos φ(x) obtenemos

φ′(x) = 1 + log(x)

φ′′(x) =
1

x
> 0 en ( 0, ∞ ).

Sean α, β fijos. Supongamos que y > x. Por el Teorema del Valor Medio tenemos que

φ(y) − φ(αx + βy) = φ′(z)α(y − x) para algún z tal que

αx + βy < z < y y φ(αx + βy) − φ(x) = φ′(w)β(y − x),

para algún w tal que x < w < αx + βy. Como φ′′ > 0, tenemos que φ′(z) > φ′(w), por lo que

β(φ(y)− φ(αx + βy)) = φ′(z)αβ(y − x) > φ′(w)αβ(y − x) = α(φ(αx + βy) − φ(x)).

Por lo tanto φ(αx + βy) < αφ(x) + βφ(y) si x, y > 0. Claramente es válido para x, y ≥ 0 y

x 6= y.
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Corolario 4.1.1. Si ξ = {A1, . . . , Ak} entonces H(ξ) ≤ log(k) y H(ξ) = log(k) sólo cuando

µ(Ai) = 1/k para toda i.

Demostración. Considere αi = 1/k y xi = µ(Ai), 1 ≤ i ≤ k.

Observación 4.5. El corolario anterior nos asegura que esta definición de entroṕıa tiene un máximo

en las particiones ξ con k elementos, y éste se alcanza cuando todos los eventos son equiprobables.

Esta es una propiedad que intuitivamente debe tener una buena medida de incertidumbre.

4.3. Entroṕıa Condicional

La entroṕıa condicional no se requiere para la definición de entroṕıa de una transformación,

pero será de utilidad para dar propiedades de la entroṕıa que ayudarán a mostrar que la definición

de entroṕıa es una buena media de incertidumbre. Sean A , C dos sub-σ-álgebras finitas de F y

ξ(A ) = {A1, . . . , Ak}, ξ(C ) = {C1, . . . , Cm}.

Definición 4.7. La entroṕıa de A dado C es el número:

H(ξ(A )/ξ(C )) = H(A /C ) = −
m∑

j=1

µ(Cj)

k∑

i=1

µ(Ai ∩ Cj

µ(Cj))
log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)

= −
∑

i, j

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
.

Omitiendo los términos donde µ(Cj) = 0.

Entonces para obtener H(A |C ) consideramos el espacio de probabilidad (Cj, F∩Cj , µ
′), donde

µ′(F ∩ Cj) = µ(F ∩ Cj)/µ(Cj) para toda F ∈ F . Ahora consideramos la entroṕıa de la partición

ξ = {A1, . . . , Ak} con respecto a este espacio, entonces:

H(ξ) = −
k∑

i=1

µ′(Ai) log(µ′(Ai)) = −
k∑

i=1

µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)
log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
,

tomando el promedio ponderado de estos números con respecto a las medidas de Cj obtenemos

H(A |C ), es decir, H(A |C ) mide la incertidumbre del resultado de A dado el resultado del

experimento C . Note que esta definición es la esperanza de los números

−
k∑

i=1

µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)
log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
,

con respecto al experimento asociado a C .

Sea N = {∅, Ω}, entonces H(A |N ) = H(A ), es decir, si ocurre el experimento N no se

obtiene información acerca del experimento A .
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Observaciones 4.6.

(1) H(A /C ) ≥ 0.

(2) Si A
◦
= D entonces H(A /C ) = H(D/C ), es decir, la información contenida en A es

la misma que la contenida en D , incluso si sabemos la información contenida de realizar

cualquier experimento C .

(3) Si C
◦
= D entonces H(A /C ) = H(A /D), es decir, la información que aportan los experi-

mentos C y D al experimento A , es la misma.

Los siguientes resultados ayudarán con las ideas intuitivas de H(ξ):

Teorema 4.2. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad. Sean A , C , D sub-σ-álgebras finitas de

F entonces:

(i) H(A ∨ C /D) = H(A /D) + H(C /A ∨ D).

(ii) H(A ∨ C ) = H(A ) + H(C /A ).

(iii) Si A ⊆ C entonces H(A /D) ≤ H(C /D).

(iv) Si A ⊆ C entonces H(A ) ≤ H(C ).

(v) Si C ⊆ D entonces H(A /C ) ≥ H(A /D).

(vi) H(A ) ≥ H(A /D).

(vii) H(A ∨ C /D) ≤ H(A /D) + H(C /D).

(viii) H(A ∨ C ) ≤ H(A ) + H(C ).

(ix) Si T es una transformación medible y preservadora de la medida entonces:

H(T−1(A )/T−1(C )) = H(A /C ), y

(x) H(T−1(A )) = H(A ).

Observación 4.7. Intuitivamente (i) dice que la información obtenida de realizar el experimento

A ∨C , sabiendo la información obtenida de realizar el experimento D ; es igual a la información del

experimento A , sabiendo la información del experimento D ; más la información del experimento

C , sabiendo la información del experimento A ∨C . Los demás incisos los podemos interpretar de

manera similar.
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Demostración. Sean ξ(A ) = {Ai}, ξ(C ) = {Cj}, ξ(D) = {Dk}. Suponemos sin pérdida de gene-

ralidad que todos los conjuntos tienen medida positiva (ya que si ξ(A ) = {A1, . . . , Ak} con

µ(Ai) > 0, 1 ≤ i ≤ r y µ(Ai) = 0, r < i ≤ k podemos reemplazar ξ(A ) por

{A, . . . , Ar−1, Ar ∪ Ar+1 ∪ · · · ∪ Ak}

(ver Observación 4.6(2) y 4.6(3)).

(i)H(A ∨ C /D) = −∑i,j,k µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk) log

(
µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk)

µ(Dk)

)
. Pero

µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk)

µ(Dk)
=

µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk)

µ(Ai ∩ Dk)

µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)
,

cuando µ(Ai∩Dk) 6= 0, pero el lado izquierdo se vuelve cero, por lo que no es necesario considerarlo;

por lo tanto

H(A ∨ C /D) = −
∑

i,j,k

µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk) log

(
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)

−
∑

i,j,k

µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk) log

(
µ(Ai ∩ Cj ∩ Dk)

µ(Ai ∩ Dk)

)

= −
∑

i,k

µ(Ai ∩ Dk) log

(
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)
+ H(C /A ∨ D)

= H(A /D) + H(C /A ∨ D).

(ii) Utilice D = N = {∅, Ω} en el inciso anterior.

(iii) Como A ⊆ C , entonces A ∨ C = C utilizando (i) tenemos que

H(C /D) = H(A ∨ C /D) = H(A /D) + H(C /A ∨ D) ≥ H(A /D).

(iv) Utilice D = N en el inciso anterior.

(v) Sean i, j fijos y

αk =
µ(Dk ∩ Cj)

µ(Cj)
, xk =

µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)
.

Por el Teorema 4.1

φ

(
∑

k

µ(Dk ∩ Cj)

µ(Cj)

µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)
≤
∑

k

µ(Dk ∩ Cj)

µ(Cj)
φ

(
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)
,

pero como C ⊆ D entonces el lado izquierdo es igual a

φ

(
µ(Aj ∩ Cj)

µ(Cj)

)
=

µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)
log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
.
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Multiplicando ambos lados de la desigualdad por µ(Cj), y sumando sobre i y j obtenemos:

∑

i,j

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
≤

∑

i,j,k

µ(Dk ∩ Cj)
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)
log

(
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)

=
∑

i,k

µ(Dk)
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)
log

(
µ(Ai ∩ Dk)

µ(Dk)

)
,

aśı que −H(A /C ) ≤ −H(A /D). Por lo tanto H(A /D) ≤ H(A /C ).

(vi) Utilice C = N en el inciso anterior.

(vii) Considerando el inciso (i) obtenemos la desigualdad utilizando el inciso (v).

(viii) Utilice D = N en el inciso anterior.

(ix),(x) Son claras a partir de las definiciones.

Teorema 4.3. Sean A , C dos sub-σ-álgebras finitas de F . Entonces

(i) H(A /C ) = 0 (es decir H(A ∨ C ) = H(C )) si y sólo si A
◦⊂ C .

(ii) H(A /C ) = H(A ) (es decir H(A ∨ C ) = H(A ) + H(C )) si y sólo si A y C son indepen-

dientes (es decir µ(A ∩ C) = µ(A)µ(C) siempre que A ∈ A , C ∈ C ).

Demostración. Sea ξ(A ) = {A1, . . . , An}, ξ(C ) = {C1, . . . , Cm}. Sin pérdida de generalidad pode-

mos suponer que todos estos conjuntos tienen medida positiva.

(i) Como A
◦⊂ C entonces para cada i y para cada j se tiene que µ(Ai ∩ Cj) = µ(Cj) o

µ(Ai ∩ Cj) = 0. Lo cual implica H(A /C ) = 0. Supongamos que H(A /C ) = 0, entonces:

0 = −
n∑

i=1

m∑

j=1

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
,

pero

−µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj

µ(Cj)

)
≥ 0,

debemos tener

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj

µ(Cj)

)
= 0,

para cada i, j. Por lo que µ(Ai ∩ Cj) = µ(Cj) o µ(Ai ∩ Cj) = 0. Por lo tanto A
◦⊂ C .

(ii) Si A y C son independientes podemos observar de la definición de H(A /C ) que

H(A /C ) = H(A ). Para probar el rećıproco supongamos que H(A /C ) = H(A ). Entonces

−
n∑

i=1

m∑

j=1

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
= −

n∑

i=1

µ(Ai) log(µ(Ai))(∗).
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Si fijamos i y aplicamos el Teorema 4.1 con αj = µ(Cj) y xj = µ(Aj ∩ Cj)/µ(Cj) obtenemos que

−
m∑

j=1

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)
≤ −µ(Ai) log(µ(Ai))(**),

donde sólo se da la igualdad cuando µ(Ai ∩ Cj)/µ(Cj) no depende de j. Si ai denota esta cons-

tante, entonces sumando las relaciones anteriores tenemos que µ(Ai ∩ Cj) = aiµ(Cj) sobre las j

tenemos que ai = µ(Ai). Aśı pues la igualdad se da solamente cuando µ(Ai ∩ Cj) = µ(Ai)µ(Cj).

Como la relación (*) dice que la igualdad se da en la desigualdad (**), para cada i tenemos que

µ(Ai ∩ Cj) = µ(Ai)µ(Cj) para toda i, j. Por lo tanto µ(A ∩ C) = µ(A)µ(C) siempre que

A ∈ A , C ∈ C .

Observación 4.8. El inciso (i) del teorema anterior se puede interpretar de la siguiente manera:

conociendo la información del experimento C podemos conocer la información del experimento A .

En otras palabras, realizando el experimento C ya no hay incertidumbre acerca del resultado del

experimento A .

El inciso (ii) del teorema dice que la información aportada por el experimento C no da infor-

mación acerca del experimento A , siempre y cuando A y C sean independientes. Recordando la

Definición 3.1 y su interpretación, la propiedad anterior es una de las propiedades esperadas para

una medida de incertidumbre. Es decir, si la correncia de A ∈ A no depende de la ocuurencia de

C ∈ C para todo A ∈ A , C ∈ C ; entonces la cantidad de incertidumbre contenida en A , no debe

verse alterada por el conocimiento de la ocurrencia de C .

Con las propiedades y resultados anteriores ya podemos decir que la definición de entroṕıa

es una buena medida de incertidumbre. Ahora pasamos a ver un espacio donde la entroṕıa nos

dará una métrica.

Teorema 4.4. Denotemos como ∇ al espacio de todas las sub-σ-álgebras finitas de F , en el que

dos álgebras finitas A , C son idénticas si A
◦
= C . Si definimos

d(A , C ) = H(A /C ) + H(C /A ),

entonces d es una métrica en ∇.

Demostración. Tenemos que d(A , C ) ≥ 0, donde la igualdad se da si y sólo si A
◦
= C (Teorema

4.3). También

H(A /D) ≤ H(A ∨ C /D) = H(C /D) + H(A /C ∨ D) ≤ H(C /D) + H(A /C ),

de manera análoga H(D/A ) ≤ H(C /A ) + H(D/C ). Por lo tanto:

d(A , D) ≤ d(A , C ) + d(C , D).
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También podemos definir la entroṕıa condicional H(A /B) cuando A es una

sub-σ-álgebra finita de F , y B es una sub-σ-álgebra de F arbitraria. Para realizar lo utilizamos

la función esperanza condicional E(·/B) : L1(Ω, F , µ) → L1(Ω, B, µ). Si C es una sub-σ-álgebra

finita de F con ξ(C ) = {C1, . . . , Cm} entonces:

E(f/C )(x) =

m∑

i=1

χ
Ci

(x)
1

µ(Ci)

∫

Ci

fdµ.

Si A es otra sub-σ-álgebra finita y ξ(A ) = {A1, . . . , Ak} entonces:

H(A /C ) = −
∑

i, j

µ(Ai ∩ Cj) log

(
µ(Ai ∩ Cj)

µ(Cj)

)

= −
k∑

i=i

∫
χAi

log (E (χAi
/C )) dµ

= −
∫ k∑

i=1

E (χAi
/C ) log (E (χAi

/C )) dµ.

Lo cual nos lleva a la siguiente definición:

Definición 4.8. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad; si A es una sub-σ-álgebra finita de F

con ξ(A ) = {A1, . . . , Ak}, y B es una sub-σ-álgebra arbitraria de F , la entroṕıa de A dado

B es el número

H(A /B) = −
∫ k∑

i=1

E(χAi
/B) log(E(χAi

/B)) dµ.

Observación 4.9. Como E(·/B) es un operador lineal positivo y
∑k

i=1 χAi
= 1, obtenemos que

0 ≤ E(χAi
/B)(x) ≤ 1 casi dondequiera, por lo que:

−
k∑

i=1

E(χ
Ai

/B)(x) log(E(χAi
/B)(x)) ≤ k máx

t∈[0,1]
(−t log(t)) = ke.

Por lo tanto H(A /B) es finita.

La función
∑k

i=1 E(χAi
/B) log(E(χAi

/B)) se conoce como función información en teoŕıa de

la información. En esta teoŕıa la entroṕıa, por lo observado anteriormente, seŕıa la esperanza de

la función información. Lo anterior justifica por qué podemos interpretar a la entroṕıa como una

medida de la información contenida en el resultado de un experimento.

La entroṕıa que utilizamos en este trabajo es conocida como entroṕıa de Shannon y tiene que ver

con un problema en esta teoŕıa. Podemos mostrar que las propiedades listadas en el Teorema 4.2 se

cumplen para esta definición más general de la entroṕıa condicional. Sin embargo podemos deducir

del Teorema 4.2 (en el caso de que (Ω, F , µ) tenga una base numerable) utilizando un teorema

ĺımite. Para ello necesitaremos la siguiente definición: Si {Bn} es una familia de sub-σ-álgebras de

F ,
∨∞

n=1 Bn denotará la sub-σ-álgebra más pequeña que contiene a todas las Bn.
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Lema 4.1. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad y {Bn} una sucesión creciente de

sub-σ-álgebras de F . Denotamos
∨∞

n=1 Bn por B. Para cada f ∈ L2(Ω, F , µ) se tiene que

‖E(f/Bn) − E(f/B)‖2 → 0.

Demostración. Recordemos que E(·/Bn) es la proyección ortogonal de L2(Ω, F , µ) sobre

L2(Ω, Bn, µ) (ver Shiryaev [21, pág. 237]). Sea A ∈ B, como {Bn} es una sucesión creciente,

se tiene que A =
⋃∞

n=1 Bn es un álgebra que genera a B. Por el Lema B.1 existe una suce-

sión {An} tal que An ∈ Bn y µ(An △ A) → 0. Como E(χ
A
/Bn) es la función más cercana en

L2(Ω, Bn, µ) a χ
A

tenemos que

‖E(χ
A
/Bn) − χ

A
‖2

2 ≤ ‖χ
An

− χ
A
‖2

2 = µ(An △ A) → 0.

Como las combinaciones lineales finitas de funciones caracteŕısticas son densas en L2(Ω, F , µ)

tenemos que ‖E(h/Bn) − h‖2 → 0 para toda h ∈ L2(Ω, F , µ). Por lo tanto, si f ∈ L2(Ω, F , µ),

sea h = E(f/B) por lo anterior se tiene que ‖E(h/Bn) − h‖2 → 0, pero:

‖E(h/Bn) − h‖2 = ‖E(E(f/B)/Bn) − E(f/B)‖2 = ‖E(f/Bn) − E(f/B)‖2,

donde la última igualdad es consecuencia de que E(E(f/B)/Bn) = E(f/Bn).

Observación 4.10. El mismo resultado también es válido para una sucesión decreciente {Bn} de

sub-σ-álgebras con
⋂∞

n=1 Bn = B.

Teorema 4.5. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad. Sea A una sub-σ-álgebra finita de

F , y {Bn}∞n=1 una sucesión creciente de sub-σ-algebras de F con
∨∞

n=1 Bn = B. Entonces

H(A /Bn) → H(A /B) (el análogo para particiones finitas también es cierto).

Demostración. Sea ξ(A ) = {A1, . . . , Am}. Por el lema anterior sabemos que para cada i

‖E(χ
Ai

/Bn) − E(χ
Ai

/B)‖2 → 0.

Por lo tanto E(χ
Ai

/Bn) converge en medida a E(χ
Ai

/B) (ver Bartle [3, pág. 69]), aśı que,

−
m∑

i=1

E(χ
Ai

/Bn) log(E(χ
Ai

/Bn)),

converge en medida a −∑m
i=1 E(χ

Ai
/B) log(E(χ

Ai
/B)). Ahora como todas estas funciones están

acotadas por ke debido al Teorema de Convergencia Dominada en Medida (ver Teorema B.9, pág.

135), se tiene que éstas también convergen en L1(µ). Por lo tanto H(A /Bn) → H(A /B).

Observaciones 4.11.

(1) El mismo resultado también es válido para una sucesión decreciente {Bn} de sub-σ-álgebras

con
⋂∞

n=1 Bn = B.
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(2) Cuando (Ω, F , µ) tiene base numerable (ver Observación 1.29, pág. 51), los resultados del

Teorema 4.2 son ciertos para una sub-σ-álgebra D de F de la siguiente manera: elegimos

una sucesión creciente {Dn}∞n=1 de sub-σ-álgebras finitas tales que Dn ↑ D y utilizando el

teorema anterior. (Notemos que Dn = σ(E1, . . . , En) donde {En} es la base numerable del

espacio).

Ahora tenemos la siguiente extensión del Teorema 4.3.

Teorema 4.6. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad y sean A , B sub-σ-álgebras de F con A

finita. Entonces:

(i) H(A /B) = 0 si y sólo si A
◦⊂ B.

(ii) H(A/B) = H(A ) si y sólo si A y B son independientes.

Demostración. Sea ξ(A ) = {A1, . . . , Am}.

(i). Si A
◦⊂ B entonces E(χ

Ai
/B)(x) sólo toma los valores 0,1 c. d., por lo que

H(A /B) = 0. Para el rećıproco, si 0 = H(A /B) =
∫

(−∑m
i=1 E(χ

Ai
/B) log(E(χ

Ai
/B)) dµ,

entonces como −E(χ
Ai

/B)(x) log(E(χ
Ai

/B)(x)) ≥ 0 tenemos que para cada i, E(χ
Ai

/B) toma

sólo los valores 0,1 c. d. Por lo tanto A
◦⊂ B.

(ii). Supongamos que H(A /B) = H(A ). Sea B ∈ B y C una sub-σ-álgebra finita de B

formada por los conjuntos {∅, B, Ω \ B, Ω}, entonces H(A ) ≥ H(A /C ) ≥ H(A /B) = H(A ).

Aśı pues, H(A ) = H(A /C ), por lo que µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) para todo A ∈ A , entonces A y

B son independientes.

Si A y B son independientes entonces para cada A ∈ A E(χ
A
/B) = µ(A) (ya que∫

B
E(χ

A
/B) dµ =

∫
B
χ

A
= µ(A)µ(B) para toda B ∈ B y E(χ

A
/B) es la única función B-

medible con esta propiedad). Por lo tanto H(A /B) = H(A ).

4.4. Entroṕıa de una Transformación Preservadora de la

Medida

Recordando que si ξ(A ) = {A1, . . . , Am}, entonces

H(ξ(A )) = H(A ) = −
m∑

i=1

µ(Ai) log(µ(Ai)),

y que los elementos de la partición ξ(
∨n−1

i=0 T−i(A )) =
∨n−1

i=0 T−iξ(A ) son todos los conjuntos de

la forma
⋂n−1

i=0 T−i(Aji
) con ji ∈ {1, . . . , m} para i ∈ {0, . . . , n − 1}.
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Definición 4.9. Supongamos que T : Ω → Ω es una transformación medible que preserva la

medida del espacio de probabilidad (Ω, F , µ). Si A es una sub-σ-álgebra finita de F entonces

h(T, ξ(A )) = h(T, A ) = ĺım
n→∞

1

n
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
,

le llamaremos la entroṕıa de T con respecto a A .

Al número h(T, A ) lo podemos interpretar como sigue: si al aplicar T lo asociamos con el

paso de un d́ıa, es decir, al aplicar n veces T , entonces
∨n−1

i=0 T−i(A ) representaŕıa la información

obtenida después de realizar el experimento asociado a la partición A , por n d́ıas consecutivos.

Por lo que h(T, A ) es la información promedio por d́ıa que se obtiene de realizar el experimento

A por siempre. Finalmente no queda claro que este ĺımite siempre exista. Más adelante veremos

que este ĺımite siempre existe.

Observación 4.12. h(T, A ) ≥ 0.

Finalmente estamos en posición de dar la definición de la entroṕıa de una transformación

preservadora de medida.

Definición 4.10. Si T : Ω → Ω es una transformación medible que preserva la medida del espacio

de probabilidad (Ω, F , µ), entonces se define: h(T ) = sup h(T, A ); donde el supremo se toma sobre

todas las sub-σ-álgebras finitas A de F le llamaremos la entroṕıa de T . De la misma manera

h(T ) = sup h(T, ξ), donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de (Ω, F , µ).

Si pensamos a una aplicación de T como el paso de un d́ıa de tiempo (como lo hemos estado

haciendo), entonces h(T ) es el máximo˝ de la información promedio obtenida de realizar el mismo

experimento por siempre.

Observaciones 4.13.

(1) h(T ) ≥ 0. h(T ) puede ser +∞.

(2) h(Ix) = 0. Si h(T ) = 0, entonces h(T, A ) = 0 para toda sub-σ-álgebra A finita, lo cual

implica que
∨∞

i=0 T−i(A ) no cambia mucho˝ cuando n → ∞.

Ahora se prueba la existencia de h(T, A ). Esto lo haremos de dos formas, una utilizando

un resultado de sucesiones de números reales, y la otra utilizando propiedades de la entroṕıa

condicional.

Lema 4.2. Si {an}n≥1 es una sucesión de números reales tal que an+p ≤ an + ap para toda

n , p, entonces ĺımn→∞ an/n existe y es igual al ı́nfn{an/n}. (El ĺımite puede ser −∞, pero si an

está acotada inferiormente entonces el ĺımite será no negativo).
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Demostración. Fijamos p > 0. Si n ≥ p entonces podemos escribir n = kp + i con 0 ≤ i < p.

Entonces
an

n
=

ai+kp

i + kp
≤ ai

kp
+

akp

kp
≤ ai

kp
+

kap

kp
=

ai

kp
+

ap

p
.

Si n → ∞ entonces k → ∞, por lo que

ĺım sup
an

n
≤ ap

p
,

aśı que

ĺım sup
an

n
≤ ı́nf

{
ap

p

}
.

Pero

ı́nf

{
ap

p

}
≤ ĺım inf

an

n
,

por lo tanto ĺım an/n existe y es igual al ı́nf{an/n}.

Teorema 4.7. Sea T : Ω → Ω medible que preserva la medida y A una sub-σ-álgebra finita de

F , entonces ĺımn→∞(1/n)H
(∨n−1

i=0 T−i(A )
)

existe.

Demostración. Sea an = H
(∨n−1

i=0 T−i(A )
)
≥ 0, entonces

an+p = H

(
n+p−1∨

i=0

T−i(A )

)

≤ H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
+ H

(
n+p−1∨

i=n

T−i(A )

)
Teorema 4.2(viii)

= an + H

(
p−1∨

i=0

T−i(A )

)
Teorema 4.2(x)

= an + ap.

Aplicando el lema anterior a la sucesión an obtenemos el resultado.

Teorema 4.8. Sea T : Ω → Ω una transformación preservadora de medida y A una

sub-σ-álgebra finita de F , entonces (1/n)H
(∨n−1

i=0 T−i(A )
)
decrece a h(T, A ).

Demostración. Primero tenemos que mostrar (por inducción) que

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
= H(A ) +

n−1∑

j=1

H

(
A

/ j∨

i=1

T−i(A )

)
.
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Para n = 1 es claro. Supongamos válido para n = k, entonces es válido para n = k + 1 ya que

H

(
p∨

i=0

T−i(A )

)
= H

(
p∨

i=1

T−i(A ∨ A )

)

= H

(
p∨

i=1

T−i(A )

)
+ H

(
A

/ p∨

i=1

T−i(A )

)
Teorema 4.2(ii)

= H

(
p−1∨

i=0

T−i(A )

)
+ H

(
A

/ p∨

i=1

T−i(A )

)
Teorema 4.2(x)

= H(A ) +

p∑

j=1

H

(
A

/ j∨

i=1

T−i(A )

)
por hipótesis de inducción.

Por lo tanto la fórmula anterior es válida para toda n. Utilizando la fórmula y el Teorema 4.2(iii)

tenemos que H
(∨n−1

i=0 T−i(A )
)
≥ nH(A /

∨n
i=1 T−i(A )), por lo que

nH

(
n∨

i=0

T−i(A )

)
= n

[
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
+ H

(
A

/ n∨

i=1

T−i(A )

)]

≤ (n + 1)H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
.

Aśı

1

n + 1
H

(
n∨

i=0

T−i(A )

)
≤ 1

n
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
.

Ahora mostraremos que la entroṕıa es una propiedad invariante bajo isomorfismo.

Teorema 4.9. La entroṕıa es invariante bajo isomorfismo.

Demostración. Sean Ti (i = 1, 2) transformaciones preservadoras de medida isomorfas actuando

sobre espacios de probabilidad (Ωi, Fi , µi) (i = 1, 2) (ver Definición 2.3, pág. 64). Entonces existen

Mi (i = 1, 2) con µ(Mi) = 1 i = 1, 2 y φ : M1 → M2 invertible, medible y preservadora de medidas.

Ya que los conjuntos de medida cero no son relevantes para el cálculo de la entroṕıa de una sub-σ-

álgebra, podemos considerar a los espacios (Ωi, Fi, µi) y los espacios (Mi, Fi ∩ Mi, µi|Mi
) i = 1, 2

respectivamente como iguales, y aśı lo haremos.

Sea A1 una sub-σ-álgebra finita de F1 con ξ(A1) = {A1, . . . , Ar}. Sean

Bi = φ(Ai) para toda i ∈ {1, . . . , r}, entonces η = {B1, . . . , Br} es una partición de (Ω2, F2, µ2).

Sea B2 = σ(η). Aśı pues
⋂n−1

i=0 T−i
2 (Bqi

), donde qi ∈ {1, . . . , r} tiene la misma medida que⋂n−1
i=0 T−i

1 (Aqi
) ya que

µ1(
n−1⋂

i=0

T−i
1 (Aqi

)) = µ1(
n−1⋂

i=0

T−i
1 (φ−1(Bqi

))) = µ1(
n−1⋂

i=0

φ−1(T−i
2 (Bqi

))) =
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µ1(φ
−1(

n−1⋂

i=0

T−i
2 (Bqi

))) = µ2(

n−1⋂

i=0

T−i
2 (Bqi

)).

Por lo que H(
∨n−1

i=0 T−i
1 (A1)) = H(

∨n−1
i=0 T−i

2 (B2)), aśı que h(T1, A1) = h(T2, B2), entonces

h(T1) ≤ h(T2). Análogamente obtenemos h(T1) = h(T2).

Después de ver propiedades de h(T, A ) y h(T ), consideraremos el problema de cómo calcular

h(T ). Estos cálculos y el teorema anterior darán ejemplos de transformaciones que no son isomorfas.

4.5. Propiedades de h(T, A ) y h(T )

Recordando que

h(T, A ) = ĺım
n→∞

1

n
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
.

Teorema 4.10. Supongamos que A , B son sub-σ-álgebras finitas de F y T una transformación

preservadora de medida del espacio de probabilidad (Ω, F , µ). Entonces:

(i) h(T, A ) ≤ H(A ).

(ii) h(T, A ∨ B) ≤ h(T, A ) + h(T, B).

(iii) Si A ⊆ B, entonces h(T, A ) ≤ h(T, B).

(iv) h(T, A ) ≤ h(T, B) + H(A /B).

(v) h(T, T−1(A )) = h(T, A ).

(vi) Si k ≥ 1, h(T, A ) = h(T,
∨k−1

i=0 T−i(A )).

(vii) Si T es invertible y k ≥ 1, entonces

h(T, A ) = h

(
T,

k∨

i=−k

T i(A )

)
.

Demostración.

(i)

1

n
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
≤ 1

n

n−1∑

i=0

H(T−i(A )) Teorema 4.2

=
1

n

n−1∑

i=0

H(A ) Teorema 4.2(x)

= H(A ).
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(ii)

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A ∨ B)

)
= H

(
n−1∨

i=0

T−i(A ) ∨
n−1∨

i=0

T−i(B)

)

≤ H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
+ H

(
n−1∨

i=0

T−i(B)

)
Teorema 4.2(viii).

(iii) Si A ⊆ B entonces

n−1∨

i=0

T−i(A ) ⊆
n−1∨

i=0

T−i(B), n ≥ 1,

utilizando el Teorema 4.2(iv) obtenemos el resultado.

(iv)

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
≤ H

((
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
∨
(

n−1∨

i=0

T−i(B)

))
Teorema 4.2(iv)

= H

(
n−1∨

i=0

T−i(B)

)
+ H

((
n−1∨

i=0

T−i(A

)/(
n−1∨

i=0

T−i(B)

))
Teorema 4.2(ii).

Pero por el Teorema 4.2(vii)

H

((
n−1∨

i=0

T−i(A )

)/(
n−1∨

i=0

T−i(B)

))
≤

n−1∑

i=0

H

(
T−i(A )

/(
n−1∨

j=0

T−j(B)

))

≤
n−1∑

i=0

H(T−i(A )/T−i(B)) Teorema 4.2(v)

= nH(A /B) Teorema 4.2(ix).

Por lo tanto,

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
≤ H

(
n−1∨

i=0

T−i(B)

)
+ nH(A /B).

(v)

H

(
n∨

i=1

T−i(A )

)
= H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
Teorema 4.2(x), por lo tanto

h(T, T−1(A )) = h(T, A ).
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(vi)

h

(
T,

k∨

0

T−i(A )

)
= ĺım

n→∞

1

n
H

(
n−1∨

j=0

T−j

(
k∨

i=0

T−i(A )

))

= ĺım
n→∞

1

n
H

(
k+n−1∨

i=0

T−i(A )

)

= ĺım
n→∞

(
k + n − 1

n

)(
1

k + n − 1

)
H

(
k+n−1∨

i=0

T−i(A )

)

= h(T, A ).

(vii)

h

(
T,

k∨

i=−k

T−i(A )

)
= h

(
T,

2k∨

0

T−i(A )

)
por (v)

= h(T, A ) (vi).

Corolario 4.10.1. Si A , B son sub-σ-álgebras finitas de F , tenemos que

|h(T, A ) − h(T, B)| ≤ d(A , B), por lo que, h(T, ·)

es una función continua del espacio métrico (∇, d) a R.

Demostración. Por el inciso (iii)

|h(T, A ) − h(T, B)| ≤ máx(H(A /B), H(B/A )) ≤ d(A , B).

Teorema 4.11. Sea T una transformación medible que preserva la medida del espacio de proba-

bilidad (Ω, F , µ), entonces:

(i) Para k > 0, h(T k) = kh(T ).

(ii) Si T es invertible entonces h(T k) = |k|h(T ) para toda k ∈ Z.

Demostración.

(i) Mostraremos primero que

h(T k,
k−1∨

i=0

T−i(A )) = kh(T, A ), si k > 0.
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Lo anterior es válido puesto que

ĺım
n→∞

1

n
H

(
k−1∨

j=0

T−kj

(
k−1∨

i=0

T−i(A )

))
= ĺım

n→∞

k

nk
H

(
nk−1∨

i=0

T−i(A )

)

= kh(T, A ).

Por lo tanto,

kh(T ) = k · sup
A finita

h(T, A ) = sup
A

h

(
T k,

k−1∨

i=0

T−i(A )

)

≤ sup
B

h(T k, B) = h(T k).

También, h(T k, A ) ≤ h(T k,
∨k−1

i=0 T−i(A )) = kh(T, A ), por el Teorema 1.7. Por lo tanto,

h(T k) ≤ kh(T ). Utilizando las dos desigualdades obtenemos el resultado.

(ii) Basta mostrar que h(T−1) = h(T ), y todo lo que necesitamos probar es

h(T−1, A ) = h(T, A ) para toda A finita. Pero

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
= H

(
T−(n−1)

(
n−1∨

i=0

T i(A )

))
Teorema 4.2(x)

= H

(
n−1∨

j=0

T−j(A )

)
.

Con el objetivo de mostrar como h(T ) se comporta bien bajo algunas operaciones en las trans-

formaciones preservadora de medida, daré formas para que el cálculo de h(T ) sea más simple. Los

siguientes resultados ayudarán a comprender bajo qué condiciones h(T, A ) = 0. Lo que permi-

tirá concluir que una transformación que no es invertible módulo cero (es decir T−1(F )
◦
6= F ),

debe tener entroṕıa estrictamente positiva.

Teorema 4.12. Si A es una sub-σ-álgebra de F y T es m. y p.m. de (Ω, F , µ), entonces

h(T, A ) = ĺım
n→∞

H

(
A

/(
n∨

i=1

T−i(A )

))
= H

(
A

/(∞∨

i=1

T−i(A )

))
.

Demostración. El ĺımite existe ya que el lado derecho es una sucesión decreciente por el Teorema

4.2(v). Sabemos de la prueba del Teorema 4.8 que para n ≥ 1 se tiene que

H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
= H(A ) +

n−1∑

j=1

H

(
A

/(
j∨

i=1

T−i(A )

))
.

El resultado se obtiene dividiendo entre n y tomando ĺımites, ya que el ĺımite de los promedios es

igual al ĺımite original si éste existe. La última igualdad se da debido al Teorema 4.5.
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Estamos en posición de decir para cuales sub-σ-álgebras finitas se tiene h(T, A ) = 0.

Corolario 4.12.1. Sea T una transformación preservadora de medida del espacio de probabilidad

(Ω, F , µ). Sea A una sub-σ-álgebra finita de F . Entonces h(T, A ) = 0 si y sólo si

A
◦⊂ ∨∞

i=1 T−i(A ).

Demostración. Por el teorema anterior y el Teorema 4.6.

Intuitivamente, el resultado anterior dice que la información promedio por d́ıa de realizar el ex-

perimento A , es cero cuando el resultado del primer d́ıa puede ser determinado por la combinación

de resultados conocidos en todos los d́ıas subsecuentes (el futuro determina el presente).

Corolario 4.12.2. Sea T una transformación preservadora de medida del espacio de probabilidad

(Ω, F , µ). Entonces h(T ) = 0 si y sólo si para toda sub-σ-álgebra finita A de F se tiene que

A
◦⊂ ∨∞

i=1 T−i(A ).

Ahora podemos concluir que una transformación preservadora de medida que no es invertible

debe tener entroṕıa mayor que cero.

Corolario 4.12.3. Sea T una transformación preservadora de medida del espacio de probabilidad

(Ω, F , µ). Si h(T ) = 0, entonces T−1(F )
◦
= F .

Demostración. Sea F ∈ F y A la sub-σ-álgebra finita formada por {∅, F, Ω\F, Ω}. Por el corolario

anterior tenemos que A
◦⊂ ∨∞

i=1 T−i(A ) ⊂ T−1(F ). Como F es un elemento arbitrario de F se

tiene que F
◦
= T−1(F ).

Se le puede agregar aún más al resultado anterior.

Corolario 4.12.4. Sea T una transformación preservadora de medida del espacio de probabilidad

(Ω, F , µ). Supongamos que h(T ) = 0. Si A es una sub-σ-álgebra de F tal que T−1(A )
◦⊂ A ,

entonces T−1(A )
◦
= A .

Demostración. Aplicamos el corolario anterior a T |(Ω,F ,µ).

4.6. Algunos métodos para calcular h(T )

Es dif́ıcil calcular la entroṕıa de una transformación a partir de la definición ya que se debe

calcular h(T, A ) para toda A sub-σ-álgebra finita, y en pocas ocasiones se conoce como son

estas sub-σ-álgebras. Lo anterior lleva a buscar formas alternativas para el cálculo de h(T ). En
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esta sección encontraré condiciones para poder asegurar que h(T, A ) = h(T ) (y aśı simplificar el

cálculo de h(T )). También mostraré bajo qué condiciones una sucesión de sub-σ-álgebras {An}
finitas cumplen que h(T ) = ĺımn→∞ h(T, An). Lo anterior dará métodos para calcular h(T ) para

algunos ejemplos de transformaciones preservadora de medida, y veré mas propiedades de h(T ).

De igual manera probaré el teorema de Kolmogorov-Sinai, que es frecuentemente utilizado para el

cálculo de h(T ), además de varios resultados que facilitarán la obtención de h(T ) para nuestros

ejemplos.

El Teorema 4.13 será de utilidad para esta sección. Para demostrarlo necesitaremos el siguiente

resultado:

Lema 4.3. Sea r ≥ 1 un entero fijo. Para toda ε > 0, existe δ = δ(ε, r) > 0 tal que si

ξ = {A1, . . . , Ar} , η = {C1, . . . , Cr} son cualesquiera dos particiones de (Ω, F , µ) en r conjun-

tos con
∑r

i=1 µ(Ai △ Ci) < δ, entonces H(ξ/η) + H(η/ξ) < ε.

Demostración. Sea ε > 0 dado. Escogemos δ > 0 tal que δ < 1
3

y

−r(r − 1)δ log(δ) − (1 − δ) log(1 − δ) < ε/2.

Donde esta δ existe por continuidad por la derecha de la función x log(x). Sea ζ la partición

formada por los conjuntos Ai ∩ Cj (i 6= j) y
⋃r

i=1(Ai ∩ Ci). Entonces ξ ∨ η = η ∨ ζ , como

Ai ∩ Cj ⊂
⋃r

n=1(An △ Cn) (i 6= j) tenemos que

µ(Ai ∩ Cj) < δ (i 6= j) y µ

(
r⋃

i=1

(Ai ∩ Ci)

)
> 1 − δ.

Aśı que H(ζ) < r(r − 1)δ log(δ) − (1 − δ) log(1 − δ) < ε/2. Por lo que:

H(η) + H(ξ/η) = H(ξ ∨ η) = H(η ∨ ζ) ≤ H(η) + H(ζ) < H(η) + ε/2,

por lo tanto H(ξ/η) < ε/2. Análogamente (ya que ξ ∨ η = ξ ∨ ζ) tenemos que

H(η/ξ) < ε/2.

Observación 4.14. Si ∇̃r denota el espacio de todas las particiones finitas ordenadas de (Ω, F , µ)

en r conjuntos con r ≥ 1, donde dos particiones ξ = {A1, . . . , Ar} η = {C1, . . . , Cr}, las conside-

raremos como iguales si µ(Ai △ Ci) = 0 para toda i. Definimos el espacio métrico (∇̃r, ρ) donde

ρ(ξ, η) =
∑r

i=0 µ(Ai △ Ci) si ξ = {A1, . . . , Ar} η = {C1, . . . , Cr}. Si (∇, d) denota el espacio

métrico introducido en el Teorema 4.4 entonces el lema dice que la función identidad de (∇̃r, ρ) a

(∇, d) es uniformemente continua.

Teorema 4.13. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad y F0 un álgebra tal que σ(F0)
◦
= F .

Sea A una sub-σ-álgebra finita de F . Entonces para toda ε > 0 existe una sub-σ-álgebra finita de

B, B ⊆ F0 tal que H(B/A ) + H(A /B) < ε.
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Demostración. Sea ξ(A ) = {A1, . . . , Ar}, ε > 0. Elegimos δ > 0 correspondiente a r y ε en el lema

anterior. Es suficiente mostrar que para toda σ > 0 podemos encontrar una partición {C1, . . . , Cr}
con Ci ∈ F0 y µ(Ai ∩ Ci) < σ para toda i. Para mostrar lo anterior elegimos λ > 0 tal que

λ(r − 1)[1 + r(r − 1)] < σ, para cada i elegimos Fi ∈ F0 tal que

µ(Ai △ Fi) < λ. Si i 6= j entonces Fi ∩ Fj ⊂ (Fi △ Ai) ∪ (Fj △ Aj) por lo cual µ(Fi ∩ Fj) < 2λ.

Sea N =
⋃

i6=j(Fi ∩ Fj), tenemos que µ(N) < r(r − 1)λ, sean Ci = Fi \ N para 1 ≤ i < r y

Cr = Ω \⋃r−1
i=1 Ci es una partición de Ω, y cada Ci ∈ F0. Si i < r entonces:

Ci △ Ai ⊂ (Fi △ Ai) ∪ N, por lo que,

µ(Ci △ Ai) < λ[1 + r(r − 1)] < σ.

Mientras, Cr △ Ar ⊂
⋃r−1

i=1 (Ci △ Ai), por lo tanto

µ(Cr △ Ar) < (r − 1)λ[1 + r(r − 1)] < σ.

Si {An} es una sucesión de sub-σ-álgebras de F , entonces
∨

n An denota la sub-σ-álgebra gene-

rada por {An}, es decir,
∨

n An es la intersección de todas las sub-σ-álgebras de F que contienen

a cada An. Usaremos
⋃

n An para denotar la colección de conjuntos que pertenecen a algún An.

Si {An}∞n=1 es una sucesión creciente entonces
⋃

n An es un álgebra, pero no necesariamente una

σ-álgebra.

Corolario 4.13.1. Si {An} es una sucesión creciente de sub-σ-álgebras finitas de F y C es una

sub-σ-álgebra finita tal que C
◦⊂ ∨n An, entonces H(C /An) → 0 cuando n → ∞.

Demostración. Si F0 =
⋃∞

j=1 Aj entonces F0 es un álgebra y C
◦⊂ σ(F0) por hipótesis. Sea ε > 0,

por el Teorema 4.13 existe una sub-σ-álgebra finita Bε de F0 tal que H(C /Bε) < ε. Pero Bε ⊆ Aj0

para algún j0 ya que Bε es finita. Si j ≥ j0 por el Teorema 4.2(v)

H(C /Aj) ≤ H(C /Aj0) ≤ H(C /Bε) < ε. Por lo tanto H(C /An) → 0.

Los principales métodos para calcular h(T ) están dados en los siguientes dos resultados.

Teorema 4.14 (Teorema de Kolmogorov-Sinai). Sea T una transformación invertible, medible que

preserva la medida del espacio de probabilidad (Ω, F , µ), y sea A una sub-σ-álgebra finita de F

tal que
∨∞

n=−∞ T n(A )
◦
= F . Entonces h(T ) = h(T, A ).

Demostración. Sea B ⊆ F finita, debemos mostrar que h(T, B) ≤ h(T, A ), para n ≥ 1,

h(T, B) ≤ h

(
T,

n∨

i=−n

T i(A )

)
+ H

(
B

/
n∨

i=−n

T i(A )

)
Teorema 4.10(iv)

= h(T, A ) + H

(
B

/
n∨

i=−n

T i(A )

)
Teorema 4.10(vii).

Sea An =
∨n

i=−n T i(A ), es suficiente mostrar que H(B/An) tiende a cero cuando n → ∞, lo cual

se cumple por el Corolario 4.13.1.
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Un resultado similar también es cierto cuando T no necesariamente es invertible:

Teorema 4.15. Sea T es una transformación preservadora de medida (pero no necesariamente

invertible) del espacio de probabilidad (Ω, F , µ). Si A es una sub-σ-álgebra finita de F tal que∨∞
i=0 T−i(A )

◦
= F , entonces h(T ) = h(T, A ).

Demostración. Esta prueba es análoga a la del teorema anterior reemplazando
∨n

i=−n T i(A ) por∨n−1
i=0 T−i(A ) y utilizando el Teorema 4.10(vi).

El siguiente resultado es útil para mostrar que una transformación tiene entroṕıa cero. Lo

utilizaremos más adelante para mostrar que la entroṕıa de una rotación es cero.

Corolario 4.15.1. Si T es una transformación invertible y preservadora de medida del espacio de

probabilidad (Ω, F , µ), y
∨∞

i=0 T−i(A )
◦
= F para alguna sub-σ-álgebra finita A , entonces h(T ) = 0.

Demostración. Por el Teorema 4.15 tenemos que

h(T ) = h(T, A )

= ĺım
n→∞

H

(
A

/
n∨

i=1

T−i(A )

)
Teorema 4.12.

Pero
∨∞

i=1 T−i(A )
◦
= T−1(F )

◦
= F , sean An =

∨n
i=1 T−i(A ), entonces A1 ⊂ A2 ⊂ · · · y∨∞

n=1 An
◦
= F . Por el Corolario 4.13.1 tenemos que H(A /An) → 0, por lo tanto h(T ) = 0.

Observación 4.15. La entroṕıa también puede ser definida para particiones numerables como sigue:

si ξ = {A1, A2, . . . } entonces

H(ξ) = −
∑

i

µ(Ai) log(Ai),

(la cual puede ser infinita). Se puede probar que h(T ) = sup h(T, ξ), donde el supremo es tomado

sobre las particiones numerables ξ tales que H(ξ) < ∞.

Definición 4.11. Una partición numerable ξ de Ω se llamará un generador para una transfor-

mación preservadora de medida invertible, si

∞∨

n=−∞
T nσ(ξ)

◦
= F ,

se puede probar que si ξ es un generador con H(ξ) < ∞ entonces h(T ) = h(T, ξ) (ver Parry [16,

pág. 16]).

Ahora probaremos algunos resultados que facilitarán el cálculo de h(T ) para nuestros ejemplos.
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Teorema 4.16. Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad. Si F0 es una sub-σ-álgebra de F tal

que σ(F0)
◦
= F , entonces para toda transformación T medible y preservadora de medida se tiene

que

h(T ) = sup h(T, A ),

donde el supremo se toma sobre todas las sub-σ-álgebras finitas A de F0.

Demostración. Sean ε > 0, A ⊆ F finita. Por el Teorema 4.13 existe un álgebra finita B tal que

H(A /Bε) < ε, por lo que

h(T, A ) ≤ h(T, Bε) + H(A /Bε) Teorema 4.10(iv)

≤ h(T, Bε) + ε.

Por lo tanto h(T, A ) ≤ ε + sup{h(T, B) : B ⊂ F0, Bfinita}, aśı que

h(T ) ≤ sup{h(T, B) : B ⊂ F0, B finita}.

Es fácil ver la otra desigualdad.

Cuando es dif́ıcil encontrar un generador para una transformación preservadora de medida el

siguiente resultado es útil para calcular la entroṕıa.

Teorema 4.17. Sean (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad y {An}∞n=1 una sucesión creciente de

sub-σ-álgebras finitas de F tal que
∨∞

n=1 An
◦
= F . Si T es una transformación medible que preserva

la medida, entonces h(T ) = ĺımn→∞ h(T, An).

Demostración. Notemos que h(T, An) es una sucesión creciente por el Teorema 4.10(iii). También

F0 =
⋃∞

n=1 An es un álgebra y σ(F0)
◦
= F . Por el Teorema 4.16

h(T ) = sup{h(T, B) : B ⊂ F0 , B finita},

si B ⊂ F0 finita entonces B ⊆ An0 para algún n0. Por lo que

h(T, B) ≤ h(T, An0),

lo cual implica que h(T ) ≤ ĺımn→∞ h(T, An), por lo tanto h(T ) = ĺımn→∞ h(T, An).

El Teorema 4.16 nos permitirá probar la siguiente fórmula para el cálculo de la entroṕıa del

producto directo de dos transformaciones preservadoras de medida.

Teorema 4.18. Sean (Ω1, F1, µ1) y (Ω2, F2, µ2) espacios de probabilidad, y T1, T2 transformacio-

nes medibles que preservan la medida del espacio de probabilidad respectivamente. Entonces

h(T1 × T2) = h(T1) + h(T2).
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Demostración. Si A1 ⊂ F1, A2 ⊂ F2 finitas, entonces A1 ⊗ A2 es finita, donde

ξ(A1 ⊗ A2) = {A1 × A2 : A1 ∈ ξ(A1), A2 ∈ ξ(A2)}.

Si F0 denota el álgebra formada por las uniones finitas de rectángulos medibles entonces

σ(F0) = F1 ⊗ F2, por definición de F1 ⊗ F2 y por el Teorema 4.16,

h(T1 × T2) = sup{h(T1 × T2, B) : B ⊂ F0, B finita}.

Pero B es finita y B ⊆ F0, entonces B ⊆ A1 ⊗ A2 para algunas A1 ⊆ F1, A2 ⊆ F2 finitas.

Aśı pues, por el Teorema 4.10(v),

h(T1 × T2) = sup{h(T1 × T2, A1 ⊗ A2) : A1 ⊂ F1, A2 ⊂ F2; A1, A2 finitas}.

Tenemos que

h

(
n−1∨

i=0

(T1 × T2)
−i(A1 ⊗ A2)

)
= H

((
n−1∨

i=0

T−i
1 (A1)

)
×
(

n−1∨

i=0

T−i
2 (A2)

))

= −
∑

(µ1 ⊗ µ2)(Ck × Dj) · log((µ1 ⊗ µ2)(Ck × Dj))

= −
∑

µ1(Ck)µ2(Dj) log(µ1(Ck)µ2(Dj))

= −
∑

µ1(Ck)µ2(Dj)[log(µ1(Ck)) + log(µ2(Dj))]

= −
∑

µ1(Ck) log(µ1(Ck) − µ2(Dj)µ2(Dj))

= H

(
n−1∨

i=0

T−i
1 (A1)

)
+ H

(
n−1∨

i=0

T−i
2 (A2)

)
,

donde {Ck} son elementos de ξ(
∨n−1

i=0 T−i
1 (A1)), y {Dj} son elementos de ξ(

∨n−1
i=0 T−i

2 (A2)). Por lo

que h(T1 × T2, A1 ⊗ A2) = h(T1, A1) + h(T2, A2). Por lo tanto

h(T1 × T2) = h(T1) + h(T2).

Observación 4.16. Podemos extender el resultado anterior para el producto directo de cualquier

número finito de transformaciones preservadoras de medida.

4.7. Ejemplos

Ahora calcularemos la entroṕıa de algunos de nuestros ejemplos.

Ejemplo 4.1. Si I : ((Ω, F , µ) → (Ω, F , µ)) es la identidad, entonces h(I) = 0, ya que

h(I, A ) = ĺımn→∞(1/n)H(A ) = 0. También se tiene que si T p = I para algún p 6= 0 enton-

ces h(T ) = 0 puesto que 0 = h(T p) = |p| · h(T ).

Teorema 4.19. Cualquier rotación, T (z) = az, de S1 tiene entroṕıa cero.
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Demostración.

Caso 1: Supongamos que {an : n ∈ Z} no es denso, es decir, a es una ráız de la unidad, entonces

ap = 1 para algún p 6= 0; por lo que T p = apz = z, por lo tanto h(T ) = 0.

Caso 2: Supongamos que {an : n ∈ Z} es denso en S1, entonces {an : n < 0} es denso en S1.

Sea ξ = {A1, A2}, donde A1 = {eiθ : θ ∈ [0, π)} y A2 = {eiθ : θ ∈ [π, 2π)}, para n > 0 , T−n(ξ)

está formada por semicircunferencias con extremos en a−n y −a−n. Como {an : n < 0} es denso se

tiene que
∨∞

n=0

◦
= F , por lo tanto h(T ) = 0.

Teorema 4.20. El corrimiento bilateral (unilateral) de Bernoulli con parámetros (p0, . . . , pk−1)

tiene entroṕıa

−
k−1∑

i=0

pi log(pi).

Demostración. Sea Ai = {{xk} : x0 = i}, 0 ≤ i ≤ k − 1, entonces ξ = {A0, . . . , Ak−1} es una

partición de Ω. Por la definición de la σ-álgebra producto, F , tenemos que

∞∨

i=−∞
T i(A ) = F .

Por el Teorema de Kolmogorov-Sinai, tenemos

h(T ) = ĺım
n→∞

1

n
H(A ∨ T−1(A ) ∨ · · · ∨ T−(n−1)(A )).

Un elemento t́ıpico de ξ(A ∨ T−1(A ) ∨ · · · ∨ T−(n−1)(A )) es de la forma:

Ai0 ∩ T−1(Ai1) ∩ · · · ∩ T−(n−1)(Ain−1) = {{xn} : x0 = i0, x1 = i1, . . . , xn−1 = in−1},

que tiene medida pi0 · pi1 · · · pin−1 . Por lo que

H(A ∨ T−1(A ) ∨ · · · ∨ T−(n−1)(A )) = −
∑

(pi0 · pi1 · · · pin−1) · log(pi0 · pi1 · · · pin−1)

= −
k−1∑

i0,...,in−1=0

(pi0 · pi1 · · · pin−1)[log(pi0) + · · · + log(pin−1)]

= −n
k−1∑

i=0

pi · log(pi).

Por lo tanto h(T ) = h(T, A ) = −∑k−1
i=0 pi · log(pi).

Observación 4.17. El corrimiento bilateral de Bernoulli con parámetros (1/2,1/2) tiene entroṕıa

log(2), y el corrimiento bilateral de Bernoulli con parámetros (1/3,1/3,1/3) tiene entroṕıa log(3),

por lo que estas dos transformaciones no pueden ser isomorfas.

Ejemplo 4.2 (Una transformación con entroṕıa infinita). Sea I = ( 0 , 1 ]. Considerando el espacio

(I, B( 0 ,1 ], µ), donde µ la medida de Lebesgue. Sea Ω =
∏∞

−∞ I, con la σ-álgebra producto, la

medida producto, T : Ω → Ω dada por (T (ω))i = ωi+1, entonces h(T ) = ∞.
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Para comprobar lo anterior consideramos:

An,i =

{
{xj} :

i − 1

n
< x0 ≤

i

n
, n > 0, 1 ≤ i ≤ n

}
,

entonces µ(An,i) = 1/n y ξn = {An,1, . . . , An,n} es un partición de X. Utilizando argumentos

similares que en el Teorema 4.20 se tiene que h(T, ξn) = log(n) (utilizando la independencia de

ξn, T
−1(ξn), . . . , T

−k(ξn)), aśı que h(T ) ≥ n para toda n, por lo tanto h(T ) = ∞.

Teorema 4.21. El corrimiento bilateral (unilateral) de Markov con matriz de transición

P (i, j) = pij y distribución inicial estacionaria π = [π0, . . . , πk−1] tiene entroṕıa:

−
∑

i,j

πipij log(pij).

Demostración. Al igual que en el Teorema 4.20, tenemos que:

h(T ) = ĺım
n→∞

1

n
H

(
n−1∨

i=0

T−i(A )

)
,

el elemento Ai0 ∩T−1(Ai1)∩· · ·∩T−(n−1)(Ain−1) tiene medida πi0pi0i1 · · · pin−2in−1 , de donde se tiene

que

H(
n−1∨

i=0

T−i(A )) = −
k−1∑

i0,i1,...,in−1

πi0pi0i1 · · · pin−2in−1 log(πi0pi0i1 · · ·pin−2in−1)

= −
∑

πi0pi0i1 · · · pin−2in−1 [log(πi0) + log(pi0i1) · · ·+ log(pin−2in−1)]

= −
k−1∑

i0=0

k−1∑

i1,...,in−1

πi0pi0i1 · · · pin−2in−1 log(πi0)

−
n−2∑

j=0

k−1∑

ij ,ij+1

k−1∑

{i1,...,in−1}\{ij ,ij+1}
πi0pi0i1 · · · pin−2in−1 log(pij ij+1

)

= −
k−1∑

i0=0

πi0 log(πi0) −
n−2∑

j=0

∑

ij ,ij+1

πijpij ij+1
log(pij ij+1

)

= −
k−1∑

i0=0

πi0 log(πi0) − (n − 1)

k−1∑

i,j=0

πipij log(pij),

donde estas igualdades se obtienen de las relaciones siguientes:
∑k−1

i=0 πipij = pj y
∑k−1

j=0 pij = 1.

Por lo tanto h(T ) = −∑i,j πipij log(pij).

Hemos visto que si dos transformaciones son isomorfas entonces tienen la misma entroṕıa (ver

Teorema 4.9, pág. 102). También noté que la relación ≃ es una relación de equivalencia. Cabe

preguntarnos si la entroṕıa es una propiedad invariante completa para la relación ≃. Es decir,
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¿será cierto que si dos transformaciones tienen las misma entroṕıa entonces son isomorfas? Es fácil

ver que no. Para ilustrar lo anterior consideremos lo siguiente:

Sea T la rotación irracional en la circunferencia unitaria dada por T (z) = az. Comparémosla

con otra del mismo tipo, sea S(z) = bz, otra rotación irracional en la circunferencia unitaria.

Como hemos visto en el Teorema 4.19 (pág. 112), ambas transformaciones tienen entroṕıa cero.

Sin embargo si elegimos a y b tal que {an}∞−∞ 6= {bn}∞−∞, entonces S y T no son espectralmente

isomorfas por la Observación 2.1 (recordando que {zn}n∈Z es una base ortonormal de vectores

propios con valores propios para T y S, {an}∞−∞ y {bn}∞−∞ respectivamente). Por lo tanto T��≃S.

Aśı que la entroṕıa no es una buena propiedad invariante bajo isomorfismo, aunque seŕıa bueno

encontrar una familia donde lo fuera. Esto fue un problema que estuvo abierto durante varios años,

hasta que Ornstein probó su famoso teorema, (el cual no se probará en este trabajo). Por lo visto

anteriormente esta clase de transformaciones deben estar fuera de la clase de transformaciones con

entroṕıa cero.

4.8. Automorfismos de Bernoulli y Kolmogorov

En esta sección discutiremos el teorema de Ornstein, el cuál nos dice en qué clase de trans-

formaciones la entroṕıa es una propiedad invariante completa para la relación de isomorfismo.

Veremos una generalización de esta clase de transformaciones, aśı como consecuencias del teorema

de Ornstein y otra clase de transformaciones introducidas por Kolmogorov que generalizan la clase

anterior. Existen resultados que prueban que estas clases no son las mismas, aśı como prueban

que la entroṕıa tampoco es una propiedad invariante completa bajo esta nueva clase de transfor-

maciones, sin embargo estos resultados quedan fuera del alcance de este trabajo (ver Walters [23,

págs. 105-113]).

Definición 4.12. Sea (X, G , ν) un espacio de probabilidad, (Ω, F , µ) =
∏∞

−∞(X, G , ν) y

T : Ω → Ω dada por T ({xn}) = {yn}, donde yn = xn−1 n ∈ Z, entonces T es una transfor-

mación preservadora de medida invertible y la llamaremos el corrimiento de Bernoulli con

espacio de estados (X, G , ν).

Ejemplo 4.3. El corrimiento bilateral de Bernoulli con parámetros (p0, . . . , pk−1), donde

X = {0, 1, . . . , k − 1}.

Ejemplo 4.4. El Ejemplo 4.2 (pág. 113), donde X = ( 0, 1 ].

Ejemplo 4.5. Si T es un corrimiento de Bernoulli con espacio de estados (X, G , ν), entonces

T n es un corrimiento de Bernoulli con espacio de estados (
∏n

i=1 X,
⊗n

i=0 G ,
⊗n

i=0 ν). Considere

φ :
∏∞

i=−∞
∏n

i=1 X → Ω, dada por

φ((. . . , ~x−1, ~x0, ~x1, . . . )) = (. . . , ~x−11
, ~x−12

, . . . , ~x−1n
, ~x01 , . . . , ~x0n , ~x11 , . . . , ~x1n , . . . ),
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donde el lugar que ocupa ~x01 es la posición cero de un x ∈∏∞
i=−∞ X.

Ejemplo 4.6. Si T1 y T2 son corrimientos de Bernoulli, entonces T1 × T2 también lo es, el espacio

de estados de T1 × T2 es el producto directo de los espacios de estados de T1 y T2.

Observación 4.18. El método que utilizamos en el Teorema 4.20 y el Ejemplo 4.2 (páginas 113 y

113, respectivamente) puede ser utilizado para mostrar que si T es un corrimiento de Bernoulli,

entonces h(T ) < ∞ si y sólo si existe una partición numerable ξ de (X, G , ν) tal que H(ξ) < ∞
yA (ξ)

◦
= G . En este caso h(T ) = H(G ).

Teorema 4.22 (Ornstein). Sean T1, T2 corrimientos de Bernoulli cuyos espacios de estados son

espacios de Lebesgue.[1] Si h(T1) = h(T2) entonces T1 y T2 son isomorfas.

La prueba de este profundo teorema se encuentra en D.S. Ornstein [15]. Este resultado reduce

el problema de isomorfismo de corrimientos de Bernoulli a sus espacios de estados, ya que la

entroṕıa depende sólo del espacio de estados. Por ejemplo, se puede tener un corrimiento bilateral

de Bernoulli con un espacio de estados formado por dos puntos, y éste ser isomorfo a un corrimiento

de Bernoulli con espacio de estados numerable.

Observación 4.19. Como la función (p1, . . . , pn) →
∑

pi log(pi), definida en

{(p1, . . . , pn) : pi ≥ 0,

n∑

i=1

pi = 1},

es continua y este simplejo es conexo su imagen es [ 0, n ], entonces para cada x > 0 existe un

corrimiento de Bernoulli con entroṕıa x.

Definición 4.13. Una transformación invertible preservadora de medida de un espacio de Lebesgue

(Ω, F , µ) es llamado un automorfismo de Bernoulli si es isomorfa a un corrimiento de Bernouilli

(la palabra automorfismo se utiliza porque es una transformación preservadora de medida inver-

tible, es decir, es biyectiva y además preserva la estructura de un espacio de Lebesgue).

Las observaciones hechas anteriormente aplicadas a los automorfismos de Bernouilli, junto con

el Teorema de Ornstein, dicen que dos automorfimos de Bernoulli que tengan la misma entroṕıa

son isomorfos. A partir de lo anterior se obtiene lo siguiente:

Corolario 4.22.1.

(i) Todo automorfismo de Bernoulli tiene una ráız n-ésima. (S es una ráız n-ésima de T si

Sn = T , donde Sn = S ◦ · · · ◦ S n-veces).

[1]Un espacio de probabilidad (Ω, F , µ) es de Lebesgue si es isomorfo a un espacio de probabilidad que es la unión

disjunta de un conjunto {x1, x2, . . . } numerable (o finito), con medidas positivas, y del espacio ([0, s], L ([0, s]), λ),

donde L ([0, s]) es la σ-álgebra de los Lebesgue medibles del [0, s], λ es la medida de Lebesgue y s = 1 −∑∞

n=1 pn

donde pn es la medida de xn.
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(ii) Todo automorfismo de Bernoulli es isomorfo a un producto directo de dos automorfismos de

Bernoulli.

(iii) Todo automorfismo de Bernoulli T es isomorfo a su inversa.

Demostración.

(i) Sea T un automorfismo de Bernoulli y n > 0. Sea S un automorfismo de Bernoulli con

h(S) = (1/n)h(T ). Entonces Sn es un automorfismo de Bernoulli con entroṕıa h(T ), por lo tanto

Sn y T son isomorfas.

(ii) Sea T un automorfismo de Bernoulli y n > 0. Sea S un automorfismo de Bernoulli con

entroṕıa (1/2)h(T ), entonces h(S × S) = h(T ). Como S × S es un automorfismo de Bernoulli, se

tiene que S × S y T son isomorfas.

(iii) T y T−1 son automorfismos de Bernoulli con la misma entroṕıa (ver Teorema 4.11).

Podemos pensar al corrimiento bilateral de Bernoulli como un proceso estocástico indepen-

diente, e idénticamente distribuido con conjunto parametral igual a los enteros. Entonces los auto-

morfismos de Bernoulli son como una abstracción de estos procesos. Un ejemplo de automorfismo

de Bernoulli es la transformación del panadero. Kolmogorov introdujo la siguiente clase de transfor-

maciones preservadoras de medida como una abstracción de los procesos estocásticos idénticamente

distribuidos.

Definición 4.14. Una transformación invertible que preserva la medida T de un espacio de pro-

babilidad (Ω, F , µ) es un automorfismo de Kolmogorov (K-automorfismo) si existe una sub-

σ-álgebra K de F tal que:

(a) K ⊂ T (K ).

(b)
∨∞

n=0 T n(K )
◦
= F .

(c)
⋂∞

n=0 T−n(K )
◦
= N = {Ω, ∅}.

Supondre que N
◦
6= F , ya que si no la identidad seŕıa el único K-automorfismo. Notemos que

K
◦
6= T (K ). Usualmente el espacio (Ω, F , µ) será de Lebesgue.

Teorema 4.23. Todo automorfismo de Bernoulli es un automorfismo de Kolmogorov.

Demostración. Sea (X, G , ν) el espacio de estados de T , sea G ∈ G , G̃ = {{xn} ∈ Ω : x0 ∈ G} y

D = {G̃ : G ∈ G}, la cual es llamada la σ-álgebra al tiempo cero. Sea K =
∨0

i=−∞ T i(D). Verifico

que K satisface las condiciones de un automorfismo de Kolmogorov.
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(a) K =
∨0

i=−∞ T i(D) ⊂ ∨1
i=−∞ T i(D) = T (K ).

(b)
∨∞

n=0 T n(K ) =
∨∞

n=0

∨n
i=−∞ T i(D) = F por definición de F .

(c) Debemos mostrar que
⋂∞

0 T−n(K )
◦
= N = {Ω, ∅}. Dada

A ∈
∞⋂

0

T−n(K ) =
∞⋂

0

−n∨

−∞
T i(D),

sea B ∈ ∨∞
k=j T k(D), para algún j ∈ Z dado, aśı pues A ∈ ∨

i<j T i(D); A y B son indepen-

dientes, por lo tanto µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B). La colección de todos los conjuntos B tal que

µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) son una clase monótona (ver Definición B.19, pág. 133), por lo ante-

rior, contiene a
⋃∞

j=−∞
∨∞

k=j T k(D). Por lo tanto para toda B ∈ F , µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) (ver

Teorema B.2, pág. 131). Haciendo B = A se tiene que µ(A) = µ(A)2, lo cual implica que µ(A) = 0

o µ(A) = 1. Aśı que
⋂∞

n=0 T−n(K )
◦
= N .

El siguiente resultado nos dice que los K-automorfismo son espectralmente indistinguibles (este

resultado no lo probare).

Teorema 4.24 (Rohlin). Si (Ω, F , µ) es un espacio de probabilidad con una base numerable,

entonces todo automorfismo de Kolmogorov T : Ω → Ω tiene espectro de Lebesgue numerable.

Demostración. Ver Walters [23, pág. 109] o Cornfeld [7, págs. 338-340].

Observación 4.20. El Teorema anterior nos asegura que cualesquiera dos corrimientos bilaterales de

Bernoulli tienen espectro de Lebesgue numerable; por lo tanto cualesquiera dos son espectralmente

isomorfos. Sin embargo por la Observación 4.17 no cualesquiera dos son isomorfos.

A continuación daremos un ejemplo conocido de K-automorfismo:

Ejemplo 4.7. Los corrimientos bilaterales de Markov con matriz de transición irreducible y ape-

riódica son K-automorfismo.

Demostración. Sea Ai = {{xk} : x0 = i}, 0 ≤ i ≤ k − 1, entonces ξ = {A0, . . . , Ak−1} es una

partición de Ω. Sea K =
∨∞

n=0 T−n(A (ξ)), aśı que K ⊂ T (K ) y
∨∞

n=0 T−n(A (ξ)) = F .

Por último, recordando el Teorema 3.7, se tiene que ĺımn→∞ pn
ab = πb para toda a, b ∈ E. Sean

A = Z(r1, . . . , rl; a1, . . . , al) y B = Z(n1, . . . , nm; b1, . . . , bm) dos cilindros flacos. Si nm − n1 < r1,

entonces:

µ(A ∩ B) = πb1pb1b2 · · · pbm−1bmpr1−nm−n1
bma1

pa1a2 · · · pal−1al
,

aśı que

µ(A)µ(B) mı́n
a,b

{
pr1−nm−n1

ab

πb

}
≤ µ(A ∩ B) ≤ µ(A)µ(B) máx

a,b

{
pr1−nm−n1

ab

πb

}
.
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La igualdad anterior permanece válida si A ∈ ∨r1+rl

i=r1
T−i(A (ξ)) y B ∈ ∨n1+nl

i=n1
T−i(A (F )). Para

B ∈ ∨n1+nl

i=n1
T−i(A (ξ)) y N > nm −n1 fijos, considerando la colección E de los conjuntos medibles

A tales que:

µ(A)µ(B) ı́nf
a,b,r1≥N

{
pr1−nm−n1

ab

πb

}
≤ µ(A ∩ B) ≤ µ(A)µ(B) sup

a,b,r1≥N

{
pr1−nm−n1

ab

πb

}
,

se tiene que E es una clase monótona que contiene al álgebra
⋃∞

r1=N

⋃∞
rl=0

∨r1+rl

i=r1
T−i(A (ξ)), por

lo que contiene a la σ-álgebra
∨∞

i=N T−i(A (ξ)) = T−N(K ). Sea ε > 0 y eligiendo una n0 tal que

para toda n ≥ n0 |pn
a,b/πb − 1| < ε para todo a, b ∈ E. Entonces si B ∈ ∨n1+nl

i=n1
T−i(A (F )), se

tiene que |µ(A∩B)− µ(A)µ(B)| < ε, siempre que A ∈ T−N(K ) y N sea suficientemente grande.

En particular, lo anterior es válido para A ∈ ⋂∞
N=0 T−N(K ). Ahora, para A ∈ ⋂∞

N=0 T−N(K ) fijo

considero H la colección de conjuntos medibles B tales que |µ(A ∩ B) − µ(A)µ(B)| < ε. Aśı que

H es una clase mnónota que contiene a
∨n1+nm

i=n1
T−i(A (ξ)) para toda n1 y nm ≥ 0. Por lo que,

H = F , por lo tanto |µ(A∩B)− µ(A)µ(B)| < ε para toda B ∈ F y A ∈ ⋂∞
n=0 T−n(K ). Aśı que,

µ(A ∩ B) = µ(A)µ(B) para toda B ∈ F y A ∈ ⋂∞
n=0 T−n(K ), haciendo B = A tenemos que

µ(A) = 0 o µ(A) = 1 siempre que A ∈ ⋂∞
n=0 T−n(K ).

4.9. Un poco de Teoŕıa de la Información

La Teoria de la Informacion fue desarrolada por Claude E. Shannon en [20]. En este art́ıculo

Shannon menciona que el problema fundamental de esta teoŕıa es la reprodución de un mensaje

total o parcial de un lugar a otro. La Teoŕıa de la Información estudia los sistemas de comunicación,

los cuales estan formados por varios componentes. A continuación damos un definición de estos

componentes:

Definición 4.15. Un sistema de comunicación está conformado por los siguientes componentes:

(a) Una fuente de información es el dispositivo que se encarga de emitir un mensaje o una

sucesión de mensajes.

(b) Un transmisor codifica los mensajes de tal manera que se puedan transmitir por el canal.

(c) Un canal es el medio por el cual el mensaje, que ha sido codificado por el transmisor, viaja

hacia el receptor.

(d) Un receptor es el que realiza la operación inversa del transmisor, es decir, decodifica el

mensaje recibido por el canal.

(e) El destinatario es el dispositivo al cual va dirigido el mensaje.
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Un ejemplo de sistema de comunicación es una llamada telefónica: una persona A tiene una

llamada telefónica con una persona B, los componentes de este sistema son: la fuente de información

es la persona A; el transmisor es el teléfono de la persona A; el canal es la ĺınea telefónica; el receptor

es el teléfono de la persona B; y el destinatario la persona B (esto en caso de que la persona A sea

la que hable y la B la que escuche).

Se puede pensar a una fuente de información discreta como una sucesión de śımbolos tomados

de manera aleatoria sobre un conjunto E. Por esta razón podemos pensar a la fuente de información

como una colección de variables aleatorias, es decir, un proceso estocástico.

Sea E un conjunto finito de śımbolos que llamaremos alfabeto, el cual se usará para represen-

tar los mensajes de la fuente. El modelo matemático que se adopta para una fuente discreta de

información es el siguiente: el espacio de probabilidad (EZ, F , µ), donde F = σ-álgebra generada

por los cilindros, y µ es una media de probabilidad en (EZ, F ).

Dentro de la clase de las fuentes discretas existe otro tipo de fuente. Dire que una fuente es

estacionaria si el corrimiento T en (EZ, F , µ) es una transformación preservadora de medida. De

manera análoga una fuente estacionaria es ergódica si el corrimiento T es ergódico.

A partir de estas definiciones, y resultados anteriores, puedo deducir los lemas siguientes:

Lema 4.4. Una fuente (EZ, F , µ) es estacionaria si y sólo si para todo cilindro Z se tiene que

µ(T (Z)) = µ(Z).

Lema 4.5. Una fuente (EZ, F , µ) es ergódica si y sólo si para todo cilindro Z se tiene que

ĺımn→∞(1/n)
∑n−1

i=0 χZ(T i(x)) = µ(Z) casi dondequiera.

Observación 4.21. En el caso especial de que la fuente de información sea un corrimiento bilateral de

Markov se tiene que h(T ) = −∑i,j πipij log(pij). Claramente esta fuente es estacionaria. Además

sabemos que esta fuente es ergódica si y sólo si la matriz de probabilidades de transición es

irreducible. Shannon solamente considera este caso y en ocasiones también la del corrimiento de

Bernouilli.

EL siguiente teorema es crucial en esta teoŕıa. Hay otra versión más general (ver Parry [17,

pág. 39]), sin embargo esta versión involucra la que hizo Shannon.

Teorema 4.25. Sean (Ω, F , µ)un espacio de probabilidad, T : Ω → Ω una transformación pre-

servadora de medida, y ξ = {A1, . . . , Ak} una partición finita del espacio con A = A (ξ). Si

f =
∑k

i=1 E(χAi
/
∨∞

i=1 T−i(A )) log(E(χAi
/
∨∞

i=1 T−i(A ))) (la función información), entonces :

1

n
I

(
n−1∨

i=0

T−i(ξ)

)
→ E(f/I ) en medida.
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Demostración. Sean fn = (1/n)I
(∨n−1

i=0 T−i(ξ)
)

para toda n ≥ 1. Por propiedad de la esperanza

condicional y el Teorema 4.12, se tiene que fn → E(f/I ) en L1. Por lo tanto fn → f en medida

(ver Bartle [3, pág. 69]).

No sólo se puede probar que converge en medida, más aún, la sucesión anterior también converge

casi seguramente (es decir, casi dondequiera). A continuación pruebo este hecho para el corrimiento

de Markov.

Lema 4.6. Sean (Ω, F , µ, T ) un corrimiento bilateral de Markov y ξ = {A0, . . . , Ak}, donde

Ai = {xk}{x0 = i}, entonces:

1

n
I

(
n−1∨

i=0

T−i(ξ)

)
→ E(f/I ) casi dondequiera.

Demostración. Definimos g0(ω) = − log(µ(Z(0; x0(ω)))) y

gk(ω) = − log

(
µ(Z(−k, . . . , 0; x−k(ω), . . . , x0(ω)))

µ(Z(−k, . . . ,−1; x−k(ω), . . . , x−1(ω)))

)
para k ≥ 1.

Como
1

n
I

(
n−1∨

i=0

T−i(ξ)

)
(ω) = −1

n
log(πx0(ω)) −

1

n

n−1∑

i=1

log(pxi−1(ω)xi(ω)),

por lo que:

−1

n
log(πx0(ω)) −

1

n

n−1∑

i=1

log(pxi−1(ω)xi(ω)) =
1

n

n−1∑

k=0

gk(T
k(ω)),

pero por el Teorema 3.1 se tiene que gk no depende de k para k ≥ 1. Sea g tal función, además

g ∈ L1(µ), por el Teorema Ergódico Individual se tiene el resultado.

De los dos últimos resultados se desprenden los teoremas más importantes de esta teoŕıa.

Por último probare uno de los teoremas de codificación de Shannon. Necesitare las siguientes

definiciones:

Definición 4.16. Una fuente (EZ, F , µ, T ) ergódica se llama sin memoria, si la probabilidad de

obtener un śımbolo no depende del śımbolo anterior. Note que bajo estas hipótesis, las fuentes

ergódicas sin memoria son corrimientos de Bernoulli.

Definición 4.17. Si dos fuentes (EZ
1 , F1, µ1, T1), (EZ

2 , F2, µ2, T2) estacionarias son tales que

T1 ≃ T2, se dice que existe un código invertible.

Teorema 4.26. Sean (Ωi, Fi, µi, Ti) con i = 1, 2 dos fuentes ergódicas sin memoria. Si

h(T1) > log(s) entonces no existe un código invertible, en caso contrario si existe un código inver-

tible.

Demostración. Por hipótesis ambas fuentes son automorfismos de Bernoulli, como la entroṕıa es

una propiedad completa invariante en estos automorfismos se tiene el resultado.



Conclusiones

En la tesis utilice a la Teoŕıa Ergódica para obtener diversos resultados de la Teoŕıa de Proba-

bilidad entre otros. Uno de los resultados más importantes que normalmente no se demuestran

en la literatura es la Ley Fuerte de los Grandes Números. Resulta que podemos ver al Teorema

Ergódico Individual como una generalización de esta ley.

En el trabajo se desarrolló de manera breve uno de los problemas de la Teoŕıa Ergódica,

que se denomina interno, el problema de isomorfismo. La importancia de este problema radica

en la comprensión de las transformaciones preservadoras de medida. Se dieron dos nociones de

isomorfismo para estas transformaciones. Se puede concluir que este problema está lejos de alcanzar

una solución. Sin embargo, como se mostró en la tesis se puede dar una solución bastante aceptable.

Es interesante el hecho de que se pueda aplicar esta teoŕıa al motor de búsqueda de Google, ya

que relaciona a la teoŕıa con una página de internet que se utiliza frecuantemente hoy en d́ıa, por

varios usuarios de Internet.

Se puede concluir que la entroṕıa es una buena medida de la cantidad de incertidumbre que

existe en el resultado de un experimento, lo que parece incréıble ya que la incertidumbre no es

tangible. Además de ser una propiedad invariante bajo isomorfismo, la importancia de este hecho

radica en la posibilidad de decir cuando dos transformaciones preservadoras de medida no son

isomorfas a partir de un número.
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Apéndice A

Análisis

Lo que viene fue obtenido de Bartle [1] y [2]. Este apéndice tiene como finalidad recordar

definiciones y algunos resultados bien conocidos que se utilizaron en este trabajo. Recordando que

podemos definir al ĺımite superior˝ de una sucesión acotada (xn) como el mayor número real que

es el ĺımite de alguna subsucesión de (xn), y definimos al ĺımite inferior˝ como el menor número

real que es ĺımite de alguna subsucesión de (xn).

Definición A.1.

(a) Si (xn) es una sucesión acotada en R y m ∈ N, definimos vm = sup{xn : n ≥ m}. Entones

la sucesión (vm) es acotada y decreciente, por lo tanto convergente. Definimos el ĺımite

superior de (xn) como el ĺımite de la sucesión (vm). Es decir

ĺım sup
n→∞

xn = ĺım
m→∞

vm.

(b) Análogamente, definimos um = ı́nf{xn : n ≥ m} para m ∈ N. Entonces la sucesión (um) es

acotada y creciente, por lo tanto convergente. Definimos el ĺımite inferior de (xn) como:

ĺım inf
n→∞

xn = ĺım
m→∞

um.

Teorema A.1. Si (xn) es una sucesión acotada en R, entonces los siguientes enunciados acerca

del número x∗ ∈ R son equivalentes:

(i) x∗ = ĺım sup
n→∞

xn.

(ii) Si vm = sup{xn : n ≥ m}, entonces x∗ = ı́nf{vm : m ∈ N}.

(iii) Si L es el conjunto de v ∈ R tal que existe una subsucesión de (xn) que converge a v, entonces

x∗ = máx{L}.

(iv) Si V es el conjunto de v ∈ R tal que hay un número finito de n ∈ N tal que v < xn, entonces

x∗ = mı́n{V }.
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(v) El número x∗ tiene la propiedad de que si ε > 0, entonces hay a lo más un número finito de

n ∈ N tal que x∗ + ε < xn, pero hay un número infinito tal que x∗ − ε < xn.

La demostración de este teorema se encuentra en Bartle [2, pág. 133].

Observación A.1. Lo análogo del teorema anterior es válido para el ĺımite inferior si notamos que

ĺım infn→∞ xn = − ĺım supn→∞ xn; por ejemplo como x∗ = ĺım supn→∞ xn si y sólo si

x∗ = ı́nf{vm : m ∈ N}, considerado lo observado y denotando a x∗ = ĺım infn→∞ xn, tenemos

que x∗ = ĺım infn→∞ xn si y sólo si x∗ = sup{−vm : m ∈ N}.

Ahora pasamos a ver propiedades sobre estos ĺımites, que son semejantes a las propiedades que

cumple el ĺımite de una sucesión.

Propiedades A.1 Sean (xn) y (yn) sucesiones acotadas en R, entonces:

(i) ĺım inf xn ≤ ĺım sup xn.

(ii) Si c ≥ 0 y γ ≤ 0, entonces:

a) ĺım inf(c · xn) = c · ĺım inf xn.

b) ĺım sup(c · xn) = c · ĺım sup xn.

c) ĺım inf(γ · xn) = γ · ĺım sup xn.

d) ĺım sup(γ · xn) = γ · ĺım inf xn.

(iii) ĺım inf xn + ĺım inf yn ≤ ĺım inf(xn + yn).

(iv) ĺım sup(xn + yn) ≤ ĺım sup xn + ĺım sup yn.

(v) Si (xn) es convergente, entonces:

a) ĺım inf(xn + yn) = ĺım xn + ĺım inf yn.

b) ĺım sup(xn + yn) = ĺım xn + ĺım sup yn.

(vi) Si xn ≥ 0 y yn ≥ 0, entonces:

a) ĺım inf(xn · yn) ≥ (ĺım inf xn)(ĺım inf yn).

b) ĺım sup(xn · yn) ≤ (ĺım sup xn)(ĺım sup yn).

(vii) Si xn ≥ 0 y yn ≥ 0 y (xn) es convergente, entonces:

a) ĺım inf(xn · yn) = (ĺım xn)(ĺım inf yn).

b) ĺım sup(xn · yn) = (ĺım xn)(ĺım sup yn).
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(viii) Si xn ≤ yn para toda n ∈ N, entonces:

ĺım inf xn ≤ ĺım inf yn y ĺım sup xn ≤ ĺım sup yn.

Demostración. Omito las pruebas de (i),(ii),(iii) y (iv), éstas se pueden encontrar en Bartle [2,

pág. 134].

(v) Dada (ynk
) una sucesión de (yn) que converge a ĺım sup yn. Entonces

ĺım(xnk
+ ynk

) = ĺım xnk
+ ĺım ynk

= ĺım xn + ĺım sup yn,

ya que (xnk
+ ynk

) es una subsucesión convergente de (xn + yn), concluimos que su ĺımite es menor

o igual que ĺım sup(xn + yn), por lo que utilizando (iv) tenemos que

ĺımxn + ĺım sup yn ≤ ĺım sup(xn + yn) ≤ ĺım xn + ĺım sup yn.

La otra prueba es análoga.

(vi) Como sup{xn · yn : n ≥ m} ≤ sup{xn : n ≥ m} · sup{yn : n ≥ m} para toda m ∈ N, el

segundo enunciado se sigue de propiedades de convergencia de sucesiones.

(vii) Sea (ynk
) una subsucesión de (yn) que converge a ĺım sup yn. Entonces

ĺım(xnk
· ynk

) = (ĺımxnk
) · (ĺım ynk

) = (ĺım xn) · (ĺım sup yn),

como xnk
· ynk

es una subsucesión convergente de xn · yn, concluimos que este ĺımite es menor o

igual que el ĺım sup(xn · yn), utilizando (vi)se tiene que

(ĺım xn) · (ĺım sup yn) ≤ ĺım sup(xn · yn) ≤ (ĺım xn) · (ĺım sup yn).

(viii) La hipótesis implica que sup{xn : n ≥ m} ≤ sup{yn : n ≥ m} para cada m ∈ N, de donde

se sigue que ĺım sup xn ≤ ĺım sup yn.

Observación A.2. En general las desigualdades en los incisos (iii), (iv), (vi), (vii) no pueden ser

reemplazadas por igualdades. Si xn = (−1)n y yn = (−1)n+1 para n ∈ N, entonces:

ĺım inf xn + ĺım inf yn = −2 < 0 = ĺım inf(xn + yn) ≤ ĺım sup(xn + yn) = 0 < 2 = ĺım supxn + ĺım sup yn.

También, si u2n−1 = 0, u2n = 1 y v2n−1 = 1, v2n = 0 para n ∈ N, entonces:

ĺım sup(un · vn) = 0 < 1 = (ĺım sup un)(ĺım sup vn).

También podemos definir el ĺımite superior e inferior para una sucesión de subconjuntos de un

conjunto X, como sigue:
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Definición A.2. Sea {Bn}∞n=0 ⊂ P(X) definimos:

(a) ĺım sup
n→∞

Bn =
∞⋂

n=0

∞⋃
m=n

Bm.

(b) ĺım inf
n→∞

Bn =
∞⋃

n=0

∞⋂
m=n

Bm.

Proposición A.1. Sea {Bn}∞n=0 ⊂ P(X), entonces x ∈ ĺım sup
n→∞

Bn si y sólo si existen

n1 < n2 < · · · tal que x ∈ Bni
para toda i ≥ 1.

Definición A.3. Un punto xp de un conjunto convexo C es un punto extremo si no es posible

expresar a xp como una combinación lineal convexa de otros puntos de C distintos a xp.

Definición A.4. Un espacio vectorial real o complejo con producto interior (H, 〈, 〉), se dice que

es un espacio de Hilbert, si éste es completo con la norma ‖f‖ =
√

〈f, f〉.

Definición A.5. Sea (H, 〈, 〉) un espacio de Hilbert, se dice que {fn}∞n=1 ⊂ H es un conjunto

ortonormal, si ‖fn‖ = 1 para toda n y 〈fk, fm〉 = 0 para todo m 6= k.

En cualquier espacio de Hilbert se cumple que:

Teorema A.2 (Desigualdad de Bessel). Sea (H, 〈, 〉) un espacio de Hilbert,{fn}∞n=1 ⊂ H un con-

junto ortonormal. Entonces, para todo f ∈ H se tiene que:

∞∑

i=1

|〈f, fn〉|2 ≤ ‖f‖2.

Definición A.6. Sea (H, 〈, 〉) un espacio de Hilbert. A = {fn}∞n=1 ⊂ H es una base ortonormal, si

A es un conjunto ortonormal y el generado de A es denso en H .

Teorema A.3 (Identidad de Parseval). Sea (H, 〈, 〉) un espacio de Hilbert,{fn}∞n=1 ⊂ H es una

base ortonormal. Entonces, para todo f ∈ H se tiene que:

∞∑

i=1

|〈f, fn〉|2 = ‖f‖2.

Observación A.3. Si consideramos LC
2 ([−π, π], B[−π,π], µ), se sabe que éste es un espacio de Hilbert,

donde el producto interior está dado por 〈f, g〉 =
∫

fgd µ. Además se sabe que el conjunto {einx}n∈Z

es una base ortonormal. Por lo anterior, tenemos que para toda f ∈ L2(µ), se tiene que:

f =

∞∑

i=−∞
〈f, einx〉einx.

A los números f̂(n) = 〈f, einx〉 se les llama coeficientes de Fourier de f .



Apéndice B

Teoŕıa de la Medida

En este apéndice recordamos las definiciones y teoremas de Teoŕıa de la Medida que se utilizaron

durante este trabajo. Me referiré generalmente a Bartle [3] y Halmos [11].

Definición B.1. Sea X 6= ∅, una clase no vaćıa A ⊂ P(X) se llama un álgebra de subconjuntos

de X, si:

(a) X ∈ A.

(b) Si A, B ∈ A, entonces A \ B ∈ A.

(c) Si A, B ∈ A, entonces A ∪ B ∈ A.

Definición B.2. Una clase no vaćıa F ⊂ P(X) se llama una σ-álgebra de subconjuntos de X,

si:

(a) X ∈ F .

(b) Si E, F ∈ F , entonces E \ F ∈ F .

(c) (Fn) una sucesión de elementos de F , entonces
∞⋃

n=1

Fn ∈ F .

Para la construcción de álgebras y σ-álgebras se utiliza la siguiente proposición:

Proposición B.1. Sea F una clase no vácia de σ-álgebras de subconjuntos de X (álgebras), en-

tonces
⋂{F : F ∈ F} es una σ-álgebra (álgebra) de subconjuntos de X.

La demostración es inmediata a partir de las definiciones.

Teorema B.1. Sean X 6= ∅, G ⊂ P(X), entonces existe una única σ-álgebra (álgebra) de sub-

conjuntos de X denotada σ(G) (A(G)) tal que:

129
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(i) G ⊂ σ(G) (o G ⊂ A(G)).

(ii) Si F (A) es una σ-álgebra (álgebra) de subconjuntos de X, entonces σ(G) ⊂ F (A(G) ⊂ A).

Para la demostración considérese σ(G) =
⋂{F : F es una σ-álgebra y G ⊂ F} (analogamente

para el álgebra). Note que la intersección tiene sentido porque se toma sobre una familia distinta

del vaćıo, ya que P(X) pertenece a esta familia.

Definición B.3. Sea G ⊂ P(X), donde X es un conjunto no vaćıo, a σ(G) (A(G)) la llamaremos

la σ-álgebra generada por G (la álgebra generada por G). Si σ(G) = F (A(G) = B) al

conjunto G se llama un generador de la σ-álgebra F (álgebra B).

Ejemplo B.1. Para cada n ∈ N y k ∈ {0, · · · , 2n − 1}, defina:

Dn(k) =

[
k

2n
,
k + 1

2n

)
y Dn = {Dn(k) : k ∈ {0, . . . , 2n − 1}} ,

Dn se llama diádicos de rango n. Entonces A =
⋃∞

n=1 A(Dn) es un álgebra numerable tal que

σ(A) = B[0,1).

Definición B.4. Un espacio medible es una pareja (X, F ) en la que X es un conjunto no vaćıo

y F es una σ-álgebra de subconjuntos de X.

Definición B.5. Sea (X, F ) un espacio medible. Una medida en (X, F ) es una función

µ : F → R ∪ {∞} con las siguientes propiedades:

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ(F ) ≥ 0 para toda F ∈ F .

(c) µ es σ-aditiva, es decir, si (Fn) es una sucesión de elementos disjuntos de F , entonces:

µ

( ∞⋃

n=1

Fn

)
=

∞∑

n=1

µ(Fn).

Ejemplo B.2. Sea X 6= ∅, F = P(X), definimos µ : P(X) → R ∪ {∞} como sigue µ(F ) = |F |
(cardinalidad de F ), entonces µ es una medida llamada medida de conteo en X.

Definición B.6. Sea µ una medida en (X, F ). Se dice que µ es finita si no toma el valor ex-

tendido +∞. Si es posible hallar una sucesión (Fn) de elementos de F tal que X =
⋃∞

n=1 Fn y

µ(Fn) < +∞ para toda n ∈ N, entonces diremos que µ es σ-finita. Claramente toda medida finita

es automáticamente σ-finita.

Definición B.7. Un espacio de medida es una terna (X, F , µ), en la que (X, F ) es una espacio

medible y µ : F → R ∪ {∞} es una medida.
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Definición B.8. Sea (X, F , µ) un espacio de medida llamamos a (X, F , µ) un espacio de proba-

bilidad, si µ(X) = 1.

Proposición B.2. Sea (X, F , µ) un espacio de medida σ-finito, entonces

µ(F ) = sup
G⊂F,µ(G)<∞

µ(G) para toda F ∈ F .

En varias ocasiones conocemos cómo son los elementos de un álgebra A, sin embargo, no

tenemos la misma suerte para la σ(A), pero podemos aproximarnos a los elementos de σ(A) con

elementos de A. El siguiente lema formaliza lo anterior.

Lema B.1. Sea F ∈ F con µ(F ) < ∞. Si A es un álgebra de conjuntos tal que σ(A) = F

entonces dada ε > 0 existe A = A(ε) ∈ A tal que µ(F △ A) < ε.

Hay otra manera de describir a los elementos de σ(A), donde A es un álgebra.

Definición B.9. Sean X 6= ∅, A ⊂ P(X). A se llama clase monótona, si para toda {An} ⊂ A

sucesión creciente se tiene que
⋃∞

n=1 An ∈ A y para toda {Bn} ⊂ A sucesión decreciente se tiene

que
⋂∞

n=1 Bn ∈ A. Note que la intersección arbitraria de clases monótonas también es una clase

monónota, por lo que se puede considerar a la clase monótona generada por una colección de

subconjuntos de X.

Teorema B.2. Sean X 6= ∅ y A un álgebra de subconjuntos de X. Entonces σ(A) es igual a la

clase monóntona generada por A.

Definición B.10. A la σ-álgebra de subconjuntos de R generada por los conjuntos abiertos de R,

la llamaremos σ-álgebra de Borel y la denotaremos como BR.

Esta σ-álgebra es utilizada tanto en probabilidad como en Teoŕıa de la Medida. Ésta también

es generada por la colección de los intervalos cerrados, semicerrados de subconjuntos de R, incluso

también por la colección de intervalos de la forma (−∞, a), (−∞, a], (a,∞), [a,∞).

En varios ejemplos no se utilizó a BR si no un subconjunto de ella, por lo que será conveniente

introducir la siguiente definición:

Definición B.11. Sea A ⊂ R, la σ-álgebra de Borel de A, denotada por BA, se define como sigue:

BA = {A ∩ B : B ∈ BR}.

Por ejemplo B(0,1) = BR ∩ (0, 1).

Definición B.12. Sea (X, F ) un espacio medible, a una función f : X → R la llamaremos F -

medible si f−1(B) ∈ F para toda B ∈ BR, o si f−1(I) ∈ F para toda I ∈ I, donde I puede ser

cualquier colección de intervalos de R mencionada en el párrafo anterior. A una función f : X → C

la llamare F -medible si su parte real y su parte imaginaria son F -medibles.
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Definición B.13. Sea (X, F , µ) un espacio de medida fijo. Denotaremos por M(X, F ) y M+(X, F )

al conjunto de funciones reales f : X → R que son F -medibles, y al subconjunto de éste consistente

de las funciones no-negativas (respectivamente).

Definición B.14. Sea (X, F ) un espacio medible. A una función f ∈ M(X, F ) la llamare s-simple

si puede escribirse como
∑n

i=1 αiχFi
, donde todas las αi son distintas, los conjuntos Fi son ajenos

dos a dos, y su unión es igual a X. χFi
denota la función caracteŕıstica de Fi; es decir, χFi

(x) = 1

si x ∈ Fi y χFi
(x) = 0 si x 6∈ Fi. Las detonaremos con la letra s.

Definición B.15. Sea (X, F , µ) un espacio de medida y s ∈ M+(X, F ) una función s-simple

tal que s =
∑n

i=1 αiµ(Fi). Definimos la integral de s con respecto a µ denotado como
∫

sd µ

como el número no-negativo (posiblemente infinito)
∑n

i=1 αiµ(Fi), éste número no depende de la

representación de s.

Lema B.2. Sea (X, F ) un espacio medible. Si f ∈ M+(X, F ), entonces existe una sucesión

creciente {sn} ⊂ M+(X, F ) de funciones s-simples que converge a f .

Demostración. Considérese las funciones sn dadas por:

sn(x) =





i − 1

2n
si

i − 1

2n
≤ f(x) <

i

2n
para i = {1, 2, . . . , n2n}

n si f(x) ≥ n.

Definición B.16. Sea (X, F , µ) un espacio de medida. Si f ∈ M+(X, F ), definimos la integral

de f con respecto a µ como: ∫
fd µ = ĺım

n→∞

∫
snd µ.

Donde {sn} es la sucesión del lema anterior. Note que esta definición es independiente de la sucesión

{sn}. Si F ∈ F , definimos la integral de f con respecto a µ en F como:

∫

F

fd µ =

∫
f · χFd µ.

Teorema B.3 (De la convergencia monótona (1906)). Sea (X, F , µ) un espacio de medida y (fn)

una sucesión no decreciente de funciones en M+(X, F ) tal que converge a f , entonces:

∫

F

f dµ = ĺım
n↑∞

∫

F

fn dµ para toda F ∈ F .

Corolario B.3.1 (Lema de Fatou). Sea {fn} una sucesión de funciones en M+(X, F ) entonces

∫

F

ĺım inf
n→∞

fndµ ≤ ĺım inf
n→∞

∫

F

fndµ para todo F ∈ F .
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Definición B.17. Sea (X, F , µ) un espacio de medida, f ∈ M(X, F ), definimos

f+(x) = máx{f(x), 0} y f−(x) = máx{−f(x), 0}. Note que f+, f− ∈ M+(X, F ) y f = f+ − f−.

Diremos que f es integrable con respecto a µ si
∫

f+d µ < ∞ y
∫

f−d µ < ∞. Definimos:

∫
fd µ =

∫
f+d µ −

∫
f−d µ.

Diremos que g : X → C es integrable si su parte real y su parte imaginaria lo son, y defino:
∫

gd µ =

∫
ℜ(g)d µ + i

∫
ℑ(g)d µ.

Definición B.18. Sea (X, F , µ) un espacio de medida. Denotaremos como L1
R(X, F , µ) o L1

R(µ)

a las funciones en M(X, F ) que sean integrables con respecto a µ. Análogamente denotaremos

L1
C(X, F , µ) o L1

C(µ) al conjunto de las funciones g : X → C que sean integrables.

Teorema B.4 (De la convergencia acotada). Sea (X, F , µ) un espacio de medida finita, {fn} una

sucesión de funciones en L1
R(X, F , µ) tal que fn(x) → f(x) (casi dondequiera relativo a µ) para

alguna f ∈ M(X, F ). Si existe k > 0 tal que |fn| < k casi dondequiera para toda n > 0 entonces:

(i) f ∈ L1
R(X, F , µ).

(ii)
∫
F

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn para todo F ∈ F .

Teorema B.5 (De la convergencia dominada de Lebesgue 1910). Sea (X, F , µ) un espacio de

medida, {fn} una sucesión de funciones en L1
R(X, F , µ) tal que fn(x) → f(x) (casi dondequie-

ra relativo a µ) para alguna f ∈ M(X, F ). Si existe g ∈ L1
R(X, F , µ) tal que |fn| ≤ g (casi

dondequiera relativo a µ) para toda n > 0 entonces:

(i) f ∈ L1
R(X, F , µ).

(ii)
∫
F

f = ĺım
n→∞

∫
E

fn para todo F ∈ F .

Definición B.19. Sea X 6= ∅ y A ⊂ P(X) una álgebra. Una casi-medida es una función

conjuntista µ : A → R ∪ {∞} tal que:

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ(A) ≥ 0, para toda A ∈ A.

(c) Si (An) es una sucesión disjunta de elementos de A tal que
⋃∞

n=1 An ∈ A, entonces:

µ(
⋃∞

n=1 An) =
∑∞

i=1 µ(An).

Definición B.20. Una medida exterior es una función conjuntista ρ : P(X) :→ R tal que

(a) ρ(∅) = 0.
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(b) ρ(F ) > 0 para toda F ∈ P(X).

(c) ρ(E) ≤ ρ(F ) si E ⊂ F ⊂ X (monotońıa).

(d) ρ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
≤

∞∑
n=1

µ(Fn) para toda sucesión {En} de subconjuntos de X (σ-sub-aditividad).

Como ρ(∅) = 0, entonces ρ también es sub-aditiva. Si ρ(X) < ∞ entonces ρ se llama finita. Si

X =
∞⋃

n=1

Fn con ρ(Fn) < ∞ para toda n, entonces la medida exterior se llama σ-finita.

Definición B.21. Sea µ : A → R∪{∞} una casi medida. Definimos µ∗ : P(X) → R∪{∞} como

sigue: µ∗(E) = ı́nf{∑∞
n=1 µ(An) : E ⊂ ⋃∞

n=1 An, An ∈ A} para toda E ⊂ X.

Teorema B.6. µ∗ : P(X) → R ∪ {∞} es una medida exterior tal que µ|A = µ.

Teorema B.7 (De extensión de K. Carathéodory-E.Hopf (1918)). Sea ρ : P(X) → R una medida

exterior, entonces

(i) Aρ es una σ-álgebra.

(ii) ρ = ρ|Aρ → R es una medida completa.

En caso de que ρ = µ∗ sea la medida exterior generada por una casi medida µ : A → R, entonces

(iii) σ(A) ⊂ A∗.

Teorema B.8 (Teorema de extensión de Hahn). Sean µ : A → R ∪ {∞} una casi media σ-finita,

entonces existe una única extensión de µ a una medida en A∗.

Definición B.22. Consideramos los conjuntos de la forma {(a, b], (−∞, b], (a,∞]}, sea A =unión

finita y disjunta de los intervalos de la forma anterior. Es fácil ver que A es un álgebra y

λ : A → R ∪ {∞}, donde para cada A ∈ A λ le asigna su longitud (∞ si existe un intervalo

no acotado en A) es una casi-medida σ-finita, sea λ∗ : P(R) → R ∪ {∞} la medida exterior gene-

rada por λ. Por el teorema anterior existe una λ : Aλ∗ → R ∪ {∞} una medida completa. A λ la

denotaremos como λ, y es conocida como la medida de Lebesgue; y a Aλ∗
la denotaremos como

A ∗
R y son conocidos como los Lebesgue-medibles. Esta medida fue frecuentemente utilizada en

el trabajo.

Definición B.23. Sea (X, F , µ) un espacio de medida, a dos funciones F -medibles f ,g tales que

µ({x ∈ X : f(x) 6= g(x)}) = 0 , diremos que f = g casi dondequiera. En general si una proposición

P (x) referente a x ∈ X se cumple fuera de un conjunto N ∈ F de medida cero diremos que P (x)

se cumple casi dondequiera relativa a µ.
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Definición B.24. Sea (X, F , µ) un espacio de medida y p ∈ [1,∞). Definimos

Lp(X, F , µ) = {f ∈ M(X, F ) : |f |p ∈ L1(µ)}

también lo denotaremos como Lp(µ).

Teorema B.9 (Convergencia dominada en medida). Sean (X, F , µ) un espacio de medida,

p ∈ [ 1 , +∞ ) fijo y (fn) ⊂ Lp(µ) una sucesión de funciones tal que fn −→
µ

f ∈ M(X, F ). Si

existe g ∈ L+
1 (µ) tal que |fn|p ≤ g casi dondequiera para toda n ∈ N, entonces f ∈ Lp(µ) y

fn −→
Lp

f.

Teorema B.10 (D. F. Egorov, 1913). Sea (XF , µ) un espacio de medida finita, {fn} una sucesión

y f ∈ M(X, S ) tal que fn → f casi dondequiera, entonces fn → f casi uniformemente.

Definición B.25. Sea (X, F ) un espacio de medida y µ1, µ2 : F → R ∪ {∞} dos medidas en

(X, F ); diremos que µ1 y µ2 son mutuamente singulares, denotado µ1 ⊥ µ2 si existe un F ∈ F

tal que µ1(F ) = 0 y µ2(X \F ) = 0. Finalmente diremos que µ2 es absolutamente continua con

respecto a µ1, denotado µ2 ≪ µ1, si µ2(F ) = 0 siempre que µ1(F ) = 0 donde F ∈ F .

Definición B.26. Sea (X, F ) un espacio medible. Una medida con signo en (X, F ) es una

función conjuntista ν : F → R tal que:

(a) ν(∅) = 0

(b) ν toma a lo más uno de los valores extendidos +∞ o −∞.

(c) Si (Fi) es una sucesión disjunta de elementos de S, entonces: ν

( ∞⋃
i=1

Fi

)
=

∞∑
i=1

ν(Fi), en donde

la igualdad anterior debe entenderse como sigue:

Si |ν (
⋃∞

i=1 Fi)| < ∞ entonces la serie converge absolutamente y si ν (
⋃∞

i=1 Fi) = ∞ o −∞, entonces

la serie converge (en el sentido extendido) a ∞ o −∞ (respectivamente). Diremos que ν es finita

si |ν(F )| < ∞ para toda F ∈ F y σ-finita si existe (Fn) una sucesión de elementos de F tal que

X =
⋃∞

n=1 Fn y |ν(Fn)| < +∞ para toda n.

Definición B.27 (Medidas producto). Sean (X, F ) y (Y, G ) dos espacios de medida. Definimos

el espacio medible producto denotado (X × Y, F ⊗ G ), donde F ⊗ G es la σ-álgebra de

subconjuntos de X × Y generada por F × G , es decir, σ(F × G ) = F ⊗ G .

Definición B.28. Sea H ⊂ X × Y y x ∈ X, definimos la x-sección de H (denotada como Hx),

como el subconjunto de Y definido como sigue: Hx = {y ∈ Y : (x, y) ∈ H}. De manera similar

podemos definir la y-sección de H (denotada como Hy), como el subconjunto de X definido como

sigue: Hy = {x ∈ X : (x, y) ∈ H}.
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Se puede probar que si H ∈ F ⊗ G entonces Hx ∈ G y Hy ∈ F . El siguiente resultado nos

garantiza la existencia de una medida en el espacio producto con la propiedad de que la medida

de rectángulos medibles es el producto de sus medidas.

Teorema B.11 (De la medida producto). Sean (X, F , µ) y (Y, G , ν) dos espacios de medida

σ-finita, entonces la función conjuntista π : F ⊗ G → R definida por:

π(H) =

∫
ν(Hx)dµ =

∫
µ(Hy)dν

es una medida σ- finita, y es la única medida sobre F ⊗ G con la propiedad de que:

π(A × B) = µ(A)ν(B) para todo A × B ∈ F ⊗ G . Llamaremos a π la medida producto de µ

y ν y la denotaremos por π = µ ⊗ ν.

La demostración del teorema anterior se encuentra en Halmos [11].

Teorema B.12. Sean (X, F , µ), (Y, G , ν) dos espacios de medida σ-finita, f ∈ M+(X×Y, F ⊗G )

y F × G ∈ F × G . Entonces:

∫

F×G

fd (µ ⊗ ν) =

∫

F



∫

G

fd ν


 d µ =

∫

G



∫

F

fd µ


 d ν.

En donde cada término puede ser +∞.

Se puede extender el Teorema de la Medida Producto, para cuando tenemos n espacios de

medida σ-finita. Sin embargo cuando tenemos un conjunto numerable de espacios de medida, no es

tan sencillo construir el espacio de medida producto. De hecho, sólo podremos considerar el caso

en el que se que los espacios sean de probabilidad. El teorema que garantiza dicha construcción es

el Teorema de Consistencia de Kolmogorov.

Teorema B.13 (De Consisistencia de Kolmogorov). Sean µ1, µ2, . . . , una sucesión de medidas de

probabilidad sobre (R, BR), (R × R, BR ⊗ BR), . . . , respectivamente, tales que:

µn+1(B × R) = µn(B) para toda B ∈
n⊗

i=1

BR, n = 1, 2, . . . (B.1)

Entonces existe una única medida de probabilidad µ sobre (
∏∞

n=1 R,
⊗∞

n=1 BR) tal que:

µ(B ×
∞∏

i=n+1

R) = µn(B) para toda B ∈
n⊗

i=1

BR, n = 1, 2, . . .

Ejemplo B.3. Sean (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad, {fn}∞n=1 una sucesión de variables alea-

torias integrables independientes e idénticamente distribuidas (es decir, {fn} ⊂ LR
1 (µ), µ(f−1

n (B)),

no depende de n para toda B ∈ BR y

µ(f−1
1 (B1) ∩ f−1

2 (B2) ∩ · · · ∩ f−1
n (Bn)) = µ(f−1

1 (B1))µ(f−1
2 (B2)) · · ·µ(f−1

n (Bn))
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para todo n, para toda B1, B2, · · ·Bn ∈ BR). Defino:

µn(B1 × B2 · · · × Bn) = µ(f−1
1 (B1))µ(f−1

2 (B2)) · · ·µ(f−1
n (Bn)), donde B1, B2, · · ·Bn ∈ BR,

y la extendemos a todos los elementos de
⊗n

i=1 BR. Aśı pues, µ1, µ2, . . . son medidas de probabili-

dad sobre (R, BR), (R×R, BR ⊗BR), . . . , que cumplen la propiedad B.1. Por el teorema anterior

existe una única medida de probabilidad ν sobre (
∏∞

n=1 R,
⊗∞

n=1 BR), que coincide con µn en los

cilindros. Note que en este caso los cilindros son de la forma B×∏∞
i=n+1 R, donde B = B1×· · ·×Bn

y B1, . . . , Bn ∈ BR.

Observación B.1. Se puede extender el teorema anterior, para µ1, µ2, . . . , medidas de probabilidad

tales que cumplen la propiedad B.1 sobre espacios medibles (Ωi, Fi) i = 1, 2, . . . , donde (Ωi, Fi)

es un espacio métrico separable completo y Fi es la σ-álgebra de Borel. También la propiedad B.1

es equivalente a las condiciones mencionadas en la Observación 1.6.

Definición B.29 (Esperanza Condicional). Sea (Ω, F , µ) un espacio de probabilidad,

f ∈ L1(Ω, F , µ) y G una sub-σ-álgebra de F . La esperanza condicional de f dado G es una

función denotada por E(f/G ) que cumple:

(a) E(f/G ) es G -medible.

(b) E(f/G ) ∈ L1(Ω, G , µ).

(c)
∫
G

E(f/G ) =
∫
G

f para toda G ∈ G .
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