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Introduccion

En geometria algebraica el tema de gavillas de diferenciales es fundamental y
se ha estudiado ampliamente para diferentes tipos de esquemas y variedades,
especialmente para variedades no singulares. El presente trabajo pretende ser
un trabajo no exaustivo, pero si formativo y basico de algunas propiedades
importantes de las gavillas de diferenciales que es nuestro tema principal, de
esta manera se pretende presentar algunas aplicaciones como la definicion de
genero de variedades proyectivas y el criterio (teorema 2.3.20) para que una
subvariedad de una variedad no singular sea no singular. También se presen-
ta un resultado sobre dependencia algebraica (teorema 4.1.1) de polinomios,
que es mas bien una consecuencia indirecta de las gavillas de diferenciales a
través de la teoria de morfismos suaves, aqui nos referimos a que para pro-
bar tal resultado usamos la proposiciéon 3.3.7 y el lema 3.3.8 del capitulo tres
(concerniente a morfismos planos y morfismos suaves). Dicho resultado es cla-
ve para probar un criterio (teorema 4.1.4) sobre la no anulacién de Hessianos.

Dividimos la tesis en cuatro capitulos, a continuacion describiremos cada
uno en forma general.

El capitulo 1 se concentra en definir brevemente los esquemas como es-
pacios localmente anillados mostrando algunas de sus propiedades y de los
morfismo entre estos, también abarca una revisiéon de gavillas inducidas, por
ejemplo, se recuerda qué es la imagen directa e imagen inversa de una gavilla,
la propiedad adjunta de f=! y de f,, etc. Por otro lado, hay una parte sobre
gavillas de médulos donde se definen algunos tipos de gavillas como las local-
mente libres o las gavillas de ideales, luego se presentan varias propiedades
del functor tilde ~ de la categoria de A-mddulos a la categoria de gavillas de
O'x-moédulos sobre SpecA.

En este capitulo damos pruebas a detalle de algunos resultados, pero no de
todos.

El capitulo 2 es el capitulo principal, la primera parte se ocupa de los modu-
los de diferenciales, de su definicién y algunas de sus propiedades, en esta
parte se hace énfasis en dos sucesiones exactas de médulos de diferenciales
(ecuaciones 2.2 y 2.6) que serdn cruciales para demostrar algunos resulta-
dos, luego se da un ligero repaso de extensiones de campos para considerar
el médulo de diferenciales en el caso de extensiones de campos y de anillos
locales. La segunda parte comienza definiendo la gavilla de diferenciales a



partir de una gavilla de ideales de un esquema, por otro lado, se recuerda
la construccién de la misma gavilla de diferenciales a partir del functor tilde
~ de un modulo de diferenciales. Como aplicacién se presenta el calculo de
una gavilla de diferenciales de un producto fibrado, luego se muestran algu-
nos resultados respecto a sucesiones exactas de gavillas de diferenciales, y se
construye la gavilla de diferenciales de un espacio proyectivo.

En la tercera parte se estudian las variedades no singulares en términos de
sus gavillas de diferenciales que resultan ser gavillas localmente libres, final-
mente se llega a las definiciones de gavilla tangente, gavilla normal y género
geométrico.

En este capitulo se traté de presentar la mayor cantidad de pruebas explicitas
y clarificar lo méas posible el contenido.

El capitulo 3 se refiere primeramente a los médulos planos, se recuerdan
algunas propiedades de exactitud del producto tensorial y se muestran cri-
terios para saber cuando un A-modulo es plano y asi definir un morfismo
plano entre esquemas, se define el functor Tor y se recuerda también un cri-
terio de planitud en términos de este. Luego se define un morfismo suave y
se muestran algunas propiedades alrededor de estos morfismos, finalmente se
define para un punto x de un esquema X el espacio tangente 7T, ademas se
llega a enunciar la proposicién 3.3.7 (referente a cuando un morfismo entre
variedades no singulares es suave) y el lema 3.3.8 (sobre la existencia de un
conjunto abierto donde un morfismo de esquemas es suave), resultados im-
portantes para el capitulo final.

Aunque en este capitulo 3 se enuncian sin prueba dos resultados principales,
hay algunos otros resultados y ejercicios que si se prueban, aunque no tan
completamente como en el capitulo dos.

El capitulo 4 es el capitulo final, principia probando un teorema (referente
a cuando polinomios homogeneos sobre un campo algebraicamente cerrado
cumplen o no relaciones polinomiales) usando los resultados que se enuncian
al final del capitulo 3. Se presentan algunos ejemplos de polinomios cuyos
hessianos se anulan y finalmente se concluye el capitulo mostrando porque el
hessiano de una forma no singular de grado d > 2 en n + 1 variables no se
hace cero.



Capitulo 1

Esquemas y gavillas de mdédulos

1.1. Esquemas

En esta primera seccion se recordara la nociéon de esquema mediante el
concepto de espacio anillado, primero se vera la definicién de esquemas afines;
para cada anillo A se asociara un espacio topoldgico junto con una gavilla de
anillos sobre este, dicho espacio es llamado SpecA. También repasaremos la
nocion de morfismos separados y de esquemas separados.

1.1.1. Gavillas inducidas

Definicién 1.1.1 Sea f : X — Y un mapeo continuo de espacios topoldgi-
cos. Para cada gavilla % sobre X, se define la gawilla imagen directa
f«Fsobre Y como (f.Z7)(V) = Z(f1(V)) para cada abierto V C Y. Para
cada gavilla & sobre Y, se define la gavilla imagen inversa f~'% sobre
X como la gavilla asociada a la pregavilla

Uw— hmygf(U)%(V) >

donde U es un conjunto abierto de X y el limite esta considerado sobre todos
los abiertos V' de Y que contienen a f(U).



Proposiciéon 1.1.2 (Propiedad adjunta de f~'y f.) Sea f: X — YV
un mapeo continuo de espacios topoldgicos, para cada gavilla .# sobre X y
para cada gavilla ¢ sobre Y existe una biyeccién natural de conjuntos,

Homy (f~'4, F) = Homy (¥, f.F). (1.1)

Se dice que f~! es el adjunto izquierdo de f,, y que f, es el adjunto derecho
de =%

Prueba.
Consideremos la siguiente pregavilla sobre X

[9WU) = 1m 4(V),
FU)cV

donde U,V son abiertos de X y Y respectivamente, por otro lado f~'¥ es
por definicién la gavilla asociada a la pregavilla f*¢, entonces el resultado
se sigue del lema 1.1.3 y del lema 1.1.4.0

Lema 1.1.3 Homx(f'¥,%) = Hom.._x(f*Y, F).
Lema 1.1.4 Hom,. x(f*¥,.#) = Homy (¥, f..7).

Prueba del lema 1.1.3.
Este inciso se deduce de las propiedades de gavillificacién y del hecho de que
f*9 es decente.O

Antes de comenzar la prueba del lema 1.1.4 introduciremos alguna nota-
cién y haremos algunas observaciones que se requeriran para definir primero
una aplicacién p :Homy,._x(f*¥,.#) — Homy (9, f..7).

Las observaciones son las siguientes:

Observacién 1.1.5 Como

f*9U) =lm¥ (V) tal que f(U) CV,
%
entonces dado un abierto W C U la restriccion rf, : f*4(U) — f*G (W) se
define como sigue: dada ¢ € f*¥4(U) existe un abierto V C Y tal que f(U) €
V' y una seccién o € (V) que representa a . Como f(W) C f(U) CV se

toma 1Y, (7) igual a la clase o en f*&(W).
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Observacién 1.1.6 Sea v : f*9 — .% un morfismo de pregavillas, definir
este morfismo es lo mismo que dar una coleccién de morfismos, digamos que
¥ es el conjunto de morfismos ¢y : f*9(U) — F(U) tales quesi U C X y
W C U son abiertos, entonces el siguiente diagrama conmuta

row) a2
iy J l oY
FIV) e P (),

donde Y, y p¥, son las respectivas restricciones.

Notese por la propiedad universal del limite directo, que dar un morfismo vy
es equivalente a dar una coleccion de morfismos C', donde C' es el conjunto
de morfismos ¢y : 4(V) — F#(U) para cada V tal que f(U) C V, tal que
si f(U) C V' CV, entonces el siguiente diagrama conmuta

G(V) Yoy Z ().
8,
gV Yo

Abusando de la notacion escribiremos ¢y = C'. Ahora consideraremos el
siguiente lema.

Lema 1.1.7 Sean W, U abiertos de X, donde W Cc U C X, si f(U) C V
para V' C Y abierto, entonces el siguiente diagrama conmuta

(V)" F ()
U

Dy Pw
#(w)

Prueba.



Como v es un morfismo, el cuadrado siguiente es conmutativo

Yu

f*4(U) F(U)
v J Piv
fgw) 7 F (W),
W
y podemos completar un nuevo diagrama
TV~ _pow
qv,u »
ww| YU ———3F )
v J Piv
fe9(W) ” F(W).
W

Aqui, gy es el cociente natural al limite directo.

Nétese que el triangulo superior es conmutativo por como se definié vy y .
También conmuta el diagrama izquierdo, esto es, r{l o qyy = gvw por la
definicién de 7Y, (Ver observacién 1.1.5).

Entonces tenemos que: p% oYy = Yy o r%/ oqvu = Yw o quw = Ywy.O
En particular tenemos el siguiente:

Corolario 1.1.8 Sea W un abierto de X. Sea V' C Y otro abierto tal que
fW)cV,ysealU = f~5V), entonces W C Uy f(W) C f(U) CV,en
particular pY, o ¥yy = Ywy (esto por el lema 1.1.7) y

lim (phy o vuy) = lim (Yw),
V Vtal quef(W)CV Vv Vtal quef(W)CV
y U=f~1(V)

esto tltimo es por definicién de ¥y .
Prueba del lema 1.1.4
Definimos una aplicaciéon p:Hom(f*¥,.%) — Hom(¥, f..%#) como sigue.
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Dado ¢ : f*¢Y — Z, sea

w(@) = {p@)v|V C Y abierto y u(¥)y = vp-10v},

note que ¥ y-1(yy,y satisface compatibilidad con restricciones, entonces (1)
es un elemento de Homy (¥, f..%).

Ahora definiremos un morfismo n:Homy (¥, f..#) — Homy,_x(f*9Y, 7).
Dado ¢ : ¢4 — f..#, sabemos que ¢ es el conjunto de morfismos ¢y :

G(V)— ZF(f~YV)) tales que si V C Y y V' C V son abiertos, entonces el
siguiente diagrama conmuta

G(V) F(f1(V))
Oy pj:gg’) )
gV o F(f(V)

Dado un abierto U C X, sea

_1(V

n(e)v = {n(p)uv|V C Yes abierto, f(U) C V' y n(p)uy = P{J ) o v},

entonces definimos 7(p) = {n(p)v|U C Xes abierto}.
Ahora se verificara que n y p son inversas una de la otra:

Veamos que 7 o 1 =Idpom(few,7)-
Sea ¢ €eHom(f*¥Y,.#), entonces u(y)) € Hom(¥, f..#), aplicando ahora n
tenemos que

n(pu(@)) = {n(u(¥))v},

n(u(@))u = {n(p(¥))vv
n(/ﬁ(wg)U,V = pé o (w(W)v) y pW)y = -1,y entonces

o o (u@)v) = ol oy

y por el Corolario 1.1.8, lo anterior es igual a ¥y v,
por lo tanto n(u(¢))v = {Yvv} =vu y

() = {Yv} = .



Veamos también que p o n =Idyom,f,.7)-

Sea ¢ eHom(¥, f..7), entonces n(¢) € Hom(f*¥Y,.#), aplicando ahora p se
tiene

u(n(e)) = {unle))v}, B

n(n(@)v = n(@) ;-1 v)v = Py 0 v (tomando U = f~(V) en la defini-
cién de n(p)yy), ast

P}ZE\‘;; =Idz(s-1(v)), por tanto u(n(e))v = v y

p(n(p)) = {pv} = .0

1.1.2. Espacios anillados

Definicién 1.1.9 Un espacio anillado es un par (X, Ox) consistente de
un espacio topolégico X y una gavilla de anillos &'x sobre X. Un morfismo
de espacios anillados de (X,0x) a (Y,0y) es un par (f, f#), donde
f X — Y es un mapeo continuo y f# : 0y — f.Ox es un morfismo
de gavillas de anillos sobre Y. El espacio anillado (X, Oy) es un espacio
localmente anillado si para cada punto P € X, el tallo Ox p es un anillo
local.

Un morfismo de espacios localmente anillados es un morfismo (f, f#)
de espacios anillados, tal que para cada punto P € X, el mapeo inducido de
anillos locales f]f : Oy,pp) — Ox,p es un homomorfismo local de anillos
locales. Para ser mas precisos, dado un punto P € X, el morfismo de gavillas
f#*: Oy — f.0x induce un homomorfismo de anillos Oy (V) — Ox(f~1V),
para cada conjunto abierto V en Y. Como V fluctiia sobre todas la vecindades
abiertas de f(P), f~(V) flucttia sobre un subconjunto de vecindades de P.
Entonces tomando limites directos, se puede obtener un mapeo

Oy.fpy = lim Oy (V) — lim Ox (f~'V),
\% \%4

y de los mapeos de limites al tallo Ox p. De esta manera se tiene un homo-
morfismo inducido f# : Oy,pp) — Ox p, se requiere que este sea un homo-
morfismo local: si A y B son anillos locales con ideales maximales my y mp
respectivamente, un homomorfismo ¢ : A — B es llamado un homomorfismo
local si o~} (mp) = my.

Un morfismo (f, f#) es un isomorfismo si y sélo si f es un homeomorfismo
de espacios topoldgicos y f# es un isomorfismo de gavillas.
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1.1.3. Espectro de un anillo, esquemas algebraicos y
morfismos

El primer ejemplo de espacio anillado que veremos es el espectro de un
anillo.
Se construird el espacio SpecA asociado al anillo A. Como un conjunto se
define SpecA como el conjunto de todos los ideales primos de A. Si a es un
ideal de A, se define el subconjunto V' (a) C SpecA como el conjunto de todos
los ideales primos que contienen a a.

Lema 1.1.10 (a) Si a'y b son dos ideales de A, entonces V' (ab) = V(a) U
V(b).

(b) Si {a;} es algin conjunto de ideales en A, entonces V(> a;) = NV (a;).
(c) Siay b son dos ideales, V(a) C V(b) si y sélo si v/a D vb.

Prueba. Se obtiene directamente de las definiciones.

Ahora se definird una topologia sobre SpecA tomando los subconjuntos de la
forma V(a) como los subconjuntos cerrados. Note que V(A) = §; V((0)) =
SpecA; y el lema 1.1.10 muestra que uniones finitas asi como intersecciones
arbitrarias de conjuntos de la forma V' (a) son otra vez de la misma forma.
Estos forman el conjunto de conjuntos cerrados para una topologia sobre
SpecA.

Ahora se definird una gavilla de anillos & sobre SpecA. Para cada ideal primo
p C A, sea A, lalocalizacion de A en p. Para un conjunto abierto U C SpecA,
se define &(U) como el conjunto de funciones s : U — [, Ap tales que
s(p) € A, para cada p y tales que s es localmente un cociente de elementos
de A: siendo precisos, se requiere que para cada p € U, haya una vecindad V'
de p contenida en U, y elementos a, f € A, tales que para cadaq eV, f ¢ q,

y s(q) =a/f en A,.

Note que sumas y productos de tales funciones s son nuevamente del mismo
tipo y que el elemento 1 el cual da 1 en cada A, es la identidad. De esta
manera ¢ (U) es un anillo conmutativo con identidad. Si V' C U son dos
conjuntos abiertos, el mapeo restriccién natural &(U) — €(V') es un homo-
morfismo de anillos. Note que & es una pregavilla y por la naturaleza local
de la definicion, & es gavilla.
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Definicién 1.1.11 Sea A un anillo. El espectro de A es el par consisten-
te del espacio topoldgico SpecA junto con la gavilla de anillos & definida
enteriormente, una manera de denotarla es Ogpeca-

Para cada elemento f € A, se denota por D(f) el complemento abierto de
V((f))- Note que los conjuntos abiertos de la forma D((f)) forman una base
para la topologia de SpecA. Claro que si V(a) es un conjunto cerrado, y
p ¢ V(a), entonces a  p, asi hay un f € a, f ¢ p. Entonces p € D(f) y
D(f)NnV(a) = 0.

Proposicién 1.1.12 Sea A un anillo, y (SpecA, &) su espectro.

(a) Para cada p € SpecA, el tallo 0, de la gavilla ¢ es isomorfo al anillo
local A,.

(b) Para cada elemento f € A, el anillo &(D(f)) es isomorfo al anillo locali-
zado Ay.

(c) En particular, I'( SpecA, 0) = A.

Prueba. La demostracién es idéntica a la que se dara para la proposicién
1.2.5 referente a gavillas de moédulos.

Proposicién 1.1.13 (a) Si A es un anillo, entonces (SpecA, &) es un espa-
cio localmente anillado.

(b) Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces ¢ induce un
morfismo natural de espacios localmente anillados

(f7 f#) : (SpeCBa ﬁSpecB) - (SpeCAa ﬁSpecA)-

(b) Si A y B son anillos, entonces cada morfismo de espacios localmente
anillados de SpecB a SpecA es inducido por un homomorfismo de anillos
¢ : A — B como en inciso (b).

Prueba. Hartshorne[6,p.73].

Definicién 1.1.14 Un esquema afin es un espacio localmente anillado
(X, Ox) el cual es isomorfo al espectro de algtn anillo. Un esquema es un
espacio localmente anillado (X, &) en el que cada punto tiene una vecindad
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abierta U tal que el espacio topologico U, junto con la gavilla restringida
Ox v, es un esquema afin. Se llama a X el espacio topolégico subyacente
del esquema (X, Ox), y a Ox su gavilla estructural. En adelante se podréa es-
cribir sp(X) como el espacio X.

Un morfismo de esquemas es un morfismo de espacios localmente anilla-
dos.

Ejemplo 1.1.15 Si k es un campo, Spec(k) es un esquema afin cuyo espacio
topoldgico consiste de un punto, y cuya estructura de gavilla consiste de el
campo k.

Ejemplo 1.1.16 Si k es un campo, se define la linea afin sobre k, Ajf,
como Spec(k[x]). Esta tiene un punto &, correspondiente al ideal cero, cuya
cerradura es el espacio completo. Este es llamado un punto genérico. Los
otros puntos, los cuales corresponden a ideales maximales en k[z], son todos
puntos cerrados. Ellos estan en correspondencia uno a uno con polinomios
irreducibles ménicos no constantes en x.

Afirmaciéon 1.1.17 Sea f : X — Y un morfismo de esquemas y .% una
gavilla sobre Y, si U; C X es un abierto, entonces f (F) = (f*(F))|y;-
J

Prueba. Tomemos la restriccién f|y, : U; — Y, entonces tenemos que

fiy(P) = 11, (F) @10y Ouy ¥

(S (I, = (FTHF) @10y Ox)lu, = (FTHI Dy, @y-10v)10, O,

Se mostrara que para cualquier gavilla .%# sobre Y se cumple que f|;1(ﬁ ) =
J

(f"HYZ))|v,, recordando que la gavilla f~'(.#) es la gavilla asociada a la
pregavilla f*(.#), entonces para un abierto W de U; tenemos que

*(F)W)= lim F(V'),
LEW=, i V)

y por otro lado, para un abierto W’ de X se tiene que

(F)W) = lim  F(V").
FAW) = Jm  F)

13



Ahora, restringiendo esta ultima pregavilla a U; tenemos

o/ o / _ I or " / )
[f(F) W), f(Wl,l;gv,,f(V ) VW' CU;,

pero f|Uj(W') = f(W') para todo W’ C Uj, de esta manera f? (F)) =
(P, v ast £, (F) = (F7H(F))lu-

De forma andloga se puede verificar que fh’f Oy = (f _1ﬁy)|Uj, por lo tanto
se tiene que fﬁ‘}(ﬂ) = (f*(F))|v, O

Definicién 1.1.18 Sea X un esquema. Para cada = € X, sea O, el anillo
local en z, y m, su ideal maximal. Se define el campo residual de = sobre
X como el campo k(z) = 0, /m,.

Definicién 1.1.19 Sea S un esquema fijo. Un esquema sobre S es un
esquema X, junto con un morfismo de esquemas X — S. Si X y Y son
esquemas sobre S, un morfismo de X a Y como esquemas sobre S, es un
morfismo f: X — Y el cual es compatible con los morfismos dados sobre S.

Definicién 1.1.20 Un morfismo f : X — Y de esquemas es localmente
de tipo finito si existe una cubierta de Y dada por subconjuntos abiertos
afines V; =Spec B;, tal que para cada i, f~*(V;) puede ser cubierto por
subconjuntos abiertos afines U;; =Spec A,;, donde cada A;; es una B;-algebra
finitamente generada. Se dice que f es un morfismo de tipo finito, si ademés
cada f~!(V;) puede ser cubierto por un nimero finito de Uj;.

Definicién 1.1.21 Un morfismo f : X — Y es un morfismo finito si
existe una cubierta de Y dada por subconjuntos abiertos afines V; =Spec
B;, tal que para cada i, f~1(V}) es afin e igual a SpecA;, donde A; es una
B;-algebra la cual es un B;-moédulo finitamente generado.

1.1.4. Morfismos separados y morfismos propios

Existen dos propiedades acerca de los morfismos entre esquemas las cuales
corresponden a propiedades conocidas de espacios topologicos ordinarios, esto
es, la caracteristica de ser separable corresponde al axioma de Hausdorff
para un espacio topoldgico, y la caracteristica de ser propio corresponde a la
nocion usual de propiedad, es decir que la imagen inversa de un subconjunto
compacto es nuevamente un compacto.
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Definicién 1.1.22 Un subesquema cerrado de un esquema X es un
subesquema Y, junto con un morfismo i : Y — X tal que sp(Y’) (el espacio
topoldgico Y') es un subconjunto cerrado de spX, i es el mapeo inclusién, y
ademds el mapeo inducido i# : Ox — 1,0y de gavillas es suprayectivo.

Una tnmersion cerrada es un morfismo f : ¥ — X el cual induce un
isomorfismo de Y dentro de un subesquema cerrado de X.

Teorema 1.1.23 Para cada dos esquemas X y Y sobre otro esquema S, el
producto fibrado X xg Y existe y es tnico salvo isomorfismo.

Prueba. Hartshorne [6.p.87].

Definicién 1.1.24 Sea f : X — Y un morfismo de esquemas, y sea y € Y
un punto. Sea k(y) el campo residual de y, y sea Spec(k(y)) — Y el morfismo
natural. Entonces se define la fibra del morfismo f sobre el punto y como el
esquema

X, = XxySpec(k(y)).

La fibra X, es un esquema sobre k(y) y su espacio topolégico es homeomorfo
al subconjunto f~(y) C X.

Definicién 1.1.25 Sea S un esquema fijo el cual podemos tomar como un
esquema base, ahora considere la categoria de los esquemas sobre S. Si
S’ es otro esquema base, y si S — S es un morfismo, entonces para cada
esquema X sobre S, se tiene X' = X xg¢.5’, el cual serd un esquema sobre S’,
se dice que X’ es obtenido de X, haciendo una extensién de base S’ — S.
Por ejemplo, suponga S’ =Spec(k’), donde £’ es una extension de campos de

k.

Observacién 1.1.26 La extension de base es una operacion transitiva: si
S" — S" — S son dos morfismos, entonces (X xgS5") xg S” = X xg5”.

Definicién 1.1.27 Sea f : X — Y un morfismo de esquemas. El morfismo
diagonal es el unico morfismo A : X — X Xy X cuya composicién con
ambos mapeos proyeccion pi,ps : X Xy X es el mapeo identidad X — X.
Se dice que el morfismo f esta separado si el morfismo diagonal A es una
inmersion cerrada. En tal caso se dice que X esta separado sobre Y. Un
esquema esta separado, si este esta separado sobre SpecZ.
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Proposicién 1.1.28 Si f : X — Y es un morfismo de esquemas afines,
entonces f es separado.

Prueba Sea X =SpecA, y Y =SpecB. Entonces A es una B-algebra, y
X Xy X es también afin, y esta dado por Spec(A®p A). El morfismo diagonal
A viene del homomorfismo diagonal A ®pz A — A definido por ¢ ® ¢ — aa’'.
Este es un homomorfismo suprayectivo de anillos, de esta manera A es una
inmersion cerrada.

Corolario 1.1.29 Un morfismo arbitrario f : X — Y esta separado si y
sélo si la imagen del morfismo diagonal es un subconjunto cerrado de X xy X.

Prueba. Hartshorne [6,p.96].

Definicién 1.1.30 Un morfismo f : X — Y es propio, si este esta se-
parado, es de tipo finito y es universalmente cerrado. Aqui se dice que un
morfismo es cerrado si la imagen de cada subconjunto cerrado es cerrada.
Un morfismo f : X — Y es universalmente cerrado, si este es cerrado,
y para cada morfismo Y’ — Y, el correspondiente morfismo f : X — Y’
obtenido por extension de base es también cerrado.

Definicién 1.1.31 Un esquema X es reducido si para cada conjunto abier-
to U de X, el anillo Ox(U) no tiene elementos nilpotentes.

Definicién 1.1.32 Un esquema X es entero si para cada subconjunto
abierto U C X, el anillo Ox(U) es un dominio entero.

Definicién 1.1.33 Un esquema es trreducible si su espacio topoldgico es
irreducible.

1.2. Gavillas de modulos

En esta seccién se analizard una propiedad adjunta de f~! y estudiaremos
algunas caracteristicas de las gavillas de moédulos sobre espacios anillados, se
recordara la definicién del functor tilde ~ y algunas de sus propiedades, tam-
bién se mostrara la propiedad adjunta del functor f* y finalmente se vera la
gavilla tautolégica.
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Definicién 1.2.1 Sea (X, Ox) un espacio anillado. Una gavilla de Ox -mdédu-
los o simplemente un Ox-mddulo, es una gavilla ¥ sobre X, tal que para
cada congunto abierto U C X, el grupo .7 (U) es un Ox(U)-mddulo, y para
cada inclusion de conjuntos abiertos V- C U, el homomorfismo restriccion
F(U) — F(V) es compatible con las estructuras de mddulo por medio del
homomorfismo de anillos Ox(U) — Ox(V), esto es, tenemos un diagrama
conmutativo

Z(U) x Ox (V) —2 ()
(P, i) l Py
F(V)x Ox(V) 7 F (V)

Definicién 1.2.2 Un morfismo % — ¢ de gavillas de Ox-mddulos
es un morfismo de gavillas tal que para cada conjunto abierto U C X, el
mapeo F (U) — 4(U) es un homomorfismo de Ox(U)-mddulos.

Se observa que el kernel, cokernel, y la imagen de un morfismo de &'x-moédu-
los es otra vez un @x-médulo.Si .#  es una subgavilla de &'x-mddulos de un
Ox-médulo .7, entonces la gavilla cociente .Z /% (esto es la gavilla asociada
a la pregavilla U — .Z(U)/.Z (U)) es un Ox-médulo. Cada suma directa,
producto directo, limite directo de &x-mddulos es un O'x-mddulo.

La gavilla Hom.

Si.Z y ¢ son dos Ox-mbdulos, se denota el grupo de morfismos de &'x-modu-
los de # a9 por Homg, (F,9), o a veces Homx (.#,%) o por Hom(.#,9).
Si U es un subconjunto abierto de X, y si .# es un Ox-mddulo, entonces
F|u es un Ox|y-médulo. Si .Z y ¥ son dos Ox-médulos, la pregavilla

U HHomﬁX‘U(a@\U, glU)

es una gavilla, la cual es llamada gavilla 5#om, y es denotada por #omg, (F,9),
esta gavilla es también un &'x-modulo.

Sucesiones exactas de 0x-modulos.

Una sucesién de Ox-modulos y morfismos es exacta si esta es exacta co-
mo una sucesion de gavillas de grupos abelianos, es decir, una sucesién de
O'x-mbdulos



Oﬁylggzgig;g%o
es exacta si para todo abierto U C X la sucesion
0— F(U) S Z(U) 2 F(U) (1.2)

es una sucesion exacta de grupos abelianos y %3, es la gavilla asociada a la
pregavilla im(3), dada por im(3)(U) = B(U) para todo U. Esto es equivalente
a decir que para todo x € X, la sucesion inducida en los tallos

0— F,—Fy,—F3, — 0

es exacta.

Producto tensorial de &xy-mddulos.

Se define el producto tensorial ¥ @4, ¥ de dos Ox-mddulos como la
gavilla asociada a la pregavilla U — .7 (U) ®¢, 4(U), esta gavilla se escri-
bird como % ® ¢, con Ox entendido.

Gavillas localmente libres.

Un Ox-médulo .Z es libre si este es isomorfo a una suma directa de copias
de Ox. Se dice que un Ox-médulo .Z es localmente libre si X puede ser
cubierto por conjuntos abiertos U para los cuales % |y es un Ox|y-médulo
libre. En tal caso, el rango de .# sobre un conjunto abierto es el niimero
de copias de la gavilla estructural necesaria. Si X es conexo, el rango de una
gavilla localmente libre es el mismo siempre. Una gavilla localmente libre de
rango 1 es también llamada una gawilla invertible.

Gavillas de ideales.

Una gavilla de ideales sobre X es una gavilla de médulos .# la cual es una
subgavilla de Ox, en otras palabras, para cada conjunto abierto U, .#(U)
es un ideal en Ox(U). Sea f : (X, Ox) — (Y, Oy) un morfismo de espacios
anillados. Si .# es un Ox-mddulo, entonces f,.# es un f,0x-modulo.Debido
a que se tiene el morfismo f# : 0y — f.0Ox de gavillas de anillos sobre Y,
este proporciona a f,.# una estructura natural de &y-moddulo.

Propiedad adjunta de f* y f~!.
Sea f : X — Y un morfismo de espacios anillados, ademas ¢4 y % las ga-
villas de Oy-médulos y Ox-mdbdulos respectivamente, entonces f~'% es un
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f~10y-médulo. Debido a la propiedad adjunta de f~! (ver férmula 1.1) se
tiene un morfismo tnico f~10y — Ox (que corresponde a f# : Oy — f,Ox)
de gavillas de anillos sobre X, se define una gavilla f*¢ sobre X por

f*g — fﬁlg ®f‘1ﬁy ﬁx, (13)

que es un Ox-modulo, este es llamado el “pull-back” de ¢ por el morfismo
f.

Se puede mostrar que f, y f* son functores adjuntos entre la categoria de
O'x-modulos y la categoria de Oy-méddulos, es decir, para cada €'x-modulo
F y cada Oy-médulo ¥ existe un isomorfismo natural de grupos

Homy, (f*4, F) = Homy, (9, f.F). (1.4)

Prueba
Por definicién f*4 = 719 ®;-14, Ox y por otro lado para abiertos U C X
y V CY, sea f*¥ la pregavilla sobre X definida como

lim “(V), (1.5)

FU)CV

ademds f*¥ es pregavilla de f*0y-mddulos, pues ¢4 es Oy-mdbdulo.
Considere el producto tensorial de pregavillas f*¥ ® e, Ox y note que Ox
es también pregavilla de f®0y-médulos debido a los lemas 1.1.3 y 1.1.4.
Recordando que para gavillas arbitrarias .7 y ¢ sobre X y Y respectiva-
mente y para abiertos U C X y V C Y, la gavilla f~157 es la gavillificacién
de la pregavilla

fAWU) = dm AV),

f)cv

entonces del mismo modo se tiene que f*¢4 = 719 Q;-14, Ox es la gavilli-
ficacion de f*Y ®yep, Ox, y la prueba de la propiedad adjunta en cuestion
es similar a la prueba de la Proposicién 1.1.2, (Ver Kenji Ueno [12.p.43].).

Lema 1.2.3 Sii:Y — X es inmersién cerrada, entonces i*i,0y = Oy-.
Prueba. Primero note que

i*i.0y =i 1 (i.0y) Q-1 Oy,
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ahora veamos que i~ !(i,0y) = Oy.

Sea U C Y una abierto, i !(i,0y) es la gavillificacién de la pregavilla
i*(i.Oy)(U) = lim;ycy @0y (V). Como 4 es inmersién cerrada, identifica-
mos a Y con un cerrado de X, como U es abierto, entonces podemos escribir
U =Y NV, con V un abierto de X, esto es i 1(Vy) = U, asi

lim (1,64)(V) = lim Oy(i”'V) = lm 6y(Y NV),

(U)cv W(U)cv W(U)cV
pero como i(U) C Vo NV, tenemos que

lm Oy(YNV)= lm 6y(Y NVNV)=6y(U),

(U)cv (U)cV
entonces 1°(7, Oy ) es una gavilla, por lo tanto i ' (i,0y) = Oy, de esta manera
i i, Oy) @i~10y Oy = Oy ®@;-14, Oy.
Ahora, veamos que existe un isomorfismo
Oy Qi-1gy Oy — Oy.

Primero, sea ¢ : Oy ®;-145, Oy — Oy el morfismo de gavillas inducido por
el morfismo de pregavillas

Oy (U) @10y ) Oy(U) — Oy (U),

dado por a ® b +— ab. Para ver que 9 es isomorfismo, veamos que es isomor-
fismo en los tallos

% : ﬁY,p ®(i—1ﬁx)p ﬁY,p - ﬁY,pa

donde 9, esta dado por s ® s — s's y p € Y, note que (i"'Ox), = Ox,i(p),
y el morfismo h : i"'0x — Oy, que corresponde a i* por la propiedad
adjunta (ver proposicién 1.1.2), coincide en los tallos con el morfismo local
OXitp) = Ovp-

Asi, como el homomorfismo local O ;(,) — Oy, es suprayectivo, entonces se
ve que s — 1 ® s es un inverso por ambos lados de 1, pues 1 ® s = s ® 1.
De esta manera i*1,0y = Oy .O

Definicién 1.2.4 Sea A un anillo y sea M un A-médulo, se define la gavilla
asociada a M sobre SpecA, denotada por M, como sigue. Para cada ideal
primo p C A, sea M, la localizacién de M en p. Para cada conjunto abierto
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U C SpecA se define el grupo M(U) como el conjunto de funciones s:U —
HpeU M, tal que para cada p € U, s(p) € M,, y tal que s es localmente una
fraccidn, esto es; se requiere que para cada p € U, exista una vecindad V de
pen U, y existan elementos m € M y f € A, tal que paracadaq eV, f € q,

y s(q) =m/f en M,

Proposicién 1.2.5 Sea A un anillo, M un A-médulo, y sea M la corres-
pondiente gavilla sobre X = SpecA asociada a M. Entonces:

(a) M es un Ox-médulo;

(b) para cada p € X, el tallo (M), de la gavilla M en p es isomorfo al médulo
localizado My;

(c) para cada f € A, el Aj-médulo M(D(f)) es isomorfo al médulo localiza-
do Mf;

(d) en particular, I'(X, M) = M.

Prueba

(a) N

Se tiene que para un abierto U C SpecA, M(U) ={p: U — HpeU M,|p(p) €
M,, y p es localmente una fraccién}, por otro lado Ox(U) = {s : U —
[Tocv Apls(p) € Ap, v s es localmente una fraccién }, donde My y A, son las
respectivas localizaciones en p.

Dados s € Ox(U) y € M(U), definimos el producto (sp) € M(U) tal que
(sp)(p) = s(p)u(p), notese que dicho producto es localmente una fracciéon
puesto que si a/b € Ay, cona,be A, bgpyc/de Myconce M,de A,
d & p, entonces ¢ 5 = 73, donde bd ¢ p, de esta manera la estructura de Ox -
médulo de M (U) la da el producto (su), por tanto, M es un &x-médulo.

(b)
Vamos a definir un homomorfismo ¢ : (M )y — M, y ver que es un isomor-
fismo.

Como

M, = lim M(U),
peU

entonces por la propiedad universal del limite directo definir ¢ : ( M )y — M,
es equivalente a definir para todo abierto U € X tal que p € U, morfismos
ou : M(U) — M, tal que si p € V C U entonces oy = oy o pt, donde pl es
la restriccién de la gavilla M.

Se define entonces oy (s) = s(p), como s € M(U) y p € U, entonces
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s(p) € M,. Asf tenemos ¢ : (M), — M,, donde ¢ es suprayectiva por-
que cada elemento x € M, puede representarse como m/f,m € M, f € A,
donde f ¢ p. Entonces D(f) es vecindad abierta de p y m/f define una
seccién constante s € M(D(f)) cuyo valor en q es s(q) = m/f para todo
q € D(f), en particular s(p) =m/f.

Inyectividad; sea U vecindad abierta de p, y s € M(U) tal que s(p) = 0, po-
demos suponer a U como una vecindad de p donde s es una fraccién, s = a/f,
dondea € M, fe Ay f ¢ p. Como a/f es 0 en M, se sigue por la definicién
de localizacién que existe h ¢ p tal que ha = 0 en M, ademéds a/f = 0 en
cada anillo local M, con f,h ¢ g, pero tal conjunto es el abierto D(f)ND(h),
por tanto s(p) =0 € (M), Vyp € D(f)ND(h)NU = s|pipnpmnu = 0.
Asi ¢ es un isomorfismo.

(c)

Se define un homomorfismo 1 : M; — M(D(f)) enviando a/f" a la seccién
s € M(D(f)) la cual asigna a cada ideal p la imagen de a/f" en M,, este
homomorfismo esta bien definido debido a que p € D(f) y por tanto f ¢ py
f™ ¢ p, asi que podemos hablar del elemento m/f" dentro de M,.

Se mostrard primero que 1 es inyectivo; si ¢(a/f™) = 0, entonces para cada
p € D(f), a/f™ es cero en M, por tanto existe hy, ¢ p tal que hpa =0 en M.
Sea a el anulador de a, entonces hy, € ay h, ¢ p, por tantoa Z py p ¢ V(a).
Esto se cumple para cada p € D(f), y se puede concluir que V(a)ND(f) = 0,
esto es V(a) C V((f)), entonces por lema 1.1.10, se tiene que f € /a, asf pa-
ra alguna potencia de f, f' € a, y de esta manera se puede concluir que
fla =0, esto muestra que a/f™ = 0 en M;.

Por tanto v es inyectivo.

Ahora se mostrara que v es suprayectivo.

Para esto vamos a necesitar la siguiente:

Aﬁrmaciél?. Suponga que D(f) = UY_,D(h;) es tal que para cierto n >
0, f" = > ._, bih;, donde f, h;,b; € A, si se tienen a;/h; € M, tales que
hia; = hja; en A para ¢ = 1,..., k, entonces existe a € M tal que f% = Z— en
My, para todo i =1,.... k.

Prueba

Sea a = Y b;a;, entonces
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hja = Zle biaih; = S0 biash; = a; f"

esto nos dice que fn = ;£ en M}, probando la afirmacion.

Ahora vamos a verificar que se cumplen las hipotesis de la afirmacion an-
terior:

Sea s € M(D(f)), por definicién podemos cubrir D(f) con abiertos V;, sobre
los cuales s esta representado por el cociente a;/g;, con g; ¢ p para todo
p € V;, es decir V; C D(g;). Ahora los abiertos de la forma D(h) forman
una base para la topologia en SpecA = X, entonces podemos asumir que
Vi = D(h;) para alguna h;.

Como D(h;) C D gz) entonces V' ((g;)) € V((h;)) y como consecuencia del
lema 1.1.10 \/(h \/_ en particular, A" € (g;) para algin n, entonces
si b = cg;, a; /gZ caz/h? Reemplazando h; por h? (pues D(h;) = D(h})) vy
a; por ca;, podemos asumir que D(f) esta cubierto por subconjuntos abier-
tos D(h;), note que s esta representado por a;/h; en D(h;). Se observa que
D(f) puede ser cubierto por un ntmero finito de D(h;), entonces se tiene
que D(f) = UD(h;) siy sélosi V((f)) = NV ((h;)) = V(D> (hi)). Por lema
1.1.10, lo anterior equivale a decir que f € /> (h;), 0 f™ € > (h;) para algin
n. Esto significa que f™ puede expresarse como un suma finita f™ = > b;h;,
b; € M. Por lo tanto hay un subconjunto finito de h; fijos hq, ..., h, tales que
D(f) € D(hy)U...U D(h,).

Para lo siguiente, note que en D(h;) N D(h;) = D(h;h;) se tienen dos ele-
mentos de M5, ai/hi y a;/h; que representan a s. De esta manera y acorde
con la inyectividad de v aplicada a D(h;h;) tenemos que a;/h; = a;/h; en
Mp,;p;. Asi, para alguna n

(hlh])”(h]a, — h,-aj) = 0, (16)

como solo hay un conjunto finito de indices en juego, tomamos a n tan grande
como se quiera y este sirve para todo 4, j. Luego se reescribe la ecuacién( 1.6)
como:

h;‘“(h?ai) — hy“(hyaj) = 0.

Entonces reemplazando cada h; por h?™ y a; por h?a;, podemos ver que s
esta representado aun en D(h;) por a;/h;, y ademas se tiene que hja; = h;a;
para todo 4, j. Por tanto se cumplen las hipdtesis de la afirmacion.

Como nuestro resultado es vélido, se tiene que a/f"™ = a;/h; en D(h;).
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Asi que ¢(a/f™) = s en cualquier lugar, lo cual muestra que ¥ es suprayec-
tivo.

De esta manera como 1 es inyectivo y suprayectivo, entonces 1 es un iso-
morfismo.

(d)

Note que (d) es un caso especial de (¢) si f = 1y D(f) es el espacio completo.

Proposicién 1.2.6 Sea A una anillo y sea X = SpecA. También sea A — B
un homomorfismo de anillos, y sea f :SpecB —SpecA el correspondiente mor-
fismo de espectros. Entonces:

(a) el mapeo M — M da un functor pleno y fiel de la categoria de A-
moédulos a la categoria de 0'x-mddulos;

(b) si M y N son dos A-médulos, entonces (M @4 N)~ = M @4, N;

(¢) {M;} es una familia de A-médulos, entonces (HM;)™ = @M;;

(d) para cada B-médulo N se tiene f,(N) 2 (4N)~, donde 4N significa N
considerado como un A-mddulo;

(e) para cada A-médulo M se tiene f*(M) = (M ®4 B)™.

Prueba.

El mapeo M — M es functorial. Este es exacto, debido a que la localizacién
es exacta, y la exactitud de gavillas puede ser medida en los tallos (debido
a que una sucesion ...Z# ! P g £ g ﬂ...de gavillas y morfismos
es exacta si y sélo si para cada P € X la correspondiente sucesion de tallos
es exacta como un sucesion de grupos abelianos, y debido a la Proposicion
1.2.5 b) ). Tal functor conmuta con la suma directa y el producto tensorial,
debido a que estos conmutan con la localizacion, por tanto c¢) es valido. Decir
que este es pleno fiel significa que para cada par de A-moédulos M y N, se
tiene una biyeccién Hom (M, N) =Hom,, (M, N).

El functor ~ da un mapeo natural »:Hom (M, N) —Homg, (M, N) como
sigue, dado ¢ €Homy (M, N) definimos ¥ (yp) € Homﬁx(l\;[, N), tal que pa-
ra cada abierto U C X, 1(p)[U] : M(U) — N(U), manda s € M(U) a la
funcion $()[U)(s) € N(U) dada por la regla (2)[U](s)(p) = p(s(p)) para
todo p € U, donde ¢, : M, — N, es la localizacién de ¢.

Notese que ¥(p)(U)(s) es localmente un fraccién, pues s es localmente una
fraccién y ¢, manda fracciones en fracciones, esto es p,(a/b) = p(a)/b.
Ahora se definird un morfismo ¢! :Homg, (M, N) — Hom,(M, N). Dado
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p € Homg, (M, N), obtenemos 1~(p) € Homy(M, N) tomando secciones
globales, es decir; ¥ '(p) = p[X] : M[X} — N[X], tenemos por proposi-
cién 1.2.5 que M[X] = M y N[X] = N, por tanto p[X] € Hom,(M, N).

Estos dos mapeos son inversos uno del otro, y por tanto isomorfismos. La afir-

macién ultima acerca de f, y f* se sigue directamente de las definiciones.O

Las gavillas de la forma M sobre esquemas afines son los modelos para gavi-
llas casi-coherentes. Una gavilla casi-coherente sobre un esquema X serd un
O'x-moédulo el cual es localmente de la forma M.

Definicién 1.2.7 Sea (X, Ox) un esquema. Una gavilla de &x-mddulos .#
es cast-coherente si X puede ser cubierta por subconjuntos abiertos afines
U; = SpecA;, tal que para cada i existe un A;-médulo M; con .Z |y, = ]\Zfz
Se dice que .# es coherente si ademés cada M; puede ser tomado como un
A;-modulo finitamente generado.

Definicién 1.2.8 Sea Y un subesquema cerrado de un esquema X, y sea
1:Y — X el morfismo inclusién. Se define la gavilla ideal de Y, denotada
por .y, como el kernel del morfismo i# : Ox — i, Oy

Proposicién 1.2.9 Sea X un esquema. Para cada subesquema cerrado Y de
X, la gavilla ideal correspondiente .#y- es una gavilla de ideales casi-coherente
sobre X. Si X es noetheriano, la gavilla %y es coherente. Reciprocamente,
cada gavilla de ideales casi-coherente sobre X es la gavilla ideal de un subes-
quema cerrado univocamente determinado de X.

Prueba. Hartshorne [5,p.116].

Gavilla tautolégica de proj(5).

Ahora veremos un ejemplo de gavilla casi-coherente sobre el proj de un ani-
llo graduado S. Antes extenderemos la definicién del functor ~ de la defini-
cién 1.2.4 a esquemas que son el proj de algun anillo.

Para un anillo graduado S = @®5°_S,, un S-médulo M = @,z M, se dice
que es un S-moédulo graduado si para m y n arbitrarios S, - M,, C M, 1.
Para un elemento homogéneo f € S,, se definen

Dy (f)={p €projS|f ¢p}y
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07
M(f):{ﬁ ’lZ0,0KEMld} (17)

Entonces Ms es un S(p-moédulo, y Di(f) es un subesquema abierto de
projS que es isomorfo a Spec(S(y)), vea Hartshorne [6,p.76, Capitulo II,
Proposicién 2.5 b)]. Entonces se tiene una gavilla casi-coherente J\/f(;) so-
bre D, (f) = SpecS(y). Las gavillas ]\’/[\(;) sobre SpecS(, con g € S, se pueden
pegar para dar una gavilla casi-coherente sobre proj(S), que también deno-
taremos con M. Esto es, uno puede identificar D, (fg) = D (f) N Dy(g)
con el conjunto abierto D( ) de SpecS(y). Note también que M, puede

ser identificado con la localizacion (Mg)), de My en h = fi.

Por supuesto, debido a que para gy COn @ € Mi(g4e), se tiene que

f

a_ _ a(fg)dh
(for = (fo)td >

de esta manera se consigue un isomorfismo de Mg a (M), asignando
)id—1)

Tor € Misg) a a]{lg(d—ﬂ)/hl (M(s))n. Por tanto, se obtiene

Mp)|pi(re) = Msg)-

Note que S = Oy, con X = projS, pues podemos ver a S como S-médulo
graduado.

Para un S-médulo graduado M = ®,,czM,, y para un entero [, uno puede
definir otro S-médulo graduado M(l), donde

M(l) = @mEZM(l)WH M(l)m = m+ (18)

Note que M(0) = M. Ademés, para enteros [y y ls, se tiene que M (l; +13) =
(M (1))(L2). N

A la gavilla casi-coherente M (l) sobre proj(S) obtenida de M(l), la deno-
taremos por M (1). Nosotros también escribimos @x (1) por S(I). Entonces el
S-médulo S(1) es un S-médulo libre generado por 1 € S(I)_; = S, = Sy
(que es un S-moédulo) como un S-médulo, y de hecho resulta que Ox(I) es
una gavilla localmente libre de rango 1. Si X = P", entonces Opn(—1) se
conoce como la gavilla tautologica de P".
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Capitulo 2

Gavillas de diferenciales

2.1. Moddulos de diferenciales

En esta seccién se recordard la definicién y algunas caracteristicas de la
gavilla de formas diferenciales relativas de un esquema sobre otro. La cons-
truccion se basa en propiedades del modulo de diferenciales de un anillo sobre
otro.

Diferenciales de Kahler

Sea A un anillo conmutativo con identidad, sea B una A-algebra, y M un
B-médulo.

Definicién 2.1.1 Una A-derivacion de B dentro de M es un mapeo d :
B — M tal que:

(1) d es aditivo,

(2) d(bb') = bdb' +b'db, y

(3) da = 0 para todo a € A.

Definicién 2.1.2 Se define el Mdédulo de formas diferenciales rela-
tivas de B sobre A como un B-mddulo (2,4 junto con una A-derivacién
d: B — €Qp/a, el cual satisface la siguiente propiedad universal: para ca-
da B-médulo M, y para cada A-derivacién d : B — M, existe un unico
homomorfismo de B-mdédulos f : {2g/4 — M tal que d = fod.

27



B > QB/A

fod

Figura 2.1: Propiedad universal del médulo de formas diferenciales relativas

Una forma de construir tal médulo €2z, 4 es tomar el B-mdédulo libre F' gene-
rado por los simbolos {db|b € B}, y dividir por el submdédulo generado por
todas las expresiones de la forma (1) d(b+ b') — db — db’ para b,b € B, (2)
d(bb') — bdb — V'db para b,b' € B,y (3) da para a € A.

La derivacién d : B — (lp/4 esta definida enviando b a db. De esta mane-
ra, se puede ver que (g4 existe, esto se sigue de la definicién de que el par
(2B/a, d) es inico salvo isomorfismo. Como un corolario de esta construccion,
se puede ver que §25/4 es generado como un B-médulo por {db|b € B}.

Proposicién 2.1.3 Sea B una A-édlgebra. Sea f : B®4 B — B el homo-
morfismo diagonal definido por f(b® b)) = bb', y sea I =kerf. Considere
B ®4 B como un B-médulo por multiplicacién por izquierda. Entonces /12
hereda una estructura de B-mddulo. Se define un mapeo d : B — I/I? por
db = 1®b—b®1 (mdédulo I?). Entonces (I/1?,d) es un médulo de diferenciales
relativas para B sobre A.

Antes de la prueba necesitaremos algunos resultados.

Lema 2.1.4 El nticleo I de f es el ideal de B ® 4 B generado por los ele-
mentos (1®b—-b®1),be€ B.

Prueba.
Se tiene que f(1 ® b —b® 1) = 0. Por otra parte, si ), b, ® b; esta en I,
podemos escribir:

Y obobi=) (hiob)-Y (bi)el=> (h;oh(leb-bel)

A 7 7

pues » . b;b; = 0.0
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Lema 2.1.5 [/I? esta generado como un B-mddulo por los elementos
(1®b—b®1) (mod-I?).

Prueba.

Como (B ®4 B)-médulo, I esta generado por los elementos de la forma
1®b—b® 1, notemos que siendo I/I? un (B ®4 B)-médulo, hereda una
estructura de B-médulo con multiplicacién inducida por b - (by ® by) = (b ®
1)-(b1®bg) = (bb;®bs). Ahora como B-médulo, I esta generado por elementos
de la forma: (0" @0)(1®b—b®1). Asi, I/I? esta generado como B-mddulo
por los elementos

V' @) (1®b—b®1)(mod I?)

=0V 21)+ V)1V -t ®1)](1®b—>b® 1)(mod I?)
=WV @1)(1®b—b® 1)(mod I?)
=00 (1®b—b®1)(mod I?).

Por lo tanto I/I? esta generado por elementos de la forma (1®b—b® 1)
mod 7%.0

Prueba de proposiciéon 2.1.3.

Ahora probaremos que d es una A-derivacién de B en I/I? y que cumple
la propiedad universal.

Observaciones.

Como B es una A-algebra consideremos al homomorfismo estructural p :
A — By sea M un B-médulo. Podemos dar al conjunto Dg(M) = B & M
una estructura de anillo definiendo la suma y producto como sigue:

(bym) + (b, m') = (b+ ¥, m+m)
(b,m)(b/,m’) = (bb',bm/ + b'm)
si b,/ € By m,m' € M, el elemento uno en Dg(M) es (1,0), también se
puede dar a Dg(M) estructura de B-dlgebra con homomorfismo estructural
la inyeccién i : b — (b,0) de B en Dg(M). Por otro lado, Dg(M) tiene
estructura de A-algebra por medio de 7 o p.

Si p es la proyeccion (b,m) +— b de Dg(M) sobre B, entonces existe una
sucesion exacta de B-moédulos

0— M-S Dg(M)2 B—0.
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Sean i1 e iy los homomorfismos de A-dlgebras de B en B ®4 B definidos por:
(b)) =b®1yiyh) =1®0b.

Damos a B ® 4 B estructura de B-algebra con morfismo estructural i;, de
esta forma B ®4 B se convierte en una A-algebra con morfismo estructural
71 o p, también se observa que el morfismo diagonal f : B®4 B — B es
homomorfismo de B-algebras suprayectivo y también es homomorfismo de
A-algebras.

Ahora se mostrara que d es A-derivacion.

Se tiene que d(b; +b2) = 1® (by +by) — (b1 +b2) ® 1 (m6d-I*)= 1R b; +1®
bQ — b1 & 1-— bg & 1 (méd-]Q): d(bl) + d(bg)

Paraa€ A, d(a-1)=1®(a-1)—(a-1)®1 (méd-I*)=a-1®1—a-1®1
(méd-12)=0.

Denotemos fo = d(b1b2), f1 = bidbs + badby, di = by ® by — b1y @ 1 + by ®
b1 — bgbl ®1 y d2 =1® blbg — b1b2 (2 1 s entonces f1 = d1 méd—]2 y f2 = d2
mod-I2, entonces debemos verificar que d; — do debe estar en I?. Tenemos
que

dy —do =0, @by + by @by —baby @1 —b1be®1 =
(b1 R1)(1®by)+ (b ®@1)(1Rb1) — (b2 ®1)(b;®1) — (b1 ®1) (b, ®1) = — (=1 ®
14+1®b1) (1) +(10b —b; ®@1) (ba®1) = (by@1—1®by) (10b — by ®1) € I?,

de esta manera d es una A-derivacion.

Ahora se mostrard que (d,I/I?) cumple la propiedad universal de mddulos
de diferenciales.

Sea D € Dery(B, M), definimos ¢ : B®4 B — Dg(M) por p(b @) =
(bt',bD(V')), entonces ¢ es homomorfismo de A-dlgebras, y si Y b, @ b, € I
entonces f(>_b; @ b;) = > bl = 0, por tanto ¢(>_b; @ b)) = (0, b; DY)
y asi |y : I — M, de esta forma ¢ mapea I en M C Dg(M). Entonces
o|r : I — M induce un homomorfismo de B-médulos 7 : [/1? — M, pues si
B e I? ¢(B)=1(0,0). Sea 7y : Dg(M) — M la proyeccién natural, se puede
ver que

7(d)) =mpop(l1QV =V @1)=7my0p(1RY) —mp0pb ®1)

= D(¥) —¥'D(1) = D(V),
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pues D(1) = 0. Entonces tenemos el siguiente diagrama

d
B - I/
-

M

donde D = 7 od.

Unicidad.
Por el lema 2.1.5 sabemos que I /1?2 esta generado por el conjunto {d(b) mod-I2|b €
B}, entonces 7 esta determinada de forma tnica por los elementos D(V) =

T(d(V)).
De esta manera /1% es médulo de diferenciales de B sobre A.0

Proposicién 2.1.6 Si A"y B son A-dlgebras y B' = B®4 A', entonces
a) QB'/A/ = QB/A XA A = QB/A ®p B ,
b) Si S es un sistema multiplicativo en B, entonces g-15/4 = S1Qp/a.

Prueba: a).Primero probaremos que Qp//a0 = Qpa ®4 A" y después que
Qp/a®@aA'=Qpa@p B

Entonces se mostrard primero que para cualesquiera A-dlgebras A’ y B con
homomorfismos estructurales « y 3 respectivamente y con d la A-derivacion
natural de B en Qp/4 y d’ la A’-derivacién natural de B’ en Qp/ 4 existe un
diagrama conmutativo

Idy ®d
B =A®4B
\

con 7 homomorfismo de B’-mddulos.

Se usaran las propiedades universales de mdédulos de diferenciales para ver
que 7 es isomorfismo.

Primero note que A’ ® 4 B es una A’-dlgebra mediante el morfismo inclusién

A" ®ap/a

QB’/A’7
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i: A — A" ®4 B, donde para a’ € A', i(d') = ¢’ ® 1, ahora sea Idy ® d :
A @4 B — A ®4Qpa tal que (Ida ® d)(a' ® b) = o ® d(b), note que
Idsy ® d es una A’-derivacién pues (Idy ® d)(a’ ® 1) = 0, asi que hay un
mapeo 7 : Qg4 — A ®4 Qpja tal que

n(d'(ad @0b)) =d @d(b). (2.1)
Para construir la inversa de n considere la siguiente composicion:
TIB—Z‘>A®ABO§>1A/®ABiI>QB//A/,

note que 7(b) = d’'(1 ® b), entonces 7 es una A-derivacién puesto que d’' es
una A’-derivacion y A’ es una A-algebra, esto es

T(b1+bo) =d(1® (b1 + b)) =d(1®@b1 +1Rbe) =d'(1®b1) +d(1 R by),

T(biby) = d'(1 @ byby) = d'((1 @ by)(1 @ b)) =
(1@ b)) d'(1® bs) + (1@ ba)d (1 ®by) = by - 7(b2) + by - 7(by).

Para toda a € A,
T(a-1)=78(a)) =d(1®p(a)=d(1®a-1)=d(a-1®1)=0

por ser d’ una A-derivacién.

Entonces por la propiedad universal de {2g/4 existe un mapeo de B-mdédulos
Qp/a LN Qpya tal que W'(db) = d'(1 ® D), esto es, el siguiente diagrama es
conmutativo

T
B VQB//A/.

d /
Q)

A

Note que A’ ®4 Qp/a es un (A’ ®4 B)-médulo definiendo el producto
(@ @b)(d@db) =dd @bdb' € A’ @4 Qp/a.

Ahora, por la propiedad universal del producto tensorial podemos construir
un morfismo de B-médulos ¢ : A" ® Qg4 — Qpa tal que p(a’ @ d(b)) =
a - h'(d(b)).
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Por otro lado considere el morfismo 1 : Qg4 — A’ ® Qp/4 definido en
la ecuacion 2.1, entonces se afirma que ¢ y 17 son mapeos inversos.

noy= ]dA/®QB/A.
nop(a ®@db) =n(a -k (db) =n[(d @ 1)d(1®0b)] = (d @ 1)n(d(1®Db)) =
(' ®1)(1 ®db) = a' ® db.

pon=Idq,,,,-
gpon(d’(a'@b)/) = p(d'®@db) = d'-W(db) = ('’ ®@1)d'(12b)+ (1®b)d'(a’®1) =
(@ @1)d1b)+0=d((d @ 1)(1®b))=d(d ®Db).

Ahora se mostrard que Qpja @4 A" = Qpa @p B'.
Primero observe que como {2g,4 es un B-moédulo entonces g s ®@pB = Qp) 4,
de esta manera tenemos que

(Q25/4a ®p B') = (Qp/a @p (A" ®4 B)) =
Qpa@p (BRaA) = (Qpa®pB)@aA =Qpa@4 A,
esto completa la prueba de a).

Prueba de b).Eisenbud [4,p.394].

Ejemplo 2.1.7 Si B = Alzy,...,x,] es un anillo de polinomios sobre A,
entonces {2g/4 es el B-mdédulo libre de rango n generado por dz, ..., dz,.

Prueba. Sea la aplicacién d : B — Bdx & - - - @ Bdx, definida por d(p) =
Yoy %dmi, de esta forma es claro que d es una A-derivacion.

Si ademés f : B — M es una A-derivacién, entonces f(p) = Y 1, g—if(xi),

de esta manera existe un mapeo p : Bdry & - - - @& Bdx, — M tal que

n 0 n 0 ;
1> a_fidxi) =2in a_fif(xi)a asf f =podO
Proposicién 2.1.8 (Primera sucesion ezacta)

© P . . .
Sean A = B = C homomorfismos de anillos. Entonces existe una sucesion
exacta natural de C-modulos

QB/A ®BCK>QC/AE>QC/B—>O. (2.2)
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Prueba. Para definir V', considere el siguiente diagrama

4 0
QB/A pC----- - S8C/A dC/A

o
i L/,/ - T \ C,
~ - /
Qg4 B (0
B/A o/

donde dp/a,dc/a son las derivaciones naturales y 7 = dgya 0 ¢ es una A-
derivacién, entonces por la propiedad universal de 2p/4 existe el morfismo
V' tal que para b € B, V'(dg/a(b)) = dc/a(1(b)), por lo anterior podemos
construir un morfismo B-bilineal [ : Qp/a x C — Q¢4 tal que (z,¢) —
c-V'(x) y con esto inducir un mapeo V' : Qg4 ®p C — Q¢/a en el que para
generadores tenemos

V(dp/a(b) ®¢) = ¢ deya(i(b)) (2.3)

sibe ByceC.

Para definir U, considere ahora el siguiente diagrama

donde d¢/p es la B-derivacién natural, pero como B es una A-algebra y
deyp(a) = 0sia € A, entonces de/p es también una A-derivacién, asi, por la
propiedad universal de ¢ 4 existe el morfismo U tal que si ¢ € C' entonces
U(dcya(d)) = doyp(d).

Note que U es suprayectiva, pues si y . a;dc/p(b;) € Qcyp con oy, b; € C,
entonces

> iy ideyp(by) = 300, iU (deya (b)) = Ui, aildesa(h))),

con Y iy aidesa(b;) € Qeya.
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Para ver que la sucesion 2.2 es exacta y debido a las propiedades del functor
Hom, bastara probar la exactitud de la siguiente sucesion inducida por 2.2,

Home(Qp/4 © C, T) <= Home(Qe/a, T) <— Home(Qyp, T),  (2.4)
donde T es un C-mdédulo arbitrario.

Necesitamos probar dos cosas:

1) Im(U*) C ker(V*) y

2) Im(U*) D ker(V"),

esto se demostrara indirectamente, esto es, mostrando que la sucesién inferior
en el diagrama 2.5 es exacta.

Note que U* :Home(Qc/p, T) —Home (¢, T') esta definida por U* () =
aoU si o €Home(Qeyp, T) y V* : Home(Qc/a,T) —Home(25/4 @5 C,T)
esta dada por V*(3) = B oV si f eHome(Qeya, T).

Por otro lado tenemos
Home(Qp/4 ®@p C,T) —Homp(Qp/a, T) —Dera(B,T),

entonces podemos construir el siguiente diagrama conmutativo:

* *

HOHIC(QB/A Xp C,T) HOHIC(QC/A,T)

HOHlC(QC/B, T)

I

| p, ~ | py

Dery(B,T) < Vi

Derp(C,T),

(2.5)

para « €Home(Qcyp,T), hi(o) = a o deyp, y para f €Home(Qcya, T),
he(B8) = Bodcya.

Por otro lado, los mapeos inducidos Uy y V;' estan dados por Uj(aode/p) =
aoUodess = he(aoU) y Vi (Bodesa) = BoVoiodga, y se puede verificar
que esta ultima igualdad es lo mismo que (3 o dg/4 o 1, esto es, para D €
Dera(C,T), V(D) = D o).
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Para ver la exactitud en la sucesion inferior del diagrama 2.5, veamos primero
que Vi oUr = 0.

Sea D € Derg(C,T), por la propiedad universal de Q¢/p5, D se puede escribir
de manera tinica como D = avodg,p con a € Home (e, T), entonces para
todo b€ B

VE(UL(D))(b) = Vi(aoUodeya)(b) = aoUodeyao)(b) = aodep(1(b)) =0

por ser dc/p una B-derivacion, de ahi que Vo Uy = 0.

Ahora, sea D’ € Dery(C,T) tal que Vji(D') = 0, veamos que existe

D € Derg(C,T) tal que D' = Uj(D).

Se tiene que Vj(D') = D' o = 0, y como ¢ : B — C vemos que D’ €
Derp(C,T).

Ahora veamos que Uj(D’) = D', como D' € Derg(C,T), si D' = hy(«) para
alguna a, D' = avo d¢p, evaluando vemos que

Up(aode/p) =aolUodeja =aodep=D'.0

Proposicién 2.1.9 (Segunda sucesion exacta)
Sea B una A-dlgebra, sea I un ideal de B,y sea C' = B/I. Entonces existe
una sucesion exacta natural de C-médulos

/1?2 Qpa @5 C 5 Qcpp — 0, (2.6)

donde para cada b € I, si b es su imagen en I/I? entonces 6b = dpja(b) ® 1,
donde dp/a : B — g4 es la derivacién natural. Se observa que en particular
I/I? tiene una estructura natural de C-médulo, y que ¢ es un mapeo C-lineal,
incluso este esta definido via la derivacion dp/4.

Prueba. Primero note que /I? es un C-médulo, pues por propiedad univer-
sal del cociente podemos construir el morfismo & : I/I* — (B/I) ®p I que
resulta ser un isomorfismo. Alternativamente podemos verificar que explici-

tamente el producto por escalares de C esta dado por, ¢-7 = j -4, donde

c=7j.
Considere el siguiente diagrama
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)
I/P—————Qpa®5C,

«

(2.7)

con « el morfismo candnico tal que a(b) = b, definimos 7 como un homomor-

fismo de C-mddulos donde 7(b) = dp/a(b) ® 1.

Probaremos primero que 7 induce el mapeo C-lineal § : /1% — Qpa@pC.
Para esto debemos verificar que 7(I?) = 0, tomemos by, by € I, entonces

T(bibs) = bidp a(ba) @ 1+ badp/a(b1) ® 1 = dpja(ba) @ b1+ dpja(br) @by = 0

pues C' = B/I, de esta manera por la propiedad universal del cociente,
se tiene que 9 esta bien definida como homomorfismo de B-médulos, y el
diagrama 2.7 conmuta, sélo resta checar que ¢ es C-lineal:

sea ¢ € C, entonces ¢ = I/ para algin ¥ € B, y si b € I, entonces

5(b'b) = 5('b) = dp/a(b'b) @ 1 = dp/a(b) @V + dp/a(t') @ b=V - 5(b),
pues dg/4(b') ® b =0, por lo tanto ¢ es C-lineal.

El morfismo V' es el mismo de la proposicién 2.1.8, es decir si " € By
c € C tenemos que V(dg/a(b") @ c) = cdeya((V")), donde deya es la deriva-
cién natural y v : B — C.

Note que ¢ es suprayectivo y por la proposicion 2.1.8 la sucesion 2.2 es exacta,
ademas como C' = B/I entonces Q¢/p = 0y por lo tanto V' es suprayectiva.
También V o9 = 0, pues para b € I

Vod(b)) =V(dp/a(b) ®1) = dcya(i(b)) =0

por ser 1 el cociente natural.

Probaremos la exactitud de la sucesién 2.6 usando propiedades del functor
Hom. Para un C-mdédulo T arbitrario es suficiente probar la exactitud de la
sucesion

Home(I/1%,T) <— Home(Qp/a ©5 C,T) <— Home(Qeya, T),  (2.8)
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inducida por la sucesién 2.6.

Note que V* esta dado, para § €Home(Qecya,T), V¥(B) = oV, y si
v €Home(Qp/4 @ C,T) tenemos que §*(y) =y 0.

Por otro lado tenemos que siendo C' = B/I, el mapeo natural

Hompg(I,T) —Home(I/12,T)

es un isomorfismo.

Primero notemos que como 7" es un C-médulo, 7' admite estructura de B-
moédulo. Esto es, (b) - (t) esta bien definido para todo b € C y para todo
t € T, entonces se define b -t = (b) - (¢).

Ahora, si e €EHompg(I,T) se tiene que para todo a,a’ € I,e(a-da’) = a-€e(a’) =
(a)-e(a’) =0-¢e(a’) =0, esto es €(I?) = 0, asi que existe un tnico 3 que hace
conmutar el diagrama siguiente:

« -

e
(2.9)

donde « es el cociente natural. En principio # es un homomorfismo de B-
modulos, pero se verifica facilmente que también es un homomorfismo de
C-moédulos.

Reciprocamente, dado 3 € Home(I/1%,T) se define ¢ = 3 o a. Esto nos da
la biyeccién buscada.

Ahora consideremos el siguiente diagrama

* *

Home(I/12,T) Home(Qp/4 @5 C,T)

HomC(QC/A, T)

o ~ | by >~ | hy
Homp(I,T) < o1 Dera(B,T)~ Vi Dera(C,T),
(2.10)
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Donde hy(B) = Bodcjay hs(n) =noiodg/a, donde i: Qpa — Qpja@pC
es el mapeo inclusién.

Los mapeo inducidos V y 67 estan dados por V;(Bode/a) = foVoiodg/a =
fodcsaot (como en la proposicion 2.1.8) y para D €Der 4(B,T), 07(D) =
D|;, note que D|; es homomorfismo de B-mdédulos, pues por ser T un C-

modulo si b € I y i € B entonces d5(D)(b-b0') =0D(') + 0 D(b) =V D(b).

Ahora por la functorialidad de Hom, como V o d = 0 entonces 67 o V& = 0.
Finalmente, sea D' € Ders(B,T) tal que 65.(D’) = 0, veamos que existe un
D" € Dery(C,T) tal que D' = Vi(D").

Como 65.(D') = D’'|; = 0 entonces existe D" tal que el siguiente diagrama
conmuta

(2.11)

de esta manera D' = D" ot = V;i(D"), por lo tanto la sucesién inferior en
el diagrama 2.10 es exacta, consecuentemente la sucesion 2.6 es exacta.O

Corolario 2.1.10 Si C es una A-algebra finitamente generada, o si C' es
una localizacién de una A-dlgebra finitamente generada, entonces 2¢/4 es un
C-médulo finitamente generado.

Prueba

Caso I. Sea ' una A-algebra finitamente generada.

Como C' es una A-algebra finitamente generada, entonces existe la sucesién
exacta

0—-1—-B—C-—=0,

donde I es un ideal del anillo polinomial B = Az, ..., z,], asi, podemos
escribir C' = B/I. Entonces se tiene una sucesiéon de morfismos de anillos

39



A — B — (', y por la proposicién 2.1.9 tenemos la siguiente sucesion exacta
de C-médulos
I/1? = Qpa @5 C 5 Qppa — 0. (2.12)

Ahora se mostrard que 2¢/4 es finitamente generado. Bastard mostrar que
(/4 ®@p C es finitamente generado, pues las imagenes de los generadores
de Qg4 ®p C bajo V' generan (¢4, esto debido a que V' es suprayectivo.
Por el ejemplo 2.1.7, Qp/4 = @i dx; B, entonces {04 ®p C es finitamente
generado como C-moédulo como se queria.

Caso II. Sea C' una localizacion de una A-algebra finitamente generada.
Podemos escribir a C' como C' = S7'(C’, donde C’ es una A-algebra finitamen-
te generada y S C C' es un sistema multiplicativo. Por la proposicién 2.1.6,
Qc/a = Qg10/4 = S~ 4, y por el Caso I, Q¢4 es finitamente generado
como C’-mddulo, entonces S™'Qcr/4 es un S™'C’-mddulo finitamente gene-
rado, pues si < gi, ..., g, > son generadores de Q¢ 4, entonces < 4, ..., & >
son generadores de S™1Qc /4. 0O

Ahora se considerara el modulo de diferenciales en el caso de extensiones
de campos y de anillos locales. Para una mayor claridad se recordaran algu-
nas definiciones.

Definicién 2.1.11 Sea A un anillo local con ideal maximal m, el campo
k = A/m es llamado campo residual de A.

Definicién 2.1.12 Sea k un campo, un polinomio irreducible f(x) € k[z]
se llama separable sobre k si no tiene raices miltiples (en su campo de
descomposicién).

Definicién 2.1.13 Un polinomio arbitrario f(z) € k[x] se llama separable
sobre k, si todos sus factores irreducibles son separables sobre k.

Definicién 2.1.14 Sea K/k una extension de campos. Un elemento o € K
es separable sobre k si «v es algebraico sobre k y si Irr(a, k) € k[z] es sepa-
rable, donde Irr(a, k) es el polinomio minimo de a.

Definicién 2.1.15 Una extensién algebraica K/k es separable si todo
a € K es separable sobre k.
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Ejemplo 2.1.16 Si L/K es una extensién algebraica separable tal que M
es un campo intermedio, entonces L/M y M /K son separables.

Prueba. La extensiéon M/K es separable ya que M C L, por tanto cada
elemento de M es separable sobre K.

Para la extensién L/M, sea o € L un elemento arbitrario, y sean my =
Irr(ar, K) y my = Irr(or, M). Entonces en M[z] vemos que my es igual o es
un multiplo de my,, asi my, divide a mg. Pero como « es separable sobre
K, mg es separable sobre K, esto es, no tiene raices multiples, por lo tanto
tampoco my; ya que es factor de my. Entonces se tiene que « es separable
sobre M, entonces L/M es separable.O

Definicién 2.1.17 Sea {z}}pep un conjunto de indeterminadas. El campo
k({xp}pep) de funciones racionales en las indeterminadas x; se conoce como
extension trascendental pura de k.

Si k C K son campos, y B C K es un conjunto de elementos, entonces
B es algebraicamente independiente sobre k si hay un homomorfis-
mo k({zp}rep) — K que envia x, a b € B. Equivalentemente dado cual-
quier subconjunto finito de B, digamos {by,...,b.}, no existe un polinomio
p(zpys -y xp,) € KTy, ..., 23] tal que p(by, ..., b,) = 0.

Definicién 2.1.18 Sea K/k una extension de campos, sea .# la coleccion de
todos los subconjuntos de K que son algebraicamente independientes sobre
k, ordenando .# mediante inclusién, un elemento S € .# el cual es maximal
en este ordenamiento es llamado una base trascendente para K sobre k, y
la cardinalidad de S denotada como tr.d.(K/k) se le conoce como el grado
de trascendencia de K sobre k. Todas las bases trascendentes tienen la
misma cardinalidad (ver Lang [8,p.254,Capitulo X, Teorema 1]).

Observacion 2.1.19 Si L/k es una extensién de campos finitamente gene-
rada, entonces existe un campo intermedio k£ C K C L tal que:

(1) K = k(ay,...,a,) donde los a; son elementos trascendentes algebraica-
mente independientes sobre k.

(2) L/K es una extensién finita.

(3) En este caso, el grado de trascendencia de L/k es r.

Prueba. Zaldivar [14,p.69].
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Definicién 2.1.20 Sea K una extension finitamente generada de k, se dice
que K es separablemente generada si existe una base trascendente {x,}
de K/k tal que K es una extensién algebraica separable sobre k({z,}). En
general, una extensién arbitraria K /k es separable sobre k si cada subcampo

de K que es finitamente generado sobre k es separablemente generado sobre
k.

Ejemplo 2.1.21 En caracteristica 0 se observa que toda extension alge-
braica es separable porque un polinomio irreducible no puede tener raices
multiples, y por tanto cualquier extensién finitamente generada es separa-
blemente generada, de esta manera toda extensiéon K/k es separable por la
observacion 2.1.19.

Teorema 2.1.22 Sea K/k una extension de campos finitamente generada.
Entonces dimgQg/, >tr.d.K/k, y la igualdad se cumple si y sélo si K es
separablemente generada sobre k. (Aqui dimg denota la dimensién como un
K-espacio vectorial.)

Prueba. Matsumura [9,p.191].0

Se observa en particular que si K/k es una extensiéon de campos finita, en-
tonces Qg = 0 si y sélo si K /k es separable.

Proposicién 2.1.23 Sea B un anillo local el cual contiene un campo k
isomorfo a su campo residual B/m. Entonces el mapeo 6 : m/ m? — Qp @Bk
de Proposicion 2.1.9 es un isomorfismo.

Prueba.
Considere la siguiente sucesion:

k% B— B/m~k.
Acorde con Proposicién 2.1.9, tenemos la siguiente sucesion
m/m2 i QB/k ®B B/m — Q(B/m)/k — 0.
Note que Q(g/myk = 0, pues B/m = k, dy/x(x) = 0 para dy;, la derivacién

natural dy, @ B/m — Qp/mym ¥ QB/m)k estd generado por dyi(x) con
x € k. Asi, el cokernel de 0 es 0 = €. De esta manera ¢ es suprayectiva.
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Para mostrar que ¢ es inyectiva, es suficiente mostrar que el mapeo dual de

!

0,
5/ . Homk(QB/k XB k, k) — Homk(m/m2, k), (213)

es suprayectivo, note que si f € Homy(Qp/x ®p k, k), entonces f +— §(f) =
fod.

El término en la parte izquierda es isomorfo a Hompg(Q2p/k, k), por ejemplo
mandando a : Qp/,®pk — kaaoidondei : Qp/ — g/ ®@pk es la inclusion
natural tenemos la identificacién de Homy(Qp/, ®p k, k) con Homp(Qpg/, k),
este tltimo por la definicién de diferenciales, puede ser identificado con el
conjunto Dery (B, k) de k-derivaciones de B a k. Si d: B — k es una deriva-
cién, entonces ' (d) es obtenido por restriccién a m, ademéas d(m?) = 0, pues
si mq, me € m entonces my - dms + ms - dmy, = mydmeo + madm; = 0+ 0, de
esta manera d induce el mapeo d : m/m? — k.

Ahora, para mostrar que § es suprayectiva, sea h € Hom(m/m? k). Para
cada b € B se puede escribir b = A+ ¢, A € k, ¢ € m, en una unica forma,
tomando A = 7(b) con 7 : B — B/m = k el cociente natural, ¢ = b — w(b).
Definiendo db = h(¢) donde ¢ € m/m? es la imagen de ¢ entonces uno puede
verificar que d es una k-derivacién de B a k, y que & (d) = h. De esta manera
§' es suprayectiva como se requeria.O]

Definicién 2.1.24 Un campo k se llama perfecto si todas sus extensiones
finitas son separables.

Ejemplo 2.1.25 Todo campo algebraicamente cerrado k es perfecto, pues
su Unica extension finita es el mismo k, y este es separable sobre si mismo.

Lema 2.1.26 Si k es un campo perfecto y K es algin campo que contiene
a k, entonces K es separable sobre k.

Prueba. Eisenbud [4,p.562, Corolario A1.7.].

Definiciéon 2.1.27 Sea A un anillo local noetheriano con ideal maximal m
y campo residual k = A/m. A es un anillo local regular si dimym/m? =
dimA.

Teorema 2.1.28 Sea B un anillo local que contiene un campo k isomorfo
a su campo residual. Supongase ademas que k es perfecto, y que B es una
localizacion de una k-algebra finitamente generada. Entonces {1p/;, es un B-
modulo libre de rango igual a la dimensién de B si y sélo si B es una anillo
local regular.
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Prueba.

Primero supéngase que {1g/, es libre de rango igual a dimB. Entonces por
Proposicién 2.1.23 se tiene que dimzm/m? =dimB, lo cual dice por definicién
que B es un anillo local regular. Note que en particular esto implica que B
es dominio entero (ver corolario 10.14 de Eisenbud [4,p.240]).
Reciprocamente, suponga que B es local regular de dimensién r. Entonces
dim;m/m? = r, as{ por Proposicién 2.1.23 se tiene que dimyQp/, @p k =1.
Por otro lado, sea K el campo de fracciones de B, veamos a K como B,
donde p es el ideal (0). Entonces por Proposicién 2.1.6 b) y por propiedades
de localizacién se tiene que

Qpk @ K =Qp®p By = (/k)p = U,k = Qi /i

Ahora debido a que k es perfecto, por el lema 2.1.26, K es separable, y como
B es localizacién de una k-dlgebra finitamente generada, entonces K/k es
finitamente generada, y por ser K separable, K es separablemente generada
de k. De esta manera dimg g/, =tr.d.K/k por Teorema 2.1.22. Pero también
se tiene que dimB =tr.d.K/k (ver teorema 1.8A a) de Hartshorne [6,p.6]).
Finalmente, note que por Corolario 2.1.10, 25/, es un B-mdédulo finitamente
generado. Se concluye que, usando el lema 2.1.31, Qg es un B-mddulo libre
de rango r.00

Definicion 2.1.29 El radical de Jacobson de un anillo R es la intersec-
cién de todos los ideales maximales de R.

Lema 2.1.30 Lema de Nakayama. Sea I un ideal contenido en el radical
de Jacobson de un anillo R, y sea M un R-modulo finitamente generado.

a) Si IM = M, entonces M = 0.

b) Si las imagenes de my,...,m,, € M en M/IM generan a M/IM como un
R-modulo, entonces my, ..., m,, generan a M como un R-mddulo.

Prueba. Eisenbud [4,p.124, Corolario 4.8].

Lema 2.1.31 Sea A un dominio entero local noetheriano, con campo resi-
dual k£ y campo de fracciones K. Si M es un A-mddulo finitamente generado
y si dimgM ® 4 k =dimgM ® 4 K = r, entonces M es libre de rango 7.

Prueba.
Debido a que dimyM @4k =7y que M sk = M ®4 A/m = M/mM,
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por el lema de Nakayama 2.1.30, se tiene que M puede ser generado por r
elementos. De esta manera hay un mapeo suprayectivo ¢ : A" — M — 0.
Sea R el kernel de tal mapeo. Entonces de la sucesién exacta

0—-R—>A"—> M —0,
se obtiene otra sucesién exacta haciendo producto tensorial con K
0 >R K—-K — M, K—0, (2.14)

ya que podemos ver a K como una localizacion K = A,, con p = (0), y el fun-
ctor localizacién (_® 4 A[S™!]) siempre es plano (ver Eisenbud [4,p.99, Propo-
sicién 2.5]). Por propiedades del producto tensorial, A" @4 K = (A®4 K)" =
K. Como dimxgM ®4 K =1, se tiene que R ®4 K = 0. Pero R es libre de
torsion puesto que R esta contenido en A" y A es dominio entero, asi R = 0
y M es isomorfo a A". De otra forma, R®4 K = R®4 A, = R, =0, pero el
anulador Ann(R) = 0 = p, entonces p esta en el soporte de R (ver Eisenbud
[4,p.67, Corolario 2.7]), si R # 0, tenemos que R, # 0, pero como R, = 0, se
debe tener que R = 0, asi M es isomorfo a A".0

2.2. Gavillas de diferenciales

Ahora se recordara la definicién de la gavilla de diferenciales en funcién
de la gavilla de ideales, pero antes se observara lo siguiente relacionado al
morfismo diagonal.

Sea f: X — Y un morfismo de esquemas. Considere el morfismo diagonal
A: X — X Xy X (vea definicién 1.1.27). Entonces A induce un isomorfismo
de X con su imagen A(X), la cual resulta ser un subesquema localmente ce-
rrado de X Xy X, es decir es un subesquema cerrado de un subconjunto abier-
to W de X xy X (observe que si X = |JU; es una cubierta afin de X, por pro-
piedades de producto fibrado U; x Uy=m;*(U;) 7, 1 (Us) = Uixy X N X xy U;
es un abierto de X xy X, por lo tanto |J(U; x U;) también es abierto de
X xy X, ademéds A(X) = AUU;) = UAWU;) € JU; x U;), asi que pode-
mos hacer W = {J(U; x U;)).

Entonces A : X — W es una inmersion cerrada (vea observacién 2.2.3),
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entonces el morfismo inducido A# es suprayectivo, A¥ : Oy — A, Ox =
Ow [ker A% y podemos hablar de la gavilla de ideales .# de X en W, es
decir, .# =kerA¥.

Definicién 2.2.1 Sea .# la gavilla de ideales de X en W. Entonces se
define la gavilla de diferenciales relativas de X sobre Y como la gavilla
Qx/y = A*(J/fQ) en X.

Observacién 2.2.2 Primero note que .¥ /2 = 4 ® (Oy /%) tiene una
estructura natural de A, &x-médulo, entonces (2y/y tiene estructura natural
de Ox-médulo, pues A*A,Ox = Ox (ver lema 1.2.3). Ademads se sabe que
QUx/y es casi-coherente, pues debido a la proposicién 1.2.9, para cada subes-
quema cerrado H de un esquema T, la correspondiente gavilla ideal .y es
una gavilla de ideales casi-coherente en 7. Si Y es noetheriano y f es un
morfismo de tipo finito, entonces X xy X es también noetheriano, y de esta
manera, {2x/y es coherente.

Observacién 2.2.3 Ahora si U = SpecA es un subconjunto abierto afin
de Y y V = SpecB es un subconjunto abierto afin de X tal que f(V) C
U, entonces V Xy V' es un subconjunto abierto afin de X xy X isomorfo
a Spec(B ®4 B), y A(X)(V xy V) es el subesquema cerrado definido
por el homomorfismo diagonal B ®4 B — B. De esta manera .% /.2 es
la gavilla asociada al médulo /1% de Proposicién 2.1.3. De lo anterior se
sigue que Qv = (QB/A)N. Asi la definicién de gavilla de diferenciales de
X/Y es compatible, en el caso afin, con el médulo de diferenciales definido
anteriormente, via el functor tilde ~ de la definicién 1.2.4. Esto también
muestra que se pudo haber definido Q2x/y cubriendo X y Y con subconjuntos
abiertos afines V' y U como arriba, y pegando las correspondientes gavillas
(€2p/4)".

Los pegados de estas gavillas estan inducidos por los pegados de la cubierta
afin correspondiente.

Las derivaciones d : B — (1,4 se pegan para dar un mapeo d : Ox — (lx/y
de gavillas de grupos abelianos sobre X, el cual es una derivacién de los
anillos locales en cada punto.

Proposicién 2.2.4 Sea f : X — Y un morfismo, sea g : Y — Y otro
morfismo v f : X = X xy Y — Y el obtenido por extensién de base.
Entonces Qy yr = 9" (Qx,y) donde g’ : X' — X es la primera proyeccién.
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Prueba. La demostracién se harda en el caso afin, que se puede extender
pegando gavillas.
Recordemos que el producto fibrado X xy Y’ dado por el diagrama

A Y/\

se puede construir pegando los productos fibrados X; Xy; Y, de morfismos de
esquemas afines X; — Y; vy Y/ — Y}, donde X;,Y/,Y; son abiertos afines de
X, Y'Y tales que g(X;) C Yy f(Y/) C Y.

Entonces como X; xy, Y/ es abierto afin, por la observacién 2.2.3 sabemos

que Q(xx,y7/y se construye pegando los Q(Xixyiyi/) Jy;- Supongamos que
X; =SpecA;, Y/ =SpecB; y Y; =SpecC}, entonces el diagrama

2 \
/

corresponde al diagrama de morfismos de anillos

/\m\

XXY

/\~

g’.#(X) A; ®c¢, B f,’#(y/

7

entonces X; Xy, Y/ =Spec(4;®c, B;). Por lo tanto Q(x,x,. v7)/v; = Q(Ai®CiBi)/Bi'

}\
Y3

Ahora, por la proposicién 2.1.6 a),

Qaiwe, BB = Qayc, ®a, (Ai ®c, Bi),



de esta manera
Q(xixy, vy vt = Q(Ai®ciBi)/Bi = {Qu4,/0, ®a, (A ®¢, B;)}~,
y por proposicién 1.2.6 e)
{Qajc, ®a, (A ®c, B}~ = 6" Qaye, = 9, Ui
El resultado se sigue de pegar nuestras gavillas obtenidas. O

Proposicién 2.2.5 Sea f: X — Y y g:Y — Z morfismos de esquemas.
Entonces existe una sucesion exacta de gavillas sobre X,

[Qyz = Qx/z — Qxjy — 0. (2.15)
Prueba. Se sigue de Proposicién 2.1.8.

Proposicién 2.2.6 Sea f: X — Y un morfismo, y sea Z un subesquema
cerrado de X, con gavilla ideal .#. Entonces existe una sucesién exacta de
gavillas sobre 7,

ﬂ/ﬂz i>QX/Y ®rlﬁx ﬁzﬁﬂz/y — 0. (216)
Prueba. Se sigue de Proposicién 2.1.9 y de Proposicion 2.2.5.

Definicién 2.2.7 Si Y es un esquema, se define A} como el n-espacio
afin sobre Y dado por Al Xgpeez Y, donde Al =SpecZ[z, ..., x,)].

Ejemplo 2.2.8 Si X =Af{, entonces (2y/y es un Ox-moédulo libre de ran-
go n, generado por las secciones globales dxy, ..., dx,, donde zq,...,x, son
coordenadas afines para A™.

Prueba. Primero note que si tomamos una abierto afin U C Y, digamos U =
SpecB y consideramos la segunda proyeccién ms en Y del producto fibrado

A7ZL XSpecZ Y

y x\
T Y,
\ %
SpecZ

tenemos que por propiedades del producto fibrado

SpecZlzy, ...,
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7T2_1(U) = A}, Xgpecz U = Spec(Z[xy, ..., x,| @z B),

note que en esta situacién QA;}/Y|W2—1(U) = sz_l(U)/U = Qzfe1,....2n]®2B)/Bs ¥
asi

(Z[21, ... 20] @z B) = Blay, ..., w] = Q21010 = by 55

de esta manera por el ejemplo 2.1.7 se tiene que Qp(,, . 4,)/B €5 UN Blzy, ..., xy)-
médulo libre de rango n_generado por los dry, ..., d,, como el functor ~

preserva modulos libres, Qp(,, . ../8 es libre.

Note que dz1, ..., dx, € I'(my, ' (U), Qay /v lz1w)) para cualquier abierto afin

U, entonces dzy, ..., dx, son secciones globales de Q4n /v, y se puede checar

que son base libre usando la condiciéon de pegado de gavillas.O

2.2.1. Gavilla de Diferenciales de P’}

Enseguida se vera una sucesion exacta que involucra la gavilla de diferen-
ciales de un espacio proyectivo, su gavilla tautolégica y la gavilla estructural.

Teorema 2.2.9 Sea A un anillo, sea Y = SpecA, y sea X = P”;. Entonces
existe una sucesion exacta de gavillas sobre X,

0— Qxy — ﬁX(—l)nJrl — Ox — 0. (2.17)

(El exponente n + 1 en el centro significa una suma directa de n + 1 copias
de Ox(-1).)

Prueba.

Sea S = Alzg,...,z,| el anillo coordenado homogéneo de X. Sea E el S-
médulo graduado S(—1)"*1, con base ey, ..., ¢, en grado 1.

Se define un (grado 0) homomorfismo de S-mddulos graduados E — S en-
viando e; — x;, v sea M el kernel. Entonces la sucesion exacta

O—-M—-F—S

de S-modulos graduados da una sucesion exacta de gavillas sobre X,

0— M — Ox(—-1)"*! = 0x — 0.
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Note que F — S no es suprayectivo, pero si lo es en todos los grados > 1,
de esta manera, el correspondiente mapeo de gavillas es suprayectivo.
Ahora se procederd a mostrar que M = Qy /vy - Primero note que si se localiza
en x;, entonces F,, — S,, es un homomorfismo de S,,-mddulos libres, asi M,,
es libre de rango n, generado por {e; — (z;/x;)e;|j # i}

Se sigue que si U; es el conjunto abierto estandar de X definido por x;, en-
tonces M|y, es un Oy-médulo libre generado por las secciones (1/x;)e; —
(zj/x?)e; para j # i. (Aqui se necesitara el factor adicional 1/z; para conse-
guir elementos de grado 0 en el médulo M,,.)

Se define un mapeo ¢; : Qx/y|v, — M|y, como sigue. Recordando que U; 2
SpecAlxo/x;, ..., tn/x;], de esta manera Qx/y |y, es un Oy,-mddulo libre ge-
nerado por d(zo/x;), ..., d(x,/z;). Entonces se define ¢; por

¢i(d(x; /i) = (1/27)(wie; — 5€:).
De esta manera ¢; es un isomorfismo. Se exige ahora que los isomorfismos ¢;
se peguen sucesivamente para dar un isomorfismo ¢ : {2x,y — M sobre todo
X. Este célculo no debe ser dificil. Sobre U; (U, se tiene que para cada k,
(@r/xi) = (@r/x;) - (€5/23).

Por lo tanto en Qx/y |y, v, se tiene

o)) - 22)

Ahora aplicando ¢; a la parte izquierda y ¢; a la parte derecha, se consigue
el mismo resultado en ambas formas, es decir; (1/z;x;)(z e, — zxe;). De esta
manera los isomorfismos ¢; se pegan, lo cual completa la prueba.O

2.3. Variedades no singulares

Sea k un campo algebraicamente cerrado. Recordamos algunas propie-
dades de variedades clasicas sobre k. esto es, localmente son los ceros de
polinomios en un espacio afin.

Definicién 2.3.1 Sea Y C A} = k" una variedad afin (en el sentido
clasico), y sea fi,...,fr € A = k[xy,...,x,] el conjunto de generadores pa-
ra el ideal de Y. Se dice que Y es nmo singular en un punto P € Y
si el rango de la matriz jacobiana evaluada en el punto P, denotada como
J(P) = ((0fi/0x;)(P)), es n —r, donde 7 es la dimensién de Y. También se
dice que Y es no sitngular si es no singular en cada punto.
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Lema 2.3.2 Sea m < R un ideal maximal de R, entonces
R/m = (R/m)m = Ry /M.
Prueba. Matsumura [10,Teorema 4.2,p.23].
Corolario 2.3.3 Sea m < R un ideal maximal de R, entonces
m/m? = my,/m?,.
Prueba. Se tiene que por propiedades de localizacién y producto tensorial:
m/m? =m g (R/m) 2Xm Qg (R/m)m = my, g, (Bm/Mp) = my,/m2,.0

Lema 2.3.4 Sea Y una variedad irreducible sobre k, de dimensién r, si
p € Y es un punto, entonces dim&, = r.

Prueba. Como Y es irreducible, cada abierto U de Y es también irreducible
y dimU=dimY, entonces podemos suponer que p € U, tomemos a Y como
variedad afin Y C A". Primero note que 0, = A(Y)y,, donde A(Y) es el
anillo coordenado de Y y m,, es el ideal en A(Y’) generado por las funciones
que se anulan en p, entonces m, es ideal maximal, ahora dimd&, =altura
m,. Note que A(Y) es k-algebra finitamente generada y A(Y') es dominio
entero por ser Y irreducible y reducida, entonces tenemos(ver Hartshorne
[6,Teorema 1.8 b), p.6])

altura m,+dim(A(Y)/m,) =dimA(Y),

donde dim(A(Y')/m,) = 0 ya que A(Y')/m,, es campo, también dimA(Y) =dimY
(ver Hartshorne [6,Proposicién 1.7,p.6]) pues Y es conjunto algebraico, en-
tonces dim&, = r.0

Teorema 2.3.5 Sea Y C A" una variedad afin. Sea p € Y un punto.
Entonces Y es no singular en p si y soélo si el anillo local &),y es un anillo
local regular.

Prueba. Sea p el punto (ay,...,a,) en A", y sea a, = (x1 — ay,..., T, — Qy,)
el correspondiente ideal maximal en A = k[z1, ..., z,].
Se define un mapeo lineal 6 : A — k™ dado por

00 = (5200 200
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para cada f € A. Ahora, es claro que 0(x; — a;) para i = 1,...,n forma una
base de k", pues 0(x; — a;) = e; es el i-ésimo vector unitario. Por otro lado
0(a2) = 0, y kerf) = a2 pues 6 induce un isomorfismo ¢’ : a,/a2 — k", esto es,
tenemos un diagrama conmutativo

0
a, ‘a” - k™,

T
9/
a,/ af,

y como 6’ es suprayectiva y la dimga,/ af, es n por tener base < x; — a; >
(aqui nos referimos a las clases de cada x; — a; como generadores), 0" es
biyectiva, asi que kerf|,, = a>.

Sea b el ideal de Y en A, y sea fi,..., f; el conjunto de generadores de b,
entonces el rango de la matriz jacobiana J(p) = ((9fi/0x;)(p)) es justo la
dimensién de 6(b) como un subespacio de k™, pues si by € b, by = 25:1 a; fi,
con o € klry,...,x,], entonces

0(bo) = (u(p), -, au(p)) - I(f1s -, f) (),

asi, 0(b) resulta ser la matriz J(p) multiplicada por un vector no cero con
entradas escalares. Usando el isomorfismo €', tal dimensién es la misma que
la dimensién del subespacio (b + a2)/a2 de a,/a2, pues 7(b) = (b + a2)/a>.
Por otro lado, el anillo local &), de p sobre Y es obtenido de A por dividir
por b y localizando en el ideal maximal a,,.

Note que la imagen m = a,/b de a, en A/b es un ideal maximal, por otro
lado, si n es el ideal maximal de (A/b),, = 0), entonces n tiene forma n =
(ap/b)q,, por lo tanto n = m,, y aplicando el corolario 2.3.3 obtenemos
m/m? = my,/m?,.

De esta manera como n es el ideal maximal de &), entonces se tiene

n/n’=a,/(b+a).

Ahora consideremos la sucesion exacta

2
a,/ a
0— m(b) — a,/a — % — 0,
note que
ap/a;z% . 2
ﬂ_(b) - Clp/(b + up)?
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es claro por la sucesion que
dim(a,/a2) = dimm(b)+dim a,/(b + a2).
Contando las dimensiones de los espacios vectoriales tenemos
n=rangoJ+dim(n/n?).

Ahora, sea dim}Y = r. Entonces por el lema 2.3.4, &, es un anillo local de
dimensién r, de esta manera @, es regular si y sélo si dimg(n/n?) = r.0

Definicién 2.3.6 Una variedad abstracta es un esquema entero, sepa-
rado y de tipo finito sobre un campo algebraicamente cerrado k. Si este es
propio sobre k, se dice que la variedad es completa.

Observacién 2.3.7 El lema 2.3.4 es vélido para puntos cerrados de varie-
dades abstractas.

Observacién 2.3.8 Hay un functor fiel y pleno de la categoria de varie-
dades clasicas sobre k a la categoria de esquemas sobre k, la imagen de tal
functor es siempre una variedad abstracta (ver Hartshorne [6,proposicion 2.6
y proposicién 4.10]).

Definicién 2.3.9 En una variedad abstracta, el campo de funciones
asociado a esta es el anillo local del punto genérico, tal anillo es un campo,
y es también el campo de funciones del anillo local de cualquier punto.

A partir de ahora por una variedad nos referiremos a una variedad abstracta
sobre un campo algebraicamente cerrado k.

Teorema 2.3.10 Cada localizaciéon de un anillo regular en un ideal primo
es otra vez un anillo regular.

Prueba. Matsumura [9, p.139].
La definiciéon de no singularidad para variedades abstractas es la siguiente.

Definicién 2.3.11 Sea Y una variedad sobre un campo algebraicamente
cerrado k. Y es no singular en un punto P € Y si el anillo local Opy es un
anillo local regular. Y es no singular si esta es no singular en cada punto.
Y es stngular si no es no singular.
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Observacién 2.3.12 Note que por el teorema 2.3.10, Y es no singular <=
todo punto cerrado es regular (0, y es local regular).

Definicién 2.3.13 Sea X un espacio topoldgico, y Z un conjunto cerrado
irreducible de X, un punto genérico para Z es un punto p tal que Z es su
cerradura Z = {p}.

Observacion 2.3.14 Sea A un anillo, si SpecA es irreducible, entonces
Nilrad(A) es primo, y se puede ver que este es el unico punto genérico de
SpecA, pues si 7 € SpecA,

{ny=nyevinV(I) para I <A,

como n € V(I) tenemos que I C 7, entonces n € V(n) C V(I), de esta
manera {n} = V(n).

Si n es punto genérico, entonces V(1) =SpecA = \/@ = /1, como 7 es
primo, entonces 17 = \/6

Sea Y un esquema irreducible, entonces todo abierto ahi es denso e irreduci-
ble. Entonces un abierto afin V; de Y es irreducible y tiene un punto genérico
N1, que resulta ser punto genérico de Y (pues V) es denso en Y'). Entonces
Y tiene un tnico punto genérico, esto se sigue de que al tomar otra vecin-
dad V5 que contenga otro punto genérico 7, entonces Vi N Vo # ¢ y hay un
abierto afin V3 C Vi, N V5, donde ny,m € V3, tomando la cerradura de ca-
da uno es estos puntos en V3 tenemos {n; } = V3 y {n.} = V3 entonces n; = ns.

En particular si X es un esquema, cada subconjunto cerrado irreducible no
vacio de X tiene un unico punto genérico.

Note que si el anillo A es un dominio entero, el ideal (0) es un ideal primo y
es el punto genérico de SpecA.

Ahora se dard una caracterizacion de puntos no singulares en términos de la
gavilla de formas diferenciales sobre Y.

Teorema 2.3.15 Sea X una variedad abstracta sobre un campo algebrai-
camente cerrado k. Entonces {1x/; es una gavilla localmente libre de rango
n = dimX si y sélo si X es una variedad no singular sobre k.

Prueba.
Hay que probar que V p € X hay una vecindad V' de p tal que Qx/x|v es

o4



libre. Entonces consideremos una vecindad afin U de p, podemos suponer
que X' = U y por tanto Qx/;, = QX/k|U. Entonces podemos suponer que X’
es un cerrado de A™ (por ser X un esquema entero y de tipo finito sobre k).
Consideremos primero un punto cerrado p = (aq,...,a,) € X' y el ideal
maximal correspondiente a(p) < k[z1, ..., x,|, entonces el anillo local &, x,
es localizacién de A(X') con respecto a a(p), esto es

klx1,...,Tn
Op x1 = (%)a(zﬂ) = A(X)ap),

y por el lema 2.3.4 tiene dimensién n. Sea m(p) < A(X’) el ideal maximal co-

rrespondiente de p en A(X'), esto es m(p) = IC(‘()@)

m de O, xr es m = (m(p))m(p), ahora por el lema 2.3.2

, entonces el ideal maximal

AX )y AKX k[z1,...,20)
(m(p))m(p) o m(p) o Cl(p) !

y como k es algebraicamente cerrado,
k[l’l, ey ,I‘n]
a(p)

Como X' =SpecR con R = klz1, ..., x,]/I(X"), el médulo Qg )1 de dife-
renciales de &, x: sobre k es igual al tallo (Qx//;), de la gavilla Qx/ /i, pues
tenemos

= k. (2.18)

(Qxr/1)p = (Qr/k)p = (Qr/K)mp) = ARy ks

y como O, x1 = (R)p = Ryp), entonces Qr,, )k = Q(ﬁpyx,)/k. Por otro lado,
k es perfecto por ser algebraicamente cerrado, 0, x es una localizacién de una
k—4&lgebra finitamente generada y por la férmula 2.18, k es el campo residual
de 0, xs, entonces podemos aplicar el teorema 2.1.28 y ver que (2x//x), €s
libre de rango n si y sélo si &), x» es un anillo local regular.

Entonces X' es no singular <= (Qx//x), es libre de rango n V p punto
cerrado <= (Qx//k)y es libre de rango n V p € X', ya que (Qx//k)py =
((Qx//k)p0)p con p° ideal maximal, p’ C p° (vistos los puntos como ideales de
R). La igualdad anterior se cumple porque si p® € D(f) para algin f € R,
entonces p' € D(f), entonces

(QX//k)p/ = (QRf/k)p’ = QRp//k y (QX’/k)pO = (QRf/k)pO = Q(Rpo)/k,
de esta manera como p’ C p°, (Ry0), = Ry y entonces
(Qr o))y = Qr ok = Qg -

95



Ahora supongamos que X’ es una variedad no singular, entonces el anillo
local @), x/ es anillo local regular, de esta manera (Q2x//;), es libre de rango
n (note que Qy/ /i es gavilla coherente (ver observacion 2.2.2)), entonces por
la afirmacién 2.3.16 b), Qx// es localmente libre de rango n.

Finalmente, supongamos que {1x//; es localmente libre de rango n, entonces
por la afirmacién 2.3.16 b) tenemos que los tallos (£2x//x), son &,-médulos
libres de rango n para todo p € X', esto implica que &), x+ es anillo local
regular, luego, por definicién, X’ es no singular. Asi, como el teorema se ha
demostrado para cualquier punto de X', entonces el teorema queda demos-
trado para todo punto de X.O

Afirmacion 2.3.16 Sea X un esquema noetheriano, y sea .# una gavilla
coherente.

a) Si el tallo .%, es un €),-médulo libre para algin punto p € X, entonces
hay una vecindad U de p tal que #|y es libre.

b) .Z es localmente libre si y sélo si sus tallos .%, son €,-médulos libres para
todo x € X.

Prueba.
a) Sea p € X y suponga que .%#, tiene rango n, consideremos el isomorfismo
Yyt @, 0x, — ., dado por

((e1)ps s (en)p) = ((51)ps s (5n)p),

por la definicion de tallo sabemos que para un abierto U; C X, con p € U;,
si € Z(U;) y ast (s;), € F#,, de esta manera p € NI, U;, entonces existe un
abierto afin U en X tal que p € U C NI,U;, digamos U = SpecA. Ahora
como % es coherente Z |y = M, con M un A-médulo finitamente generado,
note que como U es el total (en SpecA),

silv € F(U) = M(U) = M,

entonces podemos construir el morfismo ¢y : ®L, Oxjy — M dado por el
morfismo de A-mddulos ¢ : @ ;A — M tal que e; — s;p.

Ahora se mostrara que ¢y es isomorfismo en un abierto V tal quep € V C U.
Considere la siguiente sucesién exacta

0 —ker(1hy), — (87, Ox )y ¥ NI(U), — coker (1), — 0,
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sea kerp =< yi, ...,y > y note que kerypy = k/e;’?p y que (¢y), es el iso-
morfismo 1, por lo tanto (y;), = 0, de esta manera sabemos que existe un
abierto tal que pe W; C U y yj|Wj = 0, asi ¥y es inyectivo en W = NW;.
Similarmente sea cokery =< z1, ..., z; > y note que cokeryy = Cofk\e/rgo y que
(zi)p = 0, asf existe un abierto tal que p € Wy C Uy z|lw; = 0, asl ¢y es
suprayectivo en NW, si tomamos a N = NW, yaV =W NN, entonces ¢y
es isomorfismo en la vecindad abierta V' de p.

b) Supongamos que % es gavilla localmente libre de rango n, entonces existe
una cubierta {U;} de X tal que para cada U; tenemos un isomorfismo

. a7

Sea un punto p € U;, entonces por propiedades de tallo, del isomorfismo
anterior conseguimos un isomorfismo en tallos

(V) By (Oxpv:)p — (Fu)ps

y como (Ox v, )p = (Ox)p ¥y (Fu,)p = Fp, entonces %, es libre, ademéds como
cada p € X esta en algiin elemento de la cubierta de X, entonces .%, es libre
para todo p € X.

Reciprocamente, si los tallos .%#, son libres V p € X, entonces por el inciso
a), para cada punto p € X existe una vecindad U; de p tal que Py, es libre,
entonces existe una cubierta {U;} de X tal que para cada U;, Z|y, es libre,
por lo tanto .# es localmente libre.O

Corolario 2.3.17 Si X es una variedad sobre k, entonces existe un sub-
conjunto abierto y denso U de X el cual es no singular.

Prueba. Si n = dimX, entonces el campo de funciones K(X) de X tiene
grado de trascendencia n sobre k, y esta es una extension de campo finita-
mente generada, la cual es una extension del campo perfecto k, y debido al
lema 2.1.26 es separable, note que para cualquier abierto afin U C X, el cam-
po de funciones de U es K(U) = K(X), tomando U = SpecA vemos que para
algin ideal I < k[z1,...,xy], A = M = k[zy, ..., 2], asi K(U) es igual
al campo de cocientes de A, pues por ser A dominio entero, (0) es el punto
genérico de U, y K(U) = Ay, asi podemos escribir K(U) = k(@1, ..., Tp),
y para alguna base trascendente {7;|]1 < i < n} (la cual tiene n elementos,
ver Hartshorne [6,Teorema 3.2 d),p.17]), tenemos k C k(g1,...,9,) C K(U),
por tanto por el ejemplo 2.1.16, K (U) es separable sobre k(%y, ..., ), por lo
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tanto K (U) es separablemente generada. Entonces podemos usar el teorema
2.1.22 para concluir que Qg (x)/x es un K (X)-espacio vectorial de dimensién
n.

Ahora Qg (x)/x es justo el tallo de la gavilla {2x/, en el punto genérico de
X, pues K(X) es el anillo local del punto genérico. De esta manera por la
afirmacion 2.3.16, {2y, es localmente libre de rango n en alguna vecindad
del punto genérico, es decir, sobre un conjunto abierto U # ¢. Entonces U
es no singular por el teorema 2.3.15.0

Proposicién 2.3.18 Si A es un anillo local noetheriano con ideal maximal
m y campo residual k, entonces dimm/m? >dimA

Prueba.Atiyah-Macdonald[1,cor.11.15,p.121].

Lema 2.3.19 Sea f: X — Y un morfismo de esquemas, si .# es una gavilla
localmente libre sobre Y, entonces el pull-back f*.# es localmente libre del
mismo rango que .%.

Prueba. Supongamos que % es localmente libre de rango n, entonces Y
puede cubrirse con abiertos {V;} tales que

o n
J|Vz‘ = @izlﬁYlvm

tomemos a V; como un abierto afin, digamos V; = SpecB;, ahora tomemos
una cubierta afin {U;} de f~'(V;), sea U; = SpecA;.
Note que Oy |y, = B;, por lo tanto

Fv, 2 1, B = (@1, By).

Ahora veamos a f como una funcién de U; — V;, es decir, f|y, : U; — Vj,
entonces por la proposicién 1.2.6 inciso e) tenemos

fi, (@B = (B1L1B) @, A)) = (Bi®p, A) -+ -+~ B(B; @, A)))

—_—

= (@?:1141') = EB?:lAj

v,) = ("7

= ®i, ﬁSPeCAj = EB?:lﬁUj = fﬁfj (32 %)

Uj»

(la dltima igualdad se tiene por ser un caso particular de la afirmacién 1.1.17)
entonces como los f~1(V;) cubren a X, se sigue que f*% es localmente libre
en X de rango n.O
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Teorema 2.3.20 Sea X una variedad no singular sobre k. Sea ¥ C X
un subesquema cerrado irreducible definido por una gavilla de ideales .#.
Entonces Y es no singular si y sélo si

(1) Qyi es localmente libre, y

(2) la sucesién de la proposicién 2.2.6 también es exacta por la izquierda:

0— I/9% = Qxpp Q16 Oy — Qy . — 0. (2.19)

Ademas, en este caso, .# es localmente generado por r = codim(Y, X) ele-
mentos, y % /.#? es una gavilla localmente libre de rango r sobre Y.

Prueba. Primero suponga que (1) y (2) se cumplen. Entonces 2y, es local-
mente libre, asi por el teorema 2.3.15 sélo es necesario mostrar que el rango
Sea rango )y, = ¢, y se sabe que {2y es localmente libre de rango n, se
mostrard que .# /.2 es localmente libre sobre Y de rango n — gq.

Considere el morfismo inclusién 7 : Y — X, el término medio de la sucesién
en 2.19 es el pull-back de €2x/;, esto es,

" Qx i = Qx/p @16 Oy,

la cual por el lema 2.3.19 es una gavilla localmente libre de rango n. Ahora
para ver que .#/.#?2 es localmente libre, veremos que los tallos son libres en
todos los puntos de Y, esto implica por la afirmacién 2.3.16 que .# /.2 es
localmente libre. Sea p € Y, como la sucesién 2.19 es exacta, la sucesion en
los tallos

0— (j/f2>p - (i*QX/k)p - (QY/k)p — 0,

es exacta. Ahora, como (y /), es libre, entonces es un médulo proyectivo y
se tiene que la sucesién anterior se escinde, esto es

(*QUxsi)p = Qvyn)p © (I /57, (2.20)

también note que (Oy,,)" = (i*Qx/k)p, pues *Qy;, es localmente libre de
rango n, y (Qy/k)p = (Oyp)?, entonces tenemos lo siguiente

(ﬁY,p)n = (i*QX/k>p = (f/*ﬂQ)p D (QY/k)p = (fﬂ/j2)p D (ﬁY,p)qa (2'21>

queremos usar el lema 2.1.31, asi, tensoreando con k, el campo residual de
Cx ,, tenemos
7p7
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k= (i*QX/k)p ®ﬁx,p k= ((j/jz)P ®5’X,p k) S ((QY/k)p ®ﬁX,p k) =
(I I Qo , k) © K,

entonces ((F/F?), Qg , k) = k"1

Veamos a p como un ideal primo en A, donde SpecA es una vecindad afin de
p, entonces (0) € p, v (0) es el punto genérico de Y. Recordando que para
un A-médulo M sucede que M = (M,)) (ver Matsumura [10,corolario
4.p.24]).

Para el punto genérico (0), tenemos de 2.20 que

(Oyo)* 2 (I I?)0) @ (Oyo), (2.22)
y como las gavillas son coherentes, podemos suponer que
Ovp (JI]I%)p, Ovo vy (f/f2)(0)
son de la forma M, N, M) y N(o), con M, N A-médulos, entonces
(Ovo) = (Ovp)o) v (F)T%)0) = (F/T?)) ),
asi, de 2.22 tenemos que
((Ovp)@)" = (F] 7))o & (Ovp))

pero localizar respecto al cero es hacer producto tensorial con el campo de
funciones K(X), de esta manera

(Ovp @0y, K(X))" = K(X)" = (J/52), ®oy, K(X)) © K(X)*
entonces ((J/.#?), ®q,, K(X)) = K(X)",

asi, por el lema 2.1.31, (.#/.#?),, es libre de rango n — g, con lo que (¥ /.9?)
es localmente libre sobre Y de rango n — ¢.

Note que .#, < Ox, es finitamente generado, pues es ideal de un anillo
noetheriano, esto es, Ox, = A,, donde A es un anillo noetheriano por ser
una k-algebra finitamente generada. El ideal maximal m, de O, es el radical
de Jacobson Jac(Ox ) de Ox p, y #, C m,, de esta manera, usando el lemma
de Nakayama, .7, esta generado por n — ¢ elementos y consecuentemente %
puede ser generado localmente por n — ¢ elementos.
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Ahora considere a Y como una de las componentes irreducibles del cerrado
Z(7), de esto se sigue que (ver Hartshorne [6,Ex.1.9,p.8])

dimY >n—(n—¢q) =¢q. (2.23)

Por otro lado, para el punto p, note que k es el campo residual de Oy,
entonces se tiene por proposicién 2.1.23 que

dimk(mp/mz) = dim(Q(ﬁm)/k Roy., k) =rangoQy i, = q,

pues (Qy/k)p = Qﬁy’p/lﬁ y Qﬁyyp/k k= (ﬁym)q ® k= k4.

Ahora note que Oy, es anillo local noetheriano, asi, aplicando al anillo local
de p la proposicién 2.3.18, tenemos que ¢ =dimy(m,/m?) >dim0Oy,, =dimY’
entonces por la formula 2.23 ¢ =dimY". Esto muestra que Y es no singular, y
al mismo tiempo establece la tiltima parte del teorema, pues viendo a X como
esquema entero, afin y de tipo finito sobre k y como Y es cerrado irreducible
de X, entonces codim(Y, X) =dimX-dimY = n — ¢ (debido a Hartshorne
[6,teorema 1.8A,p.6)).

Reciprocamente, supongamos que Y es no singular. Entonces por el teo-
rema 2.3.15, Qly;, es localmente libre de rango ¢ =dimY’, de esta manera la
parte (1) del teorema se cumple. De la proposicién 2.2.6 se tiene la sucesién
exacta

T)I* 2 Qe @10, Oy 5 Qypp — 0. (2.24)

Vamos a ver que .# /.2 es una gavilla localmente libre de rango n — ¢, para
esto serd suficiente verificar que (.#/.#?), es libre Vp € Y.
La sucesién 2.24 induce una sucesién exacta en los tallos

()72, 5 (Qxs)p R0y, Ovp = (Qyji)p — 0. (2.25)

Por otro lado, i : Y < X es inmersién cerrada y asi i# es suprayectiva con
& =ker(i"), entonces en tallos también se induce la sucesién exacta

wl
0— 9, — Ox, — Oy, — 0, (2.26)
mas aun, la sucesién 2.25 es la sucesién inducida por la sucesién

k— Oxp— Oyp,
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segun la proposicion 2.1.9.

Observacion I. Sea m, el ideal maximal de O ,, note que m, se puede
generar con n = dimX elementos, pues p es regular, esto es, Ox, es regular
y asi por proposicién 2.1.23 dimy(2%) = dim&yx,, donde dimOx , = dimX,
ahora debido al lema de Nakayama,pmp se puede generar con n elementos.

Observacion II. Considere la k-derivacion natural
d . ﬁX,p — Qﬁx’p/k.

SiJ < Oxpesunideal y Ry = Ox,/J, se tiene la siguiente composicién de
morfismos de anillos

™
k — ﬁX,p - RJ7
que induce la sucesion exacta
2 0
J/J? — Qoy i Qox, Ri — Qry — 0,

donde para z € J/J? 0'(z) = d(z) ® 1. Ahora, si J = m,, por proposi-
cion 2.1.23 tenemos

[0 %=

mp Oxp) o Qoxp/k

QﬁX,p/k ®ﬁX1p ( ml; mPQﬁxp/k ’

p)
mp

Qo ,/k
mpSloy /k
generado por los ¢'(z;) = d(z;) ® 1,7 = 1,..,n, ahora por el lema de Na-
kayama, (g, /1 esta generado por dry,...,dx,, y como g, s es libre de
rango n, entonces por Eisenbud [4,corolario 4.4 b)], {dz1, ..., dx,} forma una
base libre de Qﬁxyp /k» de esta manera V J < Ox, sucede lo mismo, es decir,
Qoy /i @0y, Ry es libre (como R-médulo) de rango n, y {dz; ® 1} es base
libre de Qg /x Qo Ry

Si mp/mf7 esta generado por 7y, ..., T, elementos, entonces esta

Observacion III. Sea n, el ideal maximal de Oy,. Como el homomor-
fismo Ox, — Oy, es local, la imagen de m,, en Oy, es n,. Si identificamos
a Oy, con Ox ,/.%, en la sucesion 2.26, entonces el ideal maximal de Oy, es
my/ - = n,, y tenemos una sucesion exacta

0— .2, —m, Y, my/F, — 0. (2.27)
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Como p es regular en Y, sabemos que n, se puede generar por ¢ =dimY” ele-
mentos wy, ..., w, € n,. Asi, se pueden escoger n generadores {xy, ..., Tg, Tgi1, -.os Tn }
de m, tales que ¥(z;) = w;,i = 1,...,q. Esto es, tensoreando con k =
Ox p/m,, se tiene una suprayeccién (pues producto tensorial es exacto por la
derecha)

my @ (Ox p/my) “5 () .9,) ® (Ox p/my),

~ ~ Mmyp/S,
pero note que m,® (Ox,/my,) = mp/m,% y (my/ )@ (Oxp/my) = (m://f:)%

donde dimyg(m,/m2) = n 'y dimk% = ¢, asi, hay ¢ preimdgenes en

mp/Ip
. (mp/Ip)?"

Especificamente, si {@;} es una base de n,/n2, se pueden tomar Z; € m,/m.
tales que

(mp/m2) que van a dar a g generadores en

(Y ® 1)(7;) = w,

note que < Zi,...,T; > son linealmente independientes, de esta manera se
puede completar una base {Z1, ..., g, Tgt1, ..., Tn} de mp/mg, y por el lema
de Nakayama los elementos {z1, ..., z, } generan a m,,.

Ahora, en la sucesion 2.25, el término medio y derecho son libres y 6((.# /.92),)
kery, entonces tenemos una sucesiéon exacta

0— 6((‘ﬂ/'ﬂ2)p) = Qo /k Bi-16x), Ovp % Qoy /e — 0, (2.28)

por lo tanto 6((.#/.#?%),) es libre de rango r = n — ¢ (como en la primera
parte de la demostracién del teorema), de hecho

Qo sk Rli-10x), Ovp Z0((F)I?)p) ® Qo k-

Ahora, sean 21, ..., z, € (& /F?), tales que {§(2;)} son base libre de §((.# /.#2),,).
Si I =< z,...,2 >, note que I’ < I, Cmy, y {21, ..., 20, T1, ..., Tg} T My

Observacion IV. Sea ¢ el morfismo de la sucesién 2.25. Recordemos que
¢ esta definido por (ver férmula 2.3)

pld(z:) ©1) = 1-d'(¢'(2:)),
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donde Ox ), L Oy, y d: Oy, — Qﬁy’p /k s la derivacion natural. Entonces
como {xy,...,z,} van a dar a {wy, ..., w,} bajo 1 en ecuacién 2.27, tenemos
que p(d(z;) ® 1) = d'(w;). Ahora Oy, es regular de dimensién q y wy, ..., w,
generan a n,, entonces por la observacién I, d'(w;) generan a Qg /.

Como 6(%),i = 1,...,7 generan a §((.#/.#2),) v o(d(x;) ® 1) = d'w; generan
a Qgy /i, tenemos que {dz1®1, ..., dz,®1,dr,®1, ..., dr,®1} son n elementos
que generan a

Qoy ik Qirox Ovp = Qo e Qimr0x (Oxp/Ip) = Qo i/ (Fp - Qo k),

y por el lema de Nakayama dzy,...,dz,,dz, ...,dz, generan a g, /. Sea

R=0x,/", lasucesion k — Ox, — R induce una sucesiéon exacta
f//j/Q 6—) QﬁX,p/k ®ﬁX,p R — QR/]C — O

Note que B := {dz; ® 1,....,dz, ® 1,dz; ® 1,...,dz, ® 1} forman una base
libre de Qg /i ®oy, R (ver Eisenbud[4,corolario 4.4 b)]) y #//.#"? =<
Z1y .y 2 >, ast 87(Z;) = dz; ® 1, como B es base libre, el médulo generado
por los dz; ® 1,...,dz. @ 1 es libre, y es precisamente 6”(.#’/.#"?). Entonces
6" es inyectivo, pues 0" (>0, ;%) = 0=, a;(dz ® 1) = a; = 0, de esta
manera tenemos que la sucesién

0— f//f/2 6—”> Qﬁx,p/k ®ﬁxyp R — QR/k — 0 (229)
es exacta y Qg es libre de rango ¢, pues

Qoy ik @ox, R =R-(dr;®1)®, ..., R-(drg®1) D R-(d21 ®1)D, ..., R-(dz,®1)

Q@X /@ x R
— Y2 ¥l
y QR/k - 5//(ﬂ//ﬂ’2)

Observacion V. Observe que R es anillo local con ideal maximal m,/.#" y
campo residual k. Por proposicion 2.1.23 tenemos que

q :dlmk(QR/k & k’) :dimk%'

Note también que ¢ =dimg(Qe, /i @ k) :dimk% =dimy(n,/n2).

mp/ I mp mp/Ip myp
Ahora note que nf 7 = 2a) Y A = ity Por lo tanto
. m . m
dlmk(an%TpE],) :dlmkm.
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Finalmente como %' C .9, = mIQ) + 9 C m]% + %, C m,. Tomando cociente

m127+fp

mp
vemos que T C T De esta manera
2
. mp T my+-Ip . mp
dlmk(m%-l—ﬂ’) _dlmk(m%—l-f’ )+d1mk(mg+,ﬂp)
. m2+.7

P Py __ 2 _ 2 /

dlmk(—m%],) =0=mi+Ip=m;+I"

Como m,, es finitamente generado y m, =Jac(0y,,) entonces aplicando una
versién del lema de Nakayama (Matsumura [9,corolario,p.11]) a la dltima
igualdad, obtenemos que .#' = .%,. Entonces R = Ox,/.%, = Oy,. Por lo
tanto de la sucesion 2.29 obtenemos

0— 592 25 Qpe 1k ®py Oy — (Qyi)y — 0. (2.30)

Asi, se cumple también la condicién (2) del teorema.O

Ahora se aplicaran las ideas anteriores para definir algunos invariantes de
variedades no singulares sobre un campo.

Definicién 2.3.21 Sea X una variedad no singular sobre k. Se define la
gavilla tangente de X como Jx = Jome, (Sx/k, Ox). Esta es una gavilla
localmente libre de rango n =dimX. Se define la gawilla candnica de X
como wx = A"{lx/;, la n-ésima potencia exterior de la gavilla de diferenciales,
donde n =dimX. Esta es una gavilla invertible sobre X. Si X es proyectiva y
no singular, se define el género geométrico de X como p, =dim;I'(X, wx).
Este es un entero no negativo.

Ahora se mostrarda mediante el siguiente teorema que el género geométrico
es un tnwvariante birractonal de una variedad proyectiva no singular.

Teorema 2.3.22 Sean X y X’ dos variedades proyectivas no singulares
birracionalmente equivalentes sobre k. Entonces p,(X) = py(X').

Prueba. Recordando que si X y X’ son birracionalmente equivalentes en-
tonces existen mapeos racionales de X a X' y de X’ a X los cuales son
inversos el uno del otro. Considere el mapeo racional de X a X', sea V C X
el conjunto abierto més grande para el cual hay un morfismo f : V — X' que
representa a tal mapeo racional. Entonces por la proposiciéon 2.2.5 se tiene

un mapeo f*Qx LA Qy/i,. Estas son gavillas localmente libres del mismo
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rango n =dimX, asi, se puede conseguir un mapeo inducido sobre las po-
tencias exteriores: f*wyx: — wy, el cual debido a que pull-back conmuta con
producto exterior lo podemos escribir como

N Qxrw) = fF(AN"Qx0n) — A" Qyyi,

dado por (r AT A--- A1) = (P(r) Ap(r) A--- A(r)).

Este tltimo mapeo induce un mapeo sobre el espacio de secciones globales
f* . F(X/,CL)X/) — F(V, (.UV).

Ahora debido a que f es birracional, hay un conjunto abierto U C V tal
que f(U) es abierto en X', y f induce un isomorfismo de U a f(U). De
esta manera existe un isomorfismo X/k|U = Qx//k|fv) el cual induce otro
isomorfismo

N (f*(Qxl rn))) = A" Qxilu,

y de esta manera se tiene que wx|y = wx/|fw) via f, pero wx|y = wv|v,
entonces wy |y = wx|fw)-

Como una seccion global no cero de una gavilla invertible no puede ser cero
sobre un conjunto abierto denso, se concluye que el mapeo de espacios vec-
toriales f*: ['(X',wx/) — I'(V,wy) debe ser inyectivo.

Ahora se comparard I'(V,wy) con I'(X,wy). Primero, se puede probar que
X — V tiene codimensiéon > 2 en X (ver Hartshorne [6,Teorema 4.7,p.101]).
Se puede mostrar que el mapeo restriccién natural I'( X, wx) — I'(V,wy) es
biyectivo. Debido a las condiciones de pegamiento de gavillas, es suficiente
mostrar que para cada subconjunto abierto afin SpecA = W C X tal que
wx|w = Ow, entonces I'(W, Oy ) — T'(W NV, Owny) es biyectivo.

Como X\V tiene codimension > 2 en X, entonces W\V tiene codimensién
>2en W.

Por otro lado, como X es variedad no singular, es normal, asi W es normal,
esto es, si p € W, A, es un dominio enteramente cerrado, entonces

A=nNA, V p e SpecA tal que ht(p) =1, (2.31)

(ver Hartshorne [6,Proposicién 6.3A,p.132]), donde ht(p) denota la altura de
p.

Observacion. Note que los primos de altura 1 en W NV coinciden con los
primos de altura 1 en W, esto se puede verificar estudiando dos casos:
Caso a). Sea p € W\V y suponga que ht(p) = 1. Primero tenemos que
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p € WNV, como W\V es cerrado en W, consideramos sus componentes
irreducibles W\V = UU;, con p € U; para alguna i, dado que Uj es irreducible,
codim(U;, W) > 2, de esta manera existen subconjuntos irreducibles de W
tales que

U=Wyo < Wy < Wy < -+, (232)

donde p € Wy para todo k. Siendo W afin, podemos escribir U; = V(a)
para algun ideal a € A, para el punto genérico pg € U; sucede que py =
Ui =V(a) = V(ya) = V(py), de esta manera, p € V(py) = po C p. Ahora
por 2.32 tenemos que para elementos p; € W existe la cadena

V(po) CV(p1) CVip2) C- -,

esto implica que - - - C /p2 C /D1 C /Do, ¥ asi, - -+ C p2 C p1 C po C p, por
lo tanto ht(p) > 2, lo cual es una contradiccion.
Caso b). Sea p & W\V con ht(p) = 1, este caso implica que p e WNV.

Ahora, como las reestricciones son inyectivas, tenemos

A=T(W, ) S T(W AV, Opey) — 6, = A,

para todo p € W NV, entonces Imyp C NA, para p € W NV, pero para todo
p tal que ht(p) = 1, A = NA, por 2.31, y como los primos de altura 1 en
W NV coinciden con los primos de altura 1 en W por nuestra observacion,
entonces Imy C A.

Combinando los resultados obtenidos, se ve que p,(X’) < p,(X). Por simetria
se obtiene también la desigualdad invertida, y de esta manera se concluye

que py(X) = py(X).0

Definicién 2.3.23 Sea Y una subvariedad no singular de una variedad no
singular X sobre k. A la gavilla localmente libre .# / .#? del teorema 2.3.20 se
le llama gavilla conormal de Y en X. Sudual Ay x = Somg, (I )72, Oy)
es llamada la gavilla normal de Y en X. Esta es localmente libre de rango
r =codim(Y, X).

Note que si se toma el dual sobre Y de la sucesion exacta de gavillas local-
mente libres sobre Y dadas en el teorema 2.3.20, entonces se obtiene una
sucesion exacta

0— %A — Ix @Oy — Nyx — 0,
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esto es, debemos aplicar el functor Homyg,, (-, Oy ) a la sucesién 2.19 y obtener
por propiedades de Hom la siguiente sucesién que es exacta en el término
medio y en el de la derecha

0« Homﬁy (f/fQ, ﬁy) <i Homﬁy (Qx/k(@ﬁy, ﬁy) — Homﬁy (Qy/k, ﬁy) — O,

y de hecho se tiene que f es sobre, esto se verifica en los tallos, y se da porque
el functor Hom conmuta con sacar tallos y porque la sucesién 2.19 se escinde
en los tallos por ser una sucesion de moédulos libres.

La gavilla normal que se ha definido corresponde a la nocién geométrica usual
de vectores normales.

Ejemplo 2.3.24 Sea X = P}, para obtener la gavilla canénica wx de P},
consideramos la sucesién exacta de 2.2.9

0— Qx/p — Ox(—1)"" — 0x — 0,

entonces por Hartshorne [6,cap I1,ejercicio 5.16 d),p.126] tenemos que
/\nQX/k ®@7X AlﬁX — /\n+1(ﬁX(—l)n+1>,

entonces wy = A" (Ox(—1)""1),
si denotamos al producto tensorial (n+1)-ésimo de @x(—1) por Ox(—1)2""",
entonces haciendo inducciéon obtenemos

AL Oy (=1)"HY) = Oy (—1)2"".
y por Hartshorne[5,corolario 5.18 d),p.121] tenemos que
Ox(-1)°""" = Ox(—n—1),

de esta manera obtenemos el isomorfismo wx = Ox(—n — 1). Como O(I)
no tiene secciones globales para [ < 0, se encuentra que p,(P}) = 0 para
cada n > 1. Recordando que una variedad racional esta definida como una
variedad birracional a P} para algun n, se concluye del teorema 2.3.22 que
si Z es alguna variedad racional no singular proyectiva, entonces p,(Z) = 0.
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Capitulo 3

Morfismos planos y morfismos
suaves

3.1. Mobdulos planos

En esta seccién comenzaremos recordando de algebra conmutativa algu-
nas propiedades de exactitud del producto tensorial, con esto se definiran los
modulos planos y algunas de sus caracteristicas.

Ezactitud del producto tensorial

Sea A un anillo con unidad y M, N, P tres A-mddulos, se define un ma-
peo A-lineal entre A-médulos como un homomorfismo de A-médulos. Sea
f M x N — P un mapeo A-bilineal. Para cada x € M el mapeo y +—
f(z,y) de N dentro de P es A-lineal, de esta manera f induce un mapeo
M —Hom(N, P) el cual es A-lineal debido a que f es lineal en la variable
x. Reciprocamente cada A-homomorfismo ¢ : M —Homy (N, P) define un
mapeo bilineal, es decir (z,y) — ¢(z)(y). De esta manera el conjunto S de
mapeos A-bilineales M x N — P esta en correspondencia natural uno a uno
con Hom(M,Hom(N, P)). Por otro lado, S esta en correspondencia uno a
uno con Hom(M ® N, P), por la definicién de producto tensorial. De esta
manera se tiene un isomorfismo canénico

Hom(M ® N, P) = Hom(M, Hom(N, P)). (3.1)

Proposicién 3.1.1 Sea
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ML M=o

una sucesion exacta de A-modulos y homomorfismos, y sea N algin A-modu-
lo. Entonces la sucesiéon

MeNZE MeNE M oN -0
(donde 1 denota el mapeo identidad sobre N) es exacta.

Prueba. Sea ) el A-médulo cociente de M ® N con respecto a la imagen

de f®1,Q = %, con h el homomorfismo candnico, entonces se tiene el
diagrama
fel h
M @ N M&®N - Q) -0,
~
p =
g®1 s
i
s
M ® N

con la sucesién superior exacta. Como (¢g®1)(f®1) = g(f)®1 = 0, entonces
existe un A-homomorfismo p tal que po h = g ® 1. Ahora mostraremos que
p es un isomorfismo. Sea (z”,y) € M" x Ny z € M tal que g(x) = 2”. La
aplicacién ¢ : M" x N — @ dada por ¢'(z”,y) = h(x ® y) esta bien definida
y es bilineal, entonces se tiene el homomorfismo ¢ : M”" ® N — (@), tal que
q(z" ®y) = h(z ®@y).

Ast, pg(2" ®@y) = ph(z®y) = (9@ 1)(z®@1) = g(z)®1 = 2" ® 1, por lo tanto
poq=ldyrgn y de forma andloga g o p =Idg. Por lo tanto p es biyectiva.O

Observacién 3.1.2 Sea T'(M) = (M ® N) y sea U(P) =Hom(N, P). En-
tonces la formula 3.1 toma la forma Hom(7' (M), P) =Hom(M, U(P)) para
todos los A-moédulos M y P. En otra palabras, el functor T' es el adjunto
izquierdo de U, y U es el adjunto derecho de T

Observacién 3.1.3 No es en general cierto que si 0 — M — M — M
es una sucesion exacta de A-médulos y homomorfismos, entonces la sucesion
0—- M ®N — M®N — M ® N obtenida al aplicar producto tensorial
con un A-modulo arbitrario N sea exacta.

El functor Ty : M — M ® 4 N sobre la categoria de A-mdédulos y homomor-
fismos no es en general exacto.
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Ejemplo 3.1.4 Sea la sucesion exacta de Z-mddulos

O—>Zi>Z—>Z/nZ—>O,

donde el morfismo inyectivo f esta dado por f(a) = n-a, con n > 0 fijo,
ahora tomemos a Z, := 7Z/nZ y hagamos producto tensorial con el. El
homomorfismo

f®1Z®ZZn_>Z®ZZn

es cero, pues (f®1)(a®b) = f(a)®b=n-a®b=a®nb=0, por lo tanto
la sucesion

0 =2 Ryl — 1Ry Ly — Ly Qg Loy — 0
no es exacta por la izquierda.

Definicién 3.1.5 Si T es exacto, es decir, si al tensorear con el A-modu-
lo N, este transforma sucesiones exactas por izquierda (y por derecha) en
sucesiones exactas por izquierda (y por derecha), entonces N se dice que
es un A-modulo plano o que N es plano sobre A, equivalentemente, si al
tensorear con NN se transforman monomorfismos en monomorfismos.

Ejemplo 3.1.6 Los médulos proyectivos y los médulos libres son médulos
planos. Como se vio en el ejemplo anterior, el Z-mdédulo Z,, no es plano por
izquierda.

Lema 3.1.7 Sean N, M dos A-médulos, y sea la suma finita > ;. | 2, @y, €
M ® N, si Zle z; ®y; = 0en M ® N entonces existe un submaédulo M,

de M finitamente generado tal que zy,...,xp € My, y Zf:1 z; ®y; = 0 en
My® N.

Prueba. Como Zle 2; @y; = 0 en M ® N, entonces Zle(xi, ;) estd en el
submodulo de M x N generado por las relaciones bilineales, esto es;

k t
Z(Scmyz) = Z a;b;, (3.2)
i=1 j=1

con b; una relacién bilineal y a; € A. Sea M el submddulo de M tal que
My =< z1,...,x > +{mq,...,m, }, donde las m; son todos los elementos de
M que aparecen en la coordenada izquierda en las relaciones bilineales b;.

Entonces Zle x; ®y; = 0 en My ® N, pues la ecuacién 3.2 sigue siendo
valida en My ® N.O
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Proposicion 3.1.8 Las siguientes afirmaciones son equivalentes, para un
A-médulo N:

i) N es plano.

ii)Si0 - M — M — M" — 0 es una sucesién exacta de A-médulos, la
sucesién tensoreada 0 = M @ N - M @ N — M" @ N — 0 es exacta.

iii) Si f : M" — M es inyectiva, entonces f®1 : M @N — M®N es inyectiva.
iv)Sif: M " — M es inyectiva y M, M’ son finitamente generados, entonces
f®1:M ®@N — M® N es inyectiva.

Prueba.

i) <= 1ii) Se obtiene por definicién.

ii)=- iii) es claro.

iii)= ii) es clara por proposicién 3.1.1.

iii)= iv) es claro.

iv)= iii). Sea f : M’ — M inyectivo, y sea u = > x; @ y; €Ker(f ® 1),
de esta manera, con x; € M’ tenemos que Y ., f(x;) ® y; = 0en M ® N,
tomemos a My como el submédulo finitamente generado de M (igual que
en el lema 3.1.7), tal que f(z;) € My Vi = 1,...,n, asi por el mismo lema,
S f(x;) @y = 0en My® N.

Sea M| el submédulo de M’ generado por z, ..., z,, entonces la reestricciéon
de f, fo : M| — M, sigue siendo inyectiva, y como (fo®1)(u) =Y 1", f(x)®
y; = 0 en My®N, se tiene que Y | 2;®y; = 0 en M@ N, note que M| — M’
induce M{® N — M'® N, y laimagen de Y )", x; ® y; en M'® N va a dar
a cero, por lo tanto u = > 2, ®y; = 0en M' ® N,y con esto f @ 1 es
inyectiva.O

Definicién 3.1.9 Si A — B es un homomorfismo de anillos, se dice que B
es plano sobre A si este es plano como un modulo.

Proposicién 3.1.10 (a) Un A-médulo M es plano si y sélo si para cada
ideal finitamente generado a C A, el mapeo a ® M — M es inyectivo.

(b) Extension de base: Si M es un A-mdédulo plano, y A — B es un homo-
morfismo, entonces M ®4 B es un B-mddulo plano.

(c) Transitividad: Si B es una A-algebra plana, y N es un B-mddulo plano,
entonces N es también plano como un A-mdédulo.

(d) Localizaciéon: M es plano sobre A si y sélo si M, es plano sobre A, para
todo p €SpecA.

(e) Sea 0 — M — M — M" — 0 una sucesién exacta de A-médulos. Si M’
y M" son ambos planos entonces M es plano; si M y M son ambos planos,

72



entonces M es plano.
(f) Un médulo finitamente generado M sobre un anillo noetheriano local es
plano si y solo si este es libre.

Prueba.Matsumura [9,C.2,S.3]

Ejemplo 3.1.11 Si A es un anillo y S C A es un sistema multiplicativo,
entonces la localizacién S™'A es una A-dlgebra plana. Si A — B es un
homomorfismo de anillos, si M es un B-médulo el cual es plano sobre A, y
si S es un sistema multiplicativo en B, entonces S~'M es plano sobre A.

Ejemplo 3.1.12 Sea A un dominio de ideales principales. Entonces un A-
modulo M es plano si y sélo si este es libre de torsién. Porsupuesto que se
debe ver que para cada ideal a C A, a ® M — M es inyectivo. Pero a es
principal, entonces se dice que es generado por t, esto justamente dice que ¢
no es un divisor de cero en M, es decir: M es libre de torsion.

Ahora daremos un criterio de planitud en términos del functor Tor (ver Pro-
posicién 3.1.14), pero antes recordaremos algunas propiedades.

Definicién 3.1.13 Sea M un R-moédulo. Los functores derivados del fun-
ctor M ®p — son llamados Tor®(M, —). El producto tensorial es en si mismo
conmutativo en el sentido de que M @r N = N ®gr M, y esta propiedad se
hereda a los Tor;. Asi, Tor? puede ser tomado como un functor de dos varia-
bles Tor*(—, —), se pueden conseguir sucesiones exactas largas de sucesiones
exactas cortas en ambas variables.

Propiedades de Tor.

1.Si--+-—F,1—>F,—F,_;—---— Fy— N — 0 es una resolucién libre
de N como un R-médulo, entonces Tor®(M, N) es la homologia en M @ F;
del complejo M ® Fi.1 — M ® F;, — M ® F;_1, esto es; es el kernel de
M ® F;, - M ® F;_1 médulo la imagen de M ® F;,1 — M ® Fj.

Esta homologia es independiente de la resolucién escogida. (Es posible tam-
bién calcular Tor®(M, N) tensoreando N con una resolucién libre de M).
De lo anterior se deduce que:

a. Torl(M,N) = M @ N.

b. Si M o N es libre, entonces Tor*(M, N) = 0 para i > 0 (lo mismo es
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verdad para médulos planos).

c. Si R es noetheriano y M y N son R-mdédulos finitamente generados, en-
tonces Tor®(M, N) es un médulo finitamente generado.

d. Si S es una R-dlgebra plana (tal como una localizacion R[U~']), entonces
S®@pg Torf(M, N) =Tor?(S @g M, S @g N).

2. Para cada sucesion exacta corta 0 — M’ — M — M"” — 0 de R-médulos,
y cada R-mddulo NV, existe una sucesion exacta larga de Tor:

- — Tor®F(M',N) — Tor®(M,N) — Tor®(M",N) — - - -
— Torf(M', N) — Torf(M, N) —Torf{(M" N)
— M N —->MerN — M ®r N — 0.

Proposicién 3.1.14 Sea R un anillo y M un R-médulo. Si I es un ideal
de R, entonces el mapeo multiplicacién ¢ : [ g M — M es una inyec-
cién si y sélo si Torf'(R/I, M) = 0. Equivalentemente M es plano <=
Tor®(R/I, M) = 0 para todo ideal finitamente generado I < R.

Prueba. Ver D.Eisenbud [4,Proposicién 6.1,p.161].

3.2. Morfismos planos

Definicién 3.2.1 Sea f: X — Y un morfismo de esquemas, y sea .% un
Ox-moédulo. Se dice que # es plano sobre Y en un punto x € X, si el tallo
F, es un O, y-moédulo plano, donde y = f(z) y se considera .#, como un
0, y-mdédulo via el mapeo natural f#* O,y — O, x. Se dice simplemente
que Z es plano sobre Y si este es plano en cada punto de X. Se dice que
X es plano sobre Y si Ox lo es, y si esto pasa, entonces f es un morfismo
plano.

A continuacién presentamos algunas propiedades de morfismos planos.

Proposicién 3.2.2 (a) Una inmersién abierta es plana.
(b) Cambio de base: Sea f : X — Y un morfismo, sea .# un Ox-mdédulo el
cual es plano sobre YV, y sea ¢ : Y — Y un morfismo. Sea X' = X xy Y,

74



sea f : X' — Y’ la segunda proyeccion, y sea .# = p*(.F). Entonces .# es
plano sobre Y.

(c) Transitividad: Sean f : X — Y y ¢ : ¥ — Z morfismos. Sea .# un
O'x-modulo el cual es plano sobre Y, y asumiendo también que Y es plano
sobre Z. Entonces .% es plano sobre Z.

(d) Sea A — B un homomorfismo de anillos, y sea M un B-médulo. Sea
f X = SpecB — Y = SpecA el correspondiente morfismo de esquemas
afines, y sea .Z = M. Entonces .Z es plano sobre Y si y sélo si M es plano
sobre A.

(e) Sea X un esquema noetheriano, y .# un Ox-mdédulo coherente. Entonces
Z es plano sobre X siy sélo si este es Ox-médulo coherente localmente libre.
Entonces .% es plano sobre X siy sélo si este es localmente libre.

Prueba.

Aqui sélo incluimos la prueba de a). Todas las deméds propiedades se siguen
de las propiedades correspondientes de mdédulos, tomando en cuenta que el
functor ~ es compatible con ®.

a). Sea f : X — Y una inmersién abierta, entonces f(X) es abierto y f
induce un isomorfismo f : X — f(X) C Y, sea V = f(X), ahora, el
isomorfismo de gavillas f# : 0y — f.0x induce un isomorfismo en tallos

FF Oy — Oxp,

para todo p € X, por otro lado Oy, s,y = Oy, 4y), y de esta manera tenemos
que Oy ) = Oxyp, ast, Ox, es un Oy ppy-médulo y es libre de rango 1,
entonces Ox , es plano, de esto se sigue que X es plano sobre Y y por lo
tanto f es un morfismo plano.O

3.3. Morfismos Suaves

La nociéon de morfismo suave es una version relativa de variedad no sin-
gular sobre un campo. En esta seccion se recordara la definiciéon y algunos
resultados basicos acerca de morfismos suaves.

Por simplicidad, se asumird que todos los esquemas en esta seccion son de
tipo finito sobre un campo k.

Definicién 3.3.1 Un morfismo f : X — Y de esquemas de tipo finito sobre
k es suave de dimension relativa n si:
(1) f es plano;
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(2) si X' € X y Y' CY son componentes irreducibles tales que f(X') C Y,
entonces dimX' = dimY"' + n;
(3) para cada punto p € X (cerrado o no),

dimy ) (Qx/y ®oy k(p)) = n, (3.3)
donde k(p) es el campo residual del anillo local &,.

Ejemplo 3.3.2 Si X es entero, entonces la condicién (3) de la Definicién
3.3.1 es equivalente a decir que 2x/y es localmente libre sobre X de rango
n.

Prueba. Tomemos p € X y sean abiertos afines U = SpecB en Y y V =
SpecA en X tales que f(p) € Uy V C f~(U). Primero note que tomando
el tallo en Q2y/y tenemos que

(Qx/v)p = QxyvIv)e = (Qasp)p = Qaspp = Qa,/B = Qa, /By,
la tltima igualdad se tiene verificando que el término izquierdo de la sucesion
QBJ‘(JD)/B ®Bf(p) AT’ - QAP/B - QAP/Bf(p) - 07

la cual es inducida por la sucesiéon B — By, — A, es cero.
Ahora por la ecuacion 3.3 tenemos que en tallos

dimk(p)(QAp/B ®ﬁx,p Ap/<pAP)> =n,

Note que (9 X/y)p es finitamente generado por ser {2x,y coherente, la cohe-
rencia de {1x/y se da por ser f de tipo finito y X,Y esquemas noetherianos
(ver observacién 2.2.2).

Queremos usar el lema 2.1.31 y obtener que €24 /p es libre de rango n.

Sea K(A,) el campo de fracciones del anillo local A,, y como K(A,) =
(A,)o = Ao, entonces K(A,) = K(A), siempre tenemos que

dimg(p) (Qa,/8 @y, k(p)) = n,

ahora si consideramos el punto genérico ¢ = 0, K(A,) = K(A), es decir,
Oxq=K(X)=K(A), asi

dimK(A)(QK(A)/B QK (A) K(A)) =n.
Ahora
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Qu,/B®a, K(Ap) = Qa8 ®a, (Ap)o = (Qa,/)o = Qay/B =
Qup/8 Ok () K(A) = Qkay/8 @K (a) K(A4),

por lo tanto dimg(a,)(Q24,/8 ®a, K(A,)) =n.

De esta manera se cumplen las condiciones del lema 2.1.31, por lo tanto
Q4,/p es libre de rango n y por la afirmacién 2.3.16 b) tenemos que {2x,y es
localmente libre de rango n.O

Definicién 3.3.3 Si Y es un esquema, se define el n-espacio proyectivo
sobre Y, denotado por P} como P}, XgpeczY y donde P, =ProjZ[x, ..., z,,).

Ejemplo 3.3.4 Para cada Y, Ay y Py son suaves de dimensién relativa n
sobre Y.

Prueba. Se mostrara solamente el caso A} con Y entero, recordemos que
Ay = SpecZ[zy, ..., xp] Xspecz Y,

entonces debemos mostrar que la segunda proyeccién del producto fibrado
o+ AV — Y es suave de dimension relativa n:

(1). Primero veamos que 75 es plano. Para esto usaremos la proposicion 3.2.2
inciso b), es decir debemos verificar que se cumplen las hipdtesis y asi obtener
que 79 es plano, consideremos el diagrama

Ay
Tn] Y,
\ %
SpecZ,
en general para gavillas estructurales sucede que si f : X — Y es morfismo
de esquemas, entonces f*0y = Ox, pues [*Oy = [~'0y @14, Ox, asi,

s6lo debemos verificar que sea cierta la hipotesis de que g es plano.
Sea p € SpecZ[zy, ..., ¥,], tenemos el morfismo inducido en tallos por g#

SpecZlzy, ...,

g# : ﬁSpecZ,g(p) - ﬁSpecZ[xl,...,mn],[n

el cual coincide con h : Zypy — Z[x1, ..., x,)p, se verificard que Z[xy, ..., Ty,
es plano sobre Zg ).
Sean R := Z[x1,...,x,),Rr := R[T'] = R, con T = R\p, y note que si
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S = 7Z\g(p), sucede que Z\g(p) = R\pNZ C R\p, entonces S C T

Si T es la imagen de T en Rg := R[S™!], tenemos que Ry = (Rg) (ver
Matsumura [10,Corolario 3,p.24]), y como todo elemento s € 7" no esta en
pRs C Rg, esto es s € Rg\(pRs), entonces se tiene un homomorfismo
(Rs)r — (Rs)prg, y se puede checar que es un isomorfismo, de esta ma-
nera

R, = (Rs)prs,

ahora Rg = Zg |71, ..., 2,), entonces Rg es libre sobre Zgy, y por lo tanto
plano, de esta manera, considerando un morfismo inyectivo de Z(,)-médulos
M — N, tenemos que M ®z,, Rs — N ®z_, Rs es inyectivo.

Ahora como (Rg),ry €s plano sobre Rg tenemos que

M ®z,,, (Rs ®rg (Rs)prs) — N ®z,,, (Rs @rs (Rs)prs)
es inyectivo, por lo tanto

M @z, Fp = N @z, £

g(p) =P

es inyectivo, asi R, es plano, entonces g es plano como se queria.

(2). Como Y es entero, Y es irreducible y por lo tanto es su tinica componente
irreducible. Ahora, A} es entero, y por lo tanto irreducible, también es su
unica componente irreducible, de hecho para el abierto afin U = SpecB C Y,
tenemos que

7y ' (U) =SpecZxy, ..., ] Xspeez SpecB = SpecB[wy, ..., x,] C A%,
y por lo tanto
dim(A}) =dim(7; Y(U)) =dimBlzy, ..., 7,,] =dimB + n,

la dltima igualdad se tiene por Eisenbud [4,Corolario 10.13 b),p.239], ahora
note que dimY = dimU= dim B, pues para un punto p € U el anillo local &), es
U, = By, y en este caso dim&, = dimU (ver Hartshorne [6,teorema 3.2,p.17]),
asi se ha mostrado la condicién (2) para las componentes irreducibles A}, Y
de A} y Y respectivamente.

(3). Por el ejemplo 3.3.2 debemos mostrar que {24z )y es localmente libre de
rango n, pues A} es entero.

Hemos visto por el ejemplo 2.2.8 que Q4n /v es Oap-modulo libre de rango
n, entonces por el morfismo inducido en tallos tenemos que (247 /vy ), es un
(Oan p)-médulo libre para todo p € Ay, como consecuencia tenemos que
Qar /v es localmente libre de rango n.0
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Ejemplo 3.3.5 Si Y = Spec(k) y k es algebraicamente cerrado, entonces
X es suave sobre k si y sélo si X es regular de dimensién n. En particular, si
X es irreducible y separado sobre k, entonces este es suave si y sélo si este
es una variedad no singular.

Proposicién 3.3.6 (a) Una inmersién abierta es suave de dimensién rela-
tiva 0.

(b) Cambio de base: Si f : X — Y es suave de dimension relativa n, y
g:Y — Y es algin morfismo, entonces el morfismo f : X' — Y’ obtenido
por extensién de base es también suave de dimension relativa n.

(c) Composicién. Si f : X — Y es suave de dimensién relativan,y g : Y — Z
es suave de dimension relativa m, entonces go f : X — Z es suave de dimen-
sion relativa n + m.

(d) Producto. Si X y Y son suaves sobre Z, de dimensién relativa n y m
respectivamente, entonces X X Y es suave sobre Z de dimensién relativa
n+m.

Prueba. Sélo mostraremos los incisos a) y b), para lo deméds incisos ver
Harshorne [6,Proposicién 10.1,p.268].

(a). (1).Por la proposicién 3.2.2, una inmersién abierta es plana.

(2). Sea f: X — Y inmersion abierta, entonces se induce el isomorfismo f :
X — f(X) CY, con f(X) subesquema abierto de Y, sean X' C X, Y' C Y
componentes irreducibles tales que f(X') C Y’ note que f(X') CY'N f(X)
el cual es un abierto de Y, asi dim f(X')=dimY”, ademds dim(X ) =dim f(X)
y f(X') C f(X), asi dim(X') =dim f(X"), por lo tanto dim(X")-dim(Y”) = 0.
(3). Sea z € X y tomemos un abierto afin SpecB = U C X tal que p € U,
sea V = f(U), como f es inmersién abierta V' es abierto e isomorfo a U,
entonces f(p) € V y U = f~1(V), ademas como V = SpecB, entonces

I

Qx/v|lo = Qp/p = 0, asi, en tallos dimy,)(x/v|v)p ®e, k(p)) = 0, y como

QX/Y ®Rey k(p) = QXp/Y Qox k(p),

entonces dimy ) (Qx/y ®ey k(p)) = 0.0

(b). (1). f es plano por Proposicién 3.1.8.

(2). La prueba de esta condicion sélo se hara para abiertos irreducibles.
Sean Xy, Yy v Y] abiertos irreducibles de X, Y y Y’ respectivamente, entonces
podemos considerar el producto fibrado
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Entonces la condicién (2) en la Definicién 3.3.1 es equivalente a decir que ca-
da componente irreducible de cada fibra (Xj),, (donde yy € Yp) de f; tiene
dimensién n por Hartshorne [6,Corolario 9.6,p.257]). Se mostrara que tal con-
dicién es preservada bajo extensién de base.

Observe que si yg € U, donde U es un abierto afin de Y, tenemos los mor-
fismos O'(U) — 0,, — k(yo), pero como U = SpecO(U), podemos obtener
siempre el morfismo de Spec(k(yo)) — Y.

También note que si yo = go(y() tenemos que el morfismo de anillos locales

O,y — Oy, induce una extension de campos k(yo) — k(yp)-

Ahora, usando la observacion 1.1.26 tenemos que
(X0)y, = XoxygSpec(k(yp)) = (Xo Xy, Yg) Xy Spec(k(yg))
= Xoxy,Spec(k(yh)) = (Xo Xy k(¥0)) Xkwo) k(%) = (Xo)yo Xk(yo) K(0),

y como cada componente irreducible de (Xj),, tiene dimensiéon n (esto es la
condicién (2) de suavidad para fy y usando Hartshorne [6,Corolario 9.6,p.257]),
entonces cada componente irreducible de (Xj),, también (por Hartshorne
[6,Ejercicio 3.20 f),p.95]).

(3).Finalmente se mostrara que 2x/y es estable bajo extensién de base, y
por lo tanto el ndmero dimy,)(Qx/y ® k(x)) también es estable, como con-
secuencia dimy(Qx//yr ® k(z')) = n y se concluye que f es suave.
Primero note que dado x € X entonces

Qx/y ®ox k(7)) = (Qx)v )z R0y, k(2),

esto muestra que debemos fijarnos en los tallos, consideremos el diagrama



\ e

por la proposicién 2.2.4 tenemos que Qx//yr = 7*(2x/y ), entonces para un
punto 2’ € X', (Qxr/y1)w = (7*(x/v))a, por definicion

(W*(QX/Y>)CC/ = (W_IQ)(/Y ®7r*16’X ﬁX’)x’ = (W_IQX/y) ®(ﬂ- 16x), ﬁX’ /
= (Qx/v)n@@r) @0y oy Ox',a7

por otro lado, el morfismo de anillos locales induce la extensién de campos
k(m(x")) — k(2'), ahora tomando el producto tensorial con k(z’) tenemos

(QX//Y’)I’ Qbxr o k(z') = (QX/YJr(x’) OO nary Ox'at) BOxr a0 h(a') =
Qx/vin() Qox oy B(@) = Qx)vn(a) oy ) (B(T(2)) Qimiary) k(2))
= (Qx/v;m(@) oy oy B(T(@))) Or(ary) k(x')
= (k(m(2)))" @r(rary k(2) = (k(2))",

por lo tanto dimy (Q2x/y ® k(2')) = n, que era lo que se querfa.0

Enseguida se revisard cuando un morfismo de variedades no singulares es
suave. Recordando que para un punto x en un esquema X se define el es-
pacio tangente Zariski T, como el dual del k(x)-espacio vectorial m,/m?2. Si
f X — Y es un morfismo, y y = f(z), entonces existe un mapeo natural
inducido sobre los espacios tangentes

Proposicién 3.3.7 Sea f: X — Y sobre un campo algebraicamente cerra-
do k. Sea n =dimX —dimY . Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f es suave de dimensién relativa n;

(ii) Q2x/y es localmente libre de rango n sobre X;

(iii) para cada punto cerrado = € X, el mapeo inducido sobre los espacios
tangentes Zariski Ty : T, — T, es suprayectivo.
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Prueba. Ver Hartshorne [6,proposicién 10.4,p.270].
Ahora se revisara un resultado especial acerca de suavidad el cual vale sélo
en caracteristica cero.

Lema 3.3.8 Sea f: X — Y un morfismo dominante de esquemas enteros
de tipo finito sobre un campo algebraicamente cerrado de caracteristica O.
Entonces existe un conjunto abierto no vacio U C X tal que f: U — Y es
suave.

Prueba. Ver Hartshorne [6,lema 10.5,p.271].
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Capitulo 4

Hessianos que se anulan

4.1. Hessianos

En esta seccién se estudiaran algunos resultados sobre los Hessianos de
polinomios. Usando la teoria del capitulo 3, esto es, la Proposicién 3.3.7 y el
lema 3.3.8 se probara el teorema 4.1.1, que trata sobre relaciones polinomia-
les que cumplen polinomios homogeneos. Como consecuencia directa de este
resultado, se presenta un teorema donde se analizan condiciones para que el
Hessiano de una forma no se anule, también se presentan algunos ejemplos
de Hessianos que si se anulan.

Teorema 4.1.1 Sean Fy, ..., F,, polinomios homogeneos sobre un campo al-
gebraicamente cerrado de caracteristica 0, donde F; € k[xy, ..., x,], considere
el mapeo

V= (Fy, ..., B,) - AT — AP (4.1)
si el determinante de la matriz jacobiana de v es cero, detJ(¢)) = 0, entonces
existe un polinomio homogéneo P € k[yq, ..., y,] tal que

P(Fy,...F,) = 0. (4.2)

Prueba. Tomemos el mapeo v = (Fy, ..., F,) : A" — AL Por el le-
ma 3.3.8, vemos que si el detJ(¢)) = 0, entonces 1) no puede ser dominan-
te, pues si ¢ fuera dominante, habria un conjunto abierto Zariski no vacio
U e AZ“ tal que ¢ : U — AZ“ seria suave, entonces por proposicion 3.3.7,
para cada p € U, el mapeo inducido sobre los espacios tangentes Zariski
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T

p(1) : T (ATT) — Ty (AT

seria suprayectivo, y por tanto un isomorfismo. Esto tltimo significaria que el
determinante de la matriz jacobiana de 1) no se hace cero en p, contradiciendo
la hipétesis de que detJ (1)) = 0.

Ahora, debido a que ¥ no es dominante, la cerradura de la imagen de 1) esta

contenida en alguna hipersuperficie. De esta manera, existe algin
P € k[yo, ..., yn] tal que P(Fy, ..., F,) =0.

Debido a que los F; son homogeneos del mismo grado, se puede asumir que
P es también homogéneo.O

Ejemplo 4.1.2 a). Sea f; = 137y + xoT173 + 2w + T3 + 73 € k[z0, ..., T4).
Entonces el determinante hessiano de f; es Hy, = 0, pues su matriz hessiana
es:

215 4 6z T3 200 1 O
T3 204+ 621 0 29 217
My, = 21 0 0 0 0 ,
Ty To 0 0 0
0 21 0 0 0
si denotamos las derivadas parciales como F; := % tenemos un mapeo

Yy o k® — k5 dado por
U1 (20, 21, Ta, T3, x4) = (Fo, F1, Fo, F3, Fy) =
(22920 + m173 + 315, Xox3 + 22471 + 377, T, ToT1, T7),

cuya matriz jacobiana .J(t;) coincide con My, .

Ademas por el teorema 4.1.1 sabemos que existe un polinomio P1 € k[yo, ..., Y4]
que anula las parciales (Fy, F1, Fa, F3, Fy), en este caso, un polinomio ho-
mogéneo de segundo grado que anula a 1 es:

Pl(yanl7y27y3ay4) = (9294 - 932,)

b). Sea fo = x3x9 + ToT173 + TiT4 + TH + T3 + 72 € k[T, ..., 75]. Entonces el
determinante hessiano de f, es Hy, = 0, pues su matriz hessiana es:

21‘2 + 6270 T3 2£L‘() T 0 0

T3 204 +6x1 0 x9 227 O
B 210 0 0O 0 O 0
Mu,, = T To o 0 0 o0 |’
0 211 0O 0 O 0
0 0 0 0 0 Ozs
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denotando las derivadas parciales como F} := 92 tenemos el mapeo s :

B.T]'
kS — kS,
1/]2($0,$1,$2,x3,l’4,x5> - (F07F17F27F37F47F5) -

2 2 2 2 .2
(2xomo + w123 + 32y, ToTs + 2w471 + 3T7, X, ToT1, T7, 3TE),

cuya matriz jacobiana J(i) coincide con My, .
El polinomio P2 € klyo, ..., ys] que anula las parciales (Fy, Fy, Fy, F3, Fy, F5)
es:

Pl(yan17y27y3ay4) = (92?/4 - y%)

). Sea f3 = xivy + voriw3 + Tiwg + 23 + 23 + 23 — w179 € K20, .., TH).
Entonces el determinante hessiano de f3 es Hy, = 0, pues su matriz hessiana
es:

209 + 619 X3—2T9 229—x7 x1 O 0
T3 — Ty 2x4 + 621 —Z0 o 21 O
- 21’0 — X1 —Xo 0 0 0 0
My, = ) o 0 0o 0 o0 |’
0 211 0 0 O 0
0 0 0 0 0 6xs
nuevamente denotando las parciales por Fj := g—f:j tenemos el mapeo 3 :
kS — KS,

¢3(«T0; X1, L2, T3, Ty, SC5> = (FOJ F17 F27 F37 F47 F5) =
(2290 + 123+ 322 — 1129, ToT3 + 27471 + 323 — T T, TE — ToT1, ToT1, TT, 3TE),

cuya matriz jacobiana J(13) coincide con My, .

Teorema 4.1.3 (Euler). Sea P(yo, ..., y,) un polinomio homogéneo no cero
de grado m en n+ 1 variables v, ..., yn, si P; es la derivada de P con respecto

a y; entonces
n
>yl =mP.
i=0
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Prueba. La demostracién de este teorema es sencilla, pero podemos bosque-
jarla como sigue.

Tomamos el caso cuando P es un polinomio con un solo término en n + 1
variables y de grado m, entonces derivandolo es claro que se cumple la afir-
macién, luego podemos extender el resultado por inducciéon para cuando P
tiene r términos. O

Ahora presentamos un criterio para la no anulacién de un hessiano. Para
ver otros criterios y un metodo para encontrar ejemplos de polinomios cuyos
hessianos se anulan ver Ciliberto[3].

Teorema 4.1.4 El hessiano de una forma no singular (que corresponde a
una variedad proyectiva) de grado d > 2 en n + 1 variables no se hace cero.

Prueba. Sea F' una forma no singular de grado d > 2 en z, ..., x,, variables.
Para 0 < 7 < n, denotamos con F; a la derivada parcial de F' con respecto
a x;. Debido a que las F; son homogeneas de grado d — 1, ellas son las
coordenadas de un mapeo homogéneo de C"*! en si mismo. Si el hessiano de
F' se hace cero, entonces por el teorema 4.1.1, hay una relaciéon polinomial
entre las parciales de F. Sea P(yo, ..., ¥,) un polinomio homogéneo no cero
de grado minimo en n + 1 variables yq, ..., y, tal que

P(F,,...,F,) =0.

Para 0 < ¢ < n, denotemos por P; la derivada de P con respecto a y; y
definamos 7; como

T, = .PZ‘(F(), ceey Fn)

Si m es el grado de P, entonces por el teorema 4.1.3 tenemos
> "y P =mP. (4.3)
i=0

Debido a que P fue elegido de grado minimo, para algin ¢ se tiene que m; # 0.

Reemplazando la variable y; por F; en la ecuacién 4.3, para 0 < ¢ < n se
tiene

0=mP(Fy, .. Fa) =Y Fi- P(Fy, ... ) = > Fimy. (4.4)
=0 =0

Ahora, denotando por D al operador
a 0
D = i
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entonces podemos escribir DF = 0. Se dice que un polinomio o una funciéon
racional anulada por D es D-constante, de esta manera F' es D-constante.
Ahora, si tomamos la derivada con respecto a z; de larelacion P(Fy, ..., .F,) =
0, se sigue que F} es también D-constante, esto es, usando la ecuaciéon 4.4
tenemos que
n
Ozaix] (FQ,...,Fn): : ’/Tigf;,

y como las F; son continuas, la expresién anterior es igual a

Ur )
0 8ZEZ

1=

de esta manera DF; = 0. Debido a que F' tiene grado d > 2 y por la
ecuacion 4.3

" OF;
(d—1)Fj(mg, ..., m) = Zoﬂa_xj = DF; =0

y como los 7; no son simultaneamente 0, de esto se sigue que los polinomios
F}; tienen un cero comun, de esto F' es singular y por lo tanto hay una
contradiccion, por lo tanto si F' es no singular, su hessiano no se anula. O
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