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Introduccion

En este trabajo, basado en un articulo de Filomena Pacella y Tobias Weth
[12], se estudian algunas propiedades de soluciones cldsicas de problemas
semilineales elipticos. En particular estudiaremos las simetrias de soluciones

de problemas del tipo

—Au:f(|x|,u), en B7
(%)
u =0, en 0B,

donde B denota una bola abierta o un anillo abierto centrado en cero en
RN con N >2y f:B xR — R es una funcién en CH*.

Para el estudio de las simetrias de soluciones de Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales se han desarrollado diversos métodos, como el método del
plano mévil (moving plane method) desarrollado por Alexandrov y Serrin
[17] y que fue utilizado en el famoso resultado de Gidas-Ni-Nirenberg [9]
que bésicamente establece que cuando B es una bola, la funcién f es (local-
mente) Lipschitz continua, decreciente en r = |z| y u es una solucién positiva
y continua hasta la frontera, entonces u es radialmente simétrica y ‘g—:f <0
(para una visiéon méas panoramica de simetrias en soluciones de EDP puede

consultarse el articulo de Xavier Cabré [5], donde también se encuentra una



2 INTRODUCCION

version del resultado de Gidas, Ni y Nirenberg). En este caso la existencia de
una solucion positiva automaticamente implica la existencia de una solucién

radialmente simétrica.

Sin embargo, si alguna de esas hipdtesis falla, por ejemplo, si u cambia
de signo o si B no es una bola o si f no cumple las hipdtesis de monotonia,
entonces el método del plano movil no se puede aplicar, y de hecho, en cada
uno de esos casos existen contraejemplos al resultado de simetria radial. Pero
para algunas funciones no lineales, o para ciertos tipos de soluciones, resulta
natural esperar que la solucion del problema herede parte de la simetria del

dominio.

En el caso de funciones no lineales mas generales, por ejemplo cuando
f es continua (no necesariamente Lipschitz continua) se han desarrollado
otras técnicas basadas en funciones simetrizadoras y aproximacion por po-
larizadores, el lector interesado en este enfoque puede consultar los trabajos
de J. Van Schaftingen [16] o de A. Saldana [14], en donde se demuestra la

existencia de soluciones radialmente simétricas y decrecientes en este caso.

En el presente trabajo, nos concentraremos en otro tipo de simetria, que
es llamada en ocasiones Simetria de Codimensién Uno o simetria foliada
de Schwarz (que es el nombre que utilizaremos de ahora en adelante). Una
funcién simétrica foliada de Schwarz puede entenderse como una funciéon con
simetria axial con respecto a un eje que cruza por el origen y que es no
creciente respecto al angulo polar a partir de este eje, es decir, s6lo depende
der =|x|y 0 = arc cos(ﬁ -p), para algun vector normalizado p, y la funcién

es no creciente en 6.

En este sentido, F. Pacella demostré en [13] que utilizando el Principio



del Maximo y anadiendo al andlisis hipdtesis como la convexidad estricta de
f(|z|, s) en la variable s, y que la solucién tuviera indice de Morse uno, se

obtiene que esta solucion es simétrica foliada de Schwarz.

Existen resultados similares utilizando simetrizaciones, por ejemplo [18],
pero en este caso la hipdtesis que se agrega tiene relacion con la teoria varia-
cional, pues se asume que la solucién es un punto critico de un funcional (de

Euler-Lagrange).

A pesar que el resultado de [13] también se aplica a soluciones de (p) que
cambian de signo, existen casos donde este resultado no puede ser aplicado,
pues es comun que las funciones que cambian de signo tengan indice de Morse
mayor que uno, o que la no linealidad, cuando es considerada sobre toda la
recta real, no sea convexa en la segunda variable. Este es el caso, por ejemplo,
de la simple no linealidad dada por f(s) = |s[P"!s, p > 1. Sin embargo, los
resultados de [18] tampoco se pueden aplicar en este caso, pues es esencial

en ese enfoque que el minimizador sea una funcién positiva.

En [2], se extiende los resultados de [18] para el caso en el que el mini-
mizador es una funcién que cambia de signo, utilizando de nuevo técnicas de

simetrizaciones.

Para la elaboracién de este texto, retomaremos el enfoque de [13] basado
en el principio de maximo y en hipétesis relacionadas con el Indice de Morse, y
se demostraran resultados generalizados sobre la simetria de soluciones de ()
con “altos” indices de Morse, en el caso en el que f tiene una primer derivada,
respecto a la segunda variable, la cual es convexa en la segunda variable. En el
caso de una no linealidad del tipo potencia, como f(s) = |s[P~'s la hipStesis

antes mencionada sobre f significaria que debemos asumir p > 2. Y en este
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caso, se puede deducir que las soluciones con indice de Morse menores o
iguales a la dimensién del dominio N son simétricas foliadas de Schwarz.
La organizacion del material aqui presentado es la siguiente: en el primer
capitulo se tratan algunos resultados preliminares, se define formalmente la
simetria foliada de Schwarz y se dan algunos criterios para garantizar la exis-
tencia de esta simetria en funciones. El segundo capitulo trata de la relacion
entre el problema modelo (p) y los criterios dados en el capitulo anterior,
para finalmente poder enunciar el Teorema principal que garantiza la exis-
tencia de la simetria foliada de Schwarz en soluciones con indice de Morse
estrictamente menor que la dimensién del dominio. Por ultimo se encuentran
dos pequenas secciones, en la primera se discute sin demostracién el caso en
el que la solucién tiene indice de Morse igual a la dimensién del dominio,
y en la segunda seccién se enuncia sin demostraciéon una consecuencia ge-
ométrica sobre el conjunto nodal de soluciones de (p), en ambos casos se dan

referencias para consultar su prueba.



Capitulo 1

Resultados preliminares

En este capitulo definiremos la simetria foliada de Schwarz para funciones
y lo relacionaremos con soluciones de ecuaciones diferenciales mediante el

indice de Morse.

1.1 Problema modelo y el indice de Morse
Sea u € H}(B) una solucién del problema:

—Au:f(|a:|,u), €n B7
(0)
u =0, en 0B,

donde B denota una bola abierta o un anillo abierto centrado en cero en RY
con N >2y f: BxR — R es una funcién (localmente) en C®, para alguna
a € (0,1].

Por la teorfa de regularidad eliptica de Hélder se sabe que u € C*%(B)

para alguna a > 0. En particular V,(z) := f'(|z|, u(z)) := %(|x|,u(m)), que

5



6 RESULTADOS PRELIMINARES 1.2

llamaremos el potencial, es continua en B. Por lo tanto podemos considerar

el operador lineal
L:H*(B)(Hy(B) C L*(B) — L*(B), Lv=—-Av—V,v. (1.1)

El operador L es autoadjunto, y su espectro consiste de una sucesién de
valores propios A\ < Ay < A3 < ... < A\ — 00, enumerados tomando en
cuenta su multiplicidad. En este caso particular, podemos definir el Indice
de Morse como el numero de valores propios negativos de L, en el entendido
de que el concepto del Indice de Morse puede alcanzar una mucho mayor

generalidad.

1.2 Simetria foliada de Schwarz

Definicién 1.1. Se dice que una funcién v € C(B) es Simétrica Foliada
de Schwarz si existe un vector unitario p € RY, |p| = 1 tal que v(z) sélo

depende de r = |z| y 6 := arccos(é—| -p) € [0,7] y v es no creciente en 6.

Sea S la esfera unitaria en RY, S = {x € R" : |z| = 1}. Para un vector
unitario e € S se considerard el hiperplano H(e) := {z € RY : z-e¢ = 0}
y el dominio abierto por la mitad B(e) := {x € B : - e > 0}. Ademds
escribimos o, : B — B para denotar la reflexién con respecto a H(e), es

decir, o.(z) := x — 2(x - e)e para cada z € B. Nbtese que

H(—e)=H(e) y B(—e) =o0.(B(e)) = —B(e) para cada e € S.
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1.2.1 Criterios para garantizar la existencia de la simetria

foliada de Schwarz

A continuacién enunciaremos un criterio geométrico que resulta ttil para
saber si una funcién tiene la simetria foliada de Schwarz. Para ver su de-
mostraciéon puede consultarse el articulo de Brock [4], Lema 4.2, la prueba la

hace para el caso de un anillo, pero la demostracion lleva consigo el caso de

la bola.

Lema 1.2. Sea u € H}(B)( C(B). Supdngase que para todo vector unitario

e € S se cumple una de las siguientes alternativas
1. u(z) > u(o.(x)) para toda x € B(e), o bien
2. u(x) < u(oe(x)) para toda x € B(e).

Entonces u es Simétrica Foliada de Schwarz.

En el caso de que la funcién en cuestion sea una solucién del problema
() se puede dar un criterio atin més simple para asegurar la simetria foliada
de Schwarz, el cual utiliza los valores propios del operador —A — V,(z) en
el dominio B(e), con condiciones de frontera homogéneas de Dirichlet. Para

denotar estos valores propios utilizaremos la notacion Ag(e, V,).

Proposicién 1.3. Sea u una solucion de (p), y supongase que eziste un
e € S tal que u es invariante bajo reflexion respecto al hiperplano H(e), y tal

que A (e, V,) > 0. Entonces u es Simétrica Foliada de Schwarz.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad (aplicando una rotacién) podemos

asumir que e = e = (0,1,...,0), por lo tanto H(ep) = {z € R¥|xy = 0}.
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Aplicaremos el Lema 1.2, de modo que consideraremos un vector unitario
arbitrario ¢’ € S distinto de +es. Tras una transformacién ortogonal que fija
a ey y a H(ey) asumiremos que €' = (cos by, senfy,0,...,0) para algin 0y €
(—m/2,7/2). Ahora haremos un cambio de coordenadas, que reemplazardn

x1, Lo por las coordenadas polares r, 6 con

x1 = rcosb, (1.2)
Ty = rsend,
y dejando Z := (z3,...,xy) fijo. En estas nuevas coordenadas (cilindricas),

la funcién u puede verse como v(r, 0, %) := u(rcos @, rsend, ).

En lo subsecuente y en virtud de (1.2) escribiremos ug(z) := 25(r,6, %),

donde cabe resaltar que

up(x) = %(T,@,ii‘) (1.3)

= d—u(r cosf,rsend, 1)

do

ou du
— a—gcl(a:)(—r senf) + a—xQ(ﬂU)(T cosf)

= —ng)lu(x) + xlﬁgu(x),

de donde se ve claramente que uy € C?>*(B). El operador Laplaciano puede
pasarse a coordenadas polares usando simplemente la regla de la cadena (en
varias variables) similar a como fue usada en (1.3) y obtenemos que

v 1o 10 o
o2 ror 12002 — ox?’

i= )

Au (1.4)

Toda la derivacién del Laplaciano en coordenadas polares puede verse en

el Apéndice A.
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Derivando la ecuacién —Au = f(|x|, u) respecto a 0, y usando la regla de
la cadena se sigue que —Aug = f'(|z], u)ug = V,(x)ug en B.
Notemos que debido a la hipotesis de que u es invariante bajo reflexiones

respecto a H(eg), tenemos que
u(rcos(—0),rsen(—0),z) = wu(rcosf, —rsenb,z) (1.5)
= wu(rcosf,rsend, )

y por lo tanto ug(r cos(—0),rsen(—0), &) = —ug(rcosf,rsend, ). Luego uy
es antisimétrica con respecto a la reflexion de H(es).

Analicemos ahora cdmo se comporta ug en las fronteras de B y de B(ez).
Ya que u es constante sobre B (pues satisface las condiciones de frontera de
Dirichlet) se sigue que uy = 0 sobre 0B, y entonces uy es una funcién propia
de L correspondiente al valor propio 0 con condiciones de frontera Dirichlet
en B (el caso ug = 0 es trivial, pues implica simetria radial, que en particular
es simétrica foliada de Schwarz).

Por otro lado como u es invariante bajo reflexiones respecto a H(e;) por
hipétesis, se sigue que ug = 0 sobre H(es) () B, y por lo tanto uy = 0 sobre
0B(es). Notemos que uy no cambia de signo en B(es), esto debido a que si ug
cambiara de signo en B(es), entonces la restriccién de ug a B(ey) seria una
funcién propia de Dirichlet que cambia de signo, correspondiente al valor
propio cero, del operador —A — V,(z) en B(ey). Como la funcién propia
asociada al primer valor propio nunca cambia de signo (ver [10] Teorema
8.38 o también [8] Capitulo 6 seccién 5), esto implica que A;(ez,V,) < 0,
pero esto es una contradiccién a la hipdtesis de que A;(es, V,) > 0. Por lo
tanto up no cambia de signo en B(ey) y el primer valor propio en este caso

resulta ser precisamente cero.
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A continuacién escribiremos la reflexién o/ respecto del hiperplano H (e’)

en las nuevas coordenadas. Demostraremos que

Oe(rcos,rsend, &) = (rcos(20y — 0 + ), rsen(20p — 0 + ), T).
En efecto,

ou(x) = z—2(x-€)e
= (rcosf —2(x-¢€')cosby,rsend — 2(x - e')sen by, ),
Analizaremos ahora con mas detalle la primera entrada, notemos que
(x - €') =r(cosfcosby+ senfsenby),

luego

rcosf —2(x-e')cosby = rcosf — 2r(cosf cos by + senhsen by) cos by
= rcosf — 2rcosf cos® Oy — 2r sen f sen O cos O
= rcosf(1 —2cos® ) — 2rsen f sen By cos by
= rcosf(—cos26y) — 2rsendsen by cos b

= —r(cosfcos 20y + sen 6 sen 26)

= —r(cos(20g — 6)) = r(cos(20y — 6 + )).

El célculo para comprobar la segunda entrada es completamente analogo.

Y ahora podemos distinguir dos casos.

Caso I: up > 0en B(es) y ug <0 en B(—ey). Entonces afirmamos que

u<uooys en B(e). (1.6)
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Sea x = (rcosf,rsen6,z) € B(e'). Entonces |§ — 6| < 7/2. Supon-
dremos primero que z € B(eg), lo cual significa que # € (0,7). Si
0 > 20, entonces 0 < 0 < 20y — 0 + © < 7. Veamos que bajo estas

condiciones se cumple que
u(rcos@,rsend,x) < wu(rcos(20y — 0+ m),rsen(20y — 0 + ), )
— u(ou(a) (1.7)
En efecto, si tomamos (t) = (rcost,rsent,z) con t € [0,200 — 0 + 7],

que seria el arco de circunferencia que une el punto x con su reflexion

oo () en sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces
{v(t) [t €[0,200 — 0 + 7]} C Blez)

y por lo tanto por (1.3) y definiendo 7;(s) como la i—ésima entrada del

vector y(s), tenemos que

u(oe(z)) —u(x) = Vu dy (1.8)

lo cual implica (1.7).

Por otro lado, si 0 < 26, entonces 0 < 0 < m— (20 — 0) < 7wy

analogamente

u(rcos,rsend, ) < u(rcos(m — (200 — 0)),rsen(m — (200 — 6), 7).
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Entonces por la antisimetria de uy que establecimos en (1.5), se sigue

que

u(rcos@,rsend, ) < wu(rcos(m— (20 —0)),rsen(m — (20 — 0), T)

Ahora supongamos que x € B(—e3), lo cual significa que 0 € (—m,0).
Si 6 < 26y, entonces 0 > 6 > 200 — 0 — 7 > —m, y por lo tanto,
andlogamente a (1.8), obtenemos que
u(rcos@,rsenf, x) < wu(rcos(20yp —6 — ), rsen(20p — 0 — m), T)
= wu(rcos(20y — 0 + ), rsen(20y — 0 + ), )
= u(og(x)).
De igual modo, si 6 > 26, entonces 0 > 0 > —m — (20 — 0) > —7, y
entonces por (1.5)
u(rcosf,rsend,x) < wu(rcos(—m — (20p — 0)),rsen(—m — (26 — 0), %)
= wu(rcos(20y — 0 + m),rsen(20p — 0 + ), )
= u(ou(x)).
Y entonces tenemos (1.6) para este caso.
Caso II: up < 0en B(es)y up > 0en B(—es). Entonces usando un argumento

analogo al Caso I obtenemos que u > uo 0. en B(¢').

Entonces podemos aplicar el Lema 1.2 y se sigue que u tiene la simetria

foliada de Schwarz. O



Capitulo 2

Hiperplanos de simetria y

valores propios

En este capitulo ahondaremos en la relacién que existe entre la existencia de
hiperplanos de simetria y los valores propios. Para ello usaremos la misma
notacién que en el capitulo anterior, y denotaremos por V¥ la parte par del
potencial V,(z) = f'(|x|,u(z)) relativa a la reflexién respecto al hiperplano

H(e), es decir, definimos
VE = %[f'(|$|7U($)) + (], u(oe(2)))), (2.1)

y denotaremos por (e, V.¥) a los valores propios del operador —A — V.¥(z)

en el dominio B(e), con condiciones de frontera Dirichlet homogéneas.

13
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2.1 Condiciones para la existencia de hiper-
planos de simetria

A continuacion se dara un resultado que enuncia una condicién suficiente
para la existencia de un hiperplano respecto al cual una solucién u de (p) es
simétrica, en el sentido de que u es invariante bajo reflexiones respecto a ese

hiperplano.

Proposicién 2.1. Supdngase que f'(|z|, s) es convera en s, u es una solucion

de (p) y e €S es una direccion tal que M\ (e, V) > 0. Entonces

i) si M(e, V) > 0 o bien f'(|z|,s) es estrictamente convera en s, en-
tonces u es invariante bajo reflexiones con respecto al hiperplano H (e).

Y se cumple que

Mle, V) = M(e, V) > 0.

it) Eziste una direccion posiblemente diferente €' € S tal que u es simétrica

con respecto al hiperplano H(e') y A(e/,V,) > 0.

Demostracion. Sea we(x) := u(z) — u(o.(z)). Entonces w, resuelve el pro-

blema lineal

—Aw, = V(x)w, =0, en Ble), (2.2)

we =0, sobre 0B(e),
donde

Vi(x) = /0 (x|, tu(x) + (1 — t)u(o.(x)))dt, = € Ble), (2.3)
ya que

f(zl,u) = f(|z],uo0.) = /0 f'(Jz], tu+ (1 — t)uoo.)(u — u o o, )dt,
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y la condicién de frontera la cumple ya que u(z) = u(o.(z)) = 0 para todo
xr € 0B. Y finalmente w, = 0 sobre H(e) (] B ya que o.(z) = x sobre H(e).
Por lo tanto w, = 0 sobre 0B(e).

Como f’ es convexa en la segunda variable, tenemos que
1
Ve(z) < / [tf'(Jz], u(@)) + (1 — &) f(|z], u(oe(2)))]dt
0

= %[f’(lwl,U(x)) + f(|2] u(oe()))] = V¥ (x) (2.4)

para x € B. La desigualdad estricta sucede cuando f’ es estrictamente con-
vexa y u(z) # u(o.(x)). Luego, denotando por Agx(e, V.) a los valores pro-
pios del operador lineal —A — V,(x) en B(e) con condiciones de frontera

homogéneas de Dirichlet, tenemos por (2.4) que
Ae(e, Vo) > A(e, V25, (2.5)

para todo k € N. En particular, A\ (e, V) > A1 (e, V¥) > 0 por hipétesis. Esto
puede justificarse usando una conocida caracterizacion de valores propios
llamada “La férmula de Rayleigh” (ver Apéndice B).

Supongamos ahora que (e, V.) > 0, entonces como w, satisface (2.2)
debe ocurrir que w, = 0, y por lo tanto obtenemos la simetria de u respecto
del hiperplano H (e), lo cual comprueba i) en este caso.

Si Ap(e, Ve) = 0, entonces por (2.5), se sigue que
Ale, Vo) = Mi(e, VE) = 0,

sin embargo por la monotonia estricta de los valores propios respecto al po-
tencial (ver por ejemplo el articulo de Gossez y de Figueiredo [6], en particular
la proposicién 1y la Nota 2) la inica manera en la que esto puede ocurrir es

siV,=V*en B.
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En el caso donde f’ es estrictamente convexa, lo anterior, y lo mencionado
después de (2.4), implican que u(x) = u(oe(x)) para todo x € B, y una vez
més se obtiene la simetria de u con respecto del hiperplano H(e), lo cual
termina de demostrar el inciso ).

Ya hemos demostrado parcialmente el inciso i), para terminar su de-
mostracién queda considerar el caso en el que f es s6lo convexa y A\i(e, V) =
0. Si w. = 0 entonces no hay nada més que demostrar. Si w, # 0, entonces,
como w, es solucién de (2.2), es una funcién propia asociada al valor propio
0 y como se tiene la hipétesis de que Ai(e, V,) > 0, entonces podemos afir-
mar que w, no cambia de signo en B(e) (pues en este caso cero es el primer
valor propio y la funciéon propia asociada al primer valor propio no cambia
de signo).

Luego por el Principio Fuerte del Méximo, w, > 0 6 w, < 0 en B(e)
(pues w, satisface la ecuacién (2.2), alcanza su minimo o su méximo en
la frontera y no es constante). Sin pérdida de generalidad, asumiremos que
e=(0,0,...,0,1) y que w, > 0 en B(e). Y haciendo una rotacién bajo estas
condiciones tenemos que si ey := (sen#,0,...,0,cosf) para § > 0, entonces

eo = e. Para facilitar la notacién usaremos

By :=B(ep) ={x € B|zysenf +xycosf >0} vy wy:= we,.

Notemos que si wy > 0 en By para algin 6 > 0, ello implicaria que
(e, Ve,) = 0 ya que wy es solucion de (2.2), es decir, es una funcién propia
con valor propio cero, y por ser una funcion positiva, cero debe ser el primer

valor propio.
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Definimos

0 = sup{f € [0,7) | wg > 0 en By},

donde cabe resaltar que el conjunto sobre el cual se toma el supremo no es
vacio, pues se cumple que wy > 0 en By. Entonces por la continuidad de
los valores propios respecto a pequenas perturbaciones en el operador (ver el
Apéndice C), se sigue que

A(eg, Vo) =0. (2.6)

€4

Notemos también que o, — o¢ uniformemente en B cuando ¢ — 6, luego

como u € C?”O‘(E), se tiene que para alguna constante C

lwe = woll ooy = Julog) = ul00)| () (2.7)

< Cllo, _09||L°°(§)7 (2.8)

de donde se sigue que w, — wy uniformemente en B cuando ¢ — 6.

Por lo tanto podemos afirmar que wz; > 0 en By, por la definicién de 0 y
por la continuidad uniforme. Y entonces podemos concluir que 0 < T, pues
wy, = —wy < 0en B, = —By.

Ahora demostraremos por contradicciéon que wz; = 0. Supongamos que
wz # 0, entonces wz; > 0 (por la definicién de é), ademds wy satisface una
ecuacion similar a (2.2) (con e; en lugar de e) y cumple que w; = 0 sobre
0B eq,). Luego, por el Principio Fuerte del Méximo, como w, no es constante,
no puede alcanzar su minimo (cero) dentro de By, y por lo tanto w; > 0 en
B;.

A continuaciéon utilizaremos un resultado conocido como el Principio del

Méximo para Dominios Pequenos de S. R. S. Varadhan (ver Apéndice D).
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Sean K C Bj un compacto, {y := Bz\K y ci(z) := =V, (z) para v € B.

Para aplicar la Proposicion D.2, tenemos en nuestro caso que

dist(Qq) < dist(B) =: d,
L1 = —A—V;G.,

O (0% ! e
@] < V@] < Flu@) = uloe (2)|* < Cllullfeg = b

para algunas constantes C'y C” ya que u € C*%(B) y

f+ B x [minu(z), mdx u(z)]
zeB reB

es Holder de exponente «. Por lo tanto se satisfacen las hipotesis de la
Proposicién D.2, y entonces existe 6 > 0 que sélo depende de b,d y la di-
mension del dominio, tal que el Principio del Maximo se conserva para L4
en {2;. Como ninguna de esas cotas depende de K, podemos elegir K de tal
modo que || < d. Ahora, como By es abierto, existe g > 0 tal que para
todo e € (0, go] se tiene que K C By, y por lo tanto | By, \K| < §, de modo
que ahora podemos aplicar la misma Proposicion con los siguientes datos:

Q:=B;, \K, c(zx) := -V,

dte ¢s,.(T) para x € B, entonces
€

dist(Q) < dist(B) =: d,

L - _A_‘/eéJre’
@) < VE (@) < Slule) = uloe, @) < Clullf ) = b
= W M= €1- = =B ~ 7

Como § > 0 sélo depende de N, d y b se sigue que el Principio del Maximo
se conserva también para L en ().
Ahora que sabemos que el Principio del Maximo se conserva para L en

2, para aplicarlo debemos verificar (ver Definicién D.1) que
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1. (A — ‘/eé+€)wé+g >0,

2. liminf 1wz, (z) > 0.
2—3(By, \K) (@) 2

La primera se satisface con la igualdad a cero por (2.2). Para la segunda
notemos que como K es un conjunto compacto y w; > 0 en Bj, podemos
encontrar 77 > 0 tal que wz > n > 0 en K. Luego, como w, depende uni-
formemente de la variable ¢, se puede encontrar € € (0, gg| lo suficientemente
pequeno tal que

n

Wiie > 5 > 0, enKCDB.,, (2.9)

y por lo tanto por continuidad

lim inf wy, (z) > = >0, (2.10)

r—0K

N3

y como wg, (r) = 0 para todo v € JB tenemos que se satisfacen las dos
hipétesis para el Principio del Méximo para Dominios Pequenos y obtenemos
que

w9~+5 Z 0

en B;

3. \[{. Pero de (2.10) también se sigue que

wg,, 70 sobre  0(B,  \K).

De este modo, como wy # 0, se sigue por la continuidad uniforme que

wg,. # 0y se obtiene que
wg, . > 0, en By, \K, (2.11)

por el Principio Fuerte del Méximo.
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Juntando (2.9) y (2.11) obtenemos que wg,, > 0 en By, , lo cual es una
contradiccién con la definicién de 6. Luego wg debe ser idénticamente cero,
y entonces se sigue que u(z) = u(oe,(z)) para toda x € By. Esta simetria

implica que V, = V;, y finalmente por (2.6) se sigue que
)\l(eéa Vu) = )\l(eéa ‘/69") = 07
como habiamos afirmado. m

Combinando la Proposicién 2.1 con la Proposicion 1.3 se obtiene inme-

diatamente el siguiente corolario.

Corolario 2.2. Bajo las hipotesis de la Proposicion 2.1, la solucion u es

Simétrica Foliada de Schwarz.



Capitulo 3

Simetria foliada de Schwarz en

Soluciones de EDP

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema principal de este traba-
jo, es un buen momento para introducir algunas notaciones. Para cualquier

solucién u de (p) y funciones v, w € Hj(B) definimos

21
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3.1 Simetria foliada de Schwarz en soluciones
con indice de Morse estrictamente menor

a la dimension del dominio

Teorema 3.1. Sea B una bola o un anillo en RN, N > 2, y f(|z|,s) tal
que la derivada f'(|z|,s) = %(M, s) es convexa para cada v € B. Entonces
cada solucion de (p) con indice de Morse j < N —1 es Simétrica Foliada de

Schwarz.

Demostracion. Sea u una solucién de (p) con indice de Morse m(u) = j <
N — 1. Entonces, para los valores propios de Dirichlet A, del operador linea-

lizado L = —A — V,(z) en B tenemos que
/\1<0,...,)\j<0 y /\j+120- (31)

El objetivo ahora es aplicar el Corolario 2.2 para demostrar que u tiene la

simetria foliada de Schwarz.

Para cualquier direccion e € S, sea w, la funcién propia positiva norma-
lizada en el sentido de L? del operador —A — V¥(x) en el dominio B(e), con
condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas, correspondiente a \; (e, V.¥),

es decir, satisface la ecuacién

—Aw, — VE(x)we = Mi(e, V.)w,, en Ble),

e

(3.2)
we =0, sobre 0B(e),
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Denotaremos por g, € Hj(B) a la extensién impar en B de w. Es decir,

we (), si x € B(e),
ge(x) =
—we(oe(x)), si x € B(—e).

Notemos ahora algunas propiedades de g,

1. g_ = —g. para toda e € S.

2. g*(0e(x)) = g*(z) para todo x € B

3. g. depende continuamente de e en el sentido de la norma de L?.

1.y 2. son claros a partir de la definicién de g.. Para demostrar 3. tomemos
una sucesién {e,} C R tal que e, — e cuando n — oo. Utilizaremos de
nuevo el Teorema sobre Perturbacion de Operadores Lineales que aparece en
el Apéndice C. Sea A,, : B(e) — B(e,) un rotacién y denotemos por ,ugn) al
primer valor propio del operador —A — V* o A,, en B(e) con condiciones de
frontera Dirichlet homogéneas.

Notemos que la continuidad Holder de exponente o de f’ y el hecho de

que u € C3%(B), implican la existencia de constantes C'y C” tales que
1750 ho = V¥lmiaey < e {17el, b)) = 7l o)

wamuw%mﬂm>—fwmuwxm»@

< cigg{wmﬂ»—mmw
~Hw%amw»—uw4mw}
< C' méx {|Ana: —z|* + |oe, (Apx) — ae(x)\o‘} — 0

z€B(e)
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cuando n — o0, ya que o, converge uniformemente a o, y A, converge
uniformemente a la identidad.
Ahora haciendo un procedimiento analogo al Apéndice C en su seccién

de Aplicacién, pero usando V¥ en lugar de Ve;, se sigue que
Mgn) - )‘1(67 ‘/e%)’ (33)

cuando n — 0.

Notemos que w,, cumple por definicién la ecuacion
—A(we, (An(2))) = VE (A (@) e, (An(2)) = p{" e, (An(2)) (3.4)

para todo = € B(e).

Terminaremos el argumento por contradiccion: supongamos que
w,, o A, no converge a w, en L*(B(e)). (3.5)

Por la teoria de regularidad (ver el libro de Gilbarg Trudinger [10] capitu-
los 8 y 9) se tiene que {w,, oA, } es un precompacto en C?(Q) para 2 CC Be)
(© es un abierto contenido en B(e) tal que su cerradura es distinta de
%) y por lo tanto existe una subsucesion que denotaremos nuevamente

por {w,, o A,,} tal que
{w,, o A, } converge en C* localmente en B(e) a una funcién w.  (3.6)
Haciendo tender n a infinito en la ecuacién (3.4) se obtiene que

—Aw(z) — VE(@)w = M(e, V¥)w, en B(e),

w =0, sobre 0B(e),
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donde la condicién de frontera se satisface porque w,, = 0 sobre dB(e) para
toda n € N.

Para poder asegurar que w es una funcién propia, resta argumentar que
es una funcién continua no constante, para ello usaremos el Corolario 1 del

articulo de Fromm [7] el cual garantiza la siguiente cota

||wen © AnHCO,a(%) S C, (37)

donde C' es una constante que no depende de n.

Cabe resaltar que el articulo de Fromm da una cota inicial en el espacio de
Sobolev W12, pero después de hacer una iteracién finita de esta desigualdad
se puede asegurar una cota en WP, donde p > N, y luego por la desigualdad
de Morrey se obtiene una cota en el espacio de Holder C%?. La necesidad de
usar el articulo de Fromm, y no la teoria de regularidad desarrollada en el
libro de Gilbarg y Trudinger, radica en que el dominio en el que trabajamos
no es liso, pero si es convexo, por lo tanto se satisfacen las hipdtesis del
Teorema de Fromm.

La desigualdad (3.7) nos dice que {we, o A, }nen €s una familia equicon-
tinua y como w,, o A, — w en C (%) cuando n — o0 se sigue que
w € C(B(e)).

Por otro lado, como

e w,, oA, — wen C(B(e)) y en L*(B(e)),
e w, oA, >0en B(e) y

* ||w, o Anllrzey =1

para toda n, entonces w > 0, ||w||r2(pe)) = 1 y por lo tanto w # 0.
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Luego, w es una funcién propia del operador —A—V¥(x) con condiciones
de frontera homogéneas de Dirichlet asociada al primer valor propio, es decir
w = w,, lo cual contradice (3.5). Y por lo tanto w,, o A,, — w, en L*(B(e)).

Esto implica que g., o A, — g. en L*(B(e)), y por lo tanto

||gen - geHLQ(B) < ngn — Ge, © AnHLQ(B) + ngn o An - ge||L2(B) - 07

cuando n — oo, ya que A, converge uniformemente en B a la identidad y
{ge,, } es una familia equicontinua por (3.7).

Y podemos concluir que g. depende continuamente de e en el sentido de
L2

Prosigamos con la prueba. Sean (1, @, . .., ¢; € Hj(B) funciones propias
ortonormales en el sentido de L? correspondientes a los valores propios Ay, . .., ;.

Con esta notacién, enunciamos la férmula de Rayleigh (ver Apéndice B)

Qu(v,v)
{ ——— =X >0. 3.8
veng{}gl)r\l{o}, (v,v) = (38)
(v,01)=..=(v,0) =0
Consideremos el mapeo
h:S =R, he) = [(ges 1) s (ger 03)]- (3.9)

Como h es un mapeo continuo e impar definido en la esfera unitaria S ¢ RV
y j < N —1, entonces h debe tener un cero, por el teorema de Borsuk-Ulam.
Esto significa que existe una direccion e € S tal que g. es ortogonal en el

sentido de L? a todas las funciones propias ¢1, . .., ¢;. Luego por (3.8)

Qu(ge: ge) > 0. (3.10)

Veamos ahora que se cumple la siguiente ecuacion

Qu(geage) - Q?(geage) = 2)\1(6, ‘/e%)
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Comprobemos primero que se cumple Q,(ge, ge) = QF(ge, ge). En efecto,

recordemos que

Qu(gerg.) — / Vo2 () — /B V,(2)g? () e,
QX(ger ge) = /B\Vge\Q(a:)da:—/BVe’I*(a:)gz(x)dx.

En lo subsecuente omitiremos algunas x’s para simplificar la notacién. De la

propiedad (2) sobre g, se sigue que
/ Vu(o)gids = / 7(|a], w)g2ds
B B
- B(e)f(\:v! waide [ el gt
= [ Plalwgid + / 7], w0, ()))g2(00(2))d

B(e)

- /B(e) (f/ ], w) + f(J2], u(o ())))gﬁdas
= 2 /B VA (x)glde

VE(a)gPdr + / V(@) g2dz
B(e)

y por lo tanto Q,(ge,ge) = Qf(ge,ge). Ahora veamos que Qf(ge,ge) =
2)\1(6, Vve%)

Sabemos que

—Aw, — VEw, = (e, VF)w, en Ble),
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por lo tanto si multiplicamos por w,, integramos sobre B(e) y usamos la
Férmula de Green obtenemos que

/ (Vawe(2))? — V() (2)de = M e, V) / W (x)da
B(e)

B(e)

pero como w, estd normalizada en L? y la parte izquierda es simétrica re-

specto a H(e) se sigue que

Q*(g0. 9.) = / (Ve (2))? — V¥(2)g2 (x)d = 2 (e, V)

y por lo tanto Q,(ge, ge) = QF(ge, go) = 2A1(e, V.X). Pero esto implica que
A1 (e, V%) > 0 por (3.10). Una vez que hemos obtenido una direccién e para la
cual (e, V¥ es no negativo, el Corolario 2.2 implica que u tiene la simetria

foliada de Schwarz. O

3.2 Simetria foliada de Schwarz en soluciones
con indice de Morse igual a la dimension

del dominio

Ahora pasamos al caso en el que el indice de Morse es exactamente la di-
mensién del espacio, en este caso la demostracién ya no puede hacer uso del
Teorema de Borsuk-Ulam del mismo modo, ya que el mapeo (3.9) debe ir
necesariamente de la esfera S a R/ con j < N — 1 para aplicar este teorema,
y por lo tanto es necesario hacer una demostracion menos directa, la cual

daremos a continuacion.
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Teorema 3.2. Sea B una bola o un anillo en RN, N > 2, y f(|z|, s) tal que
la derivada f'(|x|,s) = %(m, s) es conveza para cada © € B. Entonces cada

solucion de () con indice de Morse N es Simétrica Foliada de Schwarz.

Demostracion. Una vez mas la idea es aplicar la Proposicién 1.3, de modo que
buscaremos un hiperplano H(¢’) bajo el cual u sea invariante por reflexiones,
y tal que A\i(e,V,) > 0. Sea S, C S (donde S es la esfera en RY) definido de

la siguiente manera
Sy ={e€S|w.=0en By \(e,V,) <0},

donde una vez més definimos w,(z) := u(x) — u(o.(x)). Entonces S, es un
conjunto simétrico. Si S, # @ tomamos k el entero més grande tal que existen
k direcciones ortogonales eq,...,e; € S,. Demostraremos ahora que k €
{1,...,N — 1}. Para ello, denotemos por V; al subespacio cerrado de L*(B)
que consiste de funciones invariantes a la reflexion respecto a los hiperplanos
H(ey),...,H(e), de modo que u € Vj (por las definiciones de S, y de k).
Sea ¢ la unica funciéon propia de Dirichlet, del operador linealizado L =
—A — V,(z) en B, la cual es positiva, normalizada en el sentido de L? y
asociada al primer valor propio A;. Veamos que ¢1 € V. Sea ¢ € {1,...,k},

entonces como u € V se sigue que

Vu(e) = f(lel, u(@)) = f(loe (2)], (e, (2)) = Valoe, (z)) (3.11)
y por lo tanto se tiene que

[=A = Vu(@)]p1(0e,(2)) = Mpr(0e: (7)), stz € B,

p1(oe(z)) =0, sixz € 0B,
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luego
A~ Vul@))(e(x) ~ 1(0u () = M(r(@) — 91(00 (@), sz € B
p1(x) — @1(oe,(x)) =0, siz € 0B,

pero A; es un valor propio simple, por lo que

p1 = (o), (3.12)

es decir p; € V.

Para | = 1,...,k denotaremos por w; € H}(B(e)) a la tinica funcién
propia de Dirichlet, del operador L = —A — V), (z) en el semi dominio B(e;),
la cual es positiva, normalizada en el sentido de L? y asociada al primer valor

propio Ai(e;, V,) < 0, y definimos a g; € H}(B) por

wy(x), si z € Ble),
gi(x) =
—wi(o,(2)), si @€ B(-e).

Esta funcién cumple las siguientes propiedades
1. Es una funcién impar respecto a H(e;).

2. Por (3.11) se tiene que para algun valor propio A, (= Ai(e;, V) < 0),
m > 2 (pues para m = 1 la funcién propia no cambia de signo) se

cumple que

[—A = Vu(7)|gi(x) = Angi(z), si z € B,

ai(x) =0, six € 0B.
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3. Parai € {1,...,k}\{l} se cumple que g;(x) = gi(0:(x)), es decir, es una
funcién par bajo la reflexién respecto a H(e;). Esto se puede comprobar

de la siguiente manera: como €; y e; son ortogonales, se sigue que
(oi(z) - e) = (z-e)—2(x-e)(e;-e) =(x-e),

por lo tanto, z € B(e;) implica que o;(x) € B(e;) y « € B(—¢;) implica

que o;(z) € B(—e), luego para x € B(e)

9i(x) — gi(oi(x)) = wi(x) — wi(os(x)),

y procediendo igual que en (3.12) se sigue que w;(x) = w;(0;(z)) para
todo x € B(e;), y andlogamente para x € B(—e¢;), lo cual implica que

gi(z) = gi(o;(x)) para todo x € B.

Estas tres observaciones implican que, variando [ de 1 a k se obtiene un
conjunto {gi,...,gx} de k funciones propias del operador —A — V), todas
ellas asociadas a valores propios negativos y que son ortogonales (gracias a
las propiedades 1 y 3). Como el indice de Morse de u es N, y la primera
funcién propia ¢; también es ortogonal a cada g, se sigue que k < N — 1,
como habiamos afirmado.

Ahora, si denotamos por Lg al operador autoadjunto que es la restriccién

del operador L al espacio simétrico V, es decir,
Lo: H*(B)(Hy(B)[ Vo — Vo, Lov = —Av — V,(2)v,

y denotamos por ji al nimero de valores propios negativos de Ly (contados

con multiplicidad), tenemos que

1 <py <N —E, (3.13)
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donde la desigualdad de la izquierda se debe a que ¢; € Vj y la de la derecha
aque g & Vgparai e {1,...,k}.

Recordemos que seguimos bajo la hipétesis de que S, # &. Consideremos
la esfera de dimensién N — k — 1 definida por S* = S H(e1)()...[) H(ex).
Por la maximalidad de k, tenemos que S* (S, = &.

Demostraremos ahora que existe e € S* tal que
we(xz) >0 paratodo =z € Ble). (3.14)

Por contradiccién: supongamos que w, cambia de signo en B(e) para

todo e € S*. Consideramos las funciones wél) = ijB(e) — W, XB(—e) Y

wt? = — W, XB(e) T WS XB(—e), donde wh := méx{w,0},w™ := min{w,0} y
Xq es la funcién caracteristica de un conjunto €.
Veamos ahora que wt”, w!? € V, N H(B)\{0}, en efecto, esto es debido

a los siguientes hechos

1. w, cambia de signo en B(e), por lo tanto w, # 0,
2. como e € S* entonces e es ortogonal a e; parat=1,...,k,

3. por la observacién anterior o.(o;(x)) = 0;(0.(z)) para todo x € By

como u € VY, se sigue que wgl), wéQ) eV

4. Recordemos que u € HJ(B), por lo tanto w, € H}(B) que a su vez
implica que wS,w, € H}(B) (ver [10] Lema 7.6 pdg 152) y finalmente
se sigue que wi", w'® € HY(B).

% 1 2 . . . .
Notemos también que wé ), wé ) son funciones no negativas e invariantes

bajo reflexiones respecto a o.. Ademas

w =w® vy w® =y paratodo ee 5. (3.15)
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Recordando la definicién de V, en (2.3), como w, satisface la ecuacién lineal
—Aw, — V. (z)w, = 0 en todo el dominio B con w, = 0 sobre 0B, si hacemos
We = WeX B(e) T WeX B(—e), Multiplicamos por ijB(e)—i—we_XB(,e) e integramos

sobre B se obtiene que

0 = /vwe (U) XB(e)+w XB(— /‘/e we W, XB(e)+w XB(— e))d
B

= /B(!V(w xB@)|* + IV(w. xB(-e) \2>d$
/Ve(f) [(whxBE)? + (W, XB(-e))?] da

= [ 1vulPds— [ Vit

Y ahora, por lo anterior y por (2.4) se sigue que

0= [ [VulPde— [ VE@@O e = QFulul)
B B

ya que wt" es una funcién invariante bajo reflexiones respecto a o.. Similar-

mente se puede demostrar que
Qu(wl, w®) <0. (3.17)

Ahora, para cada e € S*, definimos v, € Vo[ Hi(B) como

1 1) 1
(W8, 1)\ 2 (W, 1) 2
Ve(x) = (T wit) — T2\ w?.

(we”, 1) (we™, 1)
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Notemos que 1. esta bien definido, ya que 7 > 0, implica que

<w§1)7<ﬂ1> = (WS XB(e) — Wo XB(—e)s P1)

= <w:XB(e), 801> - <we_XB(fe)a 301>

= / chpld:p—/ w, prdx
B(e) B(—e)

= / Weprdr — / Weprdr

B(e) {we>0} B(—e) N(we<0)

= Weprdr — / (—we)p1 0 oedx
B(e) N{we>0} B(e) N(we>0)

— / we(p1 + 10 0e)dx > 0,
B(e) M{we>0}

donde |B(e)({we > 0} > 0 ya que w, es continua y cambia de signo en
B(e). Similarmente se tiene que (wéz), 1) > 0.

Por (3.15) se sigue que e — 1), es un mapeo impar y continuo de S* a V.
Por construccion, (1., @) = 0 para toda e € S*. Ademads, como ne y w®

tienen soportes distintos, (3.16) y (3.17) implican que
Qu(te, 1) <0 paratoda ee€ S (3.18)

Recordando (3.13), podemos distinguir ahora dos casos:

Caso I: g > 2. Entonces, sean \q, Ao, ..., S\MO los valores propios negativos
del operador Lo en orden creciente, y sean @i, Po,...,9,, € Vg las
correspondientes funciones propias ortonormales en el sentido de L?2.
Similarmente a (3.8) tenemos que

v, v
inf Qu(v, v) > 0. (3.19)

veHb(B) Vo, v, (U, V) T
<’U,(p1>=<U,Lﬁ2>:...=<v,¢#0>=0
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Consideramos ahora el mapeo h : S* — Rt~ definido por h(e) =
[(Ve, P2)s - -+, (Ye, Ppy)]- Como h es un mapeo impar y continuo definido
en la esfera de dimensién N —k—1y pug < N —k, entonces h debe tener
un cero por el Teorema de Borsuk-Ulam. Luego, existe una direccion
e € S tal que (Y, pr) = 0 para k = 2,..., 19 y, por construccién,
(e, 1) = 0. Como ¥, € Vo v Qu(ve,¥e) < 0, la funcién 1, es un
minimizador del cociente (3.19). En consecuencia, debe ser una funcién
propia del operador Ly correspondiente al valor propio cero. Luego,
Ve € C?(B), y 1, satisface —Ap, — V,(x)1. = 0 en B. Més atin, 1), = 0
sobre H(e) por la definicién de ., y 0.0 := € - Viho = 0 en H(e), ya
que 1. es invariante bajo reflexiones respecto a H(e) (y por lo tanto,
para direcciones perpendiculares a H(e) la derivada parcial se anula).

Demostraremos que la funcién ¢, definida como

. e(x), si x € B(e),
be(w) =
0, si z€ B(—e),
es también una solucién (débil) de —At, — Vy(2)be = 0 en B. En
efecto, para toda ¢ € C°(B), como 0.1, = 0 en H(e), se sigue que

/ Vb Vipds — / Voteods = / Vb Vids — / Votbeodz
B B B(e)

B(e)
o,
= —Avpopdr + Oethetpds + 5 pds — Vo bepdx
B(e) H(e) 9B(e)\H((e) B(e)

= / (_A¢e - Vuwe)@dm =0.
B(e)

Sin embargo, esto contradice al Teorema de Continuacion Unica para

esta ecuacién (ver, por ejemplo [15] pagina 519).
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Caso II: 1 = 1. Entonces, para cualquier e € S*, como ¢, € Vo, (1., 1) =
0y Qu(te, ) <0, la funcién 1. debe ser una funcién propia de Dirich-
let del operador L, correspondiente al valor propio cero. Esto lleva a

una contradiccién al igual que en el Caso I.

Como en ambos casos se ha llegado a una contradiccion, debe existir una
direccién e € S* tal que w, no cambia de signo en B(e). Luego, se cumple
(3.14) para e o para —e.

Ahora, para terminar la prueba, distinguimos una vez mas entre dos casos:
supongamos primero que w, = 0 en B. Como S*[ S, = o, tenemos que
Ai(e, V) > 0, y entonces la Proposicién 1.3 implica la simetria foliada de
Schwarz de u. Por otro lado, si suponemos que w, #Z 0, ello implica que
we, > 0 en B(e) por (3.14) y el Principio Fuerte del Méximo, notando que
w, satisface (2.2). Entonces también (e, V.) = 0, donde A;(e, V) denota
al primer valor propio del operador —A — V,(x) en B(e). Para obtener una
direccién €’ tal que u es invariante bajo reflexiones respecto al hiperplano
H(e)y M(e, V) = A(€, Vo) =0, argumentamos exactamente igual que en
la Proposicién 2.1 y una vez mas, la afirmacion se sigue de la Proposicion
1.3.

Si S. = @ se repiten todos los pasos desde (3.14), tomando S* = Sy
substituyendo HJ(B) (Vo con Hg(B). Una vez més se obtiene una direccién
¢’ (posiblemente igual a e) tal que w, = 0y por lo tanto Ai(e/,V,) > 0, pues

S, = . Y terminamos la prueba. 0



Capitulo 4

Geometria del conjunto nodal

de soluciones de (p)

En este capitulo estudiaremos algunas propiedades geométricas del conjunto
nodal de soluciones de (). Para ello desarrollaremos algunos resultados, y
los vincularemos con lo desarrollado en los capitulos anteriores.

Empezaremos por establecer el contexto del problema modelo para este
capitulo, que es basicamente el que hemos trabajado en los capitulos ante-
riores, pero con un cambio en la dependencia de la no linealidad, pues ahora
supondremos que no depende de la variable z y que f(0) > 0.

También nos enfocaremos al caso en el que el dominio es una bola, pero los
mismos resultados son validos cuando el dominio es un anillo, y las demostra-
ciones de esta generalizaciéon pueden encontrarse en el articulo de Pacella y
Aftalion [1].

Analizaremos soluciones que cambian de signo del problema modelo con

esta hipotesis extra, es decir,

37
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Au+ f(u) =0, en B,
(0)
u =0, en 0B,

donde B es una bola abierta en RV, N > 2.y f : R — R es una funcién

localmente en C** y f(0) > 0.

4.1 Definicién del conjunto nodal

Ahora daremos algunas definiciones bésicas.

Definicién 4.1. Sea u una solucién que cambia de signo de (). Llamaremos

superficie nodal de u o conjunto nodal de u al conjunto

N :={z € B |u(x) =0},

y llamaremos regiones nodales a las componente conexas de B\N.

En este capitulo demostraremos que, bajo ciertas condiciones, la super-
ficie nodal intersecta a la frontera de B. Antes de enunciar formalmente
este teorema, daremos un resultado previo, que puede encontrarse en las
demostraciones del articulo de Pacella y Aftalion [1].

Usaremos la siguiente notacién: Para una solucién fija u de (gpg), denota-
mos por L = —A — f'(u) = =A — V,(z), y por Ay a los valores propios de L

en B con condiciones de frontera Dirichlet homogéneas.
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Recordemos que

parat=1,..., V.

Finalmente, llamaremos p; := A\i(e;, V,,) al primer valor propio de L en

Ble;), es decir, u; es tal, que existe una funcién 1; que es solucién de

4.2 Un criterio para la negatividad de valores

propios

= (.Z'l,xg,..

'737N)

= {z € B |z =0},

= {z € B |z >0},

= {x€B|x <0},

— At — f'(u); = pp;, en Ble;),
v >0, en B(e;),
v, =0, sobre 0B(e;).

39

En lo subsecuente serd de gran importancia el Lema de Hopf, por lo que

conviene enunciarlo.

Teorema 4.2 (Lema del punto de frontera de Hopf para funciones no pos-

itivas). Supdngase un dominio Q0 acotado. Sea L un operador estrictamente

eliptico y u € C*(Q) (N C(Q) una funcion que satisface que Lu < 0 en Q y

u < 0 en Q, entonces se cumple que o u(z) < 0 para todo v € Q, o bien

u=0 en .
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Mas aun, si Q) satisface la condicion de la bola interior en xq € OB, es
decir, que existe una bola B C Q tal que o € OB yu € CHQU{xo}) con
u < u(xg) = 0 en Q, entonces % < 0 para cualquier direccion v que

apunte hacia una bola interior.
La siguiente Proposiciéon nos dara condiciones para asegurar que un valor
propio p; es negativo.

Proposicién 4.3. Sea B una bola y u una solucion que cambia de signo del
problema (o). Supongamos que u es invariante bajo reflexiones respecto al
hiperplano H(e;), para alguna i = 1,..., N, y que el conjunto nodal de u no

intersecta la frontera del dominio OB. Entonces p; = A\(e;, Vy,) < 0.

Demostracion. Notemos que

1. Como u es simétrica respecto a H(e;) entonces 2% = 0 sobre H(e;).

2. Dado que u no cambia de signo en 0B podemos suponer sin pérdida de
generalidad que u > 0 cerca de 0B, es decir, existe € > 0 tal que u > 0
en (0B). :=={z € B | | — x| < € para algin =y € 0B} y por lo tanto,

u>0en (0B)..

3. Usando que f(0) > 0, podemos definir para = € B

J@)=IO) g () £ 0,

g(z) = e
1(0), si u(z) =0,
entonces tenemos que g € L>°(B). Definimos M := —A—g(x), entonces

Mu = —Au — g(z)u = f(0) > 0 en B, en particular

M(—u) <0, en (0B).,

—u <0, en (0B)e..
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Como el conjunto (0B). satisface la condicién de la bola interior para
cualquier punto en 0B(e;)\ H (e;), se sigue del Lema de Hopf que % <0
en 0B(e;)\H (e;).

4. Usando que u es solucién de (pg), y los incisos 1 y 3 se tiene que se

satisface
—AZE = f'(w)ge =0, en Ble), w2
g—; <0, sobre 0B(e;).

5. La idea ahora es encontrar un subdominio D C B(e;) donde g—;‘i sea
positiva y se anule en 0D. Para ello, notemos que como u es par en x; y
tiene un cero en B, entonces u tiene un cero zo € B(e;) ()[H(e;) [ B].
Sea z; el punto tal que {z;} = (0B(e;)\H (e;)) U{zo + se; | s € R}. En

particular se cumple que xg # 7.

Denotemos a (g, x1) como el segmento de recta que une g con 1. Co-
mo u(zg) = u(zy) = 0, u > 0 en una vecindad cerca z1, y la restriccién
de u a (g, 1) es diferenciable continuamente, existe xo € (xq, 1) tal

que g—;($2) > 0.

Definimos entonces el conjunto K := {z € B(e;) | 2-(z) = 0}. Y sea D

la componente conexa de B(e;)\ K que contiene a xy5. Como B(e;)\ K es
abierto en R™ y localmente conexo, entonces D es también un abierto
en R" y D C Be;).

Finalmente, como u € C?%(B) se tiene que % es continua en B.

Ademas, 0D C H(e;) |J K, pues 3_; < 0 en una vecindad de 0B(e;)\ H (e;).

Como 2% = 0 sobre H(e;) () B por que u es invariante bajo reflexiones

respecto a H(e;), se sigue que % =0en 0D y que % >0en D.
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Por lo tanto existe un subdominio D & B(e), tal que

—A2L _ f()2L =0, en D,

g“_ =0, sobre 0D,
Zq

ou

5 >0, en D.

Ly

\

Luego, el primer valor propio 7; del operador —A —V,,(z) en D es cero.

Finalmente, por la monotonia estricta de los valores propios respecto al do-

minio, concluimos que

Vw|? =V, (2)w?dz
M(e, V) = min Jo [Vl (@)
weHY (B(e))\{0} fB(e) wdx
Vuw|? =V, (2)w?dx
weHL (D)\{0} fD w?dx

Esto se justifica del siguiente modo: que A (e, V3,) <y es claro a partir de las
Foérmulas de Rayleigh escritas arriba. Para demostrar la desigualdad estricta
razonaremos por contradiccién. Supongamos que A (e, V,,) = 1y, entonces co-
mo H} (D) C Hj(B(e;)) se tiene que los minimos de las Férmulas de Rayleigh
se alcanzan en la misma funcion y por lo tanto las funciones propias asociadas
a los valores propios A;(e, Vi) y m1, que llamaremos ¢; y @9 respectivamente,
son las mismas; pero ¢; = ¢y = 0 en B(e;)\ D es una contradiccién al hecho

de que p; > 0 en B(e;). Por lo tanto Ai(e, V,,) < m = 0. O
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4.3 El caso cuando el indice de Morse es menor

o igual a N

Teorema 4.4. Supdngase que B es una bola en RN, con N > 2, y f = f(s)
no depende de x, f' es convexa y f(0) > 0. Entonces el conjunto nodal de
cualquier solucion de (po) que cambia de signo con indice de Morse menor

o tgual a N, intersecta la frontera de B.

Demostracién. Sea u una solucién con Indice de Morse m(u) < N. En la
prueba del Teorema 3.1 y 3.2 usando la Proposicién 2.1, se obtuvo una di-
reccién e € S tal que la solucion u es invariante bajo reflexiones respecto del
hiperplano H(e) y

Ai(e, V) >0 (4.3)

(sin pérdida de generalidad se puede suponer que e = e; = (1,0,...,0)).
Por contradiccion, si suponemos que el conjunto nodal no intersecta la

frontera de B, entonces por la Proposicién 4.3 se tiene que Ai(e,V,) < 0,

lo cual contradice (4.3), y por lo tanto el conjunto nodal debe intersectar la

frontera de B. W

4.4 El Indice de Morse de Soluciones Radia-

les de (p) que cambian de signo

Para terminar este capitulo, diremos un poco mas sobre la naturaleza de
las soluciones radiales que cambian de signo de (o). En particular, de-

mostraremos que estas soluciones tienen Indices de Morse ”altos”. Para ello
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enunciaremos primero la siguiente proposicién usando la notacion definida

en (4.1).

Proposicién 4.5. Si u es una solucion de (po) la cual es par en la variable
x; para alguna i, entonces la extension impar de ; a B definida por

- i), si x € B(e;),

vi(z) =

—Vi(@1, . Wiy, — T4, Tigr, -, TN),  SEx € B(—e;).
es una funcion propia del operador linealizado L en B y su wvalor propio
correspondiente es p;, por lo tanto ji; = Az, donde 3(i) > 2.
St u es par en k wvariables, x1,...,xr, para 1 < k < N, entonces las

funciones propias zﬂl, e ,I;k son linealmente independientes y por lo tanto

existen k valores propios Ag(1y, - .., Agk) del operador L en B.

Demostracion. Como 1); se anula en T := H(e;) (] B, se tiene que

O %1y .
oz, = 8%2- 0, en T paraj#t,
0
92 0, en T.

La tltima igualdad se sigue de que 1); € C**(T'|J B(e)) (Lema 6.18 pagina
111 de [10]) y de que v; = 0 sobre 0B(e;). Luego, por la simetria de u en la
variable x;, se concluye que la extensién 1); es una funcién propia de L en B
que corresponde al valor propio j; = Ag(;). Como 1;1 cambia de signo en B se
tiene que (i) > 2.

Para la segunda parte, se repite al argumento anterior, y el hecho de
que zZl, . ,&k son linealmente independientes se sigue de que 1); es impar

en la variable x; y ¢; > 0 en B(e;), ademds, son ortogonales por el mismo



.0 SOLUCIONES RADIALES DE (p) QUE CAMBIAN DE SIGNO 45

argumento utilizado en el Teorema 3.2 para demostrar la ortogonalidad de

las funciones g;. ]

Teorema 4.6. Bajo las hipdtesis del problema (pq), cualquier solucion radial

que cambia de signo tiene indice de Morse mds grande o igual a N + 1.

Demostracion. Como u es radial, u es una funciéon par en cualquiera de las
variables x;, para ¢ = 1,..., N. Luego, por la Proposicién 4.5 tenemos que
i = Ag(i), para cada i. Ademds se satisfacen las hipétesis de la Proposiciéon
4.3, y por lo tanto se sigue que A\; < p; = Ag;) < 0 paracada¢=1,...,N.

Por lo tanto u tiene por lo menos N + 1 valores propios negativos. [
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Apéndice A

El laplaciano polar

En este apéndice, derivaremos la forma polar del Laplaciano, la cual fue

enunciada en (1.4). Basta tomar el laplaciano en dimensién dos, pues las

otras dimensiones quedan sin cambio alguno en la transformacion.

Se tiene entonces que el operador Laplaciano es
_ Qu N 0%u
© 0x3 o)’

y la transformacién a coordenadas polares esta dada por

Au

r; = rcost

T9 = 7rsent.
De modo que podemos definir una nueva funcién v como
v(r,0) :=u(rcosf,rsend)

Por lo tanto, usando la regla de la cadena se obtiene que

@: Ou 8x1+ Ou O = %COSQ—F%SGHQ

or Oxy Or  Oxy Or 0x, 0xy

ov ou 0xy ou 0xy ou ou

5= 97, 90 +@x2 0 a—xl(—rsenﬁ)—i—a—wrcosﬁ.

49
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Demostraremos directamente la férmula:

82u+82u_62v+1@+i8_20
ox?  Ox3  Or2  ror  r200%

Calculemos cada uno de los sumandos del lado derecho

2 2 2 2 2
v _ (aicosﬁ—k O SenQ) COSH+( O c059+@sen0)sen9

or? 0x? 0x97 0117 3
2 2
= QPucos’f + cosfsenf + sen 6 cos § + Djusen? 0
Lol 12
0? 0 0? o
8_812} = 8_LZ<_T cosf) + (8—;%(—7' sen ) + ax:;l T COS 9) (—rsend)
0 0? 0?
+a—;2(—r senf) + (6%1;2 (—rsenf) + a—xgr cos 0) rcosf
2
= —urcosf — dyursenf + 8%u7’2 sen? 6 — r% sen 6 cos
3:162:5'1
- O u r* sen 6 cos 0 + dyu(r’ cos” 0)
0x1x2 2 ’
Luego
10 102 1 1 1 1
AT O1u—cos O + Oyu—sen + —0yu— cos ) — Oyu— sen @
ror  r?200? r r r r
2 2
+ Ofusen? — senf cosf — sen f cos ) + Ozu cos® 0
ToT1 T1T2
2 2
= Ofusen®d — sen 6 cos 6 — sen 6 cos 0 + Oyu cos® .
0x9x1 Ox 129

Y por lo tanto

v 10 1 9
8_7"?2] + ;8_/: + ﬁﬁ_ﬁz = Jfu(sen® 0 + cos® 0) + dyu(sen” 0 + cos® 0)
*u  9*u

2 2
oxs  0x3



Apéndice B
La féormula de Rayleigh

En este Apéndice enunciaremos la férmula de Rayleigh utilizada en el Capitu-
lo 2 y daremos algunas referencias para profundizar su estudio.
Sea 2 € RY un dominio y supongamos que L es un operador autoadjunto

de la forma

Lu = Di(—a” Dju + V' Dyu + cu),

donde [a”] es una matriz simétrica. Su forma cuadrética asociada en H =

Wy?(Q) esta dada por
L(u,u) = /(aijDiuDju + 2b'uDsu + cu®)d.
Q

Denotando por (+,-) al producto escalar en L?, llamaremos al cociente

J(u) = , uz0, ue H,

el cociente de Rayleigh de L.
Finalmente se tiene la siguiente caracterizacién: Si A, representar los val-

ores propios del operador L, entonces éstos pueden ser ordenados de manera

o1
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creciente y designaremos sus respectivos espacios propios por V,,, y entonces

se pueden caracterizar los valores propios de L mediante la formula

Am =min{J(u) |uZ0, (u,v) =0 Yve{V,...V,_1}}.

Conocida como la Formula de Rayleigh.

Para un estudio mas detallado de estas férmulas se puede revisar el Libro
de Evans [8] (Seccién 6.5.1 Teorema 2) o el libro de Gilbarg - Trudinger [10]
(Seccién 8.12).

Como comentario final, se puede concluir ahora usando la féormula de

Rayleigh y la notacién de del Capitulo 2 la siguiente desigualdad

Ak(evve) > )‘k<€7 ‘/e%)’ (Bl)

para todo K € N, pues como se demostré en el Capitulo 2, se tiene la

desigualdad
~Ve(z) 2 V(). (B.2)
De modo que
Le(u) == —Au—V.u
LEw) = —Au—VHu)

Qe(u) = /B(Vu(:c))zdx— Vo (2)u?(x)dz,

Hu) = /B(VU(JJ))de— VA (x)u?(2)da.

S—



LA FORMULA DE RAYLEIGH

implica que los cocientes de Rayleigh son

Jo(u) = Qe—(u), uz0, ueH,

(u, u)

JEw) = Qf(u)) uz0, ueH,

(u, u)

pero por B.2 (o bien por (2.4)) se sigue que
Je(u) = T (u),

y por lo tanto

Am(e,Ve) = min{J.(u) |[u0, (u,v)=0 Yve{Vi,...Vy_1}}
> min{J¥w) |u#0, (u,v)=0 Yve{Vi,...V,_1}}

= )‘m<€a Ve%)’

93

lo cual comprueba la desigualdad B.1 (o lo que es lo mismo, la desigualdad

(2.5)).
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Apéndice C

Perturbacion de operadores

lineales

En este Apéndice explicaremos un poco mas los detalles sobre la continuidad
de los valores propios respecto a pequenas perturbaciones en el potencial,
hecho que fue utilizado para establecer el resultado (2.6).

La idea principal estd en aplicar un Teorema sobre perturbaciones de
operadores lineales, que puede encontrarse en el libro de T. Kato [11] Capitulo

5 Teorema 4.10, donde para comodidad del lector, citaremos aqui

Teorema C.1. Sea H un espacio de Hilbert, B(H) el espacio de los oper-
adores acotados en el espacio H, T un operador autoadjunto y A € B(H)
simétrico. Entonces S =T + A es autoadjunto y dist(X(S), 2(T)) < ||A]], es
decir

sup dist(¢, (7)) < [|Al|, sup dist(¢,5(5)) < ||A]|.
cex(s) £ex(T)

En el teorema, la notacién X(.S) se refiere al espectro de S.

95
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C.1 Aplicacién del teorema de perturbacién

En el contexto del resultado (2.6) tendriamos que
§ = sup{f € [0,7) | wg > 0 en By},

¥y que
= L*(By)
T = -A-=V,,

Recordemos que T' es un operador cerrado (y autoadjunto) con dominio
D(T) = H*(By) (| H(By) (tiene condiciones de frontera Dirichlet homogéneas).

Sea {#,} C [0,7) una sucesién de dngulos tales que 6, — 6 y wy, > 0
en By, . Ahora es necesario considerar una sucesion de rotaciones, sea A,, €

SO(N) tal que A, *(Bs,) = By, y entonces definimos

Vn = ‘/egn o ATL7
T, = —A-=V,,
Ay = Ty =T =V, ~V,,

donde D(T,,) = D(T).
Claramente A,, es un operador simétrico. Ademas,
[Anw|lz2sy) = |[Ve;w = Vawl|2sy) < |[Ve, = Vallssl|wll22(5;)-

Demostraremos ahora que |[Ve, — V,||1=(5;) — 0 cuando n — oo, ello
demostrard que A, es un operador acotado en L*(By) y que ||Ap||z2(p;) — 0
cuando n — oo.

Notemos que
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. u € C*(B),

f": Bx[min, 5 u(z), méx, 5 u(r)] es una funcién Holder de exponente

Vo(@) = [} f(|2], tu(z) + (1 — tyu(oe(x)))dt,

[An(2)| = [2],

y por lo tanto, por 1. y 2. y la desigualdad de Holder se tiene que existen

constantes C'y C' tales que

IN

IN

IN

IN

<

an - ‘/69"||L°°(B§)
sup {c / (2], tu(Az) + (1 — (o, (Au)))

IGB@

— (||, tu(z) + (1 — t)u(aeé(x))ﬂdt}

s fo | 1 (o) = o) + (1 = Ouloy o) ~ (o, (An<x>>>|)adt}

52;; {C’(/Ol tlu(z) — w(An(2))| + (1 = 8)]u(oe, () — uloe, (An(x)))’dt)a}
2% (52]% {!um — u(An(2))] + [u(0e, (7)) = (0, (A”(I)))'})a

¢'((suptle = A} + sup oy () = 0, (AufD}) =0,

xGBé

cuando n — oo, ya que {o., } es una familia equicontinua y {A,} converge

uniformemente.

Y entonces, por el Teorema anterior, se sigue que

dist(X(T), 3(Tn)) < [[An]l,
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es decir
sup dist(&,3(T})) < ||A4]|, sup dist(&,3(T)) < ||An]l.
£ex(T) £€X(Tn)

Denotemos por ,u,(gn) a los valores propio del operador T), sujeto a condi-
ciones de frontera Dirichlet en By, contados con multiplicidad. Entonces las

desigualdades anteriores implican en particular que

dist(A(eg, Ve, ), S(T,)) < [|Anl], dist(1™, £(T)) < |14, (C.1)

€6

Demostraremos ahora que
W = M(es, Vi) (C2)

cuando n — oo. Esto se puede comprobar de la siguiente manera: supong-

(n) A -V . b 1%
amos que p; ° Nno converge a 1(69, 69*)7 entonces existe una subsucesion y

un € > 0 tal que para todan € N
’/’Lgn) - )\1(657 ‘/665)‘ > g,
entonces existe una subsucesion tal que sucede

ui > Ai(eg, Ves) + 6, 6 M +e< Ai(eg Vey),

pero 4™ < 1™ v A ez, Ve,) < Mi(eg, Ve,) para toda k € Ny por lo tanto se

cumple respectivamente que

d(es Vi B(T) > 6 d(w" 2(T)) > ¢

para todo n € N (de la subsucesién), pero eso es una contradiccién a (C.1),

pues ||A,|| — 0 cuando n — oo, luego (C.2) se cumple.
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Ahora, veamos que Ai(eq,, Ve, ) = u§”). Denotemos por w; a la funcién

propia del operador —A — V,, o A, asociada al valor propio ,ugn), entonces

satisface que

(—A=V,, oAy(z))w(z) = My (z), sioxe By,

wl(gj) = O’ six € 835,

haciendo una rotacién (A, : B, — B,,, ) tenemos que

(= A=V, oA, (A '2))wi (A ) = (A ),

wi(A1z) =0,

sobre 0By,

es decir, si hacemos 0, (z) = wy (A, 'x) entonces

(= A=V, (@) (z) = u{"in(x), si x€ By,
six € 0By,.
Por lo tanto, p{™

1~ es valor propio del operador —A — V,  con funcién

propia positiva y se sigue que u{™ = A (eq, , Ve ).

Luego

At (6677,7 ‘/ean) = :Ugn) — A (69”, ‘/65)7

cuando n — oo.
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Apéndice D

El principio del maximo para

dominios pequenos

En este Apéndice enunciaremos el Principio del Maximo para Dominios

Pequenos, de S.R.S. Varadhan, su demostracién puede consultarse, por ejem-

plo, en el articulo de Berestycki y Nirenberg [3], Proposicién 1.1.
Considérese un operador eliptico de segundo orden en un dominio acotado

QCRY, L: W' (Q) — LiL (),
L = —a;;(z)0;; + bi(x)0; + c(z),
con coeficientes en L uniformemente elipticos, es decir,
colé]? < ai;(2)&& < Colé?,  co,Co >0, VE€RY,
y que satisface

> B2 el <b.
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Definicién D.1. Decimos que el Principio del Maximo se conserva para L
en () si

Lz>0 en(

liminf z(x) > 0
x—00

implican que z > 0 en (2.

Proposicién D.2 (Principio del Méximo Para Dominios Pequenos). Supon-
ga que diam(Q)) < d. Entonces existe 6 > 0 que depende sélo de N,d,cy y b,
tal que el Principio del Mdzrimo se conserva para L en 2 si se cumple que

meas(Q2) = [Q] < 4.
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