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Introduccion

La descripcién de un hecho o fenémeno del mundo real, cuando se tie-
ne la informacion necesaria, se hace a través de modelos matematicos. Y, en
el estudio de estos modelos, generalmente, uno se enfrenta con dos tipos de
problemas: los directos y los inversos. Los problemas directos son aquellos en
los que se da una ecuacién (que puede ser diferencial, en diferencias, integral,
integro-diferencial, etc.) y alguna informacion complementaria (coeficientes de
la ecuacién, condiciones de frontera y/o iniciales, etc.) y se procede a resol-
ver la ecuacién con la finalidad de que el modelo matematico nos proporcione
informacion sobre el comportamiento de cierto fenémeno fisico. En los pro-
blemas inversos, en cambio, sucede lo contrario. Partimos de las soluciones de
ciertas ecuaciones, junto con alguna informacién complementaria, y después
pretendemos determinar esas ecuaciones y la parte de la informacion com-
plementaria que no se haya dado, de modo que las soluciones que se dieron
originalmente correspondan, efectivamente, a las ecuaciones encontradas. En
resumen, resolver un problema inverso es determinar las causas desconocidas
basadas en observaciones de sus efectos. Ahora, si ya conocemos las soluciones
de la ecuacidén, algunos pudieran preguntarse ;qué importancia tiene la infor-
macién complementaria? Por una parte, la razén esta en que frecuentemente
en experimentos cientificos y aplicaciones tecnoldgicas, lo que interesa conocer
son los pardametros de las ecuaciones que modelan el fenémeno (pues muchas
veces lo que se mide en los experimentos son los parametros de las ecuacio-
nes). Por otra parte, en ocasiones, el modelo matematico estd incompleto o es
impreciso y es, entonces, necesario conocer la ecuacion y sus parametros. Este
tipo de problema, tiene una infinidad de aplicaciones como puede observarse
en los siguientes ejemplos:

1. Anélisis de imagenes: un ejemplo comun es el problema de clasificar
regiones de un imagen satelital de la superficie de la tierra en océanos,
bosques, tierra para la agricultura, etc.

2. Ondas sismicas en el estudio del subsuelo: consiste en emitir una onda y a
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partir de su comportamiento determinar las caracteristicas del subsuelo.

3. Espectroscopia de rayos X: abarca todas aquellas técnicas espectroscopi-
cas utilizadas para determinar la estructura de los materiales mediante
excitacién por rayos X.

4. Resonancia Magnética: se obtiene al someter un paciente a un campo
magnético que al interactuar con los tejidos permite obtener imégenes
precisas del interior del cuerpo.

5. Estudio fotografico de los espectros estelares: consiste en determinar las
edades de las estrellas y sus grados de desarrollo por medio de sus espec-
tros.

Ahora bien, haciendo un poco de abstraccién vemos que los ejemplos da-
dos anteriormente, pueden ser plasmados en teorias mas abstractas como los
denominados problemas inversos de la teoria espectral de operadores, en par-
ticular, los relacionados con operadores Sturm-Liouville y Jacobi. Para ambos
operadores, el objetivo es reconstruir la ecuacién (diferencial, para el primero,
y en diferencias, para el segundo) con sus respectivos parametros a partir de
dos espectros que corresponden a dos condiciones de frontera diferentes.

Con esa finalidad, estudiaremos los problemas inversos de dos espectros
para operadores de Jacobi. Para definir estos operadores, consideramos en
l5(N) al conjunto lineal l¢;,(N) que consiste en sucesiones que tienen un nimero
finito de elementos diferentes de cero. Asi J es un operador definido para cada
© = {¢k tren en I (N) por medio del sistema recurrente

(Jo)1 == qrpr + bipa
(JO)k = br_1Pk—1 + Gk + brprr1, Vn e N\ {1}, (0.0.1)

donde hacemos uso de las sucesiones infinitas ¢ = {¢, }nen C Ry b = {b, }nen C
R, ={xeR:z>0}.

El operador J es simétrico y, por lo tanto, cerrable. La cerradura J del
operador J , se denomina operador de Jacobi y, por conveniencia, lo seguiremos
denotando por J.

Note que hemos definido al operador de Jacobi J de tal forma que la matriz
tridiagonal semi-infinita

@ by 0 0
bi @ b
{(Jixtiwen= 10 b2 g5 b3 (0.0.2)

0 by qu
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sea su representacién matricial con respecto a la base canénica {Jx}ren en
l5(N). Una discusién més a detalle de cdmo se definen estos operadores, asi co-

mo de otros operadores asociados a la matriz (0.0.2) se encuentran en el Cap. 4,
Sec. 4.1.

Es bien sabido (Cap. 4, Sec. 4.2) que J puede tener indices de deficiencia
(0,0) o (1,1), es decir, que el operador J es o bien auto-adjunto o bien simétri-
co no auto-adjunto. De ahi que, si .J tiene indices de deficiencia (1,1), entonces
a cada g € RU{+00} le podemos asociar una extensiéon auto-adjunta von Neu-
mann de J que denotaremos por J (g). Cuando J tenga indices de deficiencia
(0,0), J se denotard por J(—o0). Por lo tanto, para toda g € RU{+o00}U{—oc},
J (g9) va a denotar un operador auto-adjunto de Jacobi.

Recordando que {Jx }ren es la base canénica en l3(N), considérese al ope-
rador P = (-,6,)d;, donde (-,-) es el producto interior en lo(N). Ahora bien,
para cada g € RU {+o0} U {—oc} fija, defina al operador .J,(g) como

A ~

Ju(g) = J(g) + hP, heR.

Observe que el operador jh(g) es un elemento de una familia de operadores
parametrizada por h cuya accion es

keN
donde
gq+h by 0 O
by g by O
{jh(g)}j,keN = 0 b2 g3 b3

0 0 b3 qu

Las matrices semi-infinitas de Jacobi que acabamos de describir, guardan
una estrecha relacion con los operadores Sturm-Liouville. De hecho, aquéllas
son el andlogo discreto de éstos. Para ilustrar esta afirmacion, considérese los
siguientes operadores

(aif)n = fn+1_fn, n €N
(0if)n = foe1— fn, n>1
(D)1 = —f1,
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y la sucesion Q = {Q, }nen tal que, para todan € N, Q,, = b,—1 + ¢, + by,
by = 0, donde b y ¢ son las sucesiones dadas en (0.0.1). Asi, paran > 1,

_ai(bnadf)n +Qnfn = _ai(bn(fnJrl - fn)) +Qnfn, neN
- _{bn—lfn - bn—lfn—l - (bnfn+1 - bnfn)} + ann
=bp-1fn—1+ qnfn + bnfri1.

Ademas, se cumple que

=0;i(0104f )1 + Q1f1 = —0i(b1(f2 — f1)) + Q1f1
=—{-bfo—bifi}+ (@ +b)fr
=qf1 +bifo.

Por lo tanto, podemos escribir
J = —8;(bd,) + Q.

Por otra parte, el operador Sturm-Liouville £ puede definirse como el operador
auto-adjunto en el espacio de Hilbert H = Ly(G), G C {xr € R: 2 > 0}, dado
por

d d

_%(b_) +Q, (0.0.3)

L=
dx

donde @ es una funcién real localmente integrable (ndtese que no hemos espe-
cificado aqui el dominio del operador £). El operador descrito en la ecuacién
(0.0.3) juega un papel central en la Fisica-Matematica, puesto que su uso en
la modelacién de fenémenos tanto en la Fisica Cléasica como en la Cuantica
es esencial. Y en este sentido, no podemos dejar de lado algunos resultados
obtenidos en torno a los problemas inversos del operador Sturm-Liouville en
el semi-eje [0,00) y en un intervalo finito. Dichos problemas inversos consis-
ten en reconstruir un operador lineal a partir de sus caracteristicas espectrales
(espectros, funciones espectrales, etc.).

Uno de los primeros resultados en esa direccién que influyé enormemente
en el desarrollo de la teoria de los problemas inversos, fue obtenido en 1929
por V. A. Ambartsumyan. Este matematico dedicé su vida al andlisis de los
operadores generados por la ecuacion (0.0.3) con la funcién b idénticamente uno
y @ una funcién real y continua. Ambartsumyan trabajé en el caso G = [0, 7]
e impuso las siguientes condiciones a la frontera sobre las funciones f en el
dominio del operador:
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Ambartsumyan llegd a la conclusion de que la funcién @) era idénticamente
cero siempre y cuando A, = n? (), auto-valor del operador L).

El siguiente paso importante fue dado por el matemético sueco G. Borg en
[10], en el afo de 1945. Fue el primero en indicar la importancia del resultado
de Ambartsumyan y mostrd, en general, que un espectro no determina a un
operador Sturm-Liouville, sino méas bien se requieren de dos, o sea que el
resultado de Ambartsumyan era una excepcién del caso general. El trabajo
de Borg consistié en considerar la familia de operadores Sturm-Liouville £y,
(h € R) con G = [0, 7], donde para un H € R fijo, se imponen las condiciones
de frontera

F0) = hf(0)=0, f(x)+Hf(r)=0.

Borg consideré a { A }x v {1k }x como los auto-valores de los operadores Ly, y
Ly,, respectivamente, y llegé al siguiente resultado: que {A;}r v {ux}r deter-
minan univocamente a la funciéon ) y a los nimeros reales H, hy y hs.
Posteriormente, en el periodo 1950-1952, Borg, V. A. Marchenko y M. G.
Krein, casi simultdneamente, hacen uso de la funcién espectral pp(t) (véase
la Definicién 4.5.2) para resolver el problema inverso de dos espectros para
operadores Sturm-Liouville en el semi-eje [0,00). En 1950, Marchenko obtie-
ne férmulas asintéticas de la funcién espectral py,(t) para operadores Sturm-
Liouville y, en particular, para el caso del semi-eje. Desarrolla nuevos métodos
para el estudio de formulas asintéticas de la funcién espectral y la convergencia
de las expansiones en términos de eigen-funciones. En el mismo ano, Marchen-
ko da a conocer en [30] la demostracién del Teorema de Unicidad conocido
hoy en dia como el Teorema de Unicidad Borg-Marchenko. En 1952, publica
[31], en el que desarrolla extensamente la teoria espectral de operadores de
Schrédinger de una dimensién, y repite la demostracion del Teorema de Uni-
cidad. Ese ano fue marcado también por el trabajo de Borg publicado en [11]
y que contiene la demostracién del Teorema de Unicidad ya antes publicada
por Marchenko (aunque cabe aclarar que Borg ya conocia el resultado de este
teorema, pues fue el tema de su ponencia en el décimo primer Congreso Es-
candinavo de Matematicas celebrado en Trondheim, Noruega en 1949 (véase
[19])). De ahi que el Teorema de Unicidad es conocido como Teorema de unici-
dad Borg-Marchenko, el cual consiste en tomar dos operadores Sturm-Liouville
con b = 1 bajo condiciones de frontera constantes tal que si las m-funciones de
Weyl-Titchmarsh (vedse la Definicién 4.5.3) coinciden, o lo que es equivalente,
si las funciones espectrales coinciden (véase las ecuaciones (4.5.7) y (5.2.5)),
entonces los potenciales (o sea las funciones @1, ()2) deben coincidir.
Independiente y casi simultdneamente, Krein publica una serie de articulos
25, 26], en los que da, en particular, un método efectivo para la reconstruccién
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del operador Sturm-Liouville a partir de sus dos espectros. En [26] da también,
condiciones necesarias y suficientes a dos sucesiones de niimeros reales para que
éstas, puedan ser los espectros del operador Sturm-Liouville con condiciones
de frontera diferentes, sin embargo, no en términos de las mismas sucesiones,
sino en términos de una funcién auxiliar (véase también [29]).

En 1951, I. M. Gelfand y B. M. Levitan publican [16] en el que proporcionan
un método efectivo para la reconstruccion del operador Sturm-Liouville a partir
de su funcién espectral. Dan también condiciones necesarias y suficientes para
la reconstruccion de dicho operador.

Utilizando nuevos descubrimientos que no se habian conocido en 1951, Le-
vitan y Gasymov publican [29] en 1964, donde, haciendo uso de la funcién
espectral, proporcionan solucién al problema inverso de dos espectros para
operadores Sturm-Liouville en un caso general. En el mismo articulo dan con-
diciones necesarias y suficientes para que dos sucesiones sean los espectros de
un operador Sturm-Liouville con condiciones de frontera diferentes, en un caso
particular.

A raiz de las soluciones obtenidas del problema inverso de dos espectros
para operadores Sturm-Liouville, comienza ahora el estudio del mismo pro-
blema para matrices de Jacobi. Sabemos, por lo afirmado méas arriba, que el
dominio para operadores de Jacobi, no consta ya de funciones como en el caso
del dominio de los operadores Sturm-Liouville, sino de sucesiones. Ademas de
que, para determinar el operador de Jacobi, es necesario el uso de un sistema
recurrente de términos (véase la ecuacién (0.0.1)).

Los problemas inversos de dos espectros para matrices de Jacobi que es-
tamos describiendo, consisten en reconstruir la matriz de Jacobi a partir de
los espectros o (Jp, (9)) y 0(Jn,(g)). Consisten también en estudiar condiciones
necesarias y suficientes que deben satisfacer dos sucesiones {Ax}1. y {pu }r. para
que se cumplan {pi}r = 0(Jn, (9)) ¥ { A}k = 0 (Jns(9)).

Uno de los trabajos pioneros en el problema descrito anteriormente fue
desarrollado por Halilova en [22]. El siguiente trabajo fue realizado por Fu-
Hochstadt [15]. En él se demuestra que dos espectros correspondientes a las
condiciones Dirichlet-Neumann determinan univocamente a la matriz y se da
un algoritmo de reconstruccién. En [21], Guseinov, da condiciones necesarias
y suficientes para dos espectros Dirichlet-Neumann en casos particulares. Tes-
chl en [41], demuestra la unicidad de la reconstruccién y da un algoritmo de
reconstruccién para cualesquiera condiciones de frontera (no necesariamente
Dirichlet-Neumann). Para esto, utiliza una forma nueva de tratar problemas
inversos con base en la ecuacion de Ricatti que satisface la m-funcién de Weyl-
Titchmarsh [18].
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Hay una forma abstracta de tratar el problema inverso de dos espectros
en la teoria espectral de operadores. Esta forma consiste en tratar de forma
general operadores que pueden ser tanto Sturm-Liouville como matrices de
Jacobi. La herramienta que se usa en este caso es la Teoria de perturbaciones
de rango uno y esto lo hace Donoghue en [14].

Como el lector pudo constatar mas arriba, ya habian resultados de recons-
truccién y busqueda de condiciones necesarias y suficientes, antes de [37], para
el problema espectral inverso de matrices de Jacobi. Cabe senalar que en [37],
se optimizan los datos necesarios para la reconstruccién de la matriz (véase el
Teorema 5.3.2 con los resultados en [14], [41]) y se dan condiciones necesarias
y suficientes en el caso general. Se puede agregar que en [41] (véase también
[14]) se prueba que el espectro discreto de jg(g) y jh(g), junto con h'y h deter-
minan de manera Unica al operador J y la condicién a la frontera g, en el caso
del indice de deficiencia (1,1). En [37], se prueba que no es necesario conocer
a ambos h y %, basta con conocer uno de ellos.

Hasta aqui damos por terminado el recuento histérico del desarrollo de los
problemas inversos para operadores Sturm-Liouville y Jacobi. Y presentamos a
continuacion el trabajo que vamos a realizar en esta investigacion, el cual, ba-
sado fundamentalmente en [37], aborda esencialmente dos problemas inversos
de dos espectros para matrices de Jacobi (véase Cap. 5, Sec. 5.2):

a) El primero consiste en reconstruir las matrices de Jacobi a partir de dos
espectros o(Jp,(9)) ¥ 0(Jn,(g)) v uno de los nimeros hy o hs.

b) El segundo, en encontrar condiciones necesarias y suficientes que se de-
berédn imponer a dos sucesiones infinitas de ntimeros reales {u}r v {\ }x
para que dado un numero real hy, existan de manera tnica hy € R, g €
R U {+0c0}U{—00} y un tnico operador J(g) tales que {ute = o(Jn, (9))
y AN = 0(Jn,(9))-

Para resolver los problemas antes mencionados fue necesario hacer uso de varias
herramientas matematicas. En el Capitulo 1 se introducen conceptos prelimi-
nares de la Teoria de funciones analiticas que es fundamental, en general, en
el tratamiento de problemas espectrales inversos [15, 21, 22, 29, 31]. Y se dan
las demostraciones de los teoremas [1.1.2, 1.1.4, 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4 y 1.2.5], pues
tienen una implicacién directa con el problema en cuestién. Otra herramienta
que se usa, es la Teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert (Capitulo
2). Ademés se utilizan reiteradamente diversos métodos asintéticos que permi-
ten dar expansiones asintéticas de operadores y funciones que, posteriomente,
se usan en la resolucion de los problemas mencionados.

Sobre las posibles aportaciones del trabajo que presentamos aqui y que no
pueden encontrarse en [37] son: la existencia de un tratamiento detallado de la
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representacion matricial de operadores simétricos no acotados. En el caso aco-
tado esto es trivial y se trata en libros de texto. En el caso no acotado, a una
misma matriz le podemos asociar varios operadores con diferentes dominios.
Aqui tratamos con detalle la correspondencia entre matrices hermitianas y
operadores simétricos (véase el Teorema 3.2.2). Se desarrolla también a detalle
la demostracion de todos los teoremas centrales relacionados con los resultados
del problema inverso de dos espectros para matrices de Jacobi. Entre ellos se
encuentran algunos de la teoria de Funciones analiticas y de la Teoria espectral
de operadores en espacios de Hilbert, a saber, los Teoremas de Krein y Che-
botarev sobre representacién de funciones meromorfas Herglotz, el Teorema
de Weyl de constancia del espectro esencial bajo perturbaciones compactas
y la formula de Aronszajn-Krein. Estos teoremas, aunque son bien conocidos
y de hecho se han utilizado ampliamente, no se encuentran facilmente en la
literatura salvo el Teorema de Weyl. Tiene importancia mencionar también el
Teorema de Chebotarev (Teorema 1.2.4) y el Teorema 5.3.3 por lo siguiente:
en el primero damos una demostracién completa y detallada a diferencia de
la que viene en [28], y en el segundo damos la demostracién que viene en [37],
pero con mas detalle. Algunos comentarios que se hicieron a lo largo del texto
proporcionan elementos para un mejor entendimiento del problema inverso de
dos espectros para matrices de Jacobi y se espera que esta investigacion sea
util a estudiantes de posgrado e investigadores interesados en el tema.

El texto se distribuye de la siguiente manera. En el Capitulo 1, hay un
analisis detallado de la teoria avanzada de funciones analiticas. Se introducen
los conceptos de las funciones meromorfas Herglotz, residuo de una funcién
analitica, asi como la definicion de la convergencia uniforme, absoluta y absolu-
tamente uniforme de productos infinitos de sucesiones de funciones complejas.
También se introduce una convencién (Convencién 1.2.1) para enumerar ceros
y polos de una funcién meromorfa Herglotz. Al final del Capitulo 1 incluimos
las demostraciones de los Teoremas 1.2.3, 1.2.4 y 1.2.5. El primero aparece en
28] y se atribuye a Krein, el segundo es conocido como el Teorema de Chebo-
tarev de representacién de funciones meromorfas Herglotz y el tercero es una
consecuencia inmediata del segundo.

En el Capitulo 2, Teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert, se
explican detalladamente las propiedades de operadores lineales acotados, ce-
rrados, simétricos, adjuntos. Se da también la definicién de la grafica de un
operador lineal. Se explica a detalle conceptos relacionados con los espectros
de operadores lineales cerrados, particularmente, auto-adjuntos. En el mismo
capitulo, hacemos mencion del Teorema espectral, cuyo resultado es funda-
mental para la resoluciéon del problema inverso de dos espectros para matrices
de Jacobi; recomendamos al lector interesado en el teorema recurrir a [3, 9],
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pues en este trabajo no damos la demostracion. En lo que respecta a la Teoria
de las perturbaciones, hay dos teoremas centrales que es necesario mencionar,

pues fueron esenciales en la resolucién del problema inverso espectral: Teorema
2.13.2 (Teorema de Weyl) y Teorema 2.13.1 (Criterio de Weyl).

En el Capitulo 3, Representacion matricial de operadores lineales, se dan las
condiciones necesarias y suficientes para que pueda efectuarse una correspon-
dencia biunivoca entre una matriz y su operador asociado. Para los operadores
acotados no existe mucha dificultad en efectuarse dicha correspondencia. En
donde si existe problema es en los operadores no acotados, dado que a una
misma matriz se le pueden asociar varios operadores con diferentes dominios.
Para el caso de las condiciones necesarias y suficientes fueron incluidos los
Teoremas 3.1.1 y 3.1.2. La demostraciéon del segundo teorema, generalmente,
se basa de un caso particular del Teorema de Landau (véase [3, Sec. 18] y
véase también [27]). Aqui, utilizamos los resultados sobre funcionales lineales
y no lineales (véase el Teorema 2.5.2 y el Lema 2.5.1) para demostrarlo. En lo
que respecta a Representacion matricial de operadores lineales simétricos no
acotados la demostracion del Teorema 3.2.1 y los resultados proporcionados en
los corolarios 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3 fueron esenciales.

En el capitulo 4, Matrices de Jacobi semi-infinitas, se presentan los princi-
pios de la teoria de matrices de Jacobi. En la Seccién 4.1 damos la definicién
de la matriz semi-infinita de Jacobi y de su correspondiente operador asocia-
do J. En la Seccién 4. 2, se demuestra que J puede tener unicamente indices
de deficiencia (0,0) o (1, 1) e introducimos los polinomios ortogonales de pri-
mer género. En la Seccién 4.3, se definen las extensiones auto-adjuntas von
Neumann y en la Seccién 4.4 se da explicitamente la resolvente de esas exten-
siones. En la Seccion 4.5, se define una familia de perturbaciones de rango uno
de operadores de Jacobi y se tratan algunas de sus propiedades espectrales. En
esta misma seccion, usamos la expansion von Neumann de la resolvente para
desarrollar a detalle la férmula asintética de la m-funcion de Weyl-Titchmarsh.
Al final de este capitulo incluimos dos afirmaciones relacionadas con los mo-
mentos de la funcion espectral y polinomios densos en el espacio de Hilbert
Ly(R, dpp(t)) (véase el Teorema 4.5.8 y el Lema 4.5.2).

El Capitulo 5, Teoria espectral inversa de operadores de Jacobi, contiene el
planteamiento del problema inverso de dos espectros para matrices de Jacobi
(véase los Teoremas 5.3.2 y 5.4.2). En el Teorema 5.3.2 proporcionamos la
demostracién del problema citado en el inciso a) dada en [37]. En el Teorema
5.4.2 damos la demostracién del problema descrito en el inciso b) también dada
en [37]. Para demostrar el Teorema 5.3.2 fue necesario usar: el Teorema 5.3.1
y Lemas 5.3.1, 5.3.2 y 5.3.3, ademas del Corolario 5.3.1. Y en la demostracién
del Teorema 5.4.2, ademas de las herramientas mencionadas anteriormente,
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fue necesario incluir el Teorema 5.4.1. En la penultima seccién (Sec. 5.3) se
presentan algunos resultados espectrales para perturbaciones de rango uno
como son el Lema 5.3.1 y la férmula de Aronszajn-Krein (ecuacién 5.3.3).



Capitulo 1

Algunos aspectos de la teoria de
funciones

En este breve capitulo se exponen algunos aspectos de la teoria avanza-
da de funciones analiticas. Primero se introducen algunos conceptos basicos
como son los de polo, residuo, funciones analiticas y meromorfas, asi como
la definicién de convergencia uniforme, absoluta y absolutamente uniforme de
productos infinitos de sucesiones de funciones complejas. Después se introdu-
cen las funciones Herglotz, se estudian algunas de sus propiedades y se adopta
una convencién (Convencién 1.2.1) para enumerar ceros y polos de ciertas fun-
ciones meromorfas Herglotz. Ademas desarrollamos a detalle la demostracién
de cuatro teoremas centrales para nuestro trabajo (véase Teoremas 1.2.2,1.2.3,
1.2.4 y 1.2.5). Estos teoremas corresponden a la distribucién de ceros y po-
los de una funciéon meromorfa Herglotz y a los teoremas de representacién de
funciones meromorfas Herglotz de Krein y Chebotarev.

1.1. Conceptos basicos
Definicién 1.1.1. Se dice que una funcién f es analitica en una region si es
diferenciable en cada punto de la region.

Definicién 1.1.2. Un punto singular aislado {, de una funcién f({) es un
polo de f(() si

Teorema 1.1.1. El punto (y es un polo de la funcion f(C) siy sdlo si es cero
de la funcion

m, ¢ eC.

15
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El Teorema 1.1.1, que establece una relacién entre polos y ceros, nos lleva
a introducir el concepto de orden de un polo. Asi, diremos que el punto (; es
un polo de orden k (k > 1) de la funcién f(¢) si (o es un cero de orden k de

.y 1
la funcién o

Definicién 1.1.3. El polo se dice que es simple si es de orden £ = 1 y multiple
si k> 1.

Definicién 1.1.4. Una funcién f se dice que es meromorfa si es analitica en
todo C, salvo, tal vez, en sus polos.

Definicién 1.1.5. Sea f({) una funcién analitica en un entorno N (¢p) \ {¢o}
de un punto singular aislado (y. Entonces, se denomina residuo de una funcion
analitica f(¢) en un punto singular aislado ¢ = (y € C al coeficiente a_; de la
primera potencia negativa del desarrollo de Laurent de la funcién f({) en un
entorno del punto ¢ = (y. El residuo a_; en la expansién de Laurent

FO) = an(¢—=C)" ¢ eN(G)\{G}
neZ
se denota por

a-1 = Res f(().

Si ¢ = (p es un polo simple de f((), el desarrollo de Laurent de la funcién f(¢)
en un entorno del punto ¢ = (, tiene la forma

fO=7et NZ{} an(¢ — )",
de donde
(€ =) f(€) =a-1+ (¢ — ) Z an(C = Co)"
neNU{0}
Asi,

%%:%Ef(é“) = glirgo[(é“ — o) f(Q)]-

Definicién 1.1.6. Una funcién entera es aquella funcién que es analitica en
todo el plano complejo C.

Citamos a continuacion el Teorema 9.7 de [33, Cap. 9, Sec. 43].

Teorema 1.1.2. Si una funcion entera f no tiene ceros en el plano complejo,
entonces se puede escribir como

£(Q) = e,

donde g es una funcion entera.
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Demostracion. Dado que f(¢) no se anula para toda ¢ € C, entonces

f(©)
f(¢)
es una funcion entera y
Q) _ d

es analitica en todo C. Ahora bien, por el Teorema Fundamental del Cdlculo
Integral para funciones de variable compleja (véase el Corolario [32, Cap. 13,
Sec. 68]), tenemos que para toda £ € C

= 5& = 10 — 10
() = / e = Loa(/(€) ~ os(/(0) (11.1)

que resulta ser también entera. Asi

f& = (&) +log(£(0))

Haciendo g(¢) = ¢(&) + log(f(0)), el teorema queda demostrado. O

El siguiente resultado es una consecuencia directa del Teorema 8.81 de [43,
Cap. 8, Sec. 8] que también citamos aqui sin demostracion.

Teorema 1.1.3. Una funcion entera que mo sea constante toma todos los
valores de C, con la posible excepcion de uno de ellos.

Definicién 1.1.7. Considere una sucesiéon de nimeros complejos {(, }nen tal
que s6lo un nimero finito de sus elementos puede ser cero. Entonces, para cada
m € N, podemos construir

Se dice que la sucesién

e

es convergente si al quitar los elementos de la sucesién {(, }nen que pueden ser
cero,

m
lim 7 ¢
m—oo

n=1

existe y es diferente de cero.
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Recordemos que, por convergencia del limite entendemos lo siguiente:

Existe C' € R\ {0} tal que para todo € > 0, existe N € N tal que
11", ¢ — C| < e param > N.

e

[I¢= lm JTc
n=1

neN

Asi, si

es convergente, entonces

cuando {(, }nen no tiene ceros y [], .y ¢, = 0 en caso contrario.

Definicién 1.1.8. Decimos que el producto infinito [ ], . ¢, converge absolu-
tamente si [ [, o [¢n| converge.

Definicién 1.1.9. Consideremos, ahora, una sucesiéon de funciones {ax(¢)}
cuyos elementos estan definidos en una regién B del plano complejo. Por lo
que se dijo anteriormente, podemos considerar la sucesién

{Han(o}

y decir que es uniformemente convergente en BCB , si para toda ¢ € B existe
C € R\ {0} tal que para cualquier ¢ > 0 existe N (que no depende de ¢ € B)
tal que si m > N, entonces

< €.

[Tan(¢)-C

Teorema 1.1.4. Sea {ax(C) }ren una sucesion de funciones analiticas en B C C
y sea IKC un compacto cualquiera de C. El producto infinito [ [, .n{ar(¢) + 1}
converge absoluta y uniformemente en ICN B si y solo si Y, ar(C) converge
absoluta y uniformemente en KCNB (véase el Teorema 6 de [1, Cap. 5, Sec. 2]).

Demostracion. Note que, para toda ( € B C C

S () < JTH1 +lar(©)]} < eSrenlowtcll, (1.1.2)

keN keN
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La primera desigualdad de (1.1.2) es obvia. La segunda, se obtiene de escribir
elakl = 2 neNu(0}) lanL,VL para cada k € N. Y esta ltima serie es mayor que 1+ |a|
para cada k € N. De esta forma, la convergencia uniforme de J [, {ax(¢) +1}

Y D ken @x(C) son equivalentes. ]

Comentario 1.1.1. Recuerde que en el espacio de dimensién finita C, un com-
pacto es un conjunto cerrado y acotado.

1.2. Funciones Herglotz

Definicién 1.2.1. Toda funcién F' que sea analitica en el semi-plano superior
C, del plano complejo y satisfaga

Im F'(¢)

—22 >0, 1 0
ImC>,mC>

recibe el nombre de funcién Herglotz o funcién Nevanlinna-Pick o R-funcion.

Citamos aqui un teorema conocido en la teoria de funciones Herglotz y
cuya demostraciéon puede consultarse en el Teorema 6.2 de [20, Cap. 2, Sec. 6].

Teorema 1.2.1. Toda funcion f Herglotz puede representarse en la siguiente
forma:

10 =atic [ (- o) e cec

para algin o € R, B > 0 y alguna medida no negativa p en R que satisface

dp(§)
/Rl—i-§2 < 0

Lema 1.2.1. Si F(¢) es una funcion Herglotz, entonces F({)+C, con C € R,
también es una funcion Herglotz.

Demostracion. Como

Im(F(¢) + C) _ Im F(¢)
Im ¢ Im ¢

>0, Im({ >0,

entonces F(¢) + C es una funciéon Herglotz. O

Lema 1.2.2. Si F'(¢) es una funcion Herglotz, entonces —% es una funcion
Herglotz.
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Demostracion. Témese f(() = % Entonces

arg f(¢) = m — arg (.

Asi, 0 < arg( < , implica que 0 < arg f(¢) < m. Por lo tanto, haciendo la
composicion

et 1
FFQ) = o = -
FO =70 = F©
vemos claramente que —ﬁ es una funciéon Herglotz. O

Teorema 1.2.2. Si F' es una funcion meromorfa Herglotz, entonces los ceros
y polos de F' son reales, simples y se entrelazan.

Demostracion. Observe que arg ( esta en [0,27). Dado que F' es Herglotz te-
nemos que 0 < arg F(¢{) < msi 0 < arg( < my 7w < argF () < 2w si
m < arg( < 2m. Observe también, por el Teorema 1.2.1, que F' es real, es
decir, toma valores reales en los reales. Ahora bien, si ( es un cero o un polo
tal que Im ¢ > 0, entonces al recorrer un contorno + alrededor de ¢, el arg F'(()
no puede incrementarse en un angulo mayor o igual a 27. De esto se sigue, por
el principio del argumento descrito en el Teorema 2.3 de [33, Cap. 2, Sec. 7],
que no pueden haber ceros y polos en C, . Del mismo argumento se deriva que
tampoco pueden haber ceros y polos en C_. Para ver que los ceros y polos son
simples y se entrelazan, tomese el contorno v que contenga un intervalo de R,
entonces al recorrer el contorno v, por lo que se dijo arriba, obtenemos

A, arg(F(Q))] < 2r. (1.2.1)

La desigualdad (1.2.1) implica que la diferencia entre ceros y polos es a lo més
uno (véase (2.21) de [33, Cap. 2, Sec. 7]), lo que demuestra que los ceros y polos
se entrelazan y son simples. En efecto, si sucediera que un contorno contuviera
dos ceros consecutivos y un polo, entonces, al tomar un contorno de radio més
pequeno, dicho contorno incluirfa sélo a los ceros, lo que contradice (1.2.1). Lo
mismo sucede si suponemos que un contorno encierra a dos polos consecutivos
y un cero. La simplicidad sigue de tomar contornos que contengan un sélo polo
o un soélo cero. m

Debido al Teorema 1.2.2; si el conjunto de ceros esta acotado superiormen-
te (inferiormente), entonces el conjunto de polos estd acotado superiormente
(inferiormente).

Definicién 1.2.2. Sea § el conjunto de las funciones meromorfas Herglotz tal
que para cada funcién en §, el conjunto de los ceros de esta funciéon forma un
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conjunto no acotado y si este conjunto estd acotado inferiormente, entonces
el menor de los ceros es mayor que el menor de los polos, y si esta acotado
superiormente, entonces el mayor de los polos es menor que el mayor de los
ceros.

Introducimos a continuaciéon una convencién para enumerar ceros y polos
de la funcién f € 9.

Convenciéon 1.2.1. Sean {ag}tr y {bx}r los ceros y polos, respectivamente, de
f € $. Tomemos M un subconjunto de Z para enumerar las sucesiones {ay}
y {bx }r tal que by < ay, < byy1, para toda k € M. Asi,

(a) Siinfi{bp}r = —00 y supr{by}r = +00, entonces tomamos M :=Z con
la siguiente condicion: a_; < 0 < by.

(b) Si 0 < supp{bitr < +00, entonces tomamos M = {k}Fm**  kpaw > 1,
bajo la condicion: a_1 < 0 < by.
(c) Si supp{b}tr <0, entonces escogemos M = {k}}____.

(d) Siinfi{ar}r >0, entonces tomamos M = {k};25.

(¢) Si —oo < infi{ar}r < 0, escogemos M = {k}; %5 (kmin < —1), ¥
necesitamos que a_y < 0 < by.

Note que, por como se hizo la enumeracién, los tnicos elementos de las
sucesiones {ax trem v {0k frem que pueden ser igual a cero son ag o by.

Teorema 1.2.3. (Krein) F' € § si y solo si

F(¢) = OE:ZS I1 (1—@%) (1—%>_1, C >0, (1.2.2)

keM
k0

donde las sucesiones {ag}trem Y {bk}tresm han sido enumeradas como en la
Convencion 1.2.1.

Demostracion. Vamos a demostrar primero que el producto infinito en (1.2.2)
converge absoluta y uniformemente a un elemento ( en cualquier compacto de
C\{bk }rem (véase el Comentario 1.1.1). Por el Teorema 1.1.4 basta demostrar
la convergencia absoluta y uniforme de

oy (CRES (R Y S (3 (B R

keM
k#£0 k#0
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en compactos de C\ {by }rem- Fije un compacto cualquiera K en C\ {by } ke -

Como ( esta en un subconjunto acotado, entonces existe un M tal que || < M.
Fije m € N tal que || < |by,| y defina S = M\ {—m,...,0,...,m}. Claramente,
la convergencia absoluta y uniforme en K en la ecuacién (1.2.3), es equivalente
a la convergencia absoluta y uniforme de

<> (i - a%) <1 = é>_l (1.2.4)

en K. Asi, la convergencia absoluta y uniforme de (1.2.4) es equivalente a la

convergencia absoluta de
> (i
bk Qe ’

kesS

Como b, < ay, para cada k € S, entonces

1 1 1 1

0< — — — « — -~

by  ar by bp

y por consiguiente

1 1 1 1
Zb——— ' P (1.2.5)
pes ko Ak g

La suma derecha de la desigualdad (1.2.5) converge, pues es una suma te-
lescopica. Por lo tanto, el producto infinito

¢ ¢\
O(-5)(-7)
k0

converge absoluta y uniformemente en compactos de C\ {bx}rem. Y entonces
F es analitica en compactos de C,.. Ahora bien, para ver que F' es una funcion
Herglotz, considere lo siguiente:

1— <
are ( a<k> = arg(ay, — ) — arg(by — ¢) = 04, Vk € M.

by

Ahora, si Im( > 0, entonces 0, = ZbpCay para toda k € M. Noétese que
0<0, <.
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, R

0 b1 aq bg (05} bgag...bk ag ...

De la figura se sigue que

0<Z€k<7r,

keM

por lo tanto Im ¢ > 0, implica que Im F'(¢{) > 0. Asi F' € §. O sea que si una
funcién se representa en la forma (1.2.2), entonces es una funcién de $.

Para demostrar la afirmacién conversa, considérese G € §) con sus ceros
{ar}kem v polos {bg }ream enumerados como en la Convencién 1.2.1.

R I

keM
ey

Ahora haciendo

se verifica facilmente que H es una funcién entera sin ceros en el plano com-
plejo. Entonces por el Teorema 1.1.2,

% — 90

G(Q)

donde ¢ es una funcién entera. Ahora bien,

Y

G(¢)

Si 0 < arg( < m, entonces —7 < arged©) < 7. Ademds, cuando 7 < arg( <
21, entonces —m < arge?©) < 7. Del Teorema 1.2.1 se sigue que g(C) es real,

arg e9®) = arg (%) =arg G((¢) — arg CNJ(C)
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entonces 0 < arg(¢) < 27 implica que —7 < arge9©) < 7. De esto se sigue que
g(C) es tal que, para toda ¢ € C, [Im g(¢)| < 7. Asi, por el Teorema 1.1.3, se
tiene que
G
ﬁ = C, C = constante. (1.2.6)
G(¢)
La constante en (1.2.6) es obviamente positiva, porque tanto G como G son
funciones Herglotz. Por lo tanto,

A G ¢ ¢\
G(C)—CG(Q—O(_bOkl;[A(l—a—k) (l_b_k) , C>0.
k0

]

El siguiente Teorema da una representacién de funciones meromorfas Her-
glotz alternativa a la del Teorema 1.2.3. Damos aqui una demostracién mucho
més detallada a la dada en el teorema 2 de [28, Cap. 7, Sec. 1].

Teorema 1.2.4. (Chebotarev) Sea f € $ y {bx}rem los polos de f, entonces

1 1 Ap
fQ)=aC+b+ ZAk( ——) + 0 (1.2.7)
2 b= T ¢
k0
donde a > 0, b€ R y Ax > 0 para toda k € M. Ademds
> ‘:2’“ < o0 (1.2.8)
keM k
k20
Yy
R = —A;.
C:%if k

Demostracion. Vamos primero a demostrar que

n —1 n A .
H(l—&—i) (1—%) :Zbkig+0"' (1.2.9)

k=1 k=1
Claramente,
¢ \' bla-b
Q a)@ H) =L
= —i—l—B, (1.2.10)
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donde B € Ry A > 0 siempre que a > by a, b tengan el mismo signo. Por
lo tanto, dada nuestra convencién de ordenamiento, la férmula (1.2.9) queda
demostrada para n = 1. Supongamos ahora que la igualdad (1.2.9) se satisface
y demostremos que esto implica

n+1 -1 n+l
C C o Ak,n-i—l
[] (1 - a—k) <1 - ﬁ) =5 5+ O (1.2.11)

k=1 k=1

Efectivamente,

n+1 -1 -1
. i . £ _ Ak,n B C i C
kHl (1 ak) <1 bk) <; b C Cn) (1 an+1> <1 bn+l>

Después de algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos que
n+1 —1 n+1
¢ ) ( ¢ ) Apni
1—=](1-—+= = ——— 4+ Chy1. 1.2.12
I(-0)(5) =2getecn (1212)

Definase el conjunto M,, = M N{m € Z: |m| < n,n € N} y la sucesién dada
por {f}nen como

eMy,
E40
AOn Akn 5
= — + ~ +C,
bo — ¢ keZM b, — ¢
kA0
A ~
- eA (1.2.13)
keM,, B

Noétese que de la demostracién del Teorema 1.2.3 se sigue que { f,, }nen converge
uniformemente en compactos de C\ {by}.

Supongamos que m € M,,. Como la sucesién {by}ren, estd compuesta de
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puros polos simples, se tiene que

ggi f(Q) = Clilg;(é — i) f(C)
= lim [(¢ = by) lim f,(C)]

—bm
= Jim {1 (¢ — b )fa(C)]
, , Ak,n
= lim [ lm [~ A + k; b (¢~ bm)ll (1.2.14)
k#m

donde hemos utilizado (1.2.13). Ahora bien, por el Teorema 7.11 de [35, Cap. 7,
Sec. 3] el doble limite en (1.2.14) es igual a

lim [ lim [— A, + Z

bm)]] = lm (—A,,..).

n—oo (—bm e bk n—oo
k#m
Denotemos
A, = —&gs f(0). (1.2.15)

Utilizando el teorema de Weierstrass sobre sucesion de funciones analiticas
uniformemente convergentes en compactos de una regién (véase el Teorema
15.8 de [32, Cap. 15, Sec. 76]), encontramos que la sucesién de sumas

Z A"m (1.2.16)

keMy,

converge a f (0) cuando el cero no es un polo. Entonces, dado que la sucesién
{f.(0)}nen es mondtona no decreciente, tenemos que para todo n € N

ZA’“” (0). (1.2.17)

keEM.,
k0

El caso en el que el cero es un polo, hacemos

Akn o AO,n 7
Z "_Cn - fn(C) - bO _C - fn(C)



1.2 Funciones Herglotz 27

La funcién f,(¢) converge uniformemente a f(¢) = f(¢) — b(’;‘—’—jg (véase (1.2.15))

en compactos de C\ {by }r20. Y por consiguiente tenemos también que

Apn ~
>, <l
keMy, k
k#£0

De esto se sigue que

A n
lim Y 2 = § . (1.2.18)
" ke, keM
k0 k0
Por lo tanto, la serie
Ay,
E 5 (1.2.19)
kem K
k0

converge. Por otra parte, para toda n € N,

> A (bk —~ i) =) % (i) : (1.2.20)

keM keM, F \b ¢
20 k40

por lo que la serie del lado derecho de la férmula (1.2.7) converge. Demostremos
ahora que la diferencia entre la funcién f({) y la serie del lado derecho de
la féormula (1.2.7) es una funcién lineal. Para ello, fijamos un nimero m y
consideramos para n > m la diferencia

1 AO,n . Ak,n !
G D e R = D D !

keM, keEMp\Mm,
k#0

El lado derecho de la igualdad anterior es una funciéon evidentemente mero-
morfa Herglotz. Por lo tanto, si Im ( > 0 entonces

1 1 Ag
I n(C) — Akn 0. 1.2.21
|0 %4: ‘ (bg bk>+b0< 7 22y
k#0

Ahora bien, haciendo que n — oo en (1.2.21) vemos que para Im¢ > 0,

A
Im [ F(O)—| Y A’f(b,ﬁl—g_z}k)ijO_og > 0. (1.2.22)
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Claramente, la funcién

0 — 1 1 Ao
f(€) = F(Q) = keZMAk (bk—g - bk) L (1.2.23)

k20

es entera. Y por ser f(() Herglotz y real (véase el Teorema 1.2.1), tenemos
también que f(C) es real y satisface (1.2.22) para Im ¢ > 0.

Ahora, utilizando el mismo argumento que en la demostracién del Teorema
1.2.2 se puede mostrar que la funcién f(¢) en (1.2.23) tiene un solo cero real
que denotaremos por zg. Asi la funcién g(¢) = (¢ — $0)_1]/C\(C ) no tiene ceros
y |argg(¢{)| < 7 en todo el plano complejo. Por lo tanto, la funcién entera
log g(¢) mapea todo el plano complejo en una banda |Imlogg(¢)| < 7 y por
consiguiente tenemos que g(¢) = constante =: a. Asi

~

F(Q) = a¢ +b. (1.2.24)

Que la funcién fes una funcién de la forma (1.2.24) es el contenido del Lema
de Chebotarev proporcionado en [28, Cap. 5, Sec. 2]. Como a ejerce rotacién
sobre la variable ( y f satisface (1.2.22) para Im{ > 0, entonces a > 0y por

consiguiente b € R. O
Teorema 1.2.5. Sea f € 9 y {by}rem los polos de f. Si
lin f(¢) =0,
Im (>e>0
entonces
A
1) :%:4 -

donde Ay es como en el Teorema 1.2.4.

Demostracion. De la representacion (1.2.7) dada en el Teorema 1.2.4, inme-
diatamente concluimos que a = 0. Ahora

1 1 A
0= lim f(¢()=b+ lim ZAk( >+ lim 0

be —C by e
Im ¢>e>0 Im (>e>0 kEM E G k ImCCZiO>0 0—=¢
k20
Asi
1 1 A 1
b=— lim > A — =) == 1m Y P+ ]. (122
ImC26>OkkE7£/\6l Im'¢>e>0 kEM ¢ bk
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Por la ecuacién (1.2.8), la serie de la tltima igualdad en (1.2.25) es uniforme-
mente convergente con respecto a (. Entonces podemos escribir

Ag 1 Ay
b= — — U —F | = —. 1.2.26
S (Py)-gh e
T2 m(>e>0 e
Asi, sustituyendo (1.2.26) en (1.2.7) tenemos que
A
=3 —*

e e ¢
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Capitulo 2

Teoria espectral en espacios de
Hilbert

Este capitulo es el mas extenso de todos. Contiene los principios basicos
de la teorfa de espacios de Hilbert (Sec. 2.1, 2.2). Las secciones 2.3 - 2.7 estan
destinadas a la teoria de operadores lineales en espacios de Hilbert. En estas
secciones se dan los conceptos de operadores acotados y no acotados, cerrados,
adjuntos, compactos y auto-adjuntos. En la Seccion 2.5, particularmente, se
estudian las propiedades de funcionales lineales en espacios de Hilbert H y se
dan las demostraciones de los Teoremas 2.5.1 y 2.5.2. El primero corresponde
al Teorema de representacién de Riesz y el segundo a funcionales lineales y
continuos; ambos fueron esenciales en la demostracion del Teorema 3.1.2. La
Seccion 2.9 esta dedicada a los operadores simétricos y sus propiedades. En
las secciones 2.8 — 2.12 se trata la teoria espectral de operadores. Hacemos
mencién de espectros de operadores lineales y del Teorema espectral (Teorema
2.12.1). En la Seccién 2.13 se demuestran dos teoremas centrales para nuestra
investigacion (Teorema 2.13.1 (Criterio de Weyl) y Teorema 2.13.2 (Teorema
de Weyl)).

2.1. Espacios de Hilbert

Definicién 2.1.1. Considere un espacio lineal complejo £. Definimos como
producto interior (+,-) en £ a una funcién de £ x £ — C tal que:

(&) (f,9)=1(9,f), (fig€L).
(b) (arfi +aafa, g) = a1(f1,9) + a(fe,9), (1,02 € C).
(c) (fs.f)>0, (f#0).

31
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De (a) y (b) de la Definicién 2.1.1 se sigue que el producto interior (-,-), es
una funcién antilineal (o semilineal) con respecto a la segunda variable, esto
es:

(f, Bigr + Bog2) = Bi(f, 91) + Bo(f, 92). (2.1.1)

Definicién 2.1.2. Un espacio lineal £ con producto interior (-, -), es un espacio
pre-Hilbert. Y para cualquier pre-Hilbert £, dicho producto interior define una
norma, denotada por

D=

£l == (f. f)z, VfeL. (2.1.2)

En efecto, (2.1.2) satisface los axiomas de norma: ||0|| = 0 y por la Defini-
cién 2.1.1 inciso (c), se tiene que || f|| > 0si f # 0; nuevamente de la Definicién
2.1.1inciso (b) y (2.1.1) se tiene (Af, A\f) = |M?(f, f), es decir, |\ f|| = ||| f]I-
Es facil demostrar que se satisface la desigualdad del triangulo haciendo uso
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[(F Dl < NA1 - Mgl (2.1.3)

que establecemos en el Lema 2.1.1. En efecto,

(f +9.f +9) = IIfI* + 2Re(f, 9) + llglI* (2.1.4)
Y asi || f 4+ g|| < ||f]] + llg]| se deduce de (2.1.3) y (2.1.4).

Lema 2.1.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

[(F )l < (I Mlgll- (2.1.5)

Demostracion. Sean f,g € L, «,( € C; la desigualdad (2.1.5) es trivial si
f =0, por lo tanto suponga f # 0. De esto se sigue que

0 < llaf — Byl = |al*(f, ) — aB(f.9) — aB(f.9) + |8*(g,9)

y haciendo o = (f,g), 8= (f, f) se llega a

(£, DI D g, 9) = [(f,9)PP) = 0
lo cual implica |(f, g)| < [If]| - [lg]l- —~

Definicién 2.1.3. Sea { fx }ren una sucesion infinita en £. Diremos que { fx }ren
converge a, f € L si || fr, — f|| — 0 cuando k — oc.

Definicién 2.1.4. Cualquier espacio pre-Hilbert completo con respecto a la
norma (2.1.2), recibe el nombre de espacio de Hilbert que denotaremos por H.
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La norma que utilizaremos en el espacio de Hilbert H siempre sera la
norma dada por (2.1.2).

Definicién 2.1.5. Se dice que M C H es un subespacio de H si es un sub-
conjunto lineal cerrado de H, de esta forma M es un espacio de Hilbert en
si mismo.

Denétese por VM al subespacio mas pequeno que contiene a M, donde
M es un subconjunto de H; el subespacio VM coincide con la cerradura
de la combinacion lineal de los elementos de M.

Definicién 2.1.6. Sea { fx }reny una sucesion infinita en H. Diremos que { fi }ren
converge débilmente a f € H, si (fx,g9) — (f,g) para todo g € H.

Teorema 2.1.1. La sucesion de normas de una sucesion débilmente conver-
gente es acotada.

El Teorema 2.1.1 es una consecuencia directa de teoremas generales de la
teorfa de espacios de Banach y del teorema de Representacion de Riesz (véase
[3, Cap. 2, Sec. 16]). La demostracién del Teorema 2.1.1 se encuentra en el
Corolario 1 de [3, Cap. 2, Sec. 23].

En relacion con el Teorema 2.1.1 se tiene también el siguiente resultado
cuya demostracién estd ligada al Teorema 2.1.1 (véase el Corolario 2 de [3,
Cap. 2, Sec. 23]).

Teorema 2.1.2. Todo espacio de Hilbert es débilmente completo.

Aqui damos por terminado un recuento basico y breve de los conceptos
fundamentales de los espacios de Hilbert. Y a continuacion mencionamos dos
ejemplos de casos particulares de dichos espacios.

Ejemplo 2.1.1. El conjunto [5(N) es un espacio de Hilbert definido como:

L(N) == {p = {or}ren : D lexl* < o0}. (2.1.6)

Y el producto interior en l(N) es

keN

Ejemplo 2.1.2. El espacio lineal LZ es un espacio de Hilbert definido como
el conjunto de todas las funciones f p-medibles, donde p esté definido en todo
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R, es no decreciente, continua por la izquierda y de variacién acotada (véase
[3, Cap. 1, Sec. 12|, para el cual la integral de Lebesgue-Stieltjes

/ ORI

existe y es finita. La métrica que se usa para el espacio Lz es la generada por
el producto interior

(f.9) = / " FOaD o).

Definicién 2.1.7. El conjunto I;,(N) es el espacio que consiste del conjunto
de todas las sucesiones {¢y}ren con un nimero finito de elementos distintos
de cero.

2.2. Ortogonalidad

Definicién 2.2.1. Dos elementos f, g en H son ortogonales si (f,g) = 0 (en
simbolos f L g¢). Y diremos que f es ortogonal a un conjunto M C H si
(f,g9) = 0 para todo g € M (en simbolos f L M).

Definicién 2.2.2. El conjunto de todos los vectores ortogonales a un subcon-
junto M de H es denotado por M*. En notacién

M*+={fecH:(fg)=0, Vge& M}

Note que M~ es siempre un subespacio. En efecto, facilmente se verifica
que si f, g € M+, o, B € C, entonces af + 3g € M~+. Observe también que
M+ es siempre cerrado. En efecto, sea {fi}ren € M. Suponga que fp — f,
entonces para todo h € M, se tiene que (f, h) = 0, para toda k € N, y por la
continuidad del producto interior, la sucesion {(fx, h)}ren converge a (f, h) y
(f,h) =0, lo que implica que f € M=*.

Lema 2.2.1. Entre los conjuntos {0} y H se cumplen las siqguientes igualdades:
{0} =M y {0} =H".

Demostracion. Por definicién, {0} = {f € H : (f,0) = 0} = H y por otro
lado, Ht = {f € H : (f,g) = 0 Vg € H}, entonces haciendo g = f tenemos
que (f, f) = 0 lo que implica que f = 0. De esto se sigue que H+ = {0}. O

Lema 2.2.2. Sea M un subespacio de H. Fxiste g # 0 € 'H tal que g L. M si
y sélo si M # H.
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Demostracion. La existencia de g con las propiedades indicadas implica direc-
tamente que M # H. En efecto, si M = H y g L M, entonces tendria que
g = 0 por el Lema 2.2.1. La afirmaciéon conversa sigue del hecho de que el
subespacio M~ o bien es trivial en cuyo caso M = H o bien no lo es, y por lo
tanto existe g # 0 tal que g 1. M. ]

Lema 2.2.3. Si f 1L M, entonces f L VM. En particular, si VM = H y
f L M, entonces f = 0.

Demostracion. Suponga que f L M, entonces se tiene que f L M; donde M,
es el conjunto de todas las combinaciones lineales de M. Si g € VM, entonces
existe {gr}ren C M; tal que g — g cuando k — oo. Puesto que (f, gx) = 0,
para toda k € N, haciendo k& — oo tenemos que (f,g) = 0; por lo tanto
fLVM.Si VM ="H, entonces f =0 por el Lema 2.2.1. O

Teorema 2.2.1. (Teorema de Pitdgoras). Este teorema afirma que para cua-
lesquiera elementos uy, ..., u,, n € N\ {1} ortogonales entre si, se tiene que

n
> uk
k=1
Demostracion. Para n = 2 tenemos

1f + 9l = (f +9.f +9) = IfII* +2Re(f, 9) + lgl* = [IFI* + llg]l*. (2.2.2)

De aqui que podemos extender la igualdad (2.2.2) en general para n por in-
duccién hasta obtener (2.2.1). O

2

n
2
= JJul*. (2.2.1)
k=1

Lema 2.2.4. Sea {uy}reny una sucesion de vectores ortogonales entre si en H.
. . , . 2 7
Entonces, la serie ), u converge si y solo si Y, |lug||* < oo. Ademds,

D

keN

2
= 3 g% (2.2.3)

keN

Demostracion. Considere la suma parcial g, = >_;_, uy. Se sigue del Teorema
de Pitagoras, Teorema 2.2.1, que

n-+p

2 2
lgn+p = gnll® =D Iluxll*.

k=n+1

Asi {gr}ren es una sucesién de Cauchy si y sélo si la serie del lado derecho de
(2.2.3) es convergente. Como H es un espacio completo, entonces se tiene que
{ gk }ren €s una sucesién convergente.

La igualdad en (2.2.3) se obtiene haciendo n — oo en (2.2.1). O
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Definicién 2.2.3. Un conjunto M de vectores en ‘H se dice que es un sistema
ortonormal si:

L |Ifll=1, VYfeM.

2. (f,9)=0, Vf,ge M con f #g.

Definicién 2.2.4. Se dice que H es separable si coincide con la cerradura de
algunos de sus subconjuntos numerables.

Teorema 2.2.2. Si el espacio H es separable, entonces cada sistema ortonor-
mal de vectores en H consiste de un niumero finito o numerable de elementos.

Demostracion. Sea { fi}reny una sucesion densa en H y sea M un sistema or-
tonormal de vectores en H. Demostraremos que los elementos de M se pueden
enumerar; para ello, témese dos vectores distintos g1, go en M y escéjase f,,

en {fi}ren tal que
1
lor — £l < 2v2

Haga lo mismo para go y un segundo elemento f,, en {fx}ren. Ya que,

g1 — goll> = Nlau||* + llgel® = 2,

tenemos
1
V2= |lgi — 2|l < llg1 — full + |1 fu — g2l < 5\/§+ g2 — fall-

De donde se sigue que
1
HQZ - an > 5\/57

por lo tanto f, # f,, y n # m y de esta manera podemos asociar con cada
vector de M un nimero entero positivo diferente k; esto ultimo implica que el
sistema ortonormal M es finito o numerable. O]

Como consecuencia del Teorema 2.2.2 se tiene el siguiente comentario.

Comentario 2.2.1. La existencia de un sistema ortonormal de vectores no nu-
merable en H implica que el espacio es no separable.

De aqui en adelante, vamos a considerar que el espacio de Hilbert H es
siempre separable.
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Teorema 2.2.3. Sea {ux}y_,, N € NU{oo}, un sistema ortonormal en H.
Entonces para cada f € H,

Do u)P < NP (2.2.4)

N
k=1

y si N es infinito existe imy, oo > 1oy (f, up)ug. Ademds, para Zszl(f, Up U =
fo € H se cumple que

N
1F = foll> = AP = D 1w = L£1P = [l foll*. (2.2.5)
k=1
Demostracion. Note que

1F = (Frur)ul* = (f— (fyur)ur, £ = (f, Uk)“k)

k=1 k=1 k=1
= fII” - (ﬁZ(ﬁW)M) - (Z(ﬁw)%%f) {1 )|
k=1 k=1 k=1
=17 =D 10w, (2.2.6)
k=1

De la ecuacion (2.2.6) se sigue que

Do)l < 1P (2.2.7)

para todan < N si N es finito y para toda n € N si N es infinito. Ahora bien,
pasando (2.2.7) al limite cuando n — oo, obtenemos (2.2.4). Y dado que (2.2.4)
se satisface, tenemos {(f,ux)}ren C l2(N) lo cual implica por el Lema 2.2.4
que limy_ o Zszl(f, ug )uy, existe. La igualdad (2.2.5) se sigue inmediatamente
pasando al limite cuando n — oo la igualdad (2.2.6). O

Teorema 2.2.4. Sea {uy}ren una sucesion ortonormal, entonces {uy ren con-
verge débilmente a cero.

Demostracion. Sea f = 1 (f,ur)uy, entonces por (2.2.4) la sucesién

{(f, ur) bren C 12(N)

y por lo tanto limy_ (f, ux) = 0. H
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Definicién 2.2.5. Un sistema ortonormal {u;}5_, N € NU {oo}, se dice que
es completo si la igualdad se da en (2.2.4) para cada f € H

Definicién 2.2.6. Un sistema ortonormal {u;}_, N € NU {oo}, se dice que
es total si, para toda k, (f,ur) = 0 implica que f = 0.

El teorema descrito a continuacién es el Teorema 4 de [9, Cap. 2, Sec. 2],
cuya demostracion no damos aqui.

Teorema 2.2.5. Sea {u;}h_,, N € NU{oc}, un sistema ortonormal en H.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) V{u -y =H, N € NU {oo}.
b) {ux}d_,, N € NU {oo}, es completo.

c) Cada elemento h € H puede expandirse en una serie de Fourier con res-
pecto al sistema ortonormal {ui}_,, N € NU {oo}.

d) El sistema ortonormal {ux}5_,, N € NU {oo}, es total.

Definicién 2.2.7. Se denomina base ortonormal a cualquier sistema ortonor-
mal {ux}Y ;, N € NU {oo}, que satisface cualquiera de las propiedades del
Teorema 2.2.5.

Definicién 2.2.8. La dimension del espacio de Hilbert 'H es igual a la cardi-
nalidad de su base ortonormal {uz}Y ;, N € NU {00}, o sea, dim(H) = N.

De aqui en adelante, dim(H) = oo.

Definicién 2.2.9. Dos espacios de Hilbert Hi, Ho son isométricamente iso-
morfos si existe una isometria U de H; sobre Hs, es decir, un operador lineal
U de H; sobre Hs tal que, para toda f, g € H;,

Propiedad 2.2.1. Cada operador isométrico tiene un operador inverso, el cual
es también isométrico.

Si Hy = Hy = 'H, entonces U se convierte en un operador unitario. ‘

El siguiente teorema es el Teorema 7 de [9, Cap. 2, Sec. 2] y cuya demos-
tracion no proporcionamos aqui.
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Teorema 2.2.6. Cualquier espacio de Hilbert 'H, tal que dim(H) = oo, es
isométricamente isomorfo a l3(N). De hecho, eziste una correspondencia uno
a uno entre isometrias U de H sobre l3(N) y bases ortonormales {uy }ren en H.
Esta correspondencia estd definida por Uuy = 6, para toda k, donde {dx}ren
es la base candnica en lo(N).

Teorema 2.2.7. (Teorema de proyeccion) Sea F un subespacio de H. Para
cualquier h € 'H existe una unica representacion

h=f+g  (feFqglF). (2.2.9)

Demostracion. Si h € F, la descomposicién es trivial, pues basta hacer h =
h + 0 (recordemos que 0 es ortogonal a cualquier subconjunto de H). Por lo
tanto, suponga que h ¢ F. Sea f el inico elemento de F' que satisface

b= fIl = t 15— ]|

Probaremos que h = f + (h — f) es la descomposicién deseada. Si w € F'y
( € C, entonces f+Cwe Fy

Ih = fI? < |k = f = Cw|® = [|h — £* = 2Re (w, h — f) + [¢[*Jw]]?
Por lo tanto
—2Re((w,h — f) + [¢[*[lw]* > 0.

Si ¢ > 0, entonces dividiendo por ¢ y haciendo que ( — 0 obtenemos
Re(w,h — f) <0. (2.2.10)

De manera similar, reemplace ¢ por —i¢ (¢ > 0) y divida entre . Entonces
haciendo { — 0, obtenemos

Im(w,h — f) <O0. (2.2.11)

Note también que — f € F'; andlogamente, las desigualdades (2.2.10) y (2.2.11)
se satisfacen con —w en lugar de w. Por lo tanto, (w,h — f) = 0 para cada
w € F; lo que implica que h — f € F+. Para probar la unicidad, observe que
sih=fi+g¢, donde f; € F, g € F*, entonces f — fi € F y g— g € F*.
Ya que f — fi = g1 — g, debemos tener que f — f; = g — g = 0. Por lo tanto
f=hyg=ua. L

Comentario 2.2.2. El Teorema 2.2.7 dice que cualquier elemento de ‘H puede
descomponerse en un elemento de un subespacio dado y otro en su comple-
mento. Por eso, podemos expresar H como una suma ortogonal del subespacio
F' vy su complemento ortogonal, es decir,

H=F@Ft.
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Ocasionalmente también escribiremos F* = H © F y diremos que F* es el
complemento ortogonal de F'. Nétese que ya habiamos utilizado esta notacién
cuando F' no necesariamente es un subespacio. Claramente, por el Teorema de
Pitagoras, Teorema 2.2.1, se tiene que

1Bl3, = 1 £I% + lgll5rops YR €H, f € F,geFL. (2.2.12)

Con la ayuda del Teorema de proyeccién 2.2.7 demostraremos la siguiente
afirmacion.

Teorema 2.2.8. La bola unitaria en el espacio de Hilbert H es débilmente
compacta.

Demostracion. Sea {fi}ren una sucesion en la bola unitaria, o sea que
Ifell <1, k€N,
Sea G = V{ fi}ren. Defina a F' como
F=HodG.
Considere, ahora, la siguiente sucesion

{(f1s fr) bren- (2.2.13)

La sucesién de (2.2.13) estd acotada, ya que

[(F Sl < AT Ifll <1, ke (2.2.14)

Y asi, por ser (2.2.13) una sucesién acotada de niimeros complejos, contiene
una subsucesion { fix }ren para la cual el limy_(f1, fix) existe. Similarmente,
por el acotamiento de la sucesién {(fa, fix) }ren tenemos que { fix ren contiene
una subsucesion { for freny para la cual el limy o (fo, for) existe. Repitiendo
este argumento, llegamos a una sucesion infinita de sucesiones de la siguiente
forma

fu fiz fis o fie o = {fik}tken
for fe2 Sz oo fae oo = {fok}ken

far f2 fsz oo fase oo = {fsk}ren

frr fee fwz o fue o = {fertren
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en el que cada renglon es una subsucesion del anterior. Entonces, es claro que
la sucesion de la diagonal

f11>f22; f33a = {fkk:}kEN

tiene la propiedad de que para cada r € N, el limg_ oo (f:, fxx) existe. Por lo
tanto, se sigue que limy_,(f, frr) existe para cada f combinacién lineal de
elementos de {fx }ren, ¥ por lo tanto, para cada f € G. Ahora bien, si f € F,
entonces

{(f, frx)}ren =0, k€ N.

Consecuentemente,
lim (£, Jue) (22.15)

existe para cada f € F porque (2.2.15) es una sucesién estacionaria. Dado
que H = F @ G, el resultado obtenido implica la existencia de limy_o(h, fix),
para cada h € H. Por lo tanto, la sucesion { fxx bren €s una sucesiéon de Cauchy
en el sentido de la convergencia débil. Pero por la completez débil del espacio
(véase el Teorema 2.1.2), la sucesion { frx fren converge débilmente a f., en la
bola unitaria. En efecto,

o
| fool

Esto prueba el teorema. O

1> ’(fkk, )‘ — || fooll, cuando k — oo.

Teorema 2.2.9. Para cualquier subconjunto M # () de un espacio de Hilbert

H, el conjunto de todas las combinaciones lineales de vectores de M es denso
en H si y sélo si M+ = {0}.

Demostracién. Supongamos que VM = H. Entonces por el Lema 2.2.3 M+ =
{0}. Probemos ahora la afirmacién conversa. Supongamos que M+ = {0}. Es
facil ver que VM=* = {0}; en efecto, si f 1L VM, entonces f 1. M y por lo
tanto f = 0. Ahora utilizando el Teorema de Proyeccién 2.2.7 y notando que

H=VM & {0} (2.2.16)

tenemos de manera inmediata que ' H = VM. O]

Definicién 2.2.10. En analogia con (2.2.12), el espacio de Hilbert H & H es

el espacio de vectores
<j§1> fi.f2 €H,
2
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((ﬁ) ’ (i;)) = (f1,91) + (2, 92)
ol

= A7+ [ fl.
2.3. Operadores lineales en espacios de
Hilbert

donde

y, entonces,

Definicién 2.3.1. Un operador lineal T" en un espacio de Hilbert H es una
funcién definida en un subconjunto lineal de H que denotaremos por dom(7")
tal que 7' : dom(T") — H, y T'(af + Bg) = o' f + $T'g, para todo a, 3 € C,
f,g € dom(T).

Definicién 2.3.2. El rango de T se define como
ran(l) =T dom(T)={ge H:g=Tf, f € dom(T)}. (2.3.1)

Definicién 2.3.3. Sea T un operador lineal en H, entonces el conjunto de los
ceros o el ntcleo de T' se define como:

ker(T) ={f € dom(T") : T'f = 0}. (2.3.2)

Definicién 2.3.4. Si el operador T" mapea a cada pareja de elementos dis-
tintos de dom(7) en una pareja distinta de elementos de ran(7T’), entonces
afirmamos que existe un operador inverso denotado por 7! de T', que mapea
los elementos de ran(7") en los elementos de dom(T).

Comentario 2.3.1. El operador T es invertible si y sélo si ker(T) = {0}. T—!
es también lineal y dom(7~1) = ran(T), ran(T~') = dom(T).

Definicién 2.3.5. T' D S es una extensién de S si y sélo si dom(7") O dom(.S)
y Sf =Tf para todo f € dom(S).
2.4. Operadores lineales acotados

Definicién 2.4.1. Un operador lineal T" es acotado si para todo f € dom(T")
existe una constante C' > 0 tal que

ITf1 < ClIfI-
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Teorema 2.4.1. Un operador lineal T' es acotado si y sélo si es continuo.

Demostracion. Suponga que T  es un operador acotado, entonces para demos-
trar la continuidad en cualquier punto fy, note que

|Tf =T foll =T(f — fo)ll <CIIf = foll-

Por lo tanto, dado cualquier € > 0, témese un § = 5. Entonces si || f — fol| <0
tenemos que ||T'f — Tfy]| < €. Inversamente, suponga que 7" es un operador
continuo, es decir, dado ¢ > 0 existe un ¢ > 0 tal que si f, fo € dom(T)
v |If = foll < 6, entonces ||T'f — Tfo|| < e. Tome alguna constante C con
0<C <é. Entonces, si f — fo # 0 se tiene que

5(f—f0) o~
TR
y asi
Cf = f)\| _ AT = f)l
< T(uf—f‘ou)“C I =hl -

La desigualdad (2.4.1) prueba que |[T(f — fo)l| < C||f = foll con C = 5. [

Teorema 2.4.2. Sea T' un operador lineal en H. T tiene un inverso acotado
st y solo si existe C' > 0 tal que, para todo f € dom(T),

1711l = ClIA- (2.4.2)

Demostracion. Suponga que (2.4.2) es vilido, entonces ker(T)) = {0}. Esto
garantiza la existencia de T~1. Sustituyendo Tf = g en (2.4.2) obtenemos
que, para toda g € dom(7T~ ') = ran(T),

gl > CIT gl (2.4.3)

Por lo tanto, ||T'g|| < C7!||g|. Para probar la afirmacién conversa, suponga
que existe T~ y es acotado, entonces existe una constante C' tal que |7 1g|| <
Cllg|l- Si hacemos f = T~ 'g obtenemos (2.4.2) con C' = % O

Definicién 2.4.2. B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados que
actuan en todo el espacio H.

Definicién 2.4.3. Un operador T' € B(H) se dice que es compacto si para cada
conjunto acotado F' de vectores de H, el conjunto {T'f : f € F'} es compacto.
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Definicién 2.4.4. El conjunto de todos los operadores compactos en H forman
un subespacio cerrado de B(H). A este subespacio lo vamos a denotar por

Seo(H).
Definicién 2.4.5. Un operador T' € B(H) es de rango finito, si
dimran(7T) < oc. (2.4.4)

Teorema 2.4.3. Los operadores de rango finito son compactos.

Demostracion. Sea T tal que
dimran(T") < oo. (2.4.5)

Tomemos una sucesion { fx }ren acotada en H. Entonces como 7' es un operador
acotado, {7 fi}ren s una sucesién acotada y como sucede (2.4.5), entonces
el conjunto acotado {T fi}ren estd en un espacio de dimensién finita. Y esto
quiere decir que dicho conjunto es relativamente compacto. Asi, hemos probado
que los operadores de rango finito son compactos. O

Definicién 2.4.6. Sea {7} }ren una sucesion en B(H) y T' € B(H). Decimos
que T' = s — limy_,» T} si para todo elemento f € H, {7 f }ren converge a T'f
(véase la Definicién 2.1.3).

Definicién 2.4.7. El operador identidad I € B(H), es tal que
If=f VfeH.

2.5. Funcionales lineales

Definicién 2.5.1. Un funcional lineal I en un espacio de Hilbert H es una
funcién definida en un subconjunto lineal de ‘H que denotaremos por dom(l)
tal que I : dom(l) — C, y l(af + Bg) = ol(f) + Bl(g), para todo «, 5 € C,
f,g € dom(l).

Definicién 2.5.2. De la misma forma a como se hizo con operadores lineales,
definase

kerl: {f e H: :l(f)=0}. (2.5.1)

Comentario 2.5.1. La linealidad de I implica la linealidad del kerl. Note,
ademads, que si I es un funcional lineal continuo, entonces kerl es cerrado,
o sea, kerl es un subespacio. En efecto, si {f,}nen €s una sucesién en kerl tal
que f, — f cuando n — oo, entonces 0 = I(f,) — I(f) cuando n — oco. Por
lo que f € kerl.
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Teorema 2.5.1. (Teorema de Representacion de Riesz)l es un funcional lineal
continuo en un espacio de Hilbert H si y solo si existe g € 'H tal que I puede
representarse univocamente de la siguiente forma

Uf)=(f,9) VfeH. (2.5.2)
Demostracion. Note que si el funcional lineal I es idénticamente cero, hacemos
g = 0. Sil # 0, consideramos el subespacio kerl. Ahora bien, como I es

continuo, por el comentario 2.5.1, tenemos que kerl es cerrado y lineal. Y por
ser 1 no trivialmente cero, kerl # H. Esto tltimo implica que existe al menos
un elemento h en (kerl)® con ||h|| = 1. Asi, para cada f € H existe un nimero
a € C tal que f — ah € kerl. Efectivamente, si f — ah € kerl, entonces
I(f —ah) =0y por consiguiente a = I(f)/l(h). Dado que (f —ah,h) =0y
(h,h) = 1 se tiene que a = (f, h). Por lo tanto, el funcional I puede reescribirse
de la forma

L(f) =Ln)(f h), (2.5.3)

la cual coincide con la igualdad (2.5.2) haciendo g = l(h) - h. La unicidad
de (2.5.2) se obtiene como sigue: considerando I(f) = (f,g) y L = (f,g) se
tiene que (f,g — g) = 0, y dado que f es cualquier elemento de H, por el
Lema 2.2.1, concluimos que g = §. Para probar la direccion conversa, note que

para elementos f, f € dom(1), tales que H f— f H sea suficientemente pequena,

tenemos que |I(f) — I(f)| es tan pequenia como queramos. En efecto,
LA =D =1f9) = (F ol =1(F=F 9l <Uf=Fl- Mgl (2.54)
Por lo tanto, I es un funcional continuo. La linealidad de I es inmediata. [

Ahora vamos a considerar un resultado concerniente a funcionales no linea-
les que se usara en la demostracion del Teorema 2.5.2.

Lema 2.5.1. Sea l un funcional real definido en todo 'H tal que
a) U(f+g) <Uf)+Ug)

b) Uaf) = lall(f)
y, para todo f, fo € H y e >0 existe un 6 > 0 tal que

I(f)—1Ufo) > —¢ (2.5.5)
siempre que ||f — foll < d. Entonces, existe una constante C > 0 tal que
1) < CIfl (2.5.6)

para todo f € H.
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Demostracion. Vamos a probar primero que si el funcional I no es acotado en
la bola unitaria, entonces dicho funcional no serd acotado en cualquier bola
S(p, g) con centro g € H y radio p > 0 donde p y g son arbitrarios. Suponiendo
que I(f) < C para ||f — g|| < p, encontramos que

Uf—g) <Uf)+U—g)=U[)+1g) <2C (2.5.7)
para ||f — g|| < p. Consecuentemente, si
P
P
tenemos que
2C
I(h) = —
(h) p

para algun h € S(1,0), asi que el funcional I es acotado en la bola unitaria.
De acuerdo al inciso b) es suficiente probar que el funcional I es acotado en
la bola S(1,0). Asumiendo lo contrario escogemos un elemento h; € S(1,0)
tal que I(hy) > 1. La propiedad (2.5.5) del funcional I implica que existe
una bola S(pi,h1) C S(1,0) con radio p; < 1/2 tal que I(f) > 1 siempre
que f € S(p1,h1). Dado que I no es acotado en cada bola, existe un punto
hy € S(p1, h1) y también una bola S(pz, ha) C S(p1, h1) con radio py < (1/2)p;
en la cual I(f) > 2. Continuando este proceso, obtenemos una sucesién infinita
de bolas, ordenadas de la siguiente forma:

5(1,0) D) S(,Ol,hl) D S(pg,hz) Do (258)

para las cuales p, < (1/2)p,_1, n € N, y también I(f) > n si f € S(pn, hn)-
Pero las sucesiones de centros {h,},en son sucesiones de Cauchy y, por lo
tanto, convergen a algin elemento h. De esto se sigue que I(h) > n para cada
n € N, lo cual es imposible. O

El siguiente resultado sencillo se utiliza en el Teorema 3.1.2 del Capitulo 3
de nuestra investigacién.
Teorema 2.5.2. Considere el espacio de Hilbert l3(N) y una sucesion {ng }ren-
Si
angok < 00 (2.5.9)
keN
para toda ¢ = {py}ren € 2(N). Entonces, el funcional
We) = Mg (2.5.10)
keN

definido en todo I5(N) es lineal y continuo.
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Demostracion. De (2.5.9) se sigue que

Z |Mspr| < o0 (2.5.11)
keN

para todo ¢ € [5(N). En efecto,

[pr] = Mepre™ (2.5.12)

Para cierto s, € R. Asi,

D ekl = mepre®™ = i < oo, (2.5.13)

keN keN keN

va que @y, = ppe'*t estd claramente en lo(N).
Ahora fijamos ¢ € [5(N) y definamos

(o) = Z ||
k=1

Loo(9) = > lmipn]-

keN

Obsérvese que l,, satisface las condiciones a) y b) del Lema 2.5.1. Ahora
demostraremos que [, satisface también (2.5.5). Fijese ng € N, y, como I,,, es
continuo, entonces tomando ||¢) — || suficientemente pequena, podemos lograr
que para todo € > 0

€

Lo ®) = Lo ()] < 5

Asi, cuando ng es suficientemente grande
€

loo<w) - loo((p) > loo(w> - lno(SO) 2
Por lo tanto, ., satisface las condiciones del Lema 2.5.1 y asi,

Loo() < Clleolli.-

Ahora, consideramos el funcional I dado en (2.5.10) definido en todo l5(N).
Claramente [ es lineal y se satisface

()] < lole) < Cllellis- (2.5.14)

De (2.5.14) se sigue que Il es continuo, ya que el anédlogo del Teorema 2.4.1
para funcionales tiene lugar. O]

> L) — L (i) = 5 > —<.
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2.6. Grafica de operadores lineales y
operadores lineales cerrados

Definicién 2.6.1. Sea T un operador lineal. La grafica de T, G(T) C H®H,
se define como el conjunto

G(T) = {(jff) fe dom(T)}.

Definicién 2.6.2. Un operador T es cerrado si el subcojunto G(T') C H & H
es cerrado en 'H @ H.

Teorema 2.6.1. Un operador T es cerrado enH si y sélo si para cada sucesion
{frtren C dom(T) tal que los limites limy_.o. fr = f y UmT' f), = g existen,
entonces f € dom(T) yg="Tf.

Demostracion. Suponga que T' es un operador cerrado. Sea { (“@) } una
keN

Ji
sucesion convergente de elementos en G(7T'). Sea <§) el limite de esa sucesion,
(‘Jé) € G(T). Ahora bien, para todo € > 0 existe N € N tal que si k > N,
entonces

1G.)-0)
=3 -GI-1G=A1

Entonces f, — f vy fk — fen H, donde f esta en el dom(7T) y f Tf. Para

probar la afirmacién conversa, tomemos la sucesion { fy }ren C dom(T') tal que
imf, = f, UmTf, = f, f € dom(T) y f =Tf. Sea fu = Tfy, entonces

{ (fk) } es una sucesién en G(7'). Mostremos que { (‘ka) } converge a
keN fx keN

( ) (; ) € G(T). Por la definicién de la norma en H & H

1G)- ()2—\\(%)2—

’<ﬁ.

Asi,

= || fe — fII + I1f — FII%

1fi = FI2+ 1 fe = fIP—0
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cuando k — oo. Resta ver que (‘Jl;) € G(T). Pero, por hipétesis f € dom(T) y

f=TFf, ast (j;) = (fo) € G(T). Por lo tanto, G(T') es un conjunto cerrado.
O]

Teorema 2.6.2. Si T € B(H), entonces existen Cy, Co > 0 tal que, para todo
fen,

alsl < | (£,)] < e 261

Demostracion. Sea T € B(H), entonces existe una constante C' tal que

2

112 < 12 171 = | ()| =02+ s < 12+ 2 = o+ e

Por lo tanto, (2.6.1) se satisface, tomando C} = v/1+C? y Cy = 1. ]

Teorema 2.6.3. Un operador continuo T es cerrado si y solo si dom(T) es
cerrado en H.

Demostracion. Por la equivalencia de normas en el Teorema 2.6.2 el dom(7")
es un conjunto cerrado en H si y sélo si G(T') es cerrado en H & H. O

Teorema 2.6.4. Si T tiene una inversa, entonces T y T~ son cerrados si-
multaneamente.

Demostracién. Tenemos que si T es un operador en H y existe 7!, entonces

G(T =UG(T), (2.6.2)

donde U es un operador en ‘H & H tal que U (ch> = (?) . Asi, de la igualdad

(2.6.2) tenemos que T'y T~! son cerrados simultdneamente. O

Teorema 2.6.5. Si T es un operador cerrado, entonces ker(T) es un subespa-
cio de 'H.

Demostracion. Probemos primero la linealidad del ker(T"). Sean f, g € ker(7T)
y «a, 8 € C. Entonces oT'f = 0, fTg = 0. Por ser T" un operador lineal,
tenemos que T'(af) = 0y T(Bg) = 0, entonces T'(af) + T(Hg) = 0, implica
que T'(af + Bg) = 0. Por lo tanto, af + Bg € ker(T). Asi, ker(T) es lineal.
Ahora bien, para ver que ker(7T') es un subespacio, resta probar que es cerrado.
Sea { fihren C ker(T), {T fr}ren = 0, tal que fr, — f cuando k — oo. En vista
del Teorema 2.6.1 se tiene que f € dom(7T) y T'f = 0. De donde se sigue que
ker(T") = ker(T'). O
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Teorema 2.6.6. Sea T un operador cerrado tal que
ITfIl = Cllfll, € >0, Vfedom(T), (2.6.3)

entonces ran(T) es un subespacio.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.2, T' tiene una inversa acotada. Por el Teo-
rema 2.6.4, T~! es cerrado. Por lo tanto, ran(7T') = dom(7!) es un subespacio,
por el Teorema 2.6.3. [

Definicién 2.6.3. Un operador T se considera cerrable si existe S D Ty S
es un operador cerrado.

Definicién 2.6.4. El operador S descrito en la Definicién 2.6.3, se dice que es
la cerradura de T si es la minima extension cerrada de T, en simbolos: S = T.
En este caso, se puede verificar facilmente (véase la igualdad (3) de [9, Cap. 3,
Sec. 2]) que

G(T) = G(T) (2.6.4)

2.7. Operador lineal adjunto

En esta seccién incluimos operadores lineales no acotados con dominio den-
so en ‘H, es decir, operadores con dom(7") = H. En este sentido diremos que
dicho operador esta densamente definido en H.

Definicién 2.7.1. Sea T : dom(T) — H, un operador lineal densamente
definido en H. El operador adjunto T* se define como aquel operador cuyo
dominio, denotado por dom(7™), consiste de todo elemento g € H tal que
existe un h € H que satisface

(Tf,9)=(f,h), Vf €dom(T) con T%g := h. (2.7.1)

El operador T* esta bien definido dado que a cada g le corresponde un
unico h. En efecto, la unicidad de h se obtiene haciendo uso del Lema 2.2.3
(véase también el Teorema 2.2.9).

Al considerar dom(7T') # H, el complemento ortogonal (dom(T))* # {0} ¥,
por lo tanto, podemos decir que existe hy # {0} tal que (hy, f) = 0 para todo
f € dom(T'). De esta manera podemos escribir

(f,h) = (f,h)+ (f, ) = (f, h+ h1)

con lo cual tendriamos que en (2.7.1) h = h+ hy, o sea, h = T*g+ hy y por lo
tanto no se garantiza la unicidad de h.



2.7 Operador lineal adjunto 51

En cambio, si consideramos dom(7T') = H, es claro que (dom(T))* = {0}
con lo cual, para todo f € dom(T), (hy, f) = 0 implica que hy = 0 y por lo
tanto h = T*g + hy = T*g, comprobandose de esta forma la unicidad de h y
por consiguiente, el operador 1™ existe y esta bien definido.

Teorema 2.7.1. El operador T es lineal.

Demostracion. Sean gy, go € dom(T*) y a, § € C, entonces

(Tf,aq1) =a(Tf, 1) =a(f, T q1) = (f,aT" 1)
(Tfa 692) - E(Tf7 g2) - B(f7 T*g2) = (fa ﬁT*g2)

Sumando estas dos ecuaciones tenemos que
(Tf,ag1+ Bg2) = (Tf,ag1) + (T'f, Bg2) = (f,aT"g1 + BT go).

Por lo tanto, 7% es lineal ya que agy + B¢2 € dom(T™) y

T (g1 + Bg2) = oT g1 + BT go.

Teorema 2.7.2. El operador adjunto T™ es siempre cerrado.

Demostracion. Témese {gx}ren C dom(7*) tal que g — g, y T* g — w;
entonces para todo f € dom(7),

Por lo tanto g € dom(7T™) y T*g = w. Asi por el Teorema 2.6.1 T* es cerrado.
O

f

supongamos que T es un operador (lineal) densamente definido. Entonces

Teorema 2.7.3. Sea W un operador en H & H tal que W <§) = (—g> Y

[(WG(T)]*: = G(T). (2.7.3)

Demostracion. Sea f € dom(T), entonces ( / ) € G(T). Asi

(7))
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Buscamos los elementos

(2) o wwane ((2).(7)) =0

Por la Definicién 2.2.10 esto es equivalente a

(4, Tf) + (h, [) =0,

entonces por la Definicion 2.7.1 se tiene que

() () e

Esto tltimo demuestra que [WG(T)]* C G(T*). La prueba en el sentido con-

trario se obtiene al verificar que (T?iy) es ortogonal a (_?f ) O

Teorema 2.7.4. Si T es cerrable, entonces

(T)" =T (2.7.4)

Demostracién. Comparando (2.7.3) y (2.6.4) vemos que las gréficas de (T)* y
T* coinciden, por lo tanto la igualdad (2.7.4) se satisface. O

Teorema 2.7.5. Sea dom(7T) = H. Entonces dom(T*) = H si y solo si T es
cerrable. En este caso T existe y

T =T. (2.7.5)

Demostracién. Considere la grafica de T*. Note que —W?2 es el operador iden-
tidad en 'H @ H. Asi, utilizando el Teorema 2.7.3 tenemos que

WE(T*) = WIWG(T)[* = [WG(T))" = [-GT)" = [GT).  (2.7.6)

Aqui hemos utilizado el hecho de que si un conjunto A C H @ H, entonces
[(WAJL = WAL, De (2.7.6) se sigue que (WG(T*))* = G(T). El conjunto,

G(T) es una gréfica si y solo si T es cerrable. Cuando 7" es cerrable, G(T') =

G(T) y por consiguiente,

[WG(TH* = G(T). (2.7.7)

Por otro lado, en vista del Lema 3 de [9, Cap. 3, Sec. 1] tenemos que el lado
izquierdo de la ecuacién (2.7.7) es una grafica si y sélo si dom(7™*) = H.
Por lo tanto, esta igualdad es equivalente al hecho de que T' es cerrable. Si

dom(7T*) = 'H, el operador T** existe. La igualdad (2.7.5) se obtiene de la
igualdad (2.7.7) aplicando nuevamente el Teorema 2.7.3 al operador 7*. [
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Teorema 2.7.6. El operador T € B(H) si y sdlo si T* € B(H).

Demostracion. Suponga que T' € B(H), entonces por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz (2.1.3), se tiene que para todo f,g € H,

(Tl < NTAI- gl < CUA - Hlgll (2.7.8)

Fijamos arbitrariamente g € H, entonces (T'f,g) es un funcional lineal de f
que por (2.7.8) es acotado. Por el Teorema de Riesz (véase el Teorema 1 de [9,
Cap. 2, Sec. 4]) existe un h € H tal que

(T'f,9) = (f, h).

De esto se sigue, de acuerdo a la Definicién 2.7.1, que g € dom(T*) y T*g = h.
Entonces dom(7™) = H. Ahora verificamos que T™* es acotado. Si h = T*g = 0,
entonces siempre hay una cota superior para ||T*g||. Supongamos que h # 0,
asi

|R]1* = (T*g,h) = (g, Th) < gl - [Tl - [|7]
del que se sigue que
1Rl = T"gll < llgll - T]]-

Por lo tanto, T* € B(H). La afirmacién conversa sigue del Teorema 2.7.5
repitiendo el argumento anterior. O]

Con base en el Teorema 2.7.6 podemos demostrar el siguiente teorema
(Teorema 1 de [9, Cap. 2, Sec. 6]) relacionado con operadores compactos que
ya fueron introducidos en la Seccion 2.4 . Este resultado sera 1til més adelante.

Teorema 2.7.7. Un operador T es compacto st y solo si T transforma una
sucesion débilmente convergente en una sucesion convergente.

Demostracion. Sea {fi}ren una sucesién débilmente convergente a fy. Por
el Teorema 2.1.1, sabemos que sup,cy || fx]] < oo. Y por la continuidad de
T, tenemos que {7 fx}ren converge débilmente a T fy. En efecto, para todo
feH, (Tfe, f)=(fr, T*f), para toda k € N, asi que {(fx, 7" f) }ren converge
a (fo,T*f) = (Tfo, f). Suponga, sin pérdida de generalidad, que fo = 0. Si
la sucesién {7 fi}reny no converge a cero, entonces infren ||Tfx|| = a > 0. La
sucesion {7 fi }ren es relativamente compacta y esto viene del hecho de que T es
compacto, asi existe una subsucesion { fi, }nen tal que la sucesion {T fi, }nen
es convergente a un elemento h. Puesto que la sucesion {T'fi}ren converge
débilmente a cero, vemos que h = 0, lo que contradice el hecho de que || T fx|| >
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a > 0. Para probar la afirmacion conversa, basta demostrar que del hecho de
que T transforma una sucesion débilmente convergente en una convergente se
sigue que la imagen de la bola unitaria bajo el operador T' sea relativamente
compacta. Para esto, es suficiente verificar que para cualquier sucesion { fx }xen
con || fil| < 1, existe una subsucesion {fi, }nen para la que {7 fx, tnen sea
convergente. Pero por el Teorema 2.2.8 sabemos que cualquier bola unitaria
en un espacio de Hilbert es débilmente compacta, asi, podemos extraer una
subsucesién débilmente convergente {fx, }nen en dicha bola unitaria. Y por
hipétesis la sucesion {71 fx, }nen converge, lo que prueba que T' es compacto. [

Reproducimos, a continuacién, el Teorema 5 de [9, Cap. 3, Sec. 3].

Teorema 2.7.8. Sea T un operador lineal en H. Los subespacios ran(T) y
ker(T*) son complementos ortogonales uno con respecto de otro. Asi H se
descompone de la siguiente forma:

H =ran(T) & ker(T™). (2.7.9)

Demostracion. Sea g € ker(T™), entonces para cualquier f € dom(7") se tiene
que

(Tf,g9) = (f,T"g) = (f,0)=0.

Esto significa que ¢ L ran(T). Por lo tanto, ker(T*) C ran(T)". Ahora supon-
ga que g € ran(7T)*, entonces para todo f € dom(T) se tiene que (T'f,g) = 0
lo que implica que g € dom(7T*) y T*g = 0. Asi ran(T") y ker(T™*) son comple-
mentos ortogonales uno con respecto de otro y (2.7.9) se satisface. [

Definicién 2.7.2. Un operador lineal definido densamente en ‘H se considera
auto-adjunto si coincide con su adjunto: T = T™.

Comentario 2.7.1. Del Teorema 2.7.2 se sigue que un operador auto-adjunto
es cerrado.

Teorema 2.7.9. Sea dom(T) = ran(T) = H y suponga que el operador T
tiene una inversa. Entonces el operador adjunto T™ también tiene una inversa
y se satisface la siguiente relacion:

(T*) ™t = (T (2.7.10)

Demostracion. De la igualdad (2.7.9) se tiene ker(7™) = {0} garantizando de
esa manera la existencia de (7%)!. La existencia de (T71)* se obtiene del
hecho de que dom(7") = ran(7") = ‘H. Para probar (2.7.10) consideraremos las
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graficas de (T*)~!y (T~1)*. Sea U como en la demostracién del Teorema 2.6.4.
En vista de las ecuaciones (2.6.2) y (2.7.3) tenemos que

G(T*)™Y = U(WG(T)]Y). (2.7.11)

Dado que la operac1on del complemento ortogonal conmuta con la isometria
U y UW = —WU haciendo uso de las definiciones de U y W, obtenemos

GU(TH ™) = [UWG(T)]*F = [-WUG(T)*F = WUG(T)*: = GU(T™Y). (2.7.12)
[
Teorema 2.7.10. a) Si S € B(H), entonces (T + S)* =T* + S*.

b) Si ademds, S~ € B(H), entonces (T'S)* = S*T*, (ST)* = T*S*.

Demostracion. Para probar a), suponga g € dom(7T™). Entonces para un ele-
mento f € dom(T") se tiene que

(T+9)f,9)=(Tf+5f9)=(Tf,9)+(Sf9)
=(f,T"g) + (f,5%g) = (f, T"g + S™g),

por lo tanto, 7% + S* C (T 4 S)*. Para probar la otra contencién, considere
g € dom((T + S)*). Entonces, para una f € dom(7 + S) tenemos que

(Tf,9)=((T+S~=9)f9)=(T+S)f,g)—(Sfg)
=(f,(T+8)"g) = (f,S"g) = (f,[(T + S9)" — S"]g), (2.7.13)

entonces g € dom(7™), lo cual implica que
dom(7T + S)* € dom(T*) = dom(T™ + S¥).
Observe que de (2.7.13)
T g=[(T+S)" —S*]g porloque (T"+ S*)g=(T+S)"g

La relacién anterior se cumple siempre que g € dom(7" 4 S)*, de la que con-
cluimos (T'+ S)* C T* + S*. La prueba del inciso b) se obtiene observando
que dom(7T'S) = S~ dom(T') y dom(S*T*) = dom(T™). Asi, si suponemos que
Sf € dom(T) y g € dom(T™), entonces (T'Sf,g) = (Sf,T*g) = (f,S*T"g).
Por lo tanto, S*T™* C (T'S)*. Para probar la afirmacién conversa, suponga que
g € dom((7'5)*). Entonces, para cualquier f € dom(7T), se tiene que

(Tf,9) = (TS(S7'f).9) = (S7 f.(TS)"g) = (f.(ST)(TS)"g). (2.7.14)
Por lo tanto, g € dom(T™) y T*g = (S~1)*(T'S)*g. Asi usando el Teorema
2.7.9 concluimos que (T'S)*g = S*T*g, lo que significa que (T'S)* C S*T*. Por
lo tanto, la primera igualdad de b) es demostrada. La segunda igualdad del
mismo inciso, se obtiene repitiendo la demostracién anterior. O]
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Comentario 2.7.2. Un caso especial del Teorema 2.7.10 es:

(T —¢I)*=T*— (I, ¢<cC. (2.7.15)

2.8. Espectro de operadores lineales

Definicién 2.8.1. El conjunto de puntos de tipo regular 6(7") (o cuasi-reqular)
se define como:

o(T):={CeC:3C>0:|(T—CDf|>C|fll Vf € dom(T)}. (2.8.1)

Comentario 2.8.1. Por el Teorema 2.4.2, si ( € o(T), entonces (T — ¢I)~*
estd definido en ran(7" — (1) y es acotado.

Teorema 2.8.1. Sea T' un operador lineal y ¢ € 6(T'), entonces
ran(T" — ¢I) = ran(T — (1)
sty solo si T es cerrado.

Demostracion. Note que T es cerrado si y sélo si T — (I es cerrado (véase
el Teorema 3 [9, Cap. 3, Sec. 2]). Sea T' un operador cerrado y ¢ € o(T).
Entonces existe una constante C' > 0 tal que ||[(T"— ¢I) f|| > C|| f|| para todo
f € dom(T — (I). Y por el Teorema 2.6.6, se sigue que ran(7" — I({) es un
subespacio. Asi ran(T" — ¢I) = ran(T — (I). Probemos, ahora, la afirmacién
conversa: si ran(T — (I) = ran(T — (I), entonces para cualquier ¢ € 9(T) se
tiene que (T'—¢I)~! es continuo y por el Teorema 2.6.3, se sigue que (T —¢I)~*
es cerrado. Ahora, por el Teorema 2.6.4, vemos que (7' — () es un operador
cerrado. Asi, T es cerrado. n

Hay una demostracién alternativa al siguiente resultado en el Teorema 5.6

de [44, Cap. 5]

Teorema 2.8.2. Si T es un operador cerrado y dom(T') es cerrado, entonces
T es acotado.

Demostracion. Supongamos primero que dom(7") = H, entonces existe el ope-
rador adjunto T tal que dom(7™) = H por el Teorema 2.7.5. Ahora demostra-
mos que 1™ es acotado. Para ello, considere una familia de funcionales lineales
tal que para todo g € dom(7T™*) y ||g|| < 1 se tiene que

Uf)=Tf.9) =(f.T"g) (2.8.2)
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Note que la familia de funcionales lineales es acotada punto por punto. En
efecto,

LA =1Tf, 9l < ITflHllgll < N1Tf]- (2.8.3)

Asi, de (2.8.3) se sigue, por el principio de acotamiento uniforme (véase Teo-
rema 4.22 de [44, Cap. 4]), que existe una constante C' > 0 tal que para todo
g € dom(T™) con ||g|| < 1, ||T*¢g|| < C. Esto implica que T* es acotado. Ahora
bien, ya que T™ es cerrado por el Teorema 2.7.2, entonces inmediatamente por
el Teorema 2.6.3 se tiene que dom(7™*) = H, es decir, T* € B(H). Y por el
Teorema 2.7.6 concluimos que T' € B(H).

Supongamos ahora que dom(7") # H. Denétese por P la proyeccién sobre
dom(T") y considérese el operador T'P con dominio en H. Ahora escéjase una
sucesion { fxtren € H tal que fr, — f y TPfi, — f. Entonces tenemos que
Pf, — Pfyg=TPf yaque T es cerrado. De donde se sigue que TP es
cerrado y continuo. Por ulitmo observe que 7' coincide con TP en el dom(7),
lo que demuestra que 7" es también acotado para dom(7") # H. O

Note, ademds, que del Teorema 7 de [9, Cap. 3, Sec. 2] se tiene que:

Teorema 2.8.3. Sea T un operador cerrado y suponga que existe (T — CI)™",
ran(T" — ¢I) = ran(T — (1), entonces ¢ € o(T).

Demostracion. Dado que T es cerrado se tiene que T' — (I es cerrado (véase
el principio de la demostraciéon del Teorema 2.8.1). Entonces (T — ¢I)™! es
cerrado por el argumento del Teorema 2.6.4. Ahora bien, como

dom(T — ¢I)™" = ran(T — CI) (2.8.4)

es cerrado, por el Teorema 2.8.2 se tiene que (T'— (I)~! es acotado, es decir,
¢eo(T). O

La afirmacion del siguiente teorema se puede encontrar en el Teorema 4 de
9, Cap. 3, Sec. 7|. Aqui se presenta una demostracién diferente.

Teorema 2.8.4. Sea T' un operador cerrado densamente definido en H. En-
tonces el conjunto o(T') es abierto, y dimker(T* — (I) es constante en cada
componente conexa de o(T).

Demostracion. Sea (o € o(T) y tomemos ¢ en una vecindad suficientemente
pequena de (y. Escribamos T'— (I = (T —(oI) + (¢o— ¢)I. Considere a ((o— ()1
como una perturbacion del operador T'— (y/ (la norma de la perturbacién es



58 2. Teorfa espectral en espacios de Hilbert

pequena comparada con la norma de T'— (o). Note que ||({o— ) I|| = |¢o— (|-
Asi tenemos que,

(T = O fIl = (T = GI)f + (o = QL
> (T = DIl = (o = QLS|
> (C =16 —<DII- (2.8.5)

Por lo tanto, |y — (| < C garantiza ¢ € o(T).
Ahora demostremos que en el disco |y — (] < C,

dim ker(T* — ¢I) = dimker(T* — (I). (2.8.6)

En efecto, supongamos que dim ker(7*—¢I) > dim ker(7*—(,I), entonces debe
existir en ker(T* — (1) un h # 0 tal que en la descomposicién (2.2.9), donde
F = ker(T* — (1), tenemos h = g, g L ker(T* — (oI). Pues si no existiera ese
h, entonces en (2.2.9) f = 0 implicaria que g = 0, por lo que, si consideramos
el operador lineal P de ker(T* — (I) a ker(T* — (yI) tal que Ph = f, tenemos
que ker(P) = {0}. Esto significa que dimker(7* — ¢I) < dimker(T* — (oI).
Tomemos ese h. Dado que es ortogonal al ker(7™ —(oI), entonces tenemos que
h € ran(T — (oI) (véase el Teorema 2.7.8). Asi, existe f € dom(T — (pI) tal
que h = (T — (pl)f. Como f € dom(T — (I) y h L ran(T — (I) tenemos que

0= (h, (T —¢I)f) = (T = GI)f. (T = ¢I)f)
(T = o) fII + (T = D) f, (o — OIf),

entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

(T =G fI* < 1 = OIfI - T = G fI < CUA - T = G Sl

Pero sabemos que |[(T" — (o) f|| > C||f|l, o sea, llegamos a la contradiccién

(T = G fI* < (T = G fII (2.8.7)

En el caso de suponer dimker(T* — ¢I) < dimker(T* — (,I), repitiendo el
razonamiento anterior llegamos nuevamente a la desigualdad (2.8.7). Por lo
tanto, no queda mas que

dim ker(T* — ¢I) = dimker(T* — (,I), V¢ :|¢— ¢l < C. (2.8.8)

Resta demostrar, ahora, que dim ker(7* —(I) es constante en cada componente
conexa de 9(T'). Descomponga al conjunto ¢9(7") en una unién numerable de
componentes conexas abiertas disjuntas. Si consideramos el caso en el que
dos puntos pertenecen a una sola componente, por ser ésta conexa, podemos
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construir en ella una trayectoria que conecte a aquellos dos puntos. Tomemos
ahora cada uno de los puntos de la trayectoria como los centros de un disco
tal que dim ker(T™* — (I) es constante. Asi, podemos cubrir la trayectoria con
puros discos abiertos. Como la trayectoria es cerrada y acotada, existe una
subcubierta finita que contiene a la trayectoria. Asi, ya que en cada disco de
esta subcubierta se cumple (2.8.6), entonces dim ker(T* — (I) es constante en
la componente conexa en la que se escogieron los dos puntos. Aplicando este
proceso para cada componente conexa de ¢(T), tenemos que dim ker(T* — (I)
es constante en cada componente conexa de ¢(7). O

Definiciéon 2.8.2. El conjunto resolvente de T lo vamos a definir como
o(T) := {¢ € o(T) : ram(T — CI) = H}.
Definicién 2.8.3. Sea ¢ € o(T). El operador resolvente de T" en ( es
Re(T) = (T —¢I)™.
Definicién 2.8.4. Definiremos el espectro o(T') de T' como
o(T) = C\ o(T).

Si T no es un operador cerrado, entonces por el Teorema 2.8.1 se tiene
que o(T") = 0y por consiguiente o(T") = C. Por eso, cuando estudiemos
las propiedades espectrales de un operador, siempre lo consideraremos
cerrado.

Definicién 2.8.5. El nicleo espectral de T se define por
6(T) = C\ o(T).

Comentario 2.8.2. En la teoria espectral de operadores podemos llegar a tener
los siguientes casos extremos:

a) 6(T)=C, b) o(T)=C, ¢) &(T)=0, d) o(T)=0.

Noétese que b) puede ocurrir atin cuando 7' es cerrado.

Proporcionamos a continuacién la definicién del espectro continuo descrita
en [9, Cap. 3, Sec. 7].

Definicién 2.8.6. El conjunto o.(T") es denominado el espectro continuo de
T y lo definiremos como:

0.(T) :={¢C € C:ran(T — (I) # ran(T — (I)}. (2.8.9)

Obsérvese que por el Teorema 2.8.1 .(T) C ¢(T).
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Definicién 2.8.7. El espectro puntual denotado por el conjunto o,(7) del
operador T se define como:

o,(T) :={¢ € C:ker(T —(I) # {0}}. (2.8.10)
A los elementos de 0,(7T) se les llama auto-valores.

Definicién 2.8.8. La multiplicidad de un auto-valor ¢ € T' se define como
mult(¢) := dimker(T — ¢I). (2.8.11)

Definicién 2.8.9. El conjunto ¢,°(T') se define como el conjunto de auto-
valores de un operador 1" de multiplicidad infinita. En simbolos:

o X(T) :={¢ € C:dimker(T — (I) = o0}. (2.8.12)

p

Teorema 2.8.5. Sea A = A*. Sea (1,( € 0,(A) con (1 # (. Entonces,
los auto-vectores propios 11, Wy correspondientes a los auto-valores (y, (2, son
ortogonales.

Demostracion.

C1(1/117¢2) = (Cﬂhﬂbz) = (A?/Jhwz) = (wl,sz) = (1/11,C2¢2) = Z2(¢1,¢2)7

entonces, escogiendo (, # 0,

¢
20 (1, 9) = (Y1, o)
Co
de donde se sigue que
¢
(—_1 - 1)(%5177/12) = 0.
Co
Por lo tanto, los auto-vectores propios 11, 1) son ortogonales. O

Definicién 2.8.10. El espectro esencial o.(A) de un operador auto-adjunto
A se define como:
0c(A) =0, (A) U (A). (2.8.13)

Definicién 2.8.11. Sea A un auto-valor del operador A. Se dice que A es un

auto-valor aislado de A si no existe otro auto-valor de A en cierta vecindad de
.

Definicién 2.8.12. El espectro discreto o4(A) del operador auto-adjunto A
se define como
04(A) :=0(A)\ o.(A). (2.8.14)

Dicho espectro esta constituido por auto-valores aislados de multiplicidad finita
(véase [9, Cap. 9, Sec. 1]).
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2.9. Operadores lineales simétricos

Definicién 2.9.1. Sea A un operador lineal densamente definido en H. Dire-
mos que A es simétrico si y sélo si A C A*.

Comentario 2.9.1. Con base en la definicion 2.6.3, el operador simétrico A es
cerrable, puesto que A* es cerrado.

Teorema 2.9.1. Sea A un operador lineal densamente definido en H. Enton-
ces A es un operador simétrico si y sdlo si para todo elemento f,g € dom(A),
se cumple que

(Af,9) = (. Ag). (2.9.1)

Demostracion. Sea A un operador simétrico o sea que A C A*. Suponga que
f, g € dom(A) C dom(A*), entonces

(Af,9) = (f, A%g) = (f, Ag). (2.9.2)

Probemos ahora la afirmacién conversa. Sea g € dom(A), entonces de (2.9.2)
se sigue que g € dom(A*) y que

A*g = Ag, (2.9.3)
entonces A* D A. O]

Comentario 2.9.2. La definicién de un operador simétrico coincide con la de
un operador auto-adjunto solamente si se considera acotado dicho operador.

Comentario 2.9.3. De acuerdo con la Definicion 2.9.1, si un operador lineal es
no acotado, entonces no necesariamente se cumple que dom(A) = dom(A*).
Por consiguiente, no todo operador simétrico es auto-adjunto.

Teorema 2.9.2. A es simétrico, entonces para toda f € dom(A) se tiene que

(Af, f) e R. (2.9.4)

Demostracion. Como (Af, f) = (f, Af) = (Af, f), entonces (Af, f) e R. O

Teorema 2.9.3. Sean A, y As operadores simétricos, tales que A; C As,
entonces Ay* C A",

Demostracion. Sea g € dom(Ay") y f € dom(A;), entonces

(Arf,g) = (Aaf,g) = (f, A2"g),

entonces g € dom(A;") y A;"g = Ay"g. Por lo tanto, Ay™ C Ay, H
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Reproducimos a continuacién los Teoremas 1, 6 y 7 de [9, Cap. 4, Sec. 1].

Teorema 2.9.4. Sea A un operador simétrico. Entonces el semi-plano superior
Im¢ > 0 y el semi-plano inferior Im{ < 0 estdn contenidos en o(A).

Demostracion. Pongamos ¢ = a + i3, entonces

1A= CDAI? = 1A = aD) fI* + IBPISI? + 2Re((A — al) f, —iBf). (2.9.5)

El ultimo término de la igualdad (2.9.5) se hace cero ya que (A—al)f, ) € R,
por el Teorema 2.9.2. Por lo tanto,

I(A = CDFII* = (A= al) I + B
De la ecuacién anterior se sigue que |[(A — CI)f|| > |Im ] - || f|- O

Definicién 2.9.2. Sea A un operador simétrico y cerrado. Por el Teorema
2.8.4, los valores de dimker(A* — ¢I) en {Im¢ < 0} y en {Im¢ > 0} son
constantes y se denotan por n_ = n_(A) y ny = n,(A), respectivamente.
Estas constantes son denominadas indices de deficiencia del operador A. Asi,

n_(A) si Im¢>0
dimker(A* — (1) = (2.9.6)
ni(A) st Im¢<0

Teorema 2.9.5. Si A = A*, entonces 9(A) = 0(A) y asi 6(A) = o(A) C R.

Demostracion. o(A) C 0(A) por definicién. Resta probar que 9(A) C o(A).
Para ello, suponga que Im (¢ # 0 y A = A*, entonces

ker(A* — (¢I) = ker(A — (1) = {0}. (2.9.7)

Por (2.7.9) se tiene que ran(A — (I) = H lo que prueba que ¢ € o(A). De esto
se sigue que p(A) D C\ R. Pero, por el Teorema 2.9.4, 9(A) \R = C\ R, o
sea que 9(A) \R C o(A). Ahora, si ( € o(A) NR, entonces (2.9.7) sigue siendo
vélido y ran(A — (1) = H. Por lo tanto, ¢ € o(A). De esta forma g(A) C o(A).
Como 6(A) =C\ 9(A) y 0(A) = C\ o(A), entonces (A) = g(A) C R. O

Teorema 2.9.6. Sea A un operador simétrico cerrado. Entonces A es auto-
adjunto si y solo si

ny(A)=n_(A)=0.
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*

Demostracion. Si A = A*, entonces por el Teorema 2.9.5 inmediatamente
tenemos que ny(A) = 0. Para probar la afirmacién conversa, suponga ahora
que ny(A) = 0, entonces por (2.9.6) se sigue que ker(A* — (I) = 0 para toda
¢ € C,LUC_. Asi, por el Comentario 2.7.1, el Teorema 2.7.8 y el Teorema 2.8.1
resulta

ran(A —(I)=H, V¢ ¢R. (2.9.8)

Vamos a demostrar que de (2.9.8) y del hecho de que A es simétrico se sigue
que A = A*. En efecto, sea g € dom(A*) y h = (A* — (I)g con ¢ ¢ R. Existe
go € dom(A) tal que h = (A — (I)gy para ¢ € R. Ahora bien, para cualquier
f € dom(A)

(A=¢D)f.g) = (f,(A" = CD)g) = (f. (A= ¢T)go) = (A = CI)f, g0)-

La ecuacién anterior implica ((A — ¢(I)f, g — go) = 0. Por lo tanto, cuando f
recorre todo dom(A), (A — ¢I)f recorre todo H. Por el Lema 2.2.3 se sigue
que g = go. Asi g € dom(A) y A* € A. Como A es simétrico, A C A*,
ast A = A*. O

Teorema 2.9.7. Un operador A € B(H) es auto-adjunto si y sélo si su forma
cuadradtica es real.

Demostracion. Suponga que A = A*, entonces la afirmacién sigue directamen-
te del Teorema 2.9.2. Ahora suponga que (Af, f) es real. Observe primero que
para toda f, g € ‘H un sencillo célculo lleva a concluir que

(Af,9) =(A(f +9), f+9) = (A(f —9), f — 9)+
(A(f +1ig), [ +1ig) — i(A(f —ig), [ —ig).

De la ecuacién anterior se sigue que

~

(9, Af) = (Af,9) = (Af.9), (2.9.9)

lo que demuestra que A = A*. n

2.10. Proyectores ortogonales

Del Teorema 2.2.7 (Teorema de Proyeccion) y en particular de la ecuacién
(2.2.9) se sigue que para cualquier subespacio F' C H podemos definir un
operador

Pph = f (2.10.1)
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donde h y f son como en la ecuacién (2.2.9). El operador Pr es denominado
proyector ortogonal. Nétese que dom(Pr) = H. Témese el proyector ortogonal
Pr al subespacio F' y observe primero que si f € F, Pf = f. Ademas, para
todo h € H y recordando la notacién de la ecuacion (2.2.9) tenemos que

0 < |PR|* = IfII* = (f.f +9) = (f.h) = (Ph,h). (2.10.2)
Lo que indica por el Teorema 2.9.7 que P = P*. Observe también que
P?h = Pf = f = Ph, (2.10.3)
entonces P2 = P. M4s atin, tiene lugar el siguiente teorema.
Teorema 2.10.1. Sea P € B(H). Entonces P es un proyector si y sdlo si
P = pP*= P2 (2.10.4)
Ademdas P = Pr, donde F ={f e H: Pf = f}.

Demostracion. Claramente F' es un subespacio, porque P es continuo. Por lo
visto arriba, si P es un proyector, entonces (2.10.4) tiene lugar. Para probar
la afirmacién conversa suponga que (2.10.4) se satisface. Ya que P = P2, para
todo h € H se tiene que (I — P)Ph = (P — P?)h = 0, entonces Ph € F. Ahora
bien, si f € F' se sigue que

0=(UI—-P)f,h)=(f,I —P)h), (2.10.5)

es decir, f L h—hP, osea h—hP € F*, lo que prueba que P es un proyector.
O

2.11. Espectro de operadores compactos

Teorema 2.11.1. Sea V € S.(H), ¢ # 0, entonces ran(V — (I) es cerrado.

Demostracion. Sea g € ran(V — (), entonces existe {gx}ren C ran(V — (1)
tal que g — ¢g cuando k — oo.

g=V—CDf freM.
Por el Teorema 2.2.7, para toda k € N se tiene que

ﬁ:fk+f}c7
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donde f, € ker (V —CI)* y fi € ker(V — ¢I). Entonces g, = (V — (I fs.
Probemos que la sucesion { fx }ren estd acotada. En efecto, suponga lo contrario
y defina h, = %, entonces

(V — CDhy = H?"_kH — 0, cuando k — oo,
k

Ahora, como {hy }ren estd acotada, entonces existe {hy,, }nen tal que {Vhy, }nen
es convergente, entonces la sucesién {hy, }nen s también convergente, ya que

e, =7 (Vh - ||?Z"||> |

Denotemos el limite de {hg, }nen por h. Dado que ker (V — ()™ es un subes-
pacio, se tiene que h € ker (V — CI)L, pero por otra parte

(V = ¢Dh = lfm (V = CT)hy, =0,

o sea que h € ker(V —(I), lo cual es una contradiccién. Asi hemos demostrado
que {fx}ren es una sucesion acotada. Por lo tanto, existe {fx, }nen tal que
{V fx, }nen es convergente, pero por el mismo razonamiento anterior { fx, }nen
es entonces convergente y por tanto tenemos que

g=1m (V—=CI)fy, = (V—=CI)f € ran(V — ().
Lo que implica que ran(V — (I) es cerrado. ]

Teorema 2.11.2. Sea V € So(H). Suponga que ¢ # 0, ker(V — (I) = {0}
y ran(V — CI) # H, entonces ran (V — (I)*1 es un subespacio propio de
ran (V — ¢I)* para cada k € N.

Demostracion. Por el Teorema 2.11.1, se tiene que ran(V — (I) es cerrado.
Como ker(V — (I) = {0}, existe (V — (I)~! que genera una correspondencia
biunivoca entre ran (V — C[)2 y ran(V — ¢I). Dado, ademas, que V' — (I es
cerrado (véase el principio de la demostracién del Teorema 2.8.1), haciendo uso
del Teorema 2.11.1 y del Teorema 2.8.3 tenemos que (V — ¢I)~! es acotado.
De esto se sigue de manera inmediata que ran (V — (I )2 es también cerrado.
Y asi por induccién tenemos que ran (V' — (I )k, k € N, es cerrado.

Se puede verificar que ran (V' — C[)ICJrl Cran(V — Cl)k. En efecto, suponga
que existe un ky € N tal que

ran (V — ¢I)*™ = ran (V — ¢I)™,
entonces
H=(V—CI) ™ ™ran(V — CI)kO = (V = ¢I)™™ran (V — Cl)ko+1 =ran(V — ([)

lo que contradice la hipétesis del teorema. O



66 2. Teorfa espectral en espacios de Hilbert

La siguiente afirmacién no supone nada sobre el operador V salvo que sea
lineal. Este resultado generaliza un resultado bien conocido del Algebra Lineal.

Teorema 2.11.3. Sea V' un operador lineal en H. Si los auto-valores A\, # \;,
entonces

ker(V — A\ I) Nker(V — N\, 1) = {0}. (2.11.1)
Demostracion. Suponga que A\, # \; y que
ker(V — X\ ) Nker(V — A1) # {0}. (2.11.2)

De (2.11.2) se sigue que existe un f; # 0 en ker(V — ;1) Nker(V — A\;I). Por
definicién del nucleo espectral (véase la Definicién 2.3.3), tenemos

de lo que se deduce A, f; = A;fj. Asi A\, = A, contradiciendo la hipétesis. [

Citamos aqui el Teorema 6.7 de [44, Cap. 6, Sec. 6.1] que hace uso de los
tres teoremas mencionados anteriormente.

Teorema 2.11.4. Sea V € S, (H), entonces o(V') \ {0} consiste solamente
de auto-valores aislados de multiplicidad finita.

Demostracion. Sea ¢ € (V) tal que ¢ # 0. Suponga que ¢ no es un auto-valor.
Entonces ¢ y V' son tales que satisfacen la condicién del Teorema 2.11.2. En
efecto, que ¢ no sea auto-valor quiere decir que ker(V —(I) = {0}, mientras que
si ¢ € o(V), entonces ran(V — (1) # H. Asi, por el Teorema 2.11.2 podemos
construir la sucesién ortonormal { fx }ren tal que

freran (V=N ran (V = ¢I)F,

entonces por los Teoremas 2.2.4 y 2.7.7, V f;, — 0 cuando k£ — oco. Por el otro
lado, tenemos que

Vie=Cfe + (V=) fr

Asf fi Lran (V —CD)F y (V = ¢I) fi € ran (V — CI)*. Por lo tanto, usando el
Teorema de Pitagoras, Teorema 2.2.1,

IV fell* = 1CPILAZ + IV =D fell® Z PNl = [C* > 0. (2.11.4)

Lo que indica una contradiccion. Asi ¢ debe ser un auto-valor. Probemos ahora
que la multiplicidad de cada auto-valor ¢ distinto de cero es finita. Si hacemos
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que dimker(V — (I) = oo, entonces podria existir una sucesién ortonormal
{fr}ren de ker(V — CI). Ya que V es compacto, entonces V f, — 0, contradi-
ciendo la igualdad |V fil| = [¢]l|fell = ]

Resta probar, ahora, que los auto-valores pueden acumularse solamente en
el cero. Suponga que no es asi y que {(xtren C o(V) tal que ¢ — ¢ # 0.
Considérese la sucesion { fi}ren, || fxl| =1, tal que

(V = GI)fe = 0. (2.11.5)

Del Teorema 2.11.3 concluimos inmediatamente que la sucesion { fx}ren €s
linealmente independiente. Sea

gm € V{fi}ie, © V{fitis!

tal que ||g.|| = 1 para cada m € N. Repitiendo el argumento anterior vemos
que Vg, — 0 cuando m — oo y ademas

Vi = Cegr + (V — Gd) g (2.11.6)
Ahora bien, haciendo g = Z?Zl ayjf; v tomando en cuenta (2.11.5) tenemos

que

k -1

(V= GDge =Y any(V = GD) fi =D ari((G = G)Df € VILYZL (2117)

1

N

J=1

<.
Il

Por lo tanto, g L (V — (xI)gr para toda k € N. Asi, a partir de (2.11.6),
podemos usar el mismo razonamiento que en (2.11.4), tenemos que ||V gx| >
|Ck] — <], 1o que contradice el hecho de que Vg, — 0. O

2.12. Teorema espectral

En esta seccion introducimos resultados fundamentales de la teoria espec-
tral de operadores relacionados con el Teorema espectral. Este teorema tiene
implicaciones en la teoria y aplicaciones de operadores en espacios de Hilbert.

Definicién 2.12.1. Una resolucion de la identidad en H, es una familia de
operadores de proyeccién E(t) parametrizados por t € R y tales que satisfacen:

a) E(—o0) := s —limy, o E(t) = 0y E(+00) := s — limy_, oo E(t) = 1,
donde I es el operador identidad en H.

b) E(c—0)=s—lim;_. E(t) = E(c) para cada t € R.



68 2. Teorfa espectral en espacios de Hilbert

c) E(a)E(b) = E(c), donde ¢ = min{a, b}.

El operador s —1im,_., E(t), de acuerdo con la Definicién 2.4.6, es el opera-
dor s —limy_,o E(ty), donde {tx}ren C R es cualquier sucesién tal que t, — oo
cuando k — oo.

A continuacién reproducimos el Teorema 1 de [9, Cap. 6, Sec. 1], conocido
como el teorema espectral.

Teorema 2.12.1. A cada operador auto-adjunto A en H le corresponde una
unica resolucion de la identidad EA(t), t € R, tal que:

A= /tdEA(t). (2.12.1)

Note que, por como se definié la resolucion de la identidad, facilmente se
verifica

[= / dEA(L). (2.12.2)

Ademas se puede mostrar que
| Aul|? = / t2(dEA(t)u, u). (2.12.3)
R

Diremos que un punto A € R es un punto constante o de constancia de F,
si E(A+¢€) — E(A— e+ 0) =0 para algin ¢ > 0. De otra forma \ serd un
punto de crecimiento de F(t). Se puede mostrar que el conjunto de los puntos
constantes de E(t) es abierto y el conjunto de los puntos de crecimiento es
cerrado (véase [9, Cap. 6, Sec. 1]).

Teorema 2.12.2. Sea (2.12.1) la expansion espectral de un operador auto-
adjunto A. Entonces las siguientes afirmaciones son ciertas (véase el Teorema
3 de [9, Cap. 6, Sec. 1]).

a) 0(A) = {puntos de crecimiento de F4}.

b) 0,(A) = {X € R : (Ea(A+0) — E4(N\)) # 0}, y el auto-espacio que
corresponde a X € 0,(A) es H{\} = [Ea(A +0) — E4(N)]H.

c) 0.(A) es el conjunto de puntos no aislados de o(A).

El siguiente resultado es bien conocido y es un caso particular de un resul-
tado més general cuya demostracién se puede encontrar en [9, Cap. 6, Sec. 6].

Teorema 2.12.3. Si A = A* y ¢ es una funcion racional definida en R, salvo
posiblemente en un punto, entonces

a(p(A)) = @(a(A)). (2.12.4)
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2.13. Perturbacién de operadores
auto-adjuntos

Definicién 2.13.1. Sea A un operador auto-adjunto en H y {fi}ren una
sucesién de elementos en H. Se dice que { fx}ren €s una sucesién singular para
A en el punto ( si:

a) infyen || frl > 0.

c¢) La sucesion { fi}ren estd en el dom(A).

)
b) La sucesién { fx }ren converge débilmente a cero (véase la Definicién 2.1.6).
)
d) {(A = () fx}ren converge a cero (véase la Definicion 2.1.3).

Lema 2.13.1. El punto A € 0.(A), (A € R), si y sdlo si para cualquier € > 0,
dim Ey(A)H =00, A=(A—¢€X+e). (2.13.1)

Demostracion. Suponga que (2.13.1) no vale, es decir, para algin ¢, > 0,
dim E4(Ag)H < 00, Ag = (A — €y, A+ €0). (2.13.2)

Esto es equivalente al hecho de que (véase el Teorema 2.12.2) X es o bien un
auto-valor de multiplicidad finita o un punto regular de A. O

Reproducimos aqui los Teoremas 2 y 3 de [9, Cap. 9, Sec. 1].

Teorema 2.13.1. (Criterio de Weyl) Un elemento A pertenece a o.(A) siy
solo si existe una sucesion singular para el operador auto-adjunto A en \.

Demostracion. Sea A € g.(A) y suponga la existencia de un €, > 0, tal que
{€k}ren converge a cero. Haga Ay = (A — ¢, A+¢;), entonces A = Ay, satisface
(2.13.1). Témese una sucesién ortonormal {uy }ren tal que

Up € [EA(A + Ek) — EA()\ — €, + 0)]7‘[ (2.13.3)

La sucesion {uy }ren es singular, pues los incisos a) - ¢) de la Definicién 2.13.1
se cumplen, mientras que d) (véase (2.12.2) y (2.12.3)) sigue del hecho de que

(A = ADyug |2 = /R £ — AR(dEA(E) g, up)

=/ |t — AP (dE o (t)ug, uk) +/ |t — AP (dE A (t)ug, ug).-
R\Ve,, () Ve, (V)
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La primera integral del lado izquierdo se hace cero por la propiedad de orto-
gonalidad (véase Definicién 2.12.1 ¢)) de la resolucién de la identidad. Asi,

(A — /\I)ukH2 = / |t — )\|2(dEA(t)uk,uk) < (—:iHukHz = ei. (2.13.4)
Ve, (V)

Para probar la afirmacién conversa, suponga que {uy }ren €s una sucesién sin-
gular de A en el punto A. Si A & o0.(A), entonces (2.13.2) se satisface para
algiin ¢y > 0. Escriba

Entonces

(A= ADvy, = (A — My, — (A — M) [Ea(\ +0) — Ea(\)]ug

va que [E4(A+0) — E4(\)]ug se encuentra en el auto-espacio correspondiente
a A\ Ast (A — M), — 0, pues (A — A )up — 0. Ademds vy L [E4(A+0) —
EA(N)|H. En efecto, si w € [F4(A+0) — E4(\)|H, entonces

(Un, w) = (U, — [EaA(A+0) — E4(N)]uy, w)
= (Up,w) — (Ea(A+0) — E4(N)]uy, w).

Y utilizando las propiedades del proyector, tenemos que
(EA(A+0) — E4(N)]up, w) = (u, w). (2.13.6)

Asi, se cumple que (v,,w) = 0.

Ahora bien, puesto que A es un punto regular de la parte de A en H ©
[EA(A+0) — E4(A)]H (es decir, del operador A restringido a dom(A) NH ©
[EA(A+0) — EA(N)]H), se sigue de esto que |[(A — AI)vg|| > Collvk]|, Co > 0,
y asi, vy — 0. La proyeccién [Ea(A + 0) — E4()\)], de dimensién finita, es
compacta. Por lo tanto, la convergencia débil de {uy}ren al elemento cero,
implica que [E4(A+0) — E4(A)]ur — 0 cuando k — oo. Y por (2.13.5) se sigue
que ux — 0 cuando k — o0, lo que contradice la condicion infrey ||ug|| > 0. O

Teorema 2.13.1 muestra que el espectro esencial es estable bajo pertur-
baciones compactas.

Teorema 2.13.2. (Teorema de Weyl) Sea V = V* € S(H) y A = A*.
Entonces el operador B = A+ V es auto-adjunto y o.(B) = 0.(A).
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Demostracion. El Teorema 2.7.10 (a) implica directamente que B es auto-
adjunto. Sea ¢ € 0.(A) v {fk}ren una sucesién singular para el operador A
en (. Ya que { f}ren converge débilmente al elemento 0y V' € Sy (H), por el
Teorema 2.7.7, tenemos que {V fi }ren converge a 0 y asi

(B=¢Dfe = (A=) fu+ Vi — 0. (2.13.7)

Por lo tanto, la sucesién { f }ren es singular para el operador auto-adjunto B en
(yoe(A) C 0.(B). Ahora, la igualdad A = B+(—V) hace que 0.(B) C 0.(A),
por lo tanto o.(B) = g.(A). O

2.14. Fisica matematica y teoria espectral de
operadores en espacios de Hilbert

En Mecanica Cuantica, los sistemas son descritos por operadores y vectores
en un espacio de Hilbert separable H. A cada vector f € H tal que |[f|| =1le
corresponde un estado fisico. Ademads, dos vectores f y g tales que || f]| = 1,
llg]l = 1 corresponden al mismo estado fisico si y sélo si existe 6§ € [0, 2n)
tal que f = eg. Para cada “observable”, es decir, una magnitud medible del
sistema cuantico, existe un operador auto-adjunto A en H. Asi, si el sistema
estd en el estado fisico f y medimos la observable correspondiente al operador
auto-adjunto A, la distribuciéon de probabilidad del valor de la medicién es
(dEA(t)f, ). O sea que, la probabilidad de que el valor de la medicién esté en
el intervalo [a,b] C R es

/[ (@B ). (2.14.1)

Es por esto, que la Teoria espectral de operadores en espacios de Hilbert ocupa
un lugar destacado en la Fisica-Matematica.

Un aspecto importante que usualmente no se toma en cuenta en libros
de texto de Fisica cuando se estudian los operadores lineales en espacios de
Hilbert es su dominio de definicién; en este trabajo, en cambio, dada su ca-
racteristica, el andlisis de esos dominios resulta indispensable. Los siguientes
teoremas ilustran que en general los operadores que se utilizan en Mecénica
Cuantica no estan siempre definidos en todo H.

Teorema 2.14.1. (Teorema de la Grdfica Cerrada) Sea T un operador lineal
en el espacio de Hilbert H tal que dom(T) = H. Entonces T es acotado si y
sélo si su grdfica G(T) es cerrada.
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Demostracion. Suponga que T es un operador cerrado, entonces por el Teo-
rema 2.8.2, T es acotado. Ahora suponga que T es acotado, entonces por el

Teorema 2.6.3 se tiene que T es cerrado, lo que demuestra que G(T') es cerra-
da. O

Comentario 2.14.1. Por el Teorema de la Grdfica Cerrada, un operador no
acotado y cerrado no puede estar definido en todo H.

Teorema 2.14.2. (Hellinger-Toeplitz) Sea A un operador simétrico definido
en todo H, entonces A es acotado.

Demostracion. Como A es cerrable y H = dom(A) C dom(A) implica que

dom(A) = dom(A), entonces A es un operador cerrado. De aqui se sigue que
A es acotado, haciendo uso del Teorema 2.14.1. O

Comentario 2.14.2. Por el teorema de Hellinger-Toeplitz un operador que sea
simétrico y no acotado no puede estar definido en todo H. Como los operadores
auto-adjuntos son simétricos, vemos que los operadores en Mecanica Cuantica,
en general, no estan definidos en todo H.



Capitulo 3

Representacion matricial de
operadores lineales

Vamos a estudiar en este capitulo la representacion matricial de operadores
acotados y simétricos no acotados. Ello consiste en asignar a una matriz un
unico operador lineal y a un operador lineal una tnica matriz, y para lo cual
se dan ciertas condiciones. El problema de la representacién matricial de ope-
radores acotados es sencillo, porque existe una relacién biunivoca entre estos
operadores y ciertas matrices. Para la representacion matricial de operadores
no acotados existe una dificultad que consiste en que a una sola matriz le
podemos asociar varios operadores con diferentes dominios.

3.1. Representaciéon matricial de operadores
lineales acotados

En esta seccién vamos a trabajar con operadores lineales definidos en todo
el espacio ‘H y demostraremos que los operadores acotados admiten represen-
taciones matriciales completamente andlogas a las ya bien conocidas de los
operadores lineales en los espacios de dimensién finita.

Para ello, comenzamos por escoger una base ortonormal fija {uy}ren en H
y para el operador T € B(H) definimos

ti = (Tug, u;) = (ug, T"u;), Vi, keN (3.1.1)

Los numeros ¢ j, k € N estan definidos univocamente una vez que fijamos la
base ortonormal {uy}ken-

Ya en el Teorema 2.2.6 vimos que cualquier espacio de Hilbert H, con
dim(H) = oo, es isométricamente isomorfo a l3(N). Observamos también que

73
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existe una correspondencia uno a uno definida por el operador isométrico U
de la siguiente forma Uuy = J; para toda k, donde {0y }ren formaba la base
canénica en el espacio de Hilbert l5(N). Con este recordatorio, sea f € H y

© = {¢ktren € lo(N). Asf si

F=> fou

keN
entonces
Z@k% =p=Uf= kaUuk = ka5k
keN keN keN

del que se sigue que fr = k.
La idea en esta seccién es trabajar en el espacio lo(N); para ello, construimos
el operador
T :=UTU " : I(N) — I5(N). (3.1.2)

Los operadores T y T comparten las mismas propiedades y es equivalente
estudiar T en [3(N) a estudiar T en H.
Sea Tf = g tal que g = ZjeN gju;. Entonces, si ¢ = Ug se tiene que

¥ = (g,u5) = (Tf,u5) = O prur, T u;)

keN

=Y onlun, T ) = Y tipr. (3.1.3)

keN keN

La convergencia de la tltima serie en la ecuacién (3.1.3) sigue de la continuidad
del producto interior, y de la convergencia de ), pruy - Asi,

(Te); =D tingr. (3.1.4)

keN

Comentario 3.1.1. El operador T actia sobre las sucesiones como una matriz
tjr sobre vectores. O sea T' puede identificarse con la matriz ¢, la cual es la
representacién matricial del operador T'.

Definicién 3.1.1. Denotaremos a {t;x},xen como la representacioén matricial
del operador T' con respecto a la base ortonormal {uy}ken.

La representacion matricial de 7™ se obtiene de la siguiente manera:

th, = (T ug, uj) = (ug, Tuy) = ;.



3.1 Representaciéon matricial de operadores lineales acotados 75

De donde resulta que

(T"0); = D _ uipr. (3.1.5)
keN
Observe que

(T, Vi) = (TUF, ) 100 = (UT£,Ug) 1,00
= (f7 T*g)H = (va UT*g)lz(N)

= (0, T U )i = (0, T )iy 000 (3.1.6)
Por lo tanto
T = (T)". (3.1.7)
Asi que, de R R
(Te, ¥) = (p, "),
tenemos

> (thwk:) EDD (Z tkj%> o5 (3.1.8)

jeN \keN JjeEN \keN

Dado que T € B(l5(N)), de la desigualdad

(T, )| < Mlll| - [l (3.1.9)
con M > 0, se sigue

5 (z %@) ;.

jeN \keN

< wz |¢j|2\/2 el (3.1.10)

jeN keN
Asi hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. La matriz {tj;};ken como se definic en (3.1.1) satisface
(3.1.10) para cualesquiera @, € lo(N).

Teorema 3.1.2. Suponga que se nos da una matriz {s;;}jren que satisface la
desigualdad

Zp: (ki; %M) o

j=1 =

p q
S MY Il D el (3.1.11)
j=1 k=1

con M > 0 para cualesquiera p,q € N, entonces para todo ¢ € l5(N) podemos
definir la accion de un operador S de la siguiente forma:

(5o = Sknpn (3.1.12)

neN

Y S es acotado.
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Demostracion. Sea {s;i};ren una matriz que satisface la desigualdad (3.1.11)
para cualesquiera p,q¢ € N. Vamos a probar que esta matriz determina a un
operador lineal acotado S. De la desigualdad (3.1.11) con

pr=@pa=--=pj1=pj="-=0,0; #0,
w1:¢2:"':¢m—1:wn-i-l:wn+2:"'zoa¢mv"'7¢n7é0
obtenemos

n
Z Sk Uk
k=m

n
<MD |l
k=m
Esto implica la convergencia de la serie

> sty (3.1.13)

keN

para cualquier j € N y cualquier sucesion {iy}ren € l2(N). Por el Teorema
2.5.2 podemos considerar al funcional lineal y continuo

() = Z Sk Wk, (3.1.14)
keN
definido en todo l3(N). Ahora por el Teorema de representacién de Riesz (Teo-
rema 2.5.1), existe 177 = {1} }ren € l2(N) tal que
(W) = (7)) = D . (3.1.15)
keN
O sea que, para cada j € Ny ¢ € [5(N) se tiene que

S st =D . (3.1.16)

keN keN

Considerando la base canénica {0, }men en l2(N) tenemos que

> (st = 0)0mi = 0, (3.1.17)

keN

por lo tanto, para cada k € N

=N
I
]

Skj —
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lo que implica que

> skl < o0 (3.1.18)

keN

El hecho de que (3.1.18) siga de (3.1.13) es un caso particular del Teorema de
Landau (véase [3, Sec. 18] y para el caso general véase [27]).

Definamos la accién del operador Sy, para la base candnica {0, }n,en por
medio de la féormula

(§05n)k = Z skjénj = Skn-

jEN

El vector Syd, estd en l5(N) para todo n € N ya que (3.1.18) tiene lugar.

o~

Ahora por la linealidad, podemos definir la accién del operador Sy para todos
los vectores con solamente un numero finito de componentes diferentes de cero.
En efecto, dado que

S00n = {Skn ren,

la accién del operador Sy sobre p = fo:l ©no, esta dada por

N
So =Y nS00n,
n=1

lo que implica

N N
Sop =D Pn{skntren = {Z wnskn} . (3.1.19)
n=1 n=1

keN
Por lo tanto,

N

(So0)k =Y Stnn: @ € Lpin(N). (3.1.20)

n=1

Recuerde que {;,(N) fue definido en la Definicién 2.1.7.

Probemos, ahora, que el operador §0 es acotado. Por la desigualdad (3.1.11),
para ¢, € ly;,(N) tenemos que

|(Sop, )| < Ml - [l (3.1.21)
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Por la continuidad del producto interior, la desigualdad (3.1.21) se satisface
para todo ¢ € I5(N). Sea ¢ = Sy # 0. En (3.1.21) obtenemos

IS0 ll* < Mllell - [|Soell, (3.1.22)
asi,
1Sl < M[lell. (3.1.23)

Por lo tanto, §0 es acotado. Ahora bien, extendiendo el operador A§0 por conti-
nuidad a todo el espacio l3(N), y denotando esa extensién como S, vemos que

S es un operador acotado en todo l2(N), y por (3.1.20), la accién del operador
S se puede definir como:

(S’\gp)k = Z Skn¥Pn-
neN

]

Observe que para cualquier base ortonormal {u}ren v €l correspondiente
operador U dado en el Teorema 2.2.6 se tiene que

S = U"13U,

es un operador en B(H).

Comentario 3.1.2. De los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 se sigue que para que una
matriz {t;;} sea la representacion matricial de un operador T € B(H) es
necesario y suficiente que satisfaga la condicién (3.1.11). En efecto, a cada
T € B(H) le corresponde una tnica matriz que satisface (3.1.11) y a cada
matriz que satisface la condicién (3.1.11) le corresponde un tnico operador

T € B(H).

Teorema 3.1.3. Sea {t;;}jren la representacion matricial de T' € B(H). Si

> ltl? < o0, (3.1.24)
j,keN

entonces T € Soo(H).
Demostracion. Suponga que Y. [tjx|* < oo, entonces

P
plggoz Z It < o0.

j=1 keN
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Por lo tanto, para cada e > 0, existe un nimero entero p = p(e) tal que

DD tal <€

Jj=p+1 keN
Construyamos ahora el operador T, con la siguiente relacién
Tep = Pruq + Pous + - - - + Ppuy,

donde vj = >,y tikPr, S1 0 = D pen Prlly- Sea

Ty = > by,

jeN

entonces tenemos que

o [ee) o
ITo—Teol? =1 Y vyl = D 1D tiwenl> < D D ltullel® < Elel

j=p+1 j=p+1 keN j=p+1keN

Resta solamente verificar que el operador IA’G es compacto. Para ello, selecciona-
mos cualquier conjunto acotado de vectores en H. El operador 7T, va a mapear
este conjunto en un conjunto acotado de un subespacio de dimensién finita de
H, y este conjunto es compacto por el Teorema de Bolzano-Weierstrass. Por
lo tanto, T, es un operador compacto.

Demostremos, ahora, que si

1T = Te|l < €l (3.1.25)

con € arbitrario y ’_ﬁ compacto, entonces T es compacto. Y como los operadores
T y T comparten las mismas propiedades, entonces se tiene que también 7" es
compacto. Para probar esta afirmacion, escogemos una sucesion de niimeros
positivos €; > €3 > €3 > - - - con (limy_ € = 0) y consideramos una sucesién
de operadores compactos de la forma {T;, }ren. Sea M un conjunto acotado
arbitrario de puntos f € H tales que || f|| < C. Témese una sucesioén arbitraria
{frx}ren en M. Ahora bien, por la compacidad del operador T, existe una
subsucesién

fi1, fiz, fig, o (3.1.26)

la cual es mapeada por el operador 7;, en una sucesién convergente. De la
sucesion (3.1.26) seleccionamos una subsucesion

fo1; fa2, fos, -+ (3.1.27)



80 3. Representacién matricial de operadores lineales

la cual es también mapeada en una sucesién convergente por el operador T,.
Continuando este proceso, obtenemos la sucesion infinita de sucesiones de la
forma

fu fiz fiz o fie o = {fik}ken
Jor fe2 Sz oo fae oo = {fok}ken
31 fa2 fzz o fae oo ={[3k}ken
fro fre fes o Sk o = {frrtren

en el que cada una es una subsucesion de la anterior. La sucesiéon de la diagonal

fi1, fo2, [z, (3.1.28)

es mapeada por el operador T¢, , para cada k € N, en una sucesién convergente.
Probemos que la siguiente sucesién diagonal { fxx }ren €s mapeada también en
una sucesién convergente por el operador T'. Para ello, es suficiente probar que

m

(|7 fun — T fon| = 0. (3.1.29)

Note que

Tomando k suficientemente grande, podemos hacer el término 2¢,C' tan pe-
queno como queramos. Después de esto, tomamos N tan grande de tal forma
que ||Tek fun — Terfrum|| se haga tan pequeno como queramos para m,n > N.
Asi la relacién (3.1.29) se satisface y T' es compacto, es decir, T € So(H). O

3.2. Representacion matricial de operadores
lineales simétricos no acotados

En esta seccién supondremos siempre que A es un operador cerrado y
simétrico. De la misma forma como en la seccién anterior, escogemos una base
ortonormal fija {ug }ren sélo que ahora en el dominio del operador A, donde
A es un operador cerrado, simétrico y no acotado. Asi

ajk = (Aug, u;) = (ug, Auy) = ax; Vi, k €N, (3.2.1)
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de donde se sigue que {a;j};ren €s una matriz hermitiana.
Para la base ortonormal {uy }ren fija, consideramos el operador isométrico
U del Teorema 2.2.6 para obtener el operador

A=UAU". (3.2.2)

Los operadores A y A tienen exactamente las mismas propiedades, en parti-
cular, sucede que dom(A) = U dom(A) y A es cerrado.

Definicion 3.2.1. Sea A\méx el operador definido en

dom(Apgy) = {¢ € l(N) : Z | Zajkgpk ? < oo} (3.2.3)

JEN  keN
y que actia como
max%p Zajk(pk (324)
kEN

Comentario 3.2.1. Hemos definido Ay de manera que (3.2.4) tiene sentido
para todo ¢ € dom(Amax) Claramente, si un operador en [5(N) actia de la
misma forma que AmaX, entonces aquel operador debe ser restriccién de A\méx.
Nétese, ademds, que dom(AmaX) = [5(N), dado que dom(A\méX> O lin(N) y
este ultimo es denso en ly(N).

Definiciéon 3.2.2. Definase /Almfn €Omo fAlmfn = (A\méx)*.

Considérese el operador A\méx‘ I (N) COIMO el operador A\méx restringido a
lin(N) (vease la Definicién 2.1.7).

Teorema 3.2.1. (A\méx lfm(N))* = A\méx-

Demostracion. Demostremos primero que dom((ﬁméx
Sea p € dom((zzl\méx

Lpin(N )) ) C dom(AmaX)
L) = 1 € [p(N).

Lrm()) ), €ntonces (A\méx

by = (8,8;) = (Amaxliyn) 9, 85) = (65, (Amaeliyo0)*9)
= (Amixligin 005 9) = (Amisligin 005, D 240%)
keN

= Z Sok max |l yin N) Z APk -

keN keN
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Esto demuestra que ¢ € dom( max) Probemos ahora que

dom( maX) C dom((gméx\lfm(N))*).

Claramente,

( max|lfm(N) ) P Z@k max‘lfm 5]y5k) Zakj@- (325)
keN keN

Por otra parte, suponga que ¢ € dom(AmaX) entonces

max%oa Z Sok max5k7 Z Ak Pk- (326)
keN keN

Asi, para todo elemento de la base canénica 9,

(5]'7 Améx@) max(pv Z A SOk — max‘lfm(N) 6j7 W)
keN

Entonces para cualquier 1) € dom(gméx lyan(t)) S€ cumple que
(Améx‘lfm(N)wa 90) (1/}7 max‘P)

lfz‘n(N)>*90 = Amaxp- [

Lin)*) Y (Amax

por lo que ¢ € dom((Apsx

Corolario 3.2.1. Del Teorema 3.2.1 se concluye inmediatamete que A\méx
es un operador simétrico

Corolario 3.2.2. Del Comentario 2.7.2, se sigue que A\méx es cerrado.

Corolario 3.2.3. De la igualdad (2.7.5) se sique que

~

Aml’n = (A\méx>|lfm(N)‘ (327)

Definicién 3.2.3. Cuando A = A, diremos que {a;;};ren €s la represen-
tacién matricial de A con respecto a la base ortonormal {uy }ren. En este caso
A es el minimo operador simétrico cerrado en l5(N) que satisface

(Ady, 6;) = ajp, (3.2.8)

o lo que es lo mismo decir que A es el minimo operador cerrado en H que
satisface
(Aug, uj) = ajy.
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Comentario 3.2.2. Claramente, A= A\mm es el minimo operador cerrado que
satisface (3.2.8). En efecto, suponga que existe A que es cerrado y AcC A,
A # Ay satisface (3.2.8). Como {a;r}jren s una matriz hermitiana, entonces
A es simétrico y A* también satisface (3.2.8), por ser una extensién de A
O sea que A* debe ser una restriccién de A\méx. Pero, por el Teorema 2.9.3,
A\méx C Z*, lo que es una contradiccién.

Comentario 3.2.3. Si{aji};ken es la representacién matricial de A con respecto
a la base ortonormal {uy }ren, entonces la matriz {a;i } ; xen define univocamen-
te al operador A. En efecto, el operador simétrico cerrado determinado univo-
camente por la matriz {a;x};ren, con respecto a la base ortonormal {uy}en,
es

Uﬁl(zzl\max) i) U

Definicién 3.2.4. Una base ortonormal {uy}ren se dice que es base de una
representacion matricial de un operador simétrico cerrado A si:

1. Los elementos de {uy }ren pertenecen al dom(A).

2. Para el operador U definido en el Teorema 2.2.6 con respecto a {uy }ren;,

se cumple que R
A=U"AuU.

Resulta que para cualquier operador simétrico cerrado es posible encontrar
una base de representacién matricial. Este es el contenido del teorema 3 de [3,

Sec. 47].

Teorema 3.2.2. Sea {bj;};ren una matriz hermitiana que satisface
D bl < 0. (3.2.9)
keN

Entonces es posible definir un operador simétrico cerrado B en lo(N) por medio
del siguiente algoritmo: se define

Bo; =Y by (3.2.10)
keN

Se extiende (3.2.10) por linealidad al conjunto de combinaciones lineales de
{0r} y se toma la cerradura del operador obtenido. Ademds se tiene que B =

Bmin .

Demostracion. Observe que (3.2.9) implica la convergencia de (3.2.10) para

toda j € N. Posteriormente, note que B = (Eméx) Lin (N)- O
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Corolario 3.2.4. Si {u}ren es una base ortonormal en H y U el operador
unitario del Teorema 2.2.6, la matriz {bjx};ken, con respecto a {uy }ren, define
univocamente un operador simétrico cerrado B en H, expresado por:

B:=U"'BU. (3.2.11)

Comentario 3.2.4. Claramente {b;x};ken €s la representacién matricial de B
con respecto a la base ortonormal {uy }ren.



Capitulo 4

Matrices de Jacobi
semi-infinitas

En este capitulo se presentan los principios de la teoria de matrices de Ja-
cobi. En la Seccién 4.1 damos la definicion de la matriz semi-infinita de Jacobi
y de su correspondiente operador asociado. En la Seccion 4.2 damos cuenta
de que el operador de Jacobi, puede tener inicamente indices de deficiencia
(1,1) o (0,0) e introducimos los polinomios ortogonales de primer género. En
la Seccién 4.3 se definen las extensiones auto-adjuntas von Neumann y en 4.4
se da explicitamente la resolvente de esas extensiones. En la Seccién 4.5 se
define una familia de perturbaciones de rango uno de operadores de Jacobi
y se tratan algunas de sus propiedades espectrales. En esta misma seccion,
usamos la expansion von Neumann de la resolvente para desarrollar a detalle
la formula asintética de la m-funcién de Weyl-Titchmarsh.

4.1. Operadores de Jacobi

Definicién 4.1.1. Dadas las sucesiones {gn }nen CR y {bp}nen C Ry = {2z €
R : 2 > 0}, defina la matriz de Jacobi como una matriz tridiagonal semi-infinita
de la forma:

q1 bl 0 0
by g2 b2 O
{(Jitiwen= |0 b2 a3 b , (4.1.1)

0 0 b3 @
Comentario 4.1.1. Claramente la matriz {Jj;}; xen s simétrica.

85
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Definicién 4.1.2. Como se hizo en [Cap. 3, Sec. 3.2], defina los operadores
Jmax Y Jmm en l2(N) de la manera siguiente:

1.
2
dom(Jmax) = { € a(N) : Y ) Tjwgr | < o0} (4.1.2)
jEN |keN
donde jméX actia como
(Jmix®)j = Y Jjksph- (4.1.3)
keN

2. jml'n = (jméx)*-

Definicién 4.1.3. Debido a que {.J;}; xen satisface la relacién (3.2.9), el Teo-
rema 3.2.2 implica que la matriz {.Jj; }; ren define univocamente a un operador
simétrico cerrado

j = jmfn-

Ahora bien, dado H con una base ortonormal {uy }ren y el operador unitario
U definido en el Teorema 2.2.6 podemos definir a un operador J en ‘H de la
siguiente forma:

J:=U"'JU. (4.1.4)

El operador J en (4.1.4) recibe el nombre de operador de Jacobi asociado
a la matriz (4.1.1).

4.2. Polinomios ortogonales de primer género
e indices de deficiencia
Considere la siguiente ecuacion:
(J* —=¢Dyp=0, ¢eC. (4.2.1)
De (4.1.1), (4.1.3) y (4.2.1) se sigue que

qip1 +bip2 = (1 (4.2.2)
bn—1Pn—1 + @nn + bnon+1 = Con, VYn € N\ {1}. (4.2.3)
Es fécil generar una solucién del sistema (4.2.2) y (4.2.3). Por ejemplo, ha-

ciendo ¢; = 1 se tiene que py = é(( —q1). De (4.2.3) con n = 2, obtenemos

3 = b12 (€= q2)p2 —b1) = b12 (bll(C ) —aq) - bl) : (4.2.4)
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Y asi sucesivamente. Notese que ¢, es en realidad un polinomio con respecto
a ¢ de grado n — 1. Usaremos la notacién

Po1(C) = ¢n (4.2.5)

cuando queramos recalcar que ¢, es un polinomio.

Si la sucesion ¢ = {¢y, fnen construida anteriormente esta en l(N), entonces
también estd en dom(J*). En efecto, ya que

Coj= Y Jinen
keN

se tiene que

pel(N) =D [ Jipr [P < oo

jeN keN

y por (4.1.2) concluimos que ¢ € dom(J*).
De esta forma, ¢ es solucion de (4.2.1) siempre que ¢ € l(N). Asi

D PO < o0 (4.2.6)

neN

si y s6lo si ¢ es solucién de (4.2.1).

Que ¢ sea solucién de (4.2.1) significa que ¢ es el auto-vector de J*
correspondiente a ¢ € C.

Teorema 4.2.1. La multiplicidad de cualquier auto-valor de J* es siempre
tqual a 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ es también solucién de (4.2.1) para una (
fija en C,. Entonces, denotando ¢ := ¢1((), es facil concluir que

Q) = é(C)- (4.2.7)
Por lo tanto, la dimension del espacio de soluciones de (4.2.1) es 1. O

Calculemos, ahora, el indice de deficiencia n_ de acuerdo a la férmula
(2.9.6). Del Teorema 4.2.1 con ¢ € C,, se sigue que n_ es igual a 1 cuando
(4.2.6) tiene lugar, e igual a cero cuando

D PO = oo (4.2.8)

neN



88 4. Matrices de Jacobi semi-infinitas

Note que la convergencia de la serie

> IPOF

neN
para Im ¢ > 0 es equivalente a la convergencia cuando Im ¢ < 0. En efecto, ya

que los coeficientes de los polinomios P, son reales para toda n € N, tenemos
que

|Pn(O|2 = Pn(C)Pn(C) = Pn(C)Pn(Z)a (4-2-9)

lo cual nos lleva a concluir que
n,=n_. (4.2.10)

De esta manera podemos decir que el operador J* tiene o bien indices de defi-
ciencia (0,0) o bien (1,1). Dado que J es un operador cerrado por definicién,
el fndice de deficiencia (0,0) implica que J = J* (véase el Teorema 2.9.6); o
equivalentemente jméx = jmin (véase las Definiciones 4.1.2 y 4.1.3). En esta
situacion diremos que {Jjx};ren estd en el caso del punto limite.

Si el operador J tiene indice de deficiencia (1,1), entonces se tiene que
J + J* y jméx D jmfn. En esta circunstancia diremos que {Jj; };ren estd en el
caso del circulo limite. Notese que tiene lugar el siguiente teoremas:

Teorema 4.2.2. Si el operador J estd en el caso del circulo limite, entonces
(4.2.6) tiene lugar para toda ¢ € C.

Demostracion. Ya vimos mas arriba que (4.2.6) tenfa lugar si ( € C; oen C_.
Ahora bien, si ( € R, entonces supéngase que la serie en (4.2.6) es divergente.
Esto quiere decir que dim ker(j* — (I) = 0. Tomando una vecindad de ¢,
vemos, por el Teorema 2.8.4, que dim ker(j* —(¢I)=0en ¢ € C\R. Pero esto
contradice el hecho de que los indices de deficiencia del operador J eran igual
a (1,1). Por lo tanto, (4.2.6) tiene lugar también si ( € R. O

Teorema 4.2.3. Para toda k € N se tiene que

~

8 = Po_1(J)61. (4.2.11)

A

donde Py(J), k € NU {0}, es el operador que resulta de evaluar el polinomio
ortogonal de primer género en J y {0k tren €s la base candnica en l(N).

Demostracion. De las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) y debido a que la matriz
(4.1.1) es simétrica, tenemos también que

J& = 161 + b10, (4.2.12)
T8 = by 1001 + Gubn + bu0ni1, ¥n e N\ {1}. (4.2.13)

Para confirmar que (4.2.11) tiene lugar, basta con despejar iterativamente dy
de las sucesiones (4.2.12) y (4.2.13). O
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Corolario 4.2.1. Para toda k € NU{0} se tiene que

&y € dom(J*). (4.2.14)

4.3. Extensiones auto-adjuntas von Neumann

Definicién 4.3.1. Los polinomios de segundo género {@Q,(¢) }nenuqo} asocia-
dos a la matriz (4.1.1) se definen como las soluciones del sistema recurrente
(4.2.3), bajo el supuesto de p; = 0y @5 = by *. Nétese que ¢, es un polinomio
de grado n — 2 con respecto a (. Utilizaremos la notacién

Qn-1(¢) == ¢n, neN, (4.3.1)

cuando queramos recalcar que ,, es un polinomio.
Nétese que ¢1 y @9 no satisfacen (4.2.2) y por lo tanto ¢ no puede ser
solucién de (4.2.1).

Definicién 4.3.2. Sean ¢ = {¢,}nen, ¥ = {wnA}neN sucesiones infinitas en
l5(N). El wronskiano asociado con el operador .J se define como:

Wn((P?w) = bn(@n¢n+l - wn¢n+1>7 n € N. (432)

Teorema 4.3.1. Sean ¢ y 1 soluciones de (4.2.3). Entonces el wronskiano es
constante.

Demostracion. Como ¢ y 1 son soluciones de (4.2.3), entonces para n > 1

bn—lgpn—l + qn¥n + bn§0n+1 - CQOn (433)
bnflwnfl + Qn¢n + bnwnJrl = Cwn (434)

Asi, multiplicando (4.3.3) por ,, y restandolo a (4.3.4) multiplicado por ¢,
vemos que

Wa(o,¥0) = Waa(p,¢) = 0. (4.3.5)

Por lo tanto, el wronskiano es constante en n. O

Definicién 4.3.3. Defina

Woo(ip,90) =2 lim Wiy(gp, 90). (4.3.6)

En el caso J # J*, vamos a considerar extensiones auto-adjuntas von Neu-
mann. Esto es, operadores auto-adjuntos que son extensiones de .J y restriccio-
nes de J*. Para un operador de Jacobi dado, hay una forma simple de describir



90 4. Matrices de Jacobi semi-infinitas

todas las extensiones auto-adjuntas von Neumann [42, Lema 2.20]. Para lo an-
terior, vamos a considerar las sucesiones v(g) = {,(g) }nen tal que, para toda
n € N se tiene

Vn(g) = Pn—l(o) + an—l(O)v geR (437)

Un(+00) := Qn-1(0). (4.3.8)
Fijamos g € RU {400} y definamos el conjunto

D(g) = {¢ = {@r}ren C dom(J*) : Wee(v(g), ) = 0}
= {p € 15(N) : J*¢p € [r(N), Wee (v(g), ¢) = 0}. (4.3.9)

Comentario 4.3.1. En la definicién del conjunto D(g) usamos una condicién a
la frontera en el infinito que esta dada por g.

Para cada extensién auto-adjunta von Neumann del operador no auto-
adjunto J , existe una unica g € RU {400} que hace que esa misma extensién
sea restriccién de J* al conjunto D(g).

La unicidad con que la extension auto-adjunta determina a g se debe a
que puede mostrarse facilmente que valores diferentes de g € RU {+00} im-
plican diferentes conjuntos D(g). Denotaremos la extensién auto-adjunta von
Neumann determinada por g € RU {400} como sigue:

J(g9) = J*| p(g)- (4.3.10)

En este trabajo estudiaremos operadores de Jacobi auto-adjuntos. Si J
resulta tener indices de deficiencia (1, 1), entonces vamos a considerar siempre
una extension auto-adjunta von Neumann de J es decir, un operador J(g) con
g € RU{+00}. Y cuando tengamos el caso J = J*, utilizaremos la notacién

J =: J(—00). (4.3.11)

Teorema 4.3.2. Los auto-valores de J(g), g € RU{+o00}U{—oc}, son simples,
es decir, su multiplicidad es igual a 1.

Demostracion. Note que, para cada g € RU {400} U {00}, JcJg) cJ
Sea A € 0,(J(g)). Como .J(g) es una restriccién de J* en el dominio D(g),
entonces

ker(J(g) — CI) C ker(J* — ¢I), ¢ eC. (4.3.12)

Pero, por el Teorema 4.2.1, sabemos que la dimensién de ker(J* — ¢I) es a lo
més uno. Por lo tanto, los auto-valores de .J (g) son simples. [
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4.4. Resolvente

Lema 4.4.1. Sea ¢ € p(J(9)) y ¢ = (J(g) — ¢I)"'0y. La representacion
matricial de Re(J(g)) es

o Yepj  J<k
Re(J(9))jk = (4.4.1)
Yior  J>k

donde ¢ = {on}nen €s la sucesion dada en (4.2.5).

Demostracion. Sea n = R¢(J(g))v, entonces 1; = Y keN Re(J(9))jxvx- Toman-
do en cuenta (4.2.2) y (4.2.3) y usando el hecho de que ¥, y ¢, son soluciones

de J(g)y = C1p para m > 2, tenemos

((j(g) - jC)n)m = bm—1Mm—1+ (¢m — O)1m + bmnm+1

=bm-1 Y Re(J(9))m—1xvk + ( O)> Re(J(9))mrvi +bm Y Re(T(9))mr1xvk
keN keN keN

= Z v [b 11%( (9)m—1k + (@m — C)Pbc(j(g))mk + meC(j(g))m+lk]-
keN

Ahora distribuyamos la serie anterior en tres sumandos. Asi,

m—1

((j( Uksok m— lwm 1 + ( C)wm + bm¢m+1]
k=1

+ Z Ukwk [bm—l(Pm—l + (Qm - g)@m + bm‘Pm—&-l]
k=m+1
+ 'Um[bm—lwm@m—l + (Qm - C)wm@m + bmwm—kl@m}-

La suma finita es cero, dado que 8; = (J — 1)1 y m > 2. La serie es también
cero porque ¢ es la sucesién dada en (4.2.5). Por lo tanto, se tiene que

((j(g) - j()n)m = U [bm-1YmPm—1 + (@m — {)VmPm + bm¥mt10m]

= U [V (bmn—19m-1 + (gm — O)@m) + binVm+10m]

= U [~ bmWPmPm+1 + bnWVm+10m] (4.4.2)
- Umbm[wm-l—l@m - wm(Pm—f—l} = Um. (4-43)

La igualdad (4.4.2) es vélida, ya que ¢ es la sucesién dada en (4.2.5) y
bin-10m-1+ (@m — QO)¥m = —bm¥m@ms1. Para probar la igualdad (4.4.3), ob-
serve que 1, ¢ satisfacen (4.2.3), o sea que W, (¢,1) es constante. Asi, basta
calcular Wi (p, ).

Wi(p, ) = b1(2 — h1p2)
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LL), se tiene que

Wi(p,¥) = b (% (0 <C b1Q1)) =01y +Y1(qn — () = 1.

Para m = 1, se tiene también que
((j(9> - —fC)U)l = v12bip1 + Uﬂ/}l((h - O%
= v1[ab1p1 + 1 (qn — Q)i
= vy Y2y + Y1 (g1 — Q)]

= V1.

y dado que @y = (>

O]
Teorema 4.4.1. Si g # —oco, entonces la resolvente Re(J(g)) es compacta.

Demostracidn. Probemos que R¢(J(g)) satisface el Teorema 3.1.3. Asi

Do RNl =D Y 1B (T (gDl

J,k€EN keN jeN
Z(% 2D (P + [y ( )QZSOk(C)z)
JeN k<j k>j
< 2]l (O (OI* <

Esto tltimo se satisface porque tanto 1 como ¢ estan en [5(N). La primera
inclusion se sigue de la definicién ¥ en el Lema 4.4.1 y, la segunda inclusién
porque estamos en el caso del circulo limite y (4.2.6) tiene lugar para toda
¢ € C por el Teorema 4.3.2. Con esto hemos demostrado que la resolvente del
operador J (g) es compacta. ]

Introduzcamos el operador de proyeccion P = (+,01)d1 al subespacio gene-
rado por d;:

Py = (p,61)61 = 161 (4.4.4)
Claramente,
= Pupr, (4.4.5)
keN
donde
1 j=k=1
Py, = (4.4.6)
0 en los demés casos

Puesto que ran(p) es finito en el subespacio generado por 01, entonces por el
Teorema 2.4.3, P € S.o(H). Ademéas P = P*.
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4.5. Perturbaciones de rango uno de
operadores de Jacobi
Definicién 4.5.1. Para cada g € RU {400} U {—00} fija, defina al operador

Ju(g) de la siguiente manera:

~

Ju(g) == J(g) + hP, heR. (4.5.1)

El operador jh(g) es un elemento de una familia de operadores parametri-
zada por h. Y para todo

A

se tiene que

(Jn(9)e); =D _[In(@)]jnr, (4.5.2)
keN
donde
q + h bl 0 0
bl g2 bz 0
{Jn(9)}ken = 0 by g3 b3 . (4.5.3)

0 by @
Dado un operador J(g), cada g € RU {+oo} U {—0c0} genera una familia
{Jn(9) }rer distinta de operadores J,(g).
Teorema 4.5.1. 1) Ju(9) = Ju(g) -

2) Los auto-valores de Jy(g) son simples para todo h € R.

Demostracion. La prueba de 1) sigue inmediatamente del Teorema 2.13.2 vy,
2) se obtiene repitiendo las afirmaciones de los Teoremas 4.2.1 y 4.3.2, con la
matriz (4.5.3) en lugar de (4.1.1). O

Teorema 4.5.2. Si existe hy € R tal que jho (g) tiene espectro discreto, en-
tonces Ji(g) tiene espectro discreto para todo elemento h € R.

Demostracion. De la ecuacién (4.5.1) tenemos que

~

Jn(g) = J(g) + hP

Jne(9) = J(g) + hoP.
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Asi,

Jn(9) = Jno(9) + (h — ho) P.
Supongamos que para ho, jho (g) es un operador auto-adjunto. El operador
(h — ho)P es un operador compacto auto-adjunto (véase el parrafo anterior a

la seccién 4.5), entonces usando el Teorema 2.13.2 (Teorema de Weyl), tenemos
que

0e(Jn(9)) = 0e( s (g)) = 0.

Entonces oa(Jn(9)) = 0(Jn(9))\0e(Jn(g9)) = o(Ju(g)), por lo tanto el operador
Jr(g) tiene puramente espectro discreto para todo h € R. O

Por el Teorema 2.12.1, se tiene que a cada operador auto-adjunto jh(g) le
corresponde una unica resolucion de la identidad Ej, (), t € R, tal que:

Ju(g) = /R tdEj, ) (1). (4.5.4)
Definicién 4.5.2. Defina la funcién py(t), t € R de la siguiente forma:

pu(t) = (Ej, () ()01, 01). (4.5.5)
La funcién py(t) recibe el nombre de funcién espectral.

Definicién 4.5.3. Recordando la notacion de la Definicion 2.8.3, defina la
m-funcién de Weyl-Titchmarsh del operador J,(g) como:

mi(C,9) == (Re(Ju(9))01,61), ¢ € p(Jn(g)). (4.5.6)

Note que las funciones pp,(t) y mp((, g) estan relacionadas por la transfor-
mada de Stieltjes (también llamada transformada de Borel). Asi de las ecua-
ciones (4.5.5) y (4.5.6) (véase también [3, Sec. 63]) obtenemos

mi (¢, 9) = /R ipf?. (4.5.7)

Comentario 4.5.1. Como consecuencia del Teorema 1.2.1 y de la ecuacién
(4.5.7) se tiene que la m-funcién de Weyl-Titchmarsh es una funcién Herglotz
(véase la Definicién 1.2.1).

Usando la expansiéon von Neumann para el resolvente

R<<Jh<g>>=—i<Jg£f3) +“’l§i” R(n),  (458)

k=0
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donde ¢ € C\ o(J(g)), podemos obtener la férmula asintética de la m-funcién
de Weyl-Titchmarsh. En efecto, ya que

mi(C, 9) = (Re(Jn(9))d1, 1)

:<__0@@.Mﬁ@>m@m»&@>
_ ( B — (j(g)ci_lhp)k 4 (j(g);VhP)NRC(j(g)—i-hP) 51751>7
L k=0

entonces, cuando ¢ — oo (Im¢ > € > 0) tenemos

(G, g) = (151,51> B (W%&) B (u@w%él) o

¢ ¢? ¢

_ _é B <Q151 + b5252 + h51?51> B ((J(g) + hP)(Qlcil +b162 + h51)751> n O(C%)

1 +h J 61+ b16y + hdy) + hP(q161 + bidy + hé _
——7- ql@ _ (( (9)(q161 + b162 1)(3 (q161 + b162 1)’51> Lo

L 7; h (‘I%(Sl + 0101 + ?hQ151 + h251751> oY

¢ ¢ ¢

1 h b2 h)?
=" qzﬂ; - 1*%* ) +0(CY. (4.5.9)

Donde por O(¢™*) hemos denotado a una funcién de variable compleja f(¢)
tal que existen constantes positivas C, R para las que, si |(| > R, entonces

[F(OI < Ol¢H

En general diremos que f(¢) = O(g(¢)), ¢ — a, si existen C, € constantes tales
que

(Ol < Clg(Q)], V¢ e Vel(a). (4.5.10)
Lema 4.5.1. Los polos de my(C,g) son auto-valores aislados de Jy(g).
La prueba de este Lema se encuentra en [9, Cap. 6, Sec. 3].

Teorema 4.5.3. Suponga que Jy,(g) tiene espectro discreto, {\; Yeen = o(Jn(g))
y ©(Ag) el auto-vector correspondiente a A, entonces

{ H:Zgigll })\ked(jh(g))

es una base ortonormal del espacio de Hilbert [5(N).

(4.5.11)
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Demostracion. Note primero que

H H (Al
Il ()l

Del Teorema 2.12.2 se sigue que la resolucion de la identidad E (t) correspon-
diente a Jj(g) se puede escribir como

E(t)=> (E(\+0) =) P (4.5.12)

A<t A<t

—_

donde P,, es el proyector en el auto-espacio H,, correspondiente a \;. Sabemos
que E(t) — I cuando t — 400 (véase la Definicion 2.12.1). Asi

d Py=1

Ak
Debido a que I es el proyector en todo H, entonces por el Corolario 7 del
Teorema 6 de [9, Cap. 2, Sec. 8|,

VH,, = H. (4.5.13)

Y como (4.5.13) cumple una de las propiedades del Teorema 2.2.5, se sigue
entonces que (4.5.11) es una base ortonormal de l5(N). O

Teorema 4.5.4. Si el espectro de jh(g) es discreto, entonces la resolucion de

la identidad de J,(g) es

Ej 0= Mmk). (4.5.14)

2
2 Tl

Demostracién. Sea v € dom(.J,(g)). Entonces, usando (4.5.11) tenemos que,

b = Z (¥, SOO\IC))SO()%)‘

B
ey 1P
Asi,

. oA A M (10, (X A
ORI v D e vy AL
A€o (n(s)) A€o (n(s)) .

De aqui, usando (4.5.4) se sigue que
Ej = E®)



4.5 Perturbaciones de rango uno de operadores de Jacobi 97

Por el Teorema 4.5.4 y la ecuacién (4.5.12) tenemos

()
TeOWIP

Teorema 4.5.5. 5i g # —o0, entonces j(g) tiene espectro discreto para todo
g € RU{+oo} (véase el Lema 2.19 de [{2, Cap. 2, Sec. 2.6]), y por consiguiente
Jn(g) tiene espectro discreto, por el Teorema 4.5.2.

Demostracion. Por el Teorema 4.4.1 sabemos que la resolvente R¢(.J4(g)) es
compacta cuando g # —oo. Y del Teorema 2.11.4 se sigue que el conjunto
o(Re(Jn(9))) \ {0} consiste de auto-valores aislados de multiplicidad finita.
Pero, por el Teorema 2.12.3 cada elemento A € o(.J,(g)) se escribe como

A=p"+¢ peo(R(n(g)) (4.5.15)

Por lo tanto, o(J,(g)) se compone de puntos aislados que deben ser auto-
valores de multiplicidad finita (véase el Teorema 2.12.2 ). O

Teorema 4.5.6. Si el espectro de jh(g) es discreto, entonces no es acotado.

Demostracion. Suponga que el espectro de jh(g) es discreto y acotado. En-
tonces, por la Definicién 2.8.12 (vedse también [9, Cap. 9, Sec. 1]), el espectro
de Jy(g) consiste en un nimero finito de auto-valores aislados simples (véase
el Teorema 4.5.1). Pero en el caso del espectro discreto, la resolucién de la

identidad
Eja) (1) = Z P

A<t

De aqui se ve que s — lim; o, F/ J(9) () no puede ser la identidad en un espacio
de dimensién infinita, puesto que

dimran <Z 77,\k> < 00.

A<t

La contradicciéon vino de suponer que el espectro de Jn (g) era acotado. O

De ahora en adelante, vamos a considerar el espectro de J (—o0) dis-
creto. De esta manera J,(g) con g € RU {+00} U {—0}, h € R,
tendra siempre espectro discreto.

Como el espectro del operador jh(g) es discreto, entonces lo podemos es-
cribir de la siguiente forma: o(J,(g)) = { Ak}, donde la sucesion { A\ }x es una
sucesion infinita sin puntos finitos de acumulacion.
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Definicién 4.5.4. Sea P,, el proyector descrito en (4.5.12). Defina

iy = (Pudn ) (4.5.16)

Los coeficientes {ay(h)}x son llamados constantes de normalizacién.

Claramente,

pu(t) = (Ej, (,)(t)01,01) = (O Pabr,61) = > (Pab1,61) = Y

A<t A<t A<t

Y por lo tanto,

1=(6,8)= /de: %:%(h) (4.5.18)

Teorema 4.5.7. Sea o(Ju(9)) = {M} ¥ {Pn}menvioy la sucesion de polino-
mios ortogonales correspondientes a jh(g), entonces

ar(h) = Y [Pu() (4.5.19)

meNU{0}
Demostracion. Tomemos ¢, (A;) = P,—1(\g), entonces

1 ((01, (M) p(Ax), 61) 1 1

P B L P W TR PGV Al SR )N oW )

O

La m-funcién de Weyl-Titchmarsh, en este caso, esta dada por

ma((, ) =Y m (4.5.20)

De (4.5.20) tenemos que

M= Omi(C9) =M =) a0 —0) k% )% -0 an(h)’

k#n

Por lo tanto,

an t(h) = lim (A, — O)mu(C, g9) = — <PieAs mp(C,9). (4.5.21)
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Teorema 4.5.8. Para todo h € RU {+o00} U {—00},
/tmdph(t) eR, VmeNU{0}. (4.5.22)
R

Demostracion. Fijemos h € R U {400} U {—oc0}. Dado que .J, = JptdE; (1)
por el Teorema espectral 2.12.1 y debido al Corolario 4.2.1 podemos escribir,
haciendo uso de la Defincién 4.5.2,

(J76y,61) = / t™dpn(t). (4.5.23)

Pero j,fb” es simétrico porque es una potencia de un operador simétrico. Asi,
por el Teorema 2.9.2 tenemos que (J;"d1,d1) € R. Por lo tanto, [, t™dp,(t) € R
para todo h € RU {+o00} U {—o00}. O

Lema 4.5.2. Sea p; como en la Definicion 4.5.2. El conjunto de todos los
polinomios definidos en R es denso en Lo(R, dpy,) siy sdlo si para toda sucesion
de nimeros complejos { Bk }rem tal que

2
> Wkll < 00 (4.5.24)
iexi cx ()

y para toda m € NU {0},

)\m
> B 5 =0, (4.5.25)
iexi cx ()

entonces (B, = 0 para toda k € M.

Demostracion. Recuerde que, por lo que se vio en el Ejemplo 2.1.2, Ly(R, dpp,)
es un espacio de Hilbert. Para toda m € N U {0}, sea v,, € La(R,dp;) la
funcién dada por v,,(z) = ™. Suponga primero que los polinomios son densos
en Ly(R,dpy), entonces por el Lema 2.2.3 se tiene que si f L v, para toda
m € NU {0}, entonces f = 0. Que f L v, quiere decir que

0= oom) = [ SO (t) = 3 PO, (45.26)

keM

donde la ultima igualdad de (4.5.26) sigue de (4.5.17). Ademds que f = 0
significa que

0= 112 = [ 11 = 3 L0 (45.21)

(%
keM
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pero como ag(h) > 0 para toda k € M, entonces f(\;) = 0 para toda k € M.
Como f es cualquier funcién en Lo(R, dpp,), entonces {f(Ar)}ream es cualquier
sucesion. Ahora, suponga que la sucesion {0y }re s satisface las condiciones del
Lema 4.5.2, entonces si f(A\g) = O, (4.5.24) implica que f € Ly(R, dpy,). Por
otra parte, la ecuacion (4.5.25) significa que f L v, para toda m € NU{0} y
por ultimo, By = 0 para toda k € M, quiere decir que f = 0. Ahora usamos
el Lema 2.2.2 para concluir que

V{vm mer = Lo (R, dpy). (4.5.28)
]

El siguiente resultado es bien conocido y lo citamos aqui sin demostracién
(cf. con el Teorema 2.3.3 de [2, Cap. 2, Sec. 2] y [39, Proposicién 4.15]).

Teorema 4.5.9. El conjunto de todos los polinomios definidos en R es siempre
denso en Ly(R,dpp) (véase el Teorema 2.3.3 de [2, Cap. 2, Sec. 2]).



Capitulo 5

Teoria espectral inversa de
operadores de Jacobi

Este es el capitulo principal de nuestra investigacién, basado en [37]. Abor-
damos en él dos problemas inversos espectrales (véase los Teoremas 5.3.2 y
5.4.2). En la Seccién 5.1 se explican los problemas directos e inversos. Pos-
teriormente, en la Seccién 5.2, procedemos a plantear dos problemas inversos
que conforman la parte medular de nuestro trabajo. En las tltimas dos sec-
ciones (Sec. 5.3, Sec. 5.4), damos respuesta a los dos problemas planteados
en la Seccién 5.2. Aqui también se presentan algunos resultados espectrales
para perturbaciones de rango uno como son el Lema 5.3.1 y la férmula de
Aronszajn-Krein (ecuacion 5.3.3) (véase también (1.13) de [40]).

5.1. Problemas directos e inversos

En la Fisica Matemadtica se estudian modelos mateméaticos que describen
fenémenos fisicos. Y, en el estudio de un modelo matematico, generalmente,
uno se enfrenta con dos tipos de problemas: los directos y los inversos. Los
problemas directos son aquellos en los que se da una ecuacién (que puede ser
diferencial, en diferencias, integral, integro-diferencial, etc.) y alguna informa-
cién complementaria (coeficientes de la ecuacion, condiciones de frontera y/o
iniciales, etc.). Y dado que, deseamos conocer el comportamiento de cierto
fenémeno fisico por medio de la informaciéon que nos proporciona el modelo
matematico en cuestién, procedemos a resolver la ecuaciéon. En los proble-
mas inversos, en cambio, sucede lo contrario. Partimos de las soluciones de
ciertas ecuaciones, junto con alguna informacién complementaria, y después
pretendemos determinar esas ecuaciones y la parte de la informacién comple-
mentaria que no se haya dado, de modo que las soluciones que se dieron ori-

101
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ginalmente correspondan, efectivamente, a las ecuaciones encontradas. Ahora,
si ya conocemos las soluciones de la ecuacion, algunos pudieran preguntar-
se jqué importancia tiene la informaciéon complementaria? Por una parte, la
razén esta en que, frecuentemente en experimentos cientificos y aplicaciones
tecnoldgicas, lo que interesa conocer son los parametros de las ecuaciones que
modelan el fenémeno (pues muchas veces lo que se mide en los experimentos
son los pardmetros de las ecuaciones). Por otra parte, en ocasiones, el modelo
matematico estd incompleto o es impreciso y es, entonces, necesario conocer
la ecuacién y sus parametros.

Los problemas inversos, ademas de ser ubicuos, presentan interés tedrico
y son importantes en algunas de las siguientes aplicaciones: ondas sismicas,
en el estudio del subsuelo que consiste en emitir una onda y a partir de su
comportamiento determinar las caracteristicas del subsuelo; estudio fotografico
de los espectros estelares, el cual consiste en determinar las edades de las
estrellas y sus grados de desarrollo por medio de sus espectros. Otros ejemplos
son: el diagnodstico de una enfermedad a partir de sus sintomas; en reconstruir
un suceso pasado a partir de las huellas que ha dejado en el presente; en disenar
un artefacto que desempene ciertas funciones, o en trazar un plan para alcanzar
ciertos objetivos; en examinar articulaciones y el sistema nervioso central-
encefdlico y medular con el uso de la Resonancia Magnética; en el andlisis de
las estructuras éseas y zonas con movimiento como térax, abdomen, higado y
pancreas con el uso del Scanner; en la colisién de particulas; en la radiacién
ultravioleta que emiten los cuerpos celestes. Todos estos problemas tienen ya
varias soluciones, ya ninguna.

En los ejemplos mencionados arriba, se ve como los problemas inversos no
son menos importantes que los problemas directos. Sin embargo, un algoritmo
general para resolver problemas inversos no existe. Algunas técnicas comunes
que se usan para resolver un problema inverso es tener que resolver multiples
veces el problema directo bajo diferentes valores de los parametros y, del gran
nimero de soluciones obtenidas, se escoge la que sea més cercana a los datos
experimentales (o deseables).

5.2. Problemas espectrales inversos para
matrices de Jacobi

Un papel importante juegan los problemas inversos de la teoria espectral
de operadores. Se pretende hallar, en estos problemas, a partir de datos de una
clase dada de operadores, los parametros que determinan de manera univoca
a los operadores en cuestién dentro de la clase dada, y dar un método para su
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reconstruccion.
En el presente capitulo abordaremos dos problemas espectrales inversos
para matrices semi-infinitas de Jacobi y daremos sus respectivas soluciones.

» El primer problema consiste en reconstruir las matrices de Jacobi a partir
de dos espectros o(J,(9)), o(Jn,(g)) y una condicién a la frontera hy € R
o hy € R; del que se desprenden los siguientes cuestionamientos:

1. ;Son suficientes los datos?
2. (Existe un algoritmo de reconstruccion?
3. (Es tnica la reconstruccién?
= El segundo problema consiste en encontrar condiciones necesarias y su-
ficientes que se deberan imponer a dos sucesiones infinitas de niimeros

reales {\;}r v {1k }r para que, dado un nimero real hy o hs, existan de
manera unica hy € Ro hy € R, g € RU{+00}U{—00} y una matriz de

Jacobi tales que {u}hr = 0(Jn, (9)) ¥ {Mstk = 0(Jns(9))-

Antes de dar respuesta a los cuestionamientos arriba planteados, haremos
mencion de resultados importantes en esta direccion. Los siguientes resultados
son bien conocidos y sus demostraciones pueden encontrarse en [2, Cap. 1,
Sec. 1], [2, Teorema 4.1.4, Teorema 2.3.3] y [39, Sec. 1].

Teorema 5.2.1. Sea p(t) una funcién no decreciente con un nimero infinito
de puntos de crecimiento, tal que

/ﬁmw:1 (5.2.1)

y, tal que todos los momentos existen
/fwmw<m,vmeNum} (5.2.2)
R

Sea { Py }renufoy la sucesion que se obtiene de aplicar en Lo(R, dpy,) el proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a la sucesion {tk}keNu{O}; entonces los
polinomios satisfacen

thfl(t) = bkflpkfga) + qukfl(t) + bkpk(t), keN \ {1} (523)
tPy(t) = i Po(t) + b Pi(t),

donde by, > 0 y qi € R.
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Teorema 5.2.2. Sea p una funcion no decreciente con un nimero infinito de
puntos de crecimiento tal que (5.2.1) y (5.2.2) tienen lugar con p en lugar de p.
Si el conjunto de polinomios definidos en R es denso en La(R, dpy), entonces
existe g € RU{+00}U{—00} tal que p es la funcidn espectral de Jo(g) donde la
diagonal principal y las adyacentes a ésta de la matriz de Jacobi estdn dadas,
respectivamente, por las sucesiones {qi}ren Y {bx}ren del sistema (5.2.3) y

(5.2.4).

Teorema 5.2.3. Sea m((, g) la funcion proporcionada en la Definicion 4.5.3.
Entonces mo(C,g) determina univocamente a Jo(g).

Demostracion. Existe mas de un método para recobrar el operador jo(g) a
partir de la m-funcién de Weyl-Titchmarsh. Mencionamos aqui uno de ellos.
Método por polinomios ortogonales que consiste en obtener la funcién py(t) a
partir de mg((, g) por medio de la transformada inversa de Stieltjes, a saber:

b+-0

b) — po(a) = lim lim — I €, g))da. 5.2.5
po(b) = pola) =limlim = | (Immo(z +ié, g))dz (5.2.5)

La funcién pg es tal que cumple todas la condiciones del Teorema 5.2.1. Por
lo tanto, todos los elementos de la sucesién {tk}keNU{O} estan en Ly(R,dpg) y
podemos aplicar, en este espacio de Hilbert, el proceso de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt a la sucesion {t*},cn obteniendo asf una sucesiéon de polinomios
{Pr(t) }renugoy normalizada y ortogonalizada en Lo(RR, dpy). Estos polinomios
satisfacen el sistema recurrente (5.2.3) y (5.2.4), el cual describe la matriz
de Jacobi asociado al operador Jp, donde las sucesiones {@ren v {bk tren
constituyen la diagonal principal y adyacentes, respectivamente, de la matriz
de Jacobi (4.1.1) (véase el Teorema 5.2.2).

Una vez encontrada la matriz de Jacobi asociada al operador jo, estamos
ahora en la posibilidad de obtener la condicién a la frontera en el infinito que
define el dominio de .Jy(g) en el caso no auto-adjunto. Si resultase que Jo = J;,
entonces g = —o0. Si no, entonces g se puede encontrar de la siguiente forma:
tomando un auto-valor A de jg(g), o lo que es lo mismo, un polo de mg((, g),
y su auto-vector correspondiente o(\) = {@(A) }ren € dom(Jy(g)) obtenemos

Wes(v(9), p(A)) = 0. (5.2.6)

Desarrollando (5.2.6) tenemos

Weo(v(9), 9(N) = Weo({ Pi—1(0) bren + 9{Qk-1(0) }ren, ¢(N))
Woo({Pr—1(0) }ren, (V) + 9Weo ({Qr—1(0) }ren, (V)
0
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Ast, st Woo({Qr-1(0) }ren, (X)) # 0, entonces

g — Wl Per(0)} e (V)
Weo ({Qr-1(0) Jren, p(A))

Y si Woo ({Qk-1(0) }ren, 9(A)) = 0, entonces g = 400 O

(5.2.7)

5.3. Reconstruccion de la matriz de Jacobi
a partir de dos espectros

Lema 5.3.1. Sea A(h) € o(Ju(g)) (recordemos que Ju(g) tiene espectro dis-
creto), entonces

d 1

%A(h) = ol (5.3.1)

donde a(h) es la constante de normalizacion correspondiente a \(h).

Demostracion. Sea ¢(h) el auto-vector de Ju(g ) correspondiente a A(h). Sea
§ > 0y considerando que dom(.J,+s(g)) = dom(Jx(g)) v que Ju(g) es simétrico
para cualquier h € R, tenemos que

(AR +8) = A(h)) (p(h +8), p(h))

= (Jurs(9)p(h +8),0(h)) = (p(h+ 6), Ju(g)p(h))

= ((Jss(9) = Jn(9) + Jn(9))p(h + 8),0(h)) — (p(h+ 6), Ju(g)(h))
= ((Jnsale) = Jul9)) olh+ ), p(h)) = o

Por lo tanto,

i M+ 0) = A(R) 1 I T
60 0 =0 (plh+0),0(h)  lle)? alh)

De Lema 5.3.1 se sigue directamente el siguiente Corolario.

Corolario 5.3.1. Si existe hy € R tal que el espectro de Ju,(g) estd acotado
inferiormente (resp. superiormente), entonces para todo h € R el espectro de
Jr(g) estd acotado inferiomente (resp. superiormente).



106 5. Teoria espectral inversa de operadores de Jacobi

Estableceremos a continuacién la relacién que existe entre my, (¢, g) y
mn,(C,9) (h1 # hg2). Considere la segunda identidad de resolvente descrita
en el Teorema 5.13 (c) de [44]:

~ A ~ A ~ A

Re(Jni(9)) — Be(Jny(9)) = Re(Jn

~ ~

= Re(Jna(9))(Ina(9) = I (9)) Re(Ini(9)),  (5.:3.2)

H
—
Q
N—r
N—
—~
>

[ V]

~~
N}
N—
=~
3

—
&
N—
N—
=2
—
>
(V]

—~
o
N—
N—r

donde ¢ € C\ [0(J(g)) Ua(Ju(g))]. Entonces, para los ntimeros reales hy, hy
distintos, se tiene que

M (G, 9) = s (C. 9) = ((Belni(9)) = Belha(9)) ) 01.81)
Re(Jny(9))(ha — ha) PRe( T, (9))01, 61)
h1 — ha)(Re(Jn, (9))01,61)01, 1)

hi — ha)mu, (¢, g)(Redr, 61)

hl - hQ)mhl(Cug)me (§7g>

Despejando my, (C, g), obtenemos la siguiente férmula comunmente conocida
como la féormula de Aronszajn-Krein descrita en (1.13) de [40].

—(
—(
—(
—(

o th(Cvg)
mn, (C9) = 17 T h)m(Ca)’ (5.3.3)
Un caso particular de (5.3.3) es
(. g) = —m0l9) (5.3.4)

B 1 + hlmO(Ca g) '

Comentario 5.3.1. Si th (g) tiene espectro discreto, del Lema 4.5.1 se sigue que
mp, (¢, g) es meromorfa y, también lo es my, (¢, g) por (5.3.3). Ya que los polos
tanto del numerador como del denominador de (5.3.3) coinciden, asumiendo
que (hy — hy) # 0, tenemos que los polos de my, ((, g) son proporcionados por
los ceros de 1 + (hy — ho)mp,(C, g) v los ceros de my, (¢, g) por los ceros de

Mp, (Ca g)

Definicién 5.3.1. Defina la funcién m({, g) con hy < hy como

m(C, g) == % CeC\R. (5.3.5)

Teorema 5.3.1. m((, g) estd en $ (donde $ es el conjunto dado en la Defi-
nicion 1.2.2).
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Demostracion. Demostramos primero que m((, g) es una funcién Herglotz. Co-
mo mo((, g) es Herglotz, entonces de (5.3.4) se sigue que

m(c,g) = L molGo) =
’ 1 + h2m0<<‘7 g) h2h—2h1 + (hQ—hlimO(Cvg)

(5.3.6)

De (5.3.6) y del Lema (1.2.2) se deduce que m((, g) es Herglotz si hacemos
ho — hy < 0. Claramente, m((, g) es meromorfa por ser el cociente de funciones
meromorfas, y de (5.3.5) tenemos que sus ceros son los polos de my, (¢, 9) v
sus polos son polos de my,((, g). Es también evidente que el conjunto de los
ceros de m(, g) no estd acotado puesto que el espectro de J,(g) (h € R) no
estd acotado (véase el Teorema 4.5.6 y el Lema 4.5.1). Ahora supongamos que
los ceros de m((, g) estan acotados inferiormente, esto quiere decir que los es-
pectros de Ju, (¢) v Jn,(g) estan acotados inferiormente. Tomemos a A(hy) y

A(hy) como los minimos auto-valores de los operadores Jy, (g) v Jp,(g), res-
pectivamente. Ya que A(h) es una funcién mondtona creciente (Lema 5.3.1) se
tiene que, si hy < hy, entonces A(ha) < A(hy). Si los ceros de m((, g) estdn aco-
tados superiormente, entonces los espectros de J,, (9) y Ji,(g) estdn acotados
superiormente. Ahora, tomese a A(h;) y A(hy) como los maximos auto-valores
de los operadores Jy, (g) v Jn,(g), respectivamente. De manera andloga, tene-
mos que si hy < hy, entonces A(hy) < A(hy) por el Lema 5.3.1. Por lo tanto,

m(¢, g) € 9. O
Lema 5.3.2. De la formula asintdtica dada en (4.5.9), se obtiene

m(¢,g9) =1+ (hg — hi)¢C™" + (ha — b)) (g1 + ha)( 2 + O(C?) (5.3.7)
haciendo ¢ — oo con (Im{ > € > 0).

Demostracion. Por (5.3.3), tenemos que

+ (h1 = ha)m, (€, 9) = % =m((,g). (5.3.8)
De donde se sigue que
m(C,g) = 1+ (hn — o) (—% e bt (qg ha)” | 0(44)) |
Asi,
(G, 0) = 1+ (ha =) -+ (=) 502 = I gy

Por lo tanto,

m(¢,g) = 1+ (ha — b)) + (he — ha) (@1 + h2){ 2 4+ O(C?).
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Lema 5.3.3. Los espectros {pu}i = o(Ju(9)) y {Me}r = a(jﬁ(g)) con h # h
determinan cudndo h < h o cudndo h < h.

Demostracién. Supongamos que o (.J,(g) estd acotado inferiormente (resp. su-
periormente), entonces por el Corolario 5.3.1, a(jﬁ(g) también estda acotado
inferiormente (resp. superiormente). Por lo tanto reproduciendo el argumen-
to del Teorema 5.3.1, podemos determinar si b < h o h < h. Si o(Ju(g) no
esta acotado ni inferior ni superiormente, entonces enumeramos las sucesiones
como se acordé en el inciso a) de la Convencién 1.2.1 y formamos el producto

infinito )
¢ ¢\
m(-5)0-5)" 559

k0
el cual es convergente en compactos de C \ {A;}rem. Si (5.3.9) resulta ser
Herglotz, entonces h < h. Si por el contrario, (5.3.9) resulta ser anti-Herglotz,
entonces debe suceder que h < h. O

Teorema 5.3.2. (/37]) Considere el operador de Jacobi J(g) con su respectivo
espectro discreto. Las sucesiones {te = 0(Ju(9)), {Me}r = U(j-,;b(g)), Junto
con el nimero real h, determinan de manera tinica al operador de Jacobi J, a
heRyageRU{+oo}U{—o0}.

Demostracién. Por el Lema 5.3.3 sabemos cudndo h < h o cuéndo h < h, por
lo que podemos definir la funcién m(¢, g) como en la Definicién 5.3.1 y ademas,
podemos enumerar las sucesiones {px tr v {A\x}x como en la Convencién 1.2.1.
Por definicién, suponga que sucedié h< h, entonces

m(C,g) = %

estd en 9 (véase el Teorema 5.3.1). Asi, con los ceros { g trem ¥ polos { Ak b rem
de m((, g) enumerados como en la Convencién 1.2.1, la funcién m(¢, g) puede
expresarse como

m(¢, g) = oS Ho 11 (1 - i) (1 - A%) _1, C > 0. (5.3.10)

¢ = Ao keM
k0

, (EC\R

Observe que de (5.3.7) se sigue que

Im m(¢,g) =1. (5.3.11)

¢{—0o0
Im (>e>0
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Por otra parte es claro que

y ¢ — Mo y Ao — flo
1 = 1 1 =1 312
i (E=5) = {1+ (5312

Im (>e>0 Im (>e>0

Puesto que (5.3.11) tiene lugar, entonces de (5.3.10) y (5.3.12) tenemos

-1
-1 — Clir?o H (1 — u%) <1 — A%) : (5.3.13)

Im >e>0 kEM
m(>e> e

Con esto ultimo, hemos demostrado que m((, g) estd completamente determi-
nada por los espectros o(Ji(g)) y 0(J;(9)).
Determine, ahora, de manera tnica a h € R. De (5.3.7) se tiene que

C(m(¢, ) —1) = (h— h) + (h— h)(q + W)™+ O(C),

cuando ( — oo (Im¢ > € > 0), entonces
Jim ((m(C,g) = 1) =h—h.

Im(>e>0

Por lo tanto, N
h=h+ Ch’m ((m(¢,g9) —1) (5.3.14)

Im{(>e>0

Asi, h queda determinado de manera tnica.
Ahora, para ver que el operador de Jacobi J estd determinado de manera
unica, basta despejar mo((, g) de la primera igualdad en (5.3.6). Asi

determina de manera tnica al operador J, por Teorema 5.2.3. Para terminar la
demostracion resta sélo determinar de manera tunica a ¢ € RU{+oo}U{—00}.

Si J(g) = J(g), entonces inmediatamente se obtiene g = —oc. Si J(g) #
j(g)*, entonces procedemos como en (5.2.6) y (5.2.7). O

Comentario 5.3.2. En [41] publicado antes que [37] (véase también [14]) se
prueba que el espectro discreto de jz(g)) y jh(g), junto con h y h determinan
de manera tunica al operador J y la condicion a la frontera g en el caso del
indice de deficiencia (1,1). El resultado de [37] muestra que no es necesario

conocer a ambos h y h, basta con conocer uno de ellos.
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La demostracién del Teorema 5.3.2 da un algoritmo completo de re-
construcciéon de un operador de Jacobi que tiene como datos de entrada
los espectros y un nimero real.

Teorema 5.3.3. (/37]) Conociendo los espectros o(Jy(g)), a(jf,;(g)) Y q, el
primer elemento de la diagonal principal de la matriz (4.1.1), es posible reco-
brar de manera unica la matriz de Jacobi, las condiciones a la frontera h, h Y
la condicion a la frontera en el infinito g.

Demostracion. Sea wy =1im ¢—oo ((m(¢,g) —1). De (5.3.7) y (5.3.14), tene-
Im (>e>0

cuando ( — oo (Im¢ > € > 0). Asi,

1mos

—(=q +E+O(C71),

r .,
h=—-q+ o 41520 (CZ(m(C,g) —1) - <w1) .
D e e0

Por lo tanto, si conocemos ¢y, h queda determinado de manera Unica y por el
Teorema 5.3.2, quedan determinados de manera tnica h, la matriz de Jacobi
y la condicién a la frontera en el infinito g. O

5.4. Condiciones necesarias y suficientes

Teorema 5.4.1. Dados los espectros {ju}r = o(J;(9)) ¥ {Mtr = U(J}l(g)),
se tiene que

keM

Demostracion. Observe que de (5.3.1), si h < hoh < h tenemos que
h
- ~ dh
A(h) — A(h) = / —.
OEPORY T
Pero A(h) y M(h) son auto-valores de los operadores Ji(9)y jz(g), respectiva-

mente, entonces
h
dh
e
8 wan(h)
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Sea {M,, }ren una sucesién de subconjuntos de M tal que M,, C M, 11y
U,.en M = M, entonces, usando (4.5.18) tenemos

han h dh .~
Snizzwk—)\k):Z/E ak(h):/g Zmﬁh—h-

keMy, keMn, keMy

La sucesién {s, ey s convergente, asi

> (k=) = lim s, =h —h.

n—00
keM
[

Teorema 5.4.2. (/37]) Dado hy € R y dos sucesiones infinitas de nimeros
reales {\p}r y {pktr sin puntos finitos de acumulacion, existe un tnico real
hy < hy, un tnico g € RU {400} U{—00} y un tinico operador J(g) tales que
{de = o(Jn(9) ¥ {wte = 0(Jn,(9)) si y sélo si las siguientes condiciones
se satisfacen

a) { etk v {pte se entrelazan y, si {\}r estd acotada inferiormente, ming{ .} >
ming{\; b, mientras que si {\ }r estd acotada superiormente, maxg{ A} <
maxg{ p }r. De esta forma las sucesiones pueden ser enumeradas haciendo
uso de la Convencion 1.2.1.

b) Las siguientes series convergen

0< Z(,uk—)\k):A<oo.

keM
.o, . . Kk — >\n
Por la condicion b), el producto infinito SV es convergente,
kem kT
k#n
asi podemos definir
-1 HUn — )\n Hi — >\n
= —, VkeM. 5.4.1
7, e | Svweow (5.4.1)
keM
k#n

¢) La sucesion {7, }rem €s tal que, para m € NU {0}, la serie

)\2m
k
e converge.
Tk
keM



112 5. Teoria espectral inversa de operadores de Jacobi

d) Si una sucesion de nimeros complejos { Bk trerm €s tal que la serie

18
Z converge
Tk

keM

Z 5k>\

keM
entonces B, = 0 para toda k € M.

y, para m € NU {0},

Demostracion. Probemos primero que si {pg}br v {\x}r son los espectros de
jh1 (9)y th (g), respectivamente, con hy < hy, entonces a), b), ¢) y d) se satis-
facen. La condicién a) se sigue directamente de la demostracion del Teorema
5.3.1. La convergencia de la serie en b), se sigue del Teorema 5.4.1 y claramente
la convergencia absoluta de

Z M — )\k (542)
keM
implica la convergencia absoluta de
Z Nk — Ak
keM
k#0

la cual es equivalente a la convergencia absoluta de

M — )\n

VR
k#n

por el Teorema 1.1.4. Por otra parte, la convergencia absoluta de (5.4.2) implica

la convergencia absoluta de > rem (% — 1) y de nuevo por el Teorema 1.1.4,
k0

el producto infinito | [rem Ar/px es convergente. De esta manera
k0

R ¢ ¢\ 7!
ct=am (-0 ) (%)

keM
Im (>e>0 e

o Ak (k=G
B Clggo H (Mk) <)\kC>
m(2e>0550
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Claramente,
Mk — M — Ak
hm = hm 1+ ) =1.
[[ASe gm (12
Im <>e>o kGM Im¢>e>0 kGM

Ast, C = []rem /M v por (5.3.10) tenemos que
jy

m(C.g) = ] =%

. 5.4.3
keM Ak =G ( )

De (4.5.21) y (5.3.8), tenemos que las constantes de normalizacion estan dadas
por

U oGy —1
o (h2) = lim (n =) hi — hs
- hi — ho Clgg\ln()\n —omlc.9)
Ahora,
) pk — G
Climn()\n —Om(¢,9) = Clig\ln(/\" <) kle_/\I/l Ak — ¢
= lim H ()\n _C)l)fk_g
" keM
) i — €
= lim (ttn =€)
C(—An keM )‘k: - C
k#n
-\
() l)\tk — (5.4.4)
kem RO
k#n
Por lo tanto,
B —A p — A
(07 ( 2) hl—hg )\k_)\n ( )
keM
k#n

Note que, por el Teorema 5.4.1, A = hy — ha, por lo tanto de (5.4.5), se sigue
que 7, = an(hz) para toda n € M. Asi, la funcién p;, de la extension auto-
adjunta Jy,(g) estd dada por la expresion pj(t) = Y on<t Th ! (véase 4.5.17).
Por lo tanto, el inciso ¢) sigue del Teorema 4.5.8 (dado que todos los momentos
de py son finitos). Similarmente d) se obtiene del Teorema 4.5.9 tomando en
cuenta el Lema 4.5.2.
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Probemos ahora que las condiciones a), b), ¢) y d) son suficientes. Sea
{Me}e v {1k} sucesiones como en a) y b). Entonces, de a) y la Convencién
1.2.1,

—\,
all >0, VkeMk#n. (5.4.6)
/\k - )\n

Ademas, de b) se sigue la convergencia de

I &= An (5.4.7)

keM Ak = An
k#n
Asi,
—A
0< ’;’“ <o (5.4.8)
kem kT An
k#n

La convergencia de este producto permite definir la sucesion infinita de niime-
ros {7k }rem. Observe que debido a (5.4.8),

7 >0, VkeM. (5.4.9)

En efecto, A > 0 y de la Convecién 1.2.1 se sigue que p,, — A, > 0 para toda
ne M.

Defina la funcién

A<t

Ya que (5.4.9) es vélido, entonces p(t) es una funcién mondtona no decreciente
y tiene un nimero infinito de puntos de crecimiento. Note también que p(t) es
continua por la izquierda. Ahora, vamos a mostrar que todos los momentos de
la medida correspondiente a p(t) son finitos y que

/ dp(t) = 1. (5.4.10)

El hecho de que todos los momentos son finitos se sigue directamente de la
condicién ¢). En efecto, para toda m € NU {0},

/Rtmdp(t) => i—g (5.4.11)

keM
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Para probar la convergencia de la serie en (5.4.11), note primero que la conver-
. A . . A
genciade Y, i es equivalente a la convergencia de > keM -, puesto que
‘)\k|>1

{A\x} no tiene puntos finitos de acumulacién. Esta tltima serie es convergente
porque

Y My My PR s AT (5.4.12)
hemt B pem TR fom Tk pem Tk
|)\k‘>1 ‘)\k|>1 |)\k‘>1 ‘)\k|>1

Por lo tanto, para toda m € NU {0},

/tmdp(t) < 0. (5.4.13)

Para continuar, probemos ahora que (5.4.10) se satisface. Dadas las suce-
siones {A\x}r v {1} que satisfacen a) y b), defina la funcién

~ —C
wm() = T B
peat M6

Tomando en cuenta (5.4.1), obtenemos que

- A
Bes(m(Q) = 1) =——.

En vista del inciso b), tenemos que

lim (R(C)~1) = lm Hiz_gq

¢—o0
Im ¢>e>0 Im ¢>e>0 kEM
- A
= lm ] (1 + L ’“) —1=0. (5.4.14)
%0 kem Ak =G
Im (>e>0 P

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.5, llegamos a

~ A
1= —_ 5.4.15
Definamos ahora la funcién m(¢) como m(() := %. Entonces, de (5.4.15)
se tiene que
1
m = —_ 5.4.16
o) = 2. (A = O ( )
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En lo que sigue vamos a mostrar que
lim  (m(¢) = —1
Imc—éoeo>0
En efecto,
m) 1y me=¢
A A pem M ¢
1 Pk — G
= —exp Z In < )}
A {keM Ak = ¢
1 { < i — Ak> }
= —exp In{1+
A keEM M= ¢
1 = (- (Y
Ll T Y
A {keM p=1 p Ak =6
1 —A 2 (—1)ptt M\
— Lo (M/\k_k>+zz( ) (M;_;)
pem \ M€ kemp=z P k

A A

Entonces,

keM
{3 () o) :
rem N M6 ‘
(Im¢ >€>0),
m¢ 1 1 Pk — Ak —2
eara s (BE) roen
keM
X o 1 e — Ak
Jm o em(Q) = Mim - ¢x 2 ( Ao — C )
Im ¢>e>0 Im ¢>e>0 keM
Imc§_;eo>0 pem S(E 1
—1.
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De (5.4.16), obtenemos

lim  ¢(m(¢) = lim Zgw

(—oo ¢{—oo
Im ¢>e>0 Im ¢>e>0 keEM

Por lo tanto,

1= — = [ dp(t).
vl R

Asi la funcién p(t) es una funcién no decreciente con un niimero infinito de
puntos de crecimiento tal que (5.4.10) se satisface y tal que todos los momentos
existen (véase la ecuacién (5.4.13)). Por lo tanto, podemos utilizar la funcién
p(t) para obtener una matriz tridiagonal simi-infinita con base en el Teorema
5.2.1. Denétese por J al operador cuya representacién matricial es la matriz
obtenida. Por lo que se explicé en el Capitulo 4 (Seccién 4.1) el operador J es
cerrado y simétrico. Ahora, defina hy :=h; — Ay J=J— ho(+,01)01.

Si J = J*, sabemos que p(t) = (E;(t)d1,d;), donde E;(t) es la descomposi-
cién espectral del operador auto-adjunto de Jacobi J. Entonces, obviamente,
J = jhz(—oo), 0 sea, g = —00.

Si J # J*, la transformada de Stieltjes de p(t), denotada por w(¢), es la
m-funcién de Weyl-Titchmarsh de alguna extensiéon auto-adjunta de J que
denotaremos por J. Esta afirmaciéon es cierta ya que los polinomios son den-
sos en Ly(R,dp(t)) (véase el Teorema 5.2.2 y [2, Teorema 2.3.3]). En efec-
to, el inciso d) implica que los polinomios son densos en Ly(R, dp(t)). Por lo
tanto, J— ho(+,01)01 es una extensién auto-adjunta de J y por consiguiente,
J — hy(-,61)6 = J(g) para un tnico ¢ € R U {+0c}. Ademds, tenemos que
J = Jn,(g) v ast w(C) = mpn,(C, g). Con esto, reconstruimos de manera tnica
mo(¢, g), a partir de my, (¢, g) usando la ecuacién (5.3.4) y entonces construi-
mos univocamente a g como se hace en la demostracién del Teorema 5.2.3.

Note que

dp(t) -
(o) = [ = (c).
rT—C
Asf, sdlo resta probar que las sucesiones {x}r, {A}x que se dieron en un
principio, correspondan a los espectros de los operadores Jy,(g) v Jn,(g9) que
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acabamos de encontrar. O sea, hay que verificar que {ux}p = o(Jn(9)) y
{Mte = a(Jn,(g)). Para este fin, considere la funcién m((, g) para la pareja

Jn(9) v Jn,(g) tal que

Mhy <C7 g)

9= G

(e C\R.

Ahora denétese al espectro de Jy, (g) por {vx }x. Es claro que o(Ju,(9)) = { A }r
por construccién. Entonces argumentando como en (5.4.3), obtenemos

m(¢.g) = ] =S

keM A= 6

Dado que hemos probado que a) y b) son condiciones necesarias, tenemos que

Z(’yk—)\k):A<OO

keM

Y por la demostracién de (5.4.14), se sigue que

lim (m(¢) —1) = 0.
Infg“_;ec;o

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.5, se concluye que

—1
Cg +Z>\k_ Oékhz)

keM

donde el residuo de m(() se calculé como en (5.4.4). Por lo tanto, ya que
ai(hy) = 71, para toda k € M,y A = hy — ha,

m( g =1+Y —— /\k: —— =m((.g). (5.4.17)

ke./\/l

La ultima igualdad de la ecuacién (5.4.17) se obtiene de (5.4.15). Dado que
{M}e v {pe}r son los polos y ceros, respectivamente, de m((,g), entonces
{M\: i v {pete son los auto-valores de Ju, () v Ju, (¢), respectivamente, con lo
que hemos probado el teorema. O
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