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Introducción

Es conocido y aceptado ampliamente en la física teórica que algunas de las teorías

fundamentales más arraigadas en la física del siglo XX tienen ciertas limitaciones

para explorar las escalas más pequeñas de longitud, mucho más pequeñas que las

alcanzadas por los experimentos en altas energías más sofisticados. Esto es en la

actualidad motivo de reflexión sobre la validez de algunas de las concepciones y

principios constructivos de dichas teorías en el régimen de energía característico

de estas escalas. Para describir los fenómenos físicos que se dan a escalas de ener-

gía que llegan hasta los 1014 eV, que es la escala de energía de operación del LHC

(o tal vez hasta los 1020 eV, energía que pueden alcanzar los rayos cósmicos ul-

traenergéticos), existen teorías cuánticas de campo que describen la dinámica de

partículas e interacciones dominantes en ese régimen con bastante exactitud. Sin

embargo, se cree que para entender los fenómenos físicos presentes en regímenes

de energía mayores posiblemente hacen falta ideas fundamentales nuevas, ideas

que por ejemplo permitan reunir aspectos cuánticos y gravitacionales de un sis-

tema físico en una teoría consistente.

En este panorama la investigación reciente en física teórica de altas energías y

áreas relacionadas está marcada por profundas reconsideraciones de conceptos



fundamentales aceptados por la física del siglo pasado. Uno de ellos es la concep-

ción del espacio–tiempo: Usualmente considerado un escenario donde la dinámi-

ca de un sistema físico tiene lugar, se sospecha que en un cierto régimen de ener-

gía muy alta (entre los 105 GeV y la escala caracterizada por la masa de Planck

mP ∼ 1019 GeV) algunas propiedades intrínsecas del espacio–tiempo y de la física

que tiene lugar ahí son muy distintas de las convencionales.

En el contexto de las teorías cuánticas, en el régimen de energía que abarca desde

la escala característica de los estados ligados de atómos o moléculas (que ronda

los ∼ 101 − 103 eV) a la escala de operación de aceleradores de partículas ele-

mentales (∼ 100 − 102 TeV), la concepción del espacio–tiempo es el de un espacio

suave que sirve de escenario a la dinámica de sistemas de partículas y/o cam-

pos, y sobre el que podemos definir sistemas de referencia con coordenadas “bien

portadas”. Sin embargo, resultados recientes en teoría de cuerdas abiertas y grave-

dad cuántica de lazos sugieren la idea de que la concepción de variedad diferen-

cial, que es como entedemos matemáticamente al espacio–tiempo, no es adecuada

para describir fenómenos que ocurren en las escalas más pequeñas de longitud1.

En su lugar, el espacio–tiempo en esas escalas tiene una estructura cuantizada o

no–conmutativa [55, 56, 58, 94, 121]. Esta idea ha generado un área de trabajo muy

activa en la búsqueda de nueva física, desde aspectos fenomenológicos, teóricos,

e incluso matemáticos.

Hacerse de una idea intuitiva del carácter de la geometría no–conmutativa puede

ser muy difícil porque en un espacio no–conmutativo (o cuya geometría es no–

conmutativa) no existe la noción ordinaria de punto. Una visualización de este

hecho consiste en atribuirle una incertidumbre natural a la localización de pun-

1Tal vez comparables a la longitud de Planck λP ∼ 10−35 m (la masa y la longitud de Planck
están relacionadas por mP ∼ 1√

G
= 1

λP
).



tos en estos espacios. Así como en mecánica cuántica la no conmutatividad alge-

braica de la posición y el momento implica una incertidumbre fundamental para

la determinación simultánea de estos observables asociados a una partícula en

cualquier estado físico, con un álgebra de Heisenberg caracterizada por relaciones

algebraicas no–conmutativas entre los operadores asociados a las coordenadas de

la posición de una partícula podemos modelar la indeterminación de ésta en el

espacio–tiempo.

La aproximación formal de esta idea para estudiar modelos físicos en el ámbito

de la geometría no–conmutativa está basada (de manera casi estándar) en la co-

rrespondencia o equivalencia entre geometría y álgebra dada por el teorema de

Gel’fand-Neimark. Por este teorema un espacio de Hausdorff localmente com-

pacto M corresponde a una álgebra-C∗ A = C∞(M) de funciones contínuas en M.

A cada elemento u objeto geométrico le corresponde un elemento en el álgebra–

C∗ (por ejemplo, a un punto de la variedad le corresponde el ideal de funciones

que se anulan en dicho punto). Así, si a una variedad suave M le corresponde una

cierta álgebra–C∗ conmutativa A, concebimos la estructura geométrica del espacio

no–conmutativo mediante una generalización de la estructura conmutativa de A

a una estructura no–conmutativa. La generalización es tal que a las coordenadas

x̂µ asociadas a un punto del espacio–tiempo y vistas como elementos del álgebra

no–conmutativa les pasa que

x̂µ x̂ν 6= x̂ν x̂µ.

Lo usual es interpretar a estas coordenadas como generadores del álgebra de fun-

ciones que toman valores en el espacio no–conmutativo, y representar esta última

con un álgebra de funciones clásicas deformada con la correspondencia de Weyl-

Wigner-Moyal (en la primera sección del capítulo 3 presentamos un resumen de

las ideas principales de este formalismo).



La no–conmutatividad de las coordenadas no es del todo inusual en física. Uno de

los ejemplos más sencillos donde se presentan estas relaciones es el de una partícu-

la cargada moviéndose en un plano en la presencia de un campo magnético cons-

tante perpendicular al mismo (en el nivel de Landau más bajo). El lagrangiano de

este sistema está dado por

L =
1
2

m~v2 + e~v · ~A−V(~x), con ~A = (0, Bx, 0).

En el límite de campos B muy intensos el término cinético es dominado por el

potencial, y este lagrangiano se reduce al lagrangiano de primer orden L→ L =

eBxẏ− V. De este lagrangiano tenemos que py = ∂L
∂ẏ = eBx, es decir, x y y son

variables conjugadas. Al cuantizar el sistema se proyecta en el nivel de energía

más bajo, y de {py, y} = −1 para el paréntesis de la teoría tendremos que

{x, y} = − 1
eB

=⇒ [x̂, ŷ] = iθ, θ ≡ − h̄
eB

, (1)

la última expresión siendo el conmutador cuántico correspondiente2.

En analogía con este sencillo ejemplo, en teoría de cuerdas aparecen teorías de

norma con coordenadas no–conmutativas a partir de un modelo sigma con condi-

ciones de borde particulares. Dada la métrica Gµν en el espacio plano, la acción de

Polyakov para una cuerda abierta bosónica con coordenadas Xµ en la presencia

de Dp-branas y un campo de fondo con potencial constante y antisimétrico dado

por una 2-forma de Neveu–Schwarz Bµν es

SΣ =
1

4πl2
s

∫
Σ

(
Gµν∂aXµ∂bXν − 2πil2

s Bµνεab∂aXµ∂bXν
)

.

2Una exposición breve y buena de este problema está presentada en la tesis reciente [90].



La cuerda se acopla con este potencial a través del término

∫
Σ

Bµνεab∂aXµ∂bXν =
∮

∂Σ
BµνXµ∂tXν, (2)

donde Σ es la hoja de mundo de la cuerda, ∂Σ su borde, y ∂t la derivada tangen-

cial a éste. Esta interacción es un término de frontera que no modifica la dinámica

de la cuerda a menos que la hoja de mundo de la misma tenga borde, esto es que

haya D-branas presentes. En este caso la interacción entre B y la cuerda modifica

las condiciones de frontera que cumplen las coordenadas de la cuerda, y así el

propagador cuántico correspondiente. Si el campo de fondo sólo tiene componen-

tes espaciales Bij, en el límite Gµν ∼ T−2 → 0 de bajas energías (con T = 1
2π`2

s
la

tensión de la cuerda) el término cinético de la acción de Polyakov es dominado por

el término (2), y este modelo produce una teoría de campos no–conmutativa con

un producto de los del tipo de Moyal [105, 107]. Si se permite no–conmutatividad

del espacio con el tiempo, un cierto límite de bajas energías particular produce

una teoría de cuerdas abiertas no–conmutativa [106].

La introducción de coordenadas no–conmutativas en teorías de campo fue for-

malizada por primera vez en el trabajo de Snyder [108, 109] en los 40’s, a raíz

de una sugerencia o propuesta originalmente de Heisenberg [94, 111] como un

mecanismo para introducir un corte ultravioleta natural que curara algunas diver-

gencias en la teoría cuántica de campos. Básicamente la idea es que una estructura

no–conmutativa del espacio–tiempo implica una escala de longitud fundamental

que en el espacio de momentos representa un corte en energías altas. Aunque la

propuesta de Snyder proporciona un mecanismo consistente con la invariancia

de Lorentz, la idea completa fue ignorada y la atención dirigida al mecanismo

de renormalización, formalizado y con buenos resultados alrededor de la misma

época. En la actualidad, el vínculo entre la geometría no–conmutativa y la teoría



de cuerdas abiertas condensado en la forma de teorías de campo no–conmutativas

(TCNC) ha revivido esta idea colocándolas en un punto intermedio entre la teoría

de cuerdas y las teorías de campo convencionales. En este sentido, uno podría

considerar a las TCNC como posibles generalizaciones de teorías de campo y de

norma que no habían sido consideradas previamente.

La definición estándar de una TCNC es la de un teoría de campos definida en un

espacio–tiempo donde las coordenadas satisfacen la relación básica

[x̂µ, x̂ν] = x̂µ x̂ν − x̂ν x̂µ = iθµν,

con θµν una matriz constante en el caso canónico. Es posible representar el ál-

gebra no–conmutativa generada libremente por las coordenadas x̂µ con el álge-

bra clásica de funciones sobre el espacio–tiempo ordinario con coordenadas xµ

sustituyendo el producto entre funciones por un producto no conmutativo. Este

procedimiento se lleva a cabo con el formalismo de deformación en un paráme-

tro de Weyl-Wigner-Moyal3, en el que si la teoría tiene un contenido de campos

φ, ψ, · · · ∈ A que se multiplican con el producto puntual ordinario (φ ·ψ)(x) ≡

φ(x)ψ(x), la deformación no–conmutativa reemplaza este producto por el producto-

? de Moyal definido por

(φ ? ψ)(x) ≡ φ(x)e
i
2 θαβ

←
∂ α
→
∂ β ψ(x),

de tal manera que el conmutador [A, B]? ≡ A ? B− B ? A da la relación entre las

3Una buena introducción a este formalismo puede encontrarse en [74]. El resumen de las ideas
principales del mismo que presentamos en la sección 3.1 del capítulo 3 está basado en esta referen-
cia.



coordenadas ordinarias del espacio–tiempo

[xµ, xν]? = iθµν.

Mediante este mecanismo toda la estructura no–conmutativa intrínseca del espacio–

tiempo la hemos transferido a una propiedad de los campos, codificada en la

definición del álgebra a la que pertenecen. Esta construcción se hace para el espacio–

tiempo plano, coordenadas cartesianas, y θ constante. Para casos donde por ejem-

plo θ es una función del punto (y asociada a una estructura de Poisson más gene-

ral), existen deformaciones similares y el producto no–conmutativo en esos casos

es el producto de Kontsevich [32, 33, 89, 105].

Esta definición de TCNC como deformaciones de teorías ordinarias o conmutati-

vas está inspirada en el formalismo de cuantización por deformación de la mecá-

nica clásica [19]. Es posible introducir con el mismo espíritu este tipo de deforma-

ciones no–conmutativas en el contexto de la mecánica cuántica, pero ahí la estruc-

tura que se deforma no es el álgebra de funciones de las coordenadas del espacio–

tiempo, sino la estructura simpléctica definida en el espacio fase del formalismo

clásico de primer orden. La definición de un sistema clásico no–conmutativo en

esta aproximación consiste en tomar un hamiltoniano de la forma H = T + V,

una estructura simpléctica que implementa la no–conmutatividad entre las co-

ordenadas (como en (1)), y utilizar la transformación de Darboux que lleva las

variables del espacio fase así definidas a las variables canónicas “conmutativas”

regresando la estructura simpléctica a su forma estándar. Este procedimiento sin

embargo tiene como resultado final un hamiltoniano modificado con nuevos tér-

minos de interacción que podrían no preservar las simetrías originales del prob-

lema, y ser no–locales cuando el sistema se cuantiza. Estas dos versiones clásica-

mente equivalentes del sistema físico (antes y después de la transformación de



Darboux), no lo son a nivel cuántico porque la transformación de Darboux no es

unitaria. Este tipo de no–conmutatividad simpléctica ha sido aplicada también

en teoría de campos [30, 44, 51, 62, 67]. Las teorías resultantes se llaman teorías

de campo simplecto–no–conmutativas, e incluyen efectos de la no–conmutatividad

mediante la deformación de una estructura simpléctica tal que el paréntesis de

Poisson entre campos en puntos diferentes del espacio es distinto de cero. El pa-

rámetro que controla la no–conmutatividad simpléctica se puede usar como un

corte natural y/o como un modelo de violación de la invariancia de Lorentz a una

cierta escala de energía.

Contenido de la tesis

Este trabajo de tesis está dividido en dos partes. En la parte I estudiamos las con-

secuencias de la no–conmutatividad simpléctica en el espacio configuración de un

sistema de partículas. Es conocido que podemos especificar el contenido dinámi-

co de un sistema clásico de tres diferentes y equivalentes maneras: a) con las ecua-

ciones de movimiento en el espacio configuración (definiendo las fuerzas), b) con

una función lagrangiana en el espacio tangente al espacio configuración, o c) con

una estructura simpléctica σ y una función hamiltoniana en el espacio fase.

Para cuantizar un sistema de partículas que interactúan necesitamos proveer infor-

mación de la dinámica global del sistema clásico. Esta información global es usada

por la teoría cuántica para tomar en cuenta las fluctuaciones del sistema alrededor

de sus soluciones clásicas. En este sentido, la información clásica provista en la

forma a) no es suficiente para cuantizar el sistema físico correspondiente. Cuando

uno quiere cuantizar un sistema en el espacio configuración lo usual es proveer la

información dinámica mediante un lagrangiano L(x, ẋ) con el que se calculan las



amplitudes de transición usando la integral de caminos de Feynman. Sin embargo,

para la cuantización de un sistema clásico no–conmutativo, la manera natural de

especificar la información dinámica es en la forma c) de primer orden. En el capí-

tulo 1 veremos que el caso general los sistemas no–conmutativos así definidos no

tienen lagrangiano en el espacio configuración. Por lo tanto, para estudiar las con-

secuencias de la no–conmutatividad simpléctica ahí especificaremos el contenido

dinámico del sistema físico mediante las ecuaciones de movimiento de segundo

orden de Newton, y tomaremos como una definición la estructura simpléctica

no–conmutativa del formalismo de primer orden que querríamos cuantizar para

obtener coordenadas no–conmutativas. Así, confrontando la información prove-

niente de estos dos esquemas en principio independientes, veremos que la última

no puede ser especificada de manera arbitraria, sino que debe satisfacer ciertas

condiciones de consistencia o compatibilidad con las fuerzas que definen las ecua-

ciones de segundo orden.

Estas condiciones de compatibilidad han sido estudiadas para el caso de la es-

tructura simpléctica estándar (o “conmutativa”) por los autores de [81]. El primer

antecedente de este tipo de análisis es una idea de Feynman discutida por Dyson

en [61] en la que se propone buscar todas las fuerzas que sean compatibles con los

conmutadores cuánticos canónicos entre los operadores asociados a la posición y

la velocidad de una partícula. El resultado de Feynman es que la fuerza más gene-

ral compatible con estos conmutadores tiene la forma de la fuerza de Lorentz, y en

este sentido ésta es toda la física consistente con las relaciones de incertidumbre

de Heisenberg estándar. Este análisis de Feynman ha sido extrapolado al ámbito

no–conmutativo por los autroes de [20, 23, 28].

Desde el punto de vista del análisis llevado a cabo en [81] los autores encontraron

que las condiciones de consistencia dinámicas entre las relaciones de conmutación



canónicas y un conjunto dado de ecuaciones de movimiento en el espacio confi-

guración son precisamente las condiciones de Helmholtz del problema inverso

del cálculo de variaciones para la existencia del lagrangiano de dichas ecuaciones

de movimiento. Aquí mostraremos que las condiciones de consistencia dinámi-

cas análogas en el caso no–conmutativo pueden escribirse como la suma de las

condiciones de Helmholtz para las ecuaciones de movimiento dadas y términos

proporcionales a los parámetros θµν.

En un segundo paso en esta línea de ideas, en el capítulo 2 mostraremos que las

condiciones de compatibilidad deformadas son las condiciones de integrabilidad

de Helmholtz pero de un conjunto de ecuaciones de tercer orden, que tienen una

estructura tal que hace que entre sus soluciones esté un subconjunto que corres-

ponde a todas las soluciones de las ecuaciones de segundo orden originales. Así,

resultará que los sistemas que cumplan con las condiciones de compatibilidad

dinámica deformadas tienen una formulación variacional, y con ésta uno podría

plantearse el problema de la cuantización de estos sistemas físicos en el espacio

configuración no–conmutativo.

De los resultados que obtenemos en esta parte concluimos que la cuantización de

un conjunto de ecuaciones de movimiento dadas en el espacio configuración se

puede realizar usando relaciones de conmutación conmutativas o no–conmutativas

siempre que las correspondientes condiciones de compatibilidad o consistencia

sean satisfechas. Si un sistema dinámico en particular admite las dos cuantiza-

ciones, obviamente éstas no serán equivalentes. Podría pasar que la cuantización

usando relaciones de conmutación conmutativas no pueda realizarse dado que

el sistema no tiene lagrangiano, pero sí pueda realizarse consistentemente con

relaciones no–conmutaivas si las condiciones de compatibilidad deformadas se

satisfacen. Resulta que existe una solución genérica a las nuevas condiciones de



consistencia que aquí presentamos, análoga a la solución estándar L = T−V del

problema inverso del cálculo de variaciones para fuerzas que provienen de un

potencial.

En la parte II de esta tesis estudiamos dos temas de debate actual en la literatu-

ra sobre TCNC. El primer tema, que trabajamos en el capítulo 3, trata sobre la

implementación de simetrías del espacio–tiempo plano sobre el lagrangiano de

una TCNC arbitraria. La definición de estas simetrías tiene varios problemas. Uno

de ellos es que las relaciones no-conmutativas entre las coordenadas del espacio-

tiempo no transforman de manera covariante si los parámetros no–conmutativos

han de mantenerse como las componentes de una matriz constante (en el caso

canónico). Este hecho implica en particular que la concepción usual de covarian-

cia de Lorentz no aplica en TCNC. En tales condiciones, la clasificación de partícu-

las en términos de las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré pierde

validez en este contexto.

Recientemente ha sido puesta mucha atención en un tipo de simetrías para TCNC

llamadas simetrías twist4. Este tipo de simetrías resultan de considerar la deforma-

ción de la acción de transformaciones del espacio–tiempo congruente con la del

producto ordinario entre campos que resulta en el producto-? de Moyal (en el

apéndice B presentamos las ideas básicas de la deformación de esta acción medi-

ante la deformación del coproducto definido en la estructura de Hopf del álgebra

de transformaciones que actúan sobre los campos). Una de las características de

las simetrías twist del espacio–tiempo es que dejan invariantes los parámetros no–

conmutativos implementando al mismo tiempo un tipo de covariancia en TCNC

fundamentada en el grupo de Poincaré estándar. Este hecho permite recuperar la

4La traducción literal al idioma español de la nomenclatura para este tipo de simetrías es
simetrías “torcidas”. En este trabajo utilizaremos el adjetivo “twist” en la pronunciación que en
español parece más natural.



clasificación estándar de partículas a través de campos escalares, vectoriales, etc.

Para el caso de transformaciones lineales twist de las coordenadas, la transfor-

mación correspondiente del producto-? de dos campos contiene una parte que

puede identificarse con la transformación de dicho producto debido a la transfor-

mación de los parámetros θµν como si fueran las componentes de un tensor. Con

base en esta observación definiremos una implementación variacional de sime-

trías del espacio–tiempo que consiste básicamente en complementar la derivada

variacional ordinaria en teoría de campos actuando sobre el lagrangiano de una

TCNC con una variación de sus términos asociada al cambio en θµν. Esta imple-

mentación es posible hasta transformaciones del grupo de Weyl (que es el grupo

de Poincaré al que le agregamos las dilataciones), pues resulta que éstas son las

únicas transformaciones que garantizan la invariancia explícita del producto-?

cuando los parámetros θµν con los que está definido transforman como las com-

ponentes de un tensor. En estos términos resulta además que la propuesta de im-

plementación de simetrías que hacemos coincide con la acción de las simetrías

twist, aunque estas dos construcciones tengan puntos de partida muy diferentes

(como que la primera trasforma los parámetros θµν explícitamente mientras que

la segunda -implícitamente en la construcción- no lo hace).

El segundo tema que tratamos en este contexto es una propuesta de gravedad

no–conmutativa. Desde que la teoría de cuerdas encontró deformaciones de la

gravedad de Einstein se ha invertido mucho esfuerzo para entender ésta y otras

posibles deformaciones de la gravedad, en particular deformaciones en la direc-

ción no–conmutativa. Esta última idea, motivada por la no–conmutatividad del

espacio–tiempo vía la deformación con producto-? de Moyal, ha sido un tema de

discusión recurrente en los últimos años. Por un lado tenemos modelos que modi-

fican la acción de gravedad usual sustituyendo los productos usales entre campos



en ella por el producto-?. Uno de los problemas que aparecen inmediatamente en

esta aproximación viene del hecho de que el producto-? de Moyal no es invariante

ante difeomorfismos, la simetría básica de la teoría. Una solución a este problema

ha sido propuesta recientemente en [10] basada en la idea de simetrías twist. A pe-

sar de que esta aproximación tiene algunos logros importantes (como recuperar

la idea de que el producto-? de tensores es un tensor del rango que uno esperaría

intuitivamente), tiene también algunos problemas ineludibles, entre ellos el que

está basada en técnicas del espacio–tiempo plano. Más aun, ha sido mostrado [1]

que la deformación de la gravedad de Einstein en este contexto no coincide con

la deformación obtenida desde el punto de vista de teoría de cuerdas. Otras apro-

ximaciones para deformar la gravedad basadas en la deformación de teorías de

norma usando el mapeo de Seiberg-Witten han sido intentadas. Este tipo de de-

formaciones tienen varios problemas en el hecho de que la derivada covariante no

se puede usar para construir un producto-? de Moyal asociativo.

En el capítulo 4 presentaremos una idea diferente para deformar la gravedad usan-

do las herramientas de deformaciones consistentes de teorías de norma (en el

apéndice C presentamos las ideas básicas de este método). La idea está basada

en una deformación no polinomial de la acción de Maxwell que modifica tanto

la acción como la simetría de norma de una manera peculiar mezclando propie-

dades de la simetría de norma original con simetrías globales del espacio–tiempo

[24]. Inspirándose en la acción deformada resultante es posible reconstruir la ac-

ción de la relatividad general como una teoría de norma de las traslaciones del

espacio–tiempo. La base de la deformación en cuestión es de hecho la localización

de simetrías globales de la métrica plana del espacio–tiempo. La simetría de nor-

ma deformada que resulta incorpora la invariancia de la acción deformada bajo

difeomorfismos.



Llevando a cabo esta deformación no polinomial simultáneamente con la defor-

mación no–conmutativa de la acción libre de Maxwell obtenemos una teoría de

norma no–conmutativa que es invariante bajo difeomorfismos. En este punto aún

no tendremos un modelo de gravedad no–conmutativa, sino que con la misma

inspiración usada en el caso conmutativo para reconstruir el lagrangiano de la

relatividad general, calcularemos las correcciones no–conmutativas correspondi-

entes a la gravedad.

Cerraremos la presentación de este trabajo de tesis con algunas conclusiones y

perspectivas sobre los temas estudiados.
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Esta tesis está compuesta de dos partes. En la primera parte estudiamos la defini-

ción de no–conmutatividad simpléctica en mecánica clásica como una manera

de introducir operadores de coordenadas no–conmutativas en mecánica cuánti-

ca. En este contexto estamos particularmente interesados en las consecuencias de

esta construcción en el espacio cofiguración. Aquí, si especificamos la informa-

ción dinámica de un sistema físico mediante las ecuaciones de Newton, y pro-

ponemos una estructura simpléctica no necesariamente canónica en el formalismo

de primer orden para el mismo, resulta que la última no puede darse de manera

arbitraria sino que debe cumplir con ciertas condiciones de compatibilidad con la

fuerza que define las ecuaciones de movimiento. De estas condiciones de compati-

bilidad para el caso canónico resulta que sólo los sistemas dinámicos lagrangianos

pueden cuantizarse consistentemente con las relaciones de conmutación estándar

entre posición y momento. Del análisis de compatibilidad análogo para el caso

no–conmutativo obtenemos que es posible cuantizar consistentemente con rela-

ciones no–conmutativas sistemas cuyas ecuaciones de movimiento no tienen la-

grangiano. Sorpresivamente, para los mismos sistemas es posible construir una

formulación variacional en el espacio configuración considerando un sistema au-



xiliar de tercer orden que tiene como un subconjunto de soluciones todas las ór-

bitas del sistema de segundo orden de partida.

En la segunda parte tratamos dos temas en teorías de campos no–conmutativas

(TCNC) que están siendo debatidos intensamente en la literatura. El primer tema

es la invariancia de la acción en estas teorías asociada con simetrías del espacio–

tiempo. El segundo tema es una propuesta de construcción de un modelo de gra-

vedad no–conmutativa basado en el método de deformaciones consistentes de

teorías de norma. Sobre la implementación de simetrías del espacio–tiempo pro-

ponemos una implementación de la invariancia de Lorentz en TCNC interpretan-

do los parámetros no–conmutativos como las componentes de un tensor covarian-

te. Más que la invariancia de estos parámetros, la guía que usamos es la invarian-

cia del producto de Moyal con el que se define el lagrangiano de una TCNC en el

formalismo de Weyl-Wigner-Moyal.

En contraste con las transformaciones de Lorentz del espacio–tiempo, la invarian-

cia ante traslaciones puede implementarse de la manera usual en teoría de campos

independientemente de la interpretación que pongamos sobre los parámetros no–

conmutativos. Usaremos este hecho para la construcción de un modelo de grave-

dad no–conmutativa. La idea es hacer locales estas simetrías globales de la métri-

ca de fondo de una teoría de norma mediante un procedimiento indirecto que

proviene de hacer una deformación consistente de la misma. Haremos luego una

identificación de una teoría para la gravedad definiendo un diccionario entre las

variables de la teoría de norma deformada con las variables de la gravedad en

la versión de primer orden en términos de las tétradas. La generalización de es-

ta construcción al caso no–conmutativo nos permitirá eludir algunos obstáculos

encontrados en otras aproximaciones con el mismo objetivo.
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This thesis has two parts. We dedicated the first part to study the definition of

symplectic noncommutativity in classical mechanics which leads under canonical

quantization to noncommutative coordinate operators in quantum mechanics. In

this context we are particularly interested in the consequences in configuration

space coming from this setup. If we specify the dynamical content of a physical

system through its Newtonian equations of motion, and we give a noncanonical

symplectic structure in the first order formalism for the same physical system, the

later can not be arbitrary, but must satisfy some compatibility conditions with

the force defining the equations of motion. This analysis has been studied in

the canonical case and the result is that only Lagrangian systems can be consis-

tently quantized with standard commutation relations between coordinates and

momenta operators. From the noncommutative generalization we conclude that

some non Lagrangian systems can be consistently quantized with noncommuta-

tive relations between coordinate operators. Surprisingly, for those systems of

equations there is a variational formulation in configuration space through a third

order auxiliary system of differential equations. The space of solutions of the orig-

inal equations of motion form a solution subset of this auxiliary system.



In the second part we deal with two issues in noncommutative field theory (NCFT)

under intensive debate in recent literature. On one hand we study the invariance

of the action of any of these theories associated to spacetime symmetries. On the

other hand we construct a noncommutative gravity model based on the consistent

deformations of gauge theories method. To implement spacetime symmetries in

NCFT we interpret the noncommutative parameters as the components of a co-

variant tensor, and as a consequence we are able to achieve Lorentz invariance in

the usual way. Instead of the strict invariance of these parameters we use as guid-

ance the invariance of the Moyal product which is used to define the Lagrangian

of a NCFT in the Weyl-Wigner-Moyal formalism.

In contrast to Lorentz transformations, invariance under translations are imple-

mented in the usual way in field theory independently of the interpretation we

use for the noncommutative parameters. This is because these symmetry trans-

formations leave strictly invariant the noncommutative relations between coordi-

nates. We will use this fact to construct a noncommutative gravity model. The

general idea is to gauge these global symmetries of the background using a partic-

ular consistent deformation of a gauge theory. Then we identify a gravity theory

with a dictionary between the variables in the deformed gauge theory and the va-

riables of a theory for gravity in the first order formalism, where the tetrads are

the basic degrees of freedom. The noncommutative generalization will be free of

some obstacles other approaches have aiming in the same direction.



CAPÍTULO 1

Compatibilidad de la dinámica clásica

de partículas con la

no–conmutatividad del espacio

La idea de modelar con coordenadas no–conmutativas la transición del espacio–

tiempo de una “fase” suave a una diferente, tal vez discreta o cuántica, ha moti-

vado a varios autores para estudiar los efectos o consecuencias que puede tener

la no–conmutatividad en el contexto de la mecánica cuántica de modelos simples

de partículas. Una aproximación para estudiar estas consecuencias consiste en la

cuantización canónica de un paréntesis de Poisson clásico “deformado” para fun-

ciones de las variables del espacio fase. Este paréntesis sería tal que evaluado en

las coordenadas da como resultado la matriz de las relaciones no–conmutativas



COMPATIBILIDAD ENTRE LA DINÁMICA Y LA NO–CONMUTATIVIDAD

entre los operadores cuánticos correspondientes:

{xi, xj} = θij =⇒ [x̂i, x̂j] = iθij.

Un sistema dinámico deformado con coordenadas no–conmutativas en el sentido

anterior se define en el formalismo de primer orden de la mecánica clásica toman-

do una estructura simpléctica no estándar (cuya inversa define el paréntesis de

Poisson mencionado), y la misma función hamiltoniana que se asocia usualmente

al sistema dinámico que se está deformando. Esta construcción aparece como la

manera más natural para introducir no–conmutatividad en la mecánica cuántica.

La dinámica clásica de primer orden deformada puede después analizarse en el es-

pacio configuración despejando las ecuaciones de movimiento de segundo orden

para las coordenadas.

En este contexto nosotros estamos interesados precisamente en las consecuencias

que puede tener en el espacio configuración la introducción de no–conmutatividad

simpléctica en un formalismo de primer orden. En particular, nos interesan al-

gunos aspectos de la formulación variacional de sistemas dinámicos definidos en

este contexto, específicamente en la existencia o no del lagrangiano de segundo

orden para los mismos.

Es pertinente advertir al lector sobre el carácter que tienen este capítulo y el si-

guiente. Nos proponemos analizar algunos sistemas dinámicos clásicos en los

formalismos de primer y segundo orden, siempre con la mirada en que la cuan-

tización de los mismos se llevaría a cabo por el método canónico o cualquiera

equivalente. En otras palabras, las modificaciones a las teorías ordinarias que pro-

ponemos no tienen el objeto de plantear métodos de cuantización diferentes o

alternativos, sino especular con cierta información o estructura de estos sistemas
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dinámicos que los métodos tradicionales de cuantización no habrían distinguido,

y la resolución de los mecanismos experimentales o fenomenológicos tampoco1.

Así, asumiendo que la concepción estándar de cuantización de teorías clásicas

es válida, definimos la mecánica cuántica no–conmutativa de un sistema físico

cuantizando canónicamente un paréntesis de Poisson correspondiente a una es-

tructura simpléctica deformada en el formalismo de primer orden para el análogo

clásico correspondiente a dicho sistema. Si quisiéramos hacer la cuantización del

mismo sistema en el espacio configuración, tomaríamos el lagrangiano que da las

ecuaciones de movimiento de segundo orden del sistema para introducirlo en la

integral de caminos de Feynman. En el caso no–conmutativo esto no será posi-

ble, pues en el caso genérico este lagrangiano no existe. Tendremos que tomar un

punto de partida diferente para confrontar a un sistema dinámico definido en el

espacio configuración con su cuantización.

Este primer capítulo de la tesis lo hemos organizado en tres secciones con el

siguiente contenido. En la primera sección estudiaremos la forma general que

tienen los sistemas dinámicos de primer orden definidos en términos de una es-

tructura simpléctica y una función hamiltoniana. Con base en esta forma gene-

ral, presentamos la aproximación que ha sido utilizada por varios autores para

definir una teoría clásica a partir de la cual (con los métodos de cuantización tradi-

cionales) ha sido construída una mecánica cuántica no–conmutativa. En la segun-
1En el esquema general uno supone que los parámetros de no–conmutatividad serían muy

pequeños, mucho más pequeños que cualquier constante o parámetro característico de estos ex-
perimentos u observaciones.

En el caso estándar o “conmutativo”, la cuantización canónica del paréntesis {xi, pj} = δi
j in-

corpora las unidades apropiadas en el conmutador de los operadores correspondientes a estas
variables mediante h̄, y decimos que la descripción de un fenómeno o experimento no puede des-
deñar aspectos cuánticos del sistema físico en cuestión si la cantidad de acción involucrada en la
evolución del mismo es (del orden de o) comparable a h̄.

De manera análoga, la cuantización canónica de las relaciones {xi, xj} = θij deberá incorporar
las unidades correspondientes en el conmutador entre los operadores de posición mediante una
constante ϑ con unidades de longitud al cuadrado (pues los parámetros θij en estas relaciones son
cantidades adimensionales) que sería comparable tal vez al cuadrado de la longitud de Planck.

5
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da sección analizaremos las ecuaciones de movimiento de segundo orden para las

coordenadas no–conmutativas, y la posibilidad de que las mismas provengan de

una función lagrangiana (de segundo orden). El resultado de este análisis es que

no existe un lagrangiano cuadrático en las velocidades para la dinámica de estos

sistemas físicos no–conmutativos. Sin embargo, existe un lagrangiano para dicha

dinámica que depende de todas las derivadas de las coordenadas con respecto al

tiempo (y en este sentido no–local).

La última sección constituye el núcleo del capítulo. Aquí presentaremos un análi-

sis de compatibilidad o consistencia dinámica entre un sistema de ecuaciones de

movimiento de segundo orden dado y la estructura simpléctica no–conmutativa

del formalismo de primer orden para el mismo. Este tipo de análisis tiene an-

tecedente en un resultado no publicado de Feynman donde muestra que la única

interacción para una partícula cuántica que sea compatible con localidad y las

relaciones de conmutación canónicas entre los operadores de posición y momen-

to es la fuerza de Lorentz de la electrodinámica. Al parecer2 la intención original

de Feynman contemplaba la posibilidad de detectar física compatible con mecáni-

ca cuántica que no necesariamente fuera de la forma lagrangiana o hamiltoniana.

Sin embargo, ha sido mostrado que las hipótesis mismas de su análisis llevan im-

plícita una conexión con el problema inverso del cálculo de variaciones sobre la

existencia del lagrangiano para la dinámica en cuestión [81].

El problema de Feynman ha llamado la atención de varios autores. Ha sido exten-

dido por ejemplo para incluir grados de libertad internos (espín) en el conexto de

variedades de Poisson más generales que la simpléctica (ver [29] y las referencias

ahí citadas). Nosotros aquí presentaremos la versión del problema en el contexto

de estructuras simplécticas no–conmutativas, que llevan implícita de alguna ma-

2Este análisis de Feynman fue rescatado por Dyson [61] y reinterpretado como una deducción
independiente del electromagnetismo.
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nera la introducción de no–localidad. Este análisis y los resultados que obtenemos

lo hemos reportado en [47].

1.1. No–conmutatividad en mecánica clásica

Para en parte fijar la notación con la que trabajaremos en este capítulo y el siguien-

te3, en esta sección presentamos un breve resumen de la estructura general del

formalismo de primer orden de la mecánica clásica. El objeto principal es presen-

tar la forma de los lagrangianos de primer orden, y explicar cómo se introduce

no–conmutatividad de las coordenadas a través de una elección particular de la

estructura simpléctica que define el paréntesis de Poisson entre funciones en el

espacio fase.

1.1.1. Sistemas dinámicos y formalismo de primer orden

Dado un sistema dinámico no singular4 de partículas con N grados de libertad

representados por las variables de configuración xi(t) funciones del tiempo, y que

interactúan entre ellas o con un campo externo de acuerdo con las ecuaciones de

movimiento

Mi(ẍ, ẋ, x; t) ≡ ẍi(t)− Fi(x, ẋ; t) = 0 (1.1)

para i = 1, . . . , N, la cuantización canónica del mismo [53] se realiza usualmente

a partir del formalismo clásico de primer orden en el espacio fase para dicho sis-

tema, definido por una estructura o matriz simpléctica σ y una función hamil-

3A menos que sea explícitamente indicado, en toda la tesis usaremos la convención de Einstein
sobre la suma de índices repetidos, y los parámetros como la masa, la frecuencia, etc. de sistemas
físicos en particular se tomarán igual a 1.

4En esta tesis trabajaremos con sistemas dinámicos sin constricciones en el sentido de Dirac
[54].
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toniana H. Así visto, el espacio fase constituye una variedad simpléctica con N

coordenadas y N momentos que denotamos de manera conjunta con za = (xi, pj),

para a = 1, . . . , 2N. La estructura simpléctica es una matriz antisimétrica cuyas en-

tradas son las componentes de la 2-forma simpléctica Ω ≡ 1
2 σabdza ∧ dzb definida

en este espacio, no degenerada (que hace a σ invertible), y cerrada (dΩ = 0) por

construcción. Con la matriz inversa de σ, cuyas componentes denotamos con σab,

definimos el paréntesis de Poisson de la teoría como

{ f (z), g(z)} =
∂ f
∂za σab ∂g

∂za ,

para f (z) y g(z) dos funciones de las variables del espacio fase. Notar que la ma-

triz inversa de la matriz simpléctica está hecha de los paréntesis de Poisson entre

las variables dinámicas

σab = {za, zb}.

Mientras que existe una forma estándar para la estructura simpléctica en este es-

pacio dada por la matriz

σ = ω ≡

0 −1

1 0


(aquí 0 y 1 son matrices cuadradas de N × N, con entradas todas cero en el primer

caso, y las de la matriz identidad en el segundo), el hamiltoniano tendrá en gene-

ral la forma apropiada para reproducir las ecuaciones de primer orden que repre-

sentan al sistema dinámico. Si este sistema es tal que las ecuacionesMi(ẍ, ẋ, x; t)

provienen de un lagrangiano L(x, ẋ) = T − V con T la energía cinética y V el

potencial de interacción, el formalismo de primer orden canónico consiste en el

hamiltoniano de la forma H = T + V e igual a la energía del sistema (con T escrita

en términos de los momentos canónicos pi = ∂L
∂ẋi ), y la estructura simpléctica dada

8
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por5 ω. Las ecuaciones de primer orden canónicas se calculan con el lagrangiano

(de primer orden) L = 1
2 ωbazbża − H(z) ' pi ẋi − H(x, p) en el principio varia-

cional (' significa igualdad módulo la derivada total de alguna función de las

variables del espacio fase respecto al tiempo). Sin embargo, esta no es la única for-

mulación de primer orden posible para tal sistema. De hecho, cualquier sistema

de ecuacionesMi(ẍ, ẋ, x; t), tengan o no lagrangiano, puede reescribirse como un

sistema de ecuaciones de primer orden

ża − f a(z; t) = 0 (1.2)

con el doble de variables, para el que podemos plantear el problema inverso del

cálculo de variaciones de la siguiente manera [80].

Podemos construir un lagrangiano para el sistema de ecuaciones dado por

δL
δza = σab(z)(żb − f b) (1.3)

(denotaremos con δL
δy la ecuación de Euler-Lagrange correspondiente a la variación

del lagrangiano respecto a la variable y), donde σab es una matriz antisimétrica

no singular, estudiando las condiciones que resultan para la función lagrangiana

general

L = `a(z)(ża − f a). (1.4)

Usando (1.3) podemos ver que `a(x) debe satisfacer la condición

L f `a =
∂`a

∂zb f b +
∂ f b

∂za `b = 0, (1.5)

donde L f es la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial f a, para que las ecua-

5Las variables para el espacio fase en este caso son zi = xi, y zi+N = pi.
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ciones de movimiento asociadas al lagrangiano (1.4) sean equivalentes al conjunto

(1.2). Así, σ estaría dada por este “potencial” de acuerdo con

σab =
∂`b
∂za −

∂`a

∂zb . (1.6)

La condición (1.5) siempre tiene solución (al menos localmente), y por lo tanto

siempre es posible construir un principio variacional para este sistema de primer

orden.

En particular, el sistema (1.2) tiene forma hamiltoniana si podemos encontrar una

función H(z) tal que

`a f a = H(z), σab f b =
∂H
∂za . (1.7)

Al revés, dada H(z) de un sistema hamiltoniano, la función `a satisface (1.5), y

la estructura simpléctica está dada por σab (σ = d`). En este caso, si la estructura

simpléctica es constante el lagrangiano de primer orden L = 1
2 σbazbża − H(z) en

el principio variacional da las ecuaciones δL
δza = σabżb − ∂H

∂za = 0 equivalentes al

sistema (1.2).

Es sencillo convencerse que el potencial `a y la estructura simpléctica σ relaciona-

da con éste no son únicos. Para ilustrar esta situación veamos el siguiente ejemplo

donde definimos el sistema de ecuaciones no lagrangianas en N = 2

ẍ + x = 0

ÿ + ẋ = 0.

Este sistema puede reescribirse en términos del sistema de ecuaciones de primer

10
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orden

ż1 = z3, ż3 = −z1,

ż2 = z4, ż4 = −z3,

con z1 = x, z2 = y, z3 = ẋ, z4 = ẏ, que provienen del lagrangiano construído

con la estructura simpléctica

σ =



0 σ12 σ13 0

−σ12 0 0 −σ12

−σ13 0 0 σ12

0 σ12 −σ12 0


, (1.8)

y el hamiltoniano H = −σ13
2 (z1)2 − (σ12+σ13)

2 (z3)2 + σ12
2 (z4)2 + σ12z1z4. Mientras

σ12, σ13 no anulen el determinante de σ dado por det(σ) = (σ12)2(σ12 + σ13)2, éstas

componentes pueden ser cualquier número real6. Esto es una muestra del hecho

general sobre la no unicidad de σ y H para un sistema de primer orden dado. Es

decir, una vez definido este sistema de ecuaciones de primer orden, hay más de

una pareja (σ, H) tal que el lagrangiano de primer orden construído con ellas da

este sistema de ecuaciones (obviamente una definición diferente de este sistema

partiendo de las ecuaciones de segundo orden tendrá una estructura simpléctica

y un hamiltoniano diferentes también). La equivalencia clásica de dos formula-

6En realidad sobre las componentes de σ hay otra condición (que en este ejemplo particular se
puede lograr para cualquier elección de las mismas permitida por det(σ) 6= 0). El principio varia-
cional de primer orden que definimos con ella y el hamiltoniano respectivo requiere de condiciones
en los bordes, en los tiempos inicial y final. En el caso hamiltoniano canónico estas provienen de
las coordenadas xi evaluada en estos tiempos. Esta información no es más ni menos que la que
proviene de las condiciones iniciales del problema de segundo orden original. En el caso gene-
ral, en el formalismo de primer orden (canónico o no) se deben fijar en los bordes sólo la mitad
de las variables, y para ello se escogen cualesquiera variables suficientes que “conmuten” en el
paréntesis de Poisson definido con la matriz inversa de σ.

11
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ciones de primer orden diferentes para el mismo sistema está garantizada por el

teorema de Darboux [6]. Por ejemplo, si un sistema de primer orden dado tiene

una σ y un hamiltoniano H, de este teorema se desprende que siempre es posi-

ble encontrar un conjunto de variables para el espacio fase en el que la estructura

simpléctica está dada por ω.

Para ver un ejemplo explícito de dos formulaciones simplécticas diferentes para

un mismo sistema de ecuaciones y la transformación de Darboux que las conecta,

veamos el caso del oscilador armónico en N = 2. Las ecuaciones de movimiento

ẍ + x = 0

ÿ + y = 0

provienen del lagrangiano LOA = 1
2(ẋ2 + ẏ2)− 1

2(x2 + y2), del que podemos calcu-

lar los momentos canónicos px = ∂L
∂ẋ = ẋ y py = ∂L

∂ẏ = ẏ. El lagrangiano de primer

orden canónico L = px ẋ + pyẏ− [1
2(p2

x + p2
y) + 1

2(x2 + y2)] tiene como ecuaciones

de movimiento

δx : ṗx = −x, δpx : ẋ = px,

δy : ṗy = −y, δpy : ẏ = py.

En la notación z1 = x, z2 = y, z3 = px, z4 = py estas ecuaciones de movimiento

se escriben

ż1 = z3, ż3 = −z1,

ż2 = z4, ż4 = −z2,

y para ellas el lagrangiano de primer orden más general tiene como estructura

12



NO–CONMUTATIVIDAD EN MECÁNICA CLÁSICA

simpléctica

σ =

B −A

A B

 , con A =

−σ13 −σ14

−σ14 −σ24

 y B = σ12

 0 1

−1 0

 ,

y hamiltoniano

H =
1
2

zt

 A B

−B A

 z

(z es el vector columna con componentes za). Sobre las componentes σab sólo hay

un par de condiciones. La primera es que no anulen el determinante de la matriz

simpléctica: det(σ) = [σ13σ24 − (σ12)2 − (σ14)2]2 6= 0; la segunda es que conmuten

en el paréntesis de Poisson suficientes variables para fijar en los bordes de acuer-

do con la prescripción ordinaria del principio variacional (ver pie de página 6).

El lagrangiano de primer orden canónico corresponde a la elección A = 1 y B = 0,

para la que σ = ω. Cualquier otra elección (que cumpla con los dos requisitos

mencionados) constituye una descripción variacional diferente y válida para el

sistema de ecuaciones de primer orden definidas para el oscilador armónico. Para

cualquiera de estas descripciones, una transformación de Darboux que mapea σ a

ω es el cambio de variables z′ = Dz con

D =



−σ13 0 0 σ12

0 1 0 0

−σ12σ14
e 0 1 σ14σ24

e

σ12 0 −σ14 −σ24


, y e ≡ σ13σ24 − (σ12)2.
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El lagrangiano de primer orden en las nuevas variables z′ tendrá la forma

L =
1
2

z′tωż′ − 1
2

z′thz′, con h =



−σ24
e

σ14σ24
e 0 −σ12

e

σ14σ24
e −σ24 −σ12 0

0 −σ12 − eσ13
e−(σ14)2 − σ13σ14

e−(σ14)2

−σ12
e 0 − σ13σ14

e−(σ14)2 − σ13
e−(σ14)2


.

A pesar de la equivalencia clásica de la formulación canónica para A = 1 y B = 0,

y la correspondiente a cualquier otra elección permitida de estas matrices, es im-

portante notar que las teorías cuánticas que provienen de estas dos formulaciones

no son equivalentes. Esto se debe a que la transformación D no es canónica (dado

que cambia la estructura simpléctica y así el paréntesis de Poisson), y por lo tanto

la misma transformación en términos de los operadores cuánticos ẑa correspondi-

entes a las variables del espacio fase (en el esquema de Heisenberg por ejemplo)

no es unitaria.

La libertad de elección de la pareja (σ, H) a nivel clásico implica que no ten-

dríamos una motivación a priori para preferir una estructura simpléctica por enci-

ma otra; a nivel cuántico esta libertad implica ambigüedades en la cuantización

de un sistema dinámico dado, ambigüedades que no tienen que ver con las más

comunes asociadas al problema de la elección de ordenamiento o del producto

interno en el espacio de Hilbert de estados físicos, sino con la inequivalencia men-

cionada en el párrafo anterior [97]. Es así que esta libertad clásica (y ambigüedad

cuántica) nos permite preescibir una manera de introducir no–conmutatividad en

mecánica cuántica.

Para un sistema dinámico dado uno podría por ejemplo elegir en su descripción

clásica de primer orden una σ particular7 para definir con su inversa un paréntesis
7Siempre que su determinante no se anule y “conmuten” en el paréntesis de Poisson sufi-
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de Poisson tal que evaluado en las coordenadas de como resultado una constante

diferente de cero

{xi, xj} = θij 6= 0. (1.9)

Este paréntesis de Poisson cuantizado con las reglas estándar da relaciones no–

conmutativas entre los operadores asociados a las coordenadas de la posición de

una partícula. En los últimos años esta manera de introducir no–conmutatividad

en mecánica cuántica ha sido estudiada desde el punto de vista canónico y en el

contexto de la integral funcional [45, 63–66].

Para definir un modelo de estos, como por ejemplo el potencial central no–conmu-

tativo no se parte de algunas ecuaciones de movimiento de segundo orden como

(1.1), sino que se elige una estructura simpléctica tal que se cumplan las relaciones

(1.9) con θij las componentes de una matriz antisimétrica, real y constante, y se

toma el hamiltoniano típico para el problema del potencial central (en el espacio

estándar o “conmutativo”). Luego se cuantiza el sistema con las reglas de corres-

pondencia usuales, haciendo operadores las variables del espacio fase, conmuta-

dores los paréntesis de Poisson entre éstas, y calculando una base apropiada para

el espacio de Hilbert. Las representaciones de los operadores asociados a las coor-

denadas y los momentos se ven modificadas con respecto a la cuantización están-

dar de los mismos sistemas físicos [104].

En este trabajo no abordaremos este tipo de problemas asociados a la no cova-

riancia del método de cuantización canónica [97] en el sentido de la inequiva-

lencia expresada en los párrafos anteriores. Nos interesa más bien analizar en

el propio contexto clásico algunos problemas que implica la introducción de no–

cientes variables para fijar en los bordes del principio variacional.
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conmutatividad simpléctica en el espacio de las variables de configuración. Para

ello primero veremos cómo es la estructrua general de este tipo de no–conmutativi-

dad.

1.1.2. Estructura general de sistemas de primer orden y sistemas

dinámicos no–conmutativos

Tomemos como punto de partida un conjunto de 2N ecuaciones de movimien-

to de primer orden en el espacio fase de la forma (1.2) para las variables za (sin

dependencias explícitas en el tiempo). La estructura general del lagrangiano de

primer orden para este sistema dinámico será

L = `a(z)ża − H(z), (1.10)

donde la matriz simpléctica está dada por σ(z) = d`(z) con d la derivada exterior

(en componentes σab = ∂`b
∂za − ∂`a

∂zb ), y H es el hamiltoniano. La estructura simplécti-

ca tendrá la forma general dada por la matriz

σ =

 B −A

At C

 , (1.11)

donde B y C son matrices antisimétricas de N × N, y At es la matriz transpuesta

de A (ambas también de N × N). Se define el paréntesis de Poisson para funciones

en este espacio como

{ f (z), g(z)} =
∂ f
∂za σab ∂g

∂za , (1.12)
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con σab las componentes de la matriz inversa de σ dada por

σ−1 =

(At)−1CM−1A−1 N−1(At)−1

−M−1A−1 A−1BN−1(At)−1

 ,

con M = 1 + A−1B(At)−1C y N = 1 + (At)−1CA−1B.

Para el paréntesis de Poisson entre las variables za se tiene que

{za, zb} = σab,

de tal manera que si las primeras N variables zi corresponden a las coordenadas

xi del espacio configuración, la no–conmutatividad entre éstas se introduce medi-

ante la matriz C, pues se tiene que

{xi, xj} = ((At)−1CM−1A−1)ij.

De manera similar, no–conmutatividad entre las variables de momento se obtiene

mediante la matriz B 6= 0. Esta no–conmutatividad no llama mucho la atención

porque se puede ignorar haciendo una redefinición de los momentos (el mismo

estilo de redefinición que se utiliza en el acomplamiento mínimo de un potencial

electromagnético con una partícula cargada).

Aunque los argumentos que presentaremos a continuación son completamente

generales, para darle simplicidad a algunas expresiones tomaremos de ahora en

adelante xi como coordenadas cartesianas. Para definir un sistema dinámico no–

conmutativo tomamos una estructura simpléctica constante con C 6= 0, y como

hamiltoniano H = 1
2 p2 + V(x) para zi = xi y zi+N = pi los momentos. La iden-

17



COMPATIBILIDAD ENTRE LA DINÁMICA Y LA NO–CONMUTATIVIDAD

tidad o “nombre” del sistema físico está aquí representada por el potencial V(x).

Las ecuaciones de movimiento que vienen del lagrangiano (1.10) en el caso de σ

constante son
δL
δza = σabżb − ∂H

∂za = 0,

y en el caso no–conmutativo toman entonces la forma

δL
δxi = Bij ẋj − Aij ṗj −

∂V
∂xi = 0,

δL
δpi

= (At)ij ẋ
j + Cij ṗj − pi = 0.

Para la estructura simpléctica tal que

{xi, xj} = θij, {pi, pj} = 0, {xi, pj} = δi
j, (1.13)

correspondiente a la elección A = 1, B = 0, y C = θ, las ecuaciones de movimiento

ẋi + θij ṗj − pi = 0, (1.14a)

− ṗi −
∂V
∂xi = 0 (1.14b)

representan al sistema dinámico no–conmutativo para el potencial V.

Es frecuente en la literatura hacer sobre este sistema la transformación de Dar-

boux que “regresa” la estructura simpléctica no–conmutativa a la forma estándar

dada por la matriz ω. Por ejemplo, en el caso de la estructura simpléctica (1.11)
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con B = 0 esta transformación es z′ = Dz, con

D =

At 1
2C

0 1

 .

Luego de esta transformación el lagrangiano de primer orden en este caso toma la

forma

L =
1
2

z′tωż′ −
(1

2
p′t p′ + V[(A−1)tx′ − 1

2
(A−1)tCp′]

)
,

donde se puede ver que el potencial puede adquirir una dependencia de los mo-

mentos. La cuantización de este sistema, además de constituir una teoría cuántica

diferente a la que se obtiene de cuantizar el sistema clásico formulado con la σ

original y H = 1
2 p2 + V(x), implica una dependencia de V en los momentos que

puede hacer a la ecuación de Schrödinger muy complicada, o la integración de

estas variables en la integral funcional prácticamente imposible.

En adelante dejaremos el contexto de primer orden para la mecánica clásica como

la definimos en esta sección, y nos propondremos analizar las consecuencias de

este tipo de no–conmutatividad en el espacio configuración. Así, en la siguiente

sección analizaremos la forma de las ecuaciones de segundo orden que se despe-

jan de (1.14) para las coordenadas xi, y si las mismas pueden ser formuladas en

términos de un lagrangiano en el espacio tangente.

1.2. Ecuaciones de segundo orden y lagrangiano

En esta sección nos preguntamos si es posible construir un lagrangiano para las

ecuaciones de segundo orden que se despejan del sistema (1.14) para las coorde-

nadas xi del espacio configuración. Aunque es posible primero hacer la transfor-
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mación de Darboux que “endereza” la estructura simpléctica escribiendo el sis-

tema dinámico en un conjunto de variables canónicas conmutativas y luego abor-

dar el problema que nos proponemos, esto implicaría mezclar las coordenadas y

momentos originales en unas nuevas coordenadas cuya interpretación geométrica

no nos es clara. Aún más, aunque el lagrangiano para las ecuaciones de segundo

orden de estas nuevas coordenadas existiera, no sería un lagrangiano para las

ecuaciones de movimiento de las variables xi.

1.2.1. Ecuaciones de movimiento para las coordenadas

De las ecuaciones de movimiento no-conmutativas de primer orden (1.14) para un

hamiltoniano de la forma H = 1
2 p2 + V(x) y una estructura simpléctica tal que se

tienen los paréntesis (1.13) es sencillo despejar las ecuaciones de movimiento de

segundo orden para las coordenadas. Tomando ṗi de (1.14b) y sustituyéndolo en

(1.14a) luego de derivar esta última ecuación con respecto al tiempo, nos deja el

sistema de ecuaciones de segundo orden

ẍi = −∂V
∂xi + θij d

dt
∂V
∂xj , (1.15)

que define la fuerza no–conmutativa para el potencial V

Fi = −∂V
∂xi + θij d

dt
∂V
∂xj . (1.16)

Hay un par de observaciones pertinentes sobre el despeje de ecuaciones de movi-

miento que acabamos de hacer. La primera es en relación al mapeo de condiciones

iniciales del sistema de primer orden (1.14). El mapeo correcto de las condiciones

iniciales xi(t0) = xi
0, pj(t0) = pj0 en el espacio fase (donde t0 es el tiempo inicial)
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al espacio configuración debe ser

xi(t0) = xi
0,[

ẋi − θik ∂V
∂xk

]
(t0) = pi0.

Este mapeo es altamente no estándar, pues involucra a la dinámica a través de la

matriz simpléctica σ y el potencial V(x), además de las usuales posiciones, veloci-

dades, y momentos iniciales. Obviamente se recupera el mapeo usual en el caso

estándar o conmutativo cuando θ → 0.

La segunda observación es que el despeje de momentos que hicimos no es “varia-

cionalmente admisible”, o en otras palabras, como variables auxiliares. En la sec-

ción que sigue analizamos más de cerca este problema, pero el resultado esencial

es que como los momentos no son variables auxiliares no es posible construir el la-

grangiano de segundo orden para las ecuaciones (1.15) a partir del lagrangiano de

primer orden (1.10) sustituyendo los momentos como función de las coordenadas

y velocidades.

1.2.2. Variables auxiliares y lagrangiano no–local para las ecua-

ciones (1.15)

Consideremos la acción

S =
∫

dtL(x, ẋ, ẍ, ....),

donde el lagrangiano depende de las variables xa, a = 1, 2..., N y sus derivadas

con respecto al tiempo hasta un orden finito. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
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que provienen de esta acción son

δL
δxa = ∑n=0(−1)nDn ∂L

∂
(n)
xa

,

donde D es la derivada total respecto al tiempo

D = ẋa ∂

∂xa + ẍa ∂

∂ẋa + · · ·+ ∂

∂t
,

y
(n)
xa≡ dnxa

dtn .

Supongamos que las coordenadas del problema pueden separarse en dos grupos

xa → (yi, zα)

tal que las del segundo grupo pueden despejarse algebraicamente, usando sus

propias ecuaciones de movimiento, en términos de las del primer grupo y sus

derivadas
δL
δzα

= 0⇔ zα = Zα(yi, ẏi, ÿi, ...). (1.17)

El procedimiento para obtener las variables zα en términos de las variables yi y sus

derivadas debe ser puramente algebraico8, y en tal caso se dice que zα son variables

auxiliares. El lagrangiano reducido para el resto de las variables yi se define por

LR(yi, ẏi, ÿi, ....) = L(yi, Zα, ẏi, Żα, ....).

8Existen algunos ejemplos particulares donde el despeje de las variables zα se puede hacer por
integración. Hasta donde sabemos no hay una generalización sistemática de esta idea para el caso
no–conmutativo.
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Cuando un problema tiene variables auxiliares, el sistema de ecuaciones original

δL
δyi = 0,

δL
δzα

= 0,

es equivalente al sistema
δLR

δyi = 0, zα = Zα.

Esto puede verse fácilmente usando la regla de la cadena

δLR

δyi =
δL
δyi +

δL
δzα

∂Zα

∂yi −
d
dt

(
δL
δzα

∂Zα

∂ẏi

)
+ ....(−1)k d(k)

dt(k)

 δL
δzα

∂Zα

∂
(k)
yi

 . (1.18)

Las ecuaciones δL
δzα = 0 implican que zα = Zα (por hipótesis) y δLR

δyi = 0 (por

la ecuación (1.18)). También es fácil ver que las ecuaciones δLR
δyi = 0 y zα = Zα

implican que δL
δzα = 0 (por hipótesis) y δL

δyi = 0 (por (1.18)).

Por ejemplo, en el caso hamiltoniano canónico el lagrangiano de primer orden es

L = ẋp− 1
2

p2 −V(x),

y el lagrangiano reducido luego de la eliminación de los momentos es

LR =
1
2

ẋ2 −V(x).

Si hacemos uso de la regla de la cadena (1.18) tenemos que

ẍ + V′(x) =
δL
δx
− d

dt
δL
δp

(con V′(x) ≡ dV
dx ), donde se ve explícitamente la equivalencia entre los dos formal-

ismos. Si fijamos las condiciones iniciales en x y p en un tiempo inicial t0 para las
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ecuaciones de movimiento de L(x, p, ẋ, ṗ), entonces las condiciones iniciales para

el sistema reducido ẍ + V′(x) = 0 son las posiciones y velocidades iniciales al

tiempo t0 de la dinámica newtoniana.

Ahora, de las ecuaciones de movimiento no–conmutativas de primer orden (1.14),

las que corresponden a los momentos son (1.14a), de las que se tiene que

pi = ẋi + θij ṗj. (1.19)

Vemos que las variables momento no son auxiliares, pues no pueden ser despe-

jadas de sus propias ecuaciones de movimiento en términos de las coordenadas y

velocidades. Lo que sí se puede hacer es despejar los momentos como funciones

de las coordenadas y sus derivadas de todos los órdenes utilizando recursiva-

mente las ecuaciones (1.19):

pi = ẋi + θii1 ẍi1 + θii1θi1i2 ...x i2 + · · · = ẋi +
∞

∑
n=1

θii1θi1i2 . . . θin−1in
(n+1)

xin (1.20)

(i0 ≡ i). Podemos escribir la última expresión de una manera formal:

δij pj = ẋi + θij ṗj ⇒ (δij − θij d
dt

)pj = ẋi

⇒ (1 + θ
d
dt

)ki(1− θ
d
dt

)ij pj = (1 + θ
d
dt

)ki ẋi

⇒ δ
j
k pj = pk = (1 + θ

d
dt

)ki ẋi, (1.21)

donde (1 + θ d
dt )jk es el operador inverso de (1− θ d

dt )
jk (dado por la serie geométri-

ca 1
1−θ d

dt
= 1 + θ d

dt + θ2 d2

dt2 + . . . ).

Si los momentos no son variables auxiliares, no es posible sustituirlos en el la-

grangiano de primer orden (1.10) para obtener el lagrangiano de segundo or-
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den para las ecuaciones (1.15)9. Sin embargo, sustituyendo los momentos (1.20)

en función de las coordenadas y todas las derivadas de estas respecto al tiem-

po en el lagrangiano de primer oden se obtiene un lagrangiano que depende

de las coordenadas y sus derivadas de todos los órdenes (y en este sentido no–

local), cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen en su espacio de soluciones las

del sistema (1.15). (Este análisis lo hemos llevado a cabo en la referencia [46].)

Por ejemplo, en el caso no–conmutativo en dos dimensiones el lagrangiano de

primer orden correspondiente a un hamiltoniano de la forma H = 1
2 p2 + V(x) es

L =
(
ẋpx − yṗy + θ ṗy px

)
− H(x, y, px, py), (1.22)

de cuyas ecuaciones de movimiento se obtienen para los momentos despejados

en términos de las coordenadas y todas sus derivadas respecto al tiempo

px = (1 + θ2 d2

dt2 )−1 d
dt

(x + θẏ), py = (1 + θ2 d2

dt2 )−1 d
dt

(y− θẋ).

Sustituyendo estas “funciones” en (1.22) se obtiene el lagrangiano no–local en el

espacio configuración

L =
1
2
(ẋ ~ ẋ + ẏ ~ ẏ) +

θ

2
(ẋ ~ ÿ− ẏ ~ ẍ)−V(x, y), (1.23)

9Esto no quiere decir que no hay lagrangiano para estas ecuaciones en algún caso particular.
Por ejemplo, para V = k

2 xixi tendríamos las ecuaciones de Newton no–conmutativas

mẍi + kxi − kθij ẋj = 0,

para las que se tiene el lagrangiano

L =
m
2

ẋi ẋi − k
2

xixi +
k
2

θijxi ẋj

(θij tiene un efecto aquí muy similar al de un campo magenético constante y homogéneo en el caso
conmutativo).
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donde

~ ≡ (1 + θ2 d2

dt2 )−1.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de este lagrangiano son

δL
δx

= Vx + (1 + θ2 d2

dt2 )−1 d2

dt2 (x + θẏ) = 0, (1.24a)

δL
δy

= Vy + (1 + θ2 d2

dt2 )−1 d2

dt2 (y− θẋ) = 0 (1.24b)

(con Vx ≡ ∂V
∂x y Vy ≡ ∂V

∂y ). Tanto el lagrangiano (1.23) como las ecuaciones (1.24)

se pueden ver como deformaciones del lagrangiano conmutativo estándar L =

T − V y sus ecuaciones de movimiento en el sentido de que estos se obtienen

haciendo θ → 0.

Ahora, es sencillo ver que se cumplen las relaciones

1 + θ2 d2

dt2 0

0 1 + θ2 d2

dt2


 δL

δx

δL
δy


=

ẍ + θ
...y + Vx + θ2(Vx) · ·

ÿ− θ
...x + Vy + θ2(Vy) · ·

 =

 1 θ d
dt

−θ d
dt 1


ẍ + Vx − θ(Vy)

·

ÿ + Vy + θ(Vx)
·

 ,

y por lo tanto toda solución de las ecuaciones ẍ + Vx − θ(Vy)
· = 0 y ÿ + Vy +

θ(Vx)
· = 0 que aparecen en el miembro derecho de la ecuación anterior será solu-

ción de (1.24).

En síntesis, siguiendo el algoritmo estándar que consiste en despejar los momen-

tos de sus propias ecuaciones de movimiento de primer orden, aunque estos resul-

taran función de las coordenadas y de todas las derivadas de éstas (no sólo de las

velocidades), es posible construir un lagrangiano no–local cuyas “ecuaciones de
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movimiento” tienen como soluciones las del sistema (1.15). Un ejemplo en N = 2

es el lagrangiano (1.23). La dependencia de este lagrangiano en todas las deriva-

das de las coordenadas no lo hace un objeto muy útil para trabajar con los métodos

y herramientas estándar del análisis clásico en el espacio configuración. Proba-

blemente tampoco pueda servir mucho para analizar la cuantización de sistemas

no–conmutativos desde el punto de vista de la integral de caminos en el mismo.

En lo que sigue no trabajaremos más con este lagrangiano, y estudiaremos la no–

conmutatividad en el espacio configuración desde un punto de vista diferente.

1.3. Compatibilidad dinámica

El contenido dinámico de una teoría clásica puede especificarse de tres equiva-

lentes maneras: Por sus ecuaciones de movimiento, por la función lagrangiana de

segundo orden en el haz tangente (si esta existe), o por la de primer orden en el

espacio fase construída con una estructura simpléctica y una función hamiltoni-

ana. Sin embargo, la cuantización de una teoría requiere de información global

acerca del sistema para tomar en cuenta fluctuaciones alrededor de sus soluciones

clásicas. Las ecuaciones de movimiento no proveen de información suficiente en

este sentido; la función lagrangiana (de segundo o primer orden) en la integral de

caminos sí. En el caso de sistemas dinámicos no–conmutativos vimos que la cons-

trucción del lagrangiano en el espacio configuración tiene serios obstáculos. En

esta sección presentaremos una perspectiva un tanto indirecta de este problema.

Si especificamos la dinámica de un sistema clásico mediante sus ecuaciones de

movimiento de segundo orden en el espacio configuración, y simultáneamente

definimos una estructura simpléctica no–conmutativa en el formalismo de primer

orden correspondiente, resulta que ésta no puede ser arbitraria, sino que debe sa-
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tisfacer ciertas condiciones de compatibilidad o consistencia con la fuerza de las

ecuaciones de movimiento. Es decir, las ecuaciones de movimiento de un sistema

dinámico y las relaciones de conmutación entre los operadores cuánticos asocia-

dos a las variables del espacio fase correspondiente deben ser compatibles para

que la cuantización de dicho sistema se considere consistente10.

En el caso conmutativo (θ = 0) estas condiciones de compatibilidad fueron estudi-

adas por los autores de [81]. Suponiendo las relaciones de conmutación generales

entre los operadores cuánticos correspondientes a las coordenadas y velocidades

dados por

[x̂i, ˆ̇xj] = iGij(x̂, ˆ̇x), y [x̂i, x̂j] = 0, (1.25)

aplican sobre las relaciones análogas en la teoría clásica (en términos del parénte-

sis de Poisson) la derivada respecto al tiempo

D
Dt

= Fi ∂

∂ẋi + ẋi ∂

∂xi +
∂

∂t

que es la proyección de la derivada total sobre la dirección tangente a las trayecto-

rias clásicas que son solución de las ecuaciones de movimiento

Mi(t) = ẍi(t)− Fi(x, ẋ; t)0. (1.26)

De este sencillo cálculo resulta un conjunto de condiciones que el sistema dinámi-

co debe cumplir, y que coinciden exactamente con las condiciones de Helmholtz

del problema inverso del cálculo de variaciones irrestricto que garantiza la exis-

tencia de un lagrangiano para el sistema de ecuacionesM′
i = gijMj equivalente

a (1.26). gij es la matriz inversa del análogo clásico de Gij de las relaciones (1.25).

10Seguimos en el entendido de que eventualmente es con (la inversa de) esta estructura simpléc-
tica que definiríamos los conmutadores cuánticos entre los operadores asociados a las variables del
espacio fase mediante las reglas usuales de cuantización.
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Estas condiciones resultan de la ecuación de “integrabilidad”

δM′
i(s)

δxj(t)
=

δM′
j(t)

δxi(s)
.

Los autores concluyen que dado que las relaciones de conmutación (1.25) con-

tienen la información sobre la existencia del lagrangiano para el sistema físico

descrito por esas ecuaciones, sólo es consistente cuantizar sistemas dinámicos de

este tipo.

En comparación con ese análisis, aquí hemos tomado la estructura simpléctica

(1.11) con C 6= 0 correspondiente a relaciones no–conmutativas entre las coorde-

nadas, y deducido el conjunto de condiciones de consistencia resultantes11. Las

condiciones de compatibilidad que obtenemos no coinciden con las de Helm-

holtz del problema inverso para las ecuaciones de movimiento, aunque pueden

escribirse como éstas pero modificadas por términos proporcionales a los paráme-

tros θij.

1.3.1. Condiciones para la estructura simpléctica no–conmutativa

Tomemos un sistema dinámico cuya identidad está dada por la fuerza Fi que de-

fine sus ecuaciones de movimiento de segundo orden

ẍi − Fi(x, ẋ, t) = 0 (1.27)

en el espacio configuración representado por la variedad M. Supongamos además

que en el formalismo de primer orden para este sistema se elige una estructura

simpléctica tal que se tienen los paréntesis de Poisson entre coordenadas y veloci-

11De la presentación que hacemos en la siguiente sección puede extraerse el porcedimiento
preciso de los autores de [81] haciendo θ → 0.
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dades (independientemente de cuál sea la definición de los momentos)

{xi, ẋj} = gij(x, ẋ, θ), {xi, xj} = θij, (1.28)

con gij las componentes de una matriz simétrica y θij las de una antisimétrica y

constante. Decimos que la fuerza Fi(x, ẋ; t) y las relaciones (1.28) son compatibles

dinámicamente si podemos encontrar gij y una matriz bij función de gij, θij y Fi

antisimétrica tal que

bij = {ẋi, ẋj}, (1.29)

y para f , g, h ∈ C∞(TM) se cumplan la identidad de Jacobi

{ f , {g, h}}+ {h, { f , g}}+ {g, {h, f }} = 0

y la regla de Leibniz

D
Dt
{ f , g} = { D

Dt
f , g}+ { f ,

D
Dt

g}, (1.30)

con
D
Dt

= Fi ∂

∂ẋi + ẋi ∂

∂xi +
∂

∂t
(1.31)

la derivada direccional en la dirección tangente a las curvas solución a las ecua-

ciones de movimiento (1.27). La condición (1.30) no es la regla de Leibniz están-

dar; de hecho contiene toda la consistencia dinámica que estamos pidiendo entre

la fuerza que define el campo vectorial tangente al movimiento del sistema, y el

paréntesis de Poisson { · , · }.

En resumen, dada la fuerza Fi(x, ẋ; t) que define las ecuaciones (1.27), y que θij 6=

0, nos preguntamos si es posible encontrar gij y bij para las relaciones (1.28) y (1.29)
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tal que se cumplan la identidad de Jacobi y la regla (1.30) con la derivada (1.31).

En el caso θij = 0 estas condiciones de consistencia dinámica coinciden con las

condiciones de Helmholtz del problema inverso del cálculo de variaciones no re-

stringido para las ecuaciones de movimeinto (1.27) [4, 5, 81]. Si estas condiciones

son satisfechas existe L(x, ẋ; t) y gij (inversa de gij) tal que

δL
δxi = gij(ẍj − Fj(x, ẋ; t)).

Si tales condiciones no tienen solución por un lado no existe lagrangiano para las

ecuaciones de movimiento, y por otro no pueden hacerse compatibles la estruc-

tura simpléctica y la fuerza que define este sistema dinámico. Esto último implica

que la cuantización del mismo no es consistente12.

Veamos ahora cuáles son las condiciones de compatibilidad dinámica en el caso

no–conmutativo. De aplicar (1.31) a la segunda relación en (1.28) se tiene

0 =
D
Dt

θij =
D
Dt
{xi, xj} = {ẋi, xj}+ {xi, ẋj} = −gji + gij,

que es la condición de simetría del primer paréntesis en (1.28). De manera similar

se obtienen las siguientes condiciones

{xi, gjk} = {xj, gik}, (1.32a)

D
Dt

gij =
1
2
{xi, Fj}+

1
2
{xj, Fi}, (1.32b)

D
Dt

bij(g, θ, F) = {ẋi, Fj} − {ẋj, Fi}. (1.32c)

La condición (1.32a) es consecuencia directa de la identidad de Jacobi

12Siguiendo a [81], si la función lagrangiana no existe entonces no es posible realizar la cuanti-
zación consistente del sistema dinámico. Este es el contenido del título–lema “No Lagrangian?, No
quantization!” de ese trabajo.
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{xi, {xj, ẋk}} + {xj, {ẋk, xi}} + {ẋk, {xi, xj}} = 0, (1.32b) de derivar la primera

relación de (1.28) y sumarle la misma ecuación simetrizada en sus índices libres,

y (1.32c) viene de derivar la definición de bij (1.29). En esta última ecuación debe

usarse que

bij = −1
2
{xi, Fj}+

1
2
{xj, Fi} =

1
2
(θ jk ∂Fi

∂xk − θik ∂Fj

∂xk ) +
1
2
(gjk ∂Fi

∂ẋk − gik ∂Fj

∂ẋk ), (1.33)

que se obtiene usando la definición de gij, y (1.32b). Las condiciones de compatibi-

lidad (1.32) son ecuaciones para gij y Fi dado θij. La solución para gij se incorpora

en (1.33) para calcular bij.

Introduciendo la matriz gij inversa de gij, podemos reescribir estas condiciones

como

gij = gji, (1.34a)

∂gij

∂ẋk −
∂gik

∂ẋj + Lθ
ijk = 0, (1.34b)

D
Dt

gij = −1
2

(
gik

∂Fk

∂ẋj + gjk
∂Fk

∂ẋi

)
+ Mθ

ij, (1.34c)

D
Dt

tij = gik
∂Fk

∂xj − gjk
∂Fk

∂xi + Nθ
ij, (1.34d)

donde

tij =
1
2
(gik

∂Fk

∂ẋj − gjk
∂Fk

∂ẋi ).

Las ecuaciones (1.34) son las condiciones de Helmholtz del problema inverso del

cálculo de variaciones para las ecuaciones (1.27) modificadas por los términos Lθ
ijk,

Mθ
ij, y Nθ

ij, donde de hecho se reúne toda la dependencia en θ. Explícitamente estos
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términos son

Lθ
ijk = θslgsk

∂gij

∂xl − θrlgrj
∂gki

∂xl , (1.35a)

Mθ
ij = −1

2
gir(θrn ∂Fs

∂xn + θsn ∂Fr

∂xn )gjs, (1.35b)

Nθ
ij = gligmj(−

D
Dt

alm + alk ∂Fm

∂ẋk − amk ∂Fl

∂ẋk ) + glk(tl jMθ
ik − tli Mθ

jk), (1.35c)

donde

aij ≡ 1
2
(θ jk ∂Fi

∂xk − θik ∂Fj

∂xk ).

En el caso en que las condiciones subsidiarias Lθ
ijk = Mθ

ij = Nθ
ij = 0 sean satis-

fechas, las condiciones de compatibilidad (1.34) coinciden de nuevo con las condi-

ciones de Helmholtz para el sistema de ecuaciones (1.27) (a pesar de que θij 6= 0),

y de ser satisfechas por el sistema dinámico, éste tendrá lagrangiano. En tal ca-

so, siguiendo el argumento de [81], sería consistente cuantizarlo tanto con rela-

ciones de conmutación ordinarias como con relaciones no–conmutativas entre

las coordenadas. Es fácil ver que el oscilador armónico definido por la fuerza

Fi ∼ −∂i(1
2 xjxj) es un ejemplo de este caso.

Es posible preguntarse si las condiciones (1.34) son condiciones de Helmholtz de

algún sistema de ecuaciones diferenciales. De este problema nos ocupamos en el

capítulo siguiente, y el resultado es que sí lo son, aunque de un sistema de tercer

orden en derivadas en el tiempo. Porque nos será útil en el próximo capítulo, en

la siguiente sección expresamos la versión simpléctica en el espacio fase de las

condiciones de compatibilidad dinámica (1.34).
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1.3.2. Versión simpléctica de la condiciones de compatibilidad

El núcleo del análisis de la sección anterior está en la condición (1.30) entre el cam-

po vectorial definido por la fuerza que define el flujo newtoniano de la dinámica,

y el paréntesis de Poissón definido con la estructura simpléctica no–conmutativa.

Hecha esta identificación las condiciones de compatibilidad dinámica (1.34) se

pueden expresar de una manera muy compacta en el espacio de 2N variables del

formalismo de primer orden correspondiente.

Sea el conjunto de variables za con a ∈ {1, . . . , 2N} tal que

za =


xa, a = 1, . . . N

ẋa−N, a = N + 1, . . . 2N.
(1.36)

En estas variables las ecuaciones de movimiento (1.27) se escriben

ża = Ga(z), con


Ga = za+N, a = 1, . . . N

Ga = Fa−N, a = N + 1, . . . 2N,

y la derivada direccional (1.31) como

D
Dt

= Ga ∂

∂za +
∂

∂t
.

Supongamos que para escribir el lagrangiano de primer orden en este formalismo

tomamos como estructura simpléctica σ la inversa de la matriz con componentes

σab ≡ {za, zb},
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siendo { · , · } el paréntsis de Poisson

{ f , g} =
∂ f
∂za σab ∂g

∂zb .

La condición de compatibilidad dinámica (1.30) se escribe

D
Dt
{ f , g} = {D f

Dt
, g}+ { f ,

Dg
Dt
}

=
( D

Dt
∂ f
∂za

)
σab ∂g

∂zb +
∂ f
∂za

( D
Dt

σab
) ∂g

∂zb +
∂ f
∂za σab

( D
Dt

∂g
∂zb

)
, (1.37)

y es fácil ver que ésta es equivalente a la ecuación

LGσab = 0 (1.38)

(habiendo supuesto ∂σab

∂t = 0), donde LG es la derivada de Lie13 en la dirección del

campo vectorial definido por la fuerza Ga. En términos de las componentes σab de

la matriz simpléctica escrita como

σ =

 B A

−At C

 , (1.39)

la condición (1.38) es equivalente a

LGσab = 0,

13La derivada de Lie del vector v en la dirección del vector w se define como

Lw(v) = [w, v] = (wa ∂vb

∂za − va ∂wb

∂za )
∂

∂zb .
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de donde se obtienen las condiciones de compatibilidad

D
Dt

AS
ij + Aik

∂Fk

∂ẋj + Ajk
∂Fk

∂ẋi − Cjk
∂Fk

∂xi − Cik
∂Fk

∂xj = 0, (1.40a)

D
Dt

AA
ij + Aik

∂Fk

∂ẋj − Ajk
∂Fk

∂ẋi + Cik
∂Fk

∂xj − Cjk
∂Fk

∂xi + 2Bij = 0, (1.40b)

D
Dt

Bij + Aik
∂Fk

∂xj − Ajk
∂Fk

∂xi = 0, (1.40c)

D
Dt

Cij + Cik
∂Fk

∂ẋj − Cjk
∂Fk

∂ẋi + AA
ij = 0, (1.40d)

donde B y C son matrices antisimétricas de N × N, y A(A)S es la parte (anti)simétrica

de A (también de N × N) definida por (AA = A− At) AS = A + At.

Usando (1.40b) y (1.40d) se obtiene B = B(A, C, F) como

Bij(A, C, F) = −1
2

(
− D2

Dt2 Cij +
D
Dt

(
Cjk

∂Fk

∂ẋi

)
− D

Dt

(
Cik

∂Fk

∂ẋj

)

+ Aik
∂Fk

∂ẋj − Ajk
∂Fk

∂ẋi − Cjk
∂Fk

∂xi + Cik
∂Fk

∂xj

)
, (1.41)

y el conjunto anterior de condiciones se reduce a

D
Dt

AS
ij + Aik

∂Fk

∂ẋj + Ajk
∂Fk

∂ẋi − Cjk
∂Fk

∂xi − Cik
∂Fk

∂xj = 0, (1.42a)

D
Dt

Bij(A, C, F) + Aik
∂Fk

∂xj − Ajk
∂Fk

∂xi = 0, (1.42b)

D
Dt

Cij + Cik
∂Fk

∂ẋj − Cjk
∂Fk

∂ẋi + AA
ij = 0. (1.42c)

El conjunto de ecuaciones (1.34) y (1.42) tienen exactamente el mismo contenido:

Ambas son expresiones explícitas para la condición de compatibilidad dinámica

(1.37).
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1.3.3. Algunas soluciones de las condiciones (1.34)

Para ilustrar el significado de la compatibilidad dinámica que hemos presenta-

do en las secciones anteriores tomaremos un par de ejemplos: Un sistema que

tiene lagrangiano y también satisface las condiciones de compatibilidad dinámi-

ca no–conmutativas, y un sistema que no tiene lagrangiano y puede cuantizarse

consistentemente con las relaciones no–conmutativas entre las coordenadas.

Sistema con lagrangiano Supongamos que para un sistema de ecuaciones de

movimiento definidas por una fuerza Fi se puede encontrar gij tal que existe una

función lagrangiana para dicho sistema de ecuaciones. Para que la cuantización

no–conmutativa de este sistema sea consistente las condiciones subsidiarias Lθ
ijk =

0, Mθ
ij = 0, Nθ

ij = 0 deben ser satisfechas. Para ello debe pasar que

θin ∂gjk

∂xn − θ jn ∂gik

∂xn = 0, (1.43a)

θin ∂Fj

∂xn + θ jn ∂Fi

∂xn = 0, (1.43b)

− D
Dt

alm + alk ∂Fm

∂ẋk − amk ∂Fl

∂ẋk = 0. (1.43c)

Estas condiciones resultan muy restrictivas. Por ejemplo, en el caso de fuerzas

provenientes de un potencial proporcional a rn con r =
√

xixi, las únicas solu-

ciones a (1.43b) son n = 0, 2. Así, de entre las fuerzas centrales isotrópicas sólo el

oscilador armónico admite cuantizaciones tanto conmutativa como no–conmutativa

(con gij = δij). Esto quiere decir que para este sistema podemos dar dos diferentes

σ’s con sus dos hamiltonianos correspondientes que tienen las mismas ecuaciones

de movimiento de segundo orden en el espacio configuración, y la cuantización

de ambas es consistente en el sentido de la sección 1.3.1. Dichas cuantizaciones no

son equivalentes como fue comentado en la sección 1.1.1. La no equivalencia de las
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cuantizaciones se puede ver explícitamente en cómo θ rompe la degeneración del

espectro del oscilador armónico en dos dimensiones. En el caso no–conmutativo

éste está dado por14 (h̄ = 1)

Em,n = ω[(m + n) + θω(m− n) + 1], (1.44)

donde n, m son dos enteros no negativos, y ω es la frecuencia del oscilador isotrópi-

co. (Este resultado lo hemos reportado en [47].)

Es importante notar que la cuantización del oscilador armónico que da el espec-

tro (1.44) parte de sus ecuaciones de movimiento usuales y una estructura sim-

pléctica compatible en el sentido que hemos expuesto en este capítulo. El sis-

tema dinámico así definido es el oscilador armónico estándar bajo cuantización

canónica no estándar. La cuantización del oscilador armónico no–conmutativo

que tiene por ecuaciones de movimiento de primer orden al conjunto (1.14) para

V = ω2

2 (x2 + y2) es distinta. Ahí el punto de partida es el hamiltoniano usual

de oscilador armónico en dos dimensiones, y la estructura simpléctica que imple-

menta la no–conmutatividad de las coordenadas del espacio configuración. Este

sistema no es el oscilador armónico estándar (como se ve de sus ecuaciones de

segundo orden para las coordenadas dadas por la fuerza (1.16) correspondiente).

En el siguiente ejemplo veremos que este sistema es un caso particular de una

categoría de soluciones genéricas a las condiciones de compatibilidad (1.34).

Solución genérica Un sistema de ecuaciones de movimiento que esperamos sea

compatible con la estructura simpléctica no–conmutativa son las que provienen

del problema de primer orden con hamiltoniano H = 1
2 p2 + V(x) y paréntesis de

14El espectro del caso conmutativo es el espectro típico del oscilador armónico en dos dimen-
siones, que puede leerse de (1.44) haciendo cero el parámetro θ.
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Poisson dado por (1.13). Estamos hablando de las ecuaciones (1.15), calculadas a

partir de las ecuaciones de primer orden (1.14) despejando ṗi de (1.14b) y susti-

tuyendo esta expresión en la ecuación (1.14a) (luego de derivarla con respecto al

tiempo). Sustituyendo la fuerza (1.16) en (1.32), y suponiendo que gij(x) depende

sólo de coordenadas, las condiciones de compatibilidad se escriben

θil ∂gil

∂xl − θ jl ∂gik

∂xl = 0, (1.45a)

d
dt

gij =
1
2

(
gikθ jlVkl − θilVjl + θikθ jl d

dt
Vlk + (i↔ j)

)
, (1.45b)

D
Dt

bij = gilVjl − θ jlgik d
dt

Vlk+

1
2

θ jlVlk

(
θikVkr − θkrVir + θirgknVrn − θkrginVrn

)
− (i↔ j), (1.45c)

donde hemos usado la notación Vl ≡ ∂V
∂xl , y que

bij =
1
2

(
θilVjl − θ jlginVln − θ jlVil + θilgjnVln

)
.

Poniendo como prueba

gij = δij + θinθ jmVnm (1.46)

en la condición (1.45b), ésta y el resto de las condiciones de compatibilidad para

cualquier potencial V(x) resultan satisfechas. Así, los paréntesis de Poisson

{xi, ẋj} = δi
j + θinθ jmVnm, {xi, xj} = θij, (1.47a)

{ẋi, ẋj} = θilVjl +
1
2

θilθ jrθnsVlnVrs − (i↔ j), (1.47b)

y las fuerzas del tipo (1.16) son dinámicamente compatibles, y su cuantización

consistente.

En conclusión, las fuerzas (1.16) que definen las ecuaciones de movimiento del
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tipo (1.15) constituyen una categoría genérica de sistemas dinámicos caracteriza-

dos o distinguibles por la función potencial V(x) compatibles con la estructura

simpléctica no–conmutativa asociada a los paréntesis (1.47), y así su cuantización

es consistente. Esta solución genérica a las condiciones de compatibilidad dinámi-

ca no–conmutativas es análoga al tipo de fuerzas ~F = −∇V(x) para el caso con-

mutativo de las condiciones de compatibilidad dinámica.

Tomemos el ejemplo particular de las ecuaciones (1.15) en dos dimensiones con

potencial V = 1
2 ω2x2 (independiente de y). Este sistema no tiene lagrangiano. Las

ecuaciones de movimiento de segundo orden son explícitamente

ẍ = −ω2x, (1.48)

ÿ = −θω2ẋ.

Es conocido de hace mucho que no existe lagrangiano para estas ecuaciones de

movimiento [57]. En [81] este sistema se presenta como un ejemplo de un sistema

que al no tener lagrangiano no es posible una cuantización conmutativa consis-

tente del mismo. Aquí, este sistema es un ejemplo particular del tipo de solución

genérica dada por la fuerza no–conmutativa (1.16).

Un formalismo de primer orden para el sistema (1.48) es el constituído por el

hamiltoniano estándar H = 1
2 p2 + V(x), y la estructura simpléctica tal que

{x, y} = θ, {x, px} = 1, {y, py} = 1,

y el resto de los paréntesis de Poissón básicos iguales a cero. Bajo la cuantización

por integrales de camino de este sistema, tomando como base para el espacio de

Hilbert al conjunto de autoestados comunes a dos operadores que conmutan como
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sería una componente de la posición y una del momento {|x′, p′y〉}, el propagador

resulta

〈x′′, p′′y ; t′′|x′, p′y; t′〉 =
eD√

sen(ωT)
e−

i
2 k2T+i ω

2 ctg(ωT)(x′2+x′′2)−i ω
sen(ωT) x′x′′ , (1.49)

donde k es el valor constante de py, y T = t′′ − t′ [45]. La constante D se puede

determinar usando la condición de que en el límite de (1.49) cuando t′′ → t′ el

propagador se vuelve una delta de Dirac15.

1.3.4. Comentarios finales

Como último comentario vale la pena mencionar que el primer antecedente del

tipo de análisis llevado a cabo en [81] y generalizado aquí al caso no–conmutativo

es una idea de Feynman para buscar nueva física compatible con los principios

de mecánica cuántica. Mediante una prueba de compatibilidad como la que aquí

hemos realizado entre una versión de la ecuación de Newton para operadores

cuánticos y los conmutadores canónicos entre las posición y el momento, Feyn-

man motiva o deduce la forma de la fuerza de Lorentz como la más general posible

consistente con la mecánica cuántica en este sentido. Como esta fuerza no repre-

senta nueva física, Feynman nunca publicó su análisis; éste fue comentado por Dy-

son [61] como una deducción independiente del electromagnetismo. Dyson hace

notar que el centro del argumento de Feynman es no imponer la existencia de la

función lagrangiana o hamiltoniana para los sistemas compatibles con la mecáni-

ca cuántica, sino sólo que las ecuaciones de movimiento clásicas sean de segundo

orden. El replanteamiento de este análisis realizado por los autores de [81] im-

plica al respecto que de hecho la existencia del lagrangiano de segundo orden es
15Este resultado no depende del parámetro no–conmutativo θ, pero esto es un efecto de la

elección de la base para el espacio de Hilbert.
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condición necesaria para la cuantización consistente de un sistema físico, con la

estructura de conmutadores estándar. En nuestra generalización, vemos que es

posible cuantizar algunos sistemas que no tienen lagrangiano si estos son com-

patibles con la estructura no–conmutativa del espacio. En este último sentido, la

nueva física se introduce (por sus propias motivaciones) mediante una estructura

peculiar del espacio configuración, y los (nuevos) sistemas físicos que se podrían

cuantizar consistentemente serían los que son compatibles con esta estructura.

Sin embargo, el carácter de los sistemas físicos que se pueden entonces cuanti-

zar consistentemente con relaciones no–conmutativas (inherentes al espacio por

hipótesis) adquiere un carácter más dramático en el siguiente capítulo, cuando

veamos que al final estos sistemas también provienen de una formulación varia-

cional.
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CAPÍTULO 2

Formulación variacional de la

mecánica no–conmutativa

En el capítulo anterior nos preguntamos si las condiciones (1.34) de compatibili-

dad dinámica entre una fuerza Fi dada y la estructura simpléctica que define los

paréntesis de Poisson no–conmutativos coinciden con las condiciones de Helm-

holtz para la existencia del lagrangiano de algún sistema de ecuaciones diferen-

ciales, como sucede en el caso conmutativo. En este capítulo respondemos a esta

pregunta, y encontramos que en efecto dichas condiciones son de Helmholtz pero

de un sistema de ecuaciones de tercer orden en derivadas en el tiempo, definido

por las ecuaciones de movimiento de segundo orden y sus derivadas. Esta forma

particular para este sistema hace que un subconjunto de sus soluciones sean las

órbitas del sistema de ecuaciones movimiento de segundo orden (1.27).
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Este resultado (que hemos reportado en [48]) nos permitirá encontrar un lagrangiano

en el espacio configuración para los sistemas dinámicos definidos por la fuerza

no–conmutativa (1.16). Luego podemos usar este lagrangiano en el teorema de

Noether para calcular algunas cantidades conservadas de las ecuaciones de mo-

vimiento correspondientes a esta fuerza. La existencia de dicho lagrangiano está

garantizada en tanto estos sistemas cumplen con las condiciones de compatibili-

dad dinámica no–conmutativas, y por lo tanto con las condiciones de Helmholtz

mencionadas.

El presente capítulo está organizado en tres secciones. En la primera mostraremos

la equivalencia entre las condiciones de compatibilidad (1.34) y las condiciones de

Helmholtz del sistema de ecuaciones de diferenciales de tercer orden construído

con las ecuaciones newtonianas. En el apéndice A hemos escrito estas condiciones

explicitamente. En la segunda sección calcularemos el lagrangiano para el sistema

de tercer orden construído con las ecuaciones de movimiento en el espacio confi-

guración definidas por la fuerza (1.16).

Con base en un lagrangiano como el mencionado en el párrafo anterior es posible

plantearse cuantizar sistemas que cumplen o satisfacen las condiciones de compa-

tibilidad dinámica no–conmutativas por el método de la integral de caminos de

Feynman. Sobre esto comentaremos en la última sección del capítulo (a manera

de epílogo).
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2.1. Ecuaciones de tercer orden y las condiciones de

compatibilidad dinámica no–conmutativas

Dadas las ecuaciones de movimiento de segundo orden

ẍi − Fi(x, ẋ) = 0 (2.1)

para i = 1, . . . , N, consideremos las ecuaciones de tercer orden

Kij
d
dt

(ẍj − Fj(x, ẋ)) + Mij(ẍj − Fj(x, ẋ)) = 0,

donde K y M son un par de matrices de N × N (que supondremos pueden ser

funciones de x, ẋ, y ẍ1). Estas ecuaciones tienen como un subconjunto de solu-

ciones a las órbitas del sistema de segundo orden (2.1). Claramente se alejan del

paradigma newtoniano de la dinámica clásica, mas no de una forma arbitraria:

Son una combinación funcional del sistema de ecuaciones de movimiento inicial

y su primera derivada con respecto al tiempo. La forma general de un sistema de

ecuaciones diferenciales de tercer orden que admite en su espacio de soluciones a

todas las órbitas solución del problema (2.1) debe tener la forma (2.2).

Estas ecuaciones diferenciales no son nuevas y han sido estudiadas en el contexto

de la equivalencia entre las simetrías de un lagrangiano y las de sus ecuaciones de

movimiento [79]. En general, las simetrías de un sistema de ecuaciones de movi-

miento de segundo orden son las mismas o más que las simetrías del lagrangiano

del que provienen. La definición de simetría de las ecuaciones de movimiento es

que tal transformación mapee una de sus soluciones a otra. Por otro lado, ten-

emos una simetría del lagrangiano si una transformación de las variables dinámi-

1Más adelante relacionaremos estas matrices con la estructura simpléctica no–conmutativa.
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cas produce un nuevo lagrangiano que difiere del original por una derivada total,

o si las ecuaciones de movimiento del nuevo lagrangiano son proporcionales a

las del lagrangiano original (es decir, si los lagrangianos son s-equivalentes2). En el

primer caso hablamos de simetrías noetherianas, y en el segundo de simetrías de

s-equivalencia. Para que las simetrías de un lagrangiano coincidan con las de sus

ecuaciones de movimiento hay que tomar en cuenta otro tipo de simetrías además

de estas dos. Estas nuevas simetrías producen lagrangianos cuyas ecuaciones de

movimiento son de la forma (2.2). Los detalles sobre las características de estas

últimas simetrías pueden consultarse en la referencia [79].

En la siguiente sección veremos que las condiciones de compatibilidad dinámica

no–conmutativas (1.42) que obtuvimos en el capítulo anterior coniciden con las

condiciones de Helmholtz para las ecuaciones de tercer orden (2.2). Estas últimas

están presentadas en el apéndice A. En general se tiene que si un lagrangiano

depende de acelaraciones (ẍ) sus ecuaciones de movimiento son de cuarto orden

en derivadas en el tiempo; si esta dependencia es lineal, son de tercero. En relación

a las ecuaciones (2.2) y el problema inverso para ellas, corresponde aplicarle las

condiciones de Helmholtz (A.3) para ecuaciones de movimiento de cuarto orden,

de donde se obtienen las ecuaciones (A.5,A.6).

2Esto significa que el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento de ambos la-
grangianos es el mismo. Las ecuaciones de movimiento del nuevo lagrangiano podría tener más
soluciones que el sistema dinámico original, y en ese caso la simetría no es de s-equivalencia sino
de subordinación al lagrangiano original [79].
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2.1.1. Condiciones de compatibilidad no–conmutativas vs. condi-

ciones de Helmholtz

No es difícil ver que las condiciones de Helmholtz (A.5,A.6) para las ecuaciones

Mi(x, ẋ, ẍ,
...x , t) ≡ Kij

d
dt
(
ẍj − Fj(x, ẋ)

)
+ Mij

(
ẍj − Fj(x, ẋ)

)
= 0, (2.2)

coinciden con las condiciones de compatibilidad (1.42) si hacemos las siguientes

identificaciones:

1. Las soluciones del sistema de ecuaciones de movimiento de segundo orden

(2.1), subconjunto de las órbitas de (2.2), son las únicas órbitas relevantes y

con contenido físico. Esto implica proyectar la derivada respecto al tiempo

(A.4), que se usa en las condiciones (A.5,A.6), como

D
Dt
→ D

Dt
≡ Ḟi ∂

∂ẍi + Fi ∂

∂ẋi + ẋi ∂

∂xi +
∂

∂t
, (2.3)

y evaluar al final de cada cálculo ẍi = Fi y
...x i = Ḟi |ẍ=F. Con estas proyec-

ciones hacemos explícito que sólo estamos interesados en las soluciones de

(2.2) que son soluciones del sistema de ecuaciones de movimiento (2.1).

2. Tomamos A y C de la estructura simpléctica (1.39) como los coeficientes K y

M en (2.2). Explícitamente,

Kij = Cij, Mij = −Aij +
d
dt

Cij. (2.4)

Tomando en cuenta estas identificaciones, de la condición (A.5a) tenemos que

Cik + Cki = 0,
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que se cumple por construcción. De (A.5b) obtenemos

D
Dt

Cik = Ckj
∂Fj

∂ẋi − Cij
∂Fj

∂ẋk − AA
ik,

que es exactamente la condición de compatibilidad (1.42c). De la penúltima condi-

ción (A.6a) tenemos la ecuación

D
Dt

(
AS

ik + Cij
∂Fj

∂ẋk + Ckj
∂Fj

∂ẋi

)
= Cij

∂Ḟj

∂ẋk + Ckj
∂Ḟj

∂ẋi + (−Aij +
D
Dt

Cij)
∂Fj

∂ẋk + (−Akj +
D
Dt

Ckj)
∂Fj

∂ẋi .

Debe notarse que todas las derivadas de cualquier función respecto al tiempo (co-

mo Ḟi) se proyectan siempre sobre la dirección tangente a las órbitas solución del

sistema (2.1) al final del cálculo. Usando el conmutador de operadores diferen-

ciales
∂

∂ẋk
d
dt
− d

dt
∂

∂ẋk =
∂

∂xk ,

y luego (2.3), de la expresión anterior se obtiene exactamente la condición de com-

patibilidad (1.42a). De la última condición (A.6b) se tiene que

1
2

D
Dt

(
−Cij

∂Ḟj

∂ẋk + Ckj
∂Ḟj

∂ẋi

− (−Aij +
D
Dt

Cij)
∂Fj

∂ẋk + (−Akj +
D
Dt

Ckj)
∂Fj

∂ẋi −
D2

Dt2 Cik

)
= −Cij

∂Ḟj

∂xk + Ckj
∂Ḟj

∂xi

− (−Aij +
D
Dt

Cij)
∂Fj

∂xk + (−Akj +
D
Dt

Ckj)
∂Fj

∂xi .

Usando la definición (1.41) esta última expresión conicide exactamente con (1.42b).

Hagamos énfasis en algunas observaciones sobre el resultado obenido.
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Hemos visto que las condiciones de compatibilidad (1.42) entre la estructura

simpléctica no–conmutativa (1.39) y la fuerza Fi que define las ecuaciones

de movimiento de segundo orden (2.1) son las condiciones de Helmholtz

(A.5,A.6) para que el sistema de ecuaciones diferenciales

Cij
d
dt

(ẍj − Fj) + (−Aij +
d
dt

Cij)(ẍj − Fj) = 0 (2.5)

provenga de un lagrangiano. Esta conicidencia además se da si considera-

mos sólo el sector de soluciones de estas ecuaciones que es compatible con

el flujo newtoniano de las ecuaciones (2.1). Esto implica proyectar la deriva-

da total respecto al tiempo como

D
Dt

= Ḟi ∂

∂ẍi + Fi ∂

∂ẋi + ẋi ∂

∂xi +
∂

∂t
.

Por lo tanto, en el espacio no–conmutativo la dinámica newtoniana consis-

tente con éste puede formularse en términos variacionales con el lagrangiano

para el sistema auxiliar de ecuaciones de tercer orden (2.5), que tiene la ca-

racterística peculiar de ser una combinación funcional del sistema (2.1) y su

derivada respecto al tiempo. Los coeficientes de esta combinación están com-

pletamente determinados por la estructura simpléctica no–conmutativa.

Para que exista la formulación variacional de un sistema dinámico compati-

ble con la estructura simpléctica no–conmutativa son relevantes sólo las ór-

bitas solución al sistema de segundo orden (2.1). Esto quiere decir que este

conjunto de soluciones a las ecuaciones de movimiento tiene origen varia-

cional, aunque altamente no estándar. Si identificamos a un sistema dinámi-

co compatible con una estructura simpléctica, sea en el caso conmutativo o

no–conmutativo, no con sus ecuaciones de movimiento sino con su espacio
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de soluciones, en ambos casos resulta que éste tiene un origen variacional.

Esto refuerza la idea (motivada en [81]) de que un sistema físico se puede

cuantizar consistentemente con relaciones conmutativas o no–conmutativas

sólo si puede plantearse en términos lagrangianos.

Como vimos en el capítulo 1, las ecuaciones de Newton deformadas

ẍi +
∂V
∂xi − θij d

dt
∂V
∂xj = 0 (2.6)

no admiten una formulación variacional para cualquier V. El resultado que

estamos obteniendo ahora es una confirmación de ello, pues es el sistema au-

xiliar de tercer orden (2.5) correspondiente a estas ecuaciones de movimiento

el que sí la admite. En la siguiente sección calcularemos el lagrangiano para

este sistema de ecuaciones diferenciales.

Tal vez no sea sorprendente que para un sistema de ecuaciones de movimien-

to que no admite formulación variacional exista un sistema de ecuaciones

diferenciales de mayor orden como (2.5) que sí lo hace. Lo que sí llama la

atención es que tal sistema sea de tercer orden en derivadas en el tiempo y

no más alto, como el caso del lagrangiano de la sección 1.2.2 (función de la

derivada de las coordenadas respecto al tiempo de todos los órdenes).

2.2. Lagrangiano no–conmutativo asociado a (2.6)

Con base en la equivalencia mostrada en la sección anterior entre las condiciones

de compatibilidad dinámica no–conmutativas y las condiciones de Helmholtz

del sistema de ecuaciones de tercer orden auxiliar (2.2) podemos saber que para
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cualquier sistema dinámico compatible con la estructura simpléctica no–conmutativa,

este sistema auxiliar tiene lagrangiano.

Este es el caso de las ecuaciones de movimiento de segundo orden (2.6) para un

potencial V que resuelven las condiciones de compatibilidad dinámica (1.42) con

la estructura simpléctica no–conmutativa asociada a los paréntesis (1.47). Por lo

tanto, las ecuaciones de tercer orden (2.5) para este caso

θij d
dt

(ẍj + Vj − V̇ j) + (δij − θ jkVk
i )(ẍj + Vj − V̇ j) = 0 (2.7)

(con Vi ≡ ∂V
∂xi , y Vi ≡ θijVj), donde hemos sustituído A y C de la estructura sim-

pléctica (1.39) dadas por

Aij = −δij + θ jkVk
i , (2.8a)

Bij = Vi
j −V j

i − θklV l
i Vk

j , (2.8b)

Cij = θij, (2.8c)

satisfacen las condiciones de Helmholtz, y en consecuencia tienen lagrangiano. A

continuación nos proponemos calcularlo.

2.2.1. Lagrangiano para las ecuaciones (2.7)

Lo más sencillo es proponer el lagrangiano lineal en aceleraciones más general,

calcular sus ecuaciones de Euler-Lagrange, y compararlas con (2.7). El lagrangiano

que resulta de este cálculo es

L(ẍ, ẋ, x) = L0 −
1
2

θij ẋiV̇ j +
1
2

θij ẍj(ẋi −Vi) +
1
2

θijViV̇ j − 1
2

ViVi, (2.9)
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con L0 = T − V el lagrangiano no deformado. El lagrangiano (2.9) admite la

formulación simpléctica siguiente. Tomando como variables al conjunto dado en

(1.36), el lagrangiano de primer orden se escribe

L = `a(z)ża + V(z) = ji(x, ẋ)ẋi + ki(x, ẋ)ẍi + V(x),

donde

ji =
1
2

ẋi − 1
2

θijV̇ j +
1
2

θkjVkV j
i ,

ki =
1
2

θki(ẋk −Vk),

V = −V − 1
2

ViVi.

La estructura simpléctica (2.8) en términos de ji y ki está dada por

Aij =
∂ji
∂ẋj −

∂k j

∂xi = −δij + θ jkVk
i ,

Bij =
∂ji
∂xj −

∂jj

∂xi = Vi
j −V j

i − θklV l
i Vk

j ,

Cij =
∂ki

∂ẋj −
∂k j

∂ẋi = θij.

El lagrangiano (2.9) no es único en tanto ji y ki son potenciales simplécticos.

2.2.2. Principio variacional no–conmutativo

El principio variacional del cual obtenemos las ecuaciones de tercer orden auxi-

liares (2.2) para un sistema dinámico compatible con la estructura simpléctica no–
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conmutativa consiste, como es habitual, en hallar el extremal de la acción

S =
∫ t2

t1

L(ẍ, ẋ, x)dt, (2.10)

definida integrando el lagrangiano correspondiente sobre un intervalo de tiempo

(t1, t2). Es necesario hacer algunas precisiones sobre esta prescripción para el caso

que nos ocupa. Para ello tomemos como ejemplo el lagrangiano (2.9) que da las

ecuaciones (2.7).

En el argumento de esta y la sección anterior hemos hecho énfasis en que nuestro

interés principal es la dinámica de sistemas newtonianos de segundo orden, que

en el caso de las ecuaciones (2.7) es la información contenida en las ecuaciones de

movimiento

ẍi + Vi − V̇i = 0, (2.11)

y no en la dinámica completa de tercer orden del sistema auxiliar (2.7) que constru-

ímos con ellas. Es válido preguntarse si esto está contenido en el principio varia-

cional de cual obtenemos estas ecuaciones, dado que es tomando en cuenta sola-

mente las soluciones de este sistema de segundo orden, que es un subconjunto

de todas las soluciones del sistema (2.7), que las condiciones de compatibilidad

dinámica coinciden con las condiciones de Helmholtz que garantizan la existen-

cia del lagrangiano para este último.

De la ecuación para la variación arbitraria de la acción (2.10) en el principio varia-

cional

δS[x(t)] = 0, (2.12)

podrían en principio obtenerse más de un extremal, uno que corresponde a una

solución del problema de tercer orden general, y otro que corresponde a una solu-
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ción de las ecuaciones de movimiento de segundo orden (2.11). Tomemos por

ejemplo el sistema de ecuaciones dadas por el tiro parabólico. La integración di-

recta de ẍ = 0 y ÿ = −g da como solución

x(t) = x0 + ẋ0t, y(t) = y0 + ẏ0t− 1
2

gt2, (2.13)

con x0, y0, ẋ0, ẏ0 las condiciones iniciales a t = 0. Esta será también solución de las

ecuaciones de tercer orden

θ(
...y ) + (ẍ) = 0, −θ(

...x ) + (ÿ + g) = 0,

que si integramos dos veces resulta el sistema acoplado

θẏ + x = k1t + k′1, −θẋ + y +
g
2

t2 = k2t + k′2.

La última integración de este sistema implicará incorporar dos constantes más que

deben fijarse por condiciones iniciales (las posiciones, velocidades y aceleraciones

a t = 0). El comportamiento de este sistema es muy diferente en general al del tiro

parabólico.

Si quisiéramos usar la acción (2.10) para cuantizar el sistema por el método de la

integral de caminos de Feynman lo razonable sería postular que sólo son físicas las

soluciones de (2.7) que son órbitas de las ecuaciones de movimiento de segundo

orden (2.11), y además sólo considerar aquellos caminos que perturban la órbita

clásica que no se salen del espacio de soluciones de este sistema3. No descartamos

que perturbaciones que exploren el exterior de este espacio puedan tener informa-

ción física relevante para la dinámica de tercer orden completa y su cuantización.

3Esto sería lo razonable porque eso significaría hacer la cuantización en el espacio configura-
ción donde están definidas estas ecuaciones de movimiento.
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Este es un problema abierto que requeriría primero interpretar el significado de

“cuantización” de esa dinámica.

En el caso que nos ocupa, sucede algo curioso. Veamos de nuevo el ejemplo del

tiro parabólico. Si en el proceso de integración de las ecuaciones de tercer orden fi-

jamos las mismas condiciones iniciales para x, y, ẋ, ẏ en t = 0 , y tomamos además

como aceleraciones iniciales las que vendrían de las ecuaciones de Newton (ẍ0 = 0

y ÿ0 = −g), el sistema adquiere el siguiente aspecto

ẍ +
1
θ2 x =

ẋ0

θ2 t +
x0

θ2 , ÿ +
1
θ2 y = − g

2θ2 t2 +
ẏ0

θ2 t +
y0

θ2 − g.

A primera vista este sistema parece tener más soluciones que las del tiro parabóli-

co (2.13), pero resulta que no es así (y es sencillo verlo calculando la solución

general y luego imponiendo las condiciones iniciales).

Parece entonces que la manera de controlar que de la variación de (2.10) obteng-

amos las ecuaciones (2.7) y la dinámica clásica en la que estamos interesados es

prescribir las condiciones de borde correctamente. En el caso conmutativo usual-

mente se toman como condiciones de borde en el principio variacional las coorde-

nadas para las posiciones inicial y final. En el caso no–conmutativo no tenemos

esta posibilidad, pues desde el punto de vista del formalismo de primer orden es

necesario fijar en los bordes variables que conmuten en el paréntesis de Poisson.

Para el caso de las ecuaciones (2.7) la elección más natural es

(ẋi −Vi)(t1) ≡ Qi(t1), (ẋi −Vi)(t2) ≡ Qi(t2), con δQi(t1) = δQi(t2) = 0.

(2.14)

Estas condiciones de borde4 nos dan un buen control sobre las variaciones de la ac-

4Qi corresponden de hecho a las variables momento en el formalismo de primer orden del cual
provienen las ecuaciones (2.11) (ver ecuaciones (1.14)).
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ción (2.10), pues contiene la información correcta de la que se obtiene la dinámica

newtoniana que nos interesa.

Para verlo hagamos una variación general de esta acción. Los términos de borde

que se producen se pueden leer en

δS =
∫ t2

t1

δL
δxi δxidt +

(
∂L
∂ẍi δẋi +

∂L
∂ẋi δxi − d

dt

(
∂L
∂ẍi

)
δxi + δX

) ∣∣∣∣∣
t2

t1

,

que (con X = −(xjQj)) en nuestro caso da

(
1
2

θkjQk − xj
)

δQj −
(

θkj(ẍk + Vk − V̇k)
)

δxj.

Para satisfacer el criterio (2.12) estos términos de frontera deben anularse, y para

ello necesitamos las condiciones (2.14) pero además, por el segundo término, im-

poner a mano las ecuaciones de movimiento newtonianas no–conmutativas de

segundo orden a los tiempos t1 y t2. Como es necesario imponer las ecuaciones de

movimiento de Newton en las fronteras a los tiempos t1 y t2, la utilización de la ac-

ción (2.10) y el principio variacional clásico (2.12) para la cuantización del sistema

no es aún clara para nosotros.

Queremos enfatizar que desde nuestro punto de vista —proveniente de la com-

patibilidad dinámica entre las ecuaciones de movimiento de segundo orden y la

estructura simpléctica no–conmutativa— la única manera de formular el principio

variacional (2.12) debe ser en términos de un sistema auxiliar de ecuaciones difer-

enciales de tercer orden. A pesar de que las propiedades globales de este principio

variacional no están bien entendidas, puede usarse para estudiar la relación entre

simetrías y cantidades conservadas mediante una versión extendida del teorema

de Noether. Veremos en la siguiente sección cómo funciona esta idea.
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2.2.3. Teorema de Noether

Siguiendo el procedimiento estándar [78] deducimos aquí la versión extendida

del teorema de Noether cuando el lagrangiano depende de aceleraciones, y luego

lo aplicamos al caso del lagrangiano (2.9) para potenciales centrales.

La transformación δxi = λεi(x, ẋ) con λ � 1 es una simetría noetheriana de un

lagrangiano dado si su variación es la derivada total de una función:

δL =
dG
dt

.

Si L = L(ẍ, ẋ, x) de esta ecuación tendremos que

δL
δxi δxi +

d
dt

(
∂L
∂ẍi δẋi +

∂L
∂ẋi δxi − d

dt

(
∂L
∂ẍi

)
δxi − G

)
= 0.

Como estamos interesados en el subespacio de soluciones a las ecuaciones de ter-

cer orden (2.2) definidas por la proyección ẍi = Fi y
...x i = Ḟi, la carga conservada

resultante se escribe

K(x, ẋ, t) =
∂L
∂ẍi

D
Dt

εi +
∂L
∂ẋi εi − D

Dt

(
∂L
∂ẍi

)
εi − G, (2.15)

donde no debemos perder de vista que cualquier dependencia de K en ẍi debe ser

reemplazada por Fi. Este procedimiento es consistente y útil para obtener leyes

de conservación para casos particulares como el de las ecuaciones (2.11) definidas

por un potencial V.

Nuestro primer ejemplo es la aplicación de este teorema de Noether extendido

para obtener la ley de conservación de la energía debida a la invariancia ante

traslaciones en el tiempo. En este caso δxi = ẋiδt, donde δt << 1 es un paráme-

57



FORMULACIÓN VARIACIONAL

tro infinitesimal. Para el caso del lagrangiano (2.9) la cantidad conservada (2.15)

asociada a esta simetría es

E =
∂L
∂ẍi

D
Dt

ẋi +
∂L
∂ẋi ẋi − D

Dt

(
∂L
∂ẍi

)
ẋi − L =

1
2

ẋ2 + V + Vk(
1
2

Vk − ẋk). (2.16)

Llamamos a esta cantidad la “energía” por obvias razones. Por el mismo proced-

imiento llamamos “momento lineal” a la cantidad

Pi =
∂L
∂ẋi −

D
Dt

(
∂L
∂ẍi

)

que resulta de la invariancia del lagrangiano ante traslaciones en la dirección de

xi.

Potencial central Para ilustrar el comportamiento del lagrangiano (2.9) inserta-

mos un potencial de la forma V(r) donde r =
√

xixi. El lagrangiano en este caso

es explícitamente (hasta una derivada total)

L = L0 +
1
2

θij ẋi ẍj + θijθ jl V′

r
ẍixl +

1
2

θijθ jl
(

V′

r

)2 (
xixl − θik ẋkxl

)
. (2.17)

donde V′ es la derivada de V(r) respecto a su argumento.

Los términos en la expresión anterior están organizados en potencias de θ. Es

notable que aun la partícula libre no–conmutativa (V = 0) tiene una dependencia

lineal en este parámetro5. Esto es así porque de este lagrangiano se deducen las

ecuaciones diferenciales de tercer orden (2.7).

En el caso conmutativo los sistemas definidos por potenciales del tipo V(r) son

invariantes ante rotaciones arbitrarias de las coordenadas (i.e., rotaciones alrede-
5Las ecuaciones de segundo orden (2.11) para la partícula libre no–conmutativa son las mismas

que las del caso conmutativo.
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dor de cualquier eje y cualquier combinación de estas). Examinando el cambio del

lagrangiano (2.17) ante el cambio infinitesimal de las coordenadas

δxi = λωi
jxj, con ωij = −ωji,

correspondiente a estas transformaciones se puede ver que no cualquier rotación

es una simetría de este sistema. La condición para obtener una invariancia ante es-

tas transformaciones es que las matrices θ y ω conmuten. Esta condición se obtiene

de hecho desde la formulación de primer orden para las ecuaciones de Newton

deformadas para este potencial ẍi = −xi V′
r + θij(xj V′

r
)
.

En ese contexto, si aplicamos una transformación lineal z 7→ z′ = Λz a la parte

que depende de velocidades en el lagrangiano de primer orden tendremos que

ztσż = z′t
(
(Λ−1)tσΛ−1)ż′

con σ la estructura simpléctica, y por lo tanto Λ da una transformación canónica

del sistema si (Λ−1)tσΛ−1 = σ. En el caso de rotaciones (Λ ∈ SO(N)) esta condi-

ción es la misma que Λσ = σΛ.

Un caso particular de estas transformaciones es ω = θ−1 ((θ−1)ij ≡ θij). Para

estas simetrías tenemos la cantidad conservada

K = E + ẋiθijxj + rV′ −V, (2.18)

con E la energía (2.16). Por lo tanto

J ≡ ẋiθijxj + rV′ −V =
θij

2

(
ẋixj − ẋjxi +

2
N

θij(V − rV′)
)
≡

θij

2
Jij (2.19)
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es una cantidad conservada. Tomemos el caso N = 3. Notar que lo que se conserva

es el escalar J y no las componentes Jij con las que podríamos armar un vector

~J ≡ (J23, J31, J12) de “momento angular”. Esto es consecuencia de que ω arbitraria

no da una simetría del lagrangiano (2.17) sino sólo aquellas que conmuten con la

matriz θ, y con las cuales construímos la combinación que da (2.19).

2.3. Epílogo: Cuantización de sistemas no–lagrangia-

nos y las ecuaciones (2.2)

Con la formulación variacional para los sistemas dinámicos compatibles con la es-

tructura simpléctica no–conmutativa bajo control uno se pregunta de inmediato

si la acción (2.10) puede utilizarse para construir la cuantización en el espacio con-

figuración de estos sistemas en el espíritu de la integral de caminos de Feynman.

Existe en la literatura una idea concreta sobre esta cuestión.

Recientemente ha sido propuesto un método de cuantización de sistemas dinámi-

cos con ecuaciones de movimiento que no necesariamente tienen formulación la-

grangiana [84, 93]. El núcleo de este esquema reside en la introducción de una

estructura que generaliza el formalismo variacional lagrangiano más o menos en

el mismo sentido en que la geometría de Poisson generaliza la geometría simpléc-

tica. Dicha estructura también puede motivarse en una generalización de la ecua-

ción de Schwinger-Dyson para el caso de sistemas dinámicos que no provienen

de una formulación variacional [92]. A continuación presentamos un breve re-

sumen de las ideas principales de esta propuesta de cuantización de sistemas no–

lagrangianos6.

6Otra propuesta para el mismo tipo de problemas que va por líneas similares puede encon-
trarse en las referencias más recienes [87, 88].
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2.3.1. Ancla de Lagrange

En el formalismo lagrangiano usual un sistema dinámico se especifica por el fun-

cional de acción S([x]) : N → R definido en el espacio de órbitas sobre el espacio

configuración del sistema. Las órbitas solución son las que minimizan S, lo que

lleva a las ecuaciones de movimiento

Mi(t) ≡ δS
δxi(t)

= 0.

Consecuencia de esta relación es que para el conjuntoMi se cumple el criterio de

Helmholtz expresado como

δMi(s)
δxj(t)

−
δMj(t)
δxi(s)

= 0. (2.20)

Esta idea se puede parafrasear de la siguiente manera: Si tomamos las ecuaciones

Mi como las componentes de una 1-formaM = dS en la variedad de dimensión

infinita a la que pertenecen todas las órbitas, el criterio de Helmholtz se escribe

como la cerradura de dicha 1-forma dM = 0. Localmente este criterio también es

una condición necesaria para que las ecuacionesM = 0 provengan del principio

de acción.

Así, el formalismo lagrangiano estándar requiere que las ecuaciones de movimien-

to satisfagan dos condiciones: (i) deben ser las componentes de una 1-forma en el

haz cotangente T∗N al espacio de todas las órbitas N, y (ii) ésta debe ser cerrada

para cumplir con el criterio de Helmholtz.

El primer paso para generalizar esta estructura consiste en reemplazar el haz

cotangente T∗N por un haz vectorial arbitrario E 99K N sobre el espacio de ór-

bitas, con E no necesariamente de la misma dimensión que T∗N. Las ecuaciones
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de movimiento serán ahora las componentes de una secciónM =Maea en este

haz vectorial, donde ea es una base local en E . La dinámica de un sistema estará

dada entonces por las ecuaciones

Ma(t) = 0.

El siguiente paso es la generalización del criterio de integrabilidad de Helmholtz.

Para ver qué forma tiene esta generalización veamos primero el caso en que la

dimensión de E es la misma que la de T∗N. En ese caso, el criterio de Helmholtz se

satisface si podemos encontrar un isomorfismo Λ : E → T∗N tal queM′ = ΛM

es una forma cerrada. En coordenadas locales esto es

M′
i(t) = Λa

i (t)Ma(t),

con Λa
i una matriz invertible. De la condición dM′ = 0 se obtiene que

δMa(s)
δxi(t)

=
∫

dudvMb(u)Cb
ac(u, s, v)Λc

i (v, t) +
∫

duGac(s, u)Λc
i (u, t), (2.21)

con G y C funcionales de estructura simétricos y antisimétricos respectivamente

en los índices de abajo.

Como Λ es un isomorfismo de haces vectoriales, existe el mapeo inverso V =

Λ−1 : E∗ → TN que constituye una sección con componentes Vi
a: V = Vi

aea ⊗ ∂i.

De (2.21) la condición de integrabilidad de Helmholtz (2.20) paraM′ se traduce

en la siguiente relación entre V yM:

Vi
a(t, u)

δMb(s)
δxi(u)

−Vi
b(s, u)

δMa(t)
δxi(u)

= Cd
ba(u, t, s)Md(u). (2.22)

Ahora nos olvidamos del factor integrante Λ, y tomamos esta relación como la
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definición de la condición de integrabilidad, válida incluso cuando la dimensión

de E no es igual a la de T∗N. El mapeo V sujeto a las relaciones (2.22) se denomina

ancla de Lagrange, y constituye el ingrediente principal de la generalización del for-

malismo lagrangiano propuesta por los autores de [84]. Cuando las ecuaciones de

movimiento son lagrangianas, la relación (2.22) se vuelve el criterio de Helmholtz

con V j
i = Λj

i = δ
j
i . En el caso más general, no se pide que V sea invertible, y por lo

tanto puede no existir factor integrante para las ecuaciones de movimiento.

2.3.2. Ecuación de Schwinger-Dyson generalizada

En términos similares a los de la generalización del formalismo lagrangiano, en el

contexto general de las teorías de campo es posible plantear la generalización de

la ecuación de Schwinger-Dyson (SD) para sistemas dinámicos cuyas ecuaciones

de movimiento clásicas no provienen de un principio variacional [92]. La función

generadora de funciones de Green que es solución de la ecuación de SD general-

izada define los propagadores cuánticos para dichos sistemas.

Si un sistema dinamico está descrito por las ecuaciones lagrangianasMi(φ) = δS
δφi

para los campos φi, la ecuación de SD estándar para la función generadora Z(J)

es

T̂iZ(J) = 0, con T̂i = −Ji +Mi(ih̄
∂

∂J
).

Para evitar mayores restricciones sobre Z(J), a los operadores T̂i se les pide que

conmuten. Estos operadores pueden ser vistos como la cuantización canónica de

las constricciones de primera clase

Ti(φ, J) =Mi(φ)− Ji,
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con {Ti, Tj} = 0 en el paréntesis de Poisson canónico, donde Ji es considerado el

momento conjugado de φi. En la representación de coordenadas se tiene que

T̂i =Mi(φ) + ih̄
∂

∂φi .

Imponiendo esta constricción entre operadores en el estado Ψ(φ) (que es la trans-

formada de Fourier de Z(J)) tenemos que

[
Mi(φ) + ih̄

∂

∂φi

]
Ψ(φ) = 0,

que para el caso de ecuaciones lagrangianas la solución está dada por la amplitud

de probabilidad de Feynman

Ψ(φ) ∼ e
i
h̄ S(φ).

Para la generalización de este esquema análoga a la del formalismo lagrangiano

anterior, podemos tomar la siguiente función de prueba para el análogo clásico

del operador T̂i generalizado cuando las ecuaciones de movimientoMa no son

lagrangianas

Ta(φ, J) ≡Ma(φ)−Vi
a Ji +O(J2).

Imponiendo la condición de que estas constricciones sean de primera clase {Ta, Tb} =

Uc
abTc con Uc

ab(φ, J) = Cc
ab(φ) +O(J), se obtiene un conjunto infinito de relaciones

entre los coeficientes de estructura que aparecen en Ta. En particular para cero or-

den en J se tiene que

Vi
a

δMb

δφi −Vi
b

δMa

δφi = Cd
baMd,
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que son las relaciones que satisface el ancla de Lagrange Vi
a. Así, vemos que esta

estructura tiene otro orígen independiente en la generalización de la ecuación de

SD para sistemas no–lagrangianos.

2.3.3. Relación de este esquema con el principio variacional para

las ecuaciones (2.2)

En relación al tema que hemos tratado en la sección 2.1 sobre la equivalencia entre

las condiciones de compatibilidad dinámica no–conmutativas y las condiciones de

Helmholtz de las ecuaciones de tercer orden (2.2), en términos de la cuantización

de sistemas no–lagrangianos podemos reinterpretar este problema como sigue.

Empezando con las ecuaciones de movimiento de segundo ordenMi(t) = ẍi − Fi

compatibles con la estructura simpléctica no–conmutativa, buscamos un factor

integrante

Λi
j(t, s) = Mijδ(t− s) + Kij

d
dt

δ(t− s),

tal que las ecuaciones Λi
j(t, s)Mj(s) provengan de una formulación variacional.

Podemos tratar a Λ como la perturbación de M por K, siendo estos dos operadores

invertibles. El ancla de lagrange en este caso es el inverso de Λ. Explícitamente, si

Λ = M + αK con α un parámetro de perturbación, entonces el ancla

V =
∞

∑
s=0

αs(−M−1N)sM−1 ≡ V(0) + αV(1) + . . .

es un operador diferencial que se puede escribir en potencias de α, siendo V(0) =

M−1.
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Si con el ancla de Lagrange V definimos una distribución en el espacio de órbitas

Vj(t) = −i
∫

dsVi
j (t, s)

δ

δxi(s)
,

combinando este campo vectorial con las ecuaciones de movimiento originales

podemos definir el operador de SD generalizado

T̂i(t) =Mi(t) + Vi(t).

Este puede verse como resultado de la cuantización canónica de las constricciones

de primera clase Ti(t) ≈ 0 para su análogo clásico en el haz cotangente al espacio

de órbitas. Ahí, la estructura de Poisson canónica está determinada por los parén-

tesis de Poisson {x, x} = {p, p} = 0 y {xi(t), pj(s)} = δi
jδ(t− s). Imponiendo las

constricciones de primera clase mencionadas es posible encontrar para el análogo

clásico del operador de SD la expresión

Ti(t) =Mi(t) +
∞

∑
s=0

Vi
j (x, ẋ, . . . )

ds pi

dts .

La correspondiente ecuación de SD generalizada para la amplitud de probabili-

dad es

T̂iΨ(x) = 0.

Si el ancla de Lagrange es invertible como en este caso tenemos que

Ψ(x) ∼ e
i
h̄ S([x]),

con S un funcional de acción como el dado por (2.10) de la formulación variacional

construída en la sección 2.2 para las ecuaciones (2.7). Este funcional de acción
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contiene derivadas de alto orden en tanto K 6= 0. La amplitud de probabilidad

Ψ(x) es una función sólo de las coordenadas, cosa que no se puede lograr con la

cuantización canónica del formalismo de primer orden dado por un hamiltoniano

y la estructura simpléctica no–conmutativa.

Con esta discusión terminamos el tema que hemos abordado en esta primera parte

de la tesis, en relación a los efectos de la no–conmutatividad de las coordenadas en

la dinámica de sistemas de partículas en el espacio configuración. En la segunda

parte pasaremos al contexto de teorías de campo donde estudiaremos dos aspec-

tos de la introducción de coordenadas no–conmutativas en el espacio de Minkows-

ki: La implementación de simetrías del espacio–tiempo y una deformación no–

conmutativa de la gravedad. La definición de teorías de campo no–conmutativas

es diferente a la construcción simpléctica de la mecánica clásica no–conmutativa

que hemos presentado aquí. En campos se toma el lagrangiano de un cierto mo-

delo clásico “conmutativo” (como el del campo escalar, o de la teoría de Maxwell

libre) y se sustituyen todos los productos entre campos por el producto-? de Moy-

al [58]. Si existe algún problema interesante en la relación de esta formulación con

el problema inverso del cálculo de variaciones en teorías de campo [77] en esta

tesis no lo trataremos.
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CAPÍTULO 3

Simetrías del espacio–tiempo en

teorías de campo no–conmutativas

Llamamos teorías de campo no–conmutativas (TCNC) a teorías de campo cons-

truídas sobre el espacio–tiempo plano cuya estructura en un grado de resolución

muy alto es tal que las coordenadas no conmutan [94, 121] y cumplen con las

relaciones

[x̂µ, x̂ν] ≡ x̂µ x̂ν − x̂µ x̂ν = iθµν. (3.1)

Formalmente tomamos a x̂µ como los generadores del álgebra a la que pertenecen

los campos, y en el caso más general los parámetros no–conmutativos θµν(x̂) serían

una función de estos generadores. En el caso canónico que consideraremos en es-

ta tesis estos parámetros son constantes y elementos de una matriz antisimétrica.

Representarían constantes fundamentales (tanto como la velocidad de la luz c o
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la constante de Planck h̄), con unidades de longitud al cuadrado y probablemente

comparables a la longitud de Planck:
√

θ ∼ λP ∼ 10−33 cm.

En una teoría de campos convencional las constantes fundamentales tienen el

mismo valor en todos los marcos de referencia inerciales, conectados estos por

transformaciones del grupo de Poincaré. En el caso de TCNC el subgrupo de

traslaciones globales en el espacio–tiempo x̂µ 7→ x̂′µ = x̂µ + aµ deja invariante

la relación (3.1), pero el subgrupo de transformaciones de Lorentz no. Este hecho

pone en aprietos al concepto usual de covariancia y varios aspectos relacionados

con ésta en teorías de campo y su cuantización (como la conexión entre espín y

estadística [3, 13]). Ante esta situación podríamos plantear el siguiente dilema: O

bien hace falta una interpretación diferente de θµν que sea congruente con la con-

cepción usual de covariancia, o esta concepción no aplica en TCNC y en su caso

debe ser abandonada, restringida o sustituída.

En este capítulo abordaremos el problema de la implementación de simetrías del

espacio–tiempo en TCNC, con particular atención en este conflicto entre las rela-

ciones (3.1) y la concepción usual de covariancia en teorías de campo clásicas.

Para ello usaremos la definición de TCNC en el formalismo de la correspondencia

de Weyl-Wigner-Moyal, cuyos elementos básicos presentamos en la primera sec-

ción. Estudiaremos en particular un tipo de implementación de simetrías en este

contexto llamadas simetrías twist, cuya construcción presentaremos en la sección

3.2. Luego, en la sección 3.3, propondremos una implementación variacional de

transformaciones lineales de las coordenadas del espacio–tiempo que se puede

contrastar con las correspondientes simetrías twist1. Esta implementación resulta

muy similar a la usual en teorías de campo, y está fundamentada en tratar a θµν

como las componentes de un tensor (y en este sentido reinterpretar su papel en las

1De este trabajo tenemos en preparación un artículo para arbitraje [50].
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relaciones (3.1)). Nuestra aproximación es clásica y su objetivo es tener una mejor

comprensión de las simetrías, el principio variacional, y eventualmente el teore-

ma de Noether en TCNC. En la última sección haremos algunas observaciones a

manera de resumen y conclusión.

3.1. Contexto formal y motivación

En esta primera sección presentamos de manera breve los conceptos básicos del

formalismo de Weyl-Wigner-Moyal de cuantización por deformación en un pará-

metro [72, 96, 118, 119], y después una motivación para el problema que queremos

abordar en este contexto. El objetivo central de la primera parte es introducir el

producto-? con el cual se define la generalización no–conmutativa de una teoría

de campo dada (definición que usaremos en este capítulo y el siguiente). La idea

básica del formalismo es que toda la no–conmutatividad inducida por las rela-

ciones (3.1) entre las coordenadas se realiza mediante una deformación del álgebra

de funciones clásicas evaluadas en el espacio–tiempo ordinario. Esta deformación

se lleva a cabo mediante el reemplazo del producto puntual usual conmutativo

entre funciones por el producto-? de Moyal (no conmutativo). Es el mismo tipo

de procedimiento que se utiliza en el formalismo de cuantización por deforma-

ciones de un sistema mecánico en el espacio fase, método que es equivalente al de

cuantización canónica [19].

3.1.1. Deformación de Weyl-Wigner-Moyal

Sea A un álgebra de funciones clásicas que toman valores en puntos en el espacio–

tiempo de D dimensiones, y Aϑ la extensión de ésta que incluye todas las series
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formales en potencias de un parámetro que denotamos por ϑ: f (x) =
∞
∑

n=0
ϑn fn(x),

con fn(x) ∈ A. El mapeo o correspondencia de Weyl-Wigner definido por

F(x̂) ≡
∫

(dx)D f (x)W(x, x̂), con W(x, x̂) ≡
∫ (dk)D

(2π)D eik · x̂e−ik · x, (3.2)

y k · x ≡ kµxµ, lleva f (x) ∈ Aϑ a una función F(x̂) ∈ Â de las coordenadas no–

conmutativas que satisfacen las relaciones [x̂µ, x̂ν] = iϑθµν (las hemos reparame-

trizado tal que ϑ aparece en (3.1) explícitamente), con Â el álgebra generada por

todos los polinomios en x̂µ. En este lenguaje f (x) ∈ Aϑ se denomina “símbolo de

Weyl” de F(x̂), y constituye una representación de esta función en el espacio de

coordenadas xµ2.

Con esta correspondencia podemos definir una noción de traza en el álgebra no

conmutativa mediante la integral en el álgebra de símbolos de Weyl

tr[F] =
∫

(dx)D f (x)

(usando alguna condición de normalización sobre W(x, x̂)), y con ésta puede

definirse el mapeo inverso de (3.2) mediante

f (x) = tr[F(x̂)W(x, x̂)],

que va de Â al álgebra de series formales Aϑ.

Es sencillo ver que bajo el mapeo de Weyl-Wigner (3.2) al producto entre fun-

ciones de las coordenadas no–conmutativas en Â le corresponde el producto-? de

2El operadorW(x, x̂) está básicamente definido por dos transformadas de Fourier entre los es-
pacios de coordenadas y momentos k, y lleva implícito en él alguna prescripción de ordenamiento
para F ∈ Â.
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Groenewold-Moyal entre los símbolos de Weyl correspondientes

FG(x̂) =
∫

(dx)D( f ? g)(x)W(x, x̂), (3.3)

con

( f ? g)(x) ≡ f (x)e
iϑ
2 θαβ

←
∂ α
→
∂ β g(x) (3.4)

(para ver los detalles de la deducción se pueden consultar las referencias [58, 74,

111]; ésta consiste básicamente en usar el mapeo (3.2), su inverso, y la fórmula de

Baker-Campbell-Hausdorff). Este producto es un ejemplo particular de la defor-

mación de un producto en un parámetro en el formalismo de cuantización por

deformaciones [19], y es el único que a primer orden en ϑ deforma al producto

usual de funciones con un paréntesis de Poisson que se define con la matriz θµν

(como el que utilizamos en la sección 1.1 del primer capítulo de esta tesis). El sub-

índice de Aϑ en la notación que hemos usado indica el sentido de deformación

no–conmutativa que se implementa con este método: Tomando el límite ϑ→ 0 el

producto-? regresa al prodcuto usual (conmutativo) entre funciones, y el álgebra

deformada Aϑ regresa al ágebra A de funciones clásicas. Como las relaciones de

conmutación entre las coordenadas del espacio–tiempo se realiza con

[xµ, xν]? = iϑθµν, (3.5)

siendo [ f (x), g(x)]? ≡ f (x) ? g(x)− g(x) ? f (x) el conmutador para símbolos en

Aϑ, en el límite ϑ→ 0 las coordenadas vuelven a ser conmutativas.

En estos términos, la generalización no–conmutativa de una teoría de campos se

construye de la siguiente manera. Dado el lagrangiano de una teoría clásica or-

dinaria (o “conmutativa”), como la del campo escalar φ(x) con potencial de in-
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teracción V(φ) = λ
4! φ

4 cuya generalización no–conmutativa está definida por el

lagrangiano para las funciones de las coordenadas no–conmutativas φ̂(x̂)

L =
1
2

∂µφ̂(x̂)∂µφ̂(x̂)− 1
2

m2φ̂2(x̂) +
λ

4!
φ̂(x̂)4 (3.6)

módulo las relaciones (3.1), en el contexto de la deformación de Weyl-Wigner-

Moyal esta teoría se representa con el lagrangiano

L =
1
2

∂µφ(x) ? ∂µφ(x)− 1
2

m2(φ ? φ)(x) +
λ

4!
(φ ? φ ? φ ? φ)(x), (3.7)

que se obtiene sustituyendo todos los productos entre campos y sus derivadas

en el lagrangiano clásico no deformado por el producto-? (3.4). El lagrangiano

(3.7) debe entenderse como un lagrangiano clásico cuya cuantización da la teoría

cuántica de campos no–conmutativa correspondiente a la teoría V(φ) = λ
4! φ

4 .

Es fácil ver (usando la traza en Â definida con la coorrespondencia de Weyl) que

la integral del producto-? de funciones satisface las identidades

∫
(dx)D( f ? g)(x) =

∫
(dx)D(g ? f )(x) '

∫
(dx)D f (x)g(x), y (3.8a)∫

(dx)D( f ? g ? h)(x) =
∫

(dx)D(h ? f ? g)(x) (3.8b)

(' quiere decir igualdad módulo términos de borde). En consecuencia, la parte

libre del lagrangiano no–conmutativo (3.7) es idéntica a la del lagrangiano corres-

pondiente de la teoría no deformada (o conmutativa). Este es un ejemplo de un

hecho general: Las TCNC se diferencían de sus teorías de campos no deformadas

en los términos de interacción.

Con el formalismo arriba expuesto las características de una teoría de campos

definida con base en funciones de las coordenadas no–conmutativas pueden ser
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estudiadas mediante la teoría definida en el álgebra de series formales y funciones

clásicas que se multiplican con el producto-?. Aunque para el formalismo aquí

presentado θµν es una constante, el mismo puede definirse para una estructura de

Poisson no–conmutativa más general, en cuyo caso el producto-? que deforma al

álgebra de funciones original es el producto de Kontsevich [32, 89].

3.1.2. Motivación

El formalismo de la correspondencia de Weyl-Wigner-Moyal ha resultado muy

útil para estudiar varios aspectos de las TCNC, como soluciones solitónicas esta-

bles, el fenómeno de mezcla de divergencias UV/IR en la expansión perturbativa

de la teoría cuántizada, y en general aspectos no locales propios de este tipo de

teorías [52, 70, 75]. Un problema que ha sido discutido por varios años es el de la

implementación de simetrías del espacio–tiempo consistentes con las relaciones

(3.5) entre las coordenadas. Si buscamos imponer la invariancia de estas relaciones,

las transformaciones de coordenadas que lo hacen resultan severamente restringi-

das: Dada una transformación infinitesimal xµ → x′µ = xµ + ξµ(x), y cómo trans-

forma el conmutador-? entre ellas

[x′µ, x′ν]? = iϑθµν + iϑ(θρν∂ρξµ + θµρ∂ρξν) + O(ξ2),

para que θ sea invariante debe cumplirse que θρν∂ρξµ + θµρ∂ρξν = 03. En esta di-

rección, en el caso de D = 4 existe un marco de referencia en el que la matriz θµν

es antidiagonal por bloques, y así el subgrupo más grande del grupo de Lorentz

3Una solución no trivial de esta ecuación es ξµ = θµσ∂σ f (x) con cualquier función bien por-
tada f (x). Estas transformaciones preservan el elemento de volumen (dx′)D = (dx)D pues el
determinante del jacobiano es 1, y con ellas en [27] ha sido construído un modelo de gravedad
no–conmutativa haciendo local el grupo de Lorentz. La teoría resultante es una deformación no–
conmutativa de la gravedad unimodular.
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que preserva las relaciones no–conmutativas es O(1, 1)× SO(2), donde el factor

O(1, 1) actúa sobre el subespacio (x0, x1) mientras que SO(2) implementa rota-

ciones en (x2, x3) [2]. El problema en este caso es que ambos grupos son abelianos

y sus únicas representaciones irreducibles son unidimensionales, y por lo tanto no

hay representaciones espinoriales, vectoriales, etc.

Recientemente la comunidad ha puesto mucha atención en un tipo de transforma-

ciones de simetría del espacio–tiempo en TCNC que tiene entre otras propiedades

la de dejar explícitamente invariante a la relación (3.5) bajo cualquier difeomor-

fismo. Estas son las llamadas simetrías twist [8, 34], y se definen con base en una

deformación del coproducto de la estructura de Hopf subyacente al álgebra de

Lie de transformaciones de los campos (ver secciones B.2 y B.3 del apéndice B).

El coproducto del álgebra de transformaciones define la regla con la que una de

éstas actúa sobre la multiplicación de dos campos (como la regla de Leibniz), y

su deformación puede entenderse como la congruencia entre esta regla y la de-

formación del producto en el producto-? con la que se multiplican los campos en

el álgebra de funciones deformada4. Uno de los atractivos de la implementación

twist de transformaciones del espacio–tiempo es que proporciona una forma de

la invariancia de Lorentz que permite rescatar todas sus representaciones vecto-

riales, espinoriales, etc., y así la interpretación usual de partículas en teorías de

campos.

Más allá de las globales, la definición de simetrías locales de teorías de norma

no–conmutativas en el espacio de Moyal también tiene limitaciones5. El problema

principal en este caso es que el álgebra de transformaciones de norma definidas

4Mediante la implementación twist de los difeomorfismos también ha sido propuesto un mo-
delo de gravedad no–conmutativa [10], e incluso un teorema de Noether para este tipo de simetrías
del espacio–tiempo [11, 82].

5Aquí el carácter de θµν ante transformaciones de norma no se distingue del de las coorde-
nadas.
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con el producto-? en general no cierra en el álgebra de Lie de los generadores del

grupo interno, sino en el álgebra envolvente de ésta que se genera con todos los

polinomios en los generadores del álgebra de Lie (ver sección B.1 del apéndice

B). Sólo en algunos casos dichas transformaciones sí cierran dentro del mismo

grupo de norma. Uno de ellos es U (n), el grupo de matrices unitarias de n× n, y

aunque es posible definir el grupo unitario no–conmutativo (denotado U?(n)), sus

representaciones están restringidas a la fundamental, anti–fundamental, y adjun-

ta [37, 95]. Los campos de materia en ese caso no pueden tener más de dos cargas

de grupos de norma no–conmutativos. En el caso general parecería que la teoría

tendrá una infinidad de parámetros de norma, y la misma cantidad de componen-

tes del campo de norma no–conmutativo (una por cada elemento de la base del

álgebra envolvente).

Sin embargo, y por fortuna, esta situación tiene un revés. En teorías de norma

no–conmutativas es posible reescribir la acción como una serie perturbativa en el

parámetro ϑ donde cada término es invariante de la simetría de norma no defor-

mada o conmutativa6. Esto se logra mediante una redefinición de los campos y

parámetros que se conoce como el mapeo de Seiberg-Witten (SW), y que es resul-

tado de la equivalencia de dos métodos de regularización (separación de puntos

y Pauli-Villars) en la teoría de norma no–conmutativa resultado del límite de baja

energía de una teoría de cuerdas abiertas en presencia de un campo de fondo cons-

tante [107]. Con el mapeo de SW puede verse que todos los coeficientes de los poli-

nomios en los generadores Ta del álgebra de simetría son funciones del primero de

ellos, y así en realidad la teoría de norma no–conmutativa tiene un número finito

de parámetros y componentes del campo de norma. Usando el mapeo de SW ha

sido explorada la definición de otros grupos de norma no–conmutativos, especí-

6Este hecho se pude estudiar en el contexto de deformaciones consistentes de teorías de norma
de una manera muy directa (ver sección C.2.2 del apéndice C).
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ficamente grupos unitarios especiales, y con ellos se ha construído una versión

del modelo estándar no–conmutativo [26, 38, 120]. También, usando este mapeo

ha sido estudiada la invariancia de teorías de Yang-Mills no–conmutativas bajo

transformaciones de la métrica de fondo plana, que en el caso ordinario o conmu-

tativo incluye todas las transformaciones del grupo conforme [14]. El resultado

es que tanto dilataciones como transformaciones conformes especiales resultan

obstruídas, y las del grupo de Poincaré restringidas a las que preservan θµν.

El hecho de que una teoría de norma no–conmutativa se pueda mapear a una

teoría en términos de los campos y transformaciones de norma usuales en el

espacio–tiempo conmutativo, pone algunas preguntas directas en torno a la equiv-

alencia de las simetrías del espacio–tiempo de cada lado de la equivalencia. En

particular, ¿cuál es la relación, si la hay, entre la versión twist de las simetrías del

espacio–tiempo en el espacio de Moyal con las simetrías en la teoría que resulta

del mapeo de SW? ¿Es posible calcular una corriente conservada en el lado con-

mutativo y luego regresar a la teoría no–conmutativa usando el mapeo de SW

(inverso) y obtener la correspondiente versión de la corriente conservada del lado

no–conmutativo? La simetría asociada en ese caso, ¿sería la simetría twist?

En las siguientes secciones de este capítulo más que una investigación exhausti-

va abordamos algunos aspectos particulares y básicos del problema de la cons-

trucción de simetrías del espacio–tiempo en TCNC. Uno de estos aspectos es por

ejemplo si el producto-? con el que se multiplican dos campos cambia o no ba-

jo transformaciones de coordenadas. Veremos que la invariancia del producto-?

bajo transformaciones del espacio–tiempo determina las posibles simetrías de la

métrica de fondo plana.
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3.2. Transformaciones twist del espacio-tiempo

En esta sección planteamos el siguiente problema: ¿Que le sucede al producto-?

de Moyal de dos tensores bajo transformaciones de las coordenadas del espacio–

tiempo? ¿Es el producto-? de dos tensores un tensor? O más en general, ¿es el

producto-? de dos campos en dos representaciones un elemento del producto de

esas representaciones? El tipo de transformaciones twist dan una respuesta posi-

ble a estas preguntas.

Para verlo consideremos un difeomorfismo del espacio–tiempo generado por el

campo vectorial ξ(x) = ξµ∂µ, y dos campos φ1, φ2 que transforman de acuerdo

con dos representacionesR1,R2 dadas por un par de operadores diferenciales

φ′1,2 = D1,2(ξ)φ1,2. (3.9)

Decimos que la acción de D sobre el campo φ es “primaria” y exactamente la

que sería en el caso de una teoría de campos conmutativa estándar. Esto es parte

de la prescripción para simetrías twist: Los campos primarios7 de una teoría no–

conmutativa transforman bajo simetrías twist exactamente como transforman los

campos de la teoría conmutativa de la que aquella es una deformación.

Para evaluar la acción de un difeomorfismo sobre el producto-? de dos campos

usaremos aquí la definición

(φ ? ψ)(x) = m?(φ⊗ ψ)(x) = m[F−1(φ⊗ ψ)](x)

(donde m es el producto puntual ordinario φ ·ψ(x) = m[φ⊗ ψ](x) = φ(x) ·ψ(x))

7Los campos fundamentales y sus transformaciones son objetos “primarios” del modelo; el
producto-? de dos campos no es primario, es un objeto “compuesto” o derivado.
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en términos del operador8

F−1 ≡ exp (
iϑ
2

θαβ∂α ⊗ ∂β) =
∞

∑
n=0

(iϑ/2)n

n!
θµ1ν1 · · · θµnνn

(
∂µ1 · · · ∂µn ⊗ ∂ν1 · · · ∂νn

)
.

(3.10)

La prescripción que define la acción de una transformación twist sobre el producto-

? entre un par de campos correspondientes a dos representaciones es que el produc-

to φ1 ? φ2 transforma en la representación R1 ⊗R2, producto de las representaciones

respectivas de los campos. En el caso de tensores, es esta condición la que im-

plica que T1
p1
q1 (x) ? T2

p2
q2 (x) transforme covariantemente como un tensor del tipo

(p1 + p2, q1 + q2), como lo presentan los autores de [10].

Imponer esta condición sobre el producto-? de dos campos implica que

(F−1φ1 ⊗ φ2)′ = [D1(ξ)⊗D2(ξ)](F−1φ1 ⊗ φ2) = F ′−1
φ′1 ⊗ φ′2, (3.11)

de donde puede extraerse un cambio en F−1 debido a la transformación de los

campos bajo un difeomorfismo del espacio–tiempo

F ′−1 = [D1(ξ)⊗D2(ξ)]F−1[D−1
1 (ξ)⊗D−1

2 (ξ)].

La versión infinitesimal de la ecuación anterior es

δξF−1 = F−1
∞

∑
n=1

(−iϑ/2)n

n!
θµ1ν1 ...θµnνn{[∂µ1 , [∂µ2 , ...[∂µn , δξ,1]...]]⊗ ∂ν1∂ν2 ...∂νn

+ ∂µ1∂µ2 ...∂µn ⊗ [∂ν1 , [∂ν2 , ...[∂νn , δξ,2]...]]}, (3.12)

8En el esquema formal de álgebras de Hopf este operador deforma al producto de un álgebra
de funciones, y al mismo tiempo al coproducto con el que las transformaciones actúan sobre la
multiplicación entre éstas (ver apéndice B).
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donde δξ,1,2 es la forma infinitesimal de los operadores diferenciales D1,2, y [∂µ, δξ ]

quiere decir el conmutador entre la derivada parcial y el operador δξ asociado a

la representación de cada campo. Así, el cambio infinitesimal de φ1 ? φ2 está dado

por

δξ(φ1(x) ? φ2(x)) = m[F ′−1
φ′1 ⊗ φ′2](x)−m[F−1φ1 ⊗ φ2](x)

= δξ,1φ1(x) ? φ2(x) + φ1(x) ? δξ,2φ2(x) + φ1(x)(δξ?)φ2(x),

(3.13)

donde todos los términos de esta ecuación están evaluados en el mismo punto, y

el último es explícitamente

φ1(x)(δξ?)φ2(x) =
∞

∑
n=1

(−iϑ/2)n

n!
θµ1ν1 ...θµnνn

{[∂µ1 , [∂µ2 , ...[∂µn , δξ,1]...]]φ1 ? ∂ν1∂ν2 ...∂νn φ2

+ ∂µ1∂µ2 ...∂µn φ1 ? [∂ν1 , [∂ν2 , ...[∂νn , δξ,2]...]]φ2}.

Este resultado es una de las características principales de la acción de una trans-

formación twist sobre el producto-? de dos campos. La expresión anterior es la

misma que se obtiene deformando con un twist el coproducto de la estructura

de Hopf subyacente al álgebra de transformaciones de la teoría en cuestión. Co-

mo resultado de esta deformación las transformaciones infinitesimales no actúan

con la regla de Leibniz sobre el producto-? de dos campos, como se puede ver en

(3.13). En la construcción aquí expuesta9, que parte desde un punto de vista más

intuitivo que formal, esta característica de las transformaciones twist se atribuye

al hecho de que el producto-? sufre un cambio inducido por la transformación de
9Ésta está tomada de [1] y es totalmente autocontenida e independiente de la construcción en

términos de álgebras de Hopf [8] y el twist de Drinfeld [59, 60]. Para revisar esta última puede
consultarse el apéndice B (sección B.3), y las referencias [8–10, 34].
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los campos.

Conviene hacer énfasis en esta observación sobre la definición de transforma-

ciones twist para luego contrastarla con el análisis que haremos en la siguiente

sección. El cambio o transformación del producto-? dado infinitesimalmente por

(3.12) no corresponde a un cambio o variación por sí mismo, sino a un cambio

inducido por las transformaciones que sufren los campos. Esta forma de verlo

es congruente con el concepto usual de simetría: Si cambiáramos el producto del

álgebra ella misma cambiaría, y la idea de transformación de simetría como un

homomorfismo del álgebra de funciones en sí misma se pierde.

La manera de garantizar aquí la invariancia del producto-? es postulando que ni

θ ni las derivadas parciales que lo definen cambian cuando se aplica una transfor-

mación de simetría dada por el difeomorfismo ξ. En particular, si φ transforma

en la representación R de un grupo de simetría, entonces ∂µ1 ....∂µn φ transforma

bajo la misma representación10. Al final la prescripción es congruente, ya que si

hacemos la transformación twist explícita de [xµ, xν]? (usando (3.13)) resulta que

θ es invariante bajo cualquier difeomorfismo: δξθµν = 1
iϑ δξ([xµ, xν]?) = 0.

En este contexto θ es una matriz de parámetros constantes, y por consistencia

las coordenadas xµ deben ser escalares. Esto implica que dichas coordenadas no

pueden constituir sistemas de referencia. Aún así, con estas simetrías ha sido estu-

diada la invariancia de Poincaré twist de TCNC [113]. Como el álgebra de trans-

formaciones sobre los campos primarios es la misma que en el caso conmutativo,

la clasificación de partículas en términos de sus representaciones finitas sigue sien-

do la misma que en aquel. No es claro aún si las simetrías twist pueden ser usadas

como principios de simetría para construir interacciones consistentes en TCNC

[40], aunque tal vez pueden ser consideradas como un primer paso en esa direc-

10Este hecho ha sido notado también en el caso de transformaciones de norma twist [39, 40].
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ción. Sin embargo, es aún un problema abierto construir corrientes conservadas

asociadas a estas simetrías (no existe formulación del teorema de Noether para

ellas).

Por otro lado, han sido propuestas teorías de norma no–conmutativas con sime-

trías de norma twist como elemento constructivo [12, 116]. Sin embargo, parece

que tales simetrías no están en armonía con los principios de una teoría de nor-

ma. En el caso conmutativo, dada una teoría con campos de materia que tienen

simetrías internas globales, al hacerlas locales resulta que las derivadas parciales

de los campos no pertencen a la representación del álgebra de Lie del grupo de

norma a la que pertenecen los campos, y por esto se introducen los campos de

norma. En el caso no–conmutativo, si la simetría de norma es una simetría twist,

las derivadas de los campos pertenecen a la representación a la que pertenecen

los campos, y pareciera que los campos de norma nunca son necesarios [39]. Para

hacer congruente la construcción se ha intentado introducir un twist definido con

derivadas covariantes en lugar de derivadas parciales [40], pero esto no resuelve

el problema porque no satisface la definición de un twist como deformación de la

estructura de Hopf del álgebra de transformaciones de los campos.

3.3. Implementación variacional modificada

Por definición una simetría de un sistema físico es una transformación de las va-

riables dinámicas que lleva una solución a las ecuaciones de movimiento a otra.

En el caso de una TCNC, el espacio de soluciones es un subconjunto del álge-

bra (deformada) no–conmutativa a la que pertenecen los campos, en la que los

mismos se multiplican con el producto-?. Si una transformación cambia este pro-

ducto, cambia el álgebra de funciones, y se pierde la idea convencional de sime-
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tría. Es razonable entonces pedir que cualquier implementación de simetrías en el

espacio de Moyal deje invariante al producto-?. En el caso de transformaciones o

difeomorfismos twist del espacio–tiempo, la invariancia del producto-? se postula.

Las componentes de θ son elementos de una matriz constante (es decir, números)

que no transforman, y esto es complementado con el hecho de que las derivadas

parciales que aparecen en la definición del producto-? no transforman tampoco11.

Con base en esta idea, en esta sección haremos un análisis simple de la invarian-

cia del producto-? que da como resultado la posibilidad de implementar como

simetrías del espacio–tiempo hasta transformaciones lineales en las coordenadas.

El aspecto clave de este análisis será que trataremos a θµν como las componentes

de un (2,0)-tensor. Esto hace a estas transformaciones completamente diferentes

de las prescritas para la invariancia twist de una TCNC. Así también es diferente

el papel de estos parámetros en las relaciones no–conmutativas entre las coorde-

nadas (sobre esto comentaremos más adelante). Luego veremos que para estas

transformaciones puede implementarse una prescripción variacional para lograr

la invariancia de la acción de una TCNC en el espacio de Moyal, o en su expansión

en ϑ con el producto puntual usual, que es análoga a la prescripción de simetria

twist (que sólo tiene sentido en el espacio de Moyal).

Es necesario remarcar que los dos conceptos de simetría en cuestión no son com-

parables pues parten de distintas hipótesis en lo que respecta a las propiedades

de transformación de θµν. A pesar de ello, la prescripción variacional que propon-

dremos puede usarse para simplificar enormemente la demostración de la invari-

ancia de cantidades físicas bajo la simetria twist, pues vamos a ver que, para el

caso de transformaciones lineales en las coordenadas, el resultado de ambas sobre

11Esta es una manera de leer la ecuación (3.11), pues el operador F−1 aplica n derivadas par-
ciales a los campos en el término que tiene n θ’s, y sin embargo éste aún transforma con el producto
de las representaciónesR de los campos –independientemente de cuáles sean éstas–.
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el producto-? de dos campos arbitrarios es el mismo.

3.3.1. Invariancia del producto-?

Consideremos las posibles propiedades de transformación del producto-? bajo

todas las simetrías de la métrica ηµν del espacio–tiempo plano en D dimensiones.

Estas provienen de la ecuación de Killing conforme

∂µξν + ∂νξµ =
2
D

ηµν∂σξσ, (3.14)

cuya solución general es

ξµ = aµ + λµ
νxν + cxµ + bνηνρxρxµ − 1

2
bµηνρxνxρ. (3.15)

El parámetro aµ corresponde a traslaciones, λµν a transformaciones de Lorentz,

c a dilataciones, y bµ a transformaciones conformes especiales. Al implementar

cualquiera de las simetrías (3.15) sobre un producto-? entre campos permitiremos

que todos los factores transformen, incluso el producto-?. Para esto, a diferencia

de lo que pasa en simetrías twist, supondremos que θµν transforma como las com-

ponentes de un (2,0)-tensor (sea en la definición del producto-?, o en cualquier

otra expresión que contenga los campos, sus derivadas, la métrica de fondo, y θ).

Así, el cambio infinitesimal de θ, del mismo orden infinitesimal que la variación

de las coordenadas, está dado por la derivada de Lie como

δθµν = −Lξθµν = −ξρ∂ρθµν + ∂ρξµθρν + ∂ρξνθµρ. (3.16)

Si θ′µν = θµν + δθµν, es fácil ver que sólo transformaciones afines xµ 7→ x′µ =

xµ + ξµ, con ξµ = Bµ
νxν + aµ (donde Bµ

ν y aµ son una matriz y un vector constan-
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tes respectivamente), son tales que θ′ es independiente de las coordenadas. De las

simetrías (3.15) sólo las transformaciones de Weyl son de esta forma. Lo que quer-

emos mostrar a continuación es que el producto-? es invariante ante este grupo

de transformaciones del espacio–tiempo.

Para verlo tomemos la definición del producto-? en términos del operador (3.10).

Si luego de una transformación de Weyl el nuevo producto-?′ se escribe en térmi-

nos de un operador análogo F ′−1 en el parámetro no-conmutativo transformado

θ′ constante12 y las derivadas parciales transformadas de acuerdo con la regla de

la cadena

F ′−1 ≡ exp (
iϑ
2

θ′αβ∂′α ⊗ ∂′β)

=
∞

∑
n=0

(iϑ/2)n

n!
θ′µ1ν1 · · · θ′µnνn

(
∂′µ1
· · · ∂′µn ⊗ ∂′ν1

· · · ∂′νn

)
,

en esta expansión se tiene para el término de orden n en ϑ

θ′µ1ν1 · · · θ′µnνn = (θµ1ν1 + δθµ1ν1) · · · (θµnνn + δθµnνn)

= θµ1ν1 · · · θµnνn + δ(θµ1ν1 · · · θµnνn)

= θµ1ν1 · · · θµnνn +
n

∑
i=1

θµ1ν1 · · · δθµiνi · · · θµnνn ,

12Sólo así el producto-?′ es un producto de Moyal.
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y para el producto de n derivadas parciales13

∂′ρ1
· · · ∂′ρn = (δσ1

ρ1 − ∂ρ1ξσ1)∂σ1 · · · (δσn
ρn − ∂ρn ξσn)∂σn

= (δσ1
ρ1 − ∂ρ1ξσ1) · · · (δσn

ρn − ∂ρn ξσn)∂σ1 · · · ∂σn

=

(
δσ1

ρ1 · · · δ
σn
ρn −

n

∑
i=1

δσ1
ρ1 · · · (∂ρi ξ

σi) · · · δσn
ρn

)
∂σ1 · · · ∂σn , (3.17)

donde hemos usado que ∂ρξσ es una constante. Así, tenemos al final que

θ′µ1ν1 · · · θ′µnνn ∂′µ1
· · · ∂′µn ⊗ ∂′ν1

· · · ∂′νn = θµ1ν1 · · · θµnνn ∂µ1 · · · ∂µn ⊗ ∂ν1 · · · ∂νn

−
n

∑
i=1

[θµ1ν1 · · · θµnνn(δα1
µ1 · · · δ

αn
µn δ

β1
ν1 · · · ∂νi ξ

βi · · · δβn
νn

+ δα1
µ1 · · · ∂µi ξ

αi · · · δαn
µn δ

β1
ν1 · · · δ

βn
νn )

− θµ1ν1 · · · δθµiνi · · · θµnνn δα1
µ1 · · · δ

αn
µn δ

β1
ν1 · · · δ

βn
νn ]∂µ1 · · · ∂µn ⊗ ∂ν1 · · · ∂νn . (3.18)

El término i’ésimo en la suma de la expresión anterior se puede reescribir de la

forma

θµ1ν1 · · · θµi−1νi−1
[
δα1

µ1 · · · δ
αi−1
µi−1δ

β1
ν1 · · · δ

βi−1
νi−1

(
θµiνi δ

αi
µi ∂νi ξ

βi + θµiνi ∂µi ξ
αi δ

βi
νi

− δθµiνi δ
αi
µi δ

βi
νi

)
δ

βi+1
νi+1 · · · δ

βn
νn δ

αi+1
µi+1 · · · δ

αn
µn

]
θµi+1νi+1 · · · θµnνn .

Si pasa que

θαiνi ∂νi ξ
βi + θµiβi ∂µi ξ

αi − δθαiβi = 0, (3.19)

resulta entonces de (3.18) que F ′−1 = F−1 y por lo tanto ?′ = ?. La expresión

(3.19) corresponde a la transforamción de θµν como las componentes de un (2,0)-

tensor constante. Por lo tanto, si transformamos de manera covariante a θµν y las

13Con ∂′µ = ∂xν

∂x′µ ∂ν y ∂xν

∂x′µ = δν
µ − ∂µξν.
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derivadas parciales, el producto-? es invariante bajo transformaciones de Weyl. Es-

tas son las únicas transformaciones tales que ∂ρξσ es una constante y así hacen ver-

dadera la ecuación (3.17). Ésta es básica para lograr la invariancia del producto-?.

Al mismo tiempo, sólo éstas transforman a θ en un tensor θ′ constante. Transforma-

ciones de mayor orden en las coordenadas, como las transformaciones conformes

especiales, no hacen verdadera la ecuación (3.17), y dejarían una θ′ dependiente de

las coordenadas. A pesar de que θ es diferente en diferentes marcos de referencia,

como transforma como un tensor pueden construirse algunos invariantes como

por ejemplo ηµαηνβθµνθαβ. Este objeto y no θµν sería un observable de la teoría.

El argumento llevado a cabo es en pocas palabras una justificación heurística de

cuáles son las simetrías globales del espacio–tiempo permitidas en TCNC. Hemos

fundamentado esta limitante en la invariancia del producto-?, que nos asegura

que el álgebra de funciones donde vive el espacio de soluciones no está cam-

biando. Con base en esta idea, construímos en los siguientes párrafos una imple-

mentación de estas simetrías del espacio–tiempo sobre la acción de una TCNC en

términos de una derivada variacional modificada.

3.3.2. Derivada variacional modificada

Examinemos por un momento la trasformación twist del producto-? de dos cam-

pos escalares φ1(x) y φ2(x) bajo un cambio infinitesimal y lineal de las coorde-

nadas. Esto es, dada la transformación de coordenadas xµ 7→ xµ + ξµ con ξµ =

Bµ
ν xν, se tiene que δξφ1(2) = −ξρ∂ρφ1(2), y así la ecuación (3.13) correspondiente

a la variación δξ(φ1(x) ? φ2(x)) está dada por los dos primeros términos que con-

tienen la transformación primaria de los campos, y un tercero que explícitamente
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es

φ1(x)(δξ?)φ2(x) =
(−iϑ)

2
θµν
(
[∂µ, δξ,1]φ1 ? ∂νφ2 + ∂µφ1 ? [∂ν, δξ,2]φ2

)
+O(ϑ2),

con [∂µ, δξ,1(2)]φ1(2) = −(∂µξρ)∂ρφ1(2) = −Bρ
µ∂ρφ1(2). Es fácil convencerse que en

tanto ξµ es lineal en las coordenadas, términos de mayor orden en ϑ de la expre-

sión anterior se anulan. La forma final de la transformación twist de la multipli-

cación de los campos es

δξ(φ1(x) ? φ2(x)) = (−ξρ∂ρφ1) ? φ2 + φ1 ? (−ξρ∂ρφ2)

+ i
ϑ

2

(
θρνBµ

ρ + θµρBν
ρ

)
∂µφ1 ? ∂νφ2. (3.20)

Lo que queremos hacer notar aquí es que el último término se obtiene también

haciendo la variación de φ1 ? φ2 con respecto a θµν, tomando δθµν ≡ −Lξθµν:

δθ(φ1 ? φ2) ≡
1
2
(δθµν)

∂(φ1 ? φ2)
∂θµν = i

ϑ

2

(
θρνBµ

ρ + θµρBν
ρ

)
∂µφ1 ? ∂νφ2,

con la condición de “ortogonalidad” ∂θαβ

∂θµν = δα
µδ

β
ν − δα

ν δ
β
µ (el factor 1

2 frente a δθ ∂
∂θ

está porque la suma implícita sobre los índices repetidos corre en todos los valores

de éstos, pero hay la mitad de compontentes θµµ independientes).

Con base en esta observación veremos que es posible modificar de manera general

la implementación variacional usual de transformaciones de Weyl sobre la acción

de una teoría de campos con una variación de la misma proveniente de un cambio

en los parámetros θµν y obtener así la invariancia de una TCNC ante simetrías del

espacio–tiempo. En esta sección construímos así las simetrías de una TCNC cor-

respondientes a las transformaciones de invariancia del producto-? de la sección

anterior.
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Junto con la hipótesis asumida sobre el carácter tensorial de θµν bajo transforma-

ciones de Weyl de la sección anterior, asumiremos además que el contenido de

campos de una TCNC está en las representaciones a la que pertenecen en la teoría

de la cual ésta es su deformación no–conmutativa (justo como en el caso de simetrí-

as twist, donde los campos primarios transforman de acuerdo con la prescripción

(3.9)). Por ejemplo, para la teoría no–conmutativa del campo escalar, φ(x) repre-

senta un escalar de Lorentz. Igualmente Aµ es un vector en la teoría de Maxwell

libre no–conmutativa14.

Consideremos la implementación variacional usual de simetrías del espacio–tiempo

en teorías de campo. Denotemos de manera genérica por φa los campos de una TC-

NC, con a un índice que indica la representación Ra a la que pertenece φa, y por

δξφa la variación de los campos bajo transformaciones de coordenadas dadas por

ξµ = aµ + λµ
νxν + cxµ = aµ + Bµ

νxν, con Bµ
ν ≡ λµ

ν + cδ
µ
ν . La derivada varia-

cional15 que implementa la transformación de coordenadas sobre la acción es

Wφ
ξ ≡ δξφa(y)

δ

δφa(y)
, (3.21)

que actúa sobre el producto-? entre dos objetos U yV que dependen de los campos

y sus derivadas como una derivación (por construcción)

Wφ
ξ (U ? V) = (Wφ

ξ U) ? V + U ? (Wφ
ξ V).

Esta derivada no sirve para definir simetrías del espacio–tiempo de una TCNC,

y su problema es que no trata al producto-? de dos campos como un objeto en

14Referirse a la teoría de Maxwell “libre” no–conmutativa puede sonar a una contradicción, ya
que en este caso la teoría no es libre sino que se acopla con una especie de campo de fondo dado
por θ, a todos los órdenes de este parámetro.

15Estamos usando la convención de que por cada conjuto de coordenadas del espacio–tiempo
repetido hay una integral implícita sobre el mismo.
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el producto de las representaciones correspondientes (como sí lo logran las sime-

trías twist asumiendo esto como un postulado). Por ejemplo, es fácil ver que el

producto-? de dos campos escalares φ1 y φ2 transforma de acuerdo con la regla

Wφ
ξ [φ1(x) ? φ2(x)] = (Wφ

ξ φ1(x)) ? φ2(x) + φ1(x) ? (Wφ
ξ φ2(x))

= −ξα∂α(φ1(x) ? φ2(x))− i
ϑ

2
(θρβBα

ρ + θαρBβ
ρ )∂αφ1 ? ∂βφ2,

usando las identidades generales

xα(φ ? ψ) = (xαφ) ? ψ− iϑ
2

θαβ(φ ? ∂βψ)

= φ ? (xαψ) +
iϑ
2

θαβ(∂βφ ? ψ). (3.22)

La expresión anterior implica que φ1(x) ? φ2(x) no transforma como un escalar.

El hecho anterior implica que Wφ
ξ no puede proveernos de una simetría para la

TCNC en cuestión. Sin embargo, esta derivada variacional puede “complemen-

tarse” con una variación de los términos de la acción debida a la transformación

de θµν

Wξ ≡Wφ
ξ + Wθ

ξ , (3.23)

donde el término Wθ
ξ actúa sobre el producto U ? V como

Wθ
ξ (U ? V) = (Wθ

ξ U) ? V + U ? (Wθ
ξ V) +

iϑ
2

(δθαβ)(∂αU ? ∂βV), (3.24)

con Wθ
ξ U ≡ 1

2 δθαβ ∂U
∂θαβ , y δθαβ ≡ −Lξθαβ = ∂ρξαθρβ + ∂ρξβθαρ.

La caracterítica básica detrás de la definición (3.23), que es el paunto central de

esta sección , es que con ella el producto-? de campos transforma en la repre-

sentación correspondiente al producto de las representaciones a las que pertenecen
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los factores. Por ejemplo, bajo la acción de Wξ la intensidad de campo F̂µν =

∂µ Âν − ∂ν Âµ − i[Âµ, Âν]? de la teoría de Maxwell no–conmutativa transforma co-

mo un tensor: Wξ F̂µν = −Lξ F̂µν, de manera análoga a las propiedades de transfor-

mación del tensor de intensidad de campo no deformado Fµν en la teoría conmu-

tativa correspondiente. Este hecho es suficiente para que la implementación dada

por (3.23) de una simetría del espacio–tiempo en TCNC. De manera colateral, Wξ

no es una derivación del producto-? de dos campos básicamente debido al tércer

término en la ecuación (3.24).

Comparado con las simetrías twist, la implementación que hemos definido en esta

sección es similar a aquella en un aspecto básico: Ambas reconocen el producto-?

de dos campos en la representación correspondiente al producto de las representa-

ciones a la que pertenece cada campo. Sin embargo, estas dos simetrías son distin-

tas en varios aspectos. La primera distingue a los campos como objetos primarios

y el producto-? entre ellos como un objeto no primario (“secundario”, o derivado),

mientras que la acción de (3.23) contempla a todos los objetos del modelo (θ, los

campos, y sus derivadas) en el mismo nivel. En este mismo sentido las transfor-

maciones de simetría twist no cambian θµν siendo éstas las componentes de una

matriz, mientras que para la implementación variacional éstas son las componetes

de un tensor que transforma covariantemente16, lo que implica incluso considerar

explícitamente la dependencia de los campos con respecto a este parámetro (ver

(3.24)).

Hasta donde vimos, y por las restricciones impuestas por la invariancia del producto-

?, la implementación variacional modificada que hemos definido sólo funciona

para simetrías de Weyl, mientras que la prescripción twist de simetrías se puede

16Esto es complementado en el primer caso con que las derivadas de los campos transforman
en la misma representación que los campos mismos, mientras que (3.23) da cuenta del carácter de
los índices de las derivadas parciales de los campos mediante la derivada variacional (3.21).
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implementar para cualquier difeomorfismo del espacio–tiempo. En este caso par-

ticular, y cuando los campos no dependen en su argumento de θ, ambas simetrías

dan el mismo resultado aplicadas sobre el producto-? de dos campos en cualquier

representación. Esto es, dado φ1 y φ2 tal que
∂φ1(2)

∂θ = 0, y el cambio de coordenadas

xµ 7→ xµ + ξµ con ξµ = Bµ
ν xν, se tiene para la transformación twist que

δξ(φ1(x) ? φ2(x))

= δξ,1φ1(x) ? φ2(x) + φ1(x) ? δξ,2φ2(x) +
iϑ
2

δθαβ(∂αφ1 ? ∂βφ2), (3.25)

mientras que para la implementación variacional recién definida

Wξ(φ1(x) ? φ2(x)) = Wφ
ξ (φ1(x) ? φ2(x)) + Wθ

ξ (φ1(x) ? φ2(x))

= (Wφ
ξ φ1(x)) ? φ2(x) + φ1(x) ? (Wφ

ξ φ2(x)) +
iϑ
2

δθαβ(∂αφ1 ? ∂βφ2),

donde

δθαβ = θρβ∂ρξα + θαρ∂ρξβ.

Como tanto la implementación twist y variacional toman los campos en sus repre-

sentaciones usuales, de (3.21) se tiene para φ1 (y análogamente para φ2)

Wφ
ξ φ1(x) = (δξφa(y))

δφ1(x)
δφa(y)

= (δξφa(y))δa
1δ(x− y) = δξ,1φ1(x)

(δa
1 indica que el índice a se fija en el índice correspondiente a la representación

del campo φ1). Por lo tanto Wξ(φ1(x) ? φ2(x)) = δξ(φ1(x) ? φ2(x)), y la simetría

twist y la implementación variacional Wξ dan el mismo resultado actuando sobre

el producto-? de dos campos (y así sobre el lagrangiano de un modelo dado).

Una ventaja de la definición que hemos construído sobre la prescripción twist es
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que, por tratar a todos los objetos del modelo en el mismo nivel (sin distinción

de objetos primarios y derivados), se puede aplicar en cualquier contexto, en el

espacio de Moyal con producto-?, o a cualquier expansión en ϑ de la acción no–

conmutativa. Por ejemplo, en el caso de teorías de norma no–conmutativas, la

implementación variacional modificada propuesta puede aplicarse a la expasión

en ϑ en los campos “conmutativos” luego del mapeo de SW. Siendo así, y en vista

de la equivalencia del párrafo anterior, podríamos (aventurarnos a) afirmar que

la implementación variacional que hemos definido es la representación de la si-

metría twist en la teoría de norma conmutativa equivalente luego del mapeo de

SW.

La equivalencia entre las simetrías twist tomando θ como una matriz, y la imple-

mentación dada por (3.23) asumiendo la interpretación de θ como un tensor ya

había sido notado por los autores de [101, 102]. En esta referencia además los au-

tores afirman que el carácter tensorial de θ está oculto en el formalismo de las

transformaciones de Lorentz twist, y que de hecho esta covariancia puede enten-

derse en el marco del modelo de no–conmutatividad que proviene de las rela-

ciones de incertidumbre asociadas a la imposibilidad de localizar puntos en las

escalas más pequeñas de longitud [55, 56].

En la siguiente sección veremos que usando la implementación de simetrías dada

por (3.23) se puede probar la invariancia de Weyl de la teoría de Yang-Mills no–

conmutativa.

3.3.3. Invariancia de Weyl de Yang-Mills no–conmutativa

El análisis de simetrías globales que queremos presentar aquí puede plantearse

para una teoría de norma en el espacio de Moyal o para su teoría equivalente por

96



IMPLEMENTACIÓN VARIACIONAL MODIFICADA

medio del mapeo de SW. Para los propósitos del siguiente capítulo nos será útil

trabajar con la teoría no–conmutativa de Yang-Mills (YMNC) luego del mapeo de

SW de los campos y parámetros de norma.

Usando este mapeo, la teoría de YMNC con su simetría de norma-? se escribe

en términos de una teoría con infinitos vértices (locales), y la simetría de norma

usual (conmutativa) de Yang-Mills. La redefinición ÂB
µ ≡ f B

µ ([A], θ; ϑ) del campo

de norma no–conmutativo en términos del campo AB
µ conmutativo se sustituye

en la acción no–conmutativa

SYMNC = −1
4

∫
(dx)4tr

[
F̂µν F̂µν

(
Â = f ([A], θ; ϑ)

)]
≡
∫

(dx)DLe f ([A], θ; ϑ),

(3.26)

y de esta manera se define el lagrangiano efectivo Le f de la teoría de YMNC en el

espacio conmutativo. La traza en la expresión anterior se toma sobre el índice B

que corre en el conjunto de generadores del grupo de Lie de norma (ver sección

B.1 del apéndice B).

El término a primer orden en el parámetro de deformación ϑ del lagrangiano efec-

tivo está dado por [14]

SYMNC =
∫

(dx)4(Le f (0)([A], θ) + Le f (1)([A], θ; ϑ) + O(ϑ2))

≡ −1
4

∫
(dx)Dtr

(
FµνFµν +

iϑθαβ

2
(−FαβFµνFµν + 4FαµFβνFµν) + O(ϑ2)

)
. (3.27)

A órdenes mayores en ϑ la expresión de Le f es bastante complicada [96, 114] y con

muchos términos. Sin embargo, el mapeo del tensor de intensidad de campo F̂µν
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tendrá la forma genérica

F̂µν = Fµν + ϑθαβ fαβµν + ϑ2θα1β1θα2β2 fα1β1α2β2µν + ...

=
∞

∑
n=0

ϑnθα1β1 ...θαnβn fα1β1···αnβnµν, (3.28)

donde las expresiones fα1β1...αnβnµν pueden contener a Aρ, Fµν y sus derivadas17

(pero no a θ). Por simplicidad en la notación definimos para cada n = 0, 1, 2, . . .

las expresiones
(n)
fµν≡ θα1β1 ...θαnβn fα1β1...αnβnµν (3.29)

(con
(0)
fµν≡ Fµν). En esta notación, el índice (n) indica que tal expresión está consti-

tuída por n factores θµν’s, y un factor que tiene n pares de índices que se contraen

con éstas. Todos los índices de este factor provienen de su dependencia en Aρ, Fµν

y sus derivadas, y por lo tanto se portan como índices tensoriales para transforma-

ciones lineales de las coordenadas del espacio–tiempo. Hemos asumido que θµν

es un tensor de tipo (2, 0), y así las expresiones (3.29) son tensores de tipo (0, 2)

(como lo es F̂µν).

El lagrangiano efectivo de (3.26) se expande usando esta notación en una serie

perturbativa en el parámetro ϑ de la forma

Le f = −1
4

∞

∑
k=0

ϑkLe f (k), donde Le f (k) =
k

∑
i=0

(i)
fµν

(k−i)
f µν .

Lo que queremos hacer notar aquí es que todos los términos de Le f son de la forma

(n)
fµν

(m)
f µν, n, m ∈ {0, 1, 2, ... | n + m = k}, (3.30)

17Con la “condición inicial” θα1β1 ...θαn βn fα1β1...αn βnµν |n=0≡ Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ − i[Aµ, Aν].
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para toda k = 0, 1, 2, .... Si cada una de estas expresiones es invariante (en el senti-

do noetheriano) ante una transformación de simetría dada, entonces dicha trans-

formación será una simetría de la acción (3.26) completa18. En particular esto pasa

para las transformaciones de Weyl que estudiamos en la sección 3.3.2.

Del enunciado usual del teorema de Noether [78], una transformación φa 7→ φa +

Qa([φ], x) de los campos de una teoría es una simetría del lagrangiano L([φ], x) si

existe jµ tal que
δL
δφa Qa + ∂µ jµ = 0.

En el caso del lagrangiano no–conmutativo de (3.26) denotamos esta condición

con
δLe f

δAA
µ

QA
µ + ∂µ jµ = 0.

Junto con la expansión en potencias de ϑ del lagrangiano Le f proveniente del

mapeo de SW, en el caso más general podemos sustituir en la ecuación anterior

una expansión similar para QA
µ dada por

QA
µ ≡ Q(0)A

µ + ϑQ(1)A
µ + ϑ2Q(2)A

µ + . . . ,

para contemplar la posibilidad de que la transformación de los campos se de-

forme. Así, a cada orden k en ϑ se tienen ecuaciones de consistencia similares

a las que se obtienen en el caso de deformaciones consistentes de simetrías de

norma (ver ecuación (C.2) en el apéndice C). A cero orden en ϑ estas ecuaciones

implican la invariancia de Weyl usual de Yang-Mills conmutativa, satisfecha con

Q(0)A
µ ≡ δξ AA

µ = −Lξ AA
µ y j(0)µ = −ξµLe f (0)19. A primer orden en ϑ la ecuación

18En la acción aparacen factores asociados a la métrica que no hemos escrito explícitamente. La
expresión

√−ηηµαηνβ es invariante en D = 4 bajo el grupo conforme completo.
19En el mismo sentido del lagrangiano y las simetrías deformadas, si las ecuaciones de consis-

tencia tienen solución la corriente también se ve deformada en potencias de ϑ: jµ = j(0)µ + ϑj(1)µ +
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de consistencia toma la forma

δLe f (1)

δAA
µ

δξ AA
µ +

δLe f (0)

δAA
µ

Q(1)A
µ + ∂µ j(1)µ = 0. (3.31)

Esta ecuación tiene la solución trivial Q(1)A
µ = 0 si δξ AA

µ es una simetría del la-

grangiano a primer orden en ϑ. Esto último se cumple bajo las simetrías de Weyl

que hemos prescrito en la sección 3.3.2, y el hecho de transformar θ como un tensor

es crucial para ello. Así, de la solución a (3.31) uno podría calcular la corrección

j(1)µ a primer orden en ϑ a la corriente conservada.

Este análisis ya ha sido estudiado por los autores de [14] pero tomando θµν como

las componentes de una matriz. De acuerdo con este análisis sólo transformacio-

nes de Poincaré que además preserven θ (en la forma Lξθµν = 0) serían simetrí-

as globales de la teoría de Yang-Mills no–conmutativa. La diferencia entre aquel

análisis y el que hacemos aquí es que nosotros desde el principio tomamos θ como

un tensor, y como tal transforma ante simetrías globales del espacio–tiempo. La

restricción sobre las posibles simetrías globales de YMNC provienen en nuestro

caso por las que hacen que el producto-? sea invariante.

De manera general, consideremos la acción de la derivada variacional modifica-

da (3.23) sobre una cualquiera de las expresiones (3.29). Como ∂σξρ es constante

tenemos que [L, ∂µ] = 0, y entonces

Wξ

(n)
fµν= −∑

k=0
∂µ1 ...∂µkLξ AA

α

∂
(n)
fµν

∂AA
α,µ1...µk

− 1
2
Lξθαβ ∂

(n)
fµν

∂θαβ
= −Lξ

(n)
fµν

. . . .
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(∂AA
α,µ1....µk

≡ ∂µ1 . . . ∂µk AA
α ). Usando la ecuación de Killing (3.14) tendremos que

δξ(
(n)
fµν

(m)
f µν) = −Lξ(

(n)
fµν

(m)
f µν) = −∂ρ(ξρ

(n)
fµν

(m)
f µν).

Por lo tanto, las ecuaciones de consistencia similares a (3.31) para para todos los

órdenes k en ϑ son satisfechas con QA
µ = Q(0)A

µ = δξ AA
µ . De aquí podemos concluir

que la simetría de Weyl en Yang-Mills no–conmutativa no está obstruída.

3.4. Discusión: Covariancia vs. Invariancia

En este capítulo hemos construído una implementación de simetrías del espacio–

tiempo en TCNC que nos permite en particular reconocer la invariancia de Lorentz

de las mismas. Para ello hemos tomado a los parámetros no–conmutativos θµν co-

mo las componentes de un tensor que transforma covariantemente, y no como

elementos de una matriz. Así, en lugar de tener a este objeto como invariante de

las transformaciones de simetría de la teoría, tenemos la invariancia del producto-

? bajo las mismas. Esto nos permite tener hasta transformaciones lineales en las

coordenadas como simetrías del espacio–tiempo plano. La implementación de las

simetrías sobre el lagrangiano de un modelo dado se lleva a cabo mediante la

derivada variacional modificada (3.23) que reconoce el carácter tensorial apropia-

do de multiplicaciones entre campos con producto-?, considerando la dependen-

cia de estos términos respecto a los campos, sus derivadas, y θµν.

Esta derivada variacional modificada ya había sido reconocida por los autores

de [21], donde se hacen compatibles esta simetría para la teoría de Yang-Mills no–

conmutativa con la simetría de norma-? de la misma. En esta aproximación sin em-

bargo el “ajuste” de la derivada variacional ordinaria con términos provenientes
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de la variación debida al cambio en θµν se hace de manera ad hoc para recuperar

la simetría del espacio–tiempo en cuestión20. Aquí hemos visto que dicha modi-

ficación puede motivarse en la forma de las simetrías twist para el mismo tipo

de transformación de coordenadas (aplicable a cualquier TCNC). La observación

que usamos para construir la derivada variacional modificada (3.23) también nos

permite hacer el siguiente planteamiento general sobre la variación de los campos

y el producto-? entre ellos cuando cambiamos el punto en el que están evaluados

estos objetos.

Sea la transformación del producto-? de dos campos dada por

φ′1(x′; θ′) ?′ φ′2(x′; θ′) = (D1φ1(x; θ)) ? (D2φ2(x; θ)) , (3.32)

cuando el punto y los parámetros no–conmutativos cambian del conjunto {x, θ}

al conjunto {x′, θ′}. Como en el caso de simetrías twist, asumiremos que D1 y D2

actúan de acuerdo a las representaciones usuales de los campos; éstas son las del

grupo ISO(3, 1) oridnario para el caso de la invariancia de Poincaré. Si la pareja

{x′, θ′} está dada por un desplazamiento infinitesimal arbitrario tanto para las

coordenadas como los parámetros no–conmutativos, xµ 7→ x′µ = xµ + ξµ y θµν 7→

θ′µν = θµν + δθµν, de manera estándar y completamente general podemos definir

dos tipos de transformaciones infinitesimales, una evaluada en el mismo punto y

20El cambio en los parámetros no–conmutativos se justifica en la distinción de dos tipos de
transformaciones de Lorentz, las de observador y las de partícula [21, 31]. Las transformaciones de
observador son tales que las configuraciones locales de las variables dinámicas y los campos de
fondo (en este caso θ) transforman covariantemente, dejando la física intacta. Las transformaciones
de Lorentz de partícula cambian solamente las configuraciones locales de las variables dinámicas
en un marco fijo asociado a un cierto observador, y no cambian los campos de fondo, pero sí la
física. En el espacio–tiempo plano estos dos tipos de transformaciones de Lorentz coinciden, pero
cuando hay curvatura o campos de fondo no.
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otra en puntos diferentes [78]

γ(φ1 ? φ2) ≡ φ′1(x′; θ′) ?′ φ′2(x′; θ′)− φ1(x; θ) ? φ2(x; θ),

γ̂(φ1 ? φ2) ≡ φ′1(x′; θ′) ?′ φ′2(x′; θ′)− φ1(x′; θ′) ?′ φ2(x′; θ′),

relacionadas por la fórmula

γ̂(φ1 ? φ2) = γ(φ1 ? φ2)− [φ1(x′; θ′) ?′ φ2(x′; θ′)− φ1(x; θ) ? φ2(x; θ)].

En esta expresión no hemos asumido nada sobre la naturaleza del producto-?′

transformado, ni una relación entre el cambio en las coordenadas ξ y el cambio

δθ. En el caso de transformaciones de Weyl tenemos que ? = ?′, y así la expresión

anterior se escribe

γ̂(φ1 ? φ2) = γ(φ1 ? φ2)−
[
φ1(x; θ) ? (ξρ∂ρφ2 +

1
2

δθαβ ∂φ2

∂θαβ
)

+ (ξρ∂ρφ1 +
1
2

δθαβ ∂φ1

∂θαβ
) ? φ2(x; θ)

]
, (3.33)

de donde podemos hacer dos observaciones:

1. La variación γ realiza la transformación de los campos de acuerdo con su

representación. Esto es, si por ejemplo φ1,2 ≡ φµ es un campo vectorial, en-

tonces se tiene que

φ′µ =
∂xν

∂x′µ
φν ⇒ γφµ ≡ φ′µ(x′)− φµ(x) = −(∂µξν)φν,
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y así

γ(φµ ? φν) =
( ∂xα

∂x′µ
φα

)
?
( ∂xβ

∂x′ν
φβ

)
− φµ ? φν

= φµ ? (−∂νξβφβ) + (−∂µξαφα) ? φν.

2. Mientras tanto, el término entre paréntesis cuadrados en (3.33) toma en cuen-

ta el cambio que proviene de la dependencia en las coordenadas del espacio–

tiempo, y del cambio explícito en el parámetro θ.

Tomemos por ejemplo φ1 y φ2 dos tensores cualesquiera. De la sustitución en (3.33)

de la acción de γ para las representaciones correspondientes a estos campos es

fácil llegar al resultado siguiente

γ̂(φ1 ? φ2) = φ1 ?

(
δ2,ξφ2 −

1
2

δθαβ ∂φ2

∂θαβ

)
+
(

δ1,ξφ1 −
1
2

δθαβ ∂φ1

∂θαβ

)
? φ2 (3.34)

(δ1(2),ξ es el operador infinitesimal correspondiente a D1(2)). Luego, si la variación

de los parámetros no–conmutativos δθµν ≡ −Lξθµν corresponde a la de un tensor

tipo (2, 0), usando las identidades (3.22) en la expresión anterior es posible extraer

e identificar el operador

γ̂ = δξ −
1
2

δθαβ ∂

∂θαβ
. (3.35)

Este operador se comporta como derivación del producto-? entre campos (es decir,

actúa sobre éste con la regla de Leibniz). La acción de γ̂ sobre la multiplicación de

dos tensores con producto-? de acuerdo con la regla de Leibniz como en (3.34) se

dice que es una acción covariante sobre este producto21. Sería muy interesante tener

una implementación covariante de simetrías del espacio–tiempo en este sentido,
21La acción de una transformación finita definida por un campo vectorial v sobre funciones que

toman valores en una variedad diferencial es covariante si dicha acción es tal que

v( f · g) = (v f ) · (vg).
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que actuaran como derivaciones del producto-? como lo hace (3.35). Si así fuera,

muchas de las concepciones geométricas usuales de transformaciones actuando

sobre campos serían aplicables (como por ejemplo el teorema de Noether en su

forma conocida).

Si δξ ya corresponde a una simetría en TCNC, la pregunta sería si γ̂ dada por

(3.35) es o puede ser una simetría. Si tomamos δξ como Wξ de la prescripción

(3.23) definida en la sección 3.3.2, entonces γ̂ actúa de la misma manera sobre poli-

nomios en θ, los campos, y sus derivadas que la derivada variacional (3.21). Con

esta prescripción, δξθµν = δθµν 6= 0, y así γ̂θµν = 0, es decir, γ̂ no mueve los

parámetros no–conmutativos. Sin embargo, como δξ = Wξ ya es una simetría, el

término 1
2 δθαβ ∂

∂θαβ actuando sobre el lagrangiano tendría que contribuir con térmi-

nos de borde para que γ̂ diera también una simetría. Desafortunadamente este no

es el caso.

Si en cambio en (3.35) implementamos δξ como la simetría twist, entonces δξθµν =

0 y γ̂θµν = −δθµν. Hay en la literatura una aproximación a las transformaciones

del espacio–tiempo en TCNC que es congruente con esta segunda elección. La ex-

istencia del operador (3.35) ya había sido notada por los autores de [71], donde

construyen de manera similar un conjunto de generadores de simetría deforma-

dos para TCNC que satisfacen el álgebra de Lie estándar del grupo de transfor-

maciones de Weyl. Siguiendo la idea de [21] en torno a las transformaciones del

espacio–tiempo desde el punto de vista de observador, los autores deforman los

generadores diferenciales Gξ = −ξρ∂ρ estándar del grupo de Weyl con un término

proporcional al cambio en θ definiendo los nuevos generadores dados por

Gθ
ξ ≡ Gξ −

1
2

δξθαβ ∂

∂θαβ
. (3.36)

En el caso infinitesimal v = 1 + εω, con ε � 1, la expresión anterior implica que ω( f · g) =
(ω f ) · g + f · (ωg) hasta términos proporcionales a ε2.
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Estos generadores satisfacen las mismas relaciones de conmutación que los no de-

formados, y también la regla de Leibniz actuando sobre f (x; θ) ? g(x; θ), con f , g

funciones del espacio de parámetros (x, θ). La definición (3.36) llega hasta transfor-

maciones afines de las coordenadas. La misma definición para transformaciones

más generales (polinomios de mayor orden en las coordenadas) resulta obstruída

en esta aproximación porque los generadores deformados resultantes no cumplen

con la regla de Leibniz actuando sobre el producto-? entre funciones.

En comparación con las simetrías twist del espacio–tiempo, la acción de los gener-

adores (3.36) no coincide con aquellas sino que se cumple la ecuación

m?(∆?(G) . f ⊗ g) = Gθm?( f ⊗ g) +
1
2

δξθµν ∂

∂θµν m?( f ⊗ g),

con m?( f ⊗ g) = f ? g, y ∆? el coproducto deformado (ver apéndice B). Desde

nuestro punto de vista esta ecuación corrobora el hecho de que las simetrías twist

y las simetrías generadas por γ̂ + 1
2 δξθµν ∂

∂θµν (análogo a Gθ
ξ + 1

2 δξθµν ∂
∂θµν = Gξ)

con γ̂ la derivada variacional (3.21) dan el mismo resultado actuando sobre un

producto-? entre campos.

En contraste con el argumento de los autores de [71], nosotros afirmamos que

Gθ
ξ , o γ̂ en nuestro análisis, no generan simetrías del espacio–tiempo, pues la ac-

ción de γ̂ es comparable a la acción de la derivada variacional (3.21) (que es una

derivación del producto-?). Si la parte dada por δξ en (3.35) realiza una simetría

del espacio–tiempo (en la versión twist o en términos de la implementación defini-

da en este capítulo), γ̂ será una simetría también solamente si 1
2 δθαβ ∂

∂θαβ da térmi-

nos de borde, pero éste no es el caso. Por lo tanto, no es posible tener simultáne-

amente transformaciones que sean covariantes del producto-? y den invariancias

de una TCNC.
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CAPÍTULO 4

Gravedad no–conmutativa

Existen sólidos argumentos que sustentan la idea de que el espacio–tiempo deja de

ser una variedad suave en las escalas más pequeñas de longitud. La idea básica es

que para explorar dentro de distancias de tamaño ` necesitamos proveer elemen-

tos de prueba cuya longitud de onda de Compton λC sea menor a `: λC = h̄
Mc < `,

lo que implica que M > h̄
c` . Siendo así, si ` ∼ λP con λP la longitud de Planck, sería

necesario contener energías del orden de la masa de Planck en un volumen muy

pequeño. En ese régimen de energía, considerando simultáneamente el principio

de Heisenberg y la teoría clásica de la gravedad de Einstein, surgen naturalmente

relaciones de incertidumbre entre las coordenadas del espacio–tiempo [55, 56], lo

que implica un límite fundamental en la posibilidad de hacer mediciones de la

posición de los elementos de prueba. Este hecho es característica de varias apro-

ximaciones a la cuantización de la gravedad, y en términos llanos implica que

la distinción de puntos en el espacio–tiempo no es posible. En este sentido mo-
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dificaciones de la gravedad debidas a la no–conmutatividad del espacio–tiempo,

siendo ésta una manera de modelar una incertidumbre fundamental entre las co-

ordenadas en el mismo, podrían dar algún tipo de información también presente

en la gravedad cuántica. En un contexto más amplio esta es una de las varias ex-

tensiones o deformaciones de la gravedad en las pequeñas escalas que han sido

estudiadas, entre ellas la corrección a la acción de Einstein-Hilbert que proviene

de la teoría de cuerdas.

En este capítulo proponemos un modelo de gravedad no–conmutativa inspirado

en una deformación consistente particular de teorías de norma1 (en el apéndice C

se presenta la idea general de este método). En el caso conmutativo, a partir del

modelo deformado puede reconstruirse la acción de Einstein-Hilbert en el formal-

ismo de primer orden de las tétradas. Esta acción resulta como un caso particular

de modelos de gravedad construídos sobre el espacio–tiempo de Weitzenböck,

caracterizado por tener curvatura nula y torsión diferente de cero. En el apéndice

D presentamos las nociones básicas de la estructura de este espacio–tiempo.

El capítulo está organizado de la siguiente manera. En la primera sección haremos

un recuento muy breve de algunas aproximaciones a la gravedad no–conmutativa

que pueden encontrarse en la literatura; el modelo que aquí propondremos puede

ubicarse en el contexto general de estas aproximaciones. En la sección 4.2 pre-

sentaremos una deformación consistente de la teoría de Maxwell que es una ma-

nera de hacer locales simetrías globales del fondo de esta teoría de norma [24]. El

resultado es una acción no polinomial en los campos que puede reescribirse como

la teoría de Maxwell en un fondo curvo. Este resultado recuerda la manera en que

puede obtenerse gravedad haciendo locales las simetrías globales del grupo de

Poincaré [22, 85, 99, 115], y de hecho inspirándose el método aquí presentado es

1Este trabajo lo hemos enviado para arbitraje [49].
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posible construir una teoría de gravedad haciendo locales sólo las traslaciones. En

la sección 4.3 generalizaremos al caso no–conmutativo usando el mapeo de SW

la deformación no polinomial mencionada, y con base en ella y la misma identi-

ficación que en el caso conmutativo propondremos un modelo de gravedad no–

conmutativa.

4.1. Antecedentes

Existen varias propuestas de gravedad no–conmutativa, cada uno de ellas retoman-

do algún aspecto relevante de cualquier modelo consistente de gravedad2. Un

problema difícil es tener viva la noción de transformación general de coordenadas

como simetría fundamental y mientras pretender que los parámetros θµν definidos

por

[xµ, xν] = iθµν

sean constantes, independientes del punto del espacio–tiempo. Como vimos en

el capítulo anterior, imponer que θµν sea constante implica restricciones sobre las

posibles simetrías globales de la métrica (plana) de fondo.

Para construir un modelo de gravedad no–conmutativo algunos autores han uti-

lizado una formulación de la gravedad como teoría de norma, y desde esta per-

spectiva implementan una analogía del mapeo de SW definido para modelos

de Yang-Mills no–conmutativos. En tanto no se conoce teoría de gravedad no–

conmutativa consistente en el espacio de Moyal (y de hecho podrían existir serios

obstáculos para encontrarla [1]), el mapeo de SW carece de sentido. Este mapeo se

toma simplemente como una redefinición de campos y parámetros inspirada en

2En [117] puede encontrarse un breve recuento de las características retomadas por varias
aproximaciones.
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su definición en teorías de norma no–conmutativas. Por ejemplo, tomando como

grupo de norma al grupo de Lorentz, las conexiones de espín como los campos

de norma, y las transformaciones que preservan la no–conmutatividad canónica

como simetría fundamental, en [27] el mapeo de SW se implementa sobre el ten-

sor de Riemann imitando al resultado del mismo para el tensor de intensidad de

campo de una teoría de Yang-Mills no–conmutativa. Al final se tiene una versión

no–conmutativa de la gravedad “unimodular”, dado que las transformaciones

que preservan θ son las que conservan volúmenes. Se ha intentado generalizar

estas propiedades de invariancia de θµν del espacio plano al espacio curvo tomán-

dolas como las componentes de un tensor covariantemente conservado [73]. Ahí,

sin deformar la geometría, se introducen correcciones no–conmutativas a la acción

de Einstein-Hilbert probando los posibles acoplamientos entre θµν y el escalar y el

tensor de curvatura.

En otra aproximación desde este punto de vista, en [42] se hace de norma primero

SO(4, 1) y luego una contracción a ISO(3, 1). Así, los campos de norma son las

conexiones de espín, y la contracción identifica algunas de éstas con las tétradas.

Para introducir no–conmutatividad desde esta perspectiva las conexiones de es-

pín se expanden en potencias de θ usando el mapeo de SW, y luego de la con-

tracción se sustituyen en la acción de gravedad en el espacio de Moyal, que es

la acción de Einstein-Hilbert habiendo reemplazado los productos ordinarios por

productos-?. Haciendo una expansión similar de las conexiones de espín en poten-

cias de θ en [68] se presenta una generalización no–conmutativa de la gravedad

topológica.

Una propuesta de gravedad no–conmutativa que ha recibido mucha atención re-

cientemente proviene de la deformación twist de simetrías del espacio–tiempo en

teorías de campo no–conmutativas [10]. Desde esta perspectiva primero se cons-
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truye el álgebra de difeomorfismos twist, y a partir de ésta una geometría dife-

rencial tal que el producto-? de dos tensores sea el tensor correspondiente. Luego

se definen una métrica, una conexión compatible con ésta, la derivada covariante

correspondiente, y el tensor de Riemman usando la definición usual sustituyen-

do todos los productos usuales por productos-?. Algo que debe notarse de esta

construcción es que está hecha en el espacio plano, y aún no existe generalización

clara de la misma al espacio curvo. Sin embargo, la crítica más contundente de es-

ta gravedad es que la acción no–conmutativa propuesta no tiene algunos vértices

que provienen del límite de Seiberg-Witten de la gravedad en teoría de cuerdas

[1]. Han sido estudiadas variantes de la gravedad no–conmutativa twist donde

por ejemplo se le asigna dinámica a los parámetros no–conmutativos [11, 86]; de

estas ideas aún no se conoce ninguna consecuencia importante. Hay también una

propuesta que retoma la construcción de la gravedad haciendo locales simetrías

globales del espacio–tiempo, pero haciendo de norma el grupo de transformacio-

nes de Poincaré twist [35]. El resultado padece los mismos problemas que tiene

introducir el twist en simetrías de norma de Yang-Mills no–conmutativa3 [37].

También ha sido estudiada la gravedad en espacios no–conmutativos a partir de

modelos matriciales de teorías de norma [110]. Existen soluciones a las ecuaciones

de movimiento de ciertos modelos matriciales de Yang-Mills en D dimensiones

que reproducen un espacio–tiempo de cuatro dimensiones con una estructura de

Poisson no–conmutativa identificando cuatro campos con los operadores hermíti-

cos asosciados a las coordenadas de dicho espacio. Estos espacios se interpretan

como una “brana” sumergida en un espacio de más dimensiones. El resto de los

campos se identifican con una métrica inducida en la brana, que en el límite semi-

3No es posible definir un producto-? (o un twist) con derivadas covariantes en lugar de deriva-
das parciales. En tal caso el producto se vuelve no–asociativo, y también se violan condiciones de
coasociatividad en la estructura de Hopf del álgebra de transformaciones de simetría (ver apéndice
B, sección B.3).
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clásico del modelo matricial se acopla con la estructura de Poisson para dar lu-

gar a una métrica efectiva que tiene dinámica y se interpreta gravitacionalmente.

Esta teoría se cataloga como un modelo de espacio–tiempo emergente. Otros au-

tores han explorado este tipo de relación entre teorías de norma no–conmutativas

y gravedad [103, 122]. La gravedad no–conmutativa que propondremos en este

capítulo podría entenderse como una especie de gravedad emergente, parecido al

desarrollo de los autores de [103], donde la acción de Maxwell no–conmutativa

hasta la corrección a primer orden en θ proveniente del mapeo de SW se factoriza

de tal manera que se recupera algo como la teoría de Maxwell en un espacio curvo

con una métrica definida como función del tensor de intensidad de campo. Este

resultado no puede llevarse a cabo con correcciones a órdenes superiores en θ.

Es deseable que la deformación no–conmutativa de la gravedad incluya dos as-

pectos elementales. Por un lado queremos que en el modelo esté presente la no-

ción de difeomorfismo usual de relatividad general; en otras palabras que el grupo

de difeomorfismos aparezca como grupo fundamental de simetría. Por otro lado

queremos que el modelo no–conmutativo resultante sea una deformación consis-

tente del correspondiente modelo o teoría conmutativa; es decir, una deforma-

ción tal que haciendo cero el parámetro de deformación recuperemos la acción de

Einstein-Hilbert.

Conseguimos involucrar estos dos elementos mediante la idea de deformaciones

consistentes de teorías de norma [17, 69]. Este método ha sido estudiado para

construir interacciones consistentes correspondientes a una determinada estruc-

tura de norma [18], y con el mismo puede verse que las teorías de norma no–

conmutativas son de hecho una deformación consistente posible tal que la acción

se modifica pero no la simetría de norma [14, 16]. El mapeo de SW es en esta sen-

tido una redefinición de campos que hace manifiesto este hecho (ver sección C.2.2
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del apéndice C).

No haremos comparaciones de nuestro resultado con intentos previos de grave-

dad no–conmutativa, ni tampoco en consecuencias fenomenológicas el mismo (co-

mo las modificaciones a soluciones tipo agujero negro de Schwarszchild [41]). El

objeto de este capítulo es presentar de la manera más clara posible la idea básica

de la construcción. No nos es evidente que la acción que obtenemos puede ser

replanteada en la forma de una acción para los campos no–conmutativos en el

espacio con producto-? de Moyal (y de hecho creemos que esto no es posible de-

bido a las inconsistencias halladas en [1]). Todo lo que tenemos aquí es un modelo

que involucra a las tétradas y sus derivadas en una serie formal en el parámetro

no–conmutativo θ.

4.2. Deformación no polinomial de teorías de norma

El método de deformaciones consistentes de teorías de norma (que describimos en

el apéndice C) puede usarse como un mecanismo sistemático para hallar nuevas

interacciones consistentes con una estructura de norma dada. Ésta, como la acción,

pueden resultar deformadas o no. Se ha visto que las deformaciones no triviales

invariantes de Poincaré se agrupan en cuatro tipos [15]. Considerando N copias

del lagrangiano de Maxwell libre L(0) = −1
4

N
∑

a=1
Fa

µνFµνa como punto de partida, el

resultado general a primer orden en el parámetro de deformación para la acción

deformada S([A]) con el requisito mencionado puede tener los siguientes vértices:

1. Polinomios en el tensor de intensidad de campo Fµν, y sus derivadas.

2. Vértices de tipo Chern-Simons de la forma A ∧ F ∧ · · · ∧ F.
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3. Vértices cúbicos de tipo Yang-Mills fabc Aa
µ Ab

νFµνc, para alguna fabc totalmente

antisimétrica.

4. Vértices de la forma Aµ jµ, con jµ una corriente noetheriana conservada in-

variante de norma de la teoría libre no deformada.

En los primeros dos casos la simetría de norma no se deforma, mientras que en el

tercero sí. En lo que sigue consideraremos interacciones del último tipo, y luego la

generalización no–conmutativa implicará considerar simultáneamente estos vér-

tices con los del primer tipo.

4.2.1. Deformación no polinomial de la teoría de Maxwell (mo-

delo de juguete)

Para hacer más sencilla la presentación de la idea primero hacemos la deformación

consistente de la acción de Maxwell con un campo de norma Aµ

S(0) =
∫

d4xL(0) = −1
4

∫
d4xFµνFµν,

donde Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ en el espacio–tiempo plano con métrica

ηµν = diag(+,−,−,−).

Los índices del espacio–tiempo los bajamos y subimos con esta métrica. Por ejem-

plo, Fµν = ηµαηνβFµν. La acción de Maxwell es invariante bajo las transformacio-

nes de norma (abelianas)

δ
(0)
λ Aµ = ∂µλ, (4.1)
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y bajo transformaciones conformes globales (en D = 4 dimensiones)

δAµ = ξνFνµ, (4.2)

donde ξµ es un vector de Killing conforme del espacio–tiempo plano solución de

la ecuación

∂µξν + ∂νξµ =
1
2

ηµν∂ρξρ. (4.3)

La variación (4.2) es la forma covariante de norma de las transformaciones glob-

ales conformes, y hay una para cada vector de Killing ξµ solución de (4.3). Por

ahora tomaremos una sóla de estas simetrías globales. La generalización o exten-

sión de la idea al caso no–abeliano es básicamente incorporar en el modelo tantas

simetrías del grupo conforme como sea posible.

Deformamos la teoría S(0) con un término de la forma Aµ jµ, con jµ la corriente

conservada de esta teoría y asociada a las transformaciones globales (4.2). Esta

corriente se escribe como jµ = ξνTν
µ donde Tν

µ = −1
4 δ

µ
ν FρσFρσ + FνρFµρ es el ten-

sor de energía–momento conservado, simétrico, y de traza nula. Tal deformación

tiene la forma

S(1) =
∫

d4xAµξν(−1
4

δ
µ
ν FρσFρσ + FνρFµρ). (4.4)

Estos vértices no son invariantes bajo la transformación (4.1), y por lo tanto la

simetría también se deforma.

La deformación de la simetría de norma se obtiene como solución de las ecua-

ciones de consistencia (C.2) a cada orden en el parámetro de deformación4. A

4Hemos omitido el parámetro de deformación κ explícito en todas las expresiones. Éste puede
ser reintroducido en los cálculos rescalando los campos y parámetros con κAµ y κλ, y dividiendo
la densidad lagrangiana por κ2.
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primer orden en este parámetro la ecuación de consistencia es

δ
(0)
λ S(1) + δ

(1)
λ S(0) = 0,

y una solución es

δ
(1)
λ Aµ = λξνFνµ.

El procedimiento de deformación puede llevarse a cabo a todo orden en el pará-

metro de deformación [24], y el resultado es

L = −1
4
(1 + ξρ Aρ)F̂µν F̂µν, δλ Aµ = ∂µλ + λξν F̂νµ, (4.5)

donde

F̂µν = Eµ
ρEν

σFρσ, Eµ
ρ ≡ δ

ρ
µ −

ξρ Aµ

(1 + ξ · A)
.

La teoría deformada resultante es no polinomial en los campos Aµ. Una caracte-

rística peculiar del lagrangiano (4.5) es que puede reescribirse en una especie de

“espacio–tiempo curvo” con “métrica” dada por

gµν = ηαβeα
µeβ

ν, eα
µ = δα

µ + ξα Aµ, (4.6)

cuya inversa y determinante son

gµν = ηαβEα
µEβ

ν, y det g = −(1 + ξ · A)2.

En esta notación el lagrangiano (4.5) toma la forma

L = −1
4
√
−ggµρgνσFµνFρσ,
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que se ve como el lagrangiano de Maxwell en el espacio–tiempo curvo con métrica

gµν. La “métrica” (4.6) depende de los campos de norma Aµ y el campo vectorial

de Killing ξµ. La expresión

eα
µ = δα

µ + ξα Aµ (4.7)

juega el papel de un sistema ortonormal de “tétradas” en este espacio–tiempo cur-

vo (con la propiedad eµ
αEν

α = δ
µ
ν ). Si (4.7) funcionara como una redefinición de

campos podríamos reescribir la acción deformada en términos sólo de las tétradas

o de la métrica, pero esto no es posible pues tal expresión no tiene la misma can-

tidad de grados de libertad de cada lado. Sin embargo, en la extensión de este

modelo de deformación al caso no–abeliano esta redefinición de campos será más

plausible.

Por razones que serán claras un poco más adelante nos restringiremos al caso para

el que

∂ρξρ = 0,

es decir, al caso de transformaciones de Poincaré de la métrica de fondo. El vector

de Killing correspondiente tiene la forma general ξρ = Λρ
αxα + aρ, con Λρ

α una

matriz constante antisimétrica correspondiente a una rotación de Lorentz global,

y aρ un vector constante correspondiente a una traslación global.

Redefiniendo el parámetro de norma como

ω =
λ

(1 + ξ · A)

(ω es tan arbitrario como λ), es sencillo mostrar que la transformación de norma

deformada (4.5) se escribe como

δω Aµ = ∂µω + Lε Aµ = ∂µω + εν∂ν Aµ + Aν∂µεν, (4.8)
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donde εµ = ωξµ y Lε es la derivada de Lie en la dirección del vector εµ. Como

consecuencia de esta regla de transformación para los campos de norma Aµ la

“métrica” (4.6) trasforma como

δωgµν = Lεgµν = ερ∂ρgµν + gρν∂µερ + gµρ∂νερ

y las “tétradas”

δωeν
µ = ερ∂ρeν

µ + (∂µερ)eν
ρ −

1
2

ω(∂ρξν − ηνσηρλ∂σξλ)eρ
µ, (4.9)

donde hemos usado (4.8) y el hecho de que ξµ satisface la ecuación (4.3). De la

regla de transformación (4.9) se lee que eα
µ transforma bajo difeomorfismos ερ

como un vector del espacio–tiempo en el índice µ, y como un vector del espacio

tangente en el índice α. Es importante notar que con el procedimiento llevado a

cabo hasta ahora no hemos hecho local al grupo de Lorentz completo, pues sólo

tenemos un parámetro de norma ω y necesitaríamos seis para conseguirlo. En

este sentido este modelo de juguete no es posible relacionarlo con nada parecido

a gravedad, y esto también se puede ver en que de la teoría de norma tenemos

cuatro componentes Aµ, mientras que la gravedad necesita diez para gµν. En este

modelo la ecuación (4.7) no es una redefinición de campos (no es uno a uno), pero

la extensión no–abeliana de esta deformación no polinomial que estudiamos en

la siguiente sección tiene más campos y parámetros de norma, y en ese caso la

ecuación análoga a (4.7) podrá considerarse una redefinición de campos.
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4.2.2. Extensión no–abeliana del modelo anterior

En esta sección presentamos la extensión no–abeliana de la deformación no poli-

nomial de la teoría de Maxwell de la sección previa. De esta manera incorporamos

más parámetros locales en la deformación tal que al final podemos comparar la

teoría no–abeliana resultante con la gravedad de Einstein.

La deformación de la simetría de norma (4.8) anterior es tal que sobre la métrica

gµν(A, ξ) actúa como un difeomorfismo en la dirección del vector εµ ≡ ωξµ. Esto

no implica desde luego que la teoría de Maxwell deformada es equivalente a la

gravedad de Einstein bajo una redefinición de campos. La acción deformada re-

sultante de hecho no puede ser planteada en términos sólo de gµν y sus derivadas.

Sin embargo, veremos en esta sección que a partir de la extensión no–abeliana

del modelo de juguete podemos construir una acción para la gravedad que tiene

la teoría de Einstein como caso particular. Ésta se recupera mediante una combi-

nación específica de tres invariantes diferentes, uno de los cuales es análogo al

lagrangiano obtenido mediante la deformación no polinomial.

Usaremos una teoría de norma no–abeliana con base en unos generadores TA para

A = 1, 2, . . . , N el índice del grupo interno y N el rango del álgebra de Lie corres-

pondiente. El núcleo del argumento será identificar ésta con el álgebra de Lie de

los vectores de Killing de la métrica de fondo. Si fAB
C son las constantes de estruc-

tura del grupo de norma, los vectores de Killing ξ
µ
A cierran entonces como5

ξν
A∂νξ

µ
B − ξν

B∂νξ
µ
A = fBA

Cξ
µ
C,

5 El subíndice A de la notación ξ
µ
A indica un generador particular del grupo de transformacio-

nes definidas por los vectores de Killing. Por ejemplo, para el grupo de traslaciones ese subíndice
denota cuatros vectores independientes: ξ0 = (a0, 0, 0, 0), ξ1 = (0, a1, 0, 0), ξ2 = (0, 0, a2, 0), y
ξ3 = (0, 0, 0, a3).
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donde índices A del grupo repetidos implica que hay una suma sobre sus valores.

Manejaremos implícitamente que estos índices se bajan y se suben con la métrica

δAB = 0, 1 para A 6= B, A = B respectivamente.

Consideremos el campo de norma no–abeliano AA
µ , su asociado tensor de intensi-

dad de campo FA
µν dado por

FA
µν = ∂µ AA

ν − ∂ν AA
µ + fBC

A AB
µ AC

ν , (4.10)

y la simetría de norma

δ
(0)
ω AA

µ = DµωA,

donde la derivada covariante Dµ está dada por

DµωA = ∂ωA + AB
µ fBC

AωC. (4.11)

Tomamos la acción usual de Yang-Mills dada por

SYM =
∫

d4xFA
µνFµν

A ,

y la deformamos usando la misma idea que en el caso del modelo de juguete de

la sección anterior. Proponemos una simetría de norma deformada (extrapolación

de (4.5))

δω AA
µ = DµωA + εν∂ν AA

µ + AA
ν ∂µεν = DµωA + Lε AA

µ , (4.12)

donde

εµ = ωAξ
µ
A.

La cuestión importante ahora es si podemos construir una acción no–abeliana que

sea invariante bajo las transformaciones (4.12). Esto se puede lograr en términos
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de los campos AA
µ y FA

µν otra vez en un “espacio–tiempo curvo” con “métrica”

gµν = ηαβeα
µeβ

ν = ηµν +Aµν +Aνµ +AµρAν
ρ, eν

µ = δµ
ν +Aν

µ, (4.13)

donde estamos usando la notación

Aν
µ = ξν

A AA
µ .

(Notar que el contenido de campos del modelo que estamos presentando está da-

do por los campos de norma AA
µ y no por las matrices Aν

µ.) Como en el modelo de

juguete previo, bajo las transformaciones de norma (4.12) la “métrica” gµν(A, ξ)

tienen las propiedades de transformación usuales bajo un difeomorfismo, pero

generado por el campo vectorial εµ = ωAξ
µ
A

δωgµν = Lεgµν.

Las “tétradas” eν
µ otra vez también transforman como vectores del espacio–tiempo

en el índice µ y como un vector de Lorentz en el espacio tangente local en el ínice

ν

δeν
µ = ερ∂ρeν

µ + eν
ρ∂µερ − 1

2
ωA(∂ρξν

A − ηνσηρλ∂σξλ
A)eρ

µ. (4.14)

La ecuación (4.14) es la extrapolación no–abeliana de (4.9). Podemos ver del últi-

mo término de esta ecuación que ahora tendríamos suficientes parámetros ωA de

la teoría de norma para construir la invariancia bajo transformaciones de Lorentz

locales de las “tétradas”.

Las inversas de éstas están dadas por

Eµ
ν = δµ

ν − Â ν
µ , eρ

νEµ
ν = δµ

ρ, (4.15)
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y la inversa de la métrica por

gµν = ηµν − Â ν
µ − Â

µ
ν + Â ρ

µ Âνρ, gµν = ησρEσ
µEρ

ν,

donde

Â ρ
µ = ξ

ρ
AEA

B AB
µ ,

y

EC
B(δA

C + ξ
µ
C AA

µ ) = δA
B .

Con estos ingredientes podemos ahora escribir la acción de Yang-Mills deformada

e invariante bajo las transformaciones de norma (4.12)

L = −1
4
(1 + ξ

ρ
A AA

ρ )F̂A
µν F̂µν

A = −1
4
√
−ggµρgνσFA

µνFB
ρσδAB, (4.16)

donde

F̂A
µν = Eµ

ρEν
σFA

ρσ. (4.17)

En la siguiente sección veremos que la acción (4.16) no es la única acción invari-

ante de las transformaciones de norma (4.12).

4.2.3. Relación con la gravedad de Einstein

La gravedad que podemos relacionar con la deformación no polinomial de la sec-

ción anterior proviene de una clase de teorías con invariancia ante difeomorfismos

que se formulan en términos de la torsión y no de la curvatura de la conexión afín

que se define en el espacio–tiempo. De hecho, el formalismo se construye con una

conexión que no tiene curvatura. Una conexión con esta característica se llama

conexión de Weitzenböck, y la pareja conformada por una variedad de Riemann

122



DEFORMACIÓN NO POLINOMIAL DE TEORÍAS DE NORMA

y esta conexión se denomina espacio–tiempo de Weitzenböck (ver apéndice D y

referencias [76, 99]).

Las teorías de gravedad que se pueden construir en este espacio–tiempo provienen

de hacer de norma el grupo de traslaciones. Así, los grados de libertad básicos son

las tétradas, y las simetrías las traslaciones locales. Con este mecanismo es posi-

ble construir tres lagrangianos invariantes, tal que combinándolos arbitrariamente

se define una teoría de gravedad. Una teoría como esta se denomina “gravedad

teleparalela”, nombre que proviene de la noción de paralelismo absoluto que exis-

te en estos modelos (los sistemas de tétradas son paralelos entre sí). La gravedad

de Einstein resulta en este formalismo de una combinación específica de los tres

invariantes mencionados. Para encontrar los coeficientes necesarios para constru-

ir esta combinación, se calcula la teoría linearizada y las condiciones sobre ellos

para obtener la teoría de Fierz-Pauli.

Tomemos como base de la construcción la deformación no polinomial de la sec-

ción anterior, pero simplificada haciendo local sólo el grupo abeliano de trasla-

ciones de la métrica de fondo. Así, la ecuación (4.13) es una redefinición de campos

que intercambia el rol de AA
µ con el de las tétradas eν

µ. Podemos definir entonces

un nuevo tensor de “intesidad de campo” mediante

Fµν
ρ = ξ

ρ
AFA

µν = ∂µAρ
ν − ∂νAρ

µ = ∂µeρ
ν − ∂νeρ

µ, (4.18)

donde FA
µν es el tensor de intensidad de campo usual de la teoría de Yang-Mills

(4.10). Los generadores ξA para traslaciones con A = 0, 1, 2, 3 (ver pié de pági-

na 5) tienen por componentes ξ
µ
a = δ

µ
Aaµ (con aµ constante, sin sumar sobre µ),

y su papel es básicamente identificar el índice del grupo interno con el índice del

espacio–tiempo. Como estamos haciendo de norma una simetría abeliana las cons-
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tantes de estructura son cero. En ese caso la derivada covariante (4.11) se reduce a

la derivada parcial usual.

La observación crucial para obtener la relación que estamos buscando es que el

tensor de intensidad de campo (4.18) puede relacionarse con los coeficientes de

rotación de Ricci Ωµν
ρ de la construcción estándar de la gravedad de Weitzen-

böck6. Explícitamente tenemos que

Ωσκ
ρ ≡ F̂ ρ

σκ = Eσ
µEκ

νFµν
ρ. (4.19)

De esta manera podemos ahora construir la acción de la gravedad inspirándonos

en la deformación no polinomial de la teoría de Yang-Mills abeliana que hemos

definido, y que representa la teoría de norma (libre) de las traslaciones hechas

locales. En términos de Ωµν
ρ y con base en el lagrangiano de la teoría de Yang-

Mills deformada (4.16) construímos el invariante de Weitzenböck

I1 ∝ L = −1
4

e Ωµν
ρΩµν

ρ,

donde hemos hecho la identificación del factor (1 + TrA) con el determinante de

las tétradas. En este contexto no hay tensor de curvatura, y el lagrangiano más

general de la teoría de gravedad se puede escribir como una combinación de los

llamados invariantes de Weitzenböck

I1 = ΩµνρΩµνρ, I2 = ΩµνρΩρµν, I3 = Ωµρ
ρΩµ

σ
σ.

6Hasta un factor numérico irrelevante, en este contexto Ωµν
ρ es la torsión Tµν

ρ

124



DEFORMACIÓN NO POLINOMIAL DE TEORÍAS DE NORMA

El lagrangiano de Pellegrini-Plebański se construye con ellos y está dado por

L = eci Ii.

Para fijar los coeficientes ci de manera que de la acción definida con el lagrangiano

anterior se obtenga la acción de la relatividad general escribimos la parte lineariza-

da. Si denotamos la parte simétrica y antisimétrica de Aµν con As
µν y Aa

µν respec-

tivamente, y retenemos términos hasta segundo orden en A, usando la redefini-

ción e→ 1 +A en el lagrangiano de Pellegrini-Plebański el resultado es

S[As,Aa] =
∫

d4x
[

1
16

(2c1 + c2)∂µAs
νρ∂µAsνρ − 1

16
(2c1 + c2− c3)∂µAs

νρ∂νAsµρ

− 1
8
(c3)∂µAs∂νAsνµ +

1
16

(c3)(∂As)2 − 1
16

(4c1 + 2(c2 + c3))∂µAs
νρ∂ρAaνµ

+
1

16
∂µAa

νρ∂µAaνρ − 1
16

(2c1 − 3c2 − c3)∂µAa
νρ∂ρAaνµ

]

(donde As ≡ Asµ
µ). Para recuperar la acción de Fierz-Pauli necesitamos fijar los

coeficientes de tal manera que se desacoplen la parte simétrica de la antisimétrica,

de donde obtenemos la condición

2c1 + c2 + c3 = 0.

Esta condicion aún no fija los coeficientes. La elección para estos coeficientes con-

gruente con esta condición y que elimina todos los términos que no corresponden

a la acción de Fierz-Pauli es c1 = 1, c2 = 2, c3 = −4.

Al final podemos construir la acción completa (sin linearizar) y obtener así el la-

grangiano

LEH = e(ΩµνρΩµνρ + 2ΩµνρΩρµν − 4Ωµρ
ρΩµ

σ
σ). (4.20)
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Este es el lagrangiano de Einstein-Hilbert escrito en el formalismo de primer orden

(ver [100]). Es interesante notar que este lagrangiano es invariante ante todas las

transformaciones de Poincaré locales, y no sólo ante las traslaciones locales (esto lo

sabemos porque tales son las propiedades de la acción de Einstein-Hilbert). Tam-

bién es posible checar que la combinación de coeficientes encontrada es la combi-

nación correcta que permite escribir la acción en términos de gµν y sus derivadas.

Al final de la siguiente sección calcularemos las correcciones a la gravedad prove-

nientes de la no–conmutatividad mediante la misma identificación (4.19) que nos

permitió llegar al lagrangiano (4.20).

4.3. Generalización no–conmutativa

El objetivo de esta sección es primero estudiar hasta dónde se puede generalizar

al caso no–conmutativo el modelo no polinomial presentado en la sección previa,

y de esta manera obtener una teoría de norma no–conmutativa invariante ante

difeomorfismos. En un segundo paso queremos construir una teoría de gravedad

no–conmutativa insipirada en la teoría deformada resultante.

La generalización no–conmutativa de una teoría de norma constituye de hecho

una deformación consistente7 del tipo que modifica la acción pero no la simetría

(ver sección C.2.1 del apéndice C). En relación a la deformación presentada en la

sección 4.2, uno puede preguntarse si la deformación no–conmutativa puede lle-

varse a cabo de manera equivalente a partir de la teoría de norma inicial (abeliana

o no–abeliana), o al resultado de la deformación no polinomial de ésta. Imple-

mentaremos la deformación no–conmutativa en la teoría de norma original, pues

7Omitiremos el parámetro no–conmutativo ϑ de las expresiones que presentamos a contin-
uación. En cualquier momento éste puede reincorporarse identificando que por cada tensor θµν

hay un parámetro de deformación ϑ.

126



GENERALIZACIÓN NO–CONMUTATIVA

ésta está más entendida y bajo control. Para hacerlo usaremos el mapeo de SW en

la acción de una teoría de norma no–abeliana no–conmutativa, cuya corrección a

primer orden en ϑ para el tensor de intensidad de campo es

Fµν → Fµν + F(1)
µν , F(1)

µν = −1
2

θσρ({Aσ, ∂ρFµν} − {Fµσ, Fνρ}),

donde { · , · } es el anticonmutador entre los generadores del grupo interno. Asum-

iermos aquí la interpretación de θ como un tensor que transforma covariante-

mente bajo transformaciones del grupo de Poincaré, y usaremos de hecho la im-

plementación de éstas construída en la sección 3.3.2 del capítulo 3. Esta nos per-

mite partir de una acción con casi8 todas las simetrías globales que tiene la acción

inicial dee la deformación no polinomial de la sección 4.2.2.

Luego del mapeo de SW, la acción de Yang-Mills no–conmutativa (YMNC) tiene

la siguiente forma a primer orden en el parámetro ϑ

SYMNC = −1
4

∫
dx
[

Fa
µνFµν

a + 2ϑθαβdbc
aFµν

a

(
Fb

µαFc
νβ +

1
4

Fb
βαFc

µν

)
+O(ϑ2)

]
. (4.21)

Los coeficientes dbc
a son totalmente simétricos y provienen del anticonmutador

entre los generadores del grupo interno.

Para escribir esta acción supusimos que los campos de norma no–conmutativos

toman valores en el álgebra de Lie del grupo de norma. En el caso general de

teorías de norma no–conmutativas los campos no–conmutativos viven en el álge-

bra envolvente del álgebra de Lie de los generadores del grupo interno en cuestión

(ver sección B.1 del apéndice B). En el caso del grupo de norma que usaremos más

adelante, además de que el conmutador entre los generadores cierra dentro del

8Como vimos en la sección 3.3.3 del capítulo anterior, bajo las transformaciones generadas por
(3.23) la acción de la teoría de Yang-Mills no–conmutativa es invariante bajo transformaciones del
grupo de Weyl, que incluye al grupo de Poincaré y las dilataciones.
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grupo de norma, el anticonmutador lo hace también con las relaciones dadas por

{Ta, Tb} = dab
cTc.

Así, con la noción usual de traza sobre los índices internos en una teoría de norma

no–abeliana es posible calcular fácilmente términos que involucran uno o más an-

ticonmutadores anidados entre los campos o los parámetros de norma. Adelante

comentaremos un poco más acerca de esta cuestión.

Habiendo supuesto lo anterior, el mapeo de SW tiene dos papeles. Por un lado,

mediante la redefinición de campos y parámetros regresa la simetría de norma-

? a la simetría de norma usual de Yang-Mills, y por otro nos permite escribir los

campos no–conmutativos en términos sólo de los campos conmutativos (estos son

los campos de los que depende la acción (4.21)) [83]. Estos dos papeles nos facili-

tan el trabajo para hacer la generalización no–conmutativa de la deformación no

polinomial de la sección 4.2.2.

Para realizar la construcción de la que proponemos obtener un modelo de grave-

dad no–conmutativa consideraremos sólo la primera corrección en ϑ de la acción

(4.21). Veremos que la primera ecuación de consistencia en el parámetro κ de la de-

formación no polinomial ahora para la acción no–conmutativa (4.21) es satisfecha

con la misma solución (para la deformación de la simetría de norma) que en el

caso conmutativo expuesto en la sección 4.2. Conjeturamos que esto sucede con

cualquier corrección no–conmutativa de orden ϑn proveniente del mapeo de SW,

pero dada la dificultad para manipular (y de hecho conocer) de manera sistemáti-

ca estos términos para n ≥ 2 [114] sólo vamos a considerar la corrección a primer

orden en ϑ. Esto nos será suficiente para ilustrar la construcción .
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4.3.1. Generalización no–conmutativa de la deformación no poli-

nomial de Maxwell

Como teoría inicial tomamos la acción de Maxwell y su simetría de norma dadas

por

S(0) =
∫

d4xL(0) = −1
4

∫
dxηµαηνβFµνFαβ, δ(0)Aµ = ∂µλ, (4.22)

donde Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ. Deformamos esta acción a primer orden en el paráme-

tro κ con dos términos, la corrección a primer orden en ϑ proveniente de la acción

de Maxwell no–conmutativa (que denotamos por S(1)
NC), junto con el mismo que

da origen a la deformación no polinomial (S(1)
B ) de la sección 4.2.1. En términos

del lagrangiano tenemos

L(1) = L(1)
B + L(1)

NC ≡ Aµ jµ +
(
−1

4

)
2θµσFµν

(
−1

4
δσ

νFαβFαβ + FσρFνρ

)
= Aµ jµ +

(
−1

4

)
2θµσFµνTσ

ν,

donde hemos introducido al tensor de energía momento Tσ
ν de la teoría de Max-

well libre sólo por comodidad notacional. Tomamos la misma deformación de la

simetría de norma a primer orden del modelo no polinomial de la sección 4.2.1

δ(1)Aµ = λξνFνµ, (4.23)

limitándonos al caso de ξν una isometría del espacio–tiempo plano que cumple la

ecuación de Killing

∂µξν + ∂νξµ = 0
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(∂ρξρ = 0). La solución más general de esta ecuación está dada por las traslaciones

con parámetro aµ, y las transformaciones de Lorentz con parámetro Λµ
ν:

ξµ = aµ + Λµ
νxν. (4.24)

El procedimiento de deformaciones consistentes requiere que sean satisfechas las

ecuaciones de consistencia

k

∑
i=0

δ(i)L(k−i) ' 0, k = 1, 2, 3, . . .

a todos los órdenes en κ. Es fácil ver que a primer orden la ecuación de consistencia

se satisface directamente. Esta ecuación es

δ(0)L(1) + δ(1)L(0) = δ(0)L(1)
B + δ(0)L(1)

NC + δ(1)L(0)

' δ(0)L(1)
NC

= 0.

El segundo renglón de esta expresión resulta porque fijamos δ(1) igual que en el

caso conmutativo, y el tercero porque L(1)
NC está constituído sólo de F’s (invariantes

bajo la simetría de norma inicial).

A segundo orden en κ tendríamos que

δ(0)L(2) + δ(1)L(1) + δ(2)L(0) = δ(0)L(2)
B + δ(1)L(1)

B + δ(2)L(0) + δ(0)L(2)
NC + δ(1)L(1)

NC

' δ(0)L(2)
NC + δ(1)L(1)

NC.

El segundo renglón en esta ecuación de consistencia es resultado de fijar δ(2) tam-

bién como en el caso conmutativo de la sección 4.2.1. La ecuación de consistencia
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se reduce a

δ(0)L(2)
NC + δ(1)L(1)

NC ' 0,

de la que obtenemos L(2)
NC. Esta ecuación se puede integrar (hasta términos de

borde), pues el resto de elementos están determinados por la ecuación del orden

anterior. La reescribimos como

δ(0)L(2)
NC =

δL(2)
NC

δAκ
δ(0)Aκ + δ(1)L(1)

NC ' 0, (4.25)

y tomamos que δ(1)θ = 0 (es tan razonable que θ no transforme ante la transfor-

mación de norma modificada por δ(1) como lo es que no transformen de norma

las coordenadas del espacio–tiempo). Usando que Fµν transforma de acuerdo a la

regla

δ(1)Fµν = −ξρ(∂µλ)Fνρ + ξρ(∂νλ)Fµρ + λLξ Fµν,

y δ(0)Aµ = ∂µλ, de la ecuación anterior encontramos que

δL(2)
NC

δAκ
=
(

1
4

2θµσ

) [
−ξκFµλTσ

λ + ξρδκ
[λFµ]ρTσ

λ

+Fµλ(− 1
4 δλ

σ ηγαηδβ + δα
σηλγηδβ)(ξρδκ

[αFβ]ρFγδ + Fαβξρδκ
[γFδ]ρ)

]
+ B, (4.26)

donde

B =
(

1
4

2θµσ

) [
(Lξλ)FµλTσ

λ + λ(Lξ Fµλ)Tσ
λ + λFµλ(Lξ Tσ

λ) + (∂ρξρ)λFµλTσ
λ
]
.

Si Lξθµσ = 0, que sucede para traslaciones y en general para el subgrupo del

grupo de Poincaré que deja invariante θ (el mismo grupo que es usado en [27]

para construir la gravedad no–conmutativa unimodular), podemos sumarle dicho
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término a B (con cualquier coeficiente)

B ≡ B +
(

1
2
Lξθµσ

)
=
(

1
4

2θµσ

) [
(Lξλ)FµλTσ

λ + λ(Lξ Fµλ)Tσ
λ + λFµλ(Lξ Tσ

λ) + (∂ρξρ)λFµλTσ
λ
]

+
(

1
4

2(Lξθµσ)
)

λFµλTσ
λ

= ∂ρ

(
1
4

2ξρθµσλFµλTσ
λ

)
.

En ese caso podemos concluir que B es un término de borde, y por lo tanto la

ecuación (4.26) tiene como solución

L(2)
NC =

(
1
4

2θµσ

) [
−ξκ AκFµλTσ

λ + ξρ A[λFµ]ρTσ
λ

+Fµλ(− 1
4 δλ

σ ηγαηδβ + δα
σηλγηδβ)(ξρ A[αFβ]ρFγδ + Fαβξρ A[γFδ]ρ)

]
. (4.27)

En la extensión de este modelo de juguete al caso no–abeliano veremos que la

condición sobre ξ de que pertenezca al “grupo pequeño” de transformaciones

que dejan invariante a θ puede ser relajada. Por el momento vemos que cuando

λLξθ = 0 hay términos de borde en (4.25) natrulamente motivados y fáciles de

identificar.

Si consideráramos términos provenientes del mapeo de SW a segundo orden en ϑ,

las ecuaciones de consistencia que recién analizamos a segundo orden en κ incor-

porarían nuevos términos en L(2)
NC. Estos términos son invariantes de las transfor-

maciones de norma no deformadas y por lo tanto la ecuación (4.25) no se altera.
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La solución para el lagrangiano en ese caso sería

L(2)
NC =

1
4

2θµσ
[
−ξκ AκFµλTσ

λ + ξρ A[λFµ]ρTσ
λ

+Fµλ(− 1
4 δλ

σ ηγαηδβ + δα
σηλγηδβ)(ξρ A[αFβ]ρFγδ + Fαβξρ A[γFδ]ρ)

]
− 1

4
θµνθαβ

[1
8

FµνFαβFρσFρσ

− FµνFαρFβσFρσ + 2FµαFνρFβσFρσ
]
. (4.28)

Conjeturamos que el procedimiento que nos llevó a la solución (4.27) para L(2)
NC

puede ser continuado para encontrar S(3)
NC, S(4)

NC, S(5)
NC, etc.9, y así el resultado final

sería la acción deformada en κ dada por

L = −1
4
(1 + κξρ Aρ)

(
F̂µν F̂µν + 2θµσ F̂µνT̂ν

σ

)
, (4.29)

donde F̂µν = κFµν + κ2 ξρ A[µFν]ρ
1+κξσ Aσ

, y T̂ν
σ = −1

4 δν
σ F̂αβ F̂αβ + F̂σβ F̂νβ, igual que en el

modelo de la sección 4.2.1. La simetría de norma deformada de la acción definida

con este lagrangiano es

δλ Aµ = ∂µλ + λξν F̂νµ. (4.30)

Identificamos a (4.29) como la deformación no–conmutativa a primer orden en ϑ

del modelo no polinomial reportado en [24], escrita en términos de los campos de

la teoría conmutativa en el sentido contenido en el mapeo de SW.

La acción definida con el lagrangiano (4.29) es invariante bajo las transformacio-

nes de norma (4.30) siempre que ξ esté en el grupo pequeño que deja invariante

θ. Veamos esto con detalle. El primer término de (4.29) es invariante por construc-

9El hecho de que tomemos las mismas modificaciones a la simetría de norma δ
(1)
λ , δ

(2)
λ , δ

(3)
λ ,

etc. del caso conmutativo nos pemite resolver las condiciones o ecuaciones de consistencia con las
mismas modificaciones a la acción S(3)

B , S(4)
B , S(5)

B , etc.
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ción, y la transformación de norma de la corrección no–conmutativa de la acción

a orden ϑ es tal que

δλ

[
(1 + ξρ Aρ)θµσ F̂µνT̂ν

σ

]
= δλ(1 + ξρ Aρ)θµσ F̂µνT̂ν

σ + (1 + ξρ Aρ)(δλθµσ)F̂µνT̂ν
σ

+ (1 + ξρ Aρ)θµσ(δλ F̂µν)T̂ν
σ + (1 + ξρ Aρ)θµσ F̂µν(δλT̂ν

σ)

= (ξρ∂ρλ)θµσ F̂µνT̂ν
σ + 0

+ λθµσLξ(F̂µνT̂ν
σ)

= Lξ(λ)θµσ F̂µνT̂ν
σ + λθµσLξ(F̂µνT̂ν

σ)

= θµσLξ(λF̂µνT̂ν
σ) (4.31)

donde hemos usado que δλ F̂µν = λ
1+ξσ Aσ

Lξ F̂µν (para ξ uno cualquiera de los vec-

tores de Killing de la métrica de fondo), y que δλθµσ = 0 y δλξ = 0, pues δλ es una

transformación de norma.

Luego, si asumimos que λLξθµσ = 0, que es lo mismo que Lξθµσ = 0 en este caso,

tenemos que

δλ

[
(1 + ξρ Aρ)θµσ F̂µνT̂ν

σ

]
= λLξ(θµσ) + θµσLξ(λF̂µνT̂ν

σ)

= λLξ(θµσ)F̂µνT̂ν
σ + θµσLξ(λF̂µνT̂ν

σ)

= Lξ(λθµσ F̂µνT̂ν
σ). (4.32)

En la extensión no–abeliana de la siguiente sección veremos que la condición

análoga a esta se puede interpretar de otra manera. Ahí tendremos más paráme-

tros de norma, y para que la acción sea invariante necesitaremos que ωBLξB θµσ =

0 (para un conjunto de índices internos B), que puede tomarse igualmente como

una condición sobre los vectores de Killing globales ξ. Sin embargo, otra inter-

pretación de esta condición es que podemos hacer locales menos simetrías del

134



GENERALIZACIÓN NO–CONMUTATIVA

fondo de las que podemos lograr en el caso conmutativo. Esta es la interpretación

que al final tomaremos.

De la ecuación (4.32) tendremos al final que

Lξ(λθµσ F̂µνT̂ν
σ) = ξρ∂ρ

[
λθµσ F̂µνT̂ν

σ

]
= ∂ρ

[
ξρλθµσ F̂µνT̂ν

σ

]
,

usando que ∂ρξρ = 0. La condiciones sobre ξ y δθ que aquí usamos son las mismas

que los autores de [14] encontraron para la invariancia de la acción de Yang-Mills

no–conmutativa (4.21) ante transformaciones del espacio–tiempo. Ahí los autores

usan la interpretación de θ como los elementos de una matriz constante.

Es interesante notar que la acción no–conmutativa (4.29) tiene la misma forma que

antes de la deformación no polinomial en κ, pero en términos de F̂ y con el factor

(1 + ξρ Aρ) enfrente. Esta característica nos permitirá reescribir nuevamente (4.29)

en términos de una métrica “emergente”.

Otra observación es que a pesar de haber logrado incorporar difeomorfismos co-

mo simetría básica (o como parte de la simetría básica) en una teoría no–conmutativa

a primer orden en ϑ, aún necesitamos extender este modelo de juguete al caso

no–abeliano para poder relacionarlo con un modelo de gravedad no–conmutativa

(y otra vez una razón evidente es que (4.29) no tiene los grados de libertad sufi-

cientes).

4.3.2. Extensión no–abeliana

El siguiente paso de nuestra construcción consiste en incorporar la no–conmutativi-

dad de la misma manera que en la sección anterior pero en el modelo no polinomi-
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al extendido al caso no–abeliano. Tomamos como teoría inicial la acción de YMNC

en el espacio–tiempo plano con producto-? de Moyal definida por

L = −1
4

ηµρηνσFA
µν ? FρσA,

donde

FA
µν = ∂µ AA

ν − ∂ν AA
µ − [Aµ, Aν]A

? .

Del mapeo de SW hasta el término de primer orden en ϑ tenemos para el tensor

de intensidad de campo

FC
µν → FC

µν +
1
2

θαβdAB
C
(

FA
µαFB

νβ − AA
α ∂βFB

µν +
1
2

fDE
B AA

α AE
β FD

µν

)
,

y mientras tanto la simetría de norma regresa a la de Yang-Mills usual; el la-

grangiano se escribe

L = −1
4

(
FA

µνFµν
A + θαβdBC

AFµν
A (

1
4

FB
βαFC

µν + FB
µαFC

νβ)
)

. (4.33)

Estamos asumiendo la noción usual de traza sobre los índices de grupo en la teoría

no–conmutativa, y que existen los coeficientes dAB
C tales que

{TA, TB} = dAB
CTC (4.34)

para { · , · } el anticonmutador. Como en la sección 4.2.2, definimos esta teoría con

los generadores ξA del álgebra de Lie del grupo de Poincaré global tomándolo

como el grupo interno. Aquí hace falta una aclaración. La identificación de los

generadores del grupo de norma con los generadores del grupo de Poincaré nos

permite calcular las constantes dAB
C de las relaciones (4.34) simplemente susti-
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tuyendo estos generadores en las mismas. De no suponer estas relaciones para

la teoría de norma no–abeliana no–conmutativa, tendríamos que considerar los

campos no–conmuativos originales primero en el álgebra envolvente del álgebra

de Lie del grupo de Poincaré10. Luego el mapeo de SW nos regresa los campos con-

mutativos, pero las trazas en (4.33) quedarían implícitas dado que no tendríamos

una fórmula explícita para dAB
C.

La simetría de norma del lagrangiano (4.33) es

δω AA
µ = DµωA,

con la derivada covariante definida en (4.11), y además la misma teoría es invari-

ante ante las simetrías globales dadas por

δB AA
µ = ξν

BFA
µν,

con B = 1, . . . , N, y N el número de generadores que estemos tomando. La defor-

mación no polinomial en κ del lagrangiano (4.33), análoga a la de la sección 4.2.2,

da como resultado la teoría deformada

L = −1
4
(1 + ξ

ρ
A AA

ρ )
(

Tr(F̂µν F̂µν) + θαβdBC
A F̂µν

A (
1
4

F̂B
βα F̂C

µν + F̂B
µα F̂C

νβ)
)

, (4.35)

con F̂µν = Eρ
µEσ

ν Fρσ, y Eρ
µ las expresiones dadas en (4.15). La extensión no–abeliana

de la transformación de norma deformada (4.30) es

δω AA
µ = DµωA + ωBξν

B F̂A
νµ, (4.36)

10Algo similar se hace en la construcción de la gravedad no–conmutativa de la referencia [27].
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y esta puede reescribirse como

δAA
µ = DµωA + εν∂ν AA

µ + AA
ν ∂µεν = DµωA + Lε AA

µ ,

donde εµ = ωAξ
µ
A.

Ahora, la acción definida con el lagrangiano (4.35) será invariante bajo la trans-

formación de norma deformada (4.36) sólo si además imponemos la condición

ωALξA θµν = 0. Para ξ
µ
A en el grupo de Poincaré esta condición implica la ecua-

ción

ωA′(Λµ
A′ρθρν + Λν

A′ρθµρ) = 0, (4.37)

para A′ los índices que corresponden a los generadores de transformaciones de

Lorentz. Esta ecuación puede interpretarse de dos maneras: Una es que apagamos

todas las transformaciones de Lorentz locales con ωA′ΛA′ = 0; estas simetrías

globales quedarían prendidas, así como las traslaciones locales. La otra manera

es similar a la condición impuesta en el caso de la generalización no–conmutativa

del modelo no polinomial abeliano, e implica restringir las simetrías globales al

subgrupo de las que dejan invariante al tensor θµν. Las constantes de estructura

f y los coeficientes d del grupo no son cero, pues éstas están asociadas con el

grupo de Poincaré global, que en la primera interpretación está todo prendido. Es

conveniente hacer énfasis en este punto, pues será central en la construcción que

haremos a continuación.

El contenido de la condición (4.37) implica hacer locales menos simetrías de las

que la deformación no polinomial es capaz de lograr en el caso conmutativo.

Esto no representa una obstrucción para construir el modelo de gravedad no–

conmutativa que estamos intentando, pues la simetría a partir de la cual queremos

construir la gravedad es la que se obtiene de hacer locales sólo las traslaciones, y
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mientras la invariancia de Lorentz global sigue viva. Esta manera de hacer lo-

cales simetrías globales mediante la deformación no polinomial para nos permite

construir un modelo de gravedad no–conmutativa libre de las obstrucciones en-

contradas en otros intentos.

4.3.3. Gravedad teleparalela no–conmutativa

Asumamos que la condición (4.37) implica apagar todas las transformaciones de

Lorentz locales. La regla de transformación para las tétradas (4.14) se escribe en-

tonces

δωeν
µ = ερ∂ρeν

µ + eν
ρ∂µερ,

de manera que sólo transforman por el contenido de su índice bajo del espacio–

tiempo, y los marcos de referencia definidos con ellas son rígidos y paralelos en-

tre sí. Esta noción de paralelismo absoluto está también presente en las teorías

de gravedad teleparalela que se obtienen haciendo locales las traslaciones en el

espacio–tiempo de Weitzenböck [99]. La condición (4.37) para tener la invariancia

de norma del lagrangiano no–conmutativo (4.35) nos permite por lo tanto cons-

truir un modelo de gravedad teleparalela no–conmutativa.

Dado que hacemos locales sólo las traslaciones, construimos la gravedad a partir

del lagrangiano (4.35) de la misma manera como lo hicimos en la sección 4.2.3

(ecuación (4.19)). Esto es, identificamos los coeficientes de rotación de Ricci Ω con

F̂ a través de

Ωσκ
ρ = F̂ ρ

σκ = Eσ
µEκ

νFµν
ρ,

donde

Fµν
ρ = ξ

ρ
AFA

µν = ∂µAρ
ν − ∂νAρ

µ = ∂µeρ
ν − ∂νeρ

µ.
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Esta identificación es la clave principal para llegar al resultado de este capítulo.

Sustituímos esta expresión en el lagrangiano no–conmutativo (4.35) para identi-

ficar la corrección no–conmutativa a orden ϑ del primero de los invariantes de

Weitzenböck I1,y luego calculamos las correcciones para el resto de los invariantes

I2 e I3. Así, al final tendremos una versión no–conmutativa del lagrangiano de

Pellegrini-Plebański

LGNC = LPP + LNC,

que es el resultado central de este capítulo. LPP es el lagrangiano de Pellegrini-

Plebański usual (que con los coeficientes apropiados recuperamos el lagrangiano

de Einstein-Hibert (4.20)), y LNC es su corrección no–conmutativa.

En términos de Ω el lagrangiano (4.35) se escribe

L1 ≡ e
(

Ωµν
ρΩµν

ρ + θαβdρσδΩµνρ(
1
4

Ωβα
σΩµν

δ + Ωµα
σΩνβ

δ)
)

, (4.38)

para algunos coeficientes dρσδ totalmente simétricos elegidos tal que dρσδ = 1

cuando los índices son iguales, y dρσδ = 0 cuando dos son diferentes. (En otras pal-

abras, la teoría no polinomial que hemos obtenido está constituída básicamente

por cuatro copias de la deformación no polinomial de la teoría de Maxwell no–

conmutativa.) Se ha hecho además la identificación de det(eν
µ) con el factor que

está en frente del lagrangiano no–conmutativo (4.38). Para identificar las versiones

no–conmutativas de los invariantes Ii leemos de (4.38) los reemplazos en términos

de Ω que deben hacerse. Estos son

Ωµν
ρ → Ωµν

ρ + (ΩNC)µν
ρ,
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con

(ΩNC)µν
ρ = θαβdσδ

ρ(
1
4

Ωβα
σΩµν

δ + Ωµα
σΩνβ

δ) . (4.39)

Usando este diccionario puede escribirse el resto de los invariantes cuadráticos

no–conmutativos relacionados con gravedad. Uno es

L2 ≡ e
(
ΩµνρΩρµν + Ωρµν(ΩNC)µνρ + Ωµνρ(ΩNC)ρµν

)
,

y el otro resulta de tomar en cuenta la traza de ΩNC

(ΩNC)µ ≡ (ΩNC)µν
ν = θαβdσδ

ν(
1
4

Ωβα
σΩµν

δ + Ωµα
σΩνβ

δ).

Así, el último invariantes es

L3 ≡ e
(
ΩµΩµ + 2Ωµ(ΩNC)µ

)
.

El lagrangiano de la gravedad no–conmutativa (a primer orden en ϑ) es

LGNC = LEH

+ 2e
(

Ωρµν(ΩNC)ρµν + Ωρµν(ΩNC)µνρ + Ωµνρ(ΩNC)ρµν − 4Ωµ(ΩNC)µ

)

con LEH el lagrangiano de Einstein-Hilbert (4.20).

Esto concluye el tema que quisimos tratar en este capítulo. No hacemos aquí análi-

sis fenomenológicos ni aplicaciones para encontrar deformaciones de soluciones

concretas de la gravedad usual, así como la inclusión de otros grados de liber-

tad (como materia). El objeto del análisis llevado a cabo consistía en presentar un

modelo de gravedad no–conmutativa obtenido a partir de una aproximación di-

ferente a las que se pueden encontrar en la literatura, que en particular es capaz
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de evitar el obstáculo relacionado con la invariancia o no de los parámetros no–

conmutativos θµν cuando se implementa un difeomorfismo del espacio–tiempo.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado algunas consecuencias provenientes de la introduc-

ción de no–conmutatividad del espacio–tiempo en teorías de partículas y campos,

expresada por las relaciones

[xµ, xν] = iθµν

entre las coordenadas. Si bien la manera de implementar esta no–conmutatividad

en estos dos contextos es diferente, ambas pueden verse como deformaciones de

estructuras básicas estandarizadas de la formulación usual de esas teorías .

En el caso de la mecánica clásica (en la primera parte de la tesis), el ambiente na-

tural para llevar a cabo la deformación no–conmutativa es el del formalismo de

primer orden de la dinámica. La estructura deformada es el paréntesis de Pois-

son definido por una estructura simpléctica no estándar, y con este paréntesis y

un hamiltoniano estándar H = T + V se define lo que se ha llamado en la lit-

eratura un sistema mecánico no–conmutativo (ver sección 1.1). Las ecuaciones

de movimiento de primer orden que describen la dinámica en presencia de no–
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conmutatividad son

ẋi + θij ṗj − pi = 0,

− ṗi −
∂V
∂xi = 0.

La deformación se diseña de tal manera que la cuantización canónica del parénte-

sis de Poisson en cuestión produce relaciones de conmutación diferentes de cero

entre los operadores hermitianos asociados a las coordenadas del espacio configu-

ración de un sistema físico dado. En el caso canónico el esquema se arma para que

el conmutador de dichos operadores devuelva una matriz constante.

Nosotros hemos abordado las implicaciones de este tipo de no–conmutatividad

de una manera diferente. Estudiamos las consecuencias de la no–conmutatividad

simpléctica en el espacio configuración, donde definimos la dinámica de un sis-

tema de partículas con las ecuaciones de movimiento de segundo orden para unas

fuerzas dadas

~̈x = ~F(~x, ~̇x).

La justificación es que de esta manera primero le asignamos a un sistema físico

la identidad que tiene ordinariamente mediante el concepto de fuerza, y luego lo

exponemos a la no–conmutatividad de las coordenadas definiendo el paréntesis

de Poisson de la formulación de primer orden11. De alguna manera esta postura es

que más que buscar rastros de la no–conmutatividad en el ámbito de la mecánica

clásica, como estaría manifestado en las ecuaciones de Newton deformadas

ẍi = −∂V
∂xi + θij d

dt
∂V
∂xj

11De ahí que, por ejemplo, no hablamos del oscilador armónico no–conmutativo, sino del “os-
cilador armónico en el espacio no–conmutativo”.
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(que vienen de las ecuaciones de primer orden no–conmutativas), hay que poner

a prueba qué sistemas físicos (identificados mediante ~F) serían suceptibles de ex-

plorar la no–conmutatividad del espacio consistentemente.

Como resultado, y siguiendo el espíritu del análisis de los autores de [81], la

fuerzas y la estructura simpléctica que define el paréntesis de Poisson no–conmuta-

tivo deben ser consistentes cumpliendo las condiciones de compatibilidad expre-

sadas en las ecuaciones (1.34). En el caso conmutativo, es decir, el caso del parén-

tesis de Poisson que corresponde a relaciones de conmutación estándar entre los

operadores cuánticos hermitianos asociados a las coordenadas de la posición, las

condiciones de compatibilidad dinámica implican que sólo pueden cuantizarse

consistentemente con estas relaciones sistemas físicos clásicos que tienen lagrangiano

de segundo orden. En contraste, una primera visualización de nuestro resultado

es que sistemas que no tienen lagrangiano pueden cuantizarse consistentemente

pero usando relaciones no–conmutativas entre las coordenadas.

Desde esta perspectiva, habría dinámica clásica de segundo orden asociada a sis-

temas de partículas que, cuantizada con relaciones no–conmutativas entre las co-

ordenadas, es sensible a esta característica del espacio. Si es posible, es decir, si un

sistema físico particular lo admite porque cumple con las condiciones subsidiarias

Lθ
ijk = Mθ

ij = Nθ
ij = 0 (ver (1.35)), podemos comparar las cuantizaciones conmuta-

tiva y no–conmutativa del mismo (ver por ejemplo el espectro modificado (1.44)

del oscilador armónico de la sección 1.3.3) y sacar conclusiones sobre los compor-

tamientos del mismo sistema a diferentes escalas12.

En un segundo paso hemos visto que existe un sistema de ecuaciones diferenciales

dado por (2.5) para el que las condiciones de compatibilidad no–conmutativas

(asociadas de hecho a una colección amplia de posibles estrucuras simplécticas

12Bajo la idea de que θ es un parámetro físico relevante a escalas muy pequeñas de longitud.
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no estándar) son condiciones para la existencia del lagrangiano de dicho sistema

(ver sección 2.1). Sorpresivamente, éste es un sistema de tercer orden y no más. El

principio variacional del que proviene este sistema de ecuaciones de tercer orden

está condicionado a considerar como órbitas físicas sólo las del sistema de segun-

do orden original. No sabemos qué clase de información sobre el sistema físico

pueden tener el resto de las soluciones a las ecuaciones de tercer orden, pero es un

tema que valdría la pena explorar. La conclusión más notable por lo tanto es que,

sea en el caso conmutativo o no–conmutativo, los sistemas físicos que se pueden

cuantizar consistentemente serían los que tienen formulación variacional, al nivel

de las ecuaciones de movimiento de segundo orden en el caso conmutativo (y el

de la escala de energía característica de la dinámica cuántica usual), o, en el no–

conmutativo (y así en una escala de energía mayor), de las ecuaciones de tercer

orden construídas con ellas que tienen como soluciones las del sistema de ecua-

ciones de movimiento consistentes con la estructura simpléctica no–conmutativa.

Vimos que existe una manera de cuantizar los sistemas dinámicos definidos en

el espacio no–conmutativo usando la formulación variacional mencionada en un

contexto recientemente propuesto sobre la cuantización de sistemas no–lagrangia-

nos. Una de las características interesantes que tendría este método es que nos

permitiría calcular funciones de onda que dependan sólo de las coordenadas, lo

que la cuantización canónica de estos sistemas desde el formalismo de primer

orden está obstruído.

Aunque en el análisis que llevamos a cabo en esta primera parte de la tesis toma-

mos sistemas no singulares, lo más natural para hacer la extensión del argumento

que incluya sistemas con constricciones es considerar la condición de compatibi-

lidad dinámica con respecto al paréntesis de Dirac. En este contexto, las fuerzas

no determinan completamente las aceleraciones, y en este sentido posiblemente
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sea necesario incorporar las condiciones apropiadas para definir correctamente la

proyección de la derivada respecto al tiempo en la dirección tangente a las órbitas

solución de las ecuaciones de movimiento, así como hacer congruente la compati-

bilidad dinámica en cuestión con las posibles transformaciones de norma que se

tienen si las constricciones presentes son de primera clase.

En la segunda parte de esta tesis estudiamos dos temas en el contexto de teorías

de campo no–conmutativas (TCNC) que han sido muy debatidos en la literatura

reciente. Como vimos en el capítulo 3, la deformación no–conmutativa en teorías

de campo se realiza básicamente mediante el reemplazo de todos los productos

entre campos por el producto-? no conmutativo de Moyal. Este producto es una

deformación en un parámetro del producto ordinario entre funciones tal que la

modificación a primer orden en este parámetro se hace con un paréntesis de Pois-

son como el que estudiamos en la parte I, definido con una estructura simpléctica

no–conmutativa constante. Esta deformación del producto es un ejemplo de un

tipo de deformación de un álgebra en un parámetro conocida como cuantización

de Weyl-Wigner-Moyal, método que es formalizado y generalizado en [19] al ca-

so de deformaciones con estructuras de Poisson más generales. En esta aproxi-

mación toda la no–conmutatividad que proviene de la estructura geométrica del

espacio–tiempo es absorbida por una estructura del álgebra de funciones a la que

pertenecen los campos, específicamente en el producto con el que se multiplican

éstos.

Los dos temas que estudiamos en este contexto fueron el de la implementación de

simetrías del espacio–tiempo en una TCNC, y el de la formulación de un modelo

no–conmutativo de gravedad basado en el método de deformaciones consistentes

de teorías de norma. En el primero propusimos una implementación de simetrías

del espacio–tiempo que nos permite aplicar la noción usual o estándar de cova-
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riancia de Lorentz en TCNC. Esto lo logramos permitiendo que los parámetros

θµν transformen como las componentes de un tensor bajo transformaciones lin-

eales de las coordenadas. Este tipo de transformaciones cambian los parámetros

no–conmutativos pero los dejan constantes, y así no sólo se mantiene la noción del

producto-? de Moyal (definido para θµν constante), sino que él mismo es invari-

ante. Recientemente ha sido propuesto un modelo de TCNC construídas con el

producto-? de Moyal pero incorporando un corte que impida que la no–localidad

del mismo sea de largo alcance [91]. Aunque la introducción de este corte restringe

la definición misma del producto-? de Moyal, es interesante preguntarse como se

vería afectada la implementación de simetrías que construímos aquí basados jus-

tamente en la invariancia de este producto . Por ejemplo, sería interesante pregun-

tarse si el corte o “amortiguamiento” que los autores proponen puede imponerse

en la modificación de la derivada variacional asociada a la transformación del la-

grangiano debida al cambio en θ, y si dicha modificación tiene alguna penetración

en la región donde el producto-? regresaría al ordinario conmutativo.

La implementación de simetrías

Wξ ≡ δξφa(y)
δ

δφa(y)
+

1
2

δθαβ ∂

∂θαβ

que propusimos (ecuación (3.23)) está inspirada en la forma que tienen las trans-

formaciones twist del espacio–tiempo actuando sobre el producto-? de dos cam-

pos φ ? ψ. Una de las características de estas transformaciones es que no actúan

con la regla de Leibniz sobre dicha multiplicación entre campos, y para el caso

de transformaciones lineales el término que hace que tal regla no valga tiene la

forma de la variación de φ ? ψ con respecto a un cambio en θµν (esta lectura no

se puede aplicar para transformaciones más generales que las lineales). Además

de esta inspiración, resulta que ambas simetrías actuando sobre φ ? ψ coinciden,
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lo que nos hace pensar que la implementación que definimos puede verse como

una reinterpretación de las simetrías twist (para transformaciones lineales de las

coordenadas). Una de las ventajas de la implementación propuesta es que puede

aplicarse tanto en el espacio de funciones con prodcuto-? o cualquier expansión

en potencias de θµν del modelo definido con este producto. En particular, vimos

que la teoría de Yang-Mills no–conmutativa es invariante ante transformaciones

de Weyl. Esta invariancia de hecho la aplicamos en el capítulo 4 para realizar la

deformación no polinomial de la acción de una teoría de norma no abeliana no–

conmutativa a primer orden en θµν.

Esta deformación consistente (de lo que ya era una deformación no–conmutativa)

nos dio como resultado una teoría de norma no–conmutativa con invariancia ante

difeomorfismos, lo cual es un resultado notable y aparentemente paradójico con

respecto a la idea de mantener la no–conmutatividad independiente del punto.

Para elaborar esta construcción nos basamos en la misma del caso conmutativo

realizada en [24]. La deformación consistente estudiada por estos autores es un

mecanismo para hacer locales simetrías globales de una teoría de norma. Así, ha-

ciendo locales sólo las traslaciones de coordenadas se puede reconstruir la acción

de Einstein-Hilbert de la relatividad general. El mecanismo consiste en inspirarse

en la acción deformada para construir los tres invariantes de Weitzenböck que

combinados con ciertos coeficientes dan la acción de la gravedad escrita en el for-

malismo de las tétradas

LEH = e(ΩµνρΩµνρ + 2ΩµνρΩρµν − 4Ωµρ
ρΩµ

σ
σ).

Esta combinación de coeficientes da un caso particular de las teorías teleparalelas

de gravedad. Esta acción puede obtenerse también como la teoría libre que resulta

de hacer locales sólo las traslaciones en el espacio plano en el sentido de Utiyama
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[43, 115].

La generalización no–conmutativa de este modelo la llevamos a cabo partiendo

de la acción de una teoría no abeliana no–conmutativa luego del mapeo de SW,

a la que le hacemos la misma deformación no polinomial de [24]. Al final lo que

resulta es una especie de mapeo de SW para los coeficientes de rotación de Ricci,

cuya modificación a primer orden en θ está dada por

(ΩNC)µν
ρ = θαβdσδ

ρ(
1
4

Ωβα
σΩµν

δ + Ωµα
σΩνβ

δ).

Con ésta calculamos las modificaciones a este orden de los invariantes de Weitzen-

böck, que luego combinamos con los mismos coeficientes que en el caso conmuta-

tivo para construir una versión no–conmutativa de la gravedad

LGNC = LEH

+ 2e
(
Ωρµν(ΩNC)ρµν + Ωρµν(ΩNC)µνρ + Ωµνρ(ΩNC)ρµν − 4Ωµ(ΩNC)µ

)
+O(θ2).

Aunque no hacemos mayores comparaciones con aproximaciones previas a un

modelo semejante, el que aquí proponemos contiene correcciones a primer orden

en θµν, mientras que las correcciones del resto de modelos no–conmutativos de

gravedad que han sido propuestos en la literatura empiezan con el segundo orden

en este parámetro.

Varios autores han visto en la gravedad teleparalela un camino viable para cons-

truir la deformación no–conmutativa de la gravedad [36, 98, 112]. Creemos que

en este sentido nuestra propuesta puede ser útil para explorar este tipo de correc-

ciones a la gravedad en las escalas pequeñas de longitud.
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Condiciones de Helmholtz para

ecuaciones de tercer orden

El problema inverso del cálculo de variaciones es un problema muy viejo que data

de las últimas décadas del siglo XIX. El objetivo de este problema es determinar

si para un conjunto de ecuaciones diferenciales (de movimiento) dadas existe un

lagrangiano del cuál provienen. La respuesta al problema inverso depende fuerte-

mente del número de grados de libertad, y de la estructura de las ecuaciones de

movimiento en sí. Es posible formular este problema tanto para sistemas de ecua-

ciones en modelos de partículas en un número finito de grados de libertad, como

en modelos de campos como funciones del espacio-tiempo [77]. Del planteamien-

to general del problema provienen las llamadas condiciones de integrabilidad de

Helmholtz para el sistema de ecuaciones en cuestión.
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Si un lagrangiano depende de hasta la n’ésima derivada respecto al tiempo de

las variables dinámicas
(n)
x , entonces en general sus ecuaciones de Euler-Lagrange

son de orden 2n. En el caso en que dicha dependencia sea lineal, las ecuaciones

de movimiento son de orden 2n− 1 (y si además la dependencia lineal es tal que

el coeficiente sólo depende de x, las ecuaciones son de orden 2n− 2). Las condi-

ciones de Helmholtz para un sistema de ecuaciones de orden impar se leen de las

condiciones de Helmholtz correspondientes a un sistema de ecuaciones del orden

par inmediato superior.

Para los propósitos de esta tesis (específicamente el análisis del problema inverso

para las ecuaciones (2.2)) consideraremos las condiciones de Helmholtz del caso

no–restringido1 del problema inverso del cálculo de variaciones para un sistema

de ecuaciones de cuarto orden general

Mi([x]; t) = Gij
(....x j − f j(x, ẋ, ẍ,

...x ; t)
)

= 0 (A.1)

(donde la notación [x] en este caso significa una dependencia de las coordenadas

y de sus derivadas respecto al tiempo hasta de cuarto orden). Estas condiciones se

deducen de la condición básica de integrabilidad

δMi([x]; t)
δxj(s)

=
δMj([x]; s)

δxi(t)
(A.2)

( δ
δxi(t) es una variación funcional).

Si la condición (A.2) es satisfecha por una Gij y una f j(x, ẋ, ẍ,
...x ; t), existe un la-

grangiano L(x, ẋ, ẍ; t) que depende de las coordenadas, velocidades, y acelera-

1El problema inverso del cálculo de variaciones tiene dos casos: El caso restringido, y el no–
restringido. El primero se pregunta por un lagrangiano para exactamente un conjunto dado de
ecuaciones de movimiento; el segundo pregunta por un lagrangiano para alguna combinación de
las ecuaciones de movimiento en cuestión (construída con la matriz Gij en las ecuaciones (A.1)).
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ciones generalizadas tal que sus ecuaciones de Euler-Lagrange son las ecuaciones

(A.1). La condición (A.2) en componentes da lugar a las ecuaciones

∂Mi

∂
....x k =

∂Mk

∂
....x i , (A.3a)

∂Mi

∂
...x k +

∂Mk

∂
...x i = 2

D
Dt

(
∂Mi

∂
....x k +

∂Mk

∂
....x i

)
, (A.3b)

∂Mi

∂ẍk −
∂Mk

∂ẍi =
3
2
D
Dt

(
∂Mi

∂
...x k −

∂Mk

∂
...x i

)
, (A.3c)

∂Mi

∂ẋk +
∂Mk

∂ẋi =
D
Dt

(
∂Mi

∂ẍk +
∂Mk

∂ẍi

)
− D

3

Dt3

(
∂Mi

∂
....x k +

∂Mk

∂
....x i

)
, (A.3d)

∂Mi

∂xk −
∂Mk

∂xi =
1
2
D
Dt

(
∂Mi

∂ẋk −
∂Mk

∂ẋi

)
− 1

4
D3

Dt3

(
∂Mi

∂
...x k −

∂Mk

∂
...x i

)
. (A.3e)

Aquí la derivada

D
Dt
≡ f j ∂

∂
...x j +

...x j ∂

∂ẍj + ẍj ∂

∂ẋj + ẋj ∂

∂xj +
∂

∂t
(A.4)

está definida por el campo vectorial tangente a las órbitas solución del sistema

(A.1).

Aplicando (A.3a-A.3c) al caso del sistema de ecuaciones diferenciales de tercer

orden (2.2) del capítulo 2 resultan las condiciones entre la fuerza Fi y las matrices

K y M dadas por

Kik + Kki = 0, (A.5a)

3
D
Dt

Kik = Kkj
∂Ḟj

∂ẍi − Kij
∂Ḟj

∂ẍk + (Mik −Mki)

+
(∂Kij

∂ẍk −
∂Kkj

∂ẍi

) d
dt

(ẍj − Fj) +
(∂Mij

∂ẍk −
∂Mkj

∂ẍi

)
(ẍj − Fj), (A.5b)
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y aplicando (A.3d,A.3e) resultan las ecuaciones

D
Dt

[
−Kkj

∂Ḟj

∂ẍi − Kij
∂Ḟj

∂ẍk + (Mik + Mki)

+
(∂Kij

∂ẍk +
∂Kkj

∂ẍi

) d
dt

(ẍj − Fj) +
(∂Mij

∂ẍk +
∂Mkj

∂ẍi

)
(ẍj − Fj)

]
=
(∂Kij

∂ẋk +
∂Kkj

∂ẋi

) d
dt

(ẍj − Fj) +
(∂Mij

∂ẋk +
∂Mkj

∂ẋi

)
(ẍj − Fj)

− Kkj
∂Ḟj

∂ẋi − Kij
∂Ḟj

∂ẋk −Mkj
∂Fj

∂ẋi −Mij
∂Fj

∂ẋk , (A.6a)

1
2
D
Dt

[
Kkj

∂Ḟj

∂ẋi − Kij
∂Ḟj

∂ẋk + Mkj
∂Fj

∂ẋi −Mij
∂Fj

∂ẋk −
D2

Dt2 Kik

+
(∂Kij

∂ẋk −
∂Kkj

∂ẋi

) d
dt

(ẍj − Fj) +
(∂Mij

∂ẋk −
∂Mkj

∂ẋi

)
(ẍj − Fj)

]
=
(∂Kij

∂xk −
∂Kkj

∂xi

) d
dt

(ẍj − Fj) +
(∂Mij

∂xk −
∂Mkj

∂xi

)
(ẍj − Fj)

+ Kkj
∂Ḟj

∂xi − Kij
∂Ḟj

∂xk + Mkj
∂Fj

∂xi −Mij
∂Fj

∂xk . (A.6b)

Estas ecuaciones son las que comparamos con las que resultan de la condición

de compatibilidad dinámica en el caso no–conmutativo en la versión simpléctica

(que da como resultado las ecuaciones (1.42)).
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Algebra envolvente, estructura de

Hopf, y deformación twist

Con el ejemplo de construcción de teorías de norma no–abelianas no–conmutativas

presentamos como surge la necesidad de introducir en este contexto al álgebra en-

volvente de un álgebra de Lie para definir en ella los campos no–conmutativos.

Este ejemplo tiene el contenido básico detrás del concepto de álgebra envolvente.

Luego presentamos la definición básica de un álgebra de Hopf, y la manera de

deformar su estructura mediante la introducción de un twist en el coproducto

[60], que es uno de los elementos constructivos.
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B.1. Álgebra envolvente de un álgebra de Lie

Dado un grupo (de Lie) de norma G y su álgebra de Lie g con generadores Ta (a el

índice interno del grupo) que satisfacen las relaciones

[Ta, Tb] = TaTb − TbTa = i fab
cTc,

con fab
c las constantes de estrucura de G, una teoría de norma no–abeliana no–

conmutativa para el campo Âµ(x) se define con la acción

S = −1
4

∫
tr[F̂ ? F̂],

donde F̂µν = ∂µ Âν − ∂ν Âµ − i[Âµ, Âν]? es el tensor de intensidad de campo no–

conmutativo, y la simetría de norma-? (deformada) con parámetro de norma λ̂(x)

δ?
λ̂

Âµ ≡ ∂µλ̂ + i[Âµ, λ̂]?.

Los términos [Âµ, Âν]? en F̂µν, y [Âµ, λ̂]? en las transformaciones infinitesimales

de norma-?, así como el conmutador [λ̂1, λ̂2] que caracteriza la estructura de nor-

ma del modelo, no son expresiones en g como en el caso conmutativo. Esto debido

a que, por ejemplo, para el álgebra de transformaciones de norma-? se tiene que

[λ̂1, λ̂2]? = λ̂1 ? λ̂2 − λ̂2 ? λ̂1 (B.1a)

= (λ̂a
1Ta) ? (λ̂b

2Tb)− (λ̂b
2Tb) ? (λ̂a

1Ta) (B.1b)

=
1
2
{λ̂a

1, λ̂b
2}?[Ta, Tb] +

1
2
[λ̂a

1, λ̂b
2]?{Ta, Tb}, (B.1c)

donde {Ta, Tb} ≡ TaTb + TbTa es el anticonmutador entre los generadores del

grupo de norma. En un álgebra de Lie el conmutador entre generadores cierra
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en la misma álgebra mediante las constantes de estructura del grupo, pero el an-

ticonmutador en general no lo hará. Un caso donde el anticonmutador entre los

generadores del grupo cierra dentro del mismo es el grupo de norma U (n).

Cuando el anticonmutador de generadores no cierra en el grupo de norma, desar-

rollos ulteriores de expresiones provenientes de la utilización recursiva del con-

mutador de transformaciones de norma requerirá considerar en general objetos

con componentes en una base de polinomios homogéneos en los generadores Ta.

Debido a esto, en general ni el campo ni los parámetros de norma estarán en el

álgebra de Lie del grupo interno, sino que tendrán componentes en cada uno de

los elementos de esta base

Âµ = Âa
µTa + Âa1a2

µ T(a1
Ta2) + · · ·+ Âa1...an

µ T(a1
. . . Tan) . . . ,

con T(a1
. . . Tan) el producto simetrizado de n generadores. El álgebra generada por

los polinomios en Ta se llama el álgebra envolvente de g.

Dada la necesidad de introducir el álgebra envolvente de g, pareciera que la teoría

de norma en cuestión requerirá de una infinidad de parámetros de norma, y de

componentes del campo Âµ. Esta situación es sólo aparente, y se resuelve con

el mapeo de Seiberg-Witten [107]. Con este mapeo se puede ver que todas las

componentes Âa1...an
µ son funciones del campo conmutativo de la teoría de norma

conmutativa correspondiente al álgebra de Lie inicial [83].

B.2. Álgebra de Hopf

Para fijar ideas tomamos como punto de partida un espacio vectorial A sobre

el campo de los números complejos C. La presentación que hacemos aquí está
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basada en la introducción a estos conceptos presentada en las referencias [7, 8].

Un álgebra A sobre el campo C con unidad ι es un espacio vectorial sobre C con

un mapeo

m : A×A → A

que llamamos multiplicación (y también denotamos con · ) bilineal y asociativo,

es decir, tal que para u, v, w ∈ A y a, b ∈ C

(av) · (bw) = ab(v ·w),

(u · v) ·w = u · (v ·w).

Además para la unidad pasa que ι · v = v = v · ι. Podemos expresar estas propie-

dades diagramáticamente. Pedir que m : A×A → A sea bilineal es lo mismo

que m : A⊗A → A sea lineal, con A⊗A el espacio vectorial formado por el

producto directo de A consigo mismo. El que m sea asociativo se puede expresar

con la conmutatividad del diagrama

A⊗A⊗A

A⊗A A⊗A

A

HH
HHj

m⊗id��
���

id⊗m

H
HHHHjm

�
����� m

,

con id : A → A el mapeo identidad (id(v) = v). La propiedad de la unidad es

equivalente a la existencia del mapeo ι : C→ A tal que

C⊗A A⊗A A⊗C

A

Q
Q
Q
Q
Qs

w

-ι⊗id

?

m

�id⊗ι

�
�

�
�
�+

w
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donde w denota el isomorfismo canónico entre A⊗ C (o C⊗A) y A. Estamos

usando la misma notacion para la unidad ι ∈ A y para el mapeo anterior. La

primera se recupera como ι(1) = ι.

Una coalgebra A sobre el campo C es un espacio vectorial con un mapeo lineal

∆ : A → A ⊗ A llamado coproducto, con v 7→ ∆(v) = v1 ⊗ v2, que tiene la

propiedad coasociativa

(id⊗ ∆)⊗ ∆ = (∆⊗ id)⊗ ∆,

y con un mapeo lineal ε : A → C llamado counidad que satisface la propiedad

(id⊗ ε)∆(v) = (ε⊗ id)∆(v) = v.

Estas propiedades pueden expresarse diagramáticamente invirtiendo las flechas

de los diagramas anteriores. La coasociatividad de ∆ se expresa por la conmuta-

tividad del diagrama

A⊗A⊗A

A⊗A A⊗A

A

�
��
�*id⊗∆

H
HH

HY ∆⊗id

HH
H
HHY

∆ ��
�
��*

∆

,

mientras que las propiedades de la counidad se representa con la conmutatividad

de
C⊗A A⊗A A⊗C

A

�ε⊗id -id⊗ε

Q
Q
Q

Q
Qk

w

6
∆

�
�
�
�
�3

w

Ahora, una bialgebra A sobre C es un espacio vectorial con estructura de álgebra y
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coálgebra que son compatibles, es decir, tales que

1. El coproducto ∆ es un homomorfismo entre el álgebra A y el álgebra A⊗A,

donde el producto en A⊗A está dado por (v1 ⊗ v2) · (w1 ⊗ w2) = v1 ·w1 ⊗

v2 ·w2, tal que

∆(v ·w) = ∆(v) ·∆(w), ∆(ι) = ι⊗ ι. (B.2)

2. La counidad ε : A → C es un homomorfismo de álgebras tal que

ε(v ·w) = ε(v) · ε(w), ε(ι) = 1. (B.3)

Finalmente, un álgebra de Hopf es una biálgebra con un mapeo lineal S : A → A

llamado antípoda tal que

m(S⊗ id)∆(v) = m(id⊗ S)∆(v) = ε(v)ι. (B.4)

Este mapeo es único y antimultiplicativo: S(v ·w) = S(w) · S(v)1.

De la definición de biálgebra si sigue que m : A ⊗ A → A y ι : C → A son

homomorfismos entre coálgebras, es decir, tenemos que

∆ ◦m = m⊗m ◦ ∆̂, ε⊗m = ε̂,

y ∆ ◦ ι = ι⊗ ι ◦ ∆C, ε ◦ ι = εC,

donde el coproducto y la counidad en A⊗A están dados por ∆̂(v⊗ w) = (v1 ⊗

w1)⊗ (v2 ⊗w2), y ε̂ = ε⊗ ε, mientras ∆C es el coproducto en C que identifica esta

álgebra con C⊗ C y la counidad es εC = id. Al revés, si A es un álgebra y una

1En analogía con grupos, S(v) es el inverso de v.
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coálgebra, y m y ι son homomorfismos entre coálgebras entonces se sigue que ∆ y

ε son mapeos entre álgebras.

La definición de álgebra de Hopf es invariante bajo la inversión de las flechas de

los diagramas correspondientes a las propiedades (B.2), (B.3), y (B.4), intercam-

biando las estructuras de álgebra y coálgebra, y con la misma antípoda. En este

sentido, en términos de la observación anterior la estructura de álgebra y coálge-

bra en un álgebra de Hopf son conceptods duales.

B.3. Deformación por un twist

En el contexto de esta tesis el interés por la deformación de un álgebra de Hopf

mediante la introducción de un twist tiene que ver con la construcción de espa-

cios no–conmutativos como deformaciones de espacios ordinarios o conmutativos

asociados a teorías de campos conocidas. En términos de la equivalencia entre

geometría y álgebra que relaciona una variedad (que para el caso representa al

espacio–tiempo) con el espacio de funciones contínuas sobre ella, induciendo una

deformación no–conmutativa en este espacio de funciones esperamos realizar la

deformación no-conmutativa de la variedad.

Este tipo de deformación requiere de los siguientes ingredientes. Tomemos la var-

iedad M que representa al espacio–tiempo, y un álgebra de Lie g de transforma-

ciones t que actúan sobre funciones contínuas f evaluadas en M ( f ∈ C(M)).

Además, denotamos por Ug al álgebra envolvente de g. Ug es un álgebra con

la composición usual entre transformaciones t1 ◦ t2 ≡ t1t2 como producto, y el

mapeo identidad como unidad (que denotamos por 12).

2El mapeo identidad tiene dos papeles: Por un lado es el mapeo que lleva una función en sí
misma (denotao por id), y es el elemento unidad (denotado por 1) que hace al espacio de transfor-
maciones un álgebra.
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Además de esto, necesitamos un elemento F ∈ Ug ⊗ Ug invertible al que lla-

mamos twist, definido con generadores del álgebra de Lie g. El álgebra Ug tiene

una estructura de Hopf natural, cuyo coproducto ∆ : Ug → Ug⊗Ug es una ex-

tensión del coproducto definido sobre los elementos de g. Este es tal que

∆(t) ≡ t⊗ 1 + 1⊗ t, con t ∈ g,

y se extiende a todos los elementos de Ug mediante

∆(t1t2) ≡ ∆(t1)∆(t2) = t1t2 ⊗ 1 + t1 ⊗ t2 + t2 ⊗ t1 + 1⊗ t1t2,

y en general como ∆(t1t2 . . . tn) = ∆(t1)∆(t2) . . . ∆(tn). En relación con el copro-

ducto en Ug, un twist F debe satisfacer la propiedad

(F ⊗ 1)(∆⊗ id)F = (1⊗F )(id⊗ ∆)F . (B.5)

Esta propiedad define al twist.

Si g es el álgebra de Lie de campos vectoriales en el espacio–tiempo M, o una

subálgebra generada por las derivadas parciales ∂
∂xµ , el coproducto ∆ dicta cómo

transformaciones t actuarán sobre los productos entre funciones: Si m es la multi-

plicación ordinaria entre funciones m( f ⊗ g) = f · g, entonces una trasformación

t actúa sobre este producto de acuerdo con la regla

t . ( f · g) = t . m( f ⊗ g) = m(∆(t) f ⊗ g)

= m((t⊗ 1 + 1⊗ t) . f ⊗ g) = (t . f )g + g(t . g).
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En este contexto podemos considerar el twist dado por

F ≡ e−
i
2 θαβ ∂

∂xα⊗ ∂

∂xβ ,

donde θαβ es una matriz constante antisimétrica. Con este twist (que satisface la

condición (B.5) porque el álgebra de derivadas parciales es abeliana) puede ha-

cerse una reinterpretación de la deformación del producto-? de Moyal entre fun-

ciones en C(M). Denotamos este producto con el mapeo m?, y lo definimos como

f ? g ≡ m?( f ⊗ g) = m(F−1 f ⊗ g),

con F−1 = e
i
2 θαβ ∂

∂xα⊗ ∂

∂xβ .

En estos términos las transformaciones t ∈ Ug sobre productos-? entre funciones

queda ahora determinada por las identidades

t . m?( f ⊗ g) = t . m(F−1 f ⊗ g)

= m(∆(t)F−1 f ⊗ g) = m(F−1F∆(t)F−1 f ⊗ g)

= m?(∆?(t) f ⊗ g),

con ∆?(t) = F∆(t)F−1 el coproducto deformado (por un twist).

Esta es la construcción formal del concepto de transformaciones twist sobre el

producto-? entre campos que exponemos en la sección 3.2 del capítulo 3 desde un

punto de vista más intuitivo y aplicado a la física.
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Deformaciones consistentes de teorías

de norma

La deformación consistente de una teoría de norma puede usarse como un me-

canismo sistemático para construir interacciones como expansiones perturbativas

en un parámetro [69]. Con esta herramienta pueden calcularse simultáneamente

nuevos vértices y su invariancia de norma de manera consistente. En este senti-

do resulta muy útil para entender y justificar las correcciones no–conmutativas

de una teoría de norma presentes en principio en una escala de longitud muy pe-

queña. El parámetro ϑ de la no–conmutatividad de las coordenadas aparece como

constante de acoplamiento de dichas correcciones.

Para simplificar el argumento detrás de la idea básica de este método presenta-

mos en este apéndice el caso de la deformación de una teoría abeliana. La ex-
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tensión al caso no–abeliano es directa. (Para la argumentación hemos seguido la

presentación del tema que se puede encontrar en la referencia [25].)

C.1. Idea básica

Consideremos la parte libre de una teoría de norma dada por la acción S(0)([φa])

para los campos φa(x) y sus derivadas. Denotamos con las trasformaciones δ
(0)
ε φa

la simetría de norma de la teoría, donde ε es el parámetro de norma. La invariancia

de norma de la acción se expresa con la ecuación

δS(0)

δφa δ
(0)
ε φa = 0.

En términos del lagrangiano L(0)([φ], x) que define la acción S(0), la condición de

invariancia de norma se escribe como δ
(0)
ε L(0) = ∂µKµ para alguna K(φ, x), o

δ
(0)
ε L(0) ' 0,

donde ' es una igualdad módulo una divergencia total. Como para cualquier

variación del lagrangiano pasa que

δL(0) ' (δφa)EaL(0)

mediante la derivada total Vµ = δφa ∂L(0)

∂(∂µφa) (EaL(0) ≡ ∂L(0)

∂φa − ∂µ

(
∂L(0)

∂(∂µφa)

)
son las

ecuaciones de movimiento correspondientes al campo φa), la condición de invari-

ancia de norma puede escribirse

(δ
(0)
ε φa)EaL(0) = ∂µ Jµ,

166



IDEA BÁSICA

con Jµ ≡ Kµ −Vµ.

Una deformación consistente S de la teoría S(0) en el parámetro g es una modifica-

ción en potencias de g de la última

S(0) → S = S(0) + gS(1) + g2S(2) + . . . ,

tal que es posible modificar la transformación de norma original también como

una serie de potencias en el parámetro g

δ
(0)
ε φa → δεφa = δ

(0)
ε φa + gδ

(1)
ε φa + g2δ

(2)
ε φa + . . . ,

de tal manera que δεφa es simetría de norma de la teoría S[φa]

δS
δφa δεφa =

δ
(
S(0) + gS(1) + g2S(2) + . . .

)
δφa

(
δ
(0)
ε φa + gδ

(1)
ε φa + g2δ

(2)
ε φa + . . .

)
= 0. (C.1)

El parámetro g funciona como una constante de acoplamiento de la teoría defor-

mada. La última expresión implica las ecuaciones de consistencia

∑k
i=0

δS(k−i)

δφa δ
(i)
ε φa = 0 (C.2)

a cada orden k = 1, 2, 3, . . . del parámetro g. Para construir interacciones consis-

tentes con esta herramienta, a los nuevos vértices dados por S(1), S(2), . . . se les

suele pedir más requisitos además de resolver las condiciones (C.2), como la in-

variancia de Lorentz. La deformación consistente además puede o no deformar

las constantes de estructura del grupo de norma. El caso de la deformación no–

conmtuativa que nos interesa en esta tesis es tal que las constantes de estructura
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del grupo de norma no se deforman.

El requisito de invariancia de la acción (C.1) se escribe como δεL ' 0 para el la-

grangiano deformado L. Análogamente pueden escribirse las ecuaciones de con-

sistencia (C.2) para el lagrangiano. Por ejemplo, la correspondiente ecuación a

primer orden en g se escribe

δ
(0)
ε L(1) + δ

(1)
ε L(0) ' 0. (C.3)

La teoría deformada luego del procedimiento descrito puede resultar equivalente

a la teoría original, y en este sentido no ser una deformación en los hechos. Se

dice que una deformación consistente es trivial si mediante una redefinición de

variables (campos y parámetros) la acción y simetría deformadas regresan a su

forma original. Esto pasa si por ejemplo la condición a primer orden en g (C.3)

implica que L(1) es proporcional a las ecuaciones de movimiento de L(0)

L(1) ' Φa(1)([φ], x)EaL(0).

Redefiniendo los campos como

φa 7→ φ′a ≡ φa + gΦa(1)([φ], x),

la expansión de L(0) como función de los nuevos campos es

L(0)([φ′], x) ' L(0)([φ], x) + gΦa(1)([φ], x)EaL(0).

Esta ecuación implica que el lagrangiano deformado (el miembro derecho) coin-

cide con el lagrangiano origial hasta una derivada total, y por lo tanto la deforma-
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ción es trivial.

De la redefinición de campos (C.1) identificamos L(1) = δΦL(0); es decir, la cor-

rección L(1) corresponde a la variación de L(0) debida a la variación infinitesimal

de los campos δΦφa ≡ gΦa(1)([φ], x). De la ecuación de consitencia (C.3) tenemos

entonces que

δ
(0)
ε L(1) + δ

(1)
ε L(0) ' 0

δ
(0)
ε δΦL(0) + δ

(1)
ε L(0) ' 0

[δ(0)
ε , δΦ]L(0) + δΦδ

(0)
ε L(0) + δ

(1)
ε L(0) ' 0

[δ(0)
ε , δΦ]L(0) + δ

(1)
ε L(0) ' 0

(usando que δ
(0)
ε L(0) ' 0) de donde podemos leer la deformación de la simetría

δ
(1)
ε ≡ [δΦ, δ

(0)
ε ]. Esta corresponde a la redefinición de la simetría en términos de

los nuevos campos φ′, pero no constituye una deformación de la simetría en los

hechos.

Si la deformación de una teoría de norma no es trivial, pueden distinguirse tres

tipos de resultados del procedimiento:

1. El lagrangiano se deforma, pero no la simetría de norma.

2. Tanto el lagrangiano y la simetría de norma se deforman, pero las constantes

de estructura del grupo interno no.

3. El caso extremo en el que se deforman el lagrangiano, la simetría, y el álgebra

de conmutadores de transformaciones de norma.

La deformación no–conmutativa que explicamos a continuación es un ejemplo del

tipo 1. Es posible deformar la teoría de Maxwell-Dirac libre para obtener la elec-
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trodinámica donde la estrucutra de norma sigue siendo abeliana; este constituye

un ejemplo del tipo de deformación 2. Un ejemplo del tipo 3 es la deformación

que lleva muchas copias de la teoría de Maxwell libre a la teoría de Yang-Mills.

C.2. Deformación no–conmutativa de teorías de nor-

ma

En esta sección quermos mostrar cómo la generalización no–conmutativa de la

acción de Maxwell es una deformación consistente en el sentido planteado en la

sección anterior. La teoría inicial está dada por la acción

S(0) = −1
4

∫
d4xFµνFµν

para el tensor de intensidad de campo Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ, y la invariancia de

norma abeliana usual δ
(0)
ε Aµ = ∂µε. Al final resulta que esta deformación es del

tipo 1, pues es posible encontrar una redefinición de campos que revela que la

simetría de norma no se deforma.

C.2.1. Acción y simetría no–conmutativa

La acción de la teoría de norma no–conmutativa con base en U?(1) está dada por

S = −1
4

∫
d4xF̂µν ? F̂µν ' −1

4

∫
d4xF̂µν F̂µν, (C.4)

en términos del producto-? entre campos dado por

φ ? ψ ≡ φe
iϑ
2 θαβ

←
∂ α
→
∂ β ψ = φ ·ψ +

iϑ
2

θαβ∂αφ∂βψ + . . . .
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La segunda igualdad en la expresión anterior resulta de la identidad básica

∫
dxφ ? ψ '

∫
dxφ ·ψ '

∫
dxψ ? φ

para el producto-?. El tensor de intensidad de campo no–conmutativo se escribe

F̂µν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ − i[Aµ, Aν]? = Fµν − i[Aµ, Aν]?, y la transformación de norma-

? no–conmutativa generada con U(x) = exp?(iε) ≡ 1 + iε + i2
2! ε ? ε + . . . para el

parámetro ε = ε(x) está dada por

Aµ 7→ U ? Aµ ? Û − iU ? ∂µÛ,

con Û el inverso-? de U: U ? Û = Û ? U = 1. La forma infinitesimal de esta

transformación es

δε Aµ ≡ ∂µε + [Aµ, ε]?, tal que δε F̂µν = [F̂µν, ε]? (C.5)

con [φ, ψ]? ≡ φ ? ψ− ψ ? φ. Esta transformación de norma consitutye una simetría

de esta teoría pues para el lagrangiano no–conmutativo L = −1
4 F̂µν ? F̂µν se tiene

que

δεL = −1
4
(

F̂µν ? F̂µν ? ε− ε ? F̂µν ? F̂µν
)

⇒ δεS ' −1
4

∫
dx
(
(F̂µν ? F̂µν)ε− ε(F̂µν ? F̂µν)

)
= 0.

Esta condición de invariancia está garantizada orden a orden en ϑ, y la teoría a

orden cero en este parámetro es la teoría de norma de U(1) conmutativa usual. En

este sentido la teoría (C.4) con la simetría (C.5) es una deformación consistente de

S(0) (y de la simetría de norma abeliana usual).
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C.2.2. Mapeo de SW

Aunque la primera impresión es que la simetría de norma original se deforma y

resulta en la transformación de norma-?, se puede ver que existe una redefinición

de campos que retorna la simetría su forma original. Esta redefinición es el mapeo

de Seiberg-Witten (SW) [107].

De la expansión del lagrangiano no–conmutativo en ϑ (simplemente escribiendo

explícitamente el resultado del producto-? entre campos)

L ' −1
4
(Fµν + ϑθαβ∂α Aµ∂β Aν +O(ϑ2))(Fµν + ϑθρσ∂ρ Aµ∂σ Aν +O(ϑ2)),

podemos leer la deformación a primer orden. Ésta está dada por

L(1) = −1
2

θαβFµν

(
FµαFνβ +

1
4

FβαFµν

)
+ θρσ Aρ(

1
2

∂µ Aσ + Fσµ)∂νFνµ − ∂µ

(
θρσ Aρ(

1
2

∂ν Aσ + Fσν)Fµν +
1
4

θµν AνFρσFρσ
)

.

La primera línea de esta expresión es no trivial y está formada por el producto de

tres F’s, invariante bajo la transformación de norma no deformada. La segunda

línea la constituye una divergencia, y un término de la forma Φ([A], θ)EµL(0); la

divergencia es irrelevante para el lagrangiano deformado, y el otro término es una

deformación trivial que se puede descartar mediante la redefinición de campos a

primer orden en ϑ (como en (C.1))

Aµ 7→ Aµ + ϑθρσ Aρ(
1
2

∂µ Aσ + Fσµ)∂νFνµ.

Esta expresión es el mapeo de SW que redefine los campos a primer orden en ϑ.

Como el término no trivial en L(1) es invariante bajo la simetría de norma abelia-
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na no deformada, debe ser posible mostrar que la simetría de norma deformada

no tiene corrección a primer orden en ϑ. Aunque aquí no lo mostraremos, la re-

definición de campos existe a todos los órdenes en ϑ, y por el mismo la simetría

de norma deformada regresa a la simetría de norma abeliana conmutativa.
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Espacio–tiempo de Weitzenböck

En el capítulo 4 nos hemos referido a una versión de la gravedad (llamada grave-

dad teleparalela) que se construye sobre variedades con una conexión tal que su

curvatura es nula, pero no su torsión. La variedad con una conexión de este tipo se

denomina espacio–tiempo de Weitzenböck, y la acción de gravedad ahí se escribe

en términos de la torsión. En este apéndice presentamos los elementos básicos de

la definición de la conexión y del espacio–tiempo de Weitzenböck.

En la primera sección que sigue a continuación presentamos algunos conceptos

para fijar el lenguaje, y en la segunda introducimos las definiciones relevantes.
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D.1. Espacios con conexión afín y métricos

Dada una variedad diferencial L que identificamos con el espacio–tiempo, defin-

imos tensores en ella de acuerdo a sus propiedades de transformación cuando se

hace un cambio de coordenadas arbitrario. Si un difeomorfismo define la transfor-

mación infinitesimal para las coordenadas xµ 7→ x′µ = xµ + ξµ(x), la transforma-

ción de por ejemplo un campo escalar φ y un campo vectorial Aµ estará dada por

la derivada de Lie1 a lo largo del campo ξ

δξφ = φ′(x)− φ(x) = −ξµ∂µφ = −Lξφ, y

δξ Aµ = A′µ(x)− Aµ(x) = −ξρ∂ρ Aµ + ∂ρξµ Aρ = −Lξ Aµ.

Si en una variedad diferencial queremos comparar un tensor en dos puntos dife-

rentes conectados por un difeomorfismo necesitamos de una estructura llamada

conexión afín γ. La comparación se hace mediante la derivada covariante definida

con ésta. En particular para un escalar y un vector la derivada covariante se define

como

∇µφ = ∂µφ, ∇µ Aν = ∂µ Aν + γµρ
ν Aρ.

Denotamos por Lγ al espacio con conexión afín. En general, la conexión con com-

ponentes γµρ
ν se separa en su parte simétrica y antisimétrica

γµρ
ν = γ(µρ)

ν + γ[µρ]
ν,

1En general se tiene que para una transformación de coordenadas como en este caso, y la
transformación general δ̂φa(x) = φ′a(x′)− φa(x) de un conjunto de campos, la variación δξφa =
−ξρ∂ρφa + δ̂φa(x) para la que los parámetros no cambian (δξ xµ = 0) coincide salvo un signo con
la derivada de Lie correspondiente a δ̂φa(x) [25].
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tal que la parte antisimétrica está relacionada con la torsión como

Tµν
ρ = −2γ[µν]

ρ.

Ésta y la curvatura del espacio–tiempo se definen con los conmutadores de las

derivadas covariantes

[∇µ,∇ν]φ = Tµν
ρ∇ρφ,

[∇µ,∇ν]Aρ = Rµνσ
ρ Aσ + Tµν

σ∇σ Aρ,

donde

Rµνσ
ρ = 2∂[µγν]ρ

σ + 2γ[νλ
σγν]ρ

λ

es el tensor de Riemann asociado a la curvatura del espacio–tiempo.

Podemos hacer de Lγ un espacio métrico (Lγ, g) introduciendo otra estructura

que nos permite definir un producto interno entre vectores del espacio tangente a

un punto. Este producto se construye con la métrica gαβ sobre la cual se impone

el postulado métrico

Qµνρ ≡ ∇µgνρ = 02

que la relaciona con la conexión afín. Con esta estructura extra, la conexión γ

puede escribirse como

γνρ
σ = Γνρ

σ + Kνρ
σ (D.1)

donde Γνρ
σ son los símbolos de Christoffel (componentes de la conexión de Levi-

2Q se llama tensor de metricidad.
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Cività) y Kνρ
σ es la contorsión definidos por

Γνρ
σ =

1
2

gρσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν),

Kµν
ρ =

1
2

gρσ(Tµσν + Tνσµ − Tµνσ).

Es importante notar que los símbolos de Christoffel Γ(g) son simétricos en sus

indices inferiores por construcción, y la parte simétrica de la conexión afín γ está

formada por estas componentes y la parte simétrica de la contorsión K(µν)
ρ(g, T).

Es posible mostrar que cuando la conexión afín se separa como en (D.1) el escalar

de Ricci R construído con la métrica y el tensor de Riemann satisface la siguiente

relación

R(γ) = R(Γ) + 2∇µKν
µν + (Kµ

µν)2 + Kν
µρKµρ

ν.

En consecuencia, la acción de Einstein-Hilbert definida con este escalar para un

espacio con torsión tiene la forma

∫
ddx
√

gR(γ) =
∫

ddx
√

g
{

R(Γ) + (Kµ
µν)2 + Kν

µρKµρ
ν
}

,

donde reconocemos la acción usual de Einstein-Hilbert en el primer término del

lado derecho. Detengámonos un momento en la siguiente observación: Si existe

una conexión afín tal que

R(γ) = 0,

de la expresión anterior tendremos que

∫
ddx
√

gR(Γ) = −
∫

ddx
√

g
{
(Kµ

µν)2 + Kν
µρKµρ

ν
}

,

de donde puede verse que la acción de Einstein-Hilbert usual para el escalar R(Γ)
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(definido para la conexión de Levi-Cività) se puede escribir en términos solamente

de la torsión de γ. Esta condición implica que el espacio–tiempo es plano y el

transporte paralelo trivial. Para explorar más de cerca esta idea es conveniente (y

de hecho necesario) usar el formalismo de primer orden de las tétradas.

En el espacio tangente introducimos los vectores base (o tétradas) ea = ea
µ∂µ. Un

vector genérico A se escribe en esta base como A = Aaea y la relación entre sus

compontentes en el espacio tangente y sus componentes respecto al sistema de

referencia coordenado es

Aµ = Aaea
µ.

En particular la métrica de espacio–tiempo se escribe como

gµν = ea
µeb

νηab

donde ηab es la métrica (localmente plana) del espacio tangente. El conmutador

entre las tétradas define los coeficientes de rotación de Ricci:

[ea, eb] = −2Ωab
cec, donde Ωab

c = ea
µeb

ν∂[µec
ν].

Así como definimos la derivada covariante que conecta tensores en el espacio–

tiempo, introducimos en el espacio tangente la conexión ωab
c (independiente de

la métrica) con la que definimos la derivada covariante

Daφ = ∂aφ = ea
µ∂µφ, Da Ab = ∂a Ab + ωac

b Ac,

para conectar tensores en el espacio tangente. A ω de le denomina conexión de

espín. Ahora podemos definir la derivada covariante total con las dos conexiones,
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que actuando sobre las componentes de las tétradas da

∇̂µea
ν = ∂µea

µ + γµρ
νea

ρ − eb
νωµa

b.

Así como fue impuesto el postulado métrico para relacionar la métrica con la

conexión afín, aquí podemos imponer un postulado para relacionar las conexiones

γ y ω. El postulado de las tétradas

∇̂µea
ν = 0

nos permite converir índices del espacio–tiempo en índices del espacio tangente

dentro o fuera de la derivada covariante total, y además relaciona la conexión afín

γ con la conexión en el espacio tangente ω como

ωµa
b = γµa

b − ea
ν∂µebν. (D.2)

Esta relación implica que ω está determinada por la conexión γ: ω = ω(γ). No es

difícil ver que las curvaturas definidas con ellas están relacionadas como

Rµνρ
σ(γ) = ea

ρeb
σRµνa

b(ω). (D.3)

Del postulado sobre las tétradas también sale la relación entre la torsión y los

vectores base del espacio tangente dada por

D[µea
ν] = 2(∂[µea

ν] −ω[µν]
a) = −Tµν

a.

El postulado de las tétradas nos permite entonces recuperar la estructura de un

espacio métrico con una sola conexión independiente. Así, si tenemos las conex-
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iones ω(γ) y ω(Γ) esta última asociada a la conexión de Levi-Cività mediante una

ecuación similar a (D.2), éstas están relacionadas por

ωab
c(γ) = ωab

c(Γ) + Kab
c,

donde

ωab
c(Γ) = Γab

c + (−Ωab
c + Ωb

c
a −Ωc

ab) = (−Ωab
c + Ωb

c
a −Ωc

ab),

con Γab
c las componentes de Γ en el espacio tangente. Como hemos escogido la

métrica del espacio tangente plana, Γab
c = 0.

D.2. Conexión de Weitzenböck

El espacio–tiempo de Weitzenböck está definido por una conexión afín compatible

con la métrica tal que su curvatura es cero, pero no su torsión. Así, el transporte

paralelo en esta variedad es trivial. La conexión de Weitzenböck se denota por Wµν
ρ,

y es por esta definición tal que

Rµνρ
σ(W) = 0.

El estudio de estos espacios da origen a una extensión de la gravedad de Einstein

que ha sido ampliamente estudiada [76]. Esta extensión se conoce como grave-

dad teleparalela, y una de sus características es que los marcos de cordenadas del

espacio tangente son rígidos. En esta versión de la gravedad la simetría local de

Lorentz está congelada (sin embargo sigue siendo una simetría global de la teoría)

y la simetría local que da origen a la dinámica proviene del grupo de traslaciones
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[43].

Encontrar la conexión de Weitzenböck resolviendo la ecuación anterior puede ser

muy difícil. En cambio podemos usar el postulado de las tétradas para encontrar

una solución de la siguiente manera. Denotemos con wµ
ab la conexión en el espa-

cio tangente asociado a W mediante el postulado de las tétradas

∇̂µea
ν = ∂µea

ν −Wµν
a + wµν

a = 0,

con ∇̂ la derivada covariante total dedfinida con las conexiones W y w. De la

relación (D.3) tenemos que Rµνρ
σ(w) = 0, para la cual podemos escoger la solu-

ción trivial w = 0 (que no implica W = 0). Por lo tanto, de la relación entre estas

dos conexiones proveniente del postulado para las tétradas tenemos que

Wµν
ρ = ea

ρ∂µea
ν.

Esta es la conexión de Weitzenböck. A diferencia de los simbolos de Christoffel,

sus componentes no pueden escribirse sólo en términos de la métrica y sus deri-

vadas.

Supongamos ahora que tenemos la ecuación (D.2) para una conexión afín γ cualquiera

y una conexión en el espacio tangente ω relacionada con la primera mediante el

postulado de las tétradas. En términos de la conexión de Weitzenböck podemos

escribir la relación

γµν
ρ = Wµν

ρ + ωµν
ρ.

La conexión γ es compatible con la métrica, y por lo tanto puede escribirse en

términos de los símbolos de Christoffel Γ(g) y la contorsión K(g, T). La torsión
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está dada por

Tµν
ρ(W) = −2Ωµν

ρ,

y un cálculo directo muestra que

Kµνρ(W) = Ωµνρ −Ωνρµ + Ωρµν.

Así, el tensor de Riemann asociado a Γ(g) está dado por

Rµνρ
σ(Γ(g)) = −2∇[µKν]ρ

σ − 2K[µ|λ
σK|ν]ρ

λ,

y el escalar de Ricci R(Γ) se construye con la contracción de este tensor con la

métrica. Con R(Γ) construimos la acción de Einstein-Hilbert, y el resultado es

∫
ddx
√

gR(Γ) = −
∫

ddx
√

g
{
(Kµ

µν)2 + Kν
µρKµρ

ν
}

.

Concluimos que la acción de Einstein-Hilbert puede expresarse sólo en términos

de los coeficientes de rotación de Ricci Ω. Esta es una deducción alternativa de la

acción de Einstein-Hilbert en el formalismo de primer orden, y es la que usamos

en esta tesis en el capítulo 4, ecuación (4.20). Es la misma que los autores de [100]

presenta como la acción de Palatini.
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