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Introduccion

Haciendo uso de que el presente trabajo ha sido escrito con el proposito de
ser una tesis de licenciatura, resulta oportuno recordar que el inicio de la carrera
de Matemaéticas consiste, a grandes rasgos, en aprender que el objetivo de esta
disciplina no es el de obtener verdades absolutas. Lejos de esto, la actividad
matematica radica en establecer deducciones a partir de una serie de axiomas
y mediante reglas de inferencia, en donde lo importante sera la validez del
razonamiento, més que la verdad o falsedad de los enunciados con los que se esta
trabajando.

Asi, quiza uno de los ejemplos més famosos para introducir a un estudiante
de Matematicas al método axiomatico, sea aquella formulacion de los cinco
postulados en Geometria planteada por los griegos de la antigiiedad. Dicha
axiomatizacion resulta particularmente relevante pues no so6lo fue el inicio de la
formalizacién de las matemaéticas, sino porque en el siglo XIX se demostrd que,
contrario a lo que suponian los griegos, el quinto de esos postulados no se puede
deducir mediante una prueba logica a partir de los otros cuatro.’ La demostracion
de esta imposibilidad de probar el quinto postulado se debié principalmente a los
trabajos de Gauss, Bolyai, Lobachevsky y Riemann. Ademas, su trascendencia
para las matematicas no s6lo descansaba en el hecho de que habian resuelto un
problema que habia asediado a muchas generaciones de matematicos, sino que
planteaba por primera vez que se puede demostrar que un axioma es independiente
de otra coleccién de enunciados.?

En este mismo contexto histérico se habian venido desarrollando nuevas ramas
de las matemaéticas que tenfan una base axiomaética aparentemente sélida y, para
ramas ya conocidas como la del estudio de los nimeros naturales, los mateméticos
buscaban construir también un sistema axiomético adecuado.

1Una version del quinto postulado establece que, dados una linea recta y un punto fuera de
ella, es posible trazar una tnica recta paralela a la primera.
2Véase [Dau79| para profundizar en la historia alrededor de este tema.
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v INTRODUCCION

Paralelamente, en 1874 el mateméatico aleman Georg Cantor publicé un
articulo en el que demostr6 formalmente que hay distintas clases de conjuntos
infinitos, en el sentido de que no todos los conjuntos infinitos son biyectables
entre si. Posteriormente, probd que los nimeros racionales son tantos como los
naturales, pero que no es posible establecer una correspondencia biunivoca entre
los racionales y los reales. Estos resultados fueron severamente criticados por
matematicos como Kronecker y causaron gran turbulencia dentro del mundo
cientifico de la época. Sin embargo, fueron el origen de la Teoria de Conjuntos
y, entre otras cosas, permitieron a Cantor crear una teoria de los numeros
transfinitos, ademéas de plantear uno de los problemas que méas fascinacion
han causado a lo largo de la histora de las matemaéticas y que radica en
preguntarse si existird un subconjunto infinito de R tal que no sea biyectable
con los numeros naturales ni con los nidmeros reales. Cantor intenté durante
afios demostrar que tal conjunto no puede existir, pero nunca logr6é (ni hubiera
podido lograr) probar esta suposicion a la que él denominé Hipdtesis del Continuo.

Asi, en medio de esta pregunta sin resolver y de la creciente necesidad de
formalizar las matemaéticas, a finales del siglo XIX y principios del XX surgieron
las primeras propuestas para axiomatizar la recientemente creada Teoria de
Conjuntos. El objetivo principal era fundamentar a todas las matemaéticas y
uno de los primeros intentos para lograr esta axiomatizacion fue dado por el
mateméatico alemén Gottlob Frege. Sin embargo, en 1901 Bertrand Russell
demostr6 que los axiomas de Frege conducian a una contradiccion. Este resultado
es conocido como la Paradoja de Russell.? Posteriormente, en 1904, Ernst Zermelo
formul6 por primera vez de manera formal el Axioma de Eleccion y, cuatro anos
més tarde, propuso un sistema de axiomas para la Teoria de Conjuntos pero que
no permitia construir a los nimeros transfinitos definidos por Cantor. Fue hasta
1922 cuando, reuniendo las ideas de Zermelo con las de otro matematico aleman,
de nombre Abraham Fraenkel, se logr6 sintetizar lo que actualmente se conoce
como el sistema axioméatico de ZFE (Zermelo-Fraenkel con Eleccién), y que es
la base sobre la que estéd fundamentada la Teoria de Conjuntos como la conocemos.

A lo largo de este trabajo, frecuentemente haremos referencia al significado
del sistema axioméatico ZFE y de que un enunciado sea indecidible para esta
teoria. Sin embargo, el objetivo central de esta tesis estd dado por un problema
que surgidé en mateméticas a principios del siglo XX, varios anos antes de que
siquiera se considerara la posibilidad de que la Hipétesis del Continuo resultara
un enunciado ni demostrable ni refutable.

La historia de este problema comienza en 1902, cuando el matematico francés
Henri Lebesgue intentaba extender las nociones de integracién desarrolladas
antes por Riemann y comenzé a buscar una funciéon que asignara un tamano a
cada conjunto de numeros reales, pero no en un sentido de cardinalidad como
el que habia motivado el trabajo de Cantor, sino desde una perspectiva mas
geométrica y que fuera congruente con las nociones de longitud que la humanidad
habia trazado desde sus inicios. En el Capitulo 1 de este trabajo expondremos

3Veéase [HJ99] pag. 3.
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este planteamiento de Lebesgue denominado Problema de la Medida. Ademas,
hablaremos de cémo poco tiempo después de que Lebesgue se preguntara si es
posible medir a todos los conjuntos de numeros reales mediante una funcion
que cumpliera ciertas caracteristicas, el matemaético italiano Giuseppe Vitali
demostro que la respuesta a esta pregunta es negativa, originando asi una crisis
en las matematicas. Lebesgue tuvo que solucionar esta crisis replanteando la
manera en la que debia abordarse el Problema de la Medida, dando asi pie a
la construccion de la Medida de Lebesgue como es conocida actualmente y que
también expondremos en el Capitulo 1 de este trabajo.

Después de la Primera Guerra Mundial y tras la reunificacion de Polonia, en
este pais se formo6 un grupo de matematicos muy interesados en los fundamentos
de la matemética desde el punto de vista de la Teoria de Conjuntos. Personajes
como Banach, Tarski, Ulam y Kuratowski, hicieron numerosas aportaciones entre
las que estuvieron retomar el Problema de la Medida planteado por Lebesgue
inicialmente, pero esta vez desde un enfoque teodrico conjuntista, dando pie a una
de las ramas méas prominentes dentro de esta area de las matematicas. En el
Capitulo 2 del presente trabajo introduciremos una generalizacion del Problema
de la Medida tal y como fue planteada por Banach, asi como su relacién con
la Hipotesis del Continuo. Cabe destacar que para ese momento historico, estos
problemas representaban dos de las grandes preguntas que las matematicas tenfan
que encargarse de contestar, pero los limites entre el enfoque analitico que se
da actualmente a la Medida de Lebesgue, y el teérico conjuntista que se da a la
Hipotesis del Continuo, en ese entonces eran atun muy difusos.

Prueba de lo anterior es que el Capitulo 3 de este trabajo, titulado Cardinales
medibles, es una sintesis del desarrollo que se dio a partir de las investigaciones
por parte de Banach, Ulam, Kuratowski y otros matematicos de la época que,
intentando dar una solucién al Problema de la Medida replanteado por Banach,
recurrieron a la investigacién en los ntmeros cardinales y dieron asi origen a
conceptos como el de cardinal medible o el de cardinal inaccesible. Mas atn,
Ulam demostré que bajo ciertas condiciones y renunciando a la invariancia bajo
traslaciones en la Medida de Lebesgue, es posible extender dicha medida a todos
los subconjuntos de niimeros reales. Asi, el corazoén de este trabajo se encuentra en
el Capitulo 3, alrededor de todos los conceptos que surgieron a raiz del Problema
de la Medida y mediante los que fue posible demostrar que no se puede resolver
este problema desde los axiomas de ZFE, pues la existencia de una soluciéon
al Problema de la Medida implica la existencia de cardinales que no podemos
encontrar en la Teoria de Conjuntos bajo los postulados usuales.

Sin embargo, para muchos mateméticos la suposicién de que existen tales
numeros cardinales resulta no soélo fascinante sino plausible desde un punto de
vista platonico, de modo que se ha desarrollado toda una teoria en la que se
supone que hay tales cardinales grandes y se analizan las consecuencias que
esto pueda tener para la Teoria de Conjuntos e incluso para otras ramas de
las matemaéticas como la topologia. Dicha teoria es llamada de los cardinales
grandes y, aunque el tema es muy fructifero, en este trabajo solo lo expondremos
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brevemente en el Capitulo 4, en donde se hablara de la relacién que existe entre el
Problema de la Medida y la existencia de algunos cardinales grandes, que fueron
definidos de manera independiente a los trabajos hechos alrededor del enlace
entre la Teoria de la Medida y la Teoria de Conjuntos.

En la presente tesis aparecen al final dos apéndices que tienen como objetivo
brindar al lector todos los conceptos y resultados utilizados a lo largo del trabajo
y que corresponden al conocimiento que se adquiere en los cursos introductorios
de Teoria de Conjuntos y a las propiedades de los niimeros reales que se estudian
en los cursos de Céalculo y Analisis Matemaético.

Finalmente, antes de dar comienzo al desarrollo del que hemos hablado en
esta introduccion, s6lo queda mencionar que el objetivo de este trabajo es reunir
nuevamente a dos problemas que desde siempre han concernido al ser humano que
se refieren a medir y a contar, pero sobre todo es nuestro propoésito recordar que
muchas veces es necesario traspasar los limtes que se han trazado entre un area
de las matematicas y otra, pues las diferentes perspectivas desde las que se puede
abordar un mismo problema son las que enriquecen y dan origen al avance en el
conocimiento matematico.



CAPITULO 1

La Medida de Lebesgue

El conjunto de los ntimeros reales junto con la relacién < que usualmente
establecemos entre ellos es un orden lineal en el que podemos considerar al cero
como un elemento distinguido. Esto nos permite, por ejemplo, definir quiénes
son los ntmeros positivos y los negativos. Asi surge inmediatamente el concepto
del valor absoluto de un ntmero real, que basicamente establece qué tan lejos se
encuentra ese nimero del cero. Ademas, el concepto de valor absoluto nos permite
definir la nocion de distancia entre cualesquiera dos ntimeros reales x y y mediante
el namero real dado por |z — y|.

El concepto de distancia brinda la posibilidad de ver al conjunto de los nimeros
reales ya no sélo como un orden lineal, sino también como un espacio topologico
en el que es posible estudiar a los subconjuntos de nimeros reales mediante sus
propiedades morfolégicas v geométricas.! Una clase importante de conjuntos en
la que se reunen las propiedades topoldgicas y de orden lineal con las que se ha
dotado al conjunto de ntumeros reales es la de los intervalos. Recordemos que si [ es
un subconjunto de R, decimos que I es un intervalo si y sélo si para cualesquiera
zyel, siz<yyzeRestal que z < z <y, entonces z € 1.

Los siguientes conjuntos son ejemplos de intervalos y de la notacién que
utilizamos para referirnos a ellos:

v (a,b):={zxeR:a<x<b}
v a0 ={xeR:a<x<b}

w (g, ={xeR:a<z<b}

LEl lector puede consultar en la Seccién B.3 del Apéndice B las definiciones més importantes
de la topologia de los ntimeros reales que seran utilizadas a lo largo de este trabajo.



2 1. LA MEDIDA DE LEBESGUE

Por otra parte, podemos observar que si a es un nimero real, el conjunto
(a,00) := {z € R : a < x} satisface la definicion de intervalo. En esta expresion, el
simbolo de oo tiene el tnico proposito de fungir como notaciéon. Sin embargo, para
el desarrollo que haremos de la Medida de Lebesgue resulta conveniente darle a
esta simbologia un significado mas profundo, viendo a co como un elemento de un
conjunto que extienda a los ntimeros reales. Asi, podemos considerar la siguiente
definicion.

Definicion 1.1 Definimos el sistema de mumeros reales extendidos como
aquel que consiste del campo ordenado R junto con los simbolos de oo y —oo
estableciendo las siguientes convenciones:

(i) El orden entre los elementos de R se preserva como es usual;

(i) para todo x € R convenimos que —oo0 < x < 0o. Ademds, —o0 < 00; y

(iii) si x € R, establecemos que x + 00 = 00, x + (—00) = —o0; si x = 0, entonces
x-00o=0=x-(—00); sixz >0, entonces x-00 =00 y x - (—00) = —00 Yy si
x <0, entonces x - 0o = —o0 y x - (—00) = 0.

Observacion 1.2 En el sistema de los reales extendidos cualquier subconjunto
de R tiene un supremo y un infimo siendo co y —oo cotas superior e inferior
respectivamente.

De aqui en adelante, cuando hablemos del simbolo co estaremos pensando en
el sistema de los reales extendidos junto con las propiedades heredadas por el
campo ordenado R. Ademas, siguiendo la notacion de la que hablabamos para los
intervalos, podremos counsiderar, por ejemplo, intervalos de la forma (—oo,b] :=
{z € R: 2 < b} para algian namero real b.

Con base en lo anterior, dados dos numeros a,b € R tales que a < b, resulta
natural definir la longitud de un intervalo de la forma (a, ] como el numero real
b—a y decir que para intervalos de la forma (—o0, b], (a,00) y (—00, 00), su longitud
toma el valor co. De manera mas general, también resulta natural pensar que si
ag < by <ay <..<a, <b, €R, entonces la longitud de la unién de los intervalos
ajenos de la forma (a;, b;] es la suma de las longitudes de cada uno, es decir, la
longitud del conjunto |J"_,(a;, b;] es el namero Y7 (b; — a;).

Asignar de esta manera un nimero a un conjunto de nimeros reales corresponde
a empezar a abstraer el concepto de medir. Esta tarea comenzé a inquietar a
matematicos como Borel y Baire. Sin embargo, fue hasta 1901 cuando Henri
Lebesgue concret6 de manera mas formal estas ideas al construir lo que hoy
conocemos como la Medida de Lebesgue. Al ano siguiente, Lebesgue publicé en
su tesis doctoral el llamado Problema de la Medida, que en el caso de la recta real,
consiste en preguntarse si existird una funciéon m, a la que llamaremos medida,
tal que a cada conjunto acotado de niimeros reales le asocie un niamero real no
negativo bajo las siguientes condiciones:

(a) m no sea la funcion constante cero;

(b) m sea invariante bajo traslaciones, es decir, si X,Y € P(R) son tales que
existe un ndmero real r con la propiedad de que ¥ = {& +r:2z € X},
entonces m(X) =m(Y); y
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(¢) m sea numerablemente aditiva, es decir, si {X,, : n € N} es una coleccion de
conjuntos ajenos por parejas cuya unién es un conjunto acotado de ntimeros

reales, entonces
m (U Xn> = Zm(Xn).

neN neN

Para referirnos a esta tultima propiedad también diremos que m es o-aditiva.

Lebesgue intenté dar una respuesta afirmativa al Problema de la Medida. Su
mayor motivaciéon para medir conjuntos era construir una integral que estuviera
libre de algunas limitaciones como las que tenia la integral de Riemann, mediante
la que no era posible, por ejemplo, asignar un tamano geométrico al conjunto de
nimeros racionales. Intuitivamente, dicho conjunto debia ser muy pequeno pues
consta de una unién numerable de conjuntos de niimeros reales que podemos pensar
como intervalos de la forma [z, z] cuya longitud nos gustaria que fuera cero. Asi,
la medida que Lebesgue construyera debia ademas extender la nocién de longitud
de la que hablamos al inicio de este capitulo.

A continuacién expondremos la construccion clasica de la Medida de Lebesgue,
asi como sus propiedades méas importantes y los problemas a los que Lebesgue se
enfrent6 a lo largo de su desarrollo.

1.1. Aproximacion mediante intervalos

Dado que lo tnico que sabemos medir hasta ahora son intervalos de nameros
reales, tendremos que utilizar esta herramienta para decidir cuanto van a medir
los demas subconjuntos de R. Sin embargo, estos conjuntos pueden resultar de
naturalezas muy variadas y complicadas, asi que al igual que muchas otras cosas
en matematicas, decidiremos cudl es la medida de estos conjuntos aprozimdndonos
a ellos mediante los intervalos que si sabemos medir.

Para hablar mas facilmente de los intervalos en R resulta conveniente establecer
la siguiente notacion.

Notacion 1.3 De aqui en adelante, denotaremos con & al siguiente conjunto de
intervalos

{(a,b], (a,00), (—00,b], (—00,00) :a,b €R ya < b}.

Notese que al permitir el caso a = b en la notacién anterior, estamos incluyendo
al conjunto vacio dentro de la familia €. Por otra parte, como tenemos muy claro
cuénto queremos que midan los conjuntos de esta coleccion, podemos considerar
la siguiente definicion.

Definicion 1.4 Definimos la longitud para los intervalos en £ como la
funcion [ : € — RU {0} tal que

b—a siE=(abya<b
[(E):: 0 si E=10
0 en otro caso.
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Obsérvese que el conjunto £ no es cerrado bajo uniones finitas pues, por
ejemplo, (0,1],(2,3] € £ y (0,1] U (2,3] ¢ £. Sin embargo, tenemos una idea
intuitiva de cuanto debe medir un conjunto que es unioén finita de intervalos
como los que hemos considerado hasta ahora, asi que extenderemos esta familia
de subconjuntos de R de la siguiente manera.

Notacion 1.5 Sea & como en la Notacion 1.3. De aqui en adelante llamaremos
F al conjunto

F = {FgR.-ameNaEO,...,Emef:<F= UEn>}

n=0

De esta forma, F es el conjunto de uniones finitas de elementos de £.

El siguiente concepto nos ayudaré a establecer mas claramente las propiedades
de la familia F.

Definicion 1.6 Sea X un conjunto y sea A C P(X). Decimos que A es un
dalgebra de subconjuntos de X si ocurre que:

(a) 0, X € A;
(b) si A€ A, entonces X — A€ A; y

(c) si {A, :0 < n < k} es una coleccion finita de elementos de A, entonces
k
Up—o 4n € A.

A continuaciéon enunciaremos algunas propiedades de F que son sencillas de
verificar y que tendran mucha relevancia en la construcciéon de la Medida de
Lebesgue.

Observacion 1.7 La familia F satisface las siguientes propiedades.
(1) F es un dlgebra.

(2) Si F € F, entonces podemos escribir a F' como union finita de intervalos en
E que ademds sean ajenos dos a dos.

Hechas estas observaciones, podemos extender de manera natural la nocién
de longitud de un intervalo para asignar una medida también a conjuntos como
los que aparecen en la familia F. Con este propoésito enunciaremos la siguiente
definicién.

Definicién 1.8 Definimos la longitud para los conjuntos en F como la
funcion L : F — R U {oo} de forma que si F € F satisface que la coleccion
{En :0<n<m}CEestal que F = UZL:O E,, y para cualesquiera0 < n < k <m
se tiene que E, N Ex, =0, entonces L(F) estd dada por:
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Obsérvese que dado un conjunto F' € F, éste puede tener representaciones
distintas al verlo como unién de intervalos ajenos. Sin embargo, la funcion £ esta
bien definida por la Observacion 1.7 y por las propiedades de [.

Para poner en concreto las propiedades de L consideraremos primero la
siguiente definicién.

Definicién 1.9 Sea X un dlgebra de conjuntos de X. Decimos que una funcion
¢: X - RU{oco} es aditiva si para cualesquiera conjuntos A, B € X tales que
AN B =1 se tiene que $(AU B) = ¢(A) + ¢(B).

Proposicion 1.10 Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
(a) Si E,F € F son tales que E C F, entonces L(E) < L(F).
(b) L es una funcion aditiva.

(c) Si {F, :n € N} es una sucesion de conjuntos en F tal que siempre que
n #m, se tiene que F, N Fy, =0, y ademds | F, € F, entonces

neN
LOJEJZEZme

neN neN

(d) Si{F, :n € N} es una sucesion de conjuntos en F tal que |J,cn Fn € F,
entonces

E(UEJ<§2M&)

neN neN

Demostracion.

(a) Esta propiedad es consecuencia de la definicion de £ como una extension a
la nocién de longitud para los intervalos.

(b) Esta propiedad se sigue del hecho de que L est4 definida en funcion de ver a
los elementos de F como uniones finitas de intervalos ajenos.

(c¢) Para verificar esa propiedad, notese que cada conjunto en F se puede ver
como uniéon de una cantidad finita de intervalos ajenos. Asi, si {F,, : n €
N} C F es una coleccion de conjuntos ajenos dos a dos tal que |J, e Fr € F,
entonces existen Ey, E1, ..., B, € & tales que E; N E; = () siempre que i # j
y con la propiedad de que

De este modo, podemos asegurar que cada FE; es una unién a lo mas
numerable de conjuntos en {F,, : n € N}, digamos {F,, ; : n € N} y donde

{Fn; :meNyl1<j<m}={F,:neN}. (1.1)
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Asi, si demostramos que para cada 0 < j < m se cumple que

L(E;) =L (U Fn;) = > L(Fa,),

neN neN

habremos concluido la demostracion, pues para el caso general sélo habra
que observar que

m

L(B;) =YY L(Fnj) =Y L(F),
0

=0 neN neN

c(U Fn> =L|UE | =
neEN §=0 j=
donde la segunda igualdad en la expresién anterior se da por la definicién de
L y la ultima es consecuencia de la ecuacion (1.1).

De este modo, para simplificar la notaciéon demostraremos que si
{G, : n € N} C F es una familia de conjuntos ajenos por parejas y F € &

es un intervalo tal que F = _n Gn, entonces L(E) =" L(Gr).

neN neN

Caso I. Supongamos que E = (a,b] € R es tal que (a,b] = J;cn(ai,bi],
donde (a;,b;] N (aj,b;] = 0 siempre que i # j. Consideremos para
cada n € N la coleccion finita (ag, bo], (a1, b1], .., (an, by] de tales
intervalos y supongamos sin perder generalidad que a < ag < by <
a1 < ... <ay < b, <b. Obsérvese que

L((aj,b;]) = (bj —aj)

=0

IA A
SIS A
3
|
Q
o

—a=L((a,b]).

Como esto es valido para cualquier n € N, concluimos que

> L((az,b5]) < L((a,b]). (1.2)

JjEN

Para ver la otra desigualdad, tomemos € > 0 tal que ¢ < 2(b — a)
y para cada j € N fijemos €; := 5755. Asimismo, definamos a los
intervalos I; := (a; —€;,b; +¢;). Se sigue que la coleccion {I; : j €
N} es una cubierta abierta para el intervalo compacto [a + §,0],
asi que podemos encontrar m € N tal que [a + §,b] C U;nzo I e
incluso podemos suponer que a9 — &9 < a + 5, b < by, +&p y que
aj —¢e; <bj_1+¢e;_1 paral <j<m.
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De estas desigualdades se sigue que

bf(aJr%) < (bm +em) — (ap — €0)

< Y by +e5) = (a— )]
i=0
= > by —ay) +2¢]
=0
g
§ J;N(b] — aj) + 5

De aqui se sigue que b—a < ZjeN(b] a;)+ €y, como esto ocurre
para todo € € (0,2(b — a)), L((a,d]) < 7.y L((a;,b;]). De esta
desigualdad y de la establecida en (1.2), podemos Conclulr que

> L((as,b]) = L((a, b)),
JEN
que es lo que queriamos demostrar.
Caso II. Si E = (a,00) y {(aj,b;] : j € N} es una coleccion de intervalos
ajenos por parejas tal que (a,00) = U,—,(a;,b;], para cada
n € N y cada € > 0, podemos utilizar la compacidad del intervalo
[a + 5,a + n] y, mediante un argumento similar al del caso anterior,
obtener que para todo € > 0y para todon € N, n = L((a,a+n]) <
> jen(bj—aj)+e. Porlo tanto, paratodon € N,n < 7. (bj—a;).
Esto implica que 3, (b; a]) oo = L((a, 0)).
Caso III. Si el intervalo E es de la forma (—o00,b) 6 (—00, 00), el argumento
es analogo al del caso anterior.

(d) Sea {F, : n € N} una sucesion de conjuntos en F tal que | J,, .y F. € F. Con
el objetivo de utilizar el inciso anterior, definimos por recursion la siguiente
sucesion de conjuntos:

Go = Fo,

Fn—<UFk> sin>1.

k<n

Gn

Obsérvese que de esta forma (J,yGn Unen Fn € F y, ademas,
Gn, NGy = 0 sin # m. Por otra parte como F es un Aalgebra y para
todo n € N se tiene que G,, C F,, el inciso (a) nos dice que para todo n € N,
L(Gr) < L(F,). De esta forma, el inciso (c) nos permite concluir que

E(U Fn> E(U Gn> =Y L(Gn) <Y L(F),

neN neN neN neN

que es lo que queriamos demostrar. [
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Es importante observar que hasta ahora £ si cumple las propiedades que
Lebesgue planted en el Problema de la Medida. Sin embargo, resta extender esta
nocion de longitud a una funcién que sea capaz de medir una coleccién mas grande
de subconjuntos de R. Para lograr este objetivo procederemos mediante un método
de aproximaciéon que nos permita establecer la medida de un conjunto a partir de
conocer la medida de intervalos que sean muy parecidos a él. La manera en la que
Lebesgue consiguié dicha aproximacion queda asentada en la siguiente definicion.

Definiciéon 1.11 Definimos la funcion L* : P(R) — RU {oo} como

L*(B):=1nf > L(E)) : (VjeN(E; € F)) y BC | J E;
JEN jEN
A L* se le llama medida exterior.

La funcion £* de la definicién anterior fue la propuesta por Lebesgue para ser
la funcion m presentada al inicio de este capitulo para resolver afirmativamente
el Problema de la Medida. Esta funcion tiene la ventaja de estar definida para
todos los conjuntos en P(R) y ademéas su construccion resulta muy natural dado
que el proposito era construir una funcién que extendiera la nociéon de longitud
de un intervalo. Lamentablemente, la funcién £* no resulta ser numerablemente
aditiva.? Sin embargo, se aproxima bastante a la funcién m que Lebesgue plantea

en el Problema de la Medida. Algunas de las propiedades que tiene L£* quedan
asentadas en el siguiente resultado.

Lema 1.12 La medida exterior L* satisface las siguientes propiedades:
(a) L*(0) = 0.
(b) L*(B) >0 para todo B C R.

(c) Si AC B CR, entonces L*(A) < L*(B). A esta propiedad se le conoce como
monotonia.

(d) Si B € F, entonces L*(B) = L(B). En particular, si (a,b] es un intervalo
no vacio de R, se tiene que L*((a,b]) =b— a.

(e) Si{B, :n €N} es una sucesion de subconjuntos de R, entonces

c* (U Bn> <> LY(B).

neN neN

A esta propiedad se le llama o-subaditividad.

Demostracion. Las propiedades (a), (b) y (¢) son consecuencias inmediatas
de la definicion de £*.

2La demostraciéon de este hecho no es trivial, por lo que sera pospuesta hasta la Seccién 1.3.
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(d) Sea B € F. Por un lado, consideremos la sucesion de conjuntos dada por

B sin=0
E”'_{ 0 sin>1.

Claramente B C |,y En v, para todo n € N, E, € F, por lo que
L(B) < Y ,enL(En) = L(B). Por otra parte, si {E,:n € N}
es una sucesion de elementos de F tal que B C UneN FE,,, entonces
B = U,en(B N Ey). Luego, de las propiedades de la funcion £ se sigue
que
L(B) <Y L(BNE,) <Y L(En)
neN neN

Por la definicion de L£*, esto implica que L£(B) < L*(B) y se sigue la
afirmacion.

(e) Sea {B,, : n € N} una sucesion de subconjuntos de R. Para demostrar esta
propiedad, tomemos £ > 0 arbitrario y observemos que para cada n € N, la

definicion de £*(B,,) nos permite elegir una sucesion {E,in) : k € N} tal que:

e B, C UkeN El(cn) y
o Y e £H(EM) < LF(By) + i

Como {E,(C") : n, k € N} es una coleccion numerable de conjuntos en F cuya

unioén contiene a (J,, oy Bn, de la definicion de £* se sigue que

cr (U Bn> <SYIODLET) <Y L(Ba) e

neN neN keN neN

Finalmente, como esto ocurre para todo € > 0, se obtiene la desigualdad
buscada. [

Cabe destacar que el inciso (d) del lema anterior nos dice que la medida exterior
definida por Lebesgue realmente extiende a la funcion £ en el sentido de que a
cada intervalo le asocia su longitud. Ademas, £* es una funciéon que puede tomar
el valor de oo, pues el infimo con el que esta definida puede corresponder al de un
conjunto que sélo tenga el valor co. Esto coincide con la idea de que un intervalo
de la forma (a, 00) no debe tener una medida finita, si dicha medida extiende a la
nocién de longitud.

1.2. Invariancia bajo traslaciones

Para Lebesgue, las propiedades de L£* demostradas en la seccién anterior
representaron un avance de gran importancia en el Problema de la Medida. Sin
embargo, recordemos que Lebesgue construyé esta medida para generalizar la
nocion de longitud de los intervalos a conjuntos mas complicados de ntimeros reales.
Esta motivacion se basa en el hecho de que la longitud tal como la conocemos tiene
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propiedades que resultan muy intuitivas para los conjuntos en los que esta definida.
Una de estas propiedades es que si consideramos a un intervalo de la forma (a,b)
y a la traslacion de este conjunto por un namero real ¢, (a + ¢,b + ¢), la longitud
de ambos intervalos sera el mismo ntmero real: b — a. A esta caracteristica se le
conoce como invariancia bajo traslaciones.

A continuacion demostraremos que L£* también satisface esta propiedad y es
por esto que la invariancia bajo traslaciones aparece como condicién en el Problema
de la Medida planteado por Lebesgue.

Definicion 1.13 Sea E un subconjunto de R y sea ¢ € R. Definimos la traslacion
de E por c, como el conjunto

c®F :={ct+zecR:zecFE}

Teorema 1.14 Sea E C R un conjunto de nimeros reales y sea L* la medida
exterior de la Definicion 1.11. Entonces, para todo ¢ € R se tiene que

L (c® E) = £*(E).

Demostracion. De acuerdo con la Definicién 1.11, tenemos que

L'(E)=f> L(E;): (VjeNE; e F)yEC|JE ¢,
JEN JEN
donde F es el dlgebra definida en la Notaciéon 1.5.

Obsérvese que si {E; : j € N} C F es una cubierta para el conjunto E, entonces
la colecciéon {c @ E; : j € N} también es un subconjunto de F y es una cubierta
para ¢ ® E. Ademés, dado que cada elemento de F es union finita de intervalos,
podemos suponer sin perder generalidad que cada E; es un intervalo. Asi, por las

observaciones hechas al principio de esta seccién, sabemos que para todo 7 € N se
cumple que [(E;) = [(c® E;). Por lo tanto,

LecaB) < S LlcaB,): (VjeNE eF)yEC|]E,
JEN jEN
= mf{Y L(E;): (YjeNE; € F))yEC | JE; p =L(E).
jEN jEN
Por otra parte, notemos que £ = —c @ (¢ @ E), de modo que repitiendo

el argumento anterior para el conjunto —c @ (¢ @ E), concluimos que
LYE) = L*(—c® (c® E)) < L*(c @ E). Juntando ambas desigualdades
obtenemos que L*(E) = L*(c¢® E), como queriamos demostrar. [J

1.3. Conjuntos no medibles

En las secciones anteriores demostramos que la medida exterior £* satisface
todas las condiciones del Problema de la Medida salvo por la o-aditividad, ya que



1.3. CONJUNTOS NO MEDIBLES 11

en el Lema 1.12 s6lo demostramos que L* es o-subaditiva. Sin embargo, el hecho
de que no hayamos podido probar la aditividad numerable de £* no significa ain
que no exista una manera de demostrarla.

Este cuestionamiento quedé abierto después de la publicacion del trabajo de
Lebesgue y se mantuvo asf hasta 1905, cuando Giuseppe Vitali publicé un articulo
en el que demostraba que ninguna funciéon que cumpliera las condiciones del
Problema de la Medida podia tener como dominio a todo el conjunto P(R). La
demostraciéon de Vitali consisti6é en construir un conjunto que no podia estar en el
dominio de una funcién como la pedida por Lebesgue en el Problema de la Medida.
Dicha construccion fue la primera que utilizé la formulacién formal del Axioma
de Eleccion dada por Zermelo en 1904, asi que para Lebesgue este resultado méas
que poner en duda una solucién afirmativa para el Problema de la Medida, ponia
en serio cuestionamiento al Axioma de Eleccion. Sin embargo, al poco tiempo se
evidenci6 que cuestionar el Axioma de Eleccion pondria en duda una gran cantidad
de resultados del Anélisis Matematico que se desprenden de él y que en gran
parte habian motivado al Problema de la Medida, por lo que las matematicas se
encontraron inmersas en una crisis que algunos mateméticos comparan con aquella
que vivieron los pitagéricos al toparse con los ntimeros irracionales.?

En esta seccion damos la demostracion de Vitali, comenzando por enunciar la
siguiente definicién.

Definicion 1.15 Sea ~ C R x R la relacion de equivalencia cuya regla de
correspondencia estd dada por x ~ 1y siy solo six —y € Q.

Dado que el conjunto cociente R/ ~ es una particion de R, por el Azioma
de FEleccion sabemos que existe un conjunto que tiene exactamente un elemento
de cada clase de equivalencia. A un conjunto de este estilo se le conoce como
conjunto de Vitali. La siguiente proposicién nos da algunas propiedades de este
tipo de conjuntos.

Proposicion 1.16 Sea R/ ~ el conjunto cociente dado por la relacion ~.
FEntonces:

(a) Para todo C € R/ ~ se tiene que |C| = Ry, es decir, cada clase de
equivalencia es numerable.

(b) R/ ~ | = 2% es decir, la relacion ~ induce 28 clases de equivalencia sobre
R, de manera que si V es un conjunto de Vitali, entonces |V| = 2%0.

Demostracion.

(a) Como C # 0, podemos tomar zy € C y definir la funcion f : Q — C
como f(q) := q + xo. La funcion f esta bien definida pues C es la clase de
equivalencia de z( segiun ~ y claramente es biyectiva, asi que |C| = |Q| = Ry.

(b) Sea k :=|R/ ~ | y supongamos que R/ ~= {C, : a < k}. Como C,NCg =0
siempre que o # 3, las propiedades de aritmética cardinal* nos dicen que

3Ver el articulo de Ciesilski [Cie89).
4Ver Teorema A.54.
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2% = |R| = |Upep Ca| = Xucs |Cal = méx {r,Ro}. Por lo tanto, x = 280,
como querfamos demostrar. [J

Notacion 1.17 Sea V un conjunto de Vitali. Para cada q € Q, denotamos por
Vg al conjunto ¢ @ V.

Lema 1.18 Sea {q, : n € N} una enumeracion de Q y sea V. un conjunto de
Vitali. Entonces para cualesquiera i, j € N tales que i # j se tiene que Vo, NV, = 0

y ademds
R=[]JV,.
1€EN
En particular esto implica que cada nimero real x tiene una representacion unica
de la formax =¢q;+v con ¢; EQyuv e V.

Demostracion. Para ver que si i # j, entonces V,, NV, = (), supongamos
que Vg, NV, # 0. Esto implica que existen v;,v; € V tales que ¢; +v; = q; + v;
y, por lo tanto, v; —v; = ¢; —q; € Q. Asi, v; ~ v; y, por la manera en la que
construimos al conjunto de Vitali, esto implica que v; = v;. Por tanto también
g; = g; y entonces ¢ = j.

Para demostrar la segunda parte del lema, tomemos x € R arbitrario.
Recordemos que R/ ~ es una particion de R, asi que existe una unica clase de
equivalencia [v] € R/ ~ tal que z € [v], 0 equivalentemente, existe un tnico v € V
tal que = ~ v, es decir, tal que =z — v € Q. Esto significa que existe ¢ € N tal que
T = q; +v Yy, por tanto, x € V,,.

Finalmente, el hecho de que esta representacién sea tnica se sigue de que
Va, NV, = 0 siempre que i # j. O

Después de establecer estos resultados, estamos listos para demostrar la
existencia de un conjunto no medible usando el Axioma de Eleccion. En el siguiente
teorema demostraremos no sélo el hecho de que la medida exterior £* no es
o-aditiva, sino que cualquier funcion m que ademés de satisfacer las condiciones
(a), (b) y (c) que nos pide Problema de la Medida, extienda la nocion de longitud
que tenemos para los intervalos, no podra tener en su dominio a los conjuntos de
Vitali. Como dichos conjuntos han sido construidos usando el Axioma de Eleccion,
esto significa que desde ZFE no es posible dar una soluciéon al Problema de la
Medida planteado por Lebesgue.

Teorema 1.19 (Vitali) No existe una funcion p: P(R) — [0, 00| tal que:
(a) p(0) = 0;
(b) sia,beR son tales que a < b, entonces u((a,b]) =b—a;
(¢) para cualesquiera t € R y X CR, pu(z® X) = u(X) y

(d) p sea o-aditiva, es decir, si {X,, : n € N} es una coleccion de subconjuntos
de R ajenos por parejas, entonces

m <U Xn) = > (X,

neN neN
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Demostracion. La prueba se hard por reducciéon al absurdo, asi que
comenzaremos suponiendo que existe una funcion p : P(R) — [0, o] que satisface
las propiedades (a), (b) y (¢) que enuncia el teorema.

Utilizando el Axioma de Eleccién, supongamos que V' es un conjunto de Vitali.
Afirmamos que p(V) > 0. Por el Lema 1.18 tenemos que si {¢; : © € N} es una
enumeracion de los niimeros racionales, entonces R =  J; . Vi, v ademés V,, NV, =
(), siempre que i # j. De este modo, utilizando la o-aditividad y la invariancia bajo
traslaciones de p, si pu(V') = 0, entonces también tendriamos que

u(®) = 5" (V) = 0.

i€N

Sin embargo, esto no puede ser ya que, nuevamente por la o-aditividad, tenemos
que p(R) = u((0,1]) + (R — (0,1]) = 1+ (R — (0,1]) > 0.
Lo anterior implica que p(V) > 0. Obsérvese ahora que

V= LJVO(TL,TL—I—l]7

neZ

que es una union numerable de conjuntos ajenos. Como p es o-aditivay u(V) > 0,
existe N € Z tal que u(V N (N,N +1]) > 0.
Sea W :=V N (N, N + 1]. Entonces

W= |J Waeq < (N N+2. (1.3)
q€QN[0,1]

Utilizando nuevamente el Lema 1.18, tenemos que W es unién numerable de
conjuntos ajenos por parejas, pues si ¢, € Q son tales que ¢ # r, entonces
(Weaeqgn(Weaer)CV,NV, =0. Ademés, para cada ¢ € QN [0, 1], tenemos que
w(W @ q) = u(W) > 0, asf que por la g-aditividad, u(W) = oco. Sin embargo, esto
junto con la contenciéon dada en (1.3) implicaria que

p((N, N +2]) = p(WV) + p((N, N +2]) = W) = o0,

contradiciendo el hecho de que pu((N, N + 2]) = 2. Esto nos permite concluir que
V ¢ dom(p). O

El teorema anterior tiene dos consecuencias de gran importancia para
el Problema de la Medida. La primera es que dado que la funcion
L*: P(R) = RU {0} definida en la seccion anterior cumple las condiciones (a)
y (b) del teorema, £* no puede ser o-aditiva y, por lo tanto, no es soluciéon para
el Problema de la Medida. La sigiuente consecuencia, atin mas devastadora para
Lebesgue, es que el Teorema de Vitali no s6lo demuestra que £* no es solucion al
Problema de la Medida, sino que no existe una funciéon que resuelva este problema
y ademaés coincida con la funcién longitud para los intervalos.

Como hemos mencionado, estos resultados estremecieron a las matemaéticas
v el hecho de que se desprendan del Axioma de Eleccién provocd que Lebesgue
pusiera en duda este poderoso axioma que, hasta ese momento histérico, habia
sido utilizado sin mucha conciencia por parte de los mateméticos. Sin embargo,
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una vez que empezo a ser claro que una gran cantidad de resultados en diversas
areas de las matemaéaticas dependian del Axioma de Eleccion, renunciar a él no
representaba una buena salida para resolver el Problema de la Medida. Es por
esto que dicho problema se transformo6 y a partir de ese momento se buscaba
determinar cémo se podian relajar los requerimientos para encontrar una funciéon
que “midiera” a los subconjuntos de R, aunque no cumpliera todas las condiciones
pedidas inicialmente.

Banach propuso una medida en la que la condicién de o-aditividad pedida
por Lebesgue era relajada pidiendo simplemente la aditividad (en el sentido de la
Definicién 1.9). Esta propuesta de Banach resulta especialmente sorprendente pues
definida sobre el conjunto P([0, 1]) satisface todas las demés condiciones planteadas
en el Problema de la Medida de Lebesgue. Sin embargo, tiene el inconveniente de
que no puede ser extendida al caso general de R™. De hecho, Banach y Tarski
demostraron que en R? podria ser construido, usando el Axioma de Eleccion,
un analogo al conjunto de Vitali para esta medida, dando asi pie a la famosa
paradoja de Banach-Tarski.® Sin embargo, dado que para Lebesgue era importante
en términos de su teoria de integracion que la medida definida pudiera generalizarse
a R™, él habia dado ya una solucion diferente al problema que serd desarrollada a
continuacion.

1.4. Conjuntos Lebesgue medibles

Ya hemos demostrado que la funcién £* no es numerablemente aditiva. Esto
se debe principalmente a que las cubiertas numerables con intervalos de la forma
(a,b] de los conjuntos no siempre se parecen suficientemente a ellos como para
darnos una buena aproximacién de su longitud. Esto nos lleva a preguntarnos si
existira una subcoleccion de P(R) en la cual L* tenga las propiedades aditivas que
estamos buscando y, si es el caso, ;qué necesitamos pedirle a un conjunto para que
pertenezca a esa coleccion? Para contestar estas preguntas necesitaremos antes las
siguientes definiciones.

Definicion 1.20 Dado un conjunto X, decimos que wuna familia X de
subconjuntos de X es una o-dlgebra si satisface las siguientes condiciones:

(a) 0,X € X;
(b) si A€ X, entonces X — A€ X; y

(c) si{An :n €N} es una sucesion en X, entonces |J, oy An € X.

Observacion 1.21 Una consecuencia directa de la Definicion 1.20 y de las leyes
de De Morgan es que dada una o-dlgebra X, si {A, : n € N} es una sucesion en
X, entonces (), ey An € X.

Definicion 1.22 Sea X wun conjunto y sea X C P(X) wuna coleccion de
subconjuntos de X cerrada bajo wuniones numerables, es decir, tal que si

5El lector interesado en este fascinante tema puede consultar [Alv03] para ver el panorama
general 6 [Zor08| para un estudio méas detallado.
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{E, :n € N} es un subconjunto de X, entonces |J, ey En € X. Decimos que una
funcion f: X — R es o-aditiva sobre X si cumple que para cualquier coleccion
{E, :n €N} C X de conjuntos ajenos por parejas,

f (U E) = f(En).

neN neN

Notese que bajo esta definicion, toda funcion o-aditiva es también aditiva.

Por otro lado, recordemos que a Lebesgue le interesaba medir a los subconjuntos
acotados de R. Asi, en su busqueda por encontrar las condiciones que debian
cumplir los conjuntos que formaran una coleccion para la que L£* fuera o-aditiva,
estableci6 la definiciéon de que un conjunto acotado A es medible si y sélo si para
cualquier intervalo (a,b) tal que A C (a,b), se tiene que L*(A) + L*((a,b) — A) =
b—a. La definicion que aqui daremos fue establecida por Carathédory algunos afios
después y, aunque es similar a la de Lebesgue, resulta méas general y nos facilitara
Su manejo.

Definicion 1.23 Decimos que un subconjunto E de R es Lebesgue medible si
para todo A C R se satisface que:

LY(A)=L(ANE)+ L (A-E).
A la coleccion de todos los subconjuntos medibles de X la denotamos por IN.

En ocasiones diremos simplemente que un conjunto es medible para referirnos
a que es Lebesgue medible.

Observacion 1.24 Para cualesquiera conjuntos A,E C R se tiene que
A=(ANE)U(A—E). Asi, como por el Lema 1.12 L* es mondtona y
o-subaditiva, stempre podemos asequrar que

L*(A) < LY(ANE) + L*(A— E).

De este modo, pedir que un conjunto E sea Lebesgue medible es equivalente a pedir
que para cualquier A C R se cumpla que

LY(ANE)+L*(A— E) < L*(A).

La Definicién 1.23 puede entenderse, a grandes rasgos, como que un conjunto
es medible si él y su complemento estan lo suficientemente “separados” como
para dividir a cualquier conjunto con esta propiedad aditiva. Asi, en cierto
sentido resulta natural esta condicion para asegurar que la medida que estamos
construyendo sea o-aditiva sobre el conjunto de los Lebesgue medibles. De hecho,
como veremos a continuacién, este conjunto es una o-algebra y esto representa uno
de los resultados que hemos estado esperando, pues no basta que L* se porte bien
con los conjuntos medibles, sino también queremos que los conjuntos medibles se
porten bien entre si.

Teorema 1.25 La coleccion M de conjuntos Lebesque medibles es una o-dlgebra
que contiene a F y ademds L* [gn es o-aditiva.
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Demostraciéon. Veamos primero que 91 es una o-algebra. De la Definicién
1.23 es inmediato que @,R € M y que si F € M, entonces X — F € M.

El siguiente paso seré probar que 901 es cerrado bajo intersecciones finitas, pues
necesitaremos este hecho para concluir que es una o-algebra. Tomemos E, F' € 1.
Por un lado, como E es medible, esto significa que para todo A C R se cumple
que

LANF)=L(ANFNE)+ L*((ANF)—-E).

Por otra parte, como F' es medible, también tenemos que
LA =L(ANF)+ L(A-F).

Ahora, definamos B := A—(ENF). Entonces BNF = (ANF)—FEy B—F = A-F.
Asi, utilizando nuevamente el hecho de que F' es medible, podemos decir que

LA—(ENF)=L((ANF)—E)+ L*(A-F).
De las tres ecuaciones anteriores obtenemos que
L(A)=L(ANENF)+ L (A—(ENF))

y, por lo tanto, que F N F' es medible.
Un argumento inductivo demuestra que 901 es cerrado bajo intersecciones finitas
y, como también es cerrado bajo complementos, es cerrado bajo uniones finitas.
Por otra parte, obsérvese que si £, F € M son talesque ENF =0y ACR,
podemos aplicar la igualdad de la Definicion 1.23 al conjunto AN (E U F) para
obtener que, como E es medible,

LYAN(EUF)) = L(AN(EUF)NE)+ L (AN(EUF))—E)
L(ANE)+ L (ANF).

Mediante un proceso inductivo podemos obtener, a partir de la ecuacién
anterior, que sin € Ny {E; : 0 < j < n} es una coleccién finita de conjuntos
medibles ajenos por parejas, entonces para todo A C R se tiene que

clAn | UE | | =D £(AnE)). (1.4)
j=0

Jj=0

Ademas, si en la ecuacién anterior consideramos al conjunto A = R, obtenemos
que la funcion L£* [on es aditiva.

Dadas las herramientas que hemos demostrado, estamos listos para probar
que 9N es una o-algebra y que L* es o-aditiva sobre 9i. Para ello tomemos
{Ey : k € N} C 9 una sucesion de conjuntos medibles. Sea E := |J, oy Er-
Como queremos demostrar que E € 9, podemos suponer que la sucesiéon consta
de conjuntos ajenos por parejas, ya que en caso de no serlo, podemos encontrar
una sucesién en M cuya unién sea E y en la que los conjuntos sean disjuntos
dos a dos. Por lo demostrado antes sabemos que para cada n € N el conjunto
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F, := Up_o Er € M. Ademaés, la ecuacion (1.4) nos dice que si A es cualquier
subconjunto de R, entonces

LY(A) = L(ANF,) + L (A—F,) = zn:c*(A NEY)+L(A-F,). (15
k=0

Luego, como F,, CE, A— E C A— F,, por lo que L*(A— FE) < L*(A— F,) para
todo n € N. Considerando esto y la ecuacion (1.5), obtenemos que, para cualquier
n €N,

ZH:L*(AmEk)+£*(A—E) < iﬁ*(AﬂEk)'i-E*(A—Fn)
k=0 k=0
L (A).

Utilizando la o-subaditividad de £*6 y tomando limite cuando n — oo en la
expresion anterior obtenemos que

LY(ANE)+L*(A-E) <Y L*(ANEy) + LY (A - E) < L*(A).
keN

Ademas, la Observacion 1.24 nos dice que
LY(A)SL(ANE)+ L(A-E).
A partir de las tres desigualdades anteriores podemos concluir que

LY(A) = Y LY(ANE,)+L(A-E)
keN
= L(ANE)+L*(A-E)

Esto demuestra que E es medible. Por otro lado, si aplicamos la igualdad
anterior al conjunto A = E, obtenemos la o-aditividad de £* en 9.

Solo resta probar que F C 9. Por el inciso (d) del Lema 1.12 tenemos que, si
E € F, entonces L(E) = L*(E). Sin embargo, atin tenemos que demostrar que F
es Lebesgue medible. Tomemos A un subconjunto cualquiera de R. La Observacion
1.24 nos dice que

LY(A) < LYANE)+ L*(A— B).

Para establecer la otra desigualdad, s6lo es necesario verificar el caso en el que
L*(A) < 00, asi que bajo esta suposicion, tomemos € > 0 arbitrarioy {F,, : n € N}

una sucesion en F tal que A C J, ey Fn y

> L(F) < L7(A) +e.

neN

6Veéase el Lema 1.12.
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Como ANECU,en(FnNE)y A—E CU,en(Fn — E), del inciso (e) del Lema
1.12 se sigue que

LYANE) < Y L(F,NE)y
neN
LY(A-E) < > L(F,-E),

neN

donde podemos hablar de L(F,, N E) y de L(F,, — E) yaque F,NE,F,, —E € F
para todo n € N. Asi, las desigualdades anteriores implican que

LYANE)+ LY (A-E) < Y (L(F,NE)+L(F, - E))
neN
= Z L(F,) (L es aditiva por la Proposicion 1.10)
neN
< L*(A) +e.

Como esto es valido para cualquier ¢ > 0, concluimos la igualdad deseada y
entonces el conjunto F es Lebesgue medible. [

Aunque hemos visto que en todo el conjunto P(R) L* no es o-aditiva, el teorema
anterior nos dice que en M C P(R) si lo es. Con esto hemos logrado una funcion
que en su dominio se comporta como Lebesgue pretendia al plantear el Problema
de la Medida, asi que estamos listos para la siguiente definicion.

Definicion 1.26 Sea £ : M — [0, 00] la funcion definida como £(X) = L*(X)
para todo X € M. A £ se le denomina la Medida de Lebesgue.

Observacion 1.27 Dado que £ es una restriccion de la funcion L*, todas las
propiedades demostradas para L* en el Lema 1.12 son heredadas por la Medida de
Lebesgue.

A continuacion demostraremos otras propiedades fundamentales de la Medida
de Lebesgue.

Lema 1.28 Sean E, F € M tales que E C F y £(F) < co. Entonces L(F — E) =
L(F) — £(E).

Demostracion. Sean E'y F' como en las hipotesis. Obsérvese que F' = FU(F'—E)
y que EN (F — E) = 0. Entonces, por la o-aditividad de £, tenemos que
L(F)=£L(E)+ £(F — E). Asi, como £(F) < 0o, podemos restar esta cantidad de
ambos lados de la igualdad anterior, obteniendo que £(F) — £(F) = £(F — E),
como se querfa demostrar. [
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Lema 1.29 Las siguientes afirmaciones son verdaderas respecto a la Medida de
Lebesgue.

(a) Si {E, :n € N} es una sucesion C-creciente de conjuntos en I, entonces

Iy (U En> = lim £(E,).

neN

(b) Si {F, :n € N} es una sucesion C-decreciente de conjuntos en M tal que
L£(Fy) < 00, entonces

iy (ﬂ Fn> = lim g(F,).

neN

Demostracion.

(a) Para el caso en el que £(E,) = oo para alguna n € N la afirmacion se sigue
de manera trivial, pues entonces ambos lados de la igualdad buscada valen
0o. Supongamos entonces que £(F,) < oo para todo n € N. Definamos
recursivamente una sucesion {A,, : n € N} de conjuntos en X de la siguiente
manera:

o Ap:= Eo, y
e paran >0, Ayy1 := Epy1 — E,.

Como {E, : n € N} es una sucesion creciente, {4,, : n € N} es una sucesion
en 9 de conjuntos ajenos tal que

Asi, se tiene que

s(UEn> = > £(An)

neN

= Jin 3 e
n=0

- 2(Ua)

= lim £(En),

m— 00
donde la pentultima igualdad se da porque £ es o-aditiva.

(b) Para demostrar esta afirmacion, definamos para cada n € N al conjunto
E, := F) — F,. De esta forma, {E,, : n € N} es una sucesion creciente de



20 1. LA MEDIDA DE LEBESGUE

conjuntos en X, asi que, por lo demostrado en el inciso (a), tenemos que

£<UEn> = Jim £(E)
neN
= lim [S(F) — £(F)]

n—oo

L(F1) — lim £(Fy),

n— oo

(1.6)

donde la altima igualdad es valida pues £(F;) < oo y porque la sucesion
{£(F,) : n € N} es decreciente y acotada inferiormente en R, asi que existe
el limite en cuestion. Por otro lado, como UneN E, =F — ﬂnGN F,, por el
Lema 1.28, se tiene que

£ (U En> =L(F)- £ (ﬂ Fn> . (1.7)

neN neN

Finalmente, de las ecuaciones (1.6) y (1.7) se sigue que

[y (ﬂ Fn> = lim £(F,),

neN

como querfamos demostrar. [J

1.4.1. Conjuntos borelianos

La Medida de Lebesgue que construimos en la seccién anterior no sélo es capaz
de medir a los intervalos de la forma (a,b), sino también a todos los conjuntos
que se obtienen como unién numerable de intervalos de este tipo, es decir, a los
conjuntos abiertos. Ademés, dado que la Medida de Lebesgue esta definida sobre
una o-algebra, con ella también podemos medir a todos los conjuntos cerrados
y a aquellos que se obtengan mediante uniones e intersecciones numerables de
abiertos y cerrados. Bajo esta motivacién, definiremos a los conjuntos borelianos’
como aquellos conjuntos de ntimeros reales que se obtienen de los abiertos y los
cerrados, mediante la aplicaciéon repetida de uniones e intersecciones numerables.

Para establecer formalmente quiénes son los conjuntos borelianos haremos uso
del siguiente resultado.

Proposicion 1.30 Sea A una coleccion no vacia de subconjuntos de un conjunto
X. Entonces existe una minina o-dlgebra de subconjuntos de X que contiene a A.
Dicha o-dlgebra es llamada la o-dlgebra generada por A.

Demostracion. Sea X := (({Y : Y es una o-algebra para X y A C Y}. Esta
interseccion esta bien definida pues claramente P(X) es una o-algebra para X y

"Llevan su nombre en honor a Emile Borel, matematico francés cuyo trabajo fue uno de los
pilares en los que se basé Lebesgue para construir su medida.
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A C P(X). Asi, por propiedades de la interseccion, X es en efecto una o-algebra
y es claro que es la minima que contiene a A. O

Definiciéon 1.31 Sea B := {(a,b) CR :a < b,a,b € R} y sea B la o-dlgebra de
subconjuntos de R generada por B segun la Proposicion 1.30. Entonces decimos
que B es la o-dlgebra de Borel. Asimismo, dado X C R decimos que X es un
conjunto boreliano si y sdlo si X € B.

La definicion anterior se puede generalizar debido a que, para hablar de
conjuntos borelianos, lo Winico que necesitamos es un espacio topologico, pues
al establecer quiénes son los subconjuntos abiertos de un conjunto, es posible
hablar de la minima o-algebra que tiene a todos ellos. Asi, el estudio los conjuntos
borelianos resulta trascendente en diversas areas de las mateméticas, como por
ejemplo, la Topologia de Conjuntos. De hecho, en 1905 Lebesgue construy6é una
jerarquia de los conjuntos borelianos en la que utilizé a los nimeros ordinales para
clasificar a los borelianos segin su complejidad. Mas atn, utilizando esa jerarquia,
es posible demostrar que existen 280 subconjuntos borelianos de R.® Asi, dado
que [P(R)| = 22R°, de aqui se sigue que la gran mayoria de subconjuntos de R no
son borelianos. Establecer estos resultados formalmente nos desviaria del objetivo
de este trabajo, por lo que nos limitaremos a hablar de las propiedades de los
borelianos relacionadas con la Medida de Lebesgue.”

Dada la importancia que tienen los conjuntos borelianos en las matematicas
y en particular en el analisis real, nos gustaria que todos ellos fueran conjuntos
Lebesgue medibles, pues si hemos construido una medida suficientemente buena,
lo menos que podemos pedirle es que sea capaz de determinar de qué “tamano”
son este tipo de conjuntos que con tanta frecuencia aparecen ante nosotros. El
siguiente teorema establece que efectivamente los conjuntos borelianos estan en el
dominio de £.

Teorema 1.32 Todos los conjuntos borelianos son Lebesgue medibles. En otras
palabras, B C 9.

Demostraciéon. Recordemos del Teorema 1.25 que 9 es una o-algebra que
contiene a F.

Por otra parte, obsérvese que si a,b € R son tales que a < b, podemos escribir
al intervalo (a,b) como una unién numerable de elementos en £ de la siguiente

forma: )
(a,b) = U (a,b— n} .
neN+t
Asi, como 9 es una o-algebra, {(a,b) CR:a,b € Ry a < b} C M. Esto implica
que la minima o-algebra que contiene a {(a,b) C R:a,b € Rya < b)} estd a
su vez contenida en 91 y, por la Definicién 1.31, esto significa que B C 9, como
queriamos demostrar. [

8Veéase el libro [Bar95] pag. 154.

9El] lector interesado puede consultar el Capitulo 11 del libro [Jec02] para conocer el panorama
general de la jerarquia de los conjuntos borelianos o el libro [Kec95] para un estudio méas profundo
acerca del tema.
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Observacion 1.33 Si a,b € R son tales que a < b, entonces la Medida de
Lebesgue de los intervalos (a,b), [a,b) y [a,b] es b — a. En efecto, como cualquier
intervalo como los mencionados se puede poner como union o interseccion
numerable de intervalos de la forma (c¢,d] con ¢ < d, este hecho se sigue a partir
de que £(c,d] = d—c y del Lema 1.29. Como ejemplo, recordemos que, para a < b,
(a,b) = Upen+ (a,0— L], donde los intervalos (a,b — L] forman una sucesion
creciente y para cada n > 5 ! L

—— se tiene que £(a,b— =] =b—a— %, de manera que

por el Lema 1.29 obtenemos que £(a,b) = lim,_ (b —a— l) =b—a.

n

Corolario 1.34 Todos los conjuntos abiertos y todos los conjuntos cerrados
son Lebesque medibles. Ademds, si K C R es un conjunto compacto, entonces
L(K) < oo.

Demostracion. Tanto los subconjuntos de R abiertos como los cerrados
son borelianos, asi que por el teorema anterior son Lebesgue medibles. Por otra
parte, si K C R es un conjunto compacto, por el Teorema de Heine Borel es
cerrado y acotado,'® asi que es Lebesgue medible. Ademés, existe R > 0 tal
que K C (—R,R), de modo que por la monotonia de la Medida de Lebesgue
(Observacion 1.27), tenemos que £(K) < £(—R,R) < co. O

Observacion 1.35 Sabemos que 9M es una o-dlgebra y, por lo tanto, que
R € M. Sin embargo, cabe hacer la observacion de que £(R) = oco. Una manera
de argumentar esto es usando la monotonia de la Medida de Lebesgue y el hecho
de que (0,n] C R para todo n € N.

1.4.2. Caracterizacion de los conjuntos Lebesgue medibles

A continuaciéon estableceremos algunos resultados que caracterizan a los
conjuntos en M y que nos seran de gran utilidad mas adelante.

Proposicion 1.36 Sea A un subconjunto Lebesgue medible de R y sea € > 0.
Entonces existe un conjunto abierto G tal que A C G, y

£(A) < £(G.) < £(A) +«.

Demostracion. Sea A un conjunto Lebesgue medible y tomemos ¢ > 0
arbitraria.

Caso I. Supongamos que £(A4) < oco. Como € > 0, de la definicién de £ se
sigue que existe una sucesion de conjuntos {E; : j € N} C F tal que

A c UjeN EJ y

£7(A) < S L(E;) < £(A) + =

5 2
JEN

Como £(U,en Ej) < D jenL(Ej) < oo y cada elemento en F es
unién finita de intervalos, podemos suponer que para todo j € N

10Véase el Teorema B.16 en el Apéndice B.
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existen a;,b; € R tales que E; = (aj,b;]. Definamos entonces
Fj:=(a;,bj + 575=) para cada j € Ny sea G. := ;¢ Fj. Claramente
tenemos que A C G, asi que sblo resta observar que

A

slUFR]| < DY ew)

jEN jEN

= > ((bj —aj) + Tig)

JjEN

= (60 + m)

JEN

< 2(A)+§+§:2(A)+s.

Caso II. Si £(A) = oo, tomamos G. = R y se cumple la desigualdad deseada. O

Una propiedad dual a la proposicién anterior es la siguiente.

Proposicion 1.37 Si B es un conjunto medible y acotado en R, entonces para
todo € > 0 existe un compacto K. tal que K. C B y

L(K.) < &(B) < £(K.) +e.

Demostracion. Sean B y e como en las hipotesis. Como B es acotado, sabemos
que existe n € N tal que si I, := [—n, n], entonces B C I,,. Sea A := I, — B. Como
I, y B son Lebesgue medibles, A también lo es, asi que por la proposicién anterior
existe un abierto G. tal que A C G, y £(A) < £(G.) < £(A) + .

Luego, como I, — B C G., se tiene que I,, — G. C B. Ademas, I, — G. es
compacto, pues es cerrado y acotado. Por otro lado, obsérvese que I, UG, =
(I, — G:) UG, v, por tanto, £(I,,) < £(I, UG.) = £(I,, — G¢) + £(G.), asi que

L(G.) < &(I, — B)+e=£(I,) — £(B) +e.
Usando estas dos observaciones, tenemos que
L(B) < £(In) — £(Ge) + e < £(In — Ge) + ¢,
asi que haciendo K. := I,, — G, obtenemos el compacto que buscabamos. [

Una consecuencia importante de las proposiciones anteriores es la siguiente, ya
que nos brinda una caracterizacién muy ttil de la Medida de Lebesgue.

Teorema 1.38 Si A es un subconjunto Lebesgue medible de R, entonces

L£(A) = f{L(G) : ACG yG es abierto}, y
£(A4) = sup{L(K) : K CAyK es compacto}.
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Demostracion. Demostraremos primero la igualdad
£(A) =mf{L(G) : AC Gy G es abierto}.

Obsérvese que dado un conjunto abierto G tal que A C G, por la monotonia de la
Medida de Lebesgue, tenemos que £(A4) < £(G), asi que £(A) es cota inferior de
{£(G) : A C Gy G es abierto}. Por otra parte, la Proposicion 1.36 nos dice que
para todo € > 0 existe un abierto G. que contiene a A y tal que £(A) < £(G.) ¢,
asi que efectivamente £(A) es la maxima cota inferior del conjunto en cuestion
y, por lo tanto, es su infimo. Notese que esta demostraciéon es valida tanto si
£(A) < 00, como si £(A) = oo.
Por otra parte, para demostrar que

L£(A) =sup{L(K) : K C Ay K es compacto},

utilizaremos ahora la Proposicién 1.37. Con este propésito, definamos para cada
k € Z al conjunto By := AN (—k, k|, que es acotado, y supongamos que
{A,, : n € N} es una enumeracion de la coleccion {By, : k € Z}. Obsérvese que,
de este modo,

(i) A= UnGN Ap;
(ii) A, N A, =0 siempre que n #m y
(iii) para todon € N, £(A,) =sup{L(K) : K C A,, y K es compacto}.

Notese también que, como A no necesariamente es acotado, la medida de A podria
no ser finita, asi que tenemos los siguientes casos.

Caso I. Si £(A4) < oo, por las observaciones (i) y (ii) se sigue que

£(A) =) £(An) < .

neN

Asi, si tomamos ¢ > 0 arbitraria, la convergencia de la serie anterior
nos permite asegurar que existe N € N tal que

> L4y <

n>N+1

. (1.8)

| ™

Por otra parte, la observacion (iii) nos permite asegurar que, para cada
0 < n < N, existe un conjunto compacto K, tal que K, C A, y

£(A,) — % < &(K,) < £(A,). (1.9)

Obsérvese que, como cada K,, C A, entonces K, NK,,, = () siempre que
0 <n<m < N. Ademas, si definimos K := Jj<,,«y Kn, K es unién
finita de compactos y, por tanto, es un conjunto compacto. Ademas, es
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claro que K C A. Asi, las ecuaciones (1.8) y (1.9) nos permiten asegurar
que

L£(A)—e = £<U An> —€

neN

= Z L£(A,) —¢

neN

= Y fAn)—e+ Y £(A)

0<n<N n>N+1

< Z ,23(14”)—5—1—E

0<n<N

9
= Z S(An) - 5

0<n<N

- ()

0<n<N

<Y LK)

0<n<N

el U Ka

0<n<N

= £(K).

Esto nos permite concluir la identidad deseada, es decir, que
L£(A) =sup{L(K) : K C Ay K es compacto}.

Caso II. Si £(A) = oo, entonces la serie ) _y£(4,) es divergente y, como
todos los sumandos son positivos, esto implica que para todo J € N
existe N € N tal que

JH1< > £(An). (1.10)

0<n<N

Por otro lado, de manera analoga al caso anterior podemos asegurar
que, para cada 0 < n < N, existe un conjunto compacto K, tal que
K, C A, y con la propiedad de que

1
£(An) = 7 < £(Kn) < £(4n). (1.11)
Asi, si definimos K := UogngN K,,, nuevamente K es un conjunto

compacto tal que K C A. Como ademés tenemos que K, N K,, =
siempre que 0 < n < m < N, las desigualdades (1.10) y (1.11) implican
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que

J < OE;N <£(An)—fv>

< ) LK)

0<n<N
= £L£(K).

De aqui se sigue que sup{£(K) : K C Ay K es compacto} = co = £(A),
con lo que queda concluida la demostracion. [

Al hecho de que la Medida de Lebesgue satisfaga las propiedades dadas por el
resultado anterior se le conoce como que £ es regular.

1.4.3. Conjuntos nulos

En esta seccion hablaremos de una especie muy particular de conjuntos
Lebesgue medibles que son aquellos cuya medida es cero. Estos conjuntos, a
pesar de ser tan “pequenos’ respecto a la Medida de Lebesgue, son de gran
importancia pues determinan muchas de las propiedades que caracterizan a esta
medida. Ademas, las propiedades de ellos mismos nos permitirdn demostrar varios
resultados interesantes como el hecho de que existen 92" conjuntos Lebesgue
medibles.

Definicion 1.39 Sea A un conjunto de nimeros reales tal que L*(A) = 0.
Entonces decimos que A es un conjunto nulo.

Obsérvese que para definir a los conjuntos nulos hemos utilizado la medida
exterior en vez de la Medida de Lebesgue. Esto se debe a que bajo esta definicion
se puede demostrar que todos los conjuntos nulos son Lebesgue medibles, como
veremos a continuacion.

Proposicion 1.40 Si A CR es un conjunto nulo, entonces A € M y L£(A) = 0.

Demostracion. Sea A un conjunto nulo y sea £ C R un conjunto cualquiera.
Para verificar que A es medible, queremos ver que se satisface la condicion de
Carathédory, es decir, que L*(E) = L*(E N A) + L*(E — A). Por un lado, la
Observacion 1.24 nos dice que

LY(E)<LY(ENA)+ L(E - A).

Por otra parte, como ENA C Ay L* es mondtona por el Lema 1.12, se sigue
que 0 < LY(ENA) < L*(A) =0y que L*(E—A) < L*(E). Asi, también tenemos
la desigualdad

LY(ENA)+L(E—-A) <LE)
y, por lo tanto, A es Lebesgue medible. El hecho de que £(A4) = 0 se sigue de la
definicion de £. [

A continuacién enunciamos otras propiedades de los conjuntos nulos que nos
seran de utilidad més adelante.
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Proposicion 1.41 Las siguientes afirmaciones respecto a los conjuntos nulos son
verdaderas.

(a) Para todo nimero real a se tiene que el conjunto unitario {a} es nulo.
(b) Si A es un conjunto nulo y B C A, entonces B es un conjunto nulo.

(c) Si{E, : n €N} es una familia de conjuntos nulos, entonces |, . En €s un

congunto nulo.

neN

(d) Si E CR es tal que |E| < Xg, entonces E es nulo.

Demostracion.

(a) Sea a € R. Entonces para todo n € N tenemos que {a} C (a — +,a]. Asi,
para todo n € N se tiene que 0 < £*({a}) < L*((a — %,a]) = L y, por lo
tanto, £*({a}) = 0. Esto demuestra que {a} es nulo.

(b) Sea A un conjunto nulo y sea B C A. Por el Lema 1.12, tenemos que
0 < L*(B)<L*(A) =0, asi que B es nulo.

(¢) Si{E, : n € N} es una familia de conjuntos nulos, por el Lema 1.12, tenemos
que 0 < L*(Upeny Bn) <2 pen £5(Ern) = 0, asi que se sigue la afirmacion.

(d) Sea E un subconjunto a lo més numerable de R. Entonces existe una
enumeracion (no necesariamente inyectiva) {a, : n € N} para los elementos
de E de manera que £ = |J,,cy{an} vy, por los incisos (a) y (c), concluimos
que E es un conjunto nulo. [J

El siguiente teorema pone de manifiesto la manera en la que los conjuntos nulos
y los borelianos caracterizan a la Medida de Lebesgue. Recordemos que B denota
a la coleccion de todos los subconjuntos borelianos de R.

Teorema 1.42 Sea A C R un conjunto Lebesgue medible. Entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

(a) Existe un conjunto B € B tal que A C B y £(B — A) = 0. Si ademds

L£(A) < oo, entonces B se puede obtener como la interseccion de una familia
numerable de conjuntos abiertos.'!

(b) Ezxisten conjuntos D CR y E CR tales que D € B, £(E) =0y A=DUE.

1A los conjuntos que resultan de intersectar una cantidad numerable de abiertos se les
denomina conjuntos Gg.
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Demostracion.

(a)

1.5.

Demostraremos primero el caso en el que £(A) < co. Bajo esta condicion, la
Proposicion 1.36 nos permite decir que para cada n € N existe un conjunto
abierto Gy, tal que A C G,, y £(G,) < £(A)+ 1. Asi, si definimos al conjunto
B = (,cy Gn, tenemos que A C By B es la interseccion de una familia
numerable de conjuntos abiertos, por lo que, en particular, es boreliano.
Ademaés, por la monotonia de la Medida de Lebesgue tenemos que para todo
n €N, £B) < £(G,) < £(A) + £, por lo que £(B) < £(A). Por otro lado,
como £(A) < oo, el Lema 1.28 nos dice que £(B — A) = £(B) — £(4) =0,

como querfamos demostrar.

Para el caso en el que £(A4) = oo, definamos para cada n € Z al conjunto
A, = AN (n,n + 1]. Cada A, es medible, pues tanto A como (n,n + 1]
lo son. Como A, C (n,n + 1], por el caso anterior tenemos que existe
un conjunto boreliano B,, tal que A4, C B, y £(B, — 4,) = 0, asi que
A = U,ez An € U,nez Bn- De este modo, si definimos B := |J,cz Bn,

lenem()S que
nez neZ

(e

newL ne”Z
nez

Asi, como UneZ(Bn — A,,) es uni6on numerable de conjuntos nulos, es un
conjunto nulo y, por tanto, A — B también lo es.

Sabemos que si A es un conjunto Lebesgue medible, R — A también lo es,
asi que, por el inciso (a), existe un conjunto boreliano B tal que R — A C B
y £(B — (R—A)) = 0. Esto implica que R — B es un conjunto boreliano tal
que R— B C Ay, por tanto, A = (R— B)U(A— (R— B)). Por otro lado, por
propiedades de conjuntos, tenemos que B — (R — A) = A — (R — B), asi que
A — (R — B) es un conjunto nulo. Haciendo D :=R—- By F:= A— (R— B),
concluimos la demostraciéon. O

Unicidad de la Medida de Lebesgue

En esta seccion estableceremos un resultado que nos permite asegurar que
la Medida de Lebesgue es la tinica manera que tenemos de extender la nocion
de longitud de un intervalo a una medida para los conjuntos en 9t. Ademas,
demostraremos que la colecciéon de conjuntos medibles es realmente la maxima
o-algebra que contiene a F en la que la funcion L* es o-aditiva. Estos dos resultados
manifiestan que la Medida de Lebesgue no s6lo fue un gran logro en términos de
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extender la nocién de longitud, sino que, en cierto sentido, es la tinica y la mejor
manera de conseguir ese proposito.

Antes de pasar a los resultados centrales de esta seccién, necesitaremos enunciar
las siguientes propiedades que, aunque ya han sido demostradas para la Medida de
Lebesgue, pueden generalizarse y de hecho seran utilizadas con mucha frecuencia
en los capitulos subsecuentes de este trabajo.

Asi, comenzaremos por demostrar que si una funcion definida en un algebra es
aditiva y positiva, entonces es mondtona en el mismo sentido que la Medida de
Lebesgue. 2

Lema 1.43 Sean X un conjunto arbitrario, X un dlgebra de subconjuntos de X
yv:X — [0,00] una funcion aditiva. Entonces, para cualesquiera A, B € X tales
que A C B, se tiene que v(A) < v(B). De hecho, si ademds se tiene que v(A) < oo,
entonces v(B — A) = v(B) — v(A).

Demostracion. Sean A, B € X tales que A C B. De aqui se sigue que
B=AU(B-A)y An(B—A)=0. Asi, por la aditividad de v se sigue que

v(B) = v(A) + v(B — A) (1.12)

y, como v(B — A) > 0, v(A) < v(B).

Por otro lado, si ¥(4) < oo, podemos restar el nimero real v(A) de ambos
lados de la ecuaciéon (1.12) para obtener que v(B — A) = v(B) — v(A), con lo que
queda concluida la demostracion. [

La siguiente propiedad se refiere a funciones positivas definidas en una
o-algebra y establece que una funcién con estas caracteristicas que ademés es
o-aditiva, es también o-subaditiva.

Lema 1.44 Sean X un conjunto arbitrario, X una o-dlgebra de subconjuntos de
X yv:X — [0,00] una funcién o-aditiva. Si {X,, : n € N} es una coleccion de
subconjuntos de X, entonces

v (U Xn> <> (X))

neN neN

Demostracion. Dado que la tinica herramienta que tenemos es la o-aditivdad
de v, seria conveniente obtener una coleccién de subconjuntos ajenos por parejas
de X cuya unién fuera precisamente |J, .y Xy. Para ello definimos la siguiente
sucesion de conjuntos:

Yb = XOa
Y, = X,— (U Xk>, sin>1.
k<n
Obsérvese que, de esta forma, Y, NY,, = 0, si n # m. Ademas, podemos ver que

UXn:UYn.

neN neN

12Esta propiedad se demostr6 en el Lema 1.12.
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Esto se debe a que dado x € |J,,cyy Xn, podemos tomar N € N como el minimo
nimero natural tal que x € Xy y, por lo tanto, también se tiene que = € Yy, asi
que z € [,y Ya-

Por otra parte, como para todo n € N se tiene que Y,, C X,,, el Lema 1.43 nos
dice que para todo n € N, v(Y;,) < v(X,,). Hechas estas observaciones, sblo resta
utilizar el hecho de que v es g-aditiva para concluir que

U<U Xn> :1/<U Yn> =Y v(Yn) <> v(Xa),

neN neN neN neN

que es lo que queriamos demostrar. []

Ya que hemos establecido estas herramientas, estamos listos para demostrar el
teorema que establece que existe una sola funcion o-aditiva que extiende la nocion
de longitud a una mas general para los conjuntos en 9t

Teorema 1.45 Sea L como en la Definicion 1.8. Entonces existe una tunica
extension de L a una funcion o-aditiva y cuyo dominio sea M.

Demostracion. El Teorema 1.25 nos permite asegurar que la Medida de
Lebesgue, a la que denotamos como £, extiende a la funcién £ al conjunto 9, por
lo que s6lo hace falta demostrar la unicidad.

Para ello, supongamos que v es una funcién o-aditiva definida sobre 91 tal
que v [F= L y tomemos un conjunto arbitrario E € 9. Queremos demostrar que
v(E) = £(E).

Supongamos primero que E es un conjunto acotado. Esto implica que existe
N eNtal que E C X := (—N, N] y, como v es mondtona y coincide con L en F,
v(E) < v((—N,N]) = 2N < 0. Por otro lado, si {E,, : n € N} es una sucesion
arbitraria en F tal que £ C |J,,cy En, como v es o-aditiva y coincide con £ en F,
los Lemas 1.43 y 1.44 nos permiten asegurar que

v(E)<v (U E) <> v(En) =) L(Ey).
neN neN neN
Por la definiciéon de £, esto implica que
v(E) < £(E) (1.13)
y el mismo razonamiento nos permite asegurar que
V(X —-—FE)<£L£X-E). (1.14)

Ademas, ambas desigualdades son validas para todo E € 9. Luego, como £ y v
son aditivas y por hipétesis coinciden en F, tenemos que

L(E) + &(X — B) = &(X) = v(X) = v(E) + v(X — E), (1.15)

asi que si v(E) < £(F) para algin E € 9, tendriamos por las expresiones (1.14)
y (1.15) que £(E) + £(X — FE) =v(E)+v(X — E) < £(E) + £(X — E), lo cual
es una contradiccion. De aqui se sigue que v(E) = £(E).
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Para el caso en el que E no es acotado, supongamos que {F,, : n € N} es una
enumeracion de la coleccion de intervalos ajenos {(k,k + 1] : k € Z}. Esto nos
permite asegurar que {F,, : n € N} es una particion numerable de R, de manera
que podemos escribir

E=|J(EnF,).
neN

Por otra parte, como para todo n € N tenemos que E N F, es un conjunto
medible y acotado, el parrafo anterior nos dice que £(E N F,) = v(E N F,). Asi,
la o-aditividad de £ y de v nos permiten concluir que

LE)=)Y LENF,) =Y v(ENF,) =v(E).
neN neN
Como la igualdad anterior es valida para todo E € 9, hemos demostrado que
L=v fgm O

Concluimos esta seccién con el siguiente teorema, que establece que 9t es en
realidad la méxima o-4lgebra sobre la que L£* se comporta como una medida
o-aditiva que extiende la nocién de longitud.

Teorema 1.46 Si A es una o-dlgebra tal que F C A y L* es o-aditiva en A,
entonces A C 91314

Demostracion. Sea A4 una o-dlgebra como en las hipdtesis del teorema.
Razonando por contradiccion, supongamos que A & 9. Esto significa que existe
E e A—9M. Como E no es medible, de la Observacion 1.24 se sigue que existe
B C R tal que

L*(B)< L*(BNE)+ L*(B-E).

Por la definicion de L£* aplicada al conjunto B, esto implica que existe una

sucesion {B,, : n € N} C F tal que

BC U B, y (1.16)
neN
L*(B) <Y L*(Bn) <L*(BNE)+L"(B-E). (1.17)

neN
Ademas, de la expresion (1.16) y de la monotonia y o-subaditividad de £*, se sigue
que

LBNE)+L*(B—E) < £*<<U3j>mE>+g*<<UBj>_E>
neN neN

< Y LYB.NE)+ Y LB, - E)
neN neN

= Y (£(B.NE)+L*(B, - E)), (1.18)
neN

13Recordemos que F es el algebra que consiste de todas las uniones finitas de intervalos de la
forma (a, b], (—o0,b] y (a,00) con a,b € R.

14 Agradezco a Osvaldo Guzmén haberme planteado la pregunta que dio pie a este teorema en
la tesis.
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donde la dltima igualdad es cierta pues todos los sumandos en cuestiéon son no
negativos. Finalmente, como para todon € N B, = (B, N E) U (B, — E) y como
A es una o-adlgebra que contiene a F, la hipotesis de que L£* es aditiva en A nos
permite asegurar que, para todo n € N,

L*(BoNE)+ L* (B, — E) = L*(B,). (1.19)

Reuniendo lo obtenido en (1.17), (1.18) y (1.19), se sigue que

> LY (Bn) < Y LY(B),

neN neN

lo cual es una contradiccion. Asi, podemos concluir que A C M, que es lo que
queriamos demostrar. [J

Los dos teoremas anteriores dejan ver que la Medida de Lebesgue es la tnica
funcion o-aditiva que extiende la nociéon de longitud a la o-algebra 9 y, ademas,
I es la maxima coleccion de subconjuntos de R en la que la medida exterior L£*
puede lograr esto conservando la o-aditividad.

1.6. Cardinalidad y conjuntos medibles

Hasta ahora hemos podido establecer puntos de encuentro entre los conjuntos
Lebesgue medibles y algunos niimeros cardinales al observar que la o-aditividad de
£ tiene como consecuencia que los conjuntos de cardinalidad a lo mas numerable
son de medida cero. En esta seccién profundizaremos en las conexiones que se
pueden establecer entre la cardinalidad de un conjunto y su Medida de Lebesgue.
Ademas, esto nos llevard a determinar también cuantos conjuntos Lebesgue
medibles y cuantos no Lebesgue medibles existen suponiendo el Axioma de
Eleccion.

Conjuntos de medida positiva

Nuestro primer objetivo sera demostrar una fuerte generalizacion del inciso (d)
de la Proposiciéon 1.41, en el que probamos que todo conjunto cuya Medida de
Lebesgue sea positiva tiene que ser no numerable. Sin embargo, si rechazaramos la
Hipotesis del Continuo, podriamos preguntarnos si existiran conjuntos de Medida
de Lebesgue positiva cuya cardinalidad sea estrictamente mayor que Xy y menor
que 2%, Sorprendentemente, la respuesta a esta pregunta es que no es posible
encontrar conjuntos con tales caracteristicas, de modo que es condicién necesaria
que un conjunto tenga la cardinalidad del continuo para que su Medida de
Lebesgue sea positiva. La demostracion de este hecho requerira algunos resultados
y conceptos que enunciaremos a continuacion y que resultan de gran valor tedrico
por si mismos.

Comenzaremos estableciendo quiénes son los llamados conjuntos perfectos. Las
propiedades de este tipo de conjuntos nos serdn de gran utilidad mas adelante,
ya que demostraremos que todo conjunto de medida positiva contiene a un
subconjunto perfecto.
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Definicién 1.47 Sea F' un subconjunto mo vacio de R. Decimos que F es un
conjunto perfecto si y sdélo si F' es cerrado y no tiene puntos aislados, es decir,
siy solo si F = F'.1

La siguiente notacién nos permitira referirnos mas facilmente a los conjuntos
perfectos.

Notacion 1.48 Denotamos por P a la coleccion de todos los conjuntos perfectos
en R, es decir, P:={F CR : F = F'}.

Para llegar a nuestro objetivo final, necesitaremos demostrar que todo conjunto
perfecto tiene cardinalidad 2R°. Con este propésito en mente estableceremos
algunos resultados previos.

El siguiente lema de “separacion” establece que todo conjunto perfecto contiene
dos subconjuntos perfectos ajenos.

Lema 1.49 FEuxisten funciones Gy y G1 de P en P tales que para todo F € P,
Go[F| C F, G1[F] C F y Go[F]NG1[F] = 0.

Demostracion. La demostraciéon consistird en probar que para cualquier
conjunto perfecto F' existen r,s € Q tales que r < s y tanto F'N (—oo,r] como
F N s, 00) son conjuntos perfectos.

{ inf(F) si F esta acotado inferiormente,
Definamos « :=
—00 en otro caso.
sup(F) si F esta acotado superiormente,
00 en otro caso.
Entonces ocurre alguna de las siguientes situaciones:

Similarmente, sea [

Caso I. Si(a, ) C F, tomamosr, s € Q tales que a < r < s < (3. Estos ntumeros
racionales cumplen la propiedad deseada, ya que si a« € R, entonces
FnN(—o0,r] =[ayr], y si @« = —00, FN (—o0,r] = (—00,7], de modo
que en ambos casos obtenemos un intervalo infinito, cerrado y no vacio,
que es un conjunto perfecto. De manera totalmente analoga se ve que
F N [s,00) es un intervalo infinito, cerrado y no vacio, por lo que es
también un conjunto perfecto.

Caso II. Si (o, 8) € F, entonces existe a € («, ) tal que a ¢ F. Luego, como

F' es perfecto, en particular es cerrado, asi que su complemento es
abierto. Por lo tanto, existe 6 > 0 tal que (¢ — d,a +J) N F = {.
Obsérvese que « < a — 4§, ya que si a = {nf(F'), entonces existe z € F
tal que o < x < a y si @ = oo, trivialmente tenemos la desigualdad.
Analogamente, podemos ver que a + § < 3.
Asi, utilizando la densidad de los racionales en R, tomemos 7,5 € Q
tales que a — 6 < r < a < s < a+ J. Los ntmeros r y s tienen la
propiedad deseada, pues el conjunto F' N (—oo,r| es cerrado y no vacio,
va que a < r. Ademas, si este conjunto tuviera un punto aislado b € R,
podriamos tomar 0 < & < § tal que

((b—e,b+e) —{b}) N (FN(—o0,r]) =0,

15V¢ase la Definicion B.8 en el Apéndice B.
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por lo que para todo z € (b—¢€,b+¢) — {b} se tendria que
r<bt+e<r+e<at+e<a+i,
asi que x € (—00,a + §). Sin embargo, como
x ¢ FN(—oco,r] = FN(—00,a+9),

x ¢ F, de manera que ((b—¢,b+¢)—{b})NF =0, es decir, b serfa un
punto aislado de F'y esto contradiria el hecho de que F' es perfecto.

Para concluir la prueba del lema, consideremos {(an,b,):n € N} una
enumeracion de Q x Q y definamos para cada F € P, Go(F) := F N (—oo, 7] ¥
G1(F) := F N [sy,0), donde n € N es el minimo natural tal que r,, < s,, y tanto
F N (=00, 1] como F N [s,,o00) son conjuntos perfectos. OJ

La siguiente definiciéon nos ayudara a establecer que todo conjunto perfecto
contiene un subconjunto perfecto tan pequeno como queramos en el sentido de la
Medida de Lebesgue.'6

Definicion 1.50 Sea A C R un conjunto acotado y no wacio. Definimos el
didmetro de A como el nimero real diam(A) := sup(A) — inf(A)

Bajo esta definicion, el siguiente lema nos dice que los conjuntos perfectos
tienen subconjuntos perfectos de diametro arbitrariamente pequerno.

Lema 1.51 Eriste una funcién H : PxNT — P tal que para cada (F,n) € PxNT,
H(F,n) C F y diam(H(F,n)) < +.

Demostracién. Sean F' € Py n € NT. Afirmamos que existe m € Z tal
que |[F N (2, ™) > 2. Si por el contrario, para todo m € Z |F N (2, )| <
1, tendriamos que para cualquier x € F, si x es de la forma “* con m € Z y
n € NT, entonces |F N (=1 ML) < 3 y 2 serfa un punto aislado de F. Del
mismo modo, si  no es de esa forma, entonces existen m € Z y n € NT tales que
Fn(z mtl) — {z}, de manera que = también serfa un punto aislado de F,
contradiciendo que F' es perfecto.

Demostrada esta afirmacion, sabemos que existe un entero m tal que |m| es el
minimo nimero natural con la propiedad de que [F N (2, ™EL)| > 2. Definamos
entonces a = inf(F N (2, 2E)) y b := sup(F N (Z, ’":[1)) Notese que como
Fo(®, m;fl) tiene al menos dos elementos, podemos asegurar que a < b. Sea
H(F,n) := F N [a,b]. Claramente, ™ < a < b < mTH, asi que b —a < % y, por
lo tanto, diam(H (F,n)) < % Ademas, H(F,n) es cerrado, pues es interseccion de
cerrados y es no vacio por la elecciéon de a y b.

Finalmente, para ver que H(F, n) es perfecto, observemos que dado « € FN|a, b]

y dada § > 0 tendremos alguno de los siguientes casos:

CasoI. Si z = a, tomamos 0 < ¢ < § tal que a + & < b. Entonces, como
F es perfecto, por la definicion de a existe y € F N [a,a + 8") C
(FNla,b))N(a—¢',a+4d"), asi que z no es un punto aislado de H(F,n).

16Cabe destacar que dado que los conjuntos perfectos son cerrados, entonces son borelianos y,
por lo tanto, son Lebesgue medibles.
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Caso II. Si x = b, la demostracién es analoga a la del Caso 1.

Caso III. Siz € (a,b), la demostracion de que x no es punto aislado es analoga a
la del Caso II del Lema 1.49.

Esto conluye la demostracion de que H(F,n) es un conjunto perfecto, por lo que
H es la funcién buscada. [

Los lemas anteriores tienen como proposito ayudarnos a determinar la
cardinalidad de un conjunto perfecto arbitrario que, como veremos a continuacion,
resulta ser 280, Sin embargo, antes de proceder a este resultado necesitamos
establecer algunas convenciones.

Notacion 1.52 Si A y B son dos conjuntos arbitrarios, utilizaremos la notacion
AB:={f:A— B : fes funcion}.

Para ejemplificar lo anterior, recordemos que segiun la definiciéon formal de
ntmero natural,’” dado n € N, n := {m € N:m < n}, de modo que para un
conjunto arbitrario A, la notacion anterior nos dice que si n > 1, entonces

TLA = {f : {Oa la s T — 1} — A f es funcic')n},

mientras que si n = 0, entonces simplemente "A = (). Para facilitar la escritura
en algunas demostraciones, dada f € A con n > 1 nos referiremos a ella como la
n-ada ordenada (f(0), ..., f(n —1)).

Ademas, si f es una funcion en " A, diremos que f es una sucesion de longitud
n de elementos de A o bien, una n-ada de elementos de A.

Por otra parte, si x € A, podriamos querer definir una sucesiéon de longitud
n+ 1 que contenga a f y tal que su (n + 1)-ésimo elemento sea precisamente x.
Esto da pie a la siguiente notacion, que seré utilizada en diferentes contextos a lo
largo de este trabajo.

Notacion 1.53 Sean A un conjunto arbitrario y n un numero natural. Si f € "A
yx € A, definimos la sucesion f~x € "TLA de tal manera que:

(f~x) (k) ;_{ f(k) si0<k<n

T stk =n.

De esta forma, f™x representa a una sucesion de longitud n + 1 que contiene
a f y tal que al namero natural n lo manda a z. Bajo estas circunstancias,
frecuentemente diremos que f C fTx. Esta notacién estd basada en el hecho
de que, por definicién, una funcién es un conjunto de pares ordenados.

A continuacién estableceremos otra convenciéon que utilizaremos en diversas
ocasiones para referirnos al conjunto de todas las sucesiones finitas de ceros y
unos.

Notacion 1.54 Definimos al conjunto

Seq({0,1}) == | J "{0,1}.

neN

17Véase la Definicién A.7 en el Apéndice A.
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Obsérvese que Seq({0,1}) es una unién numerable de conjuntos finitos, asi
que por propiedades de aritmética cardinal, resulta ser un conjunto numerable.'®

Hechas estas aclaraciones, estamos listos para enunciar el resultado que
ya hemos anunciado respecto a la cardinalidad de los conjuntos perfectos. La
demostraciéon consistird en construir, para un conjunto perfecto dado F', una
coleccion numerable de subconjuntos perfectos tales que al tomar todas las cadenas
maximales posibles de elementos de esta coleccién encerremos a algtin elemento del
conjunto perfecto inicial, estableciendo asf una asociacién inyectiva entre {0, 1}
y el conjunto F'. De este modo podremos concluir que

2% = "0,1}| < |F| < R = 2%.
Teorema 1.55 Todo conjunto perfecto tiene cardinalidad 28°.

Demostracion. Sea F' un conjunto perfecto y sea S := Seq({0,1}). Con base
en las funciones G1,G2 y H de los Lemas 1.49 y 1.51 construiremos un sistema
{Fs : s € S} de subconjuntos perfectos de F' indexados por los elementos en S de
la siguiente forma:

F@ = F‘7
H(Gi(F<sg....5n 1>)s M) para i € {0,1}.

F<'503'“7Sn7137;>

Obsérvese que si r, s € S son tales que r C s, entonces F; C F..

Ahora, para cada f € N{0,1}, definamos Fy := [,y F,. Como para
cualesquiera m < n € N, se tiene que f [,,C f [», por la observaciéon anterior
podemos decir que Fy;, C Fy;,,. Esto implica que la coleccion {Fy;, :n € N}
tiene la propiedad de la interseccién finita,'!? pues cualquier subconjunto finito
de esta coleccion esta formado por una cadena finita de conjuntos no vacios. Asi,
como Fy es interseccién de una coleccién de intervalos cerrados y acotados con
la propiedad de la interseccion finita, podemos asegurar que Fy # (1.2° De hecho,
es posible afirmar que |Ff| = 1, ya que si z,y € Fy, entonces para todo n € N
tenemos que |z — y| < diam(Fy) < diam(Fy;,) < L, por lo que = = y. Asi, si para
cada f € M{0,1} denotamos por dy al tinico elemento que hay en F', podemos
definir ¢ : ¥{0,1} — F como

o(f) = dj.

Esta asociacion es inyectiva, pues si f # g, podemos tomar m € N como el minimo
namero natural tal que f(m) # g(m). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que f(m) =0y que g(m) = 1. Entonces

Ff,~m = H(Go(Fyy,,),m) € Go(Fyy,,),
y del mismo modo,

Fyp,,~m = H(G1(Fy,,),m) € G1(Fyy,,),

18Véase la Proposiciéon A.43 en el Apéndice A.
19Véase la Definiciéon B.17 en el Apéndice B.
20V ¢ase el Teorema B.18 en el Apéndice B.
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donde Gy (Fyy,,) N G1(Fy;,,) = 0 por la construccion hecha en el Lema 1.49. Esto
implica que Fy N Fy, = (), asi que Fy # Fy y, como cada uno de estos conjuntos
consta de un solo elemento, ¢(f) = dy # dy = ¢(9).

Lo anterior demuestra que 2% < |F|. Ademés, como F C R, |F| < 2% asi
que por el Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein,?! |F| = 2%, [

Nuestro siguiente proposito es demostrar que los conjuntos cerrados se
comportan en armonia con la Hipotesis del Continuo, en el sentido de que si
su cardinalidad es estrictamente mayor que Ng, entonces son biyectables con el
conjunto de niimeros reales. Para obtener este resultado necesitaremos la siguiente
definiciéon y una secuencia de lemas que nos permitiran establecer un teorema
incluso més fuerte.

Definicion 1.56 Sea A un conjunto de nimeros reales. Decimos que a € R es un
punto de condensacion de A siy solo si¥V§ >0 {x € A : |x —al < d}| > Ro.
Denotamos por A€ al conjunto de puntos de condensacion de A.

Observacion 1.57 De la definicion anterior es inmediato que en un conjunto
A C R todo punto de condensacion de A es punto de acumulacion de A.

Lema 1.58 Sea A un conjunto de nimeros reales. Entonces A€ es un conjunto
cerrado.

Demostracion. Como un conjunto es cerrado si y sélo si tiene a todos sus
puntos de acumulacion, es suficiente demostrar que todo punto de acumulacion
de A€ estd en A°. Asi, sea a un punto de acumulacion de A€ y sea § > 0. Entonces
existe € A° tal que 0 < |z —a| < §. Sea € := § — | — a| > 0. Por definicion de
A¢, sabemos que [{y € A : |y — z| < e}| > Rg. Por otra parte, nuestra eleccion de
€ garantiza que si |y — x| < ¢, entonces |y —a| < |y —z|+|r —a| <e+|x—a| = 0.
Por lo tanto, Rg < {y € A: jly—z| <e}| < {y€ A: |ly—x| < §}|, asi que a € A°,
como queriamos demostrar. []

El siguiente lema establece que en un conjunto cerrado, los puntos que no son
de condensacion forman un conjunto a lo més numerable.

Lema 1.59 Sea F' C R un conjunto cerrado y sea C := F—F°. Entonces |C] < Ry.

Demostracion.  Demostraremos que C estd contenido en una unién
numerable de conjuntos numerables, por lo que la cardinalidad de C sera a lo
mas numerable.??

Afirmamos que C C | {FN(r,s):rse€Q, r<syl|FN(rs) <N} Para
demostrar esto, tomemos a € C' arbitrario y observemos que como a ¢ F°, existe
0 > 0 tal que |[FFN(a—d,a+0)] < Ng. Por otro lado, la densidad de Q en R
garantiza que existen r,s € Q tales que a — § < r < a < s < a + J. Esto significa
que para cada a € C existe un intervalo (r,s) con extremos racionales tal que

21Vgase el Teorema A.29 en el Apéndice A.
22E1 hecho de que la unién numerable de conjuntos numerables es un conjunto numerable, es
consecuencia del Axioma de Eleccién.
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a € Fn(r,s)y|FN(r,s)| < Ng, por lo que se sigue la afirmacion. Finalmente, como
|Q| = R, el conjunto J{FN(r,s) :r,s€Q, r<sy |FN(r,s)| <Ng} es una union
numerable de conjuntos numerables, asi que efectivamente se tiene que |C| < Rg. O

Utilizando los resultados anteriores, estamos listos para enunciar el siguiente
teorema que sera el eslabon principal para determinar la cardinalidad de los
conjuntos de Medida de Lebesgue positiva.

Teorema 1.60 (Cantor-Bendixon (1883)) Si F es un conjunto cerrado de
numeros reales y |F| > Vg, entonces podemos escribir a F como F = P U C,
donde P es un conjunto perfecto y |C] < Rg.23

Demostracion. Sea F un subconjunto cerrado de R tal que |[F| > No.
Demostraremos que F¢ es un conjunto perfecto.

Por el Lema 1.58, sabemos que F° es un conjunto cerrado. Por otro
lado, F° # @ ya que de lo contrario, por el Lema 1.59, tendriamos que
|F| = |F — F°| < X, contradiciendo nuestra hipotesis. De esta forma, resta
probar que F¢ no tiene puntos aislados para concluir que es un conjunto perfecto.
Razonando por contradiccién, supongamos que existe a € F° tal que a es
punto aislado de F€¢. Por definicion esto implica que existe 6 > 0 tal que
(B(a,d) — {a}) N F¢ = (), o en otras palabras, B(a,0) N F C F — (F° U {a}).
Sin embargo, el Lema 1.59 implica que |F — (F°U {a})| < Rq y, por lo tanto,
|B(a,d) N F| <N, contradiciendo el hecho de que a € F°.

Esto concluye la prueba de que F© es perfecto. Finalmente, como F' es cerrado,
la Observacion 1.57 implica que F¢ C F, asi que F' = F°U (F — F¢), donde
|F' — F¢| <Y por el Lema 1.59, con lo que queda demostrado el teorema. [

El siguiente resultado es una consecuencia directa del teorema anterior. Sin
embargo, resulta relevante, pues los conjuntos cerrados tienen una relacién més
directa con la Medida de Lebesgue que los conjuntos perfectos.

Corolario 1.61 Todo conjunto cerrado de mniumeros reales o bien tiene
cardinalidad a lo mds numerable o tiene la cardinalidad del continuo.

Demostracion. Sea F' C R un conjunto cerrado. Si |F| > 8y, el Teorema
1.60 nos dice que F' tiene un subconjunto perfecto, digamos C. Por otra parte,
por el Teorema 1.55, sabemos que |C] = 2%, asi que 2% < |F|. De esta forma,
como F C R, el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein?* nos permite concluir
que |F| = 2% como queriamos demostrar. [J

Dado que los conjuntos cerrados se comportan de acuerdo a la Hipotesis del
Continuo, sélo hace falta recordar que la Medida de Lebesgue de un conjunto
se puede aproximar mediante las medidas de sus subconjuntos cerrados para
determinar que los conjuntos de medida positiva también tienen que ser grandes

23Georg Cantor demostrd, sin hacer uso del Axioma de Eleccién, que todo conjunto cerrado
de niimeros reales contiene un subconjunto perfecto. La construccién que lo llevo a tal resultado
fue lo que motivé el desarrollo de su teoria de los ntmeros transfinitos u ordinales.

24Véase el Teorema A.29 en el Apéndice A.
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en términos de cardinalidad. Esto quedara establecido formalmente en el siguiente
resultado.

Teorema 1.62 Si E es un conjunto Lebesque medible tal que £(E) > 0, entonces
|E| = 2%,

Demostracion. Sea E un conjunto tal que su Medida de Lebesgue es distinta
de cero. Recordemos del Teorema 1.38 que

L(F) =sup{L(K) : K C Ey K es compacto}.

Asi, como £(FE) > 0, esto implica que existe un conjunto compacto K C E tal que
£(K) > 0. El inciso (d) de la Proposicion 1.41 nos dice entonces que |K| > Ng.
Ademas, como K es compacto, en particular es cerrado, asi que el Corolario 1.61
nos dice que |K| = 2% y, por lo tanto, |E| > 2%°. Sin embargo, como E C R,
el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein nos permite concluir que |E| = 2%,
como queriamos demostrar. []

Conjunto de Cantor

Para finalizar el estudio de la relacion que existe entre la Medida de Lebesgue
de un conjunto y su cardinalidad, recurriremos al muy conocido conjunto de
Cantor para dar un ejemplo de un conjunto de cardinalidad 2%° que es nulo. Este
sorprendente hecho revela que, en contraste con el Teorema 1.62, la cardinalidad
de un conjunto no es suficiente para determinar propiedades acerca del tamano del
mismo asignado por la Medida de Lebesgue. Ademés, manifiesta que el reciproco
del inciso (d) de la Proposicion 1.41 no es cierto, es decir, no todo conjunto nulo
es numerable. De hecho, Solovay probé que no se puede demostrar desde ZFE que
todos los conjuntos Lebesgue medibles no numerables tienen cardinalidad 280 .2

Sea S := Seq({0,1}) como en la Notacion 1.54. Construimos una familia de
intervalos cerrados D := {D, : s € S} de la siguiente manera:

= Dy :=[0,1]

= Dy i=1[0,5], Dy = [51];

= Doy = [0:5], Doy = [§: 5], Paoy =[5 5], Dy =[5, 1], ete.
= En general, si D, . ,) = |a,b], definimos

D(so,...,sn_170> = [CL, a+ %(b - a)} y D(so,...,sn_l,l) = [a + %(b - a)7 b]v €s
decir, tomamos de [a, b] su primer y su ultimo tercios.

win

La existencia del sistema D esta justificada mediante el Teorema de Recursion
para naturales.26

25Véase el libro [HJ99] pag. 198.
26V ease el Teorema A.8 en el Apéndice A.
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Ahora, para cada n € N definamos al conjunto

F, o= J{Ds: s €™{0,1}}, (1.20)
de manera que Fy = [0,1], Fy = [0, 1] U [2,1], etc. Obsérvese que cada F,, es un
conjunto cerrado, pues es unién de una cantidad finita de intervalos cerrados. Tras
esta construccion, podemos definir al conjunto de Cantor como:

F:= () F,. (1.21)
neN

El conjunto F' también resulta cerrado, pues es intersecciéon de conjuntos cerrados.
El siguiente resultado establece que el conjunto de Cantor tiene la cardinalidad
del continuo. La prueba sera muy similar a la seguida en el Teorema 1.55.

Teorema 1.63 El conjunto de Cantor tiene cardinalidad 2%°.

Demostracion. La prueba consistird en construir una funcién biyectiva
¢ : N{0,1} — F. Sin embargo, antes necesitamos establecer algunas
consideraciones.

Para cada f € M{0,1}, definimos al conjunto Dy := (), oy Dy},. Obsérvese
que por la manera en la que definimos a cada D, si n,m € N son tales que
n < m, entonces Dy C Dy, . Esto tendra algunas consecuencias importantes
que enlistaremos a continacion:

= La coleccion {Dy;,, : n € N} tiene la propiedad de la interseccion finita, pues
cualquier subconjunto finito de esta familia es en realidad una familia finita
de intervalos anidados no vacios. En particular esto implica que Dy # 0.27

» Dy C F, pues dado x € Dy se tiene que para todon € N, x € Dy, C I,

asi que & € (), ey Frn = F.

» Para cada n € N, Dy,  consta de un intervalo de longitud 3%, asi que

£(Dy,) = 3= v, como la sucesion {Dy;, : n € N} es creciente, el Lema
1.29 nos dice que
1
&(Dy) = lim — =0.

n—oo 3N

Sin embargo, como Dy es un intervalo no vacio, esto implica que existe dy € R
tal que Dy = {dy}.

Hechas estas observaciones, podemos definir ¢ : ¥{0,1} — F de la siguiente
manera:

o(f) := dy.
Esta asociacion es inyectiva, pues si f,g € N{0, 1} son tales que f # g, entonces
existe un minimo namero natural, digamos m, tal que f(m) # g(m) y podemos
suponer sin perder generalidad que f(m) = 0 < 1 = g(m). Esto implica que
Dyy,, = Dgy,, y que Dy, o0 = Digoy,...f(m) Y Dgltpmyr = D<g(0)7,,_,g(m)> son los
dos subintervalos que tomamos de Dy, , asi que estos intervalos son ajenos, de

27V éase el Teorema B.18 en el Apéndice B.
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modo que si {ds} = (), ey D1, entonces dy & [,y Dyt v, por lo tanto, dy # dy,
como queriamos demostrar.

Finalmente, podemos ver que ¢ es sobre F, pues dado a € F, si definimos
[ = U{s € Seq({0,1}):a € D}, se puede verificar que a = dy, o
equivalentemente, que ¢(f) = a.

Esto concluye la demostracion de que |F| = 2. [

El siguiente resultado muestra que el reciproco del Teorema 1.62 no es valido,
pues deja ver que el conjunto cuya cardinalidad acabamos de equiparar con la del
continuo, es Lebesgue medible y tiene medida cero.

Teorema 1.64 El conjunto de Cantor es un conjunto nulo.

Demostracion. Para cada n € N sea F,, como en la ecuacion (1.20) y sea
F el conjunto de Cantor como en (1.21). Bajo esta construccion, se tiene que
cada Fj, consta exactamente de 2" intervalos ajenos de longitud 3%, de modo que
L(F,) = (%)n Ademas, para todo n € N, tenemos que F, 11 C F,,, asi que por el

Lema 1.29 podemos concluir que

2 n
) =2 7) = tim 000) = i (3)" <0

neN

que es lo que queriamos demostrar. [

El teorema anterior tiene como consecuencia dos resultados muy sorprendentes
acerca de la cardinalidad de 9t y de P(R) — 91, con los que daremos por concluida
esta secciéon y las relaciones que se pueden establecer entre la Medida de Lebesgue
y algunos cardinales pequerios como ¥, y 2%0,

Lo primero que demostraremos serd que hay tantos conjuntos medibles
como subconjuntos de nimeros reales. Sabemos que esto de ninguna manera
se contradice con el hecho de que existan conjuntos no medibles. Sin embargo,
este resultado garantiza al menos que no habra mas conjuntos no medibles que
medibles, por lo que la Medida de Lebesgue también resulta ser bastante buena
en términos de cuantos conjuntos es capaz de medir.

Corolario 1.65 Eristen 22" conjuntos Lebesgue medibles.

Demostracion. Queremos demostrar que 9| = 22" Por un lado, obsérvese
que como M C P(R),
| < |P(R)| = 22", (1.22)

Por otra parte, por el Teorema 1.63, sabemos que si F es el conjunto de Cantor,
entonces |F| = 2% y, por lo tanto, |P(F)| = 22" Ademés, en el Teorema 1.64
demostramos que F' es un conjunto nulo, asi que por las Proposiciones 1.40 y 1.41
podemos concluir que si B C F, entonces B es un conjunto nulo y en particular
medible, es decir, P(F) C My, por lo tanto,

22" = |P(F)| < |m]. (1.23)
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De las desigualdades (1.22) y (1.23) podemos concluir que |9 = 22°°, o dicho
de otra forma, hay tantos conjuntos Lebesgue medibles como subconjuntos de
nimeros reales. [

A partir de este corolario se puede deducir, mediante argumentos puramente
conjuntistas, otro resultado que nos habla de la complejidad que pueden tener
los conjuntos Lebesgue medibles, pues si utilizamos el hecho de que existen
280 conjuntos borelianos, como por el resultado anterior tenemos que hay 92"
conjuntos medibles, podemos concluir que B C 9, es decir, hay conjuntos Lebesgue
medibles que no son borelianos.?®

Los siguientes resultados son la contraparte del Teorema 1.65, pues aunque
ya establecimos que no pueden existir mas conjuntos no medibles que conjuntos
medibles, ain queda abierta la posibilidad de que haya tantos de una especie
como de la otra. Lo que demostraremos a continuacion es que la existencia de un
conjunto de Vitali (suponiendo el Axioma de Eleccion), implica que hay tantos
conjuntos no medibles como conjuntos medibles.

Teorema 1.66 Sea V un conjunto de Vitali. Sean B := {A CV : A e M} y
C:={ACV : A¢M}. Entonces |B| <|C|.

Demostracion. Definamos una funcion f : B — C de la siguiente manera:
f(A) =V — A.

La funcion f esta bien definida, pues dado A € B, como A CV,V =(V - A)U A,
asi que si V — A fuera medible, entonces V seria medible, contradiciendo al Teorema
1.19. Esto implica que V' — A € C. Por otra parte, la funciéon f es inyectiva, pues
si A;A” € B son tales que V — A = f(A) = f(A") =V — A, como A, A" C V,
A = A’. Por lo tanto, existe una funcion inyectiva de B en C y entonces [B| < |C|. O

El teorema anterior nos dice que en un conjunto de Vitali al menos hay tantos
subconjuntos no medibles como subconjuntos Lebesgue medibles. Sin embargo,
como ya hemos probado que la cardinalidad de 9t es la maxima que podria tener
una coleccion de subconjuntos de R, el siguiente corolario resulta bastante natural.

Corolario 1.67 Hay 22" conjuntos no Lebesgue medibles.

Demostracion. Nuestro proposito es demostrar que |P(R) — 90| = 22" Para
ello, supongamos que V' es un conjunto de Vitali y sean B y C como en el teorema
anterior.

Por un lado, la Proposicion 1.16 nos dice que |V| = 2% y, por tanto,
|P(V)| = 22" Por otra parte, como P(V) = BUC, utilizando las propiedades de
aritmética cardinal®” y la desigualdad obtenida en el Teorema 1.66, podemos decir
que

22" — |P(V)| = méx{|B|, |C|} = [C]. (1.24)

28Ge puede demostrar este resultado de manera méas directa, definiendo explicitamente
conjuntos Lebesgue medibles que no son borelianos. En [Bar95] pags. 171-174 se puede consultar
una de estas construcciones.

29V éase el Teorema A.51 en el Apéndice A.
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Ademaés, dado que claramente C C P(R) — M, |C| < [P(R) — 9Mi|. Esto junto con
la ecuacion (1.24) nos permite asegurar que

22" < |P(R) — M| (1.25)

Finalmente, como P(R) — M C P(R), [P(R) — M| < |P(R)| = 22", asi
que esta desigualdad junto con la expresada en (1.25), implican que hay 2"
conjuntos no Lebesgue medibles. [

Con los resultados anteriores daremos por concluido este capitulo en el que no
s6lo hemos establecido el problema que motivaré todo el desarrollo de este trabajo,
sino que también nos ha permitido ser testigos de la manera en la que la Medida
de Lebesgue y el estudio de la cardinalidad de los subconjuntos de R, se entrelazan
trascendiendo los limites entre la Teorfa de la Medida y la Teoria de Conjuntos.
Asi, esta ultima seccion no solamente nos permite suavizar la transicion entre el
primer y el segundo capitulo de la tesis, sino que tiene como objetivo concretizar
propiedades de la Medida de Lebesgue que seréan citadas frecuentemente para
hacer comparaciones cuando hablemos de medidas para nimeros cardinales. Estos
puntos de encuentro resultaran fascinantes por si mismos y unificaran las distintas
secciones que conforman nuestra investigacion.



CAPITULO 2

Generalizacion del Problema de
la Medida

Tras la aparicion de los conjuntos de Vitali y la aceptaciéon de que renunciar al
Axioma de Eleccion no era un buen camino para resolver los problemas que éste
ocasionaba, lo tinico certero fue que el Problema de la Medida no tenia soluci6n
de la manera en que Lebesgue lo habia planteado. Esto no representd noticias
realmente devastadoras para el Analisis Matemaético, pues la Medida de Lebesgue,
aun cuando su dominio era solo un subconjunto propio de P(R), fue suficiente
para crear una nueva teoria de integracion que permitié fundamentar un area muy
fructifera dentro del Analisis que ya se venia desarrollando desde varios anos atras.

Sin embargo, poco méas de dos décadas después del trabajo mencionado de
Vitali, Banach propuso una generalizacién del Problema de la Medida en la
que la invariancia bajo traslaciones pedida por Lebesgue fue reemplazada por
la condicién de que para cualquier ntimero real z se tuviera que m({z}) = 0.1
La definiciéon del capitulo anterior no pedia esta condicién. Sin embargo, esta
restriccién evita que tengamos soluciones triviales como serfa, por ejemplo,
definida para un conjunto arbitrario S # () de manera que para un a € S fijo,
Osia¢ A

: P(S) — {0,1} esta dad A) =
2 P(S) — {0,1} esta dada por pu(A) {1siaeA.

El objetivo de replantear de esta forma el problema radicaba en investigar si
bajo estas nuevas condiciones era posible extender la Medida de Lebesgue a una

1Para profundizar en los detalles histéricos del Problema de la Medida, el lector puede
consultar el libro [Kan03] o el articulo [Tal83].
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funcion definida en todo el conjunto P(R). Banach traté de definir una medida
sobre el conjunto P([0,1]) en vez de sobre todo P(R), buscando después utilizar
la o-aditividad para extender dicha medida a todos los subconjuntos de R.

Maés atin, al no pedir invariancia bajo traslaciones, el planteamiento de Banach
elimina cualquier consideraciéon geométrica del problema, por lo que el intervalo
[0, 1] puede ser reemplazado por cualquier conjunto S. En este caso, si m(S) > 0,
podemos normalizar para suponer que m(S) = 1.

En este capitulo daremos a conocer este replanteamiento del Problema de la
Medida y algunos de los primeros resultados que se pueden obtener alrededor de
él. Para ello necesitaremos considerar la siguiente definicién de medida.

Definicion 2.1 Sea S un conjunto mo wvacio. Decimos que wuna funcion
w: P(S) — [0,1] es una medida para S si y sdlo si satisface las siguientes
condiciones:

(a) p(0) =0, u(S) =1;
(b) w es no trivial, es decir, p({a}) = 0 para todo a € S; y

(c) p es o-aditiva, es decir, si {X, :n € w} es una sucesion de subconjuntos de
S ajenos por parejas, entonces

m <U Xn) = u(Xn).

new new

Asimismo, decimos que un conjunto S admite una medida si y sdlo si existe
una medida para S.

De este modo, a partir de ahora hablar del Problema de la Medida significara
preguntarnos si existe algin conjunto S que admita una medida como la que
acabamos de definir.

Por otra parte, esta nueva definicion de medida es claramente una
generalizacion a la planteada por el Problema de la Medida de Lebesgue, asi que
resulta natural pensar que muchas de las propiedades que tiene la Medida de
Lebesgue y que incluso motivaron su construcciéon, se puedan demostrar también
en este caso mas general.

Observaciéon 2.2 Dado que para cualquier conjunto S se tiene que P(S) es una
o-dlgebra, una consecuencia inmediata de los Lemas 1.43 y 1.44 es que si pu es
una medida para S, entonces p es mondtona y o-subaditiva. Ademds, como en la
definicion de medida estd implicito que p(X) € [0,1] para todo X C S, también se
sigue del Lema 1.43 que si X CY C S, entonces p(Y — X) = u(Y) — p(X).

Otra propiedad inmediata que surge a partir de la Definicion 2.1 es la siguiente.

Proposicion 2.3 Si S es un conjunto y p es una medida para S, entonces
cualquier subconjunto de S de cardinalidad a lo mds numerable tiene medida cero.
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Demostraciéon. La prueba se sigue directamente de las condiciones (b) y (c) de
la Definicion 2.1 y es analoga a la del inciso (d) de la Proposiciéon 1.41. O

El resultado anterior junto con el inciso (a) de la Definicién 2.1 tienen como
consecuencia que para poder hablar de una medida para un conjunto .S, éste tiene
que ser no numerable. Esto ya representa una restricciéon respecto a la cardinalidad
de los conjuntos para los que podemos definir una medida, pues nos dice que éstos
tienen que ser suficientemente “grandes”. Asi, podemos rescatar que entonces el
Problema de la Medida planteado por Banach radica en preguntarse si existiré
un conjunto no numerable S # @ para el cual exista una medida como la de la
Definiciéon 2.1.

Por otra parte, estas propiedades dejan ver que muchas de las caracteristicas
més elementales de la Medida de Lebesgue pueden ser vistas desde una perspectiva
mas abstracta. Esto resulta de particular importancia pues permiti6 abordar el
Problema de la Medida utilizando nuevos enfoques y herramientas de otras areas
de las matemaéaticas ademéas del Anélisis.

Concluimos esta seccion con el siguiente resultado observado por Banach y
que es una de las razones fundamentales por las que el Problema de la Medida
encontr6 cabida dentro del estudio de los nimeros cardinales, pues establece que
el hecho de que exista una medida para un conjunto S depende Gnicamente de su
cardinalidad.

Proposicion 2.4 Sean S y S’ dos conjuntos no vacios tales que |S| = |S].
Entonces existe una medida para S si y solo si la existe para S’.

Demostracion. Demostraremos que si 4 es una medida para S, entonces
existe una medida para S’, ya que la prueba del reciproco es anéloga. La
demostracion se basa en el hecho de que si F': S — S’ es una funciéon biyectiva
entre Sy S’, entonces podemos “copiar” a los subconjuntos de S’ en S y asignarles
una medida mediante los valores de pu. Asi pues, consideremos a la funcion
v:P(S) — [0,1] definida como

Obsérvese que v estd bien definida, pues ran(v) C ran(p) C [0,1]. Veamos
entonces que v es una medida para S’:

(a) Como F es funcion, tenemos que F~1[0)] = 0. Ademés, como F va de S en
S, F71S =S, asi que v(0) =0y v(S') = 1.

(b) Por otro lado, dado s’ € S’, como F es biyectiva, sabemos que hay algtin
s € S tal que F~1[{s'}] = {s}, asi que v({s'}) = p(F~'[{s'}]) = u({s}) = 0.

(c¢) Finalmente, si {X,, : n € w} es una sucesion de subconjuntos de S’ tal que
X, N X,, = 0 siempre que n # m, por propiedades de la imagen inversa
tenemos que {F~1[X,] :n € w} es una sucesiéon de subconjuntos de S tal
que F71X,] N F~YX,,] = 0 si n # m. Asi, utilizando que p es o-aditiva,
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obtenemos que

v <U Xn> = K (U Fl[Xn]>
WP

new

y, por lo tanto, v es g-aditiva. [J

La proposiciéon anterior pone en una plataforma meramente conjuntista al
Problema de la Medida, pues establece que la existencia de una medida para
un conjunto arbitrario es equivalente a la existencia de una medida para algtn
nimero cardinal.? Sin embargo, dado que la motivacién para abstraer el Problema
de la Medida seguia siendo investigar qué ocurria para la recta real, veremos cuél
es la relacion entre la Hipodtesis del Continuo y la existencia de una medida para
el conjunto de niimeros reales.

2.1. El Problema de la Medida y la Hipo6tesis del
Continuo

A partir de este momento utilizaremos todas las propiedades de ordinales y
cardinales que hemos resumido en el Apéndice A, pues a raiz del replanteamiento
de Banach del Problema de la Medida, la Teoria de Conjuntos adquirié un papel
protagoénico en la investigacion alrededor de este tema.

Cabe recordar que a finales del siglo XIX, Cantor formul6 la famosa Hipdtesis
del Continuo (HC), segtn la cual no existe un subconjunto infinito de R que no sea
biyectable ni con el conjunto de ntimeros naturales ni con el de todos los ntimeros
reales. Formalmente, dicho enunciado establece que

~(3A CR(IN| < [A] <[R])).

Otra manera de formular la Hipotesis del Continuo surge si, bajo el Axioma de
Eleccién, asociamos un ntmero cardinal concreto al conjunto de ntmeros reales.
De este modo, dado que R es biyectable con el conjunto de sucesiones {0, 1},3
decimos que la cardinalidad de R es el ntimero ordinal [N{0, 1}| = [{0, 1}|NI = 2%o.
Por otra parte, sabemos que el primer cardinal no numerable es llamado Ny, de
modo que, como R es un conjunto infinito no numerable, ®; < 2%, De este modo,
la Hipotesis del Continuo es equivalente al enunciado

Ny = 2%,

2Esta afirmacion esta hecha utilizando el Axioma de Eleccién, pues solo asi sabemos que todo
conjunto es biyectable con algin ntimero cardinal.
3Véase el Teorema B.19 en el Apéndice B.
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es decir, establece que 2% es el primer cardinal no numerable.

Durante anios Cantor intent6 demostrar dicha afirmacion. Ademas, en medio
de este problema sin resolver era cada vez mayor la necesidad que se sentia de
formalizar las matemaéticas, de modo que a finales del siglo XIX y principios del
XX surgieron las primeras propuestas para axiomatizar la recientemente creada
Teoria de Conjuntos. Sin embargo, dichas propuestas trajeron consigo problemas
como la famosa Paradoja de Russell,* siendo hasta 1922 cuando, reuniendo las
ideas de los mateméticos alemanes Ernst Zermelo y Abraham Fraenkel, se logrd
sintetizar lo que actualmente se conoce como el sistema axiomatico de ZFE
(Zermelo-Fraenklel con Eleccion) y que es la base sobre la que esta fundamentada
la Teorfa de Conjuntos como la conocemos.

Posteriormente, en 1930, el célebre matematico austrohingaro Kurt Goédel,
revolucion6 nuevamente la concepcién que se tenia de las matematicas, pues
demostré que la suposiciéon que reinaba hasta el momento de que era posible
crear un sistema de axiomas a partir del cual se pudiera demostrar todo aquello
que es verdadero, no era una posicion sostenible. El trabajo de Gédel consistid
en probar que en cualquier formalizacion de las matemaéticas en la que no haya
inconsistencias y que sea lo suficientemente compleja como para definir el concepto
de nameros naturales, se puede construir una afirmacién que no se puede ni
demostrar ni refutar dentro de ese sistema.

Sin embargo, ;qué significa que un enunciado no pueda ser demostrado ni
refutado a partir de un sistema axiomatico? Dado que frecuentemente haremos
referencia a esta nocién a lo largo de este trabajo, a continuacién expondremos
un ejemplo, mucho més simple que el de considerar a los axiomas de ZFE, pero
que ilustra muy claramente esta idea. Asi, consideremos un conjunto arbitrario A
y una relacion < definida sobre A. Podemos pensar entonces que una estructura
(A, <) es un conjunto ordenado si y sdlo si satisface los siguientes axiomas:

= Axioma de Asimetria: No existen a,b tales que a < by b < a.

= Axioma de Transitividad: Para cualesquiera a, b, ¢, si a < by b < ¢, entonces
a < c.

En otras palabras, podemos decir que el Axioma de Asimetria y el Axioma
de Transitividad conforman una teoria axiomdtica del orden y que los conjuntos
ordenados son modelos de esta teoria. Por otra parte, podemos considerar un
axioma més al respecto de una relacién dada sobre un conjunto y que esta dado
por el siguiente enunciado.

= Axioma de Linealidad: Para cualesquiera a,b se tiene que a < b, 0 a = b, o
bien b < a.

La pregunta que podemos formular es entonces si es posible deducir al Axioma
de Linealidad a partir de los de Asimetria y Transitividad. Si asi fuera, podriamos
asegurar entonces que cualquier modelo de la teoria del orden en el que se

4Veéase el libro [HJ99] pag. 3.
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satisfagan los Axiomas de Asimetria y Transitividad, deberia ser tal que también
se cumpla el Axioma de Linealidad, o dicho de una manera méas coloquial,
deberiamos poder demostrar que todo modelo de la teoria del orden, es un orden
lineal. Sin embargo, podemos ver que si consideramos al conjunto A := P({0,1})
y a la relacion C definida sobre A, entonces (A, C) es un modelo de la teoria del
orden que no es un orden lineal. En otras palabras, esto significa que el Axioma
de Linealidad no se puede deducir a partir de los de Asimetria y Transitividad.

Por otro lado, si el Axioma de Linealidad pudiera ser refutado en la “teoria
del orden”, entonces todo modelo de dicha teoria deberia satisfacer también la
negacion de tal axioma, es decir, todo orden deberia ser no lineal. Sin embargo,
esto nuevamente es una afirmacion falsa, ya que el conjunto B := {0,{0}} junto
con la relacién €, proporciona un modelo de la teoria del orden en el que el
Axioma de Linealidad es verdadero. Asi, lo anterior nos permite concluir que el
Axioma de Linealidad es indecidible dentro de la teoria del orden.

De manera més general, un enunciado puede resultar indecidible dentro de la
Teoria de Conjuntos basada en los axiomas de ZFE, pues aunque no es posible
construir un conjunto que modele el universo de todos los conjuntos, mediante el
uso de formulas logicas se puede establecer con toda formalidad el significado de
que en un conjunto dado, se satisfagan algunos axiomas de nuestra teoria.

De este modo, en un contexto en el que la Hipotesis del Continuo parecia cada
vez maés lejos de poderse demostrar o refutar, Kurt Godel construyo el primer
modelo no trivial de la Teoria de Conjuntos de modo que en él, la Hipotesis
del Continuo fuera verdadera. Esto significaba, si no que dicho enunciado fuera
indecidible para ZFE, si que al menos no podia refutarse. Fue hasta 1963 cuando
Paul Cohen dio fin al problema cuando con ideas totalmente nuevas respecto a
las que se habian trabajado anteriormente, logré construir un modelo de ZFE en
el que la Hipotesis del Continuo fuera falsa, de modo que este enunciado tampoco
puede ser demostrado dentro de la Teoria de Conjuntos.’

El Problema de la Medida surgi6é varias décadas antes de que se demostrara
la independencia de la Hipotesis del Continuo de los axiomas de ZFE en los que
se basa la Teoria de Conjuntos. En este contexto, ambos problemas resultaban de
gran interés para los matemaéticos de la época.

En 1929, Banach y Kuratowski hicieron la primera aportaciéon significativa
al Problema de la Medida al demostrar que si la Hipoétesis del Continuo es
verdadera, este replanteamiento del problema tampoco tenia solucién para
el conjunto de los mumeros reales. Esto significaba que dos de las grandes
preguntas no resueltas hasta ese momento se encontraban en disputa, ya que
resolver afirmativamente alguna de ellas representaba refutar la otra. Seria hasta
treinta anos mas tarde que se demostraria que no es posible dar una respuesta
afirmativa al Problema de la Medida desde ZFE. Esta discusion sera retomada
en el siguiente capitulo a partir de las herramientas que ahi mismo desarrollaremos.

5La demostracion de estas afirmaciones puede consultarse en el libro [Kun80].
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En esta seccion exhibiremos el resultado de Banach y Kuratowski que relaciona
a la Hipotesis del Continuo con el Problema de la Medida. Para ello necesitaremos
la siguiente definicion.

Definicion 2.5 Definimos la relacion <1CY w x* w de tal forma que f < g si y
sélo si f(n) < g(n) para todo n € w salvo por una cantidad finita, es decir, si

{new: fn) £g(n)} <Ro.

Es sencillo ver que la relacién < es transitiva, ya que si f,g,h : w — w
son tales que f < gy g < h, entonces [{n € w:g(n) < f(n)} < No y
{n € w:h(n) < gn)} < No. Asi, como {n € w:h(n) < fn)} C

{new:gn) < fn)}u{necw: hn)<gn)} {ncw:hn) < f(n)} < R, por
lo que f < h.

A continuacion demostraremos el resultado de Banach y Kuratowski, que sera
enunciado considerando una medida definida Ginicamente para los subconjuntos del
intervalo [0, 1], ya que esto nos permitird manejar los conceptos con mayor facilidad
y, dada la Proposicion 2.4, resulta equivalente encontrar una medida para [0, 1] que
para R. Ademés, al restringirnos a este intervalo dejamos abierta la posibilidad de
que la medida construida coincida con la de Lebesgue en los conjuntos Lebesgue
medibles.

Teorema 2.6 Si existe una medida para el intervalo [0, 1], entonces la Hipdtesis
del Continuo es falsa.

Demostracion. La demostracion se hard por reducciéon al absurdo,
suponiendo que 2% = R, y que existe una medida u definida sobre P([0,1]).

Con el objetivo de llegar a una contradiccion, construiremos una familia de
funciones indexada por el ordinal wy, a saber {f, : @ € w1}, y tal que satisfaga las
siguientes condiciones:

(1) si B < «, entonces fz < fo; ¥
(ii) para toda ¢ : w — w, existe a € wy tal que g < fo.

A una familia de funciones con esas caracteristicas se le llama wi-escala.

Para construirla, observemos primero que por las propiedades de aritmética
cardinal® se tiene que [“w| = Ng" = 2% v como ademas estamos suponiendo
la Hipotesis del Continuo, podemos decir que |[“w| = ;. Por lo tanto,
podemos considerar una enumeracion biyectiva de estas funciones de manera que
Yw={gy @ <wi}

A continuaciéon utilizaremos la enumeracién anterior para construir
recursivamente una w-escala.” Asi pues, supongamos que para todo 3 < o hemos
definido a la funcion fg : w — w. Definiremos a f, : w — w mediante un método
de diagonalizacién, considerando los siguientes casos:

6Veéase la Proposicién A.52 en el Apéndice A.
"La formalizacién de la idea de recursién transfinita aparece en el Teorema A.21 del Apéndice

A.
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= Si o € w, definimos

Falk) = [fs(k) + gs(k)] + 1,

B<a

de manera que para todo k € w y para todo 8 < a, se tiene que fz(k) < fo(k)
y que gg(k) < fo(k), por lo que efectivamente fg < fo v 98 < fa-

= Si aes tal que w < a < wq, entonces por Axioma de Eleccion existe una
funcion biyectiva hy : w — «, asi que en este caso, definimos

fo(k) == méx{fn,(s)(k); Gho(s)(k) s <k} + 1.

De esta forma tenemos que si 8 < «, entonces existe s € w tal que 8 = hq(s),
asi que para todo k > s, tendremos que fz(k) = fi,(s)(k) < fo(k) y de la
misma manera obtenemos que gg(k) < fo(k), por lo que nuevamente fg < f,
v g3 < fo para todo 5 < a.

Como para cualquier funcién g € “w existe 5 € w; tal que g = gg, mediante
la construccion anterior queda asegurado que la familia {f, : @ € w1} cumple los
puntos (i) y (ii) que requiere para ser una wi-escala.

El siguiente paso sera utilizar esta wj-escala para construir un sistema de
subconjuntos del intervalo [0,1]; podemos pensar en este sistema como una
matriz infinita que tiene Ny renglones y Ry columnas. Asi, como queremos que
las entradas de nuestra matriz sean conjuntos de niimeros reales, necesitamos
primero considerar una enumeracion biyectiva del intervalo [0,1], de tal manera
que [0,1] = {aq : & € wi}. Podemos hablar de esta enumeracion nuevamente
porque estamos suponiendo la Hipotesis del Continuo.

Asi, nuestra matriz de conjuntos consiste en asociar a cada par ordenado
(n,k) € w x w el conjunto dado por

Apr i ={an €10,1] : a €wyr y fa(n) =k} (2.1)

Notese que de esta manera estamos “copiando” el buen orden de w; sobre el
intervalo [0,1] para conseguir asi un arreglo de conjuntos de nimeros reales
utilizando la wi-escala construida anteriormente.

Aoo A1 Aopg
Ao Aix Aip
Az Asq Asp

Ademés, obsérvese que para todo n € w y para todo a, € [0,1], como «a € wy,
podemos definir k := f,(n) € w, de manera que a, € A, ;. Esto demuestra que
para todo n € w ocurre que

U Ank = 10,1]. (2.2)
kew
Por otra parte, si n,j,k € w son tales que j # k, entonces se tiene que
A, ;N A, =0, ya que si existiera y € A, ; N Ay j, también existirfa o € wy
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tal que y = a, y, por tanto, j = f,(n) = k, contradiciendo el hecho de que f, es
funcion.
A partir de estas afirmaciones podemos asegurar ahora que para cada n € w

existe k, € w tal que
k
" 1
H (U An,k) >1- on+z
k=0

Esto se debe a que como p es o-aditiva, las ecuaciones (2.1) y (2.2) nos permiten

decir que
1=p([0,1]) = p <U An,k> = Z 1(An k)

kew kew

de manera que para todo n € w, existe k, € w tal que Y~ ) p(Ang) < T
por lo que las condiciones (a) y (¢) de medida implican que

kn kn 1
1% (U An,k) = M(An,lc) >1- W
k=0 k=0

Asi, si para cada n € w definimos B,, := UZ”:’O Anry B = (),c, Bn, entonces
tenemos que —u(B,) < 2% — 1. Utilizando esto y los Lemas 1.43 y 1.44,
obtenemos la siguiente cadena de desigualdades

p((0,1] = B) = M(U([o,ﬂ-&))

< ZN([O» 1] _Bn)

new

1

1

5"

IN

Esto implica que p(B) > 3 > 0.
Ahora, consideremos a la funciéon g : w — w definida como

Notese que para cualquier y € B, si y = aq, las definiciones de B y de la matriz
{A, % : n, k € w} nos dicen que para todo n € w,

.foz(n) <k,= g(’/l)

Esto implica que g 4 f,. Sin embargo, como u(B) > 0y B C [0, 1], utilizando la
o-aditividad de p podemos concluir que Xy < |BJ, por lo que B es no numerable
y entonces g 4 fo para una coleccion no numerable de «'s. Ahora, si existiera
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B € w; tal que g < fg, entonces por la transitividad de < tendriamos que
para todo « tal que a, € B, f3 4 fo. Ademas, como las funciones forman una
wi-escala, 0 £ a, es decir, o < [ para una cantidad no numerable de a’s, pero esto
contradice que (8 € wy, es decir, que 8 sea un ordinal numerable. De esta forma,
hemos demostrado que para todo € w; se tiene que g A fg, contradiciendo el
hecho de que {f, : @ € w1} es una wi-escala. Asi, hemos concluido la prueba de
que bajo la Hipotesis del Continuo no puede existir una medida para el intervalo
[0,1]. O

A pesar de saber que la Hipdtesis del Continuo no se puede demostrar ni refutar
desde ZFE, el resultado anterior resulta de particular interés para nosotros pues
deja ver la importancia que tiene el papel de la cardinalidad en el Problema de la
Medida.

2.2. Aditividad y el ideal de los conjuntos nulos

El trabajo de Banach siguié dando frutos ain después de establecer las
bases para el Problema de la Medida, pues descubri6 que si consideramos al
minimo cardinal para el cual podemos definir una medida, entonces ésta tendria
que cumplir una condiciéon maéas fuerte que la o-aditividad. Para hablar de esta
condicién necesitaremos antes extender la nocién que tenemos respecto a las sumas
infinitas de ntimeros reales positivos. Asi pues, consideremos la siguiente definicion.

Definicién 2.7 Dado un conjunto de indices I y una coleccion {r; :i € I} C
RT U {0}, definimos la suma de los r; como

Z T = sup {Zrl : E es un subconjunto finito de I} .

i€l S

Cabe hacer la observacién de que segin la definicién anterior, el valor de la
suma ., r; podria ser oo si el conjunto al que le estamos tomando supremo no
estd acotado superiormente. De hecho, si la suma de la definicién anterior es un
nimero real, entonces a lo mas una cantidad numerable de ¢ € I son tales que
r; # 0. Para ver esto, definamos para cada n € w al conjunto

Spy={iel:r;>1}

Entonces cada S, es finito, pues si existiera N € w tal que |Sy| > Np, tendriamos
que

o = Zie Sn % < ZiGSN TP < Zie] T

Asi, el conjunto {i € I:7r; > 0} = (J,c, Sn €s uniéon numerable de conjuntos
finitos y, por lo tanto, es a lo més numerable.

Una vez que hemos generalizado el concepto de suma infinita, podemos
establecer la condicién de aditividad que Banach definio al investigar las
propiedades de las medidas introducidas al inicio de este capitulo.
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Definicién 2.8 Sea k un cardinal no numerable y sea p una medida para un
conjunto S. Decimos que i es k-aditiva si y solo si para todo v < k y para toda
coleccion { X, : a <~} de subconjuntos ajenos de S, se tiene que

u (U Xa) = ul(Xa).

a<ly a<ly

Notese que bajo esta definicion, ser una medida o-aditiva es equivalente a ser
N;-aditiva. De manera més general, una medida x-aditiva es aquella para la que
la medida de una unién de menos que x conjuntos ajenos, esta “bien distribuida”
respecto a la suma de las medidas de cada uno.

El siguiente resultado generaliza la idea de o-subaditividad, que como hemos
visto, resulta una herramienta muy util cuando estamos trabajando con medidas.

Proposicion 2.9 Sea k un cardinal no numerable y sea p una medida k-aditiva
para un conjunto S. Supongamos que v < Kk es un cardinal que indexa a la coleccion
{Xa :a < v} que estd compuesta por subconjuntos de S (no necesariamente
ajenos por parejas). Entonces se tiene que

p (U Xa> <D Xa).

a<ly a<ly

Demostraciéon. Sea v < &k un cardinal que indexa a una coleccién
{Xa : @ <~} de subconjuntos de S.
Definimos una coleccion de subconjuntos de S de la siguiente manera:

YO = )(07

Yo

Xo — UXg ,si0<a<y.
B<a

De este modo hemos construido una coleccion {Y, : a < v} de subconjuntos
de S tal que Y, NYs = 0, siempre que o # (. Ademaés, de la misma manera que
en el Lema 1.44, podemos ver que

UXQ:UYQ.

a<ly a<ly

Esto se debe a que el cardinal v es un conjunto bien ordenado con la relacién
<y, por tanto, para cada = € Ua<7 X, podemos tomar al minimo ordinal § tal
que x € Xg. Esto nos permite concluir que z € Y3 C Ua@{ Y,.

Asi, como para cada a < 7 se tiene que Y, C X,, utilizando la monotonia y
la k-aditividad de p podemos concluir que

u(U Xa) —u<U Ya> =D nlYa) £ ) nXa),

a<y a<ly a<ly a<ly
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que es lo que queriamos demostrar. [

Las siguientes definiciones estdn encaminadas a estudiar algunas de las
propiedades de las medidas definidas al inicio de este capitulo. En particular,
tienen como objetivo analizar el comportamiento de los subconjuntos nulos de un
conjunto para el que se ha definido una medida.

Definicion 2.10 Sea S un conjunto no vacio. Un ideal sobre S es una coleccion
I de subconjuntos de S que satisface las siguientes condiciones:

(a) el yS¢l;
(b)) siXelyY el, entonces XUY €1;y

(c) siYelyXCY, entonces X € 1.

Un ejemplo trivial de ideal sobre cualquier conjunto S es aquel que sblo tiene
al vacfo, es decir, I := {(}}. Por otra parte, dado un conjunto S y un subconjunto
A C S, se puede verificar facilmente que la colecciéon

I={XCS:XCA}
forma un ideal sobre S. Esto nos permite establecer la siguiente definicion.

Definicion 2.11 Sea S un conjunto y sea A C S. Alideal I :={X C S : X C A}
se le llama ideal principal generado por A. Asimismo, si I es un ideal sobre

S decimos que I es no principal si y solo si para todo conjunto A se tiene que
IT#{XCS:XCA}

Los siguientes conceptos tienen como objetivo analizar, desde el punto de
vista de los ideales, algunas propiedades que surgen a partir de la condicién de
o-aditividad de una medida.

Definicion 2.12 Sea I wun ideal sobre un conjunto S. Decimos que I es
o-completo si y sélo si para cualquier familia {X, :n € w} de conjuntos en
I se tiene que Unew X, €1, es decir, si I es cerrado bajo uniones numerables.
Definicién 2.13 Sea I un ideal sobre un conjunto S. Decimos que I es
o-saturado si y solo si satisface las siguientes condiciones:

(i) {z} € I para todo x € S; y

(ii) toda familia de subconjuntos X C S disjuntos y que no estdn en I, es a lo
mds numerable.

Intuitivamente, podemos pensar que ser un ideal o-saturado significa que no es
posible partir al conjunto sobre el que esta definido en una coleccién no numerable
de subconjuntos que escapen del ideal. Por otra parte, a partir de la definiciéon
anterior se puede demostrar que todo ideal o-saturado es no principal. Esto
quedaré asentado en el siguiente lema.
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Lema 2.14 Sea I un ideal sobre un conjunto S. Si para todo x € S se tiene que
{z} € I, entonces I es no principal.

Demostracion. Razonando por contrapositiva, supongamos que [ es
un ideal principal sobre un conjunto S. Esto significa que existe A C S tal
que I = {X C S:X C A}. Por otra parte, como I es ideal, S ¢ I, asi
que podemos asegurar que A # S. De aqui se sigue que existe g € S tal que
{zo} € A. Asi, la hipotesis implica que {xg} ¢ I, que es lo queriamos demostrar. [

A partir de los conceptos que acabamos de definir el lector podra vislumbrar
que tanto el concepto de ideal o-saturado como el de ideal o-completo estéan
intimamente relacionados con aquellos conjuntos que miden cero respecto a una
medida sobre un conjunto dado. El siguiente resultado establece este hecho de
manera concreta y serd parte fundamental para el desarrollo que haremos mas
adelante.

Proposicion 2.15 Sea p una medida o-aditiva y no trivial para un conjunto S.
Entonces, el conjunto

I,={XCS:uX)=0} (2.3)

es un ideal o-completo, o-saturado y no principal sobre S.

Demostracién.
(i) Veamos en primer lugar que efectivamente I, es un ideal.

(a) Claramente € I, y S ¢ I,,.

(b) Dados X € I, yY € I, por el Lema 1.44, tenemos que 0 < p(XUY') <
w(X) + u(Y) =0, asi que efectivamente X UY € I,,.

(¢c) SiY € I, y X C Y, entonces, por el Lema 1.43, se tiene que 0 <
p(X) <p(Y) <0, asi que X € I,.

Esto concluye la prueba de que I, es un ideal.

(ii) Veamos ahora que I, es o-completo. Sea {X, :n € w} C I,. Entonces
tenemos nuevamente por la o-subaditividad de u que

u(U Xn> <) u(X,) =0,

new new
ast que (J,,c., Xn € I, y se sigue la afirmacion.

(iii) Para ver que I, es o-saturado, observemos que la no trivialidad de p nos
dice que para todo € S, {«} € I,. Por otro lado, si A :={Y¢ : { < a} es
una familia de subconjuntos ajenos de S de medida positiva, definamos para
cada n € w al conjunto S, :={Y € A: u(Y) > L} y observemos que
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Ahora, para cada n € w, |S,| < n, ya que si existiera algin S,, con mas
de n elementos, podriamos encontrar Yy, Y7, ..., Y, € S, conjuntos ajenos de
medida mayor que % y por la g-aditividad, esto implicaria que M(UZ:o Yi) =
Sheom(Yy) = ™ > 1) contradiciendo el hecho de que ran(u) € [0,1]. D
esta forma, el conjunto A es unién numerable de conjuntos finitos y, por
tanto, es numerable.

(iv) EI hecho de que I, es un ideal no principal se sigue del inciso (iii) y del
Lema 2.14. O

El resultado anterior sintetiza en lenguaje de ideales algunos de los resultados
que establecimos respecto a los conjuntos nulos para la Medida de Lebesgue,
como el hecho de que la unién numerable de conjuntos nulos es un conjunto nulo.
Ademaés, esta proposicion va més allé, pues nos dice que si dividimos a un conjunto
S en subconjuntos ajenos, a lo més una cantidad numerable de ellos aportan una
medida significativa para el conjunto total y el resto serdn sumamente pequenos
respecto a la medida que se ha asignado al conjunto.

A continuacién expondremos un nuevo concepto que surge con el proposito de
extender la nociéon de ser un ideal o-completo de la misma manera en la que lo
hicimos al extender la idea de o-aditividad. Esta definicién nos permitira demostrar
algunas propiedades importantes de los ideales que surgen a partir de la Definicién
2.1 de medida.

Definicion 2.16 Sea I wun ideal sobre un conjunto S, decimos que I es
rk-completo si y sdlo si para todo v < k y para cualquier familia {X, : « € v} de
conjuntos en I se tiene que |J Xo €1, es decir, si I es cerrado bajo uniones
de cardinalidad menor a kK.

a<ly

A partir de la definicién anterior podemos enunciar un resultado que nos da
la relacién precisa que existe entre la nocién de k-aditividad y el concepto de
ideal k-completo. De esta manera podremos empezar a abordar el Problema de la
Medida desde una perspectiva en la que para determinar si es posible definir una
medida para un conjunto dado, serd méas importante estudiar las propiedades de
sus subconjuntos que la naturaleza de los elementos que conforman al conjunto en
si.

Proposicion 2.17 Si u es una medida para un conjunto S, entonces p es
k-aditiva si y sélo si el ideal I, de los conjuntos nulos de p es k-completo.

Demostraciéon. Supongamos que i es una medida k-aditiva para un conjunto
S y tomemos un cardinal v < k y una familia {X, : o < v} de conjuntos

a<y o >~

> aery H(Xa) =0, ast que U, ., Xa € I, y, por tanto, I, es k-completo.
Reciprocamente, supongamos que p es una medida para S y que el ideal I,
de los conjuntos nulos de p es k-completo. Para ver que p es x-aditiva, tomemos
un cardinal v < k y {X, : @ < v} una familia de subconjuntos ajenos de S. Por
la Proposicion 2.15, sabemos que I, es un ideal o-saturado. Asi, como los X,

en I,. Entonces, por la Proposicién 2.9, tenemos que 0 < M(U X ) <
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son ajenos, a lo mas una cantidad numerable de ellos tiene medida positiva, de
modo que podemos dividir a nuestra coleccion de conjuntos en dos familias de la
siguiente manera

{Xoia<vy}={Yn :newlU{Z, : a <},
donde u(Z,) = 0 para todo « < 7. A partir de esto, tenemos que

f(Un) = w(un)e(uz)

= Z w(Yn) 4+ ( U Za> (por la o-aditividad)
new a<y

= Z u(Yn) +0  (pues I, es k-completo)

new

= Z w(Yn) + Z W Za)

new a<K

= Z (Xa).

a<k

Esto demuestra que p es x-aditiva. O

En lo que resta de este capitulo nuestro objetivo sera establecer algunas de
las condiciones necesarias para que un nimero cardinal admita una medida. El
siguiente lema estd encaminado a esta tarea y recurriremos a él en diversas
ocasiones en el siguiente capitulo de este trabajo. Su esencia radica en que mediante
él es posible definir medidas para ciertos conjuntos, a partir de medidas ya dadas
para otros conjuntos.

Lema 2.18 Sean p una medida para un conjunto S e I un conjunto cuyos
elementos indexan a una particion {Z; : i € I} de S formada por subconjuntos
nulos. Asimismo, sean J un conjunto tal que I C J y g : S — J la funcion
definida de tal forma que

g(x) =7 siy sdlo st x € Z;.
Entonces, la funcion v : P(J) — [0,1] dada por
v(Z) = (g~ 12]),

es una medida para J.8

Demostracion. Obsérvese primero que g es efectivamente una funcion, pues
{Z; :i € I} es particion de S y, por tanto, para todo x € S existe una tdnica
1€ 1 CJtal que z € Z;.

Por otra parte, v esta bien definida pues ran(v) C ran(u) C [0, 1], asi que sélo
hace falta verificar que efectivamente v es una medida no trivial y o-aditiva sobre
J.

8Frecuentemente utilizaremos este lema para el caso en el que I = J. En estas circunstancias,
g es de hecho una funcién sobreyectiva.
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(a) Por un lado, podemos ver que v(0) = u(g~'[0]) = u(®) = 0y, ademas,
V() = plg~ 1) = pu(S) = 1.

(b) Para verificar la no trivialidad, tomemos j € J arbitrario y notemos que

sijel

. 1y Z;)
(G)) = nle 1)) = { wzy) st
({7} = nlg™ [{7}]) u@)  sijél.
Asi, como () y Z; son conjuntos nulos para toda j € I, lo anterior implica
que v({j}) = 0 para cualquier j € J.

(c) Finalmente, v es o-aditiva, pues si {Y,, : n € w} es una familia numerable de
subconjuntos disjuntos de J, entonces

() = ol

= (U 91[Yn])

new

= > (g [Ya))

new

= Z V(Yn)7

new

U

new

donde la penultima igualdad se da por la o-aditividad de p y el hecho de
que las imagenes inversas de conjuntos disjuntos son a su vez disjuntas. [

La siguiente proposicién tiene como objetivo encontrar las propiedades que
debe cumplir un cardinal para que admita una medida y, como mencionamos al
inicio de esta seccion, esta encaminada a demostrar cierta propiedad de aditividad
que deberan cumplir los conjuntos para los que pudiera existir una medida.

Proposicion 2.19 (i) Si k es el minimo cardinal que admite una medida y p
es dicha medida, entonces el ideal I, de conjuntos nulos es k-completo.

(i) Sik es el minimo cardinal con la propiedad de que hay un ideal I o-completo
y o-saturado sobre K, entonces I es k-completo.

Demostracion.

(i) Supongamos que I, no es k-completo. Entonces existen v < k y

un subconjunto {Xo:a < 7} C I, tales que U, Xoa & I, o

equivalentemente, tales que p (U(Kﬂ{ Xa) > 0.

Podemos suponer sin perder generalidad que los conjuntos X, son ajenos y
no vacios, ya que, de lo contrario, podemos definir para cada « al conjunto
Yo = Xa —(Up<y pra X8) ¥ la coleccion {Yy : a < y}U{N,., Xa} cumple
con las mismas caracteristicas, si nos deshacemos de todos los conjuntos que
en esta construccién quedaron vacios.
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Asi, llamemos X := Ua<7 Xo y sea m = pu(X). Se puede verificar que
entonces la funcion v : P(X) — [0, 1] definida como

1
Y):=—ulY
V(Y) = —u(Y)
es una medida para el conjunto X. Asi, definamos una funcién f : X — ~
de tal manera que

f(x):=asiysolosize X,.

Como la coleccion {X, : a < v} forma una particiéon de subconjuntos nulos
de X, por el Lema 2.18 sabemos que existe una medida v; para el cardinal ~
y, como vy < K, esto es una contradiccién a la minimalidad de &, por lo que
podemos concluir que I, es un ideal x-completo.

(ii) La prueba de esta parte de la proposicion es muy similar a la del inciso (i).
Razonando por contradicciéon, supongamos que I no es x-completo. Entonces
hay v < k y un subconjunto {X, : o« < v} C I tales que |J,_. Xo ¢ I.
Consideremos al ideal J sobre v dado por

a<ly

J:={Z C~: f 7] eI},

donde f estd definida como en el inciso (i). Se puede verificar que J es
efectivamente un ideal. Ademas, es o-completo pues si {X,, : n € w} C J,
entonces {f~![X,] : n e w} C I, asique f U, cp, Xn] = Uneo fHXn] €1
y, por tanto, (J,,c,, Xn € J.

Para ver que J es o-saturado nétese que, por un lado, para todo o < 7,
f~'{a}] = X, € I, de manera que {a} € J. Por otra parte, si {Z3 : 3 < 0}
es una familia de subconjuntos disjuntos de v que no estan en J, entonces
{f7'[Xgs] : B < 6} es una familia de subconjuntos disjuntos de X que no
estan en I, asi que 6 es a lo mas numerable. A partir de esto podemos concluir
que J es un ideal o-saturado y o-completo sobre v < k, contradiciendo
el hecho de que x es el minimo cardinal que acepta un ideal de esas
caracteristicas. Asi, I es k-completo, como queriamos demostrar. [J

La proposicién anterior revela que asi como los conjuntos de medida cero
determinan muchas de las caracteristicas de la Medida de Lebesgue, en el &mbito de
las medidas abstractas el ideal de los conjuntos nulos también resulta determinante,
pues si k es el minimo cardinal que admite una medida, es suficiente que la
unién de menos que x subconjuntos nulos sea un conjunto nulo, para que toda
la medida resulte ser x-aditiva. En este contexto, estamos listos para demostrar
el tan anunciado resultado de Banach y que fue el que en un principio motivé la
idea de la xk-aditividad.

Corolario 2.20 (Banach) ° Si k es el minimo cardinal que admite una medida
1, entonces p es k-aditiva.

9La demostracién que aqui daremos es diferente a la que construyé Banach, ya que él no utilizé
el concepto de ideal que para nosotros ha sido parte central de la investigaciéon. Sin embargo,
hemos optado por el uso de estas heramientas, pues nos han permitido establecer resultados muy
interesantes que seran utilizados mas adelante.



62 2. GENERALIZACION DEL PROBLEMA DE LA MEDIDA

Demostracién. Supongamos que k es el minimo cardinal que admite una
medida p que es o-aditiva y no trivial. Entonces, por la Proposicién 2.19, tenemos
que el ideal I, es x-completo, de manera que la Proposicién 2.17 nos dice que u
es k-aditiva, como queriamos demostrar. [

Resultados como el anterior fueron elementales para motivar conceptos que
permitieron profundizar en el Problema de la Medida durante la época de Banach.
Asi, a pesar de que la relacion dada en este capitulo entre dicho problema y la
Hipotesis del Continuo ya arroja luz respecto a que no es posible construir una
medida para R desde ZFE, resulta importante recalcar que el desconocimiento en
aquel contexto historico de la independencia de la Hipdtesis del Continuo, sin lugar
a dudas permitié que muchos matemaéticos se sintieran atraidos por construir una
medida para el conjunto de ntimeros reales, pues eso representaba también una
oportunidad para refutar por completo la Hipotesis del Continuo. Tal motivacion
trajo consigo muchos frutos cuyo analisis sera el corazon de este trabajo y de los
cuales hablaremos en el siguiente capitulo, en el que uno de los conceptos centrales
surgira precisamente a partir del Corolario 2.20.



CAPITULO 3

Cardinales medibles

En el capitulo anterior hablamos del Problema de la Medida y del resultado
mediante el que Banach prob6 que de existir una solucién al problema, podriamos
encontrar algiin cardinal x para el que existiera una medida k-aditiva. Fue
precisamente este resultado el que origin6 una nueva rama de la Teoria de
Conjuntos que se enfocd al estudio de las medidas definidas para nimeros
cardinales, pues aunque el objetivo seguia siendo lograr una extensién no invariante
bajo traslaciones de la Medida de Lebesgue, las consecuencias que surgieron de
suponer la existencia de una medida sobre un cardinal arbitrario adquirieron un
valor teérico propio que captd la atenciéon de muchos matemaéticos a principios de
la década de los treinta.

En el presente capitulo daremos a conocer los conceptos de cardinal de medida
real y de cardinal medible que surgieron a raiz del Problema de la Medida. Ademés,
veremos la forma en la que estan conectados con la teoria de los cardinales grandes.

3.1. Cardinales de medida real

Comenzaremos introduciendo un concepto que se refiere a aquellos cardinales k
para los que es posible definir una especie de medidas que satisfacen la x-aditividad.
Basandonos en el resultado de Banach con el que concluimos el capitulo anterior,
esta nueva definicién nos permitira aproximarnos a determinar qué condiciones se
necesitarian para que el Problema de la Medida tuviera soluciéon, pues al hablar de
cardinales que cumplan esta restriccion, estariamos hablando también de conjuntos
para los que es posible definir una medida o-aditiva.

Definicion 3.1 Sea k un cardinal no numerable. Decimos que k es de medida
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real si y sélo si existe una medida k-aditiva p definida sobre P(k). En este caso,
w es llamada una medida real para k.

Recordemos que para la Medida de Lebesgue construida en el Capitulo 1 es
posible demostrar que una condicién necesaria mas no suficiente para que un
conjunto tenga medida positiva, es que éste tenga la cardinalidad de los reales.
Motivados por este hecho, demostraremos que si k es un cardinal de medida real,
también es necesario que un subconjunto de s tenga cardinalidad x para que su
medida sea distinta de cero.

Proposicion 3.2 Si k es un cardinal y o es una medida real para k, entonces
para todo X C &k tal que | X| < k se tiene que u(X) = 0.

Demostracion. Sea k un cardinal de medida real p y sea X C k tal que
|X| =+ < k. Considérese {z, : @ < v} una enumeracion de los elementos de X y
obsérvese que como X = {J, . {za} v p es w-aditiva, p(X) =3, p({za}) = 0.
O

Cabe hacer notar que la prueba de la proposicién anterior no es mas que una
generalizacion de la manera en la que demostramos para la Medida de Lebesgue que
todos los conjuntos numerables son de medida cero, ya que en este caso tenemos
la k-aditividad como hipoétesis. No obstante, recordemos que para demostrar que
si |X] < 2%, £(X) = 0, tuvimos que utilizar muchas propiedades de los ntimeros
reales ademés de la o-aditividad. De hecho, se puede probar que no es posible
establecer la 2%0-aditividad para la Medida de Lebesgue desde ZFE, por lo que el
resultado citado anteriormente, no podria obtenerse de manera analoga a lo hecho
en la Proposicion 3.2.1

3.1.1. Cardinales regulares y débilmente inaccesibles

En la teoria de los ntmeros cardinales, una de las maneras que tenemos para
conocer sus propiedades es clasificAndolos segiin su comportamiento respecto a
otros cardinales.

En esta secciéon estableceremos una manera de estudiar a los cardinales
identificando si poseen cierta propiedad de regularidad que veremos a continuacion.
Asimismo, introduciremos la nocién de cardinal débilmente inaccesible, que seré
nuestro primer acercamiento con los cardinales grandes y veremos su relaciéon con
aquellos de medida real.

En este contexto, empezaremos definiendo algunos conceptos.

Definicién 3.3 Dada una sucesion transfinita {co, :v < 9} de numeros
ordinales, decimos que tal sucesion es creciente si y sélo si o, < o siempre
que v < p < 9. Asimismo, decimos que la sucesion es no decreciente si y sdlo
st oy, < oy, siempre que v < < 9.

IMartin y Solovay demostraron en 1970 que si suponemos el Axioma de Martin, si es posible
demostrar la 280-aditividad de la Medida de Lebesgue. Véase el libro [Jec02] pag. 531.
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De la misma manera que las definiciones anteriores resultan similares a las
dadas en calculo para sucesiones de ntumeros reales, podemos utilizarlas para definir
un nuevo concepto referente a los ntimeros ordinales, que también sera analogo a
la nocién de limite que se establece en calculo y de hecho estara basado en la idea
del supremo.

Definiciéon 3.4 Si ¥ es un ordinal limite y si {a, : v < ¥} es una sucesion no
decreciente de numeros ordinales, definimos

ll/l’gl? a, = sup{ay, v < 9}.2

Al ordinal dado por lim, g a,, lo llamamos el limite de la sucesion dada.

La definiciéon anterior nos permite finalmente establecer uno de los conceptos
centrales de esta seccion.

Definicion 3.5 Sea k un cardinal infinito. Decimos que k es regular si y sdlo
si no existe una sucesion creciente {a,, : v < v} de ordinales o, tal que v es un
ordinal limite con la propiedad de que w < v < K y K =1m, <, a,.

Un cardinal infinito es llamado singular si no es reqular.

La idea de regularidad dada por la definiciéon anterior consiste en dividir a los
nimeros cardinales en dos grupos, dependiendo de si es posible o no “alcanzarlos”
mediante una sucesion de longitud menor que el cardinal en cuestiéon que consta
de nimeros ordinales también menores que él.

Con el proposito de conocer més a fondo a los cardinales regulares, podemos
considerar la siguiente definicién.

Definicion 3.6 Sea x un cardinal y sea X un subconjunto de k. Decimos que X
es acotado en k si y sdlo si sup(X) < k y decimos que X es no acotado en  si
y sdlo si sup(X) = k.

El siguiente resultado da una caracterizacion muy tutil de los conjuntos no
acotados.

Proposicion 3.7 Sea k un cardinal y sea X C k. Entonces X es no acotado en
K si y solo si para todo o < K existe 3 > « tal que § € X.

Demostracion. Sea X C k. Razonando por contrapositiva, supongamos
primero que existe a < & tal que para todo 3 > «, 8 ¢ X. Esto implica que
k—a C k— Xy, por lo tanto, X C «. Asi, a es cota superior para X y, por lo
tanto, sup(X) < a < k.

Reciprocamente, si suponemos que X es acotado en x, entonces existe o < K
tal que sup(X) = « y, por la definicion del supremo, para todo 8 > « se
tiene que B ¢ X, asi que nuevamente la afirmacion que buscamos se sigue por
contrapositiva. [

El siguiente teorema nos proporciona algunas de las propiedades mas notables
de los cardinales regulares en relacion con los conjuntos acotados.

2Recordemos que si X es un conjunto de ntimeros ordinales, entonces sup X = |J X, que
también resulta ser un ntumero ordinal. Véase el Lema A.16 en el Apéndice A.
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Teorema 3.8 Sea k un cardinal reqular. Entonces las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

(a) St X C &k es tal que | X| < K, entonces X es acotado. Dicho de otro modo,
cualquier subconjunto no acotado en kK tiene cardinalidad k.

(b) Si X es un cardinal tal que A < k y f : A\ — Kk es una funcidn, entonces f[A]
es acotado en K.

Demostracion.

(a) Sea X C & tal que |X| < k. Si X tiene un elemento méximo el resultado es
inmediato, asi que supongamos que X no tiene un elemento maximo. Como
X es bien ordenable, esto implica que (X, €) es isomorfo a un ordinal limite,?
digamos 9, asi que podemos suponer que {q, : ¥ € ¥} es una enumeracion
creciente de los elementos de X . Asi, como || = | X| < &, tenemos que ¢ < k
y, como k es un cardinal regular, sup(X) = lim, <y o, < K, es decir, X es
acotado en k.

(b) Sea A un cardinal tal que A < k y sea f : A — k. Como f es funcion,
tenemos que |f[A]| < A < &, asi que por el inciso (a), f[)] es acotado. O

Una equivalencia muy util que nos permite identificar a los cardinales singulares
(y por tanto a los regulares) esta dada por el siguiente resultado.

Proposicion 3.9 Un cardinal infinito k es singular si y solo si es la suma de
menos que Kk cardinales menores que k, es decir, si existen un cardinal A < Kk y
una familia {k; : i < A} tal que para todo i < k, ki <K Y Kk =7, K.

Demostraciéon. Sea x un cardinal infinito.

Supongamos primero que « es singular. Entonces existe un ordinal limite ¢ < &
y una sucesion creciente {a,, : v < 9} tal que kK = lim, <y a,,. Luego, dado que el
limite de una sucesiéon de ordinales esta dada por la unién de los mismos,* podemos
reformular esto como

K= Ual,: U(anUag).

v<d v<d E<v

Para cada v < ¢ definamos al conjunto A, := «, — U£<U o¢. Entonces
{A, : v < 9} es una sucesién de menos que x subconjuntos ajenos por parejas y
tales que k, = |[A,| = o, — U, ae}] < || < k. Por lo tanto, k = >, ku,
como queriamos demostrar.

v<y

Para la prueba del reciproco, supongamos que A es un cardinal menor que s y
que {kq @ @ < A} es una familia de cardinales tales que para todo az < ) se tiene

3Esto se conoce como Teorema de Enumeraciéon. Véase el Teorema A.18 en el Apéndice A.
4Véase el Lema A.16 en el Apéndice A.
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que ko < Ky Kk = ), Ka. Por propiedades de aritmética cardinal,® esto nos
dice que kK = max{\,sup,. Ka}. Asi, como A < &,

K = SUp Kq. (3.1)
a<

Utilizando esto y la Proposicién 3.7, podemos construir por recursion transfinita
una subsucesion creciente cuyo limite sea k. Para ello, definamos A := k. Luego,
supongamos que ¥ < A es tal que para todo 8 < 7 hemos definido Ag de modo
que, si £ < B <7, entonces A¢ < Ag. Asi, definamos, mientras sea posible,

Ao '=min{ke : V0 < v(Ag < ke)}

Esta sucesion estéd bien definida por lo dicho en la ecuaciéon (3.1). Ademas, es
claro que esta sucesion es creciente y que su longitud es un ordinal limite ¥ < A.
Por otra parte, de la construccion de {\, : « < ¥} se sigue que

Kk = lim \,,
a<y

con lo que queda demostrado que k es un cardinal singular. [J

Observacion 3.10 A partir del resultado anterior podemos concluir también que
un cardinal Kk es reqular si y sdlo si no se puede escribir como la suma de menos
que Kk cardinales menores que kK.

Ya que hemos puesto sobre la mesa todas estas herramientas, podemos retomar
el concepto central de esta seccion, el de cardinal de medida real, y profundizar en
la investigaciéon de sus caracteristicas mediante el siguiente resultado.

Proposicion 3.11 Si k es un cardinal de medida real, entonces es un cardinal
regular.

Demostracion. Sea k un cardinal de medida real y supongamos que i es una
medida s-aditiva y no trivial definida sobre P(x). Razonando por contradiccion,
obsérvese que si k fuera singular serfa la unién de menos que x subconjuntos de
cardinalidad menor a &, es decir, existirian 7 < x y una coleccion {X, : a < v}
tales que Kk = Ua<'y Xao ¥ |Xa|l < k para todo a. Por la Proposicion 3.2,
esto implica que pu(X,) = 0 para todo @ < < y, como pu es k-subaditiva,
(k) < > qen (Xa) = 0, lo cual es una contradiccion a la condicion (a) de la
definicion de medida. O

El siguiente concepto nos permitirda entablar una de las propiedades mas
importantes de los cardinales de medida real.

Definicion 3.12 Sea k un cardinal no numerable. Decimos que k es débilmente
inaccesible si y solo si es reqular y es un cardinal limite.

5Véanse los Teoremas A.51 y A.54 en el Apéndice A.
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Obsérvese que si nos limitamos a pedir que un cardinal infinito sea regular
y cardinal limite para decir que es débilmente inaccesible, entonces Ny cumpliria
con esta definicion. De hecho, resulta que al pedir que un cardinal débilmente
inaccesible sea estrictamente mayor que ¥, estos cardinales resultan tan
“inalcanzables” para los que son menores a él, como ¥y resulta imposible de
construir sin el Azioma de Infinito a partir de los nimeros naturales. Esta analogia
se puede establecer formalmente como que no es posible probar desde ZFE la
existencia de cardinales débilmente inaccesibles.® Es por esto que los débilmente
inaccesibles son considerados cardinales grandes. Por otra parte, dada la similitud
que existe entre la imposibilidad de construir cardinales débilmente inaccesibles a
partir de ZFE y la imposibilidad de construir a X sin el Axioma de Infinito, para
muchos teérico conjuntistas resulta natural pensar que debemos agregar axiomas
a ZFE que nos permitan estar en un mundo en el que existen los cardinales
débilmente inaccesibles.

Estas nociones no eran conocidas en la época en la que Banach se encontraba
trabajando en el Problema de la Medida y de hecho él demostré que suponiendo la
Hipotesis Generalizada del Continuo, todo cardinal de medida real es débilmente
inaccesible. Sin embargo, en 1930 Ulam probd este mismo resultado sin utilizar
dicha hipotesis. Nuestro proposito ahora es exhibir su demostracion, que estara
basada en un argumento combinatorio utilizando matrices de conjuntos, por lo
que para simplificar la prueba, definiremos qué tipo de objetos representan estas
matrices.

Definicion 3.13 Dados un cardinal x y un cardinal X, decimos que una colecion
{Aap ra <k, <A}

de subconjuntos de k es una (k,\)-matriz de Ulam si y solo si satisface las
stguientes condiciones:

(i) Si a7, entonces Ay g N Ay 3 =10 para todo 3 < A; y

(it) para cada o < K, |k —J, -\ Aan| <A

n<A

El siguiente resultado es una generalizaciéon de lo demostrado por Banach y
Kuratowski respecto a la relaciéon entre el Problema de la Medida y la Hipotesis
del Continuo.” Sin embargo, aqui lo enunciamos para exhibir el camino que sigui6
Ulam al demostrar que los cardinales de medida real son débilmente inaccesibles.

Lema 3.14 No existe una medida o-aditiva para N1. Mds atin, no existe un ideal
o-completo y o-saturado sobre Ny.

Demostracion. El primer paso sera demostrar que existe una (Xq, Xp)-matriz de
Ulam de subconjuntos de X;. Dicha matriz se vera de la forma

{Aon @ €wi,n € wl.

6La prueba de este resultado se puede consultar en el libro [Kun80] pag. 177.
"Véase el Teorema 2.6.
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Sabemos que para cada { < w; existe una funciéon f¢ cuyo dominio es w y tal
que £ C ranfe. Recurriendo al Axioma de Eleccion, elijamos una f; para cada & y
definamos para cada a < wy y cada n € w al conjunto

Agn ={ <wi: fe(n) =al.

Afirmamos que este arreglo de subconjuntos de wy es una (X, Xg)-matriz de Ulam.
En efecto, si existe £ € Ay N Ag,, entonces fe(n) = ay fe(n) = By, por lo
tanto, si a # (3, entonces Ay, N Agn = 0.

Por otro lado, para cada a < wi, el conjunto w; — Unew Ay n es a lo mas
numerable, pues esta contenido en el conjunto aU{a} = a+1, yaquesi{ ¢ Ay p
para todo n € w, entonces « ¢ ranfe y, por lo tanto, £ < a.

Asi, para demostrar el teorema, supongamos que existe una medida p para Nj.

La primera afirmacion que podemos hacer es que para cada o < w; existe
ne € w tal que p(Aan,) > 0, pues de lo contrario, p (UnEW Aayn) =0
y, como w1 — (U, e, Aa,n €s numerable, u(wl —Unecw Aayn) = 0. Asi, como
w1 = (Un@d Aayn) U (wl —Uneco Aam), w(wy) = 0, contradiciendo el hecho de
que p es una medida.

Ahora, como hay una cantidad no numerable de @ < w; y s6lo una cantidad
numerable de n € w, existe N € w tal que el conjunto {a < wy : ny, = N} es no
numerable. Intuitivamente, N nos senala una columna de la matriz en la que hay
una cantidad no numerable de conjuntos de medida positiva. Asi, sea

S:={A4 N :na =N}

Por la propiedad (i) de las matrices de Ulam, S es una colecciéon de subconjuntos
disjuntos de wy. Ademés, S es no numerable y p(4,,,) > 0 para todo Ay, € S,
pero esto es una contradiccion a la Proposicion 2.15, de manera que no existe una
medida para N;.

Para ver que no hay ningtun ideal o-completo y o-saturado sobre Xy, s6lo hay
que hacer la observacién de que en la prueba anterior, lo tinico que utilizamos
fue el hecho de que el ideal I, de subconjuntos nulos de w; es o-completo y
o-saturado, por lo que la misma demostraciéon nos proporciona este resultado méas
general. [

Una ligera modificaciéon a la prueba del lema anterior nos lleva a demostrar
el siguiente resultado que nos permitiré finalmente concluir que todo cardinal de
medida real es débilmente inaccesible.

Lema 3.15 Si k es un cardinal sucesor infinito, entonces no hay un ideal
k-completo y o-saturado sobre k.

Demostracién. Supongamos que existe un cardinal X tal que x = AT. De
manera analoga al lema anterior, para cada £ < A elijamos una funcion fe definida
sobre Ay tal que £ C ran(f¢). Por otra parte, para cada o < AT y cada n < X, sea

Aoy ={6 <A+ fe(n) = o}

La coleccion {A, ;) . a<r+ n<r} €s una (AT, A)-matriz de Ulam y la prueba es
totalmente analoga a la que hicimos en el Lema 3.14, de manera que se cumplen
las siguientes propiedades:
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i) Si a # 3, entonces Ay, N Ag, = 0 para todo n < A.
n Bin n
(ii) Para cada a < A*, (AT = U, .y Aay

<A

Supongamos ahora que I es un ideal k-completo y o-saturado sobre k. Para
llegar a una contradiccién, utilizaremos argumentos muy similares a los de la
prueba del Lema 3.14, siguiendo la idea de que un ideal consta de los subconjuntos
“pequenos” de un conjunto dado.

Afirmamos que para cada o < AT, existe 1, < A tal que A, ¢ I. Para ver
esto, supongamos la afirmacién contraria, es decir, supongamos que o < AT es tal
que {Aq,, : 7 < A} es una coleccion de A subconjuntos que estan en el ideal. Como
A < k e I es k-completo, esto implica que

U Aan el (3.2)

n<A

Por otra parte, la propiedad (ii) de las matrices de Ulam nos dice que
H_Un<)\ Aoy <A<k, asi que, usando nuevamente el hecho de que I es

r~completo y que {z} € I para todo z € k — | Aq.n, podemos concluir que

n<A

k=) Aan el (3.3)
n<A

Asi, como I es un ideal, de las expresiones (3.2) y (3.3) se sigue que

K= UAQ,,?U K — UAoz,n el,

n<A n<A

lo cual es una contradiccion a la definicién de ideal. Esto concluye la prueba de
que para todo o < AT, existe 1, < A tal que Aq,,., ¢ I.

Por otra parte, como A < AT = K, existe ¥ < X tal que el conjunto
{a < K : 9o = ¥V} tiene cardinalidad k. De esta forma, ¥ nos senala una columna
en la matriz de Ulam en la que hay k conjuntos que no estan en el ideal. Asi,
podemos definir una coleccién S de conjuntos en la columna 1 que no estan en I.
De manera concreta, definimos

S:={Aav : Mo =V}

De este modo, la propiedad (i) de la (A*,\)-matriz de Ulam que hemos
construido, nos dice que S es una coleccién de AT conjuntos disjuntos que no
estan en el ideal. Sin embargo, esto contradice el hecho de que I es o-saturado,
pues como ) es infinito, AT > N;.

Esto conluye la demostracion de que si k es un cardinal sucesor infinito,
entonces no hay un ideal k-completo y o-saturado sobre k. [J

Concluimos esta secciéon con un resultado de Ulam, que resulta muy
significativo pues mediante él queda establecida una de las conexiones mas
importantes entre el Problema de la Medida y los cardinales grandes.
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Teorema 3.16 Todo cardinal de medida real es débilmente inaccesible.

Demostraciéon. Sea x un cardinal tal que p es una medida real para . Entonces,
por las Proposiciones 2.15 y 2.17, si I, es el ideal de conjuntos nulos de u, I, es
k-completo y o-saturado.

Por un lado, esto implica que x es no numerable, pues todo subconjunto de
cardinalidad menor a  tiene medida cero. Por otra parte, la Proposicién 3.11 nos
dice que k es un cardinal regular.

Finalmente, x es un cardinal limite pues, por el Lema 3.15, si k fuera un
cardinal sucesor, entonces no habria un ideal x-completo y o-saturado sobre x,
pero ya hemos dicho que I, sf lo es. Por lo tanto, x es débilmente inaccesible. [J

El teorema anterior nos permite argumentar, sin usar la independencia de la
Hipotesis del Continuo y el Teorema 2.6, que dado que no es posible demostrar
desde ZFE que existen los cardinales débilmente inaccesibles, tampoco se puede
probar, a partir de los axiomas usuales, que existen cardinales de medida real.
En particular, esto implica que es imposible construir una extensiéon de la Medida
de Lebesgue a todo P(R), aun si eliminamos la condicién de la invariancia bajo
traslaciones. No obstante, en la siguiente seccion exhibiremos un resultado de Ulam
que surgié antes de que se conocieran estas propiedades acerca de los cardinales
inaccesibles, y que proporciona condiciones bajo las que seria posible extender
la Medida de Lebesgue si aceptamos como verdadero el hecho de que exista una
medida para algun conjunto S arbitrario.

3.2. La Dicotomia de Ulam

Ademas del resultado que acabamos de demostrar en la secciéon anterior, una
de las aportaciones fundamentales que hizo Ulam en torno al Problema de la
Medida en su tesis doctoral fue un teorema cuya demostracion sera uno de los
objetivos principales de esta seccion. A grandes rasgos, dicho resultado establece
que si existe una medida o-aditiva para un conjunto arbitrario S, entonces o bien
es posible construir una medida no invariante bajo traslaciones que extienda a la de
Lebesgue, o bien existe otra especie de cardinales que seran llamados fuertemente
inaccesibles y cuya existencia implica la de los cardinales débilmente inaccesibles.
Como hemos mencionado, esto tiene implicaciones muy fuertes y devastadoras para
el Problema de la Medida, pues significa que no es posible construir, desde ZFE,
un conjunto para el que se pueda definir una medida. Sin embargo, en el area de la
Teoria de Conjuntos, esto resulta particularmente interesante pues, aunque no se
pueda demostrar la existencia de los cardinales fuertemente inaccesibles, a partir
de ellos surgen elementos muy interesantes dentro de la Teoria de Conjuntos.

Para nosotros el principal objetivo ahora serd demostrar el Teorema de Ulam.
Sin embargo, en el camino para lograrlo estudiaremos conceptos y resultados
que han cobrado importancia por si mismos, como la nocion de filtro de la que
hablaremos a continuacion.



72 3. CARDINALES MEDIBLES

3.2.1. Filtros y ultrafiltros

En esta seccion presentaremos una de las herramientas fundamentales que
fueron utilizadas por Ulam para estudiar el Problema de la Medida y que se refiere
a la nocion de filtro. Cabe destacar que muchos de los conceptos y resultados que
presentaremos ahora no soélo surgieron a partir del Problema de la Medida, sino
que se convirtieron en herramientas de gran utilidad para muchos otros temas més
alla de la Teoria de Conjuntos.

Definicion 3.17 Sea S un conjunto mno vacio. Decimos que F es un filtro sobre
S si y sdlo si F' es una coleccion de subconjuntos de S tal que:

(o) D¢ FySeF;
(b)) siX€e€F yY eF, entonces XNY € F; y
(c) siXeFyXCYCS, entoncesY € F.

Los conceptos de filtro y de ideal estan intimamente ligados debido a que si F’
es un filtro sobre un conjunto S, entonces el conjunto

I={S—-X:XeF}
es un ideal sobre S. Reciprocamente, si I es un ideal sobre un conjunto S, entonces
F={S-X:Xel}

es un filtro sobre S. En estos casos, el filtro y el ideal definidos anteriormente son
llamados duales el uno respecto al otro. Esta dualidad permitira que los ejemplos
y definiciones alrededor de los filtros resulten muy familiares.

Un ejemplo trivial de un filtro sobre un conjunto S es el conjunto {S}, que
claramente satisface la definicién anterior y ademas estéd contenido en cualquier
otro filtro sobre S.

Por otra parte, dado un subconjunto no vacio A de un conjunto 5, el conjunto

Fp={XCS:ACX}

es un filtro sobre S. Esta afirmacion es sencilla de verificar y nos permite establecer
el siguiente concepto que estard intimamente relacionado con la condicién de no
trivialidad de una medida.

Definicion 3.18 Sea A un subconjunto no wacio de un conjunto S y sea
Fp:={X C S:AC X}. Entonces Fu es llamado el filtro principal sobre
S generado por A.

Un caso particular de la definicién anterior es cuando A = {a} para algin
a € S. En este caso, el filtro principal generado por A resulta ser el conjunto

F{a}:{XQS:aGX}.

Este filtro tiene la peculiaridad de que es maximal con respecto a la propiedad
de ser filtro, es decir, no hay ningtn filtro F’ sobre S tal que Fy,y C F'. Esto
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se debe a que si hubiera X € F’ — Fy,), entonces a ¢ X, pero, como {a} € F’,
esto implicarfa que ) = X N {a} € Fy,}, contradiciendo la condiciéon (a) de la
Definicién 3.17.

A continacion definiremos una clase muy particular de filtros en los que estara
basada gran parte de la investigacion en torno al Teorema de Ulam del que
hablamos al inicio de esta seccion.

Definicion 3.19 Sea U un filtro sobre un conjunto S. Decimos que U es un
ultrafiltro sobre S si y sdlo si es maximal respecto a la propiedad de ser filtro, es
decir, si para cualquier filtro F sobre S, U C F sdlo si U = F.

Una de las caracterizaciones mas importantes que podemos dar para los
ultrafiltros es que coinciden precisamente con los filtros que si no tienen a algin
conjunto, entonces tienen a su complemento. A continuaciéon demostraremos este
resultado que tiene muchas implicaciones en el estudio de los ultrafiltros.

Teorema 3.20 Sea U un filtro sobre un conjunto S. Entonces U es un ultrafiltro
st y solo si para todo X C S se tiene que X €e U 6 S — X € U.

Demostracion. Sea S un conjunto y sea U un filtro sobre S. Razonando por
contrapositiva, supongamos primero que U es un filtro sobre S para el cual existe
X CStalque X ¢ Uy S—X ¢ U. Veamos que en este caso U no es un ultrafiltro.
Para ello, sea F':=U U {X} y sea

G:{YQSEInEwaIXo,Xl,,XneF(XoﬂﬁXngY)}

Obsérvese que U C F C G. A continuacion demostraremos que G es un filtro
sobre S. De hecho, podemos pensar a G como el filtro generado por la coleccion
de conjuntos en F'.

(a) Por un lado, como U es filtro, S € U y, por tanto, S € G. Veamos ahora que
() ¢ G. Esto es asf pues, de lo contrario, existirfan Xg, X1, ..., X, € F tales
que XoN---NX, =0y, como U es un filtro, esto implicaria que X; = X para
algtin 0 < ¢ < n. Sin perder generalidad, supongamos que X,, = X y que
Xo,..., X1 €U.Sea A := XgN---NX,_1. Entonces A C S— X y utilizando
nuevamente que U es un filtro, tenemos que S — X € U, contradiciendo
nuestra suposicion, por lo que efectivamente podemos concluir que @) ¢ G.

(b) Demostremos ahora que si A, B € G, entonces ANB € G. Asi pues, sean Ay
B subconjuntos de S tales que existen X, X1,...X, € Fy Yy, Y7...,.Y,, € F
con la propiedad de que XoN---NX, C Ay YyNn---NY,, C B. Esto significa
que XoN---NX,NYy---NY,, CANB, con Xy,..., X,,Ys,...,Y,, € F, por
lo que podemos decir que AN B € G.

(¢) Finalmente, si A € Gy A C B C S, entonces existen Xg, X1,..., X, € F
tales que XgN---NX,, C AC B, de modo que B € G por definicion.

Hasta aqui hemos demostrado que G es un filtro tal que U C G. Ademaés, como
X e F-UyF C G, estoimplica que U C Gy, por lo tanto, U no es un ultrafiltro.
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Asi, efectivamente si U es un ultrafiltro sobre S y X es cualquier conjunto tal que
X ¢ U, entonces S — X € U.

Reciprocamente, supongamos que U es un filtro con la propiedad de que para
todo X C S, se tiene que X € U 6 S — X € U. Veamos que U es un ultrafiltro.
Asi, sea F' un filtro sobre S tal que U C F. Con el objetivo de demostrar que
F C U, tomemos X € F un conjunto arbitrario. Como X C S, por hipotesis
tenemos que X € U 6 S — X € U. Sin embargo, si ocurriera que S — X € U,
entonces S — X € F y, como F es filtro, ) = X N (S — X) € F, contradiciendo la
condicion (a) de la definicion de filtro. De este modo, X € U y, por tanto, F = U,
como queriamos demostrar. []

Uno de los resultados més importantes que surgieron en torno a los ultrafiltros
a raiz del Problema de la Medida es el siguiente teorema, que fue demostrado
por Tarski en 1930 cuando intentaba encontrar un cardinal para el que se pudiera
definir una medida. Paraddjicamente, la demostracion de Tarski hace un fuerte
uso del Lema de Zorn, un enunciado equivalente al Axioma de Eleccién que tanta
turbulencia causé desde el inicio en el Problema de la Medida de Lebesgue.®

Teorema 3.21 (Tarski) Sea S un conjunto arbitrario. Entonces para todo filtro
Fy sobre S existe un ultrafiltro U sobre S tal que Fy C U, es decir, todo filtro sobre
S puede ser extendido a un ultrafiltro.

Demostracion. Sea Fj un filtro sobre el conjunto S. Utilizaremos el Lema
de Zorn para encontrar un filtro maximal U tal que Fy C U. Con este objetivo en
mente, definamos al conjunto P como la coleccién

P:={F CP(S): Fy CFy F esun filtro sobre S }.

Ahora, sea C' C P una cadena no vacia de filtros en P y veamos que |JC es un
filtro sobre S.

(a) Por un lado, como C # (), existe F' € C'y, como F' es un filtro sobre S, S € F
y, por lo tanto, S € |JC. Ademaés, 0 ¢ |JC, ya que de lo contrario existiria
F ¢ C tal que () € C, contradiciendo la definicién de filtro.

(b) Por otra parte, si X,Y € (JC, entonces existen F,H € C tales que
X € FyY € H. Ademas, como C es una cadena, necesariamente ocurre que
F C H 6 H C F. Supongamos, sin perder generalidad, que H C F', de donde
X,Y € F. Como F es filtro, XNY € F y entonces XNY € |J C, satisfaciendo
asi la segunda condicion de filtro.

(¢) Finalmente, si X y Y son tales que X € |JC y X CY C S, entonces existe
F € C tal que X € F'y, por lo tanto, como F es filtro, también tenemos que
YeF. Asi, Y eJC.

8El Lema de Zorn establece que, si (A, <) es un orden parcial no vacio tal que toda cadena
C C A esta acotada superiormente en A, entonces existe un elemento m € A que es <-maximal
en (A, <). El lector puede consultar las definiciones correspondientes a orden parcial y cadena,
en la Seccion A.1 del Apéndice A. Asimismo, la prueba de que el Lema de Zorn es equivalente
al Axioma de Eleccion puede encontrarse en [Amo08] pags. 98-102.
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Esto demuestra que |JC es un filtro sobre S y, por lo tanto, es una cota superior
para C' bajo la relacion C. Como C fue una cadena arbitraria en P, por el Lema
de Zorn podemos decir que (P, C) tiene un elemento maximal, digamos U. Esto
implica que Fy C U. Ademas, U resulta ser un filtro maximal, pues si G es un
filtro tal que U C G, entonces G € P y, por lo tanto, U = G. De esta forma,
U es un ultrafiltro que extiende a Fy, con lo que queda concluida la demostraciéon. [J

El teorema anterior tiene multiples aplicaciones en diversas areas de las
matematicas como la Teoria de Conjuntos y la Topologia, pues la maximalidad de
un ultrafiltro es una propiedad que representa muchas ventajas. Para el estudio de
las medidas definidas sobre cardinales, los ultrafiltros cobran especial importancia
que serd revelada en la siguiente seccién, donde veremos que la existencia de una
medida con ciertas caracteristicas es equivalente a la existencia de un ultrafiltro
con propiedades muy particulares. Por esto resulta natural entender la motivacion
de Tarski para extender los filtros, que siempre podemos definir sobre un conjunto,
a ultrafiltros que se acercaran a resolver el Problema de la Medida.

El siguiente resultado nos muestra una propiedad bastante util que aparece en
los ultrafiltros.

Proposicion 3.22 Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto S y sean X, Y C S tales
que XUY €U. Entonces X €eU oY €U.

Demostracion. Sean X y Y subconjuntos de S. Por contrapositiva,
supongamos que X ¢ U y Y ¢ U. Entonces, como U es ultrafiltro, por el Teorema
3.20 tenemos que S — X € Uy S —Y € U. Asi, por la propiedad (b) de la
Definicion 3.17, tenemos que S — (X UY) = (S—X)N(S-Y) € U, de modo que
X UY ¢ U, como queriamos demostrar. [J

Otra caracteristica importante que podemos resaltar de los ultrafiltros en
relacion a los filtros principales queda asentada en el siguiente resultado.

Proposicion 3.23 Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto S. Entonces U es un
filtro principal si y solo si existe a € S tal que {a} € U.

Demostraciéon. Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto S. Supongamos
primero que U es un filtro principal. Esto implica que existe A C S tal que

U={XCS:ACX}.

Ademss, como A € U y U es un filtro, A # 0, asi que podemos tomar a € A.
Obsérvese que
U={XCS:ACX}C{XCS:ac X}

Como {X C S:a € X} es un filtro sobre S y U es un filtro maximal,
U={X CS:ae X}, que es lo que queriamos demostrar.

Reciprocamente, si existe a € S tal que {a} € U, como U es un filtro, sabemos
que para cualquier X tal que {a} C X tendremos que X € U, de manera que
{X C S:a € X} CU. Por otra parte, si Y es un conjunto arbitrario en U,
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y U es filtro, Y N {a} # 0, es decir, a € Y. De aqui se sigue
que U C {X C S:a € X}. Las dos contenciones anteriores nos dicen que

a € X}, de modo que U es un filtro principal, como queriamos
demostrar. [J

La siguiente definicién, como su nombre lo indica, estara relacionada con la
condicion de o-aditividad que hemos puesto en la definicion de medida.

Definicion 3.24 Sea F un filtro sobre un conjunto S. Decimos que F es
o-completo si y solo si para cualquier familia a lo mds numerable {X,, : n € w}
de conjuntos en F se tiene que () X, € F, es decir, si F' es cerrado bajo
intersecciones finitas y numerables.

new

El desarrollo logrado por Ulam en el Problema de la Medida estaba basado
principalmente en los fundamentos que Banach habia sembrado pocos meses antes,
de modo que para Ulam también resulté importante hablar de aquella nocién de
k-aditividad que definimos en el capitulo anterior. La siguiente definicién tendra
como objetivo relacionar este concepto con el de ultrafiltro.

Definicion 3.25 Sea F' un filtro sobre un conjunto S y sea k un cardinal no
numerable. Decimos que F es k-completo si y sdlo si para todo v < Kk y para
cualquier familia {X, : a € v} de conjuntos en F, se tiene que ﬂa@/ X, €F, es
decir, si ' es cerrado bajo intersecciones de cardinalidad menor a k.

Al igual que ocurre con la k-aditividad, podemos notar que bajo la definicién
anterior ser un filtro o-completo es equivalente a ser X;-completo.

El siguiente resultado nos permite vislumbrar el significado de la k-completitud
en ultrafiltros y nos sera de gran utilidad més adelante.

Proposicion 3.26 Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto S. Entonces U es
k-completo si y solo si para todo v < k y para toda particion {X, :a < v}
de S, existe a <y tal que X, € U.

Demostraciéon. Razonando por contradiccién, supongamos que U es un
ultrafiltro k-completo sobre S y que existen v < k y {X, : @ < 7} una particion
de S tales que para todo a < 7, se tiene que X, ¢ U. Como U es ultrafiltro, por el
Teorema 3.20 tenemos que para todo a < 7, S— X, € U y, como U es k-completo,

p=25-— (U Xa> = () (S—Xa) €,

a<ly a<ly

pero esto contradice a la condiciéon (a) de la definicion de filtro.

Demostraremos la otra implicacién por contrapositiva. Supongamos que existen
v < £y {Xa:a < v} una coleccion de conjuntos tales que para todo o < 7,
Xo € U y, sin embargo, [ Xo ¢ U. Notese que, como U es ultrafiltro, el
Teorema 3.20 implica que

U —Xa)=5- (ﬂ Xa> eU.

a<y a<ly

a<ly
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Construiremos una particion de S de cardinalidad menor o igual a v cuyos
elementos no estén en U, con lo que habremos concluido la demostraciéon. Para
ello, definamos

Y() = S— X()

Y, = (S—X,)— U (S — Xs), paracada 0 < a < 7.
o<

Para construir la particiéon de S, eliminaremos a aquellos S — X, que sean vacios
y tomaremos el complemento de su unién, es decir, consideraremos al conjunto

({Ya a<yhU {S = Uaery (5= Xa)}) —{0}. De este modo, podemos tomar un

cardinal § < v tal que {Z, : @ < ¢} es una enumeracion de la coleccion anterior
de subconjuntos de S en la que claramente todos sus elementos son no vacios y

ademaés
S = U Zo.
a<d

Por otra parte, la manera en la que construimos a cada Y, nos permite asegurar
que para cualesquiera o < [ < 4 se tiene que Z, N Zg = (), de modo que
esta coleccion es efectivamente una particion de S. Finalmente, obsérvese que
para cada a < 6, si Z, es de la forma S — X, — Js_.,(S — X5), entonces
Zo €S —X, ¢ U, asi que Z, ¢ U, por la condicion (c) de la definicion de
filtro. Por otra parte, si Zo = S — J,, (5 — Xa), como U, (S — Xa) € U,
entonces Z,, ¢ U, de modo que para todo o < ¢ tenemos que Z,, ¢ U. Asi, hemos
construido la particién de S que estAbamos buscando. [

Esta proposicion establece que si un ultrafiltro es k-completo sobre un conjunto
S, entonces no es posible partir al conjunto en menos que x subconjuntos sin que
alguno de ellos sea “atrapado” por el ultrafiltro.

3.2.2. Medidas con Atomos

Ya que hemos introducido la definiciéon de ultrafiltro, podemos empezar a
desarrollar los resultados que nos permitirin demostrar el Teorema de Ulam.
Dicho resultado surgié a partir de una dicotomia que Ulam planteé para estudiar
el Problema de la Medida y que aparece a raiz del concepto que definiremos a
continuacion.

Definicion 3.27 Dada una medida p para un conjunto S, decimos que un
subconjunto A de S es un dtomo de p si y sélo si u(A) > 0 y para todo X C A
se tiene que (X) =0 6 u(X) = p(A).

A partir de esta definicion, Ulam obtuvo resultados muy importantes tanto
bajo la suposiciéon de que exista una medida con atomos como bajo la suposiciéon
de que exista una medida sin 4tomos. De aqui que haya surgido la sensacion de
una dicotomia en el Problema de la Medida que empezaremos a analizar a partir
de ahora. Para nosotros el primer paso sera estudiar a las medidas que si tienen
atomos y las propiedades que podemos extraer de ellas. Cabe hacer la aclaracion
de que algunos de los resultados que aqui expondremos fueron desarrollados por
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Ulam y Tarski después de la tesis doctoral en la que Ulam profundizé ampliamente
sobre las medidas sin 4tomos. Sin embargo, para los propositos de este trabajo
resulta mas conveniente la secuencia que aqui presentaremos, estudiando primero
los conceptos y propiedades de las medidas con dtomos y posteriormente de las
medidas sin atomos.

A continuacién expondremos un resultado observado por Ulam, que permitio
abordar el Problema de la Medida desde una perspectiva novedosa y muy prolifica
de la que hablaremos mas adelante.

Proposicion 3.28 Si p es una medida para un conjunto S y A es un dtomo de
u, entonces la funcion v : P(S) — [0,1] definida como
XNA
y(x) = XA
1(A)

es una medida con la propiedad de que ran(v) = {0,1}.

Demostracion. Lo primero que vale la pena observar es que la funcion v
esta bien definida, pues como A es un atomo, u(A) > 0. Ademas, para cualquier
X C S se tiene que X N A C A, asi que, por el Lema 1.43, u(X N A) < p(A) vy,
por tanto, v(X) € [0,1]. A continuacion verificaremos que v es efectivamente una
medida para S.

(a) La primera condicién de medida se da, pues v(f)) = ”L@(%‘) =0y v(S) =
u(SnA) _ p4) _ 4
w(A) n(A) )

(b) Para ver la no trivialidad, notemos que dado x € S, tenemos que

p{z}nA)
v({z}) .

(A4)
B %ﬁ} six ¢ A
N ”}Ez)) size A
0.

(

(c) Por otra parte, v es o-aditiva pues, si {X,, : » € w} es una coleccion de
subconjuntos de S ajenos por parejas y definimos Y,, := X,, N A para cada
n € N, entonces {Y,, : n € w} también es una sucesiéon de conjuntos ajenos
por parejas, de manera que, por la o-aditividad de pu, tenemos que

_ K ((Un@u X”) N A)
’ (U X") - ey
/~L (Unéw(Xn N A))
1(A)
_ (X, N A)
B ,; 1(A)

= Z v(X,).

new

necw
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Lo anterior demuestra que v es una medida y que {0,1} C ran(v). Finalmente,
para ver que ran(v) C {0,1} so6lo tenemos que observar que, como para todo
X C S se tiene que XNAC Ay Aesun atomo de p, p(X NA) € {0,u(A)}, de
manera que v(X) € {0,1}. O

A partir de esta proposicion tiene sentido establecer la siguiente definicion.

Definicion 3.29 Sea p una medida sequn la Definicion 2.1. Decimos que p es
una medida bivaluada si y sélo si ran(u) = {0,1}.

Las medidas bivaluadas cobran tanta importancia dentro de la investigacion
que nos atane, pues permitieron atacar al Problema de la Medida desde un enfoque
nuevo dentro de la Teoria de Conjuntos considerando familias de conjuntos tales
como los ultrafiltros.

La razon por la que resulta tan importante hablar de ultrafiltros para investigar
las propiedades de las medidas con 4tomos radica en que es equivalente la existencia
de una medida bivaluada para un conjunto S a la existencia de un ultrafiltro
o-completo y no principal sobre dicho conjunto. De hecho, Ulam estableci6 un
resultado un poco méas general que esto y es el que demostraremos a continuacion.

Teorema 3.30 Sea p una medida bivaluada y k-aditiva para un conjunto S y sea
U:={XCS:puX)=1}

Entonces U es un ultrafiltro k-completo y no principal sobre S.
Reciprocamente, si U es un ultrafiltro k-completo y no principal sobre S,
entonces la funcion p : P(S) — {0,1} definida como

1 st XeU
“(X)'_{ 0 siX¢gU

es una medida bivaluada y Kk-aditiva para S.

Demostraciéon. Supongamos que p es una medida bivaluada y k-aditiva para
un conjunto S y que U esta definido como en el enunciado del teorema. Veamos
que U es un filtro sobre S.

(i) De la definicion de medida se sigue directamente que () ¢ U y que S € U.

(ii) Por otra parte,si X € Uy X C Y, como por el Lema 1.43 1 es una medida
mondtona, tenemos que 1 = pu(X) < p(Y) < 1, asi que u(Y) = 1y, por
tanto, Y € U.

(iii) Para ver que U es cerrado bajo intersecciones finitas, tomemos X y
Y subconjuntos de S tales que u(X) = p(Y) = 1. Entonces, como
X=(X-Y)UuXnY)yY = -X)u(XnY),si wf(XNY) =0,
tendriamos que pu(X —Y) = pu(Y — X) = 1y, por tanto, p(X UY) =
wX —Y)+ Y — X) 4+ u(X NY) = 2, contradiciendo el hecho de que
ran(p) C {0,1}. Asi, (X NY) =1
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Esto demuestra que U es un filtro sobre S. De esta forma, para ver que es ultrafiltro
solo resta observar que dado X C S, si X ¢ U, entonces pu(X) = 0y, por tanto,
I=pu(S) =pu((S—X)UX) =pnS—X)+ uX) =pnS—X), de manera que
S — X € Uy, por el Teorema 3.20, se sigue la afirmacion.
Por otra parte, nétese que como p es una medida no trivial, para todo a € S
se tiene que p({a}) = 0 y, por tanto, {a} ¢ U. Asi, como U es ultrafiltro, la
Proposicién 3.23 nos permite asegurar que U es no principal.
Finalmente, para ver que U es x-completo, obsérvese que como la medida es
k-aditiva y p(S) = 1, no existe una particion de S en una sucesion {X, : a < v}
tal que v < Kk y X, ¢ U para todo a < =, asi que la afirmacion se sigue de la
Proposicion 3.26.

Para el reciproco, supongamos que U es un ultrafiltro x-completo y no principal
sobre S y verifiquemos que la funcion p definida en el enunciado del teorema es
una medida k-aditiva para S.

(a) Por un lado, como U es un filtro, ¢ U y S € U, asf que u(@) = 0y
wX) =1

(b) Elhecho de que p({a}) = 0 para todo a € S se sigue de que U es un ultrafiltro
no principal y de la Proposicion 3.23.

c¢) Finalmente, si v < k Xo:a< es una sucesion de subconjuntos de S
) 1Y y Y ]
ajenos dos a dos, tendremos los siguientes casos:

Caso I. Si existe a < v tal que X, € U, como para todo 8 # « se tiene que
Xo N X =0, para todo 3 # a ocurre que Xg C S — X,. Dado que
U es un filtro, esto implica que para todo 8 # a Xz ¢ U. Asi, en este
caso, (Xa) =1y u(Xg) = 0 para todo § # a.
Por otra parte, como X, C UB<7 Xg y U es un filtro, U5<7 Xg e U,
asi que

p|UXs | =1=) uXp).
B<y B<y

X ¢ U.

De lo contrario, como U es filtro, tendriamos que S — (Ua<7 Xo)¢U

Caso II. Si para todo a <  se tiene que X, ¢ U, afirmamos que Ua<7

y, por lo tanto, aquellos conjuntos en la coleccion

{Xa:a<’yyXa7é®}U{S UXa}

a<y

que no sean vacios, formarian particién de S en a lo mas v subconjuntos
tal que ninguno de sus elementos esta en U, pero por la Proposicién 3.26,
esto contradiria el hecho de que U es k-completo. De lo anterior se sigue

que
M(U Xa> =0=Y puXa).

a<k a<k



3.2. La Dicoromia DE ULAM 81

Lo anterior demuestra que p es una medida x-aditiva para S y, por la manera en
la que esta definida, claramente es bivaluada. [

Una consecuencia del resultado anterior nos permite retomar el concepto de
adtomo para establecer ahora una relacién directa entre las medidas con dtomos y
los ultrafiltros.

Corolario 3.31 Sip es una medida k-aditiva para un conjunto S y A es un dtomo
de p, entonces el conjunto

U:={XCS:uXnA) =pu(A)} (3.4)

es un ultrafiltro k-completo no principal sobre S.

Demostracién. La prueba se sigue directamente de que (:a)A) =1lsiy

solo si X € U y del Teorema 3.30 y la Proposicion 3.28. [

3.2.3. Cardinales medibles

En el contexto en el que nos hemos puesto al estudiar el Problema de la Medida
mediante el analisis de los ultrafiltros y sus propiedades, podemos observar que si
% es el minimo cardinal que admite una medida o-aditiva no trivial y bivaluada,
entonces k es no numerable y es el minimo cardinal en el que se puede definir
un ultrafiltro o-completo no principal. De hecho, dicho ultrafiltro resulta ser
k-completo, como veremos en el siguiente lema, que representa un resultado dual
al visto en el Corolario 2.20.

Lema 3.32 Si k es el minimo cardinal en el que se puede definir un ultrafiltro U
o-completo y no principal, entonces U es k-completo.

Demostracion. Sea U como en las hipdtesis y supongamos que U no es
k-completo. Entonces existen v < x y una particion {X,, : @ < v} de & tales que
X4 ¢ U para todo « < 7. Utilizaremos esta particiéon para construir un ultrafiltro
o-completo y no principal sobre 7, contradiciendo la minimalidad de «.
Consideremos la funcién sobreyectiva f : k — 7 dada por

f(z) :==asiysolosize X,.

En efecto, f esta bien definida y es sobreyectiva, pues el conjunto {X, : o < v}
es particion de k. Ahora, consideremos el conjunto D C P(v) definido como

D:={ZC~: flZ]eU}.

Demostraremos que D es un ultrafiltro o-completo y no principal sobre ~.

El hecho de que D es un filtro sobre  se sigue directamente de que U es filtro
y f es funcion.

Veamos que D es un ultrafiltro. Sea X C ~ tal que v — X ¢ D. Esto implica
que f~1[y — X] ¢ U. Asi, como U es ultrafiltro sobre &, el Teorema 3.20 nos dice
que x — f~ [y — X] € U. Ademas, como f es sobreyectiva, podemos asegurar que
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fYX] =k — fl]y — X], de modo que f~1[X] € U y, por tanto, X € D. Asf,
nuevamente por el Teorema 3.20, podemos concluir que D es un ultrafiltro sobre
5.

Por otra parte, D es o-completo pues, si {Z, : n € w} es una coleccion de
conjuntos en D, entonces {f~1[Z,] : n € w} es una coleccién de conjuntos en U.
De esta forma, como U es o-completo, f~1 [N, cw, Zn] = Nnew /' Zn] € U. Esto
implica que (,,c,, Zn € Dy, por tanto, D es o-completo.

Asi, solo resta verificar que D es no principal. Razonando por contradiccion,
supongamos que D es un ultrafiltro principal. Por la Proposicion 3.23, existe
a < v tal que {a} € D y, por lo tanto, X, € U, contradiciendo que X, ¢ U
para todo o < . Asi, D es un ultrafiltro o-completo no principal sobre -,
contradiciendo finalmente a la minimalidad de k. Esto concluye la demostracion
de que U es k-completo. U

En términos del Problema de la Medida, el lema anterior nos dice que si
existiera un conjunto para el cual pudiéramos definir una medida bivaluada,
entonces tomando al minimo cardinal, digamos k, para el que se satisficiera esa
condicién, encontrariamos un ultrafiltro k-completo y no principal. A partir de
esto, en la época de Ulam surgi6 la pregunta de si era posible encontrar ultrafiltros
con tales caracteristicas. En este tenor podemos enunciar la siguiente definicion,
que representa uno de los conceptos centrales de este capitulo.

Definicion 3.33 Decimos que un cardinal no numerable k es medible si y sdlo
si existe una medida bivaluada y k-aditiva para k.

De la definicién anterior en particular se sigue que un cardinal x es medible
si y so6lo si existe un ultrafiltro no principal y k-completo sobre k, por lo que
preguntarnos por la existencia de cardinales medibles es equivalente a preguntarnos
por la existencia de ultrafiltros no principales y k-completos. Ademas, en este
mismo sentido el Lema 3.32 nos dice que el minimo cardinal para el que se puede
definir una medida o-aditiva y bivaluada es medible.

Dado que claramente los cardinales medibles son un caso particular de los
cardinales de medida real, concluimos esta seccién con el siguiente corolario que
es consecuencia directa de resultados anteriores.

Corolario 3.34 Si U es un ultrafiltro k-completo y no principal sobre el cardinal
K, entonces todo conjunto X € U tiene cardinalidad k.

Demostraciéon. Sea U un ultrafiltro x-completo y no principal sobre el cardinal
k. Sea X € U. Entonces, utilizando la medida p definida en el Teorema 3.30,
tenemos que pu(X) = 1 # 0. Asi, si suponemos que | X| < k, como p es una medida
real para k, la Proposicion 3.2 implica que p(X) = 0, lo cual es una contradiccion.
O

3.2.4. Cardinales fuertemente inaccesibles

En el ano de 1930, mientras Ulam y Tarski trabajaban en el Problema de la
Medida, descubrieron que los cardinales medibles deben ser sorprendentemente
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grandes. De hecho, resultan inalcanzables bajo las operaciones usuales entre
conjuntos que conocemos, como la unién o incluso la de tomar el conjunto
potencia, que como bien sabemos por el Teorema de Cantor,” ya representa dar
un salto relativamente grande en términos de cardinalidad. Este fue el origen de
los llamados cardinales fuertemente inaccesibles, que se convirtieron en un eslabén
muy importante entre el Problema de la Medida y los cardinales grandes.

A continuacion introduciremos los conceptos que surgieron paralelamente al
trabajo de Ulam y que desembocaron en la definicion de cardinal fuertemente
inaccesible que fue establecida formalmente por Tarski y Sierpinski.

Definicion 3.35 Sea k un cardinal infinito. Decimos que k es un cardinal fuerte
si y solo si para cualquier cardinal \ < K se tiene que 2 < k.

Observacion 3.36 De la definicion anterior se sigue que si k es un cardinal
fuerte, entonces es un cardinal limite. Fsto se debe a que si k es un cardinal
sucesor, entonces existe un cardinal \ tal que k = \*. Luego, como A < 2*10
AT < 2% g, por tanto, no ocurre que 2> < A\t = k, asi que Kk no es fuerte.

Definicién 3.37 Sea k un cardinal no numerable. Decimos que K es fuertemente
inaccestble si y solo si es reqular y es un cardinal fuerte.

Observacion 3.38 De la definicion anterior es sencillo verificar que si un
cardinal es fuertemente inaccesible, entonces es también débilmente inaccesible.
Ademds, bajo la Hipdtesis Generalizada del Continuo, todo cardinal débilmente
inaccesible es fuertemente inaccesible.

Las dos definiciones anteriores pueden ser interpretadas si recordamos la
relacion entre las operaciones cardinales y las operaciones entre conjuntos que
motivan su definicion pues, por ejemplo, nos dejan claro que los cardinales
fuertemente inaccesibles son mucho mas grandes que cualquier conjunto potencia
de los cardinales menores a él. En el siguiente resultado quedaré establecido
formalmente que, como su nombre lo indica, los cardinales fuertemente inaccesibles
no pueden ser obtenidos mediante las operaciones tedérico conjuntistas que
utilizamos normalmente.

Teorema 3.39 Sea k un cardinal fuertemente inaccesible y sea X un conjunto tal
que | X| < k. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) [P(X)] < &.

(b) Si para todo Y € X se tiene que |Y| < k, entonces ||J X| < k.

(c) Si f:X — Kk es una funcion, entonces sup(f[X]) < .
Demostracion.

(a) Esta propiedad se sigue de la definicion de cardinal fuertemente inaccesible
y del Teorema A.31.

9Veéase el Teorema A.27 en el Apéndice A.
10Véase el Teorema A.50.
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(b) Sea A = |X| y sea v := sup({|Y|:Y € X}). Como k es regular,
por el inciso (a) del Teorema 3.8 tenemos que v < k y, por lo tanto,
UX] < A-v=mix{\, v} <k.

(c) Esta propiedad es consecuencia del inciso (b) del Teorema 3.8. [J

El siguiente teorema es mediante el cual Ulam y Tarski profundizaron en la
investigacion que buscaba determinar qué tan grandes son los cardinales medibles.

Teorema 3.40 Todo cardinal medible es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Sea k un cardinal medible. Entonces x es un cardinal de
medida real, as{ que la Proposicion 3.11 nos dice que x es regular, por lo que s6lo
falta demostrar que x es fuerte. Razonando por contradiccion, supongamos que
existe A < s tal que 2* > k.

Sea S C *0,1} tal que |S| = , es decir, S es un conjunto de funciones que
van de A en {0, 1} de cardinalidad «. Ahora, como  es medible y |S| = &, podemos
tomar un ultrafiltro, digamos U, que sea k-completo y no principal sobre S. Por
otra parte, como U es ultrafiltro, para cada o < A el Teorema 3.20 nos dice que,
o bien {f € S: f(a) =0} € U, o bien {f € S: f(a) = 1} € U. Asi, para cada
a < A, podemos definir a un conjunto X, de manera que

X:{{fES:f(a):0} si{feS: fla)=0}eU
CTA{feS fla)=1} si{feS:fla)=1}ecU.

De igual forma, definamos

. .{0 si{feS: fla)=0}eU
@ 1 si{fesS: fla)=1}€U.

Notese que como U es s-completo, el conjunto X := [,y Xo € U. Por otra
parte, dada F' € X se tiene que F € X, para todo a < A. De aqui que
Fe{feS: fla) =e,} para todo @ < A. Por lo tanto, X tiene a lo méas un
elemento, a saber, la funcion f : A — {0,1} tal que para cada a < A, f(a) = &,.
Asi, haciendo uso de la Proposicion 3.23, podemos concluir que U es un ultrafiltro
principal, contradiciendo nuestra suposicion. [

El estudio de los cardinales medibles sigui6 dando muchos frutos dentro de la
Teoria de Conjuntos y en particular en la investigacion en torno a los cardinales
grandes. Sin embargo, por ahora retomaremos la dicotomia en la que Ulam puso al
Problema de la Medida y pospondremos un estudio més profundo de los cardinales
medibles hasta el siguiente capitulo.

3.2.5. Medidas sin atomos

En esta seccién nos enfocaremos a determinar qué consecuencias tiene para el
Problema de la Medida la existencia de una medida sin dtomos.

En el capitulo anterior hablamos de la manera en la que los subconjuntos nulos
de un conjunto respecto a una medida dada forman un ideal y definimos conceptos
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como el de ideal k-completo que nos permitieron estudiar las propiedades de estos
ideales con mayor facilidad. En esta seccion profundizaremos en el estudio de este
tipo de ideales.

Para los resultados subsecuentes serd necesaria la siguiente definiciéon de
caracter combinatorio y que se refiere a ciertos objetos matemaéaticos a los que
llamamos drboles. En lo que resta de este trabajo podremos constatar como esta
herramienta ha permitido ver a los problemas desde enfoques totalmente distintos
a los que hemos manejado anteriormente, por lo que su uso ha cobrado gran
importancia dentro de las matemaéticas.

Definicién 3.41 Sean T un conjunto y < una relacion binaria sobre T'. Decimos
que (T, <) es un drbol si y solo si (T,<) es un orden parcial tal que para todo
x €T, el conjuntoz:={y €T :y <z} es un buen orden con la relacion <.

Dado un arbol T, podemos utilizar sus propiedades para definir los siguientes
conceptos.

Definiciéon 3.42 Sea (T, <) un drbol.

(i) Para cada x € T, la altura h(x) de x es el tipo de orden de z,'* de modo
que h(z) = sup({h(y) + 1 : y < 2}).

(ii) Para cada ordinal «, el mnivel « de T es el conjunto
Ty :={xeT :h(z)=a}.

(11i) Para un subconjunto X C T, definimos la altura de X como
h(X) :=sup({h(z) : z € X}).
En particular, h(T) es la altura del drbol T.

(iv) Sea b C T. Decimos que b es una rama de T si y solo si (b, <[p) es un orden
lineal mazximal en T. Asimismo, definimos la longitud de b como el tipo de
orden de (b, <[p).

!

$ Y

i

s

A

Figura 3.1: Arbol

1 Recordemos que el tipo de orden de un conjunto bien ordenado es el tinico ordinal al cual es
isomorfo. Véase la Definicién A.19 en el Apéndice A.
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El siguiente resultado serd fundamental para demostrar el teorema principal
que surge a partir de la dicotomia de Ulam, pues nos proporciona una consecuencia
muy precisa de la existencia de una medida sin dtomos.

Lema 3.43 Sea S un conjunto cualquiera y supongamos que eziste una medida
o-aditiva, no trivial y sin dtomos para S. Entonces existe una medida o-aditiva,
no trivial y sin dtomos para algin cardinal k < 280,

Demostracion. Sea p una medida o-aditiva, no trivial y sin 4&tomos sobre un
conjunto S. Construiremos un arbol 7' de subconjuntos de S de medida positiva
parcialmente ordenado por la contencién inversa (2). Como 4 es una medida sin
atomos, sabemos que dado un conjunto de medida positiva X, existen conjuntos,
digamos Y y Z tales que:

s X =Y UZ;
Y NZ =0;
= u(Y) >0y pu(Z) >0.

Asi, por el Axioma de Elecciéon, a cada X C S de medida positiva le podemos
asociar un par de subconjuntos ajenos, digamos Yx y Zx, cuya medida también
sea positiva y X = Yx U Zx. Definamos recursivamente los niveles del arbol T'
como sigue:

To = {S};

una vez definido el nivel T}, para algin ordinal «, definimos el nivel 7,1 como
Top1:={WCS:IXeT,(W=Yx 6 W=272x)}

finalmente, si A es un ordinal limite y 7¢ ha sido definido para todo ¢ < A, definimos

Thi={XCS:X=[)Xe, V€ <A X¢ €Te y p(X) >0
£<A

Una observacién importante que podemos hacer, es que todas las ramas de T’
son conjuntos cuyo tipo de orden es un ordinal limite. Esto se debe a que si b fuera
una rama de 7' con un elemento maximo, digamos X, y § fuera un ordinal tal que
X € T, podriamos asegurar que el nivel 731 no tendrfa ningtin elemento de b.
Sin embargo, esto seria equivalente a decir que X es un atomo de pu, contradiciendo
nuestra suposiciéon. De este modo, podemos concluir que el tipo de orden de b, es
un ordinal limite.

Veamos ahora que cada rama de T tiene longitud a lo mas numerable. Si
{X¢: €& < a} es una rama de T, entonces el conjunto {Ye:¢& < a} donde
Ye = X¢ — Xeyq para cada &, es una coleccion de |a| conjuntos ajenos de
medida positiva, por lo que la Proposiciéon 2.15 implica que || < w; y se sigue la
afirmacion.

Esto prueba que efectivamente todas las ramas de T son numerables y, por
tanto, la altura del arbol T' es menor o igual que wy.
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Figura 3.2: Arbol (T,D)

Un argumento similar nos permite asegurar que cada nivel de T es a lo mas
numerable, pues para cada «, el nivel T, es una coleccién de subconjuntos de S
ajenos por parejas y de medida positiva.

Una consecuencia de estas afirmaciones es que |T'| < Xy, pues como los niveles
de un arbol son conjuntos ajenos dos a dos, las propiedades de sumas cardinales
nos dicen que'?

T = || 7.

a<wi
= 2%l
a<wi

= Ny;- sup [Ty

a<wi
Ny - Ny
= Nj.

IN

Dicho esto, podemos afirmar que T tiene a lo més 2%° ramas. Para demostrarlo,
consideremos {b, : @ < A} una enumeracion de dichas ramas de T' y definamos
una funcién f : {by : @« < A} — “T dada por

f(ba) = faa

donde f, es alguna enumeracion de los elementos de b,. La funcion f estd bien
definida, pues ya hemos visto que todas las ramas de T tienen cardinalidad a lo
més numerable. Ademas, f es inyectiva, pues si b, y bg son dos ramas de 7' tales
que f(by) = f(bg), en particular tendremos que ran(f,) = ran(fs), es decir,
bo = bg. Esto significa que |[{b, : @ < A}| < [“T| y entonces podemos concluir que
{ba : a0 < A} < TR0 < R¥o = R0 13

De esta forma, podemos decir que existen x < 2% y una enumeracién
{ba : @ < K} de todas las ramas b := {X¢ : & < v} tales que (b # 0, donde
b ={Nec, Xe¢. Asi, para cada a < k, sea Z, == [({X : X € ba}.

12V ganse la Definicién A.53 y el Teorema A.54 en el Apéndice A.
13La Proposicién A.52 del Apéndice A nos da esta propiedad de la aritmética cardinal.
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Veamos que para cada o < k, u(Z,) = 0. Tomemos « < k arbitrario y
supongamos que A es el tipo de orden de la rama b,. Como ya hemos observado,
las propiedades de p implican que A es un ordinal limite. Asi, si u(Z,) > 0, la
definiciéon de T\ nos diria que Z, € T)\. Més ain, como la relacion de orden
que tiene T es la contencién, tendriamos que Z, € b, N T). Esto implicaria que
{X eT: X CZ,} es un subconjunto de b, de tipo de orden A+ 1, contradiciendo
el hecho de que b, tiene tipo de orden A.

Por otro lado, podemos verificar que la coleccion {Z, : @ < K} es una particion
de S:

= Cada Z, es no vacio pues asi lo elegimos.

» Sia # B, podemos tomar £ como el minimo ordinal tal que T:Nb, # TcNbg y
si{Xe} =TeNby y {Ye} = TeNbg, entonces Z,NZz C XeNYe. Asi, como los
conjuntos de cada nivel de T son ajenos por parejas, ZoNZz C XeNYe = 0.

= Dado z € S, podemos construir recursivamente una rama b, de subconjuntos
de S tal que z € Z,. Para ello, definimos

XO = 6S.
Una vez definido X, si Xo = YU Z con Y,Z € T ajenos y de medida

positiva, definimos
Y sizeY
Kat1 { Z sizeZ

Finalmente, si A es un ordinal limite y X, ha sido definido para todo a < A,
definimos
X, = ﬂ X,

a<A

siempre y cuando X € T, es decir, si u(X,) > 0, pues en caso contrario, en
este paso nos detenemos y obtenemos una rama de longitud .

De esta forma, hemos construido una rama b, := {X¢: ¢ < v} tal que
x € (bs y esto concluye la prueba de que la coleccion {Z, : a < Kk} es una
particién de S en k subconjuntos de medida cero.

Ahora, considérese F' : S — k definida como
F(z):=asiysolosize Z,.

Como {Z, : @ < K} es una particién de subconjuntos nulos de S, el Lema 2.18
nos dice que la funcion v : P(k) — [0, 1] dada por

v(Z) = u(F(2))

es una medida para k.

Hasta aqui hemos demostrado que de existir una medida sin 4tomos en S,
existe un cardinal £ < 2% en el que hay una medida o-aditiva y no trivial. Sin
embargo, si tomamos a k como el minimo con esta propiedad, el Corolario 2.20
nos dice que la medida v es k-aditiva. Asi, podemos concluir que v es una medida
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sin 4tomos, ya que si v tuviera un dtomo, por el Corolario 3.31 tendriamos que x
es un cardinal medible y, por el Teorema 3.40, eso implica que « es fuertemente
inaccesible, pero como Ry < &, 280 < k. esto contradice el hecho de que x < 2%, [

Observacion 3.44 La demostracion del Lema 3.43 muestra que si p es una
medida sin dtomos, entonces hay una particion de S en a lo mds 2%° conjuntos
nulos. Esto significa que p no es (2%)T-aditiva y, por tanto, si r admite una
medida sin dtomos y k-aditiva, entonces k < 280 y tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.45 Si k es un cardinal de medida real, entonces K es medible ¢
K < 2o,

Demostracion. Sea x un cardinal de medida real y supongamos que
k > 2% Entonces existe una medida g no trivial y s-aditiva para s. Asi, por
la Observacién 3.44, p tiene algin atomo, de manera que x es medible por el
Corolario 3.31. I

Proposicion 3.46 Si hay una medida o-aditiva, no trivial y sin dtomos para
algiin k < 280 entonces hay una para 2%°.

Demostraciéon. Sea x < 2% y sea v una medida sin atomos para . Definimos
p:P(2%) — R como
w(X) =v(XNk).

El hecho de que ju es una medida para 2%° en el sentido de la Definicion 2.1
se sigue directamente de que v lo es para . Para ver que p no tiene atomos,
tomemos X C 2% tal que u(X) > 0, esto signfica que v(X N k) > 0. Luego, como
v es una medida sin atomos, existen Y, Z C X Nk tales que v(Y) > 0y v(Z) > 0.
Como Y, Z C k, concluimos que u(Y) >0y u(Z) > 0con Y,Z C X, por lo que
X no es un atomo de p. OJ

La proposiciéon anterior y el Lema 3.43 nos permiten concluir que de ezistir una
medida sin dtomos en algin conjunto S, también existiria una medida o-aditiva,
no trivial y sin 4tomos para el conjunto R de ntmeros reales. Asi, aunque sabemos
que la existencia de ninguna de estas medidas se puede demostrar desde ZFE, para
Ulam esto representd un avance muy significativo en el Problema de la Medida y,
de hecho, uno de los resultados mas sorprendentes de este capitulo es que incluso
se puede lograr que la medida que exista para R sea una extension de la Medida
de Lebesgue. A continuacién daremos los detalles de esta construccion.

3.2.6. Una extension de la Medida de Lebesgue

En esta seccion daremos explicitamente la construccion de una extension para
la Medida de Lebesgue a partir de suponer la existencia de una medida sin 4tomos.
La idea de la construccién serd esencialmente la misma que la del Lema 3.43
salvo por algunos detalles técnicos que nos permitirdn asegurar que la medida
resultante coincide con la de Lebesgue en los intervalos abiertos contenidos en el
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[0, 1]. Utilizando esto, podremos argumentar que coincide con la de Lebesgue en
todos los conjuntos medibles.

Comenzaremos con el siguiente lema al que le daremos atencién especial pues
lo utilizaremos de nuevo més adelante.

Lema 3.47 Si u es una medida sin dtomos para un conjunto S, entonces las
siguientes afirmaciones son verdaderas:

(a) Para todo ¢ > 0 y todo X C S tal que u(X) > 0 existe Y C X tal que
0<p)<e.

(b) Para todo X C S existe Y C X tal que u(Y) = $p(X).
Demostracién.

(a) Sea X C S. Construiremos una sucesion {X,, : n € w} de subconjuntos de X
tal que 0 < u(X,) < 57-p(X) para todo n € w. Dicha sucesion estara dada
como sigue:

L] Xo = X.

e Una vez definido X, tal que 0 < u(X,) < 5%
atomo, existe Y C X, tal que u(Y) > 0y
como pu(X,) = u(Y)+ pu(X, —Y) pues p es

L 1(X), como X,, no es un
w(X, —Y) > 0. Ademas,
o-aditiva, podemos deﬁmr

P Y si p(Y) < 5u(Xn)
T X, - Y sio (X, —

De esta definicion se sigue que p(X,11) < %,u(Xn) y, por tanto, para
todo n € w, 0 < pu(X,) < 5-1(X). De aqui se sigue la afirmacion pues
dada € > 0, podemos encontrar n € w tal que 2%;1()() <e.

(b) Sea X C S. El caso en el que pu(X) = 0 es trivial, asi que supongamos
m = pu(X) > 0.

La idea de la demostracion sera tomar primero un subconjunto Yy C X cuya
medida sea menor o igual que % . Posteriormente, definiremos por recursion
una familia {Y, : @ < w;} de subconjuntos disjuntos de X, para ir uniendo
tantos de ellos como sea necesario al conjunto inicial Yy, hasta obtener un
conjunto de medida %

Asi, utilizaremos el inciso (a) para definir la familia {Y, : @ < w;} de la
siguiente manera:
e Utilizando (a), tomemos Yy C X tal que 0 < u(Yp) < 2.
e Dado 0 < a < wq, supongamos que para todo 8 < « hemos definido un
conjunto Yz C X de manera que p (Uﬁ<a Yg) < Z.Sip (Uﬁ<a Yﬁ) =
5, tal union sera el subconjunto de X buscado. Asf bien, supongamos

que p (U B<a Yﬁ) < %. Utilizando nuevamente el inciso (a), tomemos

Yo © X = Upeq Yo tal que 0 < p(Ya) < % = i (Ugea Ya)-
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Esto implica que M(U5<a Y@) + pue) < By, como
Y, N (UB ca Yg) = (0, la o-aditividad de g nos permite concluir

que /1 (U5<a+1 Yﬂ) <9

Asi, hemos construido una familia {Y, : @ < w1} de subconjuntos de
X de medida positiva que ademas son ajenos por parejas. Entonces, la
Proposicion 2.15 implica que esta colecciéon de conjuntos tiene cardinalidad
a lo més numerable. De aqui que esta construccion se debe detener en algtin
namero ordinal menor que w; y, por lo tanto, debe existir & < wy tal que

H (Uﬁ<a Yﬁ) = % u

El lema anterior expresa la esencia de lo que significa que una medida no tenga
atomos, pues manifiesta que, bajo estas condiciones, no sélo podemos subdividir a
un conjunto de medida positiva infinitas veces, sino que de hecho podemos hacerlo
teniendo control sobre el tamano de los subconjuntos obtenidos.

A continuaciéon enunciamos un par de lemas que enuncian algunos de los
detalles técnicos que nos permitirdn establecer con todo rigor la existencia de
una medida que extienda a la de Lebesgue en el intervalo [0, 1] bajo la suposiciéon
de que existe una medida sin dtomos.

Lema 3.48 Sean m € NT y 0 < k < 2™ con k € w. Entonces existe una tnica
sucesion s € ™{0,1} tal que o = Zfz_ol ;(Lﬁ)l Reciprocamente, si s € ™{0,1},
ko mel s(n)
mo T n=0 2n+1‘

entonces existe k € w tal que 0 <k < 2™ y 5

Demostracion. La idea de la demostraciéon serd construir una funcién
inyectiva que vaya del conjunto de todas las sucesiones en ™{0, 1}, al conjunto
{QL :0 < k < 2™}. Esto nos dara el resultado deseado, pues ambos conjuntos
tienen la misma cardinalidad y, al ser finitos, la funcién construida seré de hecho
una biyeccion.

Seam € Nt ysea K, ;= {& : ke Ny 0 <k <2m}. Sea f:™{0,1} — K,
definida como

f(S) = on+1 :
0
Veamos por induccién sobre m € N que f est4 bien definida y que es inyectiva.

= Si m =1, entonces K,,, = {0,3} y m = {0}, por lo que si s € ™{0,1}, de
la definicion de f se sigue que f(s) = @ € K,,. Esto nos dice que f esta
bien definida. Para ver que es inyectiva, supongamos que sg,s1 € ™{0,1}
son tales que f(sg) = f(s1). Entonces se tiene que

02 _ oy~ sy = 510)
=5 = Fls0) = fls1) = =5~

De aqui se sigue que s¢(0) = s1(0) y, como el dominio de s¢ y de s7 es el
conjunto {0}, entonces sg = s1, asi que, efectivamente, f es inyectiva.
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= Supongamos ahora que m € N* y que si f: ™{0,1} — K,, esta dada como

antes, entonces f esta bien definida y es inyectiva. Para el paso inductivo
consideremos la funcién g : ™*1{0,1} — K,,,; dada por

9= Y 2

n=0

Obsérvese que si s € ™+1{0,1}, entonces s [,, € ™{0,1}, de modo que, por
definicion de f,

m—1

fstm) = 3 Emlm)

2n+1

s(n)

2n+1 :

3
Il
=)

3

3
I
=)

Asi, como por hipétesis de induccién sabemos que f(s [.,,) € K, podemos
m—1 s(n)

asegurar que existe kg € N tal que 0 < kg < 2™y Y " so5r = 2’“—31 Por lo
tanto,

ko | s(m) _ 2ko +s(m)

g(s) =

- om 2m+1 2m+1
Luego, como s(m) € {0,1} y como 0 < kg < 2™ — 1, se tiene que
0 < 2kg+s(m) < (2™ —2) +1=2mF 1.
De aqui podemos concluir que g(s) € {5 : 0 < k < 271} = K11,
por tanto, g esta bien definida.

Para ver que g es inyectiva, supongamos que sg, s; € ™71{0, 1} son tales que
9(so0) = g(s1). Esto significa que

~so(n) -~ si(n)
0 1
Z on+1 = Z on+1 " (35)
n=0 n=0
Para ver que sy = $1, veamos primero que so(m) = si(m). Razonando

por contradiccion, supongamos sin perder generalidad que so(m) = 0 y que
s1(m) = 1. Por la ecuacion (3.5), esto significa que
oso(n) S si(n) 1
Z on+l gn+1 + gm+1°

n=0 n=0

Por otro lado, utilizando nuevamente que sg [, 51 [m€ ™{0,1} y el hecho
de que f esta bien definida por hipoétesis inductiva, podemos asegurar que
existen ko, k1 € K, tales que

m—1
ﬁ o So (n)
2m - 2n+1 y
n=0
m—1
ko s1(n)
om - 2n+1 :
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De las tres ecuaciones anteriores se sigue que

ko _ B 1
2m_2m 2m+1

y, por tanto,
2(ko — k1) 1

2m+1 - 2m+1 ?

asi que kg — k1 = % Sin embargo, esto es una contradiccion, ya que ko y k1
son numeros naturales. De aqui podemos concluir que, en efecto,

so(m) = s1(m). (3.6)

Esto junto con la ecuacién (3.5) tiene como consecuencia que

m—1 m—1
o )y e
. 2n+1 - . 2n+1 ?

asi que aplicando nuevamente la hipétesis inductiva, pero esta vez usando
que f es inyectiva, podemos concluir que

50 Im =81 Im (3.7)

De las ecuaciones (3.6) y (3.7) podemos concluir que sy = s1 y, por tanto, g
es inyectiva. Esto termina la demostracion. [J

Lema 3.49 Sea G C R un conjunto abierto. Entonces G se puede escribir como
union numerable de intervalos ajenos por parejas de la forma [2%, %kl), donde
a€l ykew.

Demostracion. Sea G un subconjunto abierto de R. Definiremos por
recursion sobre w una familia de conjuntos de nimeros enteros que den pie a
una coleccidén de intervalos ajenos por parejas que sean de la forma [2%, “TJQI) y
con la propiedad de que su unién sea el conjunto G.

Comenzaremos definiendo al conjunto
Dy:={a€Z:[a,a+1)CG}.

Ahora, suponiendo que hemos construido al conjunto D; para todo j < mn,
definamos

a a+1 b b+1 a a+1
D,, = Z: | — C ] D; | —, —— — — | = .
n {ae [2n, o )_Gij<an€ J[ZJ’ 2 )ﬁ[Qn, o ) (Z)}

Afirmamos que

6-U (U [55))

n€w \a€D,

Claramente tenemos que para todo n € w, si a € D,, entonces

[275%, 5‘%11) C G, por lo que solo falta demostrar que para todo x € G existen

ne€wyac€D, tales que x € [2;%,2“"%11)
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Tomemos entonces x € G arbitrario y sea k € w un numero natural tal que
% < d(x,R — G),'* que sabemos que existe porque d(x,R — G) > 0. Ahora,
sea a € 7 tal que x € [5%, “;1). Como 2% < d(z,R — G), esto implica que
|:a a+1

5% Z—k) C @, de modo que tenemos los siguientes casos:

Casol. Si a € Dy, entonces hemos terminado pues esto significa que
+1
T € Unéw (UaeDn [2"(14rl ’ 2(1"“))'

Caso II. Si a ¢ Dy, entonces por definicion de Dy, existen j < k'y b € D; tales

b b+1 a a+l1 3 1 1
que [g, oF) ) N [— ) # () y, como ambos son intervalos y 55 < 575
a a+1 b b+l

2k 9k
. . 1
esto implica que [2—,“27) - [g, > ), por lo que z € [%, b;j ) Por
lo tanto, x estd en la unién correspondiente. [

Dadas estas herramientas, estamos listos para enunciar el tan anunciado
resultado que fue demostrado por Ulam en su intento por resolver el Problema
de la Medida y construir una extension de la Medida de Lebesgue.

Teorema 3.50 Si existe una medida o-aditiva, no trivial y sin dtomos en un
conjunto S, entonces existe una medida en [0,1] que extiende a la Medida de
Lebesgue.

Demostracion. Sea p una medida o-aditiva, no trivial y sin &tomos para un
conjunto S. De manera similar a como lo hicimos en el Lema 3.43, construiremos
recursivamente una familia de conjuntos indexada por los elementos en el espacio
Seq({0,1}). Para ello, definamos:

Xp:=S5.

Una vez definido X, podemos definir X~ utilizando el inciso (b) del Lema
3.47 de manera que

L4 XSAO g Xs;
o (Xs~0) = %U(Xs)~
Luego, definimos Xs~1 := X5 — Xs~0.

Observacion 3.51 Bajo esta definicion, tendremos las siguientes propiedades
para los conjuntos Xs:

(CL) Xs = Xs"O U Xs"l;
(b) XSAO m)(s’”l - @; Yy
(¢) (Xs~0) = w(Xs~1) = $u(X5).

Con esta construccion tenemos que, para todo s € Seq({0,1}), si la longitud de s
es m, o equivalentemente, si s € "{0, 1}, entonces pu(X,) =
Ahora, para cada f € “{0,1}, definamos el conjunto

Xf = m Xan'

necw

14Véase la Definiciéon B.12 en el Apéndice B.
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Afirmacioén 3.52 Afirmamos que {X; : f € “{0,1} y X; # 0} es una particion
de conjuntos nulos de S.'°

Como nos estamos restringiendo a los conjuntos X; que son no vacios, sélo hace
falta verificar las siguientes propiedades.

(i)

(iii)

Veamos que S = [J{X : f € “{0,1}}. Para verificar esto, nétese que dado
x € S, podemos definir la funcién f : w — {0,1} como

f(n):=isiysolosixze X;~; ylong(s) =n.

f estda bien definida por las propiedades establecidas en la Observacién
3.51. Ademsés, para cada n € w tenemos que x € Xy, de modo que

memnEwarn:Xf'

Veamos ahora que si f # g, entonces Xy N X, = (. Si n es el minimo
natural tal que f(n) # g(n), entonces f [,= g [,. Por tanto, si X, =
Xy, = Xg1.,, tenemos nuevamente por el inciso (b) de la Observacion 3.51
que Xpp . NXgp,,, = (), pues estos conjuntos forman una particion de X.
En consecuencia tenemos que X; N X, = (ﬂn€w Xfrn) N (ﬂnew Xg[n) C
Xfrs(n) n ngs(n) = 0.

Por otro lado, nétese que (X ) = 0 para cualquier f € “{0,1}, pues para
todo n € w se tiene que u(Xy) < p(Xy),) = 5.

Asi, hemos demostrado que {X; : f € “{0,1} y Xy # 0} forma una particion
de conjuntos nulos de S.

De manera anéloga a como lo hicimos en el Lema 3.43, consideremos la
particion de S que acabamos de construir y definamos la funciéon g : S — «{0,1}
de manera que

g(x) = fsiysolosize Xy.

Entonces, por el Lema 2.18, la funcion v : P(¥{0,1}) — [0, 1] dada por

n(Z) =y 12) = (UiXs : € 2}).

es una medida para “{0, 1}.
Ahora, consideremos a la funcién F : “{0,1} — [0, 1] definida como

F =Y 5

new

y definamos v : P([0,1]) — [0, 1] como

v(Y) == v (FLY)).

15Esto tiene como consecuencia que, si |S| < |“{0,1}| = 280, entonces necesariamente existe
g € “{0,1} tal que X, = 0, por lo que tiene sentido restringirnos a aquellos conjuntos Xy que
son no vacios.
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Por un lado, la funcion F esta bien definida, pues para toda f € “{0,1} se
tiene que, para todo n € w, 0 < f(n) < 1, asi que

1
0<F(f 22n+1—22n+1:1'

new new

De aqui se sigue que v también esté bien definida.

Afirmamos ahora que v es una medida o-aditiva y no trivial para el intervalo
[0,1] que, ademas, coincide con la de Lebesgue.

Antes de proceder a la prueba de esta afirmacion, vale la pena aclarar que la
idea detrds de construir a v de esta manera radica en que, en un primer paso,
estamos copiando mediante la funcion ¢ la medida existente en S al conjunto de
funciones “{0, 1}. Posteriormente, copiamos al intervalo [0, 1] la medida generada
para “{0,1} y para ello utilizamos a la funcién F. Mas atn, como para cada
n € wy cada s € "{0,1} hemos construido un conjunto X, de medida 2,” el
objetivo de las funciones g y F es env1ar a estos conjuntos en intervalos de la
forma [%, k;;lL cuya longitud es ﬁ. Para verificar esto, tomemos m € NT y
0 <k < 2™. Por el Lema 3.48, sabemos que existe una Gnica sucesion s € {0, 1}
tal que & = Y ),

Afirmamos que X, C [J{X;: > c. gﬂ(ﬂ € [;f,,, %]}

Para demostrar esto, sea x € X, y definamos f : w — {0,1} como

__f s(n) si0<n<m
) { i siz e Xy, ,~iym<n.

f esta bien definida por las propiedades de los conjuntos de la forma X, con
r € Seq({0,1}) y, claramente, z € X;. Ademaés,

27m = Z on+1
n<m

= Z 2n+1

n<m

Z 2n+1 + Z 2n+1

n<<m n>m

Z 2n+1 + Z 2n+1

n<<m n>m

Z 2n+1

n<m

kE+1

IN

IN

)
3

En conclusion, Y, . s297

X, C U{Xf Z 2n+1 [2];[“;;1} } =gt {F‘l [;k;;ln . (3.8

new
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De aqui se sigue que (F o g)[Xs] C [2%,%}, que es lo que queriamos

demostrar.

| | |
| | 1
0 5 1
| |
| 1
0 1

Hechas estas aclraciones, demostraremos que efectivamente v es una medida
para el intervalo [0, 1] que, ademads, extiende a la Medida de Lebesgue.

(i) Es claro que V([Z)) = v (F70]) = v1(0) = 0 y también tenemos la condicién

v([0,1]) = va (F7H0,1]) = 11 (*{0,1}) = 1.

(ii) Para ver que v es no trivial, observemos que

v({a}) = n(F'{a}])
M(U{XfifEF [{a}] })

(Upeezan))

Obsérvese que si no existe f tal que a = > %, entonces v({a}) =

u(?) = 0. Asi, sélo hace falta verificar el caso en el que existe f € “{0,1} tal

que a = Znew 57521 .

Demostraremos que el conjunto

F'{a}] = {g €“{0.1) a= 35?3}

new
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tiene a lo mas dos elementos. Con esto habremos terminado, pues si
F~1[{a}] = {f,g} con f # g, entonces por la o-aditividad de p y por la
Afirmacion 3.52, tendremos que

v({a}) = wn({f.g})

= pu(XpUXy)

= wXy) +p(Xy)

= 0.
Del mismo modo, si F~*[{a}] = {f}, entonces v({a}) = u(Xy) = 0.
Asi bien, tomemos f € “{0,1} fija tal que a = >, g(—fi v g # f con la
misma propiedad. Sea m € w el minimo nimero natural tal que f(m) # g(m)
y supongamos, sin perder generalidad, que f(m)=0< 1= g(m).

Caso I. Siparatodon >m+1 f(n) =1y g(n) =0, entonces tenemos que
fln) si0<n<m-1

g(n) = 1
0 sin>m+1

y, por lo tanto,

f(n fn fn
Z2TE+Z - Z2r§+2+ Z 275+3

new n<m n>m+1
n 1
_ g(n)
2n+1 2m+1
n<m
_ g9(n)
- 2n+1
n<m
_ 9(n) g9(n)
- 2n+1 + Z 2n+1
n<m n>m+1
_ g9(n)
- 2n+1
new
Caso II. Si existe n > m + 1 tal que f(n) = 0, entonces

f(n f(n f(n
Zgrg+z - 22754'3—1_ > 275+3

new n<<m n>m+1
1
- g9(n)
2n+1 2m+1
n<m
_ g9(n)
- 2n+1
n<m
g9(n) g9(n)
< on+1 + Z on+1
n<m n>m+1
_ 9(n)
- 2n+1
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El hecho de que la primer desigualdad sea estricta, nos dice que
este caso no se puede dar bajo nuestra hipotesis.

Caso III. Si existe n > m + 1 tal que g(n) = 1, entonces

(iii)

f(n) f(n) f(n)
Z on+1 Z on+1 + Z on+1
new n<m n>m+1

g(n) 1
S 2n+1 2m+1
n<m
g
- n+1
n=0 2
9(n) g(n)
< 2n+1 + Z 2n+1
n<m n>m+1
_ g(n)
- on+1’
new

de manera que este caso tampoco se puede dar.

Por lo tanto, el tnico caso posible es el I. Esto significa que si g # f vy
Y oncw 5,522 =D ew Qgﬁ—i)l, entonces g estd totalmente determinada por el
primer valor en el que difiere de f. Ademaés, mediante este argumento hemos
demostrado también que, de existir f y g con esta propiedad, entonces f
y g son sucesiones que a partir de un momento se vuelven constantes. Mas
aun, hemos establecido que si m € w es el primer ntmero natural tal que
f(m) # g(m), entonces m+1 es el minimo ntumero natural tal que para toda
n>m+1, f(n)=f(m+1)ygn)=gn+1),con f(m+1)# g(m+1).16
De esta manera, lo anterior nos permite concluir que, para todo a € [0, 1],
|F~1[{a}]] €2, que es lo que queriamos demostrar.

Ahora, utilizando nuevamente la o-aditividad de v; y el hecho de que F
es funcion, tenemos que si {4, : n € w} es una colecciéon de subconjuntos
ajenos del intervalo [0, 1], entonces

141 <F1 >

v (U An>
n (U F7YA,]

Z 41 (F71 [An])

new

> v(An).

new

U A’!L

new

16En particular esto significa que los tnicos a € [0,1] para los que que hay f # g tales que

a=3co 2}157?1 = new 2%5—1)1, son aquellos de la forma a = 2% para 0 < k < 2™, ya que, por
el Lema 3.48, si f es una sucesién que a partir de un momento vale 0, entonces Znew 2{52)1 = 2%

para algunos k,m € w.
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Esto concluye la prueba de que v es una medida para el intervalo [0, 1], de manera
que solo resta verificar que coincide con la Medida de Lebesgue en todos los
subconjuntos medibles del [0, 1].

El primer paso para demostrar esto, serd ver que u coincide con la Medida de

Lebesgue en todos los intervalos de la forma [ k w) C [0,1] con k € w es decir,
k_ k+1 1

2771 b 2m
que para todo m € NT y todo 0 < k < 2™, se tiene que v ([2 , 2—)) = gm-

Para ver esto, nétese que para toda sucesion s de longitud m, la Observaciéon
(3.51) y la contencion dada en (3.8) implican que

1

om Xs)

(o gl )

_ <fe‘”{0 1} 22n+1 {;n’k;ml}}>

new

ol )
()

Por lo tanto, como v es no trivial y o-aditiva, v ([;fm k;;}]) =v ([%, %)),
de manera que dado m € NT, para todo 0 < k£ < 2™ tenemos que
2% < 1/([%, k;,fl)) Nuevamente la o-aditividad de v nos permite asegurar
que todas estas desigualdades son en realidad igualdades, ya que si para algin

0 < k < 2™ se tuviera que <v ([2’“, ’“2“)), entonces

(Uls))
; a(E)

1
om

2 m

v([0,1]) = »([0, 1))

<
k=
=1

[}

)

lo cual es una contradiccion a la condicion (a) de la definicion de medida.

Hasta aqui hemos demostrado que v coincide con la Medida de Lebesgue en
todos los intervalos de la forma [2%, %), con k € wy m € NT. Demostraremos
ahora que v coincide con £ en todos los conjuntos Lebesgue medibles. Para
ello, verificaremos primero que si G C [0,1] es un intervalo abierto, entonces
v(G) = £(G). Posteriormente utilizaremos el Teorema 1.45 para concluir que
14 Ff)j“{: £.

Para la primera parte de nuestra afirmacion, tomemos G un intervalo abierto
en [0,1] y observemos que, por el Lema 3.49, G se puede escribir como unién
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numerable de intervalos ajenos por parejas de la forma [, %kl), donde a € Z 'y
k € w. Como v es o-aditiva, esto implica en particular que v(G) = £(G).

Para el siguiente paso, notemos que utilizando lo anterior y el hecho de que
v({a}) = 0 para todo a € [0,1], como v es o-aditiva, podemos concluir que
v | 7ap(0,1)= £, donde F es el algebra de conjuntos definida en la Notacion 1.5.
De aqui que una versién analoga al Teorema 1.45 de la unicidad de la Medida de
Lebesgue, pero considerando ahora tnicamente al intervalo [0, 1] como espacio de

medida, nos asegura que v [gp= £, como queriamos demostrar. [

El resultado anterior proporcioné por primera vez la posibilidad de la existencia
de un cardinal débilmente inaccesible, ya que si se lograra extender la Medida
de Lebesgue, 280 resultarfa ser un cardinal de medida real y, por el Teorema
3.16, tendriamos que es débilmente inaccesible. M4as atun, para Ulam este resultado
representaba una posibilidad de refutar definitivamente la Hipotesis del Continuo,
segun lo demostrado en el Teorema 2.6.

3.2.7. El Teorema de Ulam

Todo el trabajo hecho a lo largo de este capitulo nos permite finalmente
demostrar el resultado mas importante que tenemos respecto al Problema de la
Medida en la Teoria de Conjuntos, que es el teorema mediante el que Ulam sintetizo
todos los resultados obtenidos a partir de los dos caminos posibles: medidas con
dtomos y medidas sin dtomos.

Teorema 3.53 (Ulam) Si existe una medida o-aditiva no trivial para un
conjunto S, entonces se cumple alguna de las siguientes afirmaciones:

(i) Existe una medida bivaluada para S y |S| es mayor o igual al minimo cardinal
fuertemente inaccesible, o bien,

(ii) existe una medida sin dtomos para 2%° y 2% es mayor o igual al minimo
cardinal débilmente inaccesible.

Demostraciéon. Supongamos que u es una medida o-aditiva y no trivial para un
conjunto S. Entonces se tiene alguno de los siguientes casos:

Caso I. Si existe A C S tal que A es un atomo de p, entonces por el Corolario
3.31 existe un ultrafiltro o-completo y no principal sobre S. De aqui
que también hay uno sobre |S|, de manera que |S| es medible y, por el
Teorema 3.40, esto implica que |S| es fuertemente inaccesible. Asi, |S]|
es mayor o igual al minimo cardinal fuertemente inaccesible.

Caso II. Si p es una medida sin adtomos, entonces el Lema 3.43 nos dice que
existe una medida o-aditiva, no trivial y sin 4&tomos para algin x < 280,
Luego, por la Proposicién 3.46, esto implica que hay una medida para
2% Por tanto, si A\ es el minimo cardinal que admite una medida
o-aditiva y no trivial, entonces A < 2% y, por el Corolario 2.20, A
es un cardinal de medida real. Asi, el Teorema 3.16 implica que X es
débilmente inaccesible y, por tanto, 2% es mayor o igual que el minimo
cardinal débilmente inaccesible. [



102 3. CARDINALES MEDIBLES

En este capitulo hemos desarrollado uno de los objetivos centrales de esta tesis,
que es el de establecer, motivados por el Problema de la Medida, el concepto de
cardinal medible y toda la teoria que surgi6 a raiz de este problema. En este
contexto, cabe destacar que el Teorema de dicotomia de Ulam pone fin a la
pregunta de si es posible encontrar un conjunto (o equivalentemente, un nimero
cardinal) para el que se pueda definir una medida o-aditiva y no trivial. La
respuesta que nos da el teorema anterior, junto con el hecho de que no es posible
demostrar la existencia de cardinales débilmente inaccesibles desde los axiomas
de ZFE, es que tampoco es posible dar una solucién afirmativa al Problema
de la Medida a partir de estos axiomas. Sin embargo, lo cierto es que hasta
ahora tampoco hemos encontrado elementos para decir que seria inconsistente con
ZFE suponer la existencia de algin cardinal medible. Ademés, hemos comentado
que, para muchos especialistas en Teoria de Conjuntos, resulta natural suponer
la existencia de este tipo de cardinales, ya que el compromiso ontologico que
es necesario adquirir para definirlos, es analogo al que se da al establecer el
Axioma de Infinito, que es indispensable para poder ver a la coleccion de ntimeros
naturales como un conjunto. De esta forma, resulta interesante preguntarse qué
consecuencias puede tener sobre la Teoria de Conjuntos la suposicion de que existen
cardinales medibles. El siguiente capitulo tiene como objetivo establecer algunas
de estas consecuencias en el marco de la teoria de los cardinales grandes.



CAPITULO 4

Otros cardinales grandes

Hasta ahora hemos demostrado que todo cardinal medible es fuertemente
inaccesible y, por lo tanto, es considerado un cardinal grande, ya que su existencia
no se puede demostrar desde los axiomas de ZFE. Sin embargo, de todos los
cardinales grandes que se han definido hasta ahora, los débilmente inaccesibles y
los fuertemente inaccesibles resultan ser los més pequenos pues su existencia se
puede demostrar a partir de suponer la existencia de los otros cardinales grandes de
los que hemos hablado, que son los medibles. En contraste, estos tltimos resultaran
estar por arriba de otros tipos de cardinales que, como ellos, se han definido a partir
de ideas que surgen en diversas areas de las matematicas y finalmente convergen
en la teoria de los cardinales grandes.

En este capitulo daremos a conocer aquellos cardinales grandes que resultan
ser mds pequenos que los medibles y expondremos de manera muy general las
relaciones que existen entre ellos.

4.1. Cardinales de Mahlo

La primera especie de cardinales grandes que estudiaremos fueron introducidos
por Paul Mahlo en 1911.! Antes de motivar su definicién, necesitaremos dar a
conocer algunas definiciones que surgen a partir de ideas topologicas. Al igual que
como en los nimeros reales lo tinico que necesitamos para hablar de conjuntos
abiertos o cerrados es el orden lineal de R, en los nameros ordinales y cardinales
podemos establecer conceptos analogos aprovechando el buen orden inducido por
la relacion €. Asi pues, podemos considerar la siguiente definicion.

eéase [Jec02] pag. 105.
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Definicion 4.1 Sea k un cardinal reqular no numerable y sea C' C k. Decimos
que C' es cerrado en k si y solo si dados un ordinal limite v < K y una sucesion
no decreciente {ag : £ <y} C C, se tiene que limey a¢ € C.

La siguiente definicion se refiere a una especie muy particular de interseccion
de conjuntos y serd de gran importancia para llegar al concepto de cardinal de
Mahlo.

Definicion 4.2 Sea {X, :a < K} una k-sucesion de subconjuntos de k.
Definimos la interseccion diagonal de esta sucesion como el conjunto

PNocXa = E<k:{>0ye ) Xa

a<é

La siguiente observacién nos permitird ver con maéas facilidad qué tipo de
conjunto representa una intersecciéon diagonal.

Observaciéon 4.3 Si {X, : a < k} es una k-sucesion de subconjuntos de k,
entonces

(Z) NopcwXa = ﬂaq (Xa U {5 <k :£<Z a}) Y
(i) ﬂa<n Xo CApenXa-

A continuacién enunciaremos un resultado que nos deja ver algunas de las
propiedades de los conjuntos que son cerrados y no acotados.? Para evitar
ambigiiedad en los enunciados, cuando hablemos de un conjunto cerrado no
acotado nos estaremos refiriendo a uno que es cerrado y no acotado.

Proposicion 4.4 Sea k un cardinal regular no numerable. Entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas.

(a) La interseccion de menos de k conjuntos que son cerrados no acotados en k
es un conjunto cerrado no acotado en k.

(b) La interseccion diagonal de k conjuntos cerrados no acotados en Kk es
nuevamente un conjunto cerrado no acotado en K.

Demostracion. Sea k un cardinal regular no numerable.

(a) Para demostrar esta afirmacion, tomemos 0 < v < kK y {Cy : @ < 7} una
coleccién de subconjuntos cerrados no acotados de k. Demostraremos por
induccién sobre v que su interseccion es cerrada y no acotada en k.

e Para v =1 el resultado es claro.

2Recordemos de la Definicién 3.6 que X C & es no acotado si y solo si sup(X) = k. Este es
otro ejemplo de un concepto que surge de la topologia y que podemos establecer para cardinales
haciendo uso del buen orden que hay entre ellos.
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e Supongamos que la afirmacién es cierta para [ y consideremos
{Cy : @ < B+ 1} una familia de subconjuntos cerrados no acotados

de . Entonces (), 541 Ca = (ﬂa<ﬁ C’a) N Cp es interseccion de dos

cerrados en kK y es claro que es cerrado en k. Asi, s6lo resta verificar
que este conjunto es no acotado. Para ello, tomemos a < k. Como
por hipétesis inductiva (), 5 Ca es no acotado, existe ap > « tal que
@ € ye 5 Ca. Analogamente, como Cg también es no acotado en x,
existe a1 > ag tal que oy € C. De esta manera, podemos construir
por recursion sobre n € w una sucesiéon creciente {«, : n € w} tal que
a < ag y donde agy, € ﬂa<ﬁ Co v aop+1 € Cp para todo k € w.

Asi, si A = limy o, o = limg oy, agr = limy«,, aogy1, entonces, como

05 Ca) NCs = Nacgyr Ca ¥

los intersecandos son cerrados, A € (ﬂ o<fil

A> .

e Por ultimo, supongamos que 7y es un ordinal limite tal que para todo
a < 7y se tiene que ﬂ§<a C¢ es cerrado no acotado. Ahora, para cada
a < 7 definamos al conjunto D, := ﬂ£<a C¢. Obsérvese que:

(1) por el paso inductivo anterior, para todo « < v, D, es cerrado no
acotado, pues tanto ﬂ£ <o C¢ como C,, lo son;

(2) {Dy : o < v} es una cadena C-descendente de subconjuntos de &,
es decir, Dy 2 D1 D ... 2 D, D ...

(3) Nu<y Do =MNuesy Ca-
Denotemos por C := ﬂa<7 D,. Es claro que C es un conjunto

cerrado. Para ver que C es no acotado, tomemos a < k y definamos
recursivamente una sucesion {8 : £ < v} tal que:

(i) Bo € Do, fo > 'y

(ii) para cada 0 < & <7, B¢ € D¢ es tal que ¢ > sup{8, : n < &}.
Notese que como k es regular y v < k, esta sucesion tiene que ser
acotada en k, asi que si 8 =: lim¢~ B¢, entonces 3 < k.

Luego, para cada 1 < 7 se tiene que § = lim,<¢<, B¢, donde
{Be :n < & <~} C D,. Asi, como D, es cerrado, 3 € D,, por lo
que (€ mn<’y D, y ademés § > «. Esto significa que C =, _., D, es
no acotado, como queriamos demostrar.

n<y

(b) Para esta afirmacion, sea {C, : @ < K} una sucesion de k subconjuntos
cerrados no acotados de k. Obsérvese que

NperCy = {E<k:E{>0y¢e()C,
n<g

= J¢<r:E>0yce ()G

a<fn<a

= Aoz<f-i ﬂ Cn

n<a
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Asi, si para cada o < k definimos D,, := ﬂnga C,,, por el inciso (a) tenemos
que D, es cerrado no acotado en k. Por otra parte, se cumple que:

(i) A7;<r€077 = A’I?<KD’I7 y

(ii) la coleccion {D, : @ < K} es una cadena descendente de subconjuntos
de k, es decir, Dy D D1 2...D2 D, D ....

Sea D := Ny<pxDy. Afirmamos que D es cerrado. Para demostrarlo, sea
v < k un ordinal limite y sea {a¢ : & < v} una sucesién no decreciente
de elementos de D. Queremos demostrar que lime«y a¢ € D, es decir, que
lim¢ <y ae € D, para todo n < lime .

Asi, tomemos 1 < limgcy e y sea X, :== {r € D :n < r < limecag}.
Veamos que X, satisface que X,, C D,. Obsérvese que si r € X,,, entonces
r € Dy, por definicién de interseccion diagonal, r € (,., Co. Ademas,
como 1 < 7, (e Ca € Na<y Ca = Dy, asi que 7 € Dy, como querfamos
demostrar.

Ademss, limgcrae = U{X,:n < limeeyae} € (), para todo
1 < lim¢ < a¢. Por lo tanto, limg < ae € D y entonces D es cerrado.

Veamos ahora que D es no acotado. Sea o < Kk y construyamos
recursivamente una sucesion {3, : n € w} de tal manera que:

(i) Bo € Doy y Bo > o (podemos hacer esto pues Dy es no acotado en k) y

(ii) paracadan € w, utilizando el hecho de que Dg, es no acotado, tomamos
Bn+1 > By tal que By 41 € D,

Afirmamos que (§ := lim,<, 0, € D. Para mostrar esto, notemos que
para cada £ < 0 existe n € w tal que £ < [3,. Sin embargo, si kK > n, la
condicién (ii) nos dice que By € Dg,, que es un conjunto cerrado, asi que
B = sup{fr :n < k < w} € Dg,. Luego, como & < B,, D¢ D Dg,, de
manera que 3 € D¢ para todo £ < 3, es decir, 3 € ﬂ£<6 D¢. Esto demuestra
que 8 € Dy, como 8 > a, podemos concluir que D es no acotado. O

En relacion a los conjuntos cerrados no acotados, podemos establecer la

siguiente definicion.

Definicion 4.5 Dado un cardinal k regular y no numerable, decimos que un
conjunto S C K es estacionario si y sélo si SN C # 0 para todo C cerrado
no acotado en kK.

Notese que si k es un cardinal como en la definicién anterior y « es un ntimero

ordinal tal que o < k, entonces el conjunto S := {y < £ : @ < 7} tiene interseccion
no vacia con cualquier conjunto no acotado en k. Asi, en particular tenemos que
S es estacionario. Para establecer més claramente las propiedades los conjuntos
estacionarios, enunciaremos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.6 Sea k un cardinal reqgular no numerable. Entonces las siguientes
afirmaciones son verdaderas.
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(a) Todo cerrado no acotado en un cardinal k es estacionario en k y todo
subconjunto de k que contenga a un estacionario, es estacionario.

(b) Todo conjunto estacionario en k es no acotado en k.

(¢) Si E C k es estacionario y C es cerrado no acotado en k, entonces ENC
es estacionario en k.

Demostracion.

(a) Sean C, D C & dos conjuntos cerrados no acotados en . Por el inciso (a) de
la Proposicién 4.4, tenemos que C'N D es cerrado no acotado en x, asi que en
particular C' N D # @. Esto demuestra que C' es estacionario. La afirmacion
de que todo subconjunto de k que contiene a un estacionario es estacionario
es inmediata.

(b) Sea E un conjunto estacionario en £y sea a < k. Como {{ < k: & > a}
es cerrado no acotado en «, existe § € EN{{ < k: £ > a}, es decir, existe
a< fB<ktalque g€ E.

(¢) Sea E un conjunto estacionario y sean C'y C’ dos cerrados no acotados en
k. Entonces C' N C’ es cerrado no acotado por la Proposicion 4.4, de manera
que, como FE es estacionario, (ENC)NC"' = EN(CNC") # 0, asi que ENC
es estacionario. [J

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del resultado anterior y
de las propiedades de los cardinales regulares.

Corolario 4.7 Si k es un cardinal regular no numerable y E C Kk es un conjunto
estacionario, entonces |E| = k.

Demostraciéon. La prueba se sigue del hecho de que F es no acotado en k y &
es regular. (]

Los resultados anteriores nos dicen que los conjuntos estacionarios son aquellos
no acotados que aunque no necesariamente son cerrados, tienen mucho en comin
con todos los cerrados no acotados contenidos en un cardinal dado.

La siguiente proposicion establece una relacién muy importante entre los
cardinales fuertemente inaccesibles y los conjuntos cerrados no acotados.

Proposicion 4.8 Sik es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces el conjunto
de cardinales fuertes menores que Kk es cerrado no acotado en k.

Demostracion. Sea C':={\A < k: Vu < A2 < N)}.

Veamos que C es un conjunto cerrado. Para ello, notemos que si 7 < k es un
ordinal limite y {A¢ : £ < 7} es una sucesién no decreciente de elementos en C,
entonces limg, A\¢ < K, ya que para cada &, A\¢ < K y & es regular. Por otro lado,
lime < A¢ es fuerte, ya que si pp < limgeo Ag, entonces pp < A¢ para algin £ < v, de
manera que 2# < A\¢ < limgoy A¢. Esto demuestra que C' es cerrado.
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Ahora, para ver que C es no acotado, consideremos a < k. Definamos por
recursion sobre w la siguiente sucesion de ntimeros cardinales.

Ao la|™;

Ant1 = 22 para cada n € w.

Notese que {\, : n € w} es una sucesion creciente de ntumeros cardinales. Asi,
podemos definir A := lim,c, A\p. Como K es un cardinal fuerte y a < k, la
Observaciéon 3.36 nos permite concluir que @ < |a|t < k. De esta manera,
mediante un argumento inductivo podemos ver que, para todo n € w, A\, < K
y, como k es regular y mayor que Ny, £ no puede ser uniéon de Ny subconjuntos
de cardinalidad menor que k. Asi, como A = UnEW Ay A < k. Ademas, A es un
cardinal fuerte pues, si u < A, entonces existe m € w tal que u < A, y, por tanto,
21 < 22 = A\, 1y < \. Esto demuestra que A € C'y, como a < |a|t < A, se sigue
que C' es no acotado en k.

Observacion 4.9 FEs importante notar que si k es el minimo cardinal fuertemente
inaccesible, entonces todos los cardinales fuertes menores que k son singulares. Asi,
la proposicion anterior implica que, en este caso, el conjunto de todos los cardinales
fuertes singulares menores que k es cerrado no acotado en k.

Esta observacion nos permite ver que si k es el primer cardinal inaccesible
fuerte, entonces el conjunto de cardinales regulares menores que x no forman un
conjunto estacionario en k, ya que de ser asi, dicho conjunto tendria que intersectar
al cerrado no acotado de cardinales singulares menores que x. De hecho, podemos
establecer un resultado atn més fuerte que enunciaremos a continuacién. Esto
motivara la definicién central de esta seccién, que es la de cardinal de Mahlo.

Proposicion 4.10 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible y es el a-ésimo tal,
entonces a < k. Mds atun, si a < Kk, entonces el conjunto de cardinales requlares
menores que Kk no es estacionario en K.

Demostraciéon. Supongamos que k y « son tales que k es el a-ésimo cardinal
fuertemente inaccesible. El hecho de que a < k se sigue de que

{\ < K : X es fuertemente inaccesible} C &.

Asi, la cardinalidad de este conjunto es menor o igual que k y, por tanto, al
enumerar de manera creciente a los cardinales fuertemente inaccesibles menores o
iguales que k, tendremos que hacerlo con un ntimero ordinal menor o igual que x.

Para la segunda parte de la proposicién, supongamos que k es el a-ésimo
cardinal fuertemente inaccesible con o < k. Razonando por contradiccion,
supongamos también que el conjunto de cardinales regulares menores que k
es estacionario en k. Esto junto con el inciso (¢) de la Proposicion 4.6 y la
Proposicion 4.8 implican que el conjunto de cardinales fuertemente inaccesibles
menores que K es estacionario. Por otro lado, como x es el a-ésimo cardinal
fuertemente inaccesible, podemos suponer que {\, : v < a} es una enumeracioén
biyectiva del conjunto {A\ < k: X es un cardinal fuertemente inaccesible}. De
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este modo, [{\y : v < a}| = |a| < k. Sin embargo, esto es una contradiccion pues,
por el Corolario 4.7, todo conjunto estacionario en & tiene cardinalidad k. OJ

La proposicién anterior resulta tan importante pues motiva por fin la siguiente
definicion.

Definicion 4.11 Decimos que un cardinal k es de Mahlo si y sdlo si k es
fuertemente inaccesible y el conjunto de cardinales requlares menores que Kk es
estacionario en K.

Una caracterizacién muy tutil de los cardinales de Mahlo es la siguiente, pues
nos permite intercambiar la regularidad de los cardinales menores que x en la
definicion anterior, por una condiciéon mas fuerte.

Proposicion 4.12 k es un cardinal de Mahlo si y sdlo si es fuertemente
inaccesible y el conjunto de cardinales fuertemente inaccesibles menores que Kk es
estacionario en K.

Demostraciéon. Sea k un cardinal de Mahlo. Por la Proposicion 4.8 tenemos
que el conjunto de cardinales fuertes menores que x es cerrado no acotado en k.
Por otro lado, por definicién tenemos que los cardinales regulares menores que s
forman un conjunto estacionario, asi que por el inciso (c¢) de la Proposicion 4.6,
tenemos que el conjunto de cardinales fuertemente inaccesibles menores que x es
estacionario en k.

La implicacion reciproca se sigue directamente del inciso (a) de la Proposicion
4.6. 0

El siguiente corolario establece que los cardinales de Mahlo son estrictamente
mas grandes que los fuertemente inaccesibles.

Corolario 4.13 Si k es un cardinal de Mahlo, entonces k es el k-ésimo cardinal
fuertemente inaccesible. Mds atun, no todo cardinal fuertemente inaccesible es de
Mahlo.

Demostracion. Supongamos que k es un cardinal de Mahlo. La Proposicién

4.10 establece entonces que para todo a < k, si k fuera el a-ésimo cardinal
fuertemente inaccesible, el conjunto de cardinales regulares menores que x no
seria estacionario, contradiciendo la definicion de cardinal de Mahlo. Asi, podemos
concluir que k es el k-ésimo cardinal fuertemente inaccesible.
Para demostrar la segunda parte de este corolario, obsérvese que si kg es el
minimo cardinal de Mahlo, entonces es también el kg-ésimo cardinal fuertemente
inaccesible y, por tanto, hay cardinales fuertemente inaccesibles menores que kg
que, por eleccién de kg, no son de Mahlo. [J



110 4. OTROS CARDINALES GRANDES

4.1.1. Medidas normales

Dado que el objetivo principal de este capitulo es establecer relaciones entre
algunos cardinales grandes y los medibles, comenzaremos por demostrar que
todos los cardinales medibles son de Mahlo. Sin embargo, para ello necesitaremos
definir una especie particular de ultrafiltros k-completos mediante los que
también es posible caracterizar a los cardinales medibles. Estos ultrafiltros serédn
llamados normales y estaran determinados por su comportamiento respecto a las
intersecciones diagonales definidas anteriormente.

Definicion 4.14 Sea F un filtro sobre un cardinal k. Decimos que F' es normal
si y sdlo si es cerrado bajo intersecciones diagonales, es decir, si X, € F para todo
a < K, entonces Ny Xo € F.

Con el objetivo de caracterizar a los ultrafiltros normales en términos de las
propiedades de cierto tipo de funciones definidas sobre nimeros cardinales, sera
necesario establecer el siguiente concepto.

Definicion 4.15 Sea 3 un ordinal y sea f : 8 — [ una funcion. Decimos que f
es una funcion regresiva sobre un conjunto S C (8 si y sélo si f(a) < « para
todo a € S tal que a > 0.

El lema que enunciaremos a continuacion establece cual es la relacion que existe
entre los ultrafiltros normales y las funciones regresivas que acabamos de definir.

Lema 4.16 Sea U un ultrafiltro k-completo sobre un cardinal k. Entonces U es
normal si y solo si para todo Sy € U y para toda funcion regresiva f sobre Sy,
existe un conjunto S C Sy tal que S € U y f es constante sobre S.

Demostraciéon. Sea U un ultrafiltro k-completo sobre k. Supongamos
primero que U es normal y que f : kK — K es una funcién regresiva sobre
un conjunto Sy € U. Razonando por contradiccién, supongamos que f no
es constante sobre S para todo S € U tal que S C Sy. Esto implica que
para todo v < &k, el conjunto Y, :={a € Sy: f(o) =~} ¢ U, ya que f es
constante en Y, y Y, C Sp. Como U es ultrafiltro, de aqui se sigue que
k —Y, € U. Ademas, obsérvese que Y, = SyoN{a € x: f(a) =}, por lo que
k=Y, =(k—=8)U{a€Sy: fla) #~} Asi, la Proposicién 3.22 nos dice que,
como kK — Sy ¢ U, {a€S8y: f(a) £~} €U para todo v < k. De aqui que, si
para cada v < & definimos al conjunto X, :={a € Sy : f(a) #~}, como U es
normal, A, . X, € U. Asi, en particular tenemos que A, ., X, # (). Sin embargo,
si v € Ay Xy, entonces o € ﬂ7<a X, asi que f(a) # «y para todo v < a y, por
tanto, f(a) > a. Esto contradice el hecho de que f es regresiva sobre Sy, por lo
que se sigue la afirmacion.

Reciprocamente, supongamos que para toda funcion f : kK — & regresiva sobre
un conjunto Sy € U, existe S C Sy tal que S € U y f es constante en S. Para
ver que U es normal, sea {X,, : @ < k} C U una sucesion en U de subconjuntos
de k. Razonando nuevamente por contradiccion, supongamos que Ay« Xy ¢ U.
Entonces, como U es ultrafiltro, nuevamente por el Teorema 3.20 se tiene que el
conjunto Sy := k— Ay« Xq € U. De este modo, para cada a € Sy podemos tomar
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« como el minimo ordinal tal que £, < oy o & X¢ . Asi, definamos una funcién
q y fa ?

f: Kk — Kk como
] & siae Sy
fla) = { 0 sia¢Sp.

Por construccion, la funcién f es regresiva sobre Sy € U. Sin embargo, por
hipotesis existen v < k' y S C Sy tales que S € U y f(a) = v para todo a € S.
Asi, como para todo a € S se tiene que « ¢ Xi) =Xy, XyNS = (. Esto es una
contradiccion ya que X, S € U y U es un filtro, por lo que podemos concluir que
Ng<Xq € Uy, por tanto, U es normal. [

A continuacién definiremos una especie muy importante de funciones entre
nimeros cardinales cuyas propiedades serédn utilizadas posteriormente para
establecer algunas caracteristicas de los filtros normales. Nuevamente, los
conceptos que definiremos a continuacion surgen a partir de ideas motivadas en el
Anaélisis Matemaético pero que han encontrado una vasta cantidad de aplicaciones
dentro de la Teoria de Conjuntos.

Definicion 4.17 Sean « un cardinal regular no numerable y f : Kk — K una
funcion. Decimos que f es continua si y sélo si para todo ordinal limite o < K,

se tiene que f(a) = lime<q f(§).

Definicion 4.18 Sean k un cardinal regular no numerable y f : Kk — K una
funcion. Decimos que f es normal si y sdlo si es creciente y continua.

La razon por la que las funciones normales son de gran interés dentro del
estudio que estamos realizando queda entablada en el siguiente resultado.

Lema 4.19 Sea k un cardinal reqular y no numerable. Si C' C k es un conjunto
cerrado no acotado, entonces existe una unica funcion normal que enumera a los
elementos de C.

Demostraciéon. Sean k un cardinal regular no numerable y C C k un conjunto
cerrado no acotado. Dado que (k,<) es un buen orden, (C,<[¢) es un buen
orden y, por tanto, el Teorema de enumeraciéon® nos dice que existe un dnico
isomorfismo entre (C,<|¢) y algin ordinal (), <).* Consideremos f : k — C
definida recursivamente como sigue

£(0) :=minC
y si f(8) ha sido definido para todo 8 < a,
f(a) :==min{y € C: V3 < a(f(B) <)}

La funcién f esté bien definida pues, como C' # () y (k, <) es un buen orden, existe
min C. Ademds, como & es regular, supg_,, f(B) < Ky, como C es no acotado,
existe v € C tal que, para todo 8 < «, f(3) < supg., f() < 7. De este modo,

3Véase el Teorema A.18.
4Recordemos que una funcién f : A — C es un isomorfismo si y sélo si f es biyectiva y para
cualesquiera a < < A se cumple que f(a) < f(8).
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tiene sentido hablar de min{y € C : V3 < a(f(8) <)} y, por tanto, f esta bien
definida. El hecho de que f es sobreyectiva es consecuencia de que en realidad
(k, <) es isomorfo a (C,<[¢) v f coincide con el tnico isomorfismo que hay entre
estos dos buenos 6rdenes.® Asi, para concluir la prueba del lema solo resta ver que
f es una funcién normal, ya que de este modo estaremos probando también que f
es creciente y, por tanto, inyectiva. Asi, obsérvese que si § < a < k, la definicion
de f establece directamente que f(a) < f(0), de manera que f es en efecto una
funcion creciente. Finalmente, para ver que f es continua supongamos que 1 < K
es un ordinal limite. Como f es creciente, es claro que

Mm f(8) :=sup{f(8) : B <m} < f(n).
Razonando por contradicciéon, supongamos que

sup{f(8) : B <n} < f(n).

Esto implica que existe un ordinal v tal que para todo 5 < 7,

f(B) <0 < fn). (4.1)

Afirmamos que para todo 8 < n, f(8) < 70 < f(n). Esto es asi pues, como 7 es
un ordinal limite, para todo 8 < n existe un ntimero ordinal £ tal que § < & < n.
Como f es creciente, esto junto con la ecuacion (4.1) implica que f(8) < f(£) < 7o.
De este modo, por definicion de f(n) tenemos que f(n) < 7o, pero esto contradice
el hecho de que 79 < f(n). Asi, hemos demostrado que 7y es tal que para todo
8 <mn, f(B8) <0, por lo que la definicién de f establece que entonces f(n) < 7.
Esto es una contradiccion ya que, por eleccion de 7o, 70 < f(n). Asi, podemos
concluir que

lim f(3) = f(n)

B<n

y, por tanto, f es normal. [J

El siguiente resultado profundiza en el estudio de los filtros normales.

Lema 4.20 Sea k un cardinal reqular y no numerable. St F es un filtro normal
sobre Kk que tiene a todos los segmentos finales de la forma {a < k : ag < a} para
algin ag € Kk, entonces F' tiene a todos los conjuntos cerrados no acotados de k.

Demostracion. Lo primero que afirmamos es que si Cy es el conjunto de
todos los ordinales limite menores a k, entonces Cy € F. Para ver esto,
definamos para cada a < k al conjunto X, = {£:a+1 < £ < k}. Cada
X, € F por hipotesis, asi que, como F' es normal, Ay, X, € F. Sin embargo,
DNacXo ={E <k :Va<&la+1l<{<k)}=Cyy se sigue nuestra afirmacion.

Para demostrar el lema, supongamos que C' C k es un cerrado no acotado en
k. Por el Lema 4.19 podemos suponer que {a, : @ < £} es la tinica enumeracion
creciente y continua de los elementos de C. Ahora, definamos para cada a < k al
conjunto Yy, := {€ : an < £ < k}. Entonces para cada «, Y, € F por la hipotesis
de los segmentos finales y, por tanto, Ay<,Y, € F.

5Veéase el libro [HJ99] pag. 111.
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Por otro lado, afirmamos que CoN (Aa<kYa) € C, yaquesi & € CoNApcrYa,
entonces £ es un ordinal limite y & € ﬂa<£ Y., es decir, Va < £(ay < & < K).
Esto implica que lima<¢ aq = a¢ < €. Luego, como la enumeracion es creciente,
tenemos que § < ag, asi que § = a¢ € C. Asi, efectivamente Cy N (Ap<rYs) € C
y, como Cy N (Ap<kYa) € F y F es filtro, C € F, que es lo que querfamos
demostrar. [J

El lema que desarrollaremos a continuacién nos permite establecer una relacién
entre los ya estudiados conjuntos estacionarios y las medidas que pudieran existir
sobre un cardinal dado. Antes de formalizar dicho resultado, enunciaremos la
siguiente definicion que se refiere a aquellos ultrafiltros que son inducidos por
una medida y que adema&s son normales.

Definicién 4.21 Sea k un cardinal medible y sea D un ultrafiltro x-completo no
principal sobre k. Decimos que D es una medida normal para x si y sélo si D
es un filtro normal.

Bajo esta nocién, estamos listos para establecer el siguiente lema, que establece
que los subconjuntos grandes de un cardinal respecto a una medida normal son
estacionarios.

Lema 4.22 Si D es una medida normal sobre un cardinal k, entonces todo
conjunto en D es estacionario.

Demostraciéon. Recordemos que si D es un ultrafiltro k-completo y no principal
sobre un cardinal k, entonces todo subconjunto de x de cardinalidad menor
a Kk tiene medida cero en la medida inducida por D. Equivalentemente, todo
subconjunto de cardinalidad menor que s no esta en D. Esto implica que todos
los segmentos iniciales de x no estdn en D y, como D es ultrafiltro, todos los
segmentos finales estan en D. Ahora, sea S € D un elemento cualquiera del
ultrafiltro y sea C un cerrado no acotado en k. Entonces, por el Lema 4.20,
C € Dy, como D es filtro, C NS € D. Por lo tanto, C N S # () y entonces S es
estacionario. O

El lema anterior nos conduciréd a establecer un resultado que nos dice que
pedir una medida normal para un cardinal k es equivalente a pedir una medida
bivaluada y x-aditiva como las trabajadas en el capitulo anterior. Asi, al hablar de
medidas normales no nos hemos alejado del Problema de la Medida generalizado
por Banach.

Teorema 4.23 Si k es un cardinal medible, entonces existe una medida normal
sobre k. De hecho, si U es un ultrafiltro k-completo y no principal sobre K, entonces
existe una funcion f. : kK — K tal que

DI = {XCr:fX] €U}

es una medida normal para s.
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Demostraciéon. Sea U un ultrafiltro k-completo no principal sobre . Definamos,
para f,g € "k, la relacion de equivalencia dada por

f=gsiysolosi {a<k: fla)=g(a)} €U.

Es sencillo verificar que = es en efecto una relacién de equivalencia sobre "k,
por lo que omitiremos los detalles. Sin embargo, obsérvese que la idea detras de
esta definicion radica en que en términos de la medida dada para el cardinal x
dos funciones que estan relacionadas coinciden en los valores que toman salvo por
un conjunto de medida cero, por lo que mediante esta relacion de equivalencia
podemos restringirnos a considerar inicamente un representante de cada funcion
que tiene un comportamiento significativamente distinto al de las deméas.®

Ahora, si denotamos por [f] a la clase de equivalencia de f € "k, podemos
definir un orden en el conjunto “x/ = de la siguiente manera:

[f] <lg]siysolosi{a<k: fla)<gla)}eU.

Esta relacion de orden estd bien definida pues, si f1, f2, 91,92 € "k son tales
que [f1] = [fa], [91] = [92] ¥ [f1] < [¢91], entonces, si definimos

F = {a<k: fila) = fola)};
G = {a<k:gi(a)=g(a)}y
H = {a<k: fila) <g(a)},

por hipdtesis tenemos que F, G, H € U y, como U es filtro, FNGNH € U. Ademas,
obsérvese que
FNGNHC{a<k: fala) < ga(a)},

por lo que usando nuevamente que U es un filtro, podemos concluir que
{a < k: fala) < g2(a)} € U y, por tanto, [fa] < [go]. Esto demuestra que
la relacion < que hemos establecido entre las clases de equivalencia, esta bien
definida.

Veamos ahora que < es un buen orden para “x/ =.

(i) Por un lado, la relacion < es antirreflexiva pues, como U es filtro y

{a < k: fla) < fla)} = 0, {a < k: fla) < f(a)} ¢ U, por lo que
efectivamente [f] £ [f].

(ii) Por otra parte, < es una relacion transitiva, pues si [f] < [g] ¥ [g] < [h],
entonces {a < k : f(a) < g(a)} €Uy {a <k :g(a) <h(a)} € U, de modo
que {a <k : fla) <gla)}N{a<k:gla)<hla)}elU.

Luego, como {a < k: f(a) < gl@)} N{a < k:gla) < h(a)} C
{a<k: fla) <hla)}, {a<k: fla) <h(a)} €U, es decir, [f] < [h].

6El lector famliarizado con el desarrollo de la integral de Lebesgue recordara que este mismo
proceso de las clases de equivalencia se lleva a cabo para definir la integral de una funcién y con
ello la de todas las que coinciden con ella salvo por un conjunto de medida cero. Véase el libro
[Bar95] pag. 54.
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(iii) Por otro lado, < es una relacion tricotomica, pues si [f] # [g] € "k/ =,
entonces f # g, es decir, {a < K : f(a) = g(a)} ¢ U. Como U es ultrafiltro,
el Teorema 3.20 implica que {« < & : f(«a) # g(a)} € Uy, por la Proposicion
3.22, tenemos que {a < k : f(a) < gla)}eU b {a<k:gla) < fla)} €U
y s6lo una de estas condiciones es cierta pues los conjuntos son ajenos. Esto
significa que [f] < [g] 0 [9] < [f] v s6lo una, es decir, < es tricotomica.

Hasta aqui hemos demostrado que < es un orden lineal.

(iv) Para ver que < es un buen orden, supondremos que existe una sucesion
infinita decreciente en "x/ = para llegar a una contradiccion.” Asi pues,
supongamos que {[fn]:n € w} es una sucesiéon infinita decreciente
en “rk/ =. Entonces, para cada n € w podemos definir al conjunto
Xn = {a < k: fula) > fayi(a)}. Cada X,, € U por hipotesis, asi que,
como U es k-completo y £ > Ry por ser medible, X := (1, ., X, € U. Esto
implica que X # (), asi que existe a < k tal que la sucesion {f,(a) : n € w}
es infinita decreciente en &, pero esto es una contradiccion a que (k, €) es un
buen orden.

Ya que hemos probado que < es un buen orden para "x/ =, notemos ahora
que la funcion identidad I : k — & definida como I(«) := «, cumple que para todo
v<k, {a<k:I(a)#v}=k—{v} €U, pues U es no principal. De esta forma,
el conjunto {[f] € "k :Vy < k{a < Kk : f(a) # v} € U} es no vacio. Como las
clases estan bien ordenadas, podemos tomar f. : k —  tal que [f,] sea la minima
clase con la propiedad de que para todo v < k, {a < k : fu(a) #~} € U.

Hecho esto, estamos listos para definir una medida normal para el cardinal k.

Sea DZ/* ={X Ck: £, '[X] € U}. Veamos que Df}* es una medida normal:

= El hecho de que DZ]* es un ultrafiltro k-completo sobre k se sigue
directamente de que U lo es y de las propiedades de la imagen inversa.

. Df]* es no principal, pues para todo v < k, f. 'y} =

{a < k: fula) =~} ¢ U, yaque {a < k: fu(a) # v} € U por eleccion
de f.. Esto significa que {7} ¢ Dé*, como queriamos demostrar.

. Fa - .
= Finalmente, para ver que D, es normal utilizaremos el Lema 4.16. Asi, sea
. . . Fa
h : k — k una funcién regresiva sobre un conjunto X € D, . Probaremos

. . £ .
que h es constante en algiin conjunto en DU contenido en X.

Sea g : k — k dada por

9(@) := h(f(a)).

Obsérvese que, como h es regresiva sobre X, para todo a € f, ! [X] se tiene
que g() = h(fu(@)) < fu(a) v, como f,7'[X] € D],
lg] < [f+]-

"En la Proposicién A.9 del Apéndice A se demuestra, utilizando el Axioma de Eleccién, que
dado un orden lineal R que éste sea un buen orden con el hecho de que no exista una sucesién
infinta R-decreciente en el conjunto en cuestion.

esto implica que
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Por otro lado, la minimalidad de [f.] nos dice que existe v < & tal que
{a <k :g(a) #~} ¢ Uy, como U es ultrafiltro, podemos concluir que existe
v <k tal que {a < k:g(la) =7} € U. Asi, si Y := {a < sk : g(a) = 7},
entonces, para todo o € Y se tiene que v = g(a) = h(f.(«)), por lo tanto, h
es constante en f,[Y]y fu[Y] € D[f;, pues Y C f, ' [f.[Y]]yY € U.

Esto concluye la prueba de que D:] es una medida normal sobre k. [

Concluiremos esta seccién con un teorema que expresa directamente la manera
en la que el Problema de la Medida ha motivado el estudio de cardinales grandes
desde el punto de vista de los cardinales medibles. Sin embargo, antes de establecer
la relaciéon entre los cardinales de Mahlo y los medibles, necesitaremos la siguiente
definicion que aunque surge a partir del estudio de los cardinales regulares, su
aparicion no habia sido pertinente hasta ahora.

Definicion 4.24 Sea « un ordinal limite. Definimos la cofinalidad de o como
el minimo nidmero ordinal ¥ tal que « es el limite de una sucesion creciente de
ordinales de longitud 9. Denotamos a la cofinalidad de o como cf(c).

Un resultado sencillo de verificar es que para cualquier ordinal «, cf(a) < a'y
de hecho, c¢f(a) = a si y solo si @ es un cardinal regular.® Esta propiedad de la
cofinalidad nos permitiréa finalmente demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.25 Todo cardinal medible es un cardinal de Mahlo.

Demostracion. Sea k un cardinal medible. El Teorema 3.40 nos dice que &
es un cardinal fuertemente inaccesible, asi que so6lo resta probar que el conjunto
de cardinales regulares menores que k es estacionario en k.

Con este proposito en mente, tomemos D una medida normal
sobre k que sabemos que existe por el Teorema 4.23. Afirmamos que
{a < kK:aesregular } € D. Razonando por contradiccion, supongamos
que S :={a < k:anoesregular} = {a < k: a < cf(a)} € D. Nétese que si
definimos a la funcion f : k — k como f(a) := cf(a), tenemos que f es una
funcién regresiva sobre el conjunto S € D, asi que, por la normalidad de D y el
Lema 4.16, existe A < & tal que el conjunto E) := {a < k:cf(a) = A\} € D.
Ahora, para cada o € E), sea {ag:{ < A} una sucesion creciente tal que
a = lim¢ <) ae. Dicha sucesion existe pues cf(«) = A. Por otra parte, para cada
& < A, definamos una funcién h¢ : K — & de tal manera que

) ae sia€ By,
he(a) := { 0 sia¢E).

De esta forma, para cada £ < A la funcién h¢ es regresiva sobre Ey € D. Luego,
como D es normal, existe A¢ C E) de medida uno tal que he¢ es constante en Ag,
o dicho de otra forma, existen A¢ € Dy ye € k tales que he(a) = o = ye para
todo a € Ag.

Ahora, sea A := ﬂ£</\ Ag¢. Por un lado tenemos que A € D, pues D es
Kk completo y A < k. Sin embargo, podemos ver que A tiene a lo mas un

8Veéase el libro [HJ99] pag. 164.
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elemento, ya que si & € A, entonces para todo & < A se tiene que ag = y¢,
asi que o = limg_ o¢ = limg_.,ye. Esto es una contradicciéon al hecho
de que D es un ultrafiltro no principal, de manera que podemos concluir
que {a < Kk : aesregular } € D. Como D es una medida normal, el Lema 4.22
nos dice que {a < K : « es regular } es estacionario, como queriamos demostrar. [J

Este resultado es particularmente importante pues demuestra también que
hay cardinales fuertemente inaccesibles que no son medibles, ya que todos los
cardinales medibles son de Mahlo, pero por el Corolario 4.13 sabemos que no
todos los cardinales fuertemente inaccesibles son de Mahlo. La pregunta acerca de
si todos los cardinales fuertemente inaccesibles son medibles estuvo abierta desde
1930, cuando Ulam demostré que todo cardinal medible es fuertemente inaccesible,
hasta 1962, afio en el que Tarski trabajaba con una especie de cardinales grandes a
los que denominé débilmente compactos y que definiremos en la Seccion 4.3, pero
que lo llevaron a descubrir que la implicacién contraria al resultado de Ulam no
es cierta.”

4.2. Combinatoria infinita

A partir de la década de los cincuenta en el siglo XX, matematicos como
Erdés, Rado y Hajnal desarrollaron una teoria de combinatoria infinita basada en
el anélisis de las propiedades que tienen las particiones de ciertos conjuntos, como
pueden ser las distintas maneras que tenemos de clasificar segin su cardinalidad
a los subconjuntos de un conjunto dado.

Estas nuevas ideas se convirtieron en una poderosa herramienta para establecer
las propiedades de algunos cardinales grandes que ya habian sido definidos con
anterioridad, por lo que en las secciones subsecuentes de este trabajo utilizaremos
este enfoque que nos permitira establecer algunos resultados mas facilmente.

Antes de introducir los conceptos en los que estard centrada esta seccion,
recordemos que dado un conjunto S, una particién para S es una coleccion P
de conjuntos no vacios y ajenos dos a dos tal que S = |JP. Para el trabajo
que desarrollaremos en este capitulo alrededor de los cardinales grandes, resulta
conveniente observar que si S es un conjunto e I es un conjunto de indices, podemos
asociar a cada particion P := {X;:4¢ € I} de S (donde i # j implica que
X; N X; = 0) una funcién F : S — I de tal manera que F(x) = i si y solo si
x € X;. De esta manera, para cada i € I se tiene que X; = F~![{i}]. Asi, también
podemos hacer el proceso inverso y para cada funcién sobreyectiva F' : S — I, la
coleccion {F~1[{i}] : i € I} resulta una particién para S indexada por el conjunto
I. A menudo nos referiremos a una particién de un conjunto simplemente como la
funcién inducida por ésta como mencionamos anteriormente.

La siguiente convencion tiene como objetivo hablar de cierto tipo de particiones
que clasifican a los subconjuntos finitos de un conjunto dado segin su cardinalidad.

n

Notacion 4.26 Dado un conjunto A, denotamos como [A]" a la coleccion de

9El lector puede encontrar mas detalles tedricos e historicos alrededor del desarrollo de los
cardinales grandes en el articulo [KMT78].
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subconjuntos de A que tienen exactamente n elementos, es decir,
[A]" :={X C A :|X|=n}

Del mismo modo, utilizamos el simbolo [A]<¥ para denotar a la coleccion de
todos los subconjuntos finitos de A, es decir,

[A]= = [ JIA]" = {X C A :|X]| <Ro}.

new

Las siguientes definiciones se refieren al comportamiento de los subconjuntos de
un conjunto dado A y sus respectivos subconjuntos de cardinalidad finita respecto
a alguna particion dada ya sea de [A]™ para algin ntimero natural n, o de [A]<¥.

Definicién 4.27 Sean A un cardinal, n € w y F : [A]™ — X una particion de
[A]™ en X\ partes. Dado H C A, decimos que H es homogéneo para F si y sdlo
st |[F[[H]"]| =1, es decir, si todos los subconjuntos de cardinalidad n de H estdn
en el mismo elemento de la particion.

Definicién 4.28 Sean A un cardinal, F : [A]<¥ — X una particion de [A]<% en A
partes y sea H C A. Decimos que H es homogéneo para F si y solo si para todo
n €w |F[[H]"]| = 1.

La definicion anterior significa que si F' es una particion de la coleccion de
subconjuntos finitos de A, H C A es homogéneo para F' si para todo n € w se
tiene que [H|™ est4 contenido en uno de los elementos de la particion. Obsérvese
que no necesariamente todos los subconjuntos finitos de H estdn en el mismo
conjunto de la particion. De hecho, esta definicion de que H sea homogéneo no

es compatible con pedir que |F[[H]|<¥]| = 1, pues, por ejemplo, en la particion
F : [A]<¥ — X definida como F(X) = | X| se tiene que todo subconjunto de A es
homogéneo y, sin embargo, |F[[H]<“]| = Ry para todo H infinito.

A continuacion estableceremos otra notacién que es muy utilizada en el estudio
de los cardinales grandes en la Teoria de Conjuntos. Dicha notacion se refiere a las
propiedades que pueden tener determinadas particiones de conjuntos de la forma
[£]™, donde k es un cardinal infinito.

Notacion 4.29 Sean k y A numeros cardinales infinitos. Sean n € w y m un
cardinal que puede ser finito o infinito. Utilizamos la notacién flecha de manera
que el simbolo

k= (M),

significa que toda particion de [k]™

cardinalidad .
Cuando m = 2, escribimos simplemente k — (A\)™ para denotar k — (A)§.

en m partes tiene un conjunto homogéneo de

En otras palabras, la notacion x — (\)F, significa que para toda funciéon

sobreyectiva F' : [k]" — m, existe algin subconjunto H C & tal que |H| = A
y F' es constante sobre [H]". En particular, esto tiene como consecuencia que la
expresion k£ — (A)F, solo tiene sentido si A < k.
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Para ejemplificar esta notaciéon podemos pensar en un conjunto S con seis
elementos y considerar a todos los subconjuntos de S de cardinalidad dos. Si
relacionamos a cada elemento de S con un punto y a cada elemento de [S]? con
una linea ya sea roja o azul al azar que una a los dos puntos que conforman al
conjunto de cardinalidad dos, la intuicién nos permitiré ver que la grafica resultante
necesariamente tiene un tridngulo formado por segmentos de un solo color. Esto se
puede interpretar como que toda particion de [S]? en dos clases, tiene un conjunto
homogéneo de cardinalidad tres, o en otras palabras, 6 — (3)2.

Figura 4.1: 6 — (3)?

La idea detras de la aparentemente misteriosa notacién flecha radica en que
la relacion dada por k — (A)I), se preserva siempre que consideremos cardinales
més grandes que k del lado izquierdo, o cardinales méas pequenos que A\, m 6 n
del lado derecho de la flecha. En otras palabras, esto nos dice que si se cumple la
relacion k — (A), entonces también se tiene que 7 — (A)?, para cualquier n > &,
k — (A)?, para cualquier A < A, K — (\)? para cualquier i < my k — (\)J, para
cualquier j < n.

A pesar de que la notacion flecha fue acuiada varios anos después, en la década
de los anos veinte Frank P. Ramsey demostr6 que para cualesquiera ntmeros
naturales positivos k,r y s, existe un nimero natural n tal que

n— (k)§.
Posteriormente, en 1930 fue publicado el llamado Teorema de Ramsey, en el que

qued6 establecido que para cualesquiera r,s € NT se cumple la propiedad de
particién

Rg — (Ng)%.

Tres anos mas tarde, Sierpinski demostrd que para cualquier cardinal infinito
K se tiene que 2% 4 (k1)2, por lo que las propiedades de particion no son un
concepto trivial.

En este trabajo no incluiremos las demostraciones de estas afirmaciones. Sin
embargo, el lector interesado puede consultarlas en el libro [Jec02] pags. 107-110.
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4.3. Cardinales débilmente compactos

La notacion que introducimos en la seccion anterior nos permitira definir una
nueva clase de cardinales grandes que son los llamados débilmente compactos. Este
concepto surgio a partir de un famoso teorema de logica que es conocido como el
Teorema de Compacidad.'® Sin embargo, aqui daremos una definicién equivalente
que se desarroll6 a principios de los anos sesenta y que utiliza la notacién flecha,
ya que esto nos permitird relacionar mas facilmente a los cardinales débilmente
compactos con los medibles.

Definicion 4.30 Decimos que un cardinal x es débilmente compacto si y sdlo
si es no numerable y satisface la propiedad de particion k — (k)2.

A partir de esta definicion resulta sencillo obtener el resultado que
demostraremos a continuacién, que establece que los cardinales medibles son al
menos tan grandes como los débilmente compactos. La idea de la demostracion
serd aprovechar la medida que es posible definir para un cardinal medible x de
modo que dada una particion P := {P;, P»} del conjunto [x]?, podamos extraer
un subconjunto de k que sea suficientemente grande como para encontrar en él un
conjunto homogéneo para la particiéon P. Estas ideas quedaran formalizadas en el
siguiente teorema.

Teorema 4.31 Todo cardinal medible es débilmente compacto.

Demostracion. Sea s un cardinal medible. Demostraremos que toda particion
de [k]? en dos clases, tiene un conjunto homogéneo de cardinalidad ». Supongamos
entonces que P := {Py, P,} es una particion arbitraria de [k]? y recordemos que,
como ~ es medible, el Teorema 3.30 nos dice que existe un ultrafiltro U sobre k que
es k-completo y no principal. Asi pues, para cada « € k definamos a los conjuntos

S}X = {fer:B4ay{a,f} e P}
S5 = {Ber:B#ay{ap}e P}

Obsérvese que para cada o < & se tiene que SLUS2 =k —{a} y SLNS2 = 0.
Asi, como U es un filtro no principal sobre x, S} U S2 € U y, por tanto, la
Proposicién 3.22 implica que exactamente uno de los conjuntos SL 6 S2 pertenece
a U, de manera que podemos definir a los siguientes conjuntos de ordinales:

Zy={a<k:SeU}
Zy:={a<k:S8%cU}.

De esta forma, como Z; U Zy = K, nuevamente por la Proposicién 3.22 tenemos
que Z1 € U 6 Zy € U, asi que podemos suponer sin perder generalidad que
Zy € U. Utilizando esto, construiremos un conjunto H := {a¢ : { < k} C & tal
que [H]? C Py, por lo que H sera un conjunto de cardinalidad x homogéneo para
la particiéon P y habremos concluido la demostracion.

10E] Teorema de Compacidad establece que si ¥ es un conjunto de férmulas de primer orden,
entonces existe un modelo para los enunciados que lo conforman si y sélo si hay uno para cada
subconjunto finito de X. Véase el libro [End04]| pag. 208.
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Definiremos a los elementos de H utilizando recursién transfinita. Para el
primer paso, obsérvese que como Z; € U, entonces Z; # (), asi que podemos
definir al ordinal oy como cualquier elemento del conjunto Z;.

Ahora supongamos que para un ordinal v < xk hemos construido una sucesion
creciente

{ag 1 €<}

de elementos de Z; tal que para cualesquiera &, 7, si £ < n < -, entonces
ap € Sy, (4.2)

De esta forma, como Z; € U, Ség € U para todo &€ < vy U es

k-completo, también tenemos que Z; N (ﬂgoy Ség) € U. Luego, como U es
un ultrafiltro x-completo y no principal sobre x, el Corolario 3.34 nos dice que

‘Zl N (ﬂg«, Séf)‘ = K, asl que, como k es regular, podemos asegurar que existe

a€eZiN (ﬂ&v Sés) tal que para todo & < vy, o > ag. Asi pues, sea

ay:=mins o€ Z N (]SéE DVE < (o> o)
§<y

De esta definicion se sigue que la relacion dada en (4.2) se cumple para cualesquiera
¢ < n < v, por lo que hemos construido un ¢ con esta propiedad para cada
& < k y podemos definir al conjunto H := {a¢ : £ < x}. Entonces, claramente
|H| = k y ademaés, para cualesquiera { < n < k se tiene que «, € S}lg, por lo
que {ag, a,} € P;. Esto implica que [H]? C P; y, por lo tanto, H es un conjunto
homogéneo para la particion P, que es lo querfamos demostrar para concluir que
k— (k)2 O

De esta forma queda demostrado que un cardinal medible es igual o mas grande
que cualquier débilmente compacto. De hecho, Hanf y Scott demostraron en 1961
que el primer cardinal medible es estrictamente mayor que el primer débilmente
compacto, por lo que el primer cardinal débilmente compacto no es medible. El
resultado que hemos expuesto aqui fue demostrado por primera vez por Tarski en
1962. Por otra parte, cabe destacar que es posible probar que todos los cardinales
débilmente compactos son de Mahlo y que si k es débilmente compacto, entonces
hay k cardinales de Mahlo menores que k, por lo que hay cardinales de Mahlo que
no son débilmente compactos. Las demostraciones de estas afirmaciones requieren
un estudio méas detallado en las propiedades de los cardinales grandes que no
expondremos aqui. Sin embargo, el lector puede consultarlas en [Amo84] pags. 35,
36 y 49.

4.4. Cardinales de Ramsey

En esta tdltima seccion dedicada a los grandes cardinales daremos una
generalizacion del Teorema de Ramsey enunciado en la Seccion 4.2, pues seré la
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motivacion para definir una especie de cardinales més grandes que los débilmente
compactos. Para ello necesitaremos antes la siguiente convenciéon que generaliza a
la Notacion 4.29.

Notacion 4.32 Sea k un cardinal tal que k > w. Sean o y A cardinales tales que
w<a<ky2<A<k. Utilizamos la notacion flecha de manera que k — (a)f“’
significa que toda particion de [k]<“ en A partes tiene un conjunto homogéneo de

cardinalidad ot

Definicion 4.33 Decimos que k es un cardinal de Ramsey si y sdlo si
Kk — (k)5Y.

Observacién 4.34 w no es un cardinal de Ramsey, es decir, w /4 (w)5*, ya que
si F i [w]<¥ — 2 estd dada por

(0 si|X|¢X
F(X>'—{1 si|X| € X,

entonces si H C w es tal que |H| = w, podemos tomarn € H tal quen > 0. Luego,
comon € H, existen X,Y € [H|" tales quen € X =Y. Asi, como | X| =n=|Y],
F(X)=1y F(Y)=0, por lo que H no es homogéneo para F.

Hecha esta observaciéon, podemos utilizar las definiciones anteriores para
enunciar el siguiente teorema que establece la relacion que existe entre los
cardinales medibles y los cardinales de Ramsey.

Teorema 4.35 Sea k un cardinal medible, sea D una medida normal sobre k y sea
F una particion de [k]<“ en menos de k partes. Entonces existe H € D homogéneo
para F'. En particular esto implica que todo cardinal medible es de Ramsey.

Demostracion. Sea D una medida normal sobre k, sea A < k y sea I’ una
particion de [k]<“ en \ partes. El primer paso sera demostrar que para cadan € w
existe H, € D tal que F es constante en [H,]". Posteriormente utilizaremos este
hecho para construir un conjunto H homogéneo para F'.

Asi pues, comenzaremos por probar por inducciéon sobre n con 1 < n < w
que toda particion de [k]™ en menos que k partes es constante en [J]™ para algin
JeD.

» Para el caso n = 1, sea A < k y supongamos que G : [k]! — X es una

particion de [k]! en A partes. Definamos la funciéon ¥ : k — X como

U(a) := G({a}).

De esta forma, si para cada £ < A definimos A := ¥~'[{¢}], entonces la
coleccion {A¢ : £ < A} es claramente una particion de . En particular, esto
implica que k = U£ <xAe € Dy, como D es k-completo, la Proposicion 3.26
implica que existe § < A tal que A¢ € D. Ademés, G es constante en [A¢]t,
ya que si z € [A¢]!, entonces x es de la forma {a} para algin a € Ag, por lo
que G(z) = G({a}) = ¥(a) = £ y se sigue la afirmacion.

HCabe destacar que la nocién de homogéneo que estamos considerando aqui es la establecida
en la Definicion 4.28.
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= Para el paso inductivo, supongamos que el resultado es vilido param > 1y
sea G : [k]™T! — X una particién en X partes con A < k. Para cada a < k,
definamos a la funcion G,, : [k]™ — A como sigue:

_ [ GaUla)) szl (o)
Ga(z) := { 0 en otro caso.

Notese que cada G, esta bien definida. Ademas, si para cada « < k definimos
al conjunto de ordinales I, := G [[x]™], tenemos que |I,| < A. De aqui que
G ¢ [K]™ — I, y, asi definida, resulta ser sobreyectiva, por lo que representa
a una particion de [k]™ en menos que x partes. Por hip6tesis inductiva, esto
implica que para cada o < k existe H, € D tal que H, es homogéneo para
G, v, en particular, existe &, € I, tal que Go[[Ha]™] = {£a}-

Ahora, sea X la interseccion diagonal dada por
X = {a < k:a € (),.,Hy}. Tenemos que X € D, pues D es
normal. Luego, como x = U, oy {a < rv:Gu[[Ha]™| = {a}} € Dy
[Io| < XA < k, la k-completud de D y la Proposicién 3.26 nos dicen que
existe £y < A tal que el conjunto C := {a < K : G4[[Ho]™] = {&}} € D.

Dicho esto, definamos al conjunto J := C'N X. Claramente J € D. Ademas,
J es homogéneo para G, pues si v < a1 < ... < a,, € J C X, entonces
{ai,..,an} € [H)|™ y v € C, asi que:

G({v,a1,....,am}) = Gy({a1,....,am})
§m

es decir, G[[J]™*] = {&} por lo que J es homogéneo para G.

Esto concluye la prueba de que para todo n € w, cualquier particion de [k]™ en
menos que K partes es constante en [J]™ para algin J € D.

Ahora, para cada 1 < n < w definamos a la particion Gy, := F' [[». Entonces,
por la afirmacién que acabamos de demostrar, sabemos que existe H,, € D tal
que G, es constante en el conjunto [H,]"™ y, por tanto, también tenemos que
FIH,]"]| = 1.

De este modo, para concluir la demostracién del teorema so6lo resta encontrar
un conjunto homogéneo para F'. Consideremos entonces a la coleccion

H = ﬂ H,

1<n<w

y veamos que efectivamente H es un conjunto homogéneo para nuestra particion.
Obsérvese primero que para m = 0 la afirmaciéon es trivial, ya que en este
caso |F[[H|™])| = F[{0}] =1. Por otra parte, dado 1 < m < w, se tiene
que |F[[H]™]| < 1. Para ver esto, tomemos X € [H|™ y notemos que, como
X C H C Hy,,, entonces X € [H,,|™. Esto implica que [H]™ C [H,]™ v, por lo
tanto, F[[H]|™] C F[[H,,]™], de modo que |F[[H]™]| < |F[[Hn»]™]| = 1. Por otro
lado, para verificar que |F[[H|™]| > 1 es suficiente observar que, como D es
k-completo, H =(,.,, ., Hn € D, de manera que |H|= x> Ry. Por lo tanto,
[H]™ # 0, asi que también se tiene que F[[H|™] # (). Esto prueba que para todo
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m € w, |F[[H]™]| =1, asi que H es homogéneo para la particiéon F. Asi, hemos
demostrado que si k es un cardinal medible, entonces para todo A < x se cumple la
propiedad de particion k — (k)5*. De aqui se sigue que en particular K — (k)5*,

es decir, k es un cardinal de Ramsey. O

El resultado anterior significa que si consideramos una particién en menos que
k partes de todos los subconjuntos finitos de k, entonces debe existir un conjunto
homogéneo H de medida uno para esa particiéon, interpretando por esto que cada
coleccion de la forma [H]™ con n € w, debe estar concentrada “homogéneamente”
en algtn elemento de la particion.

Al respecto de los cardinales que hemos estudiado en esta seccién, se
puede probar también que hay cardinales medibles que no son de Ramsey. La
demostracion utiliza herramientas que fueron ampliamente desarrolladas por Scott
en 1961, afio en el que también demostré que la existencia de cardinales medibles
tiene implicaciones directas sobre la naturaleza misma del universo conjuntista.'?
Este fue el punto de partida para profundizar en los diferentes mundos que se
pueden construir a partir de suponer o no la existencia de cardinales medibles y,
aunque no podemos demostrar la existencia de estos mundos, surgen con un valor
estético indiscutible y tienen la tarea de seguir reuniendo a distintas ramas de las
matematicas en esta perspectiva que fundamenta a cada una de ellas y que es la
Teoria de Conjuntos.

Por otra parte, resulta importante destacar que la teoria de los cardinales
grandes esta lejos de tener como cota superior a los cardinales medibles. De hecho,
es posible definir cardinales como los fuertemente compactos, que son aquellos
cardinales k con la propiedad de que para cualquier conjunto S sobre el que exista
un filtro xk-completo, dicho filtro puede extenderse a un ultrafiltro x-completo sobre
S. De esta definicion se sigue que todos los cardinales fuertemente compactos son
medibles, por lo que podemos considerar que los cardinales fuertemente compactos
son “mas grandes” que los medibles.

En esta tesis hemos ya caminado un trayecto que personajes como Lebesgue,
Vitali, Banach y Ulam se encargaron de trazar a lo largo de muchos anos y que,
a pesar de recorrer la matemética partiendo de la Medida de Lebesgue y llegando
a los cardinales grandes, estd muy lejos de ser un camino linealmente ordenado.
Por el contrario, nos recuerda que las matematicas estan hechas de incontables
ramas entretejidas de una manera maravillosa, que estan siempre a la espera de
ser observadas desde alguna nueva perspectiva y continuar asi creciendo como si
intentaran alcanzar a un cardinal medible.

12Scott demostré que si existen cardinales medibles, entonces V' # L, donde V es la clase
de todos los conjuntos y L es el universo de los conjuntos construibles. Véase [Cam98] para un
analisis detallado de L y la demostracion del Teorema de Scott.
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Diagrama de algunos cardinales grandes'?
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I3Basado en el diagrama de Pequerios Grandes Cardinales en [Amo84| pag. 79.



APENDICE A

Ordinales y cardinales

Desde siempre para los seres humanos ha sido importante ser capaces de
enumerar a los elementos de una coleccién de objetos o decir cuantos elementos
tiene ésta. En la practica matematica, esta necesidad se extiende incluso para
hablar al respecto de conjuntos infinitos. Sin embargo, aunque intuitivamente
parece sencillo formarnos una idea del significado de ser finito o infinito, para
Cantor y otros matematicos del siglo XIX represent6 un gran reto formalizar
todas estas ideas. Méas interesante ain es que dicha formalizacion represento6 el
inicio de la Teoria de Conjuntos y estuvo motivada en problemas fundamentales
del Analisis Matematico que buscaban entender las propiedades de los ntmeros
reales. En este apéndice veremos la manera en la que Cantor fundo las bases de
los numeros transfinitos que posteriormente fueron formalizadas por John von
Neumann mediante la construccién de los nimeros ordinales y dieron pie a la
definicién de ndmero cardinal.

Para ello necesitaremos formalizar primero la idea de ordenar a los elementos de
un conjunto, por lo que en la siguiente secciéon estableceremos todas las definiciones
necesarias para lograrlo.

A.1. Ordenes parciales y 6rdenes lineales
Dado un conjunto cualquiera, podemos establecer relaciones entre sus
elementos para darle cierta estructura u orden. Las siguientes definiciones

establecen diferentes especies de orden que se pueden brindar a un conjunto.

Definicion A.1 Sea P un conjunto y sea < una relacion binaria sobre P. Decimos
que (P, <) es un orden parcial si y sdlo si:

127
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(i) la relacion < es antirreflexiva sobre P, es decir, para todop € P p £ p; y

(i) la relacion < es transitiva, es decir, para cualesquiera p,q,r € P, sip<q y
q <r, entonces p <r.

Definiciéon A.2 Decimos que (P, <) es un orden lineal si y sdlo si (P, <) es un
orden parcial y la relacion < es tricotomica, es decir, para cualesquiera p,q,r € P,
se tiene que p < q 0 g <p 6 p=gq y solo se da una de las condiciones anteriores.

A partir de las definiciones anteriores podemos observar que dado un orden
parcial (P, <), es posible encontrar subconjuntos de P en los que la relacion
< establezca un orden lineal. De esta forma, podemos establecer la siguiente
definicion, que resulta muy tutil para enunciar algunos resultados importantes en
matematicas que involucran 6rdenes parciales.

Definicion A.3 Sea (P, <) un orden parcial y sea C C P. Decimos que C' es una
cadena en P siy sdlo si (C,<]¢):=(C,<N(C x C)) es un orden lineal.

A continuacion definiremos una serie de conceptos que se refieren a aquellos
elementos de un orden parcial que podemos distinguir por tener alguna propiedad
especial respecto a la relacion de orden y el resto de los elementos del conjunto.

Definicion A.4 Sean (P, <) un orden parcial, X un sobconjunto no vacio de P
y a € P, entonces decimos que:

(a) a es un elemento maximal de X siy solo sia € X yVe € X(a £ x);
(b) a es un elemento minimal de X siy solo sia € X yVo € X(z £ a);
(c) a es un mdzimo de X siy sélo sia e X yVo € X(z <a);

(d) a es un minimo de X si y sélo sia € X yVa € X(a < x);

(e) a es una cota superior de X siy solo si Vo € X (x < a);

(f) a es una cota inferior de X siy solo si Vo € X(a < z);

(9) a es el supremo de X si y sélo si a es la minima cota superior de X, es
decir, si para cualquier cota superior b de X se tiene que a < b. Denotamos
al supremo del conjunto X como sup(X); y

(h) a es el infimo de X siy sdlo si a es la mdzima cota inferior de X, es decir,
st para cualquier cota inferior b de X se tiene que b < a. Denotamos al
infimo de X como inf(X).

A.2. Numeros ordinales

Atun antes de su formulacion como objetos matematicos construibles a partir de
los axiomas de la Teoria de Conjuntos, los ntimeros naturales han sido utilizados
para enumerar a los elementos de colecciones finitas de objetos. Sin embargo, en el
siglo XIX, Cantor se encontraba trabajando con conjuntos de nimeros reales que
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pusieron ante él la necesidad de enumerar conjuntos infinitos y con ello introducir
una nueva especie de niimeros que son los nimeros transfinitos.

Posteriormente, John von Neumann logré formalizar las ideas de Cantor a
partir de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel (sin Eleccién) y defini6é formalmente
la idea de nimero natural que consiste en definir a cada nimero natural como
el conjunto de ntmeros naturales anteriores a él. Siguiendo esta idea, definié
también a los nimeros ordinales mediante los que fue posible hablar de recursiones
e inducciones transfinitas.

En esta seccién veremos las definiciones de von Neumann, para lo que antes
necesitamos el siguiente concepto que se refiere a una clase muy importante de
ordenes lineales que son los buenos érdenes.

Definiciéon A.5 Sea P un conjunto y sea < una relacion binaria sobre P. Decimos
que (P, <) es un buen orden si y sdlo si es un orden lineal y todo subconjunto no
vacio de P tiene un elemento minimo.

La siguiente definicion sera central en la formalizacion del concepto de numero
natural y posteriormente, de niimero ordinal.

Definicion A.6 Sea T un conjunto. Decimos que T es transitivo si y sélo si
todo elemento de T es a su vez un subconjunto de T, es decir, si JT C T, o
equivalentemente, T C P(T).

Bajo esta definicién, un conjunto es transitivo si todos los elementos de los
elementos del conjunto vuelven a estar en el conjunto.

Dado que queremos construir a cada niimero natural como el conjunto de los
ntimeros anteriores a él y el tinico conjunto que no tiene elementos es el conjunto (,
podemos definir 0 := @, 1 := {0}, 2 := {0, 1}, etc. Sorprendentemente, la siguiente
definicién sera suficiente para garantizar no solo la existencia de cada ntmero
natural con estas propiedades, sino que cualquier conjunto que se pueda constuir
de esta manera, sera un nimero natural.

Definicion A.7 Sea x un conjunto. Decimos que x es un numero natural si y
solo si:

(i) x es transitivo;
(ii) (z,€) es un buen orden; y

(i1i) todo subconjunto no vacio de x tiene un €-mdzimo (un mdrimo respecto a
la relacion pertenencia).

De esta manera los niimeros naturales son los conjuntos de la forma (), {0},
{0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}}, etc. de modo que podemos definir 0 := @, 1 := {0},
2:={0,{0}} y asi sucesivamente.

Se puede demostrar desde los axiomas de Zermelo-Fraenkel que la colecciéon de
todos los ntimeros naturales es un conjunto.! Dicho conjunto sera denotado como
N y de hecho resulta ser un buen orden bajo la relacion €.

Iyéase el libro [Amo08] pag. 37.
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Una de las aplicaciones mas frecuentes que se basan en la estructura de los
numeros naturales es el Teorema de Recursion, que nos permite construir funciones
cuyo dominio es N y su contradominio es una colecciéon de conjuntos. A este tipo de
funciones se les denomina sucesiones. La idea del Teorema de Recursion es poder
definir dichas sucesiones de modo que la imagen de cada n € NT esté definida a
partir de conocer la imagen de su predecesor. Dado que (N, €) es un buen orden,
la idea intuitiva de esto es muy clara. Sin embargo, el fundamento de estas ideas
se concentra en el siguiente resultado.

Teorema A.8 (Teorema de Recursién para naturales) Sean A un conjunto
arbitrario, a € A un elemento fijo y g : A — A una funcion. Entonces existe una
unica funcion h : N — A tal que:

(i) h0) =a; y

(it) para todo n € N, h(n+ 1) = g(h(n)).

Demostracion. La demostracion de este teorema se puede encontar en [HJ99|
pag. 47. O

Una caracterizaciéon muy ttil de los buenos 6rdenes esta dada por la siguiente
proposicién. Vale la pena observar que para demostrar la implicacién de regreso
se necesita el Axioma de Eleccion.

Proposicion A.9 Sea P un conjunto y sea < una relacion binaria sobre P tal que
(P, <) es un orden lineal. Entonces (P, <) es un buen orden si y sdlo si no existe
una sucesion <-decreciente sobre P, es decir, si para toda sucesion {z, : n € N} C
P existe n € N tal que 41 £ xn.

Demostracion. Supongamos primero que (P, <) es un buen orden y que

existe una sucesion {z, : n € N} C P tal que para todo n € N, z,41 < z,, para
llegar a una contradicciéon. Asi, como (P, <) es un buen orden, existe N € N tal
que para todon € N zy < x, 6 xxy = x,. En particular se tiene que zy <
TN4+1 0 TNy = Ty41. Sin embargo, como la sucesion es decreciente, sabemos que
TN+1 < Ty, asi que en cualquiera de los dos casos concluimos que xn4+1 < TN 41,
contradiciendo que < es una relacién antirreflexiva.
Haremos la prueba de la implicaciéon reciproca por contrapositiva. Supongamos
entonces que (P, <) es un orden lineal pero no un buen orden. En particular esto
implica que P # (), asi que existe algtin x¢g € P. Por otro lado, usando el Axioma
de Eleccion supongamos que F : P(P) — {0} — [J(P(P) — {0}) es una funcion de
eleccion para P(P) — 0 y definamos f : P — P como

flz)=F({yeP:y<a}).

La funcion f esta bien definida, pues para todo z € P, el conjunto {y € P : y < z}
es no vacio, ya que en particular sabemos que P no tiene un elemento minimo, es
decir, para todo z € P existe y € P tal que y < z.
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Ahora, utilizando recursién para nimeros naturales, definamos h : N — P de
manera que

h(O) = Xy
hn+1) = f(h(n))
= F({yeP:y<h(n)})e{yeP:y<hn)}

Esto significa que para cada n € N se tiene que h(n + 1) < h(n), asi que si
definimos ,, := h(n), hemos construido una sucesion {z, : n € N} que es
<-decreciente y esto es lo que estdbamos buscando. O

Ya que hemos definido a los niimeros naturales y que sabemos que la coleccion
de todos ellos es un conjunto, podriamos esperar que de definir a un ndmero mayor
a todos ellos segun la relacion €, dicho ntmero tendria que ser precisamente el
conjunto de todos los niimeros naturales, es decir, N. Del mismo modo, el siguiente
ndmero mayor que N tendria que ser el conjunto N U {N}. Con esta motivacion,
podemos considerar la siguiente definicion.

Definicion A.10 Dado un conjunto X, definimos el sucesor de X como el
conjunto X U{X} y lo denotamos por s(X).

A partir de la discusién anterior podemos pensar que una vez definido el
conjunto N como un ndmero mayor que todos los niimeros naturales, podemos
nuevamente aplicar indefinidamente la operacién sucesor para obtener una
coleccion mas grande de numeros transfinitos. Ademés, ya hemos visto que al
considerar todos los sucesores de un conjunto dado, llega un momento en el que
es necesario recurrir a un paso limite mediante el que definamos un nimero mayor
que una infinidad de ntmeros ya definidos, tal como hemos dicho que tendriamos
que hacerlo para agregar a N por encima de todos sus elementos con la relacién
€ preservando el buen orden. Intuitivamente, este es el procedimiento que se
sigue para construir a todos los mumeros ordinales. Sin embargo, es necesaria
una definicién formal que no consista en aplicar simplemente una operacién una
cantidad infinita de veces. A continuaciéon enunciaremos dicha definicion que
coincide con la idea intuitiva de ordinal que hemos venido discutiendo.

Definicion A.11 Sea a un conjunto. Decimos que « es un numero ordinal si
y sdlo si es o es transitivo y (o, €) es un buen orden.

Notacién A.12 Denotamos como OR a la clase de todos los nimeros ordinales.?
Siguiendo la idea que utilizamos para definir a los ntimeros naturales, el orden
que damos entre cualesquiera dos numeros ordinales estda dado de la siguiente

manera.

Definicion A.13 Dados dos nimeros ordinales « y 3, decimos que o < (8 st y
sdlo si o € .

2Se puede demostrar que la clase OR no es un conjunto. Véase, por ejemplo, el libro [ACM].
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Bajo las definiciones anteriores, se puede demostrar que el conjunto N es un
nimero ordinal y segiin el orden que hemos establecido entre ordinales, es el
primero en no ser un nimero natural. Cuando nos refiramos al conjunto de niimeros
naturales como un numero ordinal, lo denotaremos como w. Este niimero ordinal
no es como los nimeros naturales, ya que para todo natural distinto de cero no
s6lo hay un sucesor sino que también hay un antecesor y claramente w no cumple
esta propiedad. Esta caracteristica motiva las siguientes definiciones.

Definicion A.14 Sea o un nimero ordinal tal que existe un ordinal 3 con la
propiedad de que oo = s(B). Entonces decimos que « es un ordinal sucesor. En
ocasiones escribimos o = 3+ 1 para denotar a s((3).

Definicion A.15 Sea o un ordinal tal que o # 0 y o no es un ordinal sucesor.
Entonces decimos que o es un ordinal limite.

A continuacién expondremos algunas de las propiedades mas representativas
de los ntimeros ordinales.

Lema A.16 Las siguientes afirmaciones al respecto de la clase de los nimeros
ordinales son verdaderas:

(a) El conjunto O es un nimero ordinal y lo denotamos por 0.
(b) Siay (B son nimeros ordinales, entonces o € 8 si y sdlo si a C 5.

(¢) La “relacion” < se comporta como un orden lineal sobre la clase de nimeros
ordinales.

(d) Para cada ordinal o, « = {0 : 8 < a}.

(e) SiC es una clase no vacia de ordinales, entonces (C' es un nimero ordinal
y(C € C. A este resultado se le conoce como el Principio del minimo
ordinal, ya que nos dice que la clase de ordinales se comporta como un buen
orden con la relacion <.

(f) Para todo ordinal o, s(c) es un ordinal y s(o) = inf{f3 : B > a}.

(9) Si X es un conjunto de ordinales entonces sup(X) es un nimero ordinal y
ademds sup(X) = |J X.

Demostracion. La demostracion de estas propiedades se puede consultar en
[Jec02] pags. 19 y 20. O

Por definicién sabemos que todo ntimero ordinal es un conjunto bien ordenado
por la relaciéon €. Sin embargo, ocurre algo mucho més fuerte y es que de hecho
en la clase de todos los niimeros ordinales estan representados todos los buenos
ordenes que puede haber si dejamos de considerar la naturaleza de sus elementos.
Para concretizar este resultado, consideremos primero la siguiente definicion.

Definicién A.17 Sean (A, <) y (B, <) dos ordenes lineales. Decimos que (A, <)
y (B, <) son isomorfos si y sdlo si existe una funcion f : A — B tal que f es
biyectiva y tiene la propiedad de que para cualesquiera x,y € A, x <y si y sdlo si
f(z)<f(y). En este caso, escribimos (A, <) = (B, <) para denotar que los drdenes
en lineales en cuestion son isomorfos.
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Esta definiciéon nos permite enunciar el siguiente teorema, que establece que
cualquier conjunto bien ordenado por una relacién puede ser visto como un ntimero
ordinal mediante un isomorfismo.

Teorema A.18 (Teorema de Enumeraciéon) Todo conjunto bien ordenado es
isomorfo a un unico numero ordinal.

Demostracion. La demostracion de este teorema se puede consultar en [HJ99|
pag. 111. J

El teorema anterior, como su nombre lo indica, nos da un conjunto especifico,
a saber, un ordinal, que representa la forma en la que estdn bien ordenados sus
elementos, por lo que tiene sentido enunciar la siguiente definicion.

Definiciéon A.19 Sea (A,<4) un buen orden. Definimos el tipo de orden de
(A, <4) como el dnico nimero ordinal o tal que (A, <4) = (o, €).

Los siguientes teoremas son generalizaciones de la induccién y recursiéon que
conocemos para los numeros naturales.

Teorema A.20 (Induccién transfinita) Sea C una clase de ordinales tal que:
(i) b eC;
(i) si o€ C, entonces s(a) € C; y
(iti) si « es un ordinal limite y B € C para todo 5 < «, entonces a € C.
Entonces C' es la clase de todos los nimeros ordinales.

Demostracion. La demostracion de este teorema se puede consultar, por
ejemplo, en [Jec02| pag. 21. O

Teorema A.21 (Recursion transfinita) Si G es un funcional definido sobre el
universo de conjuntos V> entonces podemos definir un tinico funcional F tal que:

(i) el “dominio” * de F es la clase OR y
(ii) para cualquier o € OR, (F(@)) = G(F |a).

Demostracion. La demostracién de este teorema se puede consultar en
[Jec02] pag. 22. O

3Llamamos a G funcional para establecer que G simboliza en realidad una propiedad que se
comporta como funcion, en el sentido de que a cada conjunto x de la clase V' le asocia un y sélo
un conjunto, denotado como G(z). Sin embargo, es importante notar que G no es una funcion
pues, de serlo, serfa un conjunto y, por tanto, V' también lo seria.

4Dado que OR no es un conjunto sino una clase, F no es una funcién como tal y, por tanto, no
podemos hablar formalmente de su dominio. Sin embargo, para efectos de simplicidad y claridad
en la redaccién, podemos pensar en el “dominio” de F' como la clase en la que F' actia como una
funcion asociando a cada elemento de esta clase un y s6lo un elemento del universo conjuntista.
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A.3. Numeros cardinales

Una de las mayores aplicaciones que se da a los ntiimeros ordinales definidos en
la seccion anterior es la de enumerar a los elementos de un conjunto. Utilizando el
Axioma de Eleccién, podemos decir que cualquier conjunto es bien ordenable y, por
tanto, a cualquier conjunto le podemos asociar alguna enumeraciéon. Sin embargo,
para conjuntos infinitos dicha enumeracién hasta ahora no nos dice mucho acerca
de cuantos elementos tiene el conjunto. En esta seccién hablaremos de la definicion
formal de cardinalidad de un conjunto y de algunas de las propiedades mas
importantes que podemos extraer de este concepto.

A.3.1. Equipotencia, finitud y dominancia

La nocién de cardinalidad surge al tratar de determinar cudntos elementos tiene
un conjunto. Asi, dado que queremos relacionar de algin modo a los conjuntos
que tengan la misma cantidad de elementos, resulta natural pensar que la primera
idea intuitiva que podemos definir respecto a la cardinalidad de un conjunto es la
siguiente.

Definicion A.22 Sean X y Y dos conjuntos. Decimos que X y Y tienen la
misma cardinalidad o son equipotentes si y sdlo si existe una funcion
f X — Y tal que f es biyectiva. Para denotar que X y Y son conjuntos
equipotentes escribimos X ~ Y.
Observaciéon A.23 La “relacidn” ® entre conjuntos dada por X ~ Y es una
“relacion de equivalencia”. Sin embargo, no determina ain cudl es la cardinalidad
de un conjunto dado. Un primer intento para formalizar este concepto podria
ser elegir a un representante de cada “clase de equivalencia” de modo que dicho
conjunto sea el cardinal de todos aquellos que son biyectables con €él. Sin embargo,
la clase de todos los comjuntos biyectables con un conjunto no vacio no es un
conjunto,® por lo que ésta no parece ser una buena definicion.

Definiremos a los numeros cardinales haciendo uso de los ordinales introducidos
en la seccion anterior, de modo que su existencia como objetos mateméaticos
quedara totalmente formalizada dentro de ZFE. Sin embargo, antes podemos
introducir varios conceptos fundamentados tnicamente en el concepto de
equipotencia.

Definicion A.24 Dado un conjunto X, decimos que X es finito si y sélo si existe
un numero natural n tal que X ~ n. En este caso decimos que X tienen elementos.

Definicion A.25 Dado un conjunto X, decimos que X es infinito si no es finito.

5No es una relacion en el sentido estricto ya que la clase de todos los conjuntos no es conjunto.
Esto significa que ésta es una clase que se comporta como relacion.

6La prueba de esta afirmacién radica en que si x es un conjunto no vacio y C es la colecciéon
de todos los conjuntos biyectables con z, entonces para todo conjunto y existe un conjunto z € C'
tal que y € z. Asi, si C fuera un conjunto, entonces | J C seria también un conjunto, pero esto no
puede ser pues, por el argumento anterior, | J C es la clase de todos los conjuntos.
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Definicion A.26 Dados dos conjuntos X y Y, decimos que X estd dominado
por'Y siy sdlo si existe una funcion inyectiva f : X — Y. Denotamos esto como
X =<xY.

Por otro lado, decimos que X estd estrictamente dominado porY siy solo
si X XY y X £Y, es decir, si existe una funcion inyectiva de X a'Y pero no
hay una funcion de X sobre Y. En este caso escribimos X <Y

Las relaciones estar dominado o estrictamente dominado surgen de la idea
intuitiva de que un conjunto tenga menos elementos que otro. Esta es una
nociéon muy sencilla para los conjuntos finitos. Sin embargo, el siguiente teorema
demostrado por Cantor cuando trabajaba en determinar “de qué tamano” era
el conjunto de nimeros reales, establece que el concepto de dominancia para
conjuntos infinitos no es trivial, es decir, no todos los conjuntos infinitos son
biyectables entre si y por tanto hay conjuntos infinitos “més grandes” que otros.
Este hecho caus6é mucha turbulencia dentro de las matemaéticas y es realmente lo
que motivo todo el desarrollo posterior en torno a la formalizaciéon del concepto
de cardinalidad.

Teorema A.27 (Cantor) Para cualquier conjunto X, X < P(X).

Demostraciéon. Por un lado, obsérvese que la funcion f : X — P(X) dada por
f(z) = {z} es inyectiva, asi que X < P(X).

Por otra parte, si g es una funcion que va de X en P(X), entonces podemos
ver que el conjunto

Y={zeX:z¢g)}

no esta en la imagen de g. Esto es asi pues, si existiera z € X tal que g(z) =Y,
entonces z € Y si y solo si z ¢ Y, que es una contradiccion. De aqui se sigue que
Y € P(X) — Im(g). Por lo tanto, no hay funciones sobreyectivas que vayan de X
en P(X), de modo que X « P(X). O

El siguiente par de resultados manifiestan que < se comporta como un “orden
parcial” sobre la clase de todos los conjuntos.”

Teorema A.28 Sean A, B y C conjuntos tales que A < B y B < C. Entonces
A=<C.

Demostracion. Sean A, B y C conjuntos tales que A < By B < C. Entonces
existen funciones f: A — By g: B — C tales que f y g son inyectivas, asi que
gof: A — C es una funcién inyectiva. Por lo tanto, A < C, como queriamos
demostrar. [J

Teorema A.29 (Cantor-Schréeder-Bernstein) Si A y B son conjuntos tales
que A= B y B = A, entonces A ~ B.

7 Asi como hemos tenido cuidado al hablar de funcionales en vez de funciones cuando estamos
trabajando en una clase de conjuntos que no es a su vez un conjunto, cabe destacar que el “orden
parcial” del que hablamos aqui se refiere a la manera en la que se comporta la propiedad =,
ya que formalmente ésta no puede ser considerada un orden parcial, al no ser en si misma un
conjunto.
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Demostracion. La demostracion de este teorema se puede consultar en [Jec02]
pag. 28. O

Cabe destacar que hasta aqui hemos hablado de que < se comporta como una
relacién antisimétrica y transitiva, que no es exactamente lo que definimos como
un orden parcial. Esto se debe a que la definicion de < admite que para cualquier
conjunto X, X < X, es decir, < se comporta como una relacién reflexiva. Sin
embargo, esto no debe ser motivo de alarma, ya que se puede demostrar que
es equivalente que (A, <) sea un orden parcial, con el hecho de que la relacion
< U{(a,a) € A x A:a € A} sea reflexiva, transitiva y antisimétrica sobre el
conjunto A.

Siguiendo con esta nocion ligeramente distinta de orden parcial, se puede
generalizar lo anterior para demostrar, utilizando el Axioma de Eleccion, que < se
comporta incluso como un “orden lineal” sobre la clase de todos los conjuntos.

Teorema A.30 Para cualesquiera conjuntos A y B se tiene que A< B ¢ B=<A

Demostracion. La demostracion de este teorema se puede consultar en [Amo08§]
pag. 97. O

Utilizando nuevamente el Axioma de Eleccion, el teorema anterior puede
generalizarse a algo incluso mas fuerte, que es el hecho de que la “relacion” <
es un buen orden sobre la clase de todos los conjuntos. El lector interesado en ver
la demostracion de este resultado puede consultar el articulo [Amo09].

A continuacion haremos uso de la Notaciéon 1.52 dada en el Capitulo 1, mediante
la cual se utiliza el simbolo “B para denotar al conjunto de todas las funciones
que van de A en B. De este modo, como 2 = {0,1}, en particular tenemos que
42 = {f : A — {0,1}}. Esto nos permite enunciar el siguiente teorema, que esta
enfocado a mostrar una relacién mas precisa entre la cardinalidad de un conjunto
y la de su conjunto potencia.

Teorema A.31 Para cualquier conjunto A se tiene que P(A) ~ 42
Demostraciéon. Sea A un conjunto arbitrario. Sea F : P(A) — 42 la funcién
definida de manera que para cada X € P(A) y para cada a € A

|0 sia¢X
F(X)(a)'_{l siae X.

Claramente F(X) € “2. Por otra parte, si X,Y € P(A) son tales que
F(X) = F(Y), entonces por definicion de F' se tiene que para todo = € A,
x € X siysolosi F(X)(z) =1y, como F(X) = F(Y), esto ocurre si y sélo
si F(Y)(z) = 1, es decir, si y solo si ¢ € Y. Por lo tanto, X = Y y podemos
concluir que F es inyectiva. Finalmente, dada una funcién f € 42, si definimos
X = f7Y{1}] se tiene que F(X) = f y, por lo tanto, F' es sobreyectiva. Esto
demuestra que P(A) es equipotente con 42. [
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A.3.2. La jerarquia de los alefs

En esta seccion introduciremos la formalizacion a la idea de cardinalidad que
nos permitira establecer con exactitud qué objetos matematicos representaran al
cardinal de cada conjunto en el universo. La idea es definir a los nimeros cardinales
como numeros ordinales que cumplan ciertas caracteristicas, ya que de acuerdo
con las nociones de la seccién anterior, distintos niimeros ordinales pueden tener
la misma cardinalidad, como es el caso de w y w + 1. En este contexto, podemos
enunciar la siguiente definicion.

Definicion A.32 Sea o un nidmero ordinal. Decimos que « es un niumero
cardinal si y solo si no es equipotente con ningin [ < «.

Usualmente utilizaremos las letras griegas x, A y p para referirnos a ntmeros
cardinales.

Observacion A.33 Todo nimero natural es un nimero cardinal. Asi mismo, w
es un numero cardinal y es el minimo cardinal infinito.

Un enunciado equivalente al Axioma de Eleccion es que todo conjunto es
bien ordenable.® Utilizando esto, podemos dar sentido al siguiente resultado
que nos permitira terminar de establecer qué objeto matematico representa a la
cardinalidad de un conjunto.

Teorema A.34 Todo conjunto X es equipotente a un unico numero cardinal.
Demostraciéon. La demostracion de este teorema se puede consultar, por
ejemplo, en [HJ99] pag. 130. O

Bajo esta motivacién podemos establecer el siguiente concepto.

Definiciéon A.35 El cardinal de X (denotado por |X|), es el dnico nimero
cardinal equipotente a X.

Una pregunta que surge ahora es si existirdn ntmeros cardinales distintos a los
nimeros naturales y a w. El siguiente resultado establece que no s6lo hay una gran
cantidad de ntimeros cardinales, sino que los hay arbitrariamente grandes.

Teorema A.36 (i) Para todo ordinal o existe un nimero cardinal mayor que
a.

(ii) Si X es un conjunto de nimeros cardinales, entonces |JX es un nimero
cardinal.

Demostracion. La demostracion de este teorema se puede consultar en [Jec02]
pag. 29. U

Observacion A.37 Junto con el principio del minimo ordinal, el teorema
anterior tiene como consecuencia que para todo nimero cardinal k hay un minimo
nimero cardinal, al que denotaremos por k™, tal que k < k.

8Veéase el libro [Amo08] pag. 96.
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Notacion A.38 Denotamos por CAR a la clase de todos los niimeros cardinales
infinitos.

Notese que, dado que la clase OR no es un conjunto y todo nimero cardinal
es, a su vez, un numero ordinal, entonces la clase C AR tampoco es un conjunto.

Observacion A.39 Cualquier cardinal « € CAR es un ordinal limite.

Utilizando la Observacién A.37 podemos definir una enumeraciéon creciente de
todos los numeros cardinales infinitos, a los que denominaremos dlefs.

Definicion A.40 Utilizando recursion para ordinales definimos al funcional
N:OR — CAR como el unico que cumple:

(1) Rg :=w
(ZZ) Na+1 = Ni
(i11) Ry :=U{Rg : B < a} sia es ordinal limite.

En el contexto de la definicién anterior podemos establecer los siguientes
conceptos.

Definicion A.41 (i) Si X es un conjunto tal que |X| = No, decimos que X
es numerable. Asi mismo, si X es finito o numerable decimos que es a lo
mds numerable.

(i) Un cardinal de la forma R,41 es llamado cardinal sucesor.

(i1i) Finalmente, si~y es un ordinal limite, decimos que X, es un cardinal limite.

Notaciéon A.42 Un cardinal que a menudo cobra particular importancia en la
teoria de conguntos es el cardinal sucesor a Ro(= w). Utilizando la definicion
A.40, a dicho cardinal se le denota como Wy y corresponde al primer ordinal
no numerable, al que denotaremos por w1 .

Cabe destacar que la notacion de los élefs se utiliza para dejar claro cuando
se esta hablando de ntimeros cardinales y sus propiedades cuando los vemos como
una jerarquia bien ordenada por la clase de ntimeros ordinales, mientras que en
general se utilizan las letras griegas «, 3,7 u w, cuando se trabaja con numeros
ordinales y sus caracteristicas.

Dado que los numeros naturales forman un conjunto numerable, las propiedades
de los conjuntos equipotentes con w son de gran importancia en las matematicas, ya
que frecuentemente necesitamos reducir nuestros problemas a analizar conjuntos
finitos o numerables cuyas propiedades podamos manejar con més libertad.

Algunas propiedades que utilizaremos a lo largo de este trabajo respecto a la
numerabilidad quedan establecidas en el siguiente resultado.

Proposicion A.43 (i) Si A es un conjunto a lo mds numerable y B C A,
entonces B es a lo mds numerable.
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(i) Si A es un conjunto y F : w — A es una funcion, entonces Flw] es a lo mds
numerable.

(iti) Si S es un conjunto a lo mds numerable tal que para todo A € S se tiene que
A es a lo mds numerable, entonces |JS es a lo mds numerable.

Demostracion. Las demostraciones a las afirmaciones anteriores se pueden
consultar, por ejemplo, en [HJ99| pags. 74-77. O

El siguiente resultado establece que la clase de todos los dlefs de la Definiciéon
A .40 es igual a CAR.

Teorema A.44 (i) Para todo ordinal o se tiene que R, es un cardinal infinito.
(i) Si Q es un cardinal infinito, entonces existe o € OR tal que Q = Ry,.

Demostracion. Se puede consultar la demostracion de este teorema en [HJ99]
pag. 131. O

A.3.3. Aritmética cardinal

En esta seccion definiremos las distintas operaciones que podemos
establecer entre ntimeros cardinales. Las definiciones de suma, multiplicacién y
exponenciacién entre nimeros cardinales estaran motivadas por las operaciones
que podemos efectuar entre conjuntos, pues al igual que ocurre con los niimeros
naturales, son éstas operaciones las que motivan la idea de operar entre si a los
ntmeros cardinales.

Definicion A.45 Sean « y A numeros cardinales. Definimos la suma entre
cardinales como
k+X:=|(kx {0}) U x{1})].

Las siguientes propiedades son inmediatas de la definicién anterior.

Teorema A.46 Sean k, A\, p y 1 numeros cardinales. Entonces las siguientes
afirmaciones son ciertas:

(i) K+ A= X+k;

(1)) K+ AN+ p)=(K+X)+p;

(11i)) Kk <K+ Ay

(i) sik < Xyp<nentonces k+pu < A+n.

Demostracion. La demostracion de estas propiedades se puede encontrar, por
ejemplo, en [HJ99] pag. 94. O

Definicion A.47 Sean k y A numeros cardinales. Definimos la multiplicacion
entre cardinales como
K-A:i= |k XAl
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Las siguientes propiedades respecto a la multiplicacién cardinal son féaciles de
demostrar a partir de la definiciéon anterior.

Teorema A.48 Sean x, \, 4 y 1 numeros cardinales. Entonces las siguientes
afirmaciones son ciertas:

(i) K- A=A\ K;

(i) k- (A-p) = (r-A) - s

(tit) K- AN+ p) =K-A+K-u;

(iv) si A >0, entonces K < K- A;

(v) sik <Xyp<nentonces k-pu < \-n;
(vi) K+ k=2-K; y
(vii) si k > 2, entonces k+ Kk < K- K.

Demostracion. La demostracion de estas propiedades se puede encontrar, por
ejemplo, en [HJ99] pag. 94. O

Otra operaciéon importante que se puede definir entre ntimeros cardinales
es la exponenciacion. De hecho, asi como el producto de ntmeros cardinales
estd intimamente relacionado con la cardinalidad del producto cartesiano de dos
conjuntos, la definiciéon de exponenciacion estard basada en la cardinalidad que
tiene la coleccién de funciones que van de un conjunto a otro. Esto quedara
asentado a continuacion.

Definicion A.49 Sean k y A nimeros cardinales. Definimos la exponenciacion
entre cardinales de tal manera que

,Q)\ = |)\

K.

Las propiedades generales respecto a la exponenciaciéon cardinal quedan
establecidas en el siguiente resultado.

Teorema A.50 Sean x, A\, 4 y n numeros cardinales. Entonces las siguientes
afirmaciones son ciertas:

(i) si X >0, entonces k < K;

(ii) si k> 1, entonces X < k;
(iii) sik < Xy p<n entonces kM < \;
(iv) k- Kk =K%

(v) KMH =g KH;
(vi) (R = R

(vii) (k- A)H =kF- Ay
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(vii) Kk < 2.

Demostracion. Se puede consultar la demostracion de estas propiedades en
[HJ99] pags. 95 y 96. O

La aritmética entre cardinales infinitos difiere substancialmente de la aritmética
para cardinales finitos. De hecho, el comportamiento de la suma y multiplicacion
entre alefs es bastante sencillo. Se tiene por ejemplo que n + Ny = Xy para todo
nimero natural n y que Rg + Ng = Ng - Rg = Ng. Més ain, se tienen los siguientes
resultados.

Teorema A.51 Para cualesquiera ordinales o y 3 se tiene que, si a < 3, entonces
Ny + Ng =N, Ng = méX{Na, Nﬁ} = Nﬁ.
En particular se tiene que para cualquier ordinal o, Ny + Ry = Ny - Ny = N,.

Demostracion. La demostracion de este resultado se puede consultar en
[HJ99] pags. 134-136. O

Proposicion A.52 Sik y A son cardinales tales que 2 < k < X y Ry < A, entonces
2N = A = (AT)A,

Demostraciéon. Sean x y A cardinales tales que 2 < k < A y 8y < A. Entonces,
dado que AT es el minimo cardinal mayor que ), por el Teorema de Cantor tenemos
que 2 < X < AT < 2*, Asi, utilizando los Teoremas A.50 y A.51, tenemos que

de modo que, por el Teorema de Cantor-Schréeder-Bernstein, podemos concluir

que 2 =k} = (AH)A. O

Otra aplicacion del Axioma de Eleccién también cobra importancia sobre las
propiedades que se pueden demostrar respecto a sumas infinitas de cardinales.

Definiciéon A.53 Sea A un cardinal y sea {kq : o € A} una familia de cardinales
indexados por X. Definimos

> ko=

a<A

U

a<A

)

donde {X, : a € A} es una familia de conjuntos ajenos por parejas tal que
| Xo| = ko para cada « € \.

El hecho de que esta definicion no depende de la eleccion de los conjuntos X,
es consecuencia del Axioma de Eleccion.

La siguiente propiedad de aritmética cardinal es una de las herramientas mas
utiles para determinar el valor de una suma infinita de nimeros cardinales.
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Teorema A.54 Sean \ un cardinal infinito y {ko : o € A} una familia de
cardinales distintos de cero. Entonces

Z/@a:)\-supls:a.

a< a<A

Demostracion. Sea k := sup,.. ko Por un lado, obsérvese que para todo o < A
se tiene que K, < K, asi que

ZI{Q§Z/@:)\~H. (A1)

a<< a<A

Por otra parte, podemos ver que como cada ko # 0, A =3 1 <>\ Ka-
Ademas, dado que ), _, ko €s cota superior para {k, : @ € A} y £ es la minima
cota superior, k < )7 _\ kq. Por el Teorema A.51, las dos desigualdades anteriores
implican que

Ak =méx{r, A} < Z Ka- (A.2)
a<A

A partir de las desigualdades (A.1) y (A.2) concluimos que »  _\ ko = A - K,
que es lo que queriamos demostrar. [



APENDICE B

Los numeros reales

El conjunto de los nimeros reales es probablemente uno de los conjuntos
de mayor importancia dentro de las matematicas. Prueba de ello es que sus
propiedades han sido objeto de estudio de grandes disciplinas como el algebra,
el analisis, la topologia y por supuesto, la teoria de conjuntos. Utilizaremos este
apéndice para establecer algunos conceptos y resultados referentes a los numeros
reales que han sido utilizados ampliamente en este trabajo.

B.1. Campos ordenados

En la Seccion A.2 del apéndice anterior vimos que dado un conjunto F,
podemos definir entre sus elementos una relacion de orden que nos permita
compararlos entre si. Ademés, también podemos dotarlo de una estructura
algebraica mediante operaciones a las que solemos llamar suma y multiplicacién.
La siguiente definiciéon tiene como objetivo establecer qué tipo de estructura
conformaréan los niimeros reales con las operaciones antes mencionadas.

Definiciéon B.1 Sea F' un conjunto y sean +: F X F — F y-: F x F — F dos
funciones a las que llamaremos suma y multiplicacion respectivamente. Decimos
que (F,+,-) es un campo si se satisfacen las siguientes propiedades:

Axiomas para la suma
(A1) la suma es conmutativa, es decir, Vo,y € F v +y =1y + x;

(A2) la suma es asociativa, es decir, Vo,y,z € F (x +y)+z=2+ (y + 2);

(A3) existe 0 € F tal que 0 es un elemento neutro para la suma, es decir, tal
queVr € F, 0+ = x;

143
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(A4) Para cada x € F existe un inverso aditivo, es decir, existe —x € F tal
que x + (—z) = 0.

Axiomas para la multiplicacion

(M1) la multiplicacion es conmutativa, es decir, Ve,y € F -y =1y - x;

(M2) la multiplicacion es asociativa, es decir, Vx,y,z € F (x-y)-z =x-(y-2);

(M3) existe 1 € F tal que 0 # 1 y 1 es un elementro neutro para la
multiplicacion, es decir, tal queVx € F', 1 -x = x;

(M4) Para cada x € F — {0} existe un inverso multiplicativo, es decir, existe

LeF tal quex-()=1.

x

Ley distributiva
(D1) Va,y,z € F se cumple que x- (y +2)=x-y+z- 2.

La siguiente definiciéon retne los dos tipos de estructura de los que hemos
hablado hasta ahora, que son la de orden y la algebraica.

Definiciéon B.2 Un campo ordenado es un conjunto F dotado de un orden <
y dos operaciones + y - tales que, (F,<) es un orden lineal, (F,+,-) es un campo
y ademds:

(i) para cualesquiera x,y,z € F' se tiene que si x <y, entonces x + z < y + z;
(ii) sixz,y € F son tales que x >0 y y > 0, entonces x -y > 0.

El siguiente resultado sintetiza la importancia para los niimeros reales de todas
las nociones definidas anteriormente y en €l se centra por qué el estudio de los
nimeros reales ha sido tan importante en la historia de las matemaéticas.

Teorema B.3 FEzxiste un campo ordenado R con la propiedad de que cualquier
subconjunto acotado superiormente tiene supremo.

Demostracion. La demostraciéon de este teorema se puede consultar en
[Rud76] pag. 17. O

Por supuesto, el campo al que se refiere el resultado anterior es el de los nimeros
reales con el orden y las operaciones que le brindamos usualmente. La prueba de su
existencia se refiere a la construccién conjuntista que nos permite ver a la coleccion
de ntimeros reales como un objeto matematico construido a partir de los axiomas
de la teorfa de conjuntos.

B.2. Sumas numerables

Cuando trabajamos con conjuntos infinitos de ntmeros reales, a menudo
requeriremos hablar de sumas generalizadas o infinitas. Estas nociones se pueden
estudiar de manera muy profunda en libros de Calculo o de Analisis Matematico.!

LEl lector puede consultar el libro de Rudin [Rud76] para tener una perspectiva mas profunda
de este tema.
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Sin embargo, aqui introduciremos la definicién tnicamente para el caso particular
en el que estemos sumando s6lo cantidades positivas, dentro de las que podra estar
el simbolo de oo mencionado en la Definicion 1.1.

Definicion B.4 Dada una sucesion {r, :n € N} C RT U {0,00}, definimos la
suma infinita de los r, como

Zrn ::sup{f:rn :mGN}.
n=0

neN

Asimismo, por las propiedades de sumas numerables y de limites podemos
expresar a estas sumas infinitas como un limite de la siguiente manera:

Zrnn}finooirnsup{irn : mGN}.

neN n=0 n=0

B.3. Topologia de los ntimeros reales

Las definiciones que estableceremos a continuacion caracterizan a algunos
conjuntos de nimeros reales con base en propiedades meramente topolédgicas.

Definicién B.5 Sea x € R y sea r € R*. Definimos a la bola de radio r con
centro en x como el intervalo (x — r,x +r) y la denotamos por B(z,T).

Definicion B.6 Sea A un subconjunto de R y sea x € A. Decimos que x es un
punto interior de A si existe r € RY tal que B(x,r) C A. Al conjunto de puntos
interiores de A lo denotamos por int(A).

Definicion B.7 Sea A un subconjunto de los nimeros reales. Decimos que A es
abierto si int(A) = A, es decir, si todos sus puntos son interiores.

Definicion B.8 Sea F' un subconjunto de los nimeros reales y sea x € R. Decimos
que = es un punto de acumulacion de F si y soélo si para cualguier r € RT se
tiene que (B(z,r) — {x}) N F # 0, es decir, si cualquier bola con centro en x a la
que le quitemos su centro intersecta a F. Al conjunto de puntos de acumulacion
lo denotamos por F'.

Definicion B.9 Sea F' un subconjunto de los nimeros reales. Decimos que F' es
cerrado si y sélo si contiene a todos sus puntos de acumulacion, es decir, si
F'CF.

Definicién B.10 Sea F un subconjunto de los nimeros reales. Definimos la
cerradura de F' como el conjunto F'U F' y la denotamos por F.

El siguiente teorema nos da algunas equivalencias muy utiles respecto a qué
significa que un conjunto sea cerrado.

Teorema B.11 Sea F C R. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(a) F es cerrado;
(b) el complemento de F es abierto;

(c) F es igual a su cerradura, es decir, F = F.

Demostracion. La equivalencia entre (a) y (b) se puede consultar en [Rud76]
pag. 34. La equivalencia entre (a) y (c) se sigue directamente de la definicion de
cerradura. [

Hasta ahora hemos definido a dos de las clases de conjuntos de nimeros reales
més importantes que son las de los abiertos y los cerrados. Una nocién que aparece
frecuentemente al trabajar con este tipo de conjuntos, es la de distancia entre dos
subconjuntos de R. A continuacion definiremos este concepto que resulta muy tatil
cuando estamos manejando conjuntos de niimeros reales.

Definicion B.12 Sean X y Y dos subconjuntos no wvacios de R. Definimos la
distancia de X a'Y como el numero real

AX,)Y)=inf{lr—y| rz e X yye Y}

En el caso particular en el que X es de la forma X = {z}, escribimos d(z,Y)
para denotar la distancia de X a'Y.

Obsérvese que el infimo de la definicion anterior estéd bien definido y es un
namero real pues X y Y son no vacios y el conjunto al que estamos tomando
infimo esta acotado inferiormente por el 0. Nétese también que si G es un conjunto
abierto y « € G, entonces d(z,R — G) > 0.

Una especie de conjuntos que tienen propiedades particularmente importantes
en el estudio de la topologfa de los niimeros reales son los conjuntos compactos que
definiremos a continuacién, aunque para ello necesitaremos del siguiente concepto
preliminar.

Definicion B.13 Sea F' un conjunto de numeros reales y sea G una familia de
subconjuntos abiertos de R. Decimos que G es una cubierta abierta para F si
y solo si F CJG.

Definicion B.14 Sea F un conjunto de numeros reales. Decimos que I es
compacto si y solo si para toda cubierta abierta G para F existe una subcubierta
finita para F, es decir, existe un subconjunto finito H C G tal que F C |JH.

La siguiente definicién nos permitira entender mejor las propiedades de los
conjuntos compactos.

Definicion B.15 Sea F un conjunto de niumeros reales. Decimos que F es
acotado si y solo si existe M >0 tal que FF C (=M, M).

A partir de este concepto podemos enunciar el siguiente teorema, que brinda
una caracterizaciéon muy util de los subconjuntos compactos de R.
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Teorema B.16 (Teorema de Heine Borel) Sea K un conjunto de nimeros
reales. Entonces K es compacto si y solo si es cerrado y acotado.

Demostracion. La demostracion de este famoso resultado se puede consultar,
por ejemplo, en [Rud76] pag. 40. O

Concluimos esta seccion con una definicion y un resultado que se utilizan
frecuentemente para demostrar propiedades de algunos conjuntos de numeros
reales.

Definicion B.17 Sea S una familia no vacia de conjuntos. Decimos que S tiene
la propiedad de la interseccion finita si para cualquier subfamilia finita y no
vacia R de S se tiene que (R # 0.

Teorema B.18 Si T es una familia de intervalos cerrados y acotados en R con
la propiedad de la interseccion finita, entonces (1Z es un intervalo no vacio.

Demostracion. Sea Z una familia de intervalos cerrados y acotados con
la propiedad de la interseccién finita y sea A := {z € R: 3y € R([z,y] € I)}
el conjunto de extremos izquierdos de los intervalos en Z. Demostraremos que
A es un conjunto acotado superiomente. Sea [a,b] un intervalo cualquiera en
la familia Z. Obsérvese que para todo = € A se tiene que = < b, ya que de
lo contrario existiria y € R tal que [z,y] € Ty a < b < z < y, por lo que
[a,b] N [x,y] = @ contradiciendo que Z tiene la propiedad de la interseccion finita.
Esto significa que b es una cota superior para A y, como A # 0, existe @ € R tal
que @ = sup(A). De este modo, si [a,b] € Z, como a € A y b es una cota superior
de A, se tiene que a < @ < b. Asi, @ € [a,b] para cualquier [a,b] € Z vy, por
tanto, @ € (Z, de modo que este conjunto es no vacio. El hecho de que (Z es
un intervalo se sigue directamente de las definiciones de intervalo e intersecciéon.? O

B.4. El cardinal del continuo

Dado que los niimeros reales han sido uno de los objetos més estudiados por
parte de los matematicos, no debe resultar sorprendente que también hayan sido los
causantes de algunas de las controversias mas escandalosas en las matemaéticas del
siglo XIX, época en la cual Cantor demostré que los numeros reales no pueden ser
biyectados con el conjunto de los nimeros racionales. Esta fue la primera vez que
los matematicos se enfrentaron a aceptar que hay conjuntos infinitos méas grandes
que otros y por supuesto muchos contemporaneos atacaron fervientemente estas
ideas. Sin embargo, Cantor utiliz6é esto como motivacién para construir un nuevo
panorama dentro de las matematicas.

La manera mas comin de hablar de la cardinalidad de los ntimeros reales
consiste en utilizar su expresion en notaciéon binaria para construir una funcién
biyectiva entre R y N{0,1}. De hecho, dadas las herramientas conjuntistas que

2Recordemos que I C R es un intervalo si y sélo si para cualesquiera z,y € I,siz <yy z € R
es tal que z < z < y, entonces z € I.
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hemos construido en el Apéndice A.2, se puede establecer el resultado considerando
tnicamente la expansién decimal de los niimeros reales, ya que la Proposiciéon
A.52 nos dice que N{0,1} ~ ¥{n € N : 0 < n < 9}. De manera concreta podemos
establecer el siguiente teorema.

Teorema B.19 El conjunto de nimeros reales es equipotente con N{0,1}.

Demostraciéon. La demostracion consiste en probar que R < P(N) y que
Nf0,1} < R, de modo que utilizando el Teorema A.31 y el Teorema A.29 de
Cantor-Schroeder-Bernstein, se sigue el resultado. Los detalles de la prueba
requieren herramientas que se salen del objetivo de esta tesis, sin embargo, el
lector los puede consultar en [HJ99] pag. 91. O

El teorema anterior nos dice que utilizando el Axioma de Eleccion, podemos
hablar de la cardinalidad del conjunto R, que corresponderia al ntiimero cardinal
2%o,



Bibliografia

[Alv03]
[Amo09]

[Amo84]

[Amo08]

[ACM]

[BNOO|

[Bar95]

[BST9]

[Cam9g]

Alvarez Velasco, Ana. Azioma de eleccion y Teoria de la Medida. Tesis
de Licenciatura. UNAM. 2003.

Amor Montano, José Alfredo. Dominancia conjuntista es un buen
orden. Laberintos e Infinitos. ITAM. (No. 19), 10-15. 2009.

Amor Montano, José¢ Alfredo. Pequenos grandes cardinales. (Los
menos grandes de los cardinales grandes). Tesis de Maestria. UAM
Iztapalapa. 1984.

Amor Montafo, José Alfredo. Teoria de Conjuntos para estudiantes
de Ciencias. Segunda edicion. México. Las prensas de Ciencias. 2008.

Amor Montano, José Alfredo, Campero Arena, Gabriela y Miranda
Perea, Favio Ezequiel. Teoria de Conjuntos, curso intermedio. Por
aparecer en Las Prensas de Ciencias.

Bachman, George and Narici, Lawrence. Functional Analysis. Estados
Unidos de Norteamérica. Dover. 2000.

Bartle, Robert G. The elements of Integration and Lebesgue Measure.
Estados Unidos de Norteamérica. John Wiley and Sons. 1995.

Briggs, James M. and Schaffter, Thomas. Measure and cardinality.
The American Mathematical Monthly. Vol. 86. (No. 10), 852-855.
1979.

Campero Arena, Gabriela. ;FEs V distinto de L? Independencia
del Axioma de Constructibilidad y algunas reflexiones sobre la No-
Constructibilidad del Universo Conjuntista. Tesis de Licenciatura.
UNAM. 1998.

149



150

[Cie89)

[DauT9]

[End04]

[Gra09|

[Hal74]
[HJ99]

[Jec02]

[Kan03]

[KM78]

[Kec95]

[Kun&0]

[NN59]

[Oxt80]

[Rud76]

[Sol70]

[Tal83]

[Zor08]

BIBLIOGRAFIA

Ciesilski, Krysztof. How good is Lebesque measure?. The
Mathematical Intelligencer. Vol. 11. (No. 2), 54-58. New York.
1989.

Dauben, Joseph W. Georg Cantor: his mathematics and philosophy
of the infinite. Princeton University Press. 1979.

Enderton, Herbert B. Una introduccion matemdtica o la logica. 2a.
edicion. México. Instituto de Investigaciones Filosoficas, UNAM.
2004.

Grabinsky, Guillermo. Teoria de la medida. México. Las prensas de
Ciencias. 2009.

Halmos, Paul R. Measure Theory. New York. Springer-Verlag. 1974.

Hrbacek, Karel and Jech, Thomas. Introduction to Set Theory. Third
Edition, revised and expanded. USA. Taylor and Francis Group. 1999.

Jech, Thomas. Set Theory. 3rd. Millennium edition revised and
expanded. Berlin. Springer. 2002.

Kanamori, Akihiro. The Higher Infinite. Second edition. Berlin.
Springer. 2003.

Kanamori, A. and Magidor M. The evolution of large cardinal axioms
in set theory. In Higher Set Theory. Berlin. 1978.

Kechris, Alexander S. Classical Descriptive Set Theory. New York.
Springer Verlag. 1995.

Kunen, Kenneth. Set Theory. An Introduction to Independence
Proofs. USA. Studies in Logic and the Foundations of Mathematics.
Vol. 102. 1980.

Nagel, Ernst y Newman, James R. La prueba de Gddel. México.
Centro de estudios filosoficos. UNAM. 1959.

Oxtoby, John C. Measure and Category. Second Edition. New York.
Springer Verlag. 1980.

Rudin, Walter. Principles of Mathematical Analysis. Third Edition.
Singapur. McGraw-Hill. 1976.

Solovay, Robert M. A model of Set Theory in which every set of reals
is Lebesque Measurable. The Annals of Mathematics, Second Series.
Vol. 92, (No. 1), 1970. pp. 1-56.

Tall, Franklin D. Applying Set Theory to Measure Theory. In Measure
Theory and its applications. Berlin. Springer. 1983.

Zorrilla Noriega, Manuel. La Paradoja de Banach-Tarski. Tesis de
Licenciatura. UNAM. 2008.



	Portada

	Índice General

	Introducción

	Capítulo 1. La Medida de Lebesgue

	Capítulo 2. Generalización del Problema de la Medida

	Capítulo 3. Cardinales Medibles

	Capítulo 4. Otros Cardinales Grandes

	Apéndices

	Bibliografía


