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Introduccion

Los espacios compactos juegan un papel muy importante en diversas ramas
de las matemadticas. En Célculo, por ejemplo, el Teorema fundamental del célcu-
lo, el teorema del valor medio y el teorema de Dini dependen de la compacidad,
también las funciones continuas y realvaluadas alcanzan maximos y minimos lo-
cales y son uniformemente continuas en los intervalos cerrados y acotados de R.
De hecho, varias de las propiedades de los compactos en R fueron la guia para
definir compacidad en los espacios topoldgicos en general. Es por esta razén
que cuando un espacio X no es compacto, resulta interesante construir alguna
compactacién de X.

A lo largo de los anos se han propuesto varios métodos para encontrar ex-
tensiones compactas de espacios topolégicos. Tychonoff demostrd que son los
espacios completamente regulares y soélo ellos los que tienen alguna extension
Hausdorff compacta. Stone y Cech construyeron independientemente una com-
pactacién de un espacio X en la cual X esta C*-encajado y es la tnica com-
pactacién con esa propiedad. Wallman utilizé los ultrafiltros de cerrados de un
espacio normal para construir la misma compactacién que encontraron Stone y
Cech. Frink generalizé la idea de Wallman al construir extensiones compactas
de espacios completamente regulares utilizando bases normales, las cuales adop-
taron el nombre de “bases de Wallman”.

El presente trabajo surgié a partir del curso de Posgrado en Ciencias Matema-
ticas de la UNAM impartido por el Dr. Angel Tamariz Mascaria durante el
primer semestre de 2008, el cual estaba basado en el libro Fxtensions and abso-
lutes of Hausdorff spaces de Jack R. Porter y R. Grant Woods que en su capitulo
4 aborda el tema de las extensiones compactas.



Capitulo 1

Extensiones de espacios
topologicos

1.1. Filtros y reticulas

Los conceptos de reticula y filtro jugaran un papel muy importante a lo largo
de la tesis y a continuacién los recordaremos. Todos los espacios topolégicos
que utilicemos seran espacios Hausdorff.

1.1 Definicion. Un orden parcial en un conjunto X es una relacién binaria
“<.en X es decir un subconjunto de X x X, que satisface las siguientes condi-
ciones:

1. (Reflexividad) si € X, entonces z < x;
2. (Antisimetria) si x,y € X,z <y y y < x, entonces & = y;
3. (Transitividad) si x,y,2z € X,z < y,y < z, entonces z < z.

Al conjunto X junto con la relacién binaria < serd llamado conjunto par-
cialmente ordenado.

1.2 Ejemplo. Sea X un conjunto y A C P(X), donde P(X) es la coleccién de
todos los subconjuntos de X. Si para A, B € A definimos A < B por A C B,
entonces C satisface las condiciones arriba mencionadas. Por lo tanto A es un
conjunto parcialmente ordenado.

1.3 Definicién. Sea < un orden parcial en un conjunto A. Sea B un subcon-
junto de A, un elemento a € A es llamado cota superior de B si b < a para
cualquier elemento b € B; a es llamado cota inferior de B si a < b para todo
b € B. Un elemento ¢ € A es llamado supremo de B, denotado por sup B, si
c es una cota superior de B y si d es otra cota superior de B entonces ¢ < d;
c € A es llamado infimo de B, denotado por inf B, si ¢ es una cota inferior de
B y si d es otra cota inferior de B entonces d < c,
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Es pertinente observar que las cotas superiores e inferiores no siempre existen
para todos los subconjuntos de conjuntos parcialmente ordenados.

1.4 Definicién. El conjunto parcialmente ordenado (A, <) serd llamado reticu-
la si para cualquier par de elementos a,b € A, los elementos sup{a, b} e inf{a, b}
existen en A. Si B C A, entonces B es subreticula de A si para cada a,b € B,
los elementos sup{a, b} e inf{a, b} existen y pertenecen a B.

1.5 Ejemplo. Sea X un conjunto. Por 1.2, P(X) se ordena parcialmente por
medio de la relacién binaria C . Si @ # A C P(X) entonces supA = UA e
inf A = NA. Por lo tanto (P(X), C) es una reticula.

1.6 Ejemplo. Sea X un espacio topolégico y sea 7(X) el conjunto de abiertos
de X. Entonces (7(X), C) es una reticula. En efecto, si A, B son abiertos en X
entonces sup{A, B} = AU B e inf{A, B} = AN B. Notemos que ademds 7(X)
es subreticula de P(X).

1.7 Ejemplo. Sea X un espacioy Z(X) ={Z(f): f € C(X)}, donde Z(f) es
la imagen inversa del punto 0 bajo f. Entonces Z(X) es subreticula de P(X).
En efecto, si Z(f), Z(g) € Z(X) entonces Z(f)UZ(g) = Z(fg) y Z(f)NZ(g) =
Z(|f1 + lgl), por lo tanto sup{Z(f), Z(g9)} = Z(f) U Z(g) e nf{Z(f), Z(9)} =
Z(f) N Z(g)-

Sea £ una subreticula de P(X), diremos que un subconjunto F C L es un
L-filtro si

1. F# o,

2. o & F,

3. si A,B € F entonces ANB e Fy

4. si A€ Fy B € L son tales que A C B, entonces B € F.

Observemos que si F C L cumple las primeras tres condiciones, entonces
G={AeL:F C Aparaalgin F' € F} es un L-filtro.

1.8 Definicién. Diremos que F es L-ultrafiltro si es L-filtro maximal.

1.9 Proposicién. Sea £ una subreticula de P(X) para algin conjunto X. En-
tonces, si F es un L-filtro existe un L-ultrafiltro que contiene a F.

Demostracién. Sea F un L-filtro, definamos & = {G C £ : G es L-Afiltro y
F C G}. Como F € 6, & # &. Sea C una cadena en &, entonces UC es un
L-filtro que pertenece a &. Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal en
® y la proposiciéon queda demostrada. O

1.10 Proposicién. Sea £ una subreticula de P(X) para algin conjunto X. Si
F es un L-filtro entonces, son equivalentes:

1. F es un L-ultrafiltro;
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2. si A€ L estal que AN B # & para todo B € F, entonces A € F.

Demostracion. Supongamos que F es un L-ultrafiltro. Sea A € £ tal que AN
B # @ para todo B € F. Consideremos H = {C € L : AN B C C para
algin B € F}. Podemos observar que F C H. Si C1,C> € H, entonces existen
By, By € F tales que AN By C Cy y AN By C Cs; notamos que By N By € F
y AN (B1NBy) CCyNCy Porlotanto CyNCy e H.SiC e Hy D € L tal
que C C D, entonces existe B € F tal que AN B C C' C D, lo que implica que
D € H. Como @ ¢ H, H es L-filtro, entonces F = H. Como A € H, concluimos
que A € F.

Ahora supongamos que se cumple la condicién 2. Sea H un L-filtro tal que
F CH.Sean A€ Hy Be€ F CH, entonces AN B # &. Por hipétesis A € F,
por lo tanto H C F. Concluimos que F es un L-ultrafiltro. O

1.11 Corolario. Si F y G son L-ultrafiltros distintos, entonces existen conjun-
tos F € F yG e€g tales que FNG = 2.

Demostracidn. Como F y G son distintos, existe F' € F \ G. Supongamos que
para cada elemento G € G se cumple que F'N G # &. Entonces F' € G, lo que
es una contradiccién. Por lo tanto existe G € G tal que FNG = @. O

1.12 Corolario. Sea F un L-ultrafiltro. Si A,B € L y AU B € F entonces
AceFo6BelF.

Demostracion. Si A € F entonces existe C' € F tal que AN C = &, entonces
BD>BNC=(BUA)NC € F. Concluimos que B € F. O

1.13 Definicién. Sean X un espacio topoldgico, £ una subreticula de P(X) y F
un L-filtro. El conjunto N{clx F : F € F} es llamado el conjunto de adherencia
de F y es denotado por a(F). Si a(F) = &, F es llamado libre, de otra forma F
es llamado fijo. Se dice que F converge a un punto p € X si N'(p)NL C F, donde
N(p) es el conjunto de vecindades de p. Denotaremos por ¢(F) al conjunto de
puntos a los cuales F converge.

1.14 Proposicién. Si £L = P(X) ¢ 7(X), F es un L-filtro y U es un L-
ultrafiltro entonces:

1. ¢(F) C a(F),

2. c¢UU) = alld),

3. ¢(F) contiene a lo mds un punto,

4. si X es compacto y a(F) = {p}, con p € X, entonces ¢(F) = {p}.

Demostracién. (1). Sea p € ¢(F). Entonces N(p) N L C F. Sean F € F y
U € N (p) abierto. Entonces U € F. Por lo tanto FNU # @ y p € a(F).

(2). Sea U es un L-ultrafiltro. Por (1), c¢(U) C a(U). Sean ahora p € a(Uf) y
A € N(p)N L. Entonces p € intx A. En consecuencia, ANF Dintxy ANF # &
para todo F' € U. Como U es L-ultrafiltro, A € Y. Por lo tanto p € c(U).
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(3). Supongamos que existe p € ¢(F) y sea ¢ € X tal que p # ¢. Existen
abiertos U € N(p) y V € N(q) tales que UNV = . Como U € F, V ¢ F. Por
lo tanto g & c(F).

(4). Por (1), ¢(F) C {p}. Sea U un abierto tal que p € U. Entonces N{clx F :
F € F} C U. Como X es compacto, existe una cantidad finita Fy,..., F, de
elementos de F tales que clxFi N...NclxF, C U. Por lo tanto U € F y
p € ¢(F). O

1.2. Extensiones, conceptos basicos

Un espacio Y es una extensiéon de un espacio X si X es denso en Y. Denotare-
mos a la familia de funciones de X a Y por F(X,Y), a la familia de funciones
continuas de X a Y por C(X,Y).

1.15 Definicién. Sean Y7, Y5 dos extensiones de los espacios X7 y X respec-
tivamente. Sea f € F(Xi,Xs). Una funcién F € F(Y1,Y2) es llamada una
extensién de f si F|X; = f.

SiY es una extensién de X, el espacio Y \ X es llamado el residuo de X en
Y.

1.16 Proposiciéon. Sea Y wuna extension del espacio X, y sea Z otro es-
pacio topoldgico. Si f € C(X,Z), entonces f tiene a lo mds una extension
FecCY,Z).

Demostracién. Sea f € C(X,Z), y supongamos que f tiene dos extensiones
F,GeC(Y,Z).Sea A={yeY : F(y) = G(y)}, como F' y G son extensiones
de f entonces X C A. Claramente A es un subespacio cerrado de Y. Como X
es denso concluimos que A =Y. O

1.17 Proposicién. SiY es una ectension de X, entonces |Y| < 22!,

Demostracion. Para cada y € Y, definamos OY = {U N X : U es abierto en Y
vy y € U}. Ahora sean y,z € Y con y # z. Existen abiertos U,V CY, tales que
yelU,zeVyUNV =g. Entonces UNX € OY\ O?. Por lo tanto la funcién
e:Y — P(P(X)) definida por e(y) = OY es inyectiva, lo cual demuestra que

Y| <22 O

1.18 Definicién. Dos extensiones Y7, Ys de un espacio X son equivalentes si
existe un homeomorfismo h : Y1 — Y5 tal que h(z) = x para cada x € X. Si V3
e Y5 son equivalentes lo denotaremos por Y; =x Y.

1.19 Definicién. Sea X un espacio y £(X) una coleccién de extensiones de X
tales que distintos miembros de £(X) no son equivalentes y cualquier extensién
de X es equivalente a alguna extensién de £(X).

1.20 Definicién. Para un espacio X y dos extensiones Y, Z € £(X), diremos
que Y es proyectivamente méas grande que Z si existe una funcién continua
f:Y — Z tal que f restringida a X es la funcién identidad en X. En tal caso
escribiremos Y > Z.
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1.21 Proposicién. Para un espacio X, (£(X), <) es un conjunto parcialmente
ordenado.

Demostracion. Sean WY, Z € £(X). Claramente W < W, ya que la funcién
identidad es continua. Supongamos que Y < Z y Z < Y. Existen funciones
continuas f: Z - Y yg:Y — Z tales que f(z) = g(z) = x si z € X. Entonces
fog:Y =Y escontinuay fog|X es la funcién identidad en Y restringida a
X. Por 1.16 f o g = idy. De forma andloga go f = idy. Por lo tanto g = f~ !, y
F' es un homeomorfismo. Entonces Y =x Z.

Ahora supongamos que W < Y.Y < Z. Existen funciones continuas f : W —
Yyg:Y — Ztales que f(z) = g(z) =z si x € X. Entonces fog: W — Z es
continua y f(g(z)) = = para todo x € X. Por lo tanto W < Z. O

1.22 Proposicién. Sea Y € E(X) para un espacio X. Sean Z un espacio
reqular y f € C(X, Z). Entonces son equivalentes:

1. Eziste una funcién F € C(Y,Z) tal que F|X = f, y

2. para cada y €Y, el filtro Fy = {A C Z : f[U] C A para algin U € OV}
converge, donde OY = {UNX : U es abierto en Y yy € U}.

Demostracién. 1 = 2.) Supongamos que existe una funcién F' € C(Y,Z) tal
que F|X = f, y sea y € Y. Sea W un abierto en Z que contenga a F(y). Como
F es continua, existe un abierto U C Y tal que y € U y F[U] C W. Entonces
flUNX]=F[UNX] CW, como UnN X pertenece a OY, f[U N X] pertenece a
Fy. Por lo tanto F, converge a F(y).

2 = 1.) Supongamos que para cada y € Y, F, converge a algin punto z,.
Por 1.14, z, es el unico punto al cual F, converge. Definamos F' : Y — Z por
F(y) = zy. Demostraremos que F' es continua. Sean y € Y y W un abierto en
Z tal que F(y) € W.

Como Z es regular, existe un abierto V en Z tal que F(y) CV CclzV C W.
Como F, converge a F(y), V € F,. Entonces existe un abierto U en Y tal
que y € Uy f[UNX] C V. Queremos demostrar que F[U] C W. Sean p € U
y T un abierto en Z tal que F(p) € T. Como F, converge a F(p), T € Fp,
entonces existe un abierto R en Y tal que p € Ry f[RN X] C T, observamos
que @ # flUNRNX] CVNT. Por lo tanto F(p) € clzV C W, demostrando
la continuidad de F.

Falta demostrar que F|X = f.

Sea z € X. Demostraremos que F, converge a f(z) y como F, converge a
F(x) entonces, por 1.14, F(z) = f(x). Sea W un abierto en Z tal que f(x) € W.
Como f es continua existe un abierto U en X tal que z € U'y f[U] CW. Entonces
existe un abierto V en Y tal que U = V N X, y por lo tanto f[V N X]| pertenece
a F, y estd contenido en W. Resulta entonces que W € F,. O

1.23 Proposicion. Sea X un espacio, e : X — Y un encaje denso, Z un espacio
compacto y f € C(X,Z). Entonces, existe una funcién continua F :Y — Z tal
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que Foe= f siy sdlo si para cada par de conjuntos cerrados ajenos B y C en
Z, se tiene que clye[f[B]] N clye[f~[C]] = @.

Demostracidn. Sea X un espacio, Y € &£(X), Z un espacio compacto y f €
C(X, Z). Supongamos que existe una funcién continua F : Y — Z tal que
F|X = f. Sean A, B cerrados ajenos en Z. Como F~![B] es cerrado y f~![B] C
F~1B], entonces cly f~![B] € F~![B]. Como BN C = @, concluimos que
cy fUB]Nely fLC) C FYBI N FYC] = 2.

Ahora supongamos que para cada par de cerrados disjuntos B,C en Z se
cumple cly f71[B] Necly f71[C] = @. Sea y € Y y consideremos F, = {4 C
Z : flU] € A para algin U € OY} donde OY = {UN X : U es abierto en Y
y y € U}. Como Z es compacto entonces a(Fy) = N{clz f[U] : U € OV} # @.
Supongamos que p,q € a(Fy) son tales que p # ¢q. Como Z es regular existen
abiertos V., W en Z tales que p € V,q € W y clzV Ncly;W = &. Por hipétesis,
Clyfﬁl[clz‘/} n Clyfil[clzl/V] =, pero y € Clyfﬁl[clz‘/] n clyffl[chW], lo
cual es una contradiccién. En efecto, sea D un abierto en Y tal que y € D.
Entonces D N X pertenece a OY, y f[D N X] pertenece a F,. Como p € V'y
p € a(F,) entonces VN fIDNX] # @y fHV]NDNX # @. Por lo tanto
y € cly fHV]Nely fHW].

Entonces {p} = a(F,) para algin p € Z. Demostraremos que F, converge
a p. Sea W un abierto en Z tal que p € W. Como Z \ W es compacto y
Z\W CU{Z\clzF : F € F,}, entonces existe una subfamilia finita S C F,
tal que Z\ W C U{Z \clzF : F € S} C Z\NS. ComoNS € F, y NS C W,
entonces F, converge a p. Por 1.22 existe una funcién continua F': Y — Z tal
que F|X = f. O

1.24 Proposicion. Sea X un espacio Tychonoff. Sean Y, Z dos espacios com-
pactos Hausdorff ye: X — Y,i: X — Z encajes densos. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1.Y > 2,

2. si A,B C X son conjuntos tales que clzi[A] N clzi[B] = &, entonces
clye[A] N clye[B] = &,

Demostracion. 1 = 2. Sean A, B C X conjuntos tales que clzi[A]Nclzi[B] = @.
Por hipétesis existe una funcién continua F': Y — Z tal que Foe = i. Por 1.23,

clye[i~tclzi[A]]] Nelye[i~tclzi[B])] = @.

Por lo tanto clye[A] Nclye[B] = @.

2 = 1. Sean B,C cerrados disjuntos en Z, entonces los subconjuntos i~![B],
i~[C] de X tienen cerraduras disjuntas en Z. Por hipétesis clye[i~1[B]] N
clye[i[C]] = @. Por 1.23, existe una funcién continua F : Y — Z tal que
Foe=1. O



Capitulo 2

Compactaciones

2.1. Compactacién de Stone-Cech

Una compactacién de un espacio X es una pareja (Y, e) donde Y es un es-
pacio compacto Hausdorff y e : X — Y es un encaje denso. En 1930, Tychonoff
caracterizé a los subespacios de los espacios compactos en el siguiente teorema.
Recordemos que todos los espacios mencionados se consideran espacios Haus-

dorff.

2.1 Teorema (Tychonoff). Un espacio X es Tychonoff si y sélo si existe una
compactacion de X.

Para demostrar el teorema anterior es conveniente utilizar un resultado més
general y que nos ayudara a construir la compactacién de Stone-Cech.

2.2 Definicién. Una familia F de funciones evaluadas en un espacio X dis-
tingue puntos si para cada par z,y € X, existe una funcién f € F tal que
f(z) # f(y). La familia F distingue puntos de cerrados si para cada conjunto
cerrado F' C X y cada z € X\ F, existe una funcién f € F tal que f(x) & clf[F].

2.3 Lema. Sea F wuna familia de funciones continuas tal que cada miembro
f € F es una funcion del espacio X al espacio Yy. Entonces:

1. La funcion evaluacion e : X — IIY} definida por my o e(x) = f(x), para
toda f € F y todo punto x € X, es continua;

2. si F distingue puntos de cerrados entonces la funcion evaluacion es una
funcidn abierta sobre su imagen;

3. la funcion evaluacion es inyectiva si y solo si F distingue puntos;

4. si F distingue puntos y puntos de cerrados entonces la funcion evaluacion
es un encaje.

Demostracion. 1. La funcién evaluaciéon e compuesta con cada proyeccién es
continua, y por lo tanto e es continua,

7
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2. Sean U un abierto en X, y x € U, por hipétesis existe f € F tal que
f(x) & cly, f[X \ U]. Entonces e(z) € my, (Y \ cly, f[X \ U]). Sea » € X
tal que e(z) € W;fl(Yf \ cly, f[X \ U]). Entonces f(z) € Yy \ cly, f[X \ U].
En consecuencia z € U, y por lo tanto e[U] es abierto en e[X].

3. Sean z,y € X, dos puntos distintos. La funcién e es inyectiva si y sélo si
e(z) # e(y), sl y sblo si existe f € F tal que f(x) # f(y).

4. Esta afirmacion es consecuencia de 2 y 3.
O

Gracias a este lema, el Teorema de Tychonoff es sencillo de abordar. Si X
es Tychonoff, la familia de funciones C*(X) = {f : X — I|f es continua}
separa puntos y puntos de cerrados. Por lo tanto la funcién evaluacién e :
X — Myec+(x)) Iy es un encaje. En consecuencia, (cljc+(x)e[X],e) es una com-
pactacién de X.

2.4 Definicién. La compactacién de Stone-Cech SX de un espacio Tychonoff
X, se define por X = cljexx)e[X], donde e : X — I (X) es la funcién
evaluacién.

Al estudiar el espacio X encontramos que el conjunto de nulos Z(X) nos
ayuda a caracterizar a §X.

2.5 Teorema. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces la familia de nulos Z(X)
es una base para los cerrados y la familia {intZ : Z € Z(X)} es una base para
los abiertos de X.

Demostracion. Sea x € X y U un abierto en X tal que 2z € U. Entonces X \U es
cerrado en X. Como X es Tychonoff existe una funcién continua f : X — I tal
que f(z) =0y f(X\U) C {1}.Sean Z; = f71([0,1/2]) y Z2 = f~1(1). Entonces
xe€intZy CZy CU X\UC Zyy x & Zy, demostrando el teorema. O

El siguiente teorema nos ofrece caracterizaciones de 8X.

2.6 Teorema. La compactacion de Stone-Cech 58X, de un espacio Tychonoff
X, cumple las siguientes propiedades equivalentes:

1. Para cualquier funcion continua f : X — Y, donde Y es un compacto,
existe una Unica funcion continua Bf : X — Y, tal que Bf oe = f;

2. para cualquier funcidn continua f : X — [0,1] existe una tunica funcion
continua Bf : X — [0,1] tal que Bf oe = f;

3. cualesquiera dos nulos ajenos de X tienen cerraduras ajenas en X

4. para cualesquiera dos nulos Z1, Zy en X se tiene clgx (Z1NZ2) = clgx Z1N
ClngQ.

Ademds, si T es una compactacion de X que cumpla alguna de las condi-
ciones anteriores, y por lo tanto todas, entonces T =x [X.
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Demostracion. Primero demostraremos que las condiciones son equivalentes.

1 = 2. Sea f € C*(X). Entonces clg(f[X]) es un compacto. Aplicando 1
demostramos 2.

2 = 3. Sean Z(f),Z(g) dos nulos ajenos de X. La funcién h : X — I
definida por h = |f|/(|f| + |g]) es continua y Z(f) = h=1(0) y Z(g9) = h™(1).
Por hipdétesis existe una extensién H de h a todo SX. Por lo tanto, Z(f) =
R=1(0) € H X(0) y Z(g9) = h=(1) € H~1(1). Como H~*(0) y H~'(1) son
cerrados ajenos en X, clgx Z(f) NclgxZ(g) = @.

3 = 4. Sea p € clgxZ1 NclgxZs, sea Z un nulo en SX tal que p € intgx Z.
Como X es denso en 8X, p € clgx(ZNZ1)Nclgx (ZNZs). Los conjuntos ZNZy
vy Z N Zs son nulos en X cuyas cerraduras no son ajenas en $X, por hipdtesis,
ZNZyNZy# @. Por lo tanto p € clgx (Z1 N Zs).

4 = 1. Sea Y un espacio compacto y f : X — Y una funcién continua.
Sean B, C cerrados ajenos en Y. Entonces existe una funcién g : Y — [ tal que
B C g 1(0)y C C g *(1). Como los conjuntos (go f)~*(0) y (go f)~*(1) son
nulos en X, por hipdtesis,

clgx (g0 f)71(0) Nelpx(go )71 (0) = clgx((go £)~1(0) N (g0 £)~1(0) = @.

En consecuencia, clgx (f~1[B]) N clgx(f~[C]) = @. Por 1.23, existe una
Unica funcién continua Gf : BX — Y, tal que Gf oe = f.

Ahora demostraremos que X cumple 2. Sea f : X — I una funcién conti-
nua. Definamos g = 7¢|sx, es decir, g es la restriccién a X de la proyeccién
mp: 197X — I Entonces g : 3X — I es una funcién continua. Sea x € X
entonces e(z) € X y g(e(z)) = mr(e(x)) = f(z), lo que se querfa demostrar.

Sea (7', 1) una compactacién de X que cumpla la condicién 1. Como e : X —
BX es continua, existe € : T — (X tal que € o i = e. De manera semejante,
como i : X — T es continua y (68X, e) también cumple 1, existe i:8X — T tal
que toe =i. Por 1.21, T =x AX. O

El siguiente teorema nos dice que para cada espacio siempre podemos en-
contrar alguna compactacion sin aumentar el peso. Recordemos que el peso de
un espacio topoldégico X se define como w(X) = min{|B| : B es base para la
topologia de X}.

2.7 Teorema. Sea X un espacio Tychonoff. Entonces existe una compactacion
Y de X tal que w(Y) < w(X).

Demostracién. Sea B una base para los abiertos de X tal que |B] = w(X).
Definamos (B, B) = {(U,V) € B x B : existe una funcién continua f : X — I tal
que f[U] C {0}y fIX\V] C {1}}. El conjunto (B, B) es no vacio. En efecto, sea
z € X yV e Btal que x € V. Existe una funcién continua f : X — I tal que
f(x) =0y f[X\V] C {1}. Entonces existen U € Btalquex € U C f~1[[0,1/2)],
y una funcién continua g : I — I tal que ¢[[0,1/2)] C {0} y g(1) = 1. En
consecuencia go f : X — I es continua, (go f)[U] C {0}y (go f)[X\V] C {1}.
Entonces el conjunto (B, B) es no vacio. De hecho demostramos que para cada
VeByparacadaxz €V, existe U € Btalque x € Uy (U, V) € (B, B).
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Para cada (U,V) € (B, B) seleccionemos una funcién continua fyy : X — I
tal que nyv[U] - {0} y fU7v[X\V] - {1} Sea C = {fU,V S C(X, I) : (U, V) S
(B,B)} Definamos Y = I¢, y una funcién e : X — Y por e(z)(fu.v) = fo.v(z)
para todo z € X. Entonces (clye[X],e) es una compactacién de X. Primero
demostraremos que e es inyectiva. Sean z,y € X tales que = # y. Existe V € B
talque x € V ey € X\ V. Entonces existe U € Btalquex € Uy (U, V) € (B, B).
Evaluemos e(z)(fu,v) = fov(z) =0y e(y)(fu,v) = fuv(y) = 1, por lo tanto
e es inyectiva.

Para cada V' € B no vacio, el conjunto By = {U € B: (U,V) € (B,B)} es
no vacfo. Definamos Cy = {fuv : U € By }. Sea Wy = Ufecvﬂ';l[[o,l/Q)] el
cual es abierto en Y. Demostraremos que V = e~ 1(Wy/). En efecto, sea x € V,
entonces existen U € By y f € Cy, tales que € U. Como e(z)(f) = f(z) =
0, e(z) € Wy. Ahora sea z € X tal que e(x) € W, existe f € Cy tal que
e(z) € pz';l[[O, 1/2)], entonces f(z) = e(z)(f) € [0,1/2). Si € X \ V, entonces
f(x) = 1, lo que es una contradiccién. Por lo tanto = € V, que es lo que querfamos
demostrar. Como e es inyectiva entonces e[V] = Wy N e[X], por lo tanto e es

abierta en su imagen. Concluimos que (clye[X], e) es una compactacién de X y
w(clye[X]) <w(Y) =|C| < |B| = w(X). O

2.8 Corolario. Si X es Tychonoff y w(X) = 7 entonces X es homeomorfo a
un subespacio de I7.

2.9 Corolario. Si X es Tychonoff y sequndo numerable entonces X es metri-
zable.

2.2. Compactaciones de Wallman

En 1938, H. Wallman, construy6 la compactacién de Stone-Cech de un espa-
cio normal utilizando los ultrafiltros de cerrados. En 1964, O. Frink generalizé la
idea de Wallman, y construyé compactaciones para cualquier espacio Tychonoff
utilizando bases normales, demostré que las compactaciones de Stone-Cech y
las compactaciones por un punto (cuando existen), pueden ser construidas por
este método y se pregunto si cualquier compactacion se podria construir de esta
forma. En 1977, V. M. Ul’janov dié una respuesta negativa a esta pregunta.

En esta seccion estudiaremos el método de Frink para construir extensiones
compactas de espacio completamente regulares.

Sea X un conjunto y £ una reticula de subconjuntos de X. Definamos
WeX = {F C L: F es L-ultrafiltro}. Para A € L sea S(A) = {F € WX :
AeF}.

2.10 Proposicién. Si A, B € L entonces S(AUB) = S(A)US(B),S(ANB) =
S(A)NS(B),S(w) =2 y S(X)=W,X.

Demostracion. Por el corolario 1.12 se puede observar que las siguientes igual-
dades se cumplen:

S(AUB) ={FeW X :(AUB)e F} ={FeWX:Aec F}U{F ¢
WeX:BeF}=8(A)US(B).
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S(ANB) ={FeWX:(AnNB)e F} ={FeWX:Aec F}n{F e
WX : B € F} = S(A) N S(B).

Si F es un L-ultrafiltro entonces & ¢ F, lo que implica que F ¢ S(@). Por
lo tanto S(@) = @. De manera similar, si F es un L-ultrafiltro entonces X € F,
lo que implica que F € S(X). Por lo tanto S(X) = W, X. O

De esa forma, la coleccién {S(A) : A € L} forma una base para los cerrados
de alguna topologia en W, X. Consideraremos al espacio W, X con la topologia
generada por {W,X \ S(A): A€ L}

2.11 Definicién. Sea X un espacio y £ una subreticula de P(X).

1. L es base para los cerrados de X si para cada A cerrado en X y para cada
reX —Aexiste Be Ltalque ACByx¢ B.

2. L es reticula regular si dados A € Ly x € X — A, existe B € L tal que
reBCX - A

3. L es reticula normal si dados A,B € Ly AN B = &, entonces existen
C,DeLtalessque ACX-CCDCX-B.

Definamos e : X — P(X) por e(z) =U, ={A € L:xz € A}.

2.12 Proposicion. Sean X un espacio Tychonoff y L una subreticula de P(X).
Entonces son equivalentes:

1. Uy € WrX para todo v € X, e : X — W, X es encaje denso, S(A) =
chy, xe[A] para todo A € L y W, X es compacto Hausdorff.

2. L es base para los cerrados en X, es reticula reqular y es reticula normal.

Demostracién. (1 = 2). Sea A€ Ly z € X — A, entonces A € L —U,. Como
U, es L—ultrafiltro, por 1.10, existe B € U,, tal que BN A = &, por lo tanto £
es reticula regular.

Sea C un cerrado en X y x € X — C. Como e es cerrada, existe un cerrado
D en W, X tal que e[C] = D Ne[X]. Como e es inyectiva, e(z) ¢ e[C]. Como
e(z) € e[X], e(x) € D. Como {S(A) : A € L} es base para los cerrados de W, X,
existe Ag € L tal que D C S(Ag) vy e(z) € S(Ao). Entonces Ag € U, y = & Ao.
Como ¢[C] C S(Ap) Ne[X], C C e [S(Ap) Ne[X]]. Observando que z € A si'y
s6lo si A € e(z) siy sélo si e(x) € S(A), se tiene que e 1[S(Ag) Ne[X]] = Ao.
Por lo tanto C C Ay y = ¢ Ap. Entonces L es base para los cerrados.

Sean A, B € L disjuntos. Como @ = S(&) = S(ANB) =S(A)N(B)y
S(A), S(B) son cerrados en W, X, existen C, D € L tales que S(4) C W, —
S(C), S(B) C W, —S8(D)y S(C)uS(D) =W,X, entonces CUD = X y
ACX —-CCDCX — B. Por lo tanto £ es una reticula normal.

Supongamos ahora que la condicién 2 se cumple. Sea F un L—filtro tal que
U, C F. Supongamos que existe A € F —U,. Entonces x ¢ A y existe B € L tal
que x € B C X —A, lo que implica que B € U, C F, lo cual es una contradiccién
puesto que @ = AN B € F. Concluimos que U, es un L—ultrafiltro.
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Sean z,y € X, x # y. Como {y} es cerrado y L es base para los cerrados,
existe A € £ tal que y € A pero x ¢ A, entonces A € e(y) — e(z). Por lo tanto
e es inyectiva.

Sea A € L, como e es inyectiva y e 1[S(A) N e[X]] = A, entonces S(A) N
e[X] = e[A]. Como L es base para los cerrados, e es continua y cerrada en su
imagen.

Sean A, B € L tales que e[A]N (WX — S(B)) = @. Entonces A C B.
En efecto, sea © € A, como e(x) € e[A], e(x) &€ WX — S(B)), entonces
e(z) € S(B), por lo tanto z € B.

Sea B € B, B # X. Entonces X ¢ B. Por lo tanto e[ X|N(WX —S(B)) # @.
Concluimos que cualquier abierto béasico no vacio intersecta a la imagen de X
bajo e.

Sea A € L, como e[A] C S(A), y S(A) es cerrado, clyy, xe[A] C S(A). Sea
F e S(A) y WeX — S(B) abierto bésico que contiene a F. Entonces A € F y
B ¢ F, lo que implica que A € B, por lo tanto e[A]N WX — S(B)) = &, y
F e Clwﬁxe[A].

Sean U,V € W, X, talesqueld # V. Sea A € U\V, por 1.10, existe B € V tal
que ANB = @. Como L es reticula normal, existen C, D € L tales que A C X\C,
BCX\DyCUD=X.Porlotantod € WX\ S(C), Ve WX\ S(D),y
WX\ SC)N(WeX \ S(D)) = @. Concluimos que W, X es Hausdorff.

Para demostrar que W, X es compacto consideremos un filtro de cerrados
F en W, X. Como cada elemento F' € F es cerrado, entonces se puede escribir
como interseccién de cerrados bésicos, es decir, F' = N{S(A4) : F C S(4),A €
L}, de esta forma el conjunto G = {S(A) : F C S(A),F € F,A € L}, es cerrado
bajo intersecciones finitas y NG = NF. Si definimos B = {4 € L : S(A) € G}
entonces B es un L-filtro y esta contenido en algin L-ultrafiltro V. Observemos
que si S(A) € G, entonces A € BC Wy W € S(A). Por lo tanto W € NG = NF,
demostrando que W, X es compacto. O

2.13 Definicién. Sea X un espacio completamente regular. Sea £ una sub-
reticula de P(X) tal que £ es base para los cerrados de X, es reticula regular
y normal. Entonces diremos que £ es una base de Wallman para X y que el
espacio W, X es una compactacion de tipo Wallman para X.

2.14 Teorema. La compactacion de Stone-Cech es de tipo Wallman

En efecto, sean X un espacio completamente regular y £ = Z(X). En 1.7,
demostramos que £ es una subreticula de P(X).

Sea A C X cerrado y « € X \ A. Existe una funcién continua f : X — I tal
que f(xz) =0,y f[A] C {1}. Sean B = f~1[[0,1/2]] y C = f~'[1/2,1]. Entonces
B,CeLlL,ACC,ze BCX\Ayx¢C, lo cual implica que L es base para
los cerrados de X y es reticula regular.

Ahora sean A, B € L tales que AN B = @. Existen f,g : X — [ continuas
tales que A = f~1(0) y B = g~1(0). Consideremos la funcién continua h : X — I
definida por
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Sean C' = h~1[1/2,1] y D = h~'[0,1/2], entonces A C X \C C D C X \ B.
Entonces £ es una base de Wallman.

Demostraremos ahora que W, (X ) =x SX. Sean Z1, Z; nulos de X. Entonces
Z1,Zy €Ly

ClWCX(Zl) N CIWCX(ZQ) = S(Zl) N S(ZQ) = S(Zl N ZQ) = ClWCX(Zl n Zg).
Por 2.6, W, (X) es equivalente a la compactacién de Stone-Cech.

2.15 Teorema. Sea X un espacio localmente compacto no compacto.Si L =
{Z(f): f € C(X) y existe C C X compacto y existe a € R tal que f(X —C) =
{a}}, entonces WX =x aX.

Demostracion. Observemos que @ y X pertenecen a L puesto que la funcién
idéntica 1 y la funcién idéntica 0 son continuas. Si Z(f), Z(g) € L, entonces
existen dos conjuntos compactos C, D C X y dos numeros reales a,b tales
que f(X —C) =ay g(X —D) = b Como Z(f) N Z(g) = Z(f* + ¢°) ¥
(f2+ ¢*)(X — (CUD)) = a® + b? entonces Z(f) N Z(g) pertenece a L. Como
Z(fY)UZ(g) =Z(fg) y (fg)(X —(CUD)) = ab entonces Z(f)U Z(g) pertenece
a L. Por lo tanto £ es una subreticula de P(X).

Sea C' un cerrado en X y z € X — C. Como X — C es abierto, entonces
existe una vecindad compacta D C X tal que z € int(D) C D C X — C. Existe
feC(X)tal que f(z) =1y f(X —int(D)) C {0}. Por lo tanto C C X — D C
X —int(D) C Z(f), Z(f) € Ly x & Z(f) demostrando que L es base para los
cerrados de X.

Sea Z(f) un elemento en Ly x ¢ Z(f). Como X — Z(f) es abierto entonces
existe una vecindad compacta D C X tal que z € int(D) € D C X — Z(f).
Existe g € C(X) tal que g(z) =0y ¢g(X —int(D)) C {1}. Por lo tanto Z(f) C
X-DCX-int(D)CX—-Z(g) yz € Z(g). Como g(X —D) C{1}, Z(g) € L,
x € Z(g)y Z(g) N Z(f) = @. Concluimos que £ es una reticula regular.

Sean Z(f), Z(g) dos elementos de £ disjuntos. Entonces existen dos conjun-
tos compactos C, D C X, y dos numeros reales a,b tales que f(X —C) =ay
g(X — D) =b. Sea

f2
fP+g*

entonces h : X — I es continua, h(X — (C'UD))) = a;‘—jbg y

h

Z(f) € X =h7H([1/2,1]) S h7H([0,1/2)) € X — Z(g).
Definamos las siguientes funciones

o[ 0 sio<z<1/2
h(x)_{Qxl sil/2<z<1

1 _f —2z41 si0<z<1/2
h(x)_{ 0  sil/2<a<1
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Resulta que h=1([1/2,1]) = Z(h" o h) y h=1([0,1/2]) = Z(k' o h). Por lo
tanto, los conjuntos nulos Z(h' o h) y Z(h" o h) pertenecen a £, demostrando
asi que L es una reticula normal.

Ahora sea F = {Z(f) e L: X —C C Z(f),C compacto }. Como X no es
compacto resulta ser que F es un L-filtro.

Demostraremos que F es el tnico L-ultrafiltro libre en X. Sea Z(g) € L.
existe un compacto C' tal que g(X — C) C {a} para alguna a € R. Sia # 0
entonces la funcién g — a evaluada en cualquier punto de X — C es cero, es decir
X —-CCZ(g—a),locual implicaque Z(g—a) € Fy Z(g—a)NZ(g) = 2.

Concluimos que si Z(g) € Ly Z(g) N F # & para todo elemento F € F,
entonces a = 0, Z(g) € F y F es L-ultrafiltro.

Tomemos z € X y C una vecindad compacta de z. Existe f € C'(X) tal que
flz) =1y f(X —int(C)) C 0, entonces X — C C Z(f), por lo tanto Z(f) € F
vy x &€ Z(f) demostrando que F es libre.

Sea G un L-ultrafiltro, supongamos que existe Z(f) € G — F, entonces existe
un compacto C tal que f(X —C) = a para algin nimero real a, como Z(f) & F,
a # 0 lo que implica que X — C C X — Z(f). Por lo tanto Z(f) C C. Como
C' es compacto, Z(f) es compacto y G es fijo. Concluimos que F es el tnico
L-ultrafiltro libre en X. O

2.16 Proposicién. Sean X un espacio Tychonoff y L ={X \ U : Ues abierto
en X}. Entonces L es base de Wallman si y sdlo si X es normal.

Demostracion. Supongamos que L es base de Wallman. Sean C, D subconjuntos
cerrados disjuntos de X. Entonces C'y D pertenecen a £. Como L es base de
Wallman, existen E, F' elementos de L tales que C C X \ E,D C X\ F y
EUF = X. Como los abiertos X \ E y X \ F son ajenos entoces X es normal.

Supongamos ahora que X es normal. Sean C,D € L disjuntos, entonces
existen abiertos disjuntos U, V tales que C C U y D C V. Tomando F = X \ U
y F'= X\ V, entonces L es base de Wallman. O

2.3. Compactaciones de Fan-Gottesman
En [3], Fan y Gottesman propusieron un método para contruir extensiones

compactas. En esta seccién estudiaremos dicho método. Sea X un espacio regu-
lar. Una FG-base B es una base de abiertos de X que satisface:

1. 9, X € B,
2. siU,V € B, entonces U NV € B,
3. siU € B, entonces X \ clxU € By

4. para cada abierto U en X y V € B tal que clxV C U, existe W € B tal
que clxVCW CeclxW CU.
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2.17 Proposicién. Sea B una FG-base en X. Sean U,V € B y W un abierto
tales que clxU N clxV C W, entonces existe R € B tal que clxU NclxV C R C
ClxR Q Ww.

Demostracion. Sean U,V € By W abierto tales que clxUNclxV C W, entonces
clxU C WU(X \clx V). Por definicién de B, existe Ry € B tal que clxU C Ry C
clxR; C WU (X \clx V), lo cual implica que clx V C WU(X \clxR;). De nuevo
por definicién de B, existe Rs tal que clxV C Ry Cclx Ry C W U (X \ clx Ry).
Por lo tanto R = R; N Ry, cumple con las condiciones pedidas. O

2.18 Corolario. Sea B una FG-base en X. Sean Uy,...,U, € B y W abierto
tales que clxUy N ...NclxU, C W, entonces existe R € B tal que clxUy N ...N
Clen g R '; ClxR Q Ww.

Una familia no vacia F C B es una familia encuadernada si para cada
Fi,...,F, € F,se cumple clxFy N...NclxF, # @. SeabgX = {F CB: Fes
una familia encuadernada maximal}. Para cada U € B, sea S(U) = {F € bgX :
clxV C U para algin V € F}.

2.19 Proposicién. (@) = @, S(X) = bgX.

Demostracidén. Es claro que @ C S(@) y S(X) C bgX. Sea F € bpX, entonces
o ¢ FyF ¢ S(@), por lo tanto bgX C bpX \ S(&). Sean F € bpX y
V e F, entonces clxV C X y F € S(X), por lo tanto bgX C S(X). Ademas,
si S(A) = @ entonces A = @. En efecto, sean A un elemento de B no vacio y
x € A, entonces existe B € B tal que x € B C clx B C A. Como B pertenece a
alguna familia encuadernada maximal, S(A) no es vacio. O

2.20 Proposicién. SiU y V' son elementos de B entonces S(UNV) = S(U)N
S(V).

Demostracidn. Sean U,V € B,y F € S(UNV). Por definicién existe F' € F tal
que clx F CUNV. Por lo tanto F € S(U)NS(V). Ahorasea G € S(U)NS(V).
Existen G1,Gs € G tales que clxGy C U y clxGs C V. Entonces clxG1 N
clxGo C U NV. Por definicién de B, existe R € B tal que clxG1 NclxGy C
R CclyR CUNYV. Como G es maximal, es claro que R € G. Por lo tanto
GesSUunv). O

La proposicién anterior también demuestra que {S(U) : U € B} es una base
para alguna topologia 75 en bpX.

2.21 Proposicion. Sean U € bgX,U € B y U ¢ U. Entonces existe V € U tal
que clxU N clxV = @. En particular U € S(X \ clxU).

Demostracion. Supongamos que para cada n € N y cada Fy,...,F, € U se
cumple que
cxFin...NclxF, NclxU 7é .

Entonces es claro que YU{U} es una familia encuadernada. Como U es maximal,
entonces U € U, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe una familia
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finita {F1,...,Fn} C U tal que clxFi1 N ... NclxF, NclxU = &. Entonces
cdxFiNn...NclxF, C X\ clxU. Por definicién de B, existe R € B tal que

clxFin...NclxF, CRCclxRC X \clxU.

Es claro que U U {R} es una familia encuadernada, y por lo tanto R € U.
Concluimos que clxRNclxU =@ y U € S(X \ clxU). O

2.22 Proposicién. El espacio bgX con la topologia 75 generada por {S(U) :
U € B} es Hausdorff.

Demostracidn. Sean U,V € bgX tales que U # V. Existen U e U\ V y V €V
tales que clxU NclxV = @. Entonces clxU C X \ clxV. Por definicién de B,
existe R € B tal que clxU C R C clxR C X \ clxV. Por lo tanto U € S(R).
Ademss, es facil notar que R € V porque clx RNclxV = @. Por la proposicién
2.21 tenemos que V € S(X \ clxR). Como S(R)NS(X \ clxR) = &, concluimos
que b X es Hausdorff.

O

2.23 Proposicién. Para cada x € X, la familia Uy = {U € B : z € cIxU} es
una familia encuadernada maximal.

Demostracion. Sea F € bgX tal que U, C F y supongamos que existe V €
F \ U. Entonces x € X \ clxV, por lo tanto existe B € B tal que x € B C
clxB C X \ clxV. Observamos que B € U,, como clxy B NclxV = &, entonces
B ¢ F, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto U, € bpX. O

2.24 Corolario. Sea A € B. Si S(A) = & entonces A = @.

Demostracion. Sea A un elemento de B no vacio. Sea © € A, entonces existe
B e Btal que z € BCclxB C A. Por lo tanto B € U, y U, € S(A). O

2.25 Proposicion. Definamos una funcion e : X — bgX por e(z) = U, para
cada x € X. Entonces e es un encaje denso.

Demostracion. Para demostrar que e es inyectiva, consideremos dos elementos
z,y € X tales que x # y. Entonces existe B € B tal que x € B e y ¢ clxB. Por
lo tanto B € Uy \ U,.

Ahora sea @ # U € B,y x € U. Existe B € Btal que x € B CclxB C U.
Entonces B € U, y U, € S(U). Por lo tanto e(z) € S(U) para todo =z € U.
Ahora supongamos que existe z € X tal que U, € S(U), por definicién existe
V e U, tal que clxV C U, como = € clxV entonces x € U. Las dos tultimas
afirmaciones demuestra que U = e '[S(U)]. Como e es inyectiva, obtenemos
que e[U] = S(U) Ne[X] lo que demuestra también que e[X] es denso en bgX y
que e es continua y abierta sobre su imagen. O

2.26 Corolario. Para cada U € B se tiene que clyyxe[U] = clp, x S[U].
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Demostracion. Sean U € clp,xS[U] y B € B tales que U € S(B). Entonces
U e Uy existe C € U tal que clxC C B. Por lo tanto clxU NclxC # @. En
consecuencia

@ # elclxUlNelclxC] C clyyxe[U] NelB] C cly,xe[lU] N S(B).

Concluimos que U € clp,xe[U] La inclusién inversa siempre se cumple y el
corolario queda demostrado. O

2.27 Proposicién. SiU € B y U € bgX, entonces U € U si y sélo si U €
oy xS(U)

Demostracion. Sean U € By U € bgX. Supongamos que U no se encuentra en
clysx S(U). Por lo tanto existe B € B tal que i € S(B) y S(B)nS{U) = .
Entonces BNU = @,y B C X \ clxU. Como U € S(B), existe R € U tal
que R C clxR € B C X \ clxU. Por lo tanto clxyRNclxU C @ y U no
pertenece a Y. Ahora si U ¢ U, por 2.21, U se encuentra en S(X \ clxU). Como
X\ cxUNU = &, entonces U & clp,xS(U). O

2.28 Proposicién. Si B es una FG-base en un espacio X entonces bgX es
compacto.

Demostracion. Sea € un filtro de cerrados en bgX y supongamos que N¢ = &.
Sea

G={VeB:existen CeCy R € Btales que C C S(R) y clxRC V}.

Entonces G es una familia encuadernada. En efecto, sean Vi,...,V,, € G, existen
Ci,...,Cp, € €y Ry,...,R, € B tales que C; C S(R;) y clxR; C V;, para
i=1,...,n.Como € es filtro, & # N_,C; C S(N_, R;), entonces & # NI R; C
N?_, Vi. Por lo tanto G es una familia encuadernada y por el Lema de Zorn existe
una familia encuadernada maximal W tal que G C W.

Como N€ = @, existe C € € tal que W ¢ C, como C es cerrado, existe B € B
tal que W € S(B) C bgX \ C. Por definicién de S(B), existe U € W tal que
clxU C B. Por definicién de B, existen R,T € W tales que

chUQRQCIXRQTQCIXTQB
Tomando complementos tenemos
X\BCX\cxTCX\TCX\clxRCX\RCX\clxU.

Entonces clx (X \ clxT) C X \ clx R. Como cl;, X S(T') C S(B), entonces C C
b X \ clyyx S(T) = S(X \ clxT). Por lo tanto X \ clx R pertenece a W, lo cual
es una contradiccién puesto que clxU N X \ clxR C clxU N X \ clxU = &.
finalmente podemos concluir que bz X es compacto. O

2.29 Corolario. Cualquier espacio X en el que exista una FG-base es un es-
pacio Tychonoff.
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Demostracion. Sea B una FG-base en X. Entonces X esta encajado en el espacio
compacto bpX. Por lo tanto X es espacio Tychonoff. O

2.30 Definicién. Una compactacién Y de un espacio X es llamada com-
pactacion de Fan-Gottesman si existe una FG-base en X tal que Y =x bgX.

2.31 Proposicién. Sean B y C dos FG-bases para un espacio X tales que
B C C. Entonces bgX < beX.

Demostracién. Definamos una funcién f : beX — bgX dada por f(U) =UNDB.
Demostraremos que V = U N B es una familia encuadernada maximal en B. Es
claro que V es familia encuadernada en B. Sea F una familia encuadernada en
B tal que ¥V C F. Supongamos que existe V € F\ V), entonces V no pertenece a
U. Por 2.21, existe U € U tal que clxVNclxU = @. Entonces clxV C X\ clxU.
Por definicién de B, existe W € B tal que clxV C W C clxW C X \ clxU.
Tomando complementos tenemos clxU C X \ clxW C X\ W C X\ clxV,
por lo tanto X \ clxW € V C F, lo cual es una contradiccién puesto que
cx (X \clxW) C X\ clxV y V pertenece a F. Por lo tanto, V es una familia
encuadernada maximal en B.

Ahora demostraremos que f es continua. Sean U € be X y U € B tales que
fUU) € Sp(U). Como f(U) =UNDB, existe V € UN B tal que clxV C U. Por
definicion de B existe W € B tal que clxV C W C clxW C U. Observando
que W € C obtenemos que U € S¢(W). Demostraremos ahora que f[Se(W)] C
Sp(U). Sea V € S¢(W), existe F' € V tal que clx F' C W, entonces W € VNB =
F(V). Por lo tanto f(V) € Sg(U). Concluimos que f es continua.

Sieg: X — bgX es el encaje definido por eg(z) ={U € B:x € clxU}, y
ec : X — beX es el encaje definido por ec(z) = {V € C : x € clxV}, entonces
en(z) = ec(x) N B. Por lo tanto f(ec(z)) = ep(x) para todo z € X. Concluimos
que bpX < beX. O

2.32 Proposicion. Sea X un espacio localmente compacto no compacto y B =
{U C X : U es abierto y clxU ¢ X \ U es compacto }. Entonces B es una
FG-base para X y bgX es la compactacion por un punto de X.

Demostracion. Primero demostraremos que B es una FG-base. Es claro que @ y
X pertenecen a B. Sea U C X y x € U. Como X es localmente compacto existe
un abierto V tal que x € V C clxV C U y clxV es compacto. Como V € B,
B es base para los abiertos de X. Sean U,V elementos de B. Si los conjuntos
X\ Uy X \V son compactos entonces X \ (UNV) = (X\U)U (X \V) es
compacto, en consecuencia U NV es un elemento de B. Si clxU es compacto,
clx(UNV) C clxU es compacto. Por lo tanto U NV es un elemento de B.
Sea U € B, por demostrar X \ clxU pertenece a B. Si clxU es compacto,
X \ clxU € B puesto que su complemento es compacto. Si X \ U es compacto,
como clx (X \clxU) C clx (X \U) = X \U, entonces clx (X \clxU) es compacto,
por lo tanto X \ clxU pertenece a B. Ahora sea U abierto en X y V € B tal
que clxV C U. Si clxV es compacto, existe una cantidad finita F},..., F, de
elementos de la base B tal que

cdxVCFRU...UF,Ccx(F1U...UF,) CU.
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Sea B =F,U...UF,, como B es cerrado bajo intersecciones finitas, B € B,
por lo tanto clxV C B C clxB C U. Ahora, si X \ V es compacto, X \ U
es compacto ya que X \ U C X \ clxV C V, es un subespacio cerrado de un
compacto. Aplicando el argumento anterior, existe B € B tal que

X\UCBCcxBCX\clxV.
Tomando complementos y observando que X \ B es cerrado tenemos que
cdxVCX\clxBCex(X\clxB)CX\BCU.

Concluimos que B es una FG-base en X.

Ahora demostraremos que bgX es la compactacién por un punto de X.
Demostraremos que [bpX \ ¢[X]| = 1, donde e : X — bgX es el encaje definido
en 2.25. Definamos F = {U € B : X\U es compacto}. Sean Uy, . .., U, elementos
de F. Si NI ,clxU; = @, entonces

X = U?:l(X \ Clei) Q U?:l(X \ Ul)

Como X no es compacto entonces Ni_;clxU; # &,. Por lo tanto F es una familia
encuadernada. Veamos ahora que F es maximal. Sea G una familia encuadernada
tal que F C G. Supongamos que existe G € G\ F. Entonces clx G es compacto.
Como X es localmente compacto, existe un abierto B tal que clx B es compacto
y clxG C B C clx B. Como X no es compacto, el conjuno X \ clx B no es vacio
y clx (X \clxB)NclxG = @. Lo que nos lleva a una contradiccién puesto que G
es una familia encuadernada que contiene a los conjuntos X \ clx B y clxG. Por
lo tanto F es una familia encuadernada maximal. Ahora demostraremos que F
no es imagen bajo el encaje e de algin x € X. En efecto, sea z € X. Existe B
abierto tal que x € B y clx B es compacto, entonces X \ clx B es un elemento
de F cuya cerradura no contiene a x, en consecuencia F # e(z).
Demostraremos ahora que bgX \ e[X] = {F}. Supongamos que existe una
familia encuadernada G € bgX \e[X] diferente de F. Entonces N{clG : G € G} =
@ y existen abiertos A, B € Btalesque Ae F, BEGyclyANclxB=g.
Como A € F, X \ A es compacto. Como clxB C X \ A, clxB es compacto.
Como clxB C U{X \ clxG : G € G}, existe una cantidad finita {G1,...,Gnr}
de elementos de G tales que clxB C U{X \ clxG; : i = 1,...,n}. Entonces
clxB NI, clxG; = @. Lo que es una contradiccién ya que G es una familia
encuadernada. O

2.33 Proposicién. Sean X un espacio normal, B la familia de los abiertos de
X y C la familia de los cerrados de X. Entonces B es una FG-base y bgX es
equivalente a la compactacion de Wallman We X.

Demostracién. Sea F una familia encuadernada maximal. Sea G = {clxB: B €
F}. Entonces G es una familia de cerrados con la propiedad de interseccién finita.
Por el Lema de Zorn, existe un C-ultrafiltro H tal que G C H. Demostraremos
que H es tnico. Sea H' un C-ultrafiltro tal que G C H’. Supongamos que existe
C € H\'H'. Por 1.10 existe D € H' tal que CND = @. Como X es normal existen
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dos conjuntos abiertos U,V tales que C C U, D CV yclxUnNclxV = @. Es
facil observar que F contiene a los conjuntos U y V, lo cual es una contradiccién,
demostrando que existe un tnico C-ultrafiltro Hz tal que {clxB : B € F} C
Her.

Definamos una funcién h : bgX — WX dada por h(F) = Hr. De-
mostraremos ahora que h es inyectiva. Sean F y G dos familias encuader-
nadas maximales distintas. Por 2.21, existen dos conjuntos U,V € B tales que
UeF,VegGycxUnclxV = @. Por lo tanto clxU € h(F)\ h(G), demostran-
do que h es inyectiva. Demostraremos que h es biyectiva. Sea F un C-ultrafiltro.
Es claro que la familia G = {A € B : clx A € F} es encuadernada. Sea G’ una
familia encuadernada tal que G C G’ y supongamos que existe A € G’ \ G. Por
definicién, clx A ¢ F. Por 1.10, existe C € F tal que clxANC = &. Como X es
normal, existen dos abiertos U,V tales clxyA C U, C CV yclxUnNclxV = 2.
Por lo tanto V' € G, pero clxANclxV = & lo que es una contradiccién. En
consecuencia G € bgX. Como {clxB : B € G} C F, entonces h(G) = F. Por lo
tanto h es biyectiva.

Recordemos que {T'(C) : C' € C}, donde T(C) = {G € W¢ : C € G}, es una
base para los abiertos de Wy X. Demostraremos que h es continua. Sea F € bgX
y C € C tales que h(F) € WeX \ T(C). Entonces C' & h(F). Por 1.10, existe
D € h(F) tal que CND = @. Como X es normal, existen U,V € B tales que
C CUDCV, ycdxUnclxV = @. Entonces V € Fy F € S(X\ clxU).
Demostraremos que h(S(X \ clxU)) C We X \T(C). Sea G € S(X \ clxU), por
definicién, existe W € G tal que clxW C X \ clxU. Observando que clxW N
C C (X \cxU)NC = @, obtenemos que C no puede ser elemento de h(G),
dado que clxW si lo es. Por lo tanto h(G) € WeX \ T(C), lo que demuestra
que h es continua, Como los espacios bgX y WeX son compactos, h es un
homeomorfismo.

Por 1ltimo demostraremos que h conserva a los elementos de X. Sea = € X,
recordemos que V, = {C € C : © € C} es un elemento de WeX y U, =
{U € B: z € clxU} es un elemento de bgX. Pero {clxB : B € U,} C V,,
por lo tanto h(U,) = V... Concluimos que las compactaciones bgX y WX son
equivalentes. O

2.4. Compactaciones de Freudenthal

Como veremos méas adelante la Compactacién de Freudenthal es un caso
particular de la Compactacién de Fan-Gottesman.

Recordemos que la frontera de un conjunto Y en un espacio X estd definida
por clxY Ncl( X \Y) y es denotada por bdy.

2.34 Definiciéon. Una extensién Y de un espacio X tiene residuo relativamente
cero dimensional si el conjunto {W CY : W es abierto y bdy W C X} es base
para los abiertos de Y. Un espacio X es rimcompacto si X admite una base
cuyos elementos tienen frontera compacta.
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2.35 Proposicion. Sea Y una compactacion de un espacio X. Si W CY es
un abierto tal que bdy W C X entonces bdx (W N X) es compacto.

Demostracion. Observemos que
bdx(WNX)=clx(WnX)Nclx(X\ (WnNX)) =

dyWNXN(X\W)=bdyWnX =bdy W.

La primera igualdad es consecuencia de la definicién, la segunda se obtiene
porque W es abierto y X es denso, y la ultima es por hipdtesis. O

2.36 Corolario. SiY es compactacion de X e Y tiene residuo relativamente
cero dimensional, entonces X es rimcompacto.

2.37 Definicion. Sea Y una extension compacta de X. Decimos que Y es
compactacion de Freudenthal de X, si Y tiene residuo relativamente cero di-
mensional.

2.38 Proposicién. Sea Y una compactacion de Freudenthal de X y B ={WnN
X : W es abierto en' Y y bdyW C X}. Entonces B es cerrado bajo uniones
finitas y es una FG-base en X.

Demostracidn. Sean U N X y V N X elementos de B. Como bdy (U U V) C
bdyU UbdyV C X entonces (U U V)N X es un elmento de B.

Por 2.36, B3 es una base para los abiertos de X cuyos elementos tienen frontera
compacta. Es claro que @ y X pertenecen a B. Sean U N X y V N X elementos
de B. Entonces

bdy (UNV) = cly (UNV)Nely (Y \ (UNV)) C

ey (U) Nely (V)N (Y \U)U (Y \V)) € bdyU UbdyV C X.

Por lo tanto (U N X) N (V N X) pertenece a B. Sea U N X un elemento de 5.
Comoclx(UNX)=cy(UNX)NX =clyUNX, entonces X \ clx(UNX) =
Y \clyUNX. Ademds bdy (Y \ clyU) = bdy (clyU) C bdy U C X. Por lo tanto
X\cx(UNX)=Y\clyUnNX pertenece a 5.

Ahora sea U un abierto en X y V N X un elemento de B tales que clx(V N
X) CU. Por 2.35, clx(V N X) es compacto, y como B es cerrado bajo uniones
finitas, entonces existe un elemento WNX de B tal que clx(VNX) CWNX C
clx(W N X) CU. Por lo tanto B es una FG-base en X. O

2.39 Proposicién. Sea Y una compactacion de Freudenthal de X y B ={WnN
X : W es abierto en Y y bdyW C X}. Entonces Y =x bgX.

Demostracion. Paracaday € Y sea W, = {IWNX : W es abiertoen Y, bdy W C
X ey € clyW}. Es claro que W, es una familia encuadernada. Sea F una
familia encuadernada tal que W, C F. Supongamos que existe W N X € B tal
que W N X pertenece a F pero no a W,. Entonces y & cly W, como Y tiene
residuo relativamente cero dimensional, entonces existe un abierto U C Y tal
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que bdyU C X ey € U C clyU C Y \ clyW. Entonces y € cly (U N X), en
consecuencia U N X pertenece a W, C F, lo que nos lleva a una contradiccién,
ya que clx (U N X) Neclx(W N X) = @. Concluimos que W, es una familia
encuadernada maximal.

Definamos una funcién h : Y — bgX por h(y) = W,. Es claro que la
funcién h es inyectiva. Demostraremos que la funcion h es continua. Sea y € Y
y UNX € Btal que W, € S(UNX). Por defincién, existe VN X € W, tal que
clx (VN X) CUNX. Ademds, como B es base, existe W N X € B tal que

Ax(VAX)CWNX Ccy(WNX)CUNX.

En consecuencia y € W N X. Ahora sea z € W N X. Entonces WNX € W,,
lo que implica que W, pertenece a S(U N X). Por lo tanto h es continua y por
lo tanto cerrada. Ahora demostraremos que la funcién es suprayectiva. Sean F
una familia encuadernada maximal y A = {clyW : W N X € F}, entonces A
es una familia de cerrados en el compacto Y con la propiedad de la interseccién
finita, en consecuencia NA # @. Si existen y,z € Y tales que y, z € NA. Como
B es base para los abiertos de X, existe UN X tal quey € Uy z &€ clyU,
entonces existe VN X € B tal que z € Vely CY \ clyU lo que nos lleva a una
contradiccion ya que

Clx(UﬂX) ﬂClx(VﬂX) CclyUneclyV = @.

Por lo tanto y = z. Sea {y} = NA, entonces h(y) = F. Concluimos que Y es
equivalente a b X. O

2.5. Compactaciones de Smirnov

Smirnov utilizé la teoria de las proximidades para construir extensiones com-
pactas. Njastad aproveché esta teoria para caracterizar a las compactaciones de
tipo Wallman.

Sea X un conjunto. Una relacién binaria < en P(X) es llamada prozimidad
si para cualesquiera subconjuntos A, B,C C X, se satisfacen las siguientes
propiedades:

Pl. & < 2,

P2. A <« B implica A C B,

P3. A< B implica X —B<K X — A,

P4 A< (BNC)siysélosi A< By A< C,

P5. A < B implica que existe D C X tal que A Dy D < B,
P6. Siz,y € X y ¢ # y entonces {z} < X — {y}.

2.40 Proposicién. Si A C B < C C D entonces A < D
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Demostracion. Como B < C'y C = C N D entonces B < D. Por P3 tenemos
que X—D <« X—B,como X—B = (X—B)N(X—A), entonces X —D < X —A4,
concluimos que A < D. O

2.41 Corolario. Si A C X entonces & < A.
Demostracion. Como @ < @y @ C A entonces @ < A. O

2.42 Proposicién. Si A; < B; parai € J, J CN, J finito, entonces Nic g A; K
NiesBi y UiesAi < UiesB;.

Demostracion. Seaj € J,como A; < By Bj C U;crB; entonces A; < U;erB;.
Por P3 tenemos que X — (UjerB;) < X — A; para cada j € J. Por P4 tenemos
que X — (UiesBi) < Nicg(X — 4;) = X — (UiesA;). Usando nuevamente
P3 concluimos que U;cjA4; < U;esB;. La otra parte de la demostracién es
analoga. O

Sear(«)={UCX :{a} < UsizeU}

2.43 Proposicién. El conjunto 7(<K) es una topologia en X y si F C X
entonces intx F = {z € X : {a} < F}.

Demostracion. Seax € X. Como & < X —{z}, {z} < X. Entonces X € 7(X).
Por vacuidad, @ € 7(X). Sean A,B € 7(X) y x € AN B. Entonces {z} < Ay
{z} < B. Por P4 tenemos que {z} < AN B, lo que significa que ANB € 7(X).
Sean {A4; : i € J} C 7(X) y ¢ € UjesA;. Existe j € J tal que z € A;, en
consecuencia {z} < A;. Como A; C U;csA; entonces {z} < UjesA;. Por lo
tanto U;e s A4; € 7(X), demostrando asi que 7(X) es una topologia en X.

Ahora, sea H = {z € X : {z} < F}. Si y € H entonces {y} < F. Por
P2 tenemos que {y} C F, lo cual implica que H C F. Sea U € 7(k) tal que
x € U C F. Observamos que {z} < Uy {z} < F, y por lo tanto z € H y
UCH.

Demostraremos ahora que H es abierto. Consideremos x € H. Por definicién
de H tenemos que {z} < F. Por P5 existe D C X tal que {z} < Dy D < F.
Observemos que y € D implica que {y} € D <« F. Por lo tanto {y} < F'y
entonces y € H, demostrando que D C H. Como {z} < D, entonces {z} < H.
Concluimos que H es abierto y por lo tanto H = intx F'. O

La topologia 7(<) es llamada la topologia de prozimidad generada por <.
Gracias al teorema anterior podemos observar que si F' C X, entonces intx F' =
{r € X : {z} < intx F}.

2.44 Proposicién. Sea < una prozimidad en P(X). Si x < B, entonces existe
un elemento A € 7(K) en X tal que x < A y A < B.

Demostracion. Sean z € X y B C X tal que x < B. Por P5 existe un conjunto
D C X tal que z < Dy D <« B. Entonces z € intx (D), por la observacién
anterior tenemos que z < intx (D) e intx (D) < B. O

2.45 Proposicion. Si A, B C X, entonces A < B si y sdlo si clx A < intx B.
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Demostracion. Supongamos que clxy A < intx B. Como A C clxAeintxB C B,
aplicando la proposicién 2.40, tenemos que A < B.

Sean A, B C X tales que A < B. Por la propiedad P5, existen subconjuntos
D,EC Xtalessque A D, D« EyFE < B.Six € E, entonces {zt} CE < B
v {z} < B, demostrando que = € intx B y por lo tanto F C intx B. Siz € X\D,
entonces D C X \ {z}. Como A <« D, A <« X \ {z}. Por P3 tenemos que
{z} < X\ A, lo que implica que {z} € intx (X \ A) = X \ clx(A). Por lo tanto
clx(A) € D. Como D <« F, la proposicién queda demostrada. O

Para demostrar que el espacio (X, <) es Tychonoff primero demostraremos
el siguiente resultado.

2.46 Lema. Para un espacio X y F, G subconjuntos de X, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. existe una familia {Ui}reqnr de abiertos en X tal que F C U, Uy = X y
sit <t <1 entonces Uy C clxU; CUp C X\ G.

2. F y G estan completamente separados.

Demostracion. Sean F' 'y G subconjuntos cerrados en X. Sea {U;}ieqns una
familia de abiertos en X que cumple las propiedades de la condicién 1. Definamos
una funcién f : X — I por f(z) = inf{t € I : © € U;}. Demostraremos que
f es continua. Sean rg,s0 € Q, ro < so y * € f~1[(ro,1]]. Existen ry,72 € Q
tales que rog < 11 < ro < f(z). Como f(X) es un infimo, ¢ U,,. Entonces
x € X\clxU,, =V.Seay €V, si f(y) < ro, existe t < 1 tal que y € Uy C U,,,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto V' C f~1[(rg, 1]]. Demostrando que
F7(ro,1]], es abierto. Ahora sea x € f~1[[0, s¢)]. Entonces f(z) < so, existe
s1 € Qtal que sy < soy x € U, € f71[0,50)]. Por lo tanto f~1[(ro, s0)] es
abierto en X, demostrando que la funcién es continua. Observemos que f[F] C
{0}y £IG) € {1}.

Ahora supongamos que F'y G estdn completamente separados. Existe una
funcién continua f : X — I tal que f[F] C {0} y f[G] C {1}. Parat € I
definamos Uy = f71[0,(1/2)t +1/2)]si 0 <t <1y Uy = X si t = 1. Es f4cil
observar que la familia de abiertos {U; }+c; cumple las propiedades pedidas. O

2.47 Proposicién. Si A < B, entonces A y X — B estan completamente se-
parados.

Demostracion. Sean A, B C X tales que A < B. Existe U,V C X abiertos
tales que A< U, U <V yV < B.Sean Uy = U, Uy = X y Uy /5 = V. Existen
W, Y C X abiertos talesque U K W, W <V, V <Y eY < B.Sean Uy = W
y Usjy =Y. Por induccién la familia {U,,/om : n,m € N,1 < n < 2™} cumple
las condiciones del lema 2.46. Por lo tanto A y X \ B estdn completamente
separados. O

2.48 Proposicién. (X, <) es Tychonoff.
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Demostracion. Primero hay que demostrar que X es T7. Sean x € X e y €
X — {z}, entonces y # z. Por P6 tenemos que {y} <« X — {x}, por lo tanto
y € intx (X — {z}), en consecuencia {z} es cerrado.

Para demostrar que X es Tychonoff tomemos z € X y A un cerrado en
X tal que z € X — A. Como X — A es abierto, por definicién, tenemos que
{r} « X — A. Por 247, {z} y A estdn completamente separados demostrando
asi que X es Tychonoff. O

2.49 Definicién. Sea Y C X. Para A, B C Y denotaremos por A <y B a la
relacion A< X — (Y -B)=(X-Y)UB.

2.50 Proposicién. Sea Y C X. La relacion binaria <y definida en P(Y)
satisface P1-P5.

Demostracion. Sean A, B,C CY C X.

P1. Como ¥ < X — Y entonces @ <y J.

P2. Supongamos que A <y B. Por definicién A < X — (Y — B). Como
X-(Y-B)=(X-Y)uBy ACY, entonces A C B.

P3. Observemos que Y =B <y Y—AsiysélosiY - B < X—(Y—-(Y—-A4)) =
X—-Asiysblosi A< X — (Y —B)siysélosi A<y B.

P4L A<y ByA<y CsiystlosiA< X—(Y-B)yA< X—(Y-C)si
ysolosi A (X —(Y-B)N(X—-(Y-C))siysdlosi A< X —(Y—(BNC))
siysélosi A<y BNC.

P5. Supongamos que A <y B, entonces A < X — (Y — B). Por lo tanto
existe D C X talque A< Dy D <« X—(Y—B).Como D C X—(Y—(DNY)),
entonces A< X — (Y —(DNY)) y A<y DNY. Observando que DNY C D,
concluimos que DNY <y B.

P6. Sean z,y € Y con z # y, entonces {z} < X — {y}. Observando que
X —{y} =X —(Y — (Y — {y})) tenemos que {z} <y Y — {y}. O

2.51 Proposicién. La topologia de subespacio inducida en'Y por 7(<) es la
misma que la topologia T(Ky).

Demostracion. Recordemos que 7(<y) ={V C Y : {y} <y Vsiye V}y
Ty (<€) ={UNY : U € 7(K)}. Demostraremos que 7(<Ky) = 7y ().

Sean U € 7(<) y x € UNY, entonces {z} < U CUU(X —Y) lo que implica
que {z} < X — (Y = (UNY)). Por lo tanto {z} <y UNY y UNY € 7(Ky).

Ahora sea V € 7(<y). Si definimos U = {zr € X : {z} < X — (Y = V)},
observamos que U € 7(<). Queremos demostrar que V. =UNY. Sea z € Y,
veamos que z € V siy sélosi {z} <y V,siysélosi {z} <« X — (Y —=V)siy
sélo si x € UNY. Concluimos que 7(Ky) = 7y (K). O

2.52 Proposicién. Si X es un espacio Tychonoff y se define una relacidn
binaria < en P(X) como A < B si A y X — A estdn completamente separados,
entonces < es una prozimidad en X y 7(X) = 7(<K).
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Demostracion. P1. Por vacuidad, @ y X estan completamente separados, en-
tonces I K <.

P2. Si A <« B, entonces existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
f(A) C {0} y f(X — B) C {1}. Entonces

AcC fr{oh) € X — fH({1}) C B.

P3. Si A <« B, entonces A y X — B estan completamente separados. Como
A=X - (X —A) concluimos que X — B« X — A.

P4. Si A <« (BN C), existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que
f(A) C{0}y f(X —B)U(X —C)) C{1}. Entonces A< By A< C.

Si A< By A < C, existen dos funciones continuas f,g : X — [0, 1] tales
que f(4) C {0}, f(X - B) C {1}, g(4) C {0} y g(X — C) C {1}. Definamos
h = min{f + g,1}, entonces h : X — [0,1] es una funcién continua tal que
h(A) C {0} vy h((X — B)U (X — C)) C {1}. Por lo tanto A y BN C estan
completamente separados. Concluimos que A < (BN C).

P5. Si A <« B, entonces existe una funcién continua f : X — [0, 1] tal que
F(A) € {0} ¥ F(X — B) C {1}. Sea D = f~1[0,1/2), entonces £(D) € [0,1/2] y
f(X —=D)C(1/2,1]. Por lo tanto A< Dy D < B.

P6. Sean z,y € X, con x # y. Como X es Tychonoff existe una funcién
continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y f(y) = 1. Por lo tanto {z} y {y}
estdn completamente separados. Concluimos que {z} < X — {y}.

Ahora demostraremos que 7(X) = 7(<). Sea U € 7(X) y ¢ € U. Como X
es Tychonoff, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y
f(X =U) C {1}. Entonces {z} y X \ U estdn completamente separados. Por lo
tanto {z} < U,y U € 7(<K).

Ahorasea U € 7(<) y € U. Entonces {z} < U, por lo tanto {z} y U estdn
completamente separados. Por definicién existe una funciéon continua f : X —
[0,1] tal que f(z) =0y f(X —U) C {1}. Observamos que = € f~1([0,1/2)) y
f7%([0,1/2)) C U. Como f es continua, concluimos que U € 7X. O

2.53 Proposiciéon. Si Z es un espacio compacto entonces existe una unica
prozimidad < en P(Z) tal que la topologia en Z es la misma que la topologia
inducida por <, es decir, 7(Z) = 7(<K).

Demostracién. En 2.52 definimos una proximidad < en P(X), tal que 7(Z) =
7(<). Supongamos que L es otra proximidad tal que 7(Z) = 7(C). Sean A, B C
Z tales que A < B. Por 2.45, clz A C intz B. Sea p € clz A, entonces p € intz B.
Como intzB € 7(Z) = 7(C), tenemos que {p} C intzB. Por 2.44, existe un
abierto U, en Z tal que {p} C U, C intzB. Como clz A es compacto, existe un
conjunto finito {p1,...,p,} tal que clzA C U U,. Sea U = U, U,. Por 2.5,
UCintzB. Como A C clzA e intz B, por 2.40, concluimos que A C B.

Ahora si A C B, como L es proximidad, por 2.47 tenemos que Ay X — B
estdn completamente separados, por 2.52 concluimos que A < B. O

Observamos que si Z es una compactacién de X y <7 es la tinica proximidad
en Z tal que 7(Z) = 7(<#), entonces la proximidad <% tiene la propiedad de
que 7(X) = 7(<%).
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2.54 Proposicién. Sean X un espacio, Y, Z espacios compactos, ye: X — Y,
i: X — Z encajes densos. Entonces Y > Z si y sdlo si i[A] <<iZ[X] i[B] implica
e[4] <<§[X] e[B] para todo A, B C X.

Demostracion. Supongamos que Y > Z. Sean A, B subconjuntos de X tales
que [A] <<iZ[X] i[B], entonces i[A] e i[X \ B] estdn completamente separados
en Z, por 1.24, e[A] e e[X \ B] estdn completamente separados en Y, por 2.53,
i[A] <7y, i[B].

Sean ahora A, B subconjuntos de X tales que clzi[A]Nclzi[B] = @. Entonces
i[A] e i[B] estan completamente separados en Z. Por 2.53, i[A] <<ﬁX] i[X \ B].
Por hipétesis e[A] <<2/[X] e[X \ B]. Entonces ¢e[A] y e[B] estan completamente
separados en Y. Por lo tanto clye[A] Nclye[B] = @. Por 1.24,Y > Z. O

2.55 Definicion. Sea X un espacio Tychonoff, y sea < una proximidad en
X tal que 7(X) = 7(<). Un filtro F en X es llamado un p-filtro si para cada
A € F, existe B € F tal que B < A. Un p-ultrafiltro es un p-filtro maximal.

2.56 Proposicién. Si G es un filtro y < es una proximidad en X, entonces
G ={AC X :G < A para algin G € G} es un p-filtro.

Demostracion. Por definicién G’ es un filtro en X. Queda por demostrar que G’
es un p-filtro. Sea A € G’, existe G € G tal que G < A. Por P5 existe B C X
tal que G < By B < A. Entonces B € G’ y por lo tanto G’ es p-filtro. O

2.57 Proposicién. Sea F un p-filtro. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes.

1. F es un p-ultrafiltro;
2. Si A< B, entonces B € F ¢ existe F € F tal que ANF = &;
3. SiAK B, entonces Be F 6 X —AeF.

Demostracidn. 1 = 2). Supongamos que F es un p-ultrafiltro y ANF # & para
todo FeF.Sean G ={GNF: A< G FecF}tyH={HCX:G< H para
algin G € G}. Entonces G es filtro en X y por 2.56 H es p-filtro.

Observamos que G C ‘H. En efecto, si GNF € G, entonces A < Gy F € F.
Por P5 y por definicién de p-filtro, existen G', F’ C X talesque A < G', G’ < G
y F' < F. Por lo tanto G'NF’ € G. Por 2.5, (G' N F') < (GN F). Concluimos
que G N F pertenece a H.

Demostraremos que F C G. Sea C € F, como A < X y C = X NC entonces
C pertenece a G. Por lo tanto F C H. Como F es p-ultrafiltro tenemos que
F ="H.Como X € F, B= BN X pertenece a G, lo que implica que B € F.

2 = 3). Sean A, B subconjuntos de X, tales que A < B. Supongamos que
B ¢ F. Por hipétesis existe F' € F tal que AN F = &, entonces FF C X — A.
Como F es filtro en X concluimos que X — A pertenece a F.

3 = 1). Sea G un p-filtro tal que F C G. Supongamos que existe un conjunto
B C X que pertenece a G pero no pertenece a F. Existe A € G tal que A < B.
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Como B no estd en F, por hipétesis se tiene que X — A pertenece a F C G. Por
lo tanto A y X — A pertences a G, lo que es una contradicciéon. Concluimos que
F es un p-ultrafiltro. O

Para cada z € X denotemos por A/(z) al conjunto de vecindades de .

2.58 Proposicién. Consideremos a X con la topologia T7(<). Entonces para
cada € X, N(x) es un p-ultrafiltro.

Demostracion. Sea x € X. Claramente N (z) es un filtro en X. Sea A € N (z),
entonces z € inty A. Como 7(X) = 7(K), {z} < A. Por 2.44 existe un abierto
D en X tal que {z} < Dy D < A. Por lo tanto D € N(z) y N(z) es un p-
filtro. Queda por demostrar que N (z) es un p-ultrafiltro. Sean A, B C X tales
que A < B. Por 2.45, clx A < intx B. Supongamos que B no pertenece a N (z).
Entonces z € X \ int x B, lo que implica que x € X —clx A = intx (X — A). por
lo tanto X — A pertenece a N'(x). Concluimos que N (z) es un p-ultrafiltro en
X. O

Sea c¢X el conjunto de los p-ultrafiltros en X. Para A C X, definamos o(A) =
{U € cX : A eU}. Definamos una relacién binaria < en ¢X por A <B si existen
A,B C X talesque A< B, ACo(A) y cX —BCo(X — B).

2.59 Proposicion. La relacion binaria < es una proximidad en cX.

Demostracion. Sean A,B,C C c¢X. P1. Como @ < &,& C o(@) y ¢X C o(X),
entonces & <1 J.

P2. Supongamos que A<B. Por definicién existen A, B C X tales que A < B,
A Co(A)y cX—B C o(X—B). Observamos que se cumple la siguiente relacién:

A Co(A) Co(B) CcX —o(X —B) CB.

En efecto, si F € o(A) entonces F es un p-ultrafiltro que contiene a A. Como
A C B, F contiene a B, entonces F no puede contener a X — B, por lo tanto
pertenece a B.

P3. Supongamos que A < B. Entonces existen A, B C X tales que A < B,
A Co(A) y ¢cX —B C o(X — B). Entonces X — B <« X — A, por lo tanto
cX —B<cX —A.

P4. Supongamos que A < (B N C). Entonces existen A, D C X tales que
ALK D, ACo(A)ycX —-(BNC)Co(X —D). ComocX -BCoX—-D)y
¢X —CCo(X — D), entonces AdB y A«C.

Ahora si AdB y A<C, existen Ay, As, B,C C X, tales que A; <« B, As < C,
A C o(A1), cX —B Co(X —B), ACo(Az), cX —CC o(X — C). Entonces
(A1NA) < (BNC),ACo(A1NAs) ycX —(BNC)Co(X —(BNC)). Por
lo tanto A< (BN C).

P5. Si A < B. Entonces existen A, B C X tales que A < B, A C o(A) y
c¢X — B C o(X — B). Entonces existen D, F C X tales que A < D,D < Ey
E < B. Queremos demostrar que A<o(E) y o(F) < B.

En efecto, sea F € ¢X —o(FE), entonces F es un p-ultrafiltro que no contiene
a E. Por 2.57, X — D pertenece a F. Entonces cX — o(E) C o(X — D). Como
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A Co(A) y A< D, entonces A<o(E). Como o(E) C o(E), y E < B, entonces
o(E) «B.

P6. Sean F,G € cX, tales que F # G. Entonces existe A € G que no
pertenece a F. Afirmamos que {G} < cX — {F}. Como G es p-filtro existen
B,C € G tales que C < By B <« A. Como A no pertenece a F, por 2.57,
X — B € F. Por lo tanto {G} C o(C),{F} C o(X — B) y C <« B, lo que
demuestra la afirmacién. O

Consideraremos a ¢X equipado con la topologfa 7(<) generada por la pro-
ximidad <.

2.60 Proposicién. Si A es un subconjunto de X entonces o(A) es abierto en
cX y la familia B = {o(A) : A es abierto en X} es una base para los abiertos
de cX.

Demostracion. Sea F € o(A). Se quiere demostrar que {F}<o(A). Por definicién
A pertenece a F, como F es p-filtro existen B, C € F talesque C' < By B < A.
Observemos que si un p-ultrafiltro no contiene a A entonces, por 2.57, contiene
a X — B. Entonces ¢X \ 0(A4) C o(X\B) y {F} C o(C). Por lo tanto {F}<0(A).

Ahora demostraremos que B es base para los abiertos de ¢X. Para esto
consideramos un abierto A C ¢X y un p-ultrafiltro F € A. Por definicién {F}<A.
entonces existen A, B C X tales que

A< B {F} Co(A)y cX\ACo(X — B).
Por 2.44 existe un abierto D C X tal que A < D y D < B. Entonces
Feco(A) Co(B) CcX\o(X —B) CA.
Por lo tanto B es base para los abiertos de ¢X. O

2.61 Proposicién. Definamos una funcién A : X — ¢X por A(z) = N(x).
FEntonces \ es un encaje denso.

Demostracion. Sean x,y € X tales que x # y. Existe un abierto U C X tal que
z € U pero y ¢ U. Entonces U € N(z) \ N (y). Por lo tanto A es inyectiva.
Ahora demostraremos que A~[o(A) N A[X]] = A para cualquier abierto
ACX.
En efecto, x € Asiysélosi A € N(x) = A(z), siy sbélosi A(x) € o(A)NA[X].
Como A es inyectiva, entonces o(A)NA[X] = A[A]. Por lo tanto A, es continua
y abierta en su imagen.
Si A es abierto en X y z € A, entonces N(z) € o(A). Por lo tanto, la imagen
de X bajo A es densa en cX. O

2.62 Proposicién. Sean A, B subconjuntos de X. Entonces A < B si y solo
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Demostracion. Supongamos que A < B. Existen C,D C X, tales que A < C,
C<< Dy D < B. Por 245, A CintxC y clxD C B. Sea x € A, entonces
z € intxC, lo que implica que C' € A(z). Por lo tanto, A(z) € o(C) y en
consecuencia A(A) C o(C). Ahora sea © € X \ B, entonces z € X \ clx D, lo
que implica que X \ D € A(x). Por lo tanto, A(x) € o(X \ D) y en consecuencia
AX\ B) Co(X\ D). Por definicién A\(A) acX \ (A[X]\ A[B]). Concluimos que
)\(A) AU[X] )\(B)

Ahora supongamos que A(A) <xx] A(B). Por definicion A(A) <cX \ (A[X]\
A(B)). Existen C, D C X tales que C < D, A\(4) C o(C), y A(X\B) C o(X\D).
Es claro que AC Cy X\ BC X\ D. Por lo tanto 4 <« B. O

2.63 Proposicién. El espacio (¢X,7(<)) es compacto.

Demostracion. Sea F un filtro de cerrados en cX. Supongamos que NF = &.
Sea A={V C X : existe F € F,RC X tal que F C o(R) y R < V}. Es claro
que A es p-filtro. Por el Lema de Zorn, existe W € ¢X tal que A C W. Como
NF = o, existe C € F tal que W & C. Como A es cerrado, {W} <cX \ C. Por
definicién de <, existen subconjuntos A, B C X tales que

A< B,{W} Co(A)y CC(X\B).

Por propiedades de la proximidad <, existen C; D C X tales que A < C'y
D <« B. Entonces X \ B < X \ D, en consecuencia X \ D € A CW, lo cual es
una contradiccién, ya que AN (X \ D) = @, y A € W. Concluimos que (cz, 7(<))
es compacto. ]

2.64 Definicién. Al espacio (cX, 7(«)) le llamaremos compactacion de Smirnov
de X.

2.65 Proposicién. Sean Z una compactacion de X, <% la inica proximidad
en Z tal que 7(Z) = 7(<?) y X la compactacion de Smirnov que se construye
usando la prorimidad <<)Z( . Entonces Z =x cX.

Demostracion. Sean A, B subconjuntos de X. Observemos que A y B estan
completamente separados en Z siy sélosi A <Z Z\ B, siysélosi A <% X\B,
si y s6lo si, por 2.62, A(A) <x;x) A(X \ B), siy sélo si A(A) acX \ A(B), si y sélo
si A(A) y A(B) estdn completamente separados en ¢X. Por 1.24, concluimos que
Z =x cX. O

2.66 Corolario. Toda extension compacta de espacio Tychonoff es compactacion
de Smirnov.



Capitulo 3

Espacios compactos que son

compactaciones de tipo
Wallman

3.1. Las compactaciones de Fan-Gottesman son
de tipo Wallman

En esta seccion estudiaremos algunas relaciones entre los tipos de compacta-
ciones vistas hasta ahora.

Hemos visto en el capitulo 2, varias formas de construir compactaciones de
espacios Tychonoff. Se demostré también en las seccion 2.4 que las compacta-
ciones de Freudenthal son de tipo Fan-Gottesman. En este capitulo estudiaremos
una caracterizacién de las compactaciones de tipo Wallman y veremos algunas
clases de espacios compactos que son extensiones de tipo Wallman para sus
subespacios densos.

3.1 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y < una proximidad en X. Una
familia A C P(X) es una base para la proximidad < si:
1. A,B € Atalesque ANB =, se cumple A< X\ By

2. si A < X\ B entonces existen C, D € A tales que A < X\ C,D <« X\ B,
yCuUuD=X.

Recordemos que si Z es un espacio compacto, por 2.53, existe una unica
proximidad en Z que genera la misma topologia en el espacio. A esta proximidad
la denotaremos por <Z . En este caso A <Z X \ B si y sélo si Ay B estan
completamente separados en Z.

3.2 Lema. Una base de Wallman B en X es una base para la proximidad

<X

31
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Demostracion. Sean A, B € B tales que AN B = &, entonces clANclB = @,
donde las cerraduras se consideran en WgX. Como WX es compacto entonces
Ay B estan completamente separados en Wi X. Por lo tanto A <"5X Wz X\ B.
Concluimos que A <¥** X \ B.

Ahora sean A, B C X tales que A <<¥B X \ B. Entonces A y B estéan
completamente separados en WgX, por lo tanto clA NclB = @. Sea x € clA.
Como {clB : B € B} es base para los cerrados de Wi X, existe B, € B tal que
clB C c¢lB, y © & clB,. Observemos que clA C Uzcaa(WpX \ clB,). Como
WX es compacto, existe una cantidad finita z1,...,z, de elementos de clA
tales que clA C U (WgX \ B,,). Como B es cerrada bajo intersecciones finitas,
se cumple que clB C NP, clB,, = clB’, para B’ = NI B,,.

De forma andloga podemos demostrar que existe A’ € B tal que clA C clA’
y clA’ NeclB’ = @. Como B es base de Wallman en X, existen C, D € B tales
que A/ C X\ C,B'"C X\ Dy CUD = X. Por lo tanto A’ <¥5% X\ Cy
D <% X\ B. O

Hemos visto que al considerar bases de Wallman requerimos familias que
sean cerradas bajo uniones e intersecciones finitas, para este efecto, dada una
familia B de subconjuntos de un conjunto X, definiremos el anillo R generado
por B como la familia R = {U}_; N2, A;; : Ai; € B,m,n € N}. Entonces R
contiene a B y es cerrada bajo uniones e intersecciones finitas.

3.3 Lema. Si una proximidad < en un espacio X tiene una base B formada por
cerrados y es cerrada bajo intersecciones finitas, entonces el anillo R generado
por B es una base de Wallman en X.

Demostracion. Sean A C X cerradoy x € X\ A. Por 2.43, {z} < X\ A. Como B
es base para la proximidad, existen C, D € B tales que {X} < X\C,D <« X\ A
y CUD = X. Es facil notar que x € X \ C y A C C, lo que demuestra que B
es base para los cerrados de X. Ademés, x € Dy DNA=g.

Ahora sean A, B elementos disjuntos de R. Existe una cantidad finita Ay, ...,
Ay Bi,...,B, de elementos de B tales que A = U2, A;,B = U;’ZlBj. En-
tonces A; N B; = & para cada i y cada j. Como B es base para la proximidad
tenemos que A; < X \ B; para cada i y cada j. Dada una ¢ fija tenemos que
A; < X'\ B; para toda j, en consecuencia 4; < Nj_;(X \ B;) = X \ B, de
esta forma A = U™, A; < X \ B. Como B es base, existen C, D € B tales que
A< X\C, D« X\ By CUD = X. Por lo tanto B es una base de Wallman
de X. O

3.4 Teorema. Una compactacion vX de X es de tipo Wallman si y solo si la
proximidad <<}(X admite una base formada por cerrados y cerrada bajo inter-
secciones finitas.

Demostracion. Sea vX una compactacién de X. Si yX es una compactacién de
tipo Wallman, existe una base de Wallman B tal que vX =x WgX. Por el lema
3.2, B es base para la proximidad <<¥BX:<<}<X .

Supongamos que la proximidad <<}X admite una base B formada por cerra-
dos y cerrada bajo intersecciones finitas. Por el lema 3.3, el anillo R generado
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por B es una base de Wallman en X. Demostraremos que las proximidades <<}(X
y <<¥5X son equivalentes. Recordemos que B es base para ambas proximidades.

Sean A, B C X tales que A <%° X \ B. Existen C, D € B tales que
A< (X\C),D <} (X\B), yCUD=X.

De la misma forma existen Ci,Cs, D1 y D5 tales que A <<')Y(X (X\C1),Cy <<}Y(X
(X\C),D < (X\D1), Da <% (X\B)y C1UCy =X = D; U Ds.
Observamos que Co N C' = &, y ambos conjuntos pertenecen a 3, entonces
Cy <X (X\ C). Como AC Cyy X\ C C X\ B, concluimos que A <%5%
(X\ B).
De forma andloga se puede demostrar que si A <¥®% (X \ B), entonces
A <<}(X (X \ B). Por 2.54, las compactaciones vX y WgX son equivalentes. [

3.5 Proposicion. Sea vX una compactacion de X. Sea B una base para los
cerrados de X, cerrada bajo intersecciones finitas. Si:

1. A, BeByANB =g implica cLxANclxB=2y

2. existe una base A para los cerrados de vX, cerrada bajo intersecciones

finitas, tal que B={ANX:Aec A},
entonces B es base para la prozimidad <<}<X .

Demostracion. Por la condicién 1, es claro que si A, B € By ANB = O
entonces A <<}<X X \ B. Ahora sean A,B C X tales que A <<}(X X\ B.
Entonces clyx ANclyx B = @ y existen abiertos C, D en vX tales que cl,x A C
C,cluxBC Dy CnD = @. Como A es base para los cerrados de vX, para
cada = € clyxA existe A, € A tal que z € vX \ A, C C. Como cl,xA es
compacto, existe una cantidad finita x1,...,,, de elementos de cl,x A tales
que clyxA C UL (vX \ 4;,) € C. Como A es cerrada bajo intersecciones
finitas, A" = NP_; A;, es un elemento de A. Entonces cly,x A C vX \ A’ C C. De
manera andloga existe B’ € A tal que cl,x B C vX \ B’ C D. Por 2.53,

clyxA <X X\ A B <X yX \cl,xBy A'UB' =~X.
Por lo tanto
A< X\(ANX),BnX)< X\By (ANX)UB'NnX)=X.
Concluimos que B es base para la proximidad <<}(X . O

3.6 Corolario. Una compactacion vX es de tipo Wallman para X si y solo si
existe un anillo base B para los cerrados de vX tal que A = cl,x (AN X) para
todo A € B.
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Demostracion. Sea vX una compactacién de X. Sea B un anillo base para los
cerrados de vX tal que A = clyx (AN X) para todo A € B. Sean B,C € B tales
que BNCNX = @. Entonces

Clwx(BﬂX)ﬂCLyx(CmX) = BﬂCZClyx(BﬂCﬂX) = .

Sea B' = {AN X : A € B}. Por 3.5, B es base para la proximidad <<}/(X . Por
3.4, vX es compactacién de tipo Wallman para X. ]

3.7 Teorema. Las compactaciones de Fan-Gottesman son de tipo Wallman.

Demostracion. Sea vX una compactacién de Fan-Gottesman de X, entonces
existe una FG-base A de abiertos en X tal que {S(A) : A € A} es base para los
abiertos de v.X, donde S(A) se define como en 2.18. Sean A = N2, clyx S(A;) N
e[X] y B = nNj_;cl,xS(B;) Ne[X] tales que ANB = &, 4;, B; € A. Si existe
F € (NZycl,xS(A:)) N (NF_yclyx S(By)), por 2.27, A; € F para toda i, y
Bj € F para toda j. Entonces existe z € (Nj% clxA4;) N (Nj_;clx B;). Por lo
tanto U, € AN B, lo cual es una contradicciéon. En consecuencia

(M1l S(A) N (Mgl x S(B))) = 2.

Observando que cl,xA C N, cl,xS(4;), obtenemos que clyxANcl,xB = @.
Por el teorema 3.5, la familia

B={N",cl,xS(A;) Ne[X]: A; € Am € N}

es una base para la proximidad <<Z[))((} . Por el teorema 3.4, la compactacion yX
es de tipo Wallman. O

Como consecuencia del teorema anterior y del teorema 2.39 obtenemoes el
siguiente resultado.

3.8 Corolario. Las compactaciones de Freudenthal son de tipo Wallman.

3.2. Espacios 'y A

En esta seccién estudiaremos algunas clases de espacios compactos que son
extensiones compactas de tipo Wallman de cualquiera de sus subespacios densos.

3.9 Definicién. Un espacio compacto X es I' si X tiene una base B para los
cerrados, cerrada bajo intersecciones finitas y formada por conjuntos cerrados
regulares. En dicho caso diremos que B es base I' de X.

3.10 Ejemplo. Los espacios compactos 0-dimensionales son espacios I'.

3.11 Ejemplo. El espacio I = [0,1] es un espacio I'. En efecto, sean D =
{i/2¥ i i,k e N0 <i< 28y y B={(d—1/3/,d+1/3)n1:d¢c D,j € N}.
Entonces C = {I\ B: B € B} es una base I" en I.
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Veremos ahora que la propiedad I' es productiva.

3.12 Proposicién. Sea {X, : o € J} una familia de espacios T, entonces el
espacio producto X =1TI{X, : a € J} es un espacio T.

Demostracion. Para cada o € J sea B, una base I' de X,. Consideremos los
conjuntos C = {r,;'(Ua) : @ € J,Us € Ba} y B = {UjL, Nj_, Cyj : Cyj €
C,m,n € N}. Demostraremos que B es base I de X. Es claro que B es cerrada
bajo intersecciones finitas. Sean = {xo}tacs € X y Z C X un cerrado que
no contiene a x. Entonces existe un subconjunto finito K C J tal que = €
Nacxmy H(AK) C X\ Z, donde AX es abierto en X,,. Paracadaa € K, z, € AKX,
entonces existe B, € B, tal que X \ Aff C By ¥y zo € B,. Por lo tanto
Z CUermy H(Xo \ AX) C Uperm 1 (B,) = B. Como x no es elemento de B,
B es base para los cerrados de X. Como B estd formado por cerrados regulares
entonces X es un espacio I'. O

3.13 Teorema. Cualquier espacio compacto I' es una compactacion de tipo
Wallman de cualquiera de sus subespacios densos.

Demostracion. Sea X un espacio compacto I'. Sea Y C X un subespacio den-
so. Por 2.53, existe una tnica proximidad <X que genera la misma topologia
en X. Por 2.65, la compactacion de Smirnov cY que se obtiene a partir de
<3 es equivalente a X. Sea B una base para los cerrados de X, cerrada ba-
jo intersecciones finitas y formada por cerrados regulares. Demostraremos que
BNY = {BNY : B € B} es base para <5 . Sean ANY, BNY € BNY tales que
(ANY)N(BNY) = @. Como B es cerrada bajo intersecciones finitas y esta for-
mada por cerrados regulares, A N B pertenece a B y es un cerrado regular, lo
que implica que ANB = @. Por lo tanto clx (ANY)Nclx(BNY) C ANB = 2.
Por el teorema 3.5, la familia BNY es base para la proximidad < . Por el
teorema 3.4, X es compactacién de tipo Wallman de Y. O

3.14 Ejemplo. Sea x un cardinal. Los espacios 2" e I son compactaciones de
tipo Wallman para cualquiera de sus subespacios densos.

En lo que resta de la seccién estudiaremos una propiedad que nos ayudard a
demostrar que todo espacio métrico compacto es compactacion de tipo Wallman
de cualquiera de sus subespacios densos.

3.15 Definicién. Sean A, B subconjuntos de un espacio X. Definimos
A(A,B) =clx(A\ B)Nclx(B\ A).

3.16 Proposicién. Sea X un espacio Tychonoff. Para cualesquiera A, B C X
se cumple lo siguiente:

1. A(Cle, Cle) g A(A,B),

2. A(X\ A, X\ B)=A(A,B);
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3. A(intxchA, intxchB) = ch[(intXchA) \ Cle} N ch[(z'ntXchB) \
Cle}

Demostracion. 1). Sean x € A(clxA,clxB) y U C X abierto tal que z € U.
Entonces U Nclx AN (X \ clxB) # @. Como el complemento de un cerrado es
abierto, @ # UNAN(X\clx B) C UNAN(X\B). Por lo tanto x € clx(A\B). De
forma amdloga se demuestra que = € clx (B \ A). Concluimos que =z € A(A, B).
2). Observando que A\ B = (X \ B) \ (X \ A) se obtiene la igualdad A(AN
Y,BNY) C A(A, B).
3). Observando que X \int xclx A = clx (X \clx A) se obtiene la igualdad. [

3.17 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Una familia A C P(X) es una
familia A si A(Fy, Fy) = @ para Fy, Fy € A.

3.18 Definicién. Un espacio compacto X es llamado un espacio A si existe
una familia A que es base para los cerrados de X.

3.19 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico. Si A es una familia A, en-
tonces la familia B = {clxintx A : A € A} también es una familia A.

Demostracidn. Sean A, B € By supongamos que x € A(clxintx A, clxintx B).
Sea U un abierto en X tal que x € U. Entonces

FAUNintx AN (X\Clxinth) -

CUNintxAN (X\inth) = UﬂintxAﬁClx(X\B)‘

En consecuencia U Nintx AN (X \ B) # @. De manera similar se demuestra que
Unintx BN(X\ A) # @. Por lo tanto x € A(A4, B), lo que es una contradiccion.
O

3.20 Proposicién. Sea X un espacio. Si A es una familia A formada por
cerrados requlares, entonces el anillo generado por A también estd formado por
cerrados requlares.

Demostracion. Como sabemos que la unién finita de cerrados regulares es un
cerrado regular, es suficiente demostrar que la unién finita de elementos de A es
un cerrado regular. Sean A, B € A,y x € AN B. Como A(A, B) = &, podemos
suponer que z € X \clx(A\ B) = intx ((X \ A)UB). Entonces existe un abierto
Ven X tal que x € V C (X \ A)UB. Por hipétesis € A = clxintx A, entonces

@ #VNintxAC (X\A)UB)NA=ANB.

Por lo tanto, V Nintx A C intx(A N B). Ahora, sea U un abierto en X tal
que x € U, entonces U Nintx (AN B) D UNV NintxA # &. Concluimos
que AN B = clxintx (A N B). Por lo tanto, el anillo generado por A también
estd formado por cerrados regulares. O

3.21 Proposicién. Sea X un espacio. Si A es una familia A, entonces el anillo
generado por A también es una familia A.



ESPACIOST Y A 37

Demostracion. Sean {A;; : 1 < i <m,1 <j<nmmneN}ty{B,:1<
r<p,1<s<gq,r,s € N} dos subfamilias finitas de .A. Supongamos que existe
T € A(U?zl Ny Agy, U nP_ | B,s) y sea U abierto en X tal que z € U.
Entonces existen y € U N (Uf_; N2y Aiy) N (NI, UP_y (X \ Brs)) vy 2 €
Un(Uis, NPy Brs) N (N2 UL, (XN Agy)). Existe jo tal que y € NI Ay,
como z € U, (X \ A;j,), existe ig tal que z € X \ A;j, v entonces y € A; ;.
De manera andloga existen 7, so tales que y € X \ By s, ¥ 2 € Byy.5,- Por lo
tanto y € U N Ajjo N (X \ Byryso) ¥ 2 € UN By s N (X \ Aiyjy). Concluimos
que A(A;yjy, Bro,sy) 7 @, lo que es una contradiccién. Por lo tanto el anillo
generado por A también es una familia A. O

Gracias a las proposiciones 3.19,3.20 y 3.21 tenemos la siguiente
3.22 Proposicién. Todo espacio compacto A es T.
3.23 Proposicién. La propiedad A se hereda a subespacios cerrados.

Demostracion. Sea 'Y un espacio A y X un subespacio cerrado de Y. Existe una
base A, B, de Y. Sea C = {X N B : B € B}. Supongamos que existen A, B € B
tales que z € clx ((ANX)\(BNX))Nclx ((BNX)\(ANX)). Sea U un abierto en
Y tal que z € U. Entonces UNX es abierto en X y (UNX)N(ANX)N(X\B) # .
En consecuencia, UNANY \ B # @. De forma andloga, UNBNY \ A # &. Por
lo tanto, A, B ¢ B lo que es una contradiccién. Se sigue que C es una familia A
en X. Como X es compacto concluimos que X es un espacio A. O

El siguiente lema es un resultado preliminar para demosrar que todo espacio
compacto métrico es compactacién de Wallman de cualquiera de sus subespacios
densos.

3.24 Lema. Sea Y un espacio compacto y {B; : i € N} una familia A de
conjuntos cerrados. Entonces para cada par de conjuntos cerrados ajenos D, E C
Y, existe un conjunto cerrado A tal que AND =&, EC Ay A(A B;) =9
para toda i € N.

Demostracidn. Sea h : Y — I una funcién continua tal que h[E] C {0} y
h[D] C {1}. Para cada i € N, definamos h;(y) = 1/3" siy € B; y hi(y) = 0
si y ¢ B;. Definamos g(y) = Xienhi(y) v f(y) = g(y) — h(y). Sea A = {y €
Y: flyy >0} Siy e E, fly =gly) >0, es decir E C A. Si z € D,
f(z) = g(z) =1 < 1/2, es decir DN A = @. Afirmamos que la funcién g es
semicontinua superiormente. En efecto sea € Y y r € R tal que g(z) < 7.
Existe N € N tal que ¥;>n1/3" <7 — g(z). Sea B=U{B; :i < N e z € B;}.
Entonces U = Y \ B es un abierto que contiene a . Sean z € U e i < N, si
hi(x) =0, z &€ B;, entonces B; C BeY \ B CY \ B;. Como z € U, h;(z) =0,
por lo tanto h;(z) < hi(z). En conclusién si z € U entonces

9(2) = S hi(2) + Sisnhi(2) < B hi(a) + 7 — gla) <.

Entonces g es semicontinua superiormente lo que implica que f también lo es y
que A es cerrado en X.
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Ahora falta demostrar que A(A, B;) = & para toda i € N. Supongamos que
existe m € N tal que y € A(A, B,,,). Para cada vecindad V de y, seleccionemos
puntos ay e VNANY\ B, yby € VNB,NY\ A

Afirmacién 1: Siy € By, N...N By, y si existe un abierto W C Y tal
quey € Wey eV CW implicaay € Y\ B, N...NY \ B, , entonces
fly) >1/3™ +...4+1/3".

En efecto, supongamos que y € B, N...N B, y existe un abierto W C Y
tal quey € Wey €V C W implicaay € Y\ B,, N...NY\B,,.Seand >0y
N € N tales que ¥;>n1/3° < d. Sean B=U{B;:i<Ney¢ B;} yU =Y \B.
SeaT=WnNnUN{z:h(z) > h(y) — d}. Entonces T es un abierto que contiene
ay. Comoar € Y\ B, N...0Y\ By, ey € By,,...,Bpn,, hp,(ar) =0y
I, (y) =1/3™ para k = 1,...p. También observemos que h;(a) < h;(y), para
i < N. Denotemos por s a la suma 1/3™ + ...+ 1/3" y calculemos:

9(y) = g9law) = s + B, (hily) = hilaw)) + Bisn (hi(y) — hi(aw))

2 5+ Zisn(hi(y) — hilaw)) > 1/3™ —d

La tltima desigualdad se cumple porque (h;(aw) — hi(y)) < 1/3% para todo
i € N. Como aw € W, entonces h(a) — h(y) > —d. En consecuencia

fw) = f(y) = flaw) = g(y) = h(y) — glaw) + h(aw) > s —d —d = s — 2d.
Como f(y) > s — 2d cualquier d > 0 tenemos que la afirmacién es cierta.

Afirmacién 2: Si existe myg € N tal que by € B,,, para todo abierto
V que contiene a y y f(x) > 1/3™ 4+ ...+ 1/3™» + 1/3™° entonces existe
n < mg,m#m,...,mytal que y € By, e y € cly (B, \ By).

Demostraremos la afirmacién 2 por contradiccién. Supongamos que para
todo n < mg con n # my,...,m, ey € By, se cumple que y & cly (B, \ Bn).
Como h es continua, existe un abierto W C Y tal que y € W y si z € W
entonces |h(z) — h(y)| < (1/2)(1/3™°). Sea M = {n < mg : n # my,...,my €
y € B,}. Por hipétesis, para cada n € M existe un abierto W,, C Y tal que
y €W, C B,U(Y \ By,). Definamos T'= W N (N,e s Wy,). Observemos que T'
es un abierto que contiene a y y by € B,, para cada n € M. Entonces

Yi<mao,iztm,....my (hi(y) — hi(br)) <0
Como Bjsim, (hi(y) — hi(br)) < Bism,1/3" = (1/2)(1/3™°), entonces
9(y) = g(br) = Tien(hi(y) — hi(br)) < Zicm(hi(y) — hi(br)) + (1/2)(1/3™°)

S1/3™ A+ 137+ iy my, (hi(y) — ha(br)) + (1/2)(1/3™°)
<1/3™ 4. 4 1/3™ 4 (1/2)(1/3™0).
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Como by € WNY \ A, entonces f(br) <0,y

fy) < fly) = f(br) = 9(y) — g(br) + h(br) — h(y)
< 1/3™ 4 1/3M 4+ (1/2)(1/3™0) + (1/2)(1/3™).
Por lo tanto f(y) < 1/3™*+...4+1/3™r+1/3™0 lo que es una contradiccion.

Usaremos las afirmaciones 1 y 2 para obtener una contradiccién. Como y
pertenece a A(A, By,) = cly (A \ By,) Ncly (By, \ A), la afirmacién 1 implica
que f(y) > 1/3™. Por la afirmacién 2, existe n; < m tal que y € By, e y €
cly (By, \ By,). Como A(B,,,B,,) = &, y & cly(By, \ Bmn). Entonces existe
Wy C Y abierto tal que y € W7 C Y \ By, U By,. Sea V. C W abierto tal
que y € V C Wy, entonces ay € Y \ By, N Y \ B,,, por la afirmacién 1,
f(y) > 1/3™ +1/3™. La afirmacién 2 implica que existe na < m,ng # ny tal
que y € By, ey € cly(By, \ Bp,). Continuando de esta forma encontraremos
una cantidad numerable de naturales distintos entre si y menores que m, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto A(A, B,,) = @ para toda m € N. O

3.25 Teorema. Sea X un espacio compacto con w(X) < Wy, entonces X es un
espacio A.

Demostracion. Sea A una base para los cerrados de X cerrada bajo uniones e
intersecciones finitas de cardinalidad menor o igual que R;. Entonces existen a
lo méas N parejas de elementos disjuntos de .A. Bien ordenemos a estas parejas
{(Di,E;): D,E€ ALDNE =g,i <A}, con A < wy.

Sea By = {Dy, Ep}. Sea i < A\ y supongamos que B; estd definido para
0 < j <ital que |B;| < No,A(A4,B) = @ para todo A,B € B; y B; C By si
i<y

Entonces C = U{B; : j < i} es una familia A numerable. Por 3.24 existe un
conjunto cerrado A; C X, tal que A; N D; = &, E; C A; y A(A;,C) = & para
todo C € C.

Sea B, = CU{A;}. Entonces B = U{B; : i < A} es una base para los cerrados
de X tal que A(A, B) = &. En efecto, sean C' un subcinjunto cerrado en X y
z ¢ C. Como A es una base para los cerrados de X, existe £ € A tal que C C FE
vz & E. Como X es compacto, existe D € Atalquez € Dy END = @. En
consecuencia, existe i < A tal que (D, E) = (D;, E;). Como A; € B; y se cumple
que A; N D; =, E; C A;, entonces B es una base para los cerrados de X.

Por lo tanto X es un espacio A. O

De los teoremas 3.13 y 3.25 se tienen los siguientes corolarios.

3.26 Corolario. Cualquier espacio compacto de peso menor o igual a Ny es
una compactacion de Wallman de cualquiera de sus subespacios densos.

3.27 Corolario. Cualquier espacio compacto métrico es una compactacion de
Wallman de cualquiera de sus subespacios densos.



Capitulo 4

Compactaciones que no son
de tipo Wallman

4.1. Ejemplo de un espacio compacto que no es
espacio A

En esta seccién estudiaremos una clase de espacios compactos que no son
espacios A cuya demostracién se debe a L.B. Sapiro, cuya referencia puede
encontrarse en [9].

4.1 Definicién. Sea 7 un ordinal y definamos L(7y) como el espacio ([0,7) x
[0,1))U{(7,0)} con la topologia generada por el orden lexicogréfico, donde [0, 7
es el conjunto de ordinales menores que +.

De la definicién observamos que el espacio L(7) es linealmente ordenado. El
siguiente resultado es bien conocido y puede encontrarse en [3].

4.2 Lema. Un espacio topolégico X linealmente ordenado es compacto si y solo
st cualquier subconjunto no vacio tiene supremo e infimo.

4.3 Proposicién. FEl espacio L() es compacto.

Demostracién. Sea A un subconjunto no vacio de L(v). Demostraremos que
inf A y sup A existen. Si (v,0) € A4, (v7,0) = sup A. Supongamos que (v,0) & A.
Sea a = sup{a € [0,7) : (a,7) € A para algin r € [0,1)}. Si a = 7, (v,0) =
sup A.

Supongamos que a < 7. Si (a x [0,1)) N A # &, sea r = sup{r € [0,1) :
(a,r) € A}. Sir=1,(a+1,0) =supA. Sir <1, (a,r)=supA.

Ahora supongamos que (a x [0,1)) N A = &, entonces (a,0) = sup A. En
efecto, sea (0,€) € L(v) tal que (d,¢) > (a, 8) para todo («, 3) € A. Supongamos
que (a,0) > (4,€), entonces a > 4, luego existe n € [0,7) tal que (n,r) €
A para algin r € [0,1) y § < n < a. Por lo tanto (d,¢) < (n,r), lo cual
es una contradiccién. Como L(7) es linealmente ordenado, (d,¢) > (n,r). La
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demostracién de que A tiene infimo es andloga. Por lo tanto L(-y) es compacto.
O

Observemos que en el espacio L(7) el intervalo ((a,0), (o + 1,0)) es home-
omorfo al intervalo [0, 1]. De esta forma podemos considerar a L(7) como el
espacio que se obtiene a partir del espacio de ordinales menores o igual a ~y
pegando el intervalo [0, 1] entre los ordinales « y o + 1 para cada a menor que
y.

Recordaremos un teorema conocido cuya demostracién puede encontrarse en
[3].

4.4 Teorema. Sean X = [0,1]T y U un subconjunto abierto de X. Entonces
ezisten un subconjunto abierto V.C U y un subconjunto L de T tales que L es
numerable, clxV = clxU y 7r£17rLV =V.

4.5 Corolario. Sea X = [0,1]7. Si U = clyintxU, entonces U es de tipo G
en X.

A continuacién veremos un ejemplo de un espacio compacto que no es A.
4.6 Proposicion. FExiste un espacio compacto que no es A.

Demostracidn. Supongamos que cf(y) > wy. Sea F' C L(v) x [0, 1] un subespacio
cerrado de tipo G tal que L(y) x {0} C Fy Fn(L(y) x {1}) = 2.

Afirmacidn: existe un ordinal @ < 7 y un numero real ty € R tales que
[o,7] % {to} € F y ([a7] x (to, 1)) N F = 2.

En efecto, sea to = sup{t € [0,1] : (v,t) € F}. Entonces (v,ty) € F, por
que F es cerrado y tg < 1. Como F es de tipo Gy, existe una familia numerable
{Un}nen de abiertos en L(v) x [0,1] tal que F = NpenU,. Para cada n € N
existe un ordinal o, < v y un real ¢, tales que

(Vato) € [an;’Y] X (tO _€n:t0 +5n) g Un
Sea @ = sup a,, entonces < vy

(v:t0) € [8,7] x {to} € Nnen([an, 7] X (to —€n,to +€4)) C F.

Por otro lado se tiene que, para cada ¢t € (to,1], (v,t) ¢ F y existe una
vecindad Wy = (8¢,7] x Vi de (v,t) tal que Wy N F = &, donde V; es una
vecindad de ¢ en (tp,1]. Observemos que la familia {V; : ¢ € (fo,1]} es una
cubierta de (g, 1] y por lo tanto podemos extraer una subcubierta numerable
{V4, :n € N}. Sea a = méx{f3,sup,,cy B, + 1}. Como v > o > 3, es claro que
[, ] x {to} C F. Ahora sea (§,t) € [a,7] X (to, 1]. Entonces existe n € N tal
que t € V4, en consecuencia (&,t) € W;_, lo que implica que (£,t) € F, lo que
demuestra la afirmacion.

Supongamos que U es una base A para el espacio compacto X = L(ws) X
L(wy), formada por cerrados regulares. Por 4.5, la base U estd formada por
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conjuntos de tipo G5. Para cada ordinal a < wj, seleccionemos un elemento
F, € U tal que L(wz) x [0,a] C F,, vy Fy N (L(w2) X [+ 1,w1]) = &. Por lo
demostrado en la afirmacién anterior, para cada « menor que wy, seleccionemos
un ordinal 8, < we y un nimero real ¢, € [, a+1] tales que [By, wa] X {to} C F,
Y ([Ba, w2] X (ta, w1])NF, = @. Sea 8 = sup B, . Entonces 8 < ws y seleccionemos
un elemento Fg € U tal que [0, 8] x L(w1) € Fgy ([f+1,wa] X L(w1))NFs = @.
Usando nuevamente la demostracién, seleccionemos un ordinal v < wi y un
nimero real tg € [, B+1] tal que {t5} X [yg,w1] C Fzy ((ts,we]x[ys, w1])NFg =
@. Demostraremos que (tg,t,,) € A(Fs, F,,). En efecto, sea U x V un abierto
basico de X tal que (tg,t,,) € U x V. Sea r € V tal que r > t,,. Como
tys € [v8,78 + 1], entonces r > 5 y (t3,7) € Fg. Como tg > (3 tenemos que
tg > By, ¥ (tg,r) & Fy,. Entonces (tg,t,,) € clx (Fp\ Fy,). De manera analoga
sea s € U tal que s > tg. Entonces (s,t,,) € F,, N (X \ Fp). Por lo tanto
(ts,ty,) € A(Fg, F,,). Concluimos que X no es un espacio A. O

4.7 Teorema. Si T > Ny, entonces I™ no es un espacio A.

Demostracidn. El espacio compacto X = L(ws) X L(wy) es un subespacio cer-
rado de I™2, ya que X tiene peso igual a Ny, pero X no es espacio A, por lo
tanto I™ no es espacio A para 7 > N,. [l

4.8 Teorema. Sea X un espacio compacto e Y un subespacio cerrado de X que
no es de tipo A. Entonces para cualquier base U para los cerrados de X, existen
Fi, F> € U tales que

Yn A(inthl, inthg) #+ O.

Demostracidn. Seald una base para los cerrados de X. Entonces V = {clxintx U :
U € U} es una base para los cerrados de X. Por lo tanto V' ={VNY : V € V}
es base para los cerrados de Y. Como Y no es A, existen y € Y y Fy, Fy € V'
tales que y € cly [(FA1NY)\ F]Ncly[(FANY)\ F.

Sea U C X un abierto tal que y € U. Entonces UN (F1NY)N(X \ Fy) # @.
Por lo tanto U Nintx F1 N (X \ intx F») # &. O

4.2. Ejemplo de un espacio Tychonoff con una
compactaciéon que no es de tipo Wallman

En esta seccién veremos cémo Ul’janov construyd un espacio compacto que
no es compactacién de Wallman de algtin subespacio denso. Para esto construi-
remos una familia de espacios compactos.

Sean X un espacio compacto y A un conjunto de indices. Para cada o € A,
sean Z, un espacio compacto, G, un subespacio cerrado propio de X y g, :
X\ G4 — Z, una funcién continua.

Para cada o € A, definamos X, = (X \ Go) U (G4 X Z,), con la topologia
generada por los conjuntos de la forma

V(U H)=UnNg 'H)U(UNG,) x H).
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Donde U C X y H C Z, son abiertos arbitrarios. Entonces X, es compacto
para cada a € A.
Para cada a € A definamos una funcién *7 : X, — X dada por:

x size X\ G,
x1 six=(z1,22) € Gy X Zy

Es facil notar que la funcion *7 es continua en X, para cada a.
Definamos

XA = XA(Xy {Zoc}a {Ga}a {ga}aA) =
= {{x,} € IIX, :* 1y =F mxg para toda o, f € A}

Entonces X5 es un subespacio cerrado de I1X,,, y por lo tanto compacto.

Definamos A7 : X5 — X por *n({z.}) =° 7(z3). Como {z,} pertenece a
Xy, la funcién 27 no depende de la eleccién de 3 € A.

La funcién 7 es continua, ya que es la composicién de dos funciones con-
tinuas, es decir, *7 = 7 o 7m,, donde 7, : IIX, — X4, es la proyeccién natural.

4.9 Lema. Sea Z C X. Si Z C X \ G, para toda o € A, entonces la funcion
Ar restringida a (Mr)~'[Z] es un homeomorfismo sobre Z. Si Z es denso en X
entonces X) = clx, Z.

Demostracion. Sean {Za}aca, {Yataea € (A7)71Z] puntos diferentes. Existe
B € A tal que x5 # yg. Entonces *7({xa }aer) = 75 # ys =" 7({Ya }aeca). Por
lo tanto * es inyectiva.

Sea ahora z € Z. Entonces {z}aea € Xa N (*7)71[Z]. Por lo tanto *7 es
suprayectiva.

Sea

V = X7 N (Naerm, [(Ua N g7 HL]) U (Us N Go) x Hy)))

un abierto bésico no vacio de X, donde F' es un subcunjunto finito de A y
U, CX, H, C Z, son abiertos.

Entonces 27[V N (A7) Z])] = (Nacr(Ua Ng™ HL])) N Z.

Si Z es denso y V es no vacio entonces Naer(Us N g [H,]) es un abierto
no vacio en X. Por lo tanto V N (A7)~1[Z] es no vacio. O

El lema anterior nos dice que si Z C X \ G, para todo oo € A y Z es denso
en X, entonces X es una compactaciéon de Z.

4.10 Ejemplo. Veremos un caso particular de la contrucciéon de X, vista en
esta seccion.

Sean 7 un cardinal y T un conjunto tal que |T'| = 27.
Sean X = [0,1]7, donde |T| = 27. Sea Y = [1/2,1]T,Z = (0,1]T, y sea
S C Z un denso de cardinalidad 7.
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Definamos U = {(A,B) : AN B C Sy A(intxclxA,intxclx B) NY # &}.
Entonces [U| = 27. Bien ordenemos a la familia U y sea (Aq, Ba) € U. Por 4.4,
existen abiertos

Vo Cintxclx Ay \ clx B,

y
W, Cintxcly B, \ clx A,

y un subconjunto a lo mas numerable L, C T tales que
Clea = ClX [iDtXclea \ Clea],

clxW, =clx [intXclea \CIXAa]7
WZi?TLaVa =V, y WZ(}WLQWQ =W,

Sea t1 € T'\ Ly y definamos Ty = Ly U{¢t;}. Para cada « € T, seleccionemos
ta € T\ (Ug<aTp) U Ly), y definamos T, = Ly U {t,}. Sea a € T. Por la
propiedad 3, y la definicién de V,, y W, tenemos que clxV, NclxW,NY =
A(intxcle, intxcle) ny # .

Sea yo € clxVy Nclx W, NY. Definamos un punto z, € X por m, x4 = 0
Y Mo = Yo para t € T\ {t,}. Entonces z, € clxV, N clxW,. Definiendo
X (a) = e, [0, 1], tenemos que, 77, o € clx(a)(Hier, Vo) Nelx (o) (e, Wa).
Como X («) es métrico, existen sucesiones distintas {v, : n € N} C ILier, Vi,
y {wn : n € N} C Ilter, W, que convergen a 7y, xo. Sea {r, : n € N} una
sucesién de todos los racionales en el intervalo (0, 1].

Como el espacio X (a) \ {n7, 2.} es normal y los espacios {v, : n € N} y
{wy, : n € N} son cerrados y discretos en X (a) \ {mr, x,}, existe una funcién
continua f, : X () \ {1, zo} — [0,1], tal que fq(v,) = fo(wy) = 7, para todo
neN y (X(a)\{rr,za}) \ 71, Vo UW,) C f71(0). Sea G, = W;alﬂTaxa y
Yo = faTrTa\X\Ga-

Entonces podemos definir el espacio X, = (X \ Go) U (Go x [0,1]) v la
proyeccion “m, — X.

Consideremos el espacio Xy = Xa(X,{[0,1]},{Ga},{9o},T). Entonces la
funcién A7 restringida a (*7)~![Z] es un homeomorfismo. Como Z C X \ G,
para toda o € A, X =clx, Z = clx, S. Por lo tanto X, es conexo ya que Z lo
es.

4.11 Lema. Sea X como se contruyd en el ejemplo 4.10. Si (xz, h) € G4 %(0,1],
entonces

(.’L‘, h) € (ClX(a)Aa N ClX(a)Ba) \ (CZX(a)(Aoz N Ba))'

Demostracién. Sea V(U,H) = (U N g, (H)) U ((UNGy) x H) una vecindad
bésica del punto (z,h) € X(«), donde x € U C X, h € H C (0, 1]. Entonces

UnNgy (H) C Va UWa € Xo\ (Ao N Ba),
(UNGa) x HYN(AqUBa) =2,UNg (H)N Ay # @
yUNg'(H)N By # 2.
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4.12 Teorema. Supongamos que 27 > No. Sean Xx y S como se construyeron
en 4.10. Entonces X, es una compactacion conexa de S que no es de tipo
Wallman.

Demostracion. Sea B una base para los cerrados en X, tal que F' = cly, (F N
(Am)~1[S]) para cada F € B. Por 4.7, Y no es un espacio A. Como (*7)~1[Y] C
X, por 4.8, existen F1, F» € Btales que A(intx, Fi,intx, F»)NY # &. Entonces
existe (Aq, Bo) € U tal que A, = SN 7[Fy] y By = SNA 1[Fy). Sea h € (0,1],
entonces (zq,h) € clx, Ay Nclx, Bq \ clx, (Ao N By). Por lo tanto

FiNFy # clx, (Fy N Fyn (Mr)8).

Por lo tanto la familia B no es cerrada bajo intersecciones finitas y entonces X
no es compactacion de tipo Wallman para S. O

4.13 Corolario. Cualquier extension compacta Hausdorff de cualquier espacio
separable es de tipo Wallmann si y sélo si se cumple la hipotesis del continuo.

Demostracion. Supongamos que se cumple la hipdtesis del continuo. Sea Y un
espacio separable y sea X una extension compacta Hausdorff de Y. Entonces
w(X) < 2% = R;. Por 3.25, X es compactacién de tipo Wallman para Y.
Ahora supongamos que la hipétesis del continuo no se cumple, entonces
280 > Wy, por 4.12, existe un espacio S de cardinalidad Xy y una extensién
compacta a5, de S, que no es compactacién de tipo Wallman. O

4.14 Teorema. Sea k un cardinal. Si cualquier compactacion del espacio dis-
creto de cardinalidad k es de tipo Wallman, entonces cualquier compactacion
de cualquier espacio Tychonoff de cardinalidad x sin puntos aislados es de tipo
Wallman.

Demostracion. Sea X un espacio completamente regular de cardinalidad « sin
puntos aislados y sea X una compactacion arbitraria de X. Sea ¢ : ¥ — aX
una funcién inyectiva tal que Y NaX = &y ¢[Y] = X. Equipemos al conjunto
T =Y UaX, con la topologia duplicada de Aleksandrov, es decir, para todo
punto y € Y, el conjunto {y} es abierto, y una vecindad bésica V}, para el punto
y€aX es

V, =0, U670, \ ().

donde O, es un abierto en X que contiene a y. Como X no tiene puntos aislados
y es denso en aX, X N (O, \ {y}) es diferente del vacio para todo y € aX. Por
lo tanto ¢~ 1[0, \ {y}] # D y clpY =T.

Entonces T es una compactacién del espacio discreto Y de cardinalidad k.
Por hipdtesis, existe una base B para los cerrados de T cerrada bajo uniones e
intersecciones finitas tal que clp(FNY) = F para todo F' € B.

Para cada F' € B, definamos Pr = (F NaX)U@¢(F NY). Entonces Pr =
cr(p(FNY)).

En efecto, sea y € Pr \ ¢(FNY). Sea Oy C aX un abierto tal que y € O,,.
Comoy € Fy F=cr(FNY), ¢~ O, \{y})NFNY # @. Lo que implica que
Oy \{y} Ng[FNY] # @. Por lo tanto y € clr(¢(FNY)).
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Ahorasea y € clp(¢p(FNY))\¢[FNY]. Sea O, C aX abierto tal que y € O,,.
Entonces O, N¢(F NY) # &, como y & ¢o[F NY], Oy \ {y} NG[FNY] # .
Existe f € FNY tal que ¢(f) € O, \ {y}, luego ¢ O, \ {yNFNY # @,
entonces y € clp(FNY) = F. Por lo tanto Pr = clr(¢(FNY)) = clr(PrNX).

Observemos que si F, G € B, entonces Pr N Pg = Ppng U (FN¢[GNY])U
(G N ¢[F NYY]). Demostraremos que Pr N Pg = clp(Pr N Pe N X).

Sea x € Pr N Pg. Supongamos que z pertenece a Prpng. Sea O, C aX, un
abierto que contiene a x. Como Ppng = clr(¢[F NG NY]), se tiene que

Z#0,Np(FNGNY)C 0, NPrNPeNX,

entonces z € clp(Pr N PgNX).

Siz e FNg(GNY), entonces € Pp N Pg N X. Por lo tanto Pp N Py =
CIT(PFﬂpgﬁX).

Definamos B’ = {Pr, N...NPp, :n €N, Fy,..., F, € B} y sea

C={A\S:A€B, SCaX,|S| <X cp(A\S)=A4\S}

Observemos que A\ S =clr((A\S)NX),si A\ S eC.
Sean A1\ S1,..., A, \ S, € C, entonces

clr(Nizy (Ai \ Si)) C Nizyelr (A \ Si) = Niq (A \ Si)

clr(Uisi (Ai \ Si)) = Uiiclr (A \ Si) = Ui, (A \ Si)

Por lo tanto C es cerrado bajo uniones e intersecciones finitas.

Ahora demostraremos que C es base para los cerrados de aX.

Sea y € aX y Oy C aX un abierto que contiene a y. Entonces y € V,, =
O, U ¢7O, \ {y}]. Como B es base para los cerrados de T, existe F' € B tal
quey ¢ FyT\V,CF

Sea D = Pr\ ¢¢~'(y). Sea z € aX \ Oy, luego z ¢ V,, entonces z € FNaX,
por lo tanto aX \ Oy C Pp \ ¢¢~'(y). Es claro que y € D, y D € C. En
consecuencia C es una base para los cerrados de aX, cerrada bajo uniones e
intersecciones finitas y cl,x (AN X) = A para todo A € C. Concluimos que aX
es compactacién de tipo Wallman para X. O

Los teoremas 4.12 y 4.14 nos dicen que para cualquier espacio discreto de
cardinalidad & tal que 2" > Ny, existe una compactacion ak que no es de tipo
Wallman para k.

Si consideramos la negacién de la hipdtesis del continuo, el teorema 4.12 nos
construye un espacio S de cardinalidad w y una extensién compacta y conexa
vS que no es de tipo Wallman de S. Como vS es conexo, S no tiene puntos
aislados. Entonces el espacio T' = w U vS definido en 4.14, no es compactacién
de tipo Wallman de w.

En cambio, la afirmacién de la hipdtesis del continuo nos dice que el peso de
cualquier compactacién aw de w es menor o igual a X;. Por 3.26, el espacio T'
es compactacién de tipo Wallman de w.

Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema.
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4.15 Teorema. Toda extension compacta de w es de tipo Wallman si y solo si
se cumple la hipdtesis del continuo.
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