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Introduccion.

Una de las teorias matematicas mas ricas en herramientas y conexiones con distintas
areas de la matematica es la teoria de los Sistemas Dinamicos. Uno de los obje-
tivos de estudiarlos es comprender sus propiedades asintéticas, es decir, estudiar
las propiedades del sistema cuando el tiempo tiende a infinito. Muchas veces, aun
cuando la regla de correspondencia de la transformacion es muy simple, ocurren

comportamientos dinamicos complicados.

Estamos interesados en estudiar las propiedades representativas de un sistema
dindmico, es decir qué comportamientos son tipicos. Como estudiaremos las carac-
teristicas de transformaciones definidas en variedades diferenciables compactas de
dimensién arbitraria, los comportamientos tipicos son los que obtenemos en todas
las érbitas en un conjunto abierto de M, o bien, en un conjunto de 6rbitas de medida

de Lebesgue positiva de M.

Una manera interesante de estudiar la dinamica de una transformacion es tomar
una observacion del sistema y asi describir cuanto tiempo en promedio pasa un con-
junto de orbitas tipicas en diferentes regiones del espacio donde la transformacion
estd definida. Al estudio de los sistemas dinamicos desde esta perspectiva es parte de
la Teoria Ergodica. Matematicamente, una observacién es una funcién ¢ : M — R

y los promedios de una transformacién f : M — M son la cantidad

n—1

U3 el @)

Jj=0
A estos promedios los conocemos como medias temporales.
En la Teoria Ergoddica, los comportamientos tipicos son los que se muestran

p-casi todo punto con respecto a una medida f-invariante p. Una medida p es f-

invariante si da el mismo valor a un conjunto y a su preimagen bajo f. El Teorema
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de Birkhoff nos retrata uno de los comportamientos mas importantes de las medidas
invariantes. Este garantiza que las medias temporales convergen para casi todo punto

con respecto a una medida invariante p a una funcién ¢ bien definida, es decir

n—1

con ¢ € Ly(p) y que ademds

/ Pdp = / pdp.

Por otro lado, podemos considerar a las medias espaciales con respecto a ¢,

/ pdy,

con respecto a una medida p. Cuando una medida f-invariante p da el valor 0 o 1

dadas por

a los conjuntos f-invariantes decimos que es ergddica. El comportamiento caracte-
ristico de una medida ergodica es que las medias espaciales convergen a las medias

temporales: es decir

n—oo N, 4

tim > o)) = [ iy

para p-casi todo punto x € M.
Medidas Fisicas

Cuando trabajamos con transformaciones diferenciables, la medida de Lebesgue
no siempre es invariante bajo una transformacion diferenciable f, entonces no pode-
mos obtener directamente estas conclusiones. A las medidas ergddicas en las que las
medias espaciales convergen a las medias temporales en un conjunto de medida de

Lebesgue positiva, las conocemos como medidas fisicas.

Una medida de probabilidad u, f-invariante, definida sobre los Borelianos de M
es una medida fisica si para un conjunto de medida de Lebesgue positiva B(u) de
x € M se cumple que, para todo = € B(u),

1m12¢ﬂm=/Wu

n—oo N,
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para cualquier funcién ¢ : M — R continua. Al conjunto B(u) lo llamamos la cuen-
ca de Birkhoff de p. Encontrar o caracterizar a las transformaciones que admiten
medidas fisicas es un problema relevante en sistemas dindmicos [ABV00, pag 352],
[You02, pags 749-751]. Es de nuestro interés encontrar propiedades de las transforma-
ciones diferenciables que nos garanticen la existencia de estas medidas. Al trabajar
con difeomorfismos, utilizaremos la informacién que nos proporciona la derivada de
la transformacion, para asi estudiar sus propiedades dinamicas. A este estudio lo

conocemos como Teoria Ergodica Diferenciable.

La propiedad de la derivada que estudiaremos es la hiperbolicidad. Un conjunto
A es hiperbdlico si el haz tangente T'A se descompone en dos subhaces donde la
derivada expande y contrae respectivamente. Cuando un conjunto A es hiperbdlico,

podemos definir la variedad estable de un punto x como:
W?(z) ={x e M | d(f"(x), f"(y)) = 0, cuando n — oo};
y la variedad inedestable de un punto x como
W(x)={x e M |d(f"(x), f"(y)) — 0, cuando n — oc}.

Dado un punto x la variedad estable (inestable) de z es el conjunto de puntos donde
la distancia de sus iterados futuros (pasados) tiende asintéticamente a cero. Como
mostramos en el Lema 5.1.1, para casi todo y en W¥(z), las medias temporales
coinciden, @(z) = ¢(y). En particular estudiaremos a los atractores hiperbdlicos.
Estos conjuntos invariantes tienen la propiedad de que las orbitas de un conjun-
to abierto (su fosa de atraccién) convergen al atractor. Ademads, si un atractor es
hiperbdlico, este esta formado por variedades inestables y su fosa por variedades
estables (Proposicién 2.2.7). Asi, podemos concluir que, como el comportamiento
tipico topoldgico de un sistema es conocido mediante el estudio de la dinamica de
su atractor, podemos obtener la informaciéon que nos da el Teorema de Birkhoff
analizando sélamente al atractor en un conjunto de medida de Lebesgue positiva.
No obstante, como los atractores no siempre tienen medida de Lebesgue positiva,
es necesario construir un mecanismo adecuado para entender los promedios en los
atractores y en un su fosa. Utilizando la informacién que nos da la derivada, podemos

construir a las medidas SRB.



CAPITULO 0. INTRODUCCION 4

Medidas SRB

Dado un difeomorfismo f : M — M, una medida de probabilidad pu, f-invariante
sobre los Borelianos de M, es una medida de SRB si las medidas condicionales de
it sobre las variedades inestables de f son absolutamente continuas respecto a la
medida de Lebesgue en las variedades inestables. Estas medidas son uno de los
objetos de estudio mas interesantes en Teoria Ergédica Diferenciable. Su nombre de
debe a que fueron desarrolladas por Sinai, Ruelle y Bowen en los anos setentas y
tuvieron su origen en el estudio de la mecanica estadistica. La construccion y estudio

de estas medidas es uno de los objetos de investigacién actual mas activos.

Estudiaremos ademas condiciones de hiperbolicidad de endomorfismos y difeo-
morfismos locales. Trabajaremos con transformaciones uniformemente expansoras;
es decir, transformaciones donde para todo punto x en M la derivada expande en un
factor o > 1, y una de sus generalizaciones, las transformaciones asintoticamente ex-
pansoras. Una transformacién es asintéticamente expansora si para casi todo punto

x, la derivada de f expande en promedio a lo largo de la 6rbita de z, es decir:

n—1

lim sup % Z log HDfﬂ'(x)f_lH < —1.
j=0

n—oo

Mostraremos los siguientes teoremas, los cuales nos dicen que, bajo “buenas”
hipétesis de hiperbolicidad, nuestro sistema tendra una medida fisica, o una medida
SRB.

3.2.7 Teorema. Si f es una transformacion uniformemente expansora con det D f
una funcion Hélder continua, entonces existe una medida fisica; de hecho, existe
una unica medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesque,

ergodica.

Este teorema es muy conocido en Teoria Ergédica Diferenciable (ver [Man83,
Teorema 1.1, pag 214]), no obstante, nos permitira describir una de las herramientas
desarrolladas en este trabajo: las bolas prehiperbolicas. Las bolas prehiperbdlicas son
subconjutos de M, en donde podemos observar expansién uniforme en un nimero
finito de pasos. Esta herramienta aparece por primera vez en la literatura en el
articulo [ALPO5].
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Una propiedad fundamental de las bolas prehiperbdlicas que nos permite con-
struir medidas fisicas y de medidas SRB es la distorision uniformemente acotada.
Escencialmente f tiene distorsién uniformemente acotada si dados dos subconjuntos
Lebesgue medibles Ay B con A C B, su proporcién no cambia a lo largo del tiempo,
es decir: existe una constante positiva C' tal que:

Lom(d) _ mF ()
© ) = m((B)

m(A)
m(B)’

IN

C

para toda n € N. Cuando det D f es una transformacion Holder garantizamos que

las bolas prehiperbdlicas tienen distorsiéon uniformemente acotada.

Al trabajar con transformaciones asintoticamente expansoras, necesitamos otra
herramienta para construir una medida fisica: los tiempos hiperbolicos, desarrolla-
dos por J. F. Alves en su tesis doctoral [Alv00]. Un nimero n € N es un tiempo
hiperbdlico si D fn(,) f * contrae exponencialmente para 1 < k < n. Mostraremos que
la existencia de un tiempo hiperbdlico para x implica la existencia de una bola pre-
hiperbdlica para x (Teorema 4.2.1). Ademds, necesitamos que existan “suficientes”
tiempos hiperbdlicos para construir nuestra medida y que aparezcan con frecuen-
cia positiva. Utilizando el Lema de Pliss (Lema 4.2.7), mostraremos que cuando f
es una transformacién asintéticamente expansora, existen una infinidad de tiem-
pos hiperbdlicos con frecuencia mayor que € > 0 (Corolario 4.2.8). Este hecho nos

permitira mostrar el siguiente resultado:

4.2.9 Teorema. Si f es una transformacion asintéticamente expansora con det D f
una funcion Holder continua, entonces existen piy, ..., 1, medidas fisicas, absolu-
tamente continuas con respecto a la medida de Lebesque; si f es topoldgicamente
transitiva, esta medida es unica.

Utilizando el Teorema de la Variedad Estable (Teorema 2.1.2), asi como el hecho
de que las variedades inestables locales son bolas prehiperbdlicas (Proposicién 5.1.2)
y la estructura de los atractores hiperbdlicos (Proposicién 2.2.7), mostraremos el

siguiente teorema:

5.1.5 Teorema. Sean f un difemorfismo de clase C* y A un atractor de f. Si A
es un atractor hiperbdlico, entonces existe una unica medida SRB, tal que el soporte
de pes Ay B(p) = U salvo en un conjunto de medida de Lebesque cero. Ademds

es fisica.
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Como veremos a lo largo del trabajo, la hipdtesis de que det D f es una funcién
Holder es necesaria para poder acotar la distorsion. De hecho, la distorsion acotada

implica el siguiente teorema, el cual generaliza a los anteriores:

4.2.5 Teorema. Si f es una transformacion con det Df una funcion Holder con-
tinua y existen tiempos hiperbolicos con frecuencia mayor que 8 > 0, entonces existe

una medida fisica.

En el primer capitulo definimos las nociones de Teoria de la Medida y Teoria
Ergodica necesarias en nuestro estudio, veremos algunas de sus relaciones con la
dinamica topolégica de un sistema, asi como una discusién detallada del concep-
to de Medida Fisica. En el segundo capitulo mostramos las herramientas basicas
de Dinamica Hiperbdlica, contexto en el cual podemos encontrar medidas SRB, las
definimos y mostramos sus diferencias con las medidas fisicas. El tercer capitulo
muestra una parte fundamental la herramienta utilizada, las bolas prehiperbélicas.
Mostrando su existencia construiremos una medida fisica para funciones uniforme-
mente expansoras. En el cuarto capitulo utilizaremos los tiempos hiperbdlicos para
construir medidas fisicas en transformaciones asintoticamente expansoras. Y en el
quinto capitulo construimos una medida SRB cuando f tiene un atractor uniforme-

mente hiperbdlico.



Capitulo 1
Medidas Invariantes

Explicaremos los conceptos basicos de la Teoria de la Medida que utilizaremos du-
rante el trabajo, para asi comenzar con el estudio de las medidas invariantes y de
la Teoria Ergodica. Mostraremos algunas de las construcciones clasicas de la Teoria
Ergédica, ademéas de mostrar algunas de sus concecuencias dindmicas. Concluiremos

el capitulo con una discusion detallada del concepto de Medida Fisica.

1.1. Teoria de la Medida y Topologia

En esta seccion hablaremos de las herramientas bésicas necesarias de Teoria de la
Medida que utilizaremos a lo largo de nuestro trabajo. Esta teoria estudia a los
espacios espacios medibles. Un espacio medible consta de un conjunto M y una o-
algebra de subconjuntos de M, B(M). A los elementos A € B(M) los llamamos
conjuntos medibles. En particular, cuando M es un espacio topoldgico podemos
considerar a la o-dlgebra de Borel B(M), la cual es la o-dlgebra més pequena que

contiene a los conjuntos abiertos de M.

Dado un espacio medible (M, B(M)) podemos definir medidas. Una medida para
M es una funcion definida en B(M ), aditiva, que le asocia a cada elemento de B(M)
un nimero no negativo y que ademds cumple la nocién natural de drea: si ANB = ()

entonces

u(AU B) = p(A) + u(B),

y u(0) = 0. Cuando (M) < oo decimos que p es una medida finita. Cuando pu(M) =

1 diremos que p es una medida de probabilidad. Observemos que dada una medida
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A
finita 1 podemos definir una medida de probabilidad p/ dada por p/'(A) = M

(M)

Siempre trabajaremos con medidas de probabilidad.

En las variedades diferenciables existe una clase de medidas naturales: la clase

de medidas de Lebesgue en M. Estas medidas estan generadas por formas locales de

m(B) = /B du,

Las medidas de Lebesgue estan definidas de manera tunica salvo una constante,

volumen w, tales que

es decir w, ~ kw,, lo cual implica que cualesquiera dos medidas de Lebesgue son

equivalentes. Consideraremos a una medida de Lebesgue y la denotaremos por m.

Denotemos por P(M) al conjunto de medidas de probabilidad en M sobre la
o-élgebra de Borel B(M).

Decimos que una medida g en M es una medida reqular, cuando para cualquier
subconjunto cerrado A de M, y para cualquier € > 0, existe un subconjunto abierto
U y un subconjunto cerrado C tal que C C A C U y u(U \ C) < e. Ademas, para

cualquier conjunto B € B(M) se cumple que

wu(B) = sup{u(C) | C es cerrado y C C B}

w(B) = mf{u(U) | U es abiertoy C C U}.

Si M es un espacio métrico compacto, cualquier medida definida sobre la o-algebra
de Borel B(M) es regular [Wal82, pag. 167).

El siguiente resultado nos dice que cualquier medida p en P(M) estd completa-

mente determinada por la manera que integran a las funciones continuas.

1.1.1 Lema. Consideremos dos medidas yu y v € P(M). Si

/ edp = / edv,

para cualquier funcion ¢ : M — R continua, entonces p = v.

Demostracion. Basta demostrar que u(C) = v(C) para cualquier subconjunto

C € B(M) cerrado. Tomemos C' cerrado y € > 0. Dado que v es una medida
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regular, existe un abierto U tal que v(U \ C) < e. Definamos ¢ : M — R de la

siguiente forma:

0 sixe M\ U,
plr) = d(z, M\ U)
d(x, M\ U) +d(z,C)

(1.1)

sizel.

Observemos que ¢ es una funcién bien definida y continua. Notemos que ¢ |ynp= 0,

0 |lc=1y que 0 < p(z) <1 para toda x € M. De aqui se tiene que:
W(C) = [ xedn < [ vdn= [ pav <v(w) <v(C)+=

Esto implica que p(C) < v(C) 4 ¢ para cualquier € > 0. Andlogamente se tiene que
v(C) < pu(C) + . Por lo tanto u(C) = v(C).

Q.E.D.

Sea M un espacio métrico y compacto. Denotemos por C(M,R) al espacio vec-

torial de funciones continuas ¢ : M — R con la norma:

lell = sup{le(z)| | = € M}.

Este es un espacio métrico (con la distancia d(¢,1) = |l¢ —¥||) v es separable
[Man83, pig 64]. De esta manera, podemos dotar a P(M) con la topologia débil*,
usando la siguiente funcién distancia: d : P(M) x P(M) — R dada por:

= 1
n=1

donde {¢,}>°, es un subconjunto denso y numerable de C'(M,R).

Para verificar que d es una distancia para P(M) tomemos cualesquiera dos me-
didas p y v € P(X), tales que d(u,v) = 0. De aqui se tiene que

‘/%du sondv
2" enll

‘/Qond/vb_/@ndy

Esto implica que:

=0, para todan € N.
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Como {p,}52, es un subconjunto denso de C(X,R) se tiene que /gpdu = /<pdy

para cualquier funcién continua f. Por el Lema 1.1.1 se tiene que p = v. El reciproco
de esta afirmacién, asi como la simetria y la desigualdad del triangulo, son claros de

la definicién de d.

Otra manera de introducir a la topologia débil* es mediante sucesiones de medi-

das en P(M). Diremos que una sucesion {u, 22, en P(M) converge a una medida

IS
/ odpy, — / edp

para cualquier funcién ¢ € C(M,R) [Alv08, pag 3]. Ambas deficiones son equiva-
lentes [Wal82].

El siguiente teorema nos da una biyeccién entre las medidas de probabilidad y los
funcionales lineales, y nos dice que siempre podemos representar a cualquier medida
de probabilidad como un funcional lineal acotado. El Teorema de Representacion de
Riesz es un teorema clésico de la Teoria del Analisis Funcional. Su demostracion se

puede consultar en [Rud87].

1.1.2 Teorema de Representacién de Riesz. Sea J : C(M,R) — R un funcional
lineal acotado que cumple que J(p) >0 si @ > 0 y que J(1) = 1. Entonces existe

una unica medida € P(M) tal que J(p) = /god,u para toda f € C(M,R)

Utilizando el el Teorema de Representacién de Riesz, mostraremos la compacidad
de P(M) dotado de la topologia débil* cuando M es un espacio métrico y compacto.
La idea de la demostracion de este hecho es mostrar que dada una sucesion de
medidas p, en P(M), ésta tiene una subsucesién convergente. Para ello vamos a
considerar el proceso de la diagonal de Cantor aplicado a una sucesién de medidas.
A esta sucesiéon de medidas le asociaremos un funcional lineal acotado, utilizando la
propiedad de que C' (M, R) es separable, y usando el Teorema de Riesz encontraremos

el punto de acumulacion que deseamos.

1.1.3 Teorema. Si M es un espacio métrico compacto, entonces P(M) es compacto

con la topologia débil*,

Demostracion. Sea {p,}5°, una sucesién en P(M). Mostraremos que dicha suce-

sién tiene una subsucesion convergente. Sea {p, }>°; un subconjunto denso y numer-

able de C'(M, R). Consideremos la sucesion de nimeros ji, (p1) = / fidp, conn > 0.
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Esta sucesién estd acotada por || f1]|«, 10 cual implica que tiene una subsucesién con-
vergente i, (¢1), a la cual llamaremos {p}}. Integrando a ¢y en {u!} obtenemos
que también {u!(p2)} es una sucesién acotada, por tanto tiene una subsucesién
convergente. Denotemos a dicha subsucesion como {2 }. Observemos que {12 (1)}
también converge. Este proceso lo podemos aplicar para cada ;, obteniendo asi la
sucesion {u, bien. Notemos que {4} C {5 '} € o {pn} © {pntiey- Ast {1, (0))}
converge para toda j = 1,...,i. Consideremos la sucesién {u}>° ;. Notemos que
esta sucesion converge para toda ¢ € N. Como {¢;}°, es denso en C(M,R) se tiene
que {ur(f)} converge para cualquier funcion continua ¢ € C(X,R). Definimos el
funcional J : C(M,R) — R como J(p) = TLILII;O pr (). Notemos que este funcional es

lineal y acotado. Por el Teorema 1.1.2 se tiene que existe una medida p € P(X) tal
que J(p) = /c,pd,u para toda ¢ € C'(M,R). Asi se cumple que {u!"}°, converge a
L.

Q.E.D.
Relaciones entre medidas

Buscamos encontrar relaciones entre las medidas de probabilidad sobre un espa-
cio métrico M. La relacion de igualdad entre dos medidas p1 y v es restrictiva. Por
otro lado, cuando dos medidas son distintas, queremos saber qué tanto varian una
de la otra. Por ejemplo, que dos medidas no den valor cero a los mismos conjuntos,

o bien, que compartan los mismos conjuntos de medida cero.

Denotemos por Li(u) al espacio vectorial de funciones medibles ¢ : M — R
tales que /]gp\ dp es finita, dotado con la norma |pl|, = /\go| du. A este espacio

también lo conocemos como el espacio de funciones integrables. El conjunto C'(M, R)
es denso en Lj(u) [Rud87, pag 69].

Formalmente decimos que una medida p € P(M) es absolutamente continua
respecto a v € P(M), denotado por p < v, si pu(B) = 0 siempre que v(B) = 0.
Diremos que p y v son medidas equivalentes, denotado por p =vsip <L vy v < p.
Y decimos que dos medidas p y v son mutuamente singulares denotado como pLv
si existe un conjunto B € P(M) tal que pu(B) =0y v(M \ B) = 0.

Intuitivamente, dos medidas son absolutamente continuas cuando una es pro-
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porcional a la otra. Esta proporcién, esta dada por funciones integrables. De hecho
caracterizamos a la continuidad absoluta mediante integrales [Wal82]. A este teore-

ma lo conocemos como el Teorema de Radon-Nykodim.

1.1.4 Teorema de Radon-Nykodym. Sea (M, B(M)) un espacio de medida. Con-
sideremos dos medidas de probabilidad p y v sobre B(M). Entonces v < i si y sélo

si existe una funcion ¢ € Li(u), positiva y /cpdu =1 tal que v(B) = / odp para
B
todo B € B(M). De hecho la funcidn ¢ es iunica p-casi todo punto.

Cuando v < pu, ala funcion ¢ la conocemos como la derivada de Radon-Nykodym

dv
de v respecto a i, y la denotamos por I
1L

La continuidad absoluta entre medidas y las medidas mutuamente singulares nos
permiten expresar a cada medida como combinacién convexa de medidas. A este

teorema lo conocemos como el Teorema de Descomposicién de Lebesgue [Wal82].

1.1.5 Teorema de Descomposicién de Lebesgue. Sean y y m € P(M). En-
tonces ezisten p € [0,1] y dos medidas py y po € P(M) tales que

1(B) = ppr(B) + (1 — p)ua(B)

para todo B € B(M), 1y < m y pelm. Ademds, p, 1 y pe estan determinados de

manera Unica.

El siguiente lema técnico nos muestra que cuando una sucesion de medidas es

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue m y la derivada de
d

Radon-Nykodym Hn osta acotada por una funcién integrable ¢ para toda n > 1,

el limite de la sucesion también cumple esa propiedad.

1.1.6 Lema. Sean {u,}°, una sucesion de medidas de probabilidad que convergen

en la topologia débil* a una medida w, y m la medida de Lebesque en M. Si existe

una funcion integrable ¢ tal que % < ¢ para toda n € N, entonces < m.
m

Demostracion. Sea A € B(M) tal que m(A) = 0. Mostraremos que p(A) = 0.
Supongamos que pu(A) > 0. Dado que p es una medida regular existe K C M
compacto, tal que K C A C U y p(K) > 0. Por otro lado m(A) = 0, esto implica
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que wdm = 0 para cualquier funcién ¢ € Li(u). Ademés, dado que m es una

A
medida regular, existe un abierto U tal que A C U y

/ pdm < p(K). (1.2)
U

Notemos que Ky M\ U son subconjuntos compactos de M y que KNM\U = {).
Definimos ¢ : M — [0, 1] como:

d(x, M\ U)
d(z, K)+d(z, M\ (U))

plr) =
Notemos que ¢ es una funcion bien definida y es continua. Ademas se cumple que
XK < ¢ = XB-

De aqui se tiene que

w(K) :/Xdeg /(pdu: lim /godun SHHISUP/XUd,Un
< lmsup p, (U) < /@dma

lo que contradice la ecuacién (1.2)

Q.E.D.

Medidas condicionales

El Teorema de Radon-Nykodym 1.1.4 nos permitira definir la nocién de medidas
condicionales. Deseamos encontrar una manera de descomponer una medida en el
espacio ambiente por “submedidas”, de tal suerte que la medida original esté dada
por integrar las submedidas construidas. Para pensar en ésto, primero definiremos

el operador de esperanza condicional.

Consideremos C una subdlgebra de B(M). Sea ¢ € L'(m) una funcién no nega-

tiva. Definimos

11,(C) Zalfcwdm

donde a = / @dm. Notemos que p, es una medida absolutamente continua con

respecto a m y esta defininda en C. Por el Teorema de Radon-Nikodym sabemos
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que existe una tunica funcién m-casi todo punto, no negativa E(p |¢) que cumple

[ Bt e)m = [ im

para todo C' € C. Ahora bien si ¢ toma valores reales, podemos realizar esta cons-

que

truccion tomando las partes positiva y negativa de .
Esto nos permite definir el operador de esperanza condicional
E(-|e): LN(M,B(M),m) — L*(M,C,m)

como la tinica funcién C-medible que cumple que, para ¢ € L'(M, B(M),m),

| B lam = [ cam

para todo C' € C.

Para los propdsitos que deseamos, queremos que estas subalgebras partan al
espacio para asi descomponer la medida original en submedidas.

1.1.7 Defincién. Sea n una particion de M. Decimos que 7 es una particion medible
de M existe una sucecion {q; };en de particiones finitas de M, formadas por conjuntos
medibles, tales que n = \/ «;.

ieN
1.1.8 Defincién. Sean m una medida de probabilidad sobre B(M) y i una particion
medible de M. Decimos que una familia {¢! | x € M} es una familia de medidas

condicionales asociado a m si cumple las siguientes propiedades:

1. Para cada = € M, 1! es una medida de probabilidad soportada en n(z), donde
n(x) es el elemento de n que contiene a x;

2. para cada E € B(M), la asociacién x +— pl(E) es medible, y;

3. para cada E € B(M), se tiene que m(E) = /,uZ(E)dm(x)

Por ejemplo, cuando M = I x I y u es cualquier medida sobre los Borelianos
de M, a la particién formada por n(x,y) = {z} X I con = € I podemos construir

medidas condicionales asociadas a n = {n(z,y)}, [You95].
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1.2. Teoria Ergddica

El objeto de estudio de la Teoria Ergddica son las medidas que se preservan bajo la
accion de una transformacion f : M — M. A estas medidas se les denomina como

medidas invariantes.

El Push Forward de una medida

Una funcién f: M — M medible induce una transformacién natural en P(M):
[« i P(X) — P(X) definida como f,u(A) = u(f~'(A)) para cada A € B(M). A esta
transformacién la conocemos como el push forward de una medida p. Intuitivamente,

el push forward nos permite transportar la medida por las iteraciones de f.

Una de sus propiedades méas imporantes es que el push-forward f, es una funcion

continua con la topologia débil* siempre que f sea una funcién continua en un espacio

dfdn) = [ dn

métrico compacto. Para mostrar este hecho, observemos que /
=14

A
para todo A € B(M), lo cual nos dice que

[ = [ sin

Consideremos { i, }5°, C P(M) una sucesién convergente a una medida p € P(M)
con respecto a la topologia débil*. Sea f : M — M una funcién continua. Como

L — 11 con respecto a la topologia débil* y f es una funcién continua se tiene que

/gpofdlune/gpofdu.

Por lo tanto f.(p,) — fe(1), y asi mostramos que f. es una funcién continua.

1.2.1 Definicién. Sean (M,B(M), ) un espacio de medida y f : M — M una
transformaciéon medible. Decimos que p es una medida f-invariante si p(f~'(A)) =
p(A) para todo A € B(M).

Es facil notar directamente de la Definicion 1.2.1 que una medida g es invariante

si y sélamente si f,(u) = p.

Asi, la Teorfa Ergddica estudia sistemas de la forma (M, B(M), i, f) donde M

es nuestro espacio de estados, B(M) es una o-dlgebra de conjuntos de M, f nuestra
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regla de evolucién del sistema, es decir una transformacién medible y p una medida

f-invariante.

El siguiente es un ejemplo clasico. Sea I = [0,1] C R y consideremos (I, B(I), m)
donde, B(I) es la o-algebra de Borel en I y m es la medida de Lebesgue. Consider-

emos la transformacién f : [0, 1] — [0, 1], dada por:

2x sixE[O,%];
20 —1. size[3,1]

flx) =2z médlz{

x
Notemos que f~! tiene dos ramas, que denotaremos por ¢, = 5 o1 =——1.

T
2
Consideremos A € B(I). Notemos que

m(f_l(A)):/ dm:/ dm+/ dm.
f=1(4) eo(A) e1(4)

Utilizando el Teorema de Cambio de Variable tenemos que,

) = [ idm+ [ Giam = [ Sam+ [ Sam = [ am=m(a)

Por lo tanto la medida de Lebesgue en I es f-invariante.

Denotemos como M(f) C P(M) al espacio de medidas de probabilidad f-inva-

riantes.

Veamos a continuacién una propiedad importante de las medidas invariantes: al
integrar funciones ¢ en Li(p) con respecto a una medida p € M(f) obtenemos lo
mismo que al integrar ¢ o f con respecto a u. Esto es natural debido a que u es
invariante por f.

1.2.2 Lema. Sean (M,B(M)) un espacio de medida y f : M — M wuna transfor-
macion medible. Entonces p € M(f) si y sdlo si /godu = /(pofdu, para cualquier
funcion ¢ € L'(p).

Demostraciéon. Supongamos que / wdu = / w o fdu para cualquier funcion ¢ €
Ly(p). Tomemos A € B(M) un conjunto medible y x4 la funcién caracterisitica en
A. Asi tenemos que:

H(A) = / vadp = / a0 fdu=p(f(A)).
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Por lo tanto, p es f-invariante. Supongamos ahora que p es f-invariante. Conside-
remos a ¢ como ¢ = y 4 para algun A € B. Entonces, [ du = pu(A). Como p es una
A

medida f-invariante se tiene que

[ [ aw=p == [ an= [ o i

Por lo tanto / pdp = / w o fdu si ¢ es una funcion caracterisitca. Consideremos

ahora a ¢ como una funcién simple, esto es:
n
p(r) = Z@iXAi<x>7 con o; € R.
i=1

Integrando a ¢ obtenemos que

/SOdM = /Z%‘deﬂ = Z/OéiXAidu = aip(A) =) apu(f(A))
=1 =1 =1 =1
= Z/az‘Xf—l(Ai)du = /Z%Xf—l(Andu = /90 o fdp.
i1 i=1

Por lo tanto, el resultado es cierto para funciones simples. Consideremos ahora

cualquier p € L'(u). Entonces, existe una sucesién {s,}>2; de funciones simples

tal que [ s,du — [ @du. Por otro lado mostramos que como u es una medida f
n—oo

invariante se cumple que /sndu = /sn o fdu para toda n € N. Ademés

/snofdu—>/900fdu~

Por tanto /(pd,u = /gpo fdpu.
Q.E.D.

Podemos preguntamos acerca de las condiciones suficientes para garantizar la
existencia de una medida f-invariante. Las propiedades topolégicas de P(M) y el
push forward de una medida nos ayudaran a construir una medida invariante para

una transformacién f : M — M continua cuando M es un espacio métrico compacto.

1.2.3 Teorema. Si f : M — M es una transformacion continua definida en un

espacio métrico compacto, entonces M tiene una medida f-invariante. Es decir,

M(f) # 0.



CAPITULO 1. MEDIDAS INVARIANTES 18
Demostracion. Dada p € P(M) una medida cualquiera definimos la sucesién
n—1
1 ;
=-> fin
n <
7=0

Notemos que {1}, C P(X). Dado que P(M) es compacto con la topologia débil*
(Teorema 1.1.3), existe una subsucesién convergente p,, — . € P(X). Mostraremos

que p, es una medida f-invariante. Sea ¢ € C'(M,R). Entonces:

‘/wfdu*—/fdu* =,gggol/soofdunk—/fdunk

ng—1
= lim — it1q / d
kggonk jE /sDOf p— [ pofldu
< lim — /wf"’“ —@du‘
k—o0o nk
- n el
< lim lpo [ —@dul < lim 2—— = 0.
T k—oo Ny, k—oo Ty
Por lo tanto i es una medida f-invariante.
Q.E.D.

Consecuencias dinamicas

Uno de los teoremas que relaciona a las medidas invariantes con la estructura
topoldgica de un espacio es el Teorema de Recurrencia de Poincaré. Este concluye
que para cualquier conjunto A de medida positiva 4 y esta medida es invariante

para una tranformacién f entonces la érbita de casi todo punto respecto a p regresa
a A.

1.2.4 Teorema. Sean (M,B(M)) un espacio medible, f : M — M una transforma-
cion que preserva medida y 1 una medida f-invariante. Si A € B(M) con u(A) > 0,
entonces para o casi todo punto en A existe n € Z tal que f"(z) € A. Es decir,
p({z € A| f*(x) € A para una infinidad de n € N}) = u(A)

Demostracion. Sea A € B de medida positiva. Consideremos A,, = U [ (A).

Notemos que B = ﬂ A, es el conjunto de puntos que regresan a A una infinidad

de veces. Tomando A N B tenemos el conjunto deseado.
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Mostraremos que (AN B) = u(A). Observemos que

A = U@y = Uo7 = U 174 = v

Como 1 es una medida f-invariante, se tiene que p(A,) = 1(An41), y asi obtenemos
que p(Ag) = p(A,) para toda n € N. Observemos que {4, },>0 es una sucesiéon
anidada. Esto implica que u(Ag) = p(B). Ademds A C Ag y asi obtenemos que
u(ANB) = p(ANAg) = u(A).

Q.E.D.

Consideremos M un espacio métrico compacto. Decimos que un punto x € M
es recurrente si para cualquier abierto U de x existe un iterado de f que pertenece
a U, es decir, f*(z) € U para algun n.

Si 4 es una medida f-invariante y positiva sobre abiertos, podemos concluir que
casi todo punto x € M con respecto a p es recurrente. Esta es la versién topologica
del Teorema de Recurrencia de Poincaré cuya demostracién puede ser consultada en
[Mang&3].

1.2.5 Teorema. Sea f : M — M wuna transformacion continua en un espacio
métrico compacto. Si p es una medida finita sobre B(M) f-invariante y positiva

sobre abiertos, se cumple que v casi todo punto es recurrente.

El Teorema de Recurrencia de Poincaré (1.2.4) afirma que casi todo punto x € M
es recurrente con respecto a una medida f-invariante p. Asi nos preguntamos cuanto
tiempo en promedio pasa la 6rbita de un punto x en un conjunto de medida positiva

A. Bsto lo podemos plantear como la siguiente expresion:

Jim =S (), (13)
§=0

la cual conocemos como el tiempo medio de estadia de x en A.

Observemos que esta informacién la obtenemos mediante la funcién caracteristica

de un conjunto A. De manera mas general, podemos obtener informacién de un
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sistema dindmico f : M — M al considerar cualquier funcién ¢ : M — R integrable

y tomar los promedios con respecto a ella como en la expresién (1.3). Esto es:

A estos limites los conocemos como las medias temporales o como las medias de
Birkhoff.

En presencia de una medida f-invariante pu, el Teorema de Birkhoff afirma que

las medias temporales convergen p-casi todo punto a una funcién bien definida ¢ en
L ().

1.2.6 Teorema de Birkhoff. Sea f : M — M wuna transformacion medible y p una
medida f-invariante en M. Entonces, dada cualquier funcion @ : M — R integrable,

se cumple que el limite
n—1
- ;1 ;
o) = lim — > o(f(x))
=0

existe para pi-casi todo punto x € M. Ademds, € Li(p) y
[ swiin = [ oy

La demostracién de este hecho la podemos encontrar en el libro de Mané [Man83].

Notemos que el Teorema de Birkhoff nos dice que el tiempo medio de estadia

(1.3) existe para casi todo punto respecto a una medida f-invariante.
Ergodicidad

Al estudiar Sistemas Dindmicos estamos interesados también en el compor-
tamiento de los conjuntos invariantes. Dada una transformacién f : M — M deci-

mos que un conjunto A C M es invariante por f, o bien f-invariante si f~*(A) = A.

Recordemos que una funcién ¢ : M — R es f-invariante si para todo x € M se

tiene que (f(x)) = ¢(x).

La relacion entre las medias de Birkhoff, los conjuntos invariantes y las funciones

invariantes la mostramos en el siguiente teorema.
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1.2.7 Teorema. Sean f : M — M una transformacion medible y p una medida

f-imvariante. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Para cualquier funcion ¢ : M — R integrable se cumple que

n—1

lim %Zw(fj () = / pdp;

2. Cualquier conjunto f-invariante A cumple que p(A) =0 o u(A) = 1;

3. Cualquier funcion f-invariante p : M — R es constante p casi todo punto
x e M.

Demostracion. Supongamos que @(z) = / wdp para cualquier funciéon ¢ inte-
grable y para p casi todo punto x € M. Consideremos un conjunto f-invariante A

v X4 su funcién caracteristica. Por hipdtesis se tiene que

n—1

p(A) = /xAdu = lim % ZXA(fj(x))-

Notemos que como A es un conjunto f-invariante se tiene que x € A si y sélo si
f(z) € A. Esto implica que para toda x € A se tiene que xa(f?(z)) = xa(z) para
toda j € N. Como x4(z) =0 o 1 se tiene que

1
lim —
n—oo 1

>~ P ) = xa),

lo cual implica que u(A) =00 1.

Supongamos ahora que p es una medida que cumple 2. Sea ¢ : M — R una
funcién f invariante. Consideremos [a,b] C R un intervalo cualquiera y ¢ !([a,b]).
Como ¢ es una funcién f-invariante se tiene que ¢~ ([a, b)) = f~' (¢ "!([a,b])). Como

p es una medida ergédica se tiene que p(p~!([a,b])) = 0 o 1. Definimos

o= (£ 451)

con k € Z y n € N. Observemos que para n fijo, se tiene que M = |J X (k,n) y que
kEZ

X(k,n)NX(j,n) =0 para k # j. Esto implica que

1= p(M) = p(|J X (k,n) = (X (k,n)).

kEZ keZ
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Como p cumple que para todo conjunto f-invariante A, u(A) =0 o 1, se tiene que
existe un unico k(n) € Z tal que p(X(k(n),n)) = 1. Definimos Y = (| X (k(n),n).

neN
Notemos que p(Y) = 1 y que por construccién ¢ es constante en Y.

Ahora bien, supongamos que cualquier funcién f-invariante es constante. Sea

¢ : M — R una funcién integrable cualquiera. Consideremos:

n—1
- , 1 ;
) = lim — > o(f(x))
5=0
Notemos que:

3(f(x)) = lim = Zso Fi(f

n—oo M

= Zso F(e)) = Ji%%Zso(f%xD =
j=0

Asi hemos mostrado que ¢ es una funciéon f invariante. Por hipétesis se tiene que @

es constante p casi todo punto. Como p es una medida de probabilidad se tiene que
Bla) = / B
Ademas, por hipotesis:
hm J

Por el Teorema de Birkhoff (Teorema 1.2. 6 se tiene que

/ pdu = / edp

para p casi todo punto x € M.
Q.E.D.

Ahora definimos el concepto central de la Teoria Ergddica: la ergodicidad. Esta

nos define una relacién entre las medidas invariantes y los conjuntos invariantes.

1.2.8 Definicién. Sea f : M — M una transformaciéon medible. Decimos que
una medida f-invariante p es una medida ergodica para f o bien que f es una

transformacion ergddica si, para todo conjunto f-invariante A, se cumple que

H(A) = 06 p(M\ A) = 0.
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Esta definicion nos dice que con respecto a una medida ergddica, el espacio
no esta separado en dos partes dindmicamente relevantes, es decir, los conjuntos
invariantes tienen medida total o tienen medida cero. Ademas, el Teorema 1.2.7 nos
dice que, en precencia de una medida ergddica u, las medias temporales convergen
a la media espacial. Tomando a ¢ = x4 para algin A medible con respecto a u se
tiene que el tiempo medio de estadia converge a la proporcion que tiene A en M con
respecto a p es decir:

1
lim —
n—oo M,

> xalf () = wlA).

Denotemos por Lo(u) al espacio vectorial de funciones medibles ¢ : M — R
que cumplen que ]<,0|2 dp es finita. Observemos que el inciso 3. del Teorema 1.2.7

implica que si p es una medida ergddica para f, entonces cualquier funcion ¢ €
Lo(p), f-invariante es constante p casi todo punto. De hecho, ésto es equivalente a

que m sea una medida ergédica [Wal82, pdg 28].

Consideremos a S' = {z € C | ||z|| = 1}. Cualquier funcién ¢ : S* — C en

Ly(m) tiene una expresién tnica en Series de Fourier [Wal09, Lecture 3, pag 12].

Sea o € R\ Q y consideremos la rotacién irracional de dngulo o en S*:
R, :S' — St
Ro(2) = ez
Dado que |e®| = 1 la medida de Lebesgue en S! es invariante bajo f [Wal82].

Como « no es racional, €' no es una raiz de la unidad.

Mostraremos que la medida de Lebesgue es ergdodica respecto a cualquier rotacion
irracional. Para esto, consideremos ¢ : S' — C en Ly(m) una funcién R,-invariante

y probaremos que es constante para Lebesgue casi todo z € S*.

Sea

o(z) = Z b,2"

n=—oo

la expresion en serie de Fourier de ¢(z). Entonces:

0(Ra(2)) = p(ez) = Z b, e 2"

n=—0oo



CAPITULO 1. MEDIDAS INVARIANTES 24

Como ¢ es una funcién R,-invariante se tiene que

p(Ra(2)) = ¢(2).
Entonces: o -
0=p(z) —o(Ra(2)) = Z b, 2" — Z be™z",
es decir b,(1 — €™*) = 0 para toda n € Z. Como a no es una raiz de la unidad,
entonces e #£ 1 para toda n # 0. Por lo tanto b, = 0 para toda n # 0. Por tanto

¢ = by en Lebesgue casi todo z € S*. Por lo tanto ¢ es una funcién constante. Por

el Teorema 1.2.7 se tiene que m es una medida ergddica para f.

Denotamos como E(f) al conjunto de medidas ergddicas para f. Recordemos que

E(f) € M(f) C P(M).

Asi como nos preguntamos acerca de la existencia de medidas invariantes, es
natural preguntarnos bajo qué condiciones podemos garantizar la existencia de me-
didas ergddicas. Observemos que M(f) es un conjunto convexo, dado que, si p 'y

v € M(f) y tomamos un 0 < a < 1 se tiene que la combinacién convexa
n=oap+(l—-ap
es f-invariante. De hecho:

n(f1(A) = ap(fH(A)) + (1 — a)v(f(A)) = au(A) + (1 — a)r(A) = n(A).

Recordemos que un punto x en un conjunto convexo C' es un punto extremo, si
x no puede escribirse como una combinacion no trivial de elementos en C. Es decir,

six=ay+ (1l —a)zconyyzeC, entonces r =y = z.

El siguiente teorema caracteriza a las medidas ergddicas como los puntos ex-
tremos de las medidas invariantes. Una demostracion de este hecho la podemos
encontrar en [PY98, pdg 93]

1.2.9 Lema. Sea f: M — M wuna transformacion continua de un espacio métrico

compacto M. Entonces, p es una medida ergddica si y sélo si i es un punto extremo

de M(f).
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El Lema 1.2.9 nos garantiza que E(f) es un subconjunto no vacio de M(f), ya que
las medidas ergddicas son los puntos extremos de M(f) y M(f) # (). Lo resumimos

en el siguiente Teorema, cuya demostracién la podemos encontrar en [PY98, pég

93].

1.2.10 Teorema. Dada cualquier transformaciion continua f : M — M en un

espacio métrico compacto, existe al menos una medida ergodica para f.
Ergodicidad y Transitividad Topolégica

Recordemos que una transformacion f : M — M es topoldogicamente transitiva

si para cualquier par de conjuntos abiertos U y V de M, existe n € N tal que

M U)ynv £40.

Intuitivamente, la transitividad topoldgica nos dice que es imposible descompon-
er un sistema dindmico en dos suconjuntos con interior no vacio que no interactuen

entre ellos. La transitividad topoldgica el andlogo topologico de la ergodicidad.

Cuando M es un espacio métrico compacto sin puntos aislados, f es topoldgica-
mente transitivo si y sélo si existe un punto x € M con Orbita densa. Ademads, este
hecho es equivalente a la existencia de un punto x € M cuyo conjunto w-limite sea
denso [BS02, pag 31]

El siguiente enunciado nos da formalmente una relacion entre la ergodicidad y
la transitividad topolégica. Cuando una p medida es ergddica y positiva sobre los
abiertos de M, se concluye que f es topolégicamente transitiva. Esto lo enunciamos

en el siguiente teorema.

1.2.11 Teorema. Si f : M — M wuna transformacion continua y suprayectiva, y
existe p € B(f), que da valores positivos a los subconjuntos abiertos de M, entonces

f es topologicamente transitiva.

Demostracion. Como M es un espacio métrico compacto, existe {U;}3°; una base

numerable para la topologia de M. Notemos que

{z e M| 0s(x) =M} = J W)

i=15=0
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(o]
Observemos que, para cada ¢ € N, el conjunto |J f77(U;) es un subconjunto abierto

7=0
de M. Ademas,
7 (U f-f(U») clJrw.
j=0 J=0

Como g es una medida ergddica positiva sobre abiertos se tiene que

7 (U f_j(Ui)> =1

para toda i € N. Esto implica que pu({xr € M | Oy(z) = M}) = 1. Por lo tanto,

existe al menos un x € M cuya 6rbita bajo f es densa.
Q.E.D.

De hecho, hemos mostrado un enunciado mas fuerte: si p es una medida ergddica
y positiva sobre abiertos, entonces el conjunto de puntos con dérbita densa tiene

medida total.

1.3. Medidas Fisicas

Sea M una variedad diferenciable. Hemos mostrado que si f : M — M una transfor-
macioén diferenciable siempre existen medidas f-invariantes (Teorema 1.2.3) asi co-
mo medidas ergédicas para f (Teorema 1.2.10). Recordemos que dada una medida
p € M(f) decimos que un punto x € M es reqular para f con respecto a  si, para

cualquier funcién ¢ € Li(u) se cumple que

1 n—1 .

lim — J = .

lim = o(f(x) /cpdu
j=0

El Teorema de Birkhoff nos dice que: el conjunto de puntos regulares respecto a

una medida ergddica p tiene medida total. Una situacién relevante a estudiar es

saber cuando el conjunto de puntos regulares de f con respecto a u tiene medida de

Lebesgue positiva o total. Asi, introducimos el concepto de Medida Fisica.

1.3.1 Definicién. Sea f: M — M una transformacién medible. Decimos que una

medida de probabilidad u, f-invariante, es una medida fisica si para un conjunto de
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medida de Lebesgue positiva B(u) se cumple que, para todo = € B(u),

n—oo M,

1im liw(fj (z)) = / pdp,

para cualquier funcién ¢ : M — R continua. Al conjunto B(u) lo llamamos la cuenca

de Birkhoff de p.

Observemos que, por definicién, las medidas fisicas siempre son ergddicas. Ade-

mas la cuenca de Birkhoff de una medida fisica se puede escribir como:
n—1
1 PR
B(u) = {x eM|— E dfi(z) — b con respecto a la topologia debll*} ,
n n—oo
=0

donde 9, es la medida d soportada en z.

Dada una medida p sobre los Borelianos de M definimos el soporte de 1 como

el conjunto cerrado mas pequeno con medida total.

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea S' C R? en coordenadas cartesianas. Y
consideremos a S! centrado en el punto (0, 1), llamemos a N = (0, 2) el polo norte y
a S = (0,0) el polo sur. Consideremos a ¢ : S'\ {N} a la proyeccién estereografica

de S'. Definimos f : S — S como

o= {1 e

A esta transformacion la conocemos como la transformacion polo norte - polo
sur. Observemos que f(N) = N y que f(S) = S. Ademds, para todo z € S*\ {N}

se tiene que f"(z) — S. Notemos que para toda funcién ¢ € C'(S,R) se tiene que
i o(f7(2)) = £(5) = [ i
para toda z € U. Observemos que m(U) = 1, por lo tanto dg es una medida fisica.

Ademds B(ds) = U y que el soporte de dg es {S}.

Notemos que en este ejemplo dg no es una medida absolutamente continua con

la medida de Lebesgue.
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Por otro lado, consideremos la transformacién lineal L : R? — R? dada por

L(z,y) = Mz, y)

con 0 < A < 1). Observemos que la érbita futura de cualquier punto converge al
origen. Es decir el origen es un punto fijo atractor. Notemos que la medida dada por
la funcién 0y : B(R?) — [0, 1] dada por

0 sizé¢ A
&ww®:{1 sizeA.

es ergodica para f, pero el conjunto de puntos regulares tiene medida cero con

respecto a la medida de Lebesgue ya que sélo es el origen.

El Teorema de Birkhoff nos garantiza que cualquier medida ergédica p absolu-
tamente continua con la medida de Lebesgue es una medida fisica y que su cuenca
tiene medida de Lebesgue total. Asi, podemos considerar a las medidas fisicas como
las medidas ergddicas que son compatibles con la medida de Lebesgue cuando ésta
no se preserva bajo una funcion diferenciable ya que nos dan la informacion del Teo-
rema de Birkhoff en un conjunto de medida de Lebesgue positiva de puntos. Otra
situacion relevante a estudiar es saber si la medida de Lebesgue m es ergddica para

f, pero este hecho no se da a menudo.

Nos interesa saber qué condiciones son suficientes para garantizar la existencia
de una medida fisica absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue

y como construirla.



Capitulo 2
Dinamica Hiperbdlica

El objeto de estudio de la Dindmica Hiperbolica son las propiedades dinamicas que
se pueden obtener mediante la informacién que da la derivada del sistema. Conocer
los comportamientos asintoticos de la derivada nos ayudara a comprender muchos

comportamientos topoldgicos complicados de un sistema dinamico.

En la siguiente seccién definiremos los conceptos basicos de dindmica hiperbdlica
y enunciaremos algunos resultados necesarios para el desarrollo de nuestro trabajo.
Definiremos también el concepto de atractor y su relacion con la definicion de medida

SRB.

2.1. Conjuntos hiperbdlicos

Utilizaremos ahora la estructura de variedad Riemanniana. Esta estructura es la
que nos da la informacién necesaria para comparar las normas de vectores en el
espacio tangente. Asi podremos conocer el comportamiento de la derivada y sus

consecuencias.

Formalmente una métrica Riemanniana para una variedad diferenciable M es
un producto interno <, >, en cada espacio tangente T, M, que varia diferencia-
blemente en los puntos de M. A una variedad diferenciable M, dotada con una
métrica Riemanniana, la conocemos como wvariedad Riemanniana. Asi, para cada
vector v € Ty M podemos definir su norma como ||v]| = (< v,v >,)2. Recordemos
que toda variedad diferenciable admite una métrica Riemanniana y que cualesquiera

dos métricas Riemannianas en una variedad M, ||-|| v |||, son equivalentes. Asi que

29
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fijaremos una nuestra métrica Riemmaniana ||-|| a lo largo de nuestro estudio.

Comenzaremos con la nocion base de la Dinamica Hiperbdlica: los conjuntos hi-
perbolicos. Esta definicién nos habla del comportamiento asintético de la derivada
de un sistema dinamico diferenciable f : M — M. Fue introducida por S. Smale en
1967 en [Sma67].

2.1.1 Definicién. Sea f : M — M un difeomorfismo. Decimos que un conjunto
compacto A y f-invariante es un conjunto hiperbolico si existen A € (0,1) y una
descomposicion continua del haz tangente a M, sobre A, ThM, en suma directa de
dos subhaces E* & E", tales que, para toda = € A:

L. D, f(E}) = Ej,y v Duf(Ey) = EY(,;

2. || Dpf™(vs)|| < A" ||vs]| para toda vs € EZ y para toda n > 0;
3. [|Def™(vy)|| < A" |Jvy|| para toda vs € E¥ y para toda n > 0.

Al haz E? lo llamamos haz estable y a E" haz inestable.

Esta definicién nos dice que el haz tangente de A tiene dos comportamientos:
en el espacio estable I7, la derivada contrae y en el espacio inestable £} la deriva-
da expande. En la literatura, encontraremos que la definicién original de conjunto
hiperbdlico va acompanada de una constante extra C' > 0, la cual actiia multipli-
cando a la norma. Podemos adaptar la norma de tal suerte que C' = 1. Siempre

trabajaremos la norma adaptada [BS02, pag 109].

El siguiente ejemplo es clasico en Dindmica Hiperbdlica. Consideremos la trans-

formacién T : R? — R? dada por la matriz

(1)

El espacio cociente R?/Z? es el toro bidimensional. Consideremos la proyeccion nat-
ural 7 : R? — T2. Como la transformacién 7" preserva a la latiz Z2 C R2?, T induce

un difeomorfismo en T2, dado por
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Observemos que esta matriz tiene dos valores propios, A; y A, dados por:

3+V5 , _3-V6
2 79

Ay =
y sus correspondientes espacios propios son
B = ((21+V5)) y B = {(2,~(1+5))

respectivamente. Notemos que 0 < A\; < 1 y A, > 1. Ademas la pendiente de los
espacios propios es un nimero irracional. Esto implica la imagen bajo m de E* y B

son curvas densas en T?. Notemos ademds que

~ 2 1
DT = ( L1 ) , para toda [z] € T?.

Por lo tanto todo T? es un conjunto hiperbélico para T.

En general cuando toda la variedad M es un conjunto hiperbédlico para una

difeomorfismo f : M — M diremos que f es de Anosov.
Variedades Estables e Inestables

Sean f : M — M un difeomorfismo y € > 0. Definimos la variedad estable local
en x, como el conjunto de todos los puntos que acompanan a x hacia el futuro, esto
es:

Wi(x)={ye M|d(f"(x), f"(y)) < € para toda n > 0}.

£

Y la variedad inestable local en x, como el conjunto de todos los puntos que acom-

panaron a x en el pasado, esto es:

Wi(x)={ye M |d(f"(z), f"(y)) < € para toda n > 0}.

Estos conjuntos estan definidos de manera topoldgica y dependen de la dinamica
de f. Si A es un conjunto hiperbdlico para f, entonces todo punto z € A tiene
a Wi(z) y a Wi(x) como subvariedades diferenciables (tanto como f) encajadas
en M. Esto es consecuencia del Teorema de existencia de las variedades estables e

inestables (Teorema 2.1.2).
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2.1.2 Teorema de la Variedad Inestable. Sea A un conjunto hiperbélico para
un difeomorfismo f: M — M de clase C. Entonces existe € > 0 tal que, para cada
x € A, las variedades estable e inestable locales W2(x) W¥(x) respectivamente, son

subvariedades encajadas en M. Ademds cumplen:
1. TW:(z) = E;, T,W" =FE";

2. [r(Wi(z)) € Wia (f"(2)), [ (W) € Wi (f 7" (2));

3.8t y,y € Wi(z), entonces d(f"(y), f"(v)) < N'd(y,y'), andlogamente, si
v,y € W¥(z), entonces d(f~"(y), f" (")) < A\'d(y,y'), para toda n < 0.

Este es un teorema clésico de la Dinamica Hiperbdlica el cual podemos encontrar
en el libro [KH95].

Notemos que al iterar a W#(x) y a W¥(z) bajo f y f~! respectivamente, estan
contenidas en W2(f(z)) y en W*(f~!(x)) respectivamente. Ademds, para cualquier

0 < €’ < e, obtendremos la conclusion del Teorema de la Variedad Inestable.

2.1.3 Corolario. Para toda v € A, ewiste 0 > 1 tal que [ |wu@): Wi(z) —
fWX(z)) cumple que
1D f Loz = o

Demostracion. Del Teorema de la Variedad Inestable (Teorema 2.1.2) se tiene
D, f | W(z) : T,W(x) = TiayW2(f(x)), y por la hiperbolicidad de A (Definicién
2.1.1) se tiene que ||D,f"(vy)|] < A" ||vy| para toda n > 0. Tomando n = 1y
o = A1 obtemos que || D, f(v,)]| > o ||v|-

Q.E.D.

2.2. Atractores

Las variedades estables e inestables locales nos ayudaran a conocer a uno de los
conjuntos invariantes mas importantes en la Dindmica Hiperbdlica, los atractores

uniformemente hiperbolicos. Primero definimos a los atractores.
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2.2.1 Definicion. Sea f : M — M una transformacion continua en una variedad

M. Decimos que un subconjunto compacto y f-invariante A C M es un atractor si
— o —_—
existe un subconjunto abierto U tal que f(U) CU y A= [ f*(U). Al conjunto U
n=0

lo llamamos la fosa de atraccion de A.

Los atractores son los conjuntos donde las érbitas de un conjunto abierto se
acumulan topolégicamente. Asi, observamos que las érbitas de los puntos en la fosa
de atraccion U de un atractor A tendran el mismo comportamiento en el futuro que

las 6rbitas de puntos en el atractor.

Diremos que un atractor A es un atractor uniformemente hiperbolico si A es
un conjunto hiperbdlico y ademds f |5 es topolégicamente transitivo. Pedimos la

transitividad topol"ig)%gica para considerar al atractor como una sola pieza.

El ejemplo clésico de un atractor hiperbdlico es el Solenoide de Smale [Sma67],

el cual describimos a continuacién.

Consideremos al toro lleno 7 C R? con coordenadas cilindricas, homeomorfo a
D? x S donde, D* = {z € C | |z|] < 1} y S! es el circulo. Definimos f : T — T

CcOo1mo

1 1.
0) =(— —e'. 20).
Esta transformacion esta bien definida dado que
z 1 . z 1, . 1 1
— 4+ e <=+ <-4+ =<1
0 2° —’10’+2|€}—2+10—

De hecho, ésto implica que f(7) C int7. Esto nos dice que el conjunto
A=)
n>0

es un atractor para f.
La funcién actia en 7 de la siguiente forma. Notemos que S' da dos vueltas
dentro de 7', ademés los discos D? x {6} van a los discos D? x {26}, es decir:

f(D? x {0}) c D* x {26},

lo cual nos dice que para toda x € A, una variedad estable local Wfo o bara x es el

disco D? x {20}. Ademas, cualquier variedad inestable local ngc(a:) contenida en



CAPITULO 2. DINAMICA HIPERBOLICA 34

A 'y es un intervalo. Localmente el atractor A es homeomorfo a C' x [0, 1] donde C' es
un conjunto de Cantor. De hecho, A es homeomorfo al solenoinde diddico definido

como el limite inverso de la transformacién 22 : St — S
S = lim{2?, S'},
[CV98, pag 167] el cual es un continuo indescomponible [CV98, pag 240].

Notemos que la derivada de un punto (z,0) es:

L0
D(z,@)f - iloig .
56 2

Asf podemos descomponer a T'7 = T D*@®TS!. Observemos que el haz Ty D? es D f

invariante. Notemos que
1
1Peo)f 2] = 5

Ademas notemos que

IDf [s1ll = V2.

Con lo cual podemos concluir que A es un atractor hiperbdlico. Una demostracién
completa de la hiperbolicidad del solenoide la podemos consultar en [KH95, pég
534].

Los atractores hiperbdlicos han sido objeto de investigacién desde los anos seten-
tas. Ellos, ademas de tener una estructura topoldgica rica, admiten una estructura
cadtica, en el sentido de que tienen al menos una érbita densa. Las variedades es-
tables e inestables locales nos permitiran describir la dindamica en los atractores.

Definimos ahora a las variedades estables e inestables globales.

Sean f : M — M un difeomorfismo y x € M. Definimos la variedad estable en

x, W*(x) como el conjunto
Wé(x) ={x e M |d(f"(z), f*(y)) — 0 cuando n — oo}.
Y la variedad inestable en x, W*(x) como el conjunto

W(x)={z e M|d(f"(x),f"(y)) — 0 cuando n — oo}.

El siguiente teorema nos dice que las variedades estables e inestables estan ca-

racterizadas en términos de las variedades estables e inestables locales.
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2.2.2 Proposicién. Dada una transformacion diferenciable f - M — M, se cumple

que:

1 W(a) = nf:jof‘”(WS(f”(rv)))
9 We(z) = ,Qo FrWE(F ()

Demostracion. Sea y € W*(z). Entonces

d(f"(x), f"(y)) — 0

cuando n — 00. Sea ¢ dada por el Teorema de la Variedad Inestable. Entonces existe

N € N tal que para toda k£ > N se tiene que
1
A (@), 1) < <
Escribiendo a k como k = N + j se tiene que
d(f¥ (x), fY(y)) = d(F (Y (@), (Y () <e.

Por lo tanto f¥(y) € W2(f¥(x)) y asi y € f~N(W2(f¥(2))).
Tomemos ahora z € |J f~"(W?(f"(x))). Entonces, existe n > 0 tal que z €

n=0

T (WE(f™(x))), esto implica que f(z) € WE(f™(x)) es decir

d(f*(f"(@)), fE (" (W) < e

para toda k > 0. Por el Teorema de la Variedad Inestable se tiene que

P (W) € Wane(f5" ()

para toda k& > 0 lo cual implica que

d(f*(f" (@), f(f" () — 0

cuando n — oco. Por tanto y € W*(x).
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Sustituyendo n por —n en el argumento anterior se muestra que
W(z) = [ 1 (" ()
n=0

Q.E.D.

Decimos que un conjunto compacto A, f-invariante es un conjunto mazimal

invariante para f si existe un abierto V talque A C Vy A = [ f"(V). Mostraremos
nez
ahora que los atractores son conjuntos maximales invariantes.

2.2.3 Proposicién. Sean f : M — M un difeomorfismo y A un atractor para f.

Entonces existe un abierto V' tal que A CV C U y A= () f"(V). Es decir, A es
nez

un conjunto maximal invariante para f.

Para mostrar este hecho, primero mostraremos la siguiente afirmacion:

Afirmacion: Si A es un atractor, entonces existe un abierto V tal que A C V C U
y si f7"(z) € V para toda n > 0 entonces x € A.

Definimos K,, = f*(U). Notemos que como U es compacto y f es un difeomorfis-

o
mo se tiene que K, es compacto para todan > 0. Ademds, sabemos que A = (| K, y

n=0

n=0 =

Esto implica que existe N > 0 tal que x € (Kx\Kyy1). Dedonde f~(x) € U\ f(U).
Sea V = f(U). Supongamos que f"(x) € V para todan > 0. Si z ¢ A se tiene que
N >0tal que x € (Ky \ Kn41). Dedonde fN(z)c U\ f(U)y U\ f(U)NV =0,

lo cual es una contradiccion. Por tanto = € A.

que U = |J K,\K,;1. Supongamos que x € U\A, es decir x € < U K\ Kn+1) \A.
n=0

Ahora demostraremos la Proposicién 2.2.3

Demostracion. Sea V = f(U) Observemos que [ f"(V) C A. Por la afirmacién
nez
anterior se tiene que A C () f"(V), lo cual implica que A C [ f*(V).
n>0 neL

Q.E.D.

Veamos ahora otra propiedad de los conjuntos hiperbdlicos. Decimos que un

conjunto hiperbdlico A tiene estructura de producto local si para € > 0 pequena
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existe 6 > 0 tal que: para cada z, y € A, si d(z,y) < J entonces
[z, y] = W2(x) "W2(y) # 0y [y, 2] = Wix) N Wily) # 0,
y cada una de las dos intersecciones consiste exactamente de un punto en A.

Mostraremos que los conjuntos maximales invariantes e hiperbdlicos tienen es-

tructura de producto local.

2.2.4 Teorema. Si A es un conjunto maximal invariante para f y es hiperbdlico,

entonces A tiene estructura de producto local.

Demostracion. Sean x,y € A, ¢ > 0 dada por el Teorema de la Variedad Inestable

y z € W2(x) N W(y). Mostraremos que z € A. Como z € W’(z) se tiene que:

d(f"(2), f"(z)) <e

para toda n > 0. Como z € W*(y) se cumple que

d(f™"(2), f"(y) <,

para toda n > 0.
Consideremos | J B:(z). Observemos que |J B.(z) C U y que z € |J B:(z).

TEA TzEA TEA
Como A es maximal invariante se tiene que f"(z) € U para toda n € Z, por tanto

z € A.

Mostraremos ahora que z es unico. Sea ¢ > 0 dada por el Teorema de la Variedad
Inestable. Supongamos que existe 2z’ € w: ()N Wg(y) Como z € W ()N Wg(y)

se tiene que
d(f"(z), f"(<)) <e
para todan >0y
d(f™"(2), [ (&) <e
para toda n > 0. Como z € A se tiene que 2’ € W2(z) y 2/ € W(z). Asi
2 e Wi (z)NnWi(z) ={z}.

Por tanto z = 2.

Q.E.D.
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Decimos que una sucesion {z, },cz es una e-pseudo-drbita finita si existen a y
beZU{—o0,o0}, con a < b tales que d(f(x;),z;41) < € para todo a < i <i—1
Y Tiyn = f"(xp) paratoda i +n > b, n >0y z,_, = f"(x,) paratodai—n < a
n < 0; decimos que es una e-pseudo-drbita positiva si d(f(x;),x;11) < € para toda
i <0y ax; = fi(xy) para toda i < 0; y decimos que es una e-pseudo-drbita si
d(f(zn),zn41) < € para toda n € Z. Dado 6 > 0 decimos que una érbita de un
punto x d-sombrea a una e-pseudo-érbita si d(f"(z),z,) < 6 para toda n € Z.
Notemos que tanto las pseudo-orbitas finitas, y las pseudo-orbitas positivas son

pseudo-érbitas.

2.2.5 Definicion. Decimos que un conjunto A tiene la propiedad del sombreado si
para toda 0 > 0 existe ¢ > 0 tal que, para toda d-pseudo-6rbita {x,} en A existe

z € A tal que la drbita de z e-sombrea a {z,}.

Una consecuencia de la estructura de producto local es que los conjuntos maxi-

males invariantes hiperbdlicos tienen la propiedad del sombreado.

2.2.6 Teorema. Si f : M — M es un difeomorfismo y A es un conjunto mazximal

mwvariante e hiperbolico para f, entonces A tiene la propiedad del sombreado.

La demostracién del Teorema 2.2.6 si bien esta basada en la estructura de pro-

ducto local de A, es muy técnica. Para ver la demostracién referimos al lector a

[Rob95, pag 378].

Usando la propiedad del sombreado de los conjuntos maximales invariantes hi-
perbdlicos podemos mostrar que la fosa de atraccién de un atractor A esta formada
por las variedades estables de los puntos del atractor. Ademaés los atractores estan

formados por variedades inestables.

2.2.7 Lema. Sea A un atractor hiperbolico de una funcion f : M — M. Entonces
se cumple que:

1A= {J W)

TEA

2. | W*(x) es abierto en M y U C |J W¥(z)

zeA zeA

Demostracion. Mostraremos el inciso 1. Observemos que A C |J W"(z). Sea z €
TEA
Ayy e W¥(x). Supongamos que y ¢ A, esto implica que y ¢ f"(U) para alguna n >
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0 grande. De donde se tiene que f~"(y) ¢ U. Esto implica que d(f~"(z), f"(y)) #~ 0
cuando n — oo, lo cual es una contradiccion. Por tanto y € A y asi mostramos que
U W*(z) C A.

TEA

Para mostrar el inciso 2, tomemos x € U. Observemos que f"(x) € U para toda
n >0y qued(f"(y),A) — 0 cuando n — oo. Recordemos que como M es compacto,
f es una funciéon uniformemente continua.

Sea 6 > 0 con . Entonces existe N € N tal que

A W) A) < 5 <0

para toda n < N. Como A es un conjunto compacto existe ;1 € A tal que
d(f"(y), z1) = min{d(f" (y),A), '}
con ¢’ = ¢'(d) de la continuidad uniforme de f. Sea x5 € A tal que
d(f* (@), 22) = min{d(f**(2),A), &'}

Observemos que d(fNT(x),x9) < §. Asi, construimos z,, tal que

A (@), 2s) < 6.
Por la continuidad uniforme de f se tiene que

d(f(xi), vi41) < 6.

Por lo tanto {z,} es una J-pseudo-6rbita positiva en A. Observemos que como

f es uniformemente continua existe ¢’ > 0 tal que si d(w,wy) < ¢ entonces

d(f(w), f(wo)d.
Por la propiedad del sombreado, existe g > 0y z € A tal que la érbita de z

e-sombrea a {z,}. Por tanto

d(f™ (")), f"(2) <e.

Esto implica que
d(f"(x), f"N(2)) = 0

cuando n — oo. Por lo tanto z € W*(z).

Q.E.D.
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2.3. Medidas SRB

Uno de los conceptos mas interesantes de la Teoria Ergddica Diferenciable es la
nociéon desarrollada en los anos setentas por Sinai, Ruelle y Bowen, las medida SRB.
Estas medidas relacionan la estructura topolégica y geométrica de los atractores

hiperbdlicos, con las medidas invariantes.

Recordemos el ejemplo construido en la Secciéon 2.1, la transformacion

g2 méd 1.
11

definida en el toro bidimensional TZ2.

Usando el Teorema de cambio de variable observamos que la medida de Lebesgue

det(2 1)
1 1

Ademas, el Teorema de la Variedad Inestable nos garantiza que cada punto x

en T? es T-invariante, ya que:

m(T~Y(A)) = /A dm = /A ldm = m(A).

en T? tiene variedades estables e inestables locales. Este hecho permite mostrar que
la medida de Lebesgue es ergddica. De hecho, la medida de Lebesgue es ergddica
para cualquier difeomorfismo de Anosov de clase C? que la preserve [BS02, pag 141-
152]. La idea de la prueba es utilizar el argumento de Hopf. Este permite mostrar
que cualquier funciéon ¢ : M — R es constante mdd 0 en las variedades estables
e inestables. Asi, se puede descomponer la medida de Lebesgue en medidas condi-
cionales en las variedades estables e inestables para asi ver a la medida de Lebesgue

como una medida producto.

En las situaciones dinamicas que estudiaremos, la medida de Lebesgue no siempre
se preserva. Una de ellas es entender qué propiedades ergdédicas podemos obtener al
estudiar atractores. En general, los atractores no tienen medida de Lebesgue positiva
[You95]. Por ello, deseamos construir una medida f-invariante, de tal manera que
podamos aplicar un argumento parecido al argumento de Hopf en los atractores.
Estas son las medidas SRB.

2.3.1 Definicién. Sea f : M — M un difeomorfismo. Decimos que una medida
de probabilidad p sobre los Borelianos de M, f-invariante, es una medida de Sinai-

Ruelle-Bowen (SRB) si u las medidas condicionales sobre las variedades inestables
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Figura 2.1: Los ojos de Bowen.

de f absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue en las variedades

inestables.

Cabe resaltar que algunos autores definen de la misma manera Medidas Fisicas
y Medidas SRB, no obstante, estos conceptos son distintos. R. Bowen desarrollé un
ejemplo conocido como el atractor de la figura ocho o como los ojos de Bowen, que

muestra las diferencias entre dichos conceptos.

El solenoide de Smale
A=)
n>0
que estudiamos en la Seccion 2.2 es un atractor hiperbdlico de medida de Lebesgue
cero en 7. Consideremos ¢ € C(7,R). Observemos que para toda x € 7 existe
¢(x). Como veremos en el Lema 5.1.1 del Capitulo 5 para casi toda y € Wy ()
con respecto a la medida de Lebesgue se tiene que ¢(y) = @(x) con z € A. En

el Capitulo 5.1 construiremos una medida p ergddica, soportada en A que no es
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absolutamente continua con la medida de Lebesgue en 7, pero i es absolutamente
continua con la medida de Lebesgue en las variedades inestables, es decir, una medida

SRB.



Capitulo 3

Transformaciones Uniformemente

Expansoras

El primer contexto donde construiremos medidas fisicas es el de las transformaciones

uniformemente expansoras.

3.0.2 Definiciéon. Decimos que una transformacion f : M — M diferenciable es
uniformemente expansora si existe o > 1 tal que || D, f(v)|| > o ||v| paratoda z € M
y para todo v € T, M.

Notemos que la contraccién en D, f~! corresponde a la expansién en D, f, es decir
| D f1(v)]| < o7 ||v||. Siempre utilizaremos la contraccién de f~! para describir la

expansion de f.

Recordemos que el grado de una funcién f en un punto x, denotado por deg(f, z)
se define como la cardinalidad f~!(z). Cuando una transformacién f es continua se
tiene que la funcién grado es localmente constante. En este caso la llamaremos el

grado de f y la denotaremos por deg(f).

Las transformaciones uniformemente expansoras cumplen que deg(f) =k > 2y
que, si €7 es suficientemente pequena, entonces para cualquer bola de radio € en M,

f7" tiene exactamente k" ramas de la inversa bien definidas para toda n € N.

El teorema principal de la seccién es el suguiente:

Teorema. Si f : M — M es una transformacién de clase C1, uniformemente

expansora y det D f es Holder continua, entonces f admite una unica medida fisica,

43
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absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en M, m(B(p)) = 1 y
sop(u) = M.

Su demostraciéon nos permitira describir a las bolas prehiperbolicas que nos seran
utiles para construir medidas fisicas en transformaciones uniformemente expansoras

y en otros contextos.

3.1. Bolas prehiperbdlicas y Distorsién

La nocién de bola prehiperbdlica fue introdicida en el articulo [ALP05].

3.1.1 Definicién. Sea f : M — M una transformacién diferenciable. Consideremos
9 >0 pequenoy 0 <o < 1. Dadon € Ny x e M, decimos que una vecindad V,,(x)

es una (o, d)-bola prehiperbolica de tiempo n si:
1. f": Vi(z) — Bs(f"()) es un difeomorfismo;

2. Para cada y € V,(z) y para 1 < k < n se cumple que ||Dpn(m) f || < o*.

Notemos que si f no es diferenciable en xq € M no hay manera de definir una

bola prehiperbdlica para x.

Las constantes 9, o y n que aparecen en la Definicién 3.1.1 nos dicen lo siguiente:
0 es el tamano de las vecindades, o es la tasa de expansién del dominio a lo largo

de iteraciones futuras y n nos dice el tiempo iterado donde se tiene expansion.

Para definir una (o, §)-bola prehiperbdlica, sélo se mencionan condiciones sobre
la derivada en ciertas vecindades de x € M. Ademéas de tener estas condiciones,
pediremos que la constante de expansion o asociada a las bolas prehiperbdlicas sea
uniforme, es decir, que todas las bolas prehiperbdlicas de todos los tiempos tengan el
mismo tamano y la misma tasa de expansion. En el caso de las transformaciones uni-
formemente expansoras ésto es consecuencia de la compacidad de M como veremos

en el Lema 3.2.1.

Una consecuencia de que V,(x) sea una (o, §)-bola prehiperbdlica es que se cum-
ple que f*(V,,(x)) es una (o, §)-bola prehiperbdlica de f"~*(z) de tiempo n — k para
toda 1 < k < n; donde f*(V,(x)) es difeomorfa a Bs(f"(z)) bajo f**.
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Para medir la distancia entre dos puntos en una variedad tenemos que calcular
la longitud de las curvas que los unen. Dada una curva diferenciable v : [0,1] — M

podemos calcular su longitud, denotada como ¢(y) de la siguiente manera:

() = / /(1) .

3.1.2 Teorema. Si V,(x) es una (0,0)-bola prehiperbolica para f, entonces para

toda y € V,(z) y para 1 < k < n tenemos que
d(f" M (@), f7M ) < otd(f" (), [ ()

Demostracion. Sean n € Ny y € V,(z). Consideremos 7, : [0,1] — M una curva
que une a f"(x) con f"(y). Supongamos ademds que es de longitud minima. Notemos

que cada v, C Bs(f"(x)) para cada n. Fijemos un k € {1,...,n} y tomemos la tinica

curva i, 1 [0,1] — f"7F (Vi (2)) tal que 7,—£(0) = f**(2), y-i(1) = ["F(y) ¥
(f* o vn_r)(t) = Vu(t). Al calcular la longitud de 7, se obtiene que:

5(%)2/0 H%Q(t)lldt:/o HD%_mf'“(%k(t))HdtZ/O o~ Ik (®)]] dt

1
=t [ a0l at = o)
Esto implica que,

d(f" M), "5 (y)) < Lvmk) < M) = dtd(f" (2), (1Y),
y asi obtenemos la conclusion deseada.
Q.E.D.

De la conclusion de este teorema observamos inmediatamente que, si bien

f7 e Bs(f(x)) — Va(x)

contrae tanto como el factor ¢ entonces f" expande con tasa o~ ". Esto nos dice
que las distancias dentro de las bolas prehiperbdlicas estan acotadas por el factor
o™. Ademds, para cada 1 < k < n, f* aumenta las distancias en V,,(x) tanto como
—k
o ".
El hecho de que det D f sea una funcion Hélder continua nos garantiza que D f
tiene distorsion uniformemente acotada. Como veremos mas adelante, esta nos per-

mitird construir las medida fisicas.
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3.1.3 Definicién. Diremos que una (o, d)-bola prehiperbolica V,,(x) tiene distorsion

uniformemente acotada si existe una constante Cy > 0 tal que

|det D, f"| <

Ol < ——2 2
b= |det Dy f?| =

para cualesquiera z,w € V,(z).

3.1.4 Teorema. Sea f : M — M una transformacion diferenciable y supongamos
que det D f es una funcion Holder continua. Si un punto x € M tiene una (o,6)-bola
prehiperbdlica de tiempo n, V,(x), entonces V,(x) tiene distorsion uniformemente

acotada.

Demostracion. Sea V,(z) una (o, §)-bola prehiperbélica. Como por hipédtesis det D f
es una funcién Holder continua y como la funcion log también lo es, entonces existen

C > 0y «a > 0 tales que para cualesquiera z,w € M se cumple que:
llog |det D, f| — log |det D, f|| < Cd(z,w)".

Usando la regla de la cadena se tiene que, para toda x € M:

n—1 n—1
|det Dﬁfn| = |det H ij(@f = H |det ij(z)f‘ .
j=o j=o

Sea x € M y tomemos z,w € V,(z). Aplicando logaritmo tenemos que:

det D.f"| <=, |det Dy f|
g|detDwf"| Z |det D s ) f|

- Z |det Dys o) f| |det Dy f|
‘det Dy; x)f‘ }det ij(w fl

[det Dys( | [det Dysa f|
- +31
Z *ldet Dy | Z % Jdet Dy /|

Como consecuencia del Teorema 3.1.2 se tiene que:
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det D, f™
10%W§20dﬂ +ZCde (w))®
< Z Ca"d(f"(2), f™(2)))" + Z_: C(o"d(f"(x), f"(w)))"

:Zymeuww%ﬁmmwuwmﬁmm

| /\

Z 2C =) Z 2diam(M)Co™* < 2Cdidm(M) Y ot
k=0

7=0
Tomando C; = exp(2Cdiam(M) Y o**) tenemos el resultado deseado.

Q.E.D.

La distorsién uniformemente acotada nos permite controlar la proporcién del
volumen infinitesimal entre los conjuntos contenidos en bolas prehiperbdlicas al it-
erarlos un numero finito de pasos. Cuando una bola prehiperbdlica, o una familia de
bolas prehiperbdlicas, tiene distorsion uniformemente acotada, podemos controlar
como varia el volumen de sus subconjuntos bajo iteraciones (hasta el tiempo asoci-
ado a la bola prehiperbdlica) mediante una constante y el volumen original de sus
subconjuntos. Este hecho lo utilizaremos muchas veces a lo largo del trabajo, y es

el contenido de la siguiente proposicién.

3.1.5 Proposicion. Si {V,(z)} es una familia de (o,0)-bolas prehiperbdlicas de x
con distorsion uniformemente acotada, entonces existe Cy > 0 tal que para cua-

lesquiera conjuntos medibles A, B C V,(x) se cumple que:

1 m(A) _ m(fA) . m(A)
Gom(B) < w7 (B) < Comiay

Demostracion. Sean A, B C V,(x) dos conjuntos medibles. Recordemos que el
Teorema de Cambio de Variable, nos dice que m(f"(A / |det D, f"dm| para
todo A € B(M). Sea z € A fijo. Entonces:

|det D, f"|

det D, f"|d .
e 146t D= dm(a)

m(f" /[detD frdm(z)| =
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Como V,,(x) tiene distorsién uniformemente acotada (Teorema 3.1.4), existe C; > 0
tal que:

Crim(A)|det D, "] < m(f"(A)) < Cym(A) |det D, f"|.
Esto implica que:

1 < 1 < Ch .
Cim(A)|det D, f*| = m(A) — m(A)|det D, f|

Tomando w € B, fijo, obtenemos que:

,m(A) [det D. "] _ m(f(4))
m(B) |det Do 7| = m(f7(B)

m(A)|det D, f"|

() m(B) |det Dy f7|

< O3

Utilizando de nuevo la distorsién acotdada de V,,(x) se tiene que:

Q.E.D.

3.2. Construccion de Medidas Fisicas

En esta seccion construiremos una medida fisica para una transformacion uniforme-
mente expansora arbitraria, mostrando la existencia de (o, d)-bolas prehiperbdlicas
con distorsion uniformemente acotada para toda n € N. Ademads, ésta sera unica y

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

3.2.1 Lema. St f : M — M es una transformacion uniformemente expansora,
entonces existe 6 > 0 tal que para toda x € M y para toda n € N existe una

(o,0)-bola prehiperbolica de tiempo n.

Demostracién. Probaremos el Lema por induccién sobre n. Demostraremos que
todo punto tiene una (o, d)-bola prehiperbélica de tiempo n = 1 . Como f es un
difeomorfismo local, se cumple que para cada x € M, existen d, > 0 y una vecin-
dad V(z) de z tal que f : V(z) — Bs,(f(z)) es un difeomorfismo. Notemos que
{V(x)}sen es una cubierta abierta de M. Como M es compacta, existen puntos
Z1,...,T, € M tales que M = Lnj V(z;). Esto implica que existen d; > 0,...,d,, >0
j=1
tales que M = Lnj Bs;(f(r;)). Tomemos 6 = max{d;}. Ahora bien, dado que f es

j=1
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uniformemente expansora se cumple que ||Df(y) f _1H < o para toda y € V(x). Por
lo tanto, el resultado es valido para n = 1.

La hipétesis de induccién es la siguiente: para cada x € M existe una (o, d)-bola
prehiperbdlica de tiempo n, V,(z). Mostraremos que todo x € M tiene una (o, 6)-
bola prehiperbdlica de tiempo n+1. Sea x € M. Por la hipdtesis de induccion existe
V.(f(x)) una (o,0)-bola prehiperbdlica de tiempo n para f(z). Sea y € V,(f(z)).

Observemos que por el Teorema 3.1.2 se tiene que

d(f" My, [ (@) < gtd(f" (), [ (),

para toda k € {1,...,n}. Tomando k = n obtenemos que

d(y, f(x)) < o"d(f"(y), [ (2)) < 07,

lo cual demuestra que V,(f(z)) C Bs(f(x)). Luego, existe una vecindad de =z,
Vot1(z) C Vi(x), difeomorfa por f a V,(f(z)). Asi,

[ Van(x) = Va(f(x)) € Bs(f(x))

es un difeomorfismo. Por lo tanto hemos mostrado que:

fr Vaa(@) = Bs(f" ()

es un difeomorfismo. Utilizando la regla de la cadena y el hecho de que f es uni-
formemente expansora obtenemos que HDfn+1(y)f_kH <oFparatodal <k<n+1

y para toda y € V,,;1(x).

Q.E.D.

Hemos definido la herramienta principal de la construccuén de Alves [AlvOS§]
para encontrar medidas fisicas y hemos mostrado la existencia de las (o, d)-bolas
prehiperbodlicas en transformaciones expansoras. Describiremos la construccién de

las medida fisicas a partir de las bolas prehiperbdlicas.

Sea f : M — M una transformacién uniformemente expansora. Consideremos la

siguiente sucesion de medidas:

n—1
1 .
Hn = E E fim. (31)
J=0
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y consideremos a p un punto de acumulacion de dicha sucesiéon. El siguiente lema
nos permitird mostrar que cualquier punto de acumulacion de la sucecién 3.1 es una

medida absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

3.2.2 Lema. Sea f : M — M wuna transformacion uniformemente expansora tal
que det Df sea una funcion Hélder. Entonces, existe C3 > 0 tal que para todo
subcongunto A € B(M) y para toda n € N,

fim(A) < /f e dm < Csm(A).

Demostracion. Sea A € B(M). Recordemos que todo A € B(M) esta contenido
en una uniéon numerable de conjuntos abiertos, asi basta probar el resultado para
A C Bs(y) donde Bs(y) es la bola de radio 6 > 0 alrededor de un punto y € M.
Sea {x1,...,xx} = {f"(y)} y consideremos V,,(z;) las (o, d)-bolas prehiperbélicas
de cada x; (1 =1,...,k) de tiempo n. El Teorema 3.2.1 nos garantiza la existencia

de éstas para cualquier tiempo n € N. Observemos que son disjuntas, es decir,
Valwi)  Va(g) = O si i # .

En cada V,(z;) con 1 <i < k, tomamos A; tal que f"(A;) = A. Estos subconjuntos

existen dado que f": V,(z;) — Bs(y) son difeomorfismos. De aqui se tiene que:

[HA) =m(f"(A) =m <U Ai) = Zm(Ai)-

Dado que V,,(X;) tiene distorsién uniformemente acotada (Corolario 3.1.5) obtene-

mos que se existe Cy > 0 tal que

1 m(A) < m(A)
Cym(Va(xi)) = m(Bs(y))

m(A;)
m(Va(z:))

<

para cada i € {1,...,k}, lo cual implica que:

m(A)

A = G

m(V,(x;)).

Dado que {V},(x;) }¥_; es una familia disjunta, tomando C3 =

obtenemos que:
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k k

que es la conclusién deseada.
Q.E.D.

Observemos que en el Lema 3.2.2 es necesario que las (o, §)-bolas prehiperbdlicas
tengan distorsion uniformemente acotada. Mostraremos ahora que cualquier punto
de acumulacién p de la sucesiéon definida en la ecuacién (3.1) es una medida f-

invariante y absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

3.2.3 Teorema. Si f es uniformemente expansora, entonces existe una medida

f-invariante y absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.

Demostracion. Por construcciéon p es una medida f-invariante. El Lema 3.2.2 nos
garantiza que, para cada n € N las medidas p, son absolutamente continuas con
respecto a la medida de Lebesgue y que existe una constante Cj3 tal que pu,(A) <
C3 para toda n € N, donde A es cualquier conjunto medible. Observemos que si
consideramos a la funcién ¢ : M — R ¢ = Cj se satisfacen todas las hipdtesis del
Lema 1.1.6, que nos permite concluir que cualquier punto de acumulacién de {pu,}

es una medida absolutamente continua respecto a la medida de Lebesgue en M.
Q.E.D.

El siguiente lema dindmico nos muestra que las funciones uniformemente ex-
pansoras cumplen una propiedad importante que garantiza que los puntos de acu-
mulacion de la suceciéon 3.1 son medidas ergodicas. Mostraremos que cuando f es
uniformemente expansora, es eventualmente suprayectiva. Es decir, para cada vecin-
dad pequena de cualquier punto x en M, existe un iterado bajo el cual la imagen de
la vecindad cubre a toda la variedad. A esta propiedad la llamaremos la propiedad

Markoviana.

3.2.4 Lema. Sea f : M — M wuna transformacion uniformemente expansora de
factor o > 1. Entonces, para cualquier p € M ye > 0 existe N € N, N = N(e) tal

que fN(B:(p)) = M.

Demostracion. Sea p € M y ¢ > 0 arbitraria. Supongamos que para toda n € N,
f™"(B:(p)) # M. Tomemos y,, € M\ f"(B:(p)) para cadan € N. Sea v, : [0,1] — M
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una curva suave tal que v,(0) = vy, v 7.(1) = f"(p). Sin pérdida de generalidad,
supogamos que £(7,) < didmM. Como f es un difeomorfismo local, existe una tnica
curva 7, tal que 4, (0) = z para algin z € M, v,(1) =py f" 0%, = Yn. Observemos

que £(7,) > €. Entonces, para cada n € N se tiene que:

() / I (8) | dt = / 105" 0 5 (@)l di = / 1Dy G ()]
> [ Lona =2 [ o= i) > 2

lo cual es una contradicidn.

Q.E.D.

Hemos mostrado que las transformaciones uniformemente expansoras tienen la
propiedad Markoviana. Ahora, mostraremos que cuando existe una infinidad de bo-
las prehiperbdlicas para f, entonces f tiene la propiedad Markoviana en los conjuntos

invariantes hacia el frente, es decir f(A) = A y de medida de Lebesgue positiva.

3.2.5 Teorema. Supongamos que Lebesgue casi todo punto en M tiene una in-

finidad de (o, §)-bolas prehiperbdlicas. Entonces para cualquier subconjunto A de M,

)
f-invariante hacia el frente con m(A) > 0, existe una bola B de radio 1 tal que
m(B\ A) =0.

. . .0
Demostracion. Mostraremos que existe una bola B de radio 1 tal que:
m(ANB) = 1.

Dado que m casi todo punto tiene una infinidad de (o, d)-bolas prehiperbdlicas, y
que {x € M | x tiene (o, ) — bolas prehiperbdlicas de tiempo n} es invariante hacia
el frente, podemos suponer que todo punto en A tiene (o, d)-bolas prehiperbdlicas.
Sea € > 0. Como la medida de Lebesge m es una medida regular, existen un abierto

U y un compacto K talesque K C AC Uy
m(U\ K) <e

Sea ng tal que para cada z en A cualquier (o, §)-bola prehiperbélica V;,(z) con n > ng
estd completamente contenida en U. Sea W, (z) C V,,(z) tal que W, (z) es difeomorfa
a Bs (f"(s)). Notemos que {W,,_(x)}.cx es una cubierta abierta de K. Como K es
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T
compacto existen ..., T, ¥ Nay, ..., Na, > ng tales que A C |J Wy, (). Supon-
j=1
gamos que {ni...n,} = {nj,...,nt} con nj < ... < n¥ Consideremos [; C N el
méximo subconjunto de {1,...,r} con la propieded de que n; = nj y W, (x;) N

Wi, (x;) = 0 para cada j € I; distinta de i. De manera inductiva definimos Ij, con

2 < s como un conjunto méaximo de {1,...,7} tal que para cada i € I, n; = nj y
k s

Wi, (25) "W, (2;) = para cada j € |J Ir con j # 4. Sea I = | I,. Por construccién

i =1 =1
se tiene que la familia {W;(x;)}icr es una familia de conjuntos ajenos dos a dos.

Consideremos un W, (x;) en {W,,, (x;)}i_,. Por la construccién de [ existe i € [

con ng, < ng, tal que Wy, (z:) "Wy, (x;) # (). De aqui obtenemos que

e (Wa, (25)) 0 Ba (f7 (1) # 0.

IS

Por el Teorema 3.1.2 tenemos que:

>

digm (£ (Wi, (x;))) < 50%%—”%) < g
y por tanto

775 (W, (7)) © By (5 (@)
Por tanto W, (x,;) C Vi(x;). Tomando la subcubierta finita {W,, (7;)}i_; se tiene
que {V;(z;)}ier también es una cubierta de K. Por la Proposicién 3.1.5 se tiene que
existe una constante 7 > 0 tal que m(W,, (z;)) > 7m(Vi(x;)) para toda i € I. De

donde obtenemos que:
m(JWai(@n) = D m(W,(2,) 2 7Y m(Vi(a:) = mm(| J Vi) = rm(K).
i€l jel i€l iel
Recordemos que m(U \ K) < em(A). De aqui obtenemos que m(K) > (1 —¢e)m(A).

Observemos que 7 no depende de €. Tomando € < 5 se tiene que:

m({J W, (2)) > 3.

iel

Mostraremos ahora que:
m(Wy, (zn,) \ A) < 2
m(Wh, (2n,)) T’

para algunas ¢ € I. Supongamos que no es cierto, es decir:

(W (@n)) = 7

(3.2)
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para toda i. Entonces se tiene que:

em(A) > m(U\ K) <m ((me Tn, ) >

el

< —m (U W, (2, > > em(A).

el

Lo cual es una contradiccién. Utilizando la ecuacion (3.2), podemos considerar B =
fro (W, (2,,)), el cual es un disco de radio $. Dado que A es invariante hacia el

frente y por el Corolario 3.1.5 se tiene que

m(B \ A) (fnz ( n; (xm) \ A)) m(an<xnz) \ A) 205
m(B) = m( W) 2 m(Waan)) 7

Como ¢ es arbitraria, deducimos nuestro resultado.

<

Q.E.D.

La propiedad Markoviana de las transformaciones uniformemente expansoras nos
muestra que el complemento de los conjuntos f-invariantes de medida de Lebesgue

posisitva tienen medida de Lebesgue cero, como veremos en el siguiente lema.

3.2.6 Lema. Si f: M — M es una funcidn uniformemente expansora y A € B(M)
es un conjunto invariante hacia el frente bajo f, de medida de Lebesgue positiva,
entonces m(M \ A) = 0.

Demostracion. Como f es uniformemente expansora, entonces por el Lema 3.2.1,
Lebesgue casi todo punto = € M tiene (o, d)-bolas prehiperbélicas de tiempo n para

toda n € N. Como A es invariante hacia el frente, por el Teorema 3.2.5, existe una
0
bola B de radio 1 tal que m(B\ A) = 0. Por el Lema 3.2.4 existe N = N (2) tal que

fN(B) = M. Dado que fV es un difeomorfismo local se cumple que
M\ A= fY(B)\ fY(4) c f1(B\A),
de donde se tiene que
m(M\ A) <m(f¥(B\ A)) = 0.

Q.E.D.
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Con ésto tenemos la herramienta suficiente para mostrar la existencia de una

unica medida fisica para transformaciones uniformemente expansoras.

3.2.7 Teorema. Si f : M — M es una transformacion de clase C*, uniformemente
expansora y det D f es Holder continua, entonces f admite una unica medida fisica,

absolutamente continua respecto a la medida de Lebesque en M. Ademds su soporte
es M ym(B(un)) = 1.

Demostracion. Consideremos a ;1 un punto de acumulacion de la sucesion

Recordemos que el Teorema 3.2.3 nos dice que p es una medida f-invariante y
i << m. Por otro lado, tomemos un conjunto A invariante hacia el frente de medida
de Lebesgue positiva. Recordemos que cualquier conjunto invariante A es invariante
hacia el frente, entonces se cumplen las hipdtesis del Corolario 3.2.6, asi m(M \
A) = 0. Dado que p < m se tiene que u(M \ A) = 0 y por tanto obtenemos la
ergodicidad de p. Notemos que B(u) y sop(p) cumplen que pu(B(M)) = 1y que
p(sop(p)) = 1, lo cual implica que m(B(p)) > 0y m(sop(u)) > 0. Dado que B(u)
y sop(p) son conjuntos f-invariantes se tiene que, por el Corolario 3.2.6, tienen
medida de Lebesgue total. Dado que sop(u) es cerrado, se tiene que sop(u) = M.
Supongamos que existe otra medida v que cumple las propiedades de u. Dado que
B(p) y B(v) tienen medida de Lebesgue total, existe un punto z € B(u) N B(v).
Sea ¢ : M — R una funcién continua. Entonces se tiene que

l — :
_ - J —
/sodu == Z@(f (2)) /sodv.
7=0
Asi, por el Teorema 1.1.1 se obtiene que u = v.

Q.E.D.



Capitulo 4

Transformaciones asintoticamente

expansoras

Hemos estudiado a las (o, d)-bolas prehiperbdlicas y mostrado que son una buena
herramienta para construir medidas fisicas. Ahora las trasladaremos a un contexto
mas general. Vamos a relejar las condiciones de expansividad de una transformacion
f.

4.0.8 Definicién. Sea f : M — M un difeomorfismo local de clase C''. Decimos que
f es una funcién asintoticamente expansora si existe A > 0 tal que para Lebesgue
casi todo x € M se cumple que

h'msup% illog Hij(x)fle < =\
=

n—oo

Las transformaciones asintéticamente expansoras tienen relacién con los expo-
nentes de Lyapunov. Un exponente de Lyapunov para x es un nimero \g € R tal
que

lim inf 2 || D, 7 (0)]| = Ao.
n
Observemos que si f es asintéticamente expansora entonces x tiene un exponente
de Lyapunov positivo para toda x € M. De hecho, si dim M = 1, entonces ser una
funcion asintéticamente expansora es equivalente a la existencia de un exponente de
Lyapunov positivo para toda z € M. Si dim M = n, la existencia de n exponentes

de Lyapunov positivos no implica que f sea asintéticamente expansora.[Alv08].

Problema. ;Si f : M — M tiene dim M exponentes de Lyapunov positivos
Lebesgue casi todo punto, entonces f es asintoticamente expansora Lebesgue casi

todo punto?

56
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Estudiariemos la construccién de medidas fisicas para transformaciones asinto-
ticamente expansoras. Prorebamos que existen un ntimero finito de medidas fisicas
absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue, si f es asintotica-
mente expansora. Si f ademads es topoldgicamente transitiva entonces la medida

fisica es unica.

Teorema. Sea f : M — M una transformacion asintoticamente expansora. Fn-
tonces existen i1, . .., tp, medidas fisicas, absolutamente continuas respecto a la me-
dida de Lebesque cuyas cuencas tienen medida de Lebesque total. Ademds, si f es

topoldgicamente transitiva, entonces existe una unica medida fisica.

Cuando estudiamos a las transformaciones expansoras en el Capitulo 3 observa-
mos que las condiciones de expansion se dan en cada iterado con la misma tasa para
todos los puntos de M. Una modificacion a esta situacion es que en algunos iterados
de una orbita la tasa de hiperbolicidad cambie. Asi podemos pensar en que la tasa
de hiperbolicidad se preserve en promedio para la érbita, o bien, para un ntimero
finito de iterados. Esta idea es la que nos lleva a introducir la nocién de tiempos
hiperbdlicos: n es un tiempo hiperbdlico de x si D pn(y) f* contrae exponencialmente
para 1 < k <n.

Los tiempos hiperbdlicos nos permitiran la construcciéon de bolas hiperbdlicas,
para asi construir medidas fisicas. Si existen suficientes tiempos hiperbdlicos, po-
dremos mostrar la existencia de bolas prehiperbdlicas y podremos extender la con-
struccion del capitulo anterior, y mostraremos que cuando f es asintéticamente
expansora, sus puntos tendran suficientes tiempos hiperbdlicos para mostrar la ex-
istencia de medidas fisicas.

4.1. Tiempos hiperbdlicos

Definimos formalmente la nocién de tiempo hiperbdlico. Esta herramienta fue de-

sarrollada originalmente por José F. Alves en [Alv00].

4.1.1 Definicién. Sea f : M — M una funcién diferenciable. Dado 0 < ¢ < 1,
decimos que n € N es un o-tiempo hiperbolico para x € M si

n

IT 1Py <o

j=n—k+1
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para toda k € {1,...,n}.

Cuando f es uniformemente expansora, sucede que ||[D,f "] < ¢” para algun
0 <o <1yparatodan > 0. Esto es equivalente a que todo n € N es un o-tiempo
hiperbdlico para cualquier z. Si A es un conjunto hiperbdlico (Definicién 2.1.1) y
x € A entonces:
Do f " L] < 0™,

para toda n € N. Por tanto, toda n € N es un o-tiempo hiperbédlico de = en la

direccion inestable, para toda z € A.

Observemos que la existencia de un o-tiempo hiperbdlico n para un punto z,
no nos garantiza que x tienga todos los tiempos anteriores 1 < k < n. Esto nos
lleva a buscar para que iterados anteriores a m hay un tiempo hiperbdlico y cada
cuando aparecen. Asi, definiremos la frecuencia de los tiempos hiperbélicos, la cual
nos dara una manera de encontrar tiempos intermedios para un o-tiempo hiperbélico

n dado.

4.1.2 Definicién. Consideremos # > 0. Decimos que la frecuencia de los o-tiempos
hiperbolicos de x € M es mayor que 6 si, para n € N grande, existen ¢ > 0n y
ni,...,ng €N, 1 <ny <...<ny <n tales que para cadai € {1,...,¢}, n; es un o-
tiempo hiperbdlico para x. Andlogamente definimos la frecuencia de una (o, §)-bola

prehiperbdlica de tiempo n para z.

Diremos que un difeomorfismo local f : M — M es prehiperbolico si existe § > 0
tal que para casi todo punto x € M, con respecto a la medida de Lebesgue,  tiene

tiempos hiperbdlicos con frecuencia mayor que 6.

Los tiempos hiperbdlicos y la frecuencia nos permitirdn mostrar el siguiente

teorema, cuya demostracién veremos en la Seccién 4.2.

Teorema. Si f : M — M es prehiperbolico y det D f es una funcion Hoélder conti-
nua, entonces existen un numero finito de medidas fisicas absolutamente continuas
con respecto a la medida de Lebesque cuyas cuencas de Birkhoff tienen medida de

Lebesgue total. Mds atun, si f es transitivo, entonces esta medida es unica.
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4.2. Construccion de medidas fisicas

Mostraremos ahora que la existencia de un o-tiempo hiperbdlico n, nos da la exis-

tencia de una bola prehiperbdlica de tiempo n con constante de expansién /c.

4.2.1 Teorema. Sea f : M — M un difeomorfismo local. Si n € N es un o-
tiempo hiperbélico para © € M, entonces existen 6 > 0 y V,(x) una (aié)-bola

prehiperbolica de tiempo n para x.

Demostracion. Sea x € M. Dado que f es un difeomorfismo local, se tiene que
existe 0, > 0 y una vecindad V'(z) de z tal que f es un difeomorfismo entre V(x) y
Bs,(f(x)). La compacidad de M implica que existe § > 0 uniforme (ver Proposicion

3.1.5). Tomaremos ¢ tal que:
si d(z,y) < 0 se tiene que ||Df(y)f_1H <o3 ||Df(x)f_1H.

Sea x € M y supongamos que 1 es un o-tiempo hiperbdlico. Dada la eleccién de
J, existe Vi(z), una vecindad de x, tal que f es un difeomorfismo entre V(z) y
Bs,(f(z)). Ademés para y € Vi(z) se cumple que ||Dyy,)f~!| < oz | Doy f7H]-

Como 1 es un o-tiempo hiperbdlico para x obtenemos que
1D | € 072 | Dy 7| S 0720 = 02,

Asi que x tiene una 1-bola prehiperbdlica de tiempo 1.

La hipétesis de induccién es: si n es un o-tiempo hiperbdlico para x, entonces
existe una (J%, d)-bola prehiperbdlica de tiempo n para z, V,(z). Supongamos que
n + 1 es un o-tiempo hiperbdlico para x. Asi,

n+1

IT IPswi | <"

j=nt1—k+1

para toda 1 < k <n + 1. Tomando k = n obtenemos que:

n+1 n+1
[1Dpiiwf = TT1IPsf =TI 1Ppwf ] <o
7=2 j=n+l-n=1

Esto implica que n es un o-tiempo hiperbdlico para f(x). Por la hipétesis de in-
duccién, f(z) tiene una oz-bola prehiperbdlica de tiempo n, V,(f(x)). Sea z en

Va(f(x)). Por el Teorema 3.1.2, se tiene que:

d(z, f(2)) = d(f""(2), " (f(2))) < o2"d(f"(2), [+ (2)) < 03”6,
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Por tanto V,(f(z)) C Bs(f"™(x)). Dada la eleccién de ¢, existe una vecindad
Vog1(x) de x tal que f: V,11(z) — Vi(f(2z)) es un difeomorfismo, lo cual implica
que [V, (x) — Bs(f"(x)) es un difeomorfismo.

Tomemos y € V,,;1(x). Como f(y) € V,(z) se tiene que:

n

[T 1Psawsf | <o

j=n—k+1
para toda 1 < k < n. Mostraremos que:

n+1
IT1IDsw | < o2t
j=1

Por el Teorema 3.1.2 se tiene que f7(V,,41(x)) C Bs(f?(x)) para toda j € {0,...,n}.

De donde se tiene que:

n+1 n+1 1 1 il
TP 1< L5 IPss 1 < 2 T IPss
J=1 j=1 o2 o 2 ey

Dado que n + 1 es un o-tiempo hiperbdlico para x se da que

n+1 ) .
ITIPsw ) < — o+ = gt
7j=1

y por tanto V,41(x) es una (y/0,d)-bola prehiperbdlica.
Q.E.D.

Notemos que la afirmacién reciproca es cierta: Si V,, es una (o,d)-bola pre-
hiperbdlica de tiempo n, entonces para toda y € V,,(x), n es un o-tiempo hiperbélico
para y. Esto es consecuencia directa de la definicién de (0, 0)-bola prehiperbdlica

(Definicién 3.1.1). Tomando cualquier y € V() la regla de la cadena implica que:

n

I 1Ps@s M =D | < o

j=n—k+1
Lo cual nos dice que n es un o-tiempo hiperbdlico para y.
El Teorema 4.2.1 implica ademas el siguiente corolario:

4.2.2 Corolario. Si f : M — M es prehiperbdlico, entonces existen (\/a,d)-bolas

prehiperbolicas con frecuencia mayor que 6 para Lebesque casi todo x € M.
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Construccion de medidas fisicas para transformaciones pre-

hiperbdlicas

Probaremos los hechos que nos permiten construir medidas fisicas cuando f es una

transformacion prehiperbdlica con det D f Holder continua.
Consideremos f : M — M prehiperbdlico. Definimos:
H, = {x € M | x tiene una (o, ¢)-bola prehiperbdlica de tiempo n}.

4.2.3 Lema. Sea f : M — M prehiperbolico tal que detD f Holder continua. FEn-
tonces existe C'3 > 0 tal que para toda n € N:

d

Demostracion. Mostraremos que existe C3 > 0 uniforme, tal que, para todo A €

B(M) tal que didmA < g se cumple que:
m(f~"(A)N H,) < Csm(A).

Sean B una bola de radio 0 tal que A C B y fijemos n € N. Sean {Bj}i>1 las

componentes conexas de f~"(B), es decir,
F(B) = J B
k>1
donde B; N B, = () para j # r.

Consideremos sélo las By, tales que BNH,, # 0. Sea x;, € B,NH,, y consideremos
su (o, d)-bola prehiperbdlica de tiempo n, V,(x;). Notemos que

f"(zr) € B C Bs(f"(wr))-

De aqui se tiene que By C V,(f™(zx)) ya que, tomando cualquier y € By, f*(y) € B
yy € [T Bs(f"(zx))) = Va(zg). Como det Df es Holder continua podemos aplicar

el Lema 3.1.5, el cual nos dice que existe C'y > 0 tal que

m("(f(A)N B) _
m(F(B) m(By)

1 m(f7"(A) N By)
Cg m(Bk)

<
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para toda k. Observemos que

Ay N H, © Fr Ay n | By

k>1

De aqui obtenemos que existe C5 > 0 tal que:

m(f(A) N H,) <Zm A) N By) < Com(A).

Q.E.D.

4.2.4 Lema. Sy f : M — M es prehiperbolico y det Df es Holder continua, en-

tonces para n € N suficientemente grande se cumple que

1
— m H >
n ;: 1: ( J )

Demostracion. Dado n € N definimos la medida &, sobre el conjunto {1,...,n}
como: 47
n(J)=—.
&) = =

Sea B € B(M) entonces:

—Z (H; N B) /(/Bx(x,z’)d&>dm

donde x(z,1) es la funcién caracteristica en H;.
Aplicando el Teorema de Fubini y el hecho de que m casi todo punto tiene

(0, d)-bolas prehiperbdlicas con frecuencia mayor que 6, se cumple que

/(/B X(x’”d@‘) dm = / (/B X(:C,z')dm> 3
N /anj %dm =z /an: édm = 6m(B).

Q.E.D.

Mostraremos ahora que cuando existen (o, d)-bolas prehiperbélicas con frecuen-
cia mayor que algin 6 > 0, entonces existe una medida fisica absolutamente continua

con respecto a la medida de Lebesgue.

Recordemos que tanto los difeomorfismos locales como los difeomorfismos cum-

plen la propiedad de que m(f~1(A)) =0y m(f(A)) = 0, siempre que m(A4) = 0.
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4.2.5 Teorema. Si f : M — M es pre-hiperbolico y det D f es una funcion Holder
continua, entonces existe una medida f-invariante, absolutamente continua respecto

a la medida de Lebesgue.

Demostracion. Consideremos la sucesion {p, }2° | que construimos para mostrar la

existencia de una medida fisica para transformaciones expansoras (Teorema 3.2.7)
1> .

y la sucesién {v,};2, dada por v, = — > fl(m |g;). Notemos que tanto {ji,}
n 4=0

como {v,} son sucesiones en P(M). Por lo tanto, tienen puntos de acumulacién. Sin
pérdida de generalidad, consideremos {ny}%>; de tal manera que cuando k — oo se
cumple que p,, — @y vn, — v. Por construccién, ;1 es una medida f-invariante.
Notemos ademas que v es una medida absolutamente continua respecto a la medida
de Lebesgue en M.

Por el Lema 4.2.4 v(M) > 0. Utilizando el Teorema de Descomposicién de
Lebesgue (Teorema 1.1.5) sabemos que existen py, s € P(M) tnicas y p € [0, 1]
tales que

p=ppr + (1 = p)po

con iy € my pelm. Ademéas dado que v es una submedida de iy que v < m se
tiene que p = v+, para alguna medida n € P(M). Esto implica que D1 =V ~+ Naps
y que (1 = p)pz = Nsing donde ngps <K My NsingLm. Llamaremos a puy = paps y a
(1 = p)h2 = Hsing-

Notemos que, como u es una medida f-invariante, se cumple que

pabs(A) + sing(A) = pabs(f 71 (A)) + bsing (f(A))

para todo A € B(M). Para mostrar este hecho consideremos A € B(M) tal que
m(A) = 0. Como f es una funcién no singular m(f~'(A)) = 0 lo cual nos dice que
tac(f7H(A)) = 0 y por tanto: fi(pac) < m. Por otro lado, dado que pgin,Lm, existe
un conjunto B € B(M) tal que m(B) = 0y psing(B) = 1. Como f es no singular se
tiene que:

m(B) =0=m(f"(B)) y v(B) =1=v(f"(B)),
lo cual implica que fi5ingLm. Como la descomposicién de Lebesgue es tnica se tiene

que f, (/LaC) = Mac ¥ f*(,using) = Wsing-
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Ademés notemos que piq.(M) > v(M) > 0. Considerando i, normalizada obten-
emos una medida f-invariante, absolutamente continua con respecto a la medida de

Lebesgue.
Q.E.D.

Mostraremos ahora que la medida que construimos en el Teorema 4.2.5 solo
tiene un numero finito de componentes fisicas. Mas atn, si f es transitiva, entonces

la medida es tnica.

4.2.6 Teorema. Si f : M — M es prehiperbolico y det D f es una funcion Hélder
continua, entonces existen un numero finito de medidas fisicas absolutamente con-
tinuas con respecto a la medida de Lebesque cuyas cuencas de Birkhoff tienen medida

de Lebesque total. Mds aiun, si [ es transitivo, entonces esta medida es unica.

Demostracion. En el Teorema 4.2.5 mostramos la existencia de una medida pu, f-
invariante y absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue cuando f
cumple nuestras hipdtesis. Sea pues p con estas caracteristicas. Si g no es ergodica,
entonces existen dos subconjuntos Hy; y Hs de M, f-invariantes tales que M =
H, U H,, Hi N Hy = () y de medida positiva. Como p < m se tiene que m(Hy) y
n(AN H;)
m(1;)
y o son medidas f invariantes, de probabilidad y absolutamente continuas con la

m(Hs) > 0. Consideremos p;(A) = para i = 1,2. Observemos que iy

medida de Lebesgue. Si pq y po no son ergédicas, las descomponemos de la misma
forma que lo hicimos con p. Siguiendo este proceso, encontramos una familia de
conjuntos {H;}, f-invariantes y de medida de Lebesgue positiva que cubren a M.
Por el Teorema 3.2.5 existen una familia de discos {D;} de radio fijo tales que

m(D; \ H;) = 0. Como M es compacta, entonces sélo existen un nimero finito de
k
discos, llamémoslos D;,, - - - D;, . Esto implica que p = 2—31 [, iy donde {H;, }é?zl es

una cubierta de M por conjuntos f-invariantes y de medida de Lebesgue positiva y
pi; es una medida ergddica para toda 1 < j < k.

Supongamos ahora que f es transitiva. Supongamos que existen dos medidas p; y
1o ergodicas y absolutamente continuas respecto a la medida de Lebesgue distintas.
Sean B(p1) v B(uz) sus cuencas de Birkhoff. Recordemos que B(u1) y B(ua) son
conjuntos invariantes hacia el frente de medida de Lebesgue positiva. Por el Teorema
3.2.5 existen dos discos Dy y Dy tales que m(D; C B(u;)) = 0 parai = 1,2. Ademés

como B(uy) y B(usz) tienen medida de Lebesgue positiva y son cerrados, dado que
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m es una medida regular, existen U y V abiertos, de medida de Lebesgue positiva
tales que U C B(p1) y V C B(pz). Como f es topoldgicamente transitiva, existe n
tal que f*(U) NV =0, de donde se tiene que B(u1) N B(uz) # 0, lo cual implica
que existe © € B(u) N B(pe) tal que para cualquier funcién ¢ : M — R continua

1 n—1 )
se tiene que — Y ¢(f7(x)) converge a /gpd,ul y a /godul simultaneamente.
n =0
Esto implica que py = po (Teorema 1.1.1).

Q.E.D.

Existencia de medidas fisicas para transformaciones asintoti-

camente expansoras

Nuestro objetivo es utilizar el Teorema 4.2.6 para encontrar medidas fisicas en trans-
formaciones asintoticamente expansoras. Mostraremos que si f es asintéticamente

expansora, entonces f es prehiperbdlica.

Para mostrar que una transformacién asintéticamente expansora f es prehiper-

bélica necesitamos utilizar el siguiente resultado mostrado por Pliss [Pli72].

4.2.7 Lema (Pliss). Consideremos 0 < ¢ < A. Sea 0 = % Supongamos que
ai,...,an € R cumplen que a; < A para toda1 <j < Ny

N
Zaj > ¢N.

J=1

Entonces existen £ > 0n yny,...ngp, € N, 1 <ny <...<ng <n tales que

n;
2 420
j=n
para cada 1 <n<n; yl <i</.

Demostracion. Definamos para cada 1 < n < N,

Sn:iaj

J=1
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y Sp = 0. Consideremos ng =0y 1 < n; < --- <mny < N la sucesién maxima tal
que S,, > S, para toda 0 <n <n; y 1 <i < /¢ Observemos que ¢ > 1, dado que

Sy > 0. Por la eleccién de S,,; se cumple que, para cada 1 <7 </,

nq

ZCL]' >0,

Jj=n

para toda 1 > n > n,;.

Observemos que, por la construccién de n;, se cumple que, para toda 1 <17 </,
Sp; < Sp,—1. Por hipétesis a,, < A. Escribimos a,,, = S,,, — Sp,—1. Notemos ademés
que S,, > Sy. Esto implica que:

¢
N < Sy = (Sn, = Snim1) < LA,

=1

lo cual muestra que:

¢ >0N.
Q.E.D.

4.2.8 Corolario. Si f : M — M es una transformacion asintoticamente expansora,

entonces f es prehiperbolica.

Demostracion. Notemos que como f es asintéticamente expansora, existe N sufi-

cientemente grande tal que, para Lebesgue casi todo x € M se cumple que:

N
> —log|[ D 7 = AN

Jj=1

Consideremos la sucesién definida por:

- A
a; = _10g HDfJ(z)f lH -+ 57

A A
cone= oy A= mé}@c — log ”Df(‘”)f_lH + 5} Observemos que a;, cy A cumplen
xEe
las hipotesis del Lemma 4.2.7, lo que implica que existen ¢ > N y una sucesion

finita 1 < nj; <ny < --- <ny <N tales que:

ng

A
> gD+ 5 >0, (4.1)

j=n
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A
con 6 = 5 bara toda 1 <n <n; y para cada 1 < i < /. Mostraremos que n; es un

A
2

o-tiempo hiperbédlico con ¢ = e~2 para cada 1 < i < N. Usando la ecuacién (4.1)

se tiene que:

ng

A
> —log||Dpwf |+ 5 =0,

Jj=n

para cada 1 < i < N y para cada 1 < n < n;. Esto implica que:
ng
A
[Tlog | Dsi | < ez,
j=n
para toda 1 < n < n;. Haciendo n;, — n = k se tiene que:

T B a
H log HDf](x)f 1” S e Qk. (42)
j=n;—k
Observemos que 0 < k < n; — 1. Aplicando la desigualdad obtenida en (4.2) a f(z),
obtenemos que n; es un tiempo hiperbdlico.

Q.E.D.

Asi, enunciamos y probamos el teorema principal del capitulo.

4.2.9 Teorema. Sea f : M — M una transformacion asintoticamente erpansora.
Entonces existen i, ..., 1, medidas fisicas, absolutamente continuas respecto a la
medida de Lebesgue cuyas cuencas tienen medida de Lebesque total. Ademds, si f es

topoldgicamente transitiva, entonces existe una unica medida fisica.

Demostracion. Como f es asintoticamente expansora, entonces f es prehiperbdlica

(Corolario 4.2.8). Aplicando el Teorema 4.2.6 obtenemos nuestro resultado.

Q.E.D.



Capitulo 5

Atractores uniformemente

hiperbdlicos

Mostraremos que existe una medida SRB cuando f tiene un atractor hiperbdlico.
En general, mostrar la existencia de una medida SRB para una transformacion
diferenciable arbitraria es un problema complicado [You95, pag 331], [BP02, pég
139]. El primer resultado acerca de la existencia de medidas SRB fue obtenido por
Sinal para difeomormismos de Anosov, y desptes generalizado por Ruelle y Bowen
para difeomorfismos que tienen atractores hiperbélicos [Bow08, Rue76]. Las cons-
trucciones y propiedades de estas medidas han sido objeto de investigacion actual,

ademads de estar relacionadas con las medidas fisicas.

5.1. Construccion de medidas SRB

Sea A un atractor hiperbdlico de f : M — M un difeomorfismo de clase C! con
det Df Holder continua. El siguiente lema realciona a las variedades estables e in-
estables con las medidas invariantes. Este dice que en presencia de una medida f-
invariante los promedios sobre las variedades estables son iguales a los de los puntos

regulares (como los definimos en la Seccién 1.3 del Capitulo 1) en atractores.

5.1.1 Lema. Sean A un atractor hiperbolico para f, pu una medida f-invariante en
U yx e A un punto reqular. Entonces, para toda funcion ¢ : M — R continua se

tiene:

68
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1. Para toda y € W*(z) se cumple que:

1
lim —
n—oo N n—oo 1,

S () = lim -3 ().

2. Para toda y € W"(x) se cumple que:

TLILIEO%ZQO(fj(x)) zgin;ogzwff(y)).
=0 =0

Demostracion. Mostraremos el inciso 1, la misma prueba funciona para el inciso

2 sustituyendo j por —j. Sea y € W#(z). Como x es un punto regular, se tiene
n—1 )
que lim — > p(f’(x)) existe. Sea € > 0. Como ¢ es una funcién uniformemente

continua se tiene que existe 0 > 0 tal que si d(z,w) < § entonces |p(z) — p(w)| < e.
Tomando cualquier y € W#*(x) se tiene que d(f™(z), f"(y)) — 0 cuando n — oo.
Esto implica que

1
lim —
n—oo M,

Z lo(f7(x) —e(f(y)| <e.

Esto implica que

Q.E.D.

Recordemos que el Lema 3.2.1 muestra la existencia de (o, §)-bolas prehiperbdli-
cas de tiempo n para toda n € N cuando f es uniformemente expansora. En este
Lema, la hipétesis de que la variedad donde actia f es compacta es necesaria. En
nuestro caso, las variedades inestables locales no son necesariamente compactas, lo
cual complicaria los argumentos que queremos utilizar para la construccion de una

medida SRB. No obstante, mostraremos que eso no sucede (Proposicién 5.1.2).

Notemos que, gracias a que A estd formado de variedades inestables, podemos
afirmar que cualquier punto del atractor estd contenido en una variedad inestable
local. Como veremos a continuacién, las preimagenes de las variedades inestables
locales son (A, e)-bolas prehiperbélicas (Definicién 3.1.1) con respecto a la norma

restringida al haz inestable.
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5.1.2 Proposicién. Para toda x € A, V,(x) = f~(WX(f"(x))) es una (\,e)-bola

prehiperbolica de tiempo n.

Demostracion. Notemos que [ : V,(z) — WX(f™(z)) es un difeomorfismo. Como
consecuencia del Teorema de la Variedad Estable (Teorema 2.1.2) V,, es difeomorfa
a un disco de radio €. Por otro lado el Teorema de la Variedad Estable garantiza
que

1D (@)~ < AF

para toda k > 0, por ende se cumple la condicién para toda 1 < k£ < n.

Q.E.D.

Ademss, si f es de clase C! y det Df es una funcién Holder continua, el Teore-
ma 3.1.4 implica que las variedades inestables son (A, e)-bolas prehiperbdlicas con

distorsién uniformemente acotada.

De la conclusion de la Proposicion 2.2.7 y el Teorema de la Variedad estable
notamos que, tomando las variedades estables e inestables locales de los puntos de
un atractor hiperbdlico, hacen un entramado de la fosa de atraccion de A. Esto nos

lleva a recordar el siguiente concepto geométrico.

5.1.3 Definicién. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Una foliacion

de M de dimension k es un atlas maximo F de M con las siguientes propiedades:

1. Si (U, p) € F entonces p(U) = U; x Uy C R* x R"* donde U, y U, son discos

abiertos en R* y R"~* respectivamente.

2. Si (U,p) y (V,) € F son tales que U NV # (), entonces el cambio de co-
ordenadas ¥ o o' : (U NV) — (U NV) es de la forma ¢ o p~!(z,y) =
(hi(x,y), ha(y)), donde hy y hy son difeomorfismos.

A los conjuntos de la forma ¢! (U; x {c}) con ¢ € Uy son llamados hojas de F, y
a los conjuntos de la forma p='({z} x Us) con z € U; son llamadas transversales
locales de F.

Un hecho importante acerca de la geometria de los atractores es que la fosa de
atraccion U de un atractor uniformemente hiperbdlico A esta foliada por variedades

estables y que sus transversales locales son variedades inestables locales. Ademas el
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hecho de que f*(W2(x)) C Wi (f"(x)), f"(WX(x)) C W (f"(x)) nos habla de
que la foliacion se preserva bajo f. Es decir es una foliacién invariante por f.

Sean F una foliacion con hojas suaves y Y y X dos transversales a F. Una
holonomia p : ¥; — Y3 es una funcién continua tal que para toda z, p(z) €
F(z)NXs, donde F(z) es la hoja de F que contiene a z. Notemos que las holonomias
son una manera de transportar la medida de Lebesgue entre transversales. En nue-
stro caso, podemos transportar la medida de Lebesgue en una variedad inestable
local a otra mediante holonomias, ésta es una condicién particular de algunas folia-
ciones llamadas foliaciones absolutamente continuas. Decimos que F es una foliacion
absolutamente continua si para cualesquiera >; y Yo transversales a F y cualquier
holonomia p : ¥; — X5 se cumple que myg, (A) = 0 si y sélo si m,,(p(A)) = 0 para
todo A C ¥;.

5.1.4 Teorema. La foliacion estable W* de un atractor uniformemente hiperbolico

de un difeomorfismo f de clase C? es absolutamente continua.

La demostracién de este hecho la podemos encontrar en [You95]. Es necesaria la
hipdtesis de que f sea de clase C? ya que si no, entonces no podemos garantizar la
continuidad absoluta de la foliacién estable [You95]. Con ello observemos que si con-
struimos una medida p, en una variedad inestable W (x) absolutamente continua
con la medida de Lebesgue en W*(x), usando cualquier holonomia p : W*(z) — X,
entonces los conjuntos de medida p, cero en W*(z) van bajo holonomias a conjuntos
de medida de Lebesgue cero en .

Sean A un conjunto hiperbdlico para f, x € A y consideremos ¥ = W?(z)

Definimos un rectdngulo denotado por C(X) como

c®) =W ) ly e Sn A},

Para simplificar la notacion, llamaremos a las variedades inestables que forman

a los rectangulos como D,,.

Ahora realizaremos la construccion de la medida.

5.1.5 Teorema. Sean f un difemorfismo de clase C* y A un atractor de f. Si A
es un atractor hiperbdlico, entonces existe una unica medida SRB, tal que el soporte
de pes Ay B(u) = U, salvo en un conjunto de medida de Lebesque cero. Ademds

1 es fisica.
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Demostracion. Como f |, es topologicamente transitiva, sabemos que existe z € A
tal que su 6rbita es densa en A. Tomemos esa z y consideremos W (z) la cerradura
de su variedad inestable de tamano ¢.

Consideremos My ey la medida de Lebesgue en W Recordemos que f [ (q)
es uniformemente expansora. Ademas recordemos que f~"(W(x)) es una (A, £)-bola
prehiperbdlica de tiempo n Por el Teorema 3.2.7 sabemos que existe una medida

fisica, absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en W(z), u,

donde p es un punto de acumulacion de la sucesion:

n—1
1 .
_ _E I ()
Fn = < fi (mwsu(x))

Veremos ahora que esta medida esta definida en todo el atractor y es SRB.
Consideremos y € A, distinto de z, y un rectdangulo C(X, ¢). Como la érbita de = es

densa en A se tiene que existe n tal que
f(z) € C(%,e).

Definimos

N, = Do cC(2,e) | Do C " (WH(x))}.

Como consecuencia del Teorema 3.1.2 se tiene que que si D, € N,, se tiene que
d(f"(y), oW (x)) < eA™.
Definimos: )
. 1«
fin(A) = = xni(A) -
ni
para todo A € B(U). Como:
d(f"(y), oW (x)) < eA™,

se tiene que:
Mn(c<2v 8)) - ﬂn(C(Z,é)) - 07

cuando n — oco. Esto implica que cualquier punto de acumulacién de fi,, es p. Asi,
1 esta definida sobre todo el atractor y tiene medidas condicionales absolutamente
continuas con respecto a la medida de Lebesgue, en las variedades inestables. Por lo

tanto p es una medida SRB.
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Por la Proposicién 2.2.7 se tiene que para toda y € U existe z € A tal que
y € W*(z). Por el Lema 5.1.1 se tiene que para casi toda y € W*(z) se cumple que
&(y) = @(x). Asi, hemos extendido a p en toda la fosa de atraccién de A.

Mostraremos que es p es fisica. Sea W () una variedad inestable local. Notemos

que:
n{y € W(z) [y ¢ B(n)}) = 0.

Llamemos a:
{ye Wi(z) |y ¢ B(p)} = A

Sea ¥y una transversal local. Como p < m |wu(y) se tiene que para cualquer

holonomia p : W*(z) — ¥y se tiene que my,(p(A)) = 0. Por lo tanto

m({y € W(z) [y € B(u)}) = 0.

Q.E.D.
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