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Introduccion

Un funtor de Mackey, definido de la manera cldsica ( Green [2]), consiste de
una funcién M de los subgrupos de G a R-mod, donde G es un grupo finito y
R un anillo tal que, dados H < K < (G se tienen morfismos de R-mod

& MH) - M(K) 8 :M(K)— M(H) ¢, H: M(H)— M(“H)

que satisfacen ciertas propiedades. Estas propiedades surgen naturalmente co-
mo el proceso de abstracciéon de muchas construcciones en representaciones de
grupos finitos, como algebra de grupo, anillo de Burnside, anillo de caracteres,
cohomologia, etc. La construccion de funtor de Mackey que usaremos aqui es
mds general y la podemos encontrar en [6] donde funtores de Mackey serdn
funtores de una categoria auxiliar 2 a R-mod.

Dados H < K < G, R anillo conmutativo con 1 y A un RH-mddulo, pode-
mos construir un RK-mddulo llamado la induccién tensorial de H en K de A,
mas aun, éste define un morfismo de R-mdédulos i%K : RH — RK, no necesari-
amente aditivo como RH- médulo, que satisface ciertas propiedades, las cuales
podemos encontrar en [4], pagina 97. Dicho morfismo no es aditivo, pero si se
tiene que i5 (A ® B) =i (4) @ 15 (B).

En el presente trabajo construiremos la induccién tensorial en la categoria
de funtores de Mackey, que resultara ser un funtor exacto derecho, no necesaria-
mente aditivo, compatible con el producto tensorial de funtores de Mackey, esto
generalizad la nocién de induccion tensorial para funtores de Mackey, lo cual lo
podemos encontrar en [1], pagina 60.

El primer capitulo trata de biconjuntos, es decir, conjuntos con una accién
de por derecha y por izquierda, compatibles estas, sus propiedades elementales
asi como establecer la notacién que usaremos a lo largo del presente trabajo.
Estas propiedades nos permitiran definir la categoria de funtores de Mackey.
En el segundo caitulo definiremos la categoria de funtores de Mackey, veremos
sus propiedades elementales asi como que estos forman una categoria abeliana.
En el tercer capitulo definiremos el concepto de funtor exacto derecho entre
categorias abelianas, algunas de sus propiedades bésicas asi como el teorema
de extension que nos permitird extender un funtor de una subcategoria plena
de objetos proyectivos de manera unica a un funtor exacto derecho, no nece-
sariamente aditivo. Este capitulo es independiente y mas general de lo visto
hasta el momento. En el tercer capitulo definiremos los funtores de Mackey de



permutacién, veremos que estos cumplen las hipotesis de nuestro teorema de
extension. En el cuarto caitulo definiremos el concepto de G-poset asi como el
invariante de Lefschetz de un G-poset, de manera que en el tltimo capitulo us-
aremos esto para definir nuestro funtor en morfismos, estudiando la estructura
de las tranformaciones naturales entre dos funtores de Mackey de permutacion.
Veremos que nuestro funtor induccién tensorial es compatible con el producto
de biconjuntos y que respeta el producto de funtores de Mackey.



Capitulo 1

Biconjuntos

Definicién 1. Sean G, H grupos finitos, X conjunto. Decimos que X es un
(G, H)-biconjunto si X es un G-conjunto a la izquierda, un H conjunto a la
derecha y se tiene que (gx)h = g(xh) para todo v € X, g € G, h € H. Denotare-
mos esto por ¢ X .

Notemos que un biconjunto ¢ X g es un G x H-conjunto izquierdo con la ac-
cién dada por (g, h)z = grh~!. Diremos que ¢ Xy es transitivo si X es transitivo
como G x H-conjunto.

Definicién 2. Un morfismo f : ¢ Xy — ¢Yn de (G, H)-biconjuntos es un
morfismo de G x H-conjuntos, es decir, f(gzh) = gf(x)h para todo g € G,
he Hyz e X.

Ejemplo 1. Sea X un G-Conjunto, entonces X es un (G, 1)-Congjunto.

Ejemplo 2. Sea o : G — H morfismo de grupos, H es un (G, H)-biconjunto,
con la accion dada por

g-h-k=ag)hk.

Este biconjunto lo denotaremos por ge Hpy .

Andlogamente definimos g Hag por la accidn dada por k- h - g = kha(g).
Ejemplo 3. Sean G - H Sk morfismos de grupos, entonces H es un
(G, K)-biconjunto con la accidn dada por

g-h-k=alghsk)

Este biconjunto lo denotaremos por ga Hs 0 simplemente ¢ Hg si o y 8 no se
prestan a confusion.

Definicién 3. » Sea H < G, el (G,H)- Conjunto Gy dado por la in-
clusion de H en G serd llamado induccion de H en G

= FEl(H,G)- Conjunto gG¢ dado por la inclusion de H en G serd llamado
la restriccion de G en H.



= Sea G — K un morfismo suprayectivo, el (G, K) conjunto ¢ Ky dado por
la proyeccion de G en K serd llamado la inflacion de K en G.

= El(K,G)- Conjunto x K dado por la proyeccion de G en K serd llamado
la deflacion de G en K.

Definicion 4. Dados ¢ Xy y gYk biconjuntos, el producto de X porY bajo H
es el conjunto definido por

cXgopgYrk =X xY/~
donde (z,y) ~ (zh,h~1y) para todo h € H
la clase de (z,y) se denotard por [z, y].
Lema 1. ¢ Xy o gYk es un (G, K)-biconjunto.

Demostracion. La accién de G x K esta dada por

glz,ylk = gz, yk]

Veamos que estd bien definida, si [z,y] = [vh, h~1y], entonces [gxh, h~lyk] =
[z, yk], por lo tanto g[z,y]k = g[zh, h~1y]k.
Para ver que ésta es una accién, dados (g, k), (h,1) € G X K tenemos que

g(hlz,yk)l = glhz,yk|l = [ghz, ykl] = (gh)[x, y] (k)
Mientras que 1]z, y]1 = [z, y] trivialmente. O

Lema 2.
(cXaouYr)oxZr = gXuo(uYkoxZr)

Demostracion. Sea ¢ : (¢XgonuYk)o kZr, — ¢Xuo (uYk o kZr) dada por

f([[:z:,y],z]) = [.CE, [y’ Z]]

@ ésta bien definida
si
[z, 9], 2] = [[wh, h ™ ylk, k™" 2] = [[w, h k™ yk], k™12

entonces
[LL', [y7 Z]] = [l’h, [h_lyk, k_lz]]

Es de (G, K)-biconjuntos pues
p(9llz, vl k) = ¢(llgz, ), 2k) = g, [y, zk]] = gla, [y, ]Ik = go([[2. y], 2]k
Es isomorfismo pues 1 definida por ¢([z, [y, 2]]) = [z, y], 2] es su inversa. [
Proposicién 1. ¢ Xgo (gYk| | uZKk) = (X oY) | |(X 0 2)

Ejemplo 4. ¢GgoagXy = ¢ Xy
El isomorfismo estd dado por [g,x] — gz, con inversa x — [1, ]



Ejemplo 5. Andlogamente ¢ XgogHy = ¢ Xy
Ejemplo 6. Sean K BNy N G, morfismo de grupos, tenemos que
gGag o wHsg = GGO[-}K

El isomorfismo estd dado por [g, h] — ga(h).

Sea X un (G, H)-Conjunto transitivo, sabemos que X = (G x H)/D con
D < Gx H,eneste caso sean mg : G X H - Gy mg : Gx H — H las
proyecciones. Sean A, C' dados por

A=re(D) <G, C=ng(D)<H
Tenemos el siguiente resultado
Lema 3. Sean
A = {geG:(¢9,1)eD}<A
¢, = {heH:(l,heD}<C
Entonces A1 <A, C1<C y AJA; 2 C/Cy

Demostracion. Sea ¢ : A — C/Cy dada por ¢(g) = hC si (g,h) € D.

Si (g,h),(g,h') € D entonces (1,h=th') € D, por lo que h=*h’ € Oy, de esta
forma, h'Cy; = hC} por lo que ¢ esté bien definida.

Si (g1, h1), (g2, ha) € D entonces

©(g192) = h1hoC1 = h1C1haChr = p(g1)¢(92)

Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de grupos.
El nicleo de este morfismo es

{geAi(g,h)eDheCil{ge A:(g,1) € Cr} =4
Por lo tanto A/A; = C/C4 O

Teorema 1 (Serge Bouc). Con la notacién anterior, si denotamos B = AJA;,

tenemos que
GxH

D

Demostracion. Definimos ¢ : (G x H)/D — ¢G4 0 aBp o pBc o ¢cHy como

¢((g,h)D) = [g,1,1,h7"].
Veamos que ¢ estd bien definida. Sea d = (dy,ds) € D, entonces
dy € A,ds € C y tenemos que

= gGao04BpopBcocHy

@(gdlvth) = [gdlvlalvdglhil]
[g;d101,10dy" 7]
= [g.1,1,h7"].



Veamos que ¢ es de (G, H)-biconjuntos.

o(g' o ((g,h)D) o h') = o((g',h'")(g,h)D)
= [gg’,l,l,hilh']
= ¢'[g,1,1,h]H
= g'o((g,h)D)N.

Veamos que ¢ es suprayectiva. Sea [g,b1,be,h] € G40 aBgo gBcocHpy,
donde by = a1 4, by = c2C, (a1,¢1) € Dy (az2,c2) € D, entonces

[gaa1A7CQC7 h’] = [gahAhClaCQh] = [h’ala 17 1702}7’]

por lo tanto, p(gai,cah) = [g, b1, ba, h].

Veamos que ¢ es inyectiva. Sea ¢((g,h)D) = ¢((¢',h')D), entonces
l9,1,1,h] = [¢’,1,1,h], por lo tanto, existen a € A, b € B, ¢ € C tales que
(ga,a=tb,ble,c7th) = (¢',1,1, 1)

) Y Y

O
Teorema 2 (Mackey). Sean H, K <G, g€ G, ycg: K — 9K, entonces
HGaoaGk = uGrx = | HgK
gEIH\G/K]

donde
HgK = gHpnok © Hrox? Kea i

Demostracion. Definimos ¢ : HgK — gHpynsg © grog? Kes g como

¢(hgk) = [h, gkg~'].

¢ esta bien definida. Sea hgk = h'gk’, entonces h~'h'g = gkk'~1, si denota-
mos ¢ = h™'h’, entonces ¢ = gkk’~'g~' € HNYK, por lo tanto,

[h, gkg™'] = [he,c ' gkg ™ = [hh R gk k™ g gkg T = [N, gk g7 ]

¢ es de (H, K)-conjuntos. Sean h' € H y k' € K, entonces

(' hgkk') = [h'h,gkk' g "]
= I'[h,gkg~ gk'g""]
= I'[h,gkg™ 'K
= R p(hgk)k'
Es isomorfismo con inversa [h, gkg~'] = hgk. O



Capitulo 2

Funtores de Mackey

Definicién 5. Sea R anillo conmutativo y sean X , % familias de grupos finitos
cerradas bajo subgrupos, cocientes y extensiones. Sea % familia de grupos finitos
cerrada bajo subgrupos y cocientes con nicleo en & y en %, para G,H € &
definimos Af_{’@/(G,H) como

AT ?(G H) = {cXp:Vz € X, Stabg(z) € 2 ,Staby(z) € ¥}

Sea A% (G, H) el grupo de Grothendieck de Af//’@(G,H) con respecto a la
unidn disjunta. Denotaremos ademds A}";{’g"y(G, H)=R®z, A* Y (G, H).

Para ¢ Xp, gYx, dado que la operacion o distribuye a U, o se extiende a
elementos A € AI{"J’”(G, H)y Be A}%’@/(H, K).

Lema 4. Sean G, H, K € %, y sean X € AR‘%’W(G,H), Y € AR‘%’@(H,K),
entonces X oY € A%’@(G, K).

Demostracion. Sea [z,y] € X oY
Staba([z,y]) = {g € G : glz,y] = [z,y]} = {9 € G : Fh € Staby(y) : gzh = x}

PD. {g € G : 3h € Staby(y) : gxh = 2} € Z . Denotemos este grupo por
A.

Veamos primero que Stabg(x) < A. Sea i : Stabg(z) — A la inclusién,
g € A, | € Stabg(z). Sabemos que 3h € Stabgy(y) tal que gzh = z, por lo
tanto, glg~'ax = glah = gxh = .

Sea B = cokeri, veamos que B € 2. Sea C' = Staby(y) N Staby(z) < H
¥ N = Nstaby(y)(C) < Stabg(x). Veamos que C < N.Sea ¢ € C, h € N,
entonces vhch™! = g lach™! = g~ 'zh™! = g~ gz = x. Definimos el morfismo
¢ : B — N/C como g+ hC donde gzh = .

@ est4 bien definido. Sea gxh = gxh’, entonces zhh/~! = z, por lo tanto,
hh/=1 € Staby (z).

¢ es inyectivo. Para g € B, ¢(g) = 1, entonces g € Stabg(z) .



Hemos demostrado que B se inyecta enN/C, pero N € £, por lo tanto,
N/C € Z y todo subgrupo también lo estd, en particular, B.
La prueba de Staby ([z,y]) € # es andloga. O

Definicién 6. Definimos la categoria QR‘%;/ cuyos objetos son los elementos
de %, donde dados G, H € %, hom(G,H) = A7

Definicién 7. Definimos la categoria de funtores de Mackey Macg’/:g en ob-

jetos como los funtores R-aditivos contravariantes M : Qy 5, — R-mod y en
;
morfismos como las transformaciones naturales entre estos.

O . .
Teorema 3. Macfg:@‘{ es una categoria abeliana.

Demostracion. Sea UI‘?’@ el grupo abeliano zﬁlR'%’gy(G7 H). Se tiene un pro-
G.H
ducto definido en biconjuntos como

XoY siH=K
aXn o kYL = { 0 otro caso

De esta forma, se puede ver que UI”;K’@ es un anillo, sin 1 y que

M acR‘%’@ ~ UR‘% *? _ mod donde el morfismo entre categorias estd dado por la
transformacién natural M — @ M (G). O
G



Capitulo 3

Funtores exactos derechos
no aditivos

Cambiemos un poco la discusién sobre funtores de Mackey para presentar
algunos resultados sobre funtores exactos no aditivos sobre categorias abelianas,
retomandola en la proxima seccién ya con este material.

Comencemos haciendo unas convenciones notacionales, si f : M & N — S,
denotamos f por (foip, foin)dondein;: M - MBS Nyiy: N—Mo&N
son las inclusiones naturales, andlogamente, para g : T' — M @ N, denotamos g
por (Z]x 23) donde ppy : MON — M y py : M®N — N son las proyecciones
naturales. Con esta notacién, la composicién de morfismos corresponde con la
multiplicacién de matrices

Lo primero que veremos es que el concepto usual de funtor exacto derecho
implica aditivo.

Lema 5. Sean o, % categorias abelianas y F : &/ — B un funtor covariante,
si para A, A', A" € ob() tales que si

A’ oA i A’ 0 es exacta
entonces
F F
F(A") # F(A) $ F(A")——0 es exacta

entonces tenemos que F' es aditivo.
Demostracion. Veamos que F'(0) = 0 en objetos, esto lo obtenemos de la ex-
actitud de 0 — 0 — 0 — 0 puesto que F'(0) = F(000) = 0 en morfismos
y F(0) == F(0) —
suprayectivo en F'(0) lo cual solo es posible si F(0) = 0.

F(0) 0 es exacta, entonces el morfismo cero es

10



Sean A, B € ob(47), entonces tenemos

(o) (0.1

A— A3 B B 0

Exacta.
Como esta sucesion exacta se divide, existe r : B — A retraccion, es decir,

0,1)r = 1p
() (0.1

y por lo tanto,
F(A)—————=F(A® B) F(B) 0

Es exacta. Sean iy, n— (?Eé’?g), JMN = (F (é) ,F (?)), f,g: N — M,

tenemos que f @ g es la siguiente composicién

o)
(1,1) 0 ¢ (1,1)

M—MéeM-—NaN—N

Por lo tanto, el siguiente diagrama conmuta

1 0
N pmemy—— Y pve Ny D

G) MH (Fgf) F?g>) H N

F(M)
F(M)——— > F(M)® F(N)—— < F(N) ® F(N) ———~

Por lo tanto, FI(f + g) = F(f) + F(g).

F(N)
O

Definicién 8. Sea ¢ € homy (A, B) y F : & — B funtor covariante, tenemos
morfismos (p,1),(0,1): A®@ B — B, si F': o — B es un funtor, denotamos
por AF(p) al morfismo F(p,1) — F(1,0) que va de F(A® B) a F(B).

Notemos que si ¢ : B — C' es tal que ¥ = 0, entonces
F(p)AF(p) = F(ipo(p,1)) = F(¢o(1,0)) = (0,4) — (0,4) =0

Definicién 9. Sea I : &/ — A funtor no necesariamente aditivo, decimos que
F es exacto derecho si para toda sucesion exacta

A B C 0

11



tenemos que

AF(p)

F(A® B)
Fs exacta.

Notemos que si F es aditivo exacto derecho, entonces AF(p) = F(p,0), en
este caso tenemos que

£(1,0) (o) F(y)

F(A® B)

F(A) F(B) F(C) —=0

Es exacta , por lo que para funtores aditivos tenemos que

A B C 0

Es exacta si y solo si

Es exacta.

Ejemplo 7. Sea P € ob(#) y F : &/ — % dada por F(A) = P, VA € ob(A)
ysip:A— B, F(p) =1p. En este caso AF = 0 y tenemos un funtor exacto
derecho que no es aditivo.

Proposicién 2. Sean of , 8,6 categorias abelianas y sean F : of — B,
G : B — € funtores exactos derechos, entonces G o F' es exacto derecho.

. 2 @ ./
Demostracion. Sea A B C 0 sucesién exacta en 7, entonces

AF(p) F ()

F(A& B) —2~ F(B) F(C)—>0

Es exacta en 4, por lo que

AG(AF(p)) GF(Y)
_—

G(F(Ae B)) G(F(B)) ————————=GF(C)——0

Es exacta en &
Tenemos que AG(AF(p)) = G(F(p,1) — F(0,1),1) — G(0,1)
Sean
D= G(F((p, 1) - F(Oa 1)7 1) - G(Oa 1)

D' = AGF(p) = GF(p,0) — GF(0,1)
Veamos que ImD = ImD’.

() e (e () r()

F(0,1)
tenemos entonces que G(3)G(a) = G(1) = 1.
Por lo tanto, G(8) es suprayectivo y tenemos que ImD = ImD’ O

12



El teorema principal de esta seccién es el siguiente.

Teorema 4. Sea & una subcategoria plena de una categoria abeliana < con
las siguientes propiedades:

a) Cada objeto de & es proyectivo en < .
b) Cada objeto de o/ es cociente de un objeto de .
¢) Si P y P’ son objetos de & entonces P & P’ es objeto de &

Entonces todo funtor F' : &2 — B puede extenderse de manera inica a un funtor
exacto derecho F' : of — %

Demostracion. Veamos primero la existencia. Sea A € & y P € & tal que
1 : P — A es suprayectivo. Sea K = kerv y Q € £ tal que ¢’ : Q — K es
suprayectivo. Sea ¢ : Q — P =iy’ donde i : K — P es la inclusién, entonces,
tenemos que la sucesion

Q—t>p—sa——>0
es exacta. Definimos F'(A) = coker(AF(p)). Veamos que F(A)estd bien
definida. Sea Q' o p 4 A 0 exacta. Como P es proyectivo, existe

f: P — P’ tal que ¢’ f = . Andlogamente, existe g : Q — Imp — ker 1) tal que
fo = ¢'g puesto que kervy)’ = Imy’ y Q' — Imy’ — 0.
tenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo.

Q—t-p—Lsa—>0
Pl
Qs p a0
Anélogamente existen f’, g’ tales que
Q—rsp—sa—>0
Ak
oy

Sabemos por definicién que si Q — P — A — 0 exacta, entonces F'(Q @& P) —
F(P) — coker AF(p) — 0 es exacta, asi que F, resulta exacto derecho y ademas

F(Qa P —2%  _ p(p) P coker(AF(p) — 0
F(g’@f’)T J{F(g@f) F(f’)T lF(f)
F@ &P 2 piry Y oker AF(p) —— 0

13



Por la propiedad universal del coker AF(y), existe una tnica h : coker AF(yp) :
coker AF(¢’) tal que F(¢')F(f) = hF(¢), andlogamente, existe una tnica h' :
coker AF(p') : coker AF () tal que W' F(¢') = F()F(f"), componiendo hh’ por
unicidad tenemos que hh' = 1, andlogamente hh’ y por lo tanto coker AF(p) =
coker AF ().

Definamos F' en morfismos, Dada f : A — A’ y resoluciones

Q-—f-p-Y.oy 0
lh l lf
Q- p 0

Por lo tanto, el siguiente diagrama con renglones exactos es conmutativo

FQa PP Py —%ooker AF(0) —— 0
F(heg) F(g)
F(Q @ Py p(p) — Y oker AF(¢) —— 0
Por la propiedad universal de coker AF'(y), existe un unico f’ : coker AF(p) —
coker AF(p') tal que

AF(p) 7(¥)

» /
F(QoP) F(P) coker AF(p)ar[d)f —=0
iF(heag) lF(g)
F(Q o PIEL pp) — %) coker AF(¢) 0

Definimos F(f) = f’. Por la propiedad universal de coker AF (), estd bien
definido, F(1) =1y F(fg) = F(f)F(g).
Para ver que F : &/ — % extiende a F : & — % tomamos la resolu-

cion p—2s>p—Ltsp 0 y obtenemos que AF(0) = 0 puesto que F es

exacto derecho y ImAF(0) = ker1 = 0, por lo tanto, coker AF(0) = F(P).

Para ver que la extensién es Unica, sea F' : A — % un funtor exacto derecho,
dado A € A tomando una resolucién proyectiva Q — P — A — 0 y tenemos
que

AF(p)

F'(Q @ P) F ()

F(P) F(A)

14



es exacta. Como F coincide con F” tenemos que F'(A) = coker AF(A) y por
lo tanto, F’ coincide con F en objetos, ademas, por la propiedad universal
del cokerAF(p), F' coincide con F en morfismos puesto que el morfismo es
unico. 0
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Capitulo 4

Funtores de permutacion

Sean 2, % ,%,R como en la seccién 2, dado H € % tenemos el funtor
de Mackey A(_,H) que a cada G € Z le asignamos el R-médulo Ag(G, H)
y a cada biconjunto ¢Ug le asignamos el morfismo de R-médulos Ag(U, H) :
Ar(G',H) — Agr(G, H). que a cada biconjunto g Xg le asigna el biconjunto
UolX.

En este caso el lema de Yoneda nos da un isomorfismo de R-médulos.

Lema 6. dados M funtor de Mackey y H € 2 existe
©: Homprae(A(_,H), M) — M(H)

isomorfismo de R-mddulos natural en M.

Demostracion. Dada f = (fx)kez, donde fx : A(K,H) — M(K), definimos

o(f) = fu(aHu)

Dado m € M(H), definimos ¢(m) = f™ donde f™ ={fPtkez y fF(X) =
M(X)(m) donde X € A(K, H).

Veamos que f™ es una transformacién natural, para esto, basta verificarlo
en biconjuntos.

Seag' Uk : K' = K,y kXpg € A(K, H), el siguiente diagrama conmuta

f m
K

A(K, H) 5~ M(K)

J{A(U,H) \LM(U)

i

AK', H) =~ M(K")
Puesto que M(U)M (X )(m) = M (U o X)(m), por lo tanto, f™ es natural.
ehi(m) = o(f™) = [ (aHu)(m) = M(gHu)(m) =m
Do(f) = (fu (wHp)) = fmtatn
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Solo falta ver que (ffH(HHH))K = fk, para esto, dado X € A(K, H), ten-
emos que

(ffH(HHH))K (X) = M(X)(fH(HHH)) = fK(XOHHH)fK(X)

Por naturalidad de f pues el siguiente diagrama es conmutativo.

A(H, H) 2"~ M(H)

Por lo tanto, ¢ es inversa de 1, sdlo falta ver que alguna de ellas es de
R-médulos.
Para m,n € M(H), ( I“(H'")K € %, tenemos que

kM (kXu) = M(X)(m+n)
M(X)(n) + M(X)(n)
= fRX)+ fk(X)

esto pues por definicién, los funtores de Mackey son R-lineales, andlogamente
tenemos que f" = rfm.

Naturalidad . Sea g : M — N morfismo de funtores de Mackey y sea g, :
hom(A(_,H), M) — hom(A(_,H), N) el morfismo inducido, es decir, g.(f) =
gf, tenemos entonces que

hom(A(_, H),M) —2 s M(H)

lg* l”

hom(A(_, H), M) —2= M(H')

es conmutativo puesto que gy (fu(gHp)) = (9f)u(wHpy) por naturalidad de
g. O

A partir de esta seccién nos restringiremos a funtores de Mackey locales, esto

es, 2 =% = {1}, G un grupo fijoy 2 = {H : H < G}, bajo estas condiciones
denotaremos Macfg;g como Macg(G)

Definiciéon 10. Dado G grupo finito, un funtor de permutacion es un funtor
de Mackey M tal que
M= P A K)

Ke¥

donde los elementos de € son subgrupos de G, no necesariamente no isomorfos.
Denotamos los funtores de Mackey de permutacion sobre G como PMac(QG).
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Corolario 1. Sea M funtor de permutacion, entonces M es proyectivo en
Macg(G).

Demostracion. Sea € una familia de subgrupos de G y
0—-M —-M-—-M'—0

sucesién exacta de funtores de Mackey, entonces

0— homMac(G’) (A(fa H)7 M/) - hom]VIac(G) (A(77 H)7 M) - homMac(G) (A(fa H)a M”) —0

es exacta puesto que

0— M (H)— M(H)— M"(H)— 0

lo es. Haciendo producto sobre % tenemos que

0— [[ m'(#H)— ] M#H) - [] M"(H) -0
He® He® He®
Es exacta, por lo que, Hom pqcr(c)(A(_, X),) es exacto, por lo tanto, A(_, X)

es proyectivo.
O

Notacion: Dado % familia de subgrupos de G, para el G-Conjunto no nece-

sariamente finito X = || G/K denotamos por A(_,X) al funtor de per-
Ke®€
mutacién @ A(_, K)
Ke%
Proposicién 3. Dado M funtor de Mackey, existe P € PMac(G) yp: P — M
morfismo de funtores de Mackey suprayectivo.
Demostracion. Sea X = || G/H x M(H). M(H) es un G-conjunto con la
H<G

accion discreta, de esta forma, X es un G-conjunto cuyo conjunto de dérbitas es
G/H x {s} con s € M(H).

Denotamos ¢ = {s : H < G,s € M(H)}, para s € € denotamos H; si
s € M(Hy). Por el lema de Yoneda tenemos que

homMac(G) (A(fa X)7 M) = H M(Hs)
SEC
Como R-médulos. Tomamos ¢ la transformacién natural determinada por (r) <GreM(H)
donde r recorre los elementos distintos de M (H).
Veamos que @ es suprayectiva, para esto demostraremos que ¢ : A(K, X) —
M(K) es suprayectiva para todo K < G.
Dado t € M(K) Tomamos S € A(K,X) = @ A(K, Hy)

SEE
S = (KAHS)se%’ - { 1] otro caso
De esta forma, ¢ (S) = f*(k Kx) = M(xKk)(t) = t. -
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De esta forma, PMack(G) es una subcategoria plena de Mac(G), de objetos
proyectivos que cubren a todo objeto de Mac(G), por lo que se cumplen las
hipotesis del lema , asi que todo funtor con dominio en Pmac(G) se extiende a
Mac(G).

Proposicién 4. dado K <G y X = || G/L , entonces
Le¥®

A(K, X) = b B(Stabg(y, 7))
(y,2)E[G\((G/K) x X)]

Demostracion. La suma no depende del conjunto de representantes ya que
Stabg (gy, gx) = 9 Stabg(y, x).

Podemos suponer que X = G/L puesto que si X = || G/L tenemos que
Lew
G/KxX=|] G/KxG/LyAK,X)= @ A(K,L).
Le¥ Le¥
Aplicando Mackey para B, el anillo de Burnside tenemos que

G/KxG/L= || G/Kn"L)
a€[K\G/L)

ademas, {(K,aL) : a € [K\G/L]} es un conjunto de representantes para
G/K xG/L bajola accién de G. Sin pérdida de generalidad, tomaremos [G\(G/K)
G/L] = {(K,aL) : a € [K\G/L]}. Con esta notacién, tenemos que Stabg (K, aL) =
KneL.
Definimos ¢ : A(K,L) — &b B(Gy,) en conjuntos transitivos.
(y,2)€[G\(G/Kx X))
Sea g X transitivo, por Bouc tenemos que

kXL = kKaoaBpopBoocly
Donde X = (K x L)/D, A < K, C < Ly se tienen morfismos suprayectivos

A AN B<2— (¢ . Como aBp, € A(A, B), tenemos que Stab4(b) = 1 para
todo b € B, en particular, para b = 1, Stabs(1) = 1 pero Stabs(1) = ker f y f
es suprayectivo, entonces A = B, andlogamente, B = C.

Lo que hemos demostrado es que un biconjunto transitivo X € A(K, L) tiene
la descomposicién de Bouc

kKaocLy
Para A< K,C<Ly f:A=C donde f(a) =csi (a,c) € D.
Definimos ¢(x K40 aLr) = > (KN®L)/(AN®L) donde A < K.
z€[K\G/K)]

Por el argumento anterior, ¢ es suprayectiva.
© es inyectiva pues si (g X1) = >_[0], entonces X = ().

x
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Capitulo 5

Invariantes de Lefschetz

Definicién 11. Un G — poset es un conjunto parcialmente ordenado con una
accion de grupo tal que las traslaciones son funciones crecientes.

Definicién 12. Dado un G — poset finito X, definimos Ag';, el invariante de
Lefschetz de X como el elemento del anillo de burnside de G dado por

AG=- Y (-1)FI(G/Stabg(s))

s€[G\Sd(X)]

Donde Sd(X) es el G-conjunto de cadenas de X con accidn por traslacion
y [G\Sd(X)] es un conjunto de representantes de las orbitas de la accion de G,
|s| denota la cardinalidad de s y Stabg(s) Denota el estabilizador de s.

Un morfimos de G — poset es un morfismo de G-conjuntos creciente.

Otra manera de representar a A§ es definir Sd,,(X) como las cadenas de
tamafio n + 1 de X ,con esta notacién AG = >°(~1)"Sd, (X).

n
Todo G conjunto finito X es un G-poset con el orden discreto z < z’ si
/
x=ux.

Definicién 13. Dados X,Y G-conjunto, definimos la categoria G —poset |y x,
en objetos como parejas (A, f) donde A es un G—poset y f : A =Y xY es un
morfismo de G-conjuntos tal que (fpy)~(y) es finito para todo y € Y donde
py 1Y x X =Y es la proyeccion en Y. Si Y = G/K denotamos G — poset |y x
como G — poset |k x

Definicién 14. Decimos que (Z1, f),(Z2,9) € G — poset|y x son equivalentes

s1 AGf‘f N = AG_y'f . Denotamos el conjunto de clases de equivalencia como
=1 (y,x) 9~ (y,@)
ha(Y, X).

Lema 7. Dado K < G y X G-conjunto, existe una biyeccion
0K,X . hg(K7X) — A(K,X)

tal que O x ((Z1, f1) U (Zs, f2)) = Ok, x(Z1, f1) + Ok, x (Z3, f2)
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Demostracion. Sea Ok x(< Z, f >) definida como

Aot ¢ D B(Stabg(y, 7)) = A(K, X).

(y,2)€[G\(G/K x X)) (y,2)€[G\(G/K x X))
Por definicién de hg(K, X), 0 estd bien definida y es inyectiva, veamos que es
suprayectiva. Sea (8y,z)(y,») un elemento en la suma directa.

Veamos primero que dado G grupo finito y A € B(G), entonces existe Z un
G-poset tal que AY = A. Para A = G/H, Sea Z = G/H con el orden discreto,
entonces AY = G/K. Para A= —G/H tomamos Z; = {a,b,c,d,e} el conjunto
parcialmente ordenado con el siguiente orden

a b

/AN

c d e

Tenemos que Z; es un G-poset con la accién discreta, es decir, gz = z para
todo g € G,z € Z. Definimos Z como Z; x G/K con el 6rden lexicografico, de
esta forma, tenemos que AY = —G/H.

Ahora, para cada (y,z) € [G\(G/K x X)] y By« € B(Stabg(y,z)), existe
Zy,» € Stabg(y, x)-poset tal que ASZFyaEG(y’I) =By
Sea

Z = |_| GGStabG(y,w) o Stabg(y7w)Zy,;C1
Y,x

vy f:Z — G/K x X definida por
f(lg,2]) = (9y.92) siz€Zy,

entonces f es de G-conjuntos. Ademas, Z es un G-poset con el orden
(9,2) < (¢',7) st 2,2 € Z,, y existe x € Stabg(y,x) tal que gr = ¢’ y
7 lz =2
de esta forma, f~1(y,z) = {1} x Z, , 2 Z, , y por lo tanto,
GK,X(Z7 f) = (ﬁy,x)y,m O

Teorema 5. Dados X,Y G-conjuntos no necesariamente finitos, entonces ex-
iste una correspondencia

QY,X : hG(Ya X) - HomMac(G) (A(77 Y)a A(fa X))

Ademas, Oy x ((Z1, f1) U (Z2, f2)) = Oy, x(Z1, f1) + Oy, x(Z2, f2)
Demostracion. ParaY =2 @ G/K, X =2 @ G/L tenemos que
Kee Le2

homaraec) (AL Y), AL X)) =[] homarace) (A K), A(_, X))
Ke®

IT Ax x)

KeC

I he(E X)

ke€

1%

1%
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Veamos que [[ hg(K,X) estd en biyeccién con hg (Y, X)
Lev
Dado {(Zk, fx)}kew € H he(K,X) definimos (Z, f) € ha(Y, X) como

Z= ||l Zxky f:Z—-YX X como f(z2) = fk(z) si z € Zk. Andlogamente,
Ke?
para (Z, F) € h(Y, X) definimos Zx = f~'(G/KxX) y fx = f|,, - Definimos
f como la composicién de estos isomorfismos con esta aplicaciéon y dado que
podemos definir (Zk, fi), estd funcién tiene inversa
El hecho de que esta biyeccidén respete uniones disjuntas se debe a que cada

uno de los morfismos implicados lo cumple. O
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Capitulo 6

Induccion tensorial

Ya estamos preparados para definir nuestro morfismo, lo definiremos con
nuestro teorema de extension para funtores exactos derechos.

Sean GG, H grupos finitos. Notemos que si gUg es un biconjunto y X es un
G-conjunto entonces homg (U, X) es un H-conjunto con la accién de H dada
por (hf)(u) = f(h~'u) para h € H, f € homg(U?,X) yu € U.

Definicién 15. Definimos la induccion tensorial Ty de G en H como el funtor
Ty : PMac(G) — PMac(H) en objetos

Ty(A(, X)) — A(, homg(U’, X))

y en morfimos, al morfismo ¢ : A(_,Y) — A(_, X) representado por
(Z,f) € ha(Y, X) como

TU(Za f) = (homG(UOP’ Z)7 homG(UOP’ f))
Donde
homa(UP, f) : homg(U?,Z) — homag(UP,Y xX) = homag(,U?,Y)xhomqg(U?, X)

Definimos Ty : Mac(G) — Mac(H) como la tnica extension exacta derecha
de TU.

Ejemplo 8. Sea U = 0, entonces homg(U°?, X) tiene un sdlo elemento, por lo
tanto, Ty es un funtor constante.

Ejemplo 9. Sea G = H = U, entonces, para X G-conjunto tenemos homg (U, X) =
X, por lo tanto, T es el funtor identidad.

Proposiciéon 5. Sean G, H, K grupos finitos y gUq, k Vi biconjuntos, entonces

Ty oly =Tyxuu
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Demostracion. Basta verificar que Ty o Ty v Ty« ,u son exactos derechos y
coinciden en PMac(G). Ty o Ty es exacto derecho por composicién mientras
que Ty« , v lo es por definicién, ahora, para X un G-Conjunto, tenemos que

(TvoTy)(A(L, X)) = Tv (A, homa(UP, X)) = A(_, hompg (VP homg(U?, X))
Pero tenemos por adjuncion que que

homyg (VP homg(U?, X)) = homg(UP xg Vo, X)
Por un isomorfismo natural, por lo tanto, Ty o Ty = Ty« ,U O

Definicién 16. Sean M,N € Mac(G), M®&N como el funtor
® : Mac(G) x Mac(G) — Mac(G) exacto derecho, obtenido a traves de extender

ALX)QA(LY)=A(L X xY)
Teorema 6. Sean M, N € Mac(G) y gUg biconjunto, tenemos entonces que
Ty(M&N) = Ty (M)@Ty (N)
Demostracion. la composicién de funtores
Ty o ® : Mac(G) x Mac(G) — Mac(H)

es exacto derecho, por lo tanto, basta demostrar que concide con ® o (Tyy x Tyy)
en objetos de la forma (A(_, X), A(_,Y)), pero por definicién, tenemos que

TU(A(fa X)®A<f’ Y)) = TU(A(f’ X x Y)) = TU(A<77 X)) X TU(A(fv Y))

Puesto que homg(U?, X xY) =2 homg(U?, X) x homg(U°P,Y). O
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