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Introducción

El objetivo de este trabajo es el siguiente: dado un complejo P • finito (acotado)
e inescindible de módulos proyectivos finitamente generados sobre una k-álgebra
de dimensión finita Λ, que no sea equivlente a una de la forma

· · · �� 0 �� 0 �� P P �� 0 �� 0 �� · · · ,

existe una sucesión que casi se divide de la forma

0 �� I• �� E• �� P • �� 0 ,

donde I• es un complejo finito e inescindible de Λ-módulos inyectivos finitamente
generados.

Para alcanzar nuestro objetivo usaremos varios resultados muy conocidos
del Álgebra Homológica; omitiremos las demostraciones en los primeros dos
caṕıtulos de este trabajo, que es donde presentaremos los resultados básicos que
necesitamos para estudiar la categoŕıa de Λ-módulos finitamente generados ya
que al no hacerlo, nos desviaŕıamos mucho de nuestro objetivo.

La intensión de este trabajo es dotar de bases teóricas firmes para estudios
posteriores en las siguientes direcciones:

(a) Demostrar la existencia de sucesiones que casi se dividen en la categoŕıa de
complejos de Λ-módulos proyectivos finitamente generados con homoloǵıa
finita, donde Λ es una k-álgebra de dimensión finita, que tienen la sigu-
iente forma: dado un complejo inescindible con homoloǵıa finita P •, de
Λ-módulos proyectivos finitamente generados, existe una sucesión exacta
localmente trivial y que casi se divide

0 �� Q• �� E• �� P • �� 0 ,

donde Q• y E• son complejos con homoloǵıa finita de Λ-módulos proyec-
tivos finitamente generados tales que Q• es un complejo cuasi-isomorfo
a ν(P •)[−1], ν es la permutación de Nakayama y [−1] es el funtor de
translación.

(b) Siguiendo el trabajo de D. Happel, demostrar la existencia de los triángulos
de Auslander-Reiten en la categoŕıa derivada acotada de un álgebra.
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viii CONTENIDO

(c) Demostrar la existencia de ciertas sucesiones que casi se dividen en la ca-
tegoŕıa de complejos que se anulan fuera del intervalo [a, b] de Λ-módulos
proyectivos finitamente generados.

(d) Demostrar la existencia de ciertas sucesiones que casi se dividen en la
categoŕıa Λ-mod.

Este trabajo se divide en tres caṕıtulos, de los cuales, los dos primeros son
una presentación breve de los conceptos y resultados básicos que requerimos
para el estudio de la categoŕıa de Λ-módulos finitamente generados. Para quien
desee consultar las demostraciones de los resultados presentados en estos dos
primeros caṕıtulos, recomendamos revisar los libros citados en la bibliograf́ıa
como [BM:C], [JR:H], [JR:A] o bien [SK:A].

El último caṕıtulo, lo dedicamos al estudio de la categoŕıa de Λ-módulos
estudiando los funtores duales, la permutación de Nakayama, los complejos de
módulos y, por último, las sucesiones que casi se dividen. Se presta mucha
atención al tratamiento de estos concéptos estudiandolos con claridad y rigurosi-
dad, concluyendo con una exposición precisa de la existencia de las sucesiones
que casi se dividen que tienen la forma antes antes mencionada en la categoŕıa
de complejos de Λ-módulos finitamente generados.

A lo largo de este trabajo se usará la notación i − 1 ∈ s, donde i y s son
números naturales con i ≤ s, la cual significa que i es un elemento del conjunto
{1, 2, . . . , s}.



CAPÍTULO 1

Conceptos básicos

En este caṕıtulo, recopilaremos algunos de los resultados más básicos del álgebra
homológica, los cuales nos serán de utilidad para fijar la notación que usaremos
aśı como los lemas que ocuparemos a lo largo de este trabajo.

A Notación

Para denotar una categoŕıa, generalmente usaremos letras como A ,B o C . La
categoŕıa dual de una categoŕıa A , que denotaremos por A ∗, es la categoŕıa
donde la clase de objetos de A ∗ coincide con la clase de objetos de A y para
dos objetos A y B de A ∗ se define HomA ∗(A,B) = HomA (B,A).

Si tenemos dos categoŕıas A y B, podemos formar la categoŕıa producto
A × B como la categoŕıa en la que los objetos son parejas de objetos (A,B),
donde A es un objeto de A y B es un objeto de B; los morfismos f = (f1, f2) :
(A,B) → (A′, B′) son parejas de morfismos f1 : A → A′ en A y f2 : B → B′

en B.

Un morfismo f : A→ B en una categoŕıa A se llama retracción si existe un
morfismo g : B → A tal que fg = idB ; de manera dual, un morfismo f : A→ B
en A se llama sección si existe un morfismo g : B → A en A tal que gf = idA.
Un isomorfismo es un morfismo que, al mismo tiempo, es una retracción y una
sección. Un morfismo σ : A→ B en A se llama monomorfismo si la relación
σf = σg en A implica que f = g; de manera dual, un morfismo η : A → B en
A se llama epimorfismo si la relación fη = gη en A implica que f = g.

Si σ : A → B es un monomorfismo, lo denotaremos por σ : A ↪→ B; si
η : A→ B es un epimorfismo, lo denotaremos por η : A � B. Dos objetos A y
B se dicen isomorfos si existe un isomorfismo f : A → B; si A es isomorfo a
B, lo denotaremos por A ∼= B.

Recordemos que una categoŕıa A es abeliana si satisface las siguientes
condiciones:

1



2 Conceptos básicos

(a) La categoŕıa A es una categoŕıa normal.

(b) La categoŕıa A es una categoŕıa conormal.

(c) La categoŕıa A tiene núcleos.

(d) La categoŕıa A tiene conúcleos.

(e) Cada morfismo f : A → B en A se factoriza a través de un epimorfismo
η : A→ I y un monomorfismo σ : I → B, ambos en A .

(f) Para cada pareja de objetos A y B en A el conjunto HomA (A,B) tiene
estructura de grupo abeliano y se cumple la ley distributiva de la com-
posoción sobre la suma:

f(g + h) = fg + fh y (f + g)h = fh+ gh.

(g) En A existen productos y coproductos (sumas) finitos.

En una categoŕıa abeliana A se puede demostrar que cada morfismo f :
A → B en A tiene una imagen σ : Im f → B y una coimagen η : A → Coim f
y además, en este caso se tiene Im f = Coim f . Además, se puede ver que si A

es una categoŕıa abeliana, entonces A ∗ también es una categoŕıa abeliana.
Recordemos que, en una categoŕıa abeliana, los productos y las sumas finitas

coinciden, como se muestra en [BM:C].
Sean f : A → B y g : C → B dos morfismos en una categoŕıa A . Un

producto fibrado para f y g es una pareja de morfismos p : P → A y q : P →
C en A que hacen conmutar el diagrama

P
q ��

p

��

C

g

��
A

f
�� B

(1.1)

y que cumplen con la siguiente propiedad universal: si ϕ : D → A y ψ : D →
C son dos morfismos en A que hacen conmutar el diagrama

D
ψ ��

ϕ

��

C

g

��
A

f
�� B,

entonces existe un único morfismo γ : D → P tal que ϕ = pγ y ψ = qγ. A un
diagrama de la forma 1.1 se le llama diagrama de producto fibrado. El con-
cepto dual de un producto fibrado es un coproducto fibrado o suma fibrada
que se obtiene cambiando de orientación todas las flechas en los diagramas que
definen al producto fibrado.



A Notación 3

Se puede demostrar que en una categoŕıa abeliana existen los productos
fibrados aśı como las sumas fibradas.

Decimos que una sucesión de morfismos 〈fn〉n∈Z
en una categoŕıa abeliana

A , digamos

· · · −→ An
fn
−→ An+1

fn+1
−→ An+2 −→ · · · ,

es exacta si para cada n ∈ Z se tiene que Ker fn+1 = Im fn. Decimos que una
sucesión exacta en una categoŕıa abeliana A

0 −→ A
f

−→ E
g

−→ B −→ 0

se divide si g es una retracción.

Lema A.1. Sea A una categoŕıa abeliana. Una sucesión exacta

0 −→ A
f

−→ E
g

−→ B −→ 0

se divide si y sólo si f es una sección.

Si tenemos una sucesión exacta en una categoŕıa abeliana A , digamos

0 −→ A −→ B −→ C −→ 0,

en ocasiones denotaremos a C como B/A.
Sean I y J dos conjuntos finitos no vaćıos y consideremos un morfismo

f :
⊕

j∈J Aj →
⊕

i∈I Bi. Definimos los morfismos coordenados fi,j : Aj →
Bi por fij = πifσj , donde σj : Aj →

⊕
j∈J Aj es la inclusión canónica y

πi :
⊕

i∈I Bi → Bi es la proyección canónica. Los morfismos coordenados
determinan totalmente al morfismo f ya que tenemos el siguiente diagrama
conmutativo ⊕

j∈J

Aj f ��
⊕
i∈I

Bi

πi

��
Ai

σj

��

fi,j

������ Bj .

Aśı, el conjunto de morfismos

Hom

⎛
⎝⊕
j∈J

Aj ,
⊕
i∈I

Bi

⎞
⎠

está en correspondencia uno-a-uno con el conjunto de matrices (fi,j), donde
fi,j ∈ Hom (Aj , Bi). Si g = (gk,i) con g :

⊕
i∈I Bi →

⊕
k∈K Ck, entonces la

matriz que representa a gf es la matriz producto(∑
s∈I

gk,sfs,j

)
.



4 Conceptos básicos

Al morfismo representado por
(
idA

idA

)
se le llama morfismo diagonal, y lo de-

notaremos por Δ : A → A ⊕ A; al morfismo representado por (idA, idA) se le
llama morfismo codiagonal, y lo denotaremos por ∇ : A⊕A→ A. Dados dos
morfismos α : A→ A′ y β : B → B′, al morfismo representado por la matriz(

α 0
0 β

)

lo denotaremos por α⊕ β : A⊕B → A′ ⊕B′.

B Algunos resultados importantes

En esta sección, presentaremos algunos lemas y proposiciones que utilizaremos
en todo este trabajo. Todos los objetos y morfismos en esta sección estarán
dados en una categoŕıa abeliana A .

Un objeto P en una categoŕıa A se llama proyectivo si para cada epimor-
fismo g : A � B y cada morfismo f : P → B existe un morfismo γ : P → A
tal que gγ = f . Decimos que una categoŕıa A tiene suficientes proyec-
tivos si para cada objeto A existe un objeto proyectivo PA y un epimorfismo
η : PA → A.

El concépto dual de un objeto proyectivo es el siguiente: decimos que un
objeto I es inyectivo si para cada monomorfismo f : A ↪→ B y cada morfismo
g : A → I existe un morfismo h : B → I tal que hf = g. Una categoŕıa
A se dice que tiene suficientes inyectivos si para cada objeto A existe un
monomorfismo σA : A ↪→ IA con IA un objeto injectivo.

Las categoŕıas abelianas que consideraremos en lo que resta de este trabajo
serán categoŕıas con suficientes proyectivos.

Lema B.1 (Lema del cinco). Consideremos un diagrama conmutativo en A

con renglones exactos

A1
f1 ��

h1

��

A2
f2 ��

h2

��

A3
f3 ��

h3

��

A4
f4 ��

h4

��

A5

h5

��
B1 g1

�� B2 g2
�� B3 g3

�� B4 g4
�� B5.

(a) Si h1 es un epimorfismo, h2 y h4 son dos monomorfismos, entonces h3 es

un monomorfismo.

(b) Si h5 es un monomorfismo, h2 y h4 son dos epimorfismos, entonces h3 es

un epimorfismo.

(c) Si h1 es un epimorfismo, h5 es un monomorfismo, h2 y h4 son dos isomor-

fismos, entonces h3 es un isomorfismo.

La parte que ocuparemos más de este resultado es el inciso (c). Ahora, pre-
sentaremos una caracterización de los productos fibrados en término de suce-
siones exactas.
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Proposición B.2. Sea 0 −→ A
f

−→ B
g

−→ C −→ 0 una sucesión exacta en A .

Entonces el siguiente diagrama en A

0 �� A
f ′

�� B′
g′ ��

γ′

��

C ′ ��

γ

��

0

0 �� A
f

�� B g
�� C �� 0

es conmutativo con renglones exactos si y sólo si B′ es el producto fibrado de g
y γ.

Recordemos que una extensión de un objeto A por un objeto B en A

es una sucesión exacta corta

0 −→ A −→ E −→ B −→ 0.

Definición B.1. Un morfismo de una sucesión exacta E : 0 −→ A −→ B −→
C −→ 0 a una sucesión exacta E ′ : 0 −→ A′ −→ B′ −→ C ′ −→ 0 es una
terna de morfismos 〈α, β, γ〉 : E → E ′ en A , donde α : A → A′, β : B → B′ y
γ : C → C ′, que hace conmutar el siguiente diagrama

0 �� A′
f ′

��

α

��

B′
g′ ��

β

��

C ′ ��

γ

��

0

0 �� A
f

�� B g
�� C �� 0.

Diremos que dos extensiones en A

E : 0 −→ A
f

−→ E
g

−→ B −→ 0 y E ′ : 0 −→ A
f ′

−→ E′ g′

−→ B −→ 0

son equivalentes si existe un morfismo h : E → E′ en A tal que 〈idA, h, idB〉 :
E → E ′ es un morfismo de sucesiones exactas. Por el lema del cinco, en caso de
existir un morfismo de sucesiones exactas cortas 〈id, h, id〉, el morfismo h es un
isomorfismo; por lo que la relación de ser sucesiones equivalentes es una relación
de equivalencia.

Cuando dos extensiones de A en B, digamos E y E ′, sean equivalentes,
escribiremos E = E ′.

Observación: Consideremos un diagrama en A

B′

γ

��
E : 0 �� A �� E g

�� B �� 0,
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donde E es una sucesión exacta. Para obtener una sucesión exacta E :
0 −→ A −→ E −→ B′ −→ 0 tal que

E : 0 �� A �� E ��

��

B′ ��

γ

��

0

E : 0 �� A �� E �� B �� 0

sea conmutativo, basta con tomar a E como el producto fibrado de g y γ.
Además, por la Proposición B.2 sabemos que la sucesión E es única. Aśı,
a la sucesión E la denotaremos por γE .

Ahora, de manera dual, dado un diagrama en A

E : 0 �� A
f ��

α

��

E
g �� B �� 0

A′

podemos encontrar una sucesión exacta E : 0 −→ A′ f ′

−→ E
g′

−→ B −→ 0 y
un morfismo de sucesiones exactas

〈
α, β, idB

〉
: E → E tal que el siguiente

diagrama en A sea conmutativo

0 �� A
f ��

α

��

E
g ��

β

��

B �� 0

0 �� A′

f ′

�� E
g′

�� B �� 0.

Para ello, basta tomar E como la suma fibrada de α y f . Además, por
la Proposición B.2∗, sabemos que la sucesión E es única; a tal sucesión la
denotaremos por Eα.

Como una consecuencia de la observación anterior, tenemos el siguiente re-
sultado.

Lema B.3. Dado un morfismo de sucesiones exactas 〈α, β, γ〉 : E ′ → E podemos

formar un diagrama conmutativo

E ′ : 0 �� A′
f ′

��

α

��

E′
g′ ��

β′

��

B′ �� 0

E : 0 �� A
κ �� E

q ��

β

��

B′ ��

γ

��

0

E : 0 �� A
f

�� E g
�� C �� 0

donde E es una sucesión exacta y ββ′ = β.
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Gracias a este resultado, en ocasiones no será necesario nombrar al morfismo
de en medio de un morfismo de sucesiones. Algunas de las propiedades de las
acciones de morfismos en sucesiones exactas que hemos visto, se enlistan en el
siguiente resultado.

Lema B.4. Sea E : 0 −→ A −→ E −→ B −→ 0 una sucesión exacta en una

categoŕıa abeliana A . Entonces

(a) idB E = E y E idA = E.

(b) (γγ′)E = γ′(γE) para γ′ : B′′ → B′ y γ : B′ → B en A .

(c) E(α′α) = (Eα)α′ para α′ : A′ → A′′ y α : A→ A′ en A .

(d) (γE)α = γ(Eα) para α : A→ A′ y γ : B′ → B en A .

Dados dos objetos A y B en una categoŕıa abeliana A , denotaremos por
Ext (B,A) al conjunto de clases de equivalencia de extensiones de A por B.
Definimos una operación binaria + en Ext (B,A) como sigue:

E + E ′ def
= ΔB(E ⊕ E ′)∇A, (1.2)

donde E ⊕ E ′ es la suma directa de sucesiones exactas. Observe que + es una
operación bien definida.

Lema B.5.
(
Ext(B,A),+

)
es un grupo abeliano.

C El funtor Ext

En esta sección, presentaremos algunas de las propiedades básicas del funtor
Ext. Sea S la categoŕıa de conjuntos y A una categoŕıa abeliana.

Definición C.1. Definimos la correspondencia Ext : A ∗ ×A → S en objetos
por (B,A) 	→ Ext (B,A), y en morfismos (u, v) : (B,A) → (B′, A′) como la
función

Ext (u, v) : Ext (B,A) → Ext (B′, A′)

E 	→ u∗Ev.

Lema C.1. Ext es un funtor.

Demostración. Por el Lema B.4 inciso (a), tenemos que

(idB)∗E idA = idB E idA = E

para toda extensión E de A por B. Aśı, tenemos que Ext (idB , idA) = idExt(B,A).
Ahora, sean (u, v) : (B,A) → (B′, A′) y (u′, v′) : (B′, A′) → (B′′, A′′) dos
morfismos en C ∗ × C , entonces su composición es

(u′u, v′v) : (B,A) → (B′′, A′′).
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Aplicando el Lema B.4, tenemos las siguientes igualdades:

Ext (u′u, v′v) (E) = (u′u)∗E(v′v) = (u∗[u′]∗) (E(v′v))

= (u∗[u′]∗) ([Ev]v′) = ((u∗[u′]∗)(Ev)) v′

= ([(u∗[u′]∗E)v) v′ = (([u′]∗[u∗E ])v) v′

= ([u′]∗[u∗Ev]) v′ = [u′]∗Ext (u, v) (E)v′

= Ext (u′, v′) (Ext (u, v) (E))

= (Ext (u′, v′) ◦ Ext (u, v)) (E).

Ahora, es claro que Ext es un bifuntor.

El concepto de objeto proyectivo se vincula de manera muy estrecha con los
funtores Hom y Ext. A continuación, presentamos un resultado que nos indica
más precisamente cuál es dicha relación.

Lema C.2. Sea P un objeto en una categoŕıa abeliana A . Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.

(a) P es proyectivo en A .

(b) El funtor Hom (P, ·) es exacto.

(c) Para cualquier objeto A en A se tiene Ext (P,A) = 0.

Sean A y B dos objetos en una categoŕıa abeliana con suficientes proyectivos.
Luego, existe un proyectivo PB y un epimorfismo η : PB → B; sea κ : K → PB
el núcleo de η, entonces tenemos la siguiente sucesión exacta en A

C : 0 −→ K
κ

−→ PB
η

−→ B −→ 0.

En tal caso, usando que el funtor Hom(·, A) es exacto izquierdo, tenemos que la
sucesión de grupos abelianos

0 −→ Hom (B,A) −→ Hom (PB, A) −→ Hom (K,A)

es exacta. Ahora, para cada v : K → A, podemos definir la sucesión exacta
Cv que es una extensión de A por B. Aśı, podemos definir una aplicación
χ : Hom (K,A) → Ext (B,A) mediante la asignación χ(v) = Cv; la aplicación
χ es un homomorfismo de grupos abelianos suprayectivo. Más aún, tenemos el
siguiente resultado.

Proposición C.3. Sean A y B dos objetos en una categoŕıa abeliana A y

supongamos que A tiene suficientes proyectivos. Consideremos una sucesión

exacta en A

0 −→ K
κ

−→ P
η

−→ B −→ 0

con P proyectivo. Entonces, la sucesión inducida

0 −→ Hom (B,A) −→ Hom (PB , A) −→ Hom (K,A)
χ

−→ Ext (B,A) −→ 0

es exacta en la categoŕıa de grupos abelianos.
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Ahora, sean C un objeto y E : 0 −→ A
f

−→ E
g

−→ B −→ 0 una sucesión
exacta en una categoŕıa abeliana A . Definimos la aplicación δ : Hom (C,B) →
Ext (C,A) mediante la asignación u 	→ uE ; aśı, δ es un homomorfismo de grupos
abelianos. También, se tiene el siguiente resultado.

Proposición C.4. Sean C un objeto y E : 0 −→ A
f

−→ E
g

−→ B −→ 0 una

sucesión exacta, ambos en una categoŕıa abeliana A . Entonces, la sucesión de

grupos abelianos

0 �� Hom (C,A)
f∗ �� Hom (C,E)

g∗ �� Hom (C,B)

δ �� Ext (C,A)
Ext(idC ,f) �� Ext (C,E)

Ext(idC ,g) �� Ext (C,B)

(1.3)

es exacta.





CAPÍTULO 2

Complejos

En este caṕıtulo, presentaremos los complejos sobre una categoŕıa abeliana y
nos ocuparemos de estudiar la categoŕıa de complejos sobre la categoŕıa Λ-mod
de módulos finitamente generados sobre una k-álgebra de dimensión finita Λ.

A La categoŕıa de complejos

Un complejo A• en una categoŕıa abeliana A es una sucesión de morfismos en
A

A• : · · · −→ An−1 d
n−1
A−→ An

dn
A−→ An+1 −→ · · ·

tales que dn+1
A dnA = 0 para todo n ∈ Z. Esta condición es claramente equiv-

alente a la condición Im dnA ⊆ Ker dn+1; el śımbolo ⊆ significa que existe un
monomorfismo ι : Im dnA ↪→ Ker dn+1

A tal que si

An
η

−→ Im dnA
σ

−→ An+1

es la factorización de dnA a través de su imagen y κ : Ker dn+1
A ↪→ An+1 es la

inclusión, entonces σ = κι. Un complejo A• se denota por A• = (An, dnA) y a
los morfismos dnA se les llama diferenciales.

Un morfismo entre complejos f• : A• → B• es una familia {fn : An →
Bn |n ∈ Z} de morfismos en A tal que para cada n ∈ Z el siguiente diagrama
conmuta

An
dn

A ��

fn

��

An+1

fn+1

��
Bn

dn
B

�� Bn+1.

La composición de morfismos de complejos se define como la sucesión cuya n-
esima coordenada es (g•f•)n = gnfn. Aśı, tomando a los complejos como la clase

11
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de objetos y a los morfismos de complejos, podemos formar una nueva categoŕıa
C(A ), donde A es una categoŕıa abeliana, y la llamaremos la categoŕıa de
complejos sobre A .

Si A• = (An, dnA) y B• = (Bn, dnB) son dos complejos en A , definimos la
suma directa de A• y B• como

A• ⊕B• : · · · −→ An−1 ⊕Bn−1 d
n−1
A

⊕dn−1
B−→ An⊕Bn

dn
A⊕dn

B−→ An+1 ⊕Bn+1 −→ · · ·

la cual es también un complejo en A . Consideremos las inclusiones canónicas
σn : An → An ⊕Bn y κn : Bn → An ⊕Bn representadas por

σn =

(
idAn

0

)
y κn =

(
0

idBn

)
.

Entonces σ• = 〈σn〉 y κ• = 〈κn〉 son morfismos de complejos y A• ⊕ B• es un
coproducto (suma) de A• y B• en C(A ).

Ahora, supongamos que f• = 〈fn〉 : A• → B• es un morfismo de complejos.
Para cada n ∈ Z, consideremos κn : Ker fn → An el núcleo de fn. Luego,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 �� Ker fn
κn

�� An
fn

��

dn
A

��

Bn

dn
B

��
0 �� Ker fn+1 κ

n+1
�� An+1

fn+1

�� Bn+1.

Sabemos que existe un único morfismo dnKer f : Ker fn → Ker fn+1 que mantiene
conmutativo el diagrama anterior para cada n ∈ Z; aśı, hemos construido una
sucesión de morfismos en A

Ker f• : · · · −→ Ker fn−1
dn−1
Ker f
−→ Ker fn

dn
Ker f
−→ Ker fn+1 −→ · · · .

Para cada n ∈ Z podemos ver que

κn+2dn+1
Ker fd

n
Ker f = dn+1

A dnAκ
n = 0;

y como κn+2 es un monomorfismo, concluimos que dn+1
Ker fd

n
Ker f = 0. Por lo

tanto, Ker f• es un complejo y κ• = 〈κn〉 : Ker f• → A• es un morfismo en la
categoŕıa C(A ). Observe que el morfismo κ• es el núcleo de f• en C(A ).

De manera dual, si consideramos el morfismo de complejos f• = 〈fn〉 : A• →
B•, y para cada n ∈ Z tomamos ηn : Bn → Coker fn, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en A

An
fn

��

dn
A

��

Bn
ηn

��

dn
B

��

Coker fn �� 0

An+1

fn+1

�� Bn+1

ηn+1

�� Coker fn+1 �� 0.
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De aqúı obtenemos la siguiente relación

ηn+1dnBf
n = ηn+1fn+1dnA = 0;

al ser ηn el conúcleo de fn, sabemos que existe un único morfismo dnCoker f que
mantiene conmutativo el diagrama anterior. Además, podemos ver que para
cada n ∈ Z se tiene

dn+1
Coker fd

n
Coker fη

n = ηn+2dn+1
B dnB = 0.

Dado que ηn es un epimorfismo, se concluye que dn+1
Coker fd

n
Coker f = 0. Por tanto,

la sucesión de morfismos en A

Coker f• : · · · −→ Coker fn−1
dn−1
Coker f
−→ Coker fn

dn
Coker f
−→ Coker fn+1 −→ · · ·

es un complejo y η• = 〈ηn〉 : B• → Coker f• es un morfismo de complejos. El
morfismo η• es el conúcleo de f•.

Decimos que un morfismo de complejos f• = 〈fn〉 : A• → B• es local-
mente un monomorfismo (resp., epimorfismo) si para cada n ∈ Z tenemos
que fn es un monomorfismo (resp., epimorfismo). Un morfismo de complejos
f• es localmente un monomorfismo (resp., epimorfismo) si y sólo si f• es un
monomorfismo (resp., epimorfismo) en C(A ). Con estas construcciones, ten-
emos el siguiente resultado.

Lema A.1. Si A es una categoŕıa abeliana, entonces la categoŕıa C(A ) es

abeliana.

B El funtor J y el funtor de translación

En esta sección, presentaremos dos funtores que serán muy importantes en este
trabajo para construir sucesiones de complejos con propiedades interesantes.

Sea A una categoŕıa abeliana. Consideremos la clase de todas las sucesiones
de objetos en A de la forma 〈An〉n∈Z

; un morfismo de una sucesión 〈An〉n∈Z

en una sucesión 〈Bn〉n∈Z
es una sucesión de morfismos 〈fn〉n∈Z

, donde fn ∈
HomA (An, Bn) para cada n ∈ Z. Definimos la composición 〈gn〉n∈Z

〈fn〉n∈Z

como el morfismo 〈gnfn〉n∈Z
. A esta categoŕıa se le llama la categoŕıa grad-

uada de A y la denotaremos por gr(A ). Si A es una categoŕıa abeliana,
entonces gr(A ) también es una categoŕıa abeliana.

Consideremos un objeto 〈An〉n∈Z
en gr(A ), y formemos la siguiente sucesión

de morfismos en A

J(〈An〉) : · · · −→ An−1 ⊕An −→ An ⊕An+1 −→ An+1 ⊕An+2 −→ · · · ,

donde el morfismo An ⊕An+1 → An+1 ⊕An+2 está representado por la matŕız

dnJ(A) =

(
0 idAn+1

0 0

)
.



14 Complejos

La sucesión J(〈An〉) es un complejo en A . Ahora, si f = 〈fn〉 : 〈An〉 → 〈Bn〉
es un morfismo en gr(A ), definimos

J(f)n = fn ⊕ fn+1

para cada n ∈ Z; aśı, tenemos un funtor J : gr(A ) → C(A ). El funtor
J también será considerado como un endofuntor J : C(A ) → C(A ). Para
definir J en C(A ) podemos aplicar el funtor C(A ) → gr(A ) que olvida las
diferenciales y se queda con la sucesión de objetos y despues aplicar J .

Ahora, sean A• un complejo en A y s un número entero. Consideremos
a la sucesión de objetos 〈A•[s]n〉n∈Z

, donde A•[s]n = An+s. Si f• = 〈fn〉 :
A• → B• es un morfismo de complejos, definimos f•[s]n = fn+s. Aśı, tenemos
que [s] : C(A ) → gr(A ) es un funtor covariante llamado el s-corrimien-
to o la s-translación. Para ver a [s] como un endofuntor, podemos definir
dnA[s] = (−1)sdn+s

A para obtener el complejo A[s]• = (A•[s]n, dnA[s]).
A continuación, presentamos las relaciones que existen entre estos dos fun-

tores.

Proposición B.1. Sean 〈An〉 un objeto en gr(A ) y B• un complejo en A .

Entonces, existen isomorfismos naturales

HomC(A ) (J(〈An〉), B•) � Homgr(A ) (〈An〉 , B•[−1])

y

HomC(A ) (B•, J(〈An〉)) � Homgr(A ) (B•[0], 〈An〉) .

Como una consecuencia directa del resultado anterior, tenemos que la cate-
goŕıa C(A ) tiene suficientes proyectivos si A tiene suficientes proyectivos.

Corolario B.2. Si 〈Pn〉 es un objeto de gr(A ) tal que para cada n ∈ Z el objeto

Pn es proyectivo en A , entonces J(〈Pn〉) es proyectivo en C(A ). Si A tiene

suficientes proyectivos, entonces C(A ) también tiene suficientes proyectivos.

C Estructura exacta

En esta sección, presentaremos una estructura exacta sobre la categoŕıa C(A ),
la cual resultará ser una categoŕıa de Frobenius al ser acompañada de dicha
estructura exacta.

Sea F : A → B un funtor. Un subfuntor de F es un funtor G : A → B

tal que existe un monomorfismo σG(A) : G(A) ↪→ F (A) para cada objeto A en
A y para cualquier morfismo f : A → A′ en A , el siguiente diagrama en B es
conmutativo

G(A)
�
� σG(A) ��

G(f)

��

F (A)

F (f)

��
G(A′)

�
�

σG(A′)

�� F (A′).
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Definición C.1. Sea A una categoŕıa abeliana y G un subfuntor de Ext(·, ·) tal
que la clase {F (A•, B•) : A•, B• ∈ C(A )} es cerrada bajo productos fibrados
y sumas fibradas. En tal caso, se dice que G es una estructura exacta en
C(A ).

Ahora, consideremos el subconjunto ExtC(A ) (B•, A•) de ExtC(A ) (B•, A•)
que consiste de todas las sucesiones exactas

0 −→ A• −→ E• −→ B• −→ 0

que son localmente triviales, es decir, para cada n ∈ Z se tiene que la sucesión
exacta en A

0 −→ An −→ En −→ Bn −→ 0

se divide. La asignación (B•, A•) 	→ Ext (B•, A•) es una estructura exacta para
C(A ). En adelante, consideraremos a la categoŕıa C(A ) con la estructura
exacta Ext y la denotaremos por E .

Decimos que P • es E -proyectivo si ExtC(A ) (P •, A•) = 0 para todo complejo
A• en A . Otra manera equivalente de decir que un complejo es E -proyectivo es
exigir que el funtor HomA (P •, ·) sea exacto en E . Es decir, para cada sucesión
exacta de complejos localmente trivial

0 −→ A• −→ E• −→ B• −→ 0

se tiene que la sucesión de grupos abelianos

0 −→ HomC(A ) (P •, A•) −→ HomC(A ) (P •, E•) −→ HomC(A ) (P •, P •) −→ 0

es exacta. El funtor J nos provee de una maquinaria para producir complejos
E -proyectivos y complejos E -inyectivos.

Lema C.1. Si A• es un complejo en A , entonces J(A•) es un complejo E -

proyectivo y E -inyectivo.

Demostración. Es inmediato de la Proposición B.1.

Para cada complejo A• la sucesión

0 −→ A•[−1]
κ•

−→ J(A•[−1])
η•

−→ A• −→ 0

es E -exacta, donde κ• = 〈κn〉 =
〈(id

An−1

−dn−1
A

)〉
y η• = 〈ηn〉 =

〈
(dn−1
A , idAn)

〉
. En

consecuencia, la categoŕıa C(A ) con la estructura exacta E es una categoŕıa con
suficientes proyectivos e inyectivos; más aún, es una categoŕıa de Frobenuis,
es decir, la familia de objetos proyectivos coincide con la familia de objetos
inyectivos.

Ahora, sean A• y B• dos complejos en A ; ya sabemos que existe una E -
sucesión exacta de la forma

E : 0 −→ A•[−1] −→ J(A•[−1]) −→ A• −→ 0.
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Estableceremos la siguiente sucesión exacta de grupos abelianos:

0 −→ HomC(A ) (A•, B•) −→ HomC(A ) (J(A•[−1]), B•)

−→ HomC(A ) (A•[−1], B•)
χB•

−→ ExtC(A ) (A•, B•) −→ 0,

donde la aplicación

χB• : HomC(A ) (A•[−1], B•) −→ ExtC(A ) (A•, B•)

se define como χB•(f•) = Ef• mediante el siguiente diagrama conmutativo con
renglones E -exactos en C(A )

E : 0 �� A•[−1] ��

f•

��

J(A•[−1]) ��

��

A• �� 0

Ef• : 0 �� B• �� E• �� A• �� 0.

Sabemos que χB• : HomC(A ) (A•[−1], B•) −→ Ext (A•, B•) es un homo-
morfismo de grupos abelianos. Como E es una E -sucesión exacta y E es una
estructura exacta para C(A ), concluimos que Ef• también es una E -sucesión ex-
acta, por lo que Ef• ∈ ExtC(A ) (A•, B•). Ahora, consideremos una E -extensión
de B• por A•, digamos

F : 0 −→ B• −→ E• −→ A• −→ 0.

Luego, tenemos el siguiente diagrama con renglones E -exactos

0 �� A•[−1] �� J(A•[−1]) �� A• �� 0

0 �� B• �� E• �� A• �� 0

Dado que J(A•[−1]) es E -proyectivo y E• → A• es un epimorfismo localmente
trivial, existe un morfismo J(A•[−1]) → E• que hace conmutar el siguiente
diagrama

0 �� A•[−1] �� J(A•[−1]) ��

��

A• �� 0

0 �� B• �� E• �� A• �� 0.

Ahora bien, como B• → E• es el núcleo de E• → A•, existe un único morfismo
h• : A•[−1] → B• tal que

0 �� A•[−1] ��

h•

��

J(A•[−1]) ��

��

A• �� 0

0 �� B• �� E• �� A• �� 0



D Cohomoloǵıa 17

es un diagrama conmutativo. De donde concluimos que F = χB•(h•). De este
modo, hemos llegado al siguiente resultado.

Teorema C.2. Sean A• y B• dos complejos en A . Entonces, existe un iso-

morfismo natural

ExtC(A ) (A•, B•) � HomK(A•[−1], B•),

donde HomK(A•[−1], B•) son los morfismos A•[−1] → B• módulo los morfis-

mos que se factorizan a través de un complejo E -proyectivo.

Decimos que un morfismo de complejos f• = 〈fn〉 : A• → B• es nulho-
motópico si existe un morfismo

〈
hn−1

〉
: 〈An〉 → B•[−1] en gr(A ) tal que

fn = dn−1
B hn−1 + hndnA.

Dos morfismos f• = 〈fn〉 : A• → B• y g• = 〈gn〉 : A• → B• son homotópicos
si f• − g• es nulhomotópico.

Definición C.2. Consideremos la familia de objetos ObC(A ) y para dos ob-
jetos A• y B• en C(A ) definimos HomC(A ) (A•, B•) como el grupo abeliano
cociente de HomC(A ) (A•, B•) y el subgrupo abeliano generado por los mor-
fismos que se factorizan a través de un complejo E -proyectivo. A la categoŕıa
que resulta de esto se le llama la categoŕıa estable de complejos en A y la
denotamos por C(A ).

Sean A• y B• en C(A ). Definimos HomK(A ) (A•, B•) como el cociente
de HomC(A ) (A•, B•) entre el subgrupo abeliano generado por los morfismos
nulhomotópicos. A esta categoŕıa se le llama la categoŕıa homotópica en A

y la denotamos por K(A ).

Cuando el contexto no se preste a confusión, HomK(A ) (A•, B•) lo denotare-
mos por HomK (A•, B•).

El que un morfismo f• sea nulhomotópico es equivalente a que f• se factorize
a través de un complejo E -proyectivo; por lo que tenemos el siguiente resultado.

Lema C.3. C(A ) = K(A ).

D Cohomoloǵıa

En esta sección presentaremos lo que es la cohomoloǵıa de un complejo y es-
tudiaremos la categoŕıa de complejos de una categoŕıa abeliana A , usando los
funtores de cohomoloǵıa.

Definición D.1. Consideremos un complejo X• = (Xn, dnX) de objetos en una
categoŕıa abeliana A . Definimos la n-esima cohomoloǵıa del complejo X•

como el cociente

Hn(X•)
def
= Ker dn

X/Im dn−1
X

.
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Podemos definir Hn en morfismos f• : X• → Y • como sigue: sea f• :
A• → B• un morfismo de complejos, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

0 �� Ker dnA
κn

A �� An
dn

A ��

fn

��

An+1

fn+1

��
0 �� Ker dnB

κn
B

�� Bn
dn

B

�� Bn+1.

Sabemos que existe un único morfismo hn(f) : Ker dnA → Ker dnB que mantiene
conmutativo el diagrama anterior; ahora, consideremos el siguiente diagrama

Im dn−1
A

sn−1
A

��

Im dn−1
B

sn−1
B

��
Ker dnA

hn(f)
�� Ker dnB .

Veamos que existe un único morfismo Im dn−1
A → Im dn−1

B que hace conmu-
tar el diagrama anterior: como Im dn−1

A
∼= An−1

/Ker dn−1
A

y también Im dn−1
B

∼=
Bn−1

/Ker dn−1
B

, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
exactos

0 �� Ker dn−1
A

κn−1
A ��

hn−1(f)

��

An−1
ηn−1

A ��

fn−1

��

Im dn−1
A

��

γn−1

���
�
�

0

0 �� Ker dn−1
B

κn−1
B

�� Bn−1

ηn−1
B

�� Im dn−1
B

�� 0,

donde γn−1 : Im dn−1
A → Im dn−1

B es el único morfismo que mantiene conmu-
tativo el diagrama obtenido por la propiedad universal del conúcleo. Ahora,
vemos que

An−1
dn−1

A ��

fn−1

��

ηn−1
A

�� ����������� An

fn

��

Im dn−1
A

γn−1

��

sn−1
A

��

σn−1
A

��������������������
Ker dnA

κn−1
A

�����������

hn(f)

��
Im dn−1

B

sn−1
B ��

σn−1
B ��������������������
Ker dnB� �

κn
B

����
��

��
��

�

Bn−1

dn−1
B

��

ηn−1
B

		���������
Bn

es un diagrama conmutativo, donde σn−1
A = κn−1

A sn−1
A es la imagen de dn−1

A al
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igual que σn−1
B = κn−1

B sn−1
B , ya que

κnB(hn(f)sn−1
A )ηn−1

A = (fnκnA)(sn−1
A ηn−1

A ) = fn(κnAs
n−1
A )ηn−1

A

= fnσn−1
A ηn−1

A = fndn−1
A = dn−1

B fn−1

= (σn−1
B ηn−1

B )fn−1 = (κnBs
n−1
B )(ηn−1

B fn−1)

= (κnBs
n−1
B )(γn−1ηn−1

A ) = κnB(sn−1
B γn−1)ηn−1

A ;

como κnB es un monomorfismo y ηn−1
A es un epimorfismo, entonces

hn(f)sn−1
A = sn−1

B γn−1.

Aśı, hemos mostrado que hn(f)|Im dn−1
A

= γn−1 por lo que Im dn−1
A es llevado a

Im dn−1
B bajo el morfismo hn(f). Definimos ahora

Hn(f) : Hi(A•) → Hi(B•)

mediante el siguiente diagrama conmutativo

0 �� Im dn−1
A

��

��

Ker dnA ��

��

Hn(A•) ��

Hn(f)

���
�
� 0

0 �� Im dn−1
B

�� Ker dnB �� Hn(B•) �� 0.

Para cada n ∈ Z, la asignación Hn : C(A ) → A , definida anteriormente ,
es un funtor covariante.

En adelante, presentaremos algunas relaciones importantes entre los mor-
fismo en la categoŕıa homotópica, los funtores de cohomoloǵıa Hn y las exten-
siones de complejos localmente triviales.

Definición D.2. Decimos que un complejo A• es acotado superiormente si
existe n ∈ Z tal que An+i = 0 para todo i ∈ N. De manera análoga, decimos
que A• es acotado inferiormente si existe n ∈ Z tal que An−i = 0 para todo
i ∈ N. Decimos que A• es acotado si es acotado superior e inferiormente.

Una de las relaciones más importantes de este caṕıtulo es la siguiente.

Teorema D.1. Sean A• y B• dos complejos en una categoŕıa abeliana A .

Entonces, existe un isomorfismo natural

ExtC(A ) (B•, A•) � HomK (B•, A•[1]) .

Demostración. Es inmediato del Teorema C.2 y el Lema C.3.

Consideremos una E -sucesión exacta de complejos

0 −→ A• f•

−→ E• g•

−→ B• −→ 0
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y un complejo C•, entonces la sucesión de grupos abelianos

HomK (C•, A•) −→ HomK (C•, E•) −→ HomK (C•, B•)
δ̄

−→ HomK (C•, A•[1])

−→ HomK (C•, E•[1]) −→ HomK (C•, B•[1])

es exacta. Aplicamos este resultado a la E -sucesión exacta

0 −→ A•[−1] −→ E•[−1] −→ B•[−1] −→ 0

para obtener la sucesión exacta de grupos abelianos

HomK (C•, A•[−1]) −→ HomK (C•, E•[−1]) −→ HomK (C•, B•[−1])

−→ HomK (C•, A•) −→ HomK (C•, E•) −→ HomK (C•, B•)
δ̄

−→ · · ·

mientras que considerando la E -sucesión exacta

0 −→ A•[1] −→ E•[1] −→ B•[1] −→ 0

obtenemos

· · ·

δ̄
−→ HomK (C•, A•[1]) −→ HomK (C•, E•[1]) −→ HomK (C•, B•[1])

−→ HomK (C•, A•[2]) −→ HomK (C•, E•[2]) −→ HomK (C•, B•[2]) −→ · · ·

y siguiendo con este proceso, construimos una sucesión exacta larga

· · · −→ HomK (C•, A•[k]) −→ HomK (C•, E•[k]) −→ HomK (C•, B•[k])

−→ HomK (C•, A•[k + 1]) −→ HomK (C•, E•[k + 1]) −→ · · ·

para cada k ∈ Z.

E Cohomoloǵıa en Λ-mod

En adelante, nos concentraremos en la categoŕıa abeliana A = Λ-mod de
módulos finitamente generados sobre una k-álgebra Λ de dimensión finita.

Consideremos el complejo

Λ : · · · −→ 0 −→ 0 −→ Λ −→ 0 −→ 0 −→ · · ·

donde Λ ocurre en el lugar 0.

Proposición E.1. Para cada complejo de Λ-módulos A• tenemos un isomor-

fismo natural

HomK (Λ, A•) � H0(A•).

Considerando el complejo A•[n] tenemos

HomK (Λ, A•[n]) ∼= H0(A•[n]) = Hn(A•);

al aplicar esto y los resultados de la sección anterior a una sucesión exacta
localmente trivial de complejos de Λ-módulos, digamos

0 −→ A• −→ E• −→ B• −→ 0,

obtenemos la sucesión exacta larga en cohomoloǵıa

· · · −→ Hn(A•) −→ Hn(E•) −→ Hn(B•) −→ Hn+1(A•) −→ Hn+1(E•)

−→ Hn+1(B•) −→ Hn+2(A•) −→ Hn+2(E•) −→ Hn+2(B•) −→ · · ·



CAPÍTULO 3

La categoŕıa Λ-mod

En este caṕıtulo estudiaremos, con mayor precisión, la categoŕıa Λ-mod apoyan-
donos en la categoŕıa de complejos de Λ-módulos aśı como también en la cate-
goŕıa homotópica.

Para establecer la naturalidad de algunas transformaciones, en este caṕıtulo
ocuparemos del siguiente resultado.

Sean F,G : A → B dos funtores entre las categoŕıas A y B. Si τ : F → G
es una transformación natural y μ : G→ F es una transformación tal que para

cada objeto A de A tenemos μA = τ−1
A , entonces μ también es una transfor-

mación natural.

Demostración. Sea f : A→ A′ un morfismo en A , entonces

F (A)
τA ��

F (f)

��

G(A)

G(f)

��
F (A′)

τA′

�� G(A′)

es un diagrama conmutativo; aśı, podemos ver que

τA′(F (f)μA) = G(f)(τAμA) = G(f) = τA′μA′G(f).

De donde concluimos que F (f)μA = μA′G(f), por lo que μ es una transfor-
mación natural.

El resultado anterior nos permitirá reducir el trabajo de verificación, al mo-
mento de querer demostrar que cierta asignación es un isomorfismo natural. No
se hará referencia a este resultado porque la intensión es mantenerlo en mente
ya que es sencillo y se volveŕıa tedioso su constante referencia.
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A Funtores duales

Sea Λ una k-álgebra de dimensión finita. Consideremos la categoŕıa Λ-mod de
módulos izquierdos finitamente generados sobre Λ. En esta sección, estudiare-
mos dos dualidades importantes en la categoŕıa de módulos.

Dualidad estandar La dualidad que estudiaremos en esta subsección es además
un funtor fiel y pleno, como lo veremos más adelante.

Definimos el funtor dual D : Λ-mod → mod-Λ en objetos por

D(M) = Homk(M,k),

donde Homk(M,k) son las transformaciones lineales M → k viendo a M como
un k-espacio vectorial definiendo α.m = (α1).m para cada α ∈ k y m ∈ M ;
luego, en Homk(M,k) definimos

(ϕ.λ)(m) = ϕ(λ.m)

para cada λ ∈ Λ y cada ϕ ∈ Homk(M,k) y recordando que k actúa centralmente
en M (es decir, αλ = λα para todo α ∈ k y todo λ ∈ Λ) podemos ver que
Homk(M,k) es efectivamente un Λ-módulo derecho. En homomorfismos de Λ-
módulos izquierdos f : M → N definimos D(f) : D(N) → D(M) por

D(f)(ϕ) = ϕ ◦ f

para cada ϕ ∈ D(N). Consideremos el funtor, que denoteremos también por D,
D : mod-Λ → Λ-mod definido por

D(M) = Homk(M,k);

definimos en Homk(M,k) la acción

λ.ϕ(m) = ϕ(m.λ)

para λ ∈ Λ y m ∈M , donde M es un Λ-módulo derecho, la cual hace de D(M)
un Λ-módulo izquierdo. En morfismos f : M → N de Λ-módulos derechos,
definimos

D(f)(ϕ) = ϕ ◦ f

para cada transformación k-lineal ϕ : N → k.

Proposición A.1. El funtor D◦D es naturalmente isomorfo al funtor identidad

en Λ-mod.

Demostración. Definamos ev : id → D◦D por la familia evM : M → (D◦D)(M)
definiendo

evM (m) = evm,

donde evm : D(M) → k se define por

evm(ϕ) = ϕ(m).
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Veamos que evM : M → DD(M) es un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos.
Sean m1,m2 ∈M , entonces para cada funcional lineal ϕ : M → k tenemos

evM (m1 +m2)(ϕ) = evm1+m2
(ϕ) = ϕ(m1 +m2) = ϕ(m1) + ϕ(m2)

= evM (m1)(ϕ) + evM (m2)(ϕ) = evM (m1) + evM (m2).

Luego, para cada λ ∈ Λ, m ∈ M y para cada funcional lineal ϕ : M → k se
tienen las igualdades:

evM (λ.m)(ϕ) = evλ.m(ϕ) = ϕ(λ.m) = (ϕ.λ)(m)

= evm(ϕ.λ) = λ. evm(ϕ) = λ. evM (m)(ϕ).

Por lo que evM es en efecto un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos.
Ahora, veamos que evM es un isomorfismo: para cada m ∈ M con m �= 0,

podemos completar al conjunto {m} a una k-base para M , el cual es un k-
espacio vectorial de dimensión finita (esto, por ser Λ de dimensión finita sobre k

y M un Λ-módulo finitamente generado). Digamos que {m,m1, . . . ,ms} es una
k-base de M . Podemos construir una transformación lineal ϕm : M → k por
m �→ 1, mi �→ 0 y extender por linealidad para obtener evm(ϕ) �= 0 por lo que
evM es una transformación lineal inyectiva. Como M es un k-espacio vectorial
de dimensión finita, entonces D(M) también lo es y tienen la misma dimensión.
Luego, DD(M) tiene la misma dimensión que M como k-espacio vectorial y por
tanto, evM debe ser un isomorfismo de k-espacios vectoriales; en particular, es
una función suprayectiva.

Para terminar la prueba, nos falta verificar la naturalidad de ev. Supong-
amos que m ∈ M , f : M → N es un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos
finitamente generados y ϕ : Homk(N,k) → k es un funcional lineal. Entonces

(DD(f) ◦ evM )(m)(ϕ) = (DD(f) ◦ evm)(ϕ)

= (evm ◦D(f))(ϕ) = evm(D(f)(ϕ))

= evm(ϕf) = ϕ(f(m))

= evf(m)(ϕ) = evN (f(m))(ϕ),

de donde concluimos que el diagrama

M
evM��

f

��

DD(M)

DD(f)

��
N evN

�� DD(N)

es conmutativo.

Ahora, estableceremos la fidelidad y plenitud de la dualidad estandar.

Proposición A.2. Sean M y N dos Λ-módulos izquierdos finitamente genera-

dos. Entonces existe un isomorfismo natural

HomΛ(M,N) � HomΛ(D(N), D(M)).
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Demostración. Consideremos la asignación

D : (f : M → N) �→ (D(f) : D(N) → D(M)).

Si D(f) = 0, entonces DD(f) = 0 y como ev es un isomorfismo, tenemos que
f = ev−1DD(f) ev = 0 de donde concluimos que la asignación dada es una
función inyectiva. Ahora, sea g : D(N) → D(M) un homomorfismo de Λ-
módulos derechos finitamente generados; podemos definir f : M → N como el
homomorfismo f = ev−1D(g) ev; luego, tenemos que DD(f) evM = evN f y
por lo tanto

ev−1
N D(g) evM = f = ev−1

N DD(f) evM .

Por la inyectividad de D, tenemos que D(f) = g, y aśı, D es una asignación
suprayectiva. Para verificar la naturalidad, supongamos que f : M ′ → M
y g : M → N son dos homomorfismo de Λ-módulos izquierdos finitamente
generados. Luego

(HomΛ(idD(N), D(f)) ◦D)(g) = D(f)D(g) = D(gf)

= (D ◦ HomΛ(f, idN ))(g),

de donde concluimos que el diagrama

HomΛ(M,N)
D ��

HomΛ(f,idN )

��

HomΛ(D(N), D(M))

HomΛ(idD(N),D(f))

��
HomΛ(M ′, N)

D
�� HomΛ(D(N), D(M ′))

es conmutativo. La naturalidad en N se prueba de manera similar.

Proposición A.3. Sea P un Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente gener-

ado. Entonces D(P ) es un Λ-módulo derecho inyectivo finitamente generado.

Demostración. Sean f : N →M un monomorfismo de Λ-módulos derechos fini-
tamente generados y g : N → D(P ) un homomorfismo de Λ-módulos derechos
finitamente generados, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
Λ-mod

P

�

��γ

��

�
�

�
�

�
�

�

D(D(P ))

D(g)

��
D(M)

D(f)
�� D(N) �� 0,
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donde γ se obtiene por el hecho de que P es proyectivo. Aplicando el funtor
dual al diagrama anterior, obtenemos el diagrama conmutativo en mod-Λ

0 �� N
f ��

�

��

g

��

M

�

��
DD(N)

DD(f)
��

DD(g)

��

DD(M)

D(γ)

��

DD(D(P ))

�

��
D(P );

y de aqúı, concluimos que D(P ) es un Λ-módulo derecho inyectivo finitamente
generado.

La dualidad de Λ-proj Ahora, estudiaremos una dualidad entre las categoŕıas
Λ-proj y proj-Λ. Definimos G : Λ-proj → proj-Λ me-

diante
G(P ) = ∗P = HomΛ(P,Λ),

donde la acción de Λ en ∗P se define por

(ϕ.λ)(p) = ϕ(p)λ

con lo que dotamos a HomΛ(P,Λ) de una estructura de Λ-módulo derecho.
Para homomorfismos de Λ-módulos derechos proyectivos finitamente generados
f : P → Q, definimos G(f) = ∗f : ∗Q→ ∗P por

∗f(ϕ) = ϕ ◦ f.

En lo siguiente, veremos que ∗P es un Λ-módulo derecho proyectivo.

Lema A.4. Sean Λ un anillo asociativo con uno, P ∈ Λ-proj y L ∈ Λ-mod,

entonces existe un isomorfismo natural entre HomΛ(P,L) y ∗P ⊗Λ L.

Demostración. Consideremos la función τ ′ : ∗P ×L→ HomΛ(P,L) definida por
τ ′(ϕ, l)(p) = ϕ(p).l; para λ ∈ Λ, ϕ ∈ ∗P , l ∈ L y p ∈ P tenemos

τ ′(ϕ, l)(λ.p) = ϕ(λ.p).l = (λϕ(p)).l = λ.(ϕ(p).l) = λ.τ ′(ϕ, l)(p)

por lo que τ ′(ϕ, l) : P → L es un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos
finitamente generados. Claramente, τ ′ es una función biaditiva; luego, sea λ ∈
Λ, ϕ ∈ ∗P y l ∈ L, entonces para cada p ∈ P tenemos

τ ′(ϕ.λ, l)(p) = (ϕ.λ)(p).l = (ϕ(p)λ) .l = ϕ(p).(λ.l)

= τ ′(ϕ, λ.l)(p)
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de donde concluimos que τ ′ es una función balanceada. Aśı, sabemos que existe
una única función aditiva τ : ∗P ⊗ L→ HomΛ(P,L) tal que

∗P × L
τ ′

��

��										 HomΛ(P,L)

∗P ⊗ L

τ

��












es un diagrama conmutativo. Ahora, supongamos que f : Q → P es un ho-
momorfismo de Λ-módulos izquierdos proyectivos finitamente generados y sean
ϕ ∈ ∗P , l ∈ L y q ∈ Q, entonces

(τQ ◦ (∗f ⊗ idL))(ϕ⊗ l)(q) = τQ((ϕf) ⊗ l)(q) = (ϕf(q)).l

= ϕ(f(q)).l = τP (ϕ⊗ l)(f(q))

= (HomΛ(f, idL) ◦ τP )(ϕ⊗ l)(q);

y aśı, podemos ver que

∗P ⊗ L
τP ��

∗f⊗idL

��

HomΛ(P,L)

HomΛ(f,idL)

��
∗Q⊗ L

τQ

�� HomΛ(Q,L)

es un diagrama conmutativo. Si ahora g : L → M es un homomorfismo en
Λ-mod, entonces para cada p ∈ P se tienen las siguientes igualdades

(τM ◦ (id∗P ⊗g))(ϕ⊗ l)(p) = τM (ϕ⊗ g(l))(p) = ϕ(p).g(l)

= g(ϕ(p).l) = g(τ(ϕ⊗ l)(p))

= (HomΛ(idP , g) ◦ τL)(ϕ⊗ l)(p);

por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

∗P ⊗ L
τL ��

id∗P ⊗g

��

HomΛ(P,L)

HomΛ(idP ,g)

��
∗P ⊗M τM

�� HomΛ(P,M).

De este modo, concluimos que τ es una transformación natural. Ahora, sea
{ϕi, pi : i−1 ∈ s} una base dual de P y definamos la función ψ : HomΛ(P,L) →
∗P ⊗ L por

ψ(f) =

s∑
i=1

ϕi ⊗ f(pi),
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entonces para cada homomorfismo de Λ-módulos finitamente generados f : P →
L y cada p ∈ P , tenemos

τ(ψ(f))(p) = τ

(
s∑
i=1

ϕi ⊗ f(pi)

)
(p) =

s∑
i=1

τ(ϕi ⊗ f(pi))(p)

=

s∑
i=1

ϕi(p).f(pi) = f

(
s∑
i=1

ϕi(p).pi

)

= f(p);

y para cada ϕ ∈ ∗P y cada l ∈ L se tiene

ψ(τ(ϕ⊗ l)) =

s∑
i=1

ϕi ⊗ (τ(ϕ⊗ l)(pi)) =

s∑
i=1

ϕi ⊗ (ϕ(pi).l)

=

s∑
i=1

(ϕi.ϕ(pi)) ⊗ l =

(
s∑
i=1

ϕi.ϕ(pi)

)
⊗ l

= ϕ⊗ l

probándose que ψ = τ−1.

Recordemos el isomorfismo de adjunción entre el funtor Hom y el producto
tensorial en la categoŕıa de módulos.

Lema A.5 (Isomorfismo de Adjunción). Sean Λ y Γ dos anillos asociativos

con uno. Si M es un objeto en mod-Λ, N es un Λ − Γ-bimódulo y L es un

objeto en Γ-mod, entonces existe un isomorfismo natural en M , N y L entre

HomΓ(M ⊗Λ N,L) y HomΛ(M,HomΓ(N,L)).

Proposición A.6. Sean Λ y Γ dos anillos asociativos con uno, P ∈ Λ-proj,

M ∈ mod-Γ y L un Λ-Γ-bimódulo, entonces

HomΓ(L,M) ⊗Λ P � HomΓ(HomΛ(P,L),M).

Demostración. Por el lema anterior, HomΓ(HomΛ(P,L),M) es naturalmente
isomorfo a HomΓ(∗P ⊗Λ L,M) y por la adjunción del producto tensorial y
el funtor Hom sabemos que HomΓ(∗P ⊗Λ L,M) es naturalmente isomorfo a
HomΛ(∗P,HomΓ(L,M)). Aplicando el lema anterior una vez más, se tiene que
HomΛ(∗P,HomΓ(L,M)) es naturalmente isomorfo a HomΓ(L,M) ⊗Λ

∗P ∗ el
cual, a su vez, es naturalmente isomorfo a HomΓ(L,M)⊗ΛP (como se mostrará
en la Proposición A.8 más adelante) con lo que concluimos la prueba.

Proposición A.7. Si P es un Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente gen-

erado, entonces ∗P es un Λ-módulo derecho proyectivo finitamente generado.

Demostración. Consideremos una sucesión exacta corta de Λ-módulos derechos
finitamente generados

0 −→ L −→M −→ N −→ 0
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y al aplicar el funtor HomΛ(∗P, ·) a la sucesión anterior, obtenemos la sucesión
exacta

0 −→ HomΛ(∗P,L) −→ HomΛ(∗P,M) −→ HomΛ(∗P,N)

la cual, al aplicar la proposición anterior con Γ = Λ, sabemos que es natural-
mente equivalente a la sucesión exacta

0 −→ HomΛ(Λ, L) ⊗Λ P −→ HomΛ(Λ,M) ⊗Λ P −→ HomΛ(Λ, N) ⊗Λ P ;

como Λ es proyectivo, entonces Homλ(Λ, ·) es un funtor exacto por lo que

0 −→ HomΛ(Λ, L) −→ HomΛ(Λ,M) −→ HomΛ(Λ, N) −→ 0

es una sucesión exacta y como P es un módulo proyectivo, entonces es plano
y por tanto, · ⊗ P es un funtor exacto de donde obtenemos la exactitud de la
sucesión

0 −→ HomΛ(Λ, L) ⊗Λ P −→ HomΛ(Λ,M) ⊗Λ P

−→ HomΛ(Λ, N) ⊗Λ P −→ 0.

En conclusión, hemos visto que la sucesión

0 −→ HomΛ(∗P,L) −→ HomΛ(∗P,M) −→ HomΛ(∗P,N) −→ 0

es exacta, es decir, ∗P es proyectivo.

Sea G : proj-Λ → Λ-proj el funtor definido por

G(P ) = P ∗ = HomΛ(P,Λ)

y en homomorfismos de Λ-módulos derechos proyectivos finitamente generados
f : P → Q definimos f∗ : Q∗ → P ∗ por

f∗(ϕ) = ϕ ◦ f ;

podemos ver que G es un funtor de la categoŕıa proj-Λ en la categoŕıa Λ-proj.

Proposición A.8. El funtor G es una dualidad, es decir, existe un isomorfismo

natural de idΛ-proj → G ◦G.

Demostración. Consideremos la transformación ev : id → G ◦ G definida por
evP : P → ∗P ∗, el cual a su vez se define por evP (p) = evp, donde evp : ∗P → Λ
se define por

evp(ϕ) = ϕ(p),

y veamos que para cada Λ-módulo izquierdo proyectivo P tenemos que evP
es un isomorfismo: consideremos un Λ-módulo proyectivo P y su base dual
{λi, pi : i− 1 ∈ r}; sabemos que para cada p ∈ P tenemos

p =

r∑
i=1

λi(p).pi.
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Aśı, vemos que para cada ϕ ∈ ∗P tenemos

ϕ =

r∑
i=1

λi.ϕ(pi);

si ϕ(p) = 0 para todo p ∈ P , entonces ϕ(pi) = 0 para todo i− 1 ∈ r por lo que
ϕ = 0 y vemos que evP es inyectiva. Luego, para cada ϕ ∈ ∗P ∗, tenemos

ϕ =

r∑
i=1

ϕ(λi) evpi

y de aqúı vemos que evP es suprayectiva. La naturalidad es similar a la natu-
ralidad de D. Por tanto, G es una dualidad.

Nota. Para la demostración anterior, no se ocupó el hecho de que ∗P es un
objeto proyectivo.

Corolario A.9. Sean P y Q dos Λ-módulos izquierdos proyectivos finitamente

generados, entonces HomΛ(P,Q) � HomΛ(∗Q, ∗P ).

B La permutación de Nakayama

Definimos el funtor
ν : Λ-proj → Λ-inj

en objetos por
P �→ D(Λ) ⊗Λ P

y en morfismos f : P → Q por

f �→ idD(Λ) ⊗Λf.

Como una consecuencia inmediata de la Proposición A.6 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario B.1. Si P es un Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente genera-

do, entonces D(Λ) ⊗Λ P � D(∗P ).

Demostración. Solo basta tomar Γ = k, L = Λ y M = k además de recordar
que Λ es una k-álgebra de dimensión finita.

De este modo, podemos ver que ν(P ) � D(∗P ) es en efecto un Λ-módulo
izquierdo inyectivo finitamente generado. A este funtor lo llamaremos per-
mutación de Nakayama. Como ν es la composición de dos dualidades, en-
tonces ν es una equivalencia de categoŕıas, en particular, ν es un funtor fiel y
pleno por lo que tenemos el siguiente resultado.

Corolario B.2. Para cada par de Λ-módulos izquierdos proyectivos finitamente

generados P y Q tenemos

HomΛ(P,Q) � HomΛ(ν(P ), ν(Q)).
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Ahora, consideremos un Λ-módulo izquierdo finitamente generado M y un
Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente generado P . A continuación, es-
tableceremos un isomorfismo natural entre el conjunto de homomorfismos de
Λ-módulos izquierdos finitamente generados M → ν(P ) y el dual del k-espacio
vectorial HomΛ(P,M).

Lema B.3. Existe un isomorfismo natural

HomΛ(M,ν(P )) � HomΛ(∗P,D(M)).

Demostración. Dado que el funtor dual D induce un isomorfismo natural

HomΛ(M,D(∗P )) � HomΛ(DD(∗P ), D(M)),

y DD(∗P ) es naturalmente isomorfo a ∗P , se concluye la prueba.

Sean P un Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente generado y M un
Λ-módulo izquierdo finitamente generado. Definimos la siguiente aplicación

ΘP,M : D(HomΛ(P,M)) → HomΛ(∗P,D(M))

como sigue: sea u ∈ D(HomΛ(P,M)) y para ϕ ∈ ∗P queremos definir una
transformación k-lineal Θ(u)(ϕ) : M → k; luego, dado m ∈M definimos θϕ,m :
P →M como

p �→ ϕ(p).m

el cual es un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos finitamente generados, aśı,
podemos definir

ΘP,M (u)(ϕ)(m) = u(θϕ,m).

Lema B.4. ΘP,M es un isomorfismo natural en P y M .

Demostración. Primero, veamos que Θ es natural en P : sean f : P → P ′

un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos proyectivos finitamente generados,
u : HomΛ(P,M) → k un funcional lineal, ϕ′ ∈ ∗P ′ y m ∈M , entonces

(ΘP ′ ◦ D(HomΛ(f, idM )))(u)(ϕ′)(m) = ΘP ′(HomΛ(f, idM ) ◦ u)(ϕ′)(m)

= (HomΛ(f, idM ) ◦ u)(θϕ′,m) = u(θϕ′,m ◦ f);

luego, para cada p ∈ P , tenemos

(θϕ′,m ◦ f)(p) = θϕ′,m(f(p)) = ϕ′(f(p)).m = θϕ′◦f,m(p)

de donde podemos deducir que

u(θϕ′,m ◦ f) = u(θϕ′◦f,m) = (∗f ◦ ΘP (u))(ϕ′)(m)

= (HomΛ(∗f, idD(M)) ◦ ΘP )(u)(ϕ′)(m)
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por lo que el siguiente diagrama es conmutativo:

D(HomΛ(P,M))
ΘP ��

D(HomΛ(f,idM ))

��

HomΛ(∗P,D(M))

HomΛ(∗f,idD(M))

��
D(HomΛ(P ′,M))

ΘP ′

�� HomΛ(∗P ′, D(M))

Ahora, veamos que Θ es natural en M : sean g : M ′ →M un homomorfismo de
Λ-módulos izquierdos finitamente generados, u : HomΛ(P,M) → k un funcional
lineal, ψ ∈ ∗P y m′ ∈M ′, entonces

(
ΘM ′ ◦ D(HomΛ(idP , g))

)
(u)(ψ)(m′) = ΘM ′(u ◦ g)(ψ)(m′)

= (u ◦ g)(θψ,m′) = u(g ◦ θψ,m′);

para p ∈ P , podemos ver que

(g ◦ θψ,m′)(p) = g(ψ(p).m′) = ψ(p).g(m′) = θψ,g(m′)(p)

por lo que tenemos

u(g ◦ θψ,m′) = u(θψ,g(m′)) = ΘM (u)(ψ)(g(m′))

= (ΘM (u)(ψ) ◦ g)(m′) = (ΘM (u) ◦D(g))(ψ)(m′)

=
(
HomΛ(id∗P , D(g)) ◦ ΘM

)
(u)(ψ)(m′)

y aśı, concluimos que el diagrama

D(HomΛ(P,M))
ΘM ��

D(HomΛ(idP ,g))

��

HomΛ(∗P,D(M))

HomΛ(id∗P ,D(g))

��
D(HomΛ(P,M ′))

ΘM′

�� HomΛ(∗P,D(M ′))

es conmutativo. Consideremos ahora una base dual para P , digamos {ϕi, pi :
i− 1 ∈ s}, entonces definimos

ΨP,M : HomΛ(∗P,D(M)) → D(HomΛ(P,M))

como sigue: si h : ∗P → D(M) es un homomorfismo de Λ-módulos derechos,
definimos ΨP,M (h) como el funcional lineal

ΨP,M (h)(g) =

s∑
i=1

h(ϕi)(g(pi)).
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Sean h : ∗P → D(M) un homomorfismo de Λ-módulos derechos finitamente
generados, ϕ ∈ ∗P y m ∈M , entonces

Θ(Ψ(h))(ϕ)(m) = Ψ(h)(θϕ,m) =

s∑
i=1

h(ϕi)(θϕ,m(pi))

=
s∑
i=1

h(ϕi)(ϕ(pi).m) = h

(
s∑
i=1

ϕi.ϕ(pi)

)
(m)

= h(ϕ)(m).

Finalmente, si u : HomΛ(P,M) → k es una transformación k-lineal y g : P →M
es un homomorfismo de Λ-módulos izquierdos finitamente generados, entonces

Ψ(Θ(u))(g) =

s∑
i=1

Θ(u)(ϕi)(g(pi)) =

s∑
i=1

u(θϕi,g(pi))

= u

(
s∑
i=1

θϕi,g(pi)

)
.

Luego, para p ∈ P podemos ver que

s∑
i=1

θϕi,g(pi)(p) =

s∑
i=1

ϕi(p).g(pi) = g

(
s∑
i=1

ϕi(p).pi

)
= g(p);

y aśı, concluimos que Ψ(Θ(u))(g) = u(g). Por tanto, Ψ = Θ−1.

Concluimos con el siguiente resultado.

Proposición B.5. Sean P un Λ-módulo izquierdo proyectivo finitamente ge-

nerado y M un Λ-módulo izquierdo finitamente generado, entonces existe un

isomorfismo natural HomΛ(M,ν(P )) � D(HomΛ(P,M)).

C Complejos de módulos

Recordemos que un complejo A• de objetos en Λ-mod es acotado o finito si es
acotado superior e inferiormente, es decir, existen n1, n2 ∈ Z con n1 ≤ n2 tales
que para todo m < n1 se tiene Am = 0 y para todo k > n2 tenemos Ak = 0.

Sea P • = (Pn, dnP ) un complejo finito de Λ-módulos proyectivos finitamente
generados, definimos ν(P •) como el complejo (ν(Pn), ν(dnP )), el cual es un com-
plejo finito de Λ-módulos inyectivos finitamente generados.

Consideremos, en los subsecuente, dos complejos finitos de Λ-módulos finita-
mente generados M• y P •, donde P • es un complejo de Λ-módulos proyectivos.

Lema C.1. Existe una transformación natural

Ψ : HomK(M•, ν(P •)) → DHomK(P •,M•).
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Demostración. Primero, definiremos la función

Ψ′ : HomC(M•, ν(P •)) → DHomK(P •,M•).

Para un morfismo de complejos f• : M• → ν(P •), definimos

Ψ′(f•) : HomK(P •,M•) → k

como la función

Ψ′(f•)(g•) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(gi),

donde ρ : HomΛ(M i, ν(P i)) → DHomΛ(P i,M i) es el isomorfismo natural es-
tablecido en la sección anterior. Nótese que la suma es una suma finita ya que
los complejos M• y P • son finitos además de que Ψ′(f•) es un funcional lineal en
el k-espacio vectorial HomC(P •,M•). Ahora, supongamos que g• : P • → M•

es un morfismo de complejos nulhomotópico y sea h• : P • → M•[−1] una
homotoṕıa de g•, entonces para cada i ∈ Z tenemos

gi = di−1
M hi + hi+1diP .

Sea i ∈ Z; por la naturalidad de ρ, sabemos que

HomΛ(M i+1, ν(P i+1))
ρ ��

HomΛ(di
M ,id

ν(P i+1))

��

DHomΛ(P i+1,M i+1)

DHomΛ(id
P i+1 d

i
M )

��
HomΛ(M i, ν(P i+1)) ρ

�� DHomΛ(P i+1,M i)

es un diagrama conmutativo y aśı, para f i+1 ∈ HomΛ(M i+1, ν(P i+1)) y hi+1 ∈
HomΛ(P i+1,M i) tenemos

ρ(f i+1diM )(hi+1) = ρ(f i+1)(diMh
i+1). (3.1)

Nuevamente, por la naturalidad de ρ, sabemos que

HomΛ(M i, ν(P i))
ρ ��

HomΛ(id
Mi ,ν(d

i
P ))

��

DHomΛ(P i,M i)

DHomΛ(di
P ,idMi )

��
HomΛ(M i, ν(P i+1)) ρ

�� DHomΛ(P i+1,M i)

es un diagrama conmutativo; por lo que, para f i ∈ HomΛ(M i, ν(P i)) y hi+1 ∈
DHomΛ(P i+1,M i) tenemos

ρ(ν(diP )f i)(hi+1) = ρ(f i)(hi+1diP ). (3.2)
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De las relaciones (3.1) y (3.2) se obtienen las siguientes igualdades

ρ(f i)(gi) = ρ(f i)(di−1
M hi + hi+1diP )

= ρ(f i)(di−1
M hi) + ρ(f i)(hi+1diP )

= ρ(f idi−1
M )(hi) + ρ(f i)(hi+1diP )

= ρ(ν(di−1
P )f i−1)(hi) + ρ(f i)(hi+1diP )

= ρ(f i−1)(hidi−1
P ) + ρ(f i)(hi+1diP )

y de aqúı, deducimos que∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(gi) =
∑
i∈Z

(−1)i
(
ρ(f i−1)(hidi−1

P ) + ρ(f i)(hi+1diP )
)

=
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i−1)(hidi−1
P ) +

∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(hi+1diP )

=
∑
i∈Z

(−1)i+1ρ(f i)(hi+1diP ) +
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(hi+1diP )

= 0.

De este modo, vemos que Ψ′(f•) es un funcional lineal en HomK(P •,M•).
Ahora, supongamos que f• : M• → ν(P •) es un morfismo de complejos nulho-
motópico y sea h• : M• → ν(P •)[−1] una homotoṕıa de f•, entonces para cada
i ∈ Z tenemos

f i = ν(di−1
P )hi + hi+1diM ;

por la naturalidad de ρ, sabemos que

HomΛ(M i, ν(P i−1))
ρ ��

HomΛ(di−1
M

,id
ν(P i−1))

��

DHomΛ(P i−1,M i)

DHomΛ(id
P i−1 ,d

i−1
M

)

��
HomΛ(M i−1, ν(P i−1)) ρ

�� DHomΛ(P i−1,M i−1)

y

HomΛ(M i, ν(P i−1))
ρ ��

HomΛ(id
Mi ,ν(d

i−1
P

))

��

DHomΛ(P i−1,M i)

DHomΛ(di−1
P

,id
Mi )

��
HomΛ(M i, ν(P i)) ρ

�� DHomΛ(P i,M i)

son diagramas conmutativos. Por lo que para hi ∈ HomΛ(M i, ν(P i−1)) y gi ∈
HomΛ(P i,M i) tenemos

ρ(hidi−1
M )(gi−1) = ρ(hi)(di−1

M gi−1) ρ(ν(di−1
P )hi)(gi) = ρ(hi)(gidi−1

P )

y como gidi−1
P = di−1

M gi−1, concluimos que para cada i ∈ Z se tiene

ρ(ν(di−1
P )hi) = ρ(hi)(gidi−1

P ) = ρ(hi)(di−1
M gi−1)

= ρ(hidi−1
M )(gi−1). (3.3)
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Aśı, de la relación (3.3) se deducen, que para g• ∈ HomK(P •,M•), las siguientes
igualdades

Ψ′(f•)(g•) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(gi) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(ν(di−1
P )hi + hi+1diM )(gi)

=
∑
i∈Z

(−1)i
(
ρ(ν(di−1

P )hi)(gi) + ρ(hi+1diM )(gi)
)

=
∑
i∈Z

(−1)iρ(ν(di−1
P )hi)(gi) +

∑
i∈Z

(−1)iρ(hi+1diM )(gi)

=
∑
i∈Z

(−1)iρ(hidi−1
M )(gi−1) +

∑
i∈Z

(−1)iρ(hi+1diM )(gi)

=
∑
i∈Z

(−1)i+1ρ(hi+1diM )(gi) +
∑
i∈Z

(−1)iρ(hi+1diM )(gi)

= 0.

Por lo tanto, vemos que Ψ′ induce una única transformación lineal

Ψ : HomK(M•, ν(P •)) → DHomK(P •,M•)

tal que

HomC(M•, ν(P •))
Ψ′

��

��

DHomK(P •,M•)

HomK(M•, ν(P •))

Ψ

		���������������

es un diagrama conmutativo. Ahora, verifiquemos la naturalidad de Ψ: sea
g• : N• → M• un morfismo de complejos en la categoŕıa K(Λ-mod), entonces
para cada morfismo f• ∈ HomK(M•, ν(P •)) y cada ϕ• ∈ HomK(P •, N•) se
tiene

(ΨN ◦HomK(g•, idν(P•)))(f
•)(ϕ•) = ΨN (f•g•)(ϕ•) =

∑
i∈Z

(−1)iρ(f igi)(ϕi)

y también tenemos

(DHomK(idP• , g•) ◦ΨM )(f•)(ϕ•) = ΨM (f•)(g•ϕ•) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(giϕi).

Por otro lado, para cada i ∈ Z, usando la naturalidad de ρ, se obtiene el siguente
diagrama conmutativo

HomΛ(M i, ν(P i))
ρ

Mi ��

HomΛ(gi,id
ν(P i))

��

DHomΛ(P i,M i)

DHomΛ(id
P i ,g

i)

��
HomΛ(N i, ν(P i)) ρ

Ni

�� DHomΛ(P i, N i).
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Por lo que ρNi(f igi)(ϕi) = ρMi(f i)(giϕi). Aśı, vemos que∑
i∈Z

(−1)iρ(f igi)(ϕi) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(giϕi)

y por tanto, Ψ es natural en M•. Ahora, supongamos que g• : P • → Q• es un
morfismo entre complejos de proyectivos finitamente generados, entonces para
cada ψ• : Q• →M• obtenemos

(DHomK(g•, idM•) ◦ ΨP )(f•)(ψ•) = Ψ(f•)(ψ•g•) =
∑
i∈Z

(−1)iρ(f i)(ψigi)

=
∑
i∈Z

(−1)iρ(ν(gi)f i) = ΨQ(ν(g•)f•)(ψ•)

= (ΨQ ◦ HomK(idM• , ν(g•)))(f•)(ψ•)

de donde concluimos que

HomK(M•, ν(P •))
ΨP ��

HomK(idM• ,ν(g•))

��

DHomK(P •,M•)

DHomK(g•,idM• )

��
HomK(M•, ν(Q•))

ΨQ

�� DHomK(Q•,M•)

es un diagrama conmutativo, lo que prueba la naturalidad en P .

A continuación, verificaremos que Ψ es, de hecho, un isomorfismo natural.

Lema C.2. La transformación Ψ definida en el lema anterior es un isomor-

fismo.

Demostración. La prueba se reallizará por doble inducción en los tamaños de
P • y de M•.

Tamaño de P • igual a 1. Supongamos que P • esta concentrado en i; en-
tonces

P • : · · · −→ 0 −→ 0 −→ P i −→ 0 −→ 0 −→ · · · .

Demostraremos en este caso que Ψ es un isomorfismo haciendo inducción
sobre el tamaño de M•. Supongamos que M• tiene tamaño 1 y que está
concentrado en j. Dividiremos la prueba en dos casos:

Caso i �= j. En este caso, es claro que HomK(M•, ν(P •)) = 0 aśı como
DHomK(P •,M•) = 0; concluyendose que Ψ es un isomorfismo.

Caso i = j. Ahora, cada morfismo de complejos f• : M• → ν(P •) es
una sucesión de homomorfismo de Λ-módulos que conmuta con las
diferenciales dnM y dnP y al ser estas diferenciales cero para todo n ∈ Z,
concluimos que f• =

〈
. . . , 0, 0, f i, 0, 0, . . .

〉
. De aqúı, podemos ver

que
HomK(M•, ν(P •)) = HomΛ(M i, ν(P i)).



C Complejos de módulos 37

Con argumentos similares podemos probar que

DHomK(P •,M•) = DHomΛ(P i,M i);

aśı, tenemos Ψ = ρ, el cual es un isomorfismo.

Siguiendo con la prueba, supongamos que hemos probado este resultado
para todo complejo de Λ-módulos finitamente generados de tamaño menor
que n. Sea M• un complejo sobre Λ-mod de tamaño n, digamos

M• : · · · −→ 0 −→Ms −→ · · · −→Ms+n−2 −→Ms+n−1 −→ 0 −→ · · · ,

y consideremos la siguiente sucesión exacta de complejos

L• : · · · ��

��

0

��

��
· · ·

�� 0

��

�� Ms+n−1 �� 0 ��

��

· · ·

M• : · · · ��

��

Ms
d

s
M ��

· · ·
�� Ms+n−2 �� Ms+n−1 ��

��

0 ��

��

· · ·

N• : · · · �� Ms
d

s
M ��

· · ·
�� Ms+n−2 �� 0 �� 0 ��

· · ·

la cual es claramente una sucesión localmente trivial de complejos. Sabe-
mos que dicha sucesión exacta corta induce el siguiente diagrama conmu-
tativo y exacto

· · ·
�� HomK(L•[1], ν(P •)) ��

ΨL[1],P

��

HomK(N•, ν(P •)) ��

ΨN,P

��

HomK(M•, ν(P •))

ΨM,P

��
· · ·

�� DHomK(P •, L•[1]) �� DHomK(P •, N•) �� DHomK(P •, M•)

�� HomK(L•, ν(P •)) ��

ΨL,P

��

HomK(N•[−1], ν(P •)) ��

ΨN[−1],P

��

· · ·

�� DHomK(P •, L•) �� DHomK(P •, N•[−1]) ��
· · ·

Como L• y N• son complejos de tamaño menor que n, las transforma-
ciones ΨL[1],P ,ΨN,P ,ΨL,P y ΨN [−1],P son isomorfismos; por el Lema del
cinco, concluimos que ΨM,L es también un isomorfismo.

Tamaño de P • igual a n. Supongamos que hemos probado el resultado para
todo complejo de proyectivos finitamente generados de tamaño menor que
n y sea P • un complejo sobre Λ-proj de tamaño n. Como antes, podemos
considerar la siguiente sucesión exacta de complejos localmente trivial

Q• : · · · ��

��

0

��

��
· · ·

�� 0

��

�� P s+n−1 �� 0 ��

��

· · ·

P • : · · · ��

��

P s
d

s
P ��

· · ·
�� P s+n−2

d
s+n−2
P �� P s+n−1 ��

��

0 ��

��

· · ·

R• : · · · �� P s
d

s
P ��

· · ·
�� P s+n−2 �� 0 �� 0 ��

· · ·
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Aplicando ν a dicha sucesión, obtenemos la sucesión

0 −→ ν(Q•) −→ ν(P •) −→ ν(R•) −→ 0

la cual se ve como

· · ·
�� 0

��

��
· · ·

�� 0

��

�� ν(P s+n−1) �� 0 ��

��

· · ·

· · ·
�� ν(P s)

ν(ds
P ) ��

· · ·
�� ν(P s+n−2)

ν(ds+n−2
P

)
�� ν(P s+n−1) ��

��

0 ��

��

· · ·

· · ·
�� ν(P s)

ν(ds
P ) ��

· · ·
�� ν(P s+n−2) �� 0 �� 0 ��

· · ·

y de aqúı, podemos ver que es una sucesión exacta localmente trivial.
Ahora, recordemos que la sucesión exacta

0 −→ Q• −→ P • −→ R• −→ 0

está totalmente determinada por un morfismo h• : R• → Q•[1] que se
define a través del siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 �� Q• �� P • ��

���
�
� R• ��

h•

���
�
� 0

0 �� Q• �� J(Q•) �� Q•[1] �� 0.

Si observamos la sucesión exacta

ν(Q•) : · · ·

��

�� 0 ��

��

0 ��

��

ν(P s+n−1) ��

��

0 ��

��

· · ·

ν(J(Q•)) : · · ·

��

�� 0 ��

��

ν(P s+n−1) ��

��

ν(P s+n−1) ��

��

0 ��

��

· · ·

ν(Q•[1]) : · · · �� 0 �� ν(P s+n−1) �� 0 �� 0 ��
· · ·

podemos concluir que

ν(J(Q•)) = J(ν(Q•))

aśı como

ν(Q•[1]) = ν(Q•)[1];

de este modo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
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exactos

0 �� ν(Q•) �� ν(P •) ��

���
�
�

ν(R•) ��

ν(h•)

���
�
� 0

0 �� ν(Q•) �� ν(J(Q•)) �� ν(Q•[1]) �� 0

0 �� ν(Q•) �� J(ν(Q•)) �� ν(Q•)[1] �� 0.

Por lo que la sucesión exacta

0 −→ ν(Q•) −→ ν(P •) −→ ν(R•) −→ 0

está totalmente determinada por el morfismo ν(h•). Luego, esta sucesión
exacta corta dá lugar al siguiente diagrama conmutativo y exacto

· · ·
�� HomK(M•, ν(R•)[−1]) ��

�

��

HomK(M•, ν(Q•)) ��

�

��

HomK(M•, ν(P •))

ΨM,P

��
· · ·

�� DHomK(R•[−1], M•) �� DHomK(Q•, M•) �� DHomK(P •, M•)

�� HomK(M•, ν(R•)) ��

�

��

HomK(M•, ν(Q•)[1]) ��

�

��

· · ·

�� DHomK(R•, M•) �� DHomK(Q•[1], M•) ��
· · ·

y nuevamente, por el Lema del cinco, se concluye que ΨM,P es un iso-
morfismo.

Con esto, termina la prueba.

D Sucesiones que casi se dividen

En esta última sección, demostraremos que en la categoŕıa de complejos finitos
de módulos finitemante generados sobre una k-álgebra Λ de dimensión finita ex-
iste una clase especial de sucesiones exactas denominadas sucesiones que casi se

dividen. Para esto, ocuparemos los resultados que, hasta ahora, hemos expuesto
en este trabajo.

Como hemos visto, para dos complejos finitos M• y P • en Λ-mod, donde
P • es un complejo de Λ-módulos proyectivos finitamente generados, existe un
isomorfismo natural entre ExtC(M•, ν(P •)[−1]) y HomK(M•, ν(P •)); el cual a
su vez es naturalmente isomorfo a DHomK(P •,M•). Concluimos aśı que

ExtC(M•, ν(P •)[−1]) � DHomK(P •,M•) (3.4)

Ahora, supongamos que P • es un complejo finito de Λ-módulos proyectivos
finitamente generados y que además, P • es inescindible en la categoŕıa de com-
plejos de Λ-módulos finitamente generados. Supongamos también que P • no es
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equivalente a uno de la forma

· · · �� 0 �� 0 �� P P �� 0 �� 0 �� · · · .

En particular, se tiene HomK(P •, P •) �= 0. Como P • es un objeto inescindible,
se sabe que el anillo de endomorfismos de P • es un anillo local, con radica
de Jacobson r. Recordemos que, en este caso, el radical de Jacobson consta
de todos los elementos de EndC(P •) que no son invertibles. Sea a el ideal de
EndC(P •) generado por los morfismos que se factorizan a través de un complejo
proyectivo, entonces

HomK(P •, P •) � EndC(P •)/a;

luego, como el radical r es el único ideal maximal de EndC(P •), se tiene que
a ⊆ r y aśı, tenemos

k
n � EndC(P •)/r �

EndC(P •)/a

r/a
� HomK(P •, P •)/r,

donde r = r/a. Como idP• �∈ r, entonces idP• �∈ r y aśı, podemos fijar una k-
base de HomK(P •, P •) que contenga a idP• ; luego, definimos la funcional lineal
χ : HomK(P •, P •) → k por idP• �→ 1 y el resto de los elementos básicos los
transformamos en 0. A esta funcional le corresponde una extensión de ν(P •)[−1]
por P • mediante el isomorfismo natural (3.4), digamos que

E : 0 −→ ν(P •)[−1] −→ E• −→ P • −→ 0

es la sucesión que le corresponde a χ. Nótese que el complejo ν(P •)[−1] es
inescindible ya que ν es una equivalencia; también es importante mencionar
que la sucesión E no se divide ya que χ �= 0. A continuación, estudiaremos las
propiedades de esta sucesión.

Proposición D.1. Si f• : A• → P • es un morfismo que no es retracción,

entonces existe un morfismo γ• : A• → E• que hace conmutar el siguiente

diagrama

A•

f•

��

γ•













0 �� ν(P •)[−1] �� E• �� P • �� 0.

Demostración. Sabemos que el siguiente diagrama conmuta

ExtC(P •, ν(P •)[−1]) ��

Ext
C

(f•,idν(P•)[−1])

��

DHomK(P •, P •)

DHomK(idP• ,f•)

��
ExtC(A•, ν(P •)[−1]) �� DHomK(P •, A•).
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Denotemos por χE a la funcional correspondiente a la sucesión exacta E , y
recordemos que f•.E es la extensión ExtC(f•, idν(P•)[−1])(E). Si h• : P • → A•

es un morfismo en HomK(P •, A•), entonces

χf•.E(h•) = χE(f•h•).

Como f• no es una retracción, se tiene que f•h• �= idP• por lo que χE(f•h•) = 0.
Aśı, concluimos que f•.E = 0, es decir, es una sucesión exacta que se divide.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

f•.E : 0 �� ν(P •)[−1] �� F •
q• ��

p•

��

A• ��

f•

��

0

E : 0 �� ν(P •)[−1] �� E•

ϕ•

�� P • �� 0.

Como f•.E se divide, existe un morfismo σ : A• → F • tal que q•σ• = idA• y si
definimos γ• = p•σ•, podemos ver que

ϕ•γ• = ϕ•(p•σ•) = (ϕ•p•)σ•

= (f•q•)σ• = f•(q•σ•)

= f•

con lo que acabamos con la prueba.

Proposición D.2. Si g• : ν(P •)[−1] → B• es un morfismo que no es sección,

entonces existe un morfismo γ• : E• → B• que hace conmutar el siguiente

diagrama

0 �� ν(P •)[−1] ��

g•

��

E• ��

γ•

���
�

�
�

�
P • �� 0

B•.

Demostración. Como ν y [−1] son equivalencias, sabemos que existe un mor-
fismo g̃• : P • → B• tal que g• = ν(g̃•)[−1]; como g• no es una sección, g̃• no
puede ser una sección. Considerando el siguiente diagrama conmutativo

ExtC(P •, ν(P •)[−1]) ��

Ext
C

(idP• ,g•)

��

DHomK(P •, P •)

DHomK(g̃•,idP• )

��
ExtC(P •, B•) �� DHomK(B•, P •)

podemos ver que para todo morfismo h• ∈ HomK(B•, P •) se satisface la igual-
dad

χE.g•(h) = χE(h•g̃•);
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como g̃• no es una sección, entonces h•g̃• �= idP• por lo que χE.g•(h
•) = 0 y

de aqúı, concluimos que E .g• = 0. Observemos ahora el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos

0 �� ν(P •)[−1]
κ•

��

g•

��

E• ��

p•

��

P • �� 0

0 �� B•

q•
�� F • �� P • �� 0.

Como E .g• se divide, entonces existe un morfismo η• : F • → B• tal que η•q• =
idB• y si definimos γ• = η•p•, podemos ver que

γ•κ• = (η•p•)κ• = η•(p•κ•)

= η•(q•g•) = (η•q•)g•

= g•,

con lo que concluimos la prueba.

Definición D.1. Sean A una categoŕıa abeliana y

E : 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0

una sucesión exacta en A . Decimos que E es una sucesión que casi se divide
si es una sucesión exacta que no se divide y que se cumplen las siguientes tres
condiciones:

(SCD1) Los objetos A y C son inescindibles en A .

(SCD2) Para cada morfismo D → C que no sea una retracción, existe un
morfismo D → B que hace conmutar el siguiente diagrama

D

�����
�

�
�

0 �� A �� B �� C �� 0.

(SCD3) Para cada morfismo A→ E que no sea una sección, existe un morfismo
B → E que hace conmutar el siguiente diagrama

0 �� A ��

��

B ��

���
�

�
�

C �� 0

E.

Aśı, hemos mostrado que dado un complejo finito inescindible de Λ-módulos
proyectivos finitamente generados P •, que no sea equivalente a uno de la forma

· · · �� 0 �� 0 �� P P �� 0 �� 0 �� · · · ,
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existe una sucesión que casi se divide que termina en P • y que tiene la forma

0 �� ν(P •)[−1] �� E• �� P • �� 0,

donde ν(P •)[−1] es un complejo finito inescindible de Λ-módulos inyectivos
finitamente generados, que era el objetivo de este trabajo.
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