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Introducciéon

El objetivo de este trabajo es el siguiente: dado un complejo P* finito (acotado)
e inescindible de médulos proyectivos finitamente generados sobre una k-algebra
de dimensién finita A, que no sea equivlente a una de la forma

0 0 P=—P 0 0 S

existe una sucesién que casi se divide de la forma

0 I° E* P* 0,

donde I*® es un complejo finito e inescindible de A-mddulos inyectivos finitamente
generados.

Para alcanzar nuestro objetivo usaremos varios resultados muy conocidos
del Algebra Homoldgica; omitiremos las demostraciones en los primeros dos
capitulos de este trabajo, que es donde presentaremos los resultados bésicos que
necesitamos para estudiar la categoria de A-mddulos finitamente generados ya
que al no hacerlo, nos desviariamos mucho de nuestro objetivo.

La intension de este trabajo es dotar de bases tedricas firmes para estudios
posteriores en las siguientes direcciones:

(a) Demostrar la existencia de sucesiones que casi se dividen en la categoria de
complejos de A-mddulos proyectivos finitamente generados con homologia
finita, donde A es una k-algebra de dimension finita, que tienen la sigu-
iente forma: dado un complejo inescindible con homologia finita P*®, de
A-moédulos proyectivos finitamente generados, existe una sucesién exacta
localmente trivial y que casi se divide

0 Q* E* pe 0,

donde Q°® y E*® son complejos con homologia finita de A-mddulos proyec-
tivos finitamente generados tales que Q° es un complejo cuasi-isomorfo
a v(P®)[-1], v es la permutacién de Nakayama y [—1] es el funtor de
translacién.

(b) Siguiendo el trabajo de D. Happel, demostrar la existencia de los tridngulos
de Auslander-Reiten en la categoria derivada acotada de un algebra.
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viii CONTENIDO

(c) Demostrar la existencia de ciertas sucesiones que casi se dividen en la ca-
tegoria de complejos que se anulan fuera del intervalo [a, b] de A-médulos
proyectivos finitamente generados.

(d) Demostrar la existencia de ciertas sucesiones que casi se dividen en la
categoria A-mod.

Este trabajo se divide en tres capitulos, de los cuales, los dos primeros son
una presentacion breve de los conceptos y resultados basicos que requerimos
para el estudio de la categoria de A-mddulos finitamente generados. Para quien
desee consultar las demostraciones de los resultados presentados en estos dos
primeros capitulos, recomendamos revisar los libros citados en la bibliografia
como [BM:C], [JR:H], [JR:A] o bien [SK:A].

El ultimo capitulo, lo dedicamos al estudio de la categoria de A-mdédulos
estudiando los funtores duales, la permutacién de Nakayama, los complejos de
modulos y, por ultimo, las sucesiones que casi se dividen. Se presta mucha
atencion al tratamiento de estos concéptos estudiandolos con claridad y rigurosi-
dad, concluyendo con una exposicién precisa de la existencia de las sucesiones
que casi se dividen que tienen la forma antes antes mencionada en la categoria
de complejos de A-médulos finitamente generados.

A lo largo de este trabajo se usard la notacion ¢ — 1 € s, donde i y s son
numeros naturales con i < s, la cual significa que 7 es un elemento del conjunto

{1,2,...,s}.



capriTuro 1

Conceptos basicos

En este capitulo, recopilaremos algunos de los resultados més bésicos del algebra
homolégica, los cuales nos seran de utilidad para fijar la notacién que usaremos
asi como los lemas que ocuparemos a lo largo de este trabajo.

Notacion

Para denotar una categoria, generalmente usaremos letras como &, % o €. La
categoria dual de una categoria 7, que denotaremos por &/*, es la categoria
donde la clase de objetos de &/* coincide con la clase de objetos de & y para
dos objetos Ay B de «7* se define Hom (A, B) = Homg (B, A).

Si tenemos dos categorias &7 y %, podemos formar la categoria producto
o x 9B como la categoria en la que los objetos son parejas de objetos (A, B),
donde A es un objeto de & y B es un objeto de %; los morfismos f = (f1, f2) :
(A,B) — (A, B’) son parejas de morfismos f1 : A - A'en &y fo : B— B’
en 4.

Un morfismo f : A — B en una categoria & se llama retraccién si existe un
morfismo g : B — A tal que fg = idg; de manera dual, un morfismo f: A — B
en <7 se llama seccién si existe un morfismo g : B — A en & tal que gf = id 4.
Un isomorfismo es un morfismo que, al mismo tiempo, es una retraccién y una
secciéon. Un morfismo o : A — B en &/ se llama monomorfismo si la relacién
of = og en & implica que f = g; de manera dual, un morfismo n: A — B en
o/ se llama epimorfismo si la relacién fn = gn en & implica que f = g.

Si o : A — B es un monomorfismo, lo denotaremos por ¢ : A — B; si
1n: A — B es un epimorfismo, lo denotaremos por n: A — B. Dos objetos A y
B se dicen isomorfos si existe un isomorfismo f : A — B; si A es isomorfo a
B, lo denotaremos por A = B.

Recordemos que una categoria o/ es abeliana si satisface las siguientes
condiciones:
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a) La categorfa & es una categorfa normal.

b) La categoria &7 es una categoria conormal.

(

(

(c) La categoria 7 tiene nicleos.
(d) La categoria 7 tiene contcleos.
(

e) Cada morfismo f : A — B en & se factoriza a través de un epimorfismo
n: A — Iy un monomorfismo o : I — B, ambos en <.

(f) Para cada pareja de objetos A y B en & el conjunto Hom (A, B) tiene
estructura de grupo abeliano y se cumple la ley distributiva de la com-
posocién sobre la sumas:

flg+h)=fg+fh vy (f+gh=[fh+gh
(g) En & existen productos y coproductos (sumas) finitos.

En una categoria abeliana <7 se puede demostrar que cada morfismo f :
A — B en &/ tiene una imagen o : Im f — B y una coimagen 7 : A — Coim f
y ademads, en este caso se tiene Im f = Coim f. Ademas, se puede ver que si &7
es una categoria abeliana, entonces /* también es una categoria abeliana.

Recordemos que, en una categoria abeliana, los productos y las sumas finitas
coinciden, como se muestra en [BM:C].

Sean f : A - By g:C — B dos morfismos en una categoria «/. Un
producto fibrado para f y g es una pareja de morfismos p: P — Ay q: P —
C en &/ que hacen conmutar el diagrama

4 (1.1)

)
Q

S}
-
-~

ks

b

e
f

@

y que cumplen con la siguiente propiedad universal: sip: D — Ay ¢ : D —
C son dos morfismos en &/ que hacen conmutar el diagrama

I

— >}

»
—_—

<ty

9

~

entonces existe un tnico morfismo v : D — P tal que ¢ = pyy ¥ = ¢vy. A un
diagrama de la forma 1.1 se le llama diagrama de producto fibrado. El con-
cepto dual de un producto fibrado es un coproducto fibrado o suma fibrada
que se obtiene cambiando de orientacién todas las flechas en los diagramas que
definen al producto fibrado.
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Se puede demostrar que en una categoria abeliana existen los productos
fibrados asi como las sumas fibradas.
Decimos que una sucesion de morfismos (f,), o, en una categoria abeliana
o, digamos
fn Frnt1

= Ay T A — Appg — -

es exacta si para cada n € Z se tiene que Ker f,,+1 = Im f,,. Decimos que una
sucesién exacta en una categoria abeliana .o

0—A-E 2B 0

se divide si g es una retraccién.

Lema A.1. Sea o/ una categoria abeliana. Una sucesion ezracta
0—A-LEL B0

se divide si y solo si f es una seccion.

Si tenemos una sucesién exacta en una categoria abeliana 7, digamos
0—A—B—C—0,

en ocasiones denotaremos a C' como B/A.

Sean I y J dos conjuntos finitos no vacios y consideremos un morfismo
[ @®;e;Aj = Dje; Bi- Definimos los morfismos coordenados f; ; : 4; —
B; por fi; = m;foj, donde o : A; — @jeJ A;j es la inclusion canénica y
ot @ie ; Bi — Bj es la proyecciéon canénica. Los morfismos coordenados
determinan totalmente al morfismo f ya que tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
DA S DB
jeJ i€l
UjT lm
A~ - - =B,

Asi, el conjunto de morfismos

Hom @Aj,@Bi

JjeJ i€l

estd en correspondencia uno-a-uno con el conjunto de matrices (f; ;), donde
fi; € Hom (A;,B;). Sig = (gr) con g : @,.; Bi — @Bk Ck, entonces la
matriz que representa a gf es la matriz producto

Z gk,sf&j

sel
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Al morfismo representado por (igﬁ) se le llama morfismo diagonal, y lo de-
notaremos por A : A — A @ A; al morfismo representado por (ida,id4) se le
llama morfismo codiagonal, y lo denotaremos por V: AG A — A. Dados dos
morfismos a: A — A’ y 8 : B — B’, al morfismo representado por la matriz

a 0
0 g
lo denotaremos por a® S: A® B — A’ @© B'.

Algunos resultados importantes

En esta seccién, presentaremos algunos lemas y proposiciones que utilizaremos
en todo este trabajo. Todos los objetos y morfismos en esta seccién estaran
dados en una categoria abeliana <.

Un objeto P en una categoria 7 se llama proyectivo si para cada epimor-
fismo g : A — By cada morfismo f : P — B existe un morfismo v : P — A
tal que gy = f. Decimos que una categoria o/ tiene suficientes proyec-
tivos si para cada objeto A existe un objeto proyectivo P4 y un epimorfismo
n: Py — A

El concépto dual de un objeto proyectivo es el siguiente: decimos que un
objeto I es inyectivo si para cada monomorfismo f : A — B y cada morfismo
g : A — I existe un morfismo h : B — [ tal que hf = g. Una categoria
o/ se dice que tiene suficientes inyectivos si para cada objeto A existe un
monomorfismo o4 : A — I4 con I4 un objeto injectivo.

Las categorias abelianas que consideraremos en lo que resta de este trabajo
seran categorias con suficientes proyectivos.

Lema B.1 (Lema del cinco). Consideremos un diagrama conmutativo en of
con renglones exactos

f1 f2 f3 fa

Ay Ay As Ay As
hq l ho l hs \L hy l hs l
B By B3 By Bs.

g1 92 g3 94

(a) Sihy es un epimorfismo, hy y hy son dos monomorfismos, entonces hs es
un Monomorfismo.

(b) Si hy es un monomorfismo, hy y hy son dos epimorfismos, entonces hs es
un epimorfismo.

(c) Sihy es un epimorfismo, hs es un monomorfismo, ha y hy son dos isomor-
fismos, entonces hg es un isomorfismo.

La parte que ocuparemos mds de este resultado es el inciso (¢). Ahora, pre-
sentaremos una caracterizacion de los productos fibrados en término de suce-
siones exactas.
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Proposicion B.2. Sea 0 — A B % ¢ — 0 una sucesidn ezacta en o .
Entonces el siguiente diagrama en </

0 Atop Lo 0
Y
0 A—>B—>C 0

es conmutativo con renglones exactos si y sélo si B’ es el producto fibrado de g
Y-

Recordemos que una extensién de un objeto A por un objeto B en &/
es una sucesioén exacta corta

0—A—F—DB-—0.

Definicién B.1. Un morfismo de una sucesién exacta £ :0 — A — B —
C — 0 a una sucesién exacta &' : 0 — A" — B’ — ¢’ — 0 es una
terna de morfismos (o, 3,7) : € - & en &/, donde a: A - A", 3: B— B’y
~v:C — C’, que hace conmutar el siguiente diagrama

0 -t oo 0
S (R
0 A——>B—5>C 0

Diremos que dos extensiones en o/
g:0—AL BB 0 y g0—Al g B0

son equivalentes si existe un morfismo h : E — E’ en & tal que (id4, h,idp) :
€ — &’ es un morfismo de sucesiones exactas. Por el lema del cinco, en caso de
existir un morfismo de sucesiones exactas cortas (id, h,id), el morfismo A es un
isomorfismo; por lo que la relacién de ser sucesiones equivalentes es una relacién
de equivalencia.

Cuando dos extensiones de A en B, digamos £ y &', sean equivalentes,
escribiremos £ = £’.

Observacion: Consideremos un diagrama en &7
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donde £ es una sucesion exacta. Para obtener una sucesion exacta & :
00— A— F— B — 0 tal que

E: 0 A E B’ 0
|l
E: 0 A FE B 0

sea conmutativo, basta con tomar a E como el producto fibrado de g y 7.
Ademds, por la Proposicién B.2 sabemos que la sucesién £ es tnica. Asi,
a la sucesion E la denotaremos por €.

Ahora, de manera dual, dado un diagrama en &7

]

A/

I p—fsp— )

E: 0

podemos encontrar una sucesién exacta £ : 0 — A’ RN E-2B—0 y
un morfismo de sucesiones exactas <a, B,id B> : £ — £ tal que el siguiente

diagrama en &7 sea conmutativo

0 A—t-p_9.p 0
| e
0 A E B 0

Para ello, basta tomar E como la suma fibrada de oo y f. Ademaés, por
la Proposicién B.2*, sabemos que la sucesién £ es tnica; a tal sucesion la
denotaremos por Ea.

Como una consecuencia de la observacién anterior, tenemos el siguiente re-
sultado.

Lema B.3. Dado un morfismo de sucesiones exactas {«, 3,7) : &' — & podemos
formar un diagrama conmutativo

g 0 A E B’ 0
S
g 0 A E— s p 0
P
£ : 0 A 7 F 7 C 0

donde € es una sucesion exacta y B3 = f3.



C El funtor Ext 7

Gracias a este resultado, en ocasiones no serd necesario nombrar al morfismo
de en medio de un morfismo de sucesiones. Algunas de las propiedades de las
acciones de morfismos en sucesiones exactas que hemos visto, se enlistan en el
siguiente resultado.

Lema B.4. Sea £ :0 — A — EF — B — 0 una sucesion exacta en una
categoria abeliana <7 . Entonces

(a) idpE =€ yEida = &.

(b) (vv)E=~"(v€) paray’ : B”" — B y~v: B — B en «.
(c) E(da)=(Ea)d paraa’ : A" — A" ya: A— A en o.
(d) (v&)a=~(€a) paraa: A— A yv: B — Ben .

Dados dos objetos A y B en una categoria abeliana ', denotaremos por
Ext (B, A) al conjunto de clases de equivalencia de extensiones de A por B.
Definimos una operacién binaria + en Ext (B, A) como sigue:

E+E& Y AREBENV A, (1.2)

donde £ @ £’ es la suma directa de sucesiones exactas. Observe que + es una
operaciéon bien definida.

Lema B.5. (Ext(B7 A), +) es un grupo abeliano.

El funtor Ext

En esta seccion, presentaremos algunas de las propiedades basicas del funtor
Ext. Sea . la categoria de conjuntos y <7 una categoria abeliana.

Definiciéon C.1. Definimos la correspondencia Ext : &7* X &/ — . en objetos
por (B, A) — Ext (B, A), y en morfismos (u,v) : (B,A) — (B, A’) como la

funcién
Ext (u,v) : Ext (B,A) — Ext(B’,A)
E — uév.
Lema C.1. Ext es un funtor.
Demostracion. Por el Lema B.4 inciso (a), tenemos que
(idp)*€ida =idp€ida =€

para toda extensién £ de A por B. Asi, tenemos que Ext (idp,id4) = idgx(B,4)-
Ahora, sean (u,v) : (B,A) — (B,A") y («,v) : (B',A") — (B",A”) dos
morfismos en ¥* X %, entonces su composicion es

(v'u,v'v) : (B, A) — (B", A").
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Aplicando el Lema B.4, tenemos las siguientes igualdades:

(W) E'v) = (u [W]") (E(v))
(w[]7) ([Ev]v’) = ((u*[u]")(Ev)) '
= (W EW) Y = (W) [ E)o) v
()" [u* E0]) ' = [o]* Eixt (s, v) (E)0"
= Ext(¢,v") (Ext (u,v) (£))
= (Ext (u,v") o Ext (u,v)) (£).

!/

Ext (u'u,v'v) () = (vu

\@@

Ahora, es claro que Ext es un bifuntor. O

El concepto de objeto proyectivo se vincula de manera muy estrecha con los
funtores Hom y Ext. A continuacién, presentamos un resultado que nos indica
mas precisamente cual es dicha relacion.

Lema C.2. Sea P un objeto en una categoria abeliana /. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) P es proyectivo en o .
(b) El funtor Hom (P, -) es ezacto.
(c) Para cualquier objeto A en &/ se tiene Ext (P, A) = 0.

Sean Ay B dos objetos en una categoria abeliana con suficientes proyectivos.
Luego, existe un proyectivo Pg y un epimorfismo n: Pg — B; sea k : K — Pp
el nicleo de 7, entonces tenemos la siguiente sucesién exacta en &7

C:0— K-> pPg - B—0.

En tal caso, usando que el funtor Hom(-, A) es exacto izquierdo, tenemos que la
sucesion de grupos abelianos

0 — Hom (B, A) — Hom (Pp, A) — Hom (K, A)

es exacta. Ahora, para cada v : K — A, podemos definir la sucesién exacta
Cv que es una extensién de A por B. Asi, podemos definir una aplicacion
X : Hom (K, A) — Ext (B, A) mediante la asignacién x(v) = Cv; la aplicacién
X es un homomorfismo de grupos abelianos suprayectivo. Mds atn, tenemos el
siguiente resultado.

Proposiciéon C.3. Sean A y B dos objetos en una categoria abeliana o7 y
supongamos que &/ tiene suficientes proyectivos. Consideremos una sucesion
exacta en of

0—K-5pPB—0

con P proyectivo. Entonces, la sucesion inducida
0 — Hom (B, A) — Hom (Pp, A) — Hom (K, A) =% Ext (B, A) — 0

es exacta en la categoria de grupos abelianos.



C El funtor Ext 9

Ahora, sean C un objetoy £ : 0 — A J. B % B — 0 una sucesion
exacta en una categorfa abeliana /. Definimos la aplicacién 6 : Hom (C, B) —
Ext (C, A) mediante la asignacién v — u€; asi, 6 es un homomorfismo de grupos
abelianos. También, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion C.4. Sean C' un objeto y £ : 0 — A T B2 B 0 una
sucesion exacta, ambos en una categoria abeliana <7 . Entonces, la sucesion de
grupos abelianos

fe

0 — Hom (C, A) Hom (C, E) > Hom (C,B) (1.3)

Ext(id¢o, Ext(idc,
0 Ext (0, A) 2D | pi o, By 2D o, B)

es exacta.






CAPITULO 2

Complejos

En este capitulo, presentaremos los complejos sobre una categoria abeliana y
nos ocuparemos de estudiar la categoria de complejos sobre la categoria A-mod
de médulos finitamente generados sobre una k-algebra de dimension finita A.

La categoria de complejos

Un complejo A® en una categoria abeliana &7 es una sucesién de morfismos en
o
dn71 dn
A."~-*>An71L>An*A>An+1*>H~
tales que dyt'd"} = 0 para todo n € Z. Esta condicién es claramente equiv-
alente a la condicién Imd’y C Kerd,,11; el simbolo C significa que existe un
monomorfismo ¢ : Imd? — Kerd';™ tal que si

Ap, L Imdy % Apy

es la factorizacién de d’j a través de su imagen y x : Ker dzﬂ — A,41 es la
inclusién, entonces o = k¢. Un complejo A® se denota por A® = (A™,d%) y a
los morfismos d; se les llama diferenciales.

Un morfismo entre complejos f* : A* — B® es una familia {f" : A" —
B"™|n € Z} de morfismos en &7 tal que para cada n € Z el siguiente diagrama
conmuta

n

An — 25 pntl

fnl ifﬂ+1

B —— Bn+1
dy .

La composiciéon de morfismos de complejos se define como la sucesién cuya n-
esima coordenada es (g® f*)™ = ¢g” f™. Asi, tomando a los complejos como la clase

11



12 Complejos

de objetos y a los morfismos de complejos, podemos formar una nueva categoria
C(&/), donde & es una categoria abeliana, y la llamaremos la categoria de
complejos sobre 7.

Si A* = (A™,d}) y B® = (B",d%) son dos complejos en o7, definimos la
suma directa de A®* y B*® como

m—1 m—1
A*@B*: .. — A" lg B! 4 B

d%edy
An@Bn A BAn+1®Bn+l
la cual es también un complejo en o#. Consideremos las inclusiones canoénicas
o": A" — A" @ B" y k" : B" — A™ & B" representadas por

~ (idan . 0
o = R = .
0 Y idgn

Entonces 0® = (¢") y k* = (k™) son morfismos de complejos y A®* @& B® es un
coproducto (suma) de A® y B® en C(&).

Ahora, supongamos que f* = (f") : A* — B*® es un morfismo de complejos.
Para cada n € Z, consideremos k" : Ker f* — A" el ntcleo de f™. Luego,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0 — Ker f" s A ! B"
n nt1
0 — Ker f"+1 wH Ant1 4 Bnt+l

Sabemos que existe un tnico morfismo di,, ; : Ker f/™ — Ker ™! que mantiene
conmutativo el diagrama anterior para cada n € Z; asi, hemos construido una
sucesién de morfismos en .o

m—1

er dner
Ker f*: -+ — Ker f» 1 =5 Ker f* =4 Ker f7! — ...
Para cada n € Z podemos ver que
Hn+2d%—gr1fdﬁerf = dzﬂdzﬂn = 07

y como £"2 es un monomorfismo, concluimos que d;grlfdﬁcr g =20. Porlo
tanto, Ker f* es un complejo y k* = (k™) : Ker f* — A® es un morfismo en la
categoria C(7). Observe que el morfismo x° es el nicleo de f*® en C(«).

De manera dual, si consideramos el morfismo de complejos f® = (f) : A* —
B*®, y para cada n € Z tomamos n" : B"™ — Coker f", tenemos el siguiente
diagrama conmutativo en <7

A I B" ? 5 Coker fm—-=0

s s

At Tt B+t —— Coker [ ——0.




B El funtor J y el funtor de translacion 13

De aqui obtenemos la siguiente relacion
W = g = 0

al ser 7" el contcleo de ", sabemos que existe un unico morfismo dg ., ; que
mantiene conmutativo el diagrama anterior. Ademds, podemos ver que para
cada n € Z se tiene

m+1 m n _ . n+2 n+l gn __

Aéoker fACoker N =" dp " dp = 0.

. n+1 n —
Dado que 7,, es un epimorfismo, se concluye que d;, ., deOker 5 =0. Por tanto,
la sucesion de morfismos en of

n—1

° n—1 dCoker f n dloker f n41
Coker f® : --- — Coker f — " Coker f* —" Coker f —

es un complejo y n®* = (n™) : B* — Coker f* es un morfismo de complejos. El
morfismo 7n*® es el contcleo de f°.

Decimos que un morfismo de complejos f® = (f") : A* — B*® es local-
mente un monomorfismo (resp., epimorfismo) si para cada n € Z tenemos
que f™ es un monomorfismo (resp., epimorfismo). Un morfismo de complejos
f* es localmente un monomorfismo (resp., epimorfismo) si y sélo si f® es un
monomorfismo (resp., epimorfismo) en C(«). Con estas construcciones, ten-
emos el siguiente resultado.

Lema A.1. Si o/ es una calegoria abeliana, entonces la categoria C(</) es
abeliana.

El funtor J y el funtor de translaciéon

En esta seccién, presentaremos dos funtores que seran muy importantes en este
trabajo para construir sucesiones de complejos con propiedades interesantes.

Sea o/ una categoria abeliana. Consideremos la clase de todas las sucesiones
de objetos en </ de la forma (A™) _,; un morfismo de una sucesiéon (A") _,
en una sucesiéon (B™), ., es una sucesién de morfismos (f"), ., donde f™ €
Hom, (A", B™) para cada n € Z. Definimos la composicién (g"), ., (f™),cz
como el morfismo (g" "), ;. A esta categoria se le llama la categoria grad-
uada de & y la denotaremos por gr(</). Si & es una categoria abeliana,
entonces gr(«/) también es una categorfa abeliana.

Consideremos un objeto (A™), _, en gr(/), y formemos la siguiente sucesién
de morfismos en &

J(<14n>):”._)1471716914n_)14716914n+1_)14n+16914n+2_}H'7

donde el morfismo A" @ A" — A"+l @ A™+2 est4 representado por la matriz

n (0 idgem
dJ(A) - <0 0 > .
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La sucesién J({A™)) es un complejo en 7. Ahora, si f = (f") : (4™) — (B™)
es un morfismo en gr(), definimos

I =fre

para cada n € Z; asi, tenemos un funtor J : gr(«/) — C(&). El funtor
J también serd considerado como un endofuntor J : C(&/) — C(&). Para
definir J en C(«7) podemos aplicar el funtor C(&/) — gr(«/) que olvida las
diferenciales y se queda con la sucesién de objetos y despues aplicar J.

Ahora, sean A® un complejo en &/ y s un numero entero. Consideremos
a la sucesién de objetos (A®[s]"), ., donde A®[s|" = A"*5. Si f* = (f") :
A® — B*® es un morfismo de complejos, definimos f*[s]" = f*+5. Asi, tenemos
que [s] : C(«) — gr(«/) es un funtor covariante llamado el s-corrimien-
to o la s-translacién. Para ver a [s] como un endofuntor, podemos definir
dz[i: (—1)*d’;"* para obtener el complejo A[s]® = (A%[s]™, d% )

continuacion, presentamos las relaciones que existen entre estos dos fun-
tores.

Proposicién B.1. Sean (A™) un objeto en gr(</) y B® un complejo en o .
Entonces, existen isomorfismos naturales

Homg (o) (J((A™)), B®) ~ Homgy() ((A™) , B*[~1])

Homgy() (B®, J({(A"))) ~ Homgy (o) (B*[0], (A™)).

Como una consecuencia directa del resultado anterior, tenemos que la cate-
gorfa C(&) tiene suficientes proyectivos si & tiene suficientes proyectivos.

Corolario B.2. Si (P") es un objeto de gr(/) tal que para cadan € Z el objeto
P" es proyectivo en o, entonces J({(P™)) es proyectivo en C(&). Si of tiene
suficientes proyectivos, entonces C(f) también tiene suficientes proyectivos.

Estructura exacta

En esta seccién, presentaremos una estructura exacta sobre la categoria C(<7),
la cual resultard ser una categoria de Frobenius al ser acompanada de dicha
estructura exacta.

Sea F': o/ — % un funtor. Un subfuntor de F es un funtor G : &/ — A
tal que existe un monomorfismo og(4) : G(A) < F(A) para cada objeto A en
&/ y para cualquier morfismo f: A — A’ en &7, el siguiente diagrama en % es

conmutativo
TG (A)

G(A)TEY pa)

G(f)l iF(f)

G(A)— F(A).

TGal)
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Definicién C.1. Sea &/ una categoria abeliana y G un subfuntor de Ext(-, ) tal
que la clase {F(A®*,B*®) : A*,B* € C(«)} es cerrada bajo productos fibrados
y sumas fibradas. En tal caso, se dice que G es una estructura exacta en
C().

Ahora, consideremos el subconjunto xtc (. (B®, A*) de Extc () (B, A®)
que consiste de todas las sucesiones exactas

00— A* — E* — B*—0

que son localmente triviales, es decir, para cada n € Z se tiene que la sucesién
exacta en o/

0— A" — E" — B" —0

se divide. La asignacién (B®, A®) — zxt(B*®, A®) es una estructura exacta para
C(«7). En adelante, consideraremos a la categoria C(4) con la estructura
exacta £xt y la denotaremos por .

Decimos que P* es £-proyectivo si Zxt () (P®, A*) = 0 para todo complejo
A® en /. Otra manera equivalente de decir que un complejo es £-proyectivo es
exigir que el funtor Hom,, (P*,-) sea exacto en £. Es decir, para cada sucesién
exacta de complejos localmente trivial

0— A* — E*— B* —0
se tiene que la sucesién de grupos abelianos
0— Homc(d) (P., A.) — Homc(d) (P., E.) — Homc(ﬂ) (P., P.) — 0

es exacta. El funtor J nos provee de una maquinaria para producir complejos
Z-proyectivos y complejos £-inyectivos.

Lema C.1. Si A® es un complejo en of , entonces J(A®) es un complejo -
proyectivo y E -inyectivo.

Demostracion. Es inmediato de la Proposicion B.1. O

Para cada complejo A® la sucesion
0— A*[-1] =5 Jar]-1]) 2 4* —0

es £-exacta, donde k® = (k") = <(IE;‘£:;)> yn® = (") = ((d3!,idan)). En

consecuencia, la categoria C(7) con la estructura exacta £ es una categoria con
suficientes proyectivos e inyectivos; més aun, es una categoria de Frobenuis,
es decir, la familia de objetos proyectivos coincide con la familia de objetos
inyectivos.

Ahora, sean A® y B® dos complejos en &; ya sabemos que existe una -
sucesion exacta de la forma

E:0— A°[-1] — J(A®[-1]) — A®* — 0.
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Estableceremos la siguiente sucesién exacta de grupos abelianos:
0 — Homg(x) (A*, B*) — Homcg(a) (J(A*[-1]), B®)
— Homg () (A®[-1], B®) x5e Exto(w) (A%, B®) — 0,
donde la aplicacion
xBe : Homg(y) (A*[=1], B®) — Extcw) (A®, B®)

se define como xpe(f*®) = £f* mediante el siguiente diagrama conmutativo con
renglones £-exactos en C()

£: 0> A*[1] —> J(A*[-1]) —> A* —>0
g |
Ef°: 0 B* E® A* 0.

Sabemos que ype : Homg(y) (A*[—1], B*) — Ext (A°®, B*) es un homo-
morfismo de grupos abelianos. Como £ es una £-sucesién exacta y £ es una
estructura exacta para C(«), concluimos que £ f* también es una £-sucesioén ex-
acta, por lo que £f® € Zxt () (A®, B*). Ahora, consideremos una Z-extensién
de B*® por A*, digamos

F:0— B*— E* — A®* — 0.
Luego, tenemos el siguiente diagrama con renglones Z-exactos

0—— A*[-1] ——= J(A*[-1]) —= A* ——=0

0 B* E* A* 0

Dado que J(A®*[—1]) es £-proyectivo y E®* — A® es un epimorfismo localmente
trivial, existe un morfismo J(A®*[—1]) — E*® que hace conmutar el siguiente
diagrama

0 —> A*[~1] — J(A*[-1]) —> A* —>0

|

0 B* E* A* 0.

Ahora bien, como B® — E* es el ntcleo de E* — A®, existe un tinico morfismo
h® : A*[—1] — B* tal que

00— A*[~1] — = J(A*[-1]) — = A* — >0

h.i i

0 B* E* A* 0
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es un diagrama conmutativo. De donde concluimos que F = xpe(h®). De este
modo, hemos llegado al siguiente resultado.

Teorema C.2. Sean A® y B® dos complejos en /. Entonces, existe un iso-
morfismo natural

Ext o) (A%, B®) =~ Homy (A*[-1], B®),

donde Hom (A®[—1], B®) son los morfismos A*|—1] — B® mddulo los morfis-
mos que se factorizan a través de un complejo E -proyectivo.

Decimos que un morfismo de complejos f* = (f™) : A* — B*® es nulho-
motdépico si existe un morfismo (h"~1) : (A") — B*[—1] en gr(«/) tal que

fr=dgth T+

Dos morfismos f® = (f"): A* — B*y ¢* = (¢") : A* — B*® son homotépicos
si f® — g* es nulhomotodpico.

Definicién C.2. Consideremos la familia de objetos Ob C(&/) y para dos ob-
jetos A® y B® en C(&/) definimos Home ) (A®, B*) como el grupo abeliano
cociente de Homg(u) (A®, B®) y el subgrupo abeliano generado por los mor-
fismos que se factorizan a través de un complejo £-proyectivo. A la categoria
que resulta de esto se le llama la categoria estable de complejos en & y la
denotamos por C(7).

Sean A® y B® en C(«/). Definimos Homgu) (A®, B®) como el cociente
de Homg(u) (A®, B®) entre el subgrupo abeliano generado por los morfismos
nulhomotdpicos. A esta categoria se le llama la categoria homotépica en &7
y la denotamos por K (7).

Cuando el contexto no se preste a confusion, Homg ) (A®, B*) lo denotare-
mos por Homg (A®, B®).

El que un morfismo f* sea nulhomotodpico es equivalente a que f*® se factorize
a través de un complejo £-proyectivo; por lo que tenemos el siguiente resultado.

Lema C.3. C(«#) = K(&).

@ Cohomologia

En esta seccion presentaremos lo que es la cohomologia de un complejo y es-
tudiaremos la categoria de complejos de una categoria abeliana o7, usando los
funtores de cohomologia.

Definicién D.1. Consideremos un complejo X*® = (X7, d% ) de objetos en una
categoria abeliana 7. Definimos la n-esima cohomologia del complejo X*
como el cociente

H™(X®) & Kerd ftm a1
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Podemos definir H™ en morfismos f® : X°® — Y*® como sigue: sea f°® :
A®* — B°*® un morfismo de complejos, entonces tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

n an

00— Kerdz L A" 2 Antl

fn lf’n+l

0 —_— Kerd% ﬁ' Bn ? Bn+1.
kB B

Sabemos que existe un tdnico morfismo A" (f) : Kerd’y — Kerd}, que mantiene
conmutativo el diagrama anterior; ahora, consideremos el siguiente diagrama

Imd’~ 1 Imdy~ 1

n—1 n—1

KerdA W KerdB.

Veamos que existe un tnico morfismo Im dz_l — Im d%‘l que hace conmu-
tar el diagrama anterior: como Imd’ ' = A" !/Kera’;"* y también Imdpy " =
B" ™! /kerd;~*, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
exactos

n—1 n—1
0 —=Kerd? ! 2 gn-1 2> gt —>
hnl(f)l fn—l ‘,Yn,—l
\
0 —Kerd} ' —> pr-! ——=Imd} ' —0,
Kp B

donde 4"~ : Tmd’s ' — Imd% ' es el tinico morfismo que mantiene conmu-
tativo el diagrama obtenido por la propiedad universal del conicleo. Ahora,
vemos que

n—1
dA

fn— 1 f’n

Bn—l B"

n—1
dB

. : n—1 _ n—1_n—1 : n—1
es un diagrama conmutativo, donde oy~ = s’ s es la imagen de d} " al
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igual que O’%_l = n%‘ls%_l, ya que
KR (N)sa Mt = (FRR)SE a ) = (WAsh D

7L0'27177271 _ f-ndzfl _ d%flfn—l
—1 —1 —1 —1 —1 -1
= (op ng )" =(kgsE g ")
-1 —1, n—1 —1_n—1y, n—1
= (kpsy )" na ) =rp(sy " )
como K5 es un monomorfismo y 772_1 es un epimorfismo, entonces

hn(f)szfl _ nglpyn—l.

Asi, hemos mostrado que h"(f)|, = ~"~1 por lo que Im dz_l es llevado a

Im d% " bajo el morfismo h™(f). Definimos ahora
H"(f): H'(A*) — H'(B®)
mediante el siguiente diagrama conmutativo

OHImdzfl ——Kerd} ——= H"(A*) ——0

[
l l LH™(f)
Y

0—— Imd%f1 —— Kerd}, —— H"(B*) —— 0.

Para cada n € Z, la asignacién H" : C(&/) — &, definida anteriormente ,
es un funtor covariante.

En adelante, presentaremos algunas relaciones importantes entre los mor-
fismo en la categoria homotdpica, los funtores de cohomologia H™ y las exten-
siones de complejos localmente triviales.

Definicién D.2. Decimos que un complejo A® es acotado superiormente si
existe n € Z tal que A" = 0 para todo i € N. De manera ansloga, decimos
que A® es acotado inferiormente si existe n € Z tal que A"~ = 0 para todo
1 € N. Decimos que A® es acotado si es acotado superior e inferiormente.

Una de las relaciones mas importantes de este capitulo es la siguiente.

Teorema D.1. Sean A®* y B® dos complejos en una categoria abeliana < .
Entonces, existe un isomorfismo natural

Exto(w) (B A%) ~ Homg (B®, A*[1]).
Demostracion. Es inmediato del Teorema C.2 y el Lema C.3. O

Consideremos una £-sucesién exacta de complejos

O—>A'LE'9—.>B°—>O
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y un complejo C'®, entonces la sucesion de grupos abelianos
Homy (C*, A*) — Hompy (C*, E*) — Homp (C*, B*) — Homy (C*, A*[1])
— Hompg (C®, E®*[1]) — Hompg (C*®, B*[1])
es exacta. Aplicamos este resultado a la £-sucesién exacta
0 — A®[-1] — E*[-1] — B*[-1] — 0
para obtener la sucesion exacta de grupos abelianos
Hompg (C*®, A*[—1]) — Homg (C*®, E*[—1]) — Homg (C*®, B*[—1])
— Homg (C*, A®) — Homp (C*®, E®*) — Hompg (C*, B®) 3,
mientras que considerando la £-sucesién exacta
0 — A°[1] — E°*[1]] — B°*[1] — 0
obtenemos
-+ =% Homy (C*, A®[1]) — Hom (C*®, E*[1]) — Hom (C*, B*[1])
— Homg (C®, A*[2]) — Homg (C*®, E*®[2]) — Homg (C*,B*[2]) — - --
y siguiendo con este proceso, construimos una sucesion exacta larga
-+ — Hompg (C*, A®[k]) — Hompg (C*®, E®[k]) — Hompg (C*, B*[k])
— Hompg (C*®, Ak + 1]) — Hompg (C*,E®[k+1]) — - --
para cada k € Z.

Cohomologia en A-mod

En adelante, nos concentraremos en la categoria abeliana &/ = A-mod de
modulos finitamente generados sobre una k-dlgebra A de dimensién finita.
Consideremos el complejo

A:w - —0—0—A—0—0—---
donde A ocurre en el lugar 0.

Proposicion E.1. Para cada complejo de A-mddulos A® tenemos un isomor-

fismo natural
Hompg (A, A®) ~ H°(A®).

Considerando el complejo A°®[n] tenemos
Homp (A, A®[n]) = H°(A%[n]) = H"(A®);

al aplicar esto y los resultados de la seccién anterior a una sucesion exacta
localmente trivial de complejos de A-médulos, digamos

0— A* — E* — B* — 0,
obtenemos la sucesion exacta larga en cohomologia
- — H"(A*) — H™(E*) — H"(B*) — H""'(A*) — H""!(E*)
— H""(B*) — H""?(A*) — H""™(E®) — H""*(B*) — - -



CAPITULO 3

La categoria A-mod

En este capitulo estudiaremos, con mayor precisién, la categoria A-mod apoyan-
donos en la categoria de complejos de A-mddulos asi como también en la cate-
goria homotépica.

Para establecer la naturalidad de algunas transformaciones, en este capitulo
ocuparemos del siguiente resultado.

Sean F,G : of — AB dos funtores entre las categorias o/ y B. SiT: F — G
es una transformacion natural y p : G — F es una transformacion tal que para
cada objeto A de o/ tenemos pa = Tgl, entonces u también es una transfor-
macion natural.

Demostracion. Sea f: A — A’ un morfismo en &, entonces

F(A) 5 G(A)

F(f)l iG(f)

F(A') ——= G(A")

es un diagrama conmutativo; asi, podemos ver que

Ta(F(f)na) = G(f)(tapa) = G(f) = Tarpa G(f).

De donde concluimos que F(f)ua = parG(f), por lo que u es una transfor-
macién natural. O

El resultado anterior nos permitira reducir el trabajo de verificacién, al mo-
mento de querer demostrar que cierta asignacién es un isomorfismo natural. No
se hard referencia a este resultado porque la intensién es mantenerlo en mente
ya que es sencillo y se volveria tedioso su constante referencia.

21
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Funtores duales

Sea A una k-algebra de dimensién finita. Consideremos la categoria A-mod de
modulos izquierdos finitamente generados sobre A. En esta seccion, estudiare-
mos dos dualidades importantes en la categoria de médulos.

Dualidad estandar La dualidad que estudiaremos en esta subsecciéon es ademas
un funtor fiel y pleno, como lo veremos més adelante.
Definimos el funtor dual D : A-mod — mod-A en objetos por

D(M) = Homg (M, k),

donde Homy (M, k) son las transformaciones lineales M — k viendo a M como
un k-espacio vectorial definiendo a.m = (al).m para cada o« € k' y m € M;
luego, en Homy (M, k) definimos

(2 A)(m) = p(A.m)

para cada A € Ay cada ¢ € Homg (M, k) y recordando que k actiia centralmente
en M (es decir, aA = Aa para todo o € k y todo A € A) podemos ver que
Homy (M, k) es efectivamente un A-mddulo derecho. En homomorfismos de A-
médulos izquierdos f : M — N definimos D(f) : D(N) — D(M) por

D(f)(¢) =po f

para cada ¢ € D(N). Consideremos el funtor, que denoteremos también por D,
D : mod-A — A-mod definido por

D(M) = Homy (M, k);
definimos en Homy (M, k) la accién

Ap(m) = p(m.N)

para A € A y m € M, donde M es un A-médulo derecho, la cual hace de D(M)
un A-mdédulo izquierdo. En morfismos f : M — N de A-mddulos derechos,
definimos

D(f)(¢) =¢o f

para cada transformacion k-lineal ¢ : N — k.

Proposicion A.1. El funtor DoD es naturalmente isomorfo al funtor identidad
en A-mod.

Demostracion. Definamos ev : id — DoD por la familia evy, : M — (DoD)(M)
definiendo
evy(m) = evyy,

donde ev,, : D(M) — k se define por

evim () = p(m).
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Veamos que evy : M — DD(M) es un homomorfismo de A-médulos izquierdos.
Sean my, mo € M, entonces para cada funcional lineal ¢ : M — k tenemos

evap(mi +m2)(p) = eVinyymy(9) = @(m1 +ma) = o(m1) + p(m2)
= eva(mi)(p) +evar(ma)(p) = evar(mi) + evar(ma).

Luego, para cada A € A, m € M y para cada funcional lineal ¢ : M — k se
tienen las igualdades:

evir(Am)(¢) = evam(p) =p(Am) = (p.A)(m)
= evp(pA) = Xevn(p) = Xevar(m)(p).

Por lo que evys es en efecto un homomorfismo de A-mdédulos izquierdos.

Ahora, veamos que evy; es un isomorfismo: para cada m € M con m # 0,
podemos completar al conjunto {m} a una k-base para M, el cual es un k-
espacio vectorial de dimensién finita (esto, por ser A de dimensién finita sobre k
y M un A-médulo finitamente generado). Digamos que {m,mq,...,ms} es una
k-base de M. Podemos construir una transformacién lineal ¢, : M — k por
m — 1, m; — 0 y extender por linealidad para obtener ev,,(p) # 0 por lo que
ev)s es una transformacion lineal inyectiva. Como M es un k-espacio vectorial
de dimensién finita, entonces D(M) también lo es y tienen la misma dimensién.
Luego, DD(M) tiene la misma dimensién que M como k-espacio vectorial y por
tanto, evys debe ser un isomorfismo de k-espacios vectoriales; en particular, es
una funcién suprayectiva.

Para terminar la prueba, nos falta verificar la naturalidad de ev. Supong-
amos que m € M, f: M — N es un homomorfismo de A-médulos izquierdos
finitamente generados y ¢ : Homy (N, k) — k es un funcional lineal. Entonces

(DD(f)oevam)(m)(p) = (DD(f)oevn)(yp)
= (evim oD(f))(¢) = evin(D(f)())
= ev(ef) = @(f(m))
evi(m) (@) = evn (f(m)) (),

de donde concluimos que el diagrama
M — DD(M)
fl J/DD(f )
N —% DD(N)
es conmutativo. O

Ahora, estableceremos la fidelidad y plenitud de la dualidad estandar.

Proposiciéon A.2. Sean M y N dos A-mddulos izquierdos finitamente genera-
dos. Entonces existe un isomorfismo natural

Homp (M, N) ~ Homy (D(N), D(M)).
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Demostracion. Consideremos la asignacion
D:(f:M— N)— (D(f): D(N) — D(M)).

Si D(f) = 0, entonces DD(f) = 0 y como ev es un isomorfismo, tenemos que
f =ev !DD(f)ev = 0 de donde concluimos que la asignacién dada es una
funcién inyectiva. Ahora, sea g : D(N) — D(M) un homomorfismo de A-
modulos derechos finitamente generados; podemos definir f : M — N como el
homomorfismo f = ev~! D(g)ev; luego, tenemos que DD(f)evy = evy f ¥
por lo tanto

evy D(g)evar = f =evy' DD(f)evas .

Por la inyectividad de D, tenemos que D(f) = g, y asi{, D es una asignacién
suprayectiva. Para verificar la naturalidad, supongamos que f : M’ — M
v g : M — N son dos homomorfismo de A-mdédulos izquierdos finitamente
generados. Luego

(Homy (idpn), D(f)) e D) (g) D(f)D(g) = D(gf)

= (D oHomyu(f,idn))(g),

de donde concluimos que el diagrama

Homy (M, N) —2 Homy (D(N), D(M))
HOmA(f,idN)\L iHOmA(idD(N%D(f))

Homp (M', N) —3z Homp (D(N), D(M"))
es conmutativo. La naturalidad en IV se prueba de manera similar. O

Proposicion A.3. Sea P un A-mddulo izquierdo proyectivo finitamente gener-
ado. Entonces D(P) es un A-mddulo derecho inyectivo finitamente generado.

Demostracion. Sean f: N — M un monomorfismo de A-médulos derechos fini-
tamente generados y g : N — D(P) un homomorfismo de A-mddulos derechos
finitamente generados, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo en
A-mod

|
7 DD(P))
/ lD(g)
¥
D(M) D(N) 0,
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donde ~ se obtiene por el hecho de que P es proyectivo. Aplicando el funtor
dual al diagrama anterior, obtenemos el diagrama conmutativo en mod-A

0 N M
DD(N) G DD(M)
g DD(g)
DD(D(P)) o
.
D(P);

y de aqui, concluimos que D(P) es un A-médulo derecho inyectivo finitamente
generado. O

La dualidad de A-proj Ahora, estudiaremos una dualidad entre las categorias
A-proj y proj-A. Definimos G : A-proj — proj-A me-
diante
G(P) ="P = Homy (P, A),

donde la accién de A en *P se define por

(P A)(p) = p(p)A

con lo que dotamos a Homp(P,A) de una estructura de A-médulo derecho.

Para homomorfismos de A-médulos derechos proyectivos finitamente generados
f: P — Q, definimos G(f) =*f:*Q — *P por

) =wolf.
En lo siguiente, veremos que *P es un A-médulo derecho proyectivo.

Lema A.4. Sean A un anillo asociativo con uno, P € A-proj y L € A-mod,
entonces existe un isomorfismo natural entre Homp (P, L) y *P ®, L.

Demostracidn. Consideremos la funcién 7/ : *P x L — Homy (P, L) definida por
(0, 1)(p) = p(p).l; para A €A, p € *P,l € Ly p € P tenemos

(0, )(Ap) = e(Ap).l = (Ap(p)).l = X(@(p).l) = A7 (¢, 1) (p)

por lo que 7'(¢,l) : P — L es un homomorfismo de A-mdédulos izquierdos
finitamente generados. Claramente, 7 es una funcién biaditiva; luego, sea A €
A, pe*Pyle L, entonces para cada p € P tenemos

(@A) = (A)P).I= (@A) 1= e(p).(\1)
(0, A1)(p)
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de donde concluimos que 7' es una funcién balanceada. Asi, sabemos que existe
una tunica funcién aditiva 7: *P ® L — Hom (P, L) tal que

’

*PxL i Homy (P, L)

~

*P® L

es un diagrama conmutativo. Ahora, supongamos que f : @ — P es un ho-
momorfismo de A-mdédulos izquierdos proyectivos finitamente generados y sean
pe*P, leLyqeQ, entonces

(oo ("feidp))(v@l(e) = mollvf) @N)(q) = (vf(g)
e(f(2)l=7p(p®1)(f(9)
= (Homa(f,idz) o 7p)(p @ 1)(q);

y asi, podemos ver que

*P® L — > Homy (P, L)
*f®idLl \LHOIHA(‘f,idL)
*Q® L — Homy (Q, L)

es un diagrama conmutativo. Si ahora g : L — M es un homomorfismo en
A-mod, entonces para cada p € P se tienen las siguientes igualdades

(tm o (idp@g))(p@1)(p) = Tm(p®9g(1)(p) = ¢(p).g(l)
g(e@).) = g(r(p @ 1)(p))
= (Homa(idp, g) o 71) (v @ 1)(p);

por lo que el siguiente diagrama es conmutativo

*P® L —> Homu (P, L)
id+ p ®gl lHomA(idp,g)
*P® M ——> Homy (P, M).
De este modo, concluimos que 7 es una transformacion natural. Ahora, sea

{@i,pi : 1—1 € s} una base dual de P y definamos la funcién ¢ : Homp (P, L) —
*P® L por

(f)ZZ%G@f(pi),
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entonces para cada homomorfismo de A-mddulos finitamente generados f : P —
L y cada p € P, tenemos

S

TW()p) = 7 (Z ¢i ® f(m)) (p) =Y _7(ei @ f(p)(p)
=1 i=1
= > i) flpi)=f (Z @i(p)pi)
=1 =1
= f(p);

y para cada ¢ € *P y cada | € L se tiene

Vo) = Yo rleone) =3 6o (@)D
= Z(%-w(m))éﬁl = (Z %-w(m)) ®l1
= ipi(g)l -
probdndose que 1 = 771, O

Recordemos el isomorfismo de adjuncién entre el funtor Hom y el producto
tensorial en la categoria de modulos.

Lema A.5 (Isomorfismo de Adjuncién). Sean A y T' dos anillos asociativos
con uno. Si M es un objeto en mod-A, N es un A — I'-bimddulo y L es un
objeto en I'-mod, entonces existe un isomorfismo natural en M, N y L entre
Homrp(M ®a N, L) y Homa (M, Homp(y, 1)

Proposicion A.6. Sean A y ' dos anillos asociativos con uno, P € A-proj,
M € mod-T" y L un A-I'-bimddulo, entonces

Homp (L, M) @4 P ~ Homr(Homy (P, L), M).

Demostracion. Por el lema anterior, Homp(Homy (P, L), M) es naturalmente
isomorfo a Homp(*P ®x L, M) y por la adjuncién del producto tensorial y
el funtor Hom sabemos que Homp(*P ®, L, M) es naturalmente isomorfo a
Homy (* P,Homr (L, M)). Aplicando el lema anterior una vez mds, se tiene que
Homp (*P,Homp (L, M)) es naturalmente isomorfo a Homp (L, M) @5 *P* el
cual, a su vez, es naturalmente isomorfo a Homp (L, M)®x P (como se mostrard
en la Proposicién A.8 més adelante) con lo que concluimos la prueba. O

Proposiciéon A.7. Si P es un A-mddulo izquierdo proyectivo finitamente gen-
erado, entonces *P es un A-mddulo derecho proyectivo finitamente generado.

Demostracion. Consideremos una sucesion exacta corta de A-mddulos derechos
finitamente generados

0—L—M-—N—0
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y al aplicar el funtor Homy (* P, -) a la sucesién anterior, obtenemos la sucesién

exacta
0 — Homp (*P, L) — Homp (*P, M) — Homy (*P, N)

la cual, al aplicar la proposicién anterior con I' = A, sabemos que es natural-
mente equivalente a la sucesién exacta

0 — Homa (A, L) @y P — Homp (A, M) @) P — Homy (A, N) @, P;
como A es proyectivo, entonces Homjy (A, -) es un funtor exacto por lo que
0 — Homp (A, L) — Homp (A, M) — Homa (A, N) — 0

es una sucesién exacta y como P es un médulo proyectivo, entonces es plano
y por tanto, - ® P es un funtor exacto de donde obtenemos la exactitud de la
sucesién

0 — Homp (A, L) @ P — Homp (A, M) @4 P

— Homp (A, N) @y P — 0.
En conclusién, hemos visto que la sucesion
0 — Homa ("P, L) — Homy (*P, M) — Homp (*P,N) — 0
es exacta, es decir, * P es proyectivo. O

Sea G : proj-A — A-proj el funtor definido por
G(P) = P* = Homy (P, A)

y en homomorfismos de A-mdédulos derechos proyectivos finitamente generados
f: P — @ definimos f*: Q* — P* por

i) =pof;
podemos ver que G es un funtor de la categoria proj-A en la categoria A-proj.

Proposicion A.8. El funtor G es una dualidad, es decir, existe un isomorfismo
natural de ida-proj — G o G.

Demostracion. Consideremos la transformacion ev : id — G o G definida por
evp : P — *P* el cual a su vez se define por evp(p) = ev,, donde ev,, : *P — A
se define por

evp(p) = ¢(p),

y veamos que para cada A-mddulo izquierdo proyectivo P tenemos que evp
es un isomorfismo: consideremos un A-médulo proyectivo P y su base dual
{A\i,pi : i — 1 € r}; sabemos que para cada p € P tenemos

P=>_Xi(p)-pi-
=1
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Asi, vemos que para cada ¢ € *P tenemos
T
P = Nipi);
i=1

si p(p) = 0 para todo p € P, entonces ¢(p;) = 0 para todo i — 1 € r por lo que
¢ =0y vemos que evp es inyectiva. Luego, para cada ¢ € *P*, tenemos

e=> p(\)evy,
i=1

y de aqui vemos que evp es suprayectiva. La naturalidad es similar a la natu-
ralidad de D. Por tanto, G es una dualidad. O

Nota. Para la demostracién anterior, no se ocupd el hecho de que *P es un
objeto proyectivo.

Corolario A.9. Sean P y Q dos A-mddulos izquierdos proyectivos finitamente
generados, entonces Homp (P, Q) ~ Homp (*Q,*P).

La permutaciéon de Nakayama
Definimos el funtor
v : A-proj — A-inj

en objetos por
P+ D(A)@p P

y en morfismos f : P — () por
J = idpy @af.

Como una consecuencia inmediata de la Proposicién A.6 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario B.1. Si P es un A-mddulo izquierdo proyectivo finitamente genera-
do, entonces D(A) @ P ~ D(*P).

Demostracion. Solo basta tomar I' = k, L = A y M = k ademds de recordar
que A es una k-algebra de dimension finita. O

De este modo, podemos ver que v(P) ~ D(*P) es en efecto un A-mdédulo
izquierdo inyectivo finitamente generado. A este funtor lo llamaremos per-
mutacion de Nakayama. Como v es la composicién de dos dualidades, en-
tonces v es una equivalencia de categorias, en particular, v es un funtor fiel y
pleno por lo que tenemos el siguiente resultado.

Corolario B.2. Para cada par de A-mddulos izquierdos proyectivos finitamente
generados P y () tenemos

Homy (P, Q) ~ Homy (v(P),v(Q)).
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Ahora, consideremos un A-mddulo izquierdo finitamente generado M y un
A-moédulo izquierdo proyectivo finitamente generado P. A continuacién, es-
tableceremos un isomorfismo natural entre el conjunto de homomorfismos de
A-médulos izquierdos finitamente generados M — v(P) y el dual del k-espacio
vectorial Homy (P, M).

Lema B.3. Existe un isomorfismo natural
Homp (M, v(P)) ~ Homp (*P, D(M)).
Demostracion. Dado que el funtor dual D induce un isomorfismo natural
Homp (M, D(*P)) ~ Homy (DD(*P), D(M)),
y DD(*P) es naturalmente isomorfo a * P, se concluye la prueba. O

Sean P un A-médulo izquierdo proyectivo finitamente generado y M un
A-moédulo izquierdo finitamente generado. Definimos la siguiente aplicacién

©p .y 2 D(Homp (P, M)) — Homa (P, D(M))

como sigue: sea u € D(Homp (P, M)) y para ¢ € *P queremos definir una
transformacién k-lineal ©(u)(y) : M — k; luego, dado m € M definimos 6., ., :
P — M como

p— p(p).m

el cual es un homomorfismo de A-mdédulos izquierdos finitamente generados, asi,
podemos definir

O pn(u)(p)(m) = u(Bpm).
Lema B.4. Op s es un isomorfismo natural en Py M.

Demostracion. Primero, veamos que O es natural en P: sean f : P — P’
un homomorfismo de A-mddulos izquierdos proyectivos finitamente generados,
u : Homyp (P, M) — k un funcional lineal, ¢’ € *P’ y m € M, entonces

(©pr o D(Homy (f,id)))(w)(¢")(m) = © pr (Homa (f,idar) o w)(¢')(m)
= (Homy(f,idps) o u)(ew’,m) = U(aw’,m o f);

luego, para cada p € P, tenemos
(O .m0 £)(P) = 0 (f (D)) = ¢'(f(p))- 10 = Opropm(p)

de donde podemos deducir que

Wlprmof) = ullpopm)=("foOp(u)(¢)(m)
(Hom (* f,idp(ary) © ©p)(u

~—
=
AS)
<
—
=
g
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por lo que el siguiente diagrama es conmutativo:

D(Homp (P, M)) 4>HomA( P,D(M))
D(HomA(f,idM))l lHomA(*f,ide))

D(Homyu (P’, M)) < Homy (*P', D(M))

Pl
Ahora, veamos que © es natural en M: sean g : M’ — M un homomorfismo de

A-médulos izquierdos finitamente generados, u : Homy (P, M) — k un funcional
lineal, ¢ € *P y m’ € M’, entonces

(€217 0 D(Homa (idp, 9))) () () () = ©ar: (w0 g) () ()
= (uog)(Opm) = ulgobym);
para p € P, podemos ver que
(g0 0ym)(p) = g(tb(p)-m’) = 1(p).g(m") = Oy g (P)

por lo que tenemos

u(gobym) = w(bygm)) = Onm(u)(¥)(g(m’))
= (Om(u)(¥)o )( )= (Oar(u) o ( ))(w)(m’)
= (HOIDA (id*p, O @M) (u)

y asi, concluimos que el diagrama

D(Homy (P, M)) _Om Homy (*P, D(M))
D(Hom,\(idp,g))l lHomA(id*p,D(g))

D(Homy (P, M")) —5—= Homy (*P, D(M"))

M’

es conmutativo. Consideremos ahora una base dual para P, digamos {¢;,p; :
i —1 € s}, entonces definimos

Up - Homy (P, D(M)) — D(Homy (P, M))

como sigue: si h : *P — D(M) es un homomorfismo de A-mdédulos derechos,
definimos ¥ p ps(h) como el funcional lineal

Ypa(h)(g) = Z h(i)(9(pi))
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Sean h : *P — D(M) un homomorfismo de A-mddulos derechos finitamente
generados, o € *P y m € M, entonces

O (h)(p)(m) = ‘IJ(h)(%,m):Zh(w)(%,m(m))

= Zh((pi)(gp(pi).m) =h <Z ‘Pz‘-‘/’(]%‘)) (m)
h(p)(m).

Finalmente, si u : Homp (P, M) — k es una transformacién k-linealy g : P — M
es un homomorfismo de A-mdédulos izquierdos finitamente generados, entonces

S

Z O(u)(pi)(g(pi) = Z w(0p,,g(p:))

i=1
= u <Z ewi,g(m)> :
i=1

Luego, para p € P podemos ver que

D oo =Y 0ilp)-9(p:) =g (Z @i(p) ~pi> =g(p);
=1 =1 =1

y asf, concluimos que ¥(0(u))(g) = u(g). Por tanto, ¥ = ©~ 1. O

(O(u))(9)

Concluimos con el siguiente resultado.

Proposiciéon B.5. Sean P un A-mddulo izquierdo proyectivo finitamente ge-
nerado y M un A-mddulo izquierdo finitamente generado, entonces existe un

isomorfismo natural Homa (M, v(P)) ~ D(Homy (P, M)).

Complejos de médulos

Recordemos que un complejo A® de objetos en A-mod es acotado o finito si es
acotado superior e inferiormente, es decir, existen ni,ne € Z con ny < ng tales
que para todo m < n; se tiene A™ = 0 y para todo k > no tenemos A* = 0.

Sea P* = (P",d%) un complejo finito de A-médulos proyectivos finitamente
generados, definimos v(P*®) como el complejo (v(P™),v(d)), el cual es un com-
plejo finito de A-mddulos inyectivos finitamente generados.

Consideremos, en los subsecuente, dos complejos finitos de A-mdédulos finita-
mente generados M*® y P*, donde P*® es un complejo de A-mddulos proyectivos.

Lema C.1. FEuxiste una transformacion natural

U : Homg (M®,v(P*)) — DHomg (P*, M*®).
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Demostracion. Primero, definiremos la funcion
U’ : Homg(M*®,v(P*)) — DHomg (P®, M*®).
Para un morfismo de complejos f® : M*® — v(P*), definimos
U'(f*) : Homg (P*, M*®) — k
como la funcion
V(F)(9%) = Y (=1)'p(f)9),
i€z

donde p : Homp(M?* v(P?)) — DHomy (P!, M?) es el isomorfismo natural es-
tablecido en la seccién anterior. Notese que la suma es una suma finita ya que
los complejos M*® y P*® son finitos ademads de que ¥’(f*) es un funcional lineal en
el k-espacio vectorial Homg(P®, M*®). Ahora, supongamos que ¢g°* : P* — M*
es un morfismo de complejos nulhomotépico y sea h® : P* — M®[—1] una
homotopia de ¢g°®, entonces para cada i € Z tenemos

g' =di'h' + h T dp.
Sea i € Z; por la naturalidad de p, sabemos que

Homp (M1, y(Pi+1)) —2= DHom, (P!, Mi+1)
HomA(d;,,,idy(PiH))J/ \LDHomA(idPHl diy)
i i+1 i+l i
Homy (M*, v(P*™)) —5— DHom, (P*", M")

es un diagrama conmutativo y asf, para fi+! € Homp (M1, v(PH1)) y At €
Homp (P!, M?) tenemos

p(f ) (WFY) = p(f ) (dy ™). (3.1)
Nuevamente, por la naturalidad de p, sabemos que

Homy (M?, v(P?)) —X—= DHom, (P?, M)

HomA(idMi,u(d;))l \LDHomA(d}Q,idMi)
! i1 i1 .
Homy (M*, v(P*")) —— DHomy (P, M")

es un diagrama conmutativo; por lo que, para f* € Homa (M, v(PY)) y h'tl €
DHomp (P, M*) tenemos

p(dp) f) (W) = p(f) (W dp). (3.2)
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De las relaciones (3.1) y (3.2) se obtienen las siguientes igualdades
p(f)g") = p(f)dy " h' + W ldp)
U W) + () )
= p(fldy ) (h) + p(f1)(h" )
= p(v(dp ) TR + p(f) (W dp)
= B + pl 0 )

y de aqui, deducimos que

S0 = D (=1 (e YRR + p(f) (R )

i€Z i€EZ
— Z( ) (fl 1)(h1dz 1 _|_Z (hz+1d1)
€L €L
_ Z( )z+1 (fz)(hz+1dz _|_Z (hz+1dz)
€L €L
= 0.

De este modo, vemos que ¥'(f*®) es un funcional lineal en Homg (P*®,M?*).
Ahora, supongamos que f®: M*® — v(P*®) es un morfismo de complejos nulho-
motdpico y sea h® : M* — v(P*®)[—1] una homotopia de f*, entonces para cada
i € Z tenemos

Fr=vldp R+ Yy
por la naturalidad de p, sabemos que

Homy (M, v(P~1)) —2—= DHom, (Pi—1, M?)

Hom/\(d};\/ylvidu(Pi—l))i iDHOmA(idPilydﬁul)

i1 i—1 i—1 pri—1
Homy (M*™%, v(P"™")) —— DHomy (P*~", M)

Homp (M?, v(P=1)) —2—> DHomy (P—1, M?)
HomA(idMi,V(d;l))i \LDHomA(d;l,idMi,)
Homp (M?, v(P?)) — DHomy (P?, M%)

son diagramas conmutativos. Por lo que para h* € Homa (M v(P7Y)) y ¢° €
Homp (P, M*) tenemos

plhidi ) (g™ = () (dir'g™™)  p(v(dp R (") = p(h')(g'dp )

y como gid} ! dﬁwlg’ L concluimos que para cada i € Z se tiene
p(dp ') = p(h*)(g'd ") = p(h)(diy ')

= (ki) g ). (3.3)
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Asi, de la relacién (3.3) se deducen, que para g* € Homk (P*®, M*), las siguientes
igualdades

V()9 = DU = D (1) pu(dp b+ h T i) (g)

= gwi (p<u<d3:1>h:§fgi> + p(h ™ diy) (g"))

= %(—) p((dp ) (g 2; p(h 1 diy) (')

— Z( D p(hidiy ) (9" +§ p(h T diy)(g")

- g( 1) p(nitide,) +€§: p(h**ldy)(g")
e =

= 0.

Por lo tanto, vemos que ¥’ induce una unica transformacion lineal
U : Homg (M*®,v(P*®)) — DHomg (P°®, M*®)

tal que
Home(M®, v(P*)) —¥ > DHomg (P*, M*)
J/ /
Homgk (M*,v(P*))

es un diagrama conmutativo. Ahora, verifiquemos la naturalidad de ¥: sea
g® : N* — M* un morfismo de complejos en la categorfa K(A-mod), entonces
para cada morfismo f* € Homg (M®,v(P*®)) y cada ¢* € Homg (P®, N*®) se
tiene

(U o Homg (9%, idy (p+))) () (¢°) = Un (f79°)(¢") = D _(=1)'n(f'9")(¢")

1€Z

y también tenemos

(DHomgc(idpe, g%) 0 War) (f*)(¢*) = Uar(f*)(9%0%) = D (=1)'p(f)(9'0").

1€Z

Por otro lado, para cada i € Z, usando la naturalidad de p, se obtiene el siguente
diagrama conmutativo

HomA(MZ (P’)) —>DHomA(P1 Mz)
HomA(gi,idy(Pi))l iDHomA(idPi,gi)

Homy (N, (PZ))—>DH0mA(P NY).
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Por lo que pyi(f'9")(¢") = pari (1) (g'¢"). Asi, vemos que
S =D'a(fig) (@) =D (=1 p(f)(g'e")
i€z i€Z
y por tanto, ¥ es natural en M*®. Ahora, supongamos que g°® : P®* — @°® es un

morfismo entre complejos de proyectivos finitamente generados, entonces para
cada 9°* : Q®* — M*® obtenemos

(DHomg (g°,idars) o Wp)(f*)(*) = W(f*)(¥°9") = D _(~1)'p(f)(¥'g")
i€
= > (Dpwlg)f) = Yolr(g®)f*)(¥*)
i€
= (Vg o Homk (idpe,v(¢%)))(f*)(4°)

de donde concluimos que

Homg (M*, v(P*)) —%~ DHomg (P*, M*)
HomK(idM-,V(g'))l iDHomK(g',idM.)

Homgk (M*,v(Q*®)) TQ> DHomgk (Q®, M*)

es un diagrama conmutativo, lo que prueba la naturalidad en P. O
A continuacion, verificaremos que ¥ es, de hecho, un isomorfismo natural.

Lema C.2. La transformacion ¥ definida en el lema anterior es un isomor-
fismo.

Demostracion. La prueba se reallizard por doble induccién en los tamanos de
P® yde M°.

Tamano de P° igual a 1. Supongamos que P°® esta concentrado en i; en-
tonces

P*:ii—0—0—P —0—0— -

Demostraremos en este caso que ¥ es un isomorfismo haciendo induccién
sobre el tamano de M*®. Supongamos que M*® tiene tamano 1 y que esta
concentrado en j. Dividiremos la prueba en dos casos:

Caso i # j. En este caso, es claro que Homg (M*®,v(P*)) = 0 asi como
DHomg (P*, M*) = 0; concluyendose que ¥ es un isomorfismo.

Caso ¢ = j. Ahora, cada morfismo de complejos f® : M®* — v(P®) es
una sucesion de homomorfismo de A-médulos que conmuta con las
diferenciales d’}; y d y al ser estas diferenciales cero para todo n € Z,
concluimos que f* = (...,0,0, f*,0,0,...). De aqui, podemos ver
que

Homg (M®,v(P*)) = Homy (M*, v(P?)).
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Con argumentos similares podemos probar que
DHomg (P*, M*) = DHomy (P, M*);
asi, tenemos ¥ = p, el cual es un isomorfismo.

Siguiendo con la prueba, supongamos que hemos probado este resultado
para todo complejo de A-médulos finitamente generados de tamafio menor
que n. Sea M*® un complejo sobre A-mod de tamano n, digamos

M.:...—>O—)MS—>..._>M5+n72—>M‘s+n71_>0—>...’

y consideremos la siguiente sucesion exacta de complejos

Le ... 0 0 Ms+n—1HOH...
i l a5, l i
M® ... MS MS“'”_QHMS“'n_lHOH"'
i a5, l i
Ne® ... WA Ms+n—2 0 0

la cual es claramente una sucesion localmente trivial de complejos. Sabe-
mos que dicha sucesién exacta corta induce el siguiente diagrama conmu-
tativo y exacto

-+ —> Homg (L*[1],v(P®)) — Homk (N°®,v(P®)) — Homg (M*®,v(P*))

‘I’Lm,Pi ‘I'N,Pl/ WM’Pl

. — > DHomK(P*, L*[1]) —— DHomg (P®, N*) — DHomg (P*, M*®)

— Homgk (L®,v(P*®)) —— Homg (N°*[-1],v(P®)) —— - --

\pL,pi l‘l’w[llﬂp

——> DHomgk (P®,L*) — DHomgk (P®*,N®*[-1]) —— ---

Como L®* y N°® son complejos de tamano menor que n, las transforma-
ciones ¥y p, YN p, Vi p y Yn[—1),p son isomorfismos; por el Lema del
cinco, concluimos que ¥y, ;, es también un isomorfismo.

Tamano de P°* igual a n. Supongamos que hemos probado el resultado para
todo complejo de proyectivos finitamente generados de tamano menor que
n 'y sea P® un complejo sobre A-proj de tamano n. Como antes, podemos
considerar la siguiente sucesién exacta de complejos localmente trivial

Q':... 0 0 P5+n71HOH...

N P e

pe ... ps Ps+n—2 Ps+n—1 —_— ) — -

| |

R®:... ps Ps+n—2 0 0
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Aplicando v a dicha sucesién, obtenemos la sucesién
0—v(Q*) — v(P*) — v(R*) —0

la cual se ve como

0 0 u(PSjL”*l)HOH"'
l v(d} l V<ds+n72) l
v(P*%) (dp) V(Ps+n—2)L>V(Ps+n—1)HO*)---
v(P) —~ y(Pstn=2) 0 0

y de aqui, podemos ver que es una sucesion exacta localmente trivial.
60 ex
Ahora, recordemos que la sucesién exacta

0—Q@*— P*—R*"—0

estd totalmente determinada por un morfismo h® : R®* — Q°[1] que se
define a través del siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

0 Q* P* R* 0
I |
| | ne
A \
0 Q° J(Q*) Q°[1] 0.

Si observamos la sucesién exacta

l/(Q‘) e 0 0 V(Ps+nfl) >0
v(J(Q®*) i+ —=0 —> V(Ps+n71) I V(Ps+n—1) 0 .
v(@°1]) - —— 0 —— p(Pst"71) 0 0

podemos concluir que

v(Q*[1]) = v(Q*)[1);

de este modo, tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglones
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exactos

0

Por lo que la sucesién exacta
0—v(Q*) — v(P*) — v(R*) —0

estd totalmente determinada por el morfismo v(h®). Luego, esta sucesién
exacta corta da lugar al siguiente diagrama conmutativo y exacto

-+ —> Homg (M*®,v(R®)[—1]) — Homgk (M*,v(Q®)) — Homgk (M*,v(P*))

: e

-+ ——> DHomgk (R®*[-1], M®*) ——— DHomk (Q®, M®*) —— DHomg (P®, M*)

- > HomK(M',V(R°)) E— HOmK(M',V(Q')[l]) —_—=

——> DHomg (R®, M*) —— DHomk (Q*[1], M®) —— ---

y nuevamente, por el Lema del cinco, se concluye que W p es un iso-
morfismo.

Con esto, termina la prueba. O

@ Sucesiones que casi se dividen

En esta tltima seccion, demostraremos que en la categoria de complejos finitos
de médulos finitemante generados sobre una k-dlgebra A de dimensién finita ex-
iste una clase especial de sucesiones exactas denominadas sucesiones que casi se
dividen. Para esto, ocuparemos los resultados que, hasta ahora, hemos expuesto
en este trabajo.

Como hemos visto, para dos complejos finitos M*® y P® en A-mod, donde
P* es un complejo de A-mddulos proyectivos finitamente generados, existe un
isomorfismo natural entre xt(M®,v(P*®)[—1]) y Homk (M*®,v(P*)); el cual a
su vez es naturalmente isomorfo a DHomg (P*, M*). Concluimos asi que

Exto(M®,v(P*)[~1]) ~ DHomg (P*, M*) (3.4)

Ahora, supongamos que P*® es un complejo finito de A-médulos proyectivos
finitamente generados y que ademds, P® es inescindible en la categoria de com-
plejos de A-médulos finitamente generados. Supongamos también que P® no es



40 La categoria A-mod

equivalente a uno de la forma

0 0 pP=——P 0 0

En particular, se tiene Homg (P®, P*) # 0. Como P*® es un objeto inescindible,
se sabe que el anillo de endomorfismos de P® es un anillo local, con radica
de Jacobson t. Recordemos que, en este caso, el radical de Jacobson consta
de todos los elementos de Endc(P*®) que no son invertibles. Sea a el ideal de
End¢(P*®) generado por los morfismos que se factorizan a través de un complejo
proyectivo, entonces

Homg (P®, P*) ~ Endc(P*)/a;

luego, como el radical t es el tnico ideal maximal de Endc(P*), se tiene que
a C vy asi, tenemos

K~ EndC(P‘)/tNEnd(i;f.)/a

donde T = t/a. Como idpe ¢ t, entonces idpe ¢ T y asi, podemos fijar una k-
base de Homgk (P*, P*) que contenga a id pe; luego, definimos la funcional lineal
X : Homg (P®, P*) — k por idpe — 1 y el resto de los elementos bésicos los
transformamos en 0. A esta funcional le corresponde una extensién de v(P*®)[—1]
por P* mediante el isomorfismo natural (3.4), digamos que

~ Homk (P*, P*)/x,

E:0 —v(P)[-1]] —E*— P*—0

es la sucesién que le corresponde a x. Nétese que el complejo v(P®)[—1] es
inescindible ya que v es una equivalencia; también es importante mencionar
que la sucesién € no se divide ya que x # 0. A continuacién, estudiaremos las
propiedades de esta sucesion.

Proposiciéon D.1. Si f* : A* — P*® es un morfismo que no es retraccion,
entonces existe un morfismo v* 1 A®* — E°® que hace conmutar el siguiente

diagrama
A.
v 7
7/ .
L
»
0——v(P*)[-1] Ee pPe 0.

Demostracion. Sabemos que el siguiente diagrama conmuta
Exta(P®,v(P*)[—1]) —— DHomg (P*, P*)
Z’(tC(f.’idV(P.)[_l])l lDHomK(idP.,f')

£xi (A%, v(P*)[~1]) — > DHomg (P*, A®).
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Denotemos por x¢ a la funcional correspondiente a la sucesién exacta &, y
recordemos que f*.€ es la extension Zxtc(f*,id,(pey—1))(€). Si h®: P* — A®
es un morfismo en Homg (P*®, A®), entonces

Xree(h®) = xe(f°h®).

Como f* no es una retraccion, se tiene que f*h® # idpe por lo que xg(f*h®) = 0.
Asi, concluimos que f°®.£ = 0, es decir, es una sucesién exacta que se divide.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos

q

foE: 0 — v(P*)[~1] re A* 0
lp. l p
£ 0 — v(P*)[~1] E*—=P* 0.

Como f*.€ se divide, existe un morfismo o : A* — F'*® tal que ¢°0® = id4e y si
definimos v* = p®c*®, podemos ver que

(P.’y. — (p.(p.o_.) — ((p.p.)o_.
= (f*¢")o* = f*(¢°0*)
f.
con lo que acabamos con la prueba. O

Proposicién D.2. Si g® : v(P*)[—1] — B® es un morfismo que no es seccion,
entonces existe un morfismo v* : E®* — B® que hace conmutar el siguiente
diagrama

0 ——=v(P*)[-1] E* P 0
re
g° -
JJ Al
B*.
Demostracion. Como v y [—1] son equivalencias, sabemos que existe un mor-
fismo g*® : P* — B* tal que ¢* = v(¢*)[—1]; como ¢* no es una seccién, g* no
puede ser una seccién. Considerando el siguiente diagrama conmutativo
£xte(P®,v(P*)[—1]) —— DHomg (P*, P*)
f)(fc(idpoag.)i lDHomK(ﬁ',idp.)
Exta(P®, B*) ——— DHomgk (B®, P°*)

podemos ver que para todo morfismo h® € Homg (B*®, P*) se satisface la igual-
dad

Xe.ge () = xe(h*g°);
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como g* no es una seccién, entonces h*g® # idps por lo que xg ge(h®) =0y
de aqui, concluimos que £.g° = 0. Observemos ahora el siguiente diagrama
conmutativo con renglones exactos

0 —— v(P*)[-1] & j P 0
0 B* F* p* 0.

Como E£.¢g° se divide, entonces existe un morfismo n® : F'* — B*® tal que 1°q® =
idge y si definimos v* = n°®p®, podemos ver que

VRT = (%R =" (p°K°)
— n.(q.g.) — (n.q.)g.
= 9%
con lo que concluimos la prueba. O

Definicién D.1. Sean & una categoria abeliana y
E:0—A—B—C—0

una sucesién exacta en /. Decimos que £ es una sucesiéon que casi se divide
si es una sucesién exacta que no se divide y que se cumplen las siguientes tres
condiciones:

(SCD1) Los objetos A y C son inescindibles en &7.

(SCD2) Para cada morfismo D — C que no sea una retraccién, existe un
morfismo D — B que hace conmutar el siguiente diagrama

0 A B c 0.

(SCD3) Para cada morfismo A — E que no sea una seccién, existe un morfismo
B — FE que hace conmutar el siguiente diagrama

0 A B C 0

s
s/
7
¥

E.

Asi, hemos mostrado que dado un complejo finito inescindible de A-mddulos
proyectivos finitamente generados P*®, que no sea equivalente a uno de la forma

0 0 pP=—P 0 0 T
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existe una sucesién que casi se divide que termina en P® y que tiene la forma

0 — v(P*)[-1] E* pe 0,

donde v(P*®)[—1] es un complejo finito inescindible de A-mdédulos inyectivos
finitamente generados, que era el objetivo de este trabajo.
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