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Introduccion

El contenido de esta tesina estd enfocado a construir graficas regulares de cuello 6 con
pocos vértices como subgraficas de jaulas (¢ + 1)-regulares de cuello 6. Las construcciones a
desarrollar se daran de tres maneras distintas: geométrica, algebraica y mediante el uso de
graficas bipartitas. Es importante senalar que las maneras de abordar el problema son equi-
valentes y en todas se “borran” elementos especificos dependiendo de como se esté tratando

el problema.

Asi los objetivos de esta tesina seran construir las graficas y mostrar que estos elementos
“borrados” son los mismos en cada caso, salvo que estan representados de manera distinta

lo que dependera de la descripcién elegida.

La construccién geométrica resolvera el problema haciendo uso de los planos proyectivos
combinatorios de orden ¢, cuando ¢ es la potencia de un primo, concretamente se borraran

del plano proyectivo puntos, rectas e incidencias.

En la descripcién algebraica se utilizaran las matrices de incidencia de los planos pro-

yectivos de orden ¢ y se borraran renglones y columnas distinguidos de dichas matrices.

Finalmente, en la tercera construccién se trabajara sobre las graficas de incidencia de

los planos proyectivos borrando, en estas, ciertos vértices y aristas.

Nos parece importante resaltar que si bien las gréaficas construidas son las mismas,
diversos autores han usado, cada uno por su parte, diferentes métodos y no existe hasta el
momento un trabajo que analice y traduzca las relaciones que existen entre ellos. Creemos
que la importancia de este trabajo es justamente describir simultdneamente los tres tipos
de construcciones, ya que entender la relacion que existe entre ellas permite profundizar
ampliamente en el problema como sucede generalmente en las matematicas, en las cuales
un panorama lo mas global posible de un problema permite comprenderlo y solucionarlo

desde varios angulos y por lo tanto con mayor profundidad.



Prefacio

En el desarrollo de esta tesina se trabajard unicamente con graficas simples no dirigidas
sin lazos o aristas multiples. Seguiremos el libro de Godsil y Royle [1] para la terminologia

y definiciones.

Sea G = (V(G), A(G)) una grafica con conjunto de vértices V = V(G) y conjunto de
aristas A = A(G). El cuello de una grafica G es el nimero g = g(G) de aristas en el ciclo
mas pequeno. El grado de un vértice v € V' es el nimero de vértices adyacentes a v. Una
grafica se dice que es k-regular si todos los vértices tienen grado k. Una (k, g)-grdfica es
una grafica k-regular con cuello g. En 1960 Erdés y Sachs [2] probaron que para cualquier
par de enteros k y g siempre existe una (k, g)-grdfica, teniendo asi sentido el problema de
encontrar graficas regulares de cuello g dado y orden menor. Esto da pie a la definicién de

(k,g)-jaula como una (k, g)-grafica con el minimo nimero de vértices posible.

Mediante una sencilla operacién es facil calcular la cota inferior de una (k,g)-jaula.
Cuando el cuello es impar se parte de un vértice y se cuenta a todos los vértices a distancia
g%l de él y en el caso de que el cuello sea par la cuenta parte de una arista y son contados

g—2

todos los vértices a distancia “5= de la misma; ver Figura 1.

Asi pues, la cota inferior de una (k, g)-jaula se denota por ny(k,g) y es igual a

1+k+k(k—1)+...+k(k—l)@ si g es impar;

nO(kmg) =
M+ k-1 + ..+ (k-1 if g es par.

El concepto de jaula fue introducido por Tutte en el ano de 1947, y desde entonces
distintos matemadticos se han interesado en este tema. Biggs en [3] define el exceso de una
grafica k-regular G como la diferencia |V (G)| —no(k, g), y a partir de ese momento el interés
de la comunidad experta en el area ha sido la construcciéon de graficas con poco exceso. En
este mismo contexto, el trabajo que se plantea en esta tesina consiste en presentar tres

métodos distintos para generar graficas de cuello 6 con poco exceso.

Una gréfica es bipartita si el conjunto de sus vértices V' se puede partir en dos conjuntos,

Vi y Vo, de forma que cada arista en A(G) tenga un extremo en Vj y el otro en V5. Una

3



4 Prefacio

Figura 1: Distribucién de los vértices de una (k, g)-jaula segin la paridad del cuello g. Del
lado izquierdo de la Figura se muestra la distribucién para el caso de cuello impar, y del
lado derecho, la correspondiente a cuello par.

importante conjetura alrededor de esta definicién dice que las jaulas de cuello par son
bipartitas [4].

Una estructura de incidencia es una terna I = (P, L, I) que consta de un conjunto finito
P de puntos, un conjunto L de subconjuntos de P cuyos elementos son llamados lineas
y una relacién I C P x L llamada incidencia. Si (p,l) € I diremos que el punto p y la
linea [ son incidentes. La grdfica de incidencia (I) de una estructura de incidencia I es
una grafica bipartita que tiene como conjunto de vértices a P U L, y donde dos vértices
son adyacentes si son incidentes en I. Un espacio lineal es una estructura de incidencia
S = (P, L,I) que cumple que toda linea tiene al menos dos puntos y por cualesquiera dos
puntos pasa exactamente una linea. Notese que el cuello de la gréfica de incidencia de un

espacio lineal es mayor o igual que seis.

En este trabajo haremos uso del potencial de dos espacios lineales muy particulares.
Uno de ellos es el Plano parcial que cumple dos axiomas: 1) Por cualesquiera dos puntos
pasa a lo més una linea, y 2) Cualquier linea tiene al menos dos puntos. El otro espacio
que es atn mds interesante es el Plano proyectivo finito 11 = (X, L,I) el cual cumple los

siguientes axiomas:

1. Para cualesquiera x, o € X existe una tunica [ € L tal que {z1, 22} € [ (axioma de

espacio lineal).
2. Para cualesquiera l1,ls € L se tiene que |l; Nily| = 1.

3. Existe un subconjunto F' C X de 4 elementos tal que |l N F| < 2 para toda [ € L.




Prefacio 5

No es dificil probar usando estos axiomas que, en un plano proyectivo cualesquiera dos
lineas tienen el mismo numero de puntos. Asi, sil € L y |l| = n + 1 diremos que el plano
proyectivo tiene orden n = |I| — 1, y en este caso denotaremos por II,, al plano proyectivo
de orden n. Claramente el cuello de la grafica de incidencia de un plano proyectivo II,
tiene tamano 6, mas ain, mediante algunas sencillas observaciones, que no analizaremos
a profundidad en esta tesina porque no es nuestro objetivo, se concluye que la grafica de
incidencia de un plano proyectivo de orden n es una (n + 1,6)-jaula minimal, es decir, es

una jaula que alcanza la cota minima ng(n + 1,6).

Uno de los métodos usados para construir a los planos proyectivos de orden ¢, cuando ¢
es una potencia de primo es considerar a Fg espacios vectoriales de tres dimensiones sobre
el campo de Galois F,; con ¢ elementos. Los puntos del plano proyectivo corresponden a los
subespacios de dimensién uno y las lineas del plano proyectivo a los subespacios de dimension
dos. Un punto es incidente con una linea si el subespacio de dimensién uno esta contenido en
el subespacio de dimensién dos. Estos planos proyectivos se llaman algebraicos y se denotan
por PG(2,q).

Los planos proyectivos puramente combinatorios (que cumplen los axiomas y no se
construyen usando campos de Galois) también existen, sin embargo en esta tesina no se
profundizard en el tema de la existencia de estos planos proyectivos; sin embargo, se sabe
que si ¢ es una potencia de primo existe al menos un plano proyectivo de orden ¢, el

algebraico y éste es el que usaremos como base de nuestras contrucciones [5, 6].



Capitulo 1

Construccion geométrica

Existen muchas construcciones para generar familias de gréaficas regulares con pocos
vértices. Un gran numero de ellas se obtienen al remover ciertos conjuntos de vértices de
las graficas de incidencia de los poligonos generalizados. En esta seccién se empleard una
técnica similar a la que plantean Gacs y Héger en [7], técnica que recientemente ha sido

utilizada para obtener graficas de orden minimo y cuello dado.

Antes de abordar los resultados principales de esta seccion se introduciran un par de
conceptos necesarios. Dado un d-gono generalizado con puntos, lineas e incidencias (P, £,7),
el conjunto Z de incidencias se define para todo p € P y para toda [ € £ como sigue: pZL
siy solo si p € L, (ver [1]).

Definicién 1 Sea II, = (P, L,T) el plano proyectivo de orden q. Diremos que una inciden-
cia pZL es borrada si el punto p no es removido de P pero la linea L de L es reemplazada

por la nueva linea L — p.

Definicién 2 La terna (Po, Lo, Zo) es una estructura (t + 1)-coregular en el d-gono gene-
ralizado (q + 1)-regular si el plano parcial (P \ Po, L\ Lo,Z \ Zo) es (g — t)-reqular.

Un hecho inmediato que se desprende de la definicién anterior es que de existir la terna
(Po, Lo,Zp), se tendra que |Py| = |Loy|. Denotemos por £, al conjunto de lineas que pasan
por el punto u. En el siguiente teorema construiremos estructuras (¢ + 1)-coregulares en

planos proyectivos de orden g para 0 <t < ¢q — 2.

Teorema 1 Sea L* = {p,x1,...,24} una linea en el plano proyectivo de orden q y sea
Ly, = {L*,L},,...,Lg} el conjunto de lineas que pasan por p. Denotemos a los siguientes

conjuntos como sigue:

Qu=A{L),L2,...,.LE, M} U Ly U+~ U Ly, donde M € Ly, ., — L*.

Tt+42

Q2= Ly, —{A1,..., A1}, donde A; € L — L* es la linea que conecta a xyy1 y my,

dondemZ-:MﬂL;, i=1,...,t—1.

Tt+1
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Entonces las siguientes estructuras son (t + 1)-coregulares en el plano proyectivo de orden

q para 0 <t <q—2:
t=0: Py = {1‘1}UL11,; Ly = {L})}Uﬁxl; Iy = 0.
t>1: Po=A{x1,22,..., 241 UL, ULZU--- ULLUM;

QLUL,, sit=1;
Q1UQy sit>2.

Ly =

Ioz{aijL:Leﬁxj,.\MﬂLﬁL;] =1 para alguna i € {1,...,t},j=t+3,...,q}U
{aijILi,Zaij:AiﬂLé,j:tJrl,“.,q,i:1,...,75*1,1522}.

Demostraciéon: Sea P el plano parcial que resulta después de borrar todos los puntos de
Py, todas las lineas de Ly y todas las incidencias de Zy de un plano proyectivo de orden gq.
Veamos que P es un (¢ — t)-plano parcial regular.

Caso t = 0: Notemos que |Po| =1+ (¢+ 1) =qg+2yque |[Lo|=1+(¢+ 1) =q+ 2.
ast, [Po| = [Lo| = q + 2.
Las lineas de P se obtienen a partir de las del plano proyectivo en una de las siguientes

maneras:

L Ly —{p}, § = 2,045

2. Ly; —{p1} para toda L., € L;; donde p; = Ly, N L}J, j=2,.q.

Por lo tanto cada linea de P tiene cardinalidad ¢. Ahora veamos que por cualquier punto
pasan ¢ lineas. Cada punto z;, j = 2,...,q perdié a la linea L* y cada uno de los puntos
restantes de P estd en alguna linea L%, Jj =2,...,q los cuales pierden una linea en L,,. Por
lo tanto, por cualquier punto de P pasan ¢ lineas.

Caso t > 1: Tenemos que |Po| =t +1+|Ly|+ ...+ |[LL| = (t—1)+|M|—t = q(t+1)+3
ya que x1,To,...,Trr1 & L}? U..u L;; UMy |MnN L;, N...N L;| = 0; méas aun, ya que
LoyNoN Ly, N Ly, ., = {L*} se tiene que |Lo| =14+tqg+q—(t—1)+1+t=q(t+1)+3.
De aqui que |Py| = |Lo| = q(t +1) + 3.

Sea M = {mqi,ma,...,mq,Tt42} la linea cuyos puntos han sido borrados del plano pro-
yectivo, y supongamos que m; = MNL},j = 1,...,q. Distingamos dos subcasos dependiendo
desit=1o0t>2.

Subcaso t = 1: Las lineas de P son obtenidas de las lineas del plano proyectivo en una

de las siguientes maneras:



(i) Lgy — {x3,y} para toda Ly, € Ly, — M donde y = Ly, N Ly;

(ili) Ly, — {y',m;} para toda Ly; € Ly, en la que M N Ly N Ly, =0 donde y = Ly, N L}
y mj = ij NM,j=4,..,¢

(iv) Lg; —{xj,m1} para L, € Ly, tal que M N Ly, = MOL;, =mq paratoda j =4,...,q;

de acuerdo a la definicién de 7y la incidencia z;ZL,; debe ser removida.

Por lo tanto concluimos que cualquier linea de P tiene cardinalidad ¢ — 1.

Por otro lado, cada punto z;,j = 4,...,n de [P perdi6 la linea L*. Mds aun, en un plano
proyectivo existe exactamente una linea F' € L;; tal que |[FNMnN Lll)] = 1, por tanto z;
perdié exactamente una incidencia, entonces por cada x; pasan exactamente g — 1 lineas. El
resto de los puntos z de P pertenecen a alguna linea Lf;, 7 =2,...,q en el plano proyectivo.
Cada z perdié dos lineas, una en £,, y la otra en L,,. Por tanto, cualquier punto de P

pertenece a ¢ — 1 lineas. Ver Figura 2.

Figura 1.1: Ilustracién del caso ¢t = 1 for ¢ = 4. Los puntos borrados se indican con color
blanco y las incidencias borradas se indican con linea punteada.

Subcaso t > 2: Las lineas de P son obtenidas de las lineas del plano proyectivo en una

de las siguientes maneras:

(i) Lf,—{p, mj, a1y, azj, .., a—1; y donde a;; € AzﬂL{) es diferente de m; para j = t+1,...,q
va que A; "M C {LllJ U..u L;} por hipdtesis. De acuerdo a la definiciéon de Zg las

incidencias aijILf, deben ser removidas;
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(ii) A; — {x¢41,0, ..., 1t} para l; € L;, 1 = 1,...,t. Note que, por definicién de A; uno de

estos elementos, por ejemplo I; es igual a m; ya que A, N M C {my,ma,...,my};
(il) Laypp — {242, 01, 1t} paratoda Ly, ., € Loy, —M tal que l; = LN Ly, 0 = 1,...,t;

(iv) Lz; —{ljy, s lj,my, } para Ly, € Ly, en la que M N L; NLy; =0yj=t+3,..,4q,
donde [, = L; NLy;,i=1,..,tymj =MnNLy, conjp>t+1;

(v) Le; — Az by s sy ymiy Uy s oo gy} pata Ly, € Ly,j = t+3,...,q donde m; =
MnN LZ, MLy vyl = L’; N Ly, para i,k =1,...,t, i # k; de acuerdo a la definicién de

1y las incidencias ;7 L;; deben ser removidas.

Por tanto concluimos que todas las lineas de P tienen cardinalidad ¢ — t. Para finalizar
la, demostraciéon veremos que todos los puntos pertenecen a g — ¢ lineas. Cada punto z;,
j=t+3,...,q de P perdid la linea L*. mas aun, en un plano proyectivo existe exactamente
una linea F' € L, tal que |[FNMnN L;] = 1,2 = 1,...,t por tanto xz; perdié exactamente
t incidencias mds, entonces cada x; vive en ¢ — ¢ lineas. Los puntos restantes z ¢ A; para
1,...,t — 1 perdieron t 4 1 lineas, una en cada £,, parai =1,...,t + 1. Y los puntos a € A;
para cualquier A;, i =1,...,t—1 perdieron t+1 lineas, t € L, parai = 1,...,t y también las
incidencias aZ L%, las cuales han sido removidas. Por tanto concluimos que todos los puntos

de P pertenecen a g — t lineas. . Ver Figura 3.

Figura 1.2: Tlustracién para el caso t = 2 y ¢ = 5. La linea A; es la linea curva, los puntos
blancos indican a los puntos borrados, las incidencias borradas x;7L,; se muestran con

lineas punteadas, y las incidencias a;;Z L}, con un circulo y un punto negro dentro.

Corolario 1.4 Existe una grafica G bipartita, k-regular y de cuello 6 con 2(¢gk — 1)
vértices para k = q y con 2(qgk — 2) para k < ¢ — 1.

La prueba de este Corolario se vera a detalle en la siguiente seccién.



Capitulo 2

Construccion combinatoria

Como se habia mencionado anteriormente, en esta secciéon se describird un método que
consistird en borrar ciertos vértices y aristas de la grafica de incidencia del plano proyectivo
I1,, obteniendo asi familias de graficas regulares de cuello 6 con pocos vértices. Es importante
aclarar que este método es exclusivamente una interpretacién de la construccion geométrica,
es decir, el conjunto de vértices y aristas eliminados de la grafica de incidencia de 1I,
se corresponderan con el conjunto de puntos, lineas e incidencias borrados en el plano

proyectivo I, descritos en la construccién geométrica.

Para este fin primero se definirdan algunos conceptos necesarios. Dada una grafica G con

cuello g par y una arista (z,y) de G se define para 0 < i < § — 1 los siguientes conjuntos:
Xi={ueV(Q):dg(u,z) =1i,dg(u,y) =i+ 1}

Yi={veV(G) :dg(v,y) =1i,dg(v,x) =i+ 1}

Claramente como el cuello es igual a g tenemos que X; y ¥;, 0 < i < § —1 son conjuntos
ajenos. Sean X = {z1,...,24} ¥y Y1 = {1, ...,y,}. Consideremos en los conjuntos X; y Y;,

i€{1,2,...,§ — 1} la siguiente particién (ver Fifura 4):
Di_l(lbk) = {w €X;: dG(’LU,.%'k) =1 — 1},k =1,2,...,q

Di—l(yj) = {’LU €Y : dg(w,yj) =1 — 1},k‘ =1,2,...,q

El érbol que aparece en la Figura 4 es subgrafica aciclica generada de la (g+1,6) — jaula.
En esta tesina claramente estamos haciendo un abuso de lenguaje cuando nos referimos a G
como el drbol mostrado en la Figura 4, pues G tiene ¢? aristas, de las cuales unas estén entre
los vértices inferiores del arbol que no estan dibujadas y que existen bajo ciertas condiciones

dadas por las incidencias del plano proyectivo que permite que el cuello sea seis.

Teorema 2 Sea Il el plano proyectivo de orden q, L* = {p, x1,x2, ..., x4} una linea de I1,,

L, ={L*, L,l), L,Q,, wey L} las lineas por p y sea G su grdfica de incidencia. Entonces G tiene

11
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w|[B o] @ 6] B ol o B 6 B 0

D (1) D (z2) D (zq) Di(y1) D (y2) D1(yq)

Figura 2.1: Arbol distancia

como subgrdfica una (q,6)-grdfica bipartita con 2¢*> — 2 vértices.

Demostracién: En G distingase la arista (p, L*) y considérense los conjuntos X, Yy, X7,
Y1, X2 v Y5 descritos en la definicién anterior. Asi, Xo = {p}, Yo = {L*}, X; = {LIIJ, e L}
y Y1 = {x1,...,z4}. Nétese que:

q q
X1 = Do(L}), i = | Dol=))
j=1 j=1

q q
X2 = U Dl(L%) y Y2 = U Dl(l’j)
j=1 j=1

Sea H la subgrafica obtenida de G al borrar X, Yy y el conjunto de vértices

1
J{Dw(L}) U Dy (1)}

k=0

Veamos que lo que resulta de borrar estos conjuntos es en efecto una (g, 6)-grafica; ver

Figura 5. Los vértices sobrantes de G estan definidos por el conjunto V:

1
V = | {De(Z}) U Di(z))}, =2, ....q
k=0

Claramente los vértices que viven en U?:z Dy (L{,) pierden la adyacencia con p. Anélo-
gamente los vértices que pertenecen a U;I-:2 Dy(x;) bajan su grado en uno al perder la

adyacencia con L*. El resto de los vértices pertenecen a U?ZQ{Dl(Lf,) U Dq(zj)}
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Figura 2.2: El conjunto de vértices borrados en G se encuentran dentro del drea marcada.
Lo que queda fuera de ella resulta ser una (g, 6)-gréafica bipartita. En esta imagen no se
muestra el pegado que se d& entre los vértices de X5 U Y5.

Por otro lado como el cuello de GG es igual a seis se tiene que cada una de las subgraficas
inducidas por los conjuntos {D;(L}) U Dy(z})} con j, k = 1,...,q forma un apareamiento
perfecto en G, ver [7]. Por esta razén cada uno de los vértices que pertenecen a (Ji_, D1 (L?)
pierden la adyacencia con un tnico elemento de Dj(z1). De manera similar los vértices que
viven en (Jj_, D1(x;) pierden la adyacencia con un tnico vértice de Dy (L;). Ademis, el
orden de H es 2(q— 1) +2q(q—1) =29 —2+2¢*> —2¢=2¢>—2.

El resultado anterior se extiende, como senala el Corolario 1.4, permitiendo encontrar
graficas k-regulares de cuello 6 con 2(gk — 2) para k < ¢ — 1. En la prueba se usard el
siguiente concepto para gréficas andlogo al de estructura (¢ 4+ 1)-coregular definida para

d-gonos generalizados.

Definicién 3 La pareja (P, A) es una estructura (t+1)-coregular en la grdfica de incidencia
G de un plano proyectivo I, si al momento de borrar todos los vértices de IP y todas las

aristas de A en G la grdfica resultante es (q — t)-regular de cuello 6.

Antes de abordar dicho teorema denotaremos primero ciertos conjuntos que se usaran
en él. Si II; es el plano proyectivo de orden ¢, L* = {p,x1,x2,...,24} una linea de II; y

L, ={L", Lzl), Lg, ..., L} las lineas por p, entonces sean:

P = {p,L*} U U}C:O{Dk(L},) u-.--u Dk(L;) U‘Dk(xl) U+ U Dg(z+1)} U Do(xp42) U
{mq,....,mqg, M} con M € Di(z12);{m;} € D1(L}), (m;, M) € AG), j=1,...,q;

Ei = {(z,1) : (I,m;) € A(G), j ={t+3,...,q}, i =1,...,t}; Nétese que para toda m; la
[ es distinta, ya que de existir algun [ € N(z;) \ L* tal que (I,my), ([, ms) € A(G), k # s
y tomando en cuenta que (M, my), (M, ms) € A(G) se formaria un ciclo de longitud cuatro
en G contradiciendo que el cuello de la gréfica de incidencia de todo plano proyectivo es

seis.
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Py = Di(we41) — {A1,...; Ai1} donde A; € Di(xi41), (Ai,my) € A(G), j € {1,...,t},
i =1,...,t — 1. Notemos también que A, # A; sik # j; y

Ey = {(L;{;,aij) :(aij, Ai) € A(G), i =1,...,t—1, j =t+1,...,q}. Notemos por construccién
que a;; # m; para toda j =t+1,...,q ya que (4;,m;) € A(G) para i€ {1,...,t —1}.

Teorema 3 Sea II; el plano proyectivo de orden q, L* = {p,z1,x2,...,24} una linea de
I, £, = {L*,L},,LIQ,,...,LEI,} las lineas por p y G su grifica de incidencia. Entonces las

siguientes estructuras son (t + 1)-coregulares en G para t >0y q > t+ 3:
t=0: P ={p, L'} UlUs—o{Dx(Lp) U Dg(w1)}; A = 0.

P1 Sit:1; E1 Sit:L’
t>1:]P>: ;A:
PIUPy, sit>2. EFiUEy sit>2.

Demostraciéon: Consideremos en G la particion distancia empleada en el Teorema 2, y sea
H la subgrafica que resulta al borrar de G todos los vétices de P y todas las aristas de L.

Veamos que H es una grafica bipartita (¢ — ¢)-regular de cuello 6.
Caso t = 0: (Teorema 2)

Caso t > 1: Sea A el conjunto de vértices en H que pertenecen a X7 UY; v B los que
pertenecen a XoUY5. Entonces V(H) = AUB;, i = 1,2 donde A = {Do (L), ..., Do(L§)}U
{Do(1+3), s Do(wq)}s B = Ul_y s 1 {D1 (L) —{mj} JU{D1(2143), .., D1 () FU{ D1 (142) -
{M}}sit=1y By=B1 U{A;,....,A;_1} si t > 2. Veamos que cada uno de los vértices de
H tiene grado g —t. Dividiremos la prueba en dos casos como en la seccién anterior, cuando
t=1ycuando t > 2:

Subcaso t = 1:
1. Nu(Do(L})) = Na(Do(Lp)) — {p,m;}, j = 2, ..., q.
2. Nu(Do(zj)) = Na(Do(z;)) — {L*,1}, I vecino de my en G, j =4,...,q.

3. Six € ULy{D1(L)) — {m;}} entonces Ny (x) = Ng(z) — {a,b}, con a € Dy(z1) y

b € D;(x2) respectivamente.
4. Siz € Dy(x3) — {M} entonces Ny (x) = Ng(x) — {x3,1}, | € D1(Ly) — {m1}.

5. Siz € {Di(x4),..., D1(zq)}, Nu(z) = Na(x)—{xj,mi} si (z,m1) € AG),j =4,....q;
de lo contrario Ny (2) = Ng(x) — {my,r}, r € Di(L,) — {m1}.

Por lo tanto H es una grafica bipartita (¢ — 1)-regular. Ver Figura 6.
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Figura 2.3: Hustracién del subcaso ¢ = 1. El conjunto de vértices borrados en G se ilustran
con puntos negros, y algunas incidencias borradas con lineas punteadas.

Subcaso t > 2:

L. Nu(Do(L3)) = Na(Do(L3)) — {p,m;, D}, donde D = {ai; : (aij, A;) € A(G),i =
1,.,t—1,j=t+1,...,q}. Notemos que para cada j el tamano de D es ¢t — 1.

2. NH(D()(SC])) = NG(D()(IJ') — {L*,F}, donde F' = {L’LJ : (Llj,ml) € A(G),Z =
1,..,t,j=t+3,...,q}. Asi, |F| =t para cada j.

3. Sizxz e Dl(Lf,) siempre pierde a ¢ vecinos, cada uno de los cuales pertenece al conjunto
Dl(Ii), 1= 1, ...,t. Ademaés

a) Si (z,A;) € A(G) también pierde la adyacencia con L.

b) Si no, entonces = pierde como vecino un vértice de Dy (xpy1) — {A1, ..., At }.
4. Ng(A;) = Na(A;) = {liv, ooy lit, 241 lij € Dl(L%), j=1 ..t

5. 8i x € Di(x442) — {M} entonces Ny(x) = Na(z) — {l1, ... Iy, x40}, li € Di(L}),
i=1, ..t

6. z € Di(zj), j =t+3,...,q pierde la adyacencia con [;, [; € Dl(L;), i=1,..,t. Ademas:

a) Si(x,m;) € A(G) entonces también pierde a x; como vecino.

b) Sino, x también pierde a my, para alguna k € {t + 1, ...,¢} como vecino.

Por lo tanto todos los vértices de H tienen grado q — ¢, y asi el resultado es valido. Ver
Figura 7. &



16 CAPITULO 2. CONSTRUCCION COMBINATORIA

Figura 2.4: Tlustracién del subcaso ¢t > 2. El conjunto de vértices borrados en G se ilustran
con puntos negros, y algunas incidencias borradas con lineas punteadas.



Capitulo 3
Construccion algebraica

En este capitulo se detallard un método para obtener matrices de incidencia de graficas
bipartitas k-regulares de cuello 6 con 2(gk — 2) vértices para k un entero y ¢ una potencia

de primo tal que k < ¢ — 1.

Para fines practicos se introducird notacién util para el resto del capitulo. Si n es un
entero no negativo denotaremos con [[n]] al conjunto {0,1,...,n} y con [n] a [[n]]\{0}. Sea A
una matriz de « X [ con entradas en el conjunto potencia de [[n]]. Sea P, (A) una matriz del
mismo orden que A con entradas en {0,1} que satisfaga (P,(A));; = 1 siy sélo si x € A;;.

Diremos que P, (A) es la matriz posicién del simbolo xz en A.

La matriz posicién de cada simbolo en A diferente de cero da origen a la siguiente

(0,1)-matriz P(A) de orden « x nf llamada la matriz posicién de A:
[P(A)] = [Pi(A)...Pa(A)]-

Sea {A! A% ... A°} una familia de s matrices con el mismo ntiimero de columnas cuyos
elementos son subconjuntos de [[n]]. La (0, 1)-matriz generada por las matrices posicién de

todas éstas es la matriz posicién de la familia F = {A! A% ..., A%} que a continuacién se

muestra:
P(AY) Pi(AY) ... P,(4Y)
P(A%) | | Pi(AY) ... Pu(4?)
P(A%) Pi(A%) ... P,(A%)

Sea I, la matriz identidad y denotemos por SI,, la matriz obtenida de I,, al reemplazar
cada uno con un subconjunto S de [n]. Es facil ver que la matriz posicién de ST, es la matriz

de incidencia de un plano parcial que consiste de n lineas paralelas. Llamaremos arreglo de

17
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r simbolos y n columnas a la matriz de r X n

1 ... 1

2 ... 2
Or,n:

r ... r

Cuando r = n el arreglo es denotado por O,. Es directo probar que la matriz posicién
de O, no tiene submatrices de 2 x 2 llenas de unos, es decir, [P(O, )] es la matriz de

incidencia de un plano parcial.

En [2] se prueba que la matriz posicién de cierta familia de ¢ — 1 cuadrados latinos
forma parte de la matriz de incidencia de un plano proyectivo de orden ¢. A continuacién
enunciaré el resultado de manera precisa y pondré la prueba del inciso (ii) el cual corresponde

a la primera parte de la prueba del Corolario 1.4.

Teorema 4 Sea q una potencia de primo y F, un campo de Galois finito con q elementos.
Consideremos los cuadrados latinos 3" = [u(i+ j)] conu, i, j € Fy, u # 0, y los cuadrados
latinos Xy obtenidos de X" al reemplazar O con q. Entonces los siguientes enunciados son

validos:

(i) La matriz posicion A de {3}, %2, ...,Zg_l, lq]14,04} es la matriz de incidencia de un
plano afin de orden q. Ademds, si jo+1 es la matriz renglon de 1 x (¢ + 1) llena de
unos, la siguiente (0,1)-matriz es la matriz de incidencia de un plano proyectivo de

orden q.

A 7D(OquLq)T
0...0 Jg+1

(ii) Sea M la matriz posicion de {31, %2, ..., %972 [q — 1]I,, 0414} Ast, [M|P(Oy-14)"]
es la matriz de incidencia de una grdfica bipartita q-reqular de cuello 6 y ¢> —1 vértices

en cada conjunto partito.

Demostracién: Asumamos que es cierto el inciso (i). Veamos que la matriz posicién M
de {31, %2,...,8972,[q — 1]1;,04_1,4} es una submatriz del bloque A de (3.1). En realidad,
3" se obtiene al reemplazar ¢ con 0 en Xj. Esto es equivalente a borrar en A las tltimas ¢
columnas. Ademads, ahora no es considerada la matriz X971, lo cual es equivalente a borrar
en A los ¢ renglones correspondientes a la matriz posicién de 2971, Al considerar Og-14
en lugar de O, equivale a borrar de A el tltimo renglén. Por lo tanto [M|P(Oy—1,4)"] es
una submatriz de (3.1) y asf es libre de Jo. Esta (0,1)-matriz tiene ¢ — 1 renglones y

(¢> —q)+ (g —1) = ¢*> — 1 columnas y, por construccién existen ¢ unos en cada renglén y en
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cada columna. De aqui que ésta es la matriz de incidencia de una grafica bipartita g-regular
de g% — 1 vértices en cada conjunto partito. Notemos también que el nimero de vértices de
la grafica construida es estrictamente menor que la cota inferior para cuello 8. De aqui que

la grafica tiene cuello 6. B

Supongamos que ¢ > 1. Sea ¥} la matriz obtenida de ¢ al borrar primero la tltima
columna y después reemplazar cualquier ¢ — i, (i = 0,...,t — 1) con cero. Para t > 2 sea
Zg*_t_l la matriz de orden (¢t — 1) x (¢ — 1) que consiste de los ¢ — 1 renglones de Zg_t_l,
digamos i1, 2, ..., i;—1 tales que (¢g—t—1)(i;+q—1) € {0,g—1,...,g—t+1}; y sea Oyt 4—1 la

matriz obtenida de Oq—;4—1 al cambiar las entradas (Og—t4—1)sj = S en cualquier columna

3
q—t—2,q

las entradas (Og—¢—2,4)uj = u por cero en cualquier columna j tal que en el renglén j de XF

7 tal que (Eg:t_l)hj = s. Mas aun, sea O la matriz obtenida de Oy_;—2, al cambiar

se tienen g — ¢ simbolos diferentes de cero.

Teorema 5 Sea g > 4 una potencia de primo yF, un campo de Galois finito de q elementos.

Entonces los siguientes enunciados son vdlidos:

(i) Sea N la matriz posicion de {3}, ..., 2973, [q—1]I4—1,04-1}. Entonces [N|P( ;_37q)T)]
es la matriz de incidencia de una (¢ — 1) grdfica bipartita regular de cuello 6 con

g% — q — 2 vértices en cada conjunto partito.

(ii) Sea t un entero tal que 2 < t < q — 3, y sea R la matriz posicion de la familia de
. —t—2 wg—t—1

matrices {34, ..., %7 LT g — t114—1,04—1.4-1}. Entonces [R|P( ;_t_qu)T] es

la matriz de incidencia de una (q—t) grdfica bipartita reqular de cuello 6 con q*> —tq—2

vértices en cada conjunto partito.

Demostracién: (i) Etiquetemos las columnas y los renglones de la matriz dada en (3.1)
desde 1 hasta ¢? + ¢ + 1. Veamos que la matriz B = [N|P( ;,3’q)T] es submatriz de
(3.1). Realmente, 3{ se obtiene de Xy al borrar el simbolo ¢ con cero y borrando la tltima
columna. Esto es equivalente a borrar en (3.1) las columnas jq, j = 1,...,¢ — 1 y columnas
(g—1)241,...,¢*>. Mas aun, ahora las dos matrices 23_2, Zg_l no son consideradas, lo cual
es equivalente a borrar de (3.1) los 2¢ renglones correspondientes a la matriz posicién de
»472 247 Y tomar {[g — 1]1,1,0,4_1} en lugar de {[¢]I,_1,0,} es lo mismo que borrar
en (3.1) los dos renglones ¢% y ¢ + ¢q. Finalmente, el renglén ¢® + ¢+ 1 y todas las columnas
restantes llenas de ceros son también borrados. Consecuentemente, B = [N|P( ;_37q)T] es
una submatriz de (3.1) y de aqui que es libre de J5.

Por otro lado, ya que la tultima columna ha sido borrada de cada matriz ¥j, entonces
la matriz posicién de cada simbolo de ¥} tiene orden ¢ x (¢ — 1), de aqui que B tiene
(g—1)24+q¢—3 = ¢*>—q—2 columnas, y claramente B también tiene (¢—3)q+2(q—1) = ¢*>—q—2

renglones. Ademas, cada renglén de XY tiene ¢ — 2 simbolos distintos de cero excepto que
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el rengléon de X el cual tuvo un simbolo ¢ en la tltima columna; con mds precision, el
elemento i € F, que satisface u(i + ¢ —1) = 0 es el renglén i de XY el cual tiene ¢ — 1

simbolos no cero y cualquier otro renglén tiene ¢ — 2 de estos. Debido a que la forma de la

*
q—3,9

Para ver que cada columna de B tiene ¢ — 1 unos es necesario observar que cada columna

matriz O ha sido definida podemos concluir que B tiene ¢ — 1 unos en cada renglon.
de XY tiene ¢ — 1 simbolos distintos de cero, y cada simbolo aparece justo una vez en cada
columna de X} ya que son cuadrados latinos. Por lo tanto, la matriz posicién de cada matriz

de N contribuye con exactamente un uno en cada columna de B.

(ii) Claramente C' = [R|P(O}_, 5,)'] es una submatriz de la matriz [N|P(O}_3,)"]

del punto (i) al cambiar algunos unos por ceros, de aqui que C' es libre de J,. Por otro

lado, ya que los simbolos ¢ — 1, ...,q — ¢t + 1 han sido borrados de cada matriz ¥}, entonces

las ultimas (¢ — 1)(¢ — 1) columnas han sido borradas de N. Al tomar P( ;—t—Q,q)T en
lugar de P( ;‘737q)T es equivalente a borrar las tltimas ¢ — 1 columnas. Por tanto, C tiene

P?—q—2—(t—1)(g—1)—(t—1) = ¢* — tqg — 2 columnas. Adem4s, ya que R es la matriz
posicién de {3} ..., E?_t_Z, ngt_l, [q—t]15—1,04—t q—1} se sigue que el nimero de renglones

deCes(q—t—2)q+(t—1)+q—1+(q—t)=¢*—tqg—2.

Ademas, cada renglén de ¥}, u = 1,...,¢ —t — 2 tiene ¢ — ¢t — 1 simbolos distintos de
cero excepto aquellos renglones de i que tuvieron un sfmbolo en {¢ —t+1,....,q¢ — 1,4}
en la tltima columna; con mayor precisién, los elementos i; € F, tales que u(ij +¢—1) =1
paral = 0,g — 1,...,g — t + 1, son los renglones 7; de X} los cuales tienen ¢ — t simbolos

distintos de cero y cualquier otro renglén tiene g — t — 1 simbolos distintos de cero. Debido

*
q—t—2,q

de C' correspondiente a las matrices posicién de X}, w = 1,...,q —t — 2 tienen ¢ — ¢ unos.

a que la forma de la matriz O ha sido definida podemos concluir que cada renglén
mds aun, los ¢t — 1 renglones de XJ. =1 ha sido seleccionada de Zg_t_l de tal forma que
los simbolos ¢,q — 1,...,¢ —t 4+ 1 estan en la tltima columna. Entonces los renglones de C'
correspondientes a la matriz posicién de X7, 1 tienen q — t unos. también los renglones de
Og—t,q—1 tienen ¢ — t simbolos distintos de cero, ya que las entradas (Oy—¢ 4—1)sj = s tales
que (Z% t_l)hj = s han sido reemplazadas con cero. Por tanto, concluimos que cualquier
renglén de C' tiene g — ¢t unos y de manera similar podemos decir que cada columna tiene

q — t unos, asi que omitimos esto.l

Ejemplo. Para ilustrar el método que se plantea en el Teorema 5, consideremos el caso
qg = 8 y t = 3. Las matrices dadas en el Teorema 5 se indican a la izquierda y las matrices
de incidencia correspondientes a la grafica bipartita 5-regular de cuello 6 con 38 vértices en

cada conjunto partito se muestran del lado derecho.
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