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Introduccion

A continuacion explicaremos cémo encontrar que x = 3 es la tnica solucién
entera positiva de la ecuacion

2 =2 =plppiplts® ni >0, i=1,2,...,5 (1)
donde p1 = 5,ps = 11,p3 = 17, pg = 23, p5 = 29.

Este problema se puede ver como buscar el entero impar mas grande
r tal que P(z3 — 2) < 50, donde P(n) es el factor primo més grande que
divide al entero n. Los primos p; mencionados anteriormente, son los primos
impares menores a 50 que dividen a x> — 2.

En [3], resuelven algo similar usando métodos elementales como ecua-
ciones de Pell y congruencias. Estos métodos hacen complicado extender la
cantidad de primos involucrados en el problema.

Otro problema similar fue resuelto por Florian Luca en [6], en el cual usa
ecuaciones de Pell y el Teorema de los divisores primitivos (Este teorema se
puede ver en [§]).

En este trabajo, haremos uso de otras herramientas para resolver el
problema. Estas herramientas son las formas lineales en logaritmos y el al-
goritmo LLL, que con ayuda de una computadora hacen posible incrementar
la cantidad de primos.



Capitulo 1

Analizando el campo Q|a]

Sea f(z) = 2% —2, @ = V/2 laraiz real de f(z) y K = Q[a]. Sea Ok el anillo
de enteros algebraicos de K. La demostracion del siguiente lema se puede
ver en [5].

Lema 1. Supongamos que el polinomio minimo de 0 es Fisenstein respecto
al primo p, entonces el indice de 0 no es divisible por p.

2

Veamos que 1, a, a” es una base entera de K. Se puede verificar que

dK/Q(a) = —3322,
entonces
—3%22 = m%dx.
donde m es el indice de a y dik el discriminante del campo.

Como el polinomio minimo de « es Eisenstein respecto a 2, por el Lema
(1) sabemos que 2t m, por lo tanto 12|dx.

Ahora veremos que 3 { m, para ello observemos que (z + 2)3 — 2 es
Eisenstein respecto a 3 y una raiz de este polinomio es o — 2, por lo tanto

dK/Q(OZ — 2) = dK/Q(OZ) = —3322,

de aqui se sigue que

—3322 = $2d,
donde s es el indice de @ — 2. Aplicando otra vez el Lema (1), obtenemos
que 33|dg, por lo tanto m = 1y dg = —3322, esto nos dice que 1, a,a? es
una base entera de K.



De lo anterior, obtenemos que el discriminante de K es
dg = —3% - 22,
que coincide tambien con el discriminante de f(z),

A= ][] (@-o))?=-3"22

1<i<j<3

Teorema 1 (Teorema de las unidades de Dirichlet). Sea K un campo
de numeros algebraicos de grado n. Sea r el nimero de campos reales conju-
gados de K y 2s el numero de campos conjugados complejos de K. Entonces
Ok contiene r+s—1 unidades €1, ..., €x45—1 tal que cada unidad de Ok puede

oo n —
ser expresada de manera Unica de la forma pet --- er_f:_f, donde p es una
raiz de la unidad en Og y ni,...,Npys—1 son enteros. Al nimeror+s—1 le

llamaremos el rango del grupo de las unidades de Ok.

Para nosotros K es un campo real de gradod =3 donder =1y s =1
(en la notacién del Teorema anterior). Entonces el grupo de unidades de
Ok tiene rango 1, lo cual nos dice que Ok tiene una unidad fundamental de
norma mayor a 1, a la cual la denotaremos ;. Como Ok es completamente
real, las tinicas raices de la unidad en Ok son £1. Por lo tanto, cualquier
unidad en Ok se expresa como £}, donde n es entero.

Para encontrar la unidad fundamental de Ok necesitaremos el siguiente
lema que se puede ver en [1].

Lema 2. Para toda x € R y toda 8 € R

sin?f(z — 2cosf)? < 2® 4 4

Teorema 2. Sean K = Q[vV/2] y > 1 la unidad fundamental de O.
Entonces

I
ﬂ>4

donde dg es el discriminante del campo.

7

Proof. Sean (3, pe'?, pe=" los conjugados de 3, donde p € Rt. Como S es
unidad, tenemos que N () = 1, donde N () es la norma de 3, entonces

ﬁpeiﬂpe—iﬁ =41,



esto es
Bp? = +1.

Como 3> 0y p? > 0, se debe tener 3p? = 1, entonces
B=p">

Ahora calculemos dy /q

dgioB) = ] 8 -8)°

1<r<s<3
_ (p—2 _ peiG)Q(p—Q _ pe—iG)Q(peie o pe—iG)Q
= —4sin?(p® 4+ p~2 — 2cos ).

(1.1)

Aplicando el Lema (2) tenemos
disgB)] = 4sin? 0(p"+p~2c056)? < 4((p™+p~ )2 —4) = 4(F+87+6).
Siempre que |dx| < |dk/q(3)], tenemos

|d|

ldx| _ ldx| _
1

4

52 > 6— 072> 7.

O

Ahora veremos que 31 (la unidad fundamental de Ok ) es a® + a + 1.
Primero observemos que
(a—D(@®+a+1)=a>—1=1,
por lo tanto a? + o + 1 es unidad de Ok.

Por el Teorema (2), sabemos que

1
ﬂ§>%—7:20,

entonces

B2 > V202 > 7.

1
Como - < a—1<1, se sigue que

l<(a-1)"'=a’+a+1<7<pl



Siempre que o + o + 1 es una potencia de (31, dicha potencia debe ser
1, por lo tanto 31 = a® + o+ 1.

Teorema 3. Sea K = Q[f] un campo de nimeros algebraicos de grado n tal
que

Ox =Z+70+---+ 70"
Sean p un primo racional, f(x) el polinomio minimo de 6. Sea ~ la
aplicacion natural : Z[z] — Zy[x]. Supongamos que

(@) =g1(x)* - g ()",

donde g1(x),...,g-(x) son diferentes polinomios mdnicos e irreducibles en
Zplz] y e1,...,e, son enteros positivos. Para i = 1,2,...,7 sea fi(x) un
polinomio mdnico en Z[x] tal que f; = g;. Sea

P,={p, fi(0)),i=1,2,...,r

Entonces Py, ..., P, son ideales primos distintos en Ok tales que

(p) = P{' -

N(P) =pPsfi i=1,2,...,r

donde degf; es el grado del polinomio f;.

Como {1,,a?} es una base entera de K, vimos anteriormente que el
discriminante del campo es dg = —108. Ahora veremos que el ntimero de
clases de Ok es 1 y por lo tanto Ok es un dominio de ideales principales.
Para ello, calculamos la cota de Minkowski

2\° — 2 —

Entonces, los primos racionales p < Mgk son p = 2,3 y 5. Aplicando el
Teorema (3), vemos que

(2 > (@, 2)?,
(3) = (a+1,3)3
(5) = (a+1, 5) <a2—2a—1,5>.



Como

entonces «|2 en Ok, por lo tanto
(2) = {,2)° = (a)°.
Como
(@412 =(a®+30®>+3a+1)=3a?+3a+3)=3(*+a+1),

entonces
(a+1)3(a-1)=3

por lo tanto o + 1|3 en Ok, entonces se tiene que
(3) = (a+1,3)3 = (a + 1)>.
Ahora observemos que
(@ +1)(1+20—a®)=(@®+1)(a" —a?+1)=a’+1=5 (1.2
entonces 1+ 2a — 2|5 en Ok lo que nos da

(0® =20 —1,5) = (@® — 2a — 1) = (1 + 20 — &)

(a+2,5) = B){1+2a—a®) ' = (51 +2a—a*) ™) = (1+a?)
donde la ultima igualdad se ve de la ecuacién (1.2).

Como todos los factores primos de 2,3 y 5 son principales, tenemos que
el nimero de clase es 1.

Para continuar, necesitamos la factorizacién de los primos p; en Ok tales
que f(z) (mod p;) admite solucién. Para ello, primero encontraremos la
factorizacién de (p;) aplicando el Teorema (3), asi obtenemos

(5) = (a +2,5) - (a® +3a + 4,5),

(11) = (a4 4,11) - (a® + Ta + 5,11),
(A7) = (a4 9,17) - (a® + 9a + 13,17),
(23) = (@ +7,23) - (a® + 16 + 3,23),
(29) = (a+3,29) - (a? + 26 + 9,29).



Como Ok es dominio de ideales principales, cada uno de estos ideales
es principal. Podemos hacer artificios como los mostrados anteriormente
para encontrar los generadores. También se puede verificar con SAGE estos
generadores. Asi tenemos que

(5) = (m) - (1) donde 71 = —a?—1,6 =a%—2a—1,
(11) = (72) - (d2) donde v = a® + a — 1, 63 = 202 + 3 — 1,
(17) = (y3) - (03) donde 73 = 2a — 1, 03 = 4a® — 2a + 1,
(23) = (74) - (64) donde 3y = —20% —a — 1, 64 = a® — Ta + 3,
(29) = (75) - (d5) donde 75 = v+ 3, 05 = & — 3o + 9.

De aqui, podemos verificar que la factorizacién de los primos p; en Ok
es
5=m-01, 1l1=72-0y, 17=13-03, 23=14 01, 29=15"05.

Seay =z —ayz=x?+ ar+ o Sustituyendo en la ecuacién (1)
tenemos
Yoz =a 2= Gl

Por lo tanto
y = ﬁ,y{ﬂ(;?lj . ‘,Yéeségs y 2= l,ym k16n1 1, 755 k55n5 s
donde 3 es una unidad.

Veremos que k; y r; son iguales a n; 6 0. Supongamos que no, entonces
existe algin v; 6 0; (le llamemos p) tal que divide a y y z. Como z =
(z—aW)(z—al?), entonces ¢ divide a z —a y z —a® para algiin i € {1, 2},
por lo tanto, o divide a A(f) = —3222. Como p tiene norma una potencia
de p; para algin i € {1,...,5}, pero esto no puede suceder, por lo tanto
kizniyri:Oéki:(]yri:ni.

Como N (v;) = p; y N(8;) = p? se tiene que:
y:ﬁfy?lrygaryg‘s z:/@_lé?lég’s
Como ( es una unidad, se tiene que

Y= 6/81711 . f}/?l . 75‘2 .. fyg‘S (13)

R L PO L (1.4)

donde m; es un enteroy € € { 1, —1}.



Capitulo 2

Algunas cotas y
desigualdades

Con la computadora buscamos las soluciones de la ecuacién (1) cuando
max{n;} < 118 y obtenemos la solucién = 3. A continuacién supon-

dremos que max{n;} > 118.

Hagamos algunas estimaciones sobre y. Supongamos x > 1, entonces

1,12 ) 13 5 max{n;}
)

x <3 —2=plphphiplipts < p.

por lo tanto

yl = |z — o] <2+ |af < p2™™ " 4 2 < (1.001) - pp et

Como
1,12, 73 max{n;}
)

z® > 2 — 2= pPplPpiippl® > p)

se tiene que

por lo tanto

max{n;} max{n;}

Yl =le—al>z—lal>p * —V2>(0.99)-p, °

Por la férmula de Taylor, se puede verificar que

(2.1)



T
entonces
" / "
21 / f (a) _ f (a) f (O‘)
== B = | F 4 2
Como
fl@)| _ 3-|af? [ ()
< < 0.01 = 3|a| < 3.78
\ R y | = sjaf < 378,
tenemos que
|2 — 7| < 3.8]yl.
Por lo tanto
3.8 3.8 3.8 4.23
Yy 0.9 3 Y —3
Observemos que
4.23 < 1
5max§ni} 59
entonces
‘i‘ <14 L
y2 59
por lo tanto
z
‘1+2 <21 (2.6)
Yy
De las desigualdades (2.5) y (2.6) se sigue que
22 9
‘1 - E < max{n;} (27)
3

Ahora queremos una cota para mj. Haciendo los cdlculos necesarios
tenemos que

1| < 2.5875, lya| < 1.8474, 3] < 1.5199,
4] < 5.4348, lys| < 4.2599, 61| < 1.9325,
65| < 5.9546, 165] < 4.8298, 164] < 4.2321,
05| < 6.8077.
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Si mp > 0, de la ecuacién (1.3) y las desigualdad (2.2), tenemos que

@ —al  1.0001 . pomex{nd
[T bl™ [yg[maxinid

)

67" | =

asi obtenemos que

1
<
m log(1+ a + a?)

[log(1.0001)+5-log(29)-max{n;}—log(1.5199)-max{n;}|.

De donde concluimos

my < 12.2 - max{n;}.

Si my < 0, de la ecuacién (1.4) y las desigualdad (2.2), tenemos que

B | = |22 + ax + 2| 1.0001 -péomax{m}
1 [Tl [oymand

asi obtenemos que

my < g + o+ o) [log(1.0001)+10-log(29)-max{n;} —log(1.9325)-max{n;}|.

Para este caso, tenemos

—my < 24.6 - max{n;}.

En conclusién, siempre se tiene

|mi| < 24.6 - max{n;}.

11



Capitulo 3

Formas lineales en logaritmos

o1 ) 03 4 55
Seanmg =1+a+a’, m=—5,1=",1= "5 T=—3 1=
M Y2 73 Vi Y5

bg = —6mq, bz-:zmykzl—ngo-nl{l-“n?-

Sustituyendo lo anterior y las ecuaciones (1.3) y (1.4) en (2.7) obtenemos

. 9
L= - 5| = A < ey
por lo tanto
log |A] < log9 — me?){ni}log 5. (3.1)

Ahora queremos hallar una cota inferior de log |\|, para ello recurriremos
a un resultado de Matveev [7]. Recordemos que si 7 es un nimero algebraico
de grado d con polinomio minimo

la altura logaritmica de 7 se define como

d
1 .
h(n) = - (10g lag| + ) log max{|n"], 1}>

i=1
Teorema 4. Sea K un campo de nimeros algebraicos de grado d, n1, ...,
numeros en K diferente de cero y by, ..., by enteros, definamos
B = max{|b1],. .., |bk|}

12



k
A=1 —ani.
i=1

Si A1, ..., A, son nimeros reales tales que
A; > max{dh(n;),|logn;|,0.16}, j =1,...,k.
Entonces, si A # 0, tenemos que

k
log [A| > =3 - 30°H4(k + 1)>2d*(1 + log d) (1 + log(kB)) [ | A:-
=1

Si ademds K es real, entonces

k
log [A| > —1.4- 30" k5% (1 + log d) (1 + log(B)) | | 4:.

=1

Para aplicar este resultado, sea

B = max{|b;|} < 6-(24.6 - max{n;}) < 147.6 max{n,}.

Para 19 = 1 + o 4 o2, tenemos:
Polinomio minimo 3 — 2.
Dh(ny) = log ]77(()3)] = 1.3477 por lo tanto Ay > 1.3477.

01
Para ny = —;, tenemos:
i
Polinomio minimo 23 — %$2 + 3z + 1.

Dh(m) = 4.46139 y tenemos A; > 4.46139.

0
Para ny = —22, tenemos:
Y

2
Polinomio minimo z3 — 3272 — 2Ly 1,

121 11
Dh(n2) = 5.3524
log(n2) = 0.55
y tenemos Ao > 5.3524.

0
Para n3 = %, tenemos:
73

13



Polinomio minimo 2% — %x2 + 3x — 1.
Dh(ns) = 6.60846

log(ns) = 0.942035

y tenemos Az > 6.60846.

04
Para ny = —;, tenemos:
V4
Polinomio minimo 23 — 222122 4 %SL‘ + 1.

529
Dh(ny) = 8.21392
log(n4) = 0.942035
y tenemos A4 > 8.21392.

d5
Para 15 = —, tenemos:
5
Polinomio minimo 2% — 186342 4 34 — 1.

841
Dh(ns) = 7.71505
log(ns) = 0.9804
y tenemos As > 7.71505.

Aplicando el Teorema (4), tenemos que
log |A| > —1.4-30°-6%°-3%.(1+log 3)-(1+log(147.6 max{n;}))-Ag - - - A5 (3.2)
De (3.1) y (3.2) obtenemos la siguiente desigualdad

max{n;}

5 logh-log9 < 12.6-30°-6%2-(1+log 3)-(1+log(147.6 max{n;}))-Ag - - - As.

Resolviendo la desigualdad para max n;, tenemos

max{n;} < 2.5823 - 10*

por lo tanto,

B < 147.6 - (2.5823 - 10?*) = 3.8115 - 10%.

14



Capitulo 4

Algoritmo LLL

A continuacién describiremos el algoritmo LLL (H. W. Lenstra, A. Lenstra
y L. Lovasz), el cual nos da una cota inferior para

n
m= mln{‘ sz 1H047;’ : |xl’ < Xa (xla s 7xn) # 0}7
i=1
donde log g, . .., log a,, son logaritmos de nimeros algebraicos, reales e in-
dependientes sobre Q.

Paso 1. Sea C > (nX)". Formamos la matriz de n x n dada por

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

0 0 0 e 1 0
[Clogay] [Clogai| [Clogai] -+ [Clogan] [Clogay]

Paso 2. Para el reticulo I' generado por las columnas de la matriz de
arriba, calculamos una base reducida (més adelante comentaremos a que
nos referimos con una base reducida). Sea esta base by, ..., by,.

Paso 3. Calculamos b7, ...,b;, la base Gram-Schmidt de b1, ...,b,. Es
decir,
by =b; — Z ﬂi,jbj donde  p;; = b 1< <.
1<j<i J J

15



Paso 4. Calculamos

S—
10511 1 <icn”

Y b
bl
c1
. 14+ nX
Paso 5. Sid? >nX?y Vd? —nX2 > , entonces
2 —nXx?— HpX
m >
c
En el algoritmo descrito, la base reducida se refiere a unas condiciones
técnica que debe satisfacer {b1,be,...,b,}, estas son

o |pijl < 1paratodoi=1,2,....,nyj<i

e Para ¢ > 2 se tiene

* * 3
1167 + i1t} |* > 1\|bz’—1||2-

Hasta ahora tenemos

b b b 9
|]' - 7700 : 7’11 e 7755‘ < 5max{'ni} ’
3

max{b;} < 3.8115 - 10%.
Sea 6 = bylogng + by logm + - - - + bs logns.

Aplicamos el algoritmo LLL para hallar una cota inferior de |f|. Para
ello sea X = 3.8115-10% y C > (6X)°, tomamos C = 10'6°.

De esta forma, tenemos la matriz descrita en el paso 1. Para obtener la
base reducida usamos el comando LatticeReduce de la biblioteca de Math-
ematica. Aplicando el resto del algoritmo obtenemos que una cota inferior
para |0] es 8.4784-107139. De esta forma obtenemos la siguiente desigualdad

9
max{n;} °
3

8.4784 1071 <

16



Resolviendo para max{n;} obtenemos

max{n;} < 597.

Como la cota que obtenemos para max{n;} es un poco alta, volvemos
a aplicar el algoritmo LLL tomando X = 147.6 * 597 = 88117.2, por lo
tanto tenemos C' = 103°. Al aplicar dos veces més el algoritmo se obtiene
max{n;} < 118. Lo cual es una contradiccién, por lo tanto, la tnica solucién
es x = 3. En el siguiente capitulo mostraremos como se verificaron todas
las soluciones cuando max{n;} < 118.

17



Capitulo 5

Encontrando las soluciones

Queremos encontrar todas las soluciones de la ecuacién (1) cuando max{n;} <
118. Escribamos pj*---p® = dz3 donde d es un entro libre de cubos. En-
tonces
23 —d2? =2,
(z — Vdz)(a® + Vdza + Vd22?) = 2.
Entonces tenemos

2
22 + Vdzx + Vd222|

E - {‘/&’ = (5.1)

Como z y z son positivos, se tiene que z > V/dz, entonces 22 > v/d2z2.
Por lo tanto x2 + V/dzx + V/d22? > 3V/d222. De la ecuacién (5.1) tenemos

T 3 2
7 P
‘Z 3/ d222

Como d > 2, tenemos
T 3 1
- - \/g‘ < —.
‘ z 222
Teorema 5. Sea ¢ un numero irracional. Si P es un nidmero racional tal
q
1

P de | 6 ;
ﬁ’ entonces — es una convergente e La fmccwn continua
q

que p—qﬁ‘ <
q

de ¢.

18



. . z
Aplicando el teorema anterior, tenemos que — es una convergente de la
z

., . 3
fraccién continua de V/d.

P
Sean —~ convergentes de v/d, de lo anterior, vemos que basta buscar la
n

x

.z 3 n .,

solucién z en las convergentes de v/d. Sea = = —* tal que z es una solucién,
z n

como T y z son primos relativos, tenemos que x = P, y 2z = Q.

Como 23 < (5-11-17-23-29)M8  se tiene que z < 623645, Por lo tanto
Qn < 62364540,

Se puede verificar por induccién que @,, > F,,, donde F), es el n-ésimo
término de la sucesién de Fibonacci.

Para ello, recordemos que g—" = [ag,a1,...,a,] es la n-ésima conver-

n
gente de la fraccién continua [a1,as,...,an,...] (donde ag,as,...,an,...
son enteros positivos), recordemos también que para n > 2 se tiene que

Qn=0,Qn-1+Qn-2y Qo=0,0Q; =1.

De lo anterior, se puede observar que Qg = Fp =0, Q1 = F1 =1y
Qn = anQn—l + Qn—Q > Qn—l + Qn—Q > Fn—l + Fn—2 = Fn; por lo tanto se
concluye que @),, > F}, para todo n entero positivo.

1+v5 . 1-+5

5 yB= 5 se puede verificar

=B
———— donde y =
V5 !

que F, > "2, Por lo tanto se tiene

n—2
. <1+\/5>

Como F;,, =

2

Por lo tanto
6236450 > A2,

entonces
n < 1112.

Lo que nos dice que basta buscar en las primeras 1112 convergentes de
.« . 3 . <z .
la fraccién continua de v/d las soluciones de la ecuacién. Haciendo esto,
obtenemos que la tnica solucién es x = 3.

19
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