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Preliminares

La mayoria de la notacién utilizada en el texto es de uso comun en el estudio de
la variable compleja, sin embargo cabe aclarar lo siguiente:
Por "regién” entenderemos un subconjunto abierto y conexo del plano.
Denotaremos como B(zp,r) al disco abierto con centro en un punto zy y radio r,
B(zp,r) a su cerradura y C(zp,7) a su frontera, la circunferencia con centro en zg y
radio 7.
A lo largo de este trabajo asumiremos algunos resultados fundamentales del analisis
complejo, para futura referencia los enlistamos aqui.

Teorema 0.1 (del modulo maximo) Sea f analitica en una region A. Si |f]
tiene un mdximo local en zg € A, entonces f es constante.

Teorema 0.2 (Lema de Schwarz) Si f : B(0,1) — B(0,1) es andlitica con
f(0) =0, entonces |f(z)| < |z| para toda z € B(0,1) y |f'(0)] < 1. Si |f(20)] = |20l
para algin zo € B(0,1), zo # 0, entonces f(z) = ¢z para toda z € B(0,1) y ¢ una
constante tal que |c| = 1.

Teorema 0.3 (Formula integral de Poisson) Sea f continua en B(zg,p) vy
analitica en B(zo, p). Entonces para z € B(zg, p),

_ (£)2

) 1 27 1 )
(AN Y A it
f(zo +re”) = o /0 ei0H) _ g‘zf(z() + pe') dt.

Teorema 0.4 Sea v una curva cerrada simple. Si f es analitica en un abierto que
contiene a vy y su interior, excepto por un numero finito de polos y ceros ninguno de
los cuales estd en vy, entonces

F'G) g oty
Af(z) dz = 2mi(Z; — Py)

donde Zy y Py son el numero de ceros y polos respectivamente en el interior de -,
contados con multiplicidades.

con la notacién del teorema anterior,



Teorema 0.5 (Rouche) Sea v una curva cerrada simple. Si f,g son analiticas en
una Tegion que contiene a vy y su interior, excepto por un numero finito de polos y
ceros ninguno de los cuales estd en vy, y ademds se satisface |f(z) — g(2)] < |f(2)]
para z € vy, entonces Ly — Py = Zy, — Py.

Teorema 0.6 (del mapeo abierto) Sean A C C abierto y f : A — C analitica y
no constante. Entonces la imagen bajo f de cualquier conjunto abierto es un conjunto
abierto.



Introduccion

Un resultado bésico e importante de la teoria del andlisis complejo es el conocido

como Teorema del Mapeo de Riemann, que esencialmente describe a la clase de
conjuntos conformemente equivalentes al disco unitario. Dos aspectos importantes
en el problema de equivalencia conforme son: la existencia de la biyeccién conforme y
la construccion de esta. Un acercamiento a estas cuestiones brinda una oportunidad
para integrar diversos conocimientos que se adquieren en los primeros cursos de
variable compleja. Por ejemplo, durante el desarrollo de la teoria necesaria para
demostrar la existencia se recurre a resultados como la formula integral de Cauchy, el
principio del modulo méaximo y el teorema de Rouché entre otros. En la construccion
de la transformacién se usa, en conjuncion con otros resultados, la formula integral
de Poisson, la cual tiene aplicaciones relevantes en el problema de Dirichlet.
El objetivo de este trabajo es dar un par de demostraciones del teorema de Riemann
(una por construccién), accesibles para cualquiera con los conocimientos de un curso
introductorio de variable compleja. Se intenta hacer un texto autocontenido, para
lo cual se incluye una secciéon preliminar en la que se enuncian varios teoremas que
usaremos fecuentemente, algunos de los cuales no forman parte de dicho curso. El
resto de la tesis consta de cinco capitulos. En el capitulo 1 se hace un breve repaso de
los aspectos geométricos de las transformaciones conformes. El capitulo 2 introduce
a las transformaciones fraccionales lineales, se muestra que son las Unicas biyecciones
meromorfas de C* en si mismo y se estudia su relacién con la reflexién respecto a una
circunferencia. En el capitulo 3 se prueba que las funciones univalentes son conformes
y que las unicas funciones univalentes del disco unitario cerrado sobre si mismo son
transformaciones fraccionales lineales, ademds se analiza la convergencia uniforme
de funciones univalentes. En el capitulo 4 se dan criterios para determinar cuando
una familia de funciones es normal, especificamente, se demuestran los teoremas de
Arzela-Ascoli para familias equicontinuas y de Montel para familias uniformemente
acotadas. Por ultimo, en el capitulo 5 se expone la demostracién de Féjer y Riesz
del teorema del mapeo de Riemann, también se da una demostracién del teorema
por construccién (Koebe), en la cual la biyeccién conforme se obtiene como el limite
de una sucesién de funciones univalentes, y se hace una estimacién del ritmo de
convergencia de dicha sucesién (Ostrowski).



Capitulo 1

Mapeos conformes, la
preservacion de angulos.

Supongamos que ¢ (t), c2(t) son dos parametrizaciones de curvas que se inter-
sectan en un punto zy = ¢1(tg) = ca2(tp) de una regiéon A del plano formando un
angulo «, es decir, el dngulo entre sus rectas tangentes en zg es o, y que f: A — C
es una funcién analitica con f’(zg) # 0, entonces las curvas f oc; y f o ¢y también
se intersectan formando un angulo «. Esto es consecuencia de la regla de la cadena,
pues si ¢(t) es diferenciable en tg y f es diferenciable en zy = ¢(ty) se cumple que
f o c es diferenciable en tg y (f o) (to) = f'(c(to)) - ¢ (to) = f'(20) - ¢ (to), €l vector
tangente a f ocen f(z) es el vector tangente a ¢ en zp multiplicado por f’(29), el
efecto sobre ¢(tp) de esta multiplicacién es una rotacién con un éngulo argf’(zg)
seguido de una homotecia de un factor |f’(zp)|, entonces para las curvas ¢ y ¢ se
tiene que las tangentes a f oc; y f oco se han girado el mismo dngulo argf’(2g).

Esta conservacion de angulos se puede apreciar intuitivamente de la siguiente
manera, si las tangentes a ¢y (t), co(t) en zp forman angulos aq, ae con el eje real
respectivamente (medidos en sentido positivo del eje real a la tangente), entonces
el angulo interior entre ¢1 y co es g — a1, y g — a; también es el angulo entre las

curvas focy y focegen f(zp).

Considerese z; = zp + re’® un punto sobre la curva ¢; a una distancia r de zg,
tal que 21 — 29 y # — a1 cuando r — 0. Conforme z; — zy sobre ¢1, f(21) — f(z0)
sobre f(c1),y ¢1 = arg(f(z1) — f(20)) tiende al &ngulo que forma la tangente a f(c1)
en f(z).

Si |f(2z1) — f(20)| = p entonces

/
zp) = lim
f ( 0) 21—20 Z1 — 20 r—0 Z1 — 20
i 25 g Leil10)




de donde

11'1% 1 — 0 =argf'(z),

h’rr(l) 1 = a1 +argf'(z0).

El mismo argumento para un punto zg sobre cy(t) muestra que lim, o2 = ag +
argf'(z0) donde ¢y = arg(f(22) — f(20)).

Mas atin, si f’ tiene un cero de érden n en zp, entonces el dngulo entre f(c1) y f(co)
es el angulo entre ¢; y ¢o multiplicado por n+1, esto se sigue del desarrollo de Taylor
para f, en una vecindad de zg,

J"(20)(z — 20)?

f(z1) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + 5 + ..
_ FOD (20) (2 — 20)"+t | FOFD () (2 — 29)" 2
= f(z0) + CESH - ) + ...

y con la notacién anterior

FOD (20 (2 — 20)" L FOFD) (20) (2 — 2p)" 2

,Oei¢1 = f(z1) — f(20) = (1 1)l + (n 12 + ...
B f(n+1)(20)(rei9)n+1 N f(n+2)(20>(74€i9)n+2 N
N (n+1)! (n+ 2)! U

tomando el limite cuando r — 0,

lim P _ lim JOED (zg) et . FO2) (20)rein 2P N
_ FOFD ()it Don _ i
(n+1)! ;

de donde lim, g ¢1 = arga+ (n+1)aq, similarmente lim, o ¢2 = arga+ (n+1)as.

A los mapeos que preservan tanto la magnitud como el sentido de los dngulos
les llamaremos conformes, hemos visto que si f es analitica en 2y con f'(29) # 0,
entonces f es conforme en zg. Es posible probar que si f es una biyeccion que
preserva angulos y fz, f, son continuas entonces f es analitica con f' # 0, asi,
para los propositos de este trabajo consideraremos como equivalentes las nociones
”conforme” y ”analitica con derivada distinta de cero”. Es interesante notar que,
puesto que la conjugacién compleja equivale a la reflexién respecto al eje real, si f
es conforme entonces g = f preserva la magnitud de los dngulos pero invierte su
sentido, a este tipo de mapeos se les llama indirectamente conformes.

A manera de ejemplo del efecto de un mapeo conforme consideremos la funciéon
f(z) =22
Si z es de la forma re? entonces f(z) = 2™ y la region angular a < 0 < 3 es
transformada sobre la regién 2a < argf(z) < 203, observese que si  —«a > , la



4 CAPITULO 1. MAPEOS CONFORMES

imagen cubre una parte del plano dos veces.

Si z es de la forma x +iy entonces f(z) = 22 —y? +i2xy = u+iv, las preimagenes de
las rectas © = a, v = b son las hipérbolas 2 — y? = a, 2zy = b respectivamente, las
primeras son asintéticas a las rectas y = x, y = —z y las asintotas de las segundas
son los ejes. Si a y b no son ambos cero y las hipérbolas se intersectan en un punto
20, entonces zg # 0y f'(20) = 220 # 0, por lo tanto el dngulo de interseccién de
ambas curvas es el mismo que el angulo de interseccién entre las curvas u = a, v = b,
es decir 7.

Sia=0b=0, como f' tiene un cero simple en el origen, el dngulo de interseccién
de las curvas uw = 0, v = 0 es el doble del dngulo de intersecciéon de las ”hipérbo-

las” preimdgen, y por lo tanto éstas se intersectan formando un éngulo de 7.

f(z)=2"

Similarmente, las imagenes de las curvas x = ¢, y = d, ¢, d # 0, son las parabolas
u=c?— %, u = % — d? respectivamente, la primer familia de parabolas abre hacia
la izquierda mientras que la segunda lo hace hacia la derecha, y ambas familias se
intersectan formando un éngulo de 3.

Los ejes x = 0, y = 0 son transformados en las semirectasv =0, u <0yv =0, u >0
respectivamente, que se intersectan formando un angulo 7, acorde con el hecho de

que f’ tiene un cero simple en el origen.

y=d

f(z)=2"

= c*- Vf4c?




Capitulo 2

Transformaciones de Mobius,
inversion

En esta seccion estudiaremos algunas de las propiedades de una clase impor-
tante de funciones conformes conocidas como transformaciones fraccionales lineales
o transformaciones de Mobius, que definimos a continuacion.

Definicion 2.1 Una transformacion fraccional lineal o de Mébius es una funcion

de la forma f(z) = ?jj_g, con ad — be # 0.

La condicién ad — be # 0 en la definicién excluye a las funciones constantes,

pues por la regla del cociente para la derivada f(z) = ZZZIZ es analitica en z # _Td y

/ _ _ad—bc : _ / : : :
fl(z) = (ot S ad — bc = 0 entonces f’ es identicamente cero y en consecuencia

f es constante.
Un hecho basico acerca de las transformaciones fraccionales lineales es el siguiente.

Teorema 2.1 Las transformaciones de Mébius forman un grupo bajo la composi-
cion.

Dem.
La asociatividad de la composicién de funciones es un hecho conocido, verificaremos
la cerradura y existencia de neutro e inversos.

_ az+b _ez+f . — , .
Sean ¢1(2) = £, ¢a(2) = T transformaciones de Mobius, un cédlculo simple
muestra que

(ea+ fe)z+ (eb+ fd) d'z+1V

920 01(2) = (ga+ch)z+ (gb+dh) cdz+d

y que
a'd —b'cd = (ad —bc)(eh — fg) # 0.

Claramente Id(z) = z es de Mdbius y funciona como neutro para la composicién de
funciones. Por dltimo, si ¢(z) = Zzzig con ad—be # 0, es facil ver que ¢~ 1(z) = ;ﬁz_tb

satisface pop 'l =¢p Lo =Id. W
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Una transformacion de Mobius f(z) = gjis en principio no estd definida en %d,

se puede convenir extendiendo a C* tanto en el dominio como en el codominio al
hacer f(%d) =00 y f(oo) = & siesel caso que c # 0. Si ¢ =0, f tiene sentido en
todo C y en este caso se acuerda que f(o0) = oo.

Extendidas de esta manera, las transformaciones fraccionales lineales son las tinicas
biyecciones meromorfas en C*, probaremos este hecho mas adelante.

Recordemos que una funcién racional es una funcién de la forma f(z) = z 8, donde

p(z), q(z) son polinomios y ¢(z) no es identicamente cero. Podemos ahora enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 2.2 f(z) es una funcion meromorfa en C*> siy sélo si f(z) es una funcion
racional.

Dem.

Supongamos primero que f : C>° — C es una funcién meromorfa. Probaremos que
f es racional. Sean f1, ..., s los polos de f en C de 6rden nq, ..., ns respectivamente.
La funcién p(z) = (z — B1)™ - -+ (2 — Bs)" f(2) = q(2) f(2) es entera y por lo tanto
su desarrollo en series de Taylor alrededor de cero es valido en todo C,

p(2) = ap + a1z + asz® + ...

Por hipotesis f es meromorfa en oo, equivalentemente, la funcién compuesta f (%) es

meromorfa en cero, se sigue que p(1) = (1 — B;)" -+ (L — B,)" f(1) es meromorfa
en cero. Por otro lado p(%) =ap + alé + CLQZ% + ...., de manera que a,, = 0 a partir
_ p(»)

de algin n y p es un polinomio. Por lo tanto f(z) = o) racional.

Ahora sea f(z) = Z 8 con p(z) y q(z) polinomios sin factores comines. Claramente
f es analitica para z # oo y cuando ¢(z) # 0.
Si zp # oo es un cero de ¢(z) entonces f tendrd un polo en zy de é6rden la
multiplicidad de zp como cero de g.
Si z = oo, entonces f serd analitica si grado(q) > grado(p), y tendrd un polo si
grado(q) < grado(p).
En cualquier caso f es meromorfa en C*°. l

El grado de una funcién racional f(z) = Z 8 , donde p(z) y q(z) no tienen factores
comunes se define como el maximo de los grados de p y ¢. Tenemos entonces que:

Teorema 2.3 Si f : C*° — C* es una funcion racional de grado d > 0, entonces
f toma cada valor ¢ € C* exactamente d veces contando multiplicidades.

Dem.

Sea f(z) = Z 8 con p(z) y q(z) polinomios sin factores comunes.

Tomemos primero ¢ = 0.

Para z € C, f(z) = oo siy sélosig(z) =0, y sabemos que ¢(z) = 0 tiene grado(q)
soluciones. Si grado(p) < grado(q) entonces tales raices son los tnicos polos de



f. Si grado(p) > grado(q) entonces f tiene en oo un polo de érden grado(p) —
grado(q). En ambos casos el nimero de soluciones de f(z) = oo es grado(f) =
méx{grado(p), grado(q)}.

Ahora tomemos ¢ # oo.

Como grado(f) > 0, se tiene que f no es constante, por lo que

1 q(2)
95) = ey e = pla) — eal®)

es una funcién racional, ademds las soluciones de f(z) = ¢ son precisamente los
polos de g(z), cuyo nimero contando multiplicidades es, por el primer argumento,
grado(g). Pero si p(z) y ¢q(z) son coprimos, también lo son ¢(z) y p(z) — cq(z), de
manera que

grado(g) = max{grado(q), grado(p — cq)} = max{grado(q), grado(p)} = grado(f),

por lo que la demostracion estd completa. ll
Como corolario de los teoremas 2.2 y 2.3 se tiene el resultado mencionado ante-
riormente.

Teorema 2.4 f(z) es una biyeccion meromorfa en C* si y sdlo si f(z) es una
transformacion fraccional lineal.

Dem.

Sea f una biyecciéon meromorfa en C*°.

Por el teorema 2.2 f es racional. Ademds grado(f) = 1, pues si grado(f) > 1
entonces f no es inyectiva por el teorema 2.3, y si grado(f) = 0 entonces f = cte

tampoco es inyectiva. Por lo tanto f(z) = ZZ_FS con ¢ y d no ambos cero. Ademds
ad — be # 0, ya que en caso contrario f'(z) = (55;2)02 serfa cero y entonces f seria

constante, una contradiccion.

Por lo tanto f es una transformacién fraccional lineal.

Ahora sea f(z) = gzzig una transformacién fraccional lineal. Es facil ver que la
condicién ad — be # 0 es equivalente a grado(f) = 1. El resto de la demostracion es

inmediato a partir del teorema 2.3. l

Como veremos a continuacién, las transformaciones de Mobius estan relacionadas
con el concepto de inversién, esto es, la reflexion respecto a una circunferencia.

Definicion 2.2 Dos puntos distintos p,q € C son inversos respecto a la circunfe-
rencia C(zo, p) = {z;|z—20| = p}, p > 0, si son colineales con zy, estin en el mismo
lado de 29, y |p — 20||qg — 20| = p?. Definimos también el inverso de zo respecto a
C(z0,p) como oc.

Dado un punto p € B(zg,p) = {z;|z — 20| < p}, p # 20, la construccién geo-
metrica del punto ¢ inverso de p respecto a C(zp, p) se puede hacer de la siguiente
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manera, si L es la linea por zg y p, tracese la perpendicular a L por p, en el punto T’
en el que dicha perpendicular intersecta a C(zp, p) tomese la tangente a la circunfe-
rencia, la interseccién de la tangente con L es g, esto se sigue de la semejanza de los
triangulos ATzop v AT zgq. Si el punto ¢ esta fuera de la circunferencia su inverso
p queda determinado geométricamente con la misma construccién, es decir, desde ¢
tracese la tangente a la circunferencia con 7' el punto de tangencia, después tracese
la perpendicular a zpq desde T, el punto de intersecciéon de la perpendicular y zgq
es p, el inverso de ¢ respecto a C(zg, p).

Los siguientes dos teoremas dan una descripcién de la circunferencia en el plano
complejo respecto a la cual son inversos dos puntos p y gq.

Teorema 2.5 Sip,q # oo son puntos inversos respecto a C(zp, p), entonces C(zo, p)
es un subconjunto de {z;|Z=L| = o # 1} donde m = |p — 2| # 0.

Dem.

Sea p = zg + me™*, m > 0.

Como p y ¢ son inversos respecto a C(zp, p), se cumple que zp, p,q son colineales,
p, q estan del mismo lado de zg, v |p — 20||¢ — 20| = p?, de donde arg(q — z) =
arg(p—z0) = py lg— 20| = 2.

Por lo tanto ¢ = 2z + %ew.

Si z € C(z0,p), 2 = 20 + pe'? para algiin 6, y

z _p‘ _ (ZO + peie) — (Zo + mei“) _ pew — met
4 (20 + pei?) — (20 + %ei“) pett — %eiﬂ
e —met| @W m |pe=® — me|
& lmeif — peir|  p [me? — pein| T p o [met? — peik]
m ’e—i(9+u) (pei” _ mei9)| m 2
B p |mei9 — pett| - P) )
(Si 2+ =1de |20 — pllzo — q| = p? se tendrfa p = ¢.) W

Teorema 2.6 Sean p, q dos puntos distintos de C. La ecuacion |§:Z =k,

k€ RT, k # 1,0 representa una circunferencia respecto a la cual p y q son
puntos iNVersos.



Dem.
Sea z tal que |Z=2| = k, 6 equivalentemente |z — p|? = k?|z — q|?, desarrollando
ambos lados de la 1gualdad,

(z=p)z—p) =k (z—q)(z—0),
122 + |p|? — 2Re 2D = K2|2|* + k?|q|* — 2k Re =,

zp

despejando y agrupando términos
(1= k)2 + (Ip* — ¥*|a*) — 2Re z(p — k?q) =
ycomo 1 —k?#0

2 2|12 2
pl* — k%] p—kq
41+ <H1—k2‘> - 2R“<1_k2> =0

completando el médulo al cuadrado

_p—Kaq" _KFlp—qf
1— k2 (1—k2)2°
por ultimo, tomando raices se obtiene |z — ﬁikk2q| k1|p kg‘ que es la ecuacion de

p—k?q |kllp—dl

la circunferencia C( ). Resta verificar que p y ¢ son inversos respecto

T—k2 ) [1—k2]
a esta, para ello observamos que p — pl ’f;l — kQ(q p) v q— pl—_ik;q _ q_—]:é
mismo argumento y | 1(q p) 1Lk | = (||/~€1||fk—2q‘|) ‘ .
El conjunto S = {Z, E Z |‘ = 1} representa una recta, pues si z € S entonces z

equidista de p y ¢ y por lo tanto estd en la mediatriz del segmento pg, que es el
conjunto de puntos equidistantes de p y ¢. Con esta motivaciéon podemos considerar
a una recta como una circunferencia degenerada 6 una circunferencia que pasa por
00, y definir p y ¢ puntos inversos respecto a una recta si p y ¢ son simetricos
respecto a esta. Por el resto de este trabajo usaremos el término ”circunferencia”
para referirnos ya sea a una circunferencia 6 a una linea recta, con esta convencién
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7 Bajo una transformacion de Mobius la imagen de una circunferencia
es una circunferencia, y las imagenes de puntos inversos respecto a una circunfe-
rencia son puntos inversos respecto a la imagen de dicha circunferencia.

Dem.

Sean f(z) = gjig con ad — bc # 0, y K una circunferencia en C.

Por los teoremas 2.5 y 2.6 si p, ¢ # oo son dos puntos inversos respecto a K podemos
representar a K como {z; |§:Z =k, k # 0}.

Por el teorema 2.4 f es biyectiva, por lo tanto w € f(K) si y solo si f~}(w) € K,

esto es cdw+b e K6

—dw+b
cw—a p
—dw+b
cw—a q

= k. (1)
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Ahora bien, hay tres posibilidades: 6 f(p), f(q) # oo, 6 alguno de los dos puntos
P, q va a dar a co bajo f pero no ambos, pues f es inyectiva. En el primer caso, se
tiene que cq + d, cp + d # 0 y de la ecuacion (1) se obtiene

b %—p _‘—dw—I—b—p(cw—a)
| =dw+b T _ —
b g dw + b — q(cw — a)
—dw+b—p(cw— b
B ) cpf((lcw a) cp+d' - ‘—w—k %Id cp+d‘
—dw+b—g(cw—a) T ag+b
- cq—gdcw “|leq+d W+ cq+d cg+d
de donde
ERTNTRY,
w=fl@)| |eprd|

y por el teorema 2.6 se sigue el resultado.
El caso f(q) = oo se dasolosic# 0y cqg+d =0, despejando g = %d y sustituyendo
en la ecuacién (1) tenemos que

_ | — dw + b — p(cw — a)|c|
| —ad + be|

| —dw+b—plcw —a)
| —dw+b+ (9)(cw — a)
| —w+ & |ellep + d|

cp+d
| — ad + be]

. k|—ad-+b - . .
6|lw—f(p)| = W, que es la ecuacién de una circunferencia con centro en f(p)
y nuevamente se tiene el resultado.

Analogamente, si f(p) = oo la ecuacién para f(K) se convierte en |w — f(q)| =
lad—bc|
Hellogra ™ - .
A continuacién daremos un par de ejemplos que ilustran el uso de las transfor-

maciones fraccionales lineales.

Ejemplo 2.1 Encontrar todas las transformaciones fraccionales lineales f : z — w
del semiplano superior cerrado {z;Im z > 0} al disco unitario cerrado {w;|w| < 1}
que mandan al eje real en la circunferencia unitaria.

Solucién

Supongamos que f(z) = ZZZIS es una transformacién que cumple las condiciones del
problema, entonces a, c # 0, pues sia = 0, f(o0) = 0y la imagen del eje real no serfa
la circunferencia unitaria, si ¢ = 0, f(co) = 0o y se tendria la misma contradiccién.
Por lo tanto f(%b) =0, f(%d) = 00, y como 0,00 son puntos inversos respecto a
C(0,1) sus imagenes inversas deben ser puntos inversos respecto al eje real por el
teorema 2.7 aplicado a f~!, de manera que %b =aqa, y %d =acon Ima # 0,y

entonces f(z) = Zjig =2(=5).

Por otro lado, como la imagen del eje real es la circunferencia unitaria, 1 = |f(0)|
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= [2||2], luego |c| = l|a|, por lo que podemos asegurar que a = ce’ con § € Ry
entonces f es de la forma f(z) = e?(Z=2).

Finalmente, f(a) =0 € B(0,1), por lo que Ima > 0.

Resta verificar que todas las transformaciones de la forma f(z) = e%(
0 € R y Ima > 0 satisfacen las condiciones del problema.
Silmz=0,z=2y |f(2)| = [e?]|2=2| = % = 1.

Si I'm z > 0, usando el hecho de que I'ma > 0 es inmediato que Reza > Reza'y
por lo tanto 0 < (|z| — [@])? < |z|? + |a]? — 2Re za < |z|?> + |a|? — 2Re za, de donde

2|2 + |a|?2 — 2Re z&0 z—o)(Z—« z—al?

|22+ a2 —2Reza (2 —@)(Z—a) |z—al?

Ejemplo 2.2 Sea f(z) analitica en B(0,1) con Im f(z) > 0 para z € B(0,1),
entonces |f'(0)| < 2Im f(0).

Solucién

Por el ejemplo anterior, si ¢(z) es de la forma ¢(z) = €*(222) con Im « > 0 entonces

¢ manda la regién {z | Imz > 0} en el disco unitario abierto {z | |z| < 1}. Como

Im f >0, si definimos g(z) = (¢ o f)(2) entonces |g(z)| < 1 para todo z € B(1,0),
f()=£(0)

si ademds elegimos a = f£(0), entonces g(z) = e (W) satisface g(0) = 0, y

por el lema de Schwarz, |¢'(0)] < 1.
Derivando g obtenemos

g(z) = e (f '(2)(f(2) = F(0)) = F'(2)(f(2) = f(O))> e f'(2)(£(0) - £(0))

en particular,

g/(o) _ ei@f’(l _ ?wf/(o) ’
F(0) = f(0)  2iIm f(0)

sustituyendo en la desigualdad dada por el lema de Schwarz,

ei@f/(o)

2iIm f(0)

1> 1g'(0)| =

)

luego se tiene que,
[f'(0)] < 2Im f(0).

|

Una 1ltima observacion respecto a las transformaciones fraccionales lineales es

. . Lo _ az+db . . <2 —d
la siguiente: si f = 577 es de Mdebius y A es una regién del plano tal que =* ¢ A,
entonces la restriccién de f a A es analitica e inyectiva, las funciones que satisfacen
estas dos propiedades en una regién son llamadas funciones univalentes, a continua-
cién estudiaremos algunas de sus propiedades.




Capitulo 3

Funciones univalentes

Comenzamos el capitulo definiendo a las funciones univalentes.

Definicion 3.1 Sea A una region del plano, una funcién analitica f : A — C es
univalente en A si es inyectiva.

Una propiedad evidente de las funciones univalentes es que si f : A — f(A) y
g: B € f(A) — C son univalentes, entonces g o f es univalente en A. El siguiente
teorema enuncia otra propiedad que mas adelante serd de importancia: la derivada
de una funcién univalente no se anula, en consequencia, las funciones univalentes
son conformes.

Teorema 3.1 Si f es univalente en una regién A entonces f' # 0 en A.

Dem.

Supongamos que f’(z9) = 0 para algun zg € A. Si g(z) = f(2) — f(20) entonces g
tiene un cero de orden > 2 en zy. Claramente g es univalente en A, y por lo tanto
g # 0en A—zy. Sea B(zg, p) C A, como |g| es continua y estrictamente positiva en el
compacto C(zo, p), se tiene que inf,cc (., ) [9(2)| = m > 0. Por otro lado, la eleccién
de p se puede hacer de manera que f' # 0 en B(2q, p) — {20}, pues los ceros de una
funcién analitica no constante estdn aislados, y si f’ fuera identicamente cero en una
vecindad de zy entonces f seria constante en dicha vecindad, en contradiccién con
la hipdtesis f univalente.

Ahora bien, para cualquier a € C con 0 < |a| < m, la funcién h(z) = g(z) —a es
analitica en B(zp, p) y distinta de cero en C(zp, p), ademds |h(z) —g(2)| = |a] <m <
lg(z)| para z € C(zp,p). Por el teorema de Rouche h y g tienen el mismo nimero
de ceros (contando multiplicidades) dentro de B(zp, p), por lo que h tiene al menos
dos ceros en B(z, p), sin embargo como h'(z) = ¢'(z) = f'(2) es distinta de cero en
B(z0, p)—{z0} se sigue que h no tiene ceros multiples en B(zp, p) —{z0} y por lo tanto
existen al menos dos puntos z1, z2 € B(zo, p) — {20} tales que h(z1) = 0 = h(z2), de
donde f(z1) = f(z0) + a = f(22), que es una contradiccién l

Por este resultado y el teorema de la funcién inversa es claro que si f : A — C
es univalente entonces la funcién inversa f~!: f(A) — A es univalente.
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El reciproco del teorema 3.1 no es en general cierto. Por ejemplo, si f(z) = 22
y A = C\{0} entonces f’ es distinta de cero en A y f no es univalente en A. El
siguiente resultado muestra un caso particular en el cual el reciproco es localmente
valido.

Teorema 3.2 Si f es analitica en z =0 y f'(0) # 0, entonces existe r > 0 tal que
f es univalente en B(0, 7).

Dem.

En realidad esto es parte del teorema de la funcién inversa, pero se harad una de-
mostracién independiente y con técnicas propias del andlisis complejo.

Por el teorema de Taylor existe R > 0 tal que si z € B(0,R) entonces f(z) =
Yoo anz” con a; = f'(0) # 0. Diferenciando término a término, f'(z) =
Yo na,z""! para z € B(0, R). Como una serie de potencias es absolutamente con-
vergente en el interior de su disco de convergencia, si r < R la serie > oo ; nla,|r" !
es absolutamente convergente. Omitiendo el primer término y tomando el limite
cuando r — 0

o0 o0
lim E nan|r"™! = lfm r E nlan|r" % =0,
r—0 r—0

n=2 n=2

por lo que para 7 suficientemente pequefia > oo, nla,|r"™ 1 < |ay], y si z1,22 €
B(0,r) satisfacen f(z1) = f(z2),

%)
> an(z - 25)
n=1

o

-1 -2 -1

al—i—E an(277 + 2 "2+ + 25 )
n=2

0=1f(21) = f(z2)| =

o0
Zan(zl — ) (2 4 A 2 2
n=1

)

oo
> |21 — 2] (Iall = lanl(l 7+ 121 P2+ !Z§1|)>
n=2

o
> |21 — 2 (\all = Ianlm'”1> >0,

n=2

= |21 — 22|

> |21 — 22 <|a1! -

[e.9]

-1 -2 -1
g an(2] + 2 .+ 207
n=2

de donde |21 — 22|(|a1| — 3200, lan|nr™™1) = 0, pero como |ai| > Yo%, |any|nr™ L,

debera tenerse que z; = z3. Por lo tanto f es univalente en B(0,r). B
Consideraremos ahora a las funciones univalentes del disco unitario cerrado sobre
si mismo. De acuerdo con el lema de Schwarz, si una funcién analitica f del disco
unitario B(0,1) en si mismo fija el origen y satisface |f(z)| = |z| para algin z €
B(0,1),z # 0 entonces f es una rotacién. Es evidente a partir de este lema que si
una funcién analitica del disco unitario en si mismo fija al origen y a otro punto, la
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funcién es la identidad. El siguiente ejemplo muestra que este comportamiento se
extiende a la frontera del disco.

Ejemplo 3.1 Si f es una funcion analitica y univalente que mapea a B(0,1) sobre
st mismo y [ fija el origen y algun otro punto en B(0,1) entonces f(z) = z.

Dem.
Por el lema de Schwarz, si z € B(0,1) entonces |f(z)| < |z|. Adema&s es claro por
continuidad que si z € C(0,1) entonces |f(z)| < |z|. De manera que para todo
z € B(0,1) se tiene que |f(z)| < |z|. El mismo razonamiento aplicado a la funcién
inversa f~! : B(0,1) — B(0,1) prueba que para todo f(z) € B(0,1) se satisface
lz| = |75 f(2))] < |f(2)|. Por lo tanto |f(z)| = |z| para todo z en el disco unitario
cerrado. Por la observacién del parrafo anterior f es una rotacién, es decir f(z) =
ez con A € R, y como f fija un punto distinto del origen, f(z) =z B

A continuacién damos una descripcién de las biyecciones del disco unitario ce-
rrado en si mismo, estas son transformaciones fraccionales lineales.

Teorema 3.3 Si f es univalente y mapea B(0,1) sobre si mismo, entonces f es
una transformacion fraccional lineal.

Dem.
Sea £ = f(0), probaremos primero que existe una transformacion fraccional lineal L
del disco unitario cerrado sobre si mismo tal que L(§) = 0. Esto es claro si £ = 0,
considerese por ejemplo a la identidad o cualquier rotacién con centro en el origen.
Supongamos que & # 0. Si |{] = 1, entonces f alcanza su maximo en zp = 0 un pun-
to interior, luego f es constante, una contradiccién, por lo que |¢| < 1. Ahora bien,
los puntos ¢ y ﬁ son inversos respecto a C'(0,1), por el teorema 2.7 sus imagenes
bajo una transformacién fraccional lineal deben ser puntos inversos respecto a la cir-
cunferencia imagen (que en este caso seria C(0,1)), como se busca que L satisfaga
L(§) = 0 se debe tener L(ﬁ) = 0.

Supongamos que L(z) = Zzzifl con ad —bc # 0. Por el teorema 2.4 L es una biyeccién
de C* en si mismo, por lo que tanto a como ¢ son distintos de cero, pues si ¢ = 0
entonces L(oo) = 00 = L(ﬁ) y por lo tanto oo = @, una contradiccién. Similar-
mente, si a = 0 entonces f(c0) =0y £ = 0o, otra contradiccion.
Nuevamente usando el hecho de que L es una biyeccién, de L(§)

prm— O pr—
L(=Y), L(ﬁ) =00 = L(%d) tenemos que & = %b, @ = %1, y despejando £ = =F.

a Z+§ _af z2—§
L<Z)_C<z+‘i>0<z—§|2>

Por lo tanto
()3 ()
c E2—1 - d E2—1

con £z # 1 para toda z € B(0, 1), pues |¢| < 1.
Por el teorema 2.7 se tiene que |L(1)] = 1, de donde L(z) = ¢* 2=
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Ahora verificaremos que cualquier transformacién fraccional lineal de esta forma
mapea biyectivamente al disco unitario cerrado en si mismo.
Si |z| < 1 entonces (1 —|¢|?)(1— |z|?) > 0, desarrollando y reagrupando, \2\24— €% <

1€1%|2|2+ 1, lo que implica |z —&|? < |€2—1]2, 0 equivalentemente |L(z)| = |£Z 1| <1
Similarmente, si |w| < 1 entonces la funcién inversa L1 satisface |L~!(w)| =
’ —w+Ee | <
—Ew-i—e“ —

Consideremos ahora a la funciéon g = L o f, esta es una biyeccién del disco unitario
cerrado en si mismo que fija el origen, como se vi6 en la demostracion del ejemplo
anterior ¢g(z) = az con |a| = 1. Por lo tanto az = ¢g(z) = L o f(z) y entonces
f(2) = L7(az) es una transformacién fraccional lineal

En el ejemplo 3.1 vimos como el valor de una funcién en cero y en un punto
en la frontera del disco unitario puede determinar los valores de la funcién en el
interior de este. El siguiente teorema nos da otra muestra de la influencia que tiene
el comportamiento en la frontera sobre los valores de una funcion analitica.

Teorema 3.4 (Darboux) Sea C una curva cerrada simple que es la frontera de
una region A. Supéngase que f es analitica en A|JC e inyectiva en C, entonces f
es univalente en A.

Dem.

Puesto que f es inyectiva en C es claro que f(C) =T es una curva cerrada simple.
Sea zp € A tal que f(z0) ¢ I, esto es f(2) — f(20) # 0 para z € C. Como f(z)— f(z0)
es anahtica en A = intC el ntimero de ceros de esta funcién en A estd dado por
2m I =G0y dz y puesto que zp € A el nimero de ceros es un entero mayor o
igual a uno

Supongamos que C(t) : [a,b] — C es una parametrizacién de C, entonces I'(t) =
f(C(t)) es una parametrizacién de I'. Escribiendo f(zg) = wp

2m/f 1 f(20) 27”/ f Cg( )) a
1

I"(t) _
Tomi J, T() —wo 2w Jrw—wp

= I(T,w,)

y va que I' es una curva cerrada simple, I(I", wg) solo puede tomar uno de los valores
0,1 6 —1, por lo que ﬁ fC % dz = I(I",wp) = 1. Esto indica que f toma el
valor wp Unicamente en zgp € Ay que f(zg) € intl.
Solo resta observar que ningin punto en A va a dar a I' bajo f. Por el teorema del
mapeo abierto una funcién analitica manda puntos interiores en puntos interiores,
de manera que si se tuviera f(z1) € I" para algin z; € A, entonces tendria que haber
puntos en extl’ pertenecientes a f(A), pero hemos mostrado que esto es imposible.
|

Ahora abordaremos la cuestién de la convergencia de funciones univalentes.
Weirtstrass demostré que si una sucesiéon {f,} de funciones analiticas definidas en
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una regién A del plano converge uniformemente a una funciéon f en todo subcon-
junto compacto de A, entonces f es analitica en A y f/ — f’ uniformemente en los
subconjuntos compactos de A. Sin embargo el hecho de que las funciones de la suce-
sion sean univalentes no garantiza que la funcién limite también lo sea. Considérese
por ejemplo a la sucesion f,(z) = -, estas funciones son claramente univalentes en

C, y si K C C es compacto |fn(z)| = %‘ < % para toda z € K y algin Mg (pues
K es acotado), de donde se ve que las sucesién converge uniformemente a la funcién
constante f = 0 en los suconjuntos compactos del plano, que no es univalente. Sin
embargo esto es lo mas extrano que puede suceder, ya que el ultimo teorema de esta
seccién muestra que salvo por las funciones constantes, el limite de una sucesion
de funciones univalentes que converge uniformemente en compactos es una funcion

univalente.

Teorema 3.5 Sea {f,} una sucesion de funciones univalentes en una region A tal
que fn(z) — f(z) uniformemente en subconjuntos compactos de A. Entonces f es
univalente ¢ constante.

Dem.

Como se mencioné anteriormente, por el teorema de Weierstrass f es analitica
en A. Supongamos que f no es univalente, entonces existen z1, zo € A tales que
f(z1) = f(22) =&

Supongamos ahora que f no es constante, como los ceros de una funcién analitica
no constante son aislados, podemos tomar dos discos cerrados ajenos Kq, Ko C A
con centros en z1 y zo respectivamente tales que f(z) # £ en K | Ko.

Sean inf,cp k) |f(2) — & = ma, Inf ey, |f(2) —&| = ma. Tanto my como my son
estrictamente mayores que cero, pues una funcién continua definida en un compacto
alcanza sus valores extremos en el conjunto.

Como f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de A, si n es suficien-
temente grande se cumple que |f,(z) — f(2)| < min(my,ma) = m para toda
z € O(K1)|JO(K2).

Sean g(z) = () — & ga(2) = fu(2) — & entonces g,g, # 0 en A(K) y para
A 8(K1)

19(2) = gn(2) = [f(2) = fu(2)| <m < [f(2) = &] = [9(2)];

por el teorema de Rouche f,, — & tiene un cero en K. Analogamente, f, — £ tiene
un cero en Ko, en contradiccion con la hipétesis de que f,, univalente.
Por lo tanto si f no es univalente es constante. l



Capitulo 4

Familias Normales

En esta seccién continuaremos estudiando propiedades relacionadas con la con-
vergencia de las funciones complejas. La siguiente definicion extiende el concepto de
convergencia uniforme a las sucesiones de funciones no acotadas.

Definicién 4.1 Una sucesion {f,} de funciones con valores complejos definidas en
un subconjunto D del plano converge uniformemente a oo en D si para todo M > 0
existe ng tal que sin > ng entonces |fn(2)| > M para toda z € D.

Una propiedad 1til de una familia § de funciones analiticas definidas en una
regién A del plano es que las sucesiones de funciones pertenecientes a dicha familia
sean uniformemente convergentes en los subconjuntos compactos de A, pues esto
garantiza la analiticidad de la funcién limite (si la convergencia no es a co). El ejem-
plo que se d4a a continuacién muestra que aun en el caso de que dichas sucesiones no
sean uniformemente convergentes, se puede tener otra propiedad que también es de
utilidad, la existencia de subsucesiones convergentes.

Supongamos que § es la sucesién {f,} dada por f,(z) = Z’ SLT S bat
n7
claramente las funciones f,(z) son enteras, ademds para z € C se tiene que
lim, oo fon(2) = 00y limy oo fon+1(2) = 0, de manera que la sucesién {f,} no
converge puntualmente en ningtin z € C, y por ende no converge uniformemente
en ningun subconjunto compacto del plano. Sin embargo, cualquier sucesién de fun-
ciones en § contiene una infinidad de funciones f, cuyos subindices tienen la misma
paridad, y con estas se puede formar una subsucesién de la sucesién original que
converge uniformemente a oo 6 a la funcién constante f(z) = 0 (dependiendo de la
paridad de los subindices) en los subconjuntos compactos de A. En otras palabras,
toda sucesion de funciones en § contiene una subsucesién que converge uniforme-

mente en los subconjuntos compactos de A.

. . )
si n es impar

Definicion 4.2 Una familia § de funciones con valores complejos definidas en una
region A del plano es normal en A si toda sucesion {f,} de funciones en § con-
tiene ya sea una subsucesion {fn,} que converge uniformemente en subconjuntos
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compactos de A, ¢ una subsucesion { fn,} que converge uniformemente a oo en sub-
conjuntos compactos de A.

Observese que si § es una familia de funciones analiticas, entonces f, la funcion
limite de la subsucesién convergente en la definicién anterior es analitica en A 6 iden-
ticamente oo en A. Ademads f no necesariamente esta en la familia §. Por ejemplo,
la sucesion {f,} donde f,(z) = %, es una familia normal de funciones analiticas y
no nulas en C y como lim,,_,, f,(z) = 0 para z € C, se tiene que cualquier suce-
sién de funciones en {f,} contiene una subsucesién que converge uniformemente en
compactos a la funcién constante f(z) = 0, que no pertenece a la familia. Respecto
a la convergencia de funciones no nulas podemos decir un poco mas.

Teorema 4.1 (Hurwitz) Si {f,} es una sucesion de funciones analiticas que no
se anulan en una region A del plano y f, — [ uniformemente en los subconjuntos
compactos de A, entonces f =0 en A ¢ f no se anula en A.

Dem.

Puesto que la convergencia de la sucesién {f,} es uniforme en todo subconjunto
compacto de A, se tiene que f es analitica en A. Supongamos que f no es identica-
mente cero en A.

Como los ceros de una funcién analitica no constante son aislados, dado zy € A
existe una vecindad de zy tal que f no se anula en dicha vecindad excepto tal vez
en zgp. En consecuencia existe r > 0 tal que f(z) # 0 si z € B(z0,7)\{20}. Como
en demostraciones anteriores, min.cc (., [f(2)] = m > 0, y por lo tanto f% — 7
uniformemente en C(zp,7). Ademads, por el resultado de Weierstrass mencionado
antes del teorema 3.5, f/ — f’ uniformemente en C(zg,r). De manera que % — fTI
uniformemente en C(zg,r), y como podemos intercambiar el limite y la integral por
ser la convergencia uniforme

lim In(2) . _ 1 I'2) ..

n—oo 271 C (20,7 fn(2) T omi C(z0,r) f(z)

Cada una de las integrales a la izquierda de la igualdad es igual a cero, pues estas
cuentan los ceros y polos de f, en el interior de C'(zg, ), y por hipdtesis las funciones
fn son no nulas y analiticas en A. Se sigue que la integral a la derecha de la igualdad
también es cero y entonces f tiene el mismo nimero de ceros y polos en el interior
de C(zp,7). Por lo tanto f(zg9) # 0 para zp € A que es arbitrario, es decir, f no se
anula en A. B

Recordemos que una familia § de funciones con valores complejos es equicontinua
en un subconjunto D del plano si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si 21,20 € D
y |21 — 22| < ¢ entonces |f(z1) — f(22)| < € para toda f € §. El siguiente teorema
proporciona un criterio para determinar cuando una familia de funciones es normal
valiendose de la nocién de equicontinuidad.

Teorema 4.2 (Arzela-Ascoli) Una familia § de funciones con valores complejos
definidas en una region A del plano es normal si:
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(i) § es equicontinua en todo subconjunto compacto de A,
(i) para toda z € A, {f(2); f € §} estd contenido en un subconjunto compacto del
plano.

Dem.

Sea {f,} una sucesién de funciones en §. La estrategia a seguir en la demostracion
serd encontrar una subsucesién uniformemente convergente en un subconjunto den-
so numerable de A y después usar la densidad de ese conjunto y la equicontinuidad
de § para mostrar que dicha subsucesién es de Cauchy en cualquier subconjunto
compacto de A.

Supongamos que {{x} es una numeracién del conjunto de puntos en A con co-
ordenadas racionales. Por (ii) la sucesién {f,(£1)} estd contenida en un com-
pacto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass contiene una subsucesién convergente

fm,l (61)5 fnl,z(&l), fn173(61),

Analogamente, la sucesién {f,,,({2)} contiene una subsucesién convergente

fn2,1(§2)’ fn2,2(§2)a fn273(52),...

Repitiendo el proceso para cada elemento de {&;} obtenemos un arreglo de subindices

ny1 <nig<ngsz<..<ng;<..

n21 <Ngg <Ng3 < ..<Ngj;<..

NE1 < N2 < N3 < ... <Ngj < ...

tal que cada renglén es una subsucesién de los renglones anteriores, y la sucesién
{fk,;} cuyos subindices son los elementos del k-ésimo renglén converge en &j.
Considérese ahora a la sucesién {n; ; }, esta es estrictamente creciente y sus elementos
a partir de nj , son una subsucesion del k-ésimo renglén para toda k. Por lo tanto
la sucesién { fp, } es una subsucesién de {f,} que converge en cada punto de {¢x},
la denotaremos por { f,, }.

Sea K un subconjunto compacto de A, por (i) la sucesién {f,,} es equicontinua en
K, de manera que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si z,£ € K satisfacen |z — £| < §
entonces |fp,(2) — fn,;(§)| < § para toda j.

Los discos con centro en cada punto de K y radio 0 forman una cubierta abierta de
K, por compacidad existe una subcubierta finita, y ya que el conjunto {&;} es denso
en A podemos tomar un & en cada elemento de dicha subcubierta, llamemos = al
conjunto finito formado por estos &. La sucesién { f,,} es de Cauchy en cada punto
de =, y como este es un conjunto finito, para toda € > 0 existe N € N tal que si
s,t > N entonces | fy,(§) — fn, ()] < § para toda § € E.
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Sea z € K, por la definicién de E existe £ € = tal que |z — | < 4, se sigue que si
s,t>N

€ € €

| frg (2) = fri ()] < g (2) = fns ()| F1 frs (€)= fru (E) [+ fre (€)= fri (2)] < §+§+§ =6
de donde la subsucesién {f, ;} de {f,} converge uniformemente en subconjuntos
compactos de A.
Por lo tanto § es normal. W

Una familia § de funciones con valores complejos definidas en un subconjunto D
del plano es uniformemente acotada en D si existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
toda z € D y f € §. Mediante una aplicacién del teorema de Arzela-Ascoli tenemos
otro criterio para determinar si una familia es normal.

Teorema 4.3 Una familia § de funciones analiticas en una region A es normal si
§ es uniformemente acotada en subconjuntos compactos de A.

Dem.

Probaremos que § satisface las condiciones del teorema 4.2.

Para cada z € A el conjunto {z} es compacto. Por hipétesis existe M, tal que
|f(2)| < M, para toda f € §, de manera que el conjunto { f(2); f € §} estd contenido
en el compacto B(0, M,).

Resta probar que uniformemente acotada implica equicontinuidad.

Sea, K un subconjunto compacto de A. Sea r > 0 tal que para cada z € K el disco
B(z,r) esté contenido en A. Los discos con radio 7 y centro en cada punto de K
forman una cubierta abierta de K, por compacidad existe una subcubierta finita,
sean {} los centros de los discos que la forman.

El conjunto | J,, B(&k,r) es un subconjunto compacto de A, por hipdtesis existe M
tal que |f(2)| < M para toda z € |, B(&k,7), f€S.

Sean z1, 29 € K. Como 2y estd contenido en alguno de los discos de la subcubierta
finita, |22 — &| < 7 para algin &.

Si |21 — 22| < 7 se sigue de la desigualdad del triangulo que |21 — &| < 5, en
consecuencia 21,22 € B(&, §). Sea v = C(&, ), por la férmula integral de Cauchy

R O IR B .
7 ( '

21t ), 2z — 21 27t ), 2z — 29 27 z—21)(z — 29)

f(z1) = f(22) =

v v

Por otro lado, para z € v el médulo del integrando esta acotado por

f(2)

(z — 2z1)(z — 22)

mixe, [fG) M AM
T minge, |z — 21|z — 22| T ()2 r2’

se sigue que

_ |z — 2
27

|f(21)—f(22)|

— AM  4M
/ /(z) dz| < MQWT-—Q = —|z1—29].
5 (2= 21)(2 — 22) 27 T T
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Usando esta tltima ecuacion, si € > 0 y |21 — 22| < § = min(}, f57) entonces

4M 4M
|f(zl) - f(22)| < T|Zl — Zz| < 75 <.

Luego § es equicontinua en los subconjuntos compactos de A y por lo tanto § es
normal en A. W

Si § es una familia normal de funciones analiticas, entonces la familia de las
derivadas §' = {f’; f € §} no es necesariamente normal. Por ejemplo, considérese a
T la familia de las funciones f,(2) = nz? —n?, n € N, definidas en todo el plano.
Claramente f, converge uniformemente a co en todo subconjunto compacto del
plano, por lo que § es normal. Sin embargo §' = {f},} donde f/(z) = 2nz, y esta
sucesién converge a 0o para z # 0 y a cero para z = 0, de donde se ve que si K es
un subconjunto compacto de C, entonces {f},} no converge uniformemente a una
funcién con valores complejos definida en K, ni converge uniformemente a oo en
K, y lo mismo pasa para cualquier subsucesion. Es decir § no es normal.
Vale la pena observar que un contraejemplo como el anterior no se puede dar usando
una familia uniformemente acotada, pues si f es una funcién analitica en una region
A, B(zg,r) es un disco cerrado contenido en A y |f(z)| < M para z € C(zg,r), se
sigue de la férmula integral de Cauchy para las derivadas que |f/(z)| < % para z en
el interior del disco. Utilizando este hecho en una subcubierta finita de un compacto
formada por discos, se prueba que si § es una familia uniformemente acotada en los
subconjuntos compactos de A, entonces § = {f’; f € §} también es uniformemente

acotada en los subconjuntos compactos de A y por el teorema anterior, §’ es normal.



Capitulo 5

El teorema del mapeo de
Riemann

Antes de enunciar el teorema del mapeo de Riemann haremos algunas conside-

raciones respecto a este. Esencialmente el teorema dice dos cosas: la primera es que
cualquier regién R simplemente conexa distinta de C se puede transformar de manera
conforme y biyectiva sobre el disco unitario B(0, 1) (y por lo tanto cualesquiera dos
regiones simplemente conexas distintas del plano son conformemente equivalentes,
pues si f, g son biyecciones conformes entre el disco unitario y las regiones Rj, Ro
respectivamente, entonces f o g~! es una biyeccién conforme entre Ry y Rz), la
segunda es que esta transformacién entre R y el disco es tinica si ademas se requiere
que para un zg € R dado, localmente en zg la transformacién sea una traslacién que
manda a zg al cero, seguida de una homotecia.
Es claro que no existe una funcién univalente en C sobre el disco unitario, pues por el
teorema de Liouville las tinicas funciones enteras acotadas son constantes. Por otro
lado, el que una regién simplemente conexa sea distinta del plano es equivalente a que
ésta tenga al menos dos puntos frontera (y por lo tanto una infinidad continua, pues
una region simplemente conexa no puede tener un punto frontera aislado distinto de
00). Como para la demostracién del teorema usaremos la existencia de dos puntos
frontera, lo enunciaremos en estos términos.

Teorema 5.1 (Teorema del mapeo de Riemann) Sea R una region del plano
simplemente conexa con al menos dos puntos frontera. Entonces existe una funcion
univalente g que mapea a R sobre B(0,1).
Si ademds se tiene la condicion adicional de que para un zy € R se cumpla que
g(z0) =0, ¢'(z0) > 0, entonces g es inica.

Dem.

Sea § la familia de las funciones f univalentes y acotadas en R que satisfacen f(zp) =
0, f/(Z()) =1.

Definimos

M(f) = sup[f(2)]

ZER
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y si § es no vacia

= inf M(f).
™= M)

La demostracién de la existencia consta de tres pasos:
(i) F es no vacia.
(ii) Existe una funcién f € § tal que M(f) = m.
(iii) % es la funcién buscada.
Demostracién de (i): Sean a,b € C dos puntos en la frontera de R. Por el teore-
ma 2.4 la funcién L : R — f(R) dada por L(z) = Z=f es una biyeccién conforme,

zZ—a

la regién L(R) C C es simplemente conexa. Ademds 2=¢ # 0 para z € R, por lo
que existe una rama de logaritmo analitica en todo L(R). Utilizando esta rama, la
funcién f(z) = |/ %=} es analitica en R. Por otra parte, la igualdad f(z1) = f(22)

: : z1—a
implica porga

univalente en R.
Sea wo = f(Zo) =

Zo—a
zo—b"

y nuevamente por el teorema 2.4, z; = z9, por lo tanto f es

z0—a
zo—b"

Probaremos que las funciones de la forma Wcﬂvo +d (con ¢ y d constantes, ¢ # 0)
son acotadas en R, y por ende, univalentes en R (pues f es univalente). Posterior-
mente obtendremos una funcion en § mediante la eleccion adecuada de las constantes
cyd.

Por continuidad, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — z9] < ¢ entonces
1/ (2) = f(20)] <

Por el teorema del mapeo abierto existe una vecindad B(wy,€') de wy, con € < ¢,
tal que para todo w € B(wy,€') hay un z € B(2g,0) con f(z) = w.

Ahora bien,la preimdgen de B(—wy,€’) estd contenida en B(zp,d). Para ver esto
supongase que w € B(—wyp,€'), entonces —w € B(wp,€'), y como se menciond an-
teriormente —w = f(21) para algin z; € B(z0,0). Si z € R satisface f(z) = w,
entonces £=¢ = w? = (—w)? = 2=, de donde z = z1.

Como B(zp,d) es mapeada al interior de B(wyp,€), si € es suficientemente pequeno,
de manera que B(wp,€) v B(—wp, €) sean ajenas, entonces f no toma ningin valor
en B(—wp,€).

Se sigue que |f(2)+wp| > €' para toda z € R, y por lo tanto las funciones Wiwo +d
con ¢ # 0 son acotadas y univalentes en R.

Para encontrar las constantes adecuadas resolvemos el sistema

c —Cf/(ZO)

e+ T Gl rwe?
Un céalculo simple muestra que
fla)= —2"0 20,0
2(20 — )/ 24
y
—4w? 2w
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Sustituyendo en i < o Tt d los valores de ¢ y d encontrados obtenemos la funciéon

O
2w [ f(z) —wo
P& = 5 <f(2) n wo) ’

que satisface F'(z9) =0, F’(z9) = 1. Por lo tanto § es no vacia.

Demostracién de (ii): Si la familia § es finita entonces {M(f); f € F} también
lo es, en cuyo caso el infimo del conjunto es un elemento del mismo y la existencia
de f es clara.

Supongamos que § tiene una infinidad de elementos.

Por la definicién de m, existe una sucesién {f,} de funciones en § tales que m <
M(fn) <m+ L (de lo contrario m no serfa la méxima cota inferior). Esta sucesién
es uniformemente acotada en R por m + 1, se sigue del teorema 4.3 que { f,} es una
familia normal. Por consiguiente alguna subsucesién { f,, } converge uniformemente
en los subconjuntos compactos de R.

Sea f(z) = limp_ 00 fr,, (2)-

Como las funciones f,,, estdn en §

f(z0) = kliﬂolo frx(20) =0,

y ya que la convergencia es uniforme

fl(z0) = klirgo f;bk (z0) = 1.

De esta tultima ecuaciéon se infiere que f no es constante en R. Al ser el limite de
una sucesién de funciones univalentes, f es univalente en R (teorema 3.5).
Finalmente, |f(2)| = Mg o0 | fuy (2)| < Hmg oo M (fn,) < Mg oom + 7= = m,
luego f es acotada.

Por lo tanto f estd en F.

De la desigualdad |f(z)] < m se sigue que M(f) < m, y como f estd en
§, m < M(f). Combinando ambas desigualdades, M(f) = m.

Demostracién de (iii): Sabemos que f es univalente con m = M(f) > 0. Sea

g(z) = %L Entonces g es univalente en R, g(z9) = 0, y ¢'(20) = % Ademads

lg(2)| = ‘fflf)l < w = 1, y como una funcién analitica que tiene un méximo
en un punto interior de un conjunto es constante en una vecindad de dicho punto,
lg(2)| < 1 (pues g es univalente).

Solo falta verificar que la imégen de R bajo g es todo el disco B(0,1). Para ello
procederemos por contradiccién, utilizando un punto en B(0,1) que no esté en la
imégen de g construiremos una funcién g que contradiga a la definiciéon de m.
Supongamos que existe un a € B(0,1) tal que g(z) # « para todo z € R (a # 0
pues g(z0) = 0).

Entonces g(z) — a # 0 en R, y como |al, |g(z)| son menores que uno, ag(z) — 1
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tampoco se anula en R.
Andlogamente a como se hizo en la demostracién de (i), podemos definir una rama
de la funcién

9(z) —a
hz) —
(2) ag(z) —1
analitica y univalente en R.
Ademés h*(z) = (l o g)(z) donde I(z) = 2=% es una biyeccién del disco unitario

cerrado en si mismo (vease la demostracién del teorema 3.3), y puesto que |g(z)| < 1,
tenemos que |h(z)| < 1.
Similarmente, la funcién

_ h(z) = Ve
b2) = a1

cumple |k(z)| < 1. Por otra parte, al ser la composicién de dos funciones univalentes,
_ hlzo)—va _ JVa—ya _

Vah(zo)-1 ~ vVaya-1 )
Multiplicando a k por una constante adecuada obtendremos una funcién § que sa-
tisface ¢'(z0) = 1.

k es univalente. Evaluando, k(z)

_ al+1
T 2mya”

(z). Por construccion g estd en §.

Calculos de rutina muestran que k’(zp)

G — k() _ 2mya
Sea g(z) = Wjo) = IZLT?]{
Finalmente, (1 — /|a|)? > 0 implica 2|a‘7f1| < 1, y como |k(z)| < 1 se sigue que

M(G) = sup 5(2)] = sup 2V ellFE_ 2m/lol

2€R z€R laf +1 ~ ol +1

<m,

lo que contradice la definicién de m.
Por lo tanto g es sobreyectiva, y la primera parte del teorema ha sido demostrada.

Para demostrar la unicidad supongamos que g1, g2 satisfacen las condiciones del
teorema, entonces la composicién G(z) = ga(g; ' (2)) es una biyeccién de B(0,1) en
si mismo que fija el origen. Usando el lema de Schwarz de la misma forma que en el
ejemplo 3.1, se tiene que G(z) = e**z con A € R. Por hipétesis g1/(0), g2’(0) > 0, de
donde

Py 220
91'(0)

En conclusién ¢ =1 y G(2) = z. Por lo tanto g; = g». W
En general no es posible garantizar que la frontera de una regién simplemente
conexa R es transformada biyectivamente en la frontera del disco unitario. Por ejem-
plo, si R es la regién obtenida a partir de (0,1) x (0,1) eliminando los segmentos
Sp = {% +iy; 0 <y < %}, entonces R es una regién simplemente conexa y el origen
es un punto frontera de R. Por otro lado, es claro que ningin punto interior de R se
puede conectar al origen por medio de una curva continua contenida en el interior de
la regién, utilizando este hecho es posible probar que si g es la funcién de Riemann

> 0.
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entre R y el disco, entonces g no es continua en cero.

Sin embargo, Osgood y Carathéodory demostraron que cuando la frontera de la
region es una curva de Jordan, la funcién de Riemann es continua en J(R) y la
transforma de manera biyectiva en la circunferencia unitaria. En este caso, el teo-
rema de Riemann garantiza la existencia de una solucién al problema de Dirichlet
para la regién R (dada u, : O(R) — R continua, encontrar u : R — R arménica
en Ry continua en R tal que u|r = ug). Pues supongamos que ug es una funcién
continua en J(R) y g es la funcién de Riemann entre R y el disco unitario, entonces
ugo g~ ! es continua en C(0,1). La férmula integral de Poisson define una funcién @
armoénica en B(0,1) y continua en B(0,1) tal que @) = uo 0 g~ ', usando que @
es la parte real de una funcién analitica en B(0, 1) es facil verificar que u = @ o g es
la solucién al problema de Dirichlet para la region R y la funcién wug.

Una limitacién evidente del teorema de Riemann y la demostracién de éste que se
dié anteriormente es que no dan ninguna indicacién acerca de como es la funcion
entre Ry B(0,1). El ultimo teorema de éste trabajo proporciona informacién al
respecto.

Teorema 5.2 Sea R una region simplemente conezxa distinta de C. Entonces existe
una sucesion de funciones univalentes {gn} con g, : R — B(0, 1), tal que la sucesion
converge uniformemente en los subconjuntos compactos de R a una funcion univa-
lente g que mapea a R sobre B(0,1).

Ademds, para cada n € N, la distancia de la frontera de g,(R) a C(0,1) es menor
0 igual a %, con k constante.

Dem.

Probaremos primero la existencia de {g,}.

En la parte (i) de la demostracién del teorema 5.1 se construy6 una familia de
funciones univalentes y acotadas en R, tomando cualquiera de ellas y multiplicando
por una constante adecuada se obtiene una funciéon F' univalente en R que cumple
|F(z)] <1 para z € R.

Si F(R) = B(0,1) la demostracién estd completa.

Supongamos que F(R) = Ry # B(0,1). Como R es simplemente conexa y F' es
univalente se tiene que Ry es una region simplemente conexa.

Sea & con [§p| < 1 un punto en la frontera de Ry cuya distancia al origen sea minima,
es decir |&] < |z| para toda z € O(Ry) (&0 existe por continuidad y la compacidad
de B(Ro))

La funcién Li(z) = 1Z—_§)z es una biyeccién conforme del disco unitario cerrado en si
mismo, por lo que la imagen de Ry bajo ésta es simplemente conexa, y no contiene
al origen pues &y ¢ Rp.

Por lo anterior existe una rama de logaritmo analitica en Lj(Rp), utilizando esta

rama la funcién T'(z) = 4 /12__75002 es analitica y univalente en Ry, y satisface T'(0) =
—&o-
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Sea
T(z) — V=5
1 —/=&T(2)
entonces fj es la composicién de L1, /z, y Lo, donde Ly(z) = 1277 V*?.
/o2

Se sigue que fp es univalente en Ry, |fo(z)| <1 para z € Ry, y fo(0) = 0.

Ahora sea fy(Rog) = Ri, entonces fy tiene una inversa definida en R;. La funcién
inversa f; 1 es la composicién de Ly 1 (una biyeccién conforme del disco unitario
cerrado en si mismo), 22, y Ly (otra biyeccién conforme de B(1,0) en si mismo),
por lo que f;! es analitica en B(0,1), y |fy '(w)] < 1 si w € B(0,1). Ademés
fo_l(O) =0, y como fo_1 no es una rotacién (pues fgl(—JT&)) = &) se sigue por
el lema de Schwarz que |fy*(w)| < |w| si |w| < 1, w # 0. Por otro lado, la funcién

f()_l(w) w ?é 0
h(w) = Y, ’ es analitica en B(0, 1), por el principio del médulo maxi-
fo (0), w=0

mo |h| no puede tener un maximo local en el origen, de donde |f; Y(0)] < 1.
Sustituyendo 0 = fp(0), w = fo(2), en |f§1/(0)\ <1 y |fyH(w)] < |w]| respectiva-
mente, se tiene que |f((0)| > 1 y |z| < |fo(2)| para z € Ry, z # 0. Por lo tanto la
distancia de R; = fo(Rp) a C(1,0) es menor que la distancia de Ry a C(1,0).

Sea & € O(R;) tal que su distancia al origen sea minima, repitiendo la construccién
anterior se tiene una funciéon f; univalente en R; que fija el origen, y tal que la
distancia de Ry = f1(R1) a C(0,1) es menor que la distancia de Ry a C(0,1).
Continuando inductivamente este proceso obtenemos una sucesién de funciones uni-
valentes f, : R, — R,4+1 cuya imagen aproxima cada vez mas al disco unitario, y
que ademds cumplen f,(0) = 0 para toda n. Por construccién, el disco més grande
con centro en el origen contenido en R, 11 es B(0,|&,+1]), de donde se sigue que la
frontera de R, estd contenida en el anillo {z;|&,+1] < |2| < 1}. Ademds es claro
que los puntos &, € R, satisfacen |§1] < [&2] < ... < [&] < ... < 1.

Probaremos que limy . || = 1.

Sea Frn(2) = fm(fm-1(...fn(2)...), para m > n, m,n € N, claramente F,, ma-
pea a R, sobre R,,1, es univalente, y Fy,,(0) = 0. Por otra parte, la funcién

Fin,n(2) 40
H(Z) — Z/ 9 #
Fnn'(0), 2=0

0 <r < |&|y =z € B(0,r), entonces |H(2)

es analitica en R, y por lo tanto en B(0,|¢,]). Si

= |Fm’:(z)| < %, por el

| — Fm,n(z)
4

principio del médulo méximo [H(0)] < 1, y haciendo que r tienda a |&,| se sigue

que

1
Fnn'(0)] =|H(0)] < —.
Fons(0)] = [HO)] < 1

Ahora bien, usando la regla de la cadena

| Fonn O)] = | fon (Pt (o n(0)--) = frna (o fn(0)) -+ £ (O) = T | £4(0)]-
k=n
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Combinando las dos ecuaciones anteriores
1
| f10)] < — (1)
H k 5 |

Por otro lado, derivando la expresién para fy se llega a f)(0) = Lol 1 c4leulo

2v/—6& "’
similar muestra que f;.(0) = 21;% para cada k € N. Sustituyendo en (1),

Lt ‘5’“' H £4(0 (2)

!fn!

2
Como cada uno de los factores ;L\/% es mayor que 1 (pues (1 - \/|§k|) > 0),
k

. . 1
conforme m tiende a co los productos parciales [[;.,,

&l forman una sucesién
24/ 18|

1+(€k |

monétona acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass el producto []p2, ol
k

es convergente. Por lo tanto se debe tener limg_, oo ;L\/% = 1. Ademaés
k

2
L+ lel | _ (1 - \/\ﬁk\)
2/Iéx] 2/1&l

(-vE)’
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(3)

entonces limg_, o = 0 y como el denominador es acotado, se sigue que

lmy oo €] = 1.

Sea Fy,(2) = fn(fa—1(--.(fo(2)...), claramente F), es univalente en Ry, fija el origen,
y mapea a Ry sobre R, 1. Probaremos que la sucesiéon F;, converge uniformemente
en los subconjuntos compactos de Ry a una funcién univalente F.

Por la regla de la cadena F},(0) = [[,_, f1.(0) # 0 para toda n € N. Usando el
desarrollo de Taylor alrededor del cero vemos que

Fu(z) . F.(0)z+.. F.(0)
1m = 11m =

%07

por lo que 5—" tiene una singularidad removible en el origen. Definiendo ;"((%)) =

F! . F, fs .
?(0) se tiene que n(2) o5 analitica en Ry, y sabemos que F;, es univalente con
£7,(0) Fm(2) ’

F,(0) = 0, asi que }% no se anula en Ry. Por el principio del médulo méximo,

|F |

los valores maximo y minimo de ] S€ alcanzan en la frontera de Ry. Como para

z € O(Rp) se cumple que |§,| < |Fp(2)| <1y 1< |Fm(z)| < F}nl’ se sigue que

[Fn(2)] 1
|Fn(2)]  [&ml’

[6nl <
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|Fn (2)|

y en consecuencia ()] tiende a 1 uniformemente en los subconjuntos compactos
m
de Rg cuando m y n tienden a co.
Por otra parte, puesto que 5—” es analitica y no se anula en Ry, podemos definir una
m

rama de log (ﬁ) analitica en Ry. Sea Ly, »(z) = log (g;i;) = U n(2) + 10 n(2),

entonces U, tiende uniformemente a cero en los subconjuntos compactos de Ry

cuandom y n tienden a co. Sea B(zy, p) un disco cerrado contenido en Ry, entonces
existe p > p tal que B(zq, p) C B(20,5) C Ro. Por la férmula integral de Poisson, si
20 + ret? € B(z, p), entonces

12 1 (%) :
Um n(ZO + re 9) 27[_ /0 ﬁ um,n(ZO + ﬁezt) dt,

diferenciando con respecto a r y tomando mdodulos,
1 / 0 (= Fumalo+pe™)\
o Or\ 1+ p——2”cos(0—t)

(z0 4+ re?)| = Py
T

OUm,n

or

Ll

I

desarrollando,

1
3

U Um.n (20 + ﬁeit) dt

1 2w

dt

2 | =2 ~
re 4+ cos(f —t) — 2r o
— ( p) ( i Iou ,n(zO pezt)
)

2+ 52+ 2rp

2m 2 ~2 ~ 2w
~ g p=+ p°+2pp ~ it
< — [ n (20 + pet)| dt < ——t 7T / |t n (20 + pe*)| dt,
ng(l—%)A‘ /o o —%)4 0 r

mp3(1

de donde |8um | — 0 uniformemente en B(zp, p) y por lo tanto en los subconjuntos

umn

compactos de Rg. Similarmente | =55 | — 0y por las ecuaciones de Cauchy Riemann

en forma polar se tiene que 1imy,; o0 Lim,n = 0. Luego 1imy,; ,, o F =1, 6 equiva-

lentemente lim,;, ,—o0 Fn—Fm — = 0, como la sucesion { F;, } es acotada, se debe cumplir
F, p

limy, p—o0o Frn — Fy = 0. Por lo tanto las funciones F;, convergen uniformemente en
los subconjuntos compactos de Ry a una funcion F. Como se mencioné anteriormente
[€n+1] < [Fn(2)] < 1 para z € 9(Rp), tomando el limite cuando n — oo se sigue que
|F| =1 en O(Ry). Ademas F(0) = 0, de manera que F no es constante, y por el
teorema 3.5, F' es univalente en Ry. Puesto que la imagen de Ry bajo F es una regién
simplemente conexa cuya frontera tiene médulo uno, es claro que F(Ry) = B(0,1).
Componiendo con F' obtenemos la sucesién g, = F;, o F' de funciones univalentes en
Ry que converge uniformemente en los subconjuntos compactos de R a la funcién
g = F o F, una biyeccién conforme entre R y el disco unitario. Por lo tanto la de-
mostracién de la parte de existencia del teorema esta terminada.
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Ahora estimaremos la velocidad de convergencia, tomando logaritmos en (2) con
m = 2n y usando (3) se tiene que

2n 2n 2
1 1+ [k L=/
—log(|én41]) = log <> > Y log (' = > log 1 Lo VIsDT)
‘fnJrl’ k=n+1 2 ‘£k| k=n+1 2 |§k|
Por otro lado, la funciéon w es monétona decreciente en los intervalos (—1,0) y
(0, 00) (esto se puede apreciar comparando las graficas de las funciones z y log(1+x),
aunque es posible dar una demostracién rigurosa interpretando la derivada en térmi-

./ 2 _ ./ 2
nos de areas). Se sigue que log (1 + (12 Ek‘b ) > u 2|£k‘) 210g(1+%). Sustituyen-
k

do en la ecuacién anterior,

2n . 2
togflgnn) > 30 I 10 (3). (@

k=n+1

log(1+x)
x

Nuevamente usando que es decreciente, tenemos que

—log(|€nt1l) _ log(1 + (|€nta| — 1)) < log(1+ (I&[ —1)) _ log(|€1])
1 — [&ny1] |€ng1] — 1 - ST 61| — 17

de donde

! log( &)
~og(lnial) < (1= o) T < (1 = [6ul) T

& -1

()

observando que (1 —/|¢[)* = (1(1_‘5‘?)'2)2 > (l_f’“l)g y sustituyendo junto con (5) en
k

(4) obtenemos

21— G\ 11— log (1)
Z( 2ak> ST ST e )

k=n+1

2
1—€2n] 1=|¢n] ‘4 4 : : :
Luego n ( oy < —>=" (pues la sucesién |£,| es monétona creciente), 6 equiva-

2
lentemente <2n (%)) <n (1151"‘) , por lo que para 2% > 1 se cumple que

20471

a 1- |€2°“ > a— 1- ’520‘*1‘ 1- ‘{1‘
() <G () e

- g _ (- [&)log(3) _ (- aDloa(3)  lal-1
160 16(~ log(Jéi])) 16 log(1+ (Jéx] — 1)

pero

<1,
)
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de manera que

16a
]. - |§2&| < 27
Por 1dltimo, tomando o = llZi((g)) + 1 en la desigualdad anterior para n > 2,
16a 16a
L[l = 1~ [€gnns] < gy = 10
y como 1;5;' < 1, también se tiene 1 — |£1| < 16a, lo que prueba el resultado. W

La construccién de la funcién de Riemann dada en el teorema anterior no es

usada para fines practicos, pues el ritmo de convergencia de las funciones g, no es
lo suficientemente rapido. Para cierto tipo de regiones existen construcciones cuyo
uso es mas conveniente. Por ejemplo, el teorema de Schwarz-Christoffel proporciona
férmulas integrales para transformar semiplanos é el disco en regiones poligonales
de manera conforme, aunque algunos de los coeficientes en dichas formulas se deben
aproximar numericamente. En el caso general, encontrar una biyeccién conforme
entre el disco y una region dada es un problema complicado.
Para terminar este trabajo, mencionaremos que las transformaciones conformes
tienen una diversidad de aplicaciones en diversos campos de la fisica, entre los cuales
se encuentran la electroestatica y la hidrodinamica, para quien esté interesado en
éstas aplicaciones un buen punto de partida podria ser el libro de Marsden men-
cionado en la bibliografia.
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Preliminares

La mayoria de la notacién utilizada en el texto es de uso comun en el estudio de
la variable compleja, sin embargo cabe aclarar lo siguiente:
Por "regién” entenderemos un subconjunto abierto y conexo del plano.
Denotaremos como B(zp,r) al disco abierto con centro en un punto zy y radio r,
B(zp,r) a su cerradura y C(zp,7) a su frontera, la circunferencia con centro en zg y
radio 7.
A lo largo de este trabajo asumiremos algunos resultados fundamentales del analisis
complejo, para futura referencia los enlistamos aqui.

Teorema 0.1 (del modulo maximo) Sea f analitica en una region A. Si |f]
tiene un mdximo local en zg € A, entonces f es constante.

Teorema 0.2 (Lema de Schwarz) Si f : B(0,1) — B(0,1) es andlitica con
f(0) =0, entonces |f(z)| < |z| para toda z € B(0,1) y |f'(0)] < 1. Si |f(20)] = |20l
para algin zo € B(0,1), zo # 0, entonces f(z) = ¢z para toda z € B(0,1) y ¢ una
constante tal que |c| = 1.

Teorema 0.3 (Formula integral de Poisson) Sea f continua en B(zg,p) vy
analitica en B(zo, p). Entonces para z € B(zg, p),

_ (£)2

) 1 27 1 )
(AN Y A it
f(zo +re”) = o /0 ei0H) _ g‘zf(z() + pe') dt.

Teorema 0.4 Sea v una curva cerrada simple. Si f es analitica en un abierto que
contiene a vy y su interior, excepto por un numero finito de polos y ceros ninguno de
los cuales estd en vy, entonces

F'G) g oty
Af(z) dz = 2mi(Z; — Py)

donde Zy y Py son el numero de ceros y polos respectivamente en el interior de -,
contados con multiplicidades.

con la notacién del teorema anterior,



Teorema 0.5 (Rouche) Sea v una curva cerrada simple. Si f,g son analiticas en
una Tegion que contiene a vy y su interior, excepto por un numero finito de polos y
ceros ninguno de los cuales estd en vy, y ademds se satisface |f(z) — g(2)] < |f(2)]
para z € vy, entonces Ly — Py = Zy, — Py.

Teorema 0.6 (del mapeo abierto) Sean A C C abierto y f : A — C analitica y
no constante. Entonces la imagen bajo f de cualquier conjunto abierto es un conjunto
abierto.



Introduccion

Un resultado bésico e importante de la teoria del andlisis complejo es el conocido

como Teorema del Mapeo de Riemann, que esencialmente describe a la clase de
conjuntos conformemente equivalentes al disco unitario. Dos aspectos importantes
en el problema de equivalencia conforme son: la existencia de la biyeccién conforme y
la construccion de esta. Un acercamiento a estas cuestiones brinda una oportunidad
para integrar diversos conocimientos que se adquieren en los primeros cursos de
variable compleja. Por ejemplo, durante el desarrollo de la teoria necesaria para
demostrar la existencia se recurre a resultados como la formula integral de Cauchy, el
principio del modulo méaximo y el teorema de Rouché entre otros. En la construccion
de la transformacién se usa, en conjuncion con otros resultados, la formula integral
de Poisson, la cual tiene aplicaciones relevantes en el problema de Dirichlet.
El objetivo de este trabajo es dar un par de demostraciones del teorema de Riemann
(una por construccién), accesibles para cualquiera con los conocimientos de un curso
introductorio de variable compleja. Se intenta hacer un texto autocontenido, para
lo cual se incluye una secciéon preliminar en la que se enuncian varios teoremas que
usaremos fecuentemente, algunos de los cuales no forman parte de dicho curso. El
resto de la tesis consta de cinco capitulos. En el capitulo 1 se hace un breve repaso de
los aspectos geométricos de las transformaciones conformes. El capitulo 2 introduce
a las transformaciones fraccionales lineales, se muestra que son las Unicas biyecciones
meromorfas de C* en si mismo y se estudia su relacién con la reflexién respecto a una
circunferencia. En el capitulo 3 se prueba que las funciones univalentes son conformes
y que las unicas funciones univalentes del disco unitario cerrado sobre si mismo son
transformaciones fraccionales lineales, ademds se analiza la convergencia uniforme
de funciones univalentes. En el capitulo 4 se dan criterios para determinar cuando
una familia de funciones es normal, especificamente, se demuestran los teoremas de
Arzela-Ascoli para familias equicontinuas y de Montel para familias uniformemente
acotadas. Por ultimo, en el capitulo 5 se expone la demostracién de Féjer y Riesz
del teorema del mapeo de Riemann, también se da una demostracién del teorema
por construccién (Koebe), en la cual la biyeccién conforme se obtiene como el limite
de una sucesién de funciones univalentes, y se hace una estimacién del ritmo de
convergencia de dicha sucesién (Ostrowski).



Capitulo 1

Mapeos conformes, la
preservacion de angulos.

Supongamos que ¢ (t), c2(t) son dos parametrizaciones de curvas que se inter-
sectan en un punto zy = ¢1(tg) = ca2(tp) de una regiéon A del plano formando un
angulo «, es decir, el dngulo entre sus rectas tangentes en zg es o, y que f: A — C
es una funcién analitica con f’(zg) # 0, entonces las curvas f oc; y f o ¢y también
se intersectan formando un angulo «. Esto es consecuencia de la regla de la cadena,
pues si ¢(t) es diferenciable en tg y f es diferenciable en zy = ¢(ty) se cumple que
f o c es diferenciable en tg y (f o) (to) = f'(c(to)) - ¢ (to) = f'(20) - ¢ (to), €l vector
tangente a f ocen f(z) es el vector tangente a ¢ en zp multiplicado por f’(29), el
efecto sobre ¢(tp) de esta multiplicacién es una rotacién con un éngulo argf’(zg)
seguido de una homotecia de un factor |f’(zp)|, entonces para las curvas ¢ y ¢ se
tiene que las tangentes a f oc; y f oco se han girado el mismo dngulo argf’(2g).

Esta conservacion de angulos se puede apreciar intuitivamente de la siguiente
manera, si las tangentes a ¢y (t), co(t) en zp forman angulos aq, ae con el eje real
respectivamente (medidos en sentido positivo del eje real a la tangente), entonces
el angulo interior entre ¢1 y co es g — a1, y g — a; también es el angulo entre las

curvas focy y focegen f(zp).

Considerese z; = zp + re’® un punto sobre la curva ¢; a una distancia r de zg,
tal que 21 — 29 y # — a1 cuando r — 0. Conforme z; — zy sobre ¢1, f(21) — f(z0)
sobre f(c1),y ¢1 = arg(f(z1) — f(20)) tiende al &ngulo que forma la tangente a f(c1)
en f(z).

Si |f(2z1) — f(20)| = p entonces

/
zp) = lim
f ( 0) 21—20 Z1 — 20 r—0 Z1 — 20
i 25 g Leil10)




de donde

11'1% 1 — 0 =argf'(z),

h’rr(l) 1 = a1 +argf'(z0).

El mismo argumento para un punto zg sobre cy(t) muestra que lim, o2 = ag +
argf'(z0) donde ¢y = arg(f(22) — f(20)).

Mas atin, si f’ tiene un cero de érden n en zp, entonces el dngulo entre f(c1) y f(co)
es el angulo entre ¢; y ¢o multiplicado por n+1, esto se sigue del desarrollo de Taylor
para f, en una vecindad de zg,

J"(20)(z — 20)?

f(z1) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + 5 + ..
_ FOD (20) (2 — 20)"+t | FOFD () (2 — 29)" 2
= f(z0) + CESH - ) + ...

y con la notacién anterior

FOD (20 (2 — 20)" L FOFD) (20) (2 — 2p)" 2

,Oei¢1 = f(z1) — f(20) = (1 1)l + (n 12 + ...
B f(n+1)(20)(rei9)n+1 N f(n+2)(20>(74€i9)n+2 N
N (n+1)! (n+ 2)! U

tomando el limite cuando r — 0,

lim P _ lim JOED (zg) et . FO2) (20)rein 2P N
_ FOFD ()it Don _ i
(n+1)! ;

de donde lim, g ¢1 = arga+ (n+1)aq, similarmente lim, o ¢2 = arga+ (n+1)as.

A los mapeos que preservan tanto la magnitud como el sentido de los dngulos
les llamaremos conformes, hemos visto que si f es analitica en 2y con f'(29) # 0,
entonces f es conforme en zg. Es posible probar que si f es una biyeccion que
preserva angulos y fz, f, son continuas entonces f es analitica con f' # 0, asi,
para los propositos de este trabajo consideraremos como equivalentes las nociones
”conforme” y ”analitica con derivada distinta de cero”. Es interesante notar que,
puesto que la conjugacién compleja equivale a la reflexién respecto al eje real, si f
es conforme entonces g = f preserva la magnitud de los dngulos pero invierte su
sentido, a este tipo de mapeos se les llama indirectamente conformes.

A manera de ejemplo del efecto de un mapeo conforme consideremos la funciéon
f(z) =22
Si z es de la forma re? entonces f(z) = 2™ y la region angular a < 0 < 3 es
transformada sobre la regién 2a < argf(z) < 203, observese que si  —«a > , la
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imagen cubre una parte del plano dos veces.

Si z es de la forma x +iy entonces f(z) = 22 —y? +i2xy = u+iv, las preimagenes de
las rectas © = a, v = b son las hipérbolas 2 — y? = a, 2zy = b respectivamente, las
primeras son asintéticas a las rectas y = x, y = —z y las asintotas de las segundas
son los ejes. Si a y b no son ambos cero y las hipérbolas se intersectan en un punto
20, entonces zg # 0y f'(20) = 220 # 0, por lo tanto el dngulo de interseccién de
ambas curvas es el mismo que el angulo de interseccién entre las curvas u = a, v = b,
es decir 7.

Sia=0b=0, como f' tiene un cero simple en el origen, el dngulo de interseccién
de las curvas uw = 0, v = 0 es el doble del dngulo de intersecciéon de las ”hipérbo-

las” preimdgen, y por lo tanto éstas se intersectan formando un éngulo de 7.

f(z)=2"

Similarmente, las imagenes de las curvas x = ¢, y = d, ¢, d # 0, son las parabolas
u=c?— %, u = % — d? respectivamente, la primer familia de parabolas abre hacia
la izquierda mientras que la segunda lo hace hacia la derecha, y ambas familias se
intersectan formando un éngulo de 3.

Los ejes x = 0, y = 0 son transformados en las semirectasv =0, u <0yv =0, u >0
respectivamente, que se intersectan formando un angulo 7, acorde con el hecho de

que f’ tiene un cero simple en el origen.

y=d

f(z)=2"

= c*- Vf4c?




Capitulo 2

Transformaciones de Mobius,
inversion

En esta seccion estudiaremos algunas de las propiedades de una clase impor-
tante de funciones conformes conocidas como transformaciones fraccionales lineales
o transformaciones de Mobius, que definimos a continuacion.

Definicion 2.1 Una transformacion fraccional lineal o de Mébius es una funcion

de la forma f(z) = ?jj_g, con ad — be # 0.

La condicién ad — be # 0 en la definicién excluye a las funciones constantes,

pues por la regla del cociente para la derivada f(z) = ZZZIZ es analitica en z # _Td y

/ _ _ad—bc : _ / : : :
fl(z) = (ot S ad — bc = 0 entonces f’ es identicamente cero y en consecuencia

f es constante.
Un hecho basico acerca de las transformaciones fraccionales lineales es el siguiente.

Teorema 2.1 Las transformaciones de Mébius forman un grupo bajo la composi-
cion.

Dem.
La asociatividad de la composicién de funciones es un hecho conocido, verificaremos
la cerradura y existencia de neutro e inversos.

_ az+b _ez+f . — , .
Sean ¢1(2) = £, ¢a(2) = T transformaciones de Mobius, un cédlculo simple
muestra que

(ea+ fe)z+ (eb+ fd) d'z+1V

920 01(2) = (ga+ch)z+ (gb+dh) cdz+d

y que
a'd —b'cd = (ad —bc)(eh — fg) # 0.

Claramente Id(z) = z es de Mdbius y funciona como neutro para la composicién de
funciones. Por dltimo, si ¢(z) = Zzzig con ad—be # 0, es facil ver que ¢~ 1(z) = ;ﬁz_tb

satisface pop 'l =¢p Lo =Id. W
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Una transformacion de Mobius f(z) = gjis en principio no estd definida en %d,

se puede convenir extendiendo a C* tanto en el dominio como en el codominio al
hacer f(%d) =00 y f(oo) = & siesel caso que c # 0. Si ¢ =0, f tiene sentido en
todo C y en este caso se acuerda que f(o0) = oo.

Extendidas de esta manera, las transformaciones fraccionales lineales son las tinicas
biyecciones meromorfas en C*, probaremos este hecho mas adelante.

Recordemos que una funcién racional es una funcién de la forma f(z) = z 8, donde

p(z), q(z) son polinomios y ¢(z) no es identicamente cero. Podemos ahora enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 2.2 f(z) es una funcion meromorfa en C*> siy sélo si f(z) es una funcion
racional.

Dem.

Supongamos primero que f : C>° — C es una funcién meromorfa. Probaremos que
f es racional. Sean f1, ..., s los polos de f en C de 6rden nq, ..., ns respectivamente.
La funcién p(z) = (z — B1)™ - -+ (2 — Bs)" f(2) = q(2) f(2) es entera y por lo tanto
su desarrollo en series de Taylor alrededor de cero es valido en todo C,

p(2) = ap + a1z + asz® + ...

Por hipotesis f es meromorfa en oo, equivalentemente, la funcién compuesta f (%) es

meromorfa en cero, se sigue que p(1) = (1 — B;)" -+ (L — B,)" f(1) es meromorfa
en cero. Por otro lado p(%) =ap + alé + CLQZ% + ...., de manera que a,, = 0 a partir
_ p(»)

de algin n y p es un polinomio. Por lo tanto f(z) = o) racional.

Ahora sea f(z) = Z 8 con p(z) y q(z) polinomios sin factores comines. Claramente
f es analitica para z # oo y cuando ¢(z) # 0.
Si zp # oo es un cero de ¢(z) entonces f tendrd un polo en zy de é6rden la
multiplicidad de zp como cero de g.
Si z = oo, entonces f serd analitica si grado(q) > grado(p), y tendrd un polo si
grado(q) < grado(p).
En cualquier caso f es meromorfa en C*°. l

El grado de una funcién racional f(z) = Z 8 , donde p(z) y q(z) no tienen factores
comunes se define como el maximo de los grados de p y ¢. Tenemos entonces que:

Teorema 2.3 Si f : C*° — C* es una funcion racional de grado d > 0, entonces
f toma cada valor ¢ € C* exactamente d veces contando multiplicidades.

Dem.

Sea f(z) = Z 8 con p(z) y q(z) polinomios sin factores comunes.

Tomemos primero ¢ = 0.

Para z € C, f(z) = oo siy sélosig(z) =0, y sabemos que ¢(z) = 0 tiene grado(q)
soluciones. Si grado(p) < grado(q) entonces tales raices son los tnicos polos de



f. Si grado(p) > grado(q) entonces f tiene en oo un polo de érden grado(p) —
grado(q). En ambos casos el nimero de soluciones de f(z) = oo es grado(f) =
méx{grado(p), grado(q)}.

Ahora tomemos ¢ # oo.

Como grado(f) > 0, se tiene que f no es constante, por lo que

1 q(2)
95) = ey e = pla) — eal®)

es una funcién racional, ademds las soluciones de f(z) = ¢ son precisamente los
polos de g(z), cuyo nimero contando multiplicidades es, por el primer argumento,
grado(g). Pero si p(z) y ¢q(z) son coprimos, también lo son ¢(z) y p(z) — cq(z), de
manera que

grado(g) = max{grado(q), grado(p — cq)} = max{grado(q), grado(p)} = grado(f),

por lo que la demostracion estd completa. ll
Como corolario de los teoremas 2.2 y 2.3 se tiene el resultado mencionado ante-
riormente.

Teorema 2.4 f(z) es una biyeccion meromorfa en C* si y sdlo si f(z) es una
transformacion fraccional lineal.

Dem.

Sea f una biyecciéon meromorfa en C*°.

Por el teorema 2.2 f es racional. Ademds grado(f) = 1, pues si grado(f) > 1
entonces f no es inyectiva por el teorema 2.3, y si grado(f) = 0 entonces f = cte

tampoco es inyectiva. Por lo tanto f(z) = ZZ_FS con ¢ y d no ambos cero. Ademds
ad — be # 0, ya que en caso contrario f'(z) = (55;2)02 serfa cero y entonces f seria

constante, una contradiccion.

Por lo tanto f es una transformacién fraccional lineal.

Ahora sea f(z) = gzzig una transformacién fraccional lineal. Es facil ver que la
condicién ad — be # 0 es equivalente a grado(f) = 1. El resto de la demostracion es

inmediato a partir del teorema 2.3. l

Como veremos a continuacién, las transformaciones de Mobius estan relacionadas
con el concepto de inversién, esto es, la reflexion respecto a una circunferencia.

Definicion 2.2 Dos puntos distintos p,q € C son inversos respecto a la circunfe-
rencia C(zo, p) = {z;|z—20| = p}, p > 0, si son colineales con zy, estin en el mismo
lado de 29, y |p — 20||qg — 20| = p?. Definimos también el inverso de zo respecto a
C(z0,p) como oc.

Dado un punto p € B(zg,p) = {z;|z — 20| < p}, p # 20, la construccién geo-
metrica del punto ¢ inverso de p respecto a C(zp, p) se puede hacer de la siguiente
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manera, si L es la linea por zg y p, tracese la perpendicular a L por p, en el punto T’
en el que dicha perpendicular intersecta a C(zp, p) tomese la tangente a la circunfe-
rencia, la interseccién de la tangente con L es g, esto se sigue de la semejanza de los
triangulos ATzop v AT zgq. Si el punto ¢ esta fuera de la circunferencia su inverso
p queda determinado geométricamente con la misma construccién, es decir, desde ¢
tracese la tangente a la circunferencia con 7' el punto de tangencia, después tracese
la perpendicular a zpq desde T, el punto de intersecciéon de la perpendicular y zgq
es p, el inverso de ¢ respecto a C(zg, p).

Los siguientes dos teoremas dan una descripcién de la circunferencia en el plano
complejo respecto a la cual son inversos dos puntos p y gq.

Teorema 2.5 Sip,q # oo son puntos inversos respecto a C(zp, p), entonces C(zo, p)
es un subconjunto de {z;|Z=L| = o # 1} donde m = |p — 2| # 0.

Dem.

Sea p = zg + me™*, m > 0.

Como p y ¢ son inversos respecto a C(zp, p), se cumple que zp, p,q son colineales,
p, q estan del mismo lado de zg, v |p — 20||¢ — 20| = p?, de donde arg(q — z) =
arg(p—z0) = py lg— 20| = 2.

Por lo tanto ¢ = 2z + %ew.

Si z € C(z0,p), 2 = 20 + pe'? para algiin 6, y

z _p‘ _ (ZO + peie) — (Zo + mei“) _ pew — met
4 (20 + pei?) — (20 + %ei“) pett — %eiﬂ
e —met| @W m |pe=® — me|
& lmeif — peir|  p [me? — pein| T p o [met? — peik]
m ’e—i(9+u) (pei” _ mei9)| m 2
B p |mei9 — pett| - P) )
(Si 2+ =1de |20 — pllzo — q| = p? se tendrfa p = ¢.) W

Teorema 2.6 Sean p, q dos puntos distintos de C. La ecuacion |§:Z =k,

k€ RT, k # 1,0 representa una circunferencia respecto a la cual p y q son
puntos iNVersos.



Dem.
Sea z tal que |Z=2| = k, 6 equivalentemente |z — p|? = k?|z — q|?, desarrollando
ambos lados de la 1gualdad,

(z=p)z—p) =k (z—q)(z—0),
122 + |p|? — 2Re 2D = K2|2|* + k?|q|* — 2k Re =,

zp

despejando y agrupando términos
(1= k)2 + (Ip* — ¥*|a*) — 2Re z(p — k?q) =
ycomo 1 —k?#0

2 2|12 2
pl* — k%] p—kq
41+ <H1—k2‘> - 2R“<1_k2> =0

completando el médulo al cuadrado

_p—Kaq" _KFlp—qf
1— k2 (1—k2)2°
por ultimo, tomando raices se obtiene |z — ﬁikk2q| k1|p kg‘ que es la ecuacion de

p—k?q |kllp—dl

la circunferencia C( ). Resta verificar que p y ¢ son inversos respecto

T—k2 ) [1—k2]
a esta, para ello observamos que p — pl ’f;l — kQ(q p) v q— pl—_ik;q _ q_—]:é
mismo argumento y | 1(q p) 1Lk | = (||/~€1||fk—2q‘|) ‘ .
El conjunto S = {Z, E Z |‘ = 1} representa una recta, pues si z € S entonces z

equidista de p y ¢ y por lo tanto estd en la mediatriz del segmento pg, que es el
conjunto de puntos equidistantes de p y ¢. Con esta motivaciéon podemos considerar
a una recta como una circunferencia degenerada 6 una circunferencia que pasa por
00, y definir p y ¢ puntos inversos respecto a una recta si p y ¢ son simetricos
respecto a esta. Por el resto de este trabajo usaremos el término ”circunferencia”
para referirnos ya sea a una circunferencia 6 a una linea recta, con esta convencién
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7 Bajo una transformacion de Mobius la imagen de una circunferencia
es una circunferencia, y las imagenes de puntos inversos respecto a una circunfe-
rencia son puntos inversos respecto a la imagen de dicha circunferencia.

Dem.

Sean f(z) = gjig con ad — bc # 0, y K una circunferencia en C.

Por los teoremas 2.5 y 2.6 si p, ¢ # oo son dos puntos inversos respecto a K podemos
representar a K como {z; |§:Z =k, k # 0}.

Por el teorema 2.4 f es biyectiva, por lo tanto w € f(K) si y solo si f~}(w) € K,

esto es cdw+b e K6

—dw+b
cw—a p
—dw+b
cw—a q

= k. (1)
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Ahora bien, hay tres posibilidades: 6 f(p), f(q) # oo, 6 alguno de los dos puntos
P, q va a dar a co bajo f pero no ambos, pues f es inyectiva. En el primer caso, se
tiene que cq + d, cp + d # 0 y de la ecuacion (1) se obtiene

b %—p _‘—dw—I—b—p(cw—a)
| =dw+b T _ —
b g dw + b — q(cw — a)
—dw+b—p(cw— b
B ) cpf((lcw a) cp+d' - ‘—w—k %Id cp+d‘
—dw+b—g(cw—a) T ag+b
- cq—gdcw “|leq+d W+ cq+d cg+d
de donde
ERTNTRY,
w=fl@)| |eprd|

y por el teorema 2.6 se sigue el resultado.
El caso f(q) = oo se dasolosic# 0y cqg+d =0, despejando g = %d y sustituyendo
en la ecuacién (1) tenemos que

_ | — dw + b — p(cw — a)|c|
| —ad + be|

| —dw+b—plcw —a)
| —dw+b+ (9)(cw — a)
| —w+ & |ellep + d|

cp+d
| — ad + be]

. k|—ad-+b - . .
6|lw—f(p)| = W, que es la ecuacién de una circunferencia con centro en f(p)
y nuevamente se tiene el resultado.

Analogamente, si f(p) = oo la ecuacién para f(K) se convierte en |w — f(q)| =
lad—bc|
Hellogra ™ - .
A continuacién daremos un par de ejemplos que ilustran el uso de las transfor-

maciones fraccionales lineales.

Ejemplo 2.1 Encontrar todas las transformaciones fraccionales lineales f : z — w
del semiplano superior cerrado {z;Im z > 0} al disco unitario cerrado {w;|w| < 1}
que mandan al eje real en la circunferencia unitaria.

Solucién

Supongamos que f(z) = ZZZIS es una transformacién que cumple las condiciones del
problema, entonces a, c # 0, pues sia = 0, f(o0) = 0y la imagen del eje real no serfa
la circunferencia unitaria, si ¢ = 0, f(co) = 0o y se tendria la misma contradiccién.
Por lo tanto f(%b) =0, f(%d) = 00, y como 0,00 son puntos inversos respecto a
C(0,1) sus imagenes inversas deben ser puntos inversos respecto al eje real por el
teorema 2.7 aplicado a f~!, de manera que %b =aqa, y %d =acon Ima # 0,y

entonces f(z) = Zjig =2(=5).

Por otro lado, como la imagen del eje real es la circunferencia unitaria, 1 = |f(0)|
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= [2||2], luego |c| = l|a|, por lo que podemos asegurar que a = ce’ con § € Ry
entonces f es de la forma f(z) = e?(Z=2).

Finalmente, f(a) =0 € B(0,1), por lo que Ima > 0.

Resta verificar que todas las transformaciones de la forma f(z) = e%(
0 € R y Ima > 0 satisfacen las condiciones del problema.
Silmz=0,z=2y |f(2)| = [e?]|2=2| = % = 1.

Si I'm z > 0, usando el hecho de que I'ma > 0 es inmediato que Reza > Reza'y
por lo tanto 0 < (|z| — [@])? < |z|? + |a]? — 2Re za < |z|?> + |a|? — 2Re za, de donde

2|2 + |a|?2 — 2Re z&0 z—o)(Z—« z—al?

|22+ a2 —2Reza (2 —@)(Z—a) |z—al?

Ejemplo 2.2 Sea f(z) analitica en B(0,1) con Im f(z) > 0 para z € B(0,1),
entonces |f'(0)| < 2Im f(0).

Solucién

Por el ejemplo anterior, si ¢(z) es de la forma ¢(z) = €*(222) con Im « > 0 entonces

¢ manda la regién {z | Imz > 0} en el disco unitario abierto {z | |z| < 1}. Como

Im f >0, si definimos g(z) = (¢ o f)(2) entonces |g(z)| < 1 para todo z € B(1,0),
f()=£(0)

si ademds elegimos a = f£(0), entonces g(z) = e (W) satisface g(0) = 0, y

por el lema de Schwarz, |¢'(0)] < 1.
Derivando g obtenemos

g(z) = e (f '(2)(f(2) = F(0)) = F'(2)(f(2) = f(O))> e f'(2)(£(0) - £(0))

en particular,

g/(o) _ ei@f’(l _ ?wf/(o) ’
F(0) = f(0)  2iIm f(0)

sustituyendo en la desigualdad dada por el lema de Schwarz,

ei@f/(o)

2iIm f(0)

1> 1g'(0)| =

)

luego se tiene que,
[f'(0)] < 2Im f(0).

|

Una 1ltima observacion respecto a las transformaciones fraccionales lineales es

. . Lo _ az+db . . <2 —d
la siguiente: si f = 577 es de Mdebius y A es una regién del plano tal que =* ¢ A,
entonces la restriccién de f a A es analitica e inyectiva, las funciones que satisfacen
estas dos propiedades en una regién son llamadas funciones univalentes, a continua-
cién estudiaremos algunas de sus propiedades.




Capitulo 3

Funciones univalentes

Comenzamos el capitulo definiendo a las funciones univalentes.

Definicion 3.1 Sea A una region del plano, una funcién analitica f : A — C es
univalente en A si es inyectiva.

Una propiedad evidente de las funciones univalentes es que si f : A — f(A) y
g: B € f(A) — C son univalentes, entonces g o f es univalente en A. El siguiente
teorema enuncia otra propiedad que mas adelante serd de importancia: la derivada
de una funcién univalente no se anula, en consequencia, las funciones univalentes
son conformes.

Teorema 3.1 Si f es univalente en una regién A entonces f' # 0 en A.

Dem.

Supongamos que f’(z9) = 0 para algun zg € A. Si g(z) = f(2) — f(20) entonces g
tiene un cero de orden > 2 en zy. Claramente g es univalente en A, y por lo tanto
g # 0en A—zy. Sea B(zg, p) C A, como |g| es continua y estrictamente positiva en el
compacto C(zo, p), se tiene que inf,cc (., ) [9(2)| = m > 0. Por otro lado, la eleccién
de p se puede hacer de manera que f' # 0 en B(2q, p) — {20}, pues los ceros de una
funcién analitica no constante estdn aislados, y si f’ fuera identicamente cero en una
vecindad de zy entonces f seria constante en dicha vecindad, en contradiccién con
la hipdtesis f univalente.

Ahora bien, para cualquier a € C con 0 < |a| < m, la funcién h(z) = g(z) —a es
analitica en B(zp, p) y distinta de cero en C(zp, p), ademds |h(z) —g(2)| = |a] <m <
lg(z)| para z € C(zp,p). Por el teorema de Rouche h y g tienen el mismo nimero
de ceros (contando multiplicidades) dentro de B(zp, p), por lo que h tiene al menos
dos ceros en B(z, p), sin embargo como h'(z) = ¢'(z) = f'(2) es distinta de cero en
B(z0, p)—{z0} se sigue que h no tiene ceros multiples en B(zp, p) —{z0} y por lo tanto
existen al menos dos puntos z1, z2 € B(zo, p) — {20} tales que h(z1) = 0 = h(z2), de
donde f(z1) = f(z0) + a = f(22), que es una contradiccién l

Por este resultado y el teorema de la funcién inversa es claro que si f : A — C
es univalente entonces la funcién inversa f~!: f(A) — A es univalente.
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El reciproco del teorema 3.1 no es en general cierto. Por ejemplo, si f(z) = 22
y A = C\{0} entonces f’ es distinta de cero en A y f no es univalente en A. El
siguiente resultado muestra un caso particular en el cual el reciproco es localmente
valido.

Teorema 3.2 Si f es analitica en z =0 y f'(0) # 0, entonces existe r > 0 tal que
f es univalente en B(0, 7).

Dem.

En realidad esto es parte del teorema de la funcién inversa, pero se harad una de-
mostracién independiente y con técnicas propias del andlisis complejo.

Por el teorema de Taylor existe R > 0 tal que si z € B(0,R) entonces f(z) =
Yoo anz” con a; = f'(0) # 0. Diferenciando término a término, f'(z) =
Yo na,z""! para z € B(0, R). Como una serie de potencias es absolutamente con-
vergente en el interior de su disco de convergencia, si r < R la serie > oo ; nla,|r" !
es absolutamente convergente. Omitiendo el primer término y tomando el limite
cuando r — 0

o0 o0
lim E nan|r"™! = lfm r E nlan|r" % =0,
r—0 r—0

n=2 n=2

por lo que para 7 suficientemente pequefia > oo, nla,|r"™ 1 < |ay], y si z1,22 €
B(0,r) satisfacen f(z1) = f(z2),

%)
> an(z - 25)
n=1

o

-1 -2 -1

al—i—E an(277 + 2 "2+ + 25 )
n=2

0=1f(21) = f(z2)| =

o0
Zan(zl — ) (2 4 A 2 2
n=1

)

oo
> |21 — 2] (Iall = lanl(l 7+ 121 P2+ !Z§1|)>
n=2

o
> |21 — 2 (\all = Ianlm'”1> >0,

n=2

= |21 — 22|

> |21 — 22 <|a1! -

[e.9]

-1 -2 -1
g an(2] + 2 .+ 207
n=2

de donde |21 — 22|(|a1| — 3200, lan|nr™™1) = 0, pero como |ai| > Yo%, |any|nr™ L,

debera tenerse que z; = z3. Por lo tanto f es univalente en B(0,r). B
Consideraremos ahora a las funciones univalentes del disco unitario cerrado sobre
si mismo. De acuerdo con el lema de Schwarz, si una funcién analitica f del disco
unitario B(0,1) en si mismo fija el origen y satisface |f(z)| = |z| para algin z €
B(0,1),z # 0 entonces f es una rotacién. Es evidente a partir de este lema que si
una funcién analitica del disco unitario en si mismo fija al origen y a otro punto, la
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funcién es la identidad. El siguiente ejemplo muestra que este comportamiento se
extiende a la frontera del disco.

Ejemplo 3.1 Si f es una funcion analitica y univalente que mapea a B(0,1) sobre
st mismo y [ fija el origen y algun otro punto en B(0,1) entonces f(z) = z.

Dem.
Por el lema de Schwarz, si z € B(0,1) entonces |f(z)| < |z|. Adema&s es claro por
continuidad que si z € C(0,1) entonces |f(z)| < |z|. De manera que para todo
z € B(0,1) se tiene que |f(z)| < |z|. El mismo razonamiento aplicado a la funcién
inversa f~! : B(0,1) — B(0,1) prueba que para todo f(z) € B(0,1) se satisface
lz| = |75 f(2))] < |f(2)|. Por lo tanto |f(z)| = |z| para todo z en el disco unitario
cerrado. Por la observacién del parrafo anterior f es una rotacién, es decir f(z) =
ez con A € R, y como f fija un punto distinto del origen, f(z) =z B

A continuacién damos una descripcién de las biyecciones del disco unitario ce-
rrado en si mismo, estas son transformaciones fraccionales lineales.

Teorema 3.3 Si f es univalente y mapea B(0,1) sobre si mismo, entonces f es
una transformacion fraccional lineal.

Dem.
Sea £ = f(0), probaremos primero que existe una transformacion fraccional lineal L
del disco unitario cerrado sobre si mismo tal que L(§) = 0. Esto es claro si £ = 0,
considerese por ejemplo a la identidad o cualquier rotacién con centro en el origen.
Supongamos que & # 0. Si |{] = 1, entonces f alcanza su maximo en zp = 0 un pun-
to interior, luego f es constante, una contradiccién, por lo que |¢| < 1. Ahora bien,
los puntos ¢ y ﬁ son inversos respecto a C'(0,1), por el teorema 2.7 sus imagenes
bajo una transformacién fraccional lineal deben ser puntos inversos respecto a la cir-
cunferencia imagen (que en este caso seria C(0,1)), como se busca que L satisfaga
L(§) = 0 se debe tener L(ﬁ) = 0.

Supongamos que L(z) = Zzzifl con ad —bc # 0. Por el teorema 2.4 L es una biyeccién
de C* en si mismo, por lo que tanto a como ¢ son distintos de cero, pues si ¢ = 0
entonces L(oo) = 00 = L(ﬁ) y por lo tanto oo = @, una contradiccién. Similar-
mente, si a = 0 entonces f(c0) =0y £ = 0o, otra contradiccion.
Nuevamente usando el hecho de que L es una biyeccién, de L(§)

prm— O pr—
L(=Y), L(ﬁ) =00 = L(%d) tenemos que & = %b, @ = %1, y despejando £ = =F.

a Z+§ _af z2—§
L<Z)_C<z+‘i>0<z—§|2>

Por lo tanto
()3 ()
c E2—1 - d E2—1

con £z # 1 para toda z € B(0, 1), pues |¢| < 1.
Por el teorema 2.7 se tiene que |L(1)] = 1, de donde L(z) = ¢* 2=




15

Ahora verificaremos que cualquier transformacién fraccional lineal de esta forma
mapea biyectivamente al disco unitario cerrado en si mismo.
Si |z| < 1 entonces (1 —|¢|?)(1— |z|?) > 0, desarrollando y reagrupando, \2\24— €% <

1€1%|2|2+ 1, lo que implica |z —&|? < |€2—1]2, 0 equivalentemente |L(z)| = |£Z 1| <1
Similarmente, si |w| < 1 entonces la funcién inversa L1 satisface |L~!(w)| =
’ —w+Ee | <
—Ew-i—e“ —

Consideremos ahora a la funciéon g = L o f, esta es una biyeccién del disco unitario
cerrado en si mismo que fija el origen, como se vi6 en la demostracion del ejemplo
anterior ¢g(z) = az con |a| = 1. Por lo tanto az = ¢g(z) = L o f(z) y entonces
f(2) = L7(az) es una transformacién fraccional lineal

En el ejemplo 3.1 vimos como el valor de una funcién en cero y en un punto
en la frontera del disco unitario puede determinar los valores de la funcién en el
interior de este. El siguiente teorema nos da otra muestra de la influencia que tiene
el comportamiento en la frontera sobre los valores de una funcion analitica.

Teorema 3.4 (Darboux) Sea C una curva cerrada simple que es la frontera de
una region A. Supéngase que f es analitica en A|JC e inyectiva en C, entonces f
es univalente en A.

Dem.

Puesto que f es inyectiva en C es claro que f(C) =T es una curva cerrada simple.
Sea zp € A tal que f(z0) ¢ I, esto es f(2) — f(20) # 0 para z € C. Como f(z)— f(z0)
es anahtica en A = intC el ntimero de ceros de esta funcién en A estd dado por
2m I =G0y dz y puesto que zp € A el nimero de ceros es un entero mayor o
igual a uno

Supongamos que C(t) : [a,b] — C es una parametrizacién de C, entonces I'(t) =
f(C(t)) es una parametrizacién de I'. Escribiendo f(zg) = wp

2m/f 1 f(20) 27”/ f Cg( )) a
1

I"(t) _
Tomi J, T() —wo 2w Jrw—wp

= I(T,w,)

y va que I' es una curva cerrada simple, I(I", wg) solo puede tomar uno de los valores
0,1 6 —1, por lo que ﬁ fC % dz = I(I",wp) = 1. Esto indica que f toma el
valor wp Unicamente en zgp € Ay que f(zg) € intl.
Solo resta observar que ningin punto en A va a dar a I' bajo f. Por el teorema del
mapeo abierto una funcién analitica manda puntos interiores en puntos interiores,
de manera que si se tuviera f(z1) € I" para algin z; € A, entonces tendria que haber
puntos en extl’ pertenecientes a f(A), pero hemos mostrado que esto es imposible.
|

Ahora abordaremos la cuestién de la convergencia de funciones univalentes.
Weirtstrass demostré que si una sucesiéon {f,} de funciones analiticas definidas en
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una regién A del plano converge uniformemente a una funciéon f en todo subcon-
junto compacto de A, entonces f es analitica en A y f/ — f’ uniformemente en los
subconjuntos compactos de A. Sin embargo el hecho de que las funciones de la suce-
sion sean univalentes no garantiza que la funcién limite también lo sea. Considérese
por ejemplo a la sucesion f,(z) = -, estas funciones son claramente univalentes en

C, y si K C C es compacto |fn(z)| = %‘ < % para toda z € K y algin Mg (pues
K es acotado), de donde se ve que las sucesién converge uniformemente a la funcién
constante f = 0 en los suconjuntos compactos del plano, que no es univalente. Sin
embargo esto es lo mas extrano que puede suceder, ya que el ultimo teorema de esta
seccién muestra que salvo por las funciones constantes, el limite de una sucesion
de funciones univalentes que converge uniformemente en compactos es una funcion

univalente.

Teorema 3.5 Sea {f,} una sucesion de funciones univalentes en una region A tal
que fn(z) — f(z) uniformemente en subconjuntos compactos de A. Entonces f es
univalente ¢ constante.

Dem.

Como se mencioné anteriormente, por el teorema de Weierstrass f es analitica
en A. Supongamos que f no es univalente, entonces existen z1, zo € A tales que
f(z1) = f(22) =&

Supongamos ahora que f no es constante, como los ceros de una funcién analitica
no constante son aislados, podemos tomar dos discos cerrados ajenos Kq, Ko C A
con centros en z1 y zo respectivamente tales que f(z) # £ en K | Ko.

Sean inf,cp k) |f(2) — & = ma, Inf ey, |f(2) —&| = ma. Tanto my como my son
estrictamente mayores que cero, pues una funcién continua definida en un compacto
alcanza sus valores extremos en el conjunto.

Como f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de A, si n es suficien-
temente grande se cumple que |f,(z) — f(2)| < min(my,ma) = m para toda
z € O(K1)|JO(K2).

Sean g(z) = () — & ga(2) = fu(2) — & entonces g,g, # 0 en A(K) y para
A 8(K1)

19(2) = gn(2) = [f(2) = fu(2)| <m < [f(2) = &] = [9(2)];

por el teorema de Rouche f,, — & tiene un cero en K. Analogamente, f, — £ tiene
un cero en Ko, en contradiccion con la hipétesis de que f,, univalente.
Por lo tanto si f no es univalente es constante. l



Capitulo 4

Familias Normales

En esta seccién continuaremos estudiando propiedades relacionadas con la con-
vergencia de las funciones complejas. La siguiente definicion extiende el concepto de
convergencia uniforme a las sucesiones de funciones no acotadas.

Definicién 4.1 Una sucesion {f,} de funciones con valores complejos definidas en
un subconjunto D del plano converge uniformemente a oo en D si para todo M > 0
existe ng tal que sin > ng entonces |fn(2)| > M para toda z € D.

Una propiedad 1til de una familia § de funciones analiticas definidas en una
regién A del plano es que las sucesiones de funciones pertenecientes a dicha familia
sean uniformemente convergentes en los subconjuntos compactos de A, pues esto
garantiza la analiticidad de la funcién limite (si la convergencia no es a co). El ejem-
plo que se d4a a continuacién muestra que aun en el caso de que dichas sucesiones no
sean uniformemente convergentes, se puede tener otra propiedad que también es de
utilidad, la existencia de subsucesiones convergentes.

Supongamos que § es la sucesién {f,} dada por f,(z) = Z’ SLT S bat
n7
claramente las funciones f,(z) son enteras, ademds para z € C se tiene que
lim, oo fon(2) = 00y limy oo fon+1(2) = 0, de manera que la sucesién {f,} no
converge puntualmente en ningtin z € C, y por ende no converge uniformemente
en ningun subconjunto compacto del plano. Sin embargo, cualquier sucesién de fun-
ciones en § contiene una infinidad de funciones f, cuyos subindices tienen la misma
paridad, y con estas se puede formar una subsucesién de la sucesién original que
converge uniformemente a oo 6 a la funcién constante f(z) = 0 (dependiendo de la
paridad de los subindices) en los subconjuntos compactos de A. En otras palabras,
toda sucesion de funciones en § contiene una subsucesién que converge uniforme-

mente en los subconjuntos compactos de A.

. . )
si n es impar

Definicion 4.2 Una familia § de funciones con valores complejos definidas en una
region A del plano es normal en A si toda sucesion {f,} de funciones en § con-
tiene ya sea una subsucesion {fn,} que converge uniformemente en subconjuntos
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compactos de A, ¢ una subsucesion { fn,} que converge uniformemente a oo en sub-
conjuntos compactos de A.

Observese que si § es una familia de funciones analiticas, entonces f, la funcion
limite de la subsucesién convergente en la definicién anterior es analitica en A 6 iden-
ticamente oo en A. Ademads f no necesariamente esta en la familia §. Por ejemplo,
la sucesion {f,} donde f,(z) = %, es una familia normal de funciones analiticas y
no nulas en C y como lim,,_,, f,(z) = 0 para z € C, se tiene que cualquier suce-
sién de funciones en {f,} contiene una subsucesién que converge uniformemente en
compactos a la funcién constante f(z) = 0, que no pertenece a la familia. Respecto
a la convergencia de funciones no nulas podemos decir un poco mas.

Teorema 4.1 (Hurwitz) Si {f,} es una sucesion de funciones analiticas que no
se anulan en una region A del plano y f, — [ uniformemente en los subconjuntos
compactos de A, entonces f =0 en A ¢ f no se anula en A.

Dem.

Puesto que la convergencia de la sucesién {f,} es uniforme en todo subconjunto
compacto de A, se tiene que f es analitica en A. Supongamos que f no es identica-
mente cero en A.

Como los ceros de una funcién analitica no constante son aislados, dado zy € A
existe una vecindad de zy tal que f no se anula en dicha vecindad excepto tal vez
en zgp. En consecuencia existe r > 0 tal que f(z) # 0 si z € B(z0,7)\{20}. Como
en demostraciones anteriores, min.cc (., [f(2)] = m > 0, y por lo tanto f% — 7
uniformemente en C(zp,7). Ademads, por el resultado de Weierstrass mencionado
antes del teorema 3.5, f/ — f’ uniformemente en C(zg,r). De manera que % — fTI
uniformemente en C(zg,r), y como podemos intercambiar el limite y la integral por
ser la convergencia uniforme

lim In(2) . _ 1 I'2) ..

n—oo 271 C (20,7 fn(2) T omi C(z0,r) f(z)

Cada una de las integrales a la izquierda de la igualdad es igual a cero, pues estas
cuentan los ceros y polos de f, en el interior de C'(zg, ), y por hipdtesis las funciones
fn son no nulas y analiticas en A. Se sigue que la integral a la derecha de la igualdad
también es cero y entonces f tiene el mismo nimero de ceros y polos en el interior
de C(zp,7). Por lo tanto f(zg9) # 0 para zp € A que es arbitrario, es decir, f no se
anula en A. B

Recordemos que una familia § de funciones con valores complejos es equicontinua
en un subconjunto D del plano si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si 21,20 € D
y |21 — 22| < ¢ entonces |f(z1) — f(22)| < € para toda f € §. El siguiente teorema
proporciona un criterio para determinar cuando una familia de funciones es normal
valiendose de la nocién de equicontinuidad.

Teorema 4.2 (Arzela-Ascoli) Una familia § de funciones con valores complejos
definidas en una region A del plano es normal si:
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(i) § es equicontinua en todo subconjunto compacto de A,
(i) para toda z € A, {f(2); f € §} estd contenido en un subconjunto compacto del
plano.

Dem.

Sea {f,} una sucesién de funciones en §. La estrategia a seguir en la demostracion
serd encontrar una subsucesién uniformemente convergente en un subconjunto den-
so numerable de A y después usar la densidad de ese conjunto y la equicontinuidad
de § para mostrar que dicha subsucesién es de Cauchy en cualquier subconjunto
compacto de A.

Supongamos que {{x} es una numeracién del conjunto de puntos en A con co-
ordenadas racionales. Por (ii) la sucesién {f,(£1)} estd contenida en un com-
pacto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass contiene una subsucesién convergente

fm,l (61)5 fnl,z(&l), fn173(61),

Analogamente, la sucesién {f,,,({2)} contiene una subsucesién convergente

fn2,1(§2)’ fn2,2(§2)a fn273(52),...

Repitiendo el proceso para cada elemento de {&;} obtenemos un arreglo de subindices

ny1 <nig<ngsz<..<ng;<..

n21 <Ngg <Ng3 < ..<Ngj;<..

NE1 < N2 < N3 < ... <Ngj < ...

tal que cada renglén es una subsucesién de los renglones anteriores, y la sucesién
{fk,;} cuyos subindices son los elementos del k-ésimo renglén converge en &j.
Considérese ahora a la sucesién {n; ; }, esta es estrictamente creciente y sus elementos
a partir de nj , son una subsucesion del k-ésimo renglén para toda k. Por lo tanto
la sucesién { fp, } es una subsucesién de {f,} que converge en cada punto de {¢x},
la denotaremos por { f,, }.

Sea K un subconjunto compacto de A, por (i) la sucesién {f,,} es equicontinua en
K, de manera que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si z,£ € K satisfacen |z — £| < §
entonces |fp,(2) — fn,;(§)| < § para toda j.

Los discos con centro en cada punto de K y radio 0 forman una cubierta abierta de
K, por compacidad existe una subcubierta finita, y ya que el conjunto {&;} es denso
en A podemos tomar un & en cada elemento de dicha subcubierta, llamemos = al
conjunto finito formado por estos &. La sucesién { f,,} es de Cauchy en cada punto
de =, y como este es un conjunto finito, para toda € > 0 existe N € N tal que si
s,t > N entonces | fy,(§) — fn, ()] < § para toda § € E.
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Sea z € K, por la definicién de E existe £ € = tal que |z — | < 4, se sigue que si
s,t>N

€ € €

| frg (2) = fri ()] < g (2) = fns ()| F1 frs (€)= fru (E) [+ fre (€)= fri (2)] < §+§+§ =6
de donde la subsucesién {f, ;} de {f,} converge uniformemente en subconjuntos
compactos de A.
Por lo tanto § es normal. W

Una familia § de funciones con valores complejos definidas en un subconjunto D
del plano es uniformemente acotada en D si existe M > 0 tal que |f(z)| < M para
toda z € D y f € §. Mediante una aplicacién del teorema de Arzela-Ascoli tenemos
otro criterio para determinar si una familia es normal.

Teorema 4.3 Una familia § de funciones analiticas en una region A es normal si
§ es uniformemente acotada en subconjuntos compactos de A.

Dem.

Probaremos que § satisface las condiciones del teorema 4.2.

Para cada z € A el conjunto {z} es compacto. Por hipétesis existe M, tal que
|f(2)| < M, para toda f € §, de manera que el conjunto { f(2); f € §} estd contenido
en el compacto B(0, M,).

Resta probar que uniformemente acotada implica equicontinuidad.

Sea, K un subconjunto compacto de A. Sea r > 0 tal que para cada z € K el disco
B(z,r) esté contenido en A. Los discos con radio 7 y centro en cada punto de K
forman una cubierta abierta de K, por compacidad existe una subcubierta finita,
sean {} los centros de los discos que la forman.

El conjunto | J,, B(&k,r) es un subconjunto compacto de A, por hipdtesis existe M
tal que |f(2)| < M para toda z € |, B(&k,7), f€S.

Sean z1, 29 € K. Como 2y estd contenido en alguno de los discos de la subcubierta
finita, |22 — &| < 7 para algin &.

Si |21 — 22| < 7 se sigue de la desigualdad del triangulo que |21 — &| < 5, en
consecuencia 21,22 € B(&, §). Sea v = C(&, ), por la férmula integral de Cauchy

R O IR B .
7 ( '

21t ), 2z — 21 27t ), 2z — 29 27 z—21)(z — 29)

f(z1) = f(22) =

v v

Por otro lado, para z € v el médulo del integrando esta acotado por

f(2)

(z — 2z1)(z — 22)

mixe, [fG) M AM
T minge, |z — 21|z — 22| T ()2 r2’

se sigue que

_ |z — 2
27

|f(21)—f(22)|

— AM  4M
/ /(z) dz| < MQWT-—Q = —|z1—29].
5 (2= 21)(2 — 22) 27 T T
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Usando esta tltima ecuacion, si € > 0 y |21 — 22| < § = min(}, f57) entonces

4M 4M
|f(zl) - f(22)| < T|Zl — Zz| < 75 <.

Luego § es equicontinua en los subconjuntos compactos de A y por lo tanto § es
normal en A. W

Si § es una familia normal de funciones analiticas, entonces la familia de las
derivadas §' = {f’; f € §} no es necesariamente normal. Por ejemplo, considérese a
T la familia de las funciones f,(2) = nz? —n?, n € N, definidas en todo el plano.
Claramente f, converge uniformemente a co en todo subconjunto compacto del
plano, por lo que § es normal. Sin embargo §' = {f},} donde f/(z) = 2nz, y esta
sucesién converge a 0o para z # 0 y a cero para z = 0, de donde se ve que si K es
un subconjunto compacto de C, entonces {f},} no converge uniformemente a una
funcién con valores complejos definida en K, ni converge uniformemente a oo en
K, y lo mismo pasa para cualquier subsucesion. Es decir § no es normal.
Vale la pena observar que un contraejemplo como el anterior no se puede dar usando
una familia uniformemente acotada, pues si f es una funcién analitica en una region
A, B(zg,r) es un disco cerrado contenido en A y |f(z)| < M para z € C(zg,r), se
sigue de la férmula integral de Cauchy para las derivadas que |f/(z)| < % para z en
el interior del disco. Utilizando este hecho en una subcubierta finita de un compacto
formada por discos, se prueba que si § es una familia uniformemente acotada en los
subconjuntos compactos de A, entonces § = {f’; f € §} también es uniformemente

acotada en los subconjuntos compactos de A y por el teorema anterior, §’ es normal.



Capitulo 5

El teorema del mapeo de
Riemann

Antes de enunciar el teorema del mapeo de Riemann haremos algunas conside-

raciones respecto a este. Esencialmente el teorema dice dos cosas: la primera es que
cualquier regién R simplemente conexa distinta de C se puede transformar de manera
conforme y biyectiva sobre el disco unitario B(0, 1) (y por lo tanto cualesquiera dos
regiones simplemente conexas distintas del plano son conformemente equivalentes,
pues si f, g son biyecciones conformes entre el disco unitario y las regiones Rj, Ro
respectivamente, entonces f o g~! es una biyeccién conforme entre Ry y Rz), la
segunda es que esta transformacién entre R y el disco es tinica si ademas se requiere
que para un zg € R dado, localmente en zg la transformacién sea una traslacién que
manda a zg al cero, seguida de una homotecia.
Es claro que no existe una funcién univalente en C sobre el disco unitario, pues por el
teorema de Liouville las tinicas funciones enteras acotadas son constantes. Por otro
lado, el que una regién simplemente conexa sea distinta del plano es equivalente a que
ésta tenga al menos dos puntos frontera (y por lo tanto una infinidad continua, pues
una region simplemente conexa no puede tener un punto frontera aislado distinto de
00). Como para la demostracién del teorema usaremos la existencia de dos puntos
frontera, lo enunciaremos en estos términos.

Teorema 5.1 (Teorema del mapeo de Riemann) Sea R una region del plano
simplemente conexa con al menos dos puntos frontera. Entonces existe una funcion
univalente g que mapea a R sobre B(0,1).
Si ademds se tiene la condicion adicional de que para un zy € R se cumpla que
g(z0) =0, ¢'(z0) > 0, entonces g es inica.

Dem.

Sea § la familia de las funciones f univalentes y acotadas en R que satisfacen f(zp) =
0, f/(Z()) =1.

Definimos

M(f) = sup[f(2)]

ZER
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y si § es no vacia

= inf M(f).
™= M)

La demostracién de la existencia consta de tres pasos:
(i) F es no vacia.
(ii) Existe una funcién f € § tal que M(f) = m.
(iii) % es la funcién buscada.
Demostracién de (i): Sean a,b € C dos puntos en la frontera de R. Por el teore-
ma 2.4 la funcién L : R — f(R) dada por L(z) = Z=f es una biyeccién conforme,

zZ—a

la regién L(R) C C es simplemente conexa. Ademds 2=¢ # 0 para z € R, por lo
que existe una rama de logaritmo analitica en todo L(R). Utilizando esta rama, la
funcién f(z) = |/ %=} es analitica en R. Por otra parte, la igualdad f(z1) = f(22)

: : z1—a
implica porga

univalente en R.
Sea wo = f(Zo) =

Zo—a
zo—b"

y nuevamente por el teorema 2.4, z; = z9, por lo tanto f es

z0—a
zo—b"

Probaremos que las funciones de la forma Wcﬂvo +d (con ¢ y d constantes, ¢ # 0)
son acotadas en R, y por ende, univalentes en R (pues f es univalente). Posterior-
mente obtendremos una funcion en § mediante la eleccion adecuada de las constantes
cyd.

Por continuidad, dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si |z — z9] < ¢ entonces
1/ (2) = f(20)] <

Por el teorema del mapeo abierto existe una vecindad B(wy,€') de wy, con € < ¢,
tal que para todo w € B(wy,€') hay un z € B(2g,0) con f(z) = w.

Ahora bien,la preimdgen de B(—wy,€’) estd contenida en B(zp,d). Para ver esto
supongase que w € B(—wyp,€'), entonces —w € B(wp,€'), y como se menciond an-
teriormente —w = f(21) para algin z; € B(z0,0). Si z € R satisface f(z) = w,
entonces £=¢ = w? = (—w)? = 2=, de donde z = z1.

Como B(zp,d) es mapeada al interior de B(wyp,€), si € es suficientemente pequeno,
de manera que B(wp,€) v B(—wp, €) sean ajenas, entonces f no toma ningin valor
en B(—wp,€).

Se sigue que |f(2)+wp| > €' para toda z € R, y por lo tanto las funciones Wiwo +d
con ¢ # 0 son acotadas y univalentes en R.

Para encontrar las constantes adecuadas resolvemos el sistema

c —Cf/(ZO)

e+ T Gl rwe?
Un céalculo simple muestra que
fla)= —2"0 20,0
2(20 — )/ 24
y
—4w? 2w




24 CAPITULO 5. TEOREMA DE RIEMANN

Sustituyendo en i < o Tt d los valores de ¢ y d encontrados obtenemos la funciéon

O
2w [ f(z) —wo
P& = 5 <f(2) n wo) ’

que satisface F'(z9) =0, F’(z9) = 1. Por lo tanto § es no vacia.

Demostracién de (ii): Si la familia § es finita entonces {M(f); f € F} también
lo es, en cuyo caso el infimo del conjunto es un elemento del mismo y la existencia
de f es clara.

Supongamos que § tiene una infinidad de elementos.

Por la definicién de m, existe una sucesién {f,} de funciones en § tales que m <
M(fn) <m+ L (de lo contrario m no serfa la méxima cota inferior). Esta sucesién
es uniformemente acotada en R por m + 1, se sigue del teorema 4.3 que { f,} es una
familia normal. Por consiguiente alguna subsucesién { f,, } converge uniformemente
en los subconjuntos compactos de R.

Sea f(z) = limp_ 00 fr,, (2)-

Como las funciones f,,, estdn en §

f(z0) = kliﬂolo frx(20) =0,

y ya que la convergencia es uniforme

fl(z0) = klirgo f;bk (z0) = 1.

De esta tultima ecuaciéon se infiere que f no es constante en R. Al ser el limite de
una sucesién de funciones univalentes, f es univalente en R (teorema 3.5).
Finalmente, |f(2)| = Mg o0 | fuy (2)| < Hmg oo M (fn,) < Mg oom + 7= = m,
luego f es acotada.

Por lo tanto f estd en F.

De la desigualdad |f(z)] < m se sigue que M(f) < m, y como f estd en
§, m < M(f). Combinando ambas desigualdades, M(f) = m.

Demostracién de (iii): Sabemos que f es univalente con m = M(f) > 0. Sea

g(z) = %L Entonces g es univalente en R, g(z9) = 0, y ¢'(20) = % Ademads

lg(2)| = ‘fflf)l < w = 1, y como una funcién analitica que tiene un méximo
en un punto interior de un conjunto es constante en una vecindad de dicho punto,
lg(2)| < 1 (pues g es univalente).

Solo falta verificar que la imégen de R bajo g es todo el disco B(0,1). Para ello
procederemos por contradiccién, utilizando un punto en B(0,1) que no esté en la
imégen de g construiremos una funcién g que contradiga a la definiciéon de m.
Supongamos que existe un a € B(0,1) tal que g(z) # « para todo z € R (a # 0
pues g(z0) = 0).

Entonces g(z) — a # 0 en R, y como |al, |g(z)| son menores que uno, ag(z) — 1
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tampoco se anula en R.
Andlogamente a como se hizo en la demostracién de (i), podemos definir una rama
de la funcién

9(z) —a
hz) —
(2) ag(z) —1
analitica y univalente en R.
Ademés h*(z) = (l o g)(z) donde I(z) = 2=% es una biyeccién del disco unitario

cerrado en si mismo (vease la demostracién del teorema 3.3), y puesto que |g(z)| < 1,
tenemos que |h(z)| < 1.
Similarmente, la funcién

_ h(z) = Ve
b2) = a1

cumple |k(z)| < 1. Por otra parte, al ser la composicién de dos funciones univalentes,
_ hlzo)—va _ JVa—ya _

Vah(zo)-1 ~ vVaya-1 )
Multiplicando a k por una constante adecuada obtendremos una funcién § que sa-
tisface ¢'(z0) = 1.

k es univalente. Evaluando, k(z)

_ al+1
T 2mya”

(z). Por construccion g estd en §.

Calculos de rutina muestran que k’(zp)

G — k() _ 2mya
Sea g(z) = Wjo) = IZLT?]{
Finalmente, (1 — /|a|)? > 0 implica 2|a‘7f1| < 1, y como |k(z)| < 1 se sigue que

M(G) = sup 5(2)] = sup 2V ellFE_ 2m/lol

2€R z€R laf +1 ~ ol +1

<m,

lo que contradice la definicién de m.
Por lo tanto g es sobreyectiva, y la primera parte del teorema ha sido demostrada.

Para demostrar la unicidad supongamos que g1, g2 satisfacen las condiciones del
teorema, entonces la composicién G(z) = ga(g; ' (2)) es una biyeccién de B(0,1) en
si mismo que fija el origen. Usando el lema de Schwarz de la misma forma que en el
ejemplo 3.1, se tiene que G(z) = e**z con A € R. Por hipétesis g1/(0), g2’(0) > 0, de
donde

Py 220
91'(0)

En conclusién ¢ =1 y G(2) = z. Por lo tanto g; = g». W
En general no es posible garantizar que la frontera de una regién simplemente
conexa R es transformada biyectivamente en la frontera del disco unitario. Por ejem-
plo, si R es la regién obtenida a partir de (0,1) x (0,1) eliminando los segmentos
Sp = {% +iy; 0 <y < %}, entonces R es una regién simplemente conexa y el origen
es un punto frontera de R. Por otro lado, es claro que ningin punto interior de R se
puede conectar al origen por medio de una curva continua contenida en el interior de
la regién, utilizando este hecho es posible probar que si g es la funcién de Riemann

> 0.
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entre R y el disco, entonces g no es continua en cero.

Sin embargo, Osgood y Carathéodory demostraron que cuando la frontera de la
region es una curva de Jordan, la funcién de Riemann es continua en J(R) y la
transforma de manera biyectiva en la circunferencia unitaria. En este caso, el teo-
rema de Riemann garantiza la existencia de una solucién al problema de Dirichlet
para la regién R (dada u, : O(R) — R continua, encontrar u : R — R arménica
en Ry continua en R tal que u|r = ug). Pues supongamos que ug es una funcién
continua en J(R) y g es la funcién de Riemann entre R y el disco unitario, entonces
ugo g~ ! es continua en C(0,1). La férmula integral de Poisson define una funcién @
armoénica en B(0,1) y continua en B(0,1) tal que @) = uo 0 g~ ', usando que @
es la parte real de una funcién analitica en B(0, 1) es facil verificar que u = @ o g es
la solucién al problema de Dirichlet para la region R y la funcién wug.

Una limitacién evidente del teorema de Riemann y la demostracién de éste que se
dié anteriormente es que no dan ninguna indicacién acerca de como es la funcion
entre Ry B(0,1). El ultimo teorema de éste trabajo proporciona informacién al
respecto.

Teorema 5.2 Sea R una region simplemente conezxa distinta de C. Entonces existe
una sucesion de funciones univalentes {gn} con g, : R — B(0, 1), tal que la sucesion
converge uniformemente en los subconjuntos compactos de R a una funcion univa-
lente g que mapea a R sobre B(0,1).

Ademds, para cada n € N, la distancia de la frontera de g,(R) a C(0,1) es menor
0 igual a %, con k constante.

Dem.

Probaremos primero la existencia de {g,}.

En la parte (i) de la demostracién del teorema 5.1 se construy6 una familia de
funciones univalentes y acotadas en R, tomando cualquiera de ellas y multiplicando
por una constante adecuada se obtiene una funciéon F' univalente en R que cumple
|F(z)] <1 para z € R.

Si F(R) = B(0,1) la demostracién estd completa.

Supongamos que F(R) = Ry # B(0,1). Como R es simplemente conexa y F' es
univalente se tiene que Ry es una region simplemente conexa.

Sea & con [§p| < 1 un punto en la frontera de Ry cuya distancia al origen sea minima,
es decir |&] < |z| para toda z € O(Ry) (&0 existe por continuidad y la compacidad
de B(Ro))

La funcién Li(z) = 1Z—_§)z es una biyeccién conforme del disco unitario cerrado en si
mismo, por lo que la imagen de Ry bajo ésta es simplemente conexa, y no contiene
al origen pues &y ¢ Rp.

Por lo anterior existe una rama de logaritmo analitica en Lj(Rp), utilizando esta

rama la funcién T'(z) = 4 /12__75002 es analitica y univalente en Ry, y satisface T'(0) =
—&o-
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Sea
T(z) — V=5
1 —/=&T(2)
entonces fj es la composicién de L1, /z, y Lo, donde Ly(z) = 1277 V*?.
/o2

Se sigue que fp es univalente en Ry, |fo(z)| <1 para z € Ry, y fo(0) = 0.

Ahora sea fy(Rog) = Ri, entonces fy tiene una inversa definida en R;. La funcién
inversa f; 1 es la composicién de Ly 1 (una biyeccién conforme del disco unitario
cerrado en si mismo), 22, y Ly (otra biyeccién conforme de B(1,0) en si mismo),
por lo que f;! es analitica en B(0,1), y |fy '(w)] < 1 si w € B(0,1). Ademés
fo_l(O) =0, y como fo_1 no es una rotacién (pues fgl(—JT&)) = &) se sigue por
el lema de Schwarz que |fy*(w)| < |w| si |w| < 1, w # 0. Por otro lado, la funcién

f()_l(w) w ?é 0
h(w) = Y, ’ es analitica en B(0, 1), por el principio del médulo maxi-
fo (0), w=0

mo |h| no puede tener un maximo local en el origen, de donde |f; Y(0)] < 1.
Sustituyendo 0 = fp(0), w = fo(2), en |f§1/(0)\ <1 y |fyH(w)] < |w]| respectiva-
mente, se tiene que |f((0)| > 1 y |z| < |fo(2)| para z € Ry, z # 0. Por lo tanto la
distancia de R; = fo(Rp) a C(1,0) es menor que la distancia de Ry a C(1,0).

Sea & € O(R;) tal que su distancia al origen sea minima, repitiendo la construccién
anterior se tiene una funciéon f; univalente en R; que fija el origen, y tal que la
distancia de Ry = f1(R1) a C(0,1) es menor que la distancia de Ry a C(0,1).
Continuando inductivamente este proceso obtenemos una sucesién de funciones uni-
valentes f, : R, — R,4+1 cuya imagen aproxima cada vez mas al disco unitario, y
que ademds cumplen f,(0) = 0 para toda n. Por construccién, el disco més grande
con centro en el origen contenido en R, 11 es B(0,|&,+1]), de donde se sigue que la
frontera de R, estd contenida en el anillo {z;|&,+1] < |2| < 1}. Ademds es claro
que los puntos &, € R, satisfacen |§1] < [&2] < ... < [&] < ... < 1.

Probaremos que limy . || = 1.

Sea Frn(2) = fm(fm-1(...fn(2)...), para m > n, m,n € N, claramente F,, ma-
pea a R, sobre R,,1, es univalente, y Fy,,(0) = 0. Por otra parte, la funcién

Fin,n(2) 40
H(Z) — Z/ 9 #
Fnn'(0), 2=0

0 <r < |&|y =z € B(0,r), entonces |H(2)

es analitica en R, y por lo tanto en B(0,|¢,]). Si

= |Fm’:(z)| < %, por el

| — Fm,n(z)
4

principio del médulo méximo [H(0)] < 1, y haciendo que r tienda a |&,| se sigue

que

1
Fnn'(0)] =|H(0)] < —.
Fons(0)] = [HO)] < 1

Ahora bien, usando la regla de la cadena

| Fonn O)] = | fon (Pt (o n(0)--) = frna (o fn(0)) -+ £ (O) = T | £4(0)]-
k=n
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Combinando las dos ecuaciones anteriores
1
| f10)] < — (1)
H k 5 |

Por otro lado, derivando la expresién para fy se llega a f)(0) = Lol 1 c4leulo

2v/—6& "’
similar muestra que f;.(0) = 21;% para cada k € N. Sustituyendo en (1),

Lt ‘5’“' H £4(0 (2)

!fn!

2
Como cada uno de los factores ;L\/% es mayor que 1 (pues (1 - \/|§k|) > 0),
k

. . 1
conforme m tiende a co los productos parciales [[;.,,

&l forman una sucesién
24/ 18|

1+(€k |

monétona acotada, por el teorema de Bolzano-Weierstrass el producto []p2, ol
k

es convergente. Por lo tanto se debe tener limg_, oo ;L\/% = 1. Ademaés
k

2
L+ lel | _ (1 - \/\ﬁk\)
2/Iéx] 2/1&l

(-vE)’
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(3)

entonces limg_, o = 0 y como el denominador es acotado, se sigue que

lmy oo €] = 1.

Sea Fy,(2) = fn(fa—1(--.(fo(2)...), claramente F), es univalente en Ry, fija el origen,
y mapea a Ry sobre R, 1. Probaremos que la sucesiéon F;, converge uniformemente
en los subconjuntos compactos de Ry a una funcién univalente F.

Por la regla de la cadena F},(0) = [[,_, f1.(0) # 0 para toda n € N. Usando el
desarrollo de Taylor alrededor del cero vemos que

Fu(z) . F.(0)z+.. F.(0)
1m = 11m =

%07

por lo que 5—" tiene una singularidad removible en el origen. Definiendo ;"((%)) =

F! . F, fs .
?(0) se tiene que n(2) o5 analitica en Ry, y sabemos que F;, es univalente con
£7,(0) Fm(2) ’

F,(0) = 0, asi que }% no se anula en Ry. Por el principio del médulo méximo,

|F |

los valores maximo y minimo de ] S€ alcanzan en la frontera de Ry. Como para

z € O(Rp) se cumple que |§,| < |Fp(2)| <1y 1< |Fm(z)| < F}nl’ se sigue que

[Fn(2)] 1
|Fn(2)]  [&ml’

[6nl <



29

|Fn (2)|

y en consecuencia ()] tiende a 1 uniformemente en los subconjuntos compactos
m
de Rg cuando m y n tienden a co.
Por otra parte, puesto que 5—” es analitica y no se anula en Ry, podemos definir una
m

rama de log (ﬁ) analitica en Ry. Sea Ly, »(z) = log (g;i;) = U n(2) + 10 n(2),

entonces U, tiende uniformemente a cero en los subconjuntos compactos de Ry

cuandom y n tienden a co. Sea B(zy, p) un disco cerrado contenido en Ry, entonces
existe p > p tal que B(zq, p) C B(20,5) C Ro. Por la férmula integral de Poisson, si
20 + ret? € B(z, p), entonces

12 1 (%) :
Um n(ZO + re 9) 27[_ /0 ﬁ um,n(ZO + ﬁezt) dt,

diferenciando con respecto a r y tomando mdodulos,
1 / 0 (= Fumalo+pe™)\
o Or\ 1+ p——2”cos(0—t)

(z0 4+ re?)| = Py
T

OUm,n

or

Ll

I

desarrollando,

1
3

U Um.n (20 + ﬁeit) dt

1 2w

dt

2 | =2 ~
re 4+ cos(f —t) — 2r o
— ( p) ( i Iou ,n(zO pezt)
)

2+ 52+ 2rp

2m 2 ~2 ~ 2w
~ g p=+ p°+2pp ~ it
< — [ n (20 + pet)| dt < ——t 7T / |t n (20 + pe*)| dt,
ng(l—%)A‘ /o o —%)4 0 r

mp3(1

de donde |8um | — 0 uniformemente en B(zp, p) y por lo tanto en los subconjuntos

umn

compactos de Rg. Similarmente | =55 | — 0y por las ecuaciones de Cauchy Riemann

en forma polar se tiene que 1imy,; o0 Lim,n = 0. Luego 1imy,; ,, o F =1, 6 equiva-

lentemente lim,;, ,—o0 Fn—Fm — = 0, como la sucesion { F;, } es acotada, se debe cumplir
F, p

limy, p—o0o Frn — Fy = 0. Por lo tanto las funciones F;, convergen uniformemente en
los subconjuntos compactos de Ry a una funcion F. Como se mencioné anteriormente
[€n+1] < [Fn(2)] < 1 para z € 9(Rp), tomando el limite cuando n — oo se sigue que
|F| =1 en O(Ry). Ademas F(0) = 0, de manera que F no es constante, y por el
teorema 3.5, F' es univalente en Ry. Puesto que la imagen de Ry bajo F es una regién
simplemente conexa cuya frontera tiene médulo uno, es claro que F(Ry) = B(0,1).
Componiendo con F' obtenemos la sucesién g, = F;, o F' de funciones univalentes en
Ry que converge uniformemente en los subconjuntos compactos de R a la funcién
g = F o F, una biyeccién conforme entre R y el disco unitario. Por lo tanto la de-
mostracién de la parte de existencia del teorema esta terminada.
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Ahora estimaremos la velocidad de convergencia, tomando logaritmos en (2) con
m = 2n y usando (3) se tiene que

2n 2n 2
1 1+ [k L=/
—log(|én41]) = log <> > Y log (' = > log 1 Lo VIsDT)
‘fnJrl’ k=n+1 2 ‘£k| k=n+1 2 |§k|
Por otro lado, la funciéon w es monétona decreciente en los intervalos (—1,0) y
(0, 00) (esto se puede apreciar comparando las graficas de las funciones z y log(1+x),
aunque es posible dar una demostracién rigurosa interpretando la derivada en térmi-

./ 2 _ ./ 2
nos de areas). Se sigue que log (1 + (12 Ek‘b ) > u 2|£k‘) 210g(1+%). Sustituyen-
k

do en la ecuacién anterior,

2n . 2
togflgnn) > 30 I 10 (3). (@

k=n+1

log(1+x)
x

Nuevamente usando que es decreciente, tenemos que

—log(|€nt1l) _ log(1 + (|€nta| — 1)) < log(1+ (I&[ —1)) _ log(|€1])
1 — [&ny1] |€ng1] — 1 - ST 61| — 17

de donde

! log( &)
~og(lnial) < (1= o) T < (1 = [6ul) T

& -1

()

observando que (1 —/|¢[)* = (1(1_‘5‘?)'2)2 > (l_f’“l)g y sustituyendo junto con (5) en
k

(4) obtenemos

21— G\ 11— log (1)
Z( 2ak> ST ST e )

k=n+1

2
1—€2n] 1=|¢n] ‘4 4 : : :
Luego n ( oy < —>=" (pues la sucesién |£,| es monétona creciente), 6 equiva-

2
lentemente <2n (%)) <n (1151"‘) , por lo que para 2% > 1 se cumple que

20471

a 1- |€2°“ > a— 1- ’520‘*1‘ 1- ‘{1‘
() <G () e

- g _ (- [&)log(3) _ (- aDloa(3)  lal-1
160 16(~ log(Jéi])) 16 log(1+ (Jéx] — 1)

pero

<1,
)
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de manera que

16a
]. - |§2&| < 27
Por 1dltimo, tomando o = llZi((g)) + 1 en la desigualdad anterior para n > 2,
16a 16a
L[l = 1~ [€gnns] < gy = 10
y como 1;5;' < 1, también se tiene 1 — |£1| < 16a, lo que prueba el resultado. W

La construccién de la funcién de Riemann dada en el teorema anterior no es

usada para fines practicos, pues el ritmo de convergencia de las funciones g, no es
lo suficientemente rapido. Para cierto tipo de regiones existen construcciones cuyo
uso es mas conveniente. Por ejemplo, el teorema de Schwarz-Christoffel proporciona
férmulas integrales para transformar semiplanos é el disco en regiones poligonales
de manera conforme, aunque algunos de los coeficientes en dichas formulas se deben
aproximar numericamente. En el caso general, encontrar una biyeccién conforme
entre el disco y una region dada es un problema complicado.
Para terminar este trabajo, mencionaremos que las transformaciones conformes
tienen una diversidad de aplicaciones en diversos campos de la fisica, entre los cuales
se encuentran la electroestatica y la hidrodinamica, para quien esté interesado en
éstas aplicaciones un buen punto de partida podria ser el libro de Marsden men-
cionado en la bibliografia.
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