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Resumen.

En el estudio del flujo sanguineo arterial, por lo general se supone que la sangre se
comporta aproximadamente como un fluido newtoniano. Esta simplificacion puede ser
empleada correctamente en regiones de flujo cercanas al corazéon. A pesar de ello,
experimentalmente se ha probado que el flujo sanguineo, alejado del corazén, se comporta de
forma distinta conforme se presenta el efecto Fahraeus-Linquist; este segundo fenomeno es el
problema considerado en este trabajo. Esto significa que hay un fluido no newtoniano en el
centro y un fluido newtoniano cercano a la pared. En esta investigacion se supone que la
region central puede ser descrita mediante un modelo de un fluido de segundo grado para
obtener predicciones de esfuerzos cortantes y normales, los cuales llevan a una lectura de
presion que puede ser comparada con datos experimentales. Para encontrar dicha
informacion, se propusieron y probaron diferentes gradientes de presion a través de un
método numérico de diferencias finitas. Los resultados de las predicciones tedricas
concuerdan satisfactoriamente con el comportamiento de la presion sistolica en una persona

sana.

Abstract

Generally, in the study of artery blood flow, it is assumed that blood behaves as a
Newtonian fluid. This simplification may be correctly used in flow regions next to heart.
Despite of this, experimentally it has been proved that blood flow, away from the heart,
behaves quite different as the Fahraecus—Lindquist effect occurs; this latter phenomenon is the
problem considered in this work. This means there is a non-Newtonian fluid in the core and a
Newtonian fluid near the wall. In this investigation, it is assumed that the core region may be
described by a second grade fluid model to acquire predictions of shear and normal stresses
rendering pressure measurements that might be compared to experimental data. To find such
information, different time dependant pressure gradients were proposed and tested
numerically through a finite differences scheme. Theoretical prediction results agree with

systolic pressure behavior to a healthy person appropriately.



1. Introduccion:

El estudio del cuerpo humano en todos sus aspectos es un tema muy amplio y
complicado, que engloba tanto disciplinas que tienen como campo de estudio la vida y sus
funciones, como lo es la medicina, asi como a diferentes ramas de la ciencia. El
entendimiento de los procesos fisicos de transporte y reacciones quimicas englobados en el
cuerpo humano requiere conocer topicos tales como la mecanica de fluidos y la transferencia

de energia y masa en capas limite.

Lo anterior indica que es necesario tener una base tedrica solida en los conceptos
mencionados anteriormente para estudiar las propiedades de la sangre, del flujo de la sangre,
el transporte de solutos en regiones capilares, el intercambio de masa en dichas regiones y su

farmacocinética.

Las regiones donde la sangre fluye pueden dividirse en las regiones del sistema
cardiovascular, los subsistemas son: el corazon, las arterias y las venas, las arteriolas y las
vénulas y los capilares. Lo anterior lleva a identificar regiones de flujo, pues la reologia de la
sangre cambia de acuerdo a la zona donde ésta se encuentra. De acuerdo a estudios anteriores
en la regién donde los vasos sanguineos son cercanos al corazén, el comportamiento de la

sangre presenta mucha similitud con el agua!'

; sin embargo, conforme el flujo se aleja a
través de las arterias, presenta un comportamiento pseudoplastico, pero éste no es el caso de

estudio de este trabajo, sino otro fendmeno que se describe mediante la presencia de dos

zonas de flujo, llamado efecto de Fahreus-Linquist, que se presenta cuando hay una



separacion de dos zonas y en el caso de la sangre una reduccion de la viscosidad aparente en

el sistemal?’.

Por otro lado, en la literatura se propone un gradiente de presion caracterizado por una

(7]

funcion seno o coseno'; sin embargo se sabe que no existen gradientes de presion negativos

tan grandes como los gradientes positivos dentro del cuerpo humano®. Por
sobresimplificaciones trabajos como los de Sud y Sekhon!®. y Chaturani y Wassf®®! hacen que
la dependencia del gradiente de presion con respecto al tiempo haya sido despreciada y es

motivo de este trabajo tomar en cuenta el efecto del gradiente de presion en el flujo sanguineo

mientras se da el efecto Fahreus-Linquist.

Tal como existe en la naturaleza, el flujo de la seccidn a estudiar durante este trabajo
tiene otra caracteristica que lo diferencia ampliamente de cualquier otra region de flujo del
cuerpo: debe ser capaz de describir el intercambio de masa entre oxigeno, didxido de carbono
y oxido nitroso, ademés de tener cambios de propiedades fisicas como la densidad del
material que contiene todos los componentes necesarios para los procesos antes mencionados

(definido como hematocrito) y el cambio de region entre la zona de flujo aodrtica y la venosa.



1.1 Motivacion del trabajo:

El estudio del flujo de la sangre en sistemas circulatorios formados por capilares con
diametros de 500 pm a 15 pum se ha llevado a cabo desde 1971 Se ha observado, en
experimentos in Vivo e in Vitro, que las células que fluyen en la sangre no se distribuyen de
forma homogénea a través de la seccion transversal del flujo, éste es el efecto Fahraeus; la
viscosidad de la sangre decrece al momento que se forma una capa de plasma en la pared del
tubo que recubre la zona donde circula el hematocrito. Al momento que el area transversal
por la que la sangre fluye, decrece, la viscosidad aparente también lo hace y la reduccion de

la viscosidad de la sangre por dicho efecto es el fenomeno Fahraeus-Lindquist®®”.

Trabajos anteriores como los de Massoudi'” o los de Sud y Sekhon'™ llevan a cabo su
1
investigacion en zonas cercanas al corazon, donde el flujo sanguineo tiene altos nimeros de

Reynolds (mayores a 4000) y no ocurre el fendmeno mencionado anteriormente.

1.1.1. Objetivos.

e Delimitar el problema en una region mas especifica para asegurar exista que el
fenomeno Fahraeus-Linquist se realice; esto limita la region de estudio a zonas

alejadas del corazon.



e El bombeo del corazén sélo se lleva a cabo por el ventriculo derecho para las
zonas en estudio, por lo que se requiere proponer un gradiente de presion
adecuado, pues es la unica fuente variable (en el tiempo) que afecta al flujo
sanguineo. El gradiente de presion, puede ser descrito por medio de una serie
de Fourier, que debe contener el efecto constante de la diferencia de presiones

entre la zona de la arteria y la arteriola.

e Estudiar los efectos de los esfuerzos normales que se manifiestan durante el
flujo de la sangre, modelados por un fluido de segundo grado y obtener una
solucion que incluya cambios de presion que sean comparables con la presion

arterial (normalmente situada en el intervalo 120-80 mmHg.)!'?

1.1.2.  Hipotesis.

Por medio de una mejor representacion del gradiente de presion se puede obtener una
distribucién de la velocidad dependiente del radio y del tiempo més adecuada, ademas de
generar, a través de las caracteristicas elasticas del fluido de segundo grado, presiones en la
interfase que se da entre las regiones de flujo, que son las que posiblemente sean

dependientes del gradiente de presion axial.



1.2. Propiedades de la sangre.

El estudio de cualquier flujo de un fluido debe comenzar por la caracterizacion de
éste, de manera que el primer tema a tratar es qué es la sangre, algunas de sus propiedades y

cOmo se manifiesta como sistema.

La sangre es un tejido fluido. Se le define como fluido debido a su capacidad de
transportarse como tal y se identifica como tejido dado que contiene componentes que
cumplen funciones fisiologicas caracteristicas”. Tiene color rojo caracteristico, puede ser
mas claro u obscuro debido a la presencia del pigmento hemoglobinico contenido en los
eritrocitos, la zona donde est4 fluyendo y el contenido de dichos eritrocitos. En los humanos
y en otras especies que utilizan la hemoglobina, la sangre arterial y oxigenada es de un color
rojo brillante, mientras que la sangre venosa y parcialmente desoxigenada toma un color rojo
oscuro y opaco. Sin embargo, debido a un efecto Optico causado por la forma en que la luz

penetra a través de la piel, las venas se ven de un color azul'”,

La sangre es un tejido conjuntivo especializado, lo que significa que cumple con
funciones de proteccion y unidn en el cuerpo humano, tiene una fase relativamente solida
(que incluye los globulos blancos, los globulos rojos y las plaquetas; en conjunto se les
conoce como elementos formes) y una fase liquida, representada por el plasma sanguineo. Es
una dispersion coloidal: el plasma representa su fase continua y fluida, y los elementos

: : - , c e (11
formes, la fase dispersa del sistema en forma de pequefios corptsculos semisolidos!' .



La sangre representa aproximadamente el 7% del peso de un cuerpo humano
promedio. Asi, se considera que un adulto tiene un volumen de sangre (volemia) de
aproximadamente 5 litros (varia de 4.3 hasta 5.7 litros), de los cuales 2.7 hasta 3 litros son
plasma sanguineo, el remanente se conoce con el nombre de hematocrito que es la fraccion
que contiene diversas células; una pequefia fraccion del hematocrito, el 5%, es plasma!'?. La
funcion principal de la sangre es la distribucion e integracion sistémica, cuya contencion en
los vasos sanguineos (espacio vascular) admite su distribucion (circulacion sanguinea) hacia
casi todo el cuerpo. La funcion principal de la circulacion es el transporte de sustancias

mediante la sangre para que se realicen sus actividades vitales del organismo.

Como todo tejido, la sangre se compone de células y componentes extracelulares (su

matriz extracelular). Estas dos fracciones tisulares vienen representadas por:

Los elementos formes, llamados también elementos figurados, son elementos
representados por células, componentes derivados de células y minerales. Estos elementos de
la sangre son variados en tamafio, estructura y funcion y se agrupan en: células sanguineas,
que son los glébulos blancos o leucocitos, c€lulas que transitan por la sangre para cumplir su
funcion en otros tejidos y los derivados celulares, que no son células estrictamente sino
fragmentos celulares; estan representados por los eritrocitos y las plaquetas; los derivados
celulares son los inicos componentes sanguineos que cumplen sus funciones estrictamente

dentro del espacio vascular.

El plasma sanguineo es un fluido traslicido y amarillento que representa la matriz
extracelular liquida en la que estdn suspendidos los elementos formes. Dicha sustancia

conforma el 55% de la sangre y es la fraccidn mas parecida al agua, ya que estd compuesto
grey p gua, ya q p



por 90% agua y multiples sustancias disueltas en ella; El 70% de estas sustancias son
proteinas plasmaticas como: inmunoglobulinas, albuminas y fibrogeno entre otras.
Metabolitos organicos (no electroliticos) y compuestos de desecho constituyen el 20%, por
nombrar algunos compuestos; fosfolipidos, colesterol, triacilgliceroles, glucosa, urea, acido
lactico, acido trico, creatinina, bilirrubina y trazas de sales biliares. Contiene en menor
cantidad (10%), componentes inorganicos como cloruro, bicarbonato y fosfato de sodio,
sulfuro de litio y elementos como el calcio, magnesio y yodo (usados en otras partes del
cuerpo). Ya que es el componente mayoritario de la sangre, a continuacion se presentan las

funciones del conjunto de proteinas plasmaticas, que son:

e Funcion oncotica: mantienen el volumen plasmatico y la volemia.

e Funcion amortiguadora o reguladora: colaboran en la estabilidad del pH sanguineo.

Funcién electroquimica: intervienen en el equilibrio electroquimico de concentracion
de iones.

e Funcidn reoldgica: por su contribucion a la viscosidad de la sangre, contribuyen a la
resistencia vascular periférica y minimamente a la presion vascular (tension arterial)

debido a que no presentan efectos elasticos.

Para este trabajo, el punto mencionado anteriormente es el punto de mayor interés a
tomar en cuenta, pues la importancia del comportamiento del fluido en las diferentes zonas de
flujo es lo que motiva a realizar la investigacion en curso. Cabe mencionar que de todas las
proteinas plasmaticas, la que en mayor medida modifica el comportamiento de la sangre de

[2

acuerdo a Fournier'™ es el fibrogeno.



Los componentes del plasma se forman en varias partes del organismo: en el higado
se sintetizan todas las proteinas plasmaticas salvo las inmunoglobulinas, que son producto de
sintesis de las células plasmaticas. Las glandulas endocrinas secretan sus hormonas
correspondientes hacia la sangre. El rifion mantiene constante la concentracion de agua y
solutos salinos. Los lipidos son aportados por los colectores linfaticos. Otras sustancias son

introducidas por absorcion intestinal'?.



1.3. Propiedades del flujo sanguineo.

A continuacion en la tabla 1 se presentan algunas propiedades fisicas (presentadas de

[2]

acuerdo a la tabla publicada por Fournier~, como las mas importantes) de la sangre.

Propiedades fisicas de la sangre de un humano adulto sano.
Propiedad | Valor
Sangre
Viscosidad (37°C) 3.0 cP (seccion de
viscosidad constante)
Densidad relativa (25/4°C) 1.056
Plasma o suero
Viscosidad (37°C) 1.2¢cP
Densidad relativa (25/4°C) 1.0239
Hematocrito
Densidad relativa (25/4°C) 1.098

Tabla 1.- Reproduccion parcial de los valores presentados por Fournier'™ para la sangre y el

plasma.

Ahora, se procede a presentar la presion ejercida por la auricula y el ventriculo
derecho del corazon. Dicha presion se presenta junto con mas informacion relacionada con
otras curvas del musculo mas grande del sistema circulatorio; la razén de presentar la
siguiente figura es ilustrar la diferencia entre la presion, el volumen, el electrocardiograma
(medido en milivoltios) y el fonocardiograma (cuya unidad son los decibeles), siendo, para la
presente obra, las diferencias entre la presion auricular y la ventricular las de relevancia. Por

lo anterior es que se requiere definir qué region del sistema circulatorio se pretende estudiar.




Figura 1.1.- Datos de la presion en diferentes arterias y el ventriculo, volumen del ventriculo,

electrocardiograma y fonocardiograma de una persona sana'*.

La figura 1.1 presenta la presion ejercida por el ventriculo derecho del corazon, dicho
efecto debe ser comparado con la presion en las zonas mas lejanas de cada seccion de flujo y
es asi como se obtiene el gradiente de presion presente en la seccion de flujo de interés.
Trabajos como los de Tsangaris y Drikakis!'* presentan gradientes de presion que varian con
el tiempo. Los mismos autores reconocen la dificultad de obtener alguna expresion

matematica que describa perfectamente dicho gradiente, por lo que prefieren simplificarlo.

10



A grandes rasgos, existen dos simplificaciones de bombeo para representar el flujo
sanguineo. Las aproximaciones al bombeo real se les llama bombeo de Windkessel''*!. Para
el primer tipo de bombeo simplificado, llamado flujo no regulado, se supone que durante la
sistole el caudal bombeado tiene forma sinusoidal y que durante la didstole no se bombea
sangre. Para el segundo caso, flujo regulado, el bombeo del corazon es ajustado con la
funcion seno o coseno. En la siguiente figura se muestra las diferencias entre los bombeos

anteriormente mencionado:

0.8 4

—— Bombeo no regulado
— Bombeo regulado

~ 0.7

0.6 H

0.5 4

0.4 +

0.3 1

0.2 H

Gradiente de presion axial (adimensiona

0.1 4

0.0

T T T T T T T T T
6 9 12 15 18
Tiempo (adimensional)

Figura 1.2.- Grafica adimensional desarrollada en base al trabajo de Calvol'¥ de los tipos de

bombeo de Windkessel usados en este trabajo.

Las arterias mas alejadas del corazon son las mas rigidas porque tienen una mayor
capa media, que es un componente de las arterias y arteriolas y ademas es la parte mas rigida,
[11]

debido a que la cantidad de conjunto fibroso es mayor que la cantidad de musculo elastico

En este trabajo se hace la suposicion que el flujo tiene menor regulacion cuando existe poca

11



(1]

elasticidad por parte de la arteria® *; mientras que en las zonas donde hay mucha elasticidad

en la pared arterial se puede presentar el flujo regulado.

Guyton!'? presenta una grafica que muestra que la regulacion de las arterias no es lo

suficientemente amplia como para hacer de dicho flujo, uno regulado, incluso en animales!).

En las regiones de flujo de las arteriolas existe poca cantidad de musculo en la pared
del sistema, lo que hace que la elasticidad de la pared de la arteria sea muy poca; es por esto

que se puede hacer la aproximacion de una pared rigida.

Figura 1.3.- Gréafica cualitativa del comportamiento de la presion en diferentes zonas del

cuerpo humano!'?!.

12



En la figura 1.3 se muestra como, dependiendo de la zona de flujo, la forma de la
presion es distinta. Las zonas presentadas como la aorta proximal o la arteria radial tienen
mucho parecido entre ellas a excepcion de que las elevaciones de presion son mayores y
tienen ligeros desfases de tiempo. De igual manera, mientras la presion se acerca al corazon,
los tiempos de bombeo, llamados sistole (aumento de presion en el ventriculo) y diastole
(disminucion de presion en la misma parte del cuerpo), tienen tiempos diferentes, mientras
que en todas las arterias mas lejanas, esta diferencia tiende a desaparecer. Lo anterior es la

justificacion del porqué usar intervalos de tiempo iguales.

Arteria Subclavia derecha Arteria sin nombre
Presién Presién
(mmHg) (mmHg)

R 10

GOI 2%\ \/\\l, .

Velocidad 80 Velocidad
(cm/s) -/\\/\~‘ // 70 (cm/s)

0 o 0

Aorta ascendente Aorta descendente T 7
. Presion
Presion (mmHg) (mmHg)
120 110
60 60
Velocidad |80 70| Velocidad
(cm/s) (cm/s)
oL 0

Arteria renal derecha Aorta descendente T 10
Presién

Yelssing V\M/\\M“ (mmHg
(cm/s) 110
oL f
.90~ Velooldad
Presion (cm/s)
(mmHg) \\‘/Kw—\,‘
45

Arteria iliaca comun derecha Aorta abdominal L 1

60 Presion
Velocidad (mmHg)

oL 60
100 .
Presion 70| Velocidad
(mmHg) [\/\_ (cm/s)
60

Lo 3 0
0 2s 0 2s

Figura 1.4.- Pulsos de presion y velocidad en las ramas arteriales de un perro®.
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La figura 1.4 presenta informacion del comportamiento de los subsistemas donde la
sangre fluye, existen zonas donde las mediciones de velocidad y presidon se encuentran
desfasadas una con respecto a la otra como en la arteria subclavia, mientras que en las arterias
sin nombre (siendo las méas comunes) la velocidad de la sangre parece ser minima durante la
diastole mientras que la presion sigue mostrando mediciones mayores a las tomadas

inicialmente.

Por otro lado, debe observarse que la figura 1.4 justifica el estudio por zonas del flujo
sanguineo, debido a que cada rama del cuerpo no solo presenta una grafica de velocidad
diferente sino también de presion diferente, lo que lleva a suponer que existen distintos
gradientes de presion en el cuerpol. Las series de Fourier usadas en éste trabajo representan
el gradiente de presion generado por el corazon y el cambio de zona entre la arteria y arteriola

los cuales se seleccionan como el caso mas comun.

En el cuerpo humano y (en el caso estudiado por Ku*!) de perros, la presion
sanguinea tiene un incremento de alrededor de 20 mmHg en una persona sana comparada con
la presion que el ventriculo derecho ejerce (Figura 1.1) para que se lleve a cabo el flujo de la

1l12] - - 4 aaul 4] [14]
sangre en la zona arterial" ~. Trabajos como los realizados por Crépeau - y Calvo' ™ se
desprecia la contribucion eléstica de la sangre. Dichos trabajos justifican la elevacion de la
presion por medio de la elasticidad de las arterias, sin embargo, aunque dicho sistema

funcione en regiones cercanas al corazén no esta justificado en las regiones entre la arteriola

y los capilares, pues por su constitucion, la elasticidad que tienen es despreciable!' ',
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El modo de comprobar que la solucidon del sistema a resolver puede tener una alta
relacion con lo que ocurre en la naturaleza es por medio de la presion medida por medio de la

diferencia de presiones en la interfaz de los distintos fluidos.

Figura 1.5.- Distintas formas de medir la presion sanguineal'?.

1.3.1. Fluido de Casson.

La ecuacion constitutiva de Casson fue la Unica utilizada para modelar el flujo
sanguineo hasta finales de 1980"'*). Es una ecuacion empirica que considera un esfuerzo de

cedencia y un comportamiento pseudoplastico:

Il/2 =_p|_+'£1y/2 +SDI/2

(1.1)
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Donde T es el esfuerzo (fuerza aplicada por unidad de area) al que el fluido es
sometido, D es el tensor de deformacion al que el material es sometido. T, es el tensor

esfuerzo de cedencia y s un pardmetro constante a ser determinado experimentalmente.

El objetivo del fluido de Casson es combinar el comportamiento del fluido plastico de
Bingham junto con el comportamiento pseudoplastico descrito por un fluido ley de la

potencia fijando n=0.5. De tal forma que se puede interpretar la viscoplasticidad del fluido.

1.4. Efecto Fahreus-Linquist.

Los flujos de dispersiones de solidos en liquidos observados por Kang y Eringen!'

presentan un fenémeno llamado “sigma”, donde se observa una separacion de fases solo

durante el flujo en tubos capilares!' "'

que ocurre alrededor de la coordenada radial
adimensional r/R=0.6. Este fendmeno consiste en que las particulas suspendidas se

acercan al centro del tubo conforme el flujo avanza.

Por otro lado, se sabe que el 40% de la sangre es hematocrito, en promedio, para las
personas sin ningun problema de tipo vascular''?. La siguiente figura presenta otros casos
que, aunque son patoldgicos, estdn reportados como enfermedades que influyen en la

cantidad de hematocrito:
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Figura 1.6.- Hematocrito para: persona normal, anémica y policitémica'?.

Por lo anterior las posiciones radiales adimensionales que correspondan a

r/ R:[O.Z, 0.4, 0.7] resultan de interés, debido a que la cantidad de hematocrito esta

relacionado con la viscosidad del mismo como se muestra en la figura 1.7.

1.4.1. Teoria de la zona marginal.

La teoria de la zona marginal estd basada en los conceptos desarrollados por L.
Prandtl en 1904!""). Dichos desarrollos explican el flujo del tipo laminar o turbulento de un

fluido en un tubo. También demuestran que el flujo en un tubo para el caso del flujo laminar,
consiste en una capa limite que se extiende hasta el centro del tubo (r/R=0) y el

comportamiento del material en la posicion central es similar al del fluido ideal en la

17



condicion de que el flujo sea estacionario, sin embargo, la viscosidad también afecta esta

zona durante el flujo del estado transitorio !'*).

(201" que usa las propiedades del

La teoria de la zona marginal, propuesta por Haynes
fluido newtoniano, aproxima la distancia a la que se presenta la transicion de fluido

newtoniano a no newtoniano, definiendo asi, un radio critico. También define las condiciones

de frontera para el flujo en las dos zonas.

Para usar esta teoria se debe conocer el limite de la misma, pues a valores tales que

21y no permite saber el

H > 0.6 no es posible usar la ecuacion dada por Charm y Kurland
tamafio del radio al no tener, al menos, una certeza del 10%. Las ecuaciones propuestas por

los autores anteriores son:

M=y (1.2)

1-aH

Los valores que presenta la ecuacion (1.2) tienen el siguiente significado; x, es la

viscosidad del plasma, H corresponde a la concentracion de hematocrito presente en la

region y el parametro « tiene la siguiente definicion:

a=0.070exp[2.49H +11Tﬂexp(—l.69H)} (1.3)
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Cabe mencionar que en este trabajo no se usaran dichas ecuaciones sino que se
plantearan los valores del radio critico, donde experimentalmente se tiene el valor de la

viscosidad''?,

La razon de no usar las ecuaciones (1.2) y (1.3) es debido a que se conoce la zona
donde se lleva a cabo la separacion, ademas de que en el caso de una persona sana, la

ecuacion resulta inutil debido a que no puede reproducir la viscosidad que corresponde a

7 ( H)=4 como se presenta en la siguiente figura.

Figura 1.7.- Curva de viscosidad relativa para el plasma y la sangre referida a la viscosidad
del agua, donde se observa la dependencia de la viscosidad con respecto a la

., - 12
concentracion de hematocrito!?!,
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1.4.2. Modelo del cilindro tisular de Krogh.

El simplificar a la arteria, arteriola o vaso capilar como una pared rigida que no
presenta contracciones o expansiones del radio maximo del area transversal al flujo ya ha
sido planteado. En 1919, Krogh propuso para el estudio del intercambio de oxigeno-didxido
de carbono hacia el musculo un elemento material de forma cilindrica hecho de un solo
tejido*?. La utilidad de dicho elemento para el estudio del flujo sanguineo es simplificar el
comportamiento de la pared de la arteriola y a su vez permita interpretar que no hay un

cambio considerable correspondiente a aumentos o disminuciones del area de flujo.

Figura 1.8.- Modelo del tejido tisular de Krogh.

. . 2 . ’
Trabajos recientes'” presentan modelos para la transferencia de masa a través del uso
de dicha simplificacion. La base para aceptar como confiable esta suposicion es que las
. , . , . . . y, 2
arterias mas alejadas del corazon tienen menor elasticidad que las que estan cerca®®. Por lo

anterior se puede predecir que el cilindro tisular es una buena aproximacion.
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Pared
kR
T Region No Newtoniana

A 4

Region Newtoniana R

Figura 1.9.- El sistema de de flujo.

En la figura 1.9 se presentan, ademas del sistema de flujo las coordenadas cilindricas
en las que el sistema se estudia, los valores definidos fisicamente, que repercuten en las

dimensiones del sistema en estudio.

A continuacion se procederd a presentar la informacion necesaria para describir el
sistema mostrado en la figura 1.8 tomando en cuenta los datos expuestos anteriormente.
Existen ecuaciones constitutivas en desarrollo para caracterizar a la sangre que por lo general
tienen uno de dos posibles enfoques: uno es usando teorias moleculares**! y el otro es usando
la teoria del continuo®. En la presente obra se toma el segundo enfoque dado que es donde

se tiene mayor conocimiento.
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2. Ecuaciones constitutivas y aproximaciones:

Ya que se ha observado experimentalmente que hay dos zonas de flujo!?”); en este

trabajo se usara una ecuacion constitutiva para cada region; pues se tiene la ventaja de poder
usar ecuaciones constitutivas de un fluido viscoelastico y el otro solo viscoso, lo que
posiblemente represente un modelo que describa mejor los efectos elasticos de la sangre que

sean considerables.

2.1. Ecuacion constitutiva del fluido newtoniano generalizado.

La ecuacion constitutiva del fluido newtoniano puede ser generalizada con la
condicion de que el fluido no presente efectos eldsticos. Sin embargo, dicha ecuacion
generalizada también requiere una mayor complejidad al fluido newtoniano para poder ser
descritos, como el fluido plastico de Bingham, el fluido de Casson y los que siguen la ley de

la potencia hasta otros mucho més complicados.

La ecuacion constitutiva del fluido newtoniano generalizado se expresa mediante la

-7 P 28],[29
ccuacion 51gulente[ 1 ]Z

)(Vy+(Vy)T)E—pL+277<II

1o
llw;

T=—pL+n(ll 2.1)

llw]
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Donde la funcion viscosidad 77(“9) indica que es funcion de 11, que es el segundo

invariante del “tensor rapidez de deformacion” o de la parte simétrica del gradiente de

velocidades. La figura 1.7 demuestra que 7 es también funcién de la concentracion del
hematocrito, por lo que para cada experimento se escogera una concentracion constante

de hematocrito y asi simplificar la viscosidad y que ésta sélo sea funcion de 1, tal como

se describe en la ecuacion (2.1).

2.1.1. Ley de Newton.

La figura 1.6 muestra que el plasma sanguineo no tiene dependencia con la
concentracion de hematocrito, a su vez que se ha identificado dicho fluido como un fluido

.30 . . ., o
newtoniano®”. La ecuacién (2.1) puede funcionar como ecuacion constitutiva para el plasma,

siendo 77 # n(IID,Chemmmo) ) por lo que se usa otra variable que identifique a la viscosidad

como un valor constante 77 = . A continuacion se presenta la ecuacion constitutiva para un

fluido newtoniano:

1=
I

—pl +2uD (2.2)

La ecuacion (2.2) presenta la viscosidad como una propiedad independiente tanto de

la concentracién de hematocrito como del tensor “rapidez de deformacion”.
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2.1.2. Ley de la potencia.

Empiricamente se ha intentado ajustar el comportamiento del tensor de esfuerzos por

medio de docenas de ecuaciones constitutivas, donde una de las mas simples es la ley de la

potencial®!l.

La ecuacion que representa el fluido que sigue de la ley de la potencia es:

'L:—pI=+2m[ 2tr(|2-[=))}nllg 2.3)

Obsérvese que m y n son parametros, y sélo m requiere tener unidades Pa-s". Por
lo anterior no debe ser confundida con una propiedad fisica como la viscosidad; aunque si es

posible presentar la viscosidad para la ley de la potencia por medio de la siguiente ecuacion:

n=m 2tr([:)-[:))}n_l (2.4)

La ley de la potencia es una buena aproximacion para representar la viscosidad de la
sangre para la zona en estudio™. La region de flujo de viscosidad constante ayuda a que el

flujo no requiera el esfuerzo de cedencia que utiliza el fluido de Casson (1.1).
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Al requerir una viscosidad caracteristica 7. para estudiar el sistema se utilizara la

siguiente:

Mo :m[ 2tr (DD

1N

- [Pa-s“ .SI*”] = [Pa-s] (2.5)

r=k

2.2. Ecuacion constitutiva del fluido de segundo grado modificado.

El trabajo realizado por Massoudil”! presenta una ecuacidn constitutiva para el tensor
de esfuerzos que asemeja de manera aproximada el flujo de la sangre. Dicha ecuacion es
descrita como de segundo grado debido a los términos que incluyen los efectos de los

esfuerzos normales:

I=—pl+uh+ah +aA4 (24)

Donde p es la parte del esfuerzo debido a la presion hidrostatica, u representa la
propiedad viscosidad y los modulos materiales «; y «, representan las propiedades que se

pueden transformar en esfuerzos normales (una vez definido el flujo al que es sometido el
fluido) como es indicado en el trabajo presentado por Massoudi y Vaidya*”. De acuerdo a

[33]

autores como Phan Thien™ y Larsson¥ el fluido de segundo grado contiene al fluido

mencionado como fluido de segundo orden. Tanner y Walters®® definen que el fluido de

segundo orden no debe contener parametros fisicos variables. Asi, al sustituir a g por

77( ] 9) se requiere interpretar la ecuaciéon (2.4) como la de un fluido de segundo grado.
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Al observar (2.4) queda claro que las propiedades viscosas sdlo incluyen el caso

especifico del fluido newtoniano donde la viscosidad es constante, por lo que en lugar de

hacer uso de x que no es funcidn del segundo invariante g # ,u( I Q) se requiere introducir

una mejor aproximacion de la propiedad viscosa; tal que 77 = 77(|I D) tal como se explico en

la seccion 2.1.1 y 2.1.2:

T=—pLenA+aA +aAA 3)

Se considera en este trabajo que no es necesario agregar mas efectos a los esfuerzos
normales debido a la carencia de pruebas experimentales sobre el fenomeno fisico y datos
teoricos a reproducir y extender con algin fin definido; pero por otro lado la introduccion de

los términos A+A y A presentan suficientes efectos sobre el tensor de esfuerzos como se

presentard posteriormente en la seccion 3.2.

Los tensores cinematicos A y A, han sido presentadas teniendo en mente la notacion

[36]

utilizada por Astarita y Marucci” " la cual difiere ligeramente a la que es utilizada

[28 [29].

generalmente por otros autores con mayor frecuencia como Slattery®®! y Deen:

1>
I
\S]
o
I
l—
I,
L1

[L+

(2.6)
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D+DL+L D @)

En la ecuacion (2.7) existe un término dependiente del tiempo por medio de la
derivada material, que es la razon de cambio medida con respecto del desplazamiento del
fluido!®™*). Por razones de claridad en las ecuaciones consecuentes se prefiere simplificar y
desarrollar la ecuacion (2.5) y las ecuaciones (2.6) y (2.7) en términos del gradiente de

velocidad L =Vyv que es definido igual por ambas notaciones.

La propiedad fisica de la elasticidad del material se encuentra representada por o, y
a, que, exceptuando la derivada material, solo se encuentra en los términos que contienen el

producto interior del tensor de gradientes de velocidades y del tensor rapidez de deformacion,

que es expresado en la ecuacion (2.6).

El desarrollo en términos del gradiente de velocidad L del término de segundo grado

A-A se puede expresar como:

A-A=4D-D=[L+L [{L+L"] (2.8)

Al expandir (2.8) en términos de LeL se obtiene la expresion que se usara para

presentar el término desarrollado:
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1>
1>
I
1
=
L]
=
+
=
L]
=,
_I_
=,
L]
=
+
=,
=,
| —

(2.9)

La ecuacion (2.9) debe tenerse en cuenta para ser comparada con la ecuacion (2.7)
cuando sea desarrollada en términos del gradiente de velocidad, pues tienen términos en

comun que seran mas claros de identificar en notacion de indices.

2.2.1. Laderivada convectiva superior.

La informacion contenida en el tensor cinematico A, agrega a la ecuacion constitutiva
la dependencia del tensor rapidez de deformaciéon D con respecto al tiempo y, por el otro

lado, la velocidad de cambio de la deformacion conforme al movimiento del material. Lo que
lleva a identificar dos partes de la ecuacion, la que no presenta ninguna modificacion a los
términos de A+A que contribuyen con los esfuerzos normales y aquéllas en las que se
adicionan a dicho término. En el caso de que los efectos normales sean incluidos, pueden
ocurrir, en algun caso de flujo, que los efectos queden anulados o aumentados, de tal manera

que dichos esfuerzos sean desde imperceptibles hasta identificables como los vistos en el

efecto de Weissenberg[31]. La derivada material se presenta en la ecuacion (2.10):

b
Dt

En términos del gradiente de velocidad, junto con sus productos interiores, la

ecuacion (2.10) se puede expresar de la siguiente manera:
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Al comparar la ecuacion (2.11) con la ecuacion presentada en (2.9) se observan

algunos términos comunes, pues el unico término que no aparece con anterioridad en ninguna

de las cantidades generadas por A<A es DRt[L_ + |=_T J .
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3. Simplificacion de las ecuaciones constitutivas y movimiento:

La ecuacion constitutiva para la zona interior del flujo sanguineo resulta en la
siguiente expresion; se presenta en la notacion de indices para facil identificacion entre

propiedades y componentes:

D
la(Lij +L; )+ (e + o) L L

+(2a, +a, ) Ly L +(a +a,) Ly +a, L Ly,

T, =—p&; +miy? (L + L )+ 3.1)

En (3.1) se observa la adicion de efectos de A y A+A. Las restricciones

termodindmicas que deben cumplir ¢, y «,, presentadas por Dunn y Fosdick""), son a, 20

y o, +a, =0, lo que lleva a que (3.1) sea:
i D
T, =—ps; +mil} (|_”.+|_J.i)+ogla(|_ij+|_J.i)+(2ogl+ozz)|_ki|_kjJrozzLiijk (3.2)

Solo se hacen simplificaciones sobre los términos que contienen el coeficiente

(a1 +0{2) debido a que no se ha dado ninguna informacién sobre la propiedad que

representan. Para poder identificar la informacion fisica contenida en la ecuacion (3.2) se

requiere proponer una expresion del gradiente de velocidades L. Dicho proceso implica la

sustitucion del gradiente de velocidades. Un caso especifico se presenta en la ecuacion (3.3).

o 0 0 O
L=—%|0 0 O (3.3)
= or
1 00
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El trabajo realizado intenta ser lo mas general posible, asi que s6lo hasta que las
ecuaciones se hayan adimensionalizado y se hagan suposiciones requeridas para llegar a una
simplificacion que permita obtener ecuaciones que sean posibles de resolver, se presentaran
las ecuaciones que resultan de introducir el tensor de la ecuacién constitutiva del fluido

general de segundo grado en la ecuaciéon de movimiento.

Como nota complementaria se aclara que la ventaja de trabajar con esta ecuacion
constitutiva es que, permite de forma relativamente facil, sustituir el tensor de esfuerzos en la
ecuacion de movimiento, ya que otro tipo de ecuaciones constitutivas generan sistemas

acoplados que no pueden ser sustituidos con facilidad en la ecuacion de movimiento.

3.1. Adimensionalizacién.

Al usar las siguientes definiciones de variables caracteristicas de las propiedades,
tensores y relaciones simétricas, se reescribe de forma mas clara el sistema en estudio de
forma adimensional, lo que ayuda a que se puedan analizar las ecuaciones y se pueda tener

una idea de la solucién incluso antes de que sea obtenida:

, . Mp.R* . R2
g=L =z |, = R ﬁ, Vi=VR, U, =—22 T 7, =T, ’
R R UC aXJ e 77C UCUC
«  Ug »  Ug * p \/ s P
a =—=a, = o, i =/ s T:wta P:_’ e|: I s N: — 34
1 77CR 1 2 CR 2 71 717/0 UC 77 . ( )

Las variables caracteristicas que se utilizan en el proceso de adimensionalizacioén son:
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R Longitud caracteristica referida a la distancia maxima del centro a la pared del

area transversal de flujo. Es el valor maximo que toma la coordenada radial r.

U. Velocidad caracteristica definida como el promedio de la velocidad a través del

area de flujo.

IT Presion caracteristica referida a la maxima presion del sistema.
P Densidad caracteristica referida a la densidad del agua (ver figura 1.6).
7. Tension superficial caracteristica tomada como el maximo de dicha propiedad.

@ Periodo caracteristico referido como el ciclo de bombeo del ventriculo.

N Consiste en la relacion entre las densidades y propiedades viscosas por medio de
un cociente. La importancia de esta relacion sera mostrada durante el desarrollo de

las soluciones del sistema.

Al introducir en la ecuacion (3.2) las definiciones expresadas en (3.4), Se obtiene la
forma adimensional del tensor del fluido de segundo grado, en donde, aparece una relacion de

variables caracteristicas que estd definida como el nimero de Strouhal.

E(Iij +|ji)+(2a:+a;)|ki|kj + oyl 1y (3.5)
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El nimero de Strouhal representa un cociente de tiempos involucrados en el flujo del

sistema; el tiempo caracteristico del sistema de flujo estd dado por 0 mientras el tiempo @
C

representa el periodo en el que se lleva a cabo el bombeo debido a la diferencia de presiones.
En la seccion 3.3 se escribe sobre la relacion entre este nimero y otro numero adimensional.

[49]

Para la ecuacion de movimiento, como la muestra Quian'"" se encuentran tres

nameros adimensionales:

(V*P) +(WPRZJ691 +[pU(2: R? je 691 :i(z.__)_'_ucn*nc 7/_* (3.6)
J nn. )or R nnU. I o0& 04 ’ Ve I
Wo Re Ca

Los cuales son el numero de Womersley, el nimero de Reynolds y el namero capilar.
En la ecuacién (3.6) debajo de cada grupo de variables caracteristicas se muestra la

abreviatura del nimero adimensional correspondiente.

3.2. Simplificaciones basadas en los nUmeros adimensionales:

Re = PUCR .St :a)_R , Ca :UC77—77C’ Wo!? = R(a)p/n)l/z :(Re-St)l/z 3.7)

£

n e Uc Ve

El numero de Reynolds, al tener orden de magnitud desde la unidad hasta millares en
la zona de estudio de este trabajo, se elimina debido a que el término convectivo no es
importante, debido a que el flujo es laminar. El nimero de Strouhal tiene valores proximos a

cero debido a que el tiempo caracteristico en el que se lleva a cabo el proceso de flujo es
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menor al periodo entre cada bombeo. El numero capilar presenta valores cercanos a cero

debido a que el cambio de fluidos estd definido en la posicion £ =Kk y a su vez K no tiene

dependencia con respecto a ninguna variable, lo que hace que, de los numeros presentados en

la ecuacion (3.6) solo el nimero de Womersley tenga reelevancia.

Podria parecer que el nimero de Womersley no deberia ser relevante debido a que es
una combinacién del numero de Reynolds y de Strouhal como se presenta en (3.4), sin
embargo, de acuerdo con los valores de las propiedades fisicas reportadas por Sud y
Sekhon'* o Tsangaris y Drikakis!"®), el nimero de Reynolds tiene valores desde 1000 hasta
cercanos a 1, mientras que el numero de Strouhal presenta variaciones desde 1 hasta 0.1,
siendo los segundos valores mostrados los que corresponden con el sistema en estudio, por lo
que los valores del nimero de Womersley son mayores a la unidad (ver ecuaciones 3.7), lo

que lo hace relevante para este estudio.

3.3. Simplificaciones apoyadas en el tipo de flujo (flujo cortante).

El flujo expresado en la ecuacion (3.3), con las variables adimensionalizadas se

expresa a continuacion:

000
1=990 0 o (3.8)
1 0 0

Es importante tomar en cuenta que no hay dependencia de I; con el tiempo, por lo

que el tercer sumando de la ecuacion (3.1) tiene el valor de cero (la derivada parcial del
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tensor deformacion con respecto al tiempo). Es necesario enfatizar que para no introducir
mayor complejidad a la notacion, al haber solo distribucion de velocidades en direccion axial,

de ahora en adelante se representara por © .

—P+(2al* +a§)(%} 0 n(%}

= 0 P 0 (3.9)

(I
og ¢ ) |

Ahora que se tiene un tipo de flujo es posible usar 7; en la ecuacion de movimiento,

sin embargo también se tienen simplificaciones en estas ecuaciones debido al proceso de

flujo, pues el término convectivo de las ecuaciones de movimiento puede ser eliminado.

P 10 8

%=E%(§T¥)+%Tﬁ (3.10)

és_(::o 3.11)
oP 00 10 B
§+WOE_E¥(§T¥)+%% 12

La ecuacion (3.11) indica que la presion en direccion ® es constante. Asimismo, no
indica mayor informacion sobre el sistema, mientras que las ecuaciones (3.10) y (3.12)

indican la relacion entre los gradientes de presion, los esfuerzos normales, el esfuerzo
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cortante y los cambios de velocidad con respecto al tiempo. Por lo anterior, se infiere que la
ecuacion (3.11) no es relevante para este estudio.
La ecuacion de movimiento, a partir de (3.12), sustituyendo los valores del esfuerzo

se expresa de la siguiente forma:

P _ 10| g a0 |2, (20
%_565[5(%’ +a2)[6§j }64{77 (agﬂ (3.13)

f+wOﬁ=li{n*g(@ﬂ+i{ag(%j } 614
ol or £ 0& ot )| o¢ ¢

De donde, al mantener los términos distintos de cero las ecuaciones presentadas en

(3.13) y (3.14), se obtienen las ecuaciones siguientes:

P 10|,y of00)
%_586{5(2% WZ)(%” (3.15)

oP o0 10| .00
Erwolt- e ) 10
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Para el caso donde la viscosidad 7" se cambia por la ley de la potencia adimensional,

como resultado se obtienen las ecuaciones que representan a la region de flujo interior del

sistema, se indicara que es la primera regién por medio del subindice 1:

P 10 . (00

%—E%{fcal +a2)(%j ] (317)

WOI%@;&H%) J G18)
or  oc fo&|°\ og

Para el fluido newtoniano, que es la region de flujo exterior, sera representada por

medio del subindice 2, las ecuaciones (3.17) y (3.18) resultan:

oP

=0 (3.19)
OZ%JFEZEQFK%JJ (3.20)

or o 0| oz

Para el fluido newtoniano se puede hacer un desarrollo paralelo al anterior, sin
embargo, Se necesitan condiciones de frontera que enlacen el fluido exterior con el fluido
interior de las secciones de flujo; matematicamente, las ecuaciones que representan el fluido
newtoniano con las ecuaciones que representan al fluido no newtoniano se entrelazan por
medio de las condiciones de frontera; a continuacion se presentan todas las condiciones que
requiere cumplir el sistema ya adimensionalizadas:
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Condicion inicial;

En =0, para todo & 6=6,=0 (3.21)

Condiciones de frontera:

I. Condicion de simetria en el centro de la seccion de flujo:

Paratodo 7>0 para £=0 g—? =0 (3.22)

II. Condicidn de balance de esfuerzo cortante en la zona interfacial de los fluidos:

Paratodo 72>0 para & =K (%J =N 90, (3.23)
o0& . o0& £k
III. Condiciones de balance de velocidad en la zona interfacial de los fluidos:
Para todo 7 >0 para £ =K 6?1|§:k = 6’2|§:k (3.24)

IV. Condicion de adherencia en la pared de la seccion de flujo:

38



Para todo 7 >0 para £ =1 6’2|§:l =0 (3.25)

Con las condiciones anteriores ya se tiene un flujo definido fisica y matematicamente,

pues todas las condiciones, expresadas desde (3.19) hasta (3.23), aseguran que sean descritas

las propiedades fisicas tanto de los fluidos como del flujo.
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4. Evaluacion de las ecuaciones:

Los ordenes de magnitud o bien los valores caracteristicos de los numeros
adimensionales presentados anteriormente llevan a simplificaciones de las ecuaciones de
movimiento. También debe tomarse en cuenta que el uso de la ley de la potencia es para
simplicar el comportamiento viscoso del hematocrito, y ello lleva a que la manera en que
cada numero adimensional afecta a las distribuciones de velocidades, esfuerzos y presion,

puedan variar.

Como se expuso en la seccion 3.3, el simple hecho de acercar a cero a los nimeros
adimensionales lleva a que las ecuaciones se simplifiquen. Entonces si se le agregan a dichas
simplificaciones otras mas, puede que la solucion obtenida de lo anterior no sea valida; como
ejemplo, si el nimero de Womersley tuviese el valor de cero, entonces no habria cambios de
velocidad a través del tiempo y el flujo podria ser descrito por la distribucion en estado

pseudoestacionario®”).

4.1. Estado estacionario:

El flujo sanguineo en las arterias, arteriolas y hasta flujos capilares estd identificado
como un flujo donde el tiempo cuenta como un factor fundamental, tanto en la identificacion
de los fenomenos que se presentan, como en el cambio de propiedades de la materia que
fluye. Sin embargo, las primeras aproximaciones, tanto analiticas como numéricas, llevan a
identificar la necesidad de que un modelo més facil apoye a otro modelo de mayor

complejidad; con lo anterior, se expresa que un modelo que describa mejor lo que ocurre en
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la naturaleza debe también poder describir adecuadamente lo que un modelo mas sencillo

puede explicar de ella.

Al tomar las ecuaciones (3.15) a la (3.18) y aplicar la condiciéon del flujo del estado
estacionario las ecuaciones que no se ven afectadas de forma directa son (3.15) y (3.17), pues
la dependencia con el tiempo se encuentra implicita debido a que los cambios de la rapidez de
deformacion afectan la diferencia de presiones expresada en (3.15), sin embargo, dicho tema

sera tratado a fondo cuando se aprecien tales diferencias.

Las ecuaciones que si presentan cambios en el estado estacionario resultan, para la

region no newtoniana de flujo:

P 10| (06
= _- = A 4.1
o 5645(85” D

Mientras que para la region newtoniana de flujo:

P N o| (o0
F_E g2 4.2
or~geel ) “

Ya que en la region interior de flujo, que es donde se presenta el fluido no
newtoniano, se requiere que cumpla con la condicién de simetria exhibida en la ecuacion

(3.22); que lleva a obtener la siguiente distribucion para la primera zona:
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1P
s 43
T =5 oc 4.3)

La evaluacion del esfuerzo cortante en la zona newtoniana requiere conocer el valor

del esfuerzo en la interfaz fluido-fluido. Haciendo la evaluaciéon en &=k de (4.3) y

utilizando la condicién de continuidad en los esfuerzos para la posicion radial adimensional
antes mencionada expresada en (3.23) se obtiene la distribucion de esfuerzos de la zona

newtoniana.

Mientras que la segunda zona tiene presentes los efectos del cociente de propiedades,
cabe resaltar que el efecto debido a la las relaciones fisicas incluidas en N, de acuerdo a su

valor, puede aumentar o disminuir el esfuerzo cortante en la pared.

w 10P|k*(N-1)+¢&?
T =——|——————— 4.4)
208 &
Puede observarse que el denominador del término en corchetes de la ecuacion (4.4)
incluye la distancia radial adimensional, lo que lleva a que la distribucién no sea una linea

81 presenta trabajos

recta como en el caso del esfuerzo presentado en (4.3). Owenl’
experimentales donde se identifica dicho fendmeno. Por otro lado, la repentina diferencia de
un valor esperado por una relacion lineal y el dado por la ecuacion (4.4) también explica
fendmenos observados por Pyke et al.’ donde muestra como para el mismo flujo

volumétrico, si se reduce el area transversal, para asegurar que exista el efecto de Fahraeus-

Linquist, el esfuerzo cortante aumenta mas que el estimado por (4.3).

42



Para obtener las distribuciones de velocidades también se debe seguir un orden de
solucion; se requiere conocer la velocidad de la region de flujo exterior para evaluar la region

de flujo interior; para esto se sustituye en (4.4) la ecuacion constitutiva adimensional para el

fluido newtoniano 7' =

= =-N % y se obtiene la distribucion de velocidades para la region

. . ., de, .
newtoniana. Para evaluar la constante generada por la integracion de rn se usa la condicion

de frontera de adherencia en la pared del cilindro dada en la ecuacion (3.25) y asi se obtiene

la ecuacion (4.6). La ecuacion (4.5) requiere la sustitucion del esfuerzo cortante en la zona no

. . o dg, Y o
newtoniana de flujo, que adimensionalmente es rgig = (——1 y el uso de la distribucion de

dg
la velocidad en la zona newtoniana en la frontera fluido-fluido, ya que la condicién de

frontera presentada en (3.24) indica que la distribucion de velocidades es continua a través de

ambas regiones de flujo.

La distribucion de velocidades por zonas resulta:

Para la region interior:

1

n (1dP\( tv ) 1 dP[ . LNE
01:@(5@] [k ¢ }Nf{k (1 N)lnk+2(1 k )} (4.5)

Y para la region exterior:

1 dP[1, . )
92:%@{5(1_5 )+(1-N)k m(g)} (4.6)
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De la ecuacion (4.5) se requiere obtener una distribucion del gradiente de velocidad en

la zona interior para evaluar la ecuacion (3.15). También puede ser obtenida por medio de

(4.3) sustituyendo el valor de 1'5'4 por el de su equivalente expresado anteriormente.

1
do 1dP
—L =] -—¢ 4.7)
dé 2dg

Como una propuesta para la evaluacion de la presion, se usard como aproximacion,
debido a su significado fisico y su simpleza como respuesta eldstica de un sistema, una

ecuacion que se asemeja a la ley de Trouton.

De acuerdo a Macosko™”, Trouton en 1906, por medio de sus experimentos encontro
que la relacion entre la viscosidad y la elasticidad de un material estd dado por una relacion

proporcional de 3 como se muestra a continuacion en la ecuacion (4.8).

*

*U
a, =3n ?C (4.8)

Se toma el valor de la viscosidad caracteristica no solo por ser la definida como tal,
sino porque también se encuentra exactamente en la interfaz de ambos fluidos. Esto no solo
se hace por ser una primera propuesta, sino también por la carencia de datos experimentales

que permitan proponer un comportamiento elasticol”.
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A partir de la ecuacion (3.17), al integrarse la igualdad resulta la siguiente ecuacion:
jap j £(20) +a;) .Y (4.9)
1 2 ag

La parte izquierda de la ecuacion (4.9) sdlo requiere la sustitucion de la diferencia de

presiones, pues en& =0 la presion esta definida, llamese P,, mientras que por otro lado, el
maximo valor que puede tomar & es el de la unidad. A continuacion se presenta el analisis

con respecto al cambio de la presion debido al efecto elastico del material.

p_p =g NF2[LOP (4.10)
2 \2d¢
En la interfaz de las regiones de flujo se debe cumplir con :—2 =0 dado que el fluido

newtoniano no presenta esfuerzos normales, por lo anterior se puede describir que

P|§:k -P

P 0 y para ello se requiere que la presion en la zona newtoniana sea:

2

1 dP
Pé:k ZQIT(EEkJ + PO (411)

4.1.1. Flujo de dos fluidos newtonianos.

Supéngase el caso del flujo de dos fluidos newtonianos, ambos descritos por las

ecuaciones (4.2) hasta (4.6), respectivamente, con las siguientes condiciones: n=1_que
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significa que no existe pseudoplasticidad y asegura que el comportamiento de la viscosidad
no depende del segundo invariante al ser representada por y, que significa que el gradiente
de velocidad no afecta la viscosidad del fluido y eso lo convierte en un fluido newtoniano. La

ecuacion (4.5) resulta:

0, =ﬁj—z{[N(k2—§2)+1]—k2[1+2(1—N)lnk]} (4.12)

El nimero adimensional que define el que haya dos fluidos o uno, es el coeficiente de
propiedades (viscosidad y densidad) de los fluidos N junto con el valor de n en la ley de la
potencia. A continuacidn se presentan los efectos sobre la distribucion de velocidades y del

esfuerzo cortante en el estado estacionario.
4.1.1.1. Efectos de la variacion gradiente de presion.

Ya que el gradiente de presion debe permanecer constante durante toda la seccion
estudiada, se puede suponer que matemdticamente, se comporta como un parametro
directamente proporcional; tanto con el esfuerzo como con la velocidad para ambas zonas de

flyjo.

En la figura 4.1 se muestra el efecto que tiene el gradiente de presion sobre la
distribucion de velocidad. Se observa claramente que las diferencias entre la region de flujo
interior y exterior no son tan féciles de identificar mientras el gradiente en estudio es 0.3,
mientras que para casos de 0.45 se observa una diferencia de comportamientos entre las

zonas interior y exterior del sistema.
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Figura 4.1.- Distribucion de velocidades en estado estacionario generadas por distintos

valores del gradiente de presion para N =1.25.

Por otro lado, el esfuerzo cortante, también es directamente proporcional al gradiente
de presion, aunque es mas facil identificar la interfase entre los fluidos (coordenada radial
definida como k). Para la figura 4.2, dicha posicién se encuentra en 0.4, que es donde

subitamente aumenta el esfuerzo comparado con la region de flujo interior, ademas de que al

oP . L .
aumentar — , también aumenta el esfuerzo ejercido en la zona exterior, lo que resulta como

un esfuerzo en la pared mayor.
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Figura 4.2.- Distribucion de esfuerzos cortantes para diferentes gradientes de presion

paraN =1.25.

El flujo volumétrico, estd dado por el area transversal de flujo por el promedio de la

velocidad de dicho flujo:
Q:J.OM[J.Ok@rdr+.fk192rdr}d® (4.13)

Ya que el flujo volumétrico depende de la velocidad tal como lo indica (4.13),
también tiene una relacion directamente proporcional con la variacion del gradiente de
presion. Esto no es alguna sorpresa en absoluto debido a que no so6lo es un factor fisico, sino
que matematicamente es un parametro tal que multiplica tanto al perfil de velocidades al estar
presente en (4.12) y (4.6), como al perfil de esfuerzos cortantes como se muestra en las

ecuaciones (4.3) y (4.4).
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Se presentan los siguientes valores de flujo volumétrico junto con el esfuerzo en la

pared en estado estacionario para los diferentes valores de gradiente de presion:

» Q Tet| ey
¢

0.15 0.12579 0.21337
0.3 0.25158 0.42674
0.45 0.37737 0.64011

Tabla 2.- Flujo volumétrico y esfuerzo cortante generados por distintas magnitudes del

gradiente de presion constante.

La importancia de los valores reportados en la tabla 2 es que en ocasiones, cuando
so6lo se requiere determinar estos valores, se pueden utilizar métodos aproximados y

comparar esos resultados con los presentados en este trabajo.

4.1.1.2. Efectos de la variacion del cociente de propiedades.

Por otro lado, con la presion fija, es posible centrarse en la relacion del cociente de

propiedades N que indica qué zona, dependiendo de su valor, presenta mayor resistencia:

. leo N presenta el caso tal que la viscosidad y densidad del fluido interior es

mucho mayor que la viscosidad y densidad del fluido exterior. Dicho caso no
puede llevarse a cabo en la naturaleza debido a que el fluido que se presenta en

el interior resulta ser el menos denso aunque mas viscoso, mientras que el
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fluido exterior es mucho mas denso y menos viscoso (véanse los datos

presentados en la seccion 1.4).

o Lll’l’} N presenta que las propiedades viscosas y de densidad son muy parecidas,

lo que hace que las propiedades tiendan a desvanecerse y el sistema se
comporte como un solo fluido, que es el caso cuando N =1. El usar el valor
anterior garantiza que so6lo existe una sola zona y lleva a que con sdlo una
ecuacion para la distribucion de velocidad y otra para la distribucion del

esfuerzo sean suficientes para describir todo el sistema.

=k =g art (4.14)
1dP ,
91=92=ZE(1—5) (4.15)

e lim N presenta el caso contrario a Lln% N y por ello que es el caso mas facil de
—

N—o0

encontrar en el organismo. La viscosidad y densidad del fluido exterior son
mayores que la viscosidad y densidad del fluido interior. Por lo anterior, éste
caso presenta puntos de interés tanto en los efectos sobre la velocidad e cada

zona y con el esfuerzo cortante.
Ya que en la condicién de frontera (3.21) se muestra que N reside no sélo en la zona

exterior del flujo, pues al estar también en la seccion interfacial gracias a la ecuacion

indicada, esté ligada a la zona interior gracias a la relacion interfacial de los esfuerzos.
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A continuacion, las figuras 4.3 y 4.4 presentan la evaluacion de las ecuaciones (4.12)
6 (4.15) para la distribucion de velocidad en el fluido exterior y para el fluido exterior la
ecuacion (4.6) 6 (4.15) de acuerdo a distintos niimeros de N de acuerdo al caso. Como se

menciono anteriormente, el valor de N =1 corresponde al de un solo fluido newtoniano.

0(%)

S

Figura 4.3.- Distribucion de velocidades para distintos valores del coeficiente de propiedades

para k=0.4y a—P=0.3.
¢

En la figura 4.3 se identifica la importancia de la informacion fisica contenida en N
para la distribucion de velocidades, ya que no so6lo existe, entre N y €, una relacion
inversamente proporcional. También dependiendo del valor del coeficiente de propiedades, el

comportamiento de la zona exterior tiene mayor parecido con el de un fluido newtoniano.
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El comportamiento de 7, también se ve afectado por el coeficiente de propiedades

en la zona exterior, aunque, conforme N aumenta, también lo hace el esfuerzo, debido a que
se dificulta el transporte de cantidad de movimiento. Debido a que la viscosidad y densidad
del fluido exterior son usadas como la informacion caracteristica del sistema, el sistema no
muestra cambios en la zona del fluido interior. Toda esta informacion se encuentra en la

figura 4.4.

1.4 -
1.3
1.2
1.1
1.0
0.9—: — N=0.5
0.8 | — N=5

— N=1

0.7
g 0o
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0 T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

g

Figura 4.4.- Distribucion de esfuerzos cortantes para distintos valores del coeficiente de

propiedades para k =0.4 y Z—z =0.3.

4.1.2. Flujo del fluido de segundo grado envuelto en el fluido newtoniano.

El estado estacionario para el conjunto del fluido de segundo grado envuelto en un
fluido newtoniano tiene mucha importancia para este estudio dado que cuando no hay

cambios de velocidad, en el gradiente de presion o de las propiedades de los fluidos que son
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transportados, dicho estado representa la dependencia con respecto al radio adimensional de
la distribucion de velocidad; que a su vez, si se impone un gradiente de presion variable que
no consiga influir lo suficiente en el término que representa los efectos acumulativos en el
balance de la cantidad de movimiento, se demostrara de acuerdo a lo reportado por Deen!?”

que con multiplicar dicho gradiente con la mencionada distribucion lleva a la solucion del

sistema en estado pseudo-estacionario.

4.1.2.1. Efectos de la variacion gradiente de presion.

Al identificar que el efecto encontrado en las ecuaciones de los dos fluidos
newtonianos es el mismo que el del sistema ahora investigado; adecuadamente el efecto es
directamente proporcional a la distribucion de velocidad y el esfuerzo cortante. Ya que no es
posible tener en este sistema analizado con diferentes gradientes de presion al mismo tiempo
no se puede observar si a diferentes presiones en las regiones de flujo se pueden presentar

efectos diferentes a los observados en este punto del trabajo.

Cuando se proceda con el andlisis transitorio se profundizara mas en la idea de los
diferentes gradientes de presion y como evaluarlos para tener una explicacion fisica con

respecto a lo que ocurre en la naturaleza.

4.1.2.2. Efectos de la variacion del cociente de propiedades.

Antes de ver el coeficiente de propiedades se debe primero tener en cuenta, el efecto
de n, pues si dicho pardmetro tiene el valor de n=1, se obtienen las soluciones y el analisis

presentado en 4.1.1.2. Por otro lado, para intereses de este trabajo, en cuanto a su parte
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viscosa se refiere, la sangre es pseudoplastica, lo que indica que 0 <n<1. Por otro lado, en la
ecuacion de Casson, se presenta el valor de n=0.5. S.N. Majhi, y L. Usha!*"! usan el valor de
n=0.25, por lo que el valor de n debe situarse entre 0.25<n<0.5. Ello justificaria que en
ciertas zonas el fluido de Casson sea capaz de modelar el flujo sanguineo, mientras que en
zonas diferentes se encuentre que el comportamiento de la sangre se diferencie mas del

comportamiento newtoniano.

Yaque n#1 no es aceptable para la distribucion de velocidades en este punto, incluso
si N =1, que se reproduzca el caso tal que s6lo se presente el flujo de un fluido newtoniano
en un tubo; lo que indica que en este caso, porque trabajos desarrollados por Reiner et al.l*?,

con un fluido de Casson son validos, incluso si la solucidon es desarrollada por métodos

perturbativos como en el caso desarrollado por Rohlf!**!,

2.6 oo

2.4
2.2
2.0
1.8
1.6

1.4 A

0FE) o]
1.0 ) “
0.8 - N
.
064 AN
0.4 - e \\\
.

0.2 - R

NN
0.0 . T T T —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.5.- Distribucion de velocidades para distintos valores de Kk para un gradiente de

presion constante Z—P =0.3.
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1.2 4 — k=0.7
1.0 o
T 0.8
24 ]
0.6
0.4
0.2
0.0 T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 4.6.- Distribucion de esfuerzos para distintos valores de K y un gradiente constante
oP
de—=0.3.
¢

Las figuras 4.5 y 4.6 muestran que los efectos del parametro n so6lo se presentan en el
perfil de velocidad; las ecuaciones (4.3) y (4.4) muestran que el esfuerzo cortante no tiene
cambios con el parametro, mientras que la distribucion de velocidades demuestran tener una
alta dependencia con n. La importancia del valor de K estd también presentado en estas
figuras, ya que conforme aumenta se observa que la region no newtoniana cobra importancia

y el fendmeno de Fahraeus-Lindquist se vuelve mas facil de identificar en dichas figuras.

4.2. Estado transitorio:

Antes de entrar al estudio y solucion del fendomeno que lleva por nombre Fahraeus-
Linquist, se recomienda tener en cuenta detalles del fluyjo en un tubo que inicia su

movimiento; como también los conceptos matematicos que ello implica[zg].
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Con las herramientas matematicas por ahora conocidas, la soluciéon analitica para el
sistema de flujo donde un fluido de segundo grado, en el centro del area de flujo, y un fluido
newtoniano que envuelve al fluido no newtoniano no es posible de obtener, debido a que se
requiere elaborar la solucion del problema de Sturm-Liouville para un problema no lineal,
donde se determina la resistencia con respecto al tiempo gracias a los valores propios que

dicha solucion debe generar.

4.2.1. Flujo de dos fluidos newtonianos.

A continuacion, para tener una referencia del comportamiento del flujo de dos fluidos
separados en un radio adimensional definido, se presenta el desarrollo de la solucion de dos
fluidos newtonianos. Asi, al desarrollar una solucion analitica para este problema, se obtiene
un criterio que ayuda a decidir cudl es el minimo nimero de nodos a utilizar en la solucién
numérica requerida para obtener la distribucion de velocidades, el esfuerzo y las propiedades

consecuentes del flujo de un fluido no newtoniano envuelto por uno newtoniano.
Las ecuaciones que representan el flujo de dos fluidos newtonianos son muy
similares, sin embargo, la diferencia entre ellas es el nimero de Womersley y el cociente de

propiedades que representa las diferencias entre una fase y otra.

Para la region de flujo interior:

wO,%+@=liH%H (4.16)
or oc Efo&|°\ ¢
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Mientras que para el fluido que envuelve al representado por la condicion anterior:

W%@iﬁﬁzﬁfﬂ%éﬁﬂ @.17)
or  oc & oF|7\ a¢

La solucion de dichas ecuaciones se puede tratar por medio de la transformaciéon de
Fourier finita presentada en la bibliografia®’. Dicho método de solucion consiste en separar
el problema en dos partes; la informacién que depende del tiempo y la posicion radial. Para
separar las ecuaciones (4.16) y (4.17) se requiere también proponer la dependencia del

gradiente de presion en la direccion axial con respecto del tiempo.

La ecuacion (4.18) tiene un término dependiente del tiempo; el cual puede ser
intercambiado por una funcién que se represente al gradiente de presion en direccion del

flujo.

P _ara(r) (4.18)

ol

La funcion @ (r) representa en (4.18) el efecto variable de la presion mientras que A

representa la magnitud constante del gradiente de presion. Las funciones seno y coseno han
sido probadas en diversos trabajos como los de Sud y Sekon'®), Chaturani y Wassf'! e incluso
el desarrollado por Massoudi'”. Lo encontrado en dichos articulos sera expuesto cuando se

analice en los siguientes puntos.

La aportacion de esta obra consiste en cambiar la funciéon seno o coseno por una

funcidén que represente con mayor exactitud el analisis de la presion medida radialmente; asi
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que se confirmard si es relevante cambiar el gradiente de presion axial o si realmente es una
buena aproximacioén el sustituir el gradiente de presion variable por una funcién

trigonométrica con dependencia del tiempo.

6,(67)=2.00(£)00n (?) (4.19)

0,(¢.7) =i9zh (£)6(7) (4.20)

El procedimiento para obtener la solucion de las distribuciones de velocidades de

ambas zonas requiere una solucion por partes; lo que significa obtener la solucion de 6, (§ )

y 6, (r) asi como de sus contrapartes para la region exterior de flujo. Las ecuaciones que

resultan de separar en partes son ecuaciones diferenciales ordinarias, sin embargo, deben
sumarse desde h=1 hasta h— o, lo que significa que se requiere también encontrar el
minimo de ecuaciones necesarias para obtener una evaluacion que sea aproximada a sumar

todas las h.

La zona interior del sistema queda representada por:

déﬂh(r)
dr

_N20P
An O¢

Wo, 4.21)

+212h€1h (7)

iH‘”‘“ (g)jJ?Amh (£) (422)



Mientras que la zona exterior esta descrita por:

dez“(f)m;hem() V2 op (4.23)

Aoy O

Wo,

i{g(d‘%ﬁf)” - _%gem (&) (4.24)

Las soluciones de (4.21) y (4.23) requieren del uso de la condicion inicial (3.21).
Recuérdese que la condicion que indica la velocidad al inicio del fenomeno es aplicable a
todo el sistema y por eso es valido en toda la region de flujo a diferencia de las condiciones

de frontera.

]"lh
Oy (7)=¢ | 2 I W°‘ Edr (4.25)
AWo, o¢
Mientras que para la segunda zona de flujo se obtiene:
T, L
0,,(r)=¢ " 2 [ P 4e (4.26)
A \Wo, oc
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Por otro lado la solucion de (4.22) y (4.25) junto con (4.23) y (4.26) requieren de la

. . , . OP . . . .
imposicion del término %, que tiene dependencia con el tiempo y es necesario expresarlo

como una funcidon matematica.

Para el desarrollo de las ecuaciones (4.22) y (4.24) se presenta la siguiente solucion,

que es una suma que contiene a todas las lambdas que son solucion de las ecuaciones (4.22) y
(4.24), y tales valores se pueden obtener mediante J,(4,)=0.
La solucion general de la ecuacion (4.22) es:
O (g)zcllh‘]o(ﬂth)‘FCthYo (4ng) (4.27)

Mientras que la derivada de (4.27) resulta:

dé, (£)
dr

:_Cllhﬂhh J1(A1h§)_czlhﬂ1hY1 (%hé:) (4.28)

Por otro lado, la condicion de frontera I, que corresponde al centro del tubo, indica

6,,(0
que la ecuacion (4.28) debe tener el valor de % =0, lo cual sélo puede lograrse si

C, =0 debido a que Y, diverge. Por lo anterior, (4.27) y (4.28) se simplifican de la siguiente

manera:

th (f):Cl'hJO(ﬂlh 5) (4.29)
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da, (¢)
dr

:_Cllh;l1h ‘]l(ﬂihé) (4.30)

Para la segunda zona de flujo, la solucion general y su derivada son:

92h (5):C1Irl1‘]0(/12h§)+cztho (ﬁ“zh‘):) (4.31)

dé,, (£)
dr

:_C1Ir|1 th(A’zth)_Czuh hYl(A‘Zhg) (4.32)

El valor de la derivada de la region interior de flujo debe ser igual al de la region

exterior de acuerdo a la condicion de frontera I, por lo que la evaluacion de (4.30) en & =K

lleva a obtener, de (4.32), el valor de C,; como funciénde C, y C,:

ch _ Cllh/llh ‘]1 (X‘lh k) _ Cllr|1 ‘]1 (%hk)
T Y (k) Y (k)

(4.33)

El valor dado en (4.33) ayuda a suprimir de las ecuaciones (4.31) y (4.32) una de las
tres constantes que presentan. Para dejar reducir el nimero de constantes independientes que

contienen las ecuaciones, se usa la condicion de frontera IV que indica que en la pared, la

velocidad del fluido es la velocidad a la que la pared se mueve, en este caso, 6,, | = 0.

02h|§:1 =C, MY{) (ﬂ'zh ) +C1Ir|1 {‘Jo (A‘Zh)

(Znk)
" 2o Vi (Zank) K

—Jl—Y (4, )J:o (4.34)
Y (Zk) '
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Al resolver y simplificar (4.34) para obtener C,, , se obtiene la siguiente expresion:

cl = Cllhﬂ‘lh‘]l (’Lhk)Yo (/12h)
: A’Zh [‘]1 (ﬂahk)Yo (ﬂzh)_Y1 (ﬂqhk)‘]o (/12h )]

(4.35)

Con el fin de facilitar la lectura, se define a continuacién la variable ¢ como parte del

cociente de (4.35), lo cual ayuda a mostrar el resultado de sustituir (4.33) y (4.35) en (4.31):

Yo (4an)
3 (k) Yo (Ao ) =Y, (Aonk) 3o (Aan) (4.36)

¢=

 And (/Lh ) +[1_¢Jl(ﬂ2hk)] }
On(§)=Cn = {Jo(ﬂth) Y (5kK) Yo () (4.37)

Al inspeccionar la funcion (4.36), se identifica que J,(4,,)=0, debido a que todas

las A,, deben ser raices de dicha funcion, por lo que (4.36) se simplifica a continuacion:

YO(AZh) — 1 438
3 k)Y (o)~ 3 (k) (339)

¢:

Y al usar (4.38) en la ecuacion (4.37) la expresion resultante es:

CI A’lh l(ﬂ'l )

% (8)=Cn 5 (k)

Jo(Ané) (4.39)
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Gracias a (4.29) y (4.39) se puede obtener la distribucion de velocidad para todo el
sistema, sin embargo, atn se requiere la suma, desde h =1 para obtener la solucion expresada

entérminosde A, y 4, :

th (é)zicllh‘lo(ﬂ‘lh 5) (4.40)
ZC' ZhUnl) 5 5 6) (4.41)

" o (A K) 1(/12 Sl

Para la evaluaciéon de las constantes C|. se requiere evaluar el producto interior
definido como (91h,01h>=1. Para obtener una solucién no trivial se requiere sustituir la

solucion en estado estacionario por una de las sumas:
o 1
nZ::,CfnJo (Aé) = m{[N (k*-12)+1]-K*[1+2(1=N)In k]} (4.42)

Al sustituirse en el producto interior para evaluar las constantes C,; se obtienen las

siguientes integrales:

:ﬁ{[N(kz—lz)H] K*[1+2(1-N) 1nk]} (Ap&)EdE =

jzch A€o (&) Edé

(4.43)
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(Ak)’ (N =1)Ink +(k’ —1)”12“)—2N 3, (Aink)+ Nk A, 3, (A,k)
KNG [3, (Zink) +2k A3 (Ak) |

Ch=-— (4.44)

Por otro lado, no es necesario continuar con el procedimiento de integracion para la
ecuacion de (4.40), pues se requiere la siguiente condiciébn para que se cumplan las

condiciones de interface fluido-fluido:

Ay = ZopIN (4.45)

Lo que indica que la constante presentada en (4.44) es también la constante requerida

en la ecuacion (4.41), con el requerimiento de usar (4.44) para sustituir 4,, .

Para obtener la expresion de (4.19) y (4.20) se requiere de usar (4.25) junto con (4.40)
y (4.26) junto con (4.41) y sustituir C! expresada en (4.44), obteniendo las siguientes

ecuaciones:

A At
© - 2 Tap
0(&7)=>Cle™ 2 e Zdr|J (4.46)
[(&r)=2Che ™ | (e 70713 (4n8)
%f—/

ot | V2N o P | 3 (k) (A
chhe W, j &;dr J {ﬂ”‘kj% JW§ (4.47)
WIN
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Las ecuaciones (4.46) y (4.47) respectivamente contienen un término que involucra
una integral, la cual incluye parte de la resistencia a fluir que presenta el material y que es
funcién del tiempo. Para resolver dichas ecuaciones se requiere sustituir el gradiente de

presion en direccion axial por una funcidn del tiempo que sea equivalente o aproximada.
4.2.1.1.  Efectos de la variacion gradiente de presion.

A continuacién se presentan algunos de los posibles casos de estudio para distintos

tipos de gradiente de presion, mediante los siguientes casos:

o Gradiente de presion constante: que equivale al arranque hasta el alcance del
estado estacionario; que para la ecuacién equivale a dar valor al sumando

oP

—=A.
og

o Gradiente de presion regulada: tal como es presentado en la figura (1.2) con el

nombre de bombeo regulado, es representado por 2—z=seno(2r) o bien

porZ—P=cos(2r). Se presentan como equivalentes no porque produzcan

exactamente el mismo comportamiento, sino porque cuando se alcanza el
tiempo de comportamiento periddico, la unica diferencia entre dichas
funciones es un desfase de 0.5z . Por otro lado, el efecto del coseno tarda mas

tiempo en alcanzar dicha oscilacion.
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Gradiente de presion no regulado: Ya que tiene similitudes con el bombeo
regulado en cuanto a su zona de aumento y descenso, tal como se muestra en
la figura (1.2), se requiere una serie de Fourier que permita, matematicamente,
presentar como una funcién del tiempo dicho efecto. Una de las posibles
maneras de presentar este bombeo es reduciendo la seccion negativa de la

funcidn seno:

f(r)=—+%sen(f)—i Tl)-cos(jr) (4.48)

O bien, haciendo lo anterior pero con la funcién coseno:

1+cos( 7Z'J)

f(r)=l+ cos( +i (J - ) ————~>cos( jr) (4.49)

T 2 i

Sin embargo, es conveniente usar solo el primer término de la serie debido a que
aun genera valores negativos, aunque no de la misma magnitud que los

generados por la funcioén seno o coseno sin alterar.

Por ultimo, se probara una funcion compuesta por la combinacion de la funcion seno

y la serie de Fourier propuesta anteriormente. El resultado de la ecuacion tiene también

fundamento en el trabajo desarrollado por Calvo!'¥, siendo un bombeo intermedio entre el

flujo volumétrico regulado y el no regulado. Existen dos justificaciones de usar dicho tipo de

flujo; la razdén matematica es que es un caso que contiene los gradientes de presion

presentados con anterioridad. Mientras la razon fisica es que la elasticidad de las arterias
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cercanas al corazon alteran al gradiente de presion generado por dicho organo y dichas

alteraciones se pueden reflejar como otro componente del gradiente de presion!’”.

2—?=A+Bf (z)+Tsen(27) (4.50)

En la ecuacion anterior debe introducirse el término descrito en (4.48) para obtenerse

el gradiente de presion completo o correspondiente.

También se puede presentar un equivalente a la ecuacion (4.49) cambiando el seno

por el coseno y la ecuacion de f (r) se debe sustituir en (4.50). La tnica diferencia de este

cambio de funciones con respecto a la expuesta en (4.49) es que se tiene un desfase de 0.57

tal como el caso planteado entre el seno y el coseno.

1,0
0,8
0,6
oP |
¢ o4
0,2 1 A
— A+’
0,0 B
' — B+I”
0,2 T T T T ! T T T T I T 1
5 10 15 20 25 30

T
Figura 4.7.- Distintos gradientes de presion empleados en este trabajo, representados por sus
coeficientes respectivos.
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Las soluciones de las ecuaciones (4.46) y (4.47) requieren la evaluacion de la integral

definida por |, e I,. Dado el caso que la ecuacion presentada en (4.50) contiene todos los

gradientes de presion presentados en este trabajo, sélo se presenta el resultado de dicha
integral. Si se requiere obtener las integrales generadas por el otro tipo de gradientes de

presion, Unicamente se requiere asignar los valores correspondientes a las constantes A, B,

y I' de acuerdo al tipo de gradiente que se desee estudiar.

Las expresiones de |, e |, resultan:

Wo,z B sen (7)—BWo, 4] cos(7)
ejvi?’j 2(/11‘:1 +Wo,2) +(B+2A)(/l1“h +Wo,2)
h= b7 ~ A (B/Lzh +3F7[W01)cos(2z') (4.51)
At .
(2 + ot ) o™ +2(BWo, —0.75T 74, )sin (27)
Wo,z BAysen (7)—-BNWo,; cos(7)
e | 2( A+ NW03 ) | +(B+2A)( 4 +N*Wo; )
=Ne 2 (4.52)
ZZra i Y (B/Lh +3FizNW02)cos(Zr)
Zht _ 2\
3(%] +4N2W022)ew°2 +2(BNWO2 0.75F7r/11h)s1n(2r)

Al comparar las integrales, se observa que las diferencias entre I, e |, s6lo son los

numeros de Womersley y el coeficiente de propiedades N. Si se desea obtener las
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equivalencias de 4, con A,, se puede usar la ecuacion (4.45), lo que podria parecer de poca

utilidad; sin embargo, el obtener las segundas lambdas podria ayudar a obtener una solucién

analitica del fluido no newtoniano envuelto en el fluido newtoniano en trabajos futuros.

Las expresiones de las soluciones, tanto de la zona interior como de la zona exterior

del flujo son:

\/EFI (7)

gy (Aoh + W07 ) (A4, +4Wo;

Hl(g,r):iicllh )‘]O(A’lh f-f) (4.53)

0, (éjar) = icllh

S| o (40 - NWOT) (45, +4NWo?)

V2NNF, (7) J :1((3%":] 3, (jﬁ 5] (4.54)

Las funciones F (7) y F,(7)estdn definidas a continuacion:

. Wol7r(/11‘|‘1 + 4Wof) BAysen(7)—BWo, 4, cos(7)
1(7)= 2 +(B+2A)(Z{:1 +W012)

A2 (,11‘:1 +W012) (Bﬂfh +3F7zW01)cos(2z') (4.5

3ejvigj +2(BWo, —0.75T 74} )sin (27
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Wozyz(ﬂﬁ] +4N 2Woj) B A,sen(7)—BNWo, 4 cos(7)

F
:(¢) 2 +(B+2A)(ﬂ{:1 + N2W022)
(4.56)
2% (44 +N2Wioz ) | (B2, +3TZNWo, ) cos (27)
Se@igz’ +2(BNWo, —0.75T 742 )sin 27)

Ahora que se han presentado las soluciones de la distribucion de la velocidad a través
de dos fluidos newtonianos, es posible cambiar dichas ecuaciones por sus equivalentes tal

como se usaron en la ecuacion (4.42):

N(k2_§Z)+l—k2[1+2(1—N)lnk:|i J2F (7)

6(¢7)= 4N i 7, (A, +Woy ) ( Ay, +4Woy ) el
1-E42(1-N)K*In (&) & V2NF, (7)
nE0)- 2 (A NWGE) 7 N Y

4

Las ecuaciones (4.57) y (4.58) pueden dar una distribucion completa de velocidades.

A continuacion se muestra la figura 4.8, que representa la solucion con un bombeo no
regulado y distintos nimeros de Womersley. Cuando la velocidad tiene valor mayor o igual a
0.5 se cambia el color de la figura con el proposito de hacer notar los cambios debido a los

distintos nimeros de Womersley.
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Figura 4.8.- Distribuciéon de velocidades a través del tiempo con distintos niimeros de
Womersley Wo, =1 y Wo, =5 para N =1.7 para el gradiente de presion

B=1A=T=0.

Es por medio de las ecuaciones (4.57) y (4.58) que se puede obtener directamente las

ecuaciones de la distribucion del esfuerzo cortante en ambas zonas:

L0850 _¢< V2F (7) (4.59)
& o0& 245 A, (/L‘L +W012)(ﬂ14h +4W°12)
) __862((:,2')_ §2+k2(N_1) o \/NFZ(T)
Iy { ¢ }; D R R TT B
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Gracias a las ecuaciones dadas por (4.57) hasta (4.60), es posible hacer la
comparacion con el estado pseudoestacionario. Para que dicho estado sea obtenido en las
ecuaciones mencionadas, las sumas respectivas a cada ecuacion deben equivaler al gradiente
de presion impiesto. Otra forma de llegar a este resultado es sustituyendo directamente la

ecuacion (4.50) en las ecuaciones correspondientes al estado estacionario.

Dado que en esta seccion no se plantea el uso del fluido de segundo grado, no se
puede hacer un estudio sobre la presion de acuerdo a la ecuacion (3.15). Este estudio se

discutird en la seccion 4.2.2.1.

4.2.1.2.  Efectos de la variacion del cociente de propiedades.

En el estado no estacionario, la variacion del coeficiente de propiedades afecta a la
resistencia, expresada como C| en (4.44), de acuerdo a las ecuaciones (4.45) y (4.46),

debido a que N se encuentra en ambas soluciones. En el caso de la solucion (4.46) se sabe
que conforme a la ecuacion (4.45), existe un efecto de este coeficiente en las funciones de
Bessel, el cual ajusta dicha funcion para poder obtenerse una similitud con el estado

estacionario.

Por otro lado, el coeficiente de propiedades no solo afecta al estado transitorio como
se explicd anteriormente, sino que también tiene influencia sobre el nimero de Womersley.
Esto sera explicado mas adelante, ya que corresponde a un caso de la solucion donde sélo un

fluido se transporta por toda la regién de flujo.
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4.2.1.3. Efectos de la variacion del nimero de Womersley.

Al observar que en las ecuaciones (4.45) y (4.46) el numero de Womersley se
encuentra en el denominador, asi como en el denominador de las exponenciales presentes en
cada ecuacion, el efecto que identifica es de aumentar el tiempo en el que se alcanza el estado
de flujo en el que se repite a ciertos intervalos (relacionado con el periodo caracteristico del

fenomeno).

La diferencia del flujo en estado pseudoestacionario (donde el nimero de Womersley
tiene valores de cero) es que el nimero adimensional permite también estudiar el efecto de la

diferencia de velocidades con respecto del tiempo.

Cuando se tienen dos fluidos, pareciese que al inicio, el nimero de Womersley mas
pequeiio es el que lleva a cabo todo el fendmeno, sin embargo, cuando el gradiente de presion
decrece y se vuelve constante, el Womersley mayor comienza a mostrar su efecto, que parece
ser una relajacion del sistema, dando una mayor importancia al término transitorio. Esto se
puede notar tanto en las figuras que representan a las velocidades como en las que

representan el esfuerzo cortante.

Para este caso de estudio, el de dos fluidos newtonianos, para generar el flujo de un
fluido newtoniano, no es suficiente con tomar N =1, también se requiere fijar el valor de

k =1, ya que asi la constante de integracion se simplifica y se obtiene la ecuacion:

Cl=——"—"— 4.61
3y i) o
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Con respecto a los numeros de Womersley, al observar las definiciones de N, se
requiere que el denominador como el numerador sean iguales, lo que hace que también

Wo, = Wo, y entonces las ecuaciones se reduzcan a las de un solo fluido newtoniano.

4.2.2. Flujo del fluido de segundo grado envuelto en el fluido newtoniano.

Hasta ahora, no ha sido posible obtener un conjunto de soluciones analiticas como en
el caso de los fluidos newtonianos para un fluido de segundo grado envuelto en un fluido
newtoniano; sin embargo, en el caso de n=1 del método numérico que ha sido desarrollado
(ver apéndice I) para obtener la solucion del flujo, debe obtenerse la misma solucion que la
obtenida en la seccion 4.2.1. Lo anterior se comparara por medio del estudio del error

relativo, que es dado de la siguiente manera:

_ S. Numérica —S. Analitica
S. Analitica

Er

(4.62)

Durante el desarrollo de las comparaciones entre los distintos métodos de solucion, se

observd que la posicion radial que mayor diferencia presenta es £=0, por lo que en la

siguiente figura se aprecia el error relativo en el tiempo:
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0.0146445 —

0.0146440

0.0146435 ~{

Error relativo

0.0146430 +

0.0146425

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Tiempo

Figura 4.9.- Error relativo calculado en & =0de acuerdo con la ecuacion (4.62) a través del

tiempo.

Con respecto a la diferencia de valores dados por ambas soluciones debe recordarse
que también existe un error en la solucion analitica debido al truncamiento de las sumas que

estan incluidas en dichas soluciones.

Por otro lado, ya que el error relativo es menor que 1.46%, se puede suponer que la
solucion proporcionada por el método numérico es congruente con la solucidon analitica
anteriormente obtenida. Lo anterior permite suponer que las soluciones del método numérico
para el fluido de segundo grado envuelto en un fluido newtoniano serian, al menos, tan
adecuadas como las que se pudiesen obtener por medio de soluciones aproximadas. Se puede
sefialar que el error aumenta cuando el sistema se encuentra en el periodo donde el bombeo es

constante.
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4.2.2.1.  Efectos del gradiente de presion variable.

Tal como en el caso de los fluidos newtonianos, dependiendo de la forma del
gradiente de presion, es el tipo de respuesta que el sistema en estudio presenta; sin embargo,
gracias a las propiedades elasticas generadas por los esfuerzos normales, que no estan
presentes en el sistema de fluidos newtonianos, también la presion, como indica la ecuacion

(4.10), depende del gradiente de presion.

AN

AN
\ \\\ \\\ \\
\\\ \ \

\ \

Figura 4.10.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con distintos numeros de

Womersley Wo, =1 y Wo, =5 para N=1.7 y n=0.25 para el gradiente de

presion B=1A=I"=0.

La figura 4.10 presenta también un cambio de color, de negro a rojo, cuando los

valores de la velocidad calculada por el método numérico son iguales o mayores a 0.7. Esto

76



tiene el fin de indicar como es afectado el sistema por la diferencia de los nimeros de

Womersley.

Figura 4.11.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con distintos numeros de

Womersley Wo, =1y Wo, =5 para N=1.7 y n=0.25 para el gradiente de

presion B=1I'=0.5 y A=0

La relevancia de la figura 4.11 es que este tipo de forma de distribucidon de velocidad
no se debe solo a efectos causados dentro del cuerpo humano, pues de acuerdo a la

BT que el gradiente de presion impuesto tenga dos frecuencias,

bibliografia encontrada!
una debida a la serie de Fourier propuesta y la otra adicionada por el seno (ver ecuacion 4.50)
se debe a la accién de fuerzas periddicas externas, como por ejemplo, el uso de taladros
mecanicos usados en la construccion o bien el aumento de la velocidad en aviones. Una vez

mas se usa el cambio de colores para indicar los valores mayores o iguales a 0.5, sin

embargo, para este caso, el que existan diferencias de los nimeros de Womersley no es tan

77



relevante como los cambios causados por el gradiente de presion como para discernir qué

region influye mas en el proceso.

4.2.2.2.  Efectos de la variacion del nimero de Womersley.

El tener nimeros de Womersley distintos para cada zona lleva a identificar dos

comportamientos; el primer comportamiento encontrado es cuando el nimero mas pequefio

[45]

pareciese ser el sobresaliente en el sistema' ", mientras que es hasta que el sistema avanza en

el tiempo y decrece el gradiente de presion cuando se muestran los efectos del nimero de
Womersley mayor, que presenta un comportamiento de estabilizacion del flujo no
permitiendo que este decrezca mas como lo permitiria el nimero de Womersley mas

pequenio.

0-8 o =T
>
0.6 =

2B
2
O g 4 2°

AR
0.2 -
N2 T

9/ L)

Figura 4.12.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con numeros de Womersley
Wo,=Wo, =5 para N=17 y n=0.25 para el gradiente de presion

B=1A=I=0
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La comparacion entre las figuras 4.10, 4.12 y 4.13 representa las diferencias entre
seleccionar niimeros de Womersley que sean de orden de magnitud menores a la unidad,

mayores a la unidad o bien una mezcla de ambos casos.
Al tomar en cuenta los valores adimensionales del sistema fisico se identifica que es

el caso de valores de Womersley mezclados el que predomina en el sistema estudiado, siendo

mas grande el nimero de Womersley del fluido newtoniano.
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Figura 4.13.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con niumeros de Womersley
Wo, =Wo, =1 para N=17 y n=0.25 para el gradiente de presion

B=1A=I=0

La figura 4.14 es mas adecuada para sistemas donde ain no se ha presentado el
fendémeno de Fahraeus-Lindquist a pesar de tener la division de dos regiones de flujo. Si se

observa la figura 1.4, la arteria iliaca presenta una distribucion de velocidad semejante.

79



4.2.2.3.  Efecto de la variacion del cociente de propiedades.

Ademas de los efectos mostrados en el caso de los fluidos newtonianos, se observa, en
las figuras 4.14 y 4.15, que el incremento del la relacion entre viscosidades y densidades dado
por N es inversamente proporcional a la distribucion de velocidades como se muestra en las

ecuaciones (4.57) y (4.58); lo que lleva a que decrezca también el flujo volumétrico:

Figura 4.14.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con nimeros de Womersley
Wo, =0.1 Wo,=5 para N=0.8 y n=0.25 para el gradiente de presion

B=1A=I=0

En la figura 4.14 se muestra que a pesar de tener un Womersley mayor a la unidad en
la zona newtoniana, la velocidad maxima reportada, que se encuentra en el centro del
sistema, alcanza valores mayores a dos unidades, lo que indicaria que el disminuir el valor

del coeficiente de propiedades ayuda a acelerar el flujo. El cambio de color para ayudar a
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distinguir el efecto de los distintos numeros de Womersley se presenta para valores de la

velocidad mayores o iguales que 0.6.
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Figura 4.15.- Distribucion de velocidades a través del tiempo con nimeros de Womersley
Wo, =0.1 Wo, =5 para N =19 y n=0.25 para el gradiente de presion

B=1A=I=0

La diferencia que no se menciond anteriormente entre la figura 4.15 y la figura 4.14 es
que esta ultima presenta mayor diferencia entre la zona regulada y la no regulada, por lo que
aunque sea mucho menor que el efecto del nimero de Womersley, N también afecta el

cambio de la velocidad del fluido con respecto al tiempo.
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4.2.2.4. Efecto de la variacion de la presion debido al flujo

transitorio.

Para analizar este punto en especial se requiere tener en mente la ecuacion (3.17)
debido a que de manera implicita, relaciona los gradientes de presion en la direccion axial, y
asi, genera una diferencia de presiones en el fluido no newtoniano como se expres6 en la

seccion 4.1.

Existen dos factores, ademas del gradiente de presion, que modifican explicitamente a
la presion, los cuales son n (el pardmetro que indica qué tan pseudopléstica es la sangre) y K
(la posicion radial adimensional donde se presenta el cambio de regiones newtoniana y no

newtoniana). Con respecto al comportamiento del gradiente de presion axial, la distribucion

de velocidades lleva a que P| -, tenga la misma forma, aunque no los mismos valores.

En la figura 4.16, se muestra que el sistema es sensible al valor de n, conforme dicho
valor aumenta, también la presion aumenta. Esta relacion estd apoyada en datos
. [50] . . . .. ..
experimentales™ " que ayudan a identificar un comportamiento similar, pues, la practica del
levantamiento de pesas tiene un aumento de presion sin cambiar el flujo sanguineo; este
fendémeno también pudiese estar relacionado con el aumento del area transversal de flujo del

hematocrito tal como lo muestra la figura 4.17.
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Figura 4.17.-Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido para distintos valores de n.

Ya que se ha explicado una de las causas del cambio de la coordenada donde se
encuentra la interface fluido-fluido, deben tomarse en cuenta también causas patologicas que

lleven al cambio de k (ver figura 1.5).

Si bien el sistema es sensible al cambio del pardmetro n, el cambiar el valor de k
repercute aun mas. Por otro lado, es el fluido no newtoniano el que le da la elasticidad al
sistema, entonces, mientras menor sea la cantidad de este fluido, menor serd la respuesta
elastica de todo el sistema y por lo anterior, a mayor cantidad de fluido no newtoniano, mayor
sera la respuesta eldstica para el sistema en estudio. Lo anterior se puede observar en la figura

4.18.
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Figura 4.17.- Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido para distintos valores de K .

Al comparar la presion generada por el bombeo regulado y el no regulado, se puede
observar en la figura 4.18 que el utilizar el flujo no regulado, permite obtener una presion

interfacial que tiene mayor similitud con la presion medida experimentalmente.

Al comparar las figuras 4.16 y 4.17 con la figura 4.18 se observa que los parametros
correspondientes a N=0.25, k =0.4 y el gradiente de presion que contiene tanto a la serie de
Fourier como la funcion coseno, es la mejor aproximacion a los datos obtenidos
experimentalmente. Esto es debido a que el modelo estudiado funciona para aproximar el
comportamiento de una persona sana, mientras que en cuanto se presentan patologias, el
modelo pierde confiabilidad, aunque para valores de k <0.4, el modelo tiene mayores

errores que para valores de k > 0.4.
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Figura 4.18.- Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido para distintos S—P dados por la

ecuacion (4.50).
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Figura 4.19.- Presion durante la sistole y diastole medida experimentalmente
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5. Discusién y Resultados:

Los resultados expuestos por experimentos como los desarrollados para el esfuerzo
cortante”™ tienen congruencia con los resultados presentados en esta obra, aunque estos
experimentos fueron desarrollados in vitro, lo que no asegura que sea tal el comportamiento

que se presenta in Vvivo.

Las Figuras 4.12 a la 4.15 tienen similitud con las figuras presentadas en la

[46]

literatura™, esto es un avance respecto a los trabajos antes publicados, que debido a sobre

simplificaciones, no representan adecuadamente los datos obtenidos en experimentos.

Desafortunadamente atin no se cuenta con suficientes datos que permitan caracterizar
la elasticidad de la sangre. Al suponer que la sangre tiene una viscosidad extensional
representada por una expresion similar a la ley de Trouton, se generaron las relaciones que

permiten obtener una primera aproximacion del comportamiento de la presion.

Durante el desarrollo de esta investigacion se obtuvieron resultados previamente

HHBHHHS] a1 como que la ecuacion del fluido general de

presentados en la bibliografial”t
segundo grado puede aproximarse al comportamiento de la sangre y algunas equivalencias
con sistemas planteados mediante analisis perturbativos con la condicion de que el fendémeno

de dos regiones de flujo se lleve a cabo. También se identificd la importancia del nimero de

Womersley como un factor que afecta la dindmica del sistema.
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La elasticidad esta asociada a la presion radial medida experimentalmente!' . Se

requiere conocer la forma en que dicha elasticidad afecta al flujo en el sistema para mejorar

las soluciones hasta ahora obtenidas.

5.1. Aportacion de este trabajo.

El bombeo regulado obtiene lecturas de la presion que tienen menor similitud a la

medida experimentalmente!*”

, mientras que el bombeo no regulado presenta mayor
semejanza con casos de presion medida en personas con problemas arteriales, sin embago,
una mezcla de ambos bombeos parece generar una presion con mayor proximidad a la

medida experimentalmente. Esto hace surgir otra pregunta: el como es que se da este bombeo

mixto.

La relacion entre el gradiente de presion axial generado por el bombeo del corazon y

la presion medida por métodos experimentales no sélo esta vinculada por el comportamiento

de la pared arterial, sino que también se asocia con la elasticidad del fluido.
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6. Conclusiones:

La importancia del gradiente de presion axial es fundamental para el andlisis del
sistema; incluso si se aplican simplificaciones, se requiere mantener dicho gradiente lo mas
cercano posible a las mediciones experimentales para obtener respuestas acordes con los

datos experimentales.

El sistema desarrollado y evaluado en esta investigacion tiene ventajas sobre la
simplificacion de un fluido newtoniano usada ampliamente en la literatura. Soélo si se

requiriese una descripcion aproximada se justificaria el uso de un solo fluido.

La ecuacion presentada en (3.15), junto con (A.7), representa la relacion entre la
elasticidad de la sangre considerada como un fluido de segundo grado envuelto en un fluido
newtoniano y la presion medida radialmente, que es la que se mide experimentalmente de

manera usual.

6.1. Propuestas de lineas de investigacion futuras.

Las lineas de investigacion que pueden derivar de este trabajo son variadas y

altamente relacionadas con trabajos desarrollados por otros autores; pues dependiendo del

enfoque que se desee continuar serd la posible rama a desarrollar.

Con los resultados de este trabajo se puede replantear el estudio de la transferencia de

masa entre la sangre; la liberacion de O,, asi como la absorcion de CO,, el transporte de los
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. 11 . . . ., ;. ..,
tres tipos de NO!"!, que pudiese incluir como una reaccion quimica la descomposicion de

algunos cuerpos extrafios en este tltimo compuesto.

Con los resultados anteriores, se podria obtener el cambio de densidad debido a la
reaccion tedrica y por medio del analisis del efecto de N , hecho en este trabajo, seria posible

determinar el flujo del capilar a la vénula.

Por otro lado si lo que se desea es acercar mas el modelado del sistema de flujo
estudiado al sistema real, se debe proponer un gradiente de rapidez de deformacion variable,
que permita que el material de la zona de flujo interior pueda representar la transicion entre el
comportamiento constante de la viscosidad parecido al fluido newtoniano y el

comportamiento viscoelastico de un fluido no newtoniano.

Con base en el problema propuesto anteriormente, Se podria hacer un estudio con un
método perturbativo basado en el nimero de Strouhal, lo que permitiria comparar

comportamientos debido a la diferencia de los tiempos caracteristicos involucrados.

Otro punto a desarrollar es completar el sistema de flujo afiadiendo al presentado en
este trabajo la elasticidad de la arteria, o bien el estudio del sistema valvular existente en las

venas.

En el caso de buscar el enlace entre el comportamiento de la sangre en el flujo cercano
al corazon y el flujo descrito en esta obra, se puede desarrollar alguna teoria que presente la
separacion entre el llamado comportamiento del tipo newtoniano cerca del corazén y el de

separacion de Fahraeus-Linquist.
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Como ultimo caso previsible hasta ahora, se podria llevar a cabo un estudio de campo
para obtener datos reportados en la bibliografia para comparar si los adultos mexicanos se
encuentran dentro de los valores utilizados en este trabajo, pues la informacion disponible fue

desarrollada en otros paises.

90



7. Apeéndice I: Desarrollo del método numeérico.

El método numérico elaborado para obtener la solucion de las dos zonas de flujo tiene
las mismas condiciones de frontera presentadas desde (3.21) hasta (3.25) requieren ser

discretizadas como sigue a continuacion:

Condicion inicial;

K=l

_a6,
o

K=l
% =0 g7 =6["=0 (A

g

En ' =0,

Condiciones de frontera:

I. Condicion de simetria en el centro de la seccion de flujo:

Para 7*' para &, =0 26 =0 (A.2)
i=1 6
5 i=1

Las anteriores condiciones inicial y de frontera dan pauta a iniciar el método numérico

en el nodo (1,1) , debido a que es donde la region estd definida como condiciones de frontera

del primer tipo, tanto para la distribucion de velocidades como para su diferencial con
respecto a la posicion. Por otro lado, la zona interfacial presenta como condiciones
discretizaciones:

II. Condicidn de balance de esfuerzo cortante en la zona interfacial de los fluidos:
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K

Para 7' enlaposicion & =k %6 N9
o¢ o5

&=k si=k

K

(A.3)

III. Condiciones de balance de cantidad de movimiento en la zona interfacial de

los fluidos:

K

&=k -

Para 7' para & =k 6] 6,| (A4)

&=k

Esta relacion entre las zonas de flujo es de mucha importancia para el método

numérico, pues antes de & =K toda la informacion generada se concentra en la ecuacion de

la primera zona, mientras que la ecuacion (A.4) representa el cambio de una fase con otra y
permite la obtencion de la distribucion de esfuerzos sustituyendo los valores resultantes de

acuerdo a la ecuacion constitutiva que rige la zona evaluada.

Por otro lado, para la evaluacion de la distribucion de velocidades, se requiere

comenzar desde &

i=nx+1

=1 hasta &_ =0, lo que indica que se requiere obtener la solucion
numérica justo en la direccion contraria a la resuelta por el procedimiento para obtener la
distribucion de la diferencia de velocidades con respecto a &, pues la siguiente condicion de

frontera indica cual es el Uinico valor conocido para la velocidad.

IV. Condicién de no deslizamiento en la pared de la seccion de flujo:

Para 7*”' en la posicion &_ =1 o =0 (A.5)
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Para la solucion numérica del problema fisico en estudio se debe realizar el siguiente

cambio de variable*”":

%6, _9 I%df y consecuentemente % _29 %dé (A.6)
or or\* o0& or or\’ o0&

Para simplificar la escritura de las ecuaciones se escribird la letra w como equivalente

de Z—e para el método numérico, lo cual tiene validez para las dos regiones de flujo. La

integral propuesta en la ecuacidon (A.6) requiere ser integrada también numéricamente; pues
de esa forma no se puede introducir en lenguajes de programaciéon como FORTRAN, por lo
que se requiere sustituir dicha integral por alguna regla de integracion. Para esta obra se ha
usado la regla del trapecio, que si bien para ser considerada como una buena aproximacion,
requiere el uso de tamafios de paso muy pequefios, desde el uso de diferencias finitas hacia
adelante ya se requeria éste tipo de espaciado. Las ecuaciones discretizadas que representan a

las zonas de flujo presentadas desde (3.15) hasta (3.18) son:

20, +a, ) .
(Pz - P1) = ( fi )[ng (Wm) _gi (Wi) } (A7)
o ot o () e o) 2 (a8)

Para el fluido newtoniano las ecuaciones (3.12) y (3.13) resultan:
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P,-R=0 (A.9)

K

WOZ%(WM_WK +V\4K+‘—wK)+a—P=EV\4’“+N{V2;—__V\:{(J (A.10)

i+1 i+1

Las ecuaciones a ser introducidas en el programa son entonces:

K

K+l x K
-2 {2 2w

Wol(fm - i) 9€i+1 —Si aé,
Wy =—2(T -7 (E\N{“ﬁLN[—W":‘_W‘K}a—P}Wﬁl—V\/i“‘+Wf (A.12)
W02 (§i+1 B é) 5 §i+l _§i 8§

Como se puede observar el método numérico utilizado es el de las diferencias finitas
hacia adelante, pues tiene como ventaja no requerir de alguna inversion de matrices, como
por ejemplo el método de Crank-Nicholson. La desventaja que presenta dicho método es el
costo computacional que tiene al requerir tamafios de paso entre los nodos mucho menor que
el método de diferencias centrales. Lo anterior puede provocar que la solucion obtenida por el
método explicito genere una solucion inestable. Si el lector tiene mayor interés sobre este

punto en especial puede consultar literatura respectiva.

El célculo de la distribucidon de velocidades se puede obtener de la solucion numérica

de (A.8) y (A.10). El cambio de las propiedades entre una fase y otra estan presentadas en las
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condiciones de frontera y en las soluciones de w acorde a la zona correspondiente, por lo que

la siguiente ecuacion es valida para ambas regiones:

K+1

W W WS )+ 6 (A.13)

girm _ (TH _TK)(éi _é:il)(wzm
4

Sin embargo, por conveniencia, se ha cambiado el método explicito por el método
implicito debido a que el valor conocido de la velocidad ocurre en la pared; que es el ultimo
punto a evaluar de acuerdo al método explicito, mientras que el primer punto es desconocido.
Por lo anterior se prefiere cambiar la direccién de integracion y asi facilitar el desarrollo

numérico.

Cabe comentar que aunque el método numérico presentado no tiene optimizacion
alguna, pero tiene mucha semejanza con la solucion analitica presentada en la seccion
correspondiente al estado estacionario. Esto no es s6lo debido a que sea desarrollado durante
el mismo trabajo, sino a que la informacion fisica contenida en el sistema es la que lleva a
obtener este tipo de solucion, sin embargo, posiblemente para mejorar los criterios de
convergencia, sea adecuado resolver la ecuacidon por otro método, por ejemplo, elemento
finito o elemento libre de mallado, aunque se debe aclarar que para fines del estudio del

sistema este método es suficiente.

95



8. Apéndice Il:

8.1. Lista de Tablas:

Tabla 1.- Reproduccion parcial de los valores presentados por Fournier?!

para la sangre y €l Pasma.........oouuiiiiniii e 9
Tabla 2.- Flujo volumétrico y esfuerzo cortante generados por distintas

magnitudes del gradiente de presion constante..............ooevvveiiiiiiiiiiiiiiennn.. 95

8.2. Lista de Figuras:

Figura 1.1.- Datos de la presion en diferentes arterias y el ventriculo, volumen
del ventriculo, electrocardiograma y fonocardiograma de una persona

SANAL 2 e, 10

Figura 1.2.- Gréfica adimensional de los tipos de bombeo de Windkessel usados

€N ESTE TrADAJO. .ottt e 11

Figura 1.3.- Gréfica cualitativa del comportamiento de la presion en diferentes

zonas del cuerpo humanol™ . ... ... ... 12

Figura 1.4.- Pulsos de presion y velocidad en las ramas arteriales de un perro!.................14

96



Figura 1.5.- Distintas formas de medir la presion sanguinea...............coevviiiiiieiiiennnnnnn. 15

Figura 1.6.- Hematocrito para: persona normal, anémica y policitémicat....................... 17

Figura 1.7.- Curva de viscosidad relativa para el plasma y la sangre referida

a la viscosidad del agua, donde se observa la dependencia de

la viscosidad con respecto al hematocrito..........c.ovvvviiiiiiiiiiiiiei e, 19
Figura 1.8.- Modelo del tegido tisular de Krogh...................oooiiiiiiiieeen .20
Figura 1.9.- El sistema de de flujo..... ..o, 21

Figura 4.1.- Distribucion de velocidades en estado estacionario generadas

por distintos valores del gradiente de presion paraN =1.25........................... 47

Figura 4.2.- Distribucion de esfuerzos cortantes para diferentes gradientes

depresion paraN =1.25 .. o e 48

Figura 4.3.- Distribucion de velocidades para distintos valores del

coeficiente de propiedades para k =0.4 y (o =03 51

g

Figura 4.4.- Distribucion de esfuerzos cortantes para distintos

valores del coeficiente de propiedades para k =0.4 y % =03 52
Figura 4.5.- Distribucion de velocidades para distintos
: ., oP
valores de k para un gradiente de presion constante Y 0.3 i 54

97



Figura 4.6.- Distribucion de esfuerzos para distintos valores de k

y un gradiente constante de 2—'3 = 0.3 55

Figura 4.7.- Distintos gradientes de presion empleados en este trabajo,

representados por sus coeficientes reSPeCtiVOS. ... .uuieeiirierieiiiiieeeianenans 67

Figura 4.8.- Distribucion de velocidades a través del tiempo

con distintos nimeros de Womersley Wo, =1 y Wo, =5

para N =1.7 para el gradiente de presion B=1A=01'=0........................... 71

Figura 4.9.- Error relativo calculado de acuerdo con la ecuacion

(4.62) através del tIeMPO.....ouuiei ettt 75

Figura 4.10.- Distribucion de velocidades a través del tiempo

con distintos nimeros de Womersley Wo, =1 y Wo, =5 para

N =1.7 y n=0.25 para el gradiente de presion B=1A=I'=0................ 76

Figura 4.11.- Distribucion de velocidades a través del tiempo

con distintos nimeros de Womersley Wo, =1 y Wo, =5 para

N =1.7 y n=0.25 para el gradiente de presion B=1I'=05 y A=0 77
Figura 4.12.- Distribucion de velocidades a través del tiempo

con nimeros de Womersley Wo, = Wo, =5 para

N =1.7 y n=0.25 parael gradiente de presion B=1A=I'=0 78

98



Figura 4.13.- Distribucion de velocidades a través del tiempo
con nimeros de Womersley Wo, = Wo, =1 para

N =1.7 y n=0.25 para el gradiente depresion B=1A=I'=0_ 79

Figura 4.14.- Distribucion de velocidades a través del tiempo
con nimeros de Womersley Wo, =0.1 Wo, =5 para

N =0.8 y n=0.25 para el gradiente depresion B=1A=I'=0___ 80

Figura 4.15.- Distribucion de velocidades a través del tiempo
con nimeros de Womersley Wo, =0.1 Wo, =5

para N =1.9 y n=0.25 para el gradiente depresion

B=1A=I'=0__ . .81
Figura 4.15.-Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido para distintos valores de n ....... 83
Figura 4.17.- Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido para distintos valores de Kk ...... 84
Figura 4.18.- Presion evaluada en la interfaz fluido-fluido
. oP .,
para distintos — dados por la ecuacion (4.50)..........coeiiiiiiiiiiiiiiinin 85
[12] 85

Figura 4.19.- Presion durante la sistole y didstole medida experimentalmente

99



9. Nomenclatura:

T Tensor de esfuerzos.

p Presion hidrostatica.

D Tensor de deformacion.
T, Tensor esfuerzo de cedencia.

s Parametro constante (fluido de Casson).

n Parametro constante que influye en la pseudoplasticidad del material (fluido de la ley de la
potencia).

r Coordenada radial en coordenadas cilindricas.
R Distancia del centro del tubo a la pared.

4 Viscocidad independiente del segundo invariante del tensor de deformacion.
4, Viscocidad del plasma.

o Parametro usado en la ecuacion de Charm y Kurland.
H Concentracion de hematocrito.

I Tensor igual a la matriz identidad
I, Segundo invariante del tensor de rapidez de deformacion.

n Viscosidad no newtoniana dependiente del segundo invariante del tensor de rapidez
deformacion.

V Operador nabla.

v Vector velocidad.

m Pardmetro constante (fluido de la ley de la potencia).
tr Traza.

1. Viscocidad caracteristica

k Posicion radial donde se hubica la interfase fluido-fluido.

A Tensor cinematico relacionado con el tensor de deformacion.

A, Tensor cinematico relacionado con el tensor de deformacion. Contiene una derivada

material.
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o, Modulo material relacionado con los esfuerzos normales.

a, Modulo material relacionado con los esfuerzos normales.

R Derivada material.
Dt

I:_ Gradiente de velocidad.
I= Gradiente de velocidad adimensional.

0 Velocidad axial adimensional.

U. Velocidad caracteristica definida como el promedio de la velocidad a través del area de
flujo.

IT Presion caracteristica referida a la maxima presion del sistema.

pc Densidad caracteristica referida a la densidad del agua (ver figura 1.6).
7. Tension superficial caracteristica tomada como el maximo de dicha propiedad.

@ Periodo caracteristico referido como el ciclo de bombeo del ventriculo.

N Consiste en la relacion entre las densidades y propiedades viscosas por medio de un
cociente. La importancia de esta relacion sera mostrada durante el desarrollo de las
soluciones del sistema.

V" Operador nabla adimensional.
Re Numero de Reynolds.

St Numero de Strouhal.

Ca Numero capilar.

Wo Numero de Womersley.

¢ Coordenada radial en coordenadas cilindricas adimensionales.

® Coordenada acimutal en coordenadas cilindricas adimensionales.

¢ Coordenada axial en coordenadas cilindricas adimensionales.
6, Velocidad axial adimensional de la region interior del sistema.
0, Velocidad axial adimensional de la region exterior del sistema.

z'é'z Esfuerzo cortante de la region interior del sistema.

Té't'g Esfuerzo cortante de la region exterior del sistema.
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P, Presion en el centro del tubo.

P| - Presion en la interfase fluido fluido.

h Contador usado en las series de Fourier.

A, Valor propio de la region interior.
A,, Valor propio de la region exterior.

A Constante asociada a la parte constante del gradiente de presion axial.

B Constante asociada a la serie de Fourier en el gradiente de presion axial.

I Constante asociada a la funcidn seno o coseno del gradiente de presion axial.
Er Error relativo.

I Contador para el radio (método numérico).

x Contador para el tiempo (método numérico).
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