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INTRODUCCION

Para el presente trabajo he escogido un tema, de cierta manera, novedoso y poco tratado en
los libros de texto y en las aplicaciones de la matematica. Los enteros cuinticos.

La decision de analizar este tema es por varias razones, la primera y mas importante es
porque la teoria de los nimeros y en particular la teoria aditiva de los nimeros es una rama
de las matematicas la cual me parece fascinante. Desde mis estudios de licenciatura, esta
rama de las matematicas me cautivd. El tema que escogi para realizar mi tesis de
licenciatura fue “Los problemas de Waring en la teoria aditiva de los nameros”. Con este
trabajo comprendi que esta disciplina matematica tiene mucho trabajo que descubrir,
mejorar y aplicar. Asi que, una vez comprendidos los temas mas basicos de la teoria de los
nimeros y analizado el pasado de esta rama, decidi dar un salto hacia la actualidad y futuro
de la teoria aditiva de los nameros.

Otra razén que me motivo para la eleccion del tema es que no hay mucha informacion
sobre esto. Si uno trata de investigar ;Qué son los enteros cuanticos? ;Donde se aplican?
(Para qué sirven?, etc. lo unico que encuentra es una serie de articulos, escritos
principalmente por Melvyn B. Nathanson. Asi que la curiosidad de comprender por qué hay
tan poca informacion sobre el tema despertd en mi una necesidad de adentrarme mas en los
estudios de este autor y de esta manera poder dar respuesta a todas las preguntas antes
citadas.

Para poder realizar el presente trabajo de tesis, se analizaron cuatro de los articulos de
Nathanson:

v Nathanson [1].
v Kontorovich y Nathanson [2].
v Nathanson [3].

v Nathanson [4].

Los objetivos, a grandes rasgos, de estos articulos son ir construyendo poco a poco el
concepto de entero cuantico, dar operaciones binarias (suma y multiplicacién) “bien
definidas” para este conjunto de polinomios y asi poder llegar al objetivo principal que es
darle estructura de anillo a los enteros cuanticos.



El presente trabajo se divide en cinco capitulos:

Capitulo 0: Se dan las definiciones y notaciones elementales que se utilizaran durante el
trabajo, asi mismo algunas propiedades basicas de los enteros cuanticos.

Capitulo I: Se analiza la estructura multiplicativa de los enteros cuanticos. Esto se hace
mediante el concepto de ecuaciones funcionales aritméticas y sucesiones de polinomios
compatibles con el producto cudntico. Este capitulo estd basado en el articulo Nathanson [1] y
contiene varios resultados concentrados en la construccidon y clasificacion de sucesiones de
polinomios que satisfacen la ecuacion funcional multiplicativa, asi mismo problemas abiertos
provenientes de la ecuacion funcional.

Capitulo II: Se estudia la estructura aditiva de los enteros cudnticos enfocandonos
principalmente en la estructura cuadratica. Para ello se analizan las reglas aditivas
cuadraticas, las reglas aditivas cudnticas y las identidades cero cuadraticas. Al igual que en
la estructura multiplicativa, se introduce el concepto de ecuaciones funcionales asociadas a
las reglas aditivas cuadraticas y se da una clasificacion completa de estas reglas.

Capitulo III: Similarmente que en el capitulo II, se analizara la estructura aditiva de los
enteros cudnticos pero desde una perspectiva lineal. Abordaremos los conceptos de reglas
aditivas lineales y la regla aditiva cudntica fundamental. En este capitulo determinaremos
todas las reglas aditivas cuanticas y calcularemos todas las soluciones de las
correspondientes ecuaciones funcionales.

Capitulo IV: Las definiciones y resultados de este capitulo nos guian para construir el
anillo de los enteros cuanticos y el campo de los numeros racionales cuanticos. Por tltimo
vincularemos el anillo de los enteros cuanticos con la teoria aditiva de los numeros, con
esto, se vera que la adicion y multiplicaciéon de enteros cudnticos son equivalentes a la
descomposicion elemental de intervalos de enteros en teoria aditiva de los nameros.



CAPITULO
0

Definiciones
elementales y
propiedades basicas
de los enteros
cuanticos.



1. Notacion y definiciones basicas.

El objetivo de este capitulo es dar las nociones preliminares sobre los enteros cuanticos asi
como las definiciones elementales y algunos resultados basicos que se utilizaran durante
toda la tesis.

Notacién: N = {1,2,3,...} y N, = NU{O}.
Ahora, definamos el concepto de entero cuantico.

Definicion 0.1: Para cada n € N, el polinomio [n]q =l4+g+q*+.+q" ' e K[q] es llamado el

entero cuantico n.

Ejemplos:

Si n =1, entonces [l]q =1

Si n=2, entonces [2]q =l+gq

Si n =3, entonces [3]q =1l+g+q°
Para n en general tenemos la definicion 0.1, es decir:
[n]q =l+g+q*+..+q"".

Observacion: Con la multiplicacion usual de polinomios tenemos que:

[m]q [n]q ;t[mn]q Vm#ln#l.

Ejemplo: Sean n=2 y m =3, de esta manera tenemos que:

], =[3], =1+ ag’ v [n],=[2], =1+

q

Entonces:

[m]q [n]q =(1+q+q2)(l+q) =q’+29° +2g +1.
Por otro lado tenemos que:

[mn]q =[6]q =l+g+q¢°+q¢ +q* +q .

Por lo tanto [m]q [n]q # [mn]q ]



Esta observacion nos dice que la multiplicacion usual de polinomios no nos funciona como
producto entre enteros cuanticos, asi que queremos definir un nuevo producto de polinomios de tal
manera que se cumpla la igualdad:

[m], -[n], =[mn],.

Esto lo haremos en el capitulo I el cual se dedica a la estructura multiplicativa de los enteros
cuanticos.



2. Propiedades de los enteros cuanticos.

A continuacion presentaremos un lema que va a ser de gran utilidad para poder presentar un
par de ejemplos de reglas aditivas cuadraticas y para poder probar varios teoremas que se
iran presentando durante todo el trabajo.

Lema 0.2: Sean n y m enteros positivos cualesquiera, entonces:

a) q[n]q =[n+1]q -1
b) ¢ [n]q =[n+s]q —[s]q VseN
O [m], ], = 211, - 211,

J=

Demostracion:

a) g[n], =q(l+q+¢" +..+q"") =q+q" +¢ +..+q"" +¢" =[n+1] -1

Por lo tanto se tiene que q[n]q =[n +1]q ~-1l O

b) La prueba de este inciso se hard por induccion sobre s:

» Base de la induccién: Si s=1, entonces lo que tenemos que probar es
q' [n]q =[n+l]q—[l]q, es decir, q[n]q =[n+1]q—l que es el inciso a) el cual ya esta

demostrado.

» _Hipdtesis de induccion: Supongamos que el resultado es valido para s—1, es decir,
supongamos que se cumple que:

g [n], =[n+(s- I)L ~[s-1],.-

» Paso inductivo: Probemos el resultado para s:

q'[n],=q-q""[n], Hﬁlq([n+(s—l)]q —[s—l]q)
=q[n+s—1]q —q[s—l]q]:[n+s]q —1—[s]q +1

=[n+s] ~[s] -

Por lo tanto |g° [n]q = [n+s]q —[S]q . O




c) [m]q [n]q =(1+q+q2 +...+q’""1)-[n]q
= [n]q +q-[n]q +q° -[n]q +otg™! -[n]q
=[n]q +[n+1]q —[l]q +[n+2]q —[Z]q +...+[n+m—1]q —[m—l]q pora)yb)

=([n], +[n+1], +[n+2], +...+[n+m—l]q)—([l]q +[2]q+...+[m—1]q)

-3 0,-50,

+m—1

Por lo tanto [m]q -[n]q :nz [z]q —il[j]q . O

i=n Jj=1




CAPITULO
I

ESTRUCTURA
MULTIPLICATIVA
DE LOS ENTEROS

CUANTICOS.



Consideremos los enteros cuanticos [n]q =l4+g+q" +..+q"" y

m—1

[m]q =l+g+q°+..+q con grado n—1 y m—1, respectivamente, su producto es un

mn—1

polinomio de grado m+mn—2. Por otro lado, el entero cuantico [mn]q =l+g+q°+..+q

tiene grado mn —1. Es decir, la multiplicacion usual de polinomios no es una buena multiplicacion
para los enteros cuéanticos ya que [m]q [n]q #* [mn]q Vm#lLn#1, como ya hemos visto en el

capitulo 0.

En este capitulo daremos una multiplicacion para los enteros cuanticos, denotada como & , que
satisface la ecuacion [m]q ® . [n]q = [mn]q y nos permitird, como veremos en el capitulo IV, darle

al conjunto de los enteros cuanticos estructura de anillo.

o0
Definicién I.1: Sea 7 = { /, (q)} , una sucesion de polinomios con coeficientes en un campo. Se
n=

define la multiplicacion @, de polinomios en 7# de la siguiente forma:

£,(2)®, f,(a)=1,(a) £, (¢")|

0
Definicién 1.2: Si una sucesién de polinomios 7 = { / (q)} satisface la ecuacion funcional

fon(@)=1,(2)®, £,(4)=1,(9) £, (q") YmneN .. (1)

entonces diremos que T 'es compatible con el producto cuantico.

o0
Observemos que si una sucesion de polinomios 7 = { f (q)} . es solucion de la ecuacion (1),
n=

entonces el producto ®  es conmutativo en # dado que f,, (q) =fom (q) por la conmutatividad

de los naturales, asi tenemos la siguiente ecuacion:

f.(a)f,(a")=1(a) f,(q") VmneN ..

Claramente, la sucesion constante 7# = { £, (q)}:):l definida por f, (q) =1VneN satisface la

ecuacion funcional (1). Veamos dos ejemplos de sucesiones no triviales que también la satisfacen.

1) Lasucesion # = {fn (q)}j:1 definida por f,(q)=¢"" VneN.

Sustituyendo en la ecuacion funcional (1) tenemos:

fmn (q) — qmn—l — qm—Hmn—m — qn1—1+m(n—1) — qulqm(n—l) — fm (q)f;l (qm)

Por lo tanto,

fun(@)=1.(2) 1, (q’”).

12



2) La sucesién 7 ={ f (q)}wi definida por f, (q) :[n]q VneN (la sucesion de enteros

cuanticos.)
Sean m,n € N, entonces:

[m], ®,[n],=1.(2)®, £,(4)
=/, (a)-£,(q")

=(1+6]+q2 +...+qm_1).(1+qm +(q"’)2+...+(q’”)"l)

2m

=(1+q+q2 +...+q’”’1)-(l+qm +q +...+q’”(”“))
=l+q+..+q¢"" +q"+q"" +..+¢q

~[mn]..

2m-1 mn—1

+q"+..+q

Por lo tanto, la sucesion de enteros cuanticos es compatible con el producto cuantico, es decir, la
ecuacion funcional (1) nos da una “buena” multiplicacion para el conjunto de los enteros cuanticos.

13



1. Sucesiones de polinomios que son compatibles con el producto cuantico.

0

Estamos interesados en determinar todas las sucesiones de polinomios # ={ fn(q)} que

n=1

satisfagan la ecuacion funcional f (q) =1, (q)@q £, (q) =1, (q)fn (q’") Vm,neN. Este

problema no se ha resuelto, sin embargo, el resultado principal de esta seccion, el teorema 1.13, nos
caracteriza las sucesiones de polinomios que satisfacen la ecuacion funcional (1) en términos de
ciertos semigrupos.

Definicion 1.3: Un semigrupo multiplicativo de nimeros naturales (por brevedad, un semigrupo),
esunconjunto SC N talque 1€ S ysi meSyneS—=>m-neS.

Por ejemplo, para cualquier entero positivo 7,, el conjunto {1} U {n 2 no} €S un semigrupo.

Otro ejemplo de semigrupo multiplicativo es el siguiente: Sea P un conjunto de niimeros primos y
denotemos por S (P) el conjunto formado por el 1, unidén con todos los enteros positivos tales que

todos sus factores primos pertenecen a P. Evidentemente, S (P) es un semigrupo multiplicativo de

N.

Definicion 1.4: Un semigrupo de la forma S (P) , donde P es un conjunto de primos es llamado un

semigrupo primo.

Observaciones:

1) Si P=J, entonces S(P)z{l}.
2) Si P={p},entonces S(P)z{pk/keNo}.

Definicién L.5: Sea ¥ = { £, (q)}: una sucesion de funciones. El soporte de ¥ es el conjunto
definido como: Supp(?f) = {fz eN/ 7~ (7) # O} .
La sucesion cero o trivial es aquella tal que su soporte es el conjunto vacio. Si supp(?F) =, se

dice que la sucesion es no-cero.

Como nos muestra el siguiente lema, las sucesiones no-cero que satisfacen la ecuacion funcional (1)
estan totalmente determinadas por su valoren n=1 .

Lema L.6: Si la sucesion T = { £, (q)}rr1 satisface la ecuacion funcional (1), entonces ¥ es no-cero

siysélosi f,(q)=1.

14



Demostracion:

=] Supongamos que F cumple con la ecuacion (1) y es no-cero, entonces
fi(a)=1(2)®, fi(a)=1(q)f(q).porlotanto f;(q)=16f(q)=0.
Si £,(¢)=0, entonces £, (q)=f,(q) ®, f, (9)=1£(q)f,(q)=0VneN, es decir, Fes la

sucesion trivial, lo cual es una contradiccion, por lo que f, (q) =1.
<] Trivialmente si (q) =1, la sucesion es no-cero. O

Definicion 1.7: Para cada entero positivo n, sea Q(n) el numero de factores primos (no

necesariamente distintos) de 7.
Ejemplo: Si n = pji -...- pj, entonces Q(n)=r +..+7,.

El siguiente teorema nos demuestra que el soporte de las sucesiones de funciones que son
compatibles con el producto cuintico es siempre un semigrupo primo S(P), que ademas

determina por completo los valores de la sucesion.

Teorema 1.8: Sea ¥ = { /. (q )}:11 una sucesion no-cero de polinomios compatible con el producto

cuantico, entonces el soporte de ¥ es un semigrupo primo. Ademas, si supp(F )=S (P),

entonces la sucesion T estd completamente determinada por el conjunto de polinomios

SF;’ - {fP (q)}pep'

Demostracion:

Como la sucesion ¥ es no trivial, por el lema 1.6, f, (q) =1, porlo que 1€ Supp(f ) . Ahora, si
n,me Supp(f), entonces f, (q) 0y f, (q) # 0, por lo que de la ecuacion funcional (1),
tenemos que £, (q) #0y n-m=m-ne Supp(f).

Con lo anterior, hemos demostrado que el supp (E’f ) €s un semigrupo.

A continuacién probaremos que si P es el conjunto de niimeros primos en el Supp(?" ), entonces

supp(#)=S(P).

D] Seane S(P). Supongamos que #n se factoriza como n=p, -...-p, con p, e PVi=1,..k.
Como cada p, € Supp(?*“ ), es decir, fpi (q) #0 Vi=1,..k, entonces tomando los productos

de los primos dos a dos, se tiene que f, (q) zfpl,pz,___,pk (q) #0. Por lo tanto nesupp(#) y
.8 (P) < supp(#).

15



<] Supongamos que n e supp(}‘ ), ie., f, (q) #0 y sea p un primo que divide a n, entonces

existe un entero positivo m tal que #» = p-m. Ahora bien, por la ecuacion funcional (1) tenemos
que f, (q) =fom (q) =7, (q)fm (q”) #0. En particular f, (q) #0. Por lo tanto, hemos
demostrado que para todo p primo que divide an, p€ Supp(zf ) y p € P por definicion, por lo
tanto, n€ S(P) y .. supp(#)c S(P).

Para terminar la prueba del teorema veremos que la sucesion Festad completamente determinada por

la subsucesion T, = { f » (q)}pep . La prueba se hara por induccion en Q(n) para ne supp(}“ ) .

» Base de la induccién: Si Q(n): 1, entonces n=1 6 n es un niimero primo, en cualquier caso

nePy.‘.fp(q)eTP.

» Hipdtesis de induccidén: Supongamos que el teorema se cumple para todo Vm € Supp(zf ) , tal
que Q(m) <k.

» Paso inductivo: Sea n e supp(}‘) y supongamos que Q(n) =k+1, entonces n= p-m con

peP, mesupp(#). Como la sucesion es compatible con el producto cuantico,
fn(q):fp (q)fm (q‘”). Por la hipétesis de induccion, como Q(m)zk, fm(q’”) esta

totalmente determinada por la sucesion T, = { fp (q)} , yen consecuencia también lo esta
PE
f,(q)- o

El teorema anterior nos da una forma de asociarle a una sucesion de polinomios que satisface la
ecuacion funcional (1), un semigrupo primitivo. Inversamente, el teorema siguiente nos da una
manera de asociarle a un conjunto arbitrario de nimeros primos, una sucesion de polinomios que es
compatible con el producto cuantico.

Teorema 1.9: Sea P un conjunto de numeros primos y S (P) el semigrupo generado por P.

Definamos la sucesion = { £, (q )}:ozl mediante:

[n] si neS(P)
ACIE
0 si negS(P)
entonces la sucesion ¥ satisface la ecuacion funcional (1) y supp(f ) =S (P)

Demostracion:

Como el entero cuantico n es diferente de cero para toda n, por definicion supp(}f ) =S5 (P)
Por el ejemplo 2 de la seccidon anterior, tenemos que la sucesion de enteros cuanticos satisface la
ecuacion funcional (1), por lo tanto si n y m estan en S (P ) no hay nada que demostrar. Si n 6 m

16



no estan en S(P) , entonces f, (q) =006 71, (q) =0 y su producto n-m no estd en S(P) , por

lo tanto, 1 (q) =0y Fes compatible con el producto cuantico. O

Hemos visto entonces que todo semigrupo primo S(P) es el soporte de una sucesion de

polinomios que satisfacen la ecuacion funcional (1).

Los siguientes tres lemas nos serviran para demostrar el resultado principal de este capitulo que es
el teoremal.13, el cual nos da un método para construir soluciones de la ecuacion funcional (1) con

soporte S (P) para cualquier conjunto P de nimeros primos.

Lema [.10: Sea p un numero primo y hp (q) un polinomio no-cero. Entonces existe una unica

sucesion 7 = {fpk (q)};) tal que /,(q)="h,(q) y f (9)=1,(q)f, (qp') para toda terna

P P
de enteros no negativos (i, /, k) talque k =i+ j.

Demostracion:

Definamos la sucesiéon # = { f e (q )}
k>2:

k=0

» Base de la induccion: Si k=0,162, usando que f, (q) =1 se tiene la igualdad deseada.

Similarmente,  si = entonces j=k, por lo que se tiene que

f(@)=1,(a)1, (" ) ) (a”) =1, (0).

» Hipdtesis de induccidon: Supongamos que la igualdad se cumple para k£ >1.

» Paso inductivo: Sea k+1=i+ j con i > 1. Entonces:

foa(a)=1,(a)f(a")

P

=/, (q)fw 1>+/( )
=/, ((])f,-_l (qp)}f, ((qp)pi_l) [por hipotesis de induccion ]

P p

=1,(a) 1, (a")-

p p

17



0

Por lo tanto, la sucesion { fpk (q)} asi definida satisface el lema.
k=0

Unicidad:

Supongamos que la sucesion & = { g, (q)} también satisface la  ecuacion
k=0
8 (q) =8, (q)gpj (qpi ) para toda terna de enteros no negativos (i, ,k) talque k =i+ j .

Entonces, si i=j=k=0, tenemos que g, (q) =g (q)g1 (q) , por lo que g, (q):fl(q)zl y
como g, (q) zhp (q) =fp (q) se tiene que fpk (q) =g, (q) Vk>1, por lo tanto la sucesion

= {f . (q)}:):() es Gnica. O

P

Lema I.11: Sea P ={ D> pz}, donde p, yp, son primos distintos y sea S (P) el semigrupo

generado por P. Sean hpl (q) y hp2 (q) polinomios no-cero que satisfacen la siguiente igualdad:

h, (a)h,, (4" )=, (a) h, (")

entonces existe una tnica sucesion {f, (q)}neS(P) tal que £, (q)=h, (q), £, (¢)="h, (q) y
fon ()= 1, (2) £, (¢") ¥ m.n € S(P).

Demostracion:

Por la definicion de S(P), cada entero ne S(P) se puede escribir de manera tinica como
n = p|pj para enteros no negativos i, ;.

Por el Lema .10, existen y son Gnicas, las siguientes sucesiones de polinomios 7, = { f. (q)} y
i=0

0

7 = {fpz’ (q)} que cumplen con que fpl (q) = hpl (q) y fpz (q) = hpz (q)

j=0

Para n = p|pJ con iy j enteros positivos definimos el polinomio £, (q) = fp, (q)fp, (qpf ) y la
sucesion {fn (q)}neS(P). Para demostrar que £, (q)= 1, (q)/, (q’”) Vm,neS(P) como
primer paso, demostraremos por induccion sobre k=i+]j que

f

p

(q)f ; (qpli ) = fp{ (q)fp{ (qu") ... (3) para todo i, j enteros positivos.

Py

Si i=006;=0 la igualdad se cumple trivialmente. Por lo tanto podemos suponer que i>1,
i>21yk>2.

18



> Base de lainduccion: Si k=2 coni=1=:

f @), (a") =, (@), (a7) = (@) b, (47) = 1,y (0) 1, (")

> Hipotesis de induccion: Sea k > 2 y supongamos que el lema se cumple para todos los enteros
positivos i, j talesque i+ j < k.

» Paso inductivo: Sea k+1=i+ j+1.Porel Lema 1.10 y la hipétesis de induccion tenemos:

el ) [por la hipotesis de induccion]

—_
<
N
=
—_——
<
S
N —
:;s
—_—

J+l

(9) 1, (qu )fpf (q” )

Anélogamente, fpf“ (q)fzf (q”‘Hl ) =1, (q)f . (q”f )

Z P> P

Ahora sean m,n € § (P) , 1, j,k,l enteros positivos tales que m = p} pJ y n= p{ p. . Entonces:

1 @ la )1 a1y ()
:fplk (q)fpg (qp1 )fp{ (qpl‘pé )fp{ qpl”pé)

Para ver la unicidad de %, si se satisface la ecuacion £, (q)= £, (q) f, (q’") Vm,neS(P)

tomando s=p|p] yn=p] tenemos que f, =f,-pj (q)Zf,- (q)fj (q"{) . Por lo que la

p P P

sucesion de polinomios { £, (q)}nes ) unica. O
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Lema 1.12: Sea P = { Di>sDoseos pr} un conjunto de 7 niimeros primos y sea S (P) el semigrupo

generado  por  P. Sean hpI (q) yeees hp, (q) polinomios  no-cero  tales  que

Di Pj

h (q) ( ) h (q) ( ) ... (4) para i, j =1,...,7 . Entonces existe una tnica sucesion
de polinomios { - q)} S(7) tal que f ( ) hi(q) Vi=1,.,r y para toda m,neS(P),

(
fon(q )£ (g”) -

Demostracion: (Por induccion sobre r)

» Base de la induccién: Si » =1 6 =2 se tiene el resultado por los lemas 1.10 y I.11.

> Hipdtesis de induccion: Sea r>1 y supongamos que el Lema I.12 se cumple para todo
conjunto de 7 —1 primos.

» Paso inductivo: Sea P'=P\{ pr} = { Dioees p,,_l}, por la hipotesis de induccion existe una
Unica  sucesion {fn (q)}nES(P,) tal  que fp,- (q) = hpl- (q) Vi=1,..,r—1 y
forow (@)= 1 (@) [, (¢ )V m'n'e S(P).
Para cada ne S (P)\S (P'), n se puede escribir de manera Gnica como n=n"p! ; donde
nesS (P) y a, es un entero positivo.
Definimos fpa,‘ (q) porel Lemal.10y fn,p (q)z ( ) (q ) . (6).
Primero probaremos la igualdad f,. ( ) f . ( )= f (q) £ ( a ) ... (7) para todo
n'eS(P') ya eN.

Si n'= p{ para algin primo p, € P, entonces es claro que la igualdad (7) se cumple gracias

al Lema I.11, puesto que:

f . (q)f " (q”f{v ) =f. (q)f (qur ) que es exactamente la igualdad (3).

Py Pr Pr Py

Sea n'=n""p,donde n"’eS (P \ { D, D, }) Entonces por hipotesis de induccion tenemos que
fo(@) 1, (a7)= 1 () S (a7 ).

by Py

Entonces:

o (a")= 1 (a ){fpgs (4) 1, (¢ )} [n'=n"p?]
(4} £, (47" ) por )]
- f,,gr (9)} £, (qpfar ) f . (q””” )} [nuevamente por (4)]
(
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Por lo tanto, la ecuacion (7) se satisface.

Ahora probaremos la ecuacion (5). Para esto, sean m,ne€S (P), entonces n=np y

m=m'p”, donde m’,n'e S (P) ya,.,b. € N. Si aplicamos la ecuacion (7) y la hipdtesis de

induccion resulta que:

f;(q)ﬂ(q”)=1;(q){fw(qm f(a

Py )
:{]Fm'(q)fn' qu)}{fpg(
= £,(a)]

(

S (q" ) f (qml",)} fpf,, (q"’y”"’ " ) [por (2) y la hipétesis de induccion]
(
q

m’ plr )} fp;‘r (qm'n'Pff )
9"")

)1 (a7 )} tpor 5]

P

= fol@) o (@) Fu (7 ) 1 (a7

Pr

= (@), (4")-

Por lo tanto, la ecuacion (5) se cumple.

Unicidad:

Si sustituimos en la ecuacion (5) m=n"y n= p” tenemos que:

f. (q)f (q"') =f. (q)fn,(qpf' ) =f . (q) que resulta ser exactamente la ecuacion (6).

p ; n'p;

Por lo tanto la sucesion {fn (q)}neS(P) esUnica. O

Procederemos a continuacion a ver el teorema principal de este capitulo.

Teorema 1.13: Sea P un conjunto de niimeros primos. Para cada p € P, sea h A (q) un polinomio
no-cero tal que 7, (q)hp2 (q”1 ) =h, (q)hpl (c]"2 ) ¥V p,,p, € P. Entonces existe una unica

sucesion  # ={ f, (q)}:zl con Supp(}"c )=S (P) tal que ¥ satisface la ecuacion funcional

fo(@)=1,(2)®, f,(q)= 1, (q) f, (q'") para todo m, n en los naturales. Ademas para todo p
en P se tiene que f, (q) =h, (q)

Demostracion:

i) Si P es un conjunto finito de nimeros primos, entonces por el Lema 1.12, existe la sucesion
7= { £, (q)}nes R definiendo f, (q) =0 para ngS (P) se tiene determinada de manera

0
Ginica la sucesion ¥ = { f (q)} , que realiza el teorema.
n=

21



o0
i=

ii) Si P es infinito, escribimos P:{ pi} .- Para cada entero positivo r, sea F, :{ pi};=1 y

neS(Pr) ’

aplicando el Lema 1.12 tenemos un conjunto de sucesiones de la forma { f (q)}
cS (P), entonces

Como Bc..cPcP, c..cPyS(B)c..cS(P)cS(P.,)c..
{f” (q)}neS(Pl) E-s {f" (q)}nes(e) e

Lo que nos permite definir la sucesion:

(@} =UL ()],

r=1

Haciendo f, (q) =0 para toda ngS§ (P), tenemos determinada de manera unica la sucesion

= { /, (q)}j; que por construccion satisface la ecuacion funcional

fn(@)=1,(4)®, f,(a)= 1, (a) £, (¢") v f,(a)=h,(¢) VPeP. o
Ejemplo: Sea P = {2, 5, 7} , y los polinomios:

h(q)=1-q+q
hi(q)=1-q9+¢’—q' +q’—q" +4¢°
h7(q)=l_q+q3_q4+q6_q8+q9_q11+q12-

Un célculo simple pero largo nos demuestra que £, (q)h N (q" ! ) =h, (q) h, (q" 2 ) para cada par

p

de primos p,, p, € P .

Veamos por ejemplo el caso p, =2y p, =5.

Por un lado,
h(q)h(q”)=01-g+q)1-g*+4°—¢"+4" —¢" +¢'*)
=q¢"-q9"+4"-q¢"+4" 4" +¢" 4" +4" 4" +¢*—q +1.
Por otro lado,
() (0" )=0-g+¢*~q* +q —q" +q")1-¢" +¢")
=¢" 4" +4"~¢"+4" 4"+ ~¢' +¢" ~¢* +¢*—gq +1.

Observemos ademas que los polinomios dados son cocientes de enteros cuanticos. Explicitamente,

2], _1+q
[Z]q I+g¢g

=q'—q+l=1-qg+q".
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[5](13 :1+q3+q6+q9+q12

ho(q)= =¢ —q-q*'+q¢" —q +q¢° +1.
10) Bl Teqrargeg ¢ 41O
[7]3 4+ +a° +a2+a" + "
h7(q)= ¢ _1T9q qz 613 614 ‘IS 46 g+ =g+’ —q" g 1.
[7], 1+a+a’+q'+q"+q +q

Haciendo 1, (q) = (2], PN LR IR
aciendo  f, Q)—hz(Q)—[z] : fs(q)—hs(q)—[s] y ﬂ(q)—/%(q)—m , por el

teorema 1.13 sabemos que existe una tnica sucesion de polinomios T = { /, (q)}j; que satisface la
ecuacién funcional f,, (q)=f,, (q)@q £ (q) =1 (q)fn (q’") para todo m, n en los naturales.
[n],
(],

VneS(P)y g(f,)=2(n-1)VneS(P).

Observemos que en el ejemplo, f, (q) =
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2. ECUACIONES FUNCIONALES ARITMETICAS

El resultado principal de esta seccion es el teorema 1.18, el cual nos da una sucesion de polinomios

que satisfacen la ecuacién funcional f,,(q)= £, (4)®, f,(q)= 1, (2)/, (q”’) VmneN . A

similitud de la seccion anterior, el concepto de semigrupo primo sera reemplazado por el de funciéon
aritmética.

Definiciéon 1.14: Una funcién aritmética es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de los
ntmeros naturales N . El soporte de la funcion aritmética & es supp(5 ) = {n eN/o (n) # 0} .

Lema 1.15: Sea S un semigrupo de niimeros naturales y & (n) una funcioén aritmética con valores en

los numeros complejos que satisface la ecuacion funcional:

5(mn) = 5(m)+m5(n) Vm,nes.
Entonces existe un niimero complejo ¢ tal que O (n) = t(n - 1) Vnes.
Demostracion:

Sea O (n) una solucion de la ecuacion funcional dada. Si m=n=1 tenemos que
5(1-1)25(1)+1-5(1). Por lo tanto, 5(1)—5(1)25(1) y 5(1) =0.

Para cualesquiera m,ne S\ {1} , 5(m) + m5(n) = 5(mn) = 5(nm) = 5(71) + n5(m) por la
conmutatividad de los naturales.

La igualdad 5(m)+m5(n)=5(n)+n5(m) implica que m5(n)—5(n)=n5(m)—5(m), de

- _ o(n) _o(m) _
donde se tiene que §(n)(m—1)—5(m)(n 1) y Ui Si hacemos t—m

llegamos a que 5(11) = t(n—l) Vnes.
Claramente 7 es un numero complejo ya que 0 es una funcion que toma valores complejos. O
Observacion: Si 5(71) =0 paraalguna n € S\{l} , entonces 5(7’1) =0VneS.

Lema 1.16: Sea ¥ = { £, (q)} , una sucesion de polinomios no-cero que satisfacen la ecuacion
.

funcional f (q) =1, (q) £ (q’") Entonces existe un niimero racional no negativo ¢ tal que para

mn

toda n en el soporte de T se tiene que gr(fn ) = t(n —1) .
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Demostracion:

Sea S= supp(?'“). La ecuacion funcional f, (‘]) =f (q)fn (c]m), implica que
gr(f,,)=gr(f,)+mgr(f,) VmmneS. Por lo tanto gr(f,) es una funcién aritmética que

toma valores en los naturales y satisface las hipotesis del lema 1.15, por lo que existe un complejo,

M tal que gr(f,)=t(n—1)VneS. o

que resulta ser un racional ¢ = 1
m —

Observemos que el nimero ¢ es un nimero racional pero no necesariamente es un nimero entero.

Definicion 1.17: Una funciéon aritmética ﬁ.(n) es completamente multiplicativa si

l(mn) = /’L(m)/i(n) Vm,neN. Una funcion es completamente multiplicativa en un

semigrupo S si l(n) es una funcion definida en S'y i(mn) = l(m)i(n) Vmmnes.

Teorema 1.18: Sea ¥ = { £, (q)}oo_1 una sucesion de polinomios no-cero tales que satisfacen la
ecuacién funcional f (q) =1, (q) /. (q’") Entonces existe una funcion aritmética

completamente multiplicativa /1(11), un nimero racional no negativo ¢ y una sucesion no-cero de

polinomios G = {gn (q)}:;l tal que £, (q)= ﬂ(n)q’(”_l)gn (¢) YneN. Ademés:

i) Lasucesion & satisface la ecuacion funcional g, (q) =g, (q) g, (q'”) .

ii) supp(ZF’)=supp(Z&)=supp(4).
iii) g,(0)=1Vnesupp(Z).

El niimero ¢, la funcidn aritmética A (n) y la sucesion & son Unicos.

Demostracion:

Primero vamos a construir A (n) yG= {gn (q)}oo

n=1"

Para cada n e supp(}“ ) ( A (q) * 0) existe un Unico entero no negativo O (n) y un polinomio
g’ (q) talque g',(0)=0y f,(q)= qé(")g'n(q).

Definimos ﬂ(n) = g'n(O) , es decir, el término constante de g'n(q). Si dividimos g'n(q) entre

ﬂ.(n), podemos escribir g'n(q)zﬂ,(n)gn (q), donde g,l(q) es un polinomio con término

constante g, (O) =1 y asi acabamos de probar el punto iii).
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Como g'n(q)zﬂ(n)gn(q) y /I(n);t() entonces definimos gn(q)= y con esta

0

definicion ya podemos construir la sucesion G = { g, (q)}

n=1"
Ahora bien, si n ¢ supp(?'“), definimos g, (q) =0y i(n) =0.

Ahora probaremos el punto ii), es decir, supp(f ) = supp( §) =supp (/1) , para esto primero
veamos que supp(#') =supp(Z).

c] Sea nesupp(#), entonces f, (Q) #0y 1, (q) = q5(")g'n(q) lo cual implica que qé(") #0

y g'n(q) #0.Como g, (q) = g/ln((nq)) , entonces g, (q) # 0. Por lo tanto n € supp (&)

. supp(#’) = supp(&).

D] Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que Supp(§) jod Supp(zf“ ), entonces existe
un natural 7 e supp (&) tal que n ¢supp (7). Como n e supp(.&), entonces g, (q)#0 pero

por otro lado, como 7 ¢ supp(}a ) , entonces g, (q) =0 lo cual es una contradiccion.

. supp(.&) = supp(F).
Por lo tanto tenemos que Supp(f ) = Supp(g) .

Ahora probemos la otra igualdad, es decir, supp(}"‘ ) = supp(l) .

c] Sea nesupp(#), entonces f, (q)zqﬁ(")g'n(q) con g',(q)#0. Por definicion
A(n)=g,(0)#0 lo cual implica que A(n)#0. Asi, ne supp(4).
. supp(#’) = supp(4).

D] Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que Supp(ﬂ,) jod Supp(}‘ ) , entonces existe un
natural n € supp(A) tal que n¢supp(Z ). Como nesupp(A), entonces A(n)#0 pero por

otro lado, como 7 ¢ supp(#'), entonces A (n) =0 lo cual es una contradiccion.

. supp(A) < supp(7F).
Por lo tanto tenemos que supp(#") =supp(4).

Asi, si juntamos ambas igualdades resulta que Supp(}“ ) = Supp(g) =Supp(/1) que es lo que

queriamos probar.
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Ahora veamos que la sucesion { A ( n) qg(”) g, (q)}w satisface la ecuacion funcional (1):
n=1

Por la manera de construir g, (q) y A (n) , Sl tomamos m,n & Supp(f ) la ecuacion funcional (1)

se satisface trivialmente.

Sean m,nesupp(}“ ), como el soporte de ¥ es un semigrupo tenemos entonces que

mne Supp(f) y por lo tanto £, ( ) qg(m")g'mn(q).

A(mn)g""g,, (¢)= ﬂ(mn)j(::)g w(4)

e ()
= fn(q)

=/,(4)£,(q") (pues {f,(q)} ", satisface (1))
=¢""g,(4)q""¢"(q")

=q""A(m)g, (q)q""2(n)g,(q")
=A(m)g""g, (9)2(n)q""g,(q").

Por lo tanto {l( n)qé(") g, (q)}oi1 satisface la ecuacion (1).

Asi, para toda m,n € supp(}“) :

A(mn)g""g,, (q)=2A(m)q""g, (q)A(n)q"""g,(q")
_ ﬂ(m)ﬁ(n)qb(m)ﬁ-mé(n)gm (q)gn (qm).

Los polinomios g, (q), gn(q) Y & (q) tienen termino constante 1, entonces para toda

m,n € Supp(}“) tenemos que:

g™ =g A(mn)=A(m)A(n) y g,,(2)=g,(2)g.(q").

De ¢’ =g’ tenemos que &(mn)=68(m)+md(n) Vm,nesupp(#). Por el Lema

1.15, existe un namero racional no negativo ¢ tal que O (n) l‘(n - 1) y de esta manera tenemos que

1(9)=4""g (q)=4""A(n)g,(q)=A(n)q""g,(q) YneN.

De l(mn)Zl(m)/l(n) se tiene que i(n) es una funcion aritmética completamente

multiplicativa con soporte supp (?’c )
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Por ultimo, de g, (q) =g, (q) g, (q’") se sigue que la sucesion G = { g, (q)}w satisface la

ecuacion funcional (1). ©

Observemos que por el Teorema 1.18, la clasificacion de soluciones de la ecuacion funcional (1) se

0
reduce a la clasificacion de sucesiones de polinomios }“:{ fn(q)} , con término constante
n=

f,(0)=1Vnesupp(F).
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3. EXISTENCIA DE SOLUCIONES

El siguiente teorema nos permite, dada una sucesion de polinomios F = { f (q)}w_1 que satisface la

ecuacion funcional (1), construir nuevas sucesiones que también son compatibles con el producto
cuantico.

0
Teorema 1.19: Sea F = { /, (q)} , una sucesion de polinomios no-cero que satisface la ecuacion
n=

funcional (1). Entonces las siguientes sucesiones de polinomios son compatibles con el producto
cuantico.

i) La sucesion {fn (l,//(q))}i1 , donde l//(q) es un polinomio tal que l//(q)m :t//(q"’) para
todo entero m € Supp(f ) .

ii) La sucesion { £, (q’ )} , para todo entero positivo .
n=1

iii) La sucesion de polinomios reciprocos {qgr () £ (q_' )}

n=1

Demostracion:

Supongamos que l//(q)m = l//(qm) para todo m € supp(}“). Como f, (q) =1, (q)fn (q'”)

para todo m, n en el soporte de # . Reemplazando ¢ por (q) tenemos la siguiente igualdad:

fon (v (2))= £, (w(2)) /3 (w(a)") Ym.nesupp(7).
Lo que demuestra el primer inciso del teorema.

m t
Para demostrar el segundo inciso, observemos que (qt) :(q'") YteZ, si en i) hacemos

w(q)=¢" tenemos que y(q)" =(q’)m =(qm)t =l//(q'") y por lo tanto la {fn (q’)}w es

n=l

compatible con el producto cudntico para todo entero positivo z.

Finalmente, si consideramos el polinomio reciproco de [ (q), f (q) = qgr(f ) f (q’l), entonces:

fonl@)=a""1,, (")
=g=rme i g (g7 £ (a7)
- qgr(fm)qmgr(fn)ﬂi (q‘l)f, (q_m)
" 1 ()™ 1 ()
= fu(a)f.(q")-

Lo cual demuestra el ultimo inciso del teorema. O
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(n=t)e podemos observar que {[n]q,} s

n=1

Ejemplo: Consideremos [n]q, =1+q +q* +..+q

solucion de (1) con soporte N .

El entero cuantico [n]q es un polinomio auto reciproco puesto que:

(7],
[, =¢""M ],
=q"" (lJrq_l N qf("fl))
=qn—1 +qn—2+qn—3 ++q0

=l+q+q’ +..+q""

~[n],.

De la misma manera se observa que [n]q, es auto reciproco para todos los enteros positivos ¢. El

. . , . . -1
polinomio reciproco del polinomio ¢"~ es 1.

- . . . t ;.
Observacion: Aunque pareciera que los polinomios (q)zq son los unicos que generan

soluciones de la ecuacion funcional f, (q) =1, (q)@q /. (q) =f (q)fn (q'”) Vm,neN , no

lo son. Veamos esta afirmacion con un ejemplo:

Tomemos un nimero primo cualquiera p y consideremos todos los polinomios con coeficientes en

el campo Z/pZ. Sea T = { f (q)}:;l solucion de la ecuacion funcional (1) y tal que
supp(f ) =S ({ p}) = { p*lkeN 0} . Ahora bien, si aplicamos el automorfismo de Frobenius

(z+> z”) notamos que l//(q)m =W(qm) se cumple para todo polinomio l//(q) y para toda
m e supp(F).

Asi, acabamos de mostrar soluciones de la ecuacion funcional (1) que estdn generadas por

polinomios tales que l//(q)m = l//(qm) para m € Supp(f) .

Ahora presentaremos un resultado que nos da condiciones necesarias y suficientes para que una
sucesion de polinomios sea compatible con el producto cuantico. Pero antes recordemos la
definicion de raiz de la unidad.

Definicién: Las raices d-ésimas de la unidad, o nimeros de de Moivre, son todos los
numeros complejos que resultan 1 cuando son elevados a una potencia dada d. Se puede
demostrar que estan localizados en el circulo unitario del plano complejo y que en ese
plano forman los vértices de un poligono regular de d lados con un vértice sobre 1.
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Teorema 1.20: Sea P un conjunto no vacio de nimeros primos 'y S (P) el semigrupo multiplicativo

generado por P. Sea d el maximo comun divisor del conjunto { p—1l:p EP}. Para £ #0, sea
z; —[n para neS(P),ysea fn(q)ZO para neES(P). Si { es una d-ésima

0
raiz de la unidad, entonces la sucesion de polinomios }“:{ / (q)} . satisface la ecuacion
0=

funcional (1). Inversamente, si T es compatible con el producto cuantico entonces ¢ es una d-
ésima raiz de la unidad.

Demostracion:
=] Sea ¢ una d-ésima raiz de la unidad, y (q) = ¢ g. Como d es el maximo comin divisor del
conjunto {p—l:p GP} , entonces d|p—1VpeP, ie, p=1 (modd) para toda pelP.

Ahora, si me S(P) tenemos que m=p,p,..p,; donde p,eP Vi=1,..,r. Entonces

m=1 (modd) para toda me S(P). Por lo tanto, si me S(P), entonces
(//(q)m = (é’q) =("q" =(q" = l//(q’") yaque ¢ esuna d-ésima raiz de la unidad.

Por el inciso i) del teorema 1.19, se sigue que la sucesion de polinomios F :{ f (q)}: donde

n—1
f.(q)= [n]{q = Zé’iqi para neS(P) y f,(q)=0 para ngS(P), satisface la ecuacion
i=0

funcional (1).

<] Supongamos que ¥ es compatible con el producto cuantico. Sean m,n € S (P) \ {1} .

Entonces:
m-l n-1 ) ) m—=1 n-1
£.(a) . (4")= (Z g’q’](Z.f;fqW} £rig,
i=0 Jj= i=0 j=0
mn—1 m—=1 n-1
fmn (Q) = Z é/qu = é/HmIqul
k=0 i=0 j=0

Y ademas para todo m, n en los naturales, la sucesion de polinomios F satisface la ecuacion

m=1 n-1 m=1 n-1

funcional 1, (q)= 1, (q)/, (q'”), entonces ZZC gt = ZZQ’ g™ o cual implica

i=0 j=0 i=0 j=0
que ¢/ =¢"  para 0<i<m-1 y 0<j<n-1. Entonces C;j(m*l) =1 vy
" =1Vme S(P). Asi, ¢ es una /-ésima raiz de la unidad para algin entero positivo /, y [

divide a m—1 para toda me S (P) Por lo tanto, / divide a d, el maximo comun divisor de los

enteros m—1, y entonces { es una d-ésima raiz de la unidad. o
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Recordemos la definicion de sucesion producto.

Definicion 1.21: Sean ¥ = {fn (q )}::1 y&= {gn (q)}:; dos sucesiones de polinomios. Definimos

la sucesion producto como ¥G = {fngn (q)}j; donde 7,g,(q)=1,(q)g.(q)-

El siguiente teorema nos muestra que si tenemos dos sucesiones compatibles con el producto
cuantico, su sucesion producto también lo es.

Teorema 1.22: Sean ¥ y G sucesiones no-cero de polinomios compatibles con el producto
cuantico, entonces la sucesion producto FG también es compatible. Inversamente, si

Supp(F ) = Supp(§) ysi ¥ y FG satisfacen la ecuacion funcional (1), entonces & también la
satisface. Ademas, el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion funcional (1) es un semigrupo
abeliano y para todo semigrupo primo § (P) , el conjunto F(P) de todas las sucesiones de

funciones F = { f (q)}:; compatibles con el producto cudntico tales que Supp(}f ) =S (P) es un

semigrupo abeliano con cancelacion.

Demostracion:

=] Si ¥ y & ambas satisfacen (1), tenemos que:

fon&m (@)= frn (4) &, (4)

Entonces ¥G satisface (1).

<] Si m,nesupp(#)=supp(&), tenemos f,,(¢)g,.(q)=7,(2)g.(q)f, (q’”)gn (qm) y
fon(@)=1,(q) f,(q"). entonces g, () =g, (9)g,(¢").

La multiplicacion de sucesiones que satisfacen (1) es asociativa y conmutativa. Para todo semigrupo
primo S(P) , definimos la sucesion J, = {In (q)}:;l mediante [, (q) =1 para ne S(P) y
I, (q) =0 para n ¢ S(P). Entonces es claro que J, € F(P) y T =F paratoda F € F(P) .

Si ¥,¢,%# € F(P) y FG=FH , entonces G = . Asi, F(P) €s un semigrupo con

cancelacion. O

Con la misma idea con la que construimos la sucesion producto, podemos definir las sucesiones de
funciones racionales y dar una interpretacion de dichas sucesiones en términos de la ecuacion
funcional (1) que es la parte central de este capitulo.
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Definicién 1.23: Sea S(P) un semigrupo primo, y sean ¥ :{fn (q)}j=1 y = {gn (q)}w dos

n=l

sucesiones de polinomios con soporte S (P) Definimos la sucesion de funciones racionales

T /G mediante gz{g—:(q)}n_l; donde g—i(q)zgéz)) si neS(P) y g—’;(q):O si

neS(P).

Lema 1.24: Si ¥'y & son sucesiones de funciones compatibles con el producto cuantico, entonces la
sucesion /G de funciones racionales también es compatible.

Demostracion:

. (q)
g.(q)
nesupp(¥F), pero supp(F)=S(P) . Por lo tanto supp(F/G) < S(P). Inversamente, si

Si nesupp(?f‘/ Z‘i;), entonces #0 lo cual implica que fn(q);tO, es decir,

nesupp(fﬁ):S(P), entonces fn(q);éO y g, (q);éO (pues el soporte de G también es

S(P)) entonces /s qu # 0, es decir, n e supp(?‘/;l‘i;). Por lo tanto S(P) c supp(’F/ZZ).
&, \4

Combinando ambas contenciones tenemos que el soporte de ¥ /G esiguala S (P) .

Ahora probemos que la sucesion ¥/ G satisface la ecuacion (1) siempre que ¥y G la satisfagan:

Eon gu(9) g.(9)g.(q")

S (q)= S (‘1) S (Q)fn(zm) (pues {fn (q)}‘” y {gn (q)}:o:l cumplen (1))

n=1

s

J, J,
Por lo tanto (g )=-"(q)-
gnl"l ( ) gm( ) gn

Para continuar, recordemos el concepto de “grupo de Grothendieck.”

Definicion 1.25: Si I' es un semigrupo abeliano con cancelacion, entonces existe un grupo abeliano
K (F) y un homomorfismo inyectivo entre semigrupos j:I'—> K (F) tal que si G es cualquier
grupo abeliano y & un homomorfismo de semigrupos de I' en G, entonces existe un unico
homomorfismo de grupos & de K (F ) en G tal que &@j =« . El grupo K (F ) es llamado el grupo
de Grothendieck del semigrupo I'. Diagramaticamente tenemos:
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Teorema 1.26: Sea S(P) un semigrupo primo, y F(P) un semigrupo con cancelacion cuyos
elementos son polinomios que son solucion de la ecuacion funcional (1) y tienen soporte S (P) .

El grupo de Grothendieck de F(P) es el grupo de todas las sucesiones de funciones racionales

T /G, donde ¥y G pertenecen a F(P) .
Demostracion:

Sea K (F(P)) el conjunto de todas las sucesiones de funciones racionales de la forma ¥/,
donde ¥y & estan en F(P). Claramente es un grupo abeliano ya que tanto ¥ como G son

sucesiones de polinomios. Demostraremos que K (F (P)) satisface la definicion 1.25, es decir, es
el grupo de Grothendieck de I'(P).

Sea ]':F(P) —)K(F(P)) una inmersion de F(P) en K(F(P)) con regla de correspondencia:
1 si ne S(p)
0si ng S(p)

F>%/J,, donde J,= {In (q)}:c=1 se define mediante 1, (q) ={ y sea
a: F(P) — G un homomorfismo de grupos.

Entonces definimos la funcién & : K (F(P)) — G de la siguiente manera:

Si ¥/ =%/%;, entonces ¥& =TG. Como & es un homomorfismo de semigrupos, tenemos

ave a(F)a(g)=a(F)a(g) y enonces “fgzg)ﬂ’ e @“%J '

asi, tenemos que a:K (F(P))—)G es un homomorfismo de grupos bien-definido, y ademas

aj=a yaque:
07j(°F) = d(j(?)) = d[;j = % 05(}“) (esto se cumple ya que o es un homomorfismo).
P P

Por lo tanto, el grupo K (F(P)) es el grupo de Grothendieck de F(P) .0
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Al momento no sabemos si toda sucesion de funciones racionales que satisfaga la ecuacion
funcional (1) y que tenga soporte S (P) pertenece al grupo K (F(P))

Recordemos que si ¥ es una sucesion de polinomios no constantes que satisfacen (1), entonces

existe un nimero racional positivo ¢ tal que gr( fn) =t(n—l) es un entero positivo para toda
ne supp(?F). En particular, si supp(?) =N, o si 2€e supp(?F), 0, mas general, si

{n -1/ne Supp(}‘)} es un conjunto de enteros primos relativos, entonces ¢ es un entero positivo.

Hemos llegado al ultimo resultado de este articulo y por ende, al resultado que resume toda la
informacion vertida desde el inicio y la conclusion que estdbamos esperando, es decir, bajo qué
condiciones los enteros cuanticos son la tnica solucion de la ecuacion funcional (1).

Teorema 1.27: Sea T = { f, (q)}: una sucesion de polinomios que satisface la ecuacion funcional

fon(2)= 1. (2) 1, (q"’) para todos los enteros positivos m y n. Si gr(f,)=n—-1y f,(0)=1

para toda n e supp(T) , Yy si supp(?:“) contiene al 2 y algln entero impar mayor que 1, entonces
f.(q)= [n]q para toda 7 € supp (F).

Demostracion:

La prueba se hard en tres partes:

i) Veremos que el teorema se cumple para toda potencia de 2 (por induccion).

ii) Veremos que el teorema se cumple para todos los enteros impares (por induccion).
iii) Combinando (i) y (ii), el teorema se cumple para todos los nlimeros enteros.

i) Por demostrar que f, (q) = [21‘ :|q VkeN

> Base de la induccién: Como 2 € Supp(i‘f‘) , tenemos que gr(fz) =2-1=1y f, (O) =1, por

lo tanto £, (q) =1+aq paraalguna a # 0. Lo que hace falta probar para que f, (q) = [2] es

q
que a=1.

Por hipoétesis, existe un entero impar mayor que 1 en el soporte de ¥, asi podemos suponer que

n—1

este entero es n=2r+123 para algan entero positivo r. Entonces f, (q) =1+ ijqj con
j=1

b

n—1

#0.

Asi, resulta que:
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fn(q)fz(q”)=[1+jz_;qujj(l+aq")

n-1

n-1
=14+> b,q’ +aq" +aq" > b,q’
j=1 j=1

n—1 n—1

=1+ ijq-’ +aq" + Zaqu’“-’

J=1 J=1

=l+bq+b,q* +..+b, q"" +aq" +abq"" +ab,q""”? +...+ab, q""".

Y ademas:

f2(q)fn(q2)=(1+aq)(l+j2_;bj92j]

n—1 n—1

=1+aq+ ijqu +aq2qu2j
JAl J=
n—1 n—1
=l+aq+ ijq” +Z:aqu2j+1
= j=1

2r 2r
=1+aq+ ijqzj +Z:aqu2j+1 (Pues n=2r+1=n—-1=2r)
=l =

r+1)

r+l)+ 4r+l

=l+aq+bq’ +-+ bqu( +et b, gV vabg +-+ abqu( "+ovab,q

=l+aq+bq’ +--+b_q"" +ab, . q" +

Estoesyaquen=2r+1= r=n7_1.Porlo tanto 2(r+1)=n+1 y 2(r+1)+1=n+2.

Observemos que en la tltima igualdad lo que estamos haciendo es reacomodar los términos ya
que s6lo vamos a fijarnos en los términos de grado 1, 2, n+1y n+2.

Como 2,ne supp(??) , entonces por hipotesis resulta que:

f.(a)f(q")= £ (a) £,(4*) - ®

Asi, los polinomios son iguales término a término. Si nos fijamos en los términos de grado
I, 2, n+1y n+2, resulta que:

Grado 1: a=b, ; Grado2: b, =b,. Por lo tanto

Gradon+1:ab =b,_,,.Porlotanto |b,, =ab =a-a=a

r+1

Gradon+2:ab,=a’ =ab,,,

Si igualamos el resultado de grado n+1 y de grado n+2 resulta que:
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ab

r+l

De esta manera acabamos de probar la base inductiva.

=b,,, pero a#0. Porlo tanto a =1. Asi, resulta que £,(g)=1+¢= [2]q

» Hipdtesis de induccién: Supongamos que el resultado es valido para k-1, ie,

[y (q) = [2k_1 ]q para algun entero k>2.

k
> Paso inductivo: Queremos demostrar que fzk (q ) = [2 ]q .

fzk (Q) = fZH'Z =f2k71 (q)f2 (qzk—l )
= (1 +g+q>+otqgt ! )(1 +q% ) (aplicando la base y la hipotes

1 okl okl k-1 _y

k-1 k|
T4 q gt T ++g

=l+g+q°+..+q

=1+q+q* +..+q> " =[2"] .

q

Por lo tanto [, (q)= [2k :'q VkeN.

i) Por demostrar que f

n

(q) = [n]q para todo entero impar 7.

Antes de comenzar con la demostracion de esta parte, observemos lo siguiente:
Como ne Supp(ﬁ‘f‘) es impar, podemos suponer que n=2r+1 con n>3

ecuacion (8) implica que:

J=1

Si nos fijamos solamente en esta igualdad hasta el término de grado n resulta que:

n—1 2r 2r
1+> b.q’ +aq" :1+aq+zllqu2’ +leaqu2f”.
Jj= Jj=

J=1

Reacomodando y recordando que a =1tenemos que:
n-l1 ) 2r ) 2r )
1+bg+ ijq" +q" =l+q+ ijqz-’ + Z:aquz-’+1 )
j=2 J=1 J=1

Por lo tanto tenemos que:

1+b1q+§biqj +q" =l+q+ibj(q2j +q2j+l).
=2 =

is de induccion)

. Ahora bien, la

n—1 n—1 2r 2r
1+ Zb].qj +aq” + Zaqu"” =1+aq+ ijqu‘ + Z:aquzj+l .
=1 =1 =1
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Comparando término a término con los grados: 1, n—1 y »n resulta que:
Grado 1: b =1 ; Gradon-1:b,,=b ; Gradon:1=5b,.

Entonces 1=b =b =b,,.
Ahora bien, si expandimos las series resulta que:
l+bq+b,q* +..+b, q" "' +q" =1+q+b, (q2 +q3)+b2 (q4 +q5)+...+br (q"‘1 +q").
Porlo tanto b, =b,, =b,,,, Vi=1,..,r—1.
Después de todas estas observaciones ya podemos probar (ii):

e Sin=3entonces r=1.Asi, b =b, =1 y como f, (q) =1+b,g+b,q° entonces resulta

que 3(9)=[3]
e Sin=5,entonces r =2y b =b,=b; =b, =1, por lo tanto fs(q):[S] .

q

.
e Para n2>7 tenemos que 7 = 3. Supongamos que 1<k <r-2y b =1 para
i=1,..,2k—1.Esclaro que kK <2k—1 entonces 1=b, =b,, =b,,,.
Si aplicamos induccidn sobre £ se sigue que:

b=1parai=1,.,n-1,y f, (q) = [n]q para todo entero impar 7 € Supp(?).

iii) Sea m e supp(F') cualquier entero, entonces m =2*n, donde n es impar y k >0, entonces:
pp q par'y

f (Q) = f2/:n (Q) = fzk (Q)f,, (QZk ) = |:2k ]q [I’l]qu = [2"n]q o

0
Corolario: Sea Tz{ /, (q)} , una sucesion de polinomios que satisface la ecuacion funcional
0=

f. (q) =1, (q)fn (q"’) para todos los enteros positivos m y n. Si gr(fn): n-1ly f (O) =1

para todo entero n, entonces fn (q) = [n]q para toda #.
Terminamos este capitulo formulando el siguiente problema que se plantea Nathanson en [1].

Seat>2,y F= { f (q)}:;l una sucesion de polinomios que satisface la ecuacion funcional (1) tal

que f, (q) tiene grado ¢ (n—l) y f, (0) =1VneN. ;T estd construida mediante enteros

cuanticos? Mas preciso, ;existen enteros positivos f,...,f, y enteros u,,...,u, tales que
k

t=tu +..+tu, y,paracada neN, f (Q) = H([”]q’f )“" !

i=1
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CAPITULO
11

ESTRUCTURA
ADITIVA
CUADRATICA DE
LOS ENTEROS
CUANTICOS.



Una regla aditiva cuadratica para enteros cuanticos consiste de una terna de sucesiones
de polinomios R_'= {rn' (q)}j:l ,9' = {s; (q)}j:1 T = {t}'n’n (q)}:,n:1 tales que para todo par
de enteros m, n se satisface que [m +n]q =7 (q)[m]q +s! (q)[n]q +1, (q)[m]q [n]q En este
capitulo se da una clasificacion completa de las reglas aditivas cuadraticas, y también se

. . . . © . s .
consideran sucesiones de polinomios ¥ = { f, (q)} | que satisfacen la ecuacion funcional
n=

fon(@)=71(9) 1, (@) +s, () £, (9) 1,1, (2) £, (q).-

1. REGLAS ADITIVAS CUANTICAS

Sea K[q] el anillo de polinomios con coeficientes en un campo K. Para todo entero

positivo 7, tenemos el polinomio [n]q =l+g+q +..+q" " € K[q]. Si n=0 definimos

n

l-¢q
l-q '

[O]q =0. Equivalentemente, [n]q =

Es claro que la suma ordinaria de polinomios no es una “buena” suma para los enteros
cuanticos ya que [m]q + [n]q % [m + n]q. Nuestro objetivo es encontrar una operacion binaria

@ tal que para todo para de enteros positivos m, n se cumpla que [m]q @[n]q = [m+n]q.

Con ello en mente, para cada par de enteros positivos m, n consideremos una funcion

D, :K[q]xK[q] —>K[q]

.« . ©
Dada la sucesion de funciones {(Dm n}

m,

1 podemos definir una operacion binaria @ en los
.

elementos de una sucesion arbitraria de polinomios en K [q] ,“Fz{ f (q)}:;l de la

siguiente forma:

f(9)®f,(9)=,, (£ (2).£,(2))

La operacion binaria definida por {(I)m,n}m es llamada una regla aditiva polinomial.

m,n=l1
Una regla aditiva polinomial esta bien definida en la sucesion ¥ = { /, (q)}j:1 st para todos

los enteros positivos m, n, ry s tales que m+n=r+s se cumple que:

1(a)® 1, (9)=1(2)® 1. (2)-
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Observacion: Si @ esta bien definida en la sucesion ¥ = { f, (q)}w

n=

|» entonces claramente la

operacion binaria @ es conmutativa.

Definicién II.1: Un regla aditiva cudntica es una regla aditiva polinomial que estd bien
definida en la sucesion de enteros cuanticos y tal que para todo par de enteros positivos m y

n satisface la ecuacion [m]q (—D[n]q = [m +n]q )

Ejemplo: Para todo par de polinomios a(q),b(q) € K[q]. Sea:

®,,(a(q).b(q))=a(q)+4"b(q).

Esta sucesion de funciones define una regla aditiva cuantica ya que:

D, ([m]q ,[n]q) = [m]q +q" [n]q = (1+q+...+qm’1)+q”’ (1+q+...+q”’1)

m+1

=(1+g+..+q"")+(g"+q"" +.+q"")

=14q+.4+q¢" +q" +q" +. g = [m+n]q.

Proposicion I1.2: La sucesion de polinomios # = { /, (q)}:)=l satisface la ecuacion funcional

frn(@)=1,(2)+4"f,(q) si y solo si existe un polinomio h(g) tal que
fn(Q)Z[n]qh(q) para toda n.

Demostracion:

=] Por induccion sobre n:

Supongamos que ?F:{ £ (61)}::1 es solucion de la ecuaciéon funcional aditiva

fon (@)= 1, (q)+4"f,(q)-

» Base  Inductiva: Si n=1,  definimos h(q) =1, (q) y  entonces
[n],7(q)=[1], £i(a)=£(q)- Porlotanto £,(q)=h(q)[1],.

> Hipétesis Inductiva: Para n>2, supongamos que £, (g)= h(q)[n —l]q :

» Paso Inductivo: Por hipotesis fn(q)z fl(q)+q1 f,H(q), aplicando la hipotesis de

induccion, tenemos que:
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f,(q)=fi(a)+4q'f,.(q)
h(q)[1], +qh(q)[n-1],
h(q)([1], +q[n- 1])

(9)
h(q)
(9)
(9)

z

h(q
h(q

l+g+q° +..+q" )

nl, -

(
(1+q l+qg+q° +..+q" ))
(
[

Por lo tanto, fn(q)zh(q)[n]q VnelN.

<] Si existe un polinomio h(q) tal que fn(q)z[n]qh(q) para toda n, tenemos que

f (q) =[m +n]qh(q), como [m +n]q = [m]q +q" [n]q, sustituyendo tenemos que:

frnin (@) =[m+n]qh(q) =[m]q h(q)+q" [n]q h(q)=f,(q)+q"f,(¢). ©
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2. IDENTIDADES CERO CUADRATICAS

Definicion I1.3: Una identidad cero cuadratica consiste de tres sucesiones de polinomios
"(l':{u; (Q)}; , 7':{\1,'” (q)},n LYW= { mn(q)}:,n:l tales que:

u,(q)[m], +v,(q)[n] +,.(q)[m] [2] =0 VmneZ".
Una identidad cero lineal consiste de dos sucesiones de polinomios ﬂ':{”' (q )}il y

V' = {v’ (q)}::1 tales que:

u (q)[m]q +v (q)[n]q =0 Vm,neZ".

El siguiente teorema nos da una caracterizacion para las identidades cero cuadraticas y
como corolario tendremos una caracterizacion para las identidades cero lineales que se
trabajaran a fondo en el capitulo IIL

Teorema I1.4: Las sucesiones de polinomios ‘Z['z{u' (q)}:i1 , 7"2{1}' (q)}Zl y

n m

W = {w’ (q)}oc , satisfacen la identidad cero cuadratica:

. (g)[m], v, (0)[], ++L, (¢) [, [, =0 m.n e

si y solo si existen sucesiones ={ (q)}n Ly V= { ( )}::1 tales que para todo par de

enteros positivos m, n se satisfacen las siguientes tres igualdades:

(@)= )],
., (9)=—(u,(q)+v,(q))-

Demostracion:

=] Supongamos que "(l'z{u; (q)}:ozl , 7':{11,'" (q)}::1 y W':{W;,n(Q)}: _, nos dan

una identidad cero cuadratica.

Definamos un(q)z—(v,'(q)+wl',,,(Q)) y Vm(Q)=—(”1’(q)+W;1,l (q))

Para m=1, en la identidad cero cuadratica tenemos que:

i (9)[1], ++{ ()], + (. (a)[n],[1], =0.
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Por lo tanto, u;(q)+v]’(q)[n]q +w, (q)[n]q =0, despejando u)(g) tenemos la primera

igualdad u, (q)=—(v{(¢)+w, (q))[n], =u, (4)[~],-

Si ahora sustituimos =1 en la identidad cero cuadratica, tenemos que:
w(q)[m], +v, (2)[1], + v (2)[m], [1], = 0.

Lo cual implia que v, (q) = (i (a) -+, (0)) ], =v, (a)[m],.

Para obtener la ultima igualdad, sustituyendo los polinomios u;(q) y v,'n(q) en la
identidad cero cuadratica, tenemos que:

(), [m), +v, (g)[m], [n], +5,, ()], ], =0.

Equivalentemente u, (q)+vm (q)+ w,'n,n (q) =0, por lo que w,'n’n (q) = —(un (q)+vm (q))

0

<] Si suponemos que tenemos las sucesiones de polinomios ‘Z[z{un (q)} y

n=1

V= {vm (q)}::1 tales que:

| S
+
Sg‘
B
—~
=
~
Lo |
S
e
<
Lo |
3
| S
Yy
Il
=]

entonces, u,(q)[n] [m] +v,(q)[m], [n],

Con lo cual tenemos la identidad cuadratica cero:

u (q)[m]q +v (q)[n]q +W,, (q)[m]q [n]q =0 VmneZ'. o

Corolario: Las sucesiones de polinomios 4’ :{u; (q)}:; y V' = {v,’n (q)}::1 satisfacen la
identidad cero lineal u/ (q)[m]q +v (q)[n]q =0 para todo entero positivo m y n si y sélo si

existe un polinomio z(q) tal que para todo entero positivo m y n:

w,(q)=z(q)[n], ¥
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Demostracion:

=] Es claro que la identidad cero lineal u/ (q)[m]q +Vv (q)[n]q =0 es una identidad cero

cuadratica con w (q)zO para toda m y n. Asi, gracias al Teorema II.4 se sigue que

m,n

existen polinomios u, (q) y v, (q) tales que w/, (q) = —(un (q) +v, (q)) =0. Entonces
existe un polinomio z(g) tal que u,(q)=-v,(q)=2(q), u (q)= z(q)[n]q y

’

v (q)= —z(q)[m]q para todo entero positivo m y n que es lo que queriamos probar.

m

0

<] Si suponemos que existe un polinomio z(q) tal que las sucesiones ' = {u; (q)} y

n=1

7 = {v,’n (q)}::1 satisfacen u) (g) = z(q)[n]q y v, (q)= —z(q)[m]q , entonces:

u, (g)m], +v, (q)[n], ==(g)[n], [m], ~=(q)[m], 1], =0.

que es la identidad cero lineal u/ (q)[m]q+vr'n (q)[n]qu VmneZ' y es lo que

queriamos probar. O

0

Teorema IL5: Sean ' ={u,(q)} ., 7'={v, (q)}::1 y W ={w,, (q)}:n:1 sucesiones

de polinomios que satisfacen la identidad cuadratica cero:

n=1

u (q)[m]q +v (q)[n]q +W,, (q)[m]q [n]q =0 Vm,neZ.

Si gr(u; (q)) <n-1, entonces u,(¢)=0. Similarmente, si gr(v,'n (q)) <m-—1, entonces
v (g)=0.
Demostracion:

Supongamos que gr(u,', (q))<n—1 con u,;(q);tO, por el teorema anterior, existe una

sucesion de polinomios ¢ ={u, (q)}:;l tal que u,(q)=u,(q)[n] #0 VneZ".

Como gr([n]q):n—l y gr(un)ZO, gr(u,; (q)):gr([n]q)+gr(un (q))Zn—l , lo cual es

una contradiccion. Por lo tanto (q ) =0.

De una manera analoga se demuestra que si gr (V,'n (q)) <m—1 entonces Vv, (q) =0 o
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3. REGLAS ADITIVAS CUADRATICAS

Definicién I1.6: Una regla aditiva cuantica es cuadratica si existen tres sucesiones de
polinomios @o’:{r;(q)};, 3 ={s, (q)}jzl y 7”={tr’n’n(q)}:n:1 tales que:

[en), =22(a) ], 55 (@), 5, (0)[], [n], wmn e
A continuacién presentaremos algunos ejemplos de reglas aditivas cuadraticas:

) ], =[m], +[n), +(g-1)m] 1],

Demostracion:

Utilizando los resultados del lema 0.2 del capitulo cero, tenemos que
[m], +[n], +(g=D)[m], [n], =[m], +[n], +alm],[n], =[], [],
-l ol +o S0, -3 |- (z 1-311

m

=[], + o), v S [, 0 Z DL, - T, S0

:[m]q+[n]q+n:fl([i+l]q—l) /Z([]H ],-1)- Z[ f[j]q

n+m-1 n+m-1

~m], +[n], + izﬂ]—zl zw] +21—2[ z

i=n

[m]q +[n]q +[m+n]q —m—[m]q +m—1—[n]q +[1]q

[m+n]q.

Por lo tanto, [m + n]q = [m]q +[n]q +(q —1)[m]q [n]q i
2) [m+n] =q"[m],+q"[n] ~(g=1)[m],[n],-
Demostracion:

Nuevamente por el lema 0.2 del capitulo cero se tiene que:
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g'[m), +a"[n],~(a=D)[m], [n], =a" [m], +q" [1], =([m+n], = [m], ~[n],)
=[m+ n]q - [n]q +[m+ n]q - [m]q —[m+ n]q + [m]q + [n]q

=[m+ n]q.
Por lo tanto, [m + n]q =q" [m]q +q" [n]q —(q —1)[m]q [n]q O

Observacion: Sean (ﬁ', g, T ') y (ﬁ}”, g, T ") dos ternas de sucesiones que

determinan una regla aditiva cuadratica. Entonces:

(r/(a)=n(@))[m], +(s1.(a)=sm(@))[n], +(15.. (a) =111, (4))[m], [n], = 0.

Es decir, las sucesiones W'=R'-R.)", 7' =5'-3" y W' =J'—T" determinan una
identidad cero cuadratica.

Por otro lado, si la terna de sucesiones (7/', 7oy ') es una identidad cero cuadratica,

entonces para todo escalar A la terna de sucesiones (R_+AT', §'+AF , T +AW")
también determinan una regla aditiva cuadratica.

En conclusion, para generar a todas las reglas aditivas cuadraticas es suficiente con que
consideremos una regla aditiva cuadrética fija y las identidades cero cuadraticas.

El siguiente resultado es similar al Teorema I1.4 de la seccion anterior y nos caracterice las
reglas aditivas cuadraticas.

Teorema I1.7: Las sucesiones de polinomios &’z{r'(q)}il, “3’:{s' (q)}::l y

n n

m,n

0 . .. y . . , . . .
T'= {t’ (q)} 1 determinan una regla aditiva cuadratica si y solo si existen sucesiones de
m,n=

polinomios @ ={u,(q)| "y 7={v,(q)}  tales que:

r(q)=u, (q)[n]q +1-9,
s, (q) =v, (q)[m]q +1-6, y
tha(a)=a-1-u,(q)-v,(q)+5,+,,

1sin=1

donde 5,1:{ ]
0si n>2.
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Demostracion:

=] Sean R, §' y I’ sucesiones de polinomios tales que para todo par de enteros

positivos m, n se cumple que [m+n]q =7 (q)[m]q +s (q)[n]q +t, (q)[m]q [n]q .

Por el algoritmo de la division para polinomios, para toda n >1 existen polinomios u, (q) y

r, (q) tales que 7, (¢)=u, (q)[n]q +7.(q) congr(rn (q)) < gr([n]q)—l =n-2.

De manera similar, para cada m>1 existen polinomios v,(q) y s,(¢) tales que
s (q)=v, (q)[m]q +s,(q) y gr(s,(g))< gr([m]q ) —1=m-2.
Si definimos los polinomios:
(¢)=u,(9)[n],
) =

v, ()=, (q)[m],

w,, (4)==(,(9)+v,(4)),

claramente se tiene que u, (q)[m] +v,(q)[n], +w,,(q)[m] [n], =0,es decir, determinan una

identidad cero cuadratica.

Sea ¢,,(q)=t..,(q)-w,,(q)=t,,(q)+u,(q)+v,(q). Sia laregla aditiva cuadratica dada le

" “m,n m,n

restamos la identidad cero cuadratica definida, tenemos la nueva regla aditiva cuadratica:

[m+n], =(r/(q)-u,(q))[m], + (s, (a) =V, (a))[n], + (2. (a) =W, (q))[m], [n],
=r,(q)[m], +s,(q)[n], +1,,(q)[m], [n], -

Recordemos que el gr([m + n]q ) =m+n—1. Por otro lado, con la informacion dada podemos

deducir que:
gr(rn (q)[m]q) <m+n-3

gr(s,(q)[n], )< m+n-3

()] [n], )2 02,

lo cual implica que gr(t,,(g))=1. Més atm, ,,(¢) es un polinomio ménico, ya que los

> “m,n

enteros cuanticos [m] ,[n] y[m+n] son polinomios ménicos.
Para continuar con la demostracion del teorema consideraremos cuatro casos.
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Caso 1: Si m=n=1, entonces [m] =1=[n] y [m+n] =[2] =1+q.

Sustituyendo en la regla aditiva cuadratica tenemos que:
[2], =7 (a) (1) +s:(a) (1) + 14 (@) (1) (1) =7 () + 5 (a) + 14 (a)-

Como gr(r,(q))<n-2y gr( m(q))<m 2, llegamos a que 7 (¢)=s,(¢)=0. Entonces,

g+1=[2], =0(1)+0(1)+4,(q)(1) =4, ().

Por lo tanto |1, (¢)=¢g+1|

Caso 2: Si m=1y n>2, entonces [n+1] =r,(q)(1)+s(q)[n], +,(q)(1)[n], , por la regla

m

aditiva cuadratica dada. Nuevamente como (s q))<m-2, entonces s,(¢)=0, con lo

que obtenemos la igualdad [n+1]q =r(q)+.,(q [n]

Ahora bien, como gr(zm’n(q))=l y t,,(¢) es un polinomio monico, existe aeR tal que

t,,(¢)=q+a. Entonces, [n+ l]q =7,(q)+(q+ a)[n]q .

Si nos fijamos en los términos de grado n—1 tenemos que ¢" "' =¢""' +aq"", por lo que

a=0y [n+1]q =rn(q)+q[n]q =rn(q)+(q+q2+...+q") lo cual implica que |r,(¢)=1si n>2.

n

Caso03:Sim>2y n=1, [m+l]q =rl(q)[m]q +s, (q)(l)%—tm’l(q)[m]q (1)

Como gr(r,(g))<n-2 entonces r(q)=0 vy [m+1], =5, (¢)+1,,(g)[m],- Dado que
gr(t,,(4))=1y t,,(q) es un polinomio ménico, existe acR tal que ¢,,(g)=g+a.
Entonces, [m+1]q =s, (q)+(q+a)[m]q.

Comparando los términos de grado m—1 tenemos que ¢” ' =¢" "' +aq”", lo que implica
que a=0. Por lo que [m—i—l]q :sm(q)+q[m]q =s, (q)+(q+q2 +...+q”) y por lo tanto:
s,(q)=1si m>2.

Caso 4: Si m>2 y n>2, por los casos 2 y 3, tenemos que r,(¢)=1y s,(g)=1. Ademas

como gr(tm,n (q)) =1y t,,(q) esun polinomio moénico, existe aeR tal que #,,(q)=g+a.
Entonces la regla aditiva cuadrética se ve como [m+ n]q = [m]q + [n]q +(g+ a)[m]q [n]q

Comparando los términos de grado m+n—2, llegamos a que:
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=l Vool o) ol o)

Es decir, 1=2+a, lo cual implica que a=-1Yy ¢, , =g+a=qg—1. de donde concluimos

que |t,,(¢)=g—-1V mn>2.

Los resultados obtenidos hasta ahora son los siguientes:

tl,l(q):q+15

. (q)zq VYn2>2,
tmql(q)zq Ym=>2 y
tan(@)=q—1Vmn>2

. . . ) lsin=1
Para concluir con la primera parte de la demostracion, definamos la funcién o, = {0 5o
si n2

Sabemos que 7/(q)=u,(q)[n], +7,(¢). Si n=1 entonces #(q)=0=1-5, y r,(q)=1=1-3,

n

para n>2. Porlo tanto |1, (¢)=u,(q)[n] +1-3,|

Analogamente, s (q)zvm(q)[m]q+sm(q). Pero ya vimos que s(¢)=0=1-6, vy, para

m

m>2,s,(q)=1=1-6, . Por lo tanto |s/ (q)zvm(q)[m]q +1-9,|

m

Para 1, (q)=t,,(q)-u,(9)-v,(g) tenemos que considerar las siguientes cuatro
posibilidades:

Si m=n=1, entonces ¢,,(q)=g+1=g—-1+85,+3,.

Si m=1yn>2, entonces ¢,,(q)=g=g—1+6,+9,.
Si m>2yn=1, entonces ¢,,(q)=g=g—1+5,+9,.

Si m,n>2, entonces ¢, ,(q)=g—-1=qg—1+6,+6,.

Por lo tanto |7, (¢)=g—1-u,(q)-v,(q)+35,+5,|

m,n

<] Ahora partimos de que:

2 (a)m), +s, (@), + (@), [1], = (. (@)[n], +1=3, ) [m], + (v, () m], +13, ][],
+ (q —1-u,(q)-v,(q)+6,+6, )[m]q [n]q )
Equivalentemente,
n(@)m], +s,(a)ln], +4,., (@)[m], [n], =(1=6,)[m], +(1=6,)[n], +(5, + 0, + g =1)[m] [], -
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Queremos demostrar que tenemos una regla aditiva cuadratica, es decir que:
(1—5n)[m]q +(1 —5,")[11]‘1 +(5m +0,+q —1)[m]q [n]q = [m+ n]q .
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: St n=m=1, entonces &, =0, =1y:

(1=6,)[m], +(1-6,)[n] +(5,+6,+q-1)[m] [n] =q+1=[2] =[m+n] .

q

Caso2: Si n>2 y m>2, entonces J, =0, =0 y de esta manera tenemos que:

(1=6,)[m], +(1=6,)[n], +(8, +8, +a=1)[m] [n], =[m], +[n], +(¢=1)[m] [n], =[m+n],

Como ya observamos en el ejemplo 1).

Caso3:Sin=1y m>2,entonces 5, =1y 6, =0 y de esta manera tenemos que:

(1=6,)[m], +(1=3,)[n], +(5, +6, +q=1)[m], [n], =[n], +q[m],[~],
=1+q[m]q =[m+1]q =[m+n]q.

Caso 4: El caso n>2 y m=1 es analogo al caso anterior.

Con lo anterior queda demostrado el teorema. 0O

Definicion I1.8: La forma aditiva cuadratica definida como:
[m+ n]q = (1 -0, )[m]q +(1 - §m)[n]q + (5m +0, + q—l)[m]q [n]q ,

se conoce como la forma aditiva cuadratica fundamental.
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4. ECUACIONES FUNCIONALES ASOCIADAS A LAS REGLAS
ADITIVAS CUADRATICAS

Sean R, §' y I’ sucesiones que definen una regla cuadratica para la adicion cuantica,

es decir, @o'z{r;(q)}:;l, ’5'={S,'n(q)}::1 y 7,:{1;,;1@)}:,”:1 son sucesiones de

polinomios en K[¢] tales que para todo par de enteros positivos m y n:
[m+n], =5 (a)[m], +s, ()], +2,. ()[m], [n], -

Sea }“:{ f (q)}j:1 una sucesion de polinomios y definimos la operacion aditiva

@®: ¥ xF — K[q] mediante la siguiente regla:
(@)@ f,(a)=r(a) 1, (a) +s,(a) 1, () +1,. () 1. (4) £, (a)-

Definicién I1.9: Si una sucesion de polinomios ¥ = { f, (q)}j=l satisface que para todo entero

positivo m y n, se cumple que f,,,(q)=/,(q)® f,(q) diremos que la sucesion esta
asociada a una forma aditiva cuadratica.

En esta seccidon estamos interesados en estudiar las sucesiones ¥ de polinomios asociadas
a formas aditivas cuadréticas.

0

Ademés de la solucion trivial o cero dada por la sucesion F={f (q)}  con

n=1

f,(¢)=0VneN, sabemos de la seccion anterior que la sucesion definida por los enteros

cuanticos, f,(¢)=[n] VneN esti asociada a una forma aditiva cuadratica.

Observacion: Notemos que si una sucesion de polinomios 3’?:{ fn(q)} | esta asociada a
ne

una forma aditiva cuadratica, entonces F ={ f (q)}n: estd totalmente determinada por su

valor en el polinomio £,(q)=h(q).

Demostracion:

En la ecuacion:

(@)@ 1, (q)=r(a) 1, (2)+s,.(a) 1, (q)+1,.(2) 1, (2) 1, () = Foin ()

consideremos m =1, entonces:
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f, (q) = fiJr(n—l) (Q) =/ (‘I) @ f,. (‘I)
=h(q)® f,.(q)
-1 (q)h(q) + S{(Q)f;l—l (Q) + tl,,n—l (Q)h(Q)f,H (Cl) Vn=2.

:}/"

Para finalizar este capitulo, calcularemos soluciones de las ecuaciones funcionales
asociadas a las siguientes tres reglas aditivas cuadraticas:

1) La forma aditiva cuadratica fundamental.
2) [m + n]q = [m]q + [n]q + (q - 1) [m]q [n]q .
3) [m+n], =q"[m] +q"[n],~(g-1)[m],[n],-

Veremos que para cada una de estas tres reglas aditivas cuadraticas existe una solucion de
la ecuacidn funcional asociada con f;(g)=h(q) Vh(q)eK|[q].

1) Soluciones de la forma aditiva cuadratica fundamental.

La regla aditiva cuadratica fundamental es:
[m + n]q = (1 -0, )[m]q + (l -0, )[n]q + (q -1+6,+0, )[m]q [n]q .
La ecuacioén funcional asociada es

foin(@)=(1=8,) 1, (0)+(1-6,) [, (q)+(q=1+6,+6,) f,.(4) /, (q)-

Si #={/,(q)} , es una solucion de esta ecuacion con f£,(q)=5(g), entonces sustituyendo

m=n=1, tenemos que f,(¢)=(g+1)h(q)".

Ahora bien, para hallar fn(q), hacemos m=n—1 'y n=1 en la ecuacion funcional

asociada y de esta manera obtenemos:

(@)= fyu(@)=(1-8) £,2(9)+(1-6,.) /i (9)+(g-1+8,.,+6) £, (9) £, (9)

Ahora hallemos f, | (q) . Para esto sustituimos m=n—2 y n=1 en la ecuacion funcional

asociada y de esta manera tenemos que:
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fua (@)= fuyu (@) =(1-6)) £, . (2) +(1-0,.,) i (9) +(q-1+0,,+6) /. () /1 (9)
=fi(9)+df,-(q) £ (q)
=h(q )+qh( ) £, (9).

Ahora bien, si combinamos los dos resultados anteriores tenemos que:

N
—_
Q
~
Il

h(q)+qh(CI)fn (9)
:h q q [h +qh . 2(q)]
:h(q) h(q) +(]2h(9) fn—z(‘])'

Generalizando este resultado tenemos que:

f,(a)="h(a)+ah(a) /.- (q)
=h(q)+ qh(q)2 + qzh(q)3 +.+ q”"3h(q)"72 + (q”_2 +q"" )h(q)"

_ h(Q)Sl__q(hq(};()q)) ) N qn-zh(q)wl (h(q) _1) Y n>3.

2) Soluciones de la ecuacion funcional asociada a la forma aditiva cuadratica
[m+n], =[m], +[n], - (1=q)[m],[~],-

Para la regla aditiva cuadritica [m+n] =[m] +[n] —(1-q)[m] [n] ,La ecuacién funcional

asociadaes f

(@)= 1(0)+ 1, (a)-(1—q) £, (a) /,(q)-

Primero veamos qué pasa con fz(q), para esto, en la ecuacion funcional asociada

sustituimos m =#n =1. De esta manera obtenemos:

f,(4)=fra(q)= (61) /, q) (1-q) f,(q) f,(q)
—2h(q)
)-

—Zh(q

(
(4)

Si multiplicamos la Gltima igualdad por el factor (1 - q) tenemos que:
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Por lo tanto f,(g) =

Ahora veamos lo que sucede con f3(q), para esto, en la ecuacion funcional asociada

sustituimos m =2 yn= 1. De esta manera obtenemos:

Si multiplicamos la ultima igualdad por el factor (l—q) y sustituimos el valor de f, (q),

tenemos que:

Por lo tanto f;(g)=

Generalizando este resultado tenemos que las soluciones de la ecuacion funcional asociada
a la forma aditiva [m+n]q =[m]q +[n]q —(l—q)[m]q [n]q son:
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3) Soluciones de la ecuacion funcional asociada a la forma aditiva cuadratica
[m+n], =" [m], +4"[n], +(1=q)[m],[n],-
Para esta regla aditiva cuadratica, la ecuacion funcional asociada es:

foin(@)=4"1, (2)+ 4" 1,(2)+(1=q) £,,(q) , (q)-

Primero veamos qué pasa con fz(q), para esto, en la ecuacion funcional asociada

sustituimos m =#n =1. De esta manera obtenemos:

f:(q)=fu(a)=df(a)+afi(a)+(1-9) /i (9) /:(q)
=2gh(q)+(1-q)h(q) -

Si multiplicamos la tltima igualdad por el factor (1 - q) tenemos que:

f,(4)(1-9) =24k (q)(1-4)+(1-¢) h(q)’
:2qh( )(1— )+(1—q)2h(q)2+(q2—q2)
=q +2qh( )(1 q)+ l—c])zh(q)z—q2

=(q+(1-q)h(q)) -4

(4+(1-0)h(9))] ~4"

(1-q)

Por lo tanto f,(q)=

Ahora veamos lo que sucede con ﬂ(q), para esto, en la ecuacidon funcional asociada

sustituimos m =2 y n= 1. De esta manera obtenemos:

£:(q)= frn(@)=daf2(a)+q* f,(a)+(1-q) f.(9) £ (9)
=qf,(a)+qh(q)+(1-q)h(q) 1, (a)
= f,(a)(a+(1~q)h(a))+a’h(q).

Si multiplicamos la ultima igualdad por el factor (l—q) y sustituimos el valor de f, (q),

tenemos que:
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=((a+(1-0)h(9))" ~4" (a+(1-q)n(q))+ah(9)(1-0)
=(g+(1-9)h(q)) —4* (g +(1-9)h(9))+¢*h(q)(1-q)
=(g+(1-9)h(9)) -4’ ~a"h(9)(1-q)+¢’h(q)(1-q)
=(g+(1-9)h(q)) -4"

Por lo tanto f;(g)=

Generalizando este resultado tenemos que las soluciones de la ecuacion funcional asociada
a la forma aditiva [m+n]q =q [m]q +q [n]q +(1—q)[m]q [n]q son:

(+(1-9)h(9)) 4"

f,(a)= -

A continuacion haremos una discusion sobre la ecuacion funcional general asociada a una
regla aditiva cuadratica.

Por el Teorema II.7 de la seccion anterior, tenemos que la forma general de una regla
aditiva cuadratica es:

r(a)m], + 5, ()], + 15, ()], [n], = (w, ()[n], +1=8,)[m], + (v, (@)[m], +1-3, )[n],
+(q—1—un(q)—vm(q)+5m+5n)[m]q[n]q

=[m+n] .
q
Por lo tanto, la ecuacion funcional general asociada a la regla aditiva cuadratica cudntica es:

fuen(0)= (1, ()], +1-6,) 7, (a) + (v (9)[m], +1-6, ), (4)+ (=1 ~u, (a) v, (4) + 6, +0,) 1, (a), (a).

Sea ¥ = { f (q)}j; una solucion de la ecuacion funcional general, la cual estd generada por

el polinomio f;(g)=%(q). Haciendo m=n=1, tenemos:

£ (a)=(u(a)+(a))h(q) +(a+1-u (a) - (a)h(a) -
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Abhora, si hacemos m=1y n=2, entonces:

f:(4)=A.2(a)
(w (a)(g+1)+1)h(q)+v(q) /s (a)+(a-1:(a)-vi(a))(a) /2 (a).

Similarmente, con m=2 y n=1, llegamos a que:

I8 (Q) = fou (‘])
=u,(q) £3(a)+ (v (a)(g+1)+1)h(q) +(qa = (a) =72 (9)) /2 (4) 1 (4)-

Si restamos las dos tltimas ecuaciones tenemos la igualdad:

0=((4(9) = (9) = (1 (@) =v2(9))) /2 (@) 1 (q) + (2 (9) = v (9)) (g + 1) (9) + (v1 (9) 11, () £2 (9)-

Reemplazando f,(g) por su valor y simplificando llegamos a que el polinomio #4(g) debe
de satisfacer la ecuacion:

Oz(u2 -V, —u, Jrvl)(qul—ul —vl)h(q)3
(= v, ) (o +0)+ (g +1) (=) =2 (w7 —vf))h(qf
+(u12 —vl2 —(u2 —vz)(q+1))h(q).

Equivalentemente, /(¢) es una raiz del polinomio cubico:

Oz(u2 -V, —u, +v1)(q+l—ul —vl)x3

+((m=va) (49 + (1) (1 =) =2( =37))x°

+(u12 -V —(u2 —vz)(q+1))x.

Claramente x=0 y x=1 son soluciones de esta ecuacion. Dividiendo entre x(x-—1)
obtenemos:

(u2 -V, —U, Jrvl)(q+1—u1 —v,)x—(u]2 —vlz—(u2 —vz)(q+l))=0.

Para los ejemplos de reglas aditivas cuadraticas estudiadas, vemos que los coeficientes en
esta ecuacion son ambos cero y todo polinomio 4(g) es una solucion.
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CAPITULO
111

ESTRUCUTRA

ADITIVA LINEAL

DE LOS ENTEROS
CUANTICOS



Dadas dos sucesiones de polinomios ‘Zéz{un (‘])}; y 7 ={vm (q)}w

m=

. decimos que definen

una regla aditiva lineal ® en una sucesion de polinomios ¥ ={f,(q)}

n=1

si se satisface que

para todo par de enteros m, n, se cumple que:
f.(a)® £, (q)=u,(q) 1, (a)+v,(4) 1, (a)-

Una regla aditiva lineal es cudntica si [m]q@[n]q z[m+n]q para todo par de enteros

positivos m y n. En este capitulo se dard una caracterizacion para las reglas aditivas
cuanticas y se estudiaran las soluciones de las correspondientes ecuaciones funcionales.

1. REGLAS ADITIVAS LINEALES.

y

Definicion III.1: Dos sucesiones infinitas dobles de polinomios “(l:{um,n (q)}w

m,n=1

V= {v (q)}w determinan una regla aditiva cuantica lineal si para todo par de enteros
m,n=1

m,n

positivos m, n se cumple que:

[m+ n]q =u,, (q)[m]q +V,, (q)[n]q (1)

Observacion: Si las sucesiones ¢y 77satisfacen una regla aditiva cuantica lineal entonces
la sucesion T/ determina a la sucesion 77y viceversa. Sin embargo, no se sabe para qué
sucesiones ¥/ existe una sucesion 7 de tal manera que ambas definan la ecuacion
anterior.

Definicion II1.2: Una identidad cero lineal estad definida por dos sucesiones de polinomios
s={s,.(q)} |y T={t,.(q)} _ tales que Swa(@)[m], +1,.,(¢)[n], =0 para todos los

enteros positivos m y n.

En el capitulo anterior hemos visto que tenemos la regla aditiva lineal:
[m + n]q = [m]q +qg" [n]q (2)

Por conmutatividad, [m]q +q" [n]q = [m+n]q =[n +m]q = [n]q +q" [m]q VmmnelZ" , por lo

que:

(1=¢")[m], +(¢" ~1)[n], =0...(3)

Sumando las dos ecuaciones anteriores se tiene que:
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[m+n]q =(2—q”)[m]q +(2q’" —1)[n]q (4)

A continuacion veremos como podemos obtener una nueva regla aditiva a partir de reglas
aditivas ya conocidas:

Primero tomamos la igualdad (2) y la multiplicamos por 4 obteniendo:
4[m + n]q = 4[m]q +4q" [n]q (5)
Ahora, multiplicamos la ecuacién (4) por 3 y se obtiene:

3[m +n]q =3(2—q")[m]q +3(2qm —1)[n]q
= 6[m]q -3q" [m]q +6g" [n]q —3[n]q

=6[m-+n],~3¢"[m] ~3[n]  utilizando la ecuacion (2).
Por lo tanto tenemos que:
3[m+ ”]q =3q" [m]q + 3[”]q .. (6)
Por ultimo, restando las ecuaciones (5) y (6) se tiene que:

[m + n]q = 4[m]q +4q™ [n]q -3q" [m]q - 3[n]q
=(4-3¢")[m], + (44" =3)[7],.

Es decir,
[m + n]q = (4 -3q" )[m]q + (4q”’ — 3)[n]q .
La cual es una nueva regla aditiva.

Este proceso de construir nuevas reglas aditivas a partir de reglas antiguas queda descrito
en el siguiente teorema.

Teorema II1.3:

a) Sean ‘Cliz{uf,f,)n(q)}w y Wiz{vij?n(q)}w dos sucesiones de polinomios que

m,n=1 m,n=1
determinan una regla aditiva cuéantica con i=1,..,k . Si «,..,, son elementos del

correspondiente anillo de coeficientes tales que ¢, +..+¢, =1, y si las sucesiones
w={u,,(q)] |y ¥ ={v,,(q)] _ estin definidas, para todo par de enteros positivos

m, n por:
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entonces &'y 7°determinan una regla aditiva cuantica lineal.

b) Si w={u,,(q )}mn .y 77={v,,(q)} _ son sucesiones de polinomios que determinan

una regla aditiva cuantica lineal, y si S={s,,, (¢ )}mn Ly 7={t,,(q)] _ sonsucesiones
de polinomios que determinan una identidad cero lineal, entonces las sucesiones
"Cl+"5:{um’n (q)+s,., (q)}: Ly 'V+7:{Vm,n(Q)+tm,n(Q)}: __, determinan una regla

aditiva cuantica.
Demostracion:

y 7= { W (q)}w determinan una regla aditiva cuantica para

m,n=1

a) Como ' = { "j"(q)}:,nl

toda i=1,...k , entonces [m+n] =u,,(q)[m] +v,,(q)[n] Vi=L...k.Lo que queremos

probar es que ¢y 7°determinan una regla aditiva cuantica, es decir,
[m+n], =u,,(@)[m], +V...(a)[~],-

k
Por hipotesis sabemos que u,,(q)=> aul (q)y v,.( Z ,(q) ¥y que

i“m,n
i=l1

a, +...+a,=1; entonces:

w0+ ], = Bt o) o, S0,
=a-ul, (9)-[m], +---+ak-u:;,n<q) [m], +e vl (q)-[n], + ¥4, (0)-[n],
=a,(u,,(q)[m], + b, (a)-[n], )+t (1, (0)-[m], 90, (a)-[], )
=a,([m+n], )+t ([m+n],)

=(a1 +.t ak)([m + n]q)z (1)([m+n]q)= [m+n]q.

Por lo tanto |[m+ n]q =u,, (q)[m]q +V,., (q)[n]q , es decir, Ty 7°determinan una regla

aditiva cuantica. O
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b) Por hipotesis sabemos que @ ={u,,(q)} vy 7={v,,(q)] _ determinan una regla

m,n=1

aditiva cuéntica, es decir, [m+n] =u,,(q)[m] +v,,(¢)[n] . También sabemos que
s={s,.(a)} v T={,,(q)}  determinan una identidad cero, es decir,

S (q)[m]q +t,, (q)[n]q =0. Lo que queremos probar es que

“+3={u,,(q)+s,,(9)},

m,n=1

aditiva cuantica, i.e., [m+ n]q = (um,n (q)+s,, (q))[m]q + (vm,n (q)+t,., (q))[n]q .

y 7+7={v,,(q)+1,,(g)}  determinan una regla

Vamos a aplicar las hipdtesis para poder llegar a la conclusion deseada:

(tt0 (@) + 80 (@))[m], + (V0 (0) ¥ 8 ()], =00 (@)[m], + 5,0 (@)[m], Vs (@)[12], +2, (@)]1],
(s (@[], + ¥, ()]1], ) + (S0 (@[], + 1 (2)[7],)

[m+n]q+0:[m+n]q.

Por lo tanto |[m+n] =(u,,(q)+s,,(q))[m], +(V..(4)+1..(q))[n], |- es decir, @+3 y

77+ determinan una regla aditiva cuantica. O
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2. LA REGLA ADITIVA CUANTICA FUNDAMENTAL.

El objetivo de esta seccion es clasificar todas las identidades cero lineales y todas las reglas
aditivas lineales cuanticas. Para esto, consideraremos sucesiones que dependan unicamente
de m 6 n.

Teorema II1.4:
a) Sean 3={S,’(q)},: y T ={tm(q)}:=l dos sucesiones de polinomios. Entonces,

sn(q)[m]q+tm(q)[n]q:0Vm,neZ+ si y solo si existe un polinomio z(gq) tal que

sn(q)zz(q)[n]q Vnzlyt, (q)z—z(q)[m]q Vm=1.

b) Si s,(q)[m] +t,(q)[n] =0V mneZ 6 s,(q)[m], +1,(q)[n] =0V mneZ’, entonces
s,(q)=t,(q)=0VneZ".

Demostracion:

a) =] Supongamos que las sucesiones § y J satisfacen la identidad
s, (q)[m]q +t, (q)[n]q =0. Como esto se cumple para todos los enteros positivos m y n,

en particular se cumple para m=n=1, entonces tenemos que:

si(q)+4(q)=s (q)[l]q + (q)[l]q =0.

Definimos |z(q)=s,(¢)=-1(q)|.

Con esta definicion tenemos que para todo entero positivo n y m=1,
s, (q)[l]q +t1(q)[n]q =Sn(‘I)—Z(Q)[”]q =0. Si despejamos el término s, (g) tenemos que

s, (q) zz(q)[n]q Vnxl.

Andlogamente, si ahora consideramos cualquier entero positivo my n=1 tenemos:
) (q)[m]q +t, (q)[l]q =z(q)[m]q +t,(q)=0. Si despejamos el término ¢, (¢) tenemos

que ¢, (q) =—z(q)[m]q Vm=1.

<] Supongamos que existe un polinomio z(g) tal que sn(q)zz(q)[n]q Vn>ly
t,(q) =—Z(q)[m]q Vv m>1. Entonces:

sn(q)[m]q +tm(q)[n]q =Z(q)[n]q [m]q —z(q)[m]q [n]q =0 y esto se cumple para todos los
enteros positivos m y n.
Por lo tanto, s, (q)[m]q +1, (q)[n]q =0VmneZ. O
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b) Caso 1: Supongamos que s, (q)[m]q +t, (q)[n]q =0V mmneZ', entonces
t,(q)[n], ==s,,(¢)[m],. Pero como la igualdad s, (¢)[m] +t,(q)[n] =0 se cumple para

toda n y toda m, en particular se cumple para toda m y toda n+1, ie.,
s.(q)[m], +1,(q)[n+1] =0, entonces ¢,(q)[n+1] =-s,(q)[m] . Igualando las dos

expresiones resulta que:

()], ==, (@)[m], =t (@) +1], =2, (a)([n],+a") vy esto  implica  que
tm(q)[n]q =t, (q)[n]q +1,(q)q", entonces ¢,(q)q" =0, pero ¢"#0Vn>0 por lo tanto
1 (9)

m

q

=0 para toda m. Ademas, como ¢, (q)[n]q =-s, (q)[m]q, entonces también
s, (¢)=0 para toda m.

Por lo tanto s, (¢)=t,(q)=0 para toda m.

Caso 2 (Por contradiccion): Supongamos que s, (q)[m]q +1, (q)[n]q =0V mneZ",

entonces s, (¢)[m] =—t,(q)[n], vV mneZ’.

Asi, si suponemos que s,(q)#0 para alguna m, entonces 7,(g)#0 para toda n y

s, (q)#0 para toda m.

Si nos fijamos en los grados de los polinomios tenemos que:
gr(sm (q)[m]q ) = gr(tn (q)[n]q) , entonces gr(s, (q))+m—1=gr(z,(q))+n—-1=n-1.

Por lo tanto gr(s,)>n—mVneZ" lo cual es un absurdo, ya que es para todo entero
positivo n, asi si hacemos n=m+gr(s, (¢))+1 tenemos que gr(s, (¢))=gr(s, (¢))+1 lo
cual es imposible.

Por lo tanto, '§ y 7’son sucesiones cero. O

El siguiente teorema nos muestra cuando dos sucesiones de polinomios definen una regla
aditiva cuantica lineal.

Teorema IIL5: Las sucesiones 7 ={u,(q)}

n=1

y 7={v, (q)}::1 definen una regla aditiva

cuantica lineal si y solo si existe un polinomio z(g) tal que:
u,(q)=1+2(q)[n], VneZ y v,(q)=q"~z(q)[m], VmeZ".

Mas aun, z(q)=u,(q)-1=g-v,(q).
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Demostracion:

=] Sean U= {un (q)}w y V= {vm (q)}::] solucioén de la ecuacion

n=1

[m+n], =u,(q)[m],+v,(q)[n], -

Definimos |z(q)=u,(q)-1|.

Como la ecuacion [m+n] =u,(q)[m] +v,(q)[n], se cumple para todos los enteros

positivos, entonces en particular se cumple para n=1=m. Entonces:
l+g= [2]q = [1+1]q =u,(q)+v,(¢)=1+2z(q)+v(¢q) ya que si z(q)=u(q)—1 entonces

u, (q) =1+z(q).

Por lo tanto 1+g=1+z(q)+v(g), lo cual implica que v,(¢)=g—z(g). Asi, para todo

entero positivo m, tenemos que [m+1] =u,(g)[m] +v,(¢), entonces:

v, (q)=[m+1] —u,(q)[m],
=q" +[m] —u,(q)[m],
=q" +(1-u,)[m],
=q" -z(q)[m],.

Por lo tanto |v, (¢)=¢" - Z(q)[m]q )

Analogamente, para todo entero positivo n, tenemos que [n +1]q =[1 +n]q =u,(q)+v, (q)[n]q

entonces:

u,(q)=[n+1], = (q)[n],
=1+q[n], ~(q=2(q))[],
=1+g[n], ~q[n], +=(q)[n],
=1+z(q)[n]q.

Por lo tanto (u,(q)=1+z(q)[n] |

<] Sea z(g) cualquier polinomio y definamos las sucesiones "Clz{un(q)}j:l y

7’={vm (q)}::1 mediante las hipdtesis del teorema, es decir, mediante las igualdades

u, (q) =1 +z(q)[n]q yv, (q) =q" —z(q)[m]q . Entonces:
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(
[m], +2(q)[n], [m], + 4" [n], = 2(q)[m],[n],
=[m ] +q" [n]q
(
[

m+1

=(1+g+4¢° +...+qm’1)+(qm +q +...+q’"*”’1)

Por lo tanto [m+ n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q VmmneZ" O
Para entender mejor este ultimo teorema, vamos a dar un ejemplo:

Ejemplo: La ecuacién [m +n]q = (4—3q”)[m]q +(4q’” —3)[n]q se puede reescribir de la

siguiente manera:
[m + n]q = (4 -3q" )[m]q + (4qm - 3)[n]q

=(1+2(q)ln] )m], + (4" ~=(g)[m], ) ],
Donde z(g)=3-3q.
Demostracion:

Primero desarrollemos los términos 1+ z(q)[n]q yq" —z(q)[m]q para z(g)=3-3g:

L1+2(q)[n], =1+(3-3q)[n],
=1+3[n]q —3q[n]q
=1+3(1+q+q2 +...+q”_1)—3q(l+q+q2 +...+q”‘1)
=1+(3+3q+3¢" +..+3¢" ") +(-3¢ -3¢’ -3¢" -...- 3¢")
=1+3-3¢" =4-3¢".

Por lo tanto 1+z(q)[n]q =4-3¢"|

q"=z(q)[m],=q" - (3-3q)[m],
=q" —3[m]q +3q[m]q
=q" —3(1+q+q2...+q"”l)+3q(l+q+q2...+qm’l)
=q" —i—(—3—3q—3q2 —...—:%q"”l)—i-(?aq+3q2 +3q3...+3qm)
=q" -3+3¢q" =4q9™ 3.
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Por lo tanto |¢” —Z(q)[m]q =4q" -3|

Por lo tanto obtenemos:

(1+2(9)n], )JIm], +(a" ~=(g)[m], )[n], =(4~34" ) m], +(4g" ~3)[],

=[m+n]q.

Teorema I1L.6: Sean ¢ ={u, (q)}:=1 y 7 ={v, (9)}"_ sucesiones de polinomios. Entonces:

[m+ n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q VvV mnel,
siysolosiu,(q)=1y v,(g)=g" paratoda m.
Demostracion:

=] Supongamos que se cumple la ecuacion [m+n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q , cOmo ésta se

cumple para todos los enteros positivos m y n, podemos hacer n=1 y obtenemos:
[m+1], =u, ()[m], +v, (9)[1], =, (@)[m], +..(q).
De la misma manera, hagamos ahora » =2y resulta:
[m+2], =u, (q)[m], +v.(4)[2], =, (a)[m], +(1+4)v, (9)-
Ahora bien, si restamos estas Ultimas dos ecuaciones resulta que:

[m+2] —[m+1] =u,(q)[m], +(1+q)v,(q)-u,(q)[m],-v.(q)-

Entonces tenemos que ¢"*"' =v, (¢)+4qv, (¢)—v, (¢)=qv, (q), es decir, ¢"" =qv, (q).

m

Por lo tanto |v, (¢)=¢

Ahora, si en la ecuacion [m+1]q =u, (q)[m]q +v, (¢) despejamos u,, (q)[m]q resulta:

u, (q)[m], =[m+1], =v, () =[m+1], ~¢" =[m],.

Es decir, u (q)[m]q =[m]q.

> m

Por lo tanto |u,, (¢)=1| para toda m.
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<] Supongamos que u, (¢)=1y v,(g)=¢" paratoda m, entonces:

, (¢)[m], +v,(q)[n], =1-[m], + 4" [n],

Por lo tanto [m+ n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q VmmneZ . O

El teorema anterior da condiciones necesarias y suficientes para que suceda que
[m—i—n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q vV m,neZ". Es decir, el subindice de u y v tiene que ser el

mismo (a saber, m).

A continuacion presentaremos un lema en el cual se observara que si tenemos distintos
subindices en u y v (m y n respectivamente), el teorema NO se cumple.

©

Lema II1.7: NO existen sucesiones de polinomios ¢ = {um (q)} Y= {vn (q)}j:1 tales que:

[m + n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q Vmnel.
Demostracion:

Esta prueba la haremos por reduccion al absurdo:

Supongamos que SI existen sucesiones de polinomios ¢ = {um (q)}m

m=l1

que:
[m+ n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q Vmnel'.
Como esto se cumple para toda n, entonces se cumple para n=1y n=2, es decir:
[m+1], =u, (q)[m], +v (a)[1], =u, (q)[m], +¥(9)-
Lo cual implica que u, (q)[m]q =[m+ 1]q -v(q).
Y también:

[m+2], =u,(q)[m], +:(9)[2], =[m+1], = (a) +(1+q)v. (q).
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Haciendo un poco de algebra en la expresion [m+2]q = [m+l]q —v,(q)+(1+g)v,(g) resulta

que:

[m+2]q —[m+l]q =(1+q)v2 (q)—v1 (q)
(1+q+q2 +otq" " +q" +q’”“)—(1+q+q2 +otq"! +q”’)=(1+q)v2(q)—vl (9)
q"" =(1+q)v,(q)-v(q)

Por lo tanto ¢"*"' =(1+¢)v,(q)—v,(¢) VmeZ" lo cual es un absurdo. O

El siguiente resultado, el cual es el ultimo de este capitulo, demuestra que la sucesion de
enteros cuanticos es esencialmente la Unica soluciéon de la correspondiente ecuacion
funcional.

Teorema II1.8: Sean ‘le{un(q)}::l y ?z{vm(q)}zzl sucesiones de polinomios tales que

[m+n]q:un(q)[m]q-l-vm(q)[n]q para todos los enteros positivos m y n. Entonces

F={f, (q)}:O=l es una solucion de la ecuacion funcional f,,,(q)=u,(q)f,(q)+v,(q)/,(q) si
y solo si existe un polinomio 4(q) tal que f,(q)= h(q)[n]q Vn>l.

Demostracion:

=] Supongamos que "(éz{un(q)}; y 7J={Vm (q)}:=| son sucesiones de polinomios tales
que [m+n]q zun(q)[m]q +vm(q)[n]q para todos los enteros positivos m y n y que
‘Fz{fn (q)}:j:1 es una solucién de la ecuacion funcional f,,,(q)=u,(q)f,(q)+v,(q)f,(q).

Lo que queremos probar es que existe un polinomio %(q) tal que f, (q):h(q)[n]q Vnxl.

Esto lo haremos por induccion sobre 7:

> Base de la induccion: Para n=1 definimos #(q)=f,(¢). De esta manera

fila)=h(g)[1],=h(q)-

> Hipdtesis de induccion: Supongamos que £, (q)= h(q)[n]q.

> Paso inductivo: Gracias al Teorema IIL5, tenemos que existe un polinomio z(g) tal que

u, (q)=l+z(q)[n]q VneZ' yv, (q)zq'” —z(q)[m]q VmeZ" , entonces:
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fuil@)= A (@) =u(q) 1, (q
=(1+2(q)

= q(n]
)([]

n

)+v,(9) £ (q)
[1], ) ( )[n] +(a"==(9)[n], ()
,+a( +q"=z(q)[n], )

= q , T4 ) [n+1]

Por lo tanto £, (g)="h(q)[n+ l]q .

Asi, resulta que £, (q)= (q)[n]q Vnxl.

<] Supongamos que ¥ = {“n (q)}: y 7= {Vm (q)}z=I son sucesiones de polinomios tales
que [m+ n]q =u, (q)[m]q +v, (q)[n]q para todos los enteros positivos m y n 'y que existe un
polinomio 4(q) tal que f,(q)= h(q)[n] Vv n>1. Lo que queremos probar es que

F={/, (q)}:):1 es una solucion de la ecuacion funcional 7., (q)=u,(q) 7, (q)+v.(9),(q)-

Entonces:

u,(4) 1, (q)+v.(a)f,(a)=u,(a)h(q)[m], +v, (9)h(q)[n],

)
=h( q)(u [m +v,(q )[n]q)
=h(q)[m+n]
:fm+n(q)'
Por lo tanto 3'?:{ fn(q)}j=1 es una solucion de la ecuacidn funcional

foin(@)=1,(9) £, (q)+v,(9) f,(q). ©

Observacién: Nosotros sabemos que [n]q =1+g+q°+...+q"" lo cual quiere decir que los

enteros cuanticos no son otra cosa mas que polinomios. Si observamos con cuidado todo el
trabajo realizado en este capitulo podremos darnos cuenta de que la tnica propiedad que
utilizamos de los polinomios es la funcion grado. Esto implica que los teoremas IIL.5 y II1.8
se cumplen en cualquier algebra que contenga enteros cuanticos. Algunos ejemplos de estas
algebras son: los polinomios, las funciones racionales, las series de potencias, las series de
Laurent con coeficientes en un anillo o en un campo, etc.

Con todo esto, hacemos referencia a que los enteros cuénticos no son mas que polinomios y
asi tenemos una infinidad de ejemplos en donde aparecen estos.
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CAPITULO
IV

ESTRUCTURA DE
ANILLO DE LOS
ENTEROS
CUANTICOS



En los capitulos anteriores hemos visto como definir una operacion aditiva y una
multiplicativa en el conjunto de los enteros cuanticos de tal manera que

[m], ®,[n], =[m+n] y [m] ®,[n] =[mn] . Estas definiciones nos sirven para demostrar

que tenemos una estructura de anillo para los enteros cuanticos y de campo para los
numeros racionales cuanticos.

Finalizaremos observando que las reglas aditiva y multiplicativa definidas en el anillo de
los enteros cuanticos son equivalentes a la descomposicion elemental de intervalos de
enteros en la teoria aditiva de los niumeros.

1. ADICION Y MULTIPLICACION

Sean N, Z y Q los conjuntos de enteros positivos, enteros y numeros racionales
respectivamente.

Recordemos brevemente la definicion de anillo.

Definicién IV.1: Sea 4 un conjunto no vacio con dos elementos distinguidos (n y m) y sean

+ y * dos operaciones binarias. Diremos que (A, +,%* n, m) es un anillo si se cumplen las

siguientes condiciones:

1) A es cerrado bajo + y bajo *.

2) +es conmutativa.

3) +y * son asociativas.

4) nesneutro en +y m es neutro en *.
5) Existen inversos para +.

6) * es distributiva respecto de +.

Ademés, si la operacion * es conmutativa, entonces diremos que (A,+,*,n, m) es un anillo

conmutativo.

Definicion IV.2: El nimero cuantico [x]q se define como la siguiente funcién en las
variables x y ¢:

1-g"

1-¢g '

[x], =

Si x es un entero n, entonces tenemos la definicion usual de entero cuantico,

[n]q =— =l+qg+..+q"".
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Para n en los enteros negativos, tenemos:

l_qfn l_qn
—nl|l = =
[ ]q 1_q qn (l_q)
1 -
~=—lnl, ="l

Definimos a [Z]q = {[n]q Ine Z} como el conjunto de los enteros cuanticos.

Teorema IV.3: Los enteros cuanticos tienen estructura de anillo.

Demostracion:

Definamos en [Z]q la siguiente operacion aditiva:

(2], @, [m], =[n], +4"[m],.

Entonces,

l1-¢" , 1-¢4"
:1—q+q.1—q
1= g
.
=[n+m]

Similarmente, definimos la siguiente operacion multiplicativa:
[n], @, [m], =[n], [m],
Entonces,

(2], ®,[m], =[n], [m],.

3 l_qn ‘l_qnm
Cl-gq 1-¢"
_l_qnm
-
-
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Por lo tanto, las ecuaciones:
[n]q ®q [m]q = [n +m]q y [n]q ®q [m]q = [nm]q
nos dan una estructura de anillo conmutativo en el conjunto [Z]q = {[n]q /ne Z}. m

Para continuar, recordemos la definicion de isomorfismo de anillos.

Definiciéon IV.4: Sean R y S dos anillos y funa aplicacion de R en S, es decir, f:R—S.
Diremos que f es un isomorfismo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) fes biyectiva.

2) f(x+y)=f(x)+f(y) vV x,yeR.
3) f(x-y)zf(x)-f(y) vV x,yeR.
4y f(1)=1

Lema IV.5: La aplicacion 1 : Z —> [Z]q con regla de correspondencia, 1 (n)= [n]q VneZ

es un isomorfismo de anillos.
Demostracion:

Para demostrar que f es un isomorfismo debemos de comprobar que se cumplen las cuatro
condiciones de la definicion IV .4:

1) Sean a,beZ y supongamos que f(a) = f(b). Lo que se quiere probar es que a =b.
Por definicion tenemos que f(a) =l+g+q" +.+q¢" y f(b) =14+g+q*+..+q¢"".
Pero por hipdtesis [ (a) =f (b), entonces tenemos una igualdad de polinomios. De

este hecho podemos deducir que los polinomios f (a) y f (b) son del mismo grado, es

decir, a—1=b—1. De esta ultima igualdad se deduce que a=»b. Por lo tanto f es
inyectiva.

La suprayectividad se da trivialmente gracias a la regla de correspondencia de la
funcién f.

Por lo tanto f'es biyectiva.

2) Por el teorema IV.3 sabemos que [n] ®, [m] =[n+m] ¥ nmeZ . Es decir, en

términos de la aplicacion f'se tiene que:

f(n)+f(m)=f(n+m) Y n,meZ.
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3) Nuevamente, gracias al teorema IV.3 tenemos que [n]q ®, [m]q =[nm]q. Esta igualdad

en términos de la aplicacion f quedaria escrita como:
f(n)f(m):f(nm) vV n,meZ.

4) Sin=1,entonces f(1)= [l]q. Pero sabemos que [l]q =1.
Por lo tanto f(l) =1.

Por lo tanto, f'es un isomorfismo de anillos y asi Z y [Z]q son isomorfos. O

., , . m , . r .
Definicién IV.5: Para un numero racional —, se define el numero racional cuantico

m
— | como:
n q

Las identidades [n]q ®, [m]q =[n+m]q y [n]q ®, [m]q =[nm]q implican que la adicién y la

multiplicacion de nimeros racionales cuanticos son operaciones que estan bien definidas y
nos permiten darles una estructura de campo.

Definicion 1V.6: Se define el campo de los nimeros racionales cuanticos como el

conjunto:
[@],= {[;L /=€ @}-

Si consideramos a [x]q como una funcioén de variables reales x y ¢, entonces 1inll[x]q =X
q—>

para todo niimero real x.

Como las definiciones que hemos visto son de indole formal, tenemos el siguiente teorema
el cual generaliza los resultados de los enteros cuanticos para cualquier anillo R.
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Teorema IV.7: Para cualquier anillo R, no necesariamente conmutativo, el conjunto

[R]q ={[x]q/xeR} es un anillo con la operacion aditiva [x]q ®, [y]q =[x]q +q" [y]q y la

multiplicacion de elementos definida por la regla [x]q ®, [ y]q :[x]q [ J’]qx . El morfismo de

Ra [R]q definido mediante x> [x]q es un isomorfismo de anillos.
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2. UNICIDAD DE LA ARITMETICA CUANTICA.

Sea ?z{ £ (q)}j:1 una sucesion de polinomios en la variable g que satisface las reglas de

adicion y multiplicacion para enteros cuanticos, es decir, ¥ satisface la ecuacion funcional
aditiva para todos los enteros positivos m y n:

foen(@)= 1 (a)+q" 1, (q)

y la ecuacion funcional multiplicativa para todos los enteros positivos m y n:
fon(@)= 1, (a) £, (4")-

Nathanson [1] demuestra que hay una gran variedad de sucesiones de polinomios que
satisfacen la ecuacion funcional multiplicativa f,,(q)=f,(q)f,(¢"). No se tiene una

clasificacion completa de las soluciones de esta ecuacion, pero si una descripcion simple de
todas las soluciones de la ecuacion funcional aditiva £,.,(q)=f,,(¢)+4"f,(q).

Teorema IV.8: Sea ?z{ fn(q)}oj1 una sucesion de funciones que satisface la ecuacion

funcional aditiva 7., (¢)=f,(q9)+q"f,(q). Sea h(q)=f,(¢). entonces:

£,(9)=h(q)[n], VneN.

Inversamente, para cualquier funcion #(q), la sucesion de funciones ¥ = { f (q)}j=l definida

por f,(q) :h(q)[n]q es una solucion de f,.,(q)=f,(¢)+4¢"f,(q). En particular, si 4(q) es
un polinomio en ¢, entonces h(q)[n]q es un polinomio en ¢ para todo entero positivo n, y

toda solucion polinomial de f,,,(q)= /1, (q)+4"f,(q) es de esta forma.

Demostracion:

=] (Por induccién / n)

Supongamos que }“:{ f (q)}j=1 es solucion de la ecuacion funcional aditiva

fon(@) =1, (2)+q" 1, (q)-

> Base Inductiva: Si n=1, definimos h(q) = 1, (q) y  entonces

[n], h(a)=[1], £i(a) =/ (a)-
Por lo tanto £,(g) =h(q)[1] -

q

> Hipotesis Inductiva: Para n>2, supongamos que f,_,(q)=/%(q)[n —l]q .
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> Paso Inductivo: Gracias a la ecuacion 7,,,(¢)=f, (¢)+q" f,(q) tenemos que:

f,(q )= fi(a)+d' s, (q)
= (q)[] +qh(q)[n-1],

q[]+qn1)

q

q

I

)(1+q l+q+q* +..+q" ))
)(1+q+q +.t+q" )
q)[n],.

h
h(
h
h( \

Por lo tanto f,(q)= h(q)[n]q VneN.

<] Si multiplicamos la ecuacion f, ,, (q) =1, (q) +q"f, (q) por h (q) , obtenemos:
h(q)[m+n]q = h(q)[m]q +q'"h(q)[n]q. Esto quiere decir que la sucesion {h(q)[n]q }w es

n=1

solucion de la ecuacion funcional aditiva f,,,(q)= 7, (q)+4¢"f,(g) para cualquier funcién

h(g). o

Ahora podemos probar que la sucesion de enteros cudnticos es la unica solucidon no trivial
de las ecuaciones funcionales aditivas y multiplicativas £, (q)=/,(q¢)+q"f,(q) ¥

fon(@)=1(2) 1, (q")-

Teorema IV.9: Sea ¥ = {

2 (a)),.,
ecuaciones f,,,(q)=1,(q)+4"%,(q) ¥ fmn(q)=fm(q)fn(qm). Entonces f,(¢q)=0VneN 6
fn(q)z[n]q VneN.

)} una sucesion de funciones que satisfacen las dos

Demostracion:

La ecuacion funcional multiplicativa implica que f;(¢)=/;(¢)’, entonces f, (g)=0 0o
f,(¢)=1. Como ¥ = { f (q)}j=l también satisface la ecuacion funcional aditiva, se sigue del
teorema IV.8 que f,(¢)=0VneN ¢ fn(q)z[n]q VneN. O

n
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3. EL ANILLO DE LOS ENTEROS CUANTICOS Y LA TEORIA
ADITIVA DE LOS NUMEROS.

En esta seccion mostraremos la estrecha relacion entre las reglas aditivas y multiplicativas
de los enteros cuénticos y algunos resultados de teoria aditiva de los ntimeros.

Definicién IV.10: Sean 4 y B dos conjuntos de enteros, y sea m un nimero entero.
Entonces definimos:

1) La dilatacion de A como: m* A={ma/a e A}
2) La traslacion de A con respecto a m como: m+A={m+a/aec A}

3) El conjunto suma como: A+B={a+b/aec A,beB}

Observacion: Escribimos A®B=C si A+B=C y todo entero en C se puede escribir de
manera Unica de la forma a+5 para alguna ac 4y beB.

Uno de los intereses de la teoria aditiva de los niimeros es estudiar el problema de como
escribir a los numeros enteros como combinacion de otros enteros. Por ejemplo, particiones
de Z en unidn disjunta de subconjuntos o la descomposicion de nimeros enteros en suma

de conjuntos de enteros.

Notacion: Sea [#] el conjunto de los primeros n enteros no negativos, es decir:
[n]={0,1,2,...,n—1}.
Con esta notacion tenemos la siguiente particion:
[m+n]|=[m]U(m+[n]), donde [m]N(m+ [n]) =.
Y la descomposicion en suma directa:
(] =[m}@m*[n].

Si m,,...,m_son enteros positivos, entonces, por induccion, tenemos la particion:

e cem 1= Sm <)

j=1\_i=1

en conjuntos disjuntos dos a dos, y la descomposicion en suma directa:

j—1

mons - 1=( [T *[, )

i=l1
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Para cada conjunto finito 4 de enteros, asociamos el polinomio de Laurent:

FA (q):zqa

acA

esto es llamado la funcién generadora de A. Por las definiciones de dilatacion, traslacion
y suma de conjuntos, tenemos las identidades de funciones generadoras:

Si ANB=, entonces F, ,(q)=F,(q)+F;(q).

La funcion generadora para el conjunto [#] es el entero cuantico [n]q , ya que:
2 n-1
F[n](q)=1+q+q +..+q =[n]q.

Reescribiendo la identidad (particion) [m+n]=[m]U(m+[n]) en términos de funciones

generadoras tenemos:

[m + n]q = Fim+n] (q)
= F[m]u(m[n]) (9)
q) F‘m+[n] (q)

La descomposicion de suma de conjuntos [mn]=[m]|@®m*[n] del intervalo [mn] es:

[mn], =B, ()

= Fim]@m*[n] (q)
= Fim] (q)Eil*[n] (q)
= Fiy(4)F(a")

=[m],[],.-
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Similarmente, las identidades de teoria aditiva de numeros
r J-1 r j—1

[m, +m, +...+mr]=U(]z:ml. +[mj]j y [mm, m,]z@(ﬁml *[mj]j satisfacen la
J=I\i=l J=1\_i=1

identidad de enteros cuanticos:

j—1

r m;
[m, +m, +...+mr]q = Zq"

1
[’”f l,
=

[Wllm2 ceem, ]q = lLII:mJ :Iqﬁm‘ .

J=l ,.

En este sentido, observamos que las reglas de adicion y multiplicacion de enteros cuanticos
son equivalentes a las afirmaciones elementales en la teoria aditiva de los nimeros.
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CONCLUSIONES

Como se mencioné en la introduccion, la estructura de anillo de los enteros cuanticos es la
parte central de este trabajo. Sin embargo, toda la informacion aqui vertida es de gran valor.
Desde la construccion de la adicion y multiplicacién cudntica hasta los resultados mas
especificos y complejos de estos nimeros.

En la tesis se presentan soluciones ya existentes, pero rescritas para una mejor
comprension, y en algunos casos la demostracion es propia de este trabajo. Con esto se
quiere lograr obtener un texto de facil comprension para que todo aquel interesado en el
tema tenga una base que le sirva como introduccion a los enteros cuanticos.

Algunas de las aplicaciones directas que tienen los enteros cudnticos son probadas por
Borisov, Nathanson y Wang en [5]. Ellos probaron que las unicas soluciones de
f,.(q)* f,(q)=1,,(q) en el campo Q(q)de funciones racionales con coeficientes racionales

son en esencia cocientes de productos de enteros cuanticos.

También probaron que existe un conjunto finito R de enteros positivos y un conjunto {z,}

de enteros tales que, para toda nesupp(¥), f,(q) :/I(n)q"’("'l)H[n]Z, ; donde A(n) es una

reR
funcioén aritmética completamente multiplicativa y ¢, es un numero racional tal que

t,(n—1)eZ para toda nesupp(¥).

Nathanson en [7] también prob6 que si ¥ ={7, (q)}j:1 es cualquier solucion de la ecuacion
funcional £, (¢)* f,(¢)=f,,(¢) en polinomios o series formales de potencias con
coeficientes en un campo, y si f,(0)=1Vnesupp(¥), entonces existe una serie formal de
potencias F(gq) tal que lim f(q9)=F(q).

nesupp(F)

Cheung y Kac en [6] observan que los enteros cuanticos (vistos como polinomios) aparecen
en muchos contextos, uno de ellos, en el calculo cuantico. Por ejemplo, la g-ésima derivada
de f(x)=x" es:

S(ax)=f(x) _

qx—x

r')-

Los enteros cudnticos también se ubican en el estudio de grupos cuanticos, tema estudiado
por Kassel en [8].
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Desde el inicio del trabajo, qued6 manifiesto que nunca se tuvo la intencion de rescribir la
obra de Nathanson, pero si darla a conocer, porque estos trabajos que ha realizado, desde
mi punto de vista son poco conocidos y reconocidos dentro de la matematica, de esta
manera esperamos que esta tesis de un panorama global sobre Nathanson y sus articulos
sobre los fascinantes enteros cudnticos, y que asi el lector conozca un poco sobre el trabajo
actual de este gran matematico.
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