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Introduccion

Jun-iti Nagata demostré en 1949 que la estructura topoldgica de un espa-
cio de Tychonoff X estd completamente determinada por la estructura de
anillo topoldgico del espacio C},(X), es decir, demostré que dos espacios de
Tychonoff X y Y son homeomorfos si y sélo si sus anillos topolégicos C,(X)
y C,(Y') son topoldgicamente isomorfos. Es natural preguntarse si sucede
lo mismo cuando se considera en C,(X) la estructura de espacio vectorial
topoldgico. La respuesta es negativa: existen espacios no homeomorfos X
y Y cuyos espacios Cp(X) y Cp(Y) son linealmente homeomorfos. Este
hecho da origen a las nociones de espacios f-equivalentes y de propiedad
topoldgica f(-invariante, y a la bisqueda de propiedades topoldgicas que sean
(-invariantes.

La busqueda de propiedades f-invariantes es una labor que atn no ha
terminado. En este trabajo presentamos un método para construir espa-
cios f-equivalentes y utilizamos dicho método para mostrar que algunas de
las propiedades topoldgicas clasicas no son preservadas por la relacién de
(-equivalencia.

En el capitulo 1 de esta tesis se muestran las propiedades mas basicas de
los espacios de funciones continuas C,(X, Z) dotados de la topologia de la
convergencia puntual. Una vez que hemos establecido a los espacios Cp,(X),
aclaramos cudl es la relacion entre C,(X) y C,(Y) bajo el supuesto de que
existe una funcién continua entre los espacios X y Y. Para lograr esto intro-
ducimos la nociéon de mapeo dual y exponemos algunas de sus propiedades
bésicas. Observamos también que si Z tiene alguna estructura algebraica y
p: X — Y es una funcién, entonces el mapeo dual p* es un homomorfismo de
las correspondientes estructuras algebraicas en C,(X, Z) y C,(Y, Z). En la
ultima seccion de este capitulo verificamos que cualquier espacio X es homeo-
morfo a un subespacio de C,,(C,(X)) y utilizamos este hecho para demostrar
el teorema de Nagata.
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v Introduccién

En el capitulo 2 introducimos la nocién de espacios f-equivalentes y la
nocién de propiedad topoldgica f-invariante. Demostramos que si ¢ es alguna
de las funciones cardinales: nw, d, iw, entonces la propiedad “¢(X) < 77,
donde 7 es un cardinal infinito, es una propiedad ¢-invariante. En la segunda
seccion de este capitulo exponemos un método para construir ejemplos de
espacios f-equivalentes. Veremos que si X es un espacio topolégico y F' es
un retracto de X, entonces F' estd (-inmerso en X (véase 2.15). También
mostraremos que si F' es un subconjunto /-inmerso en X, entonces los es-
pacios X y (X/F) @ F son (-equivalentes (ver 2.26). Asi, para encontrar
propiedades topoldgicas que no se preservan por la relacién de f-equivalencia
bastard hallar propiedades que X' y (X/F) @ F no tengan en comun.

En el capitulo final de esta tesis se presentan diversos ejemplos en los que
se utiliza el procedimiento descrito en el capitulo 2. La finalidad de presen-
tar estos ejemplos es mostrar que numerosas propiedades topoldgicas no son
(-invariantes. Por ejemplo, en este capitulo demostramos que la propiedad
de Baire, la normalidad, la numerabilidad de la extension de un espacio, la
propiedad “ser un espacio diadico” y la propiedad de Fréchet no son preser-
vadas por la relacion de /-equivalencia.

José Alfredo Uribe Alcéntara



Capitulo 1

Definiciones y hechos basicos
relativos a C)(X)

1.1 La topologia de la convergencia puntual

Como es bien sabido, la topologia de cualquier espacio topolégico (X, T) estd
completamente determinada por la convergencia de sus redes. Efectivamente,
recordemos que zp € clx(A) si y sélo si existe una red (z))rea en A que
converge a rog y que una red (z))aep en un espacio X converge a un punto
ro € X si para toda vecindad V' de x( existe un Ay en el conjunto dirigido A
tal que x, € V para toda A > \.

En el caso de los espacios de funciones es natural decir que una red de
funciones {f, : « € A} en Z* (donde Z es un espacio topoldgico) converge
puntualmente a una funcién fy € Z% si paratodaz € X, lared {f.(z) : a €
A} converge a fo(z) en el espacio topolégico Z. Observe que en la nocién
de convergencia puntual de una red de funciones no hay (por el momento)
una topologfa inmiscuida para Z%. Una pregunta muy natural es entonces la
siguiente: ;existe alguna topologia en ZX en la que la convergencia de redes
sea equivalente a la convergencia puntual de redes de funciones? La siguiente
proposicion da respuesta a este planteamiento.

1.1 Proposicién. Eriste una tnica topologia en ZX tal que la convergencia
puntual de redes en ZX coincide con la convergencia en el sentido de esta
topologia. Esta topologia es la topologia producto en ZX.

Demostracion. Verifiquemos primero que la convergencia de redes en la topo-
logia producto coincide con la convergencia puntual. Sea {f, : a € A} una
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2 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y HECHOS BASICOS ...

red en ZX que converge puntualmente a fy € ZX. Veamos que {f, : a € A}
converge a fo en la topologia producto de Z¥: Consideremos U un elemento
de la base candnica para ZX que contiene a fy. Entonces U = {g € ZX :
g(xy) € Vi,...,9(z,) € V,} donde n € N, zy,...,2, € X y W,...,V,
son abiertos en Z. Ademés fy(z;) € V; para toda i € {1,...,n}. Como
{foalz;) : a € A} converge a fo(z;), existe o; € A tal que f,(z;) € V; para
toda a > «;. Debido a que A es dirigido por <, existe ag € A tal que oy > o
para toda ¢ € {1,...,n}. Asi:

a>a)=a>aq paratodai€ {1,...,n} = f, €U.

Por lo tanto, existe ag € A tal que f, € U para toda a > «y.

Ahora, sea {f, : a € A} una red en Z¥ que converge a f; € ZX en
la topologia producto de Z¥. Verifiquemos que {f, : a € A} converge
puntualmente a f;. Consideremos un punto x € X y un abierto V que
contiene a fy(z). Entonces U = {g € Z¥ : g(x) € V} es un abierto canénico
de ZX que contiene a fy. Como {f, : o € A} converge a fy en Z¥ existe
ap € A tal que f, € U para toda a > «p, es decir, existe ag € A tal que
fa(z) € V para toda o > . Por lo tanto {f,(z) : a € A} converge a fo(x)
en Z. Con esto podemos concluir que {f, : a € A} converge puntualmente
a fo.

Finalmente, sean S y 7 dos topologias en Z¥ tales que la convergencia
de redes en ZX coincide con la convergencia puntual. Verifiquemos que si
N C ZX entonces cls(N) = clr(N). Sea f € cls(N). Entonces existe
S ={fs : a € A} una red en Z¥ con rango en N que converge a f en la
topologia S. Obtenemos que {f.(x) : « € A} converge a f(z) en Z, para
toda = € X. Por lo tanto, S = {f, : a € A} converge a f en la topologia
T v S(A) € N. Hemos probado que f € clr(N). La otra contencién se
demuestra del mismo modo. O]

Por otro lado, para el lector no debe ser dificil verificar que si X es un
subespacio de un espacio Y, S es una red en X y g € X, entonces S con-
verge a xo en el espacio X si y sélo si S converge a x( en el espacio Y.
Consideremos ahora a un conjunto no vacio M C ZX. Verifiquemos que una
red en M converge puntualmente a un elemento f € M si y sélo si con-
verge en M con la topologia heredada de la topologia producto de Z¥. Sea
S ={fs : @ € A} una red en M que converge puntualmente a f, € M.
Entonces, para toda z € X se cumple que {f,(z) : a € A} converge a fo(x)
en Z. Como M es un subespacio de Z¥, podemos ver a S como una red en
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Z% que converge puntualmente a f, € ZX. Por 1.1, S converge a f; en la
topologia producto de Z%X. Si equipamos a M con la topologia heredada de
la topologia producto en Z¥, por la observacién anterior concluimos que S
converge a fo en M.

Reciprocamente, sea S = {f, : o € A} una red en M que converge a
fo € M en la topologfa heredada de la topologfa producto de ZX. Entonces
S converge a fy en la topologia producto de ZX. Por 1.1, S converge pun-
tualmente a fj.

Todo lo anterior motiva la siguiente definicién.

1.2 Definicién. Sean X un conjunto (no vacio) y Z un espacio topoldgico.
Considere al subconjunto no vacio M ={f | f: X — Z es una funcién} de
7% es decir, M es un conjunto de funciones de X en Z. La topologia de la
convergencia puntual en M es la topologia de subespacio de ZX, cuando ZX
esta equipado con la topologia producto.

Esta definicion justifica el nombre con el que en ocasiones se refieren
algunos autores a la topologia de un producto topoldgico de Tychonoff, y a la
topologia de sus subespacios. Por otro lado, se sabe también que la topologia
producto de Z¥ es generada por la familia de todas las proyecciones. La
proyeccion correspondiente a un punto z € X asigna a cada funcién f €
ZX el punto f(z). En el contexto de espacios de funciones esta funcién es
llamada funcion evaluacion y es denotado por . Es decir, para cada xz € X,
% : ZX — 7 es la funcién definida por la regla:

#(f) = f(x), para cada f € Z*.

En la siguiente proposicién enunciamos propiedades conocidas de la topologia
de subespacio de un producto topolédgico.

1.3 Proposicion. Sean X un conjunto, Z un espacio y M un subconjunto de
ZX. 8i M estd equipado con la topologia de la convergencia puntual entonces:

a) La topologia de M es generada por la familia de las funciones evalua-
cion Z, donde x € X.

b) Los conjuntos de la forma
[T, Vi, oVl ={g € M : g(xy) € Vi,...,9(x,) € Vi }

donden € N, xq,...,xz, son puntos de X, y Vi,...,V, son abiertos en
Z, forman una base para M.
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¢) Una funcion h :Y — M de un espacio topoldgico Y a M es continua
sty solo si la composicion & o h es continua para toda x € X.

d) Si Z es un espacio Tychonoff, entonces M también lo es.

Es importante notar ahora que la definicién de la topologia de la conver-
gencia puntual en algin subespacio M de Z% no depende de alguna topologia
en X; pero resulta que en los casos mas interesantes la definicion del conjunto
M dependera de la topologia de X. Por ejemplo, en este trabajo conside-
raremos conjuntos de tipo C(X,Z) = {f : f: X — Z es una funcién con-
tinua}, donde X y Z son espacios topolégicos. El conjunto C'(X, Z) equipado
con la topologia de la convergencia puntual serd denotado C,(X,Z). El
siguiente corolario nos proporciona una caracterizacion para la llamada base
canénica de Cp(X, Z).

1.4 Corolario. Sea B una base para el espacio Z.

a) La coleccion {[xy,...,2,;01,...,0,] : n € Njx; € X, 0; € B para i =
1,...,n}, es una base para el espacio Cp(X, Z).

b) Si fo € Cp(X,Z), entonces los conjuntos de la forma
[fo,x1, ..o, 20, O1,..., 0, ={9 € Cp(X, Z) : g(x1) € O4,...,9(z,) € O,}

donden € N, x; € X y fo(z;) € O; € B parai € {1,...,n}, constituyen
una base local para C,(X, Z) en el punto fo.

De ahora en adelante, denotaremos con C,(X) al espacio C,(X,R). Note
que como R es un espacio Tychonoff, el espacio C,(X) también lo es.

1.5 Corolario. Si fy € C,(X), entonces los conjuntos de la forma

[fos @1,y xny €] = {g € Cp(X) = |folwi) — g(x;)| < € parai=1,...,n}

donden € N, xy,...,2, € X y e >0, forman una base local para C,(X) en
el punto fj.

Las bases descritas en los corolarios anteriores son usualmente llamadas
bases canonicas, y sus elementos conjuntos abiertos canonicos.

Como podemos notar, la estructura topologica de Z induce una topologia
en C(X,Z). Ahora demostraremos que si Z tiene ademds una estructura
algebraica, ésta también induce una estructura algebraica en C,(X, Z).
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1.6 Proposicién. Si Z es un espacio vectorial topoldgico (respectivamente,
anillo topoldgico, grupo topoldgico) C,(X, Z) es un espacio vectorial topoldgico
(respectivamente, anillo topoldgico, grupo topoldgico).

Demostracion. Supongamos que Z es un espacio vectorial topoldgico (los
casos restantes se manejan de forma parecida). Esto significa que Z es un es-
pacio vectorial sobre R y estd equipado con una topologia que hace continuos
a los mapeos adicion y producto por escalares:

+:ZXZ—7Z; (v,y)—~x+y RXxZ = Z; (rpx)—r-x (1)

Para cada par [y g en Z%X definimos a las funciones f + gy rf (con r € R)
mediante

(f +9)(z) = f(z) +g(),
(rf)(x) =r- f(z),

donde z € X. Ahora definimos:

a) La funcién adicién ¢, : Z* x ZX — ZX dada por ¢, (f,g9) = f + g,
para cada (f,g) € Z* x ZX.

b) La funcién producto por escalares ¢ : Rx Z* — Z% donde ¢(r, f) = rf,
para cada (r, f) € R x Z¥.

No es dificil comprobar que estas operaciones binarias dan a Z* una estruc-
tura de espacio vectorial sobre R.

AFIRMACION 1. La funcién ¢, es continua cuando Z¥ est4 equipado con la
topologia producto.

Demostracion de la afirmacion: Sea x € X. Considere a las funciones v, 6, :
ZX x 7% — Z cuya regla de correspondencia es v, (f,g) = f(z) v 6.(f,9) =
g(x), respectivamente. Note que v, es la composicién del mapeo proyeccion
correspondiente al primer factor de ZX x Z%, con el mapeo evaluacién . Por
la proposicién 1.3 y la definicion A.10, 7, es continua. De forma semejante se
justifica la continuidad de §,. Por lo anterior, v,A6, € C(ZX x ZX, Z x 7).
Evidentemente & o ¢, = + o (7,Ad,). Utilizando esto iltimo obtenemos que
Z o ¢4 es continua. X

AFIRMACION 2. La topologia producto en Z% hace continua a la funcién ¢.
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Demostracion de la afirmacion: Sea x € X. Definimos ¢, : R x Z%X — Z
mediante ¥, (r, f) = f(x). Esta funcién es continua porque es la composicién
del mapeo proyeccion en el segundo factor de R x ZX, con el mapeo evaluacion
2. Sea m : R x Z%X — R la proyeccién al primer factor del producto R x Z¥.
Observe que Z o ¢ = - o (mA,). Por (1), & o ¢ es continua. X

El conjunto C,(X,Z) es cerrado con respecto a la adicién y el producto
por escalares ya que para cualesquiera f, g € C,(X,Z) y r € R sucede que
o4 (f,9) =+o(fAg)y o(r, f) = -o(rxAf), donde rx es la funcién constante
cuyo valor en todos los puntos de X es igual a r. Asi, C,,(X, Z) es un subes-
pacio vectorial de Z*. Obtenemos en consecuencia que ¢ [C(X,2) % Cp(X,2):
Co(X,Z) x Cp(X, Z) = Cp(X,2) ¥y ¢ rxcyx,2): Rx Cy(X, Z) = Cp(X, Z)

son funciones continuas. O

Finalizaremos la presente seccion demostrando que los espacios de fun-
ciones C,(X, Z) son espacios localmente convexos cada vez que el espacio Z
lo sea, y ademas, probaremos que cuando Z es un espacio conexo por trayec-
torias, el espacio C,(X, Z) es denso en Z*. Primeramente, recordaremos la
definicién de espacio localmente convexo.

1.7 Definicién. Se dice que un espacio vectorial topolégico X es localmente
convezo si cada punto de X tiene una base de vecindades formada por con-
juntos convexos.

El siguiente lema serd muy util para la demostracion de la proposiciéon
1.9.

1.8 Lema. Sea X un espacio vectorial topolégico y sea x € X. La funcion
T, : X — X dada por: T,(y) =z +y, es un homeomorfismo.

Demostracion. Si y; y yo son elementos de X tales que T,(y1) = Tu(y2)
entonces T +y; = x +yo. Asi y; = yo. Si z € X entonces T,(z —z) = z. Por
lo tanto T, es biyectiva.

Ahora, sea ¢ : X — {2} x X; ¢(y) = (z,y). Como ¢ es el producto
diagonal de una funcién constante y de la funcion identidad, ¢ es continua
(ver A.11). Debido a que T, = + o0 ¢ y a que + : X x X — X es continua,
obtenemos que 7T}, es un mapeo continuo.

Observe que la funcién inversa de T, es T_,. Por lo visto en el péarrafo
anterior, 7", también es continua. O]
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Para subconjuntos B y C' de un espacio vectorial topologico X definimos
B+C={b+c:beB,ceC}y—-B={-b:0be B}. Size X entonces
escribimos x + B en lugar de {z} + B. Note que z + B = T,(B).

La siguiente propiedad de los espacios vectoriales topoldgicos localmente
convexos nos sera de gran utilidad posteriormente.

1.9 Proposicion. Un espacio vectorial topologico X es localmente convexo
st y solo si el cero de X tiene una base de vecindades formada por conjuntos
CONVETos.

Demostracion. Claramente bastara demostrar que la condicién es suficiente.
Sea B(0) una base de vecindades de 0 con las caracteristicas mencionadas y
sea € X. Definimos B(zx) = {x +U : U € B(0)}. Probaremos que B(zx) es
una base local de vecindades convexas para x.

Sea U € B(0). Como U es abierto, por el lema 1.8 tenemos que 7,(U) =
x + U es abierto. Ademas, 0 € U implica que x € x + U.

Ahora, sea W una vecindad de z. Asi T_, (W) = —x+W es una vecindad
de 0 y entonces existe U € B(0) tal que U C —z + W. Obtenemos entonces
que T,(U) =2+ U C T(—x+ W) = W. Por lo tanto x + U € B(x) y
x+UCW.

Finalmente, veamos que si U € B(0) entonces z + U es convexo. Sean
uy, ug € Uy r €0,1]. De este modo:

r(x+u))+(1=r)(x+uz) = re+rui+(1—r)z+(1—r)us = z+ru;+(1—7)us.
Como U es convexo, ru; + (1 —r)uy € U y en consecuencia:
rx+u)+(1—r)(z+u)=x+ru+ (1 —r)uy € x + U.

En conclusion, x tiene una base de vecindades formada por conjuntos con-
VEXO0s. O

Enseguida probaremos que la propiedad de ser un espacio localmente
convexo se hereda por los subespacios vectoriales.

1.10 Observacion. Sea Y un espacio vectorial topoldgico localmente con-
vexo. Si X es un subespacio vectorial de Y entonces X es localmente convexo.

Demostracion. Si'Y esta equipado con una topologia tal que la adicién y
el producto por escalares (+ y -, respectivamente) son continuos entonces
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+ [xxx: X X X = Xy [rxx: R X X — X son mapeos continuos (debe-
mos tener presente que X es cerrado bajo adicién y producto por escalares).
Por la proposicién 1.9, bastara probar que 0 tiene una base de vecindades
convexas en X. Sea B(0) una base de vecindades para Y en 0 formada por
conjuntos convexos. Definimos D(0) = {X NU : U € B(0)}. Es claro que
los elementos de D(0) son abiertos en X y que contienen a 0.

Sea W una vecindad de 0 en X. Entonces W = X NV donde V es un
abierto en Y que contiene a 0. Como B(0) es base de vecindades para Y en
0, existe U € B(0) tal que U C V. Entonces XNU € D(0) y XNU C XNV,
es decir, XNU CW.

Finalmente, sea U € B(0). Tomemos x1, 25 € X NU y r € [0,1]. El
hecho de que U es convexo implica que rx; + (1 — r)zy € U. Ademds,
rezy + (1 —r)zy € X. Por lo tanto rzy + (1 — )z € X NU.

Asi, hemos exhibido una base para X en 0 formada por conjuntos con-
VeXOos. [

Con todo lo anterior, podemos ya demostrar que si Z es localmente con-
vexo, entonces C,(X, Z) también lo es.

1.11 Proposicién. Si Z es un espacio localmente convezo, entonces Cp(X, Z)
es localmente convezo.

Demostracion. Sea B(0z) una base de vecindades para Z en el punto 0z
formada por conjuntos convexos. Denotaremos al origen de ZX mediante
0. Definimos B(0) = {[z1,...,20;Vi,..., V4] : mn €N, 2, € XyV, €
B(0z) para todai = 1,...n}. Por el corolario 1.3, B(0) es una coleccién
de conjuntos abiertos en Z¥. Ademds, los elementos de B(0) contienen a 0
porque para cualquier V' € B(0z) se tiene que 0z € V. Por lo tanto, B(0) es
una familia de vecindades de 0.

Ahora, sea B una vecindad de 0 en ZX. Por el corolario 1.3, exis-
ten n € N, 2; € X y W; abiertos en Z, i € {1,...,n}, tales que 0 €
(1, ..., 20 W1, ..., W,] C B. Entonces W; es vecindad de 0z en Z y existe
Vi € B(0z) tal que 07 € V; C W,, para toda i € {1,...,n}. Por lo tanto
(21, 2 Vi, V] € B(O) y

1, T Vi, V] S, o 2 W, ., W] C B

Por tltimo, sea U € B(0). Entonces U = [z1,...,2,;V1,...,V,] con n €
N, z; € X y V; € B(0z), para cada i € {1,...,n}. Tomemos f, g € Uy
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€ [0,1]. Sea iy € {1,...,n}. Asi, f(z;) v g(z;,) pertenecen a V;,. Como
los elementos de B(0z) son conjuntos convexos tenemos que

Tf<xio) + (1 - T)g(xio) = (T‘f + (1 - r)g)(‘rio) S ‘/;0'

Por lo tanto rf + (1 —r)g € U. De esta manera hemos probado que el
origen de Z¥ tiene una base de vecindades formada por conjuntos convexos.
Por la proposicién 1.9, Z% es localmente convexo. En la prueba de 1.6 vimos
que C,,(X, Z) es subespacio vectorial de Z%, por la observacién 1.10 podemos
concluir que C,(X, Z) es localmente convexo. O

Recordemos ahora que un espacio topoldgico X es conexo por trayecto-
rias si para cualesquiera dos puntos z y y en X, existe una funcién continua
A:[0,1] = X tal que A(0) =z y A(1) = y.

Terminamos esta seccién probando que cuando Z es conexo por trayec-
torias, el espacio Cp(X, Z) es denso en Z~.

1.12 Proposicién. Si Z es conexo por trayectorias, entonces el espacio
C,(X,Z) es denso en Z*~.

Demostracién. Sea [x1,...,2y; Vi,. .., V,] un abierto canénico de Z¥, donde
n €N x,...,0, € Xy Vi,...,V, son abiertos en Z (ver 1.3). Fijemos
puntos z; € V;.

Caso 1: n=1. Sea f: X — Z dada por f(x) = 2 para toda z € X.
Entonces f € Cp(X, Z) N 21, ..., 203 Vi, ..., V3.

CASO 2: n > 2. Si probamos que:

1. Existe ¢ : R — Z continua tal que ¢(i) = z; parai € {1,...,n}y
2. existe g : X — R continua tal que g(z;) =i parai € {1,...,n}

obtendremos que f = ¢og € Cp(X,Z) y f(x;) =2z € V; parai € {1,...,n},
es decir, f € Co(X, Z) N [z, ..., 20y Vi, ..., Vil

Demostracién de 1: Sea I = [0, 1]. Debido a que Z es conexo por trayectorias,
para k € {1,...,n — 1} existe A\ : [ — Z continua tal que A\y(0) = 2z y
Ak(1) = 2zg41. Considere oy, : [k, k+1] — I dada por ai(r) = r — k para cada
r € [k, k+1]. Entonces ¢ = Apoay : [k, k+ 1] — Z es continua, ¢k (k) = 2
y ¢r(k +1) = 2341,

Sean ¢ : (—o0,1] — Z definida por 6(r) = z; para todo r € (—o0,1] y
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Y [n,+00) = Z dada por 1(r) = z, para todo r € [n,+00). Definamos
¢ : R — Z mediante:

o(r), sir<I;
o(r) =< o(r), sirelkk+1];
W(r), sir>n.

Observe que ¢ es continua. Ademds, si ¢ € {1,...,n — 1} sucede entonces
que ¢(i) = ¢;(1) = z;. Por otra parte, ¢(n) = ¥(n) = z,.

Demostraciéon de 2: Como X es Tychonoff, para cada ¢ € {1,...,n} existe
gi : X — R continua tal que g;(z;) =1y ¢i(z;) = 0sii# j. Debido a que
Cp(X,R) es un espacio vectorial, g; € C,,(X,R) implica que

g=14) (i—1)g € C,(X,R).
=1

Ademés, g(z;) =14 (i — 1)gi(x;) =i, para toda i € {1,...,n}. O

1.2 El mapeo dual

Si X, Y y Z son espacios topoldgicos y p: X — Y es una funcién entre X y
Y (no necesariamente continua), se define el mapeo dual asociado a p como
la funcién p* : Z¥ — ZX cuya regla es p*(f) = f op, para toda f € ZY.
En esta seccion demostraremos algunas propiedades basicas del mapeo dual
asociado a una funcién. La primera de éstas establece que el mapeo dual
asociado a una funcién p es siempre continuo.

1.13 Proposicion. El mapeo dual p* es continuo.

Demostracion. Basta verificar que para toda x € X, la composicion Z o p* es
continua. Sean z € X y f € Z¥. Entonces

(@op")(f) = (fop)(z)=f(y) =9(f), cony =p(z) €Y.

Por lo tanto, & o p* es igual al mapeo evaluacién en Z¥ determinado por
y = p(x). De esta forma, & o p* es continuo (porque ¥ lo es). O
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1.14 Observacion. Si Z tiene alguna estructura algebraica, entonces p* es
un homomorfismo entre las correspondientes estructuras algebraicas en Z¥ y
ZX: particularmente, si Z es un espacio vectorial sobre el campo K entonces
p* es una transformacion lineal.

Demostracion. Efectivamente, sean o € K y f1, fo € Z¥. Entonces
p(afi+ f2) = (afiop) + (faop) = ap™(f1) + P (f2)-

Por lo tanto, p*(afi + f2) = ap*(f1) + p*(f2). [

1.15 Proposicién. Sip : X — Y yq: Y — T son funciones, entonces
(qop)"=p oq".

Demostracion. Sea f € ZT. Es cierto que
(P oq)f)=p(foq)=(foq)op=fol(gop) =(qop)(f)
Ast, (p*oq*)(f) = (gop)*(f). O

Para el lector con conocimientos de teoria de categorias ya debe ser no-
torio que todo lo anterior puede ser resumido diciendo que para cualquier
espacio Z, tenemos que C,(+, Z) es un funtor contravariante en la categoria
de los espacios topoldgicos.

Por otro lado, si X es un subespacio de Y, entonces tenemos la funcién
inclusion 1x : X — Y'; el correspondiente mapeo dual

rxy =iy : Cp(Y,2) = Cp(X, 2)

es llamado mapeo restriccion (debido a que la composicion i%(f) = foix
es la restriccién de una funcién f : Y — Z al subespacio X). La siguiente
proposicion muestra una propiedad basica del mapeo restriccion.

1.16 Proposicion. Si X es un subespacio denso de Y, entonces el mapeo
restriccion rx : Cp(Y, Z) — Cy(X, Z) es inyectivo.

Demostracion. Sean fi, fo € C,(Y, Z) tales que rx(f1) = rx(f2). Suponga-
mos que existe y € Y tal que fi(y) # f2(y). Como Z es un espacio Hausdorff
existen Uy, U, abiertos ajenos de fi(y) y fa(y), respectivamente. Entonces
frH(U) N £ (Us) es un abierto en Y que contiene a y. Debido a que X es
denso en Y existe z € X N f;7H(Uy) N £y H(Uy). Asi, z € X, fi(z) € U y
fa(2) € Uy. Pero f1 [x= fao [x implica fi1(z) = f2(2). Por lo tanto U; N Us
es no vacio, lo cual es contradictorio. O
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Observe que debido a que la composicion de funciones continuas es con-
tinua, si p es continua entonces p*(C, (Y, Z)) esté contenido en C,(X, Z). En
la siguiente serie de proposiciones se establecen algunas otras propiedades
del mapeo dual que seran ttiles para el desarrollo del presente trabajo.

1.17 Definicién. Una funcién f : X — Y es llamada una inmersion si es
una composicion de un homeomorfismo y una inclusién, es decir, si existe un
subespacio L de Y y un homeomorfismo f' : X — L tales que f =iy o f’,
donde i; : L — Y es la funcién inclusién.

1.18 Proposicién. Sip : X — Y es un mapeo continuo y p(X) = Y,
entonces el mapeo dual p* : Cp(Y,Z) — Cp(X, Z) es una inmersion.

Demostracion. Sean fi, fo € C,(Y,Z) tales que frop= faop. SiyeY =
p(X) existe x € X tal que p(z) = y. Asi (f1 op)(x) = (f2 0op)(x), es decir,
fi(y) = fa(y). Por lo tanto p* es inyectivo.

Veamos que (p*)~' : p*(C,(Y, Z)) C Cp(X,Z) — C,o(Y,Z) es continuo.
Seany € Yy g € p*(Cp(Y, Z)). Entonces g = p*(f) = fopcon f € C,(Y, Z).
Como p es sobreyectivo existe z € X tal que p(x) = y. De esta forma,

(o () )g) =9(f) = f(p(x)) = g(z) = @(9).

Observamos que ¢ o (p*)~! es la funcién evaluacién en p*(C,(Y, Z)) corres-
pondiente a z, de lo que se sigue que ¢ o (p*)~! es un mapeo continuo. [

1.19 Proposicién. Sip: X — Y es continua y la imagen p(X) es densa
en Y, entonces el mapeo dual p* : C,(Y, Z) = C,(X, Z) es inyectivo.

Demostracion. Sean fi, fo € C,(Y, Z) tales que fiop = foop. Suponga que
existe y € Y tal que fi(y) # fa(y) v elija Uy y U, abiertos ajenos de f1(y)
y f2(y), respectivamente. El hecho de que f; y f2 son funciones continuas
implica que f; 1(U1)Nf, *(Us) es un abierto no vacio en Y. Debido a que p(X)
es denso en Y existe z € p(X)N f;H(U)NfyH(Us). Asi, 2z € p(X), fi(z) € Uy
y f2(z) € Uz. Entonces z = p(z) con z € X y fi(2) = fi(p(x)) = f2(p(z)) =
f2(2). Por lo tanto U; N Uy es no vacio, lo cual es contradictorio. O

En la siguiente proposiciéon mostramos que si p : X — Y es un mapeo
R-cociente entonces el subespacio p*(C,(Y, Z)) es cerrado en Cy(X, Z) (re-
comendamos al lector ver el Apéndice A para la definicién y propiedades
bésicas de los mapeos R-cocientes).
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1.20 Proposicién. El conjunto p*(C,(Y,Z)) es cerrado en Cyp(X,Z), si
p: X —Y es un mapeo R-cociente.

Demostracion. Probemos primero dos afirmaciones.

AFIRMACION 1. Para toda f € Co(X,Z2) : f € p*(Cp(Y,Z)) < existe
g€ Z¥ tal que gop = f.

Demostracion de la afirmacion: Sea f € Co(X,Z). Si f € p*(Cp(Y, Z))
entonces f = p*(g) = gop con g € C,(Y,Z). Ahora supongamos que
existe g € ZY tal que gop = f. Como f € C,(X, Z), de la proposicién A.13
se sigue que g es continua. X

AFIRMACION 2. Para toda f € C,(X,Z) : existe g € Z¥ tal que gop =
f <= [ es constante en p~!({y}) para toda y € Y.

Demostracion de la afirmacion: Sea f € C,(X,Z). Supongamos que existe
g€ Z¥ talque gop = f. Seany € Y y x1, 79 € p*({y}). Entonces
p(z;) =yy flz;) = (gop)(z;) = g(y). Porlo tanto, f(z1) = f(x2). Ahora
supongamos que f es constante en p~!({y}) para toda y € Y. Por definicién
de mapeo R-cociente, p es sobreyectiva, de modo que p~'({y}) es no vacio
para today € Y. Sea g : Y — Z dada por g(y) = f(z), donde z € p~' ({y}).

Sean z € X y y = p(x). Entonces x € p~'({y}) v (9 o p)(2) = g(y) = f().
Por lo tanto gop = f. X

Notemos ahora lo siguiente: para toda f € C,(X,Z), f es constante en
p'({y}) para today € Y, siy sélo si, para cualesquiera x1,xo € X : p(r1) =
p(2) = f(21) = f(22).

Por lo tanto, p* (C’p(Y, Z)) ={f € C,(X,Z) : para cualesquiera 1,5 €
X ip(z1) = p(re) = f(21) = f(x2)} = (W Frien © 71, 712 € X y p(11) =
p(z2)} donde Fryzo = {f € Cp(X,2Z) : f(z1) = fae)} ={f € Cp(X, Z) :
21(f) = Z2(f)}. Los conjuntos F, ., son cerrados debido a que las funciones
evaluacion son continuas. O

Debemos notar que los reciprocos de las proposiciones 1.16, 1.18 y 1.20 no
son en general ciertos. Para ello, note primeramente que si X es un espacio
conexo arbitrario y si Z denota al espacio {0, 1} con la topologia discreta,
entonces Cp(X, Z) = {0x, 1x}, donde Ox y 1x son las funciones constantes
de valor 0 y 1, respectivamente, definidas sobre X. Observe también que
si p: X — Y es una funciéon continua entre espacios conexos X y Y, en-
tonces p* : Cp(Y,Z) — C,(X,Z), el mapeo dual a p, es biyectivo ya que
p*(0y) =0y op=0x yp*(ly) = ly op =1y, y como C,(Y, Z) es un espacio
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discreto (note que C,(X, Z) también lo es), podemos concluir que p* es un
homeomorfismo.

Con estas herramientas es ya facil mostrar, por ejemplo, que los reciprocos
a 1.16 y 1.18 no son en general ciertos. En lo sucesivo Z seguira denotando
al espacio discreto {0, 1}.

Consideremos al mapeo inclusién ¢ : (0,1) — R. Sabemos que i*
Cp(R,Z) — C,((0,1), Z) es inyectivo. Sin embargo, (0,1) no es denso en
R.

Ahora sea p : (0,4) — (0,2) dada por p( ) = 1, para toda x € (0,4).
Notemos que p* : C’p((O, ,Z) ( Z) es inmersion pero p no es
suprayectiva.

Por otro lado, es notable que cuando Z es el espacio usual de los nimeros
reales R, los reciprocos a 1.16, 1.18 y 1.20 si son ciertos. Esto se establece en
las siguientes proposiciones.

1.21 Proposicion. Sea p : X — Y wuna funcion arbitraria. Entonces p es
continuo si y sdlo si p*(Cp(Y)) C Cp(X).

Demostracién. Supongamos que p*(C,(Y)) C C,(X). Debido a que Y es
completamente regular, su topologia es generada por Cp(Y) (ver A.8). Sea
f e Cy(Y). Entonces p*(f) = fop e Cy(X), es decir, fop es continua. Por
la proposicién A.3 concluimos que p es un mapeo continuo. O

1.22 Proposicién. Sea X un subespacio de Y. Entonces el mapeo restric-
cionrx : Cp(Y) = Cp(X) es inyectivo si y solo si X es denso en'Y'.

Demostracion. Supongamos que X no es denso en Y. Sea yg € Y \ cl(X).
Como Y es Tychonoft, existe fy € C,(Y) tal que fo(cl(X)) C {0} v fo(yo) =
1. Sea Oy la funcién en Y igual a 0 en todos los puntos. Entonces fy y Oy
son elementos diferentes de C,(Y') tales que rx(fo) = rx(0y). Por lo tanto
rx No es inyectiva. ]

1.23 Proposicion. Sea p : X — Y un mapeo continuo. Entonces el mapeo
dual p* : Cp(Y) — C,(X) es una inmersion si y solo si p(X) =Y.

Demostracién. Supongamos que p* : Cp(Y) — Cp(X) es una inmersién y
que p(X) #Y. Sean yp € Y \ p(X) y

U={g€ClY) : lglw)] <1} = 4" ((~1.1)).
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Como U es abierto en C,(Y') se tiene que p*(U) es abierto en p*(C,(Y)). Por
el corolario 1.5, existen n € N, x1,...,z, € X y § > 0 tales que

P(C(Y))N{f € Cp(X) « |f(z:)| < dparai=1,...,n} Cp"(U).

Elija go € C,(Y') tal que go({p(z1),...,p(xn)}) € {0} v go(y0) = 1. De este
modo, go ¢ U; pero ademés

P*(g0) € p (Co(Y))N{f € Cp)(X) = |f(x;)| < parai=1,...n}.

Por lo tanto p*(g9) € p*(U), es decir, p*(go) = p*(h) con h € U, lo que
contradice la inyectividad de p*. O]

1.24 Proposicién. Sea p : X — Y un mapeo continuo y sobreyectivo. En-
tonces p*(Cp(Y)) es denso en C,(X) siy sélo si p es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que p es inyectiva. Entonces p* : RY — R¥X
es una funcién suprayectiva porque para cualquier ¢ € R¥ se tiene que
p(gop™) =g

Por la proposicién 1.12, C,(Y) es denso en RY. Como p* : RY — RX
es una funcién continua, p*(C,(Y)) es denso en p*(RY) = R¥. Por lo tanto
p*(Cp(Y)) es denso en Cp(X).

Ahora supongamos que p no es inyectiva. Sean z1, xo € X tales que

1 # T2y p(x1) = p(x2) = yo. Considere
U = (21)((0,00)) N (#2) " ((00,0)) = {f € Cp(X) : f(z1) >0, f(a2) <O}

Claramente U es un abierto de C,(X). Ademads, U es no vacio porque X es
Tychonoff.

Si g € p*(Cp(Y)) entonces g = p*(f) = f o p para alguna f € C,(Y).
Observe ahora que

g(x1) = (fop)(z1) = f(yo) = (f op)(x2) = g(a2),

es decir, g ¢ U. En conclusién U C C,(X) \ p*(C,(Y)). Por tal motivo,
p*(Cp(Y)) no es denso en C,(X). O

1.25 Proposicién. Sea p : X — Y un mapeo. Sip* : C,(Y) — Cp(X) es
un homeomorfismo, entonces p es un homeomorfismo.
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Demostracion. Por la proposicién 1.21, p es continua. Por la proposicién
1.23, p es sobreyectiva y por 1.24, p es inyectiva. Asi, p es una biyeccién.

Sea p~! : Y — X la funcién inversa de p. Utilizando 1.15 y el hecho de
que Idy = Idc,(x) obtenemos lo siguiente:

Id} — (pfl Op)* :p* o (p71>* = <p*)71 o Id;( — (p*)fl Op* o <p71)*.

Por lo tanto (p*)~! = (p~!)*. Como p* es un homeomorfismo, (p*)~! =
(p~H)* es un mapeo de C,(X) a C,(Y). Por la proposicién 1.21, p~' es
continua. N

1.26 Proposicién. Sea p : X — Y un mapeo continuo y sobreyectivo. En-
tonces la imagen p*(C,(Y)) es cerrada en C,(X) si y solo sip es R-cociente.

Demostracién. Supongamos que p*(C,(Y')) es cerrado en C,(X). Por A.21,
existen py : X — X; mapeo R-cociente y p; : X; — Y biyeccién continua
tales que p = p; o pg. De 1.15 se sigue que:

p"=pyop; (1)

Como p;(C,(Y)) es denso en Cp,(X7) (ver 1.24) y pf = Cp(X1) = Cp(X) es
una inmersién (ver 1.23), obtenemos que p*(C,(Y)) es denso en pj(Cp(X1)).
Considerando que p*(C,(Y)) es cerrado en C,(X) y que si Wy C Wy y D C
Wy entonces cly, (D) = Wi N cly, (D), llegamos a que

P* (Cp(Y)) = po (Cp(X1)) (2)

Ahora, sea YT : pj (Ch(X1)) — Cp(X1) la funcién inversa de pj. De la
ecuacion (1) se sigue que:

T op* =pi. (3)

Aplicando T en ambos lados de (2) y utilizando (3) obtenemos que
pi(Cp(Y)) = Cp(X1). Asi, p; es un homeomorfismo (debemos tomar en
cuenta que por 1.23, pi es una inmersién). Por lo tanto, p; es un homeomor-
fismo (1.25).

Debido a que p1o(p;)~! = Idy y a que Idy es R-cociente, p; es R-cociente
(ver A.16). Por A.15, p = p; o py es R-cociente. O
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1.3 El teorema de Nagata

Uno de los resultados més interesantes en el contexto de los espacios de fun-
ciones C,(X) es el establecido por Jun-iti Nagata en 1949 y que establece
que la estructura topolégica de un espacio de Tychonoff X estd completa-
mente determinada por la estructura de anillo topolégico que posee Cp(X):
Dos espacios de Tychonoff X y Y son homeomorfos si y sélo si sus anillos
topoldgicos C,(X) y C,(Y) son topoldgicamente isomorfos. En esta seccién
nos dedicaremos a demostrar este importante resultado.

Sea X un espacio. Para cada x € X consideremos la funcién e, =
& lo,x): Cp(X) — R, donde & : RN — R es la z-ésima proyeccién asociada
al producto R¥. Como cada funcién e, es continua, podemos considerar a
la funcién iy : X — C,(C,(X)) dada por ix(z) = e, para cada z € X.
A continuacién demostramos que dicha funcién es una inmersién de X en
Cp(Cp(X)). De ahora en adelante denotaremos a C,(C,(X)) por Cp2(X).

1.27 Proposicién. El mapeo ix es una inmersion.

Demostracion. Sean x1, xo € X tales que 1 # 5. Como X es un espacio
Tychonoff, existe f € C(X) tal que f(x1) = 0, f(z2) = 1. Asi e, (f) =
Z1(f) = f(z1) = 0. Ademads: e,,(f) = 22(f) = f(x2) = 1. Por lo tanto
€x, F €u,, €8 decir, ix(r1) # ix(x2).

Veamos que iy es continuo: seax € X yseanm € N, gq,..., gm € Cp(X)
y € > 0. Consideremos a [eg, g1, - - ., gm, €] que es un abierto canénico de e,
en Cp2(X). Recordemos que

[€x, 91, -y Gm, €] ={F € Cpa(X) : |ex(9:) — F(g:)| < eparai=1,...,m}.

Definimos J; = (g;(x) — €, gi(x) +¢) para i € {1,...,m}. Debido a que
g; es continua, g; *(J;) es una vecindad de x en X, para i = 1,...m. Por
lo tanto V' = N, g; *(J;) es una vecindad de x en X. Verifiquemos que
ix(V) Clews Grs---sGm.€). Seay € V. Ast |g;(y) —g:(z)| = ley(g:) —ex(g:)| <
eparai=1,...m, es decir, ix(y) = e, € [€1,01,- -, Im, €.

Finalmente considere jx : ix(X) — X la funcién inversa de ix. De-
mostremos que jx es continua: sea x € X y V una vecindad de z en X.
Como X es Tychonoft, existe f € C'(X) tal que f(z) =0y f(X\V) C {1}.
Asl, W = [eg, f, 3] Nix(X) es vecindad de ix(z) en ix(X). Veamos que
Jjx(W) € V: supongamos que existe y € jx (W) \ V. Entonces y € X\ V
y f(y) = 1. Por otra parte, y € jx (W) implica que e, € W. En efecto, si
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y € jx (W) entonces y = jx(g) con g € W. Aplicando ix en ambos lados de
la ecuacién anterior obtenemos e, = g, con g € W.

Asi ¢y € [ea, 3] = {F € Cya(X) + [F() = eal)] < 3} ¥ ley(1) = ()
|f(y)— f(z)] =1 < 1, 1o que es una contradiccién. Por lo tanto, jy (W) C
y Jx es continua.

O <

1.28 Definicién. Dos anillos topolégicos (espacios vectoriales topolégicos)
se dicen topoldgicamente isomorfos (linealmente homeomorfos) si entre ellos
existe un isomorfismo de anillos (isomorfismo de espacios vectoriales) que es
ademas un homeomorfismo de espacios topoldgicos.

Como hemos mencionado, el proposito de esta seccién es demostrar el
siguiente resultado, establecido por Jun-iti Nagata en 1949 [2].

1.29 Teorema. Los espacios X y'Y son homeomorfos si y solo si los anillos
topoldgicos C,(X) y Cp(Y) son topoldgicamente isomorfos.

Con el objetivo de demostrar este resultado enunciamos el siguiente lema
(de ahora en adelante identificaremos a cada elemento = del espacio X con
la correspondiente funcién e, ):

1.30 Lema. Sea ¢ : C,(X) — R una funcional lineal continua no trivial.
Entonces existen m € N, A\y,..., A\, ER yxy,..., 2, € X tales que

¢ =M1+ ATy + .+ AT

Demostracion. Como ¢ es continua en 0, existen m € N, z1,...,2,, € X y
e > 0 tales que ¢([0,x1,..., 7y, €]) C (—1,1), donde

0,21,...,%m,¢] ={g € C,)(X) : |g(z;) — 0(z;)| < e parai=1,...,m}
={g € Cy(X) : |g(x;)| < eparai=1,...,m}.

Como X es un espacio Tychonoff, existe f; € C,(X) tal que f;(x;) =

fil{z; + g #d}) € {0}, parai € {1,...,m}. Definimos \; = ¢(f;) para
ie{l,...,m}.

AFIRMACION 1. Si h € C,(X) cumple h(z;) = 0 para i € {1,...,m},
entonces ¢(h) = 0.

Demostracion de la afirmacion: Sea k € N. h(x;) =0parai=1,...,m
kh € [0,21,...,2m, €] = &(kh) € (—1,1) = k¢(h) € (—1,1) = k\¢(

m =
)| <
1= |¢(h)| < 1/k. Debido a que k es arbitraria, concluimos que ¢(h) = 0. X
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AFIRMACION 2. ¢ = \jxq + X\aZo + ... + ATy

Demostracidn de la afirmacion: Sea g € C,(X). Definimos h = g—(g(z1) f1+
g(x2)fo + ...+ g(xm) fm) v fijamos i € {1,...,m}. Ast: h(z;) = g(z;) —
(g(z1) fi(@i) +g(22) foli) +- . .+ g(xm) ) = g(xi) —g(z:) = 0y ¢(h) = 0.
Por lo tanto,

o(9) = ¢(g(z1) fr + g(w2) fo 4. 4 g(am) fin)
= Zg(xi)¢<fi)

Como g es un elemento arbitrario de C,(X) obtenemos que ¢ = Y " A€y,
es decir, ¢ = A\jx1 + Xoxo + ... + A, O

1.31 Definicién. Una funcional lineal continua ¢ : C,(X) — R es multi-

plicativa si ¢(fg) = ¢(f)P(g) para cada f, g € Cp(X).

El lema 1.30 demuestra que toda funcional lineal continua definida sobre
Cp(X) “depende de un numero finito de coordenadas”. El siguiente lema
muestra que las funcionales lineales continuas y multiplicativas no triviales
dependen de una sola coordenada.

1.32 Lema. Si ¢ : C,(X) — R es una funcional lineal multiplicativa no
trivial entonces ¢ = x para algin x € X, es decir, ¢ = e,.

Demostracion. Por el lema 1.30, existenm € N, Ay,... .\, € Ryxy,..., 2, €
X tales que ¢ = Az + Aazo + ... + Ay, A causa de que Cp(X) es un
espacio vectorial sobre R (ver 1.6) y de que ¢ es no trivial, podemos suponer
que x; #xjsli# jyque )\ #0paraie {1,...,m}.

Supongamos que m > 1. Como X es un espacio Tychonoff, existen

fi, f2 € Cp(X) tales que fi(x1) = 5, fu(x;) = 0 para j € {1,...,m} \ {1}
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y folza) = /\LQ, fa(xj) =0 para j € {1,...,m} \ {2}. Asi:

¢(f1) = ()\11‘1 +...+ )\mCL’m)(fl) = )\1f1(]31) +...+ )\mfl(l‘m) = 1,
Ahora tomemos i € {1,...,m}. Entonces:
L0, sii=1;

p)
(fifo)(@) =40, sii=2;
0

De esta forma, (f1f2)(x;) =0 para todai € {1,...,m}y

O(fifa) = Axy + .o+ X)) (fif2)
= M(fif2)(@) + .o+ A fif2)(Tm)-

Obtenemos que ¢(f1)o(f2) =1 # 0= ¢(f1f2), lo que contradice el hecho
de que ¢ es multiplicativa. Por lo tanto, m =1y ¢ = A\jz;.

Sea f =1 € Cy(X). Entonces ¢(f) = (Mx1)(f) = A f(x1) = A1 Como
¢ es multiplicativa:

M= o(f) = o(ff) = o(f)o(f) = AL.
Debido a que A\; # 0 obtenemos que \; = 1y que ¢ = z;. O

1.33 Corolario. Sea X el conjunto de todas las Juncionales lineales multi-
plicativas no triviales de Cp(X) en R. Entonces X = X.

Demostracién. Por el lema 1.32, X C X. Ademds, para cualquier z € X,
e, es una funcion no trivial, lineal y multiplicativa. En efecto: sean r € R y
f1, fa € Cp(X). Observe que

ex(rfi+ f2) = (rfi + f2)(x) = rfi(x) + fa(z) = re.(f1) + ex(f2),
ex(fifo) = (fife)(x) = fi(2) fo(x) = ex(fr)ex(f2).

Por dltimo, si f = 1 € C,(X) entonces e,(f) = f(z) =1y e, es no
trivial. ]

Estamos ya en posicion de demostrar el Teorema de Nagata.
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1.34 Teorema (Nagata). Los espacios X y Y son homeomorfos si y sélo
si los anillos topologicos Cp(X) y Cp(Y') son topoldgicamente isomorfos.

Demostracion. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Veamos que h* :
Cpo(Y) — C,(X) es un isomorfismo topoldgico. Sea g € C,(X). Como
h~! es continua, go h™ € C,(Y). Ademés h*(go h™') = g. Por lo tanto, h*
es sobreyectivo y por 1.18, h* es homeomorfismo.

Ademéds, si f, g € Cp(Y'), entonces:

W(f+g)=(f+g)oh=(foh)+(goh)=h"(f)+h(g),
h(fg) = (fg)oh = (foh)(goh) =h*(f)h*(g).

Asi, h* es un isomorfismo de anillos.

Ahora, sea ¢ : C'p(X ) = Cp(Y) un isomorfismo topolégico. Por lo visto
en el caso anterior, ¢* : Cpa(Y) — Cpa(X) es un isomorfismo topolégico.
Entonces ¢* [3: Y — gb*( ) es un homeomorfismo.

Como X = X yY =Y (ver 1.33), basta verificar que ¢*(Y) = X. Sea
neY. Tomemos r € Ry f, g € Cp(X). Entonces:

o*(m(r-f+g)=Mmod)(r-f+g)
¢<7“-f+g))

Por lo tanto, ¢*(n)(r - / +g) = 6*()(f) + " (n)(g) y & (1) es lineal.
Verifiquemos que ¢*(n) es multiplicativa: sean f, g € C,(X).

o*(m)(f-9) =
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Por lo tanto, ¢*(1)(f - g) = ¢*n)(f) - ¢*(n)(g).

Finalmente, sea h € C,(Y) tal que n(h) # 0 (n € Y implica que 1 es no
trivial). Como ¢ es sobreyectiva, existe g € C,(X) tal que ¢(g) = h. Asi,
¢*()(g) = (no ¢)(g) = n(h) # 0. Obtenemos que ¢*(n) es no trivial y que

¢*(n) € X. _
Ahora, sean € X. Como ¢ es homeomorfismo, § = no(¢™") € C,(C,(Y)).

Debido a que ¢*(¢) = n, si probamos que 6 € Y habremos terminado. Pero
esto se sigue de que 7 € X y de que ¢! es un isomorfismo de anillos (sélo
hay que trasladar la demostracion de los parrafos anteriores, cambiando ¢

por ¢~ 1). H



Capitulo 2

Un método para construir
espacios /(-equivalentes

El teorema de Nagata nos dice que para que dos espacios Tychonoff X
y Y sean homeomorfos, es condicién necesaria y suficiente que sus anillos
topologicos Cp(X) y Cp(Y) sean topoldgicamente isomorfos. Naturalmente
uno puede preguntarse si pasa esto cuando consideramos en C,(X) la estruc-
tura de espacio vectorial topoldogico. La respuesta es negativa: Hay ejemplos
de espacios no homeomorfos X y Y cuyos espacios C,(X) y C,(Y) son li-
nealmente homeomorfos. No obstante, nos podemos preguntar “qué tanto se
parecen” X y Y si sus espacios de funciones C,(X) y C,(Y) son linealmente
homeomorfos. Este planteamiento nos lleva a introducir las nociones de es-
pacios (-equivalentes y de propiedad topoldgica ¢-invariante. La finalidad del
presente capitulo es estudiar estas nociones y establecer sus propiedades mas
bésicas. En la ultima seccién del capitulo exponemos un método para crear
espacios f-equivalentes.

2.1 Propiedades /-invariantes

Iniciamos esta seccion con algunas definiciones que usaremos mas adelante.

2.1 Definiciéon. Diremos que dos espacios X y Y son l-equivalentes si sus
espacios de funciones C,(X) y C,(Y’) son linealmente homeomorfos.

No es dificil verificar que la relaciéon de f-equivalencia es una relacion de
equivalencia en la clase de espacios Tychonoff (dejamos la tarea de verificar

23
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esto al lector). Por otro lado, sabemos que si h: X — Y es un homeomor-
fismo entonces h* : Cp(Y) — C,(X) es un homeomorfismo lineal. Por ello,
si dos espacios X y Y son homeomorfos entonces ellos son f-equivalentes.
En el siguiente capitulo verificaremos la existencia de espacios ¢-equivalentes
no homeomorfos (de hecho, todos los ejemplos desarrollados en el capitulo 3
cumplen esto ultimo).

De ahora en adelante, cuando exista un homeomorfismo lineal de C),(X)

en C,(Y) escribiremos X Ly,
Ahora introduciremos la nocién de propiedad topoldgica f-invariante.

2.2 Definicién. Diremos que una propiedad topolédgica P es ¢-invariante si

cada vez que X tiene la propiedad P y X A Y, se tiene entonces que Y
también tiene la propiedad P.

Es claro que si una propiedad topoldgica P puede ser caracterizada en
términos de propiedades topolégicas de C,(X) o en términos de propiedades
topoldgicas lineales de C,(X), entonces dicha propiedad es (-invariante. En
este sentido, a continuacién enunciamos una serie de resultados en los que
para una funcion cardinal ¢ existe otra funcién cardinal f de tal forma que
#(X) = f(Cy(X)) se cumple para todo espacio X. Como consecuencia de ello
obtendremos que la propiedad “¢(X) < 7”7, donde 7 es un cardinal infinito,
es una propiedad f-invariante.

2.3 Lema. Sea {X, : a € I} una coleccion de espacios topoldgicos y m
un nimero cardinal infinito tal que m > w(X,) para todo « € I y m > |I|.
Entonces w (Hael Xa) <m.

Demostracion. Para cada o € I seleccione B, una base para el espacio X,
de cardinalidad w(X,). Considere W la familia de todos los conjuntos de la
forma

[al,...,an;Bl,...,Bn]:{fEHXa : f(@l)eBl,...,f(@n)eBn}

a€el

donde n € N, ay,...,a, € I 'y B; € B,,, para i € {1,...,n}. Observe
que W es una base para [[,.; Xo. Efectivamente: por la definicién A.10

acl o

y la proposicion A.2, los elementos de W son abiertos en ], ., X,. Ahora

sean n € N, ay,...,a, € I y U; abierto en X,,,, para i € {1,...,n}. Elija
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fe N7 (U;). Como f(a;) € U y B,, es una base para X,,, existe
B; € B,, que cumple la condicién f(«;) € B; C U;. Por lo tanto

f€la,...,an; B,..., B, C ﬂw;il(Ui).

Ahora sélo falta comprobar que |W| < m. Sea T un conjunto de cardinalidad
m. Como |B,| < |T, existe una funcién inyectiva i, : B, — 1. Considere
la funcion G : W — |J,,en(I™ X T™) que asocia a cada elemento de W de la
forma [aq, ..., an; By, ..., Byl la 2-eneada

(s iy (BL), - - yia, (Ba)) € I" x T™.

Evidentemente GG es una funcién inyectiva. Ademads, la cardinalidad de
Unen(I™ x T™) no excede a m. En efecto:

‘U(I”XT") <SP X < w- "X T <w-m-m=m.

neN neN

Asi, [W| < m y en consecuencia w ([],c; Xa) < m. O

2.4 Corolario. Sea {X, : a € I} una coleccion de espacios topoldgicos.
Entonces

w <HXQ> < || - sup{w(X,) : o € I}.

ael

Demostracion. Considere
m = |I] - sup{w(X,) : a € I} = maz{|l|, sup{w(X,) : o € [}}.

Sucede que m > w(X,) para todo a € [ y ademds m > |I|. La conclusién
se sigue del lema 2.3. O

2.5 Teorema. Para cualquier espacio infinito X, se tiene que x(Cp(X)) =
= w(Cy(X)) = [X].

Demostracion. Sabemos que para cualquier espacio Z se tiene que x(Z) <
w(Z). Asi que

X(Cp(X)) < w(Cy(X)) < w(RY) < |X]-w = |X].
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Comprobaremos que | X| < x(C,(X)). Supongamos lo contrario y fijamos ~,
una base para C,(X) en f = 0 de cardinalidad x(0, C,(X)). Sucede entonces
que |y| < |X]. Sin perder generalidad, podemos suponer que los elementos
de v son abiertos candnicos y para cada W = [f, x1,..., 2y, €] € v definimos
K(W) = {xy,...,2;}. Consideramos Y = U{K(W) : W € ~}. Debido a
que |Y| < |X| existe z* € X \Y. Sea U = [f,2*, 1]y V = [f,x1,..., 2k, €] un
elemento arbitrario de y. Como X es un espacio Tychonoff, existe g € C'(X)
que cumple g(z*) = 1y g(z;) = 0 para i € {1,...,k}. Obtenemos que
g € V\U, es decir, V \ U # 0, pero esto contradice la hipétesis de que v es
una base para C,(X) en f =0. O

2.6 Teorema. Para cualquier espacio X, nw(X) = nw(Cy(X)).

Demostracion. Verifiquemos que nw(Cy(X)) < nw(X). Sea P una red en X
de cardinalidad minima y B una base numerable para R. Para cada par de
colecciones Sy, ..., S, € Py Uy,...,U, € B definimos

[Sl,...,Sk,Ul,...,Uk]:{fEC(X) : f(SZ)gUZ,Z:L,k}

v =A[S1,-- S U,...,;Ux] : S1,...,S € P,Uy,...,Ux € B} es una red
en C,(X). Efectivamente, sea f € Cy(X) v [f,21,..., Tk, €] una vecindad
candnica de f (asumimos que x; # x; si ¢ # j). Escojemos Uy,...,U; € B
tales que f(z;) € U; C (f(x;) — ¢, f(x;) +¢€) para i € {1,...,k}. Debido a
que f es continua existen Sy, ..., Sy € P tales que z; € S; y f(S;) C U; para
i€{l,...,k}. Sucede que f € [Sy,..., S Up,..., U] C[f,x1,..., 7k, €|

Ahora consideramos la funcién H : v — (J,oy(P* x B*) que asocia a cada
conjunto de la forma [Sy, ..., Sk, Uy,. .., Ug] la pareja

(Si,..., S UL, ..., U) € P* x B

Por la inyectividad de H: |y] < | Ugen (P* x BY)| < 3, o |PF x BF| <
w-|P|=1P|.

Usando lo que acabamos de demostrar y la inclusion X C C,(C,(X))
obtenemos que

nw(X) < nw(Cy(Ch(X))) < nw(Cpy(X)).

2.7 Definicion.
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1. Diremos que f: X — Y es una condensacion si f es continua y biyec-
tiva.

2. Si X es un espacio T35, definimos el i-peso de X como el nimero
cardinal

iw(X) =min{w(Y) : Y es T35 y existe f : X — Y condensacién}.

2.8 Definicion.

1. Sean X un espacio 77, V una coleccion de abiertos en X y x € X.
Diremos que V es una pseudobase local de x si NV = {x}.

2. El pseudocardcter de un espacio X € Ty, denotado (X)), es el ntimero
cardinal
(X)) = sup{y(xz,X) : z € X}; donde
Y(z, X) =min{|V| : V es pseudobase local de z} + w.

2.9 Lema. Para todo espacio X € Ts5, se tiene que P(X) < iw(X).
Ademds, si'Y es un subespacio de X entonces iw(Y) < iw(X).

Demostracion. Considere una condensacion f : X — Y de X sobre un espa-
cio de Tychonoff YV tal que iw(X) = w(Y). Sea B una base para Y tal que
|B] = w(Y). Observe quesiy € Yy D={V € B : y e V}, entonces D es
una pseudobase local de y en Y, esto es, "D = {y}. Utilizaremos este hecho
para mostrar que ¥ (X) < w(X).

Elija un punto x € X y defina C = {f~Y(V) : f(z) € V € B}. Afir-
mamos que C es una pseudobase local de x en X. Claramente x € NC.
Ahora tome un punto z € NC. Entonces z € f~1(V), para toda V € B tal
que f(z) € V. Por ello, f(z) € V, para toda V € B con f(x) € V. Pero
la coleccion D = {V € B : f(z) € V} es una pseudobase local de f(z) en
Y. Asi, f(z) € ND = {f(z)}. Como f es inyectiva, x = z. Por lo tanto,
{z} =nNC.

Observe ahora que ¢(z,X) < |C| < |B|] = iw(X). Por tanto, ¥(X) <
iw(X).

Sea Y un subespacio de X. Considere Z un espacio de Tychonoff y
g : X — Z una condensacién tal que w(Z) = iw(X). Evidentemente la
funcion h = g [y: Y — ¢g(Y) es también una condensacién. Entonces,

(Y) < w(g(Y)) < w(Z) = iw(X).
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2.10 Teorema. Para cualquier espacio X, sucede que d(X) = iw(Cy(X)) =
P(Cp(X)-

Demostracién. Debido a que ¢(Cp(X)) < iw(Cy(X)), basta comprobar que
iw(Cy(X)) < d(X) < (Cp(X)).

Sea 7 = d(X) y Y un subconjunto denso en X de cardinalidad < 7. El
mapeo restriccién ry : Cp(X) — Z C C,(Y) es una condensaciéon de Cp(X)

en el subespacio Z = 1y (Cp(X)) de C,(Y) (1.16). Finalmente
iw(Cy(X)) < w(Z) <w(Cy(Y)) < w(RY) < 7 =d(X).

Ahora tomamos f € C,(X), f =0y 7 una familia de vecindades candnicas
de f en C,(X) tales que Ny = {f}. Para cada W = [f,x1,..., 2k, €] € 7y
definimos K(W) = {z1,...,xx} y consideramos Y = U{K (W) : W € ~}.
Es cierto que |Y| < |y|. Ademé&s Y es denso en X. Efectivamente, asumimos
que existe 2* € X \ cl(Y) y tomamos g € C(X) tal que g(z*) =1y g [y=0.

Para cualquier [f,xy,..., 2k, €] € v se cumple que {z1,...,2x} C Y y en
consecuencia g € [f,x1,...,%g,€]. Obtenemos que g € Ny \ {f}, lo que
contradice la eleccion de . O]

2.11 Teorema. Para todo espacio Tychonoff X, se tiene que iw(X) =
d(Cp(X)).

Demostracion. Por el teorema 2.10 y la monotonia de la funcién i-peso:
iw(X) < iw(Cy(Cp(X))) = d(Cy(X)).

Comprobaremos que d(C,(X)) < iw(X). Sea h : X — Y una condensacién
tal que w(Y) = iw(X). Por 2.6, nw(Cy(Y)) = nw(Y) < w(Y) y por 1.23,
nw(Cy(Y)) = nw(h*(Cp(Y))) < w(Y). Utilizando 1.24 obtenemos que

d(Cp(X)) < d(h*(Cy(Y))) < nuw(h*(Cp(Y))) < w(Y) = iw(X).
O

2.12 Corolario. Si C,(X) es homeomorfo a C,(Y) (en particular, si X A
Y ), entonces:

a) nw(X) =nw(Y);
b) d(X) =d(Y);
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c) iw(X) =w(Y);
d) | X|=1Y].

La siguiente proposicion serd empleada en uno de los ejemplos que se
presentan en el capitulo 3 de este trabajo.

2.13 Proposicion. X Ly implica X & 7 Ly b Z, para cualesquiera
espacios X, Y, Z.

Demostracion. Sea F : Cp(X) — C,(Y) un homeomorfismo lineal. Defini-
mos G : Cp(X & Z) = Cp(Y & Z) mediante G(h) = F(h [x) V h [ 2.

i) G ESTA BIEN DEFINIDA:

Denotemos con iy y con 7z a los mapeos inclusion de Y y Z, respectivamente,
en Y @ Z. Para cualquier h € Cp(X & Z) se cumple que G(h)oiy = F(h [x)
y G(h)oiz = h [z. Como ambas funciones son continuas, G(h) € C,(Y & Z).
ii) G ES BIYECTIVA:

Sean h, ' € C,(X & Z) tales que h # h'. Tomemos w € X & Z tal
que h(w) # h'(w). Siw € X entonces h [x# h' [x y en consecuencia
F(h [x) # F(I [x). Siw € Z entonces h [z# I [z. En cualquier caso
obtenemos que F'(h [x) V h [z# F(W [x) V A [2.

Ahora tomamos g € C,(Y @& Z). Definimos f = F~'(g |y) € Cp(X). Asi
fvglzeC(X@Z)yG(fVvyglz)=F(f)Vglz=gly Vglz=g.
iii) G ES CONTINUA:
Fijamos y € Y, z € Z. Para cualquier h € C,(X & Z) sucede que

(Y oG)(h) =(yoForx)(h) y (2 0G)(h)= (% orz)(h),

donde rx : Cp(X @ Z) = Cp(X) yrz : Cp(X & Z) — Cp(Z) son los mapeos
restriccién. Por lo tanto Yo G = yo Forx y Zo G = Z o rz son funciones
continuas.

iv) G™! ES CONTINUA:

Por lo visto en (i), G™' : C,(Y @ Z) — Cp(X @ Z) estd dada por G~*(g) =
F~'(g |y) V g |z. Mediante un razonamiento similar al hecho en (iii) com-
probamos que G~! es continua.

v) G ES LINEAL:

Sean o € Ry h, b € C,(X®Z). Notemos que (a-h+h') [x= a-h [x +h [x.
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Asi

Gla-h+NI)=F(a-hlx +h[x)V(a-hlz+h [7)

(- F(hix)+F(h 1x) v (a-hlz+0 17)
a(F(hix) Vhiz)+ (F(K [x)Vh Iz)
a-G(h)+G(H).

]

2.2 Un método para construir ejemplos de es-
pacios /-equivalentes

En la seccion anterior establecimos teoremas que nos permitieron hallar al-
gunos ejemplos de propiedades topoldgicas que son f-invariantes. En esta
seccién introduciremos un método para construir ejemplos de espacios /-
equivalentes y en el capitulo siguiente lo utilizaremos para poder concluir que
muchas propiedades topoldgicas conocidas no son f-invariantes. Y es esta la
ventaja del método que presentamos: en la investigacién de las propiedades
(-invariantes, dicho procedimiento es una buena herramienta para concluir
que algunas de las propiedades topoldgicas clasicas no son preservadas por
la relacion de f-equivalencia.

2.14 Definicién. Sea X un espacio topoldgico y F' un subespacio de X.

(a) Diremos que una funcién h : C(F) — C(X) es un extensor si para toda
funcién f en C(F), se tiene que h(f) [r= f.

(b) Un extensor h : C(F) — C(X) es lineal si es una transformacion lineal

de C,(F) en Cp(X).

(¢) Decimos que un conjunto F' C X esta [-inmerso en X si hay un extensor
lineal de C,(F') en C,(X) continuo.

En esta seccién estudiaremos extensores que son continuos como fun-
ciones de C,(F) en C,(X). Por otro lado, no es dificil probar que todo
conjunto ¢-inmerso de un espacio X es cerrado. A continuacién presentamos
algunos resultados sobre conjuntos ¢-inmersos que nos seran de gran ayuda
para obtener algunos otros resultados.



2.2. UN METODO PARA CONSTRUIR ... 31

2.15 Teorema. Si I’ es un retracto de X, entonces F' es l-inmerso en X.

Demostracion. Sea r : X — F una funcién continua tal que r [p= Idp
y r* 1 Cp(F) — Cu(X) el mapeo dual correspondiente. El mapeo r* es
continuo y lineal por 1.13 y 1.14. Ademads para cualquier f € C,(F), se tiene

que 7*(f) [p= (for) [r= f. O

Los siguientes dos teoremas se presentan sin demostracién. Remitimos
al lector a los libros [2] y [3] para la consulta de una demostracién de estos
resultados.

2.16 Teorema. Si X es un espacio, entonces todo subespacio compacto me-
trizable de X es l-inmerso en X.

2.17 Teorema. Si X es un espacio metrizable, entonces todo conjunto ce-
rrado en X es l-inmerso en X.

2.18 Definicion. Sean X un espacio, I} y F, subespacios de X, hy :
Cp(F1) = Cp(X) y hy : Cp(Fy) — Cp(X) dos extensores. Defina Hy; = hyorp,
y Hy = hy orp,, donde 75, : Cp(X) — C,(F;) es el mapeo restriccién, para
i € {1, 2}. Diremos que los extensores hy y hy son paralelos si Hy o Hy = Hy
y Hy o Hy = H;. Asimismo, diremos que dos subconjuntos f-inmersos Fj
y F5 de X son paralelos si existen extensores lineales, continuos y paralelos

hi : Cy(Fy) — Cy(X), i € {1, 2}.

rp o Col(F) h rpy o ColF2) s
/ H, \ / i, \
Cy(X) ~ Gy(X) Cy(X)
Hy H;
kop(i%)/h?( k‘Cp(}‘jl)/hl(

2.19 Observacién. Dos extensores son paralelos si y sélo si sus imagenes
coinciden.

2.20 Lema. St F| y Fy son conjuntos l-inmersos paralelos en X, entonces
existen extensores paralelos, lineales y continuos h; = Cu(F;) — Cu(X),
i € {1, 2}, tales que hy(1g) = ho(lp,) = 1x donde 1p, 1, y 1x son las
funciones en Fy, Fy y X iguales a 1 en todos los puntos.
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Demostracion. Sean ©; : C,(F;) — C,(X), i € {1, 2}, dos extensores parale-
los, lineales y continuos. Definimos fy = ©1(1g, ). Utilizando que ©1 o rp =
©y0rp, obtenemos O (1p,) = (O207x,)(1x) = fo. Si fo = 1x hemos acabado.
Supongamos que fy # ly. Entonces fy y 1x son elementos linealmente in-
dependientes de C,(X). Denotemos por E al subespacio vectorial generado
por fo vy 1x. Como E es de dimensién finita existe un subespacio vectorial
Ey de Cy(X) tal que Cp(X) = E @ E) (en el sentido de espacios vectoriales
topoldgicos).

Definimos A : £ — F mediante A(fy) = 1x v A(lx) = fo. Eviden-
temente A es un homeomorfismo lineal. Ahora consideramos B : C,(X) —
Cy(X) dada por B(f+g) = A(f)+g donde f € E'y g € Ey. Verificamos que
B es un homeomorfismo lineal: En efecto, sean o € Ry (3, (2 € Cp(X). En-
tonces existen f; € E'y g; € E; tales que (; = f; + gi, i € {1, 2}. Obtenemos
que

B(aGi + G2) = Bla(fi + g1) + 2+ g2)
OéA(fl) + A(fg) + agy + gs
aB((1) + B(G).

Sean f € E'y g € F; tales que B(f + g) = A(f) + g = 0. Sucede que
A(f) = g = 0 (cada elemento de C,(X) tiene una expresién tnica como suma
de un elemento de E y un elemento de E;). A inyectiva implica f = 0.
Tomemos ' € E'y g € Ey. Se cumple que B(A™Y(f) +g) = f' +g.

Ahora definimos h; = Bo ©, : C,(F;) — Cp(X), i € {1, 2}.

AFIRMACION. h; y hy son extensores lineales, continuos y paralelos.

Demostracion de la afirmacion: h; es lineal y continua porque es la com-
posicién de dos funciones que tienen estas propiedades, i € {1, 2}. Veamos
que h; es extensor: Sea t € Cp(Fy). Sucede que hm(t)=f+gcon fekE
y g € Ei. Ademas f = afy + flx donde a, § € R. Obtenemos que
hi(t) = B(f + g) = alx + Bfo + g. Recordemos que fy [p,= 1p,. Siz € F}
entonces hy(t)(xz) = a+ B+ g(x) = (afo + flx +g)(z) = (f + g)(z). Em-
pleando (f + g) [, =t obtenemos que hq(t)(z) = t(z). O

2.21 Definicion. Diremos que dos funciones continuas p; : X7 — Y, y
pa : Xo — Ys son [-equivalentes si hay homeomorfismos lineales j; : Cp(X;) —
Cy(Xa) ¥ jo : Cp(Yi) = C,(Y3) tales que jy op; = pio ja, donde pi : Cy(V;) —
Cp(X;) es el mapeo dual para i € {1, 2}.
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Por lo visto en la seccion correspondiente a mapeos duales, tenemos lo
siguiente:

2.22 Proposiciéon. Si p; y pa son funciones l-equivalentes, entonces:

a) Sipy es sobreyectiva, entonces py es sobreyectiva;
b) Sip1 es inyectiva, entonces py es inyectiva;
c) Sip1 es un homeomorfismo, entonces ps es un homeomorfismo;

d) Sipy es R-cociente, entonces py es R-cociente.

2.23 Observacién. Si h : C,(F) — C,(X) es un extensor y H = horp,
donde g : Cp(X) — C,(F) es el mapeo restriccion, entonces H o H = H.

2.24 Teorema. Si I} y Fy son conjuntos l-inmersos paralelos en X, entonces
los espacios R-cocientes X/Fy y X/Fy son l-equivalentes. Ademds, las pro-
yecciones naturales py : X — X/Fy y pa : X — X/Fy son l-equivalentes.

Demostracion. Por 1.18, pf : C,(X/F;) — C,(X) es una inmersién, ¢ €
{1, 2}. Para demostrar la l-equivalencia de X/F; y X/F, basta hallar un
homeomorfismo lineal B : C,(X) — C,(X) tal que B(Ly) = Lo, donde
L, = piC,(X/F;), i € {1, 2}. Consideremos H; = h; org, : Cp(X) = Cp(X),
donde h; : C,(F;) — Cp(X), i € {1, 2}, son extensores lineales, paralelos y
continuos tales que hl(lpl) ha(1p,) = 1x. Definamos B : C,(X) — Cp(X)
mediante B(f) = Hy(f)+ Ha(f) — f. B es una transformacién lineal porque
es una suma de funciones con esta propiedad.

Ahora tomemos f € C,(X). Empleando lo visto en 2.23 y las ecuaciones
HloHQ :HQ, HQOHl :Hli

B(B(f)) = B(Hi(f)) + B(H:(f)) = B(f)
= Hi(Hy(f)) + Ha(Hi(f)) = Hi(f) + Hi(Ha(f))
+ Hy(Ha(f)) = Hao(f) = Hi(f) = Ho(f) + f
= f.
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Concluimos que B = B~! es homeomorfismo.

AFIRMACION. L; = {f € C,(X) : f |k, es constante}.

Demostracién de la afirmacion: Sea f € Cy(X) tal que f(F;) C {a} donde
a € R. Buscamos h € C,(X/F;) tal que pf(h) = hop; = f. Proponemos
h: X/F; — R dada por h(F;) =ay h({z}) = f(x)six € X\ F}. Six € F;
entonces (h o p;)(x) = h(F;) = a = f(z). Sixz ¢ F; sucede que (hop;)(x) =
h({z}) = f(z). Ademds, h € {¢p : X/F; = R : ¢ o p; es continua} implica
que h continua (A.19).

Ahora consideremos f € p!(C,(X/F;)). Como pf es una inmersién existe
una tnica hy € C,(X/F;) tal que p;(hys) = hyop; = f. Para cualquier z € F;
se cumple que

£(@) = (hy o pi)(@) = hy(F),
donde h¢(F;) € R es una constante. X

Sucede que B(L;) = Lo. En efecto, sea f € C,(X), f(F1) C {a}, donde
a€R. Asi Hi(f) =hi(a-1p) =a-hi(lp) =a- 1x. Por lo tanto

B(f) Im=Hi(f) Ir, +Ho(f) Ip, —f IR=0alp, + f [, —f [m,=alp,.
O

2.25 Lema. Sean X un espacio, F' un subespacio l-inmerso de X, Fi una
copia homeomorfa de F' 'y Z = X @& Fy. FEntonces F' y F\ son conjuntos
[-inmersos paralelos en Z.

Demostracion. Sean ¢ : ' — F; un homeomorfismo y h : C,(F) — C,(X)
un extensor lineal continuo. Definimos hy : C,(F) = C,(Z) mediante

h(f)(z), sizeX
f(i7Y2)), size Rk

y hi 2 Cp(Fy) — Cp(Z) mediante hy(g) = ho(g 0 1).
La funcién hg estda bien definida pues para cualquier f € C,(F') sucede que

ho(f) oix = h(f) € Cp(X) y ho(f) 0ip, = foi™" € Cp(F1).

Verificamos que hg y hy son extensores: en efecto, si f € Cp(F) y x € F
entonces ho(f)(z) = h(f)(x) = f(z). Ademds, g € C,(Fy) y x € F; implica
hi(g)(x) = ho(g 0 i)(x) = g(x).

AFIRMACION 1. hgy y hy son transformaciones lineales.

ho(f)(2) =
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Demostracion de la afirmacion: Sean a € Ry f, f' € Cp(F). z € X implica

holaf + f)(2) = (ah(f) + h(f))(2) = (aho(f) + ho(f)) (2)-

z € F} implica

holaf + f)(2) = af (i7(2)) + [(i7'(2)) = (aho(f) + ho(f") (2).

hy es lineal porque es una composicién de funciones que tienen esta caracte-
ristica. X

AFIRMACION 2. hy y h; son extensores paralelos.

Demostracion de la afirmacion: Consideremos Hy = hgorp y Hi = hy o
rp, donde rp : Cp(Z) — Cu(F) v rr : Cp(Z) — Cp(F1) son los mapeos
restriccion.

Sea ¢ € C,(Z). Definimos ¢ = Hy(¢) y 0 = Hy(¢). Para cualquier z € F
sucede que (¢ g o1)(z) = ho(¢ [r)(i(x)) = (¢ [r)(z) ¥

6 p (x) = hi(¢ ) (@) = h(o [r 0i)(x) = (¢ [r 0i)(2).

Finalmente (H; o Hy)(¢) = hi(¢ [r) = ho(@ [r) = Ho(¢) y (Ho o Hy)(¢) =
ho(0 Tr) = ho(d [F, 0i) = Hi(9). K

AFIRMACION 3. hg v h; son continuas.

Demostracion de la afirmacion: Tomamos f € C,(F). Si z € X entonces
(Zoho)(f) = h(f)(2) = (Zo h)(f). Por lo tanto Zo hy = Zo h. Si z € F}
entonces (Zo ho)(f) = f(i74(2)) = (foi ) (2) = (Zo A)(f), donde A es el
mapeo dual correspondiente a i~!. Obtenemos que Zo hy = 2o A. Ademés,
hy es continua porque es una composicion de funciones continuas. O

Denotemos por X al espacio obtenido al adherir el punto aislado p al
espacio X.

2.26 Corolario. Si F' es un conjunto l-inmerso en X, entonces los espacios
X" y X/F & F son l-equivalentes.

Sea AD(X) = (X x {0}) U (X x {1}) el duplicado de Alexandroff de un
espacio X. La topologia de AD(X) se origina haciendo a los conjuntos de la
forma (U x {0, 1}) \ {(z,1)} (donde U es una vecindad de z en X) una base
de vecindades de un punto (z,0) € X x {0} y declarando a los elementos de
X x {1} puntos aislados. Es evidente que el subespacio X x {0} de AD(X)
es homeomorfo a X.
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2.27 Lema. FEl duplicado de Alexandroff AD(X) del espacio X es primero
numerable (compacto) si X tiene esta propiedad.

Demostracion. i) Supongamos que X es primero numerable. Basta compro-
bar que cada elemento de X x {0} tiene una base de vecindades numerable.
Seleccione z € X y B(x) una base numerable para X en z. La coleccién
{(Bx{0,1})\{(z,1)} : B € B(z)} es una base para AD(X) en (z,0) que
no excede la cardinalidad de B(z).

i1) Ahora supongamos que X es compacto. Primero verificaremos que AD(X)
es un espacio Hausdorff. Sean z y 2’ dos elementos distintos de AD(X).
Analizaremos el caso en que z € X x {0} y 2/ € X x {1} (los casos restantes
se manejan de forma parecida). Asi, z = (2,0) y 2/ = (2/,1), con z, 2’ € X.

Considere W' = {(«/, 1)} y

{(X x {0, 1)\ {(=, )}; siz =1,
(X \A{2'}) x {0, 1}) \ {(z,0)}; siz#2.

Observe que W y W' son abiertos ajenos que contienen a los puntos z y 2/,
respectivamente.

Finalmente, sea {W,}scs una cubierta abierta de AD(X). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que los conjuntos Wy pertenecen al sistema de
vecindades mencionado previamente. Elegimos sq,...,s, € S tales que X X
{0} C Up_,W;,. La inclusién anterior se conserva si omitimos los conjuntos
unipuntuales del lado derecho, de modo que asumimos W, = (Uy x {0, 1}) \
{(x, 1)}, donde Uy es abierto en X y zy € Uy, k € {1,...,n}. Asi,

(X x {1\ {1 1), (@, 1)} C Uy (U \ {an}) x {1}) € UR, W,

Para cada k € {1,...,n} fijamos s} € S tal que (zy,1) € W, . Es claro que
{We bez1 U{W }i_, es una subcubierta finita de {Wj}es. O

2.28 Corolario. Para cualquier espacio X se cumple que AD(X)' es I-
equivalente al espacio Z @& X, donde Z = AD(X)/X es un espacio con
un unico punto no aislado. Si X es numerablemente compacto y |X| = &,
entonces AD(X)™T es l-equivalente a A(k)®X, donde A(k) es la compactacion
por un punto del espacio discreto de cardinalidad k.

Demostracion. Observe que la funcién r : AD(X) — X x {0} definida por
r(z,i) = (x,0), para cualquier (z,i) € AD(X), es una retraccién de AD(X)
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en X x {0}. Utilizando la proposicién 2.15 y el corolario 2.26 obtenemos que
AD(X)" es l-equivalente a Z & X, donde Z = AD(X)/X.

Seap: AD(X) — Z la proyecciéon natural. Por el corolario A.24, p [x 13
X x {1} = Z\ p(X x {0}) es un homeomorfismo. Esto muestra que todos
los elementos de Z \ p(X x {0}) son puntos aislados de Z. O



Capitulo 3

Algunas propiedades
topoldgicas no /-invariantes

En el dltimo capitulo de este trabajo aplicaremos el método que expusimos
en la parte final del capitulo anterior, con el objetivo de identificar algunas
propiedades topoldgicas que no se preservan por la relacién de ¢-equivalencia.
Recuerde que hemos demostrado que si X es un espacio topolégico y F' es
un retracto de X, entonces F estd (-inmerso en X (véase 2.15). También
sabemos ya que si F' es un subconjunto ¢-inmerso en X, entonces los espacios
Xty (X/F)® F son f-equivalentes (ver 2.26). De este modo, para llevar
a cabo nuestro propdsito, bastard hallar propiedades que X+ y (X/F) @ F
no tienen en comun. Este es el método que esencialmente utilizaremos para
encontrar propiedades que no son f-invariantes, es decir, que no se preservan
bajo la relacién de f-equivalencia.

3.1 La propiedad de Baire y la completitud
en el sentido de Cech no son /-invariantes

Nuestro primer objetivo es probar que la metrizabilidad no se preserva por
la relacién de f-equivalencia. Para ello consideremos el siguiente ejemplo.

3.1 Ejemplo. Sean 7 un cardinal mayor o igual que w, D el espacio discreto
de cardinalidad 7y C = {¢; : i € NT} U {¢o} una sucesién que converge al
punto ¢q (supondremos que ¢, # ¢, si n #n').

Considere a los espacios X = DxC, F = Dx{¢y} ylafunciéon h: X — F

39
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definida por h(z,c,) = (x, ¢y), para cada (x,¢,) € DxC. Note que la funcién
h es continua porque A = {{z} x C' : © € D} es una cubierta abierta de X y
la restriccion de h a cada elemento de A es un mapeo constante. Utilizando
2.15 y 2.26 obtenemos que F' estd ¢-inmerso en X y que X es f-equivalente
a (X/F)@ F (ver figura 1). Definamos C' = {¢; : i € N*}.

AFIRMACION 1. w(X 1) =7y x(z, X) = w.

Demostracion de la afirmacion: No es dificil comprobar que w(X) = w(X ™).
Ademas, w(X) = 7 debido a que cualquier base para X contiene a la coleccion
{H{y} :ye D xC'}yaquewX)<w(D)w(C) (véase 3.5.11 en [4]).

Ahora note que si z = (x,¢y) € D x {cp}, entonces x(z, XT) = x(z, X) <
x(z, D) x(¢co, C) = w. Ademas, si z € (DxC")U{x,}, entonces x(z, XT) = w.
X

AFIRMACION 2. Xt es Cech completo.

Demostracion de la afirmacion: Observe que X1 es un espacio T y que
los elementos de (D x C’) U {xy} son puntos aislados (aqui z( es el punto
aislado que se adjunta a X para obtener X ). Por otro lado, para cualquier
x € D, se tiene que {z} x C es cerrado y abierto en X*. Asi, XT es
localmente compacto. Sin embargo, este espacio no es compacto ya que F' es
un subconjunto cerrado de X+. X

Es bien sabido que X/F no es Cech completo. Mediante un argumento
diagonal se puede demostrar que el caracter de este espacio excede a 7. Con-
cluimos que 7 < x((X/F)®F) < w((X/F)®F) (recuerde que x(Z) < w(Z)
para cualquier espacio Z y que la funcién caracter es monétona).

Como corolario al anélisis que hicimos en el anterior ejemplo tenemos lo
siguiente.

3.2 Corolario. La numerabilidad del peso, la numerabilidad del cardcter, la
compacidad local y la completitud en el sentido de Cech no son preservadas
por la relacion de l-equivalencia.

De hecho, con el siguiente ejemplo mostramos que la numerabilidad del
caracter no se preserva por f-equivalencias, aiin dentro de la clase de espacios
compactos.
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1 X/F
Co
C3
c 3 D /
F =D x{c} F
Figura 1

3.3 Ejemplo. Sea X = AD(I), el duplicado de Alexandroff del segmento
I =10,1] de la recta real. La proposicién 2.27 implica que X es un espacio
compacto y primero numerable. Por el corolario 2.28, Xt es (-equivalente a
A(c) @& I, donde A(c) es la compactacién por un punto del espacio discreto
de cardinalidad ¢ = |I|. Observe que x(XT) = w y que x(A(c) ® ) =
maz{x(A(c)),x(I)} = c. Utilizando que la compacidad es una propiedad
finitamente aditiva y que en cualquier espacio compacto el caracter y el pseu-
docaracter coinciden, obtenemos el siguiente corolario.

3.4 Corolario. La numerabilidad del cardcter y del pseudocardcter no son
preservados por la relacion de l-equivalencia, aun dentro de la clase de espa-
c10s compactos.

La idea para presentar nuestro siguiente ejemplo es probar que la propiedad
de Baire no es preservada por la relacion de f-equivalencia.

3.5 Ejemplo. Sean Q el espacio de ntiimeros racionales, C' = {¢, : n € NT}U
{co} una sucesién que converge al punto ¢g y X = Q x C. Considere C" =
{¢, : n € NT}. Parax € Qx ' definimos B(x) = {{z}} y parax € Qx{co}
definimos B(z) = {W C X : W es vecindad de z en la topologia producto
de X'}. Hemos creado un sistema de vecindades para una topologia O en X.
No es dificil verificar que la coleccién B = {{z} : 1 € Q x C"} U{U x V :
U es abierto en Q y V es vecindad de ¢y} es una base para el espacio (X, O).
Sea (' la topologia producto en X. La topologia O es més fina que O’
porque para cualquier G € O'\ {0} y cualquier z € G, existe A € O tal
que x € A CG (six € Qx C' tomamos A = {z}, si x € Q x {¢y} enton-
ces G € B(x) y podemos tomar A = G). Una consecuencia de esto es que
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clo(F) C clo/(E), para todo E C X.

Note ahora que el espacio C' es normal y segundo numerable porque es
homeomorfo a la compactacién por un punto del espacio discreto de car-
dinalidad w. Por el teorema de metrizacion de Urysohn, C' es metrizable.
Utilizando que la metrizabilidad es una propiedad w-multiplicativa obten-
emos que (X, Q') es un espacio metrizable.

Lo que senalamos en los parrafos anteriores es util para demostrar la
siguiente

3.6 Proposicién. (X,0) es un espacio metrizable.

Demostracion. Por el teorema de metrizacion de Urysohn, basta comprobar
que (X, O) es un espacio regular con una base numerable.

i) (X,0) es T} porque para cualquier z € X sucede que {z} C clp({z}) C
clo({z}) = {z}. Ahora elegimos A € O\ {0} y x € A. Verifiquemos que
existe G € Otalquez € G C clp(G) C A. En efecto: sixz € QxC’ tomamos
G = {z}. Supongamos que x € Q x{cy}. Por construccién de la topologia O,
existe B € O’ que satisface x € B C A. Como cualquier espacio metrizable
es regular, podemos escoger G € B(z) que cumple x € G C clo/(G) C B.
Ast, x € G C clp(G) C A.

i1) A causa de que todo espacio metrizable es primero numerable, para cada
q € Q podemos fijar B(q, cy) una base local numerable para (X, Q) en (g, ¢p).
Por definicién de la topologia O, B(q, co) es base local para (X, O) en (g, co).
Esto termina la demostracién pues | X| = w y los elementos de Q x C” son
puntos aislados (recuerde que si Z es un espacio topolégicoy {B(z) : z € Z}
es un sistema de vecindades para Z, entonces U{B(z) : z € Z} es una base
para dicho espacio). O

Cualquier elemento no vacio de B intersecta a Q x C’. Efectivamente:
sea U un abierto no vacio en Q y V una vecindad de ¢y. La vecindad V' es
de la forma C'\ {cp,,...,¢n, }, donde ny,...,n, € NT. Eligiendo ¢ € U y
¢, € V \ {co} obtenemos que (g, ¢,) € (Q x C") N (U x V). Por lo tanto,
Q x C" es un subespacio denso y discreto de (X, O).

Como Q x C” es un espacio localmente compacto y no compacto, Q x C’
es Cech-completo. Esto implica que (X, O) es un espacio de Baire (consulte
el apéndice B).

Note ahora que F' = Q X {co} estd f-inmerso en X pues la funcién r :
X — F dada por r(q, ¢,) = (q, ¢o), para (q, ¢,) € X, es una retraccion
de X en F (r es continua debido a que si U es abierto en Q, entonces
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r~ YU x {c}) = U x C € B). Lo anterior muestra que los espacios X y
(X/F) @ F son (-equivalentes.

Utilizando la proposicion 2.13 y el hecho de que Q & Q es homeomorfo a
Q obtenemos que

XtoQi (X/F)eaFeQ=(X/F)oQ.

Concluimos que X L (XToQ).

Como es bien conocido el espacio de los niimeros racionales Q no es un
espacio de Baire porque QN (0,1) = U{{q} : ¢ € QN (0,1)} es la unién
de una coleccién numerable de subconjuntos de Q densos en ninguna parte,
sin embargo, Q \ (0, 1) no es denso en Q. Por lo tanto, X @& Q no tiene la
propiedad de Baire (recuerde que esta propiedad es hereditaria con respecto
a subconjuntos abiertos).

A partir de todo lo expuesto en el ejemplo 3.5 podemos concluir lo si-
guiente:

3.7 Corolario. Las siguientes propiedades no son preservadas por la relacion
de l-equivalencia, dentro de la clase de los espacios métricos numerables:

1. la propiedad de Baire,
2. la pseudocompletitud,
3. la propiedad “contener un subespacio infinito, denso y discreto”,

. la propiedad “contener un subespacio denso y localmente compacto”,

E

. la propiedad “contener un subespacio denso y Cech-completo”.

&

3.2 La normalidad no es /-invariante

En el siguiente ejemplo analizaremos a un subespacio del producto (w; +1) x
(w1 + 1), donde w; + 1 es el conjunto de ordinales menores o iguales que wy,
equipado con la topologia del orden lineal.

3.8 Ejemplo. Considere X = ((w; + 1) x (w; + 1)) \ {(wi,w1)}. Sean
F1 = wq X {(,L)l} y FQ = {wl} X Wq.
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AFIRMACION 1. X no es un espacio normal (recuerde que X es el espacio
obtenido al adherir el punto aislado zy a X).

Demostracion de la afirmacion: Se tiene que Fy y Fby son cerrados en X
porque

Fi=(w+1) x{w})NXyF={w}x(w+1)NX.

Se puede demostrar que F} y F5 no tienen vecindades ajenas en X. Como
la normalidad es una propiedad hereditaria con respecto a subconjuntos ce-
rrados y X es un subconjunto cerrado de X, obtenemos que X no es un
espacio normal. X

Por otro lado, la funcién r : X — F} dada por r(«, 5) = (min{a, 5}, wy)
es una retraccion de X en F. En efecto: r esta bien definida ya que alguna de
las componentes de cada elemento de X pertenece al conjunto w;. Ademas,
r es continua pues la imagen inversa de cada elemento de la subbase usual
de Fy es abierto en X (véase la figura 2):

r(y x {w}) = (’y X (w1 + 1)) U ((wl +1) x 'y), si0 < v < wy;
r (s wi) x {wi}) = ((r, wi] % (7, wi]) \{(wr,w1)}, 810 <y <wy.

Esto implica que F} estd (-inmerso en X vy que X+ ~ (X/Fy)® Fy. A
partir de ahora nuestro objetivo sera demostrar que (X/Fy) @ Fi es colecti-
vamente normal.

AFIRMACION 2. Si Y = w; X wy, entonces X = BY, donde SX (BY) es la
compactacién de Stone-Cech del espacio X (V).

Demostracion de la afirmacion: Considere A un subconjunto numerable in-
finito de Y. Denotemos con 7; a la proyeccion en el i-ésimo factor de Y, i €
{1, 2}. Debido a que 7;(A) es un subconjunto numerable de wy, existe d; € wy
tal que m;(A) C é;+ 1,7 € {1, 2}. Observe que A CW = (67 + 1) x (9 +1).
Usando la compacidad de W, tenemos que () # dery (A) C dery(A). Esto
prueba que Y es numerablemente compacto. Ademads Y es un espacio Ty-
chonoff porque dicha propiedad es multiplicativa. Concluimos entonces que
Y es pseudocompacto.
Por el teorema de Glicksberg (vedse 3.12.21 en [4]):

BY = (w1 +1) X (w1 +1) =X U{(wr,w1)}.
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Evidentemente Y C X C Y. Asi, fX = Y. X

AFIRMACION 3. Z = X/F} es compacto.

Demostracion de la afirmacion: Sean p : X — Z la proyeccion natural y
P : X — (7 la extension continua correspondiente. Por la sobreyectividad
de p, se cumple que:

BZ = P(BX) = P(X)UP({(wi,w1)}) = ZU{P(w1,w1)}.

P(wi,wy) € clgz(P(F1)) ya que (wi,w1) € clgx(F1). Como P(F)) es un
conjunto unipuntual y 5Z es un espacio T}, debe suceder que P(wy,w;) €
P(Fy) C Z. Por lo tanto Z = Z. X

Note ahora que (X/Fy) @ F; es normal y numerablemente compacto
porque ambas propiedades son finitamente aditivas. A causa de lo anterior,
dicho espacio es colectivamente normal.

En conclusion tenemos el siguiente corolario.

3.9 Corolario. Normalidad y normalidad colectiva no son preservadas por
la relacion de l-equivalencia.

Fy
U EEEEEE R r
AREHISS SEEES
i F —
Vo 0 v vy Wi
0 g v Wi
Figura 2

A continuacién estudiaremos otro subespacio del producto (w; + 1) X
(w; +1). Con el fin de facilitar la exposicién de este ejemplo conservaremos
la notacién empleada en el anterior.

3.10 Ejemplo. Considere X = (w; x (w; + 1)) US donde S = {(w1,a) :
a < wy es un ordinal sucesor}.
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Debido a que F} es un retracto del espacio X y a que X estd contenido
en X sucede que F; es un retracto de Xy. Por el corolario 2.26, X es
(-equivalente a (Xo/Fy) & Fj.

AFIRMACION 1. w < e(X().

Demostracion de la afirmacion: No es dificil comprobar que e(Xg) < e(X{).
Por otra parte, S es un subespacio no numerable, discreto y cerrado de Xj.
Efectivamente: si a es un ordinal sucesor menor que wy, entonces

U= ((wi+1)x{a})NXo= (w1 x{a}) U{(w,a)}

es abierto en Xy (ver figura 3). Por lo tanto, UNS = {(w1, )} es abierto en
S. Ahora observe que {w; } x (w1 +1) es cerrado en el espacio (wy+1) X (wy+1)
y que ({wi} X (w1 +1)) N Xg=S. Asf, w < e(Xo). X

AFIRMACION 2. S'U {(wy,w;)} tiene la propiedad de Lindel6f.

Demostracion de la afirmacion: Sea H = {a < w; : « es un ordinal sucesor}
U{w1}. El subespacio H es un espacio T3 porque es un subconjunto de w; + 1
y porque la regularidad es una propiedad hereditaria. Observe que para
cualquier coleccion C de abiertos en w; + 1 que cubre a H es posible escoger
Co € Cy f € wy tales que wy € (B, wi] € Cy. Considere {ay, as, ...} una
enumeracién de HN(G+1) y para cada i € NT seleccione C; € C que contiene
al punto «;. Es claro que H C U;enC;. Finalmente note que S U {(wq,wq)}
es homeomorfo a H.

AFIRMACION 3. Si X' = (w; x (w1 +1)) U(SU{(wr,w1)}), entonces e(X') =
w.

Demostracion de la afirmacion: Por lo visto en el parrafo anterior, X’ es
la unién de un espacio numerablemente compacto y un espacio Lindelof.
Suponga que X’ contiene un subespacio A no numerable, cerrado y discreto.
Defina A; = AN (w1 x (w1 +1)) y Ay = AN (S U {(wi,wr)}). Observe
que A = A; U Ay; ademas A; y As son subespacios cerrados y discretos de
wy X (w1 + 1)y SU{(wy,w1)}, respectivamente. Note que |A;| < w debido a
que cualquier espacio numerablemente compacto tiene extension numerable.
Esto implica que |As| > w. Asi, {{z} : x € Ay} es una cubierta abierta de
Ay que carece de una subcubierta numerable, lo que contradice la eleccion
de A, (recuerde que la propiedad de Lindeldf es hereditaria con respecto a
subconjuntos cerrados). Por lo tanto,

e(X) =sup{|A] : ACX 'y A= A\A"=AUA} <w.
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AFIRMACION 4. e((Xo/F) ® F) = w.

Demostracion de la afirmacion: Sean Z' = Xo/Fy y p' + Xo — Z' la
proyeccion natural. Es claro que Y C Xy C BY implica X, = FY; ob-
serve que X' C 5Xq. Elijamos P’ : X' — 57’ una extensién continua de p'.
Mediante un argumento similar al que empleamos en 3.8 se puede demostrar
que P'(X’) = Z’. Como la extensién de un espacio no se incrementa por
funciones continuas, obtenemos que e(Z’) = e(Xy/F}) = w. Finalmente,

6(<X0/F1) D Fl) = 6<X0/F1) + €(F1> = Ww.

Con todo lo anterior podemos concluir lo siguiente.

3.11 Corolario. La numerabilidad de la extension de un espacio no es
preservada por la relacion de l-equivalencia, aun dentro de la clase de es-
pacios pseudocompactos.

F
w1 o
U .
X +--———————====== .
0 w1
Figura 3

A continuacién probaremos que la numerabilidad del w-peso no se preserva
por f-equivalencias.

3.12 Ejemplo. Sea K = [0,1]®. Utilizando que la separabilidad es una
propiedad c-multiplicativa y el teorema de Tychonoff, obtenemos que K es
un espacio compacto que contiene un subconjunto denso numerable A. Por
la proposicién 2.27, el duplicado de Alexandroff de K, AD(K) = (K x{0})U
(K x{1}) es compacto. Consideremos el subespacio X = (K x{0})U(Ax{1})
de AD(K).
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AFIRMACION 1. X es un espacio compacto.

Demostracion de la afirmacion: Note que AD(K)\ X = (K \ A) x {1};
utilizando que los elementos de K x {1} son puntos aislados de AD(K) se
obtiene que X es un subconjunto cerrado de AD(K). Por tltimo, recuerde
que la compacidad es una propiedad hereditaria con respecto a subconjuntos
cerrados. X

Observe que si (x,0) € K x {0}, entonces la coleccién de todos los con-
juntos de la forma (U x {0}) U (Wy x {1}), donde U es una vecindad de
xen Ky Wy = (U\{z})NA, es una base para X en (z,0). Ademds, si
(z,1) € A x {1}, entonces {(x,1)} es una base para X en (z,1).

AFIRMACION 2. A x {1} es un subconjunto denso de X.

Demostracion de la afirmacion: Elijamos z € K y U una vecindad de = en
K. Sucede que

(U x {0}) U (Wy x {1})) N (A x {1}) = Wy x {1} (%)

Como K es un espacio T} sin puntos aislados, U \ {z} es un abierto no vacio
en K. Por lo tanto, Wy es no vacio (recuerde que A es denso en K). X

AFIRMACION 3. mw(X™1) = w.

Demostracion de la afirmacion: A partir de la ecuacion (x) se puede probar
que C = {{z} : z € A x {1}} es una m-base para X. Efectivamente,
eligiendo w en el conjunto Wy obtenemos que {(w,1)} € Cy {(w,1)} C
(U x {0}) U (Wy x {1}). Concluimos que mw(X) = rw(X*) = w. X

Sea F' = K x {0}. El conjunto F' estd ¢-inmerso en X porque la funcién
g : AD(K) — F dada por g(z,i) = (z,0), para cada (z,i) € AD(K) es
una retraccién de AD(K) en F. Por el corolario 2.26, los espacios X y
(X/F) @ F son (-equivalentes. Sin embargo, mw(K) = ¢ - mw([0,1]) = c,
donde ¢ = |R|. Utilizando la monotonia de la funcién m-peso obtenemos que

Tw((X/F)® F) > nw(F) = nw(K) > w.
Por lo tanto, tenemos lo siguiente.

3.13 Corolario. Elw-peso no es preservado por la relacion de l-equivalencia,
aun dentro de la clase de espacios compactos.
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3.3 La propiedad de Fréchet y la secuenciali-
dad no son /-invariantes

Recuerde que si k es un cardinal infinito y Z es un conjunto de cardinalidad
K, entonces la compactacion por un punto del espacio discreto de cardinalidad
K, A(k), es el conjunto Z U {x}, donde * ¢ Z, equipado con la topologia

{ECZU{x} : ECZYU{EC ZU{*} :x€ E y |(ZU{x})\ E| <w}.

El objetivo de esta tultima seccion del presente capitulo es probar que la
propiedad de Fréchet no se preserva por f-equivalencias. Para ello conside-
raremos el siguiente ejemplo.

3.14 Ejemplo. Considere S el espacio discreto de cardinalidad wy, T' =
S U {tp} su compactacién por un puntoy A = {a,, : m € N} U {ag} una
sucesion que converge al punto ag. Sean Z = (T'x A)\{(to,a0)} y X = Zx Z.
El espacio Z es un espacio localmente compacto. En efecto: sea (s, a,,) un
elemento arbitrario de Z. Sucede que s # ty 0 a,, # ag. Si s # ty, entonces
({s} x A)nZ = {s} x A es una vecindad de (s,a,,) en Z con clausura
compacta. Anédlogamente, si a,, # ag, entonces T x {a,,} es la vecindad que
requerimos (recuerde que A es homeomorfo a la compactacién por un punto
del espacio discreto de cardinalidad w).

Utilizando que la compacidad local es una propiedad finito multiplica-
tiva obtenemos que X es localmente compacto; por ello, X es localmente
compacto. Ademds, se puede demostrar que X* es un espacio de Fréchet.
Particularmente, X+ es un k-espacio con estrechez numerable (vedse 1.7.13
y 3.3.20 en [4]).

Supongamos que A = {(z,2) : z € Z} es un retracto de X. Por el coro-
lario 2.26, los espacios X vy Y & A, donde Y = X/A, son l-equivalentes.

A partir de ahora nos dedicaremos a demostrar que la estrechez de Y & A
es no numerable. Primeramente probemos que D = S X {ag} es un subespa-
cio discreto de Z. En efecto: para cualquier s € S, ({s} x A)NZ = {s} x A es
un conjunto abierto en Z. Ademés ({s} x A)N D = {(s,a0)}. Esto muestra
que {(s,ap)} es abierto en la topologia de subespacio de D.

Evidentemente Z \ D = T x (A \ {ao}) = (T"x (A \ {ao})) N Z. Como
T x (A\ {ap}) es un subconjunto abierto de 7" x A, la ecuacién anterior
implica que D es cerrado en Z.

3.15 Lema. Sea {z, : n € N} una sucesion de puntos distintos de D. Existe
una funcion continua ¢ : Z — R tal que ¢(z,) = 2" para cada n € N.
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Demostracion. Para cada n € N, elija el elemento s, de S que cumple la
condicién z, = (s, ap). Considere la funcién ¢ : Z — R dada por

)27, siz=2z,02=(8n,an) conm>n,
p(z) =
0, en otro caso.

Observe que {T'x{a;,} : m € NT}U{{s} xA : s € S} es una cubierta abierta
de Z. En efecto: sim € Nty s € S, entonces T x{a,,} y {s} x A son abiertos
en T'x A. Ademés (T x{an})NZ =T x{an}y {s} x A)NZ = {s} x A.
A continuacién veremos que la restriccién de ¢ a cada elemento de esta
cubierta es una funciéon continua. De esta manera probariamos que ¢ es
continua. Para cada m € N y cada s € S defina g,, = ¢ [rxfan} ¥
hy = ¢ [{syxa. Suponga que s = s, para algin n € N. No es dificil
comprobar que

9 ({03) = (T x {am}) \ (50, @) : 0 < m},
o (2"3) = ({sa} x )\ A{(s0, @) + m < n}.
Por otra parte, s ¢ {s, : n € N} implica hy = 0. Esto muestra que las

funciones g,, v hs son constantes, salvo en una cantidad finita de puntos
aislados (véase la figura 4). O

Qy —eo—¢— —

ag ——eo—eo—o——
g —eo—o—0 90—
@ ——————— o
0 S0 S1 82 83 -+ W1 Ty
Figura 4: La funcién ¢ tiene un valor positivo en los puntos gorditos.
Como D x D es un espacio discreto, J = (D x D)\ A es un subconjunto

cerrado de D x D. Utilizando que D x D es cerrado en X obtenemos que J
es un subconjunto cerrado de X.
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3.16 Lema. Para cualquier subconjunto numerable infinito ) de J existe
una funcion continua f : Z X Z — R que cumple lo siguiente:

(a) F(A) = {0},
(b) f(q) > 1 para todo q € Q.

Demostracion. El conjunto P = m(Q) U ma(Q), donde m, m : Z X Z —
Z son los mapeos proyeccion, es un subconjunto numerable infinito de D.
Efectivamente: @ C J C D x D implica m;(Q) C m(D x D) C D, para
i € {1, 2}. Esto muestra que m (Q)Um(Q) C D. Ahora supongamos que P
es un conjunto finito. Debido a que @ C m1(Q) X m2(Q) C P x P, obtenemos
que (@ es finito, lo que contradice nuestras hipétesis. Finalmente observe que
1P| < Im(Q)] + Im(@Q)] < 1Q] + Q] = w.

Considere {z, : n € N} una enumeraciéon de Py ¢ : Z — R una funcién
continua tal que ¢(z,) = 2" para cadan € N (3.15). Definimos f : ZxZ — R
mediante laregla f(z, 2) = |¢(z)—¢(z")|. Claramente f es continua y cumple
la condicién (a). Verifiquemos que f satisface la condicién (b): si ¢ € Q,
entonces g = (s, ag, s, a9) donde s, s € S'y s # 5. Como (s,a0) € m(Q) y
(s',a0) € m(Q) tenemos que (s,ag) = 2, y (8, a9) = 2w, con n y n' elementos
distintos de N. Por lo tanto f(q) = f(zn, 2n) = [2" — 27| > 1. O

El siguiente lema, junto con el hecho de que J es un subespacio cerrado
de X, permite concluir que X no es un espacio normal.

3.17 Lema. Si U es un subconjunto abierto en X que contiene a A, entonces
JNeclx(U) no es vacio.

Demostracion. Primero necesitamos hallar una base local para Z en los pun-
tos de la forma (tg,an) v (s,a0), donde m € NT y s € S. Sea m € N*,
Sabemos que B(tg) ={E C T : to € E y |T\ E| < w} es una base local
para T en ty y que a,, es un punto aislado de A. Asi, la coleccién de todos los
conjuntos de la forma F x {a,,}, donde E € B(ty), es una base local para el
producto T'x A en (g, a,,). Note que para cualquier E' € B(tj) se cumple que
(Ex{am})NZ = E x{a}. Por lo tanto, la familia {E'x {a,,} : E € B(ty)}
es una base para Z en el punto (to, a,).

Ahora elegimos s € S y consideramos la coleccién B(ag) = {W C A :
ap € Wy |A\ W] <w}. Mediante un razonamiento similar al que hicimos
en el parrafo anterior se puede concluir que la familia {{s} xW : W € B(ao)}
es una base local para Z en (s, ap).
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Debido a que para cada m € N* el punto ((to, @), (to, am)) pertenece a
A, podemos fijar una vecindad V;, de (tg, a,,) en Z tal que V,, xV,,, C U. Ver-
ifiquemos que para cada m € N*, el conjunto H,, = {s € S : (s,am) ¢ Vin}
es finito. En efecto, sea E' un elemento de B(ty) que cumple la condicién
(to, am) € E x {an} C V,,. Observe que

Hypy X {am} S (T x{am}) \ Vin C (T x{am}) \ (B x {am}) = (T\ E) x {am}.

Lo anterior implica que |H,,| = |Hp X {an}| < [(T\E) x{an}| = |T\ E| < w.

Considere H = {s € S : (s,a,) € V,, para todom € N*}. Evidente-
mente H = S\ Upen+t Hpn. Como U,,en+ Hy €8s un conjunto numerable,
debe suceder que S\ Uen+ H,, no es numerable. Esto nos permite elegir
dos elementos distintos s v s’ de H. A continuacién comprobaremos que
((s,a0),(s,a0)) € JNelx(U). Es claro que ((s,ao),(s,a9)) € J. Tome
vecindades arbitrarias G'y G’ de los puntos (s, ag) y (s, a) en Z. Ahora elija
W, W' € B(ayp) tales que (s,a9) € {s} x W C Gy (s,a0) € {} x W CG".
Observe que

{meN" : (s,am) ¢ G 6 (s,am) ¢ G} C{meN" : q, € AAN(WNW')}.

Ademés [{m € N* : a,, e A\ (WNW)} <|A\(WNW)| <w. Asi,
sim e N\ {meN":aq,ecA\(WNW)}, entonces ((s,an), (s, an)) €
G x G'. Por otra parte, empleando la hipotesis de que s y s’ pertenecen
a H, obtenemos que ((s,an), (s, am)) € Vi, x V,, € U. Concluimos que
((s,am),(s',am)) € (GxG)NU. O

Sean p : X — Y la proyeccién natural, L = p(J) y {d} = p(A). De-
bido a que J es un subconjunto de X \ A, para cualquier z € J se tiene
que p(z) = {2z} # A = d. Esto muestra que d ¢ L. Por otra parte,
d € cl(L). Efectivamente, supongamos lo contrario. Por la proposicién
A.22, Y es un espacio de Tychonoff. Asi, existen V' y W subconjuntos
abiertos de Y tales que d € V, cl(L) C W y VN W = (). Observe que
A=pt({d}) Cpi(V), J =p (L) CpTH W) y p (V) Np i (W) =0
(recuerde que p [x\a: X \ A = Y \ {d} es biyectiva). Como esto contradice
el lema 3.17, debe suceder que d € cl(L).

Note ahora que el conjunto L es infinito. En efecto: fije sy € Sy considere
el conjunto A = {((s0,a0),(s,a0)) : s € S\ {so}}. No es dificil comprobar
que A C Fy que |A| = |S\ {so}| = |S]. Por lo tanto, |S| < |J| = |L].

Sea M cualquier subconjunto numerable infinito de L. Note que p~' (M) C
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Jy que [p7'(M)| = |M| = w. Por el lema 3.16, existe una funcién continua
/X — R que cumple f(A) = {0} y f(¢) > 1 para todo ¢ € p~!(M).
Considere la funcién g : Y — R dada por g(d) = 0y g({z}) = f(x), para
cada x € X \ A. Utilizando que f = gop y que p es un mapeo R-cociente
obtenemos que g es continua.

Sea m un elemento arbitrario de M y ¢ el elemento de X que cumple
p(g) = m. Asi, g € p~(M) y g(m) = (gop)(q) = f(g) = 1. Por lo tanto,
g(m) > 1 para cualquier m € M.

Lo que acabamos de senalar es tutil para demostrar que d ¢ cl(M). En
efecto: suponga que {d} C cl(M). Esto implica que g({d}) C g(cl(M)) C
cl(g(M)), es decir, 0 € cl(g(M)). Sin embargo, (—3,3) N g(M) = 0 lo cual
es absurdo.

Asi, d no pertenece a la clausura de ningtin subconjunto numerable de L.
Por la monotonia de la funcion estrechez concluimos que

HY @A) > HY) > t(d,Y) > w.

3.18 Corolario. Las siguientes propiedades no son preservadas por la relacion
de l-equivalencia:

1. la propiedad de Fréchet,
2. la secuencialidad,

3. la propiedad “tener estrechez numerable”.



Apéndice A

Mapeos R-cocientes

A.1 Familias de funciones que generan topo-
logias

Hay muchas formas de describir la topologia de un espacio topolégico; una
descripcion especialmente importante en la teoria de espacios de funciones es
la que emplea familias de funciones.

A.1 Definicién. Sean X un conjunto, {Y, : @ € A} una familia de espacios
topolégicos y F = {fa : X — Y, : @ € A} una familia de funciones. La
Topologia generada por F en X es la mas débil de entre todas las topologias
en X que hacen continuos a los mapeos que pertenecen a F. Decimos que la
familia de mapeos F genera la topologia de un espacio X (o es una familia
generadora) si la topologia de X coincide con la topologia generada por F.

La siguiente proposicién nos dé una caracterizacién de la topologia gene-
rada por una familia de funciones.

A.2 Proposicion. La topologia generada por F en X es inducida por la
base B que consiste de todos los conjuntos de la forma

donde k € N, aq,...,a4 € A, yV; es un abierto de Y,, parai € {1,...,k}.

95
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Demostracion. Veamos que B es base de una topologia para X. Sean By, By €
By x € Bi()B2 Debemos probar que existe B € B tal que x € B C
B;( Bz. Sabemos que By = ﬂle Vi), con k € N, aq,...,o0 € A,y
V; abierto de Y,, para ¢ € {1,...,k}. Ademds By = ﬂ;zl fﬂ’jl(Wj), con
leN, pi,...,0 € A, y W; abierto de Yy, para j € {1,...,l}. Por lo tanto,

BBy = (N £ () N (Mt 5,1 (W5))- Es claro que B = By By €
B cumple con lo requerido. Sélo falta probar que para toda x € X existe
BeBtalquezx € B. Seare X yae A Ast f;1(Y,) e By z e f;1(Ya).
Por lo tanto, B es base de una topologia para X.

Sean O la topologia inducida por la base By a € A. Debemos probar
que f, : (X,0) = Y, es continua. Tomamos V" abierto en Y,. Por definicién
de B tenemos que f, (V) € B C O, es decir, f;'(V) es abierto en (X, O).

Ahora, sea T una topologia para X que hace continuas a las funciones en
F. Para probar que O C T basta verificar que los elementos de B pertenecen
aT. Seak € N, ay,...,ap € A, y V; abierto de Y,,, para i € {1,...,k}.
Como fo, : (X,T) — Y, es continua, tenemos que f*'(V;) € T. Por lo
tanto, (I_, fo(V;) pertenece a 7.

Asi, O es la més débil de entre las topologias en X que hacen continuos
a los mapeos en F. O

A.3 Proposicién. Un mapeo g de un espacio topologico Y a un espacio
topologico X cuya topologia es generada por una familia de mapeos F es
continuo si y solo si la composicion f o g es continua para toda f € F.

Demostracion. Supongamos que g es continua. Sea f € F. Como X esta
equipado con la mas débil de las topologias que hacen continuas a las fun-
ciones en F, tenemos que f es continua. Por lo tanto, f o g es continua.
Ahora supongamos que f o g es continua para toda f € F. Debemos
probar que g es continua. Basta tomar un elemento de la base canénica de
X y verificar que su imagen inversa bajo g es abierto en Y.
Sean k € N, ay,...,ap € A, y V; abierto de Y, parai € {1,... ,k}. Asi:

k k k
g (ﬂ f,;f(Vi)) = ﬂg‘l (£ 3) =) (fas 09) ™" (V2)

=1

Como f,, 0 g es continua, tenemos que (f, 0 g)~" (V;) es abierto en Y. Por
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lo tanto,

NUao9)™ (V) =g (m fa:<vi>)

=1

es abierto en Y. O

A.4 Proposicion. Sea X un espacio cuya topologia es generada por una
familia de funciones F = {fo : X = (Yo, Ta) : a € A}, Supongamos,
ademds, que la topologia de cada 'Y, es generada por una familia de funciones
Go. Entonces la topologia de X es generada por la familia de composiciones

,H:{gofa:aEAagega}'

Demostracion. Sea O la topologia generada por F. Probaremos que O es la
mas débil de las topologias para X que hacen continuas a las funciones en
H.

Seana € Ay g € G,. Como Oy 7, son las topologias generadas por F y
Ga, respectivamente, tenemos que f, : (X,0) = (Yo, Ta) v g: Yo, Ta) — Z
son continuas. Por lo tanto, g o f, : (X,0) — Z es continua.

Sea T una topologia para X que hace continuas a las funciones en ‘H y
sea o € A. Asi go f, : (X,T) = Z es continua para toda g € G,. Como
la topologia de cada Y, es generada por la familia de mapeos G,, por la
proposicion A.3 tenemos que f, : (X, 7T) — (Ya, Ta) es continua. Pero O es
la mas débil de las topologias para X que hacen continuos a los mapeos en
F. Por lo tanto, O C T. O

A.5 Observacidon. Sea (X,Ty) un espacio y Y C X. La topologia de
subespacio Ty coincide con la topologia generada por el mapeo inclusion
ly - Y — (X,TX)

Demostracién. Sea U € Tyx. Entonces iy (U) = UNY. Por lo tanto, iy :
(Y, Ty) — (X, Tx) es continua.

Ahora, si iy : (Y,0) — (X, Tx) es continua, entonces iy, (U) = UNY € O
para todo U € Tx. Por lo tanto, Ty C O. O

A.6 Corolario. Si la topologia de X es generada por una familia de mapeos
F yY es un subespacio de X, entonces la topologia de Y es generada por la

familia {f [y: f € F}.

Demostracion. Por la proposicién A.4 y la observacién A.5 tenemos que la
topologia de Y™ es generada por {foiy : f € F} ={f Iy: f € F}. O
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A.7 Proposicién. La topologia generada en un conjunto X por una familia
F=A{foa: X =Y, :ac A} de mapeos a espacios completamente regulares
es completamente reqular.

Demostracion. Sean F cerradoen X y x ¢ F. Por la proposicién A.2, existen
EeN, ay,...,ar € A,y V; abierto de Y,,, para i € {1,...,k} tales que

rel= ﬂf Vi) C X\ F.

Asi, z; = fo,(z) € V;. Como Y, es completamente regular existe ¢; : Y,, — R
tal que ¢;(z;) = 1y ¢i(Ya, \ Vi) € {0}. Sea ¢y = ¢jo fo, : X = R
y =1y -... 1, Veamos que (z) = 1y (F) C {0}. Efectivamente,
Vi(x) = (¢iofa,)(x) = ¢i(z;) = 1, por lo tanto ¢(x) = 1. Ademds, U C X\ F
implica que ' C X \ U. Sea

k
2EX\U= X\ﬂf LJX\mlz
i=1 =1
Entonces ze X\ fa, ( Vi,) para alguna ig, es decir, fo, (2) ¢ Vi, para alguna

. Finalmente

Wig(2) = (Big © fay)(2) = Gig (fary (2)) =0y ¥(2) Hm =

En conclusion, ¢(F) C (X \ U) C {0}. O

A.8 Proposicion. Si X es un espacio completamente reqular, entonces su
topologia es generada por la familia de funciones C'(X).

Demostracion. Sea B = {f~'(U) : f € C(X), U es abierto en R}. Por pro-
piedades de continuidad, los elementos de B son abiertos en X.

Sean V' abierto no vacio en X y x € V. Supongamos que V' # X. Debido

a que X es completamente regular, existe f € C(X) tal que fle) =1y
F(X\V) C {0}. Deesta forma, f71((3,3)) e Byze f7((5.2) € V.
Por lo tanto B es base para la topologia de X.

Ahora, sea S una topologia para X que hace continuas a las funciones
en C(X). Si f € C(X) y U es abierto en R entonces f~1(U) € S. Por lo
tanto B C &, lo cual implica que la topologia completamente regular en X
es la mas débil entre las topologias en X que hacen continuos a los mapeos

en C(X). O
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A.9 Corolario. §i 71 y T> son diferentes topologias completamente regu-
lares en el mismo conjunto X, entonces existe una funcion real en X que es
continua con respecto a una de ellas y discontinua con respecto a la otra.

Demostracion. Sean C; = {f : (X,7;) — R : fescontinua} y B; =
{f/Y(U) : f € C;y U es abierto en R}. Sabemos por la proposicién A.8
que 7; es generada por C; y que B; es base para dicha topologia. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que 71 € T5. Por lo tanto, By € T5. En-
tonces, por definicién de B; existe ¢ : (X,7;) — R continua y U abierto en
R tal que g~ '(U) ¢ T;. De este modo ¢ es continua con respecto a 77 y
discontinua con respecto a 7s. 0

A.10 Definicién. Sea {X, : a € A} una familia de espacios topoldgicos.
Consideremos al producto Cartesiano X = [],.4 Xo v la familia de mapeos
{ma : o € A}, donde 7, asigna a f € ], .4 Xa el punto f(a) € X,. El
conjunto X = J[ ., X, con la topologia generada por la familia de mapeos
{ma : @ € A} es llamado producto Cartesiano de los espacios {X, : o € A} y
dicha topologia es llamada topologia producto de Tychonoff en [] .4 Xa; los
mapeos Tq : [ [ e4 Xa = Xao, o € A, son llamados proyecciones de ], 4 Xa
sobre X,.

A.11 Proposicién. El producto diagonal AF es continuo si y solo si fo es
continua para toda o € A.

Demostracion. Sea a« € Ay 7w, : HaeA Y, — Y, el correspondiente mapeo
proyeccién. Por definicién de mapeo diagonal, 7, o AF = f,. La conclusion
se sigue de la definicién de topologia producto Tychonoff en [] ., Yo (A.10)
y de la proposicién A.3. n

A.2 Mapeos R-cocientes

A.12 Definicion. Un mapeo continuo p : X — Y es llamado R-cociente si
p(X) =Y y para toda funcién ¢ : Y — R se tiene que si la composicién
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pop: X — R es continua, entonces ¢ es continua.

Es conocido que un mapeo p : X — Y es cociente si y s6lo si p(X) =Y y
para cualquier espacio topoldgico Z y cualquier mapeo f:Y — Z,si fopes
continua, entonces f es continua. Se sigue facilmente de las correspondientes
definiciones que cualquier mapeo cociente es R-cociente. El siguiente enun-
ciado muestra que los mapeos R-cocientes tienen una caracteristica similar,
en la categoria de los espacios completamente regulares, a la que tienen los
mapeos cocientes en la categoria de los espacios topologicos.

A.13 Proposicién. Supongamos que p : X — Y es un mapeo R-cociente,
que Z es un espacio completamente reqular y que f : Y — Z es una funcion.
Si la composicion f o p es continua entonces el mapeo f es continuo.

Demostracion. Sabemos por la proposicién A.8 que la topologia de Z es ge-
nerada por C(Z). Sea ¢ € C(Z). Como ¢ y (f op) son continuas tenemos
que po(fop) = (¢pof)op: X — R es continua. Debido a que p es R-cociente,
(¢o f) es continua. Por la proposicién A.3 concluimos que f es continua. [

A.14 Corolario. Si X es un espacio completamente reqular yp : X — Y
es una biyeccion R-cociente, entonces p es un homeomorfismo.

Demostracion. Por definicion de mapeo R-cociente, p es continua. Utilizando
que X es completamente regular y que p~'op = Idy es una funcién continua
obtenemos la continuidad de p~! (vea A.13). O

A.15 Proposicion. Sip: X - Y yq:Y — Z son mapeos R-cocientes,
entonces la composicion qop : X — Z es R-cociente.

Demostracion. El hecho de que p y ¢ son funciones continuas y sobreyectivas
implica que gop es una funcién continua y sobreyectiva. Ahora, sea ¢ : Z7 — R
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tal que ¢ o (¢ o p) es continua. Debido a que ¢ o (gop) = (pog)opy pes
R-cociente, obtenemos que (¢ o ¢q) es continua. Lo anterior implica que ¢ es
continua ya que g es R-cociente. O

A.16 Proposicién. Sip: X =Y yq:Y — Z son funciones continuas y
la composicion gop: X — Z es R-cociente, entonces q es R-cociente.

Demostracion. Por definicién de mapeo R-cociente, gop es sobreyectivo. Por
lo tanto ¢ también lo es. Ahora, sea ¢ : Z — R tal que ¢ o ¢ es continua.
po(qgop) = (poq)opes continua ya que poq y p lo son. Como qo p es
R-cociente concluimos que ¢ es continua. O

A.17 Proposicion. Sean p : X — Y un mapeo sobreyectivo y continuo y
ACX. Sipla: A—Y es R-cociente, entonces p es R-cociente.

Demostracion. El mapeo inclusién 74 y p son funciones continuas. Ademas
p [a= pois es R-cociente. Por la proposicion A.16 obtenemos que p es
R-cociente. O

Utilizando la nociéon de mapeo R-cociente, definamos el andlogo de un
espacio cociente:

A.18 Definicion. Sean X un espacio, Y un conjunto y p : X — Y un
mapeo sobreyectivo. La Topologia R-cociente en'Y es la mas fuerte de todas
las topologias completamente regulares en Y que hacen continuo al mapeo
p. El conjunto Y con la topologia R-cociente es llamado espacio R-cociente
de X con respecto al mapeo p.

Ahora debemos probar que la topologia R-cociente existe. Esto se sigue
de la siguiente descripcién:

A.19 Proposicién. Seap: X — Y un mapeo sobreyectivo del espacio X en
el conjunto Y. La topologia R-cociente en'Y es la topologia generada por la
familia G ={¢p:Y — R : pop es continua}

Demostracion. Sea T la topologia generada por G. La proposicién A.7 im-
plica que dicha topologia es completamente regular. Ademéds, p: X — (Y, 7)
es continua por definicién de la familia G y por la proposicién A.3.
Debemos probar que si O es una topologia completamente regular en Y
que hace continuo al mapeo p entonces @ C T. Supongamos lo contrario,
es decir, supongamos que O ¢ T. Por el corolario A.9 existe ¢ : ¥ — R
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que es continua con respecto a O y discontinua con respecto a 7. Veamos
que ¥ op: X — R es discontinua: si 9 o p es continua entonces 1) € G. Por
lo tanto (por definicién de topologia generada por una familia de mapeos)
¥ : (Y, T) — R es continua. Pero esto contradice el hecho de que 1 es dis-
continua con respecto a 7T .
Ahora, la topologia completamente regular O es generada por {7 : (Y, 0) —

R : 7y es continua} (usamos la proposiciéon A.8). Como v pertenece a dicha
familia pero ¥ o p es discontinua tenemos que p : X — (Y, O) es discontinua
(empleamos la proposicién A.3). Esto contradice el hecho de que O es una
topologia en Y que hace continuo al mapeo p. Por lo tanto O C 7. O

A.20 Corolario. Sip: X — Y es un mapeo, p(X) =Y, y la topologia de
Y coincide con la topologia R-cociente con respecto a p, entonces el mapeo p
es R-cociente.

Demostracion. Por definicién de topologia R-cociente (ver A.18), p es con-
tinuo. Ademads, si ¢ : Y — R es tal que ¢op es continua entonces ¢ pertenece
a la familia de funciones que generan la topologia de Y. Por lo tanto, ¢ es
continua. O

A.21 Proposiciéon. Sean X yY dos espacios, con'Y completamente reqular,
y sea f: X — Y un mapeo sobreyectivo y continuo. Entonces existen un
espacio completamente reqular Z, un mapeo R-cociente p : X — Z y una
biyeccion continua i : Z —'Y tales que f =iop.

Demostracion. Consideremos a Z el espacio R-cociente de X con respecto al
mapeo fyap: X — Z dada por p(x) = f(z). Por definicién de topologia
R-cociente (ver A.18) Z es completamente regular. Por el corolario A.20,
p es un mapeo R-cociente. Sea i = Idz : Z — Y. Debido a que Z estéa
equipado con la mas fuerte de las topologias completamente regulares en Y
que hacen continuo al mapeo f, obtenemos que 7 es continua. Es claro que

f=1op. O

Si M es una particién de un espacio X, entonces podemos considerar la
proyeccion natural p : X — M que asocia a cada punto z € X el elemento
de M que contiene a z y dotar a M de la topologia R-cociente.

Sea F un subespacio no vacio de un espacio X. La coleccion M =
{F}U{{z}:2 € X\ F} es llamada particion F-trivial del espacio X. Dicha
particién, equipada con la topologia R-cociente, serd denotada por X/F.
Decimos que un mapeo p : X — F es F-trivial si la particién de X formada
por las preimégenes de los puntos de F' bajo p es F-trivial.



A.2. MAPEOS R-COCIENTES 63

A.22 Proposicion. Sean X un espacio Tychonoff y F' un subconjunto ce-
rrado de X. Entonces X/F es un espacio Tychonoff.

Demostracion. Puesto que el espacio X/F es la particion F-trivial de X
equipada con la topologia R-cociente, por definicién de topologia R-cociente
(A.18), obtenemos que X/F es completamente regular.

Veamos que dicho espacio es Hausdorff: Considere p : X — X/F la
proyeccién natural y yi, y» dos elementos distintos de X/F. Supongamos,
sin perder generalidad, que yo # F. Debido a que X/F = {F} U {{z} :
x € X \ F} deducimos que yo = {x3} con xzo € X \ F. Ahora, sea
Fi = p*({x1}) U F. Observemos que y; = F implica p~*({y1}) = F y
que y; # F implica p~'({y1}) = {z} con z € X \ F. Por lo tanto, F} es igual
a I o bien, es igual a F’ unién un conjunto unipuntual. Como F' es cerrado
en el espacio Hausdorff X tenemos que F} es cerrado.

Verifiquemos que x5 no pertenece a p~*({y1}). Es necesario analizar los
casos y1 = F 'y y1 # F. Siy; = F entonces 3 & p'({y1}) = F. Siy; # F
v T9 € p({y1}) entonces p(xs) = {2} = yo = yi1, lo cual contradice la
hipétesis de que y; y yo son diferentes. Por lo tanto, x5 ¢ F.

Por la completa regularidad de X existe ¢ : X — R continua tal que
o(x2) =1y ¢(F1) C{0}. Sea v : X/F — R definida por ¥(F) = ¥(y1) =0
vy v({z}) = o(2) si € X\ Fy.

AFIRMACION. ¢ = 1) o p.

Demostracion de la afirmacion: Sea v € X. CASO 1.- x € F. Entonces
(¢ o p)(x) = P(F) = 0 (por definicién de ¥). Ademds ¢(x) = 0 ya que
x€F CFy¢(F)C{0}.

CASO 2.-z ¢ F.

CAS0 2.1~ 2 € p ({3n}). Butonces p(x) = 1 y (40p)(x) = () =
definicién de ¢). Ademds ¢(x) =0yaquez € p~'({y1}) C Fiy ¢(F1) C {0}.
Caso 2.2.- x ¢ p~'({11}). Debido a que z ¢ F, (Y op)(z) = ({z}) = ¢(z)
(por definicién de ). X
Por el corolario A.20, p es un mapeo R-cociente. Asi, el hecho de que ¢ = yop
es continua implica que ¥ es continua. Ademéas ¥ (y2) = ¥ ({x2}) = ¢(z2) =1
y ¥(y1) = 0, es decir, ¥(ya) # ¥ (y1). Por lo tanto y; y yo tienen vecindades
ajenas. L]

0 (por
C

A.23 Teorema. Sean Y un espacio completamente reqular, p : X — Y un
mapeo R-cociente, V' un subconjunto abierto de Y y U = p~'(V'). Entonces
la restriccion p [y: U — V' es R-cociente.
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A.24 Corolario. Si F' es un subconjunto cerrado en un espacio completa-
mente reqular X, Y = X/F, yp: X =Y es la proyeccion natural, entonces
pIx\r: X\ F = Y\ p(F) es un homeomorfismo.



Apéndice B
Espacios pseudocompletos

En todo este apartado, en el que introduciremos la nocién de espacio pseu-
docompleto, denotaremos con el simbolo 7%(X) a la coleccién de abiertos no
vacios de un espacio topoldgico X. Recordemos que un espacio topologico
X es cuasi-regular, si para cualquier subconjunto abierto no vacio U de X
es posible hallar un abierto V' € 7%(X) tal que cl(V) C U. Claramente
todo espacio regular es un espacio cuasi-regular. Ademas, la propiedad de
cuasi-regularidad es heredada a los subespacios densos. En efecto, sean X
un espacio cuasi-regular y Y € X = clx(Y). Consideremos un abierto
V e 7*(Y). Entonces existe W € 7%(X) tal que V=W NY. Dado que X
es cuasi-regular, podemos elegir U € 7%(X) de tal manera que clx(U) C W.
Entonces cly (UNY) =cx(UNY)NY =cx(U)NY CWNY =V. Por lo
tanto, el espacio Y es cuasi-regular.

Para poder introducir la nociéon de espacio pseudocompleto necesitamos
recordar la nocién de 7-base.

B.1 Definicion. Una 7w-base de un espacio topolégico X es una familia
B C 7%(X) con la propiedad de que para cada subconjunto abierto no vacio
V' del espacio X es posible hallar un elemento B € B tal que B C V.

B.2 Definicién. Sea X un espacio topoldgico.

1. Una familia {U, : n € w} C 7%(X) es llamada remolino si cl(U, 1) C
U, para cada n € w.

2. El espacio X es un espacio pseudocompleto si éste es cuasi-regular, y
ademds, tiene una sucesién {B,, : n € w} de m-bases (llamada sucesion

65
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pseudocompleta) tal que para cualquier remolino {U, : n € w}, la
condicién U,, € B, para toda n, implica que ({U, : n € w} # 0.

Como se podra apreciar un poco mas adelante, todo espacio pseudo-
completo tiene la propiedad de Baire. Como un corolario a la siguiente
proposicién estableceremos que la clase de espacios Cech-completos esta con-
tenida en la clase de los espacios pseudocompletos.

B.3 Proposicion. Sea X un espacio cuasi-reqular. Supongase que existe
una m-base B de X tal que clx(U) es numerablemente compacto para cada
U € B. Entonces todo subconjunto denso Y de X de tipo G es un subespacio
pseudocompleto.

Demostracion. Dado que Y es un subespacio denso de X, el espacio Y es
cuasi-regular. Supongamos que {G, : n € w} C 7(X) es tal que Y =
Mheo, Gn- Para cada n € w, definamos B, = {HNY : H e Byclx(H) C
G,}. Claramente B, C 7"(X). Mostraremos que {8, : n € w} es una
sucesion pseudocompleta para Y. Para este propdsito, demostremos pri-
meramente que cada una de las familias B,, es una m-base del espacio Y.
Fijemos un indice n € w y consideremos un abierto arbitrario V' € 7%(Y).
Sea W € 7(X) tal que V=W NY. Dado que X es cuasi-regular y B es una
m-base, existe H € Btal que clx(H) C WNG,,. Entonces HNY C WNY =V
y HNY € B,. De esta forma, la familia B, es una m-base de Y.

Consideremos ahora un remolino {U,, : n € w} con la propiedad de que
U, € B,, para cada n € w. Como U,, € B, para toda n € w, existen abiertos
H, € B tales que U, = H, NY y clx(H,) € G,. Observe ahora que debido
a que U, C U, para todo indice n, la familia {clx(U,) : n € w} tiene
la propiedad de la interseccién finita. Como clx(Up) es un espacio numera-
blemente compacto y {clx(U,) : n € w} estd constituida por subespacios
cerrados de clx(Up), se tiene que (), o, clx(U,) # 0. Ahora bien, dado que
cx(H,) C G, para toda n, obtenemos que clx(U,) C G, para cada indice
n, de donde (), clx(Un) € ,e, Gn = Y. Entonces

() clx(Ua) = () elx (Uns1) = ([ clx(Uns1)) NY

new new new
= ﬂ (Y N Clx(Un_H)) = ﬂ CZX<U7L+1)
new new

gﬂUn.

new
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De aqui, obtenemos que (), U, # 0. Por lo tanto, la familia {B, : n € w}
es una sucesion pseudocompleta para Y. O

B.4 Corolario. Todo subconjunto denso de tipo Gs de un espacio cuasi-
reqular numerablemente compacto es un espacio pseudocompleto. En parti-
cular, los espacios completos en el sentido de Cech son espacios pseudocom-
pletos.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio cuasi-regular numerable-
mente compacto y que Y C X es denso. Observe que la familia 7*(X) es
una 7-base de X para la cual sucede que clx(U) es numerablemente com-
pacto, para toda U € 7*(X). Aplicando la proposicién B.3 podemos llegar a
concluir que Y es pseudocompleto. O

Finalizamos el presente apéndice coleccionando en la siguiente proposicion
algunas propiedades de la clase de los espacios pseudocompletos.

B.5 Proposicién.
1. Todo espacio pseudocompleto es un espacio de Baire.

2. Sean X cuasi-reqular y Y C X = clx(Y). S1Y es un espacio pseudo-
completo entonces X es pseudocompleto.

Demostracion. (1) Supongamos que X es un espacio pseudocompleto y que
{G, : n € w} es una sucesién de subespacios abiertos densos de X. Con-
sideremos un abierto G € 7*(X) cualquiera. Fijemos una sucesiéon pseudo-
completa {B,, : n € w} de m-bases que constate la propiedad de pseudocom-
pletitud para el espacio X.

Debido a que el conjunto GGy es un subespacio abierto denso de X, el
conjunto Go NG € 7"(X). Como X es cuasi-regular y B, es una m-base
de X, existe Uy € By tal que clx(Uy) € Go N G. De igual manera, como
el subespacio (G; es abierto y su cerradura cubre a todo X, tenemos que
UpNG; € 7"(X). Aplicando de nuevo el hecho de que X es cuasi-regular y By
es m-base de X, podemos elegir U; € By de tal forma que clx(U;) € UyNGj.
Supongamos ahora que tenemos construidos a los conjuntos Uy, . .., U de tal
manera que cly(Uy) C GoNG y U; € Bjy clx(U;) C U;—; NG, para cada
je{l,...,k}. Como Gjy1 es un subconjunto abierto denso de X, se tiene
que Gy NU, € 7%(X). Debido a que X es un espacio cuasi-regular y By
es una m-base de X, podemos seleccionar un elemento Ui, € B, de tal
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forma que clx(Ugy1) € Up N Grya.

Notemos ahora que por la forma de haber construido a los conjuntos U;,

la familia {U,, : n € w} es un remolino en X tal que U, € B, para cada
n € w. Aplicando el hecho de que {B,, : n € w} es una sucesién pseudocom-
pleta en X, podemos concluir que (., U, # 0. Pero U, C G NG, (para
cada n € w), entonces G N (N, Gn) # 0. De esta forma hemos probado
que X posee la propiedad de Baire.
(2) Como Y es pseudocompleto podemos considerar una sucesiéon pseudo-
completa {B, : n € w} de m-bases de X. Para cada n € w y para cada
U € B, existen abiertos W(U) € 7%(X) tales que U = W(U)NY. Entonces
la familia C,, = {W(U) : U € B,,} es una m-base de X para cadan € w. Efec-
tivamente, fijemos un indice n € w y consideremos un abierto V € 7*(X).
Dado que X es cuasi-regular, existe W € 7%(X) tal que clx(W) C V. Note
que la densidad de Y en X implica que Y N W € 7*(Y"). Como B,, es m-base
de Y, existe U € B tal que U C WNY. Consideremos ahora al abierto W (U)
correspondiente a U. Como U C WNY, se tiene que W(U)NY CWNY, de
donde clx(W(U)NY) C clx(WNY'). Pero sabemos que Y es denso, entonces
cAx(WO)NY) =cx(W(U)) y cdx(WNY) = clx(W). Consecuentemente
W(U) Celx(W(U)) Cclx(W) C V. De esta forma tenemos que C, es una
m-base de X.

Verifiquemos ahora que la familia {C,, : n € w} es una sucesién pseu-
docompleta en X. Sea {V,, : n € w} un remolino tal que V,, € C, para
cada indice n. Por la definicién de las familias C,, existen U, € B, tales
que V,, = W(U,) para cada n. Entonces {U, : n € w} es un remolino en
Y con la propiedad de que U,, € B, para toda n € w (note que cly (Up,y1) =
Ax(Uns1)NY =cx(W(U,1)NY)NY = clx(W(Ups1))NY CW(U,)NY =
U,h). Aplicando ahora el hecho de que Y es pseudocompleto, podemos ver
que (e, Un # 0. Como ,,c., Un € Npew W (Un), se tiene que (o, Vi # 0.
Por lo tanto, podemos concluir que X es pseudocompleto. O
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