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1. Introduccion

La conjetura de Erdos, Faber y Lovasz (E-F-L), propuesta alrededor de 1972, establece:

sea |Ag| = n, para 1 < k < n; si cualesquiera dos conjuntos tienen a lo més un elemento en comin,
entonces se pueden colorear los elementos de la unién (J;_; A con n colores tal que todo conjunto
tiene elementos de todos los colores.

Sorprendentemente esta conjetura no ha sido resuelta en su totalidad. Erdos considerd este problema
combinatorio entre sus tres favoritos [7]. Al principio, Erdos ofrecié 50 délares para dar una prueba
o un contraejemplo de esta conjetura, que posteriormente llegd a los 500 délares.

Este trabajo presenta un panorama sobre algunos avances que se han hecho sobre esta conjetura.
La seccion 2 da algunas definiciones para presentar la conjetura E-F-L en términos de hipergraficas
y de coloracion de vértices. Por el momento, una hipergrafica se puede pensar que consta de un
conjunto no vacio de puntos, llamados vértices, y una familia de subconjuntos no vacios de éstos,
llamados aristas. La primera coloracién que vamos a mencionar es la coloracién de vértices, que en
general no es més que una asignacién de un conjunto de colores a los vértices de una hipergrafica, ya
que la conjetura habla de dar una cierta coloracién a los elementos de una familia de subconjuntos
de un conjunto dado, por lo que tenemos que dar sentido a esto.

En esa misma seccién mostramos equivalencias de la conjetura E-F-L planteada en términos de
hipergraficas y de coloracién de vértices. Por ejemplo, se prueba que es equivalente a dar una colo-
racion de aristas (que es una asignacién de un conjunto de colores a las aristas de una hipergréfica)
a hipergraficas sin lazos.

Posteriormente, en la seccion 3 presentamos algunos avances que se han hecho sobre esta conjetura,
que hasta este momento apunta a ser cierta. Esta seccion esta basada principalmente en los articulos
[5], [14], [15], [16] y [17] . Por tltimo, en la seccién 4 se mencionan las conclusiones del trabajo.

2. Preliminares

2.1. Introduccion

Originalmente, la conjetura de Erdés, Faber y Lovész (E-F-L) establece que si |Ax| = n, para
1<k<n,y|A;NA; <1, parai < j < n, entonces uno puede colorear los elementos de la unién
Ui, Ai con n colores de forma que todo conjunto tenga elementos de todos los colores.

Esta seccién presenta la conjetura de E-F-L en términos de hipergréificas y mencionamos algunas
conjeturas equivalentes a ésta.

2.2. Definiciones

Una hipergrdfica H, en términos generales, consiste de un conjunto no vacio V y de una familia &
de subconjuntos no vacios de V. A los elementos de V les llamamos vértices y a los elementos de £
les llamamos aristas o hiperaristas.



A lo largo del trabajo consideramos que V y & son finitos, y, que todo vértice estd en al menos una
arista.

Definicion 1. Sea V = {v1,...,v,} un conjunto finito. Una hipergrdfica H sobre V es una familia
finita V = {E\,...,Eny} de subconjuntos no vacios de V, tal que V = |J;-, E. Denotamos a una
hipergrifica como H = (V,E) o bien H = (V,{E1...,En}).

Una hipergrafica H = (V,€) puede dibujarse como un conjunto de puntos representando los ele-
mentos de V (vértices), y cada arista de H como una curva cerrada juntando los elementos de V
contenidos en la arista.

Observacion 1. Una hipergrifica H = (V,{En,...,En}) es una grdfica si |E;| < 2, para i =
1,...,m. Entonces, una hipergrdfica puede pensarse como una generalizacion de una grafica.

En una hipergrafica H = (V,{E1,..., Eny}), dos vértices son adyacentes si ambos vértices estéan en
FE; para algtin 7, ademads, una arista E}, es incidente a un vértice v € V, si v € Ej. El grado de un
vértice v € V, denotado como deg(v), se define como el nimero de aristas incidentes a v. Denotamos
como §(H) y A(H) al minimo y méximo grado de H, respectivamente. Cuando todos los grados de
una hipergrafica H son iguales, decimos que H es regular. Finalmente, decimos que una hipergrafica
H=(V,{Ey...,Eny}) es k-uniforme si |E;| =k, parai=1,...,m.

Definicion 2. Dos hipergrdficas H = (V,€) y H' = (V',&') se dicen isomorfas, denotado como
H = H, si existe una biyeccion entre los conjuntos V y V', y una biyeccion entre £ y E' tales que,
para todo vértice v € V y toda arista & € £ tenemos que v € E si y solo si el vértice correspondiente
v' € V' y la arista correspondiente E' € £ se cumpla v' € E' (se preserve adyacencia).

Definicidn 3. EI dual de una hipergrdfica H = (V,{En,...,En}), es la hipergrafica H* = (V*, E*)
cuyos vértices V* = {e1,...,en} son las aristas de H, y las aristas E* = {E7,...,E}} son de la
forma Ef = {e; :v; € E; € H}.

La formulaciéon que vamos a dar de la conjetura E-F-L estd dada en términos de un tipo de hiper-
graficas en particular, las hipergraficas lineales. Una hipergrafica H = (V,{E ..., Eny}) se dice
lineal si cumple |E; N E;| <1, para 1l <i<j<m.

Observacion 2.

i) SiH es una hipergrdfica, entonces (H*)* = 'H, es decir, la hipergrdfica dual de una hipergrdfica
dual es isomorfa a la primal.

ii) Si una hipergrdfica es lineal entonces su dual también es lineal: sea H = (V,E) una hipergrdfica
lineal y H* = (V*,E*) su dual. Si existen aristas E*, F* en H* tales que |E* N F*| > 2, esto
implica que en su dual (que es H) hay al menos dos aristas con interseccion mayor o igual a
dos. Por lo que H* es lineal.



Definicion 4. Sea {1,2,...,k} un conjunto de k colores. Decimos que una hipergrdafica H = (V,
{E1,...,Ep}) tiene una k coloracién propia de vértices si existe un mapeo sobreyectivo ¢ : V —
{1,2,...,k} tal que, si dos vértices u,v € V son adyacentes, entonces p(u) # p(v). Es decir, dos
vértices con el mismo color no pertenecen a la misma arista. Si existe tal coloracion (p) decimos
que H es k coloreable por vértices (o k vértice coloreable).

El ndmero cromdtico de una hipergrafica H se define como el minimo entero k para el cual H es k
vértice coloreable.

Con todo lo anterior, ya se puede establecer la conjetura E-F-L en términos de hipergréficas.
Conjetura 1. Si H es una hipergrdfica lineal con n aristas y n-uniforme, entonces x(H) = n.
La conjetura E-F-L se puede formular en términos de graficas completas.

Conjetura 2. Si una grdafica G es la unién de n grdficas completas G1,...,G, de n vértices, y
V(Gi)NV(G;)| <1, para 1l < i< j<mn, entonces x(G) = n.

Aqui, las aristas de la hipergrafica son las graficas completas.

2.3. Algunas conjeturas equivalentes

Antes de continuar, decimos que si una hipergrafica H satisface la hipétesis de una conjetura entonces
‘H es una instancia de ésta.

2.3.1. Equivalencia de Erdos, Faber y Lovasz en términos del indice cromatico

Definicion 5. Sea {1,...,k} un conjunto de k colores. Decimos que una hipergrafica H = (V,{Ex, ...,
E,.}) tiene una k coloracién propia de aristas, si existe un mapeo sobreyectivo ¢ : € — {1,...,k}
tal que, si las aristas E;, Ej, con i # j, son adyacentes entonces ¢(E;) # ¢(E;). Es decir, si dos
aristas son adyacentes entonces éstas no pueden tener el mismo color. Si existe tal coloracion (¢)
decimos que 'H es k-arista-coloreable.

El indice cromdtico de una hipergrafica H, denotado como x’(H), lo definimos como el menor entero
k para el cual ‘H es k-arista-coloreable.

Observacion 3. Una coloracion de vértices de una hipergrdafica H corresponde a una coloracion
de aristas de H* y viceversa. La arista E; de H recibe el color asignado del vértice v; de H;
similarmente, el vértice e; de H* obtiene el color asignado de la arista E; de 'H.

Conjetura 3. Si H = (V, &) es una hipergrdfica lineal sin lazos repetidos, entonces x'(H) < |V|.

Proposicion 1. [16] Las conjeturas 1 y 8 son equivalentes.



Demostracion: Para probar la equivalencia, sea H una instancia de la conjetura 1 y H* su dual.
De las observaciones 3 y 2.ii, cualquier n coloracién (propia) de aristas de H* nos da una coloracién
de todos los vértices v de H con deg(v) > 2, la cual puede ser extendida al resto de los vértices de
‘H, de modo que la arista correspondiente de H tiene todos los colores.

Por otro lado, sea H una instancia de la conjetura 3. Por la observacion 2.ii, la hipergrafica H* es
lineal con |Vy| aristas de tamano a lo mas |Vy|. Ahadamos nuevos vértices a cada arista de H* de
modo que cada arista tenga |Vy| vértices. Entonces, por la conjetura 1 existe una |Vy| coloracién
de vértices, y ésta nos da la coloracién propia de aristas deseada de H*. ]

La equivalencia de las conjeturas 1 y 3 fueron, posiblemente, notadas en [12] y [18].

2.3.2. Equivalencia de Romero y Sanchez-Arroyo sobre ciimulos

Definicion 6. [15] Una hipergrdfica lineal H = (V,{E1, ..., En}) es intersectante si |E; N Ej| =1,
para 1 <1 <m.

Definicion 7. [15] Una hipergrdfica lineal H es un n-cimulo, si H es lineal, intersectante y n-
uniforme.

Conjetura 4. [15] Si H es un n-cumulo entonces x(H) = n.
Proposicion 2. [15] Las conjeturas 1 y 4 son equivalentes.

Demostracion: Supongamos que H = (V, E) es una hipergréfica lineal con n aristas y n-uniforme.
Probemos que si la conjetura 1 es cierta para hipergraficas intersectantes, entonces X(H) = n. La
idea de esto es construir una hipergrafica H de H que sea intersectante, con la propiedad de que
X(H) = x(H). La construccién es la siguiente:

1. Afirmacion: Para cualesquiera dos aristas no adyacentes F/, F' de H existen vértices x1,xo €
E y y1,y2 € F tales que deg(x;) = deg(y;) = 1 para i = 1,2.
Como H tiene n aristas de tamafio n, la arista E (como la de F') se intersecta en a lo mds

n — 2 aristas del resto, dejando al menos dos vértices de grado uno.

2. Definamos F' = F—y; 41, y consideremos la hipergrafica H' = (V/,£’), donde &' = E—F+F’
y Vi=V - Yi-

3. Afirmacion: Cualquier k coloracién propia ¢ de vértices de H' se puede extender a una k
coloracién propia ¢ de vértices de H.

Esto puede hacerse definiendo 9 (y1) = ¢(z1) y ¥(z) = ¢(x) para todo x € V —y;. Por el paso
1, si ¢ es propia entonces 1 también lo es. Asi, ¥ es una k coloracién propia de vértices de H.

4. Construyamos una sucesion de hipergraficas Ho, H1, ..., H,, tales que:

a. Hop="H,



b. para i =1,... construyamos H; aplicando la operacién definida en el paso 2 a H;_; hasta
obtener una hipergréafica H, intersectante. A saber, reemplacemos la arista F; de H;_1
con la nueva arista F] = F; — y; + x; para obtener H;, donde los vértices y; y x; tienen
grado uno en H;_1.

5. Afirmacién: Los vértices z1,...,z, son todos distintos.
Supongamos que x; = x; para algunos 4,j distintos, y que ¢ < j, entonces el vértice x; en

H;_ tiene grado mayor que uno, en contradiccién con el paso 4.

6. Apliquemos el paso 3 a la sucesién Hy, . . ., H, procediendo hacia atras de H,. Por construccién
tenemos que la hipergrafica H, es intersectante y si la conjetura es cierta tenemos que H,
puede colorearse con n colores. Finalmente, por el paso 3, tenemos que x(Ho) = x(H,). Lo
que demuestra el teorema.

O
2.3.3. Equivalencia de Romero y Sanchez-Arroyo en términos del indice cromatico
hibrido

La siguiente formulacion, equivalente a la conjetura E-F-L, introduce un nuevo tipo de coloracién
de aristas de graficas, relacionada con la coloracion de vértices.

Definicién 8. [16] Dada una hipergrifica H = (V,{E1, ..., En}), definimos la representacion bipar-
tita de H como la grdfica bipartita B(H) = (V(B),E(B)), con biparticion (X,Y") de V(B), construida
de la siguiente manera:

B.1 Para cada vértice v € V hay un vértice x,, € X. Por lo que | X| = |V|.
B.2 Para cada arista E € £ hay un vértice yg € Y. Por lo que |Y| = |E].

B.3 El par (zy,yg) son adyacentes en B(H) si y sélo siv € E.

Usemos esta construccion para explicar propiedades de dualidad, coloracién de vértices y coloracién
de aristas de hipergraficas.

Observacion 4. [16] Las hipergrdficas H y H* tienen representacion bipartita isomorfa (con sus
partes intercambiadas).

Definicidon 9. [16] La estrella centrada en un vértice v de una grifica G, denotada por S,, es el
conjunto de aristas incidentes a v.

Consideremos una n coloracién de vértices de una hipergrafica H = (V,€). En la representacién
bipartita B(H), tal coloracién corresponde a una n coloracién de X (dejando los vértices de Y sin
colorear). Asi que, dada una n coloracién de vértices de V, ésta se convierte en una coloracién por
aristas de B(H) como sigue:



» siwes un vértice coloreado de B(H), entonces asignemos ese color a todas las aristas incidentes
a v, es decir, 5, recibe el color de u, y asi, 5, es monocromatica.

= Puesto que la n coloracion es propia, ningiin par de vértices de una arista reciben el mismo

color; asi, si v es un vértice no coloreado de B(H), entonces, la estrella S, es heterocromética.

Definicion 10. Un conjunto de vértices de una hipergrdfica es independiente si mingun par de
vértices se encuentran en una misma arista.

Definicion 11. [16] Sea {1,...,k} un conjunto de k colores. Consideremos un conjunto inde-
pendiente A de una grdfica simple G. Una k coloraciéon hibrida propia de G, con respecto a A,
es un mapeo sobreyectivo E — {1,...,k}, tal que cada estrella centrada en un vértice de A es

monocromdtica, y cada estrella centrada en un vértice de & — A es heterocromdtica.

El indice cromdatico hibrido de una gréfica simple G con respecto a un conjunto independiente A de
G, denotado por x.(G), se define como el menor entero k para el cual G tiene una k-arista-coloracion
hibrida propia.

A continuacién mostremos cémo una arista-coloracién hibrida de una gréfica bipartita determina
una coloraciéon de vértices de una hipergréfica.

Supongamos que B(H) = (V(B),E(B)) es la representacién bipartita de H = (V, £), con biparticién
(X,Y) de V(B). Consideremos una arista coloracién hibrida ¢ de B(H) con respecto a X. Observe-
mos, por definicién, que si 2, € X entonces 1 (zy,y1) = ¥ (x4, y2), para todo par de vecinos de z,

en B(H).

Definamos una coloracién ¢ de vértices de H como sigue: asignemos a cada vértice u € V el color
¥(xy,y), es decir, definamos ¢(u) := ¥ (xy,y), donde y es cualquier vecino de x,,. Observemos, por
definicién 8 parte B.3, que existe una arista (z,,yg) en B(H) para toda u € E. Puesto que ¢ es
una arista coloracién propia hibrida de B(H), ningin par de aristas incidentes a un mismo vértice
yr € Y comparten color. Asi, para cualquier arista E de H, ningin par de vértices u,v € V estan
coloreados por el mismo color, y asi ¢ es una coloracién propia de vértices de H, con lo que hemos
probado:

Proposicion 3. [16] Sean k un entero positivo y H = (V,€) una hipergrdfica lineal con repre-
sentacion bipartita B(H), y biparticion (X,Y) de V(B). Entonces, xe(B(H),X) < k si y sdlo si
x(H) < k.

Con este resultado, es claro que la conjetura E-F-L se puede formular en términos del indice
cromatico hibrido de gréficas bipartitas.

Conjetura 5. [16] Sea G = (V, E) una grdfica simple bipartita con biparticion (X,Y). Entonces
Xe(G, X) < [Y].



2.3.4. Equivalencia de Romero y Sanchez-Arroyo en términos de coloracién de celdas

Sea H = (V,€) un n-cimulo (definicién 7), con aristas numeradas de 0 a n — 1. Sea M(H) una
matriz de n x n cuyas filas (y columnas) estan numeradas de 0 a n—1; que corresponden a las aristas
de H. Denotemos por M'(H) el conjunto de celdas (i,5) de M(H), tales que i # j. Finalmente, sea
V' el conjunto de vértices de V de grado mayor o igual que dos. Para cada vértice v € V', asociemos
el “bloque” C, ={(4,j) :ve€inyg, y (i,j) € M'(H)}.

Observacion 5. [15]

(i) Cy,NCy =0 para cualquier par de vértices distintos. Esto es porque H es lineal.

(ii) U,ep Cv = M'(H). Esto es porque H es intersectante.

Definicién 12. [15] Una coloracion de celdas de M'(H) (una coloracion de M(H)) es propia si
para cualesquiera dos celdas distintas r,s € M'(H) se cumple:

() sirT y s estin en el mismo bloque entonces comparten el mismo color.

(B) Sir ys no se encuentran el el mismo bloque pero comparten fila o columna entonces tienen
distinto color.

Observacion 6. Toda coloracion propia de M(H) es simétrica con respecto a la diagonal principal.

Conjetura 6. [15] Sea H un n-cimulo. Entonces existe una coloracion propia de M(H) con a lo
mds n colores.

Lema 1. [15] Las conjeturas 4 y 6 son equivalentes.

Demostracion: Supongamos primero que la conjetura 6 es cierta, y sea H = (V, £) un n-ctimulo.
Una coloracién propia de M (H) con k < n colores nos da una coloracién de los vértices de V', que
puede se facilmente extendida a una n coloracién propia de vértices de H.

Por otro lado, supongamos que la conjetura 4 es cierta. Demos una n coloracién propia de vértices
de H, y consideremos sélo los vértices de V’'; uno puede obtener de manera directa la coloracién
propia de M (H) con a lo mds n colores. O

2.3.5. Equivalencia de Sanchez-Arroyo

Observacion 7. [17]

(1) Si H es una hipergrdfica lineal con n aristas y n-uniforme, entonces, para toda arista de H
existe al menos un vértice de grado uno.



(ii) Sea H una hipergrdfica lineal con n aristas y n-uniforme. Sea H' la hipergrifica obtenida de H
al suprimir los vértices de grado uno. H' es una hipergrdfica lineal con n aristas de tamano
alo mdsn—1 con §(H') > 2. Si se puede colorear propiamente a los vértices de H' con n
colores (0 menos), entonces esta coloracion se puede extender facilmente a una n coloracion
de H.

Conjetura 7. [17] Si H es una hipergrdfica lineal con n aristas de tamano a lo mdsn, y 6(H) > 2,
entonces x(H) < n.

De la observacién 7 se sigue que:
Proposicion 4. [17] Las conjeturas 1 y 7 son equivalentes.

2.3.6. Equivalencia de Klein y Margraf

En [14], Klein and Margraf usaron la gréfica de linea de un espacio lineal parcial e introdujeron un
nuevo parametro para dar una versién de la conjetura E-F-L en términos de este parametro. Las
definiciones y la equivalencia de la conjetura E-F-L es de [14], pero la notacién es de [16].

Un espacio lineal parcial es una hipergrafica lineal donde cada arista contiene al menos dos vértices,
es decir, es una hipergrafica lineal sin lazos. De aqui en adelante todas las hipergraficas lineales no
tienen lazos.

Definicion 13. Para toda hipergrdifica H, definimos la gréafica de linea o grafica de interseccion,
denotada como L(H), como la grifica cuyo conjunto de vértices es el conjunto de aristas de H,
donde dos vértices son adyacentes si y solo si sus correspondientes aristas se intersectan.

Observacion 8. Una coloracion propia de vértices de H corresponde a una coloracion propia de
aristas de L(H).

Definicion 14. [14] Para cualquier grafica G, definamos v(G) como el minimo entero v € N para

el cual existe una hipergrdfica H con v vértices tal que L(H) = G. El entero v es llamado nimero
de interseccién lineal.

Observacion 9. El numero de interseccion lineal siempre existe. Para ver esto, sea G = (V, E) una
grafica y un vérticev € V. La hipergrdfica dual G* = (E,{Sy, : v € V}}) de G cumple que L(G*) = G.

Observacion 10.

» La hipergrdfica G* es casi una hipergrdfica lineal (con nuestra nueva definicion), ya que cua-
lesquiera dos aristas de G* se intersectan en a lo mds un vértice. Sin embargo, si G contiene
un vértice de grado uno, entonces en la hipergrdfica correspondiente habrd una arista con un
solo elemento, es decir, la hipergrdfica contiene un lazo. Pero esto no es ningin problema, ya
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que si consideremos la hipergrdfica G obtenida de G* anadiendo un vértice a las aristas de

~Y

G* con un solo elemento, se cumple L(é*) >~ G.

= Cada grifica es la grdfica de interseccion de una cierta hipergrdfica lineal.
Conjetura 8. [14] Si G es una grdfica entonces x(G) < v(G).
Proposicion 5. [14] Las conjeturas 3 y 8 son equivalentes.

Demostracion: Para demostrar la equivalencia, consideremos una instancia de la conjetura 3 y
sea G cualquier grafica. Para toda hipergrafica lineal H = (V, ) con L(H) = G se tiene

V| > x'(H) = x(L(H)) = x(G),
y asi v(G) = x(G).
Por otro lado, sea G una grafica con x(G) < v(G). Entonces
VI >v(G) > x(G) = X' (H),

para toda hipergrafica H = (V, ) lineal. O

3. Algunos Avances de la Conjetura

3.1. Introduccién

En esta seccién presentamos algunos avances de la conjetura E-F-L. Los articulos en que nos basamos
principalmente son [5], [14], [15], [16] y [17].

3.2. Resultado de Colbourn y Colbourn

Colbourn y Colbourn en [5] probaron la conjetura 3 para sistemas Steiner ciclicas.

Definiciéon 15. Un sistema Steiner S(2,k,n) es una pareja (V,B); donde V es un conjunto de n
elementos y B es una coleccion de subconjuntos de V, cada uno de cardinalidad k, llamados bloques.
Cada par de elementos de V aparecen precisamente en un bloque.

Una clase de coloracion en un sistema Steiner es un conjunto de bloques disjuntos por pares. Una
k bloque coloracion de (V,B) es una particién de B en k clases de coloracién.

El indice cromdtico de un sistema Steiner S(2, k,n), denotado por x'(S(2,k,n)), es el entero méas
pequeno k para el cual S(2,k,n) tiene una k clase de coloracion.

Observacion 11. Un sistema Steiner S(2,k,n) es una hipergrdfica H = (V, &) lineal k-uniforme
con |V| =n. Y una k clase de coloracion es una k coloracion de aristas de una hipergrdfica lineal
uniforme.
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El articulo [5] se centra en dar una cota superior para el indice cromdatico de un sistema Steiner
S(2,k,n). Una primera cota estd dada por el siguiente lema.

kn
k—1

Lema 2. [5] X/(S(2,k,n)) <

Demostracion: La demostracién de este lema utiliza el teorema de Brook, que dice que en toda
grafica G, diferente de la gréfica completa y de un ciclo de longitud impar, se cumple x(G) < A(G).

Dado un sistema Steiner S(2, k,n), construyamos su grafica de interseccion de blogues como sigue
(que es la gréafica de interseccién de un hipergrafica): cada bloque se representa por un vértice;
dos vértices van a ser adyacentes si y sélo si los bloques correspondientes se intersectan. El indice
cromatico de un sistema Steiner S(2,k,n) es el nimero cromatico de su gréafica de interseccién de
bloques. En la gréfica de interseccién de bloques el grado maximo es menor o igual que % El
teorema de Brook garantiza que el ntimero cromatico es a lo més %, finalizando la prueba del
lema. O

Colbourn y Colbourn se dieron cuenta que esta cota es muy grande; una razén a esto fue por la
conjetura E-F-L. Ellos demostraron (teorema 1) que el indice cromético para un sistema Steiner
S(2,k,n) ciclico es a lo méas n. Un sistema Steiner S(2, k,n) es ciclico si su conjunto de elementos
es {0,1,...,n—1} y el mapeo i — i + 1 (mod n) es un automorfismo. Este automorfismo da una
particion a los bloques de un sistema Steiner en érbitas. Cada drbita tiene n bloques si n = 1 (mod
k(k—1)). Cuando n = k (mod k(k—1)), cada 6rbita, excepto una, contiene n bloques. La excepcion,
la 6rbita pequena, contiene 7 bloques (para més detalles de sistemas Steiner ciclicos S(2,n, k) ver
[6]). Con lo anterior ya podemos demostrar el resultado principal de Colbourn y Colbourn.

Teorema 1. Si S(2,k,n) es un sistema Steiner ciclico, entonces x'(S(2,k,n)) < n.

Demostracion: Si hay una 6rbita de bloques pequena, usemos sélo un color para todos los bloques
en esta Orbita, ya que éstos son disjuntos [6].

Para cada érbita de bloques grande, consideremos la subgréfica de interseccién de bloques inducida
por esta érbita. Esta subgrafica tiene grado k(k — 1). El teorema de Brook garantiza que se puede
colorear con a lo mas k(k — 1) colores, a menos que éste esté compuesto de k(k — 1) + 1 clanes. A
lo més una érbita puede inducir tal grafica, y esto sélo pasa cuando k(k — 1) + 1 divide a n. Asi,

para n = 1 mod k(k — 1), necesitamos a lo mas n colores, donde hay k Orbitas grandes.

-1
(k—1)
n—

kE(k—1)
por lo que necesitamos a lo mas n — k + 2 colores. Completando asi la prueba. ]

Similarmente, para n = k (mod k(k — 1)), tenemos una 6rbita pequena, y Orbitas grandes,

3.3. Resultado de Jackson, Sethuraman y Whitehead

A lo largo de esta seccién, H = (V, ) denota una hipergrafica lineal sin lazos con n vértices, y V'’
denota el conjunto de vértices de H de grado mayor o igual a dos.
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Definicion 16. Sean H = (V,{E1,...,En}) una hipergrdfica, y J C {1,...,m}. Definimos la
hipergrafica parcial inducida por J como H'= (V',{E;: j € J}), donde V' =, ; Ej.

Sea ‘H una hipergrafica lineal. Definamos S como la hipergrafica lineal parcial de H inducida por
las aristas de H de tamano al menos tres. Mostraremos que la cojetura 3 (seccién 2.3.1) es cierta
para toda hipergréafica H para el cual S tiene una arista-coloracién propia y A(S) < 3.

Observacion 12. Si G = H — E(S), entonces toda arista de G tiene tamano a lo mas dos, y asi G
es una grdfica simple.

Denotaremos a la subgrifica de G inducida por el conjunto de vértices V — V(S) por T, y la
subgrafica de G inducida por los vértices de grado A(G) por Ga. A continuacién presentaremos
algunos resultados que se van a utilizar mas adelante.

Teorema 2. [19] Sea G una grdfica simple. Entonces X' (G) < A(G) + 1.
Teorema 3. [10] Sea G una grdfica simple. Si Ga es aciclica, entonces X' (G) = A(G).
Proposicion 6. [2] Sea H una hipergrdfica lineal. Si A(S) =1 entonces x'(H) < A(H) + 1.

Si H es una hipergrafica lineal (sin lazos), con A(H) < n — 1, entonces por el Lema 6 implica que
la conjetura 3 es cierta si A(S) = 1.

Afirmacion 1. [13] Supongamos que todo par de vértices de H son incidentes a una sola arista de
H = (V,&). Consideremos el vértice v € V y los vértices x,y € V(S)

(i) Si T # 0, entonces T es una grdfica completa y cada vértice de T es incidente a una arista de
tamano dos de S. Asi que degg(u) =n — 1.

(ii) = y y no son adyacentes en G si y sdlo si estos vértices estan contenidos en una misma arista

de S.

(iii) degg(x) <n—3 ydega(xr) =n—3 siy sélo si x estd contenido en una inica arista E € E(S)
con |E| = 3.

(iv) Sidegs =2, entonces degg(x) < n — 5.

(v) Sidegs(z) =3, entonces degg(z) <n —T17.
Proposicion 7. [13] Sea H una hipergrdfica lineal tal que A(S) = x'(S) = 2. Entonces x'(H) < n.

Demostracion: Sin périda de generalidad podemos suponer que cada par de vértices de H estan
en una sola arista. Sea §, como antes, y démosle una bicoloraciéon de aristas con colores ¢; y ca.
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» SiV(T) =0, entonces A(G) < n—3 (afirmacién 1 inciso (c)). Asi, la grafica G es (n—2)-arista
coloreable, y por el teorema 2 se tiene que x'(H) < n.

» Supongamos V(T') = {u}. Si existe un vértice w € V(S) tal que degs(w) = 1, entonces
existe un color, digamos ¢, que no es incidente a w. Asignemos el color ¢; a la arista uw y
consideremos G/ = H — E(S) — vw. Entonces V(G)) = {u} y A(G') = n — 2 (afirmacién
1 incisos (i) y (iii)). Asi, G’ es (n — 2)-arista-coloreable (por el teorema 3), y otra vez se
cumple x/'(H) < n. Ahora, si todo vértice en S es incidente a una arista de cada color,
entonces degg(u) < n — 5 para todo u € V(S) (afirmacién 1 inciso (iv)). Sea e € V(S) tal
que estd coloreado con c¢o, entonces asignémosle a e el color ¢s. Entonces S contiene vértices
wy y w3 tales que el color ¢; no toca a wj, para j = 2,3. Asignemos el color ¢; a la arista
uwj, para j = 2,3, y consideremos G' = H — (E(S) U {uws, uws}). Entonces V(G/y) = {u} y
A(G’) = n — 3 (afirmacién 1 incisos (i) y (iv)). Asi, la grafica G’ es (n — 3)-arista-coloreable
(teorema 3), y otra vez x'(H) < n.

» Si V(T) = {u1,us}. Supongamos que ujuz esté coloreado con ¢y, y sea G' = H — E(S) — ujus.
Entonces V(G'y) = {u1,u2} y A(G') = n — 2 (afirmacién 1 incisos (i) y (iii)). Asi, la gréfica
G’ es (n — 2)-arista coloreable, y como antes x/'(H) < n.

» Finalmente, si V(T) > t > 3, supongamos que t es par, sean M; y My dos acoplamientos
perfectos disjuntos en T', y coloreemos M; con ¢;, parai = 1,2. Sea G' = H— E(SUM; U M>).
Entonces A(G’) = n — 3 (afirmacién 1 incisos (i) y (iii)), por lo que G’ es (n — 2)-arista
coloreable (teorema 2). Si ¢ es impar, sean u; y ug dos vértices distintos en 7. Sea M; un
acoplamiento perfecto en T — u;, y coloreemos las aristas de M; con el color ci, para i =1, 2.
Sea G' = H — E(SU M; UMy =, entonces G’ es (n — 2)-arista coloreable, y como antes
X'(H) < n. En ambos casos H es n-arista coloreable. O

Proposicion 8. [13] Sea H una hipergrdfica lineal con A(S) = x'(H) = 3. Entonces x'(H) < n.
Con todo lo anterior, se tienen los siguientes resultados:

Teorema 4. [13] Sean H una hipergrdfica lineal y S la hipergrdfica parcial inducida por las aristas
de tamano al menos 3. Si S X'(S) = A(S), con A(S) < 3, entonces X' (H) < n.

Definicién 17. Sea H = (V,{FE1,..., En}) una hipergrdfica, y sea V' C V. La subhipergrdfica H' de
H con conjunto de vértices V' y conjunto de aristas

E={EnNH 1<i<m,E;NV #0}

es llamada subhipergrifica de H inducida por V'.
Por dualidad, el teorema 4 da un caso especial de la conjetura 1.

Corolario 1. [13] Sea H una hipergrdfica lineal que consiste de n aristas, cada una de tamano n, y
sea S la hipergrdfica parcial de H inducida por los vértices de grado al menos 3. Si |E| < 3, para
todo E € E(S), y S es 3-vértice-coloreable, entonces x(H) = n.
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3.4. Resultado de Romero y Sanchez-Arroyo

Definicion 18. [15] Sea W un conjunto finito no vacio de enteros positivos. Decimos que W es
compacto si |W| = 1, o bien existe un orden ai,...,apy| de W tal que ajy1 = a; + 1, para i =
1,...,|[W|]—1.

Definicion 19. [15] Sea H = (V,€) una hipergrdfica con n aristas. Decimos que H es arista-
conforme si eziste una biyeccion ¢ : € — {0,...,n—1}, llamada etiquetamiento conforme, tal que
para cada vértice v € V, el conjunto F(u) = {p(F) : w € E € £} puede ser particionado en dos
conjuntos compactos.

Observacion 13. Una hipergrdfica cuyos vértices tienen grado a lo mds dos es trivialmente arista-
conforme.

Definiciéon 20. [15] Sea V' el conjunto de vértices H de grado mayor o igual a dos. Los vértices
de V' y las celdas de C!, = C, N M° son llamados libres o amarrados si deg(v) = 2 ¢ deg(v) > 3,
respectivamente.

Teorema 5. [15] Sea H un n-cumulo. Si H es arista-conforme entonces x(H) = n.

Demostracion: A continuacién damos la idea de la demostracién (para mas detalles consultar
[15]): supongamos que H = (V,€) es arista conforme, y supongamos que las aristas de H estan
etiquetadas por un etiquetamiento conforme ¢ : &€ — {0,...,n — 1}. En vista de la observacién
6 de la seccién 2 subsubseccién 2.3.4, es conveniente considerar en M (H) el conjunto M ¢ (H) =
{(i,j): 0<i<j<n-—1}. Una coloracién propia de celdas de M’ (H), por simetria, puede ser
extendida a una coloracién propia de M (H). Para facilidad de notacién, denotemos por M y M °a
las matrices M (H) y M° (H), respectivamente.

o 1 o7
Las celdas de C! en M~ se pueden ver como una de las cuatro posibilidades mostradas en la figura
1, que a continuacion explicamos:

Supongamos que (1, ..., Z4eqg(v)) €8 un orden de F'(u) con respecto a ¢ (se cumple que r1 < z2 <
oo < Tgegey)- Ala celda (21, Zgeg(v)) 12 llamamos la cabeza de Cy; més atin, sea t, € {1,...,deg(v)}
un indice tal que {Z1,...,%t,} ¥ {Zt, 41, -+ Tdeg(v)} SON compactos. Ahora, si ¢, +1 < 24,41 se

tienen los siguientes dos casos:

» Cuando x, + 1 < 4,41, el conjunto CJ es de la forma (a), (b) 6 (d) de la figura 1, si
2 <t, <deg(v)—2,t, =16 t, =deg(v) — 1, respectivamente.

» Cuando z¢, + 1 = 24,41, el conjunto C! tiene la forma de escalera (b).

Para nuestros propdsitos, serd conveniente aumentar una columna y una fila a la matriz M ° para
agregar el conjunto de celdas P = {(-1,2),(-1,3),...,(-1,n),(0,n),(1,n),...,(n — 3,n)}. Los
elementos de P se consideran libres. Sea r = (i,5) y s = (k,l) dos distintas celdas de la matriz
aumentada. Llamamos a s el inmediato sucesor de r si una de las siguiente cuatro situaciones se
tiene:

I r es cabeza, y existe un vértice v € V tal que r, s € Cj,.
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(@) (c)

(b) (d)

Figura 1: Las diferentes formas de C!, cuando §(u) > 3. Las cabezas y colas estén indicadas por O
y &), respectivamente.

II r es cola o libre, s es libre o cabeza, k =i+ 1yl =j—1.

III r es cola o libre, (i4+1,7), (i+1,7—1) € Cl, paraalginv e V, s ¢ Cl k=ax,+1,yl=j—1.
IV rescolaolibre, (i,j—1), (i+1,j—1) € C}, paraalginv € V,s ¢ Cl k=i+1,yl =z, 41— 1.

Observacion 14. Cada cabeza tiene dos inmediatos sucesores. Cada celda cola o celda libre tiene a
lo mds un inmediato sucesor. El resto de las celdas no tienen inmediato sucesor.

Si hay una sucesién de celdas r = ¢1,...,¢cq = S, tal que ¢;41 es un inmediato sucesor de ¢;, para
1 =1,...,a— 1, entonces la celda s es un sucesor de la celda r, y r es un predecesor de s. Por
la observacién 5 (subseccién 2.3.4), toda celda de M ® es un sucesor de al menos una celda de la
matriz aumentada de M 0, pero esta celda es un sucesor de una unica celda de P.

Observacion 15.

(i) Si dos sucesores distintos en una celda dada comparten fila o columna, entonces estos estdin el
mismo bloque.

(ii) Sila celda (i,7) es un sucesor de la celda (k,l), entoncesi >k, 1> j.
(iii) Si dos celdas comparten el mismo predecesor, y ninguno es sucesor del otro, entonces al menos

una celda es amarrada.

Como ¢ es un etiquetamiento conforme, cada vértice amarrado v € V y la celda correspondiente C/,
es una de las cuatro formas de la figura 1. Con esto en mente, consideremos el siguiente algoritmo:
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Algoritmo A

Paso 1 Asignemos el color (i + j) (mod n) a cada celda (i,j) € P.
Paso 2 Los colores de las celdas de P se asignan a sus respectivos sucesores.

. , . s o
Paso 3 Por simetria, extendamos esa coloraciéon de M a M.

A continuacién probamos que el algoritmo A produce una coloracién de M que
= usa a lo més n colores, y
» es propia (satisface las condiciones (a) y (5) de la definicién 12, subseccién 2.3.4).

Cuando coloreamos una celda de M, el algoritmo A asigna explicitamente un elemento de {0, ..., n—
1} en el paso 1, o duplica el color ya existente en el paso 2 6 3; asi el nimero total de colores que
estamos utilizando nunca excede n.

Por la condicién I de arriba, toda celda amarrada, que no es cabeza, hereda el color de su cabeza
en el paso 2. Esta coloracién es extendida en el paso 3, y la condicién a (que es sélo para celdas
amarradas) se satisface. La condicién [ se satisface también (para ver el resto de la demostracién
consultar [15]). Asi hemos probado que podemos encontrar una coloracién propia de M con a lo més
n colores, lo que implica que los vértices de H pueden ser coloreados propiamente con n colores. [

3.5. Esqueletos

Sea 'H = (V,&) una hipergréafica. Recordemos que un vértice v € V es amarrado si deg(v) > 3.
Decimos que una arista de cardinalidad uno es un singulete. Claramente, la conjetura es cierta para
los n-ctimulos sin vértices amarrados.

Definicién 21. [15] El esqueleto de una hipergrdfica H es la hipergrdfica H' obtenida al remover
los vértices que no son amarrados.

Observacién 16. Si H es un n-ciumaulo, entonces H' es lineal o la grdfica nula.

El esqueleto de H! se denotard como H?, y en general, para k > 1, H**! denota el esqueleto de
H*. Supongamos ademés que esqueleto de la grifica nula es la grafica nula, y definamos H° = H.

Observacion 17. Si HF = HFTL, entonces para toda t > 1 se cumple HHF = HE.
Definamos w(H) como el entero (positivo) més pequefio tal que H* = H*+1,

Teorema 6. [15] Sea H = (V,&) una hipergrdfica. Si su esqueleto H' # H es arista conforme o es
la grdfica nula, entonces H es arista-conforme.
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Demostracién: Supongamos primero que H' es una hipergrafica arista conforme con etiquetamien-
to conforme . Sea F el conjunto de las aristas removidas de H para obtener H!. Supongamos que
|F'| > 1, de lo contrario obtendriamos una trivialidad. Nuestro objetivo es construir un etique-
tamiento conforme @ de H obtenido de la siguiente manera: primero, a cada arista £ € £ — F le
corresponde la etiqueta de la arista en H!, y para las demds aristas repitamos los siguientes pasos
hasta que no se tengan maés aristas que etiquetar:

= sea I/ € £ una arista no etiquetada. Definamos Vg como el conjunto de los vértices amarrados
de E. Por definicién |Vg| < 1.

= Si Vg =0, entonces definamos @ = z + 1, donde z es hasta ahora la etiqueta de tamano més
grande.

» Por otro lado, si Vg = {u}, existen al menos tres aristas etiquetadas de H que contienen a u,
por lo que hay al menos dos aristas etiquetadas con numeracién consecutiva, digamos a—1 y a.
Sumemos uno a la etiqueta de todas la aristas de H con etiqueta mayor o igual a a, y hagamos
©(F) = a. Por otra parte, si hay exactamente dos aristas etiquetadas de H que contienen a
u, digamos z e y, etiquetemos como ¢(x) = a < b = @(y), luego, sumemos uno a todas las
aristas etiquetadas con etiqueta mayor o igual que a y hagamos @(FE) = a. Finalmente, si hay
una arista con etiqueta uno o cero que contiene a u, hagamos ¢(E) = z + 1, donde z hasta
ahora es la etiqueta de tamano mas grande.

Cuando H! es la grafica nula, entonces H no tiene vértices amarrados y por la observacién 13 es
arista conforme, o ninguna arista de H contiene dos o més vértices amarrados (para mas detalles
ver [15]). O

Hemos mostrado, en cada caso, que es posible obtener un etiquetamiento, y asi H es arista-conforme.

Una consecuencia del teorema anterior es que basta ver que el esqueleto H' de una hipergrafica H
(que en algunos casos tiene una forma mds simple que H) sea arista conforme.

Observacién 18. Si HYM) no es la grdfica nula, entonces cada uno de sus vértices es amarrado.
Un problema que se deja abierto ([15]) es caracterizar las hipergréficas aristas conformes.

Proposicion 9. [15] Si una hipergrifica H = (V,&) es arista conforme y &' C &, entonces la
hipergrdfica parcial inducida por &', H = (V,&'), es también arista-conforme.

Demostracion: Basta demostrar que si H = (V,£) es arista conforme entonces H* = (V,€ — E)
es arista conforme, para cualquier arista F € &.

Sea H una hipergrafica arista-conforme, y sea ¢ un etiquetamiento conforme de £. Removamos
cualquier arista F € £, y sea F € £ — E cualquiera tal que ¢(F) > ¢(F) (si la hay). Definamos
O(F)=¢(F)—1,y ¢(E) = ¢(F) para todo E € £ — F. Asi, ¢ es un etiquetameninto conforme de
H*, demostrando que H* es arista-conforme. O
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3.6. Resultado de Sanchez-Arroyo
Definicion 22. [17] Una hipergrdfica H = (V,E) es densa si 6(H) > \/|€].

Teorema 7. [17] Sea 'H una hipergrdfica lineal con n aristas de tamano a lo mds n, y 6(H) > 2.
Entonces, si H es densa entonces x(H) < n.

Demostracion: Coloreemos los vértices de H en orden descendiente con respecto a los grados
de sus vértices. Supongamos que ya hemos coloreado todos los vértices de grado mayor a r. Para
colorear un vértice v de grado r consideremos una arista E que contiene a v, jcudntos vértices de
FE estan coloreados?. Observemos primero que hay n — r aristas no incidentes a v. Si un vértice y
de E esta coloreado, quiere decir que el grado de éste es mayor que r. Por la linealidad de H se

tiene que hay a lo més 2=F vértices en F coloreados. Esta misma conclusién se tiene para cada una

r—1
de las r aristas incidentes a v, por lo que hay a los mas T(T"_i_lr) vértices adyacentes a v coloreados.

. , . . . ’ rin—r ’ .
Finalmente, el vértice v es coloreable si n es estrictamente més grande que % Asi, si 'H es
densa, podemos colorear el vértice v. O

3.7. Resultado de Klein y Margraf

El siguiente resultado (teorema 9) que vamos a ver es de Klein y Margraf, cuya demostracién
necesita el teorema de Brujin-Erdos, que establece:

Teorema 8. [4] Sea H = (V, &) una hipergrdfica lineal intersectante. Entonces |E| < |V|.

Teorema 9. [14] Sea G = (V, E) una grdfica y G¢ su complemento. Entonces |V| < x(G) + x(G°).
Mas ain x(G) + x(G°) < v(G) + v(G°).

Demostracién: Demostremos primero que |V| < v(G) + v(G): sean H = (V,€) y H = (V, &) dos
hipergréficas lineales tales que L(H) & Gy L(H) = G¢ (recordemos que L(H) denota la gréfica
de interseccién de la hipergrafica H), con |V| = v(G) y [V| = v(G¢). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que V y V son disjuntos.

Sean p: V(L(H)) — V y p: V(L(H)) — V los isomorfismos del conjunto de vértices de L(H) y
L(H) a V, respectivamente. Consideremos ahora el espacio

HUH:={VUV,E+E:={p (v)Up (v): veV}}.
Para cualquier par de vértices diferentes u,v € V tenemos

(p (@) UD ™ (W) N (p~ () UD ™ (v) € { 5 :ii {{ZZ:}};EE

se sigue que H U H es una hipergréfica lineal intersectante. Por el teorema 8 se tiene que

VI=1E+E <|VUV|=|V|+ V| =v(G)+v(G).
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En el teorema 2 del capitulo 15 de [1] se demuestra que x(G) + x(G) < |V| + 1. Més aun, Finck
demostré que hay dos tipos de gréficas Fy y Fy que alcanzan la cota (ver [9]).

Entonces, si G es diferente” de las graficas Fy y Fy se tiene que x(G) + x(G) < |V, y asi x(G) +

x(G) < v(Q) +v(Q). O

Corolario 2. [15] Sea G una grdfica, entonces G ¢ G° satisface la conjetura 3.

4. Conclusiones

La conjetura de Erdos, Faber y Lovasz no es dificil de enunciar. Sin embargo, su solucién no se
ha dado en su totalidad, a pesar de que lleva més de treinta y cinco afios propuesta. Esto sugiere
pensar que el problema es muy dificil de resolver. En mi opinién, es un problema muy interesente,
por lo que vale la pena trabajar en él.

El propdsito de este trabajo fue mostrar las diferentes formulaciones que tiene la conjetura y dar un
panorama de algunos avances en su solucién. Cabe aclarar que existen otras formulaciones y otros
pocos avances de la conjetura que en este trabajo no se expusieron; por ejemplo, se puede formular
algebraicamente [11]. Ademds de que existen algunas generalizaciones de esta conjetura (ver por
ejemplo [16]).

“Cuando G es del tipo Fi 6 F la demostracién completa estd en [14]
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