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Introduccion

Las algebras de Lie fueron introducidas originalmente por el matemaético no-
ruego Sophus Lie (1842-1899) como estructuras algebraicas para el estudio de
los grupos de Lie. Es sabido que el espacio tangente en el elemento neutro de
un grupo de Lie tiene una estructura natural de dlgebra de Lie. Fueron estos
los primeros ejemplos que Lie estudid, bajo el nombre de grupos infinitesima-
les (ver [11]). Posteriormente, las dlgebras de Lie comenzaron a desarrollar
un interés particular en varios mateméticos de la época. En 1890 Wilhelm Ki-
lling habia clasificado ya, salvo pequenos detalles, las algebras de Lie simples
sobre el campo de los nimeros complejos (ver [10]). Posteriormente, en 1894,
Elié Cartan, en su tesis doctoral (ver [6]), estudié y profundizé el trabajo de
Killing y para 1900 la clasificacién estaba completa. Fue gracias a su trabajo
y el de Hermann Weyl que la teoria de algebras de Lie emergié como una
disciplina global de interés por si misma, que después se convertiria en una
rama de fundamental importancia en las matematicas. Tanto asi, que ahora
se considera a la teoria de las algebras de Lie como una de las ramas clasicas
de las matematicas.

Posteriormente, en 1966, J. P. Serre construyé las dlgebras de Lie semisimples
de tipo finito por medio de generadores y relaciones (ver [17]). Esto brind6 un
nuevo enfoque a la teoria de algebras de Lie. En 1967, Victor G. Kac y Robert
V. Moody introdujeron de manera independiente una clase bastante amplia de
algebras de Lie, conocida ahora como algebras de Kac-Moody, generalizando
las ideas de Serre (ver [9], [12]). Las &lgebras de Lie de dimensién finita ofre-
cen ejemplos de algebras de Kac-Moody, sin embargo la teoria de Kac-Moody
es mucho mas amplia, ya que incluye muchos ejemplos de dimensién infinita.
Esta teoria ha sido testigo de un rapido desarrollo desde su introduccion, en-
contrando numerosas aplicaciones en otras areas de las matemaéticas, como en
la teoria de grupos, en la combinatoria, en el estudio de las formas modulares,
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X INTRODUCCION

en las ecuaciones diferenciales, y en la teoria de invariantes, por mencionar
algunas.

En 1990, R. Hgegh-Krohn y B. Torresani publicaron un articulo donde se pro-
puso un sistema de axiomas para una clase interesante de algebras de Lie defini-
das sobre los ntimeros complejos (ver [7]). Estas dlgebras fueron caracterizadas
parcialmente por una forma bilineal simétrica no degenerada e invariante, una
subélgebra de Cartan de dimensién finita, un sistema de raices discreto y por
la ad-nilpotencia de los espacios raiz asociados a raices no isotrépicas. Ellos
llamaron a estas algebras de Lie casi-simples. Varios anos antes, K. Saito y P.
Slodowy estudiaron algunas de estas algebras y los sistemas de raices asocia-
dos a ellas (ver [13], [14], [15],[18], [19]). Siguiendo el trabajo de Saito, que
llamé a estos ultimos, sistemas afines extendidos. De ahi que a estas dlgebras
se le llame &lgebras de Lie de tipo afin extendido, como aparece en [1].

El objetivo principal del presente trabajo es relacionar dos construcciones de
algebras de Lie a partir de formas cuadréticas (dlgebras que en general resultan
ser de dimensién infinita) con el concepto de dlgebra de Lie de tipo afin exten-
dido (EALA por sus siglas en inglés). Resulta que una de las construcciones,
que es una modificaciéon de una construccién de R. Borcherds que aparece en
[4], s6lo es un EALA cuando la dimensién del radical de la forma cuadratica
utilizada en su construccién es 0 6 1. La segunda construccién, introducida
por M. Barot, D. Kussin, H. Lenzing es bastante mas complicada. Con ella
se construye una familia de algebras de Lie G’(q) que depende de una forma
cuadrética g por medio de relaciones de Serre generalizadas. En [2] se prueba
que esta familia de dlgebras de Lie, cuando corrango(q) < 1, resulta ser de
algtn tipo ya estudiado: de tipo finito o de Kac-Moody. Ambos son ejemplos
de EALAs.

Sin embargo, el estudio de estas dlgebras se complica cuando la forma cuadrati-
ca tiene tipo de Dynkin A, y la dimension de su radical es mayor o igual que
2. En este caso, no se ha logrado relacionar el dlgebra de Lie construida con
algiin algebra de Lie ya conocida. Sin embargo, se prueba que en cualquier
caso, el dlgebra construida a partir de la construccion de Borcherds es un
cociente del dlgebra construida en [2]. Ademds, se demuestra que siempre es
posible hacer un cociente de G(g) para obtener un lgebra de Lie de tipo afin
extendido, el resultado principal de este trabajo. Esto muestra que existe una
intima relacién entre estas construcciones y las EALAs.
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Otro de los objetivos de este trabajo es presentar al lector de manera rapida
y accesible el concepto de dlgebra de Lie de tipo afin extendido, por lo que en
el primer capitulo de éste se da una brevisima introduccion a la teoria general
de dlgebras de Lie. Se dan definiciones y resultados bésicos y se enuncia sin
demostracion el teorema de Serre (cuya demostracién se puede consultar en
[8]), ya que este ofrece cierta motivacién para la construccién de M. Barot, D.
Kussin, H. Lenzing (ver [2]) que aparece en la seccién 2.2. Al final del capitulo
se introduce el concepto de dlgebra de Lie extendido afin tal y como aparece en
[1]. Posteriormente, en el segundo capitulo, se presentan las dos construccio-
nes antes mencionadas. Se prueba también un resultado que relaciona ambas
construcciones. En el tercer capitulo se prueban los resultados mencionados en
el parrafo anterior y se comenta sobre la relevancia de éstos.

El primer capitulo sigue a [5] y [8], el segundo capitulo se basa en [2].






Capitulo 1

Definiciones y conceptos basicos

Se introducen las algebras de Lie y se estudian algunas propiedades generales
que seran utilizadas a lo largo de este trabajo. Ademds, se enuncia el teorema
de Serre (sin demostracién), con objeto de motivar al lector en la construccién
descrita en la seccién 2.2. Finalmente, se dan las definiciones necesarias para
posteriormente presentar el concepto de dlgebra de Lie de tipo afin extendido.
El tratamiento de esta seccién sigue a [5] y [8].

1.1. Algebras de Lie

Definicién 1.1 (Algebra de Lie). Un algebra de Lie sobre un campo k es un
k-espacio vectorial L con una operacion binaria

LxL—L
(z,y) = [2y]
que satisface los siguientes axiomas:
(i) (z,y) — [zy] es bilineal.
(ii) [zz] =0 para todo x € L.
(iii) [[zy)z] + [[yz]z] + [[zz]y] = O para todo z,y,z € L
Al dltimo azioma se le llama identidad de Jacobi.
A lo largo de esta seccién, L denota un dlgebra de Lie sobre un campo arbitrario

k.

Proposicion 1.2. [zy] = —[yz| para todo z,y € L; es decir, la multiplicacion
en L es anticonmutativa.
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Demostracién. Sean x,y € L. Entonces, como [x+y,x+y] = 0y adem4s
la multiplicacién es bilineal, se tiene que [zz] + [zy] + [yx] + [yy] = 0. Por lo
que [zy] + [yx] = 0, es decir, [zy] = —[yzx]. O

Sean L, M dos algebras de Lie. Un homomorfismo de dlgebras de Lie es un ho-
momorfismo de espacios vectoriales ¢ : L — M tal que ¢([z,y]) = [¢(z), &(y)]
para todo z,y € L. Se dice que ¢ es un monomorfismo si es inyectivo, un epi-
morfismo si es suprayectivo, o un isomorfismo si es biyectivo. Se dice que dos
algebras de Lie L, M son isomorfas si existe un isomorfismo ¢ : L — M.

Sean H, K C L dos subespacios vectoriales. Se denota por [H K| al subespacio
generado por todos los productos [zy] tales que 2 € H, y € K. Se observa que
cada elemento de [HK] es de la forma

[Z1y1] + [w2ye] + - - + [2ryr]
donde z; € H, y; € K para todo 1.
Proposicién 1.3. [HK] = [KH] para todo H, K subespacios de L.

Demostracion. Sea [zy] € [HK]. Entonces [zy] = —[yz] € [KH], por
lo que se tiene que [HK] C [KH]. Andlogamente se prueba que [KH] C
[HK]. O

Definicién 1.4. Sea I C L un subespacio. Entonces I es un ideal de L si
[IL)C 1.

Observacién 1.5. La condicion anterior es equivalente a que [LI| C I (ver
Proposicidn 1.3). De esta forma, no hay distinciones entre ideales derechos e
izquierdos en el contexto de las dlgebras de Lie. Todo ideal es bilateral.

Se dice que un subespacio H C L es una subdlgebra de L si al restringir la
multiplicaciéon de L a H, H es un algebra de Lie.

Definicién 1.6. Sea H C L una subdlgebra. Se define el centralizador respecto
a L de H como el subespacio

CrL(H)={x € L:[xh] =0 para todo h € H}

Se dice que un algebra de Lie L es abeliana si [LL] = 0. Es decir, [z,y] = 0
para todo z,y € L.
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Dada un algebra de Lie L se definen las potencias de L por
L'=1L, L = [L" L], paran > 1.
Asi, L es abeliana si y sélo si L2 = 0.

Proposicion 1.7. L" es un ideal de L. Ademds

L=IL'D>I?>>1L3 -

Demostracién. Primero se muestra que dados dos ideales I, J C L, [1J]
es también un ideal de L. Sean = € I, y € J, z € L. Entonces

[[zy)z] = [z[yz] — [ylzz]] € [1]
dado que I, J son ideales y que el producto de subespacios de L es conmutativo.
Esto muestra que [IJ] es un ideal de L. Ya que L es un ideal de si mismo,

inductivamente se tiene que L™ es un ideal de L para todo n > 1. De la
propiedad de ideal se sigue que

Lt =[L"L] c L™ O

Se dice que un algebra de Lie es nilpotente si L™ = 0 para alguna n > 1.

Definicién 1.8. Sea H C L una subdlgebra. Se define el normalizador de H
respecto a L como

Np(H)={x € L:[zh| € H para todo h € H}.

Ahora se define un tipo particular de subéalgebras que juegan un papel impor-
tante dentro de la teoria de dlgebras de Lie, en especial en la clasificacién de
las algebras de Lie simples de tipo finito.

Definicién 1.9. Sea H C L una subdlgebra. H es llamada una subalgebra de
Cartan de L (CSA por sus siglas en inglés) si H es nilpotente y H = Np,(H).

Observaciéon 1.10. Toda dlgebra de Lie L contiene una subdlgebra de Cartan
(ver [5] pp.23-25).
Proposiciéon 1.11. Sea A un dlgebra asociativa. Dados x,y € A se define el
conmutador como

[zy] = xy — ya.

Entonces, A junto con el conmutador es un dlgebra de Lie, que se denota por

Al



4 1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

Demostracion. Ya que los dos primeros axiomas se verifican facilmente,
basta verificar la identidad de Jacobi. Sean z,y, z € A, entonces

[2[yz]] + [y[z2]] + [2[zy]] =2(y2) — (y2)z + y(22)

— (z2)y + z(zy) — (7Y)2
=0,

ya que A es un §lgebra asociativa. Esto muestra que [A] es un dlgebra de
Lie. O

Sea k"*™ el dlgebra asociativa de todas las matrices de tamafio n x n sobre k
y sea [k"*"] el &lgebra de Lie correspondiente. Se define

gl (k) = [F"7"]

y se le llama el dlgebra de Lie general lineal sobre k. Una representacion de
un algebra de Lie L sobre k es un homomorfismo de algebras de Lie

p:L—gl, (k)

para alguna n, y p es llamada una representacién de grado n. Dos represen-
taciones p, p’ de grado n son equivalentes si existe una matriz no singular
T € k™™ tal que

p(x) =T 'p(x)T  paratodo z € L.

Un L-médulo izquierdo es un k-espacio vectorial V' con una multiplicacién
LxV =V
(z,v) — av
que satisface los siguientes axiomas:
(i) (x,v) — zv es bilineal;
(ii) [zy]v = z(yv) — y(zv) para todo z,y € L, v € V.

Observacién 1.12. L es un L-mddulo. Se define ady, : L x L — L, (x,y) —
[,y]. Se sigue de la identidad de Jacobi que [[xy]z] = [z]yz]] — [y[xz]]. Este es
llamado el modulo adjunto de L.

Definicién 1.13. Sea C' € Z™*™ una matriz. Se dice que C es una matriz de
Cartan generalizada si cumple las siguientes propiedades:

(i) Ci =2 para todo i.
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(ii) Cij <0 sii#j.
(i) Cs5 =0 si y sdlo st Cj; =0

Si go(x) = 2T Cx es una forma cuadrdtica positiva definida, se dice que C' es
una matriz de Cartan.

1.1.1. Algebras de Lie libres. Se introduce ahora el concepto de alge-
bra de Lie libre FL(X) en un conjunto X. Se define primero el dlgebra aso-
ciativa libre en el conjunto X. F(X) es el conjunto de todas las sumas finitas

de la forma
Z Z /\1,...,k$1 Tk

E>01,...k
con A, € C, sumadas sobre todos los enteros no negativos k y todos los
k-tuplos ordenados z1, ...,z de elementos de X (permitiendo repeticiones).

Cuando k£ = 0 el producto x; - - -z es el producto vacio, y se escribe como 1.
Las operaciones de suma, producto, y multiplicacién por un escalar se definen
de la manera natural y hacen de F(X) un dlgebra asociativa sobre C con
unidad 1. Sea [F'(X)] el 4lgebra de Lie asociada a F'(X). Finalmente, se define
FL(X) como la interseccién de todas las subdlgebras de Lie de [F(X)] que
contienen a X. A FL(X) se le llama el dlgebra de Lie libre en el conjunto
X. Es claro que X estd contenido en FL(X) por lo que se tiene una funcién
inyectiva i : X — FL(X).

Un 4lgebra de Lie Z"-graduada es un algebra de Lie L con una descomposi-

cion
L= L.
aEl™

en suma directa de subespacios tal que [LoLg] C Lo+p para todo «, €
7",

1.1.2. Sistemas de raices. Dado que el estudio de los sistemas de
raices no son necesarios en el presente trabajo, se presentan solamente a las
definiciones de sistema de raices y de base de un sistema de raices, concep-
tos necesarios para contextualizar el teorema de Serre. Para un estudio mas
detallado de éstos, léase el capitulo III de [8].

Definicién 1.14 (Sistema raiz). Un subconjunto ¢ de un espacio euclidiano
E (en el sentido cldsico del dlgebra lineal) es llamado un sistema de raices si
se satisfacen los siguientes axiomas:
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(RS1) ¢ es finito, genera E y 0 ¢ ¢.
(RS2) Sia € ¢, los dnicos miltiplos de o € ¢ son +a.

(RS3) Si « € ¢, la reflexion en el hiperplano definido por « deja a ¢ inva-
riante.

(RS4) Sia, B € ¢, entonces (B,a) € Z.
Definicién 1.15. Un subconjunto A de ¢ es llamado una base si:
(RB1) A es una base algebraica de E.

(RB2) Cada raiz B puede ser escrita como =Y kqa, (o € A) con coefi-
cientes enteros k,, todos no negativos o todos no positivos.

A las raices en A se les llama raices simples.
Observacién 1.16. Todo sistema de raices admite una base. Una bonita cons-

truccion se puede consultar en ([8] Section 10.1).

A continuacién, se enuncia uno de los teoremas fundamentales en la clasifica-
cién de las algebras de Lie simples de tipo finito. La demostracién se puede
consultar en ([8] Section 18.3).

Teorema 1.17. [Teorema de Serre] Sea ¢ un sistema de raices con base A =
{a1,...,a;}. Sea L el dlgebra de Lie generada por 3l elementos {x;,y;, hi}
sujeta a las siguientes relaciones:

(S1) [hihy] =0 sil<i, j<L.

) [ zyz] = hu [arzy]] =0 5227&]

(83) [hizj] = {aj, aita;, [hiy;] = —{oy, aily;.
)

(ad @;) {2+ () = 0 si i # 5.

(S2

(S;
(S5;) (adyy) =@+l (y;) = 0. si i # j.

Entonces L es un dlgebra de Lie semisimple de dimension finita con CSA
generada por los h; con sistema raices ¢. A las relaciones anteriores se les
llama relaciones de Serre.
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1.2. Algebras de Lie de tipo afin extendido

Esta seccién sigue una parte del primer capitulo de [1]. A lo largo de esta sec-
cion, L es un C-dlgebra de Lie y H C L una subdlgebra abeliana de dimensién
finita.

Sea (—,—) : L x L = C una forma C-bilineal simétrica. Se dice que (—, —) es
invariante si ([z,y], z) = (z, [y, z]) para todo z,y, z € L.

Definicién 1.18 (Espacio raiz). Se denota por H* al espacio dual de H res-
pecto a C. Sea o € H*. El subespacio

L,={z € L:[h,z] =a(h)x para todo h € H}
es el espacio raiz de o € H*. El conjunto
R={aeH":L,#0}

es el sistema de raices de L con respecto a H. Se observa que Lo = Cr(H).

Se prueba el siguiente lema, que es cierto en un contexto méas general, y que
es necesario para la demostraciéon de la Proposicién 1.20.

Lema 1.19. Sean V' un espacio vectorial y S, T dos transformaciones lineales
diagonalizables tales que ST = TS. Entonces S y T son simultdineamente
diagonalizables.

Demostracion. Dado que S es diagonalizable V' se descompone como
suma directa de espacios propios de S:

V:EBVA
A

donde V), es el espacio propio asociado al valor propio A. Sea A un valor propio
de S. Luego, dado que ST = T'S se tiene que:
(S = Aly)TVy=T(S — Aly)V, =T0 = 0.

Por lo que TV) C V). Entonces existe una base {v; »} de V) compuesta de
vectores propios de T'. Es claro entonces que

J{vin}

es una base de vectores propios de S y T simultdneamente. O
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Proposicién 1.20 (Descomposicién en espacios raiz). Sea H una subdlgebra
de Cartan abeliana no trivial de L de dimension finita tal que Cp(H) = H y
que ady, h es diagonalizable para todo h € H. Entonces L = @@ L. donde
R es el sistema de raices de L con respecto a H.

a€ER

Demostracion. Como H es abeliana de dimensién finita y ady h es dia-
gonalizable para todo h € H, existe una base {x;} de L tal que z; es un vector
propio de ady, h para todo ¢ y para todo h € H (ver Lema 1.19). Sean = € {z;}
y h € H entonces [h,z] = A\px. Se define a € H* por a(h) = A\p. Es claro que
x € Ly. Como {x;} es una base de L, esto muestra que

L= Z La.
a€R

Falta verificar que la suma es directa. Sea z € Lo N (3 5.4, Lg). Entonces
x =) xp, con xg, casisiempre cero. Entonces

[h,2] = a(h)e = a(h) ) s,
= Zﬁl(h)xﬁz

para todo h € H. Por lo que se ha escrito un vector propio de ady, h como com-
binacién lineal de vectores propios de ady, h distintos de a. Esto es imposible,
por lo que se debe tener que x = 0. Esto muestra que

Lo N (Z Lg) = 0. O
Bra

Lema 1.21. [L,, Lg] C Latp para todo o, B € H*.

Demostracién. Sean z, € Lo, 3 € Lg, y h € H, entonces
[h’ [l‘a, 33/3]] = _([xav [mﬂv h’” + [xﬁv [h7x04]])
= B(h)[za, zs] + a(h)[xa, 7]
= (a+ B)(h)[za, zg].
O

Lema 1.22. Sea (—,—) : L x L — C una forma C-bilineal simétrica e inva-
riante. Entonces (Lo, Lg) =0 si a+ 5 # 0.
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Demostracién. Sean z, € L, y g € Lg, entonces

a(h)(xavxﬁ) = (O‘(h)xmxﬁ) = ([h7xa],x5) = —(.’Ea, [h7$C5]) = _B(h)(‘xmxﬁ)

Por lo tanto (o + 8)(h)(za,xs) = 0 para todo h € H, y como a+ 3 # 0, se
tiene (z4,25) =0 O

Proposicién 1.23. Sea (—,—) : L x L — C una forma C-bilineal simétrica,
inwvariante y no degenerada. Entonces la restriccion de la forma a H es no
degenerada.

Demostracién. (Lg,L,) = 0 para todo a # 0. Sea h € H tal que
(h,Lo) = 0, entonces (h,L) = 0 por lo que h = 0, ya que (—,—) es no
degenerada. O

La proposicién anterior garantiza que ® : H — H*, h — (7, h) es un isomor-
fismo. Se define t, = ®~1(a) para todo o € H*. De esta forma, a(h) = (ta, h)
para todo h € H y se transfiere la forma bilineal en H a H* de manera natu-
ral definiendo (e, 8) = (ta,t3) para todo «, 5 € H*. La siguiente proposicién
brinda motivacién para la construccién de la forma bilineal que se definira en
el algebra de Lie que se construye en la siguiente seccién.

Proposicién 1.24. Seana € R, ¢ € Ly, 2 € L_o, y (—,—) : LX L = C
una forma C-bilineal simétrica, invariante y no degenerada en H. Entonces
[moumfa} = (xaaxfa)ta Y [La;Lfa] = Ctq.

Demostracion. Para h € H se tiene
([za,2—a];h) =(2a;, [t-a, h]) = a(h)(za, T—a)
=(ta, h)(Ta; T—a) = ((Ta, T—a)ta; h).
Como [Ly, L_o] C Lo = H se tiene que [T, 2] = (Ta, T_a)ta- O
Definicién 1.25. Sea § € H*. Decimos que § es isotrdpico si (6,5) = 0. Si

§ € R es isotropico decimos que § es una raiz isotrépica. Definimos R® = {a €
R:(a,a) =0} y R* = R\ R°. Observamos que 0 € R°.

Definicion 1.26. L es irreducible respecto a H si las siguientes condiciones
se cumplen:

(i) R* no se puede descomponer en una unién ajena R W Ro, donde
Ry, Ry son subconjuntos no vacios de R tales que (Ry, Re) = 0.
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(ii) Para todo o € R existe v € R* tal que o+ € R.

Cuando se cumple la condicién (ii) se dice que las raices isotrdpicas no estdn
aisladas.

Observacién 1.27. Claramente (i) implica que R* # 0, ya que siempre
0€ RO.

Definicién 1.28 (EALA). Sean L una C-dlgebra de Lie, (—,—) una forma
bilineal en L y H C L una subdlgebra abeliana no trivial de dimension finita.
Llamamos al triple (L, (—,—), H) dlgebra de Lie de tipo afin extendido (EALA
por sus siglas en inglés) si cumple los siguientes axiomas:

(EA1) (—,—): L x L — C es simélrica, no degenerada e invariante en L.

(EA2) H esigual a su centralizador y ady, h es diagonalizable para todo h € H.

(EA3) adp z, es localmente nilpotente en L para todo o € R*, x4 € L.
Es decir, dados o« € R*, o, € Lo, y € L existe n € N tal que
(adr o))"y =0

(EA4) R es un subconjunto discreto de H* (respecto a la topologia usual de
cn).
(EA5) L es irreducible respecto o H.

Observacién 1.29. Se sigue de (EA2) que H es una subdlgebra de Cartan
de L, Yy H= Lo.



Capitulo 2

Dos construcciones

Se presentan dos construcciones independientes de algebras de Lie a partir de
una forma cuadratica. Primero se construyen las dlgebras de Lie N, basandose
en una construccién de Borcherds que aparecié originalmente en [4]. En la
segunda seccién se presentan la construccién de la familia de dlgebras G(g) y un
teorema, sin demostraciéon, que relaciona esta construccion con diferentes tipos
de algebras de Lie ya conocidos, todos de tipo afin extendido. Finalmente se
presenta un resultado que relaciona ambas construcciones, a saber, resulta que
el dlgebra N es un cociente del dlgebra G(q). Este capitulo sigue la presentacién
dada en [2].

2.1. Una construcciéon de Borcherds

A partir de una forma unitaria positiva semidefinida se construye un algebra de
Lie Z"-graduada, siguiendo la construccién que aparece en [2] y extendiendo
el espacio Ny por el dual del radical de la forma.

Recordamos que una forma unitaria es una forma cuadratica q : Z" — Z,
n . s .
qlz) =31 xi + > i<j @ijTix; con coeficientes enteros g;; € Z (ver Apéndice

A).

Sea q : Z"™ — Z una forma unitaria positiva semidefinida. Se definen R! =
¢ (1), RO=q¢10)={z€Z": q(z,2z) =0} y R= R'UR". Para a € R se
definen

Ny =C" x (rad ¢)*,
_ JCE, sia € RY,
“)lC"/Casiae RO\ {0},

11
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7o : C* = N, la proyeccién canénica para cualquier o € R%\ {0} (se define
también por conveniencia g := id 1\70) y p: C" — rad q una proyeccién. Sean
B : 7" x Z™ — 7Z una forma bilineal tal que ¢(z) = B(z,z) para todo « € Z"
y e(a, B) = (=1)B(@A) Ademds, sea (—|—) : C* x C* — C la forma C-bilineal
que satisface

(a|B) = B(«, B) + B(, ) para todo «, 3 € Z™.
Observacién 2.1. R® = {z € Z" : (z|-) = 0} (ver Teorema A.3).
Se define ademds (&]f) = (f|€) := &(p(f)) para todo £ € (rad q)* y para todo
fecCn.

Se define N = (@aeR\{O} N,)® Ny junto con las siguientes reglas, que depen-
den de la eleccién de B y p:

Para o, € R°, 7,0 € RY, f,g € C", £,( € (rad q)*, se define

(B1) (7o (f), m8(9)] = €(a, B)(Flg)mats(c);

(B2) [ma(f), Es] = e, 6)(f16) Earts;
€(v,9)E, 45, siy+4d€RY

(B3) [Ey, Es] = < e(v,0)my46(7), siy+6e R
0 si no

(B4) [§,m8(9)] = (€]B)ms(9);

(B5) €, Bs) = (€16) s

(B6) €. = 0.

La construccién que aqui se presenta difiere ligeramente de la presentada en
[2], ya que la subdlgebra Ny no es igual a su centralizador, por lo que N
no es un EALA. Ahora se demuestran algunas propiedades para ¢(—, —) que
resultardan tutiles después.

Proposicién 2.2. e(—, —) cumple las siguientes propiedades:
(i) e(a,ﬁ) = ¢(B, ) para todo o, 3 € R°
= ¢(8,7) para todo v,6 € R* tales que v+ 6 € R°

\/\/

= —¢(6,7) para todo y,5 € R tales que v+ 6 € R}
a,v) = e(y,a) para todo o € R°, v € R!
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Demostracién. Si o, 8 € R° es claro que o + 8 € R, entonces 0 =
B(a+8,a+8) = B(a,a) + B(a, 8) + B(8,a) + B(8, 8) = B(a,, ) + B(8, ).
Por lo tanto B(«, 8) = —B(8,a) y €(a, 8) = €(8, «).

En el caso en que 7,6 € R!, primero se supone que v + 6 € RY. Entonces,
0= B(y+6,7+0) = B(7,7)+B(7,0)+B(6,7)+B(6,0) = 2+ B(7,6)+B(6,7).
Asi, B(v,9) vy B(6,7) deben tener la misma paridad. Esto muestra que €(7, §) =
e(d,7)-

Siy+d € R! se tiene que 1 = B(y+ 8,7+ 6) = B(v,7) + B(v,9) + B(6,7) +

B(0,0) =2+ B(~,d)+ B(4,7). Por lo tanto 0 = 1+ B(~, ) + B(d, ), entonces
B(v,9) y B(d,7) deben tener diferente paridad, por lo que €(,d) = —€(d,7).

Finalmente, si « € R y v € R! se tiene que a+v € R' y 1 = B(a+vy,a+7) =
B(a,a) + B(a,y) + B(v,a) + B(v,7). Por lo que 0 = B(a,7) + B(y,0) y
entonces €(q, ) = €(y, ). O

Como corolario, se obtienen dos propiedades que seran de utilidad para definir
una forma bilineal simétrica no degenerada e invariante en N.

Corolario 2.3. ¢(—,—) ademds cumple las siguientes propiedades:
(i) €(a,y) = —€(v,6) para todo o € R°, v, € R tales que a+~+8 =0,
(i) €(v,9) = €(8,€) para todo 7,5,& € R tales que v+ 6 +¢ = 0.

Demostracién. Para a € R?, 7,5 € R! con a+ v+ 6 = 0 se tiene que
e(,7) = e(y, @) = e(v, = (v + 9)) = e(7,7)e(7,6) = —e(7,9).
Para v, d,e € R! con y+3+¢ = 0 se tiene que €(v,0) = —e(8,7) = —e(y, —(v+
€)) = —e(v,7)e(y,€) = (v, €). O

Proposicién 2.4. Las reglas (B1) - (B6) definen una estructura de dlgebra
de Lie Z™-graduada en el espacio N. Ademds, la clase de isomorfismo de N
es independiente de la eleccion de B(—,—).

Demostracion. Las reglas anteriores definen claramente una operacién
bilineal en N. El hecho de que [z, 2] = 0 para todo = € N se sigue ficilmente
de (B1), (B3), y (B6). La identidad de Jacobi se satisface para los elementos
en N/(radq)* (ver [2] Proposition 2.2). Asi, basta verificar la identidad de
Jacobi para los elementos en (radq)*.
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Sean z € N, y € Ng y &,¢ € (rad ¢)*. Entonces
[, T 2] + [[6, 2], €] + ([, €], (] = (Cle)[€, 2] = (€] @)[C; 2]
= (Cla)(Ele)z — (£le)(Cla)z
=0,
ademads, es claro de (B1) - (B6) que [z, y] € No4s, por lo que
16 21,5 + (1281, € + [[9: € 2] = (€l 5] — (€l + B[] — (€18) 2]
=0. (]

En ([2] Proposition 2.2) se demuestra que N es independiente de la eleccién
de B(—,—), y dado que (rad q)* no depende de B(—, —), se tiene el resultado.

2.2. Las algebras G(q)

A lo largo de esta seccién ¢ denota una forma unitaria ¢ : Z" — Z, g(z) =
E?:l T+, <j Gij TiT. A cada forma unitaria ¢ asociamos una matriz casi-
Cartan C tal que Cj; = q(¢; +¢;) — q(ci) — ¢(cj), donde ¢y, ..., ¢, es la base
canonica de Z".

Sea L el &lgebra de Lie libre con generadores e;,e_;, h; (1 < i < n). Sea I(q)
el ideal Z™-graduado con respecto a e;,e—i, h; (1 < i < n) generado por las
siguientes relaciones de Serre generalizadas:

(R1) [h4, hj] = 0 para todo ¢, j.
(R2)
(R3)

o0)

[

[hi,ecj] = eCije.j para todo i,j y € = £1.
[€5i7 6751'] =¢h; para todo i,j y € = +1.
[

(R

Observacién 2.5. Las relaciones de Serre

(R4) (ad es) " (es;) = 0 donde n = max{0,—edC;;}, para ,6 = +1 y
(1<i<n),

€eyiys - - Cepiy) = 0 sl q(z 1€5¢i;) > 1 para e = £1.

son un caso particular de la relaciones (Roo).

Se define G(q) := L/I(q). Ahora, es necesario extender G(q) por el C-dual del
radical de la forma, (rad ¢)*, ya que en general G(¢) no tiene una descompo-
sicién en espacios raiz (ver [2] Proposition 5.1).
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Sea p : C" — rad ¢ una proyeccién y sea G*(q) := G(q)®(rad ¢)*, como espacio
vectorial. Para &,&" € (radq)* y « € G(q) se definen
[575/] =0 y [571'] = 7[3335] = gp(a)x

Lema 2.6. Utilizando la estructura de dlgebra de Lie de G(q), las reglas an-
teriores inducen una estructura de dlgebra de Lie en GP(q).

Demostracién. Se verifica la identidad de Jacobi. Sean &, &' € (rad ¢)*,
z € G(q)a € y € G(q)s. Entonces,

[67 [f/,l’]] + [fla [‘%5” + [$7 [575/]] :f’p(a)[f,x] - §p(a)[§’7x]
= p(@)ép(a)z — Ep(a)€ p(a)z
=0,
y como [z,y] € G(q)ats, se tiene que

(€, [z, y]] + [z, [y, &]] + [y, [€, 2] =€ p(a + B)[z,y] — Ep(B) [z, y] + Ep(a)ly, z]
—0. 0

Ahora, se define una forma bilineal que nos permite obtener una descomposi-
cién en espacios rafz para G(q). Sea H = @], Ch;. Para cualquier h = > \;h;
se define 7(h) = 3" \j¢; € C". Ademds, se define (h,a) = r(h)TCa para todo
« € C™. Por abuso de notacion, se denota a la extensién natural de g a C™ por
el mismo simbolo. Sean

H=H®a® (radq)",
deg(§) = 0 € Z" para todo § € (radq)” y se extiende la forma bilineal an-
terior a una forma bilineal (., ) : H x H — C como (£,a) = &p(a) para
¢ € (rad q)*.
La demostracién de la siguiente proposicién se puede consultar en ([2] Propo-
sition 5.3).

Proposicion 2.7. Sea q una forma unitaria. Entonces

(i) el dlgebra GP(q) es, salvo isomorfismo de dlgebras de Lie graduadas,
independiente de la eleccion de la proyeccion p : C" — radq, y se
denotard por G(q) de ahora en adelante.

(ii) G(q) admite una descomposicion en espacios raiz, esto es

G(q)oa = {x € G : [h,x] = (h,a) para todo h € H}.
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Teorema 2.8. Sea q : Z" — 7Z una forma unitaria conexa, positiva definida.
Sean r = corrango(q) y A el tipo de Dynkin de q (ver Apéndice A).

(a) Sir = 0, es decir, si q es positiva definida, entonces las dlgebras

G(q) = G(q) son exactamente las dlgebras de Lie simples de dimension
finita que son simplemente enlazadas.

(b) Sir =1, entonces las dlgebras G(q) son exactamente las dlgebras de
Kac-Moody afines simplemente lazadas.

(¢) Sea r =2, entonces se tiene lo siguiente:

(i) SiA=D, (n>4) o A=E, (n=06,7,8), entonces las dlgebras
G(q) son exactamente las dlgebras de Lie asociadas a un sistema
de raices eliptico simplemente lazado I'(R, G) con A(R) = A.

(ii) Si A = A, (n > 2), entonces el dlgebra de Lie asociado a un
sistema de raices eliptico simplemente lazado T'(R, G) con A(R) =

A es un cociente de G(q)
Observacion 2.9. La demostracion del teorema anterior se puede consultar

en ([2] Section 6). Para informacion general acerca de sistemas de raices sim-
plemente enlazados, consiltese [16].

Finalmente, se tiene una proposicién que conecta ambas construcciones.

Proposicion 2.10. Eziste un homomorfismo suprayectivo de dlgebras de Lie
graduadas G(q) — N, y por lo tanto un morfismo suprayectivo de dlgebras de
Lie graduadas G(q) — N.

Demostracién. En [2] se demuestra que
v:G(q) = N
€ei —> €l
h; — H;.
es un homomorfismo suprayectivo de dlgebras de Lie. Es claro que este resul-
tado se extiende directamente a N y G(g). Aqui sélo se prueba que ¢ es en

efecto un homomorfismo de algebras de Lie graduadas. Para ello se verifica
que los elementos

BEe,—E_. H;=[E.,—E_.] €N (i <n)

satisfacen las relaciones (R1)-(Roo).
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(R1) Yaque c; —¢; =0 € R°, en vista de (B3) y (B1) se tiene que
H,=E.,—FE_.]=—¢(c;,—c;))mo(c;) = ¢,
por lo que se tiene
[Hi, Hj] = [ei, ¢j] = e(ci ¢j)(cile;)mo(0) = 0
para todo 1, j.
(R2) Sea e = £1. Entonces, en vista de (B2),
[Hi, Eej] = [mo(ci), Eee,;] = €(0,ec))(cilecs) Bee; = €CijEee,
para todo ¢,j y € = £1.
(R3) En vista de (B3) se tiene que
[Eec,s E—cc,] = €(ec;, ecj)mo(ec;) = eH;
para todo 7,5 y € = £1.
(Roo) Si se tiene que Q(Z;:i €)jci;) > 1 es inmediato de (B3) que
[Bercps- s Bepe,, ] = 0.

De esta forma se tiene que el dlgebra N es un cociente de G(q).

17






Capitulo 3

Conexién con las EALAs

Se analiza brevemente la conexién entre los EALAs, la construcciéon de Bor-
cherds y las élgebras G(g). Se prueba un teorema que conecta la construccién
de Borcherds con los EALASs en ciertos casos. Posteriormente, en la seccién 3.2,
se demuestra que siempre es posible obtener un EALA como un cociente de
un algebra C;’(q) Finalmente, se discute la relevancia de estos resultados y se
comenta acerca de la importancia de conseguir ejemplos de EALAs utilizando
métodos similares a los empleados en las construcciones presentadas en este
trabajo.

3.1. Algebras de Borcherds que son un EALA

Una vez que se ha establecido que N es un dlgebra de Lie, se demuestra un
teorema que da una condicién necesaria y suficiente para que esta sea un
algebra de Lie de tipo afin extendido.

Definicién 3.1. Al dlgebra de Lie N se le asocia una forma bilineal
(-,—):NxN—=C
definida por las siguientes reglas:

(ma(f): m-al9)) = (flg)
(mo(f),€) = (& mo(f)) = (£IS)
(By, —E_y) =1
y cero en los demds casos. Es claro que estas reglas en efecto definen una forma
bilineal, ya que (—|—) lo es.
Teorema 3.2. Sea q una forma unitaria conexa no negativa. Entonces el triple

(N, (=, =), Ny) asociado a q es un EALA si y sélo si corrangoq = 0, 1.

19
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Demostracion. Se supone primero que corrangoq = 0,1. Verificamos

que (N, (=, —), Ny) satisface los axiomas (EA1) - (EA5).

(EA1) Se verifica que la forma bilineal (—, —) es no degenerada. Distinguimos
casos:

(i) Sean o € R°\ {0} y f € C". Si (7a(f),7m—a(9)) = (f|g) = 0 para
todo g € C™ entonces f € radg, si corrangoq = 0 entonces f =0
y 7o (f) = 0; si corrangoq = 1 entonces f = ka para algin k € C
y Ta(f) = 0. Esto muestra que (—, —) es no degenerada en este
caso.

(ii) Sea f € C™\ {0}. Entonces existe £ € (rad ¢)* tal que (mo(f),&) =
(&lf) =&(p(f)) # 0.

(iii) Sea ¢ € (rad ¢)*\{0}. Entonces existe a € rad ¢ tal que (¢, m(«)) =
(€lar) = &(a) # 0.

(iv) Sea v € R'. Entonces (E,,—FE_,) =1#0.

Esto muestra que (—,—) es no degenerada. Ahora se verifica que

ademds es invariante. Para ello, recordamos que (z4,23) = 0 siempre

que a+ S # 0. Se observa también que [zq4,28] € Noygsia+B8#0y

[za,zp] € Ny si a+ 8 = 0. Basta entonces analizar los siguiente casos,

yva que en los demés la forma bilineal se anula. Se verifica que la forma
es invariante.

(i) Sean a, 3,7 € R° tales que a+ 3+~ =0y f,g,h € C", entonces
([ma(f), 78(9)], my (R)) = (e(e, B)(f9)Tart (), my (h))
= €(a, B)(flg)(alh) =0
ya que («a|h) = 0.
(ma (), [m8(9), Ty (R)]) = (wa (), €(B,7) (glh)mp4+(B))
=€(B,7)(glh)(f]B) =0
ya que (f[8) = 0.
(i) Sea o € R, f,g € C", y £ € (radq)* entonces
([ma(f), 7—a(9)],€) = ((flg)mo(@), &) = (flg)(&]a)
(ma(f), [7-a(9), &) = (ma(f), (la)m-a(9)) = (El)(flg)
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(iii) Sean &,¢ € (rad ¢)*, entonces
([ﬂ-o(f)vﬂvg) = (ng) =0
(mo(f), 1€, ¢]) = (mo(f),0) =0

(iv) Sean a € R%, v, € R! tales que a+~v+6 =0y f € C", entonces
v+ 6 € RV y se tiene que

([ma(f), By, Es) = (e(a, v)(f17) Batrys Es) = —e(a,7)(fly)

(ma(f): [y, Es]) = (ma(f), (7, 0)my15(7)) = €(7,0)(f]7)
Utilizando (ii) de la Proposicién 2.2 se tiene que —e(a, y) = —e(y+
0,7) = —e€(v,7)e(d,v) = €(v,0), por lo que se da la igualdad.

(v) Sean v,d,¢ € R! tales que y+d+¢ = 0, entonces v+, +¢ € R!
y se tiene que

([E'w EéL Es) = (E('Va 6)E“/+5a EE) = _6(77 6)
(Ey, [Es, E.]) = (Ey,€(0,€)Es4c) = —€(0,¢€)
Utilizando (iii) de la Proposicién 2.2 se tiene que €(7y,0) = €(d +
g,0) = €(d,8)e(e,d) = €(d,¢), y se tiene la igualdad.
(vi) Sean v € R' y £ € (rad ¢)*, entonces
([By, E—4],€) = (=m0(7),€) = —(§1)
(Ey, [E—y,£]) = (By, (§)E-) = =(§1)

Esto muestra que la forma es invariante. Asi, (—, —) tiene las propie-
dades requeridas.

(EA2) Sea H = Ny. H es claramente una subalgebra abeliana de N de dimen-
sién finita. Sea x € N, tal que [h,z] = 0 para todo h € H. Entonces
[&,2] = ({]a)z = 0 para todo £ € (radq)*, por lo tanto o = 0. Esto
muestra que H es igual a su centralizador. Es claro a partir de (B1),
(B2), (B4), y (B5) que ad g h es diagonalizable para todo h € H.

(EA3) Para verificar (EA3), se observa que R = R' U R, por lo que en
este caso R* = R'. Sean v € R' y a € R. Si a € R se tiene que
q(2y + a) = q(27) = 4q(y) = 4, por lo que 27y + o ¢ R. Esto muestra
que (adg E,)?z = 0 para todo x € N,. Si a € R! se distinguen dos
casos:
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(i) Siy+a € R entonces ¢(3y+ a) = q(2v) = 4q(y) = 4, por lo que
37+ a ¢ R. En este caso (ady E,)*z = 0 para todo z € N,,.

(i) Si v+ a € R entonces 1 = ¢(y +a) = B(y + a,v + a) =
B(v,7) + B(y, @) + Bla,7) + B(o,) = 2+ B(v,a) + B(a,7)
por lo que B(vy,a) + B(a,v) = =1 q(2y + @) = B(2y + o, 2y +
a) = B(2v,2v) + B(2vy,a) + B(a,2y) + B(a,a) =5+ B(27,a) +
B(a,2v) =54 2(B(y,a) + B(a,7)) = 3. Entonces 2y 4+ a ¢ R, lo
que muestra que en este caso (ady E,)?z = 0 para todo = € N,,.

Esto muestra que ad gy £, es localmente nilpotente en N.

(EA4) N cumple trivialmente (EA4) ya que R C Z" y Z™ es un subconjunto

discreto de C™ por lo que R es también un subconjunto discreto de
cn.

(EA5) En vista de la Proposicién A.5, R! no se puede descomponer como
unién ajena de conjuntos ortogonales no vacios. Sea o € R, entonces
a+c; € R' y ¢; € R'. Esto muestra que las raices isotrépicas no estdn
aisladas. Por lo tanto R es irreducible.

Se supone ahora que (N, (—, —)", Ny) es un EALA para alguna forma bilineal
(—,—)’. En vista de la Proposicién 1.24, se tiene que

[Ta(f), T—alg)] = (a(f), 7_a(g))'t,, para todo a € R®, f,g € C".

Se recuerda que en vista de (B1)

(o), m—a(9)] = e(a, —a)(lg)mo(a) para todo a € R, f,q € C".

Utilizando que €(a, —a) = 1 para todo a € R?, se tiene que (74(f), 7a(g))’ =
A(flg) para algin A € C y t/, = ump(a) = pv para algin u € C.

Si corrango(q) > 2, sean a,3 € R° linealmente independientes. Entonces
To(B) # 0, pero (mo(8), m—a(f))’ = Malf) = 0 para todo f € C™ (ver Obser-
vacién 2.1). Esto implica que (—, —)" es degenerada, contradiciendo el axioma
(EA1). Por lo tanto se debe tener corrango(q) = 0, 1. O
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3.2. EALAs y las dlgebras é(q)

Se describe la relacion entre las algebras é(q) y las algebras de Lie de tipo
afin extendido. Se demuestra que siempre es posible obtener un EALA como
cociente de un algebra G(q).

Sea ¢ : Z" — Z una forma unitaria conexa positiva semidefinida. Utilizando la
forma bilineal de la Definicién 3.1 se puede definir una forma bilineal en G(q)
con la siguiente convencion:

(1) (,y) := (z + Io,y + L) para todo z,y € G(q),

donde Iy es un ideal de G(q) tal que N ~ G(q)/Iy y la forma bilineal de la
derecha denota la forma bilineal de la Definicién 3.1. Es claro que esta forma
bilineal es simétrica e invariante, ya que la forma bilineal de la derecha lo es
(ver demostracién del Teorema 3.2).

Observacién 3.3. La forma bilineal (1) es degenerada siempre que Iy # 0,
ya que

(x,—) =0 para todo x € Ij.
Ademds, se tiene que IyN H = 0.

La siguiente proposicién muestra que, salvo en (rad¢)* x (rad ¢)*, la forma
bilineal (1) es la tnica forma bilineal simétrica e invariante en G(q) hasta un
multiplo escalar.

Proposicién 3.4. Sea (—, —) :~C~¥(q) x G(q) = C una forma bilineal simétrica,
invariante y no degenerada en H. Entonces (—, —)| gy : HxH — C debe ser
un multiplo de la forma bilineal dada por las siguientes reglas (ver Definicion
3.1):
(hilh;) =cf Cc; para todo h € H,
(€/hs) =€p(ci) para todo h € H, £ € (radq)",

donde {c;} es la base candnica de Z™ y C € Z"*™ es la matriz casi-Cartan de q.

Mas ain, (—, _)|é(q)>5G(q) : G(q) xG(q) — C estd completamente determinada

por su restriccion a H x H.

Demostracién. Se demuestra primero que (—, —)| 7, 5 s un multiplo de
la forma bilineal (—|—). De la Proposicién 1.24 y (R3) se sigue que

(ez‘,(ffi) =\
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para algin \; € C\ {0}. Por otro lado, de la Proposicién 1.24 y (R2) se tiene
que

(hishi)l g =i lejoe—iD) gun
:([hi7 ej}v e*j)
=Cij(ej,e—5)
=\i(hilhy).

Cambiando los papeles de h;, h; se tiene también que A; = X; = X € C.
Finalmente, dado £ € (rad ¢)* se tiene que

(€a hi)lﬁxH :(57 [eiv efi])‘ﬁxH

:([Ev ei]v e—i)
=¢p(ci)(eise—i)
=A(&lhi)-
Esto muestra que (—, —)| g5 = A(—|—-).
Se demuestra ahora que (—, —) |G(q) < G(q) est4 completamente determinada por

su restriccién a H x H. Sean a € Ry .o € G(q).o. Entonces, dado que (—, —)
es invariante y (tq,to) = 1 se tiene que

(a,Z—a) = (ta, [Zar T—a)) oy

donde t, € H es el tinico elemento tal que (to,h) = a(h) para todo h € H.
Mientras que para a € R y 2., € G(q)cq se tiene que

(Ta, T—a) = (o, [xmx,a])\ng

donde &, € (rad ¢)* es tal que £,(a) = 1. Esto muestra que la forma bilineal
(= e xa(q) estéd completamente determinada por su restriccion a H x H
(ver Lema 1.22). O

Proposicién 3.5. Sea B(—,—) : G(q) x G(¢q) — C una forma bilineal simétri-
ca, invariante y no degenerada en H. Ademds, sean m : G(q) — (rad q)* la pro-
yeccion sobre (rad q)* como sumando directo de G(q) y T : (rad ¢)* x (rad ¢)* —
C cualquier forma bilineal simétrica. Entonces B' := B+ T o (m X 7) es una
forma bilineal simétrica, invariante y no degenerada en H.
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Demostracion. Es claro que la forma T es bilineal y simétrica. Se verifica
que es invariante. Sean &, (,n € (rad ¢)*, z,y, 2 € G(q). Entonces

B'(x+&[y+Cz+mn)=B'(z+& [y, 2] + [y,n] +[C, 2] + [¢,m])
=B'(z+& [y, 2] + ly.n] + (¢, 2])
=Bz +&[y+¢2+n)
=B([z+&y+ (]2 +n)
=B'([x+&y+ ¢,z +m).
Se observa que 7(z) = 0 para todo x € G(q), por lo que T'(wx7)(z, —) = 0 para
todo z € G(q). Finalmente, se verifica ahora que B'(—, —) es no degenerada
en H. Sean h € Hy ¢ € (radg)*. Dado que B(z +&,—)|g : H — C es no
degenerada, y que B(x +&,—)|g = B'(x + &, —)|u se tiene que B'(—, —) es no

degenerada en todo H. Esto concluye la prueba. O

Observacion 3.6. Las Proposiciones 3.4 y 3.5 muestran que la forma bilineal
esta determinada por su restriccion a H x H salvo en (rad ¢)* x (rad q)*, donde
no se tiene control sobre la forma. Por simplicidad, se supondrd que

(£,¢) = 0 para todo &,¢ € (rad q)*.

Observamos que la forma bilineal (—|—) de la Observacién 3.4 coincide en H
con la forma bilineal de Ny de la Definicién 3.1. A continuacién se demuestra
que el algebra é(q) verifica casi todos los axiomas de algebra de Lie de tipo
afin extendido:

Proposicion 3.7. Sea q una forma unitaria conexa positiva semi-definida.

Entonces el triple (G(q), H, (—, —)) verifica los aziomas (EA2)-(EAS5), donde
(=, —) es la forma bilineal (1).

Demostracion.

(EA2) La subdlgebra H es una subalgebra abeliana de dimensién finita de
G(q) (ver [2] Corollary 2.3) y se verifica que H es igual a su cen-
tralizador de manera similar que para N. Dada la descomposicién en
espacios de raices de é(q) con respecto a H se tiene que adé(q) h es

diagonalizable para todo h € H.

(EA3) Se sigue del Lema 1.21 que (adg,) Zy)"Ya € G(¢)ny+a- Dado que
f(n) = q(ny+ a) es un polinomio que sélo toma valores no negativos,
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para n suficientemente grande se tiene que g(ny + a) > 1, por lo que
G(@nyta =0.

(EA4) R C Z™ es ciertamente un subconjunto discreto en C™.

(EA5) Se sigue de la Proposicién A.5 que R! no se puede descomponer como
unién ajena de conjuntos ortogonales no vacios. Dado o € R° se tiene
que g(a + ¢;) = q(c;) = 1 por lo que a + ¢; € R!. Esto muestra que
G(q) es irreducible respecto a H. O

Observacién 3.8. G(q) es un EALA si y sélo si G(¢q) ~ N y corrangoq =
0,1. En general, para obtener un EALA como cociente de un dlgebra é(q)
es necesario factorizar un ideal que contenga a I (ver Observacion 3.3). Es
decir, para obtener un EALA como un cociente de un dlgebra é(q) es mecesario
obtener un EALA como un cociente de N.

Los siguientes resultados proporcionan una manera estdandar de construir un
cociente adecuado. Se hace un cociente de G(g) por un ideal natural I (ver
Proposicién 3.12), y se demuestra que este cociente resulta ser un EALA.
Posteriormente, utilizando la relacién entre las dlgebras G @y N , se demuestra

que el ideal I es de hecho el tnico ideal maximal de G(q) respecto a I N H =
0.

Lema 3.9. Sea J un ideal de G(q). Entonces
J= NG
a€ER

Observacion 3.10. El lema anterior es vdlido en general para mddulos sobre
un dlgebra de Lie H abeliana de dimension finita con una descomposicion
en espacios de raices con respecto a H cambiando ideal por submoédulo. La
demostracion se puede consultar en (5] Lemma 14.12).

Corolario 3.11. Sea g una forma unitaria conexa positiva semi-definida. En-
tonces el triple (G(q)/J, H,(—,—)) verifica los axiomas (EA2)-(EA5), donde

I={zecG(q): (z,~-)=0}
y J C I es un ideal de G(q).

Demostracién. Es claro que G(q)/J verifica los axiomas (EA3)-(EA5).
De la descomposicién en espacios de raices de G(gq), del Lema 3.9, y de que
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JNH = 0 se tiene que G (q)/J se descompone también en espacios raices, por
lo que adg,), () es diagonalizable para todo h € H. Falta demostrar que H

es igual a su centralizador. Sea z + J € C’ Q)/ J(H + J) entonces
[+ J,h+J = [x,h] +J = J para todo h € H.

Entonces se tiene que [z,h] € J para todo h € H. Sea x = 3. x4 con 4 €

é(q)a Entonces, en vista de que para todo a # 0 existe h, € H tal que
alhe) # 0y de que [zq,ha] = —a(ha)zq € J (ver Lema 3.9), se tiene que
o € J para todo a # 0. Por lo tanto z+.J € H +.J. Esto muestra que G(q)/.J
verifica el axioma (EA2). O

Proposicién 3.12. Sean L un C-dlgebra de Lie y (—,—) una forma bilineal
simétrica e invariante. Entonces

I={zx€elL:(z,—)=0}

es un ideal de L.

Demostracién. Sean z € I, y,z € L. Entonces

([zy], z) = (z,[yz]) =0

ya que x € . O

El siguiente teorema muestra la conexién entre las algebras G (¢) y los EALAs,
a saber, que siempre es posible pasar de G(¢) a un EALA haciendo un cociente
de G(g) por un ideal adecuado.

Teorema 3.13. Sea q una forma unitaria conexa positiva semi-definida. En-
tonces el triple (G(q)/I, H,(—,—)), donde

I={zxel:(zx,—)=0}
es un FALA.

Demostracién. En vista de la proposicién 3.12, G(q)/I es un élgebra de
Lie. Sigue de la Proposicién 3.7 que G(q)/I verifica los axiomas (EA2)-(EAS5).
Se afirma que la forma bilineal simétrica e invariante de G(q) desciende a una
forma bilineal con las mismas propiedades. En efecto, se define

(2) (x+1I,y+ 1) = (z,y) para todo z,y € G(q).



28 3. CONEXION CON LAS EALAS

La forma bilineal (2) estd bien definida ya que
(z+2"y+y) = (z,9)+ (@¢) + (@) + (2",y) =0

para todo z,y € é(q) y para todo ',y € I. Es claro que la forma (2) es
simétrica e invariante. Es también claro de la definicién que la forma (2) es no
degenerada en G(q). Esto muestra que G(q) verifica el axioma (EA1) y es por
tanto un EALA. O

Proposicion 3.14. El dlgebra de Lie é(q) contiene un unico tdeal J mazimal
con respecto a J N H = 0.

Demostracién. Sea I un ideal de G(g) tal que I N H = 0. Se sigue de la
Proposicién 1.20 y la Proposicién 3.9 que

I= @ NG

a€R\{0}

Sea .J el ideal generado por todos los ideales I con I N H = 0. Es claro que
J C @Daer joy G(@)a ¥ que es el tnico ideal de G(g) maximal con respecto a

JNH. O

Observacién 3.15. Un resultado andlogo es cierto para el dlgebra N.

Proposicién 3.16. Sea J el tnico ideal de N respecto a J N Ny = 0. Si
corrango g > 0, se elige B una base de rad q. Entonces J coincide con el ideal
K de N generado por el siguiente conjunto:

X ={r.(B) €N :a,B€B,a#p}

Mas aun, X es una base como C-espacio vectorial de J.

Demostracion. Supéngase que K no es maximal respecto a KN Ny = 0.
Entonces existe I un ideal de N tal que I N Ny =0y con K C I. Entonces se
tiene que

I=UunN).
a€ER

(ver Proposicién 3.9). Sean a € R, a # 0,y x € I N N, = # 0, tales que
x ¢ K. Se distinguen dos casos:
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(i) Si @ € R! entonces © = AE, para algin A € C. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que A = 1. Entonces, en vista de (B3)
se tiene que

[E_q, Eo] = —Amo(a) € N\ {0}
Dado que I es un ideal se tiene que I N N = 0, una contradiccién.

(ii) Si a € RY entonces x = 7, (f) para algiin f € C" con «, f linealmente
independientes. Entonces, en vista de (B1) se tiene que

[7—a(9):ma(f)] = (g]F)mo(@) € No.
Dado que = ¢ K (en particular f ¢ radg), existe g € C" tal que
(gf) # 0; para tal g se tiene que [1_a(g), ma(f)] € No \ {0}. Por lo
que I N Ny # 0 en este caso también se tiene que I N Ny # 0, de nuevo
una contradiccion.

Esto muestra que J coincide con K el ideal generado por el conjunto X. Es
claro que X es una base de J. U

Observacion 3.17. En los casos en que corrangoq = 0,1 se tiene que X = 0,
por lo que J = 0. Esto se debe a que en esos casos N es ya un dlgebra de Lie
de tipo afin extendido.

Con el siguiente resultado se obtiene una descripcién completa del ideal I del
Teorema 3.13.

Corolario 3.18. El ideal I de G(q) del Teorema 3.13 es mazimal respecto a
INH=0.

Demostracion. Supongamos que el ideal I no es maximal respecto a
I'NH = 0. Entonces existe I’ un ideal de G(q) tal que I C I' y I' N H = 0.
Entonces I + Iy C I’ + Iy son ideales de N ~ é(q)/[o con (I +1Ip)N Ny =
0,(I' + Iy) N Ny = 0. Basta demostrar que I + Iy = J (ver Proposicién 3.16)
para obtener una contradiccién, ya que J es maximal respecto a J N H = 0.
Por la maximalidad de J basta ver que J C I + Iy. Sea m,(5) € J entonces
existe x € é(q) tal que 7, (8) =  + Iy. De lo anterior se sigue que

(Ia 7) = ($+Io,7) = (WG(B%*) =0,

por lo que x € I. Esto concluye la prueba O
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Observacion 3.19. Las Proposiciones 3.16 y 8.14 muestran que la construc-
cion presentada en el Teorema 3.13 es similar a la construccion de las dlgebras
de Kac-Moody (ver [5]).

3.3. Comentario final

Como se menciona en la Introduccion, el objetivo del presente trabajo es mos-
trar la conexidon que existe entre las formas cuadraticas y la teoria de las
algebras de Lie. En particular, se busca encontrar una descripcion de alguna
clase amplia de élgebras de Lie, en este caso los EALAs, a través de formas
cuadraticas. Se pueden encontrar varios ejemplos de EALAs que no son &lge-
bras de Lie de tipo finito o algebras de Kac-Moody afines (ver, [1] Chapter
III). El lector podra constatar que estos ejemplos no son de ninguna manera
elementales.

Si bien una de las ventajas del tratamiento axiomatico de los EALASs es que el
estudio tedrico de ellos se facilita, una gran desventaja es el nivel de abstraccion
y de conocimientos necesarios que se requieren para acceder a construcciones
y ejemplos no elementales. Una ventaja de poder caracterizar a los EALAs (o
a una buena parte de ellos) por medio de formas cuadréticas es que el cardcter
combinatorio de éstas facilita la creacion de ejemplos y la comprension de la
estructura de los EALAs mismos.

Previo al inicio de este trabajo, se sabia ya que los tipos de dlgebras de Lie que
aparecen en el Teorema 2.8, cuando corrangoq = 0,1, son ademaés ejemplos
de dlgebras de Lie de tipo afin extendido (ver [1] Remark 1.34). Este teorema
muestra la fuerte conexion que existe entre las algebras é(q) v las EALAs,
ademas de mostrar que esta construccién brinda un nuevo punto de vista de
los tipos de algebras de Lie méas conocidos.

La conjetura inicial fue que las dlgebras G(q) eran siempre EALAs, sin em-
bargo la dificultad para construir una forma bilineal simétrica, invariante y no
degenerada en G(q) sugiri6 la falsedad de esta conjetura. Se buscd entonces
obtener EALAs como cocientes de algebras G(q). Se sabia de ([2] Proposi-
tion 2.2) que las dlgebras de Borcherds N se podian obtener como cocientes
de dlgebras G(q). Se obtuvo entonces un resultado completo que relaciona las
4lgebras de Borcherds con los EALAs, a saber, que el dlgebra N es un EALA
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si y sélo si el corrango de la forma cuadrética g es 0 6 1, (ver 3.2). Se logré de-
mostrar que siempre es posible obtener un EALA como cociente de un élgebra
G(q) (ver Teorema 3.13).

En conclusién, se logré construir una familia de ejemplos de EALAs, clasificada
por el tipo de Dynkin de ¢ y el corrango de gq.






Apéndice A
Formas Cuadraticas

Este apéndice fue tomado de [3]. Se introducen algunos conceptos y resulta-
dos acerca de formas cuadraticas que seran utilizados a lo largo del presente
trabajo.

Sea ¢ : Z" — Z una forma cuadratica (entera) de la forma

n
9(@) =D gwi+ Y gy
i=1

1<j
se dice que ¢ es una forma unitaria (resp. semi-unitaria) si ¢; = 1 (resp.
gi = 0,1) para todo 1 < i < n. Se dice que g es positiva semi-definida si
g(x) > 0 para todo x € Z. Se define la forma polar de ¢ como
q(z,y) = q(z +y) — q(z) — q(y).
Se observa que g(—,—) es una forma bilineal simétrica, y que hay una clara
relacién entre la forma cuadratica ¢ y la forma polar asociada dada por

S0l ) = 3 (a(20) — a(x) — (x) = 3 (4a(x) — 20(x) = 4(a)

Definiciéon A.1. Se define el radical de ¢ como
radg={x €Z": q(z,—) =0}

Claramenterad ¢ C ¢~*(0). También, se define el corrango de q como corrango q =
rango(rad q).

Proposicion A.2. Sea q : Z™ — Z una forma unitaria positiva semi-definida.
Entonces
—2 < g5 <2 para todo i < j.

Demostracién. Supdnganse que q es positiva semi-definida y que existen
indices @ < j tales que |g;;| > 2, entonces q(¢; +¢j) =2+ ¢;; < 0si¢g;; < —2

33
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0 q(ci —¢j) =2—qy; < 0sigy > 2, lo que contradice que ¢ es positiva
semi-definida. Asi, no pueden existir tales indices. O

El resultado anterior se puede ampliar para caracterizar las formas cuadréticas
unitarias positivas semi-definidas. La demostraciéon del teorema anterior se
puede consultar en [3].

Teorema A.3. Sea q: Z" — 7Z una forma cuadrdtica unitaria. Entonces q es
no negativa si y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) —2 < gi; <2 para todo i < j.

(ii) Para todo v € Z™ tal que q(v) =0 se tiene que q(v,—) = 0.

A una forma unitaria ¢ se le asocia una bigrafica que tiene vértices {1,...,n}
y |gi;| aristas sélidas (resp. punteadas) entre ¢ y j si ¢;; < 0 (resp. ¢;; > 0).
Se dice que ¢ es conexa si esta bigrifica es conexa. Dada una grafica A se
considera la forma semi-unitaria ga con bigrafica A.

Observacion A.4. La demostracion del teorema anterior se puede consultar
en [3].

Proposicién A.5. Sea q una forma unitaria coneza. Entonces R* = ¢=*(1)
no se puede descomponer en una union ajena de subconjuntos ajenos Ry, Ro
no vacios tales que q(Ry, Ry) = 0.

Demostracién. Se muestra primero que {¢;} no se puede descomponer
de dicha forma. Supongamos que Rj, R son subconjuntos de {c¢;} ajenos no
vacios tales que {¢;} = R1 U Ry y q(R1,R2) = 0. Dado que g(¢;, ¢j) = g5 se
tiene que ¢;; = 0 para todo ¢; € Ry,¢; € Ra, es decir, Ay = {i : ¢; € R1}
y Ao = {j : ¢; € Ry} es una particién disconexa de A, lo que contradice la
conexidad de ¢. Es claro que no puede existir a € R* con ¢(a, ¢;) para todo i,
ya que entonces

Q(a7 _) = 07
lo cual es imposible. O

Teorema A.6. Sea q:7Z" — Z una forma semi-unitaria no negativa. Enton-
ces existe una transformacion Z-invertible T : Z™ — 7 tal que

qT(z1, ... xn) = qa(T1, - Tn—e),
donde ¢ = corrangoq y A es un diagrama de Dynkin (ver Apéndice B) deter-
minado por q. A A se le llama el tipo de Dynkin de q.
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Observacién A.7. La demostracion se puede consultar en [3].
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Apéndice B

Diagramas de Dynkin

Se presenta la lista completa de los diagramas de Dynkin conexos. Se observa
que dado que los diagramas Bs, Fy, G2 son simétricos, no importa hacia que
lado apunta la flecha. Los diagramas de Dynkin tienen varias aplicaciones, por
ejemplo, son utilizados para clasificar los sistemas de raices irreducibles y con
estos clasificar las algebras de Lie semi-simples. Para un desarrollo detallado de
estas aplicaciones se pueden consultar [5] y [8]. Los diagramas fueron realizados
utilizando el programa de A. Spiridonov que se puede encontrar en [20].

Al AQ Ag A4 AS
Oo==0 O—0==0 O—O0—0==0 O—0—0—0=>=0
B B3 B, Bs
O0—0==0 0—0—0==0 0—0—0—0=<=0
Cs Cu Cs
D4 ]D)5 ]D)f)‘
Eq E7 Es
0—0==0—0
Fy
o==0
G
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