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Introduccion

Una compania de seguros representa un objeto de estudio muy interesante
y complejo, el cual ha sido trabajado ampliamente por la teoria de riesgo.
Existe una infinidad de factores a tomar en cuenta para las decisiones que la
compania debe tomar; por ejemplo, el tipo de siniestros que se esté cubriendo,
el monto que se debera cobrar por concepto de primas, la existencia de un
contrato de reaseguro, entre otros.

Todos estos factores son determinantes en la forma de operar de la com-
pania y las decisiones antes mencionadas representan distintos problemas que
la misma debe enfrentar. Dada toda esta complejidad, nosotros solo nos en-
focaremos en plantear un modelo que emule el comportamiento de la reserva
y con él poder tener un indicador de la solvencia de la compania aseguradora.

En este trabajo nos enfocaremos en el problema de que la reserva de la
compania se haga negativa, lo que denominaremos por ruina. La reserva es
funcién de distintos factores, es decir

U (tiempo) = U(tiempo ; Capital inicial, Monto de primas, Magnitud de
siniestros, Frecuencia de siniestros, Nimero
de asegurados, ...),
donde U representa a la reserva.

El planteamiento més bésico (sin ser descabellado) seria plantear a la
reserva en el tiempo ¢ € R, como

U(t) = Capital inicial + Entradas(t) — Salidas(t),

donde Entradas(t) y Salidas(t) representan las entradas y las salidas al mo-
mento ¢ respectivamente.

Como ya hemos mencionado existen muchisimas consideraciones, por lo
cual, nosotros nos enfocaremos en una compania aseguradora que cumpla
con las siguientes hipotesis:



= Las entradas seran deterministas. Esta hipdtesis la hacemos pensando
que nuestra compania cubre a suficientes asegurados como para que las
entradas que recibe por concepto de primas se puedan considerar como
deterministas; es decir, podemos escribir a las entradas como

Entradas(t) = ct,

donde ¢ representa el monto de primas que se percibe por unidad de
tiempo.

» Las salidas durante lapsos separados del mismo tamano son independi-
entes e identicamente distribuidas. Esta suposicion la hacemos no sélo
por el hecho de que matematicamente facilita los calculos sino también
para que se aplique al seguro de danos; es decir estamos pensando en
seguros intemporales, los cuales no cambiaran sus cararacteristicas du-
rante el tiempo. El modelo que estamos planteando no es 1til para los
seguros de vida ya que esta hipétesis no se cumple.!

Dada la tltima hipotesis, las salidas de la compania quedan forzosamente
determinadas por un proceso Poisson, ya que ésta suposicion encierra que
la distribucion de los siniestros tenga pérdida de memoria. Esto nos lleva a
utilizar el modelo Cramér-Lundberg el cual plantea que la reserva de una
compania de seguros al tiempo t puede ser modelada por

U(t):=x+ct—S(t) parate R,

donde x representa el capital inicial, ¢ representa al monto obtenido por
concepto de primas por unidad de tiempo y S(t¢) es el monto a pagar por
concepto de reclamos, definido por

N(t)
k=1

donde N (t) es un proceso Poisson y &, &, ... son variables aletorias que rep-
resentan los montos de los siniestros ocurridos.

En este trabajo nos enfocaremos en siniestros cuya distribucién sea de cola
pesada, ya que consideramos fenémenos de escasa ocurrencia cuya aparicion
causa cambios drasticos en el entorno. Este tipo de fenémenos tiene la carac-
teristica de que aun cuando su probabilidad es pequena, su ocurrencia es lo

'En los seguros de vida el tiempo cambia la distribucién de los siniestros; por ejemplo,
no es igual el seguro de vida para un nino que para un adulto.



suficientemente importante para tomarlos en cuenta.

El pedir que la reserva sea positiva es fundamental para el correcto fun-
cionamiento de la compania de seguros por lo que existen diferentes norma-
tividades, creadas por los organos regulatorios de las companias de seguros
que estipulan esta condicion como obligatoria. Por esta razon plantearemos
a la ruina como el evento de que la reserva se haga negativa

Ruina = {U(t) < 0 para alguna t > 0}

y estamos interesados en cudl es la probabilidad de que ésta ocurra. En nu-
estro estudio planteamos a la probabilidad de ruina como funcién del capital
inicial, lo cual es equivalente a denotar a la probabilidad de ruina por

Y(x):=P[U(t) <0 paraalgin ¢t >0|U(0) =z].

Nos enfocaremos entonces en el estudio del comportamiento de 1 (z), en
especial, para que valores de = ésta se hace pequena. Al observar el compor-
tamiento de v (z) para valores grandes de = surge el problema de que ¥(x)
es pequena lo cual nos hara abordar la teoria de eventos raros.

Esta ultima ecuacion es dificil de manejar por todos los factores consi-
derados en el proceso U(t). Es entonces necesario replantearla en términos
mas practicos; es decir, buscamos formas de plantear a la probabilidad de
ruina tales que nos faciliten su estudio. Este tipo de replanteamientos los
haremos por medio de reescribir a la probabilidad de ruina a través de dis-
tintas ecuaciones entre las cuales destaca ponerla en términos de una ecuacion
integro-diferencial de la forma

¥a) = 20w) =5 [ e~ y)aF ).

c c Jo

donde §(x) = 1 —1(x). Esto sigue sin resolver el problema de encontrar una
expresion analitica para la probabilidad de ruina, ya que sélo en el caso de
que la distribucion de los siniestros sea exponencial tendremos una solucién
explicita.

Otra forma de expresar a la probabilidad de ruina es a través de la férmula
de Pollaczek-Khinchin

o0

P _
0(z) = —— 1+ "EE ara x>0
0= 5, 0w



la cual tiene matematicamente la virtud de plantearla en términos de una
suma aleatoria ya que la ecuacion anterior equivale a

1/}(5(]) ZP[SM > ZE],
donde

1 —

M x
SM:ZIXZ- M ~ geo (%) XNFI(x):m/O Fe(x)d.

Estas ecuaciones a pesar de que no expresan de manera analitica a la
probabilidad de ruina, serdn la base para poder aproximar su valor.

Dado que no tenemos expresiones analiticas para la probabilidad de ruina
es conveniente analizar su comportamiento a través de diversas cotas. Entre
ellas destaca la cota de Lundberg

P(x) <e .

La desventaja es que esta cota no existe cuando la distribucién de los
reclamos es de cola pesada. En cambio podemos utilizar tanto la cota su-
perior como la cota inferior de Panjer en estos casos, las cuales se basan
en discretizar la distribucion de los siniestros. La desventaja de las cotas de
Panjer es que para valores grandes del capital inicial requieren de un niimero
inmenso de operaciones lo cual imposibilita su calculo.

Al no lograr tener una expresién analitica con la cual calcular la proba-
bilidad de ruina se requieren entonces métodos que nos aproximen su valor.
Para lograr estas aproximaciones utilizaremos la simulacién por el método
de Monte Carlo como principal herramienta. Este método se basa en simular
R variables aleatorias Z tales que E [Z] = (, donde ( es el valor que estamos
buscando y utilizar a

como estimador de (.

Surgen entonces las preguntas:

’ ¢ Que tan eficientes son nuestros estimadores? ‘




Para responderla es importante observar el intervalo de confianza de nues-
tros estimadores. Por el teorema central del limite tenemos que para R grande
el intervalo de confianza alrededor de ( al cual ( pertenece con probabilidad
(1 — a) esta dado por

(0= s1an T san )
-z —Q = z — T = 9
1—a/2 \/}—% 1—cr/2 \/}—%

donde z1_, es el cuantil (1 — @) de una distribucién normal esténdar y oz
representa la desviacion estandar de nuestro estimador. Por lo tanto una
cantidad que se puede tomar como medida de dispersion es

S/VR

—~ P

¢

donde S representa al estimador insesgado de la varianza. Esta ecuacion para
R grande convege al error relativo del estimador (, definido por

-~

Var(Q)
Entonces queremos lograr que el error relativo de nuestros estimadores
sea pequeno para asi lograr que nuestro intervalo de confianza se reduzca.

E =

s Como se puede mejorar la simulacion, si se requiere
que los estimadores cumplan con ciertos criterios de error?

Para responderla veamos qué problemas existen al simular la probabilidad
de ruina por medio del método de Monte Carlo:

1. El método de Monte Carlo no se puede aplicar de manera directa para
aproximar la probabilidad de ruina utilizando el proceso U(t), ya que
implicarfa simular un proceso durante un tiempo infinito?, lo cual es
computacionalmente imposible; es decir, si uno tuviera un algoritmo
que simulara el proceso de ruina, cada simulaciéon podria ser detenida
s6lo si existiera la ruina pues en caso contrario nada garantizaria que
al detener la simulacion en un tiempo finito la ruina no ocurriera en un
tiempo posterior.

2Esto pasa porque el evento ruina lo definimos para un horizonte infinito.



2. Supongamos que podemos simular de manera adecuada la probabili-
dad de ruina pero que el resultado de nuestras simulaciones solo son
cero si en la simulacién hubo ruina o uno en caso de no haber; es de-
cir, el resultado de nuestras simulaciones son Z ~ Ber(i(x)). Como
ya hemos mencionado queremos conocer el comportamiento de ¢ (x)
cuando toma valores pequenos lo cual implica que estamos trabajando
con probabilidades pequenas, entonces es importante tener un intervalo
de confianza similarmente pequeno. El tamano de este intervalo tiene
una relacion directa con el error relativo, el cual esta dado por

_ VU@ —¢()/R
h(x) '

3

Por como fue planteada la probabilidad de ruina tenemos que ¢ (z) — 0
cuando x — oo, lo cual implica

1
e ———— — 00 cuando 1z — 0.

Rp(x)

Este es un grave problema ya que nosotros queremos estimadores cuyo
intervalo de confianza sea pequeno.

Para resolver el primer problema utilizaremos la formula de Pollaczek-
Khinchin la cual nos permite aproximar la probabilidad de ruina por medio
de la simulacién de una suma geométrica, lo que es computacionalmente sen-
cillo.

Para resolver el segundo problema daremos una breve introduccién a la
simulacién de eventos raros donde definimos un evento raro como A(z), el
cual cumple que P [A(z)] — 0 cuando z — oo. Este tipo de teoria nos es nece-
saria ya que el comportamiento de la probabilidad de ruina cumple ¢(z) — 0
cuando x — oo. Expondremos los diversos problemas que este tipo de simu-
lacién plantea asi como las distintas técnicas para hacerles frente.

Existen dos caminos para reducir el error relativo de nuestras estima-
ciones, ya sea generando un mayor nimero de simulaciones o reduciendo la
varianza de nuestro estimador. En el planteamiento de los eventos raros, es
inapropiado el intentar hacer un mayor nimero de simulaciones para lograr
reducir este tipo de error. Se requieren entonces métodos de reduccion de
varianza para lograr simular de manera adecuada a la probabilidad de ruina.



Estos métodos utilizan informacién a priori del valor estimado para asi mejo-
rar las simulaciones.

Existen diversos criterios para mostrar qué tan eficientes son los esti-
madores, nosotros nos enfocaremos en los que impliquen un buen compor-

tamiento de los errores relativos. Por ejemplo, se dice que un estimador {(x)
tiene error relativo acotado si

~

Var((z)
limsup ———— < o0 1
Py W
el cual nos dice que el error relativo del estimador nunca pasa de cierta can-
tidad?, lo cual es una propiedad sumamente apreciada.

Es dificil obtener estimadores con error relativo acotado, ya que (en caso
de existir) las hipétesis que requieren son muy restrictivas. Por lo tanto en
este trabajo estudiaremos un algoritmo que cumple con un criterio menos
restrictivo, eficiencia logaritmica, el cual pide que los estimadores cumplan

~

i Var((x)
imsup ——=— =
z—oo  ((x)%7E
Se puede observar que éste es un criterio menos estricto que el anterior
(de hecho error relativo acotado implica eficiencia logaritmica).

Al final de este trabajo exhibiremos los resultados que hemos obtenido
al comparar nuestras estimaciones con las diferentes cotas y aproximaciones
que existen para la probabilidad de ruina.

3Hay que observar el parecido entre esta ecuacién y el error relativo.



Capitulo 1

El modelo de Cramér-Lundberg
y la probabilidad de ruina

1.1. Introduccién a conceptos

En este capitulo daremos una breve introducién a la notacién y termi-
nologia que se utilizara durante este trabajo al igual que se plantearan dis-
tintos modelos junto con sus interpretaciones e implicaciones. La motivacion
de nuestro estudio es el poder ponderar la solvencia de una compania de
seguros. Para poder estimar esta solvencia un factor importante es el com-
portamiento de la reserva de la compania, ya que para empezar si ésta se
hace cero o negativa es equivalente a que la compania se arruine o que por
lo menos entre en una etapa de ruina. Ademas existen normatividades las
cuales exigen que las companias de seguros al comenzar sus operaciones ten-
gan cierto capital (capital inicial) para poder garantizar, con cierto grado de
confianza, los pagos a los asegurados que sufran un siniestro. Por lo tanto
tenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.1.1. Denotaremos por {U(t) }i>0 a la reserva de la compania
al tiempo t. Para t = 0 nombraremos a x = U(0) como la reserva inicial de
la compania.

Nos enfocaremos en estudiar el cambio que experimenta la reserva a lo
largo del tiempo visto como un proceso aleatorio, que depende de la reserva
con la que inicia. Dicho en otras palabras, modelaremos el proceso de la
reserva como un proceso estocdstico que es funcion del capital inicial de la
compania. Se estudiard entonces el capital inicial que la compania deberia
tener para poder hacer que éste junto con las primas recibidas logren hacer,
con cierto grado de confianza, frente a los reclamos efectuados.
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El grado de confianza para garantizar el pago a los asegurados lo medi-
remos por medio de la probabilidad de ruina, lo cual nos otorga una nocién
de qué tan solvente es la compania. Por ejemplo si conocemos cudl es la
probabilidad de ruina de cierta compania de seguros podriamos analizar si
conviene o no invertir en ella (en el caso de ser inversionistas) o qué tipo de
cambios hacer para disminuir esta probabilidad (si es que ya formamos parte
de la compania). Lo anterior nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.2. Denotaremos por (x) a la probabilidad de ruina (a ho-
rizonte infinito) cuando se tiene un capital inicial x, definida por

W(z) =P {infU(t) < o] —P {ggv@) <0 | UO0) =z|. (1.1)

>0

Observaciéon 1.1.1. La razon por la cual se le nombra como probabilidad
de ruina a horizonte infinito es que existen otros estudios donde se considera
la probabilidad de que la reserva se haga negativa durante un intervalo finito
la cual se define como la probabilidad de ruina antes del tiempo T € R, o
probabilidad de ruina en horizonte finito y se determina por

Yz, T):=P [ inf U(t) <0 (1.2)

0<t<T } '

Como este trabajo se centra en el estudio de la probabilidad de ruina a ho-
rizonte infinito, tendremos la convencion de nombrar como probabilidad de
ruina a la probabilidad de ruina en horizonte infinito.

Definicién 1.1.3. Definimos el tiempo de ruina 7(x), como el primer mo-
mento cuando la reserva se vuelve negativa dado un capital inicial x; es decir

T(x) :=f{t >0 |U(t) <0}. (1.3)

Entonces 7 := 7(z) es una v.a. la cual, dependiendo de las propiedades
del modelo, podria tomar el valor co con probabilidad positiva; es decir, que
el rango de 7 es [0, c0].

Utilizando estas definiciones, tenemos la siguiente expresion para la pro-
babilidad de ruina

U(x) =P < o0 (1.4)

Esta tltima expresion nos permite exhibir a la probabilidad de ruina en
terminos de la variable aleatoria 7 (que es el formato mas usual para expresar
probabilidades), la cual utilizaremos ampliamente durante nuestro estudio.
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1.2. El modelo de Cramér-Lundberg

Estudiaremos un modelo béasico para una compania de seguros en donde
el pago de las primas y el capital incial serdn deterministas mientras que el
nimero de siniestros y el monto de cada uno sera aleatorio. Estas suposi-
ciones las podemos hacer dado que estamos pensando que tenemos una gran
cantidad de asegurados, por lo cual, aunque una parte de éstos deje el con-
trato de seguro (ya sea por algun siniestro que le ocurra o por algin otro
motivo) esta disminucién en el pago de las primas no serd significativa y por
lo tanto se considerara constante. El capital inicial sera nuestra variable in-
dependiente, para ver qué cambios existen en la probabilidad de ruina al ir
cambiando este valor. Estudiaremos el siguiente modelo:

U(t):=x+ct—S(t) parateR, (1.5)

En donde se tendra que U(t) es el capital de la empresa al tiempo ¢t € R,
x es el capital inicial, ¢ es el monto obtenido por concepto de primas por
unidad de tiempo y S(t) es el monto que la compania deberd pagar por
concepto de siniestros. Para el caso particular del modelo Cramér-Lundberg
se tendréa que S(t) es un proceso de la forma

N(t) oo
St = &= &lpy T t>0 (1.6)
k=1 k=1

que cumple con los siguientes supuestos:

Proceso de reclamaciones: El tamano de las reclamaciones es determi-
nado por {&k}ren, las cuales son variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) positivas con distribucién F' y
que cumplen con = E [{] < o0.

Tiempos de reclamacién: El proceso {Tj}ren corresponde al tiempo en
el que ocurren las reclamaciones con relacion al tiempo cero.

Arribos de reclamacion: Seran el nimero de reclamaciones en el intervalo
[0,t] v se definen como N(t) =sup{n > 1|7, <t} parat>0.

Tiempos inter-arribos: Se definen como Y; ;=T vy Y}, := T, — T_1 para
k=23,...yson v.a.iid. exp()) los cuales contaran el lapso transcu-
rrido entre una y otra de las reclamaciones!.

1La motivacién principal para utilizar v.a. exponenciales es por su propiedad de pérdida
de memoria ya que se considera que la ocurrencia de un siniestro no incita ni evita a otros
siniestros a ocurrir.
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Condicién de ganacia neta: Se denominard a p = ﬁ —1 > 0 como la
condicién de ganancia neta. Se necesitara que p sea positiva para que
la probabilidad de ruina sea distinta de uno (esto se demostrard mas
adelante en el Teorema 1.2.4) Una manera de interpretarla es como el
cargo extra que se le realiza a la prima, por medio de ¢ = A\u(1 + p)
(véase la observacién 1.2.2).

Independencia entre procesos: Tendremos la independencia entre los pro-
cesos {§k fren ¥ { Yk fren-

Las hipotesis anteriores son la base del modelo con el cual trabajaremos,
en ellas se encuetra el punto de partida para la teoria que desarollaremos.
Estas hipdtesis han sido estudiadas durante mas de un siglo, su primera
presentacion fue en la tesis doctoral de Filip Lundberg la cual fue terminada
en el ano de 1903 para después ser formalizada, al utilizar la teoria de los
procesos estocasticos, por Harald Cramér en 1930. A la fecha sigue siendo
motivo de numerosos estudios.

Historia de la reserva de la empresa

20
1
\

u®
10
1

-5
N\

T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

TIEMPO

Figura 1.1: Posible trayectoria del proceso {U;}.

En la figura 1.1 se muestra una posible trayectoria del proceso {U, }, donde
con un capital inicial de 20, en el tiempo ¢t ~ 1.139498 ocurre la ruina.

Observaciéon 1.2.1. Una consecuencia de las definiciones anteriores es que
el proceso { Ny }i>0 es un proceso Poisson homogéneo con intensidad A > 0 (la
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demostracion puede ser consultada en Rolski(1998)[32] pdgina 156), lo cual
implica que

P[N(t) = k] :eAt(%)k k=0,1,2,... (1.7)

Con la notacién anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.2.1.
EU@®)] =24 ct— Mut (1.8)

Demostracién. Tenemos que E [U(t)] = x + ¢t — E[S(¢)]

E[S(t)] =) E[S®) | N(t) = n]P[N(t) = n]

00 N(t)
S E |6 N0 = 0| BING) =

=D _E|> &|PIN@ =n]

i3 P IN(E) = n]
~E [N (1)

de esta tltima igualdad se sigue el resultado, ya que E [N(¢)] = At por ser un
proceso Poisson homogéneo. ]

Observacion 1.2.2. Al utilizar la ley fuerte de los grandes nimeros (ver el
Apéndice B.1.7), el resultado anterior nos permite ver que

£ [Z(m LN (1.9)

lo cual nos sugiere que una condicion deseada para que la compania no tenga
un alta probabilidad de ruina es c—Ap > 0 la cual es justamente la condicion
de ganancia neta.

Proposicion 1.2.2.

E[S(t)?] = E[N(¢)]E [&*] + E[N(t)(N(t) — 1)]E [€]7 . (1.10)
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Demostracion. Condicionando sobre el valor de N(t) tenemos que

[ /N@)
E[S(t7] - za ]

=S E|> &+2 Z fl-f]]]P’[N(t):n]
:Z”E [E]P[N(t) =n] + Zn(n —~DE[’P[N() = n]

Una relacién que existe entre las varibles N(t) y T}, es
{N@t)=n}={T, <t <Tpu1}, (1.11)

donde el lado izquierdo de esta igualdad expresa que al tiempo ¢ se tienen
n reclamaciones, mientras que el lado derecho expresa que el valor de t se
encuentra entre la reclamacién n y la n + 1 lo cual es equivalente. Esta
expresién va a ser muy 1til durante el resto de este capitulo.?

1.2.1. Resultados asintdoticos

En esta seccién presentaremos distintos resultados asintoticos de los pro-
cesos que hemos enunciado. También exhibiremos distintas convergencias,
las cuales revelaran el comportamiento asintético de los procesos con los que
trabajaremos.

Teorema 1.2.1. Para el proceso Poisson homgéneo {N(t)}cr se tiene la
siguiente convergencia en probabilidad
N(t

lim —() =\ (1.12)

t—o0 t

2’Esta igualdad serd de importancia ya que més adelante nos mostrars que los momentos
en los que puede ocurrir la ruina son justamente los tiempos {7} }ren
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Para poder dar la demostracién de este teorema, necesitaremos el sigui-
ente resultado auxiliar.

Lema 1.2.1. Sea {Z,, },en una sucesion de variables aleatorias tales que ex-
iste una v.a. Z para la cual Z, <> Z cuando n — oo y sea {M(t)}i>0 un
proceso estocdstico el cual toma valores en los enteros, tal que M(t) <> oo
cuando t — co. St M y Z,, estan definidos en el mismo espacio de probabili-

dad (Q, F,P) se tendrd que

Demostracion. Sean
O ={weQ|Mtw) o0} W={weQ|Z,(w)— Z(w)}.

Por hipétesis tenemos que P[] = P[] = 1, se sigue que P[Q; N Q] =1,
por lo tanto

P [{w € Q| Zupw(w) = Z(w)}] =P NQ] =1,
lo cual demuestra el lema. O]

Demostracion del Teorema 1.2.1. Motivados por la ecuacién (1.11) escribi-
mos para n € N la siguiente serie de desigualdades

N(t) = N(t) — N(t)+1 N(t)

(1.13)

Utilizando la ley fuerte de los grandes ntimeros para las variables aleato-
rias Y, tenemos n~'Y;, <% A~!. Entonces se tendra que N(t) <% oo cuando
t — o00. Aplicando el Lema 1.2.1 con Z,, =T, /ny M = N tenemos que

T es 1
N N

(1.14)

lo cual concluye la prueba al utilizar esta iltima ecuaciéon en ambos lados de
(1.13). [

Observacion 1.2.3. Del Teorema 1.2.1 también se puede concluir que el
proceso N(t) — oo cuando t — 00, ya que en caso contrario el limite (1.12)
tenderia a cero.

Teorema 1.2.2 (Comportamiento asintético de S(t)). El proceso S(t) =
Zﬁ(f) & con p:=FE[E] y N :=E[Y] cumple que
lfim 5() cs A (1.15)

t—o0 t
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Demostracion. Se sigue que

= : (1.16)

si definimos a €27 y €25 como
D ={w|[N@)/t = A} Q={w]|S{t)/N(t)— u},

se obtendra por el Teorema 1.2.1 que P[] = 1.
Ademés como N (t) =% oo y aplicando la ley fuerte de los grandes niimeros
asS,=X1+Xo+...4+ X, paran > 1 tenemos que
S’ﬂ C.S.
= p

lim —
n—oo MN,

(1.17)

Entonces aplicando el Lema 1.2.1 con Z,, = S,/n y M = N tenemos
que P[] = 1, entonces P[2; N Qy] = 1, por lo tanto al utilizar la ecuacién
(1.16) el resultado queda demostrado. ]

1.2.2. Probabilidad de ruina vista como caminata aleato-
ria
Por cémo se construyé el proceso U(t), la ruina sélo podra ocurrir en los
tiempos t = T, para algin n > 1 (Tiempos de reclamacién)?, ya que U(t)
incrementa linealmente cuando ¢ € [T,,,T,,+1) para n € N.

Por lo anterior se obtiene que el problema de la ruina se puede replantear
como

U(r) =P glg Ult) < 0]

=P |fnf U(T,) < 0]

n>1

=P 1I;f1[x +cT,, — S(T,)] < 0]

=P 7{gfl[ercTn—z:&] <O] .

i=1

Esto nos permite abordar el calculo de la probabilidad de ruina mediante
el estudio de las variables aleatorias

3Esto pasa porque el resto de la ecuacién (1.5) es determinista y creciente
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Por lo tanto tenemos la siguiente expresién para la probabilidad de la
ruina

Y(x) =P [inf(—Rn) < —m] =P {Sup R, >x (1.19)

n=>1 n>1

Como las sucesiones de v.a. {Y;} y {&} son ii.d. (cada una con los
miembros de su propia sucesién) y las dos son mutuamente independientes,
entonces {R,}nen €s una caminata aleatoria; es decir, el proceso {R, }nen
cumple con que R, = R,_1 + Z,. Esto tltimo nos permite expresar a ()
como la probabilidad de que la caminata aleatoria { R, }en entre en el con-
junto {r € R : r > z} para alguna n € N. Mds adelante en la Seccién 1.3
retomaremos esta idea para poder expresar a la probabilidad de ruina en
términos de una ecuacion integro-diferencial.

Las siguientes definiciones tienen como finalidad demostrar por qué se
necesita que p > 0 para que la probabilidad de ruina no sea idénticamente
uno. Necesitaremos entonces definir el primer tiempo de entrada de la cami-
nata aleatoria {R,} al intervalo (0, 00) como:

Definicién 1.2.1. El primer tiempo de entrada de la caminada aleatoria
{R,} al intervalo (0,00) se define como

vt :==min{n: R, > 0}, (1.20)

sea vt =00 si R, <0 para todo n € N, al cual denotaremos por el primer
salto positivo de {R,}. De manera similar definimos el primer tiempo de
entrada de la caminada aleatoria {R,} al intervalo (—oo,0] como

v~ =min{n: R, <0}, (1.21)

sea v- = o0 st R, > 0 para todo n € N, al cual denotaremos por el primer
salto negativo de {R,}.

A continuacién se demostrard que el comportamiento de v+ y v~ depende
de como sea E[Z], ya que se tendran tres casos dependiendo de si E[Z] es
estrictamente negativa, cero o estrictamente positiva.

Observacién 1.2.4. Otra manera de expresar a vt es
{V+:]€}:{R1 SO,RQSO,...,R;C,1 SO,Rk>0} (122)
De manera similar podemos expresar a v~ como

{l/_ = k’} = {Rl >0,Ry>0,...,Rp_1 >0, R, < 0} (1.23)
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Definicién 1.2.2. Definimos la sucesion {v; : n € N} por medio de la
TeCursion

Vi =min{j > v R; > R} (1.24)
donde vy = 0. A v le llamaremos el enésimo salto ascendente. De manera
similar definiremos la sucesion {v, :n € N} por medio de la recursion

Vo =min{j>v, R <R} (1.25)

donde vy = 0. A vt le llamaremos el enésimo salto descendiente.

Observacién 1.2.5. De la definicion anterior se sigue que v;{ = v al igual

que vy = U,
Es importante notar que ambas sucesiones son crecientes. Mas adelante
en la demostracion del Teorema 1.2.4 se exhibira que estas dos sucesiones

estan bien definidas sobre los naturales, con lo cual se excluye a co de su
rango. Las siguientes dos proposiciones nos seran de gran utilidad.

Proposicién 1.2.3. Las variables aleatorias A, = {v,,; — v, }nen son i.i.d.

Demostracion. Utilizando la ecuacién (1.22) se sigue que

T4k vt k41
PlAy =k =P | Zs, <0, 2+ Zs (n <00, Y Zi<0, > Zi>0
i=v 1 i=v +1
B k—1 k
=P (21 <0, 21+ Z2<0,...,> Z:<0,> Z>0
i=1 =1

=P [v] —yf = k] =P[Ay = k]

la segunda igualdad utiliza el hecho de que las varibles Z; son i.i.d., por lo
tanto queda demostrada la igualdad en distribucion.

vt +kn v a1
PlAy=rn| A1 =rn1,..., Adg=10] =P | [Vkn <rn, > Z;<0, > Z>0
i=v 41 i=v 41
AR Vit k1
Vo1 <rtn1, >, Zi<0, Y Zi>0],...,
i=v  +1 i=vt +1
v +ro vt 4k +1
Vko <ro, > Zi<0, > Zi>0
i=vgd +1 i=vt +1
Vit +kn vt 41+l
=P |(Vhkn<rn, Y Zi<0, >  Zi>0]|| =P[A, =r

=41 =41
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Lo cual demuestra la independencia. O

Proposicién 1.2.4. Las variables aleatorias W,, = R vh — R+ son i.i.d.

Demostracion. Para demostrar que son idénticamente distribuidas, por la
Proposicion 1.2.3 se tiene que

n+1 Un
P[Wn<r]:IP[RV++I—RV¢<r}: ZZ SN Zi<r
[ n+1 n+1 =z
=P| Y Zi<r|=P Z Zi<r
| 1= VTJ{+1
v —vf
=1

lo cual no depende de n, entonces queda demostrada la igualdad en distribu-
cion. Para demostrar independencia se tendra lo siguiente

P[Wo<7“0,...,Wn<7“n]
:]P’[RU;L<7”0,RV;—R+<7“1,...,R++ —R+<7“n}

Un
Vfr V;r n+1
=P E ZZ‘<T'()7 E Z<T1, E Zi <1y
=1 i= vy +1 i= Vn+1

:P[W0<T0]]P)[W1<T1]...P[Wn<7”n]

Se utiliz6 el hecho de que R, + esta bien definido para toda n € N (lo cual

serda demostrado en Teorema 1.2, 4) y el hecho de que los procesos {v;,; —
v}y {Z;} son formados por v.a.ii.d.. Por lo tanto queda demostrada la

independencia. O

Los resultados que hemos expuesto nos seran de utilidad, ya que son la
razén por la cual se pide la condicion de ganancia neta. En la seccion siguiente
desarrollaremos esta teoria y después de esta seccion se tomara a la condicion
de ganancia neta como un hecho cierto durante el resto de este trabajo.

1.2.3. Condicion de ganancia neta

Una pregunta basica que se hacen las companias de seguros es como poder
escoger correctamente la cuota de las primas para con ella poder hacer frente
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a las pérdidas que vayan surgiendo por los siniestros. En nuestro modelo
pensamos que esta cuota es fija. Por el comportamiento de la funcién S(t)
pareceria apropiado cobrar una gran cantidad ¢ para poder hacer frente a los
siniestros (esto por que en el Teorema 1.2.2 demostramos que crece sin cota).
El problema surge al tomar un gran valor para c¢ es que la compania seria
menos competitiva respecto al mercado y entonces el niimero de asegurados
decreceria, dado que éstos irian a otra compania la cual cobrara menores
primas.

A continuacién mostraremos que una condicién necesaria para que la
probabilidad de ruina sea distinta de uno es la condicién de ganancia neta (ver
la Seccién 1.2), lo cual demostraremos a partir de los siguientes resultados.
Antes de continuar, necesitaremos definir lo que es un tiempo de paro.

Definicién 1.2.3. Una variable aleatoria N, que toma valores en los nat-

urales se le llamard tiempo de paro de la sucesion &, &, ..., st la o-dlgebra
generada por &y, ..., &, cumple con
{N =n} €o(&,....&} para toda n € N. (1.26)

Teorema 1.2.3 (Teorema de Wald). Sea {&, }nen v.a.i.i.d. con E[| & |] < 0o
y sea o un tiempo de paro con respecto a estas variables aleatorias tal que
E[a] < o0, entonces

E —E[&]E[o] (1.27)

D&
=1

La demostracién puede ser consultada en el Apéndice B.1.5 y una mayor
referencia de este resultado puede ser consultada en Rolski(1998)[32].
El corolario del siguiente teorema da la razén por la cual p > 0.

Teorema 1.2.4. Con la notacion antes mencionada se tendran los siguientes
limites

C.

Il

1. SiE[Z] > 0 entonces lim,, 00

2l

R,
2. SiE[Z] < 0 entonces lim, o, R, = —o0

C.S.

3. SiE[Z] = 0 entonces limsup,,_,., R, = oo y liminf, .o R, & —o0

Demostracion. Por la ley fuerte de los grandes niimeros tenemos que R, /n =
E[Z]. Entonces R, <% cosiE[Z] >0y R, <% —oco si E[Z] < 0. Entonces 1
y 2 quedan demostrados. En el caso de 3 tenemos la hipdtesis de que E [Z] = 0
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y definamos a N = min{n : R, = max;>o R;} y N = oo en el caso de que
{n: R, = max;>o R;} = @. Entonces

1 >P[N < o0] = ZIP

:ZP[{Rj<Rn Vji=0,1,....,n—1}N{R; < R, Vj>n}]

n=0

00 i n j
=) 'P {sz>o ijO,l,...,n—l}ﬂ{Z Z, <0 Vj>n}]
n=0 k=j+1 k=n+1

00 [ n j
=Y P|> Z>0 Vj=01,...,n—1 ]P’[Z 7, <0 Vj>n]
n=0 Lk=j+1 k=n+1
=3 P|Zy>0,Zy+ Zpi1>0,...,3 Zx>0|P[R; <0 Vj >0
n=0 L —
= P|Z1>0,Z1+2,>0,....) Z > 0| P[v" =00,

n=0 L —

donde en la dltima igualdad se utiliz6 el hecho de que (Z,, Z,_1,...,Z1) 2

(Z1,Zs, ..., Zy,) para toda n > 1, entonces
1ZZP[V*>TL}P[V+:OO]:E[V*}P[V+:oo]. (1.28)

Esta ultima igualdad es véalida porque al ser ¥~ una v.a. no negativa se
puede calcular su esperanza por medio de su funcién de distribucién?. Se
tienen entonces los siguientes casos:

1. Si P[vt = o0] > 0 entonces se tendrd al utilizar la ecuacién (1.28) que
Elv] =3 P[v™ >n|] < ooy usando la igualdad del teorema de
Wald B.6 que E[R,-]=E[v ]E[Z] = 0.

Como R,- < 0 entonces R,- = 0. Esto nos da una contradiccién dado

que P[R,- < 0] > P[Z; < 0] > 0 ya que supusimos E [Z] = 0.

2. SiP[v" < o0] =1, entonces R+ > 0, por definicién de v*. Ahora de-
mostraremos que P [vF < oo] = 1 para toda n € N utilizando induccién

481 X es una v.a. no negativa entonces E[X] = } ° /P[X > n] en caso discreto y
= [, P[X > z]dx en caso continuo.
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sobre n. Supongamos que es valido para n entonces

P [V:;Ll

Il
AMg

N
Il
i

IN

=o0| =P [}, =conyt < oo

Py, =oconul =i

M

&
Il
—

P [min{j > v} | R; > R,+} =conu, =]

P [min{j >i|R; > R;} =coNv, =i

NgERANGE

@
I
-

P[min{] > 1 | Rj > Rz} = OO]

M

@
Il
—_

P[R; < R, paratoda j > i

J
Z Zr < 0 para toda j >1
[k=i+1
rj—i—1

Z Zr < 0 para toda j >1
L k=1

.tgg

@
Il
,_.

*2?8

@
Il
N

J
ZZk < 0 paratoda 7>0
L k=1

'Mgitgg

Il
—_

]P)[VJFIOO}:O.

)

Entonces excluimos el caso de oo, por tanto tenemos que R, + estd bien
definido para toda n € N.

Como resultado de lo tltimo, podemos definir la sucesion

{Rui+1 - RV,J{ }NEN’

la cual es una sucesién de v.a.i.i.d. (esto fue demostrado en 1.2.4). Por como
fué definido R+ se tiene que E [RV:{] > (0 y utilizando la ley fuerte de los
grandes nimeros se sigue que

—R$:12<R+ —R+)C‘—S>E[RV¢]>O

Vi
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Entonces lim,, .o R,+ = 00 lo cual implica que limsup,_,., R, = oo.
La prueba para liminf, ., R, = —oo es andloga, considerando la camina-
ta aleatoria {—R,} con E[—-Z] = 0. Con eso demostramos que exiten dos
subsucesiones una que tiende a co y otra a —oo, lo cual demuestra el ultimo
inciso. O]

Corolario 1.2.4.1. Si E[Z] < 0 entonces la probabilidad de ruina ¥ (u) = 1
y st E[Z] > 0 entonces ¥(u) < 1 para toda u € R

Demostracion. Para el caso cuando E[Z] < 0 se tiene que supR,, = o0 y
utilizando la ecuacién (1.19) se tendra que ¥ (u) = 1.
Si E[Z] > 0 bastard con probar que®

P(0) =P [supRn >0] <1

Si se tuviera que

P [supRn > 01 =1,

entonces R, cruzaria el valor 0 al menos una vez casi seguramente. Como
se tiene que R, <% —oo se tendrd con probabilidad uno que la sucesién
cruzara en algin descenso otra vez el cero. Utilizando este argumento repeti-
das veces se tendra que la sucesién cruzard una y otra vez el valor cero, lo
cual contradice que R,, = —oo. O

Como E [Z] = E[cY — X] = § — ju entonces el corolario anterior pide que
§—p > 0 para que la probabilidad de ruina no sea idénticamente uno, lo cual
es justamente la condicion de ganancia neta. De aqui en adelante tomaremos
como cierta a la condicién de ganancia neta.

1.3. Ecuaciones para la probabilidad de ruina

Como cada una de las sucesiones {T;} y {&} consisten de v.a.i.i.d. y las
dos sucesiones son independientes entre si, la probabilidad de ruina ¢ (z) al
utilizar la ecuacién (1.19) se puede ver como la probabilidad de la cola del
supremo de la caminata aleatoria { R, }. Es claro entonces que esta probabili-
dad no sera facil de calcular dado que es una funcién de un proceso aleatorio
muy sofisticado (ver figura 1.5).

En principio se debe evitar que la ruina tenga probabilidad 1, y la meta
es entonces poder evitar que la probabilidad de que la caminata aleatoria

SEsto es suficiente porque para = > 0 se tiene que ¥ (z) < 1(0)
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{R,} exceda el valor de = sea lo suficientemente baja (lo suficientemente
baja segun los requisitos de nuestra compania).

El siguiente teorema, da una forma de calcular las probabilidades de ruina
via una ecuacién integral. Antes de dicho teorema necesitaremos las siguientes
definiciones.

Historia de las empresas

500

¢/

R(t)
300 400
| |

200
1

100
1

0
]

-100

0 100 200 300 400 500

TIEMPO

Figura 1.2: Este es un ejemplo del comportamiento cadtico que presenta la pro-
babilidad de ruina. En la figura se muestran distintas simulaciones del proceso
de reserva y que solo una trayectoria incurrié en ruina durante las primeras 500
unidades de tiempo.

Definicién 1.3.1 (Cola de la distribucién). Se define la cola de la distribu-
cion F' como

F(z):=1-F(x), x>0. (1.29)

Definicién 1.3.2 (Probabilidad de supervivencia o de no ruina). Para el
caso particular de la probabilidad de ruina utilizaremos la notacion

d(z) = Y(x). (1.30)

Las dos definiciénes anteriores las hicimos tan solo para facilitar la no-
tacion. La definicion siguiente tiene un significado més amplio.
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Definicién 1.3.3 (Cola integrada). Para una v.a. positiva &, con funcion de
distribucion F', se define la cola integrada de una distribucion F' como

Fi(x) = = /:F(y)dy, x> 0. (1.31)

Observacién 1.3.1. Hay que distinguir que F; es una funcion de distribu-
cion, dado que, para una variable aleatoria positiva §, tenemos que E €] =
fooo F(y)dy y por tanto F; — 1 cuando y — oo, ademds de ser creciente y
continua.

Los siguientes dos ejemplos seran de utilidad para la simulacién de la
probabilidad de ruina.

Ejemplo 1.3.1 (Cola integrada de la distribucién Exponencial). Sea X una
v.a. con distribucion exponencial de pardametro o > 0 (X ~ exp(a)), entonces
su funcion de distribucion es

Flz)=1—e para x>0,

como su esperanza es B[X] = 1/a, se sigue que

Fi(z) = a/ e ““dy
0

=1—-e

Esta ultima ecuacion muestra que la distribucion de la cola integrada de
una exponencial vuelve a ser exponencial.

Ejemplo 1.3.2. [Cola integrada de la distribucion Pareto] Sea X una v.a.
con distribucion Pareto de parametros a > 0 y b > 1 (X ~ Pareto(a,b)),
entonces su funcion de distribucion es

anb
Fz)=1- (—) para x> a,
x

como su esperanza es E[X] =ab/(b— 1), se sigue que
b—1 [* a\’

Fi(z) = 1-{1- (2
=g /0 (y)

b—1 b—1 *(a\’

- $1{x§a} +— a+/ <§) ] 1{:c>a} dy
b—1 1 ra\b-1
- z<a 1—- _> z>al} -
abm1{<}+{ b(a; }1{>}

ab ab
Esta transformacion hace que la distribucion cambie radicalmente (ver
figura 1.8 y 1.4); mds adelante nos serd muy itil.

Tz>a) dy
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Densidades de la distribucion Pareto

T

2.0

f(x)
1.0 1.5
|
—
—

0.5
|
_—
>
7

V.4

17

0.0
1

o
P
N
w
IS

Figura 1.3: Esta figura muestra distintas gréficas de la densidad de Pareto al
cambiar su parametro de localizacién a.

Densidades de la distribucion Pareto de cola integrada

2.0

15

f(x)
1.0
|

0.5
1

0.0
1

Figura 1.4: Esta figura muestra distintas graficas de la densidad de una cola
integrada de una distribuciéon Pareto al cambiar su parametro de localizacién a.
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Generalmente no se tendra una expresion analitica para la distribucién
de la cola. El siguiente teorema muestra una ecuacién que cumple la proba-
bilidad de ruina, la cual tampoco tendra solucion analitica en la mayor parte
de los casos®, pero que mas adelante nos llevard a expresar la probabilidad
de ruina como una suma aleatoria que podremos simular y con esto obtener
estimadores para la probabilidad de ruina.

Teorema 1.3.1. Consideremos el modelo Cramér-Lundberg y supongamos
que la condicion de ganancia neta es cierta. Ademds, supongamos que la
funcion de distribucién de los reclamos F tiene densidad, entonces §(z) € C*
y cumple con

A A [T
¥la) = 25(w) =5 [ e~ y)aF ), (1.52)
0
la cual es equivalente a
P e
d(z) +—— [ 0z —y)dFi(y). (1.33)

T 14p 1+p),

A estas ecuaciones se les denotatd por ecuacion diferencial de ruina y
ecuacton integral de ruina respectivamente.

Demostracion. A 6(x) la podemos ver como la probabilidad de que nuestra
compania nunca tenga una reserva negativa, esto es

d(z) =P[S(t) —ct <z, paratodat > 0]

=P ka —cYy <z, paratodan>1
L k=1

=P ZXk—cYkgx—l—ch—fl, paratodan >2, & —cY) <z
| k=2
=P[S'(t) —ct <z +cY) — &, paratodat >0, & —cY; <uz].

La segunda igualdad es valida por ser v.a.i.. Para la tercera igualdad se
define a S'(t) = Y _;_, X} como una copia independiente (en distribucién)”
del proceso S. Esto es valido porque

(§2a§37"'7£n) i (517627---7571—1) para toda n Z 0 (134)

6De hecho solo se tiene solucién para el caso de que los reclamos tengan distribucién
exponencial.
"Lo cual quiere decir que su medida de probabilidad es igual que la del proceso original.
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por ser v.a.i.i.d. Donde nuestro proceso original es definido sobre (&5, &5, .. ., &)

mietras que S’ lo componen (£, &, ..., &,—1). Al tomar esperanza condicional
sobre {Y7,&} se tiene que

() =E[P[S(t)—ct <xz+cY1—&, t>0, & —cYi<uz|Y,&]

:// PIS'(t) —ct <z +cYr —&,t> 0,6 — Y1 <z |Y)=5,8 = 2] dF(2)dF,(s)

R2

:// P[S'(t)—ct<az+ecs—z,t>0,z—cs<a|Y) =56 = 2]dF(2)\e ds
R2

:/ / P[S'(t) —ct<z+ecs—z t>0, z—cs<ux]dF(z)\e ds

o8] r+cs
:/ / P[S'(t) —ct <z +cs—z, t>0]dF(z) e ds
o Jo
00 z+cs
:/ /\6_’\5/ d(z + cs — 2)dF(z)ds.
0 0

Utilizando la sustitucic')n w = 2 + ¢s en la ultima ecuacion obtenemos

i/ —/ w — 2)dF(2)dw. (1.35)

Por hipétesis F' tiene densidad, entonces la funcion

- /Ow S(w — 2)dF(z),

es continua y nos permite reescribir a § como

(5(%’):562 / e’%wg(w)dw,
0

C

lo cual implica que d(x) es diferenciable. Por lo tanto, derivando con respecto
de x, ambos lados de la igualdad (1.35) se tendra que

8 (x) = é5(x) _2 /Ofﬂ d(x — z)dF(z). (1.36)

C

Ahora integrando sobre (0,t] la variable x obtenemos

(5@)—5(0)—%/; :--/0/ (¢ — 2)dF(2)d

2 ([swras [ [ - arc)
(/5 +//5’x—zdxF()d)
(/5 dw+//5’x—zdxF()d)

[e=]

=]

mly mlyq >/
o

[e=]
=]
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en la primera igualdad utilizamos el hecho de que F(0) = 0 porque X > 0
c.s.. Lo anterior lo podemos reescribir como

5(t) — 5(0) = % /0 5(x)dx — %5(0) /0 Fa)dz — 2 /0 F(2) [5(t — 2) — 8(0)] d
)\ t

Cc

_ _/0 5()da — 2 /OtF(z)d(t — 2)dz

= %/{:F(z)é(t — z)dz.
Se sigue que
“(5() — 6(0)) = /O 5(t — 2)F(2)dz. (1.37)

Antes de continuar necesitamos probar que lim; .., §(t) = 1. Se tiene que

d(z) =P[S(t) —ct <x paratoda t >0

—P [sup {S(t) — et} < x}

t>0

C.S. 1. - e, .
como S(t) — ¢t = —oo cuando n — oo (utilizando la condicién de ganancia

neta), entonces sup,.,{S(t) — ct} 2 00, lo cual demuestra que

lim §(z) = 1. (1.38)

r—00

Utilizando la prueba M de Weierstrass (ver el Apéndice B.2.3) haciendo

f(z,t) =6(t — 2)F(2) y M(z) = F(2) junto con (1.38), tendremos que

S1-60) = lm [ 6(t—2)F(2)dz
/\ t—o0 0
= / (lim St — Z)) F(2)dz
0 t—o00
= / F(z)dz
0
Entonces \
_AM_ P
5(0)=1 . Ew:
Sustituyendo en (1.37) se obtiene
p 1 1 /t —
ot)= ——+——— [ O6(t —u)F(u)du,
() = 2+ o, [ =

lo cual es equivalente a (1.33). O
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Una propiedad muy utilizada del proceso { R;} es la de tener incrementos
independientes y estacionarios. Considerando {R;} a partir del momento ¢,
si no ha ocurrido la ruina, es como volver a empezar un nuevo proceso de
reserva el cual tiene la misma distribuciéon para sus reclamos que el original
pero con reserva inicial x = R(t). En particular si R(f) = y y la ruina
todavia no ha ocurrido para el tiempo ¢, entonces la probabilidad de ruina
(condicionada a la falta de ruina al momento t) es simplemente ¥ (y). Ademaés,
si consideramos el proceso de reserva a partir del primer momento de reclamo
T} es como iniciar un proceso de reserva con capital inicial x + ¢T} — X;.

Existe una gran analogia entre la forma en que se demostré el teorema
anterior y el analisis del primer paso de Markov. En el analisis del primer
paso se utiliza la siguiente igualdad entre conjuntos

X, = 4] = JIX- = 5. X1 = K],

la cual se basa en descomponer el evento [ X, = j| en la unién de los eventos
ajenos, los cuales se caracterizan por que el “primer paso” es igual a k. En
el caso de la demostracion se utiliza este mismo tipo de analisis, pero sobre
las intersecciones de la ruina con respecto a todos los posibles “primeros
reclamos”, esto variando entre todos los posibles momentos en los que puede
ocurrir y entre todos los montos posibles de éste.

El dltimo teorema muestra que la probabilidad de ruina puede ser en-
contrada como la solucién de una ecuacién integro-diferencial o integral. En
general no es facil encontrar este tipo de soluciones de modo que utilizare-
mos métodos de simulacién para encontrar estimadores de la probabilidad de
ruina. Sin embargo, cuando las reclamaciones tienen distribucién exponen-
cial el sistema (1.32) tiene una solucién analitica, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.3.3. [Solucion explicita de la probabilidad de ruina cuando las
reclamaciones son exponenciales/Consideremos el modelo Cramér-Lundberg
en donde las reclamaciones tiene distribucion exp(a), lo cual implica que
u = 1/a. Entonces al sustituir en la ecuacion diferencial de ruina (1.32) se

tiene que
)\ X
w0 - [
) —

{5(1; =0T /0 5(y)o¢eaydy]

y)ae Yy

Ql> o>
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al dertwar ambos lados de la ecuacion anterior, se tendrd que

8 (z) = A {5’@) —d(x) — ae““/ 5(y)ozeaydy]
¢ 0
A :
= <E - a) §(x).
La solucién de la 1ltima ecuacién es §(z) = a + bexp {— (a — 2)

donde a y b son constantes. Utilizando las condiciones (0) = == y1p(oc0) =
ademds del hecho de que 6 = 1 — ) se tiene entonces que a =1 y b= —
Por lo tanto

b(x) = ﬁe—(“—?ﬁ. (1.39)

Entonces para el caso de que la distribucion de los reclamos sea exponen-
cral se tiene una expresion analitica para la probabilidad de ruina.

El siguiente corolario muestra otra forma de expresar las probabilidades
de ruina.

Corolario 1.3.1.1. La probabilidad de ruina ¢ (z) satisface la siguiente ecuacion
integral

cp(z) = A ( | R+ [t y)FU<y>dy) C (140)

Demostracion. Sustituyendo d(u) =1 —(u) y 6(0) = 1 — 22 en la ecuacién
(1.37) y se tiene que

() =\ — A /0 "1 = — )] F ) da

) (M _ /0 Fla)dz + /0 Wl — a:)F(a:)da:)
) (/OOO F(a)ds — /0 Fla)dz + /0 W — x)F(x)dx)
) (/Oo Fl)dz + /Ou W(u — x)F(x)dx)



32 1.4. FORMULA DE POLLACZEK-KHINCHIN

1.4. Formula de Pollaczek-Khinchin

Un problema que surge en la simulacién utilizando el método de Monte
Carlo (ver Seccién 2.1.1) para la probabilidad de ruina en horizonte infinito,
es que a pesar de que podamos simular nuestro proceso { R;}, de una manera
adecuada, no podriamos simularlo para un tiempo infinito. No sabriamos si al
simular nuestro proceso hasta cierta t y que éste no haya alcanzado la ruina
esto implicaria que para algin otro tiempo futuro no la lograria alcanzar,
esto por mas grande que hiciéramos a t.

En esta seccién se obtendra la féormula de Pollaczek-Khinchin, la cual
facilitara la simulacion de la probabilidad de ruina. La gran ventaja que es-
ta formula aporta es poder simular una probabilidad de ruina a horizonte
infinito por medio de simular una convolucién geométrica, lo cual es com-
putacionalmente sencillo. Por lo anterior es importante consultar el Apéndice
C para una breve introduccién al tema de las convoluciones, en especial la
parte C.1 la cual habla de las convolucidnes geométricas donde puede ser
consultada la demostracién del siguiente lema el cual utilizaremos para la
demostracion de la férmula de Pollaczek-Khinchin.

Lema 1.4.1. Sea H una funcion de distribucion con funcion de densidad h
y definimos las funciones G1 y Gy para q € (0,1) como

Gi(z) :=(1—q) Z ¢ H™ (x) Go(z):=(1—¢q) + q/ox Go(x — 2)h(2)dz

para x > 0. Entonces sus transformadas de Laplace son iguales, lo cual im-

plica que G1(x) = Go(x).

Teorema 1.4.1. [Férmula de Pollaczek-Khinchin/Consideremos el modelo
C-L con la condicion de ganancia neta, ademds supongamos que &; liene
densidad. y sean X1, Xs, ... v.a.i.i.d. con funcion de distribucion F; (ver la
Definicion 1.5.3), definamos 6* por

. p N _
) =—1 1 "PIXi+Xo+.. .+ X < .
(z) ey +mZ:1( +0)"PIX + X4 .+ X, <z]| 2>0
(1.41)
Entonces 6* satisface (1.33), lo cual implica que 6*(x) = 6(x) para x > 0.

Ademds, la funcion 0* es la unica funcion de distribucion que la satisface.

Demostracion. Para demostrar que ¢* satisface (1.33) es conveniente rees-
cribir ¢ = (1+p) 'y p=1—¢q = p/(1 + p) entonces al separar el primer
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término de (1.41) tenemos

6(z) =p+qp

F](l’)—i-zqml/ P[y+X2,...,Xm SJJ]dF[(y)
m=2 0

—p‘|‘Q/ p
0

—p+q / " S(x — y)dFi(y)

1+ q"P[Xa,... X,y < 7 —yldFy(y)
m=1

por lo tanto ¢* satisface (1.33). Para demostrar que es unica utilizaremos
el lema anterior el cual implica que 6*(z) = d(x), con lo que concluye la
prueba. O]

Observacién 1.4.1. Del teorema anterior podemos concluir que

o0

i(z) = (14 p) "F™(x) para x>0 (1.42)

_P_
1+p —
A ésta ultima formula la podemos identificar como la funcion de distribucion

de una convolucion geométrica® de pardmetros (ﬁ, Fr); es decir

W(x) = P[Sy > z] (1.43)

donde

M
p
“NX,  M~geo L X ~ F.
Su ZZI gea<1+p> bt

En este caso los sumandos tienen distribucion Fr donde

Fie) =+ /0 " Fo)ds

e

Este es un hecho de gran importancia dado que permite la simulacion de
la probabilidad de ruina a horizonte infinito por medio de la simulacion de
convoluciones geométricas lo cual se usard en la Seccion 2.4.1.

8Es recomendable consultar el Apéndice C.1.
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1.5. Distribuciones de colas pesadas

Es importante cuando se estd planteando un modelo estocéastico que las
distribuciones que se asignen al modelo reflejen las caracteristicas mas im-
portantes® que rigen al proceso real. En nuestro estudio quisieramos que la
distribucion que asignamos para los reclamos cumpla con este criterio. Por
lo anterior haremos una divisién del conjunto de las distribuciones en dos
subconjuntos; las distribuciones de colas pesadas y las de colas ligeras. Esta
divisién se basa en la existencia de la funciéon generadora de momentos. Una
consecuencia de esto es que para las distribuciones de colas pesadas el de-
caimiento de la cola de su distribuciéon es menor al decaimiento exponencial,
se tendra entonces que su convergencia a cero es sumamente lenta (lo cual
se interpreta como que para valores grandes sigue existiendo una masa con-
siderable bajo la curva de la densidad), algunos ejemplos son los de la figura
1.5.

Existen fenémenos en el mundo los cuales tienen baja ocurrencia (poca
probabilidad) pero que su aparicién cambia de manera radical a su entorno,
por ejemplo los terremotos, incendios, plagas, pandemias entre otros.'® Des-
de el punto de vista de una aseguradora es sumamente importante tener-
los en cuenta ya que su aparicién podria conllevar a la ruina. Este tipo de
fenémenos, desde el punto de vista matematico, son variables aleatorias las
cuales esperamos que tengan una gran masa bajo la curva de la cola de
su distribucién para valores lejanos del cero (ver Definicién 1.3.1), ya que
esto implica que para valores grandes de x las probabilidades de la forma
P[X > x| sean considerables (relativamente altas).

Definicién 1.5.1 (Distribucién de cola ligera). Sea X una v.a. positiva, se
dice que X es de cola ligera (o tiene distribucion de cola ligera) si eziste un
valor s > 0 para el cual mx(s) :=E [e**] < o0.

Observacién 1.5.1. La definicion de cola ligera permite que si X es una v.a.
positiva de cola ligera entonces en una vecindad alrededor del origen exista
la funcion generadora de momentos

mx(s) =E [e**] s € (—s0,5) para algin so >0,
ya que por la desiqualdad de Markov (ver Apéndice B.1.3) para s € (0, sg)
E [GSX}

es:p

PIX >z =P >e”] <

=e “mx(s),

9Importantes con respecto a lo que estemos estudiando del fenémeno.

100tro tipo de fenémenos son los que por si solos no representan un cambio drastico en
su entorno; por ejemplo los accidentes automovilisticos, los cuales (ain en el peor de los
casos) un solo accidente no es causa suficiente para que una compaiia se arruine. En este
caso se necesitaria una racha de muchos accidentes para que la ruina ocurriera.
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Comparacién de Colas

—— Cauchy (0,1)
Cauchy (0,2)
—— Cauchy (0,3)
+ Normal (0,2)

0.30
!

0.20
!

f(x)

0.00
|

Figura 1.5: En esta figura se puede comparar el decaimiento de una distribucién
normal contra el de diversas distribuciones Cauchy

lo cual muestra que el decaimiento de P[X > x|, para X de cola ligera, visto
como una funcion de x es mayor al decaimiento exponencial.

Observacién 1.5.2. Si existe un valor s > 0 para el cual mx(s) < oo
entonces también tendremos que m,(s') < oo para s < s ya que 0 < e X <
e X implica (utilizando la monotonia de la esperanza) que m,(s') < oc.

Definicién 1.5.2 (Distribucién de cola pesada). Sea X wuna v.a. positiva,
se dice que X es de cola pesada (o tiene distribucion de cola pesada) si
mx(s) = oo para toda s > 0.

Algunos ejemplos de distribuciones de colas pesadas son la Lognormal,
Pareto y la Weibull, esta ultima cuando su parametro de forma es menor a
1 (ver figuras 1.6 y 1.7).

Observacién 1.5.3. Una igualdad itil para obtener el comportamiento de
la funcion generadora de momentos de una variable aleatoria positiva es

mx(s)—1=s /000 eV F(y)dy, (1.44)

la cudl utilizaremos frecuentemente.



36 1.5. DISTRIBUCIONES DE COLAS PESADAS

Comparacion de distribuciones

N Weibull

- Exponencial
—— Cauchy
— Pareto

35

3.0

25
1

f(x)

15

1.0

0.5

Figura 1.6: En esta figura se muestran distintas ditribuciones de colas pesadas y
la distribucién exponencial, para asi poder hacer una comparacion. En esta parte
de las distribuciones, no se distingue a simple vista cual es la diferencia.

El siguiente teorema nos dara otra forma de caracterizar a las distribu-
ciones de colas pesadas lo cual facilitara su deteccion.

Teorema 1.5.1. Si limsup, . —logF(z)/x = 0 entonces F es de cola
pesada

Demostracion. Supongamos que limsup, .. —log F(x)/x = 0, esto quiere
decir que para toda € > 0 existe una 2’ > 0 tal que —log F'(z) < ex para
toda = > 2/. Entonces existe una constante ¢ = ¢* > 0 tal que para toda
x>0

F(z) > ce ™, (1.45)

de esta manera e**F(x) > ¢ implica que

/ e F(x)dr = oo
0

Esto ultimo para toda s > . Como ¢ > 0 es arbitraria se tendra que esta
ultima ecuacién es vélida para toda s > 0 (ver la observacién 1.5.3), lo cual
es la definicién de ser de cola pesada. O
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Comparacion de distribuciones

Weibull

- Exponencial
—— Cauchy
—— Pareto

0.05
|

0.04
|

0.03
!

f(x)

0.01
|

Figura 1.7: Esta es la continuacién de las distribuciones de la figura anterior.
En comparacion con la otra figura, puede observarse la gran diferencia que existe
de las colas de las distribuciones, en comparaciéon con la cola de la distribucién
exponencial

1.5.1. Distribuciones subexponenciales

Si F' es una distribucion de cola pesada entonces se tiene

lim e**F(x) = oo

T—00
para toda s > 0. Esta es la razon por la cual se les llama distribuciones
subexponenciales a un subconjunto de las distribuciones de colas pesadas.
Este tipo de distribuciones tendréan la propiedad de que el decaimiento de
su cola es lento (menor al decaimiento exponencial), esto por el hecho de
que F decae més lentamente que cualquier funcién exponencial (ya que su
decaimiento es menor que el de e=** para toda ¢ > 0). Ademés se tiene que

mp(e) = /0 " e dp(z)
> / " e dp ()

>eF(y) —— oo
y—o0
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Lo cual muestra que no existe la funcion generadora de momentos en ninguna
vecindad del origen.

Definicién 1.5.3 (Distribucién subexponencial). Sea F' una distribucion en
R., se dice que F' es subexponencial si para toda n > 2
Fn(z)

lim — =n. 1.46
o= (1.46)

Una manera mas sencilla de comprobar que una distribucién es subexpo-
nencial es por medio del siguiente lema, del cual su demostracion se encuentra
en el Apéndice D, en este apéndice también se encuentran diversos resultados
que utilizaremos para algunas demostraciones por lo cual es recomendable
consultarlo.

Lema 1.5.1 (Condicién suficiente para ser subexponencial). Sea F' una dis-
tribucion en Ry, si

lim sup — <2 1.47
e Flr) (147)

entonces I es subexponencial

Terminaremos esta seccion con un resultado que nos muestra el compor-
tamiento asintético de la probabilidad de ruina para el caso de que la cola
integrada tenga distribucién subexponencial.!

Proposicién 1.5.1. [Relacién asintdtica cuando la distribucion de los recla-
mos es subexponencial/Bajo el modelo C-L con E[X] < oo y la condicion de
ganancia neta, suponiendo ademds que F(x) es subexponencial se tiene que
la probabilidad de ruina cumple con

S %((Z)) =0 (1.48)

Demostracion. Por la férmula de Pollaczek-Khinchin (1.42) tenemos que

V) p ¢ o F ()
O T ISR e

n=1

Como F(z) es subexponencial se tiene que

W
lim =L <x):n para n>1

T—00 F1<x)

"UHabré que distinguir que la propiedad de ser subexponencial no corresponde directa-
mente a la distribucién del reclamo.
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ademds de que por el teorema de la convergencia dominada (ver Apéndice
B.2.2) y por el Lema D.2.3 (el cual puede ser consultado en el Apéndice D) es
valido hacer el intercambio entre la integral y el limite. Por lo tanto tenemos
que

. () p - - -1
lim = = 5 (14+p)™n=p
T—00 FI(:L‘) ]_ + p o
con lo que se concluye la prueba. O

Esta ultima proposiciéon muestra que para valores grandes de x el cociente
de la probabilidad de ruina y la cola integrada tienden a una constante, lo cual
nos dice que la probabilidad de ruina vista como funcién del capital inicial
tiene un decaimiento “muy lento” para valores grandes, bajo el supuesto de
subexponencialidad.

1.6. Cotas de Lundberg

Siempre es 1til tener ciertas cotas para las funciones que se estan estu-
diando, ya que esto permite tener mayor informacion sobre ellas. Al simular
surgen diversos problemas, entre los cuales se encuentra el de saber si nues-
tro resultado es factible o si hay algin factor que no ha sido incluido. Por lo
tanto sera util tener alguna cota para las probabilidades de ruina.

Para el desarrollo de las cotas de Lundberg se necesitaran dos supuestos:
la condicién de ganancia neta y que la distribucién de los reclamos sea de
cola ligera.'?

Definicién 1.6.1 (Coeficiente de Lundberg). Supongamos que la funcion
generadora de Zy existe en alguna vecindad (—sg, So) del origen, con sg > 0.
St existe una unica solucion positiva r de la ecuacion

mz,(s) =E [e?®@~)] =1 (1.49)
entonces se llamard a v coeficiente de Lundberg.

Ejemplo 1.6.1. Para el caso de que £ ~ exp(a) tenemos que

Qo A

oz—s)\—i—scz

myz, (s) =E [esgl} E [e‘scyl)] =

lo cual implica que

r=o—

12Es recomendable recordar la ecuacién (1.18).
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Lema 1.6.1. Si existe r que cumpla con (1.49) entonces r es tnica.

Demostracion. Definimos la funcién f(s) = mg,(s), entonces f tiene deri-
das de todos los ordenes en (—sg, s9)'*. Ademds f/(0) = E[Z;] < 0 por la
condicién de ganancia neta y f’(s) = E [Z%eszl} > 0 porque Z; # 0 casi
seguramente.

La condicién f'(0) < 0 junto con la continuidad de f implican que f
decrece en alguna vecindad del cero. Por otro lado f”(s) > 0 implica que f
es convexa. Estas dos propiedades de f hacen que si existe un s* € (0, sq)
tal que f'(s*) = 0 entonces f cambia su comportamiento de ser decreciente
a creciente en s*.

Entonces la solucién r de la ecuacién f(s) = 1 es tinica suponiendo que la
funcion generadora de momentos de Z; existe en una vecindad del origen. [

Observacién 1.6.1. Una condicion suficiente para que esto ocurra es que
exista un s; € (0,00] tal que f(s) < 0o para s < s; y que lim,_5, f(s) = oc.
Esto implicaria, que la funcion generadora de momentos crece de manera
continua al infinito y que en particular ésta asume el valor 1 para un valor s
suficientemente grande.

Observacién 1.6.2. El lema anterior muestra que la existencia de la funcion
generadora de momentos de Zy en una vecindad del origen no es suficiente
para asequrar la existencia del coeficiente de Lundberyg.

El siguiente teorema da una desigualdad, para el caso de reclamaciones de
colas ligeras, la cual garantiza que la probabilidad de ruina sea muy pequena
dado un capital inicial x grande. Esta desigualdad también muestra que mien-
tras menor sea el coeficiente de Lundberg mayor sera la probabilidad de ruina.

Teorema 1.6.1 (Cota de Lundberg). Suponiendo la condicion de ganan-
cia neta y la existencia del coeficiente de Lundberg r, entonces la siguiente
desigualdad es valida para x > 0

Plr) <e "™ (1.50)

Demostracion. Para esta demostracion definiremos la probabilidad de ruina
hasta la n-ésima reclamacién como

Up(x) =P {méx Sk > x}

1<k<n

13Esta es una propiedad de las funciones generadoras de momentos
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y utilizaremos el hecho de que esta probabilidad cumple con 9, (x) — ¥(z)
cuando n — oo. Lo anterior por que

Qy, = {fgl%xn Sy >z}

forma una sucesion mondtona decreciente de conjuntos que convergen a
{méx;<x Sk > x}. Por lo tanto bastara con probar que

Up(x) <e ™ paratoda n>1, x>0, (1.51)

usando induccién matematica sobre n. Ademas utilizaremos que

Up(z) =P Lr?’ix Sk > x} =P[Sy >z paraalgun ke {l,...,n}].
o (1.52)
Por la desigualdad de Markov (ver Apéndice B.1.3) se tiene que

wl(x) S e*’l"mel — e*’l".’l?

lo cual muestra que es valido para n = 1. Supongamos que es valido para
n = k > 1 y utilizando la independencia de las Z; para i = 1,..., se tiene
que

Ypi1(x) =P [ max S, > x}

1<n<k+1

=P [Zl > x] +P |:2<I£I§I§(+1{Zl + (Sn — Zl)} >z, Z1 < l':|

=p1+ D2

Considerando primero a py y usando la hipétesis de induccion tenemos que

p= [ B mix 80 y|dEa) = [ ot nRiEaw

oo 1<k
§/ e”(y’x)dFZI(y).

Considerando a p; y utilizando la desigualdad de Markov tenemos que

p=P[X >z <emx(r) = e_m/ edF(y) < / eV dFy, (y).
0 T
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Entonces por la definicion del coeficiente de Lundberg

rT

p1L+pe <emg(r)=e"

lo cual demuestra que la ecuacién (1.51) es valida para n = k + 1, lo cual
demuestra el teorema. O

Observaciéon 1.6.3. Para el caso de que la distribucion de los reclamos sea
exp(a) ya hemos obtenido tanto la probabilidad de ruina de forma analitica
como un valor para el coeficiente de Lundberg (ver ejemplos 1.8.3 y 1.6.1).
Al sustituir en la cota de Lundberg obtenemos

A (a)e o e(a=2)e
ac

lo cual es congruente ya que % < 1 por la condicion de ganancia neta.

En esta seccién encontraremos dos funciones las cuales acotaran la funcion
de distribucién de las convoluciones geométricas, esto junto con el teorema
de Pollaczek-Khinchin nos sera de utilidad para acotar nuestra probabilidad
de ruina. Si utilizamos (1.41) obtenemos

Fa(e) =(1 - p)dola) + 30— it F(a)
(1= p)io(a) + 3 p(1 - P Fye)

=(1=p)do(x) + ) _p(1 = p)p* " Fy  F7* ()

=(1—p)do(x) +pFy* Yy (1 —p)p* " F ' (x)

k=1

En este caso dg(z) significa la delta de Kronecker!?

0 siz <0
50(33):{1 siz>0

Por lo tanto tenemos que

Supongamos que existe una vy > 0 tal que es una solucion de
mx(y)=p". (1.54)

A esta v > 0 le llamaremos coeficiente de ajuste.'® Si éste existe entonces

4Por como definimos a dp(z) la podemos sustituir por 1{ze[0,00)}
15E] coeficiente de ajuste es distinto al coeficiente de Lundberg
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también tendremos que m,(s) < oo para s <y (ver la observacién 1.5.2).

Ahora obtendremos las cotas de Lundberg para la cola de la distribucion
Fx, donde X se distribuye como una convolucién geométrica de parametros
{p, Fy}.Utilizaremos la notacién

xo = sup{z : Fy(x) < 1}. (1.55)

Teorema 1.6.2. Si X es una convolucion geométrica de parametros {p, F}
y existe y > 0 que cumple con (1.54) entonces

a_e " < Fx(r) <ape ™ (1.56)
Donde

e e
T Fy(@) a; = sup of U_(x) (1.57)
wel0z0) [, €VdFy(y)

a_ = 1Inf —
020 [ vdFy(y)

Demostracion. Notemos que ay no puede ser cero, ya que su numerador es
positivo y su denominador es finito, entonces para = € [0, xg) se tiene que

a+p/ dFy(y) > pe’ Fy () (1.58)
Utilizando que
l=p / VdFy(y) +p / edFy(y)
0 T

entonces (1.58) equivale a

o (1 [ ewm(y)) > peFy(a) (1.59)

lo cual no sélo es cierto para x € (x,0), sino también para x > o (porque
ambos lados de (1.59) son iguales a cero para = € [0, xg)). Se tiene que (1.59)
es equivalente a

l—p+p (FU(:U) + a+/ e”(m_y)dFU(y)) >1—a.e”
0

Sea Fy(z) =1—aye ™ = (1 —ay)dp(z) +ayG(z) donde G(x) =1 —e ™y
definamos a F,, = (1 — p)dy + pFu * F,,_;. Entonces para el caso de F; con
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x > 0 tenemos lo siguiente
Fi(r) =1 —p+ pFy * Fy(z)

=1—p+p ((1 —ay)Fy +ay /Ox Gz — y)dFU(?/>>
=1—p+p ((1 —a ) Fy +ay /036(1 — 6_7(x_y))dFU(y)>

=l—p+p <FU - Cl+/ ev(xy))dFU(y))

> Fp(x) 0

Podemos ver que las convoluciones respetan desigualdades, esto es, si F'(x) >
G(z) para toda = > 0 entonces

/0 " Fle— g)dFu(y) > / "Gl - y)dFu(y).

Entonces Fy x Fy > Fy x Fy y por lo tanto por induccién se tendré que si
Fy1q > Fj entonces Fy % Fj1 > Fy * Fy, lo cual implica que

Fiyo = (1 —=p)d +pFy « Fyn > (1 —p)6 + pFy * Fy, = Fiiq.

De donde se sigue que F,, 1 > F, para toda n > 0. La sucesién {F,}
es creciente, ademas por como fue definida lim,,_ F,, = Fx. Por ser una
sucesion creciente se tiene que F'x > Fj lo cual implica que

F(z) <aye ™ z>0. (1.60)

La demostracion de la cota inferior es analoga. O]
Corolario 1.6.2.1. Si existe v > 0 tal que es una solucién de mx(vy) = p~*
entonces la probabilidad de ruina ¢ (z) esta acotada por

a_e " <Y(x) <ape " (1.61)
Donde

gt VR
a_ = inf Of U_(x) a, = sup Of U_(x) (1.62)
zel0z0) [ eWdFy(y) vem) [, €VdFy(y)

Demostracion. Utilizando el teorema anterior y la férmula de Pollaczek-
Khinchin el resultado es inmediato. [
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1.7. Foérmula de Panjer

Hasta ahora no tenemos, para el caso de distribuciones de colas pesadas,
un criterio que establezca cotas para la probabilidad de ruina (ademdas de
saber que se encuentra en [0,1]) lo que més adelante cuando simulemos, nos
serd util para comparar si nuestros algoritmos arrojan valores adecuados o
no. Este tipo de cotas nos las dara el Teorema de Panjer 1.7.1. Pero antes de
presentarlo necesitaremos definir cierta notacion y demostrar algunos resul-
tados.

Como ya hemos demostrado, la probabilidad de ruina puede ser modelada
con el uso de una suma geométrica

M
i=1

Ahora supongamos que los sumandos tienen una distribucion discreta que
toma valores en NU {0} y definamos

M
=X (1.63)
=1

como la suma aleatoria de variables aleatorias X donde el nimero de suman-
dos tiene distribucién geométrica de parametro p y los sumandos cumplen
con P[X* € NU{0}] = 1. Hay que notar que la variable aleatoria S}, toma
valores en NU {0}.

Nuestra meta es demostrar una férmula recursiva para el célculo de la
probabilidad de ruina. Para simplificar la notacién definamos las siguientes
probabilidades.

Pm - =P[M =m] para m=20,1,...
fri=P[X* =r] para r=0,1,...
o =P[S*=r para r=0,1,...
e =PXT+...+ X, =1 para r=0,1,...
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Por lo anterior tenemos que

Po=Pp
Pm = (1= p)Pm- para m=12 ...

5::ZIP’[S*:7°|M:m]]P’[M:m] para r>1
m=1

= Z £ pm para 1 >1
m=1

Utilizando la notacién anterior y recordando que f* = 1 tenemos la siguiente
proposicion.

Proposicién 1.7.1.
=" para om=1,2,. (1.64)
=0
Demostracion.
SR =Y PIXG .+ X = — | P[X] =]
=0 =0
=Y PIX; =i, X5+ ...+ X5 =r—1
=0
=3 P|X;=i) X :r]
i=0 L j=1
o e
i=0 L j=1
=fry P [Xf =i|> X; :r]
i=0 j=1

_fm*
—Jr

]

Ahora contamos con las herramientas necesarias para demostrar el sigui-
ente teorema.
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Teorema 1.7.1. [Teorema de Panjer| La probabilidad 6} = P [S* = r] estd da-
da por

5:: Zfl,,l, para  r>1
(1.65)
p

1_(1_p>f0.

Demostracion. Para r = 0 se tiene que

m=0

oy =

= pr(=p)"(f)"
) m=0 .
T f

con lo cual queda demostrado para r = 0. Para r > 1 se sigue que

= mef;n*

(1= p)ppr > S,
1=0

1_ fzzpml(ml

( - p)flé::—z

I
¢ 1

Il
3 ”Mﬁi

I
o

=(1=p)fod;+(1—p me,

entonces al despejar 7 de la tltima ecuacion se obtiene el resultado deseado.
O

La féormula anterior tiene una interpretacién muy sencilla; es decir, se
puede observar que utiliza la idea de “fijar” un sumando con la cantidad i y
al tener esto en cuenta el resto de los sumandos tienen (para que la suma valga
r) que valer r — i, luego ir variando entre todos los posibles valores de i (los
cuales son 0, ..., r). Una gran ventaja que tiene esta ecuacién al ser recursiva
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(ademds de ser computacionalmente sencilla) es que automaticamente esta
tomando todas las combinaciones posibles para obtener un monto de tamano
r ya que en caso contrario se tendrian que hacer todas las combinaciones de
sumandos tomados de {N U {0}} que sumen r.

La utilidad del teorema anterior es que nos permite acotar la probabilidad
de ruina al “discretizar” nuestros sumandos X;, ya que si definimos para x > 0
las variables aleatorias

X, =nf{n € N: X; < nx}
X, =sup{n e N: X; > nk}

donde utilizamos que inf () = 0. Entonces podemos definir las sumas aleatorias
enteras como S = Z?ﬁl X,y S = 211\1111 Se tendra entonces que kS <
S < kS, por lo tanto

P[S<az/k] <P[S<a] <P[S < a/x] (1.66)
Para nuestro estudio utilizaremos x = 1 para facilitar célculos.!

Por lo anterior se sigue que si utilizamos

1 T
0= ——n— T ara r>1
" 1+0—f0;f“ P =

6

K

podemos aproximar la probabilidad de ruina por medio de
Yla)~ 1= 4 (1.67)
r=0

y al sustituir f, por

fo=Fr(lz] +1) = Fr(|z])
fi=Fi(lz]) = Fi(lz] = 1),

obtendremos tanto una cota superior como una inferior para la probabilidad
de ruina (donde |z] representa la parte entera de ).

16Por como fué definido a S y a S se observa que mientras menor sea x mejor serd la
aproximaciéon, pero bastaria con cambiar los pardmetros de nuestras distribuciones para
superar este problema.
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Al consultar Dickson(1995)[12] se obtiene que una buena aproximacién a
la probabilidad de ruina es ¢ p(x) la cual se obtiene al utilizar

fE=Fi(lz] +1/2) — Fi(lz] —1/2).

Estas tultimas formulas nos permitirdn comparar qué tan eficientes son
los algoritmos y si es que son necesarios. El inconveniente que tienen, tanto
el calculo de la aproximacion como el de las cotas, es que el nimero de
operaciones visto como funcion del capital inicial crece de mantera enorme,
de hecho crece como la serie de Fibonacci.



Capitulo 2
Simulacion

“simular. (Del lat. «simulare», deriv. de «sfmilis».)

«Aparentar. Fingir». Hacer parecer que existe u ocu-

rre una cosa que no existe o no ocurre: ‘Simula una

cojera. Simulé un accidente‘. En los juegos de nifios

se expresan las simulaciones con el pretérito imper-

fecto de «ser»: ‘Esto era un castillo. Yo era el capi-

tan‘....”

Maria Moliner.-Diccionario de uso del espanol H-Z, 1973(pag. 1169).

El tema central del trabajo es la simulaciéon de la probabilidad de ru-
ina para el caso en que los reclamos tengan distribuciones de colas pesadas.
Expondremos en este capitulo los diversos problemas que plantea este tipo
de estimaciones y las diversas técnicas para hacerles frente. Por lo tanto,
sera necesario dar una pequena introduccién al tema de la simulacién. Para
este estudio definiremos como simulador a un programa de computadora (al-
goritmo) que represente a un fenémeno tomando en cuenta las variables que
actuan sobre él (no necesariamente todas las variables, ya que por motivos
de sencillez se puede solamente hacer uso de las que se consideren relevantes)
y que arroje resultados similares al fenémeno. Este tipo de programas se re-
alizan con la finalidad de deducir ciertas propiedades del fenémeno a través
de los resultados que genere.

Por ejemplo en el caso de no tener una soluciéon analitica de alguna
ecuacion se puede, por medio de un modelo de computadora, representar su
comportamiento y con esto aproximar su solucion; con base en esta aproxi-
macion podemos realizar cierta inferencia sobre la ecuacion original. Un ejem-
plo de esto es el calculo de integrales en varias dimensiones cuando no cono-
cemos el comportamiento de la funcién a integrar, ya que puede ser un gran
problema el hacer particiones de los intervalos de integracién. Entonces se
puede realizar una serie de simulaciones que arrojen una particién adecuada.

o1
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Una ventaja de la simulacién es poder manipular las variables que rigen
al fendmeno para asi hacer inferencia sobre las reacciones del fenémeno real
respecto a estos cambios, cosa que puede ser dificil o en ciertos casos imposi-
ble con el modelo real ya que existen ciertas condiciones que no podriamos
cambiar (por ejemplo cuando queremos conocer como influye la luz solar en
un cultivo). También la simulacién es importante en el caso de que la in-
formacién reportada acerca del fendmeno sea escasa (por ejemplo en el caso
de un estudio sobre terremotos) es entonces util un modelo con el cual se
puedan obtener datos que representen una mayor cantidad de informacion.

Otra motivacién para la simulacion es la existencia de fenémenos que se
pueden considerar como aleatorios o que por su contexto las condiciones que
los rigen son lo suficientemente complejas para que no se puedan considerar
como deterministas (por ejemplo la rapidez con que se disemina una pan-
demia, la probabilidad de que un huracan aparezca en los préximos tres anos
o el precio de ciertas acciones en el mercado bursatil). Es importante el es-
tudio de estos fenémenos para tomar ciertas decisiones y con la simulacion
podemos deducir ciertas propiedades utilizando un modelo que incorpore este
tipo de aleatoreidad.

En general, se simula para deducir el valor de cierta cantidad ¢ descono-
cida relacionada con un modelo estocastico. Una simulacion del sistema en
cuestién produce los datos de salida Z, una variable aleatoria cuyo valor
esperado es la cantidad de interés (. Una nueva simulacion independiente
de la anterior proporciona una nueva variable aleatoria con media (. Esto
continua hasta un total de R ejecuciones y R variables aleatorias independi-
entes Zi, ..., Zg, todas con la misma distribucién y media ¢. El promedio de
estos R valores, ¢ = S_% | Z,/R sirve entonces como estimador (como una
aproximacién) de (.

Existen diversos problemas en la simulacién. Uno de ellos es decidir
cuantas simulaciones hacer; es decir, el problema de hallar un valor adecuado
para R (considerando que necesitamos tener cierta confianza en nuestro esti-
mado) dado que mientras mayor fuera nuestra muestra mejor serd la calidad
de nuestro estimador. Este es un problema en el que nos enfocaremos ya que
existiran casos en los que dado un algoritmo se necesitaréa una cantidad casi
infinita para obtener la precision deseada. Debido a la naturaleza aleatoria!
de nuestro estimador ¢ quisiéramos que dado un valor € > 0 saber qué tan
probable es que nuestro estimador ( esté a una distancia menor que e del
valor (.

!En realidad ningtin programa puede arrojar ntimeros verdaderamente aleatorios, lo
que arroja son numeros pseudoaleatorios con propiedades que permiten utilizarlos.
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Definiremos como un estimador puntual a una expresion matematica en la
cual se introducen los valores obtenidos de las simulaciones para producir un
unico nimero, que utilizamos como una aproximacién del valor buscado. Por
otro lado, definimos como intervalo de confianza a una expresién matematica
en la cual se introducen los datos para asi producir un intervalo numérico que
cubrird el valor verdadero con una cierta probabilidad de antemano especi-
ficada; es decir, un intervalo de confianza es un intervalo generado a través
de los datos que nos permite tener una nocién de la posicién del valor que se
esté estudiando, con la confianza de que el valor cae dentro de este intervalo
con cierta probabilidad.

2.1. Estimadores y su eficiencia

Un estimador es un valor con el cual se aproxima una cantidad descono-
cida, este valor es el resultado de ejecutar un proceso al cual llamaremos
algoritmo de simulacién o simplemente algoritmo. Al estar estimando una
cantidad desconocida surge la duda de qué tan bien se estd estimando a la
cantidad, o dado que necesitamos un cierto grado de confianza de nuestro
estimador si es que él lo cumple o no. Por lo anterior serd necesario tener
ciertos criterios para nuestros estimadores. El siguiente método nos presen-
ta una forma de obtener estimadores por medio de obtener el promedio de
simulaciones del proceso que rige a nuestro valor.

2.1.1. Meétodo de Monte Carlo crudo y estimadores
insesgados

En diversos estudios surge el problema de calcular una cantidad descono-
cida ¢ € R . Supongamos que podemos hacer un modelo que emule el compor-
tamiento que rige a ( y que éste genere datos “cercanos” al valor desconocido.
La idea que plantea el método de Monte Carlo crudo (o simplemente método
de Monte Carlo) es tomar el promedio de estos valores como un estimador
de (.

La idea anterior nos lleva a querer simular? repetidas veces (por ejemplo
R veces) una v.a. Z que tenga una media (. El método de Monte Carlo
crudo implementa esta “cercania” al pedir que la variable aleatoria Z tenga
esperanza (, a este tipo de estimadores cuya esperanza es el valor estimado

2Més adelante daremos el significado de simular a las variables aleatorias, por ahora
debe de entenderse como realizar un proceso que asemeje los resultados de ellas.
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se les llama estimadores insesgados®. Entonces el método de Monte Carlo
plantea realizar R simulaciones de la v.a. Z y luego utiliza

R
- o
Cuee = (= = ;Zr, (2.1)

como estimador de (, donde Z, es el valor que arrojé la simulacién r. La
razon por la cual es valido este método es que utilizando la ley fuerte de los
grandes numeros podemos asegurar que ( — ( con probabilidad 1 cuando
R — o0, lo que nos dice que mientras mayor sea el valor de R méas probable
es que nuestro estimador se aproxime a (. Entonces se tiene el problema
de encontrar a Z de tal forma que la velocidad de convergencia de nuestro
estimador sea la adecuada, segin las exigencias de nuestro problema.

Para fines practicos lo anterior nos dice que si podemos “simular” a la
variable aleatoria Z obteniendo los valores zq, ..., zr entonces el promedio de
estos valores nos sera 1til como una aproximacion al valor de ¢. Uno entonces
tiene el problema de entender que significa “simular” una variable aleatoria,
,.como se puede “simular” una funcion real medible?, ademas ;cémo se puede
simular un proceso “aleatorio” si sélo tengo a mi dispociciéon el hacer procesos
deterministas?. No existe una respuesta exacta* para las preguntas anteriores,
lo que si se tiene es una interpretacion de su significado; es decir, cuando uno
habla de simular una variable aleatoria se refiere al hecho de representar un
proceso aleatorio. Por aleatorio se debe de entender como un proceso el cual
no se conocen los suficientes elementos para poder predecir su resultado. En
este caso al querer representar un proceso aleatorio lo que se hace es crear una
variable pseudo-aleatoria, la cual es en realidad el resultado de un proceso
determinista que al tomar en cuenta ciertos criterios de lo que es y lo que no
es aleatorio cumple con ser aleatorio.

Por ejemplo, cuando se quiere simular variables aleatorias con distribucion
U(0,1) una forma de hacerlo es tomar un numero zo € (0,1) (el cual se
denomina semilla) y realizar las operaciones siguientes

T, = axr,_ymodulo(f), con neN

donde «, € N fijos. Entonces los valores obtenidos xi,x»,... se utilizan
como los resultados de la simulacién.

Existen diversos problemas en los cuales se esta interesado en estimar
cierta cantidad desconocida (, la cual es la probabilidad de cierto evento

3En general se puede hacer uso de v.a. no insesgadas (sesgadas) para hacer inferencia,
lo cual dependera de la naturaleza de nuestro problema.
4No entremos en detalles de que significa ”exacta“.
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(por ejemplo la probabilidad de ruina); es decir ( = P[Z € A] donde Z es
una variable aletoria y A es un subconjunto de su dominio. Se sigue que si
uno puede simular a Z'y calcular {z¢ 4y se podrd utilizar el método de Monte
Carlo al utilizar la ecuacién (2.5) y obtener

R
~ 1
(= = ; 14 zeA (2.2)

donde se utiliza el hecho de que E [|(zea;] = P[Z € A]. Lo anterior tiene
una importante interpretacion; al estar utilizando a 1{z¢ 4} lo que se esta real-
mente tomando en cuenta es la ocurrencia de la variable Z en el conjunto
A, es decir, se aporta un 1 en el caso de que Z € A y cero en caso de
que Z € A° lo cual es justamente la definicién de una v.a. con distribu-
cién Bernoulli(p = P[Z € A]). Se sigue entonces que la varianza de nuestro
estimador es

VarC = ¢(1 - ), (2.3)

la cual serd una ecuacion importante que utilizaremos principalmente cuando
desarrollemos la teoria de eventos raros.

En un planteamiento mas general podria interesarnos simular una vari-
able aleatoria W y utilizar el método de Monte Carlo. Puede suceder que
la simulacion directa de W no sea posible, en cambio tenemos acceso a sim-
ular una variable aleatoria Z la cual bajo cierta transformaciéon H cumpla
con W = H(Z) y entonces tenemos que ¢ = E[H(Z)], donde la esperanza
estd siendo tomada bajo la distribucién de Z y no de W.

Lo anterior implica que se puede replantear el problema a encontrar una
variable aleatoria Z que cumpla con

c—EﬂHwn—AHumma, (2.4)

donde F' es la distribucion de Z y Q es su soporte. Por lo tanto un estimador
insesgado para ( es

Ci= S H(Z,) (2.5)

donde 7y, ..., Zr son simulaciones independientes de la variable aleatoria Z.
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2.1.2. Eficiencia de los estimadores

Un problema que surge al simular es comparar la eficiencia® de los distin-
tos algoritmos de simulacién, por lo tanto se necesitara plantear criterios de
comparacién.® Utilizando el teorema central del limite (ver Apéndice B.1.8)
tenemos que para Z dado por (2.5) tiene aproximadamente la distribucién
N (¢, R~War(Z)) para R grande, ademds utilizando la varianza muestral
que es un estimador insesgado de Var(Z) definido por

2 _ 1 2
5% = mZ(Zi_§> ) (2.6)

r=1

se obtendra por la ley fuerte de los grandes nimeros que dicho estimador
converge con probabilidad 1 a Var(Z). Por el teorema de Slutsky (ver B.1.2)
tenemos que Var(Z) puede ser sustituida por S? y seguiré convergiendo a
una v.a. con distribucién normal. Entonces para Var(Z) < co ” y R grande
tenemos que el intervalo de confianza alrededor de Z al cual ¢ pertenece con
probabilidad (1 — «) estd dado por

(2_ Zl—a/z%, Z-i- Zl—a/2%> , (2.7)

donde z;_, es el cuantil (1 — «) de una distribucién normal estdndar.

Un factor importante es el de ponderar qué tan bueno es el intervalo de
confianza con respecto al estimador ya que dependiendo del valor estimado
podremos dar mayor o menor libertad al tamano del intervalo. Por ejemplo
cuando uno esta aproximando probabilidades un intervalo que tuviera una
logitud de 2 no nos seria ttil ya que las probabilidades se encuentran sola-
mente en el intervalo [0, 1] y un intervalo asi estarfa reportando valores fuera
del dominio, en cambio si se estuviera estimando el tamano de una poblacién
de un palis, este intervalo podria pensarse que es bueno, ya que nos estaria
reportando que nuestro estimador a lo mas tiene un error de una persona.

SEsta eficiencia se refiere entre otras cosas a la velocidad de convergencia de nuestro
estimador al valor estimado.

6La literatura escrita con respecto a criterios de comparacién de algoritmos y es-
timadores es sumamente extensa por lo cual sélo se presentaran los resultados nece-
sarios para nuestro estudio, para mayor referencia consultar Rubinstein(1981)[35] y
Dimov(2008)[13].

"En el caso de simular eventos con varianza infinita surgen otro tipo de problemas, como
por ejemplo que nuestras simulaciones nunca reportardn una varianza muestral infinita.
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Por lo tanto una cantidad que se puede tomar como medida de dispersiéon es

S/VR

~

¢

la cual para R grande converge al error relativo del estimador E, definido por

Definicién 2.1.1 (Error relativo). Se define el error relativo € del estimador

< como
Y Var (<)
€= —[6] (2.8)

Entonces el error relativo del estimador Eviene dado por

\/W _VVar(@)/R (2.9)
E | ¢

De esta ultima ecuaciéon se puede ver que para reducir el error relativo de
nuestro estimador existen dos formas. La primera es por medio de aumentar
el nimero de simulaciones hasta lograr el error relativo deseado, el problema
que surge es que existen ocasiones en las que no es practico, ya que exigen un
numero de simulaciones practicamente infinito. La segunda forma de reducir
el error relativo es a través de reducir la varianza de nuestros estimadores;
para este fin existen los métodos de reduccién de varianza los cuales utilizan
informacion a priori que incorporan a la simulacién para lograr reducir la
varianza, los cuales expondremos en la Seccion 2.3.

La razon por la cual el error relativo es importante es que nos brinda una
nocion de qué tanto esta variando nuestro estimador con respecto al valor
estimado. Por ejemplo, supongamos que se quiere estimar ( = P[Z € A] la
cual es pequena (casi cero), entonces se tendrd que al utilizar las ecuaciones
(2.3) v (2.2) el error relativo del estimador de Monte Carlo estd dado por

YVar(Q)  [1—¢
5:W: 1R—C%\/RIC7 (2.10)

lo cual representa un gran problema al momento de la simulacién, ya que
por hippotesis ( dijimos que era pequena, lo que implica que el error relativo
es grande y por ende el intervalo de confianza. Mas adelante en la Seccion
2.2 se exhibiran los problemas que surgen al estar estimando probabilidades
pequenas por medio de plantearlas como eventos raros.

E =
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En la ecuacién (2.9) se exhibe una de las razones por las cuales es im-
portante hacer una reduccién de la varianza. Se observa que al reducir la
varianza se lograra que el error relativo sea menor y por ende que el intervalo
de confianza se haga mas pequeno y con esto lograr el grado de precisién que
requiera nuestro estimador. Lo anterior sugiere que se buscara una reduc-
cion de la varianza de nuestro estimador que la disminuya a la mitad, a una
décima parte o a una cantidad ain menor, para que sea efectivo este nuevo
método de simualcién, ya que en caso contrario se podria tan solo repetir
unas cuantas veces mas la simuacion para lograr la precisién deseada.

Ademas, al observar la férmula (2.10), se observa que para reducir el
error estandar de un estimador en un factor de a se necesitaran alrededor
de a? nimero de simulaciones. Esto significa que para un aumento relativa-
mente pequeno en la precision es necesario un gran aumento en el nimero
de simulaciones.

2.1.3. Error relativo acotado y eficiencia logaritmica

El estimar la probabilidad de ruina de manera adecuada tiene diversos
problemas, entre los que destaca que al trabajar con probabilidades de ruina
pequenas necesitaremos que el intervalo de confianza de nuestros estimadores
sea también pequeno. Por ejemplo si estamos estimando por el método de
Monte Carlo crudo una probabilidad de ruina del orden de 1077, necesi-
tarfamos hacer 10'* simulaciones para lograr que nuestro valor estimado fuera
del mismo orden que el valor que estd estimando, lo cual se suma a que (por
estar estimando por medio de promediar ceros y unos) la varianza de nuestro
estimador va a tener graves problemas.® Lo anterior plantea un gran proble-
ma al momento de simular ya que el método de Monte Carlo crudo se vuelve
ineficiente no solo en su error relativo sino también en la estimacion. En la
Seccion 2.2 presentaremos lo que son los eventos raros los cuales son un caso
mas general del problema anterior.

Considere un estimador Z(:c) para ((x), en este caso estamos planteando
tanto a los estimadores como a los valores estimados como funciones de un
parametro x y supongamos que ¢ decrece conforme x — oo. Utilizando la
desigualdad de Jensen tenemos que

E[C@?] > (E[w)]) = cw

8De hecho en el capitulo 3 mostraremos que al simular el método de Monte Carlo este
presenta una varianza minima y en algunos casos cero, ya que durante su ejecucién solo
fue simulada la constante cero, lo cual representa un pésimo estimador.
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Quisiéramos entonces garantizar que el segundo momento de nuestro es-
timador ((z) convergiera proporcionalmente a (%(z) cuando z — oo. Esto
tltimo para que nuetra varianza convergiera de manera similar a ¢?(z) y con
esto lograr que el error relativo de nuestras estimaciones se minimizara; es

decir quisiéramos lograr que
E[{(2)?] < e¢(a)?,

para toda x y donde ¢ es una constante fija mayor o igual a 1. Lo anterior
nos lleva a la siguiente definicion.

~

Definicién 2.1.2 (Error relativo acotado). Se dice que un estimador ((z)
de ((x) tal que ((z) — 0 cuando © — oo tiene error relativo acotado si

-~

Vi)
hin—?ogp () < 0 (2.11)
Durante mucho tiempo se creia que lograr estimadores para la proba-
bilidad de ruina con error relativo acotado era imposible, pero en fechas
recientes se logré obtener el primer estimador de la probabilidad de ruina
con esta propiedad, el cual fue publicado en el articulo de Asmussen, S. y
D. P. Kroese (2006)[4]. Se decidi6 que para este trabajo no era apropiado el
exhibir a este estimador ya que para su implementacién se requieren demasi-
adas hipotesis extra y nosotros estamos planteando un escenario mucho mas
amplio.

Como un criterio més relajado (ya que tener un error relativo acotado es
dificil) se tiene el siguiente

Definicién 2.1.3 (Eficiencia logaritmica). Se dice que nuestro estimador

((z) de ((x) tal que {(x) — 0 cuando x — oo es logaritmicamente eficiente
(o asintdticamente optimo) si cumple con

h’mjup %i(i) =0 (2.12)

para toda € > 0.

Por como fue definido es obvio que tener error relativo acotado implica
tener eficiencia logaritmica. El siguiente teorema plantea una forma alternati-
va de definir la eficiencia logaritmica, ademas de ser el medio que utilizaremos
para demostrar que un estimador es logaritmicamente eficiente a la par que
explica razén del nombre de eficiencia logaritmica.
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Teorema 2.1.1 (Criterio alternativo de eficiencia logaritmica). Un esti-

~

mador ((z) de ((z) tal que ((x) — 0 cuando x — oo es logaritmicamente
eficiente si solo si cumple con

-~

InV
lfm infw > 1. (2.13)
z=oe [In((x)? |
Demostracion. Supongamos que Z(x) cumple con la ecuacién (2.12). En-
tonces para toda § € (0, 1) se puede encontrar un valor x, tal que si z > x

~

InVar{(z) <0, In((z) <0y ademds que cumpla con

~

Var((x)
Cap <

lo que implica que

In Varf(x) <Ind+(2—¢)In(z) lnh‘l/?(r:f)(;:) > lellngzx)—i—(l—%).

Por lo tanto

~

.. | InVard(x) | ) Ino £
| f— > f 1—-—
MR @z M e T2
9
>1—-=
- 2
> 1

con lo cual se demuestra una implicacién. Para obtener la otra implicacion,
suponemos que se cumple al ecuacién (2.13), entonces existe una xq tal que
six >z In Varf(a:) < 0, In¢(z) < 0 y ademds cumple que para toda € > 0
se tenga
| anarZ(x) | N e 1
me@?| = 2 &
Se sigue que
| InVard(z) [>] In¢(x)> <= | .

En la dltima ecuacion cada cantidad encerrada en valor absoluto es neg-
ativa, por tanto

InVarl(z) < 1n§(x)2_5+%

utilizando que ((z) — 0 cuando x — oo se completa la prueba. O
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El teorema anterior nos sera de gran utilidad ya que con él se demostrara si
un estimador es logaritmicamente eficiente o no; la siguiente proposicion
muestra que el estimador de Monte Carlo no lo es.

Proposicién 2.1.1. El estimador de Monte Carlo crudo no es logaritmica-
mente eficiente

Demostracion. Considere (2.14) se tiene que

oy SE[Z’] =E[Z] =¢

Entonces
211/2 2
lmint P07 < g REZTT g IWE[ZT] 1
r—00 ln C T—00 ln C T—00 2 ln C 2

Por lo tanto el estimador de M.C. crudo no es logaritmicamente eficiente. [

La conclusion de la proposicién anterior es que el estimador M.C. crudo
no es logaritmicamente eficiente y por lo tanto es necesario encontrar mejores
estimadores para el caso de eventos raros.

2.2. Eventos raros

Como ya hemos mencionado existen fenémenos que aun cuando su pro-
babilidad es baja su ocurrencia genera grandes cambios en su entorno. Para
modelarlos utilizaremos a los eventos raros, los cuales, como su nombre lo
indica, son sucesiones de variables aleatorias las cuales tienen una convergen-
cia casi segura a la constante cero. En esta seccién exhibiremos los diversos
problemas que surgen al simular este tipo de variables y como poder solu-
cionarlos.

Una familia de eventos raros es un conjunto de eventos {A(x)} donde
x € (0,00) oz € Ntales que P[X € A(z)] — 0 cuando x — oco. Se querra en-
tonces poder estimar el comportamiento de P [ X € A(z)] para valores grandes
de z.

Se puede utilizar el método de Monte Carlo crudo para estimar a ¢ por
medio de (2.5) como

R
o1
(=75 ; T(x.ea@) (2.14)

la ecuacién anterior involucra generar una muestra aleatoria X1, ..., Xr tal
que X; ~Pparai=1,..R.
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Un problema que surge al estimar eventos raros es el siguiente, suponga-
mos que tenenos ( = P [A(x)] tal que ¢ — 0 cuando = — oo, entonces po-
driamos estimar dicha probabilidad por medio de simulaciones de Z =1{xc ()} -
En nuestro estudio tenemos el ejemplo de A = {7(x) < oco}. Con el método
M.C. crudo obtenemos que la varianza es

o2=((1-Q)/R

la cual tiende a cero cuando ( — 0, pero demostraremos que su velocidad
de convergencia no es lo suficientemente rapida. El problema reside en el
comportamiento del error relativo, ya que éste dictamina el intervalo de con-
fianza, el cual para valores pequenos querremos que sea pequeno, porque en
caso contrario caeriamos en el error de tener un estimador que podria variar
demasiado. Por lo anterior es importante observar la velocidad de conver-
gencia de nuestro estimador ya que segin sea su velocidad serd el intervalo
de confianza que podamos dar a nuestras estimaciones; para ejemplificar,
supongamos que ¢ = 107% para poder estimar ¢ adecuadamente con un
error relativo, por ejemplo, de € = 0.01 se necesitard, aproximadamente, una
muestra de un tamano tan grande como
R~ % =10".
€%

Con lo anterior se muestra que estimar probabilidades pequenas con el
método de Monte Carlo crudo no es computacionalmente eficiente.

Otro ejemplo es que si estamos trabajando con valores del orden de 107°
un intervalo de confianza de longitud 10~ es demasiado grande con respec-
to a nuestros valores estimados (es tan grande que permite probabilidades
negativas), atin cuando una longitud de 10~* parecerfa buena.

Para la estimacién de eventos raros el error relativo de nuestro estimador
de Monte Carlo esta dado por

o0 _Wa-0 1
[T

E =

— 00. (2.15)

Existen entonces dos formas de reducir el error relativo de nuestras esti-
maciones; la primera es aumentando el nimero de estimaciones, lo cual en
la mayor parte de los casos es ineficiente ya que por estar trabajando con
eventos raros se necesitaran al rededor de
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Esto implica que se necesita una cantidad enorme de simulaciones para
lograr conseguir que el error relativo pequeno.

La otra forma de reducir el error relativo es por medio de métodos de
reduccion de varianza los cuales expondremos en la Seccion 2.3. Durante el
transcurso de los distintos métodos de reduccion de varianza daremos ejem-
plos de cémo solucionar los problemas que surgen al simular eventos raros.

2.2.1. Simulacién de probabilidades de ruina vista co-
mo un evento raro

Para nuestro estudio queremos encontrar un método eficiente de esti-
mar la probabilidad de ruina v (z) bajo el modelo Cramér-Lundberg, donde
contamos con un capital inicial x, el cual suponemos grande. En este ca-
so supondremos también que la distribucion de los reclamos, F}, es de cola
pesada.

Los algoritmos que expondremos se basan en que podemos representar a
la probabilidad de ruina ¢ (x) = ¢ = E [Z] para alguna v.a. Z que puede ser
simulada, luego entonces simularemos R réplicas independientes Z1, 2, ..., Zr
de Z y estimaremos a ¢(x) por medio de ( = (Z;+...4+ Zg)/R y utilizaremos
el estimador de la varianza para lograr determinar los intervalos de confianza
de nuestro estimador.

Ya hemos mencionado (ver la Seccién 2.1.2) que una medida de la eficien-
cia de nuestro estimador es el error relativo (2.8) 2. Por lo tanto surgen los
siguientes problemas

1. El problema de la ruina para horizonte infinito implica simular un pro-
ceso durante un tiempo infinito, lo cual es computacionalmente im-
posible; es decir, si uno tuviera un algoritmo que simulara el proceso
de ruina cada simulacién podria ser detenida sélo si existiera la ruina
pues en caso contrario nada garantizaria que al detener la simulacion
en un tiempo finito la ruina no ocurriera en un tiempo posterior.

2. Como se espera tener un capital inicial grande entonces la probabilidad
de ruina sera pequena, por lo que se puede ver que es un evento raro.
Suponiendo que logramos superar el primer problema y que podemos
generar Z =|{r(z)<o0} €ntonces podriamos simular la probabilidad de
ruina por medio del método de Monte Carlo crudo. Este procedimiento

9Supondremos que el tiempo que toma una corrida de cualquier algoritmo es la misma
va que siendo mas estrictos serfa importante notar esta diferencia para poder ponderar la
eficiencia de cada algoritmo
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serfa generar variables aleatorias Bernoulli con pardmetro (x), en-
tonces se tendra que el error relativo es

oz _ VY@)(A—Y@)/R 1

€= — o0 cuando x — o0

(2.16)
lo cual muestra que el método de Monte Carlo crudo no es computa-
cionalmente factible para el problema de la ruina.

El primer problema se puede resolver por medio de la formula de Pollaczeck-
Khinchine ya que permite simular la probabilidad de la ruina por medio de
una convolucion geométrica. En el Capitulo 3 se expondran a través de los
resultados obtenidos, cuales son las mejoras computacionales al aplicar los
métodos de reduccion de varianza para el caso en que se tengan reclamos con
distribucion de colas pesadas, tomando en cuenta los problemas que implica
este tipo de simulacion. En la Seccion 2.4 se expondran diversos algoritmos
para poder afrontar el segundo de los problemas.

2.3. Métodos de reduccion de varianza

Los métodos de reduccion de varianza se basan en la informacion a priori
que se tenga sobre el problema. Esta informacion se implementa en la simu-
lacion para hacerla mas eficaz, ya sea por ejemplo conocer el comportamieto
que presenta el fenémeno cuando se condiciona sobre algin otro evento o
cuales eventos tienen mayor peso para la estimacion, entre otros. Ademas se
pueden implementar varios métodos de reduccion de varianza a la vez segiin
sean las condiciones del problema. Estos métodos haran que el algoritmo a
iterar sea mayor, pero (si se implementan de manera adecuada) reducirédn en
gran medida el tiempo computacional que se requiere para la precision que
el problema exija.

Entre los métodos que utilizaremos se encuentra muestreo por importan-
cia el cual mejora la simulacién al cambiar la funcién de distribucién F(z)
(con la que se generan los datos) por alguna otra. El método de covariables
crea variables con algin tipo de correlacion entre si para mejorar la eficien-
cia (ya sea para variables antitéticas o variables de control). El beneficio del
muestreo estratificado viene de partir el dominio de F' que denotamos como
() en subregiones {24, ..., €2, llamadas estratos e ir tomando muestras de cada
region y con esto eliminar en la mayor medida posible la variabilidad del
estimador. La mejora que se obtiene en el caso del muestreo por importancia
se debe a que se asigna mayor peso a eventos que sean mas importantes que
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otros al momento de simular. En Monte Carlo condicionado se utiliza que las
esperanzas condicionadas con respeto a una nueva variable aleatoria W son
conocidas, luego entonces se simula a W para obtener un estimador de (.

Cabe mencionar que no siempre un método de reduccién de varianza es
eficiente, ya que al aplicarlo aunque se disminuya el niimero de simulaciones
no forzosamente se esta reduciendo el tiempo de computo dado que al imple-
mentar uno de estos métodos el algoritmo de la simulaciéon puede crecer, de
manera que cada simulacién tarde mayor tiempo en ser realizada y por ende
no exista una mejora computacional.

2.3.1. Uso de covariables

Una forma de reducir la varianza es utilizando covariables, esto es, por
medio del uso de variables extras para mejorar la simulacién. Cualquier vari-
able que tenga alguna relacién con la variable original (la variable de estudio)
tiene la posibilidad de ayudar a reducir la varianza de nuestro estimador.

Este tipo de variables pueden ser ttiles si son faciles de generar y se tiene
conocimiento de algunas de sus propiedades (o estas propiedades son faciles
de aproximar). Los métodos de variables antitéticas y variables de control
utilizan este tipo de variables para obtener estimadores con menor varianza.

Variables Antitéticas

Para este método se generan M réplicas de vectores aleatorios, los cuales
estan formados por parejas de v.a. no necesariamente independientes. De
hecho para mayor eficiencia del método se buscara que estas parejas sean tan
negativamente correlacionadas como se pueda. En otras palabras se toma
R =2M y se generan M parejas de vectores aleatorios i.i.d.

(Zla ZQ)a (Z37 Z4)7 ) (ZM—la ZM)

tales que la distribucién marginal de Z,. es la misma (como en el método de
Monte Carlo crudo) para toda r (sea par o impar) pero se tendra que Zy;_;
y Zs; pueder ser dependientes. El estimador es entonces

~ 1+ ...+ Zg

CAnti = R 5 (2 1 7)
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con varianza

donde 02 = Var(Z;) y p = Cor(Zyi_1, Zs;) para i = 1,2, ..., M. Entonces p
deberia ser negativa para obtener reduccion en la varianza y preferiblemente
tan cercana a —1 como se pueda para que este método sea méas eficiente.

Ejemplo 2.3.1. Supongamos que queremos lograr que X1 y Xo estén correla-
cionados en forma negativa, suponiendo que Xi es una funcion den v.a.i.i.d.
con distribucion U(0,1); es decir, supongamos que

X1 - h(Ul, ceey Un)

donde Uy, ..., Uy, son v.a.i.i.d. con U; ~ U(0,1) parai = 1,...,m. Ahora, si
U ~U(0,1) , entonces la distribucion de 1 — U también es U(0,1). Por lo
tanto, la variable aleatoria

Xo=h(1-Uy,...1-U,)

tiene la misma distribucion que Xi. Ademds como 1 —Uj; estd correlacionada
de manera negativa con U; para i = 1,...n, supondriamos que Xo estd corre-
lacionada de manera negativa con X,. Este resultado se puede demostrar en
el caso particular de que h sea una funcidn mondtona (ver Apéndice F). Por
lo tanto si h es mondtona, después de generar Uy, ...,U, para calcular a X,
en vez de generar un nuevo conjunto independiente de m niumeros aleatorios,
podemos utilizar 1 — Uy, ..., 1 — U, para calcular a X5. En este caso se obtu-
vo un estimador con menor varianza a la vez que se simulo la mitad de las
variables aleatorias.

Variables de control

Supongamos que Z es una v.a. y queremos estimar por medio del método
de Monte Carlo a E[Z]. Supongamos también que W es una v.a. con es-
peranza conocida w = E [IW]. La idea de este método es tomar una v.a. W
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que tenga una gran correlacién (ya sea positiva o negativa) con Z, generar
(Z1,W3), ..., (Zr, Wg) en vez de generar solamente Z1, ..., Zr y con esto hacer
un estimador ZVC con menor varianza que E mcc obtenido por el método de
Monte Carlo crudo para E [Z]. El siguiente teorema muestra c6mo obtener
este estimador.

Teorema 2.3.1. Sean Z y W v.a. con varianzas oz, ow respectivamente y
con covarianza ozy . Supongamos que se conoce a w = K [W] y se desconoce
¢ =E[Z], entonces

1. La funcion
m(a) =72 —a(W —w) (2.18)

es un estimador insesgado de ¢ para toda o € (—o0,00), con

Varn(a) = oy — 2002w + o’oyy (2.19)

2. o = oy /ol minimiza (2.19) con
Varn(a*) = o3(1 — pyw) < Varr(0) = oy

donde

Ozw

2 2
070w

pzw = cor(Z,W) =

Demostracion. Para la primera parte tenemos que

Varmn(a) =VarZ + Var(a(W —w)) + 2Cov(Z, (W — w))

=0y + ’opy, — 2007w

Lo cual demuestra el primer punto. Para la segunda demostracién se tiene
que (2.19) es convexa (porque su segunda derivada es positiva) vista como
funcién de «, y al derivar e igualar a cero se obtiene que esta alcanza su
maximo en

2
ot = 2w (2.20)
O-W.
Al substituir tenemos que
o2
Varm(a*) = o3 — 2% = o5(1 — po). (2.21)
Ow

Ademds se tiene que Varm(0) = 0% y al usar el hecho de que | pzw [< 1 se
completa la prueba. O
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Ejemplo 2.3.2. Supongamos que estamos interesados en calcular

1
Cze—lz/ e””dx:E[eU],
0

donde U ~U(0,1). Y utilizaremos a la variable de control U, se tiene que

1
Var(eV) = / e*dr — (e — 1)?
0

e2—1
= — (e —1)%
——(e—1)

~ 0.242035607

Cov(e”,U) =E [Ue”] —E[U]E [¢"]

1
—1
:/ a:ezdx—e
0 2

—1
:1_e
2
3—e
5

Utilizando la ecuacion (2.21) se obtiene

1
Var (eU +a” (U - 5)) = Var(e¥) — 12Cov(e¥, U)?

~ 0.003940222922.

Por lo tanto se obtiene una reduccion de la varianza aprorimadamente del
98.37%.

Observacion 2.3.1. En la formula (2.21) hay que notar que mientras mayor
sea el valor de | pzw | se tendrd una mayor reduccion en la varianza.

Para el método de las variables de control se utilizara como estimador de
(=E[Z] a

Cvc = C — Oé*(’@ — w) (222)

El cual por el teorema anterior es un estimador insesgado y utilizando una

variable aleatoria VW altamente correlacionada con Z se obtendra una reduc-
cién de varianza.

Observacién 2.3.2. Las formulas (2.20) y (2.21) se pueden facilmente gen-
eralizar para el caso de miltiples variables de control. Sea W = (W1, ..., W,,)T
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un vector aleatorio columna de tamano m de variables de control con vector
de medias pyw = E[W] = (1, ptn)”, con p; = E[Wi] para i = 1,....m
entonces la version vectorial de (2.18) puede ser escrita como

() =2 — o' (W — pw) (2.23)

donde « es un vector m-dimensional. Se tendrd entonces que el valor de o*
que minimiza Varn(a) es dado por

o = E;VIO'ZW (224)

donde Xy denota la matriz de covarianzas (de m x m) de W y ozw denota
el vector (de tamano m) cuya componente i es la covarianza entre Z y W;
para i =1,...,m. Por lo tanto la correspondiente varianza de w(a*) serd

Varr(a*) = (1 — Ryy,)Var(Z) (2.25)

donde
R2ZW = (UZV[/)TE;[}Uzw/VCLT(Z)
la cual es la raiz cuadrada del coeficiente de correlacion de Z y W. De nuevo

se tendrd que mientras mayor sea | Rzw | serd mejor la reduccion de la
Varianza.

Por lo general, las cantidades Var(Z), Var(W) y Cov(Z, W) no se cono-
cen de antemano y deben de estimarse a partir de una simulacion piloto. Si
se realizan R ejecuciones de simulacion y se obtienen los datos de salida Z;,
W; para ¢ = 1,..., R, entonces se puede estimar el valor éptimo de a* por
medio de remplazar 0%y, y 03, por sus valores empiricos
Sow

2
Sy

Q=

S 1= e S (2= Z) (W, W)

r=1

y entonces se puede utilizar el estimador
Cve :=C—a( —w) (2.26)

que asintéticamente tiene las mismas propiedades que ¢ — o (0 — w)
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Observacién 2.3.3. Otra forma de hacer los cdlculos es observar la similitud
que se tiene con la regreson lineal simple, ya que si consideramos el modelo

Z=a+bW +e

donde e es una variable aleatoria con media 0 y varianza o*, entonces a y b,

los estimadores por minimos cuadrados de a y b con base en los datos Z;, W
parat=1,..., R son
ZR (ZT B Z)(WT B W)

/b\ — r=1

S (W, — W2

— ~

a=27—-bW

por lo tanto, o = &. Ademds, como

Z—aW—-w)=Z—bW —w)=a+ bw
se tiene que la estimacion de la variable de control es la evaluacion de la
recta de regresion estimada en el valor W = w. Por lo tanto se puede utilizar
algun programa de computo que contenga la estimacion de los valores de la
regresion lineal para facilitar los cdlculos.

2.3.2. Muestreo de importancia

Supongamos que queremos estimar ( = E[H(Z)] para una v.a. Z. En-
tonces puede ser que algunas observaciones de Z tengan mayor importancia
que otros para determinar el valor de { y quisiéramos que estos valores fueran
muestreados con mayor frecuencia.!’ Entonces una manera de estimar ¢ més
eficientemente seria produciendo estos valores de manera mas frecuente.

Supongamos que estamos interesados en estimar

¢ =E; [H(Z)] = / H(=)f(2)d

Sea g otra densidad de probabilidad tal que el soporte de g esta contenido
en el de H f. Esto es, si g(z) = 0 entonces H(z)f(z) = 0. Usando la densidad
g podemos representar a ( como

O e [ D)
¢~ [ IS g -z, 12 ) (227

10Un ejemplo es tomar ¢ como la probabilidad de ocurrencia de un evento raro, entonces
dada su poca probabilidad necesitariamos una inmensa cantidad de simulaciones para que
ocurriera en alguna de ellas el evento raro, por tanto quisiéramos que su aparicién tuviera
mayor probabilidad. Este cambio de probabilidad luego se tendria que ajustar, lo cual es
la idea bésica del muestreo por importancia.
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Entonces si 71, ..., Zr son una muestra aleatoria con densidad g se tendra que

Cur = 1 Z H(Z,) [(Z)) (2.28)

es un estimador insesgado de (. A este se le llama estimador del muestreo
por importancia.

La forma en que se esta utilizando la densidad g para dar mas impotancia
a ciertos valores es que si Z se distribuye de acuerdo con g por lo general
f(Z) seré pequerio con respecto de g(Z)!, asf cuando Z se simule de acuerdo
con g, el cociente de verosimilitud f(Z)/g(Z) serd pequenio con respecto de
1. Pero se tiene que

Entonces como f(Z)/g(Z) por lo general es menor que 1 pero su esperanza
es igual a 1, se implica que su varianza es grande. Entonces para lograr una
reduccion de varianza se necesitara elegir a g para que los valores z para los
cuales f(z)/g(z) es grande sean los valores para los cuales H(z) sea pequana
de modo H(z)f(z)/g(z) casi siempre sea pequeno.

Ejemplo 2.3.3. Sea N una variable aleatoria tal que P[N = n] = w(1—m)"!
para n € N.'2 Y queremos estimar

(=PIN<m]=) a(l-m)""'=1-(1-m)",

n=1

donde m = w(x) y m = m(x), son funciones del pdrametro x de tal forma
que ¢ = ((z) — 0 cuando x — oo. Lo cual implica que (1 — 7)™ — 1; es
decir, que mm — 0. Entonces se sigue que ( ~ mm.

Para poder simular a ¢ utilizaremos simulaciones con distribucion N ~
geo(T). Definimos la variable aleatoria

U Esto por el hecho de que en una muestra saldran més frecuentemente los valores con
altas probabilidades

12Hay que notar que no es una v.a. geo(r) como hemos utilizado normalmete, ya que
esta es una v.a. geométrica que cuenta los ensayos totales hasta el primer éxito.
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Entonces

E[72 = TE

1 — 7\ 21D 2 (1_71_)2(7171)
(i%) ;Nﬁm] “El i a
7 (1 w1 - F) 1
R Ry p—

Como queremos estimar P[N < m| una decision que parece ser buena es
el hacer que la media de nuestra suma sea m; es decir, hacer E[N] =m lo
que implica que T = 1/m. Utilizando que m ~ (/m y la ecuacién anterior,
obtenemos

¢/m?  1/et -1
I/m 1/(1—1/m)—1

/et =1
1/m

E[Z%] ~ ~(*/m = (e —1),

por lo tanto el estimador tiene error relativo acotado.

Existen ocasiones en las cuales la siguiente transformacién de la funcién
de densidad es 1til.

Definicién 2.3.1. Sea f una funcion de densidad con funcion generadora
de momentos m, a la transformacion definida por

()

(2.29)

se le llamard el cambio de medida exponencial de f, parat € R

Ejemplo 2.3.4. Sean X1, ..., X,, v.a.i. con funciones de densidad de probabi-
lidad f; parai=1,...,n. Se quiere aproximar la probabilidad de que su suma
sea al menos tan grande como a, donde a es un valor mucho mayor que la
media de la suma. Se quiere entonces aproximar

(=P[5 >aq]
donde S =31 | X; (pensando que a > . E[X;]). Se tiene que
C=Ey [l1520)]

donde [ es la funcion de densidad conjunta de {f1,..., fn}. Supongamos que
simulamos X;, de acuerdo con el cambio de medida exponencial de f;; para
1=1,...n,r=1,..., R para una t > 0 fija. Entonces utilizamos las variables
aleatorias

- f’L (Xiﬂ”) - —t X5 r
Zy =1{s>a} H (X =1{s>a} Hmi(t>e $X,
i=1 BT i=1
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para aproximar a ( conr =1,..., R. Entonces

Zy =\(s2a) m(t)e™"

donde m(t) = [T, mi(t)e i la cual es la funcidn generadora de momentos
de S. Como t > 0 se tendra que
1{SZQ} e*tS S efat

por lo tanto
Z, <m(t)e ™

lo cual es una cota para el estimador. Para lograr que esta cota se minimice
vemos que la funcion
7(t) = m(t)e ™.

Al derivarla e igualarla a cero tenemos que

m(t)=e ') —mt)] =0 <& %lnm(t) = a,

usando la condicion inicial de que m(0) =1 se tiene que
m(t) = e ™

donde t* es la t que minimiza a m(t)e~*, lo cual se tendrd que al derivar y

evaluar en 0
>
i=1

donde f quiere decir que el valor esperado se debe considerar bajo la hipdtesis
de que la distribucion de X; es fiy+ para i = 1,...,n. Al hacer esto se ha
logrado un estimador el cual cada una de sus simulaciones estard acotada
entre 0 y m(t*)e=", lo cual reducird la varianza del estimador. Ademds
hay que notar que estas nuevas variables justamente tienen media a, lo cual
mejora en gran medida las estimaciones que obtenemos.

]Eft* [S] = ]Eft*

Observacion 2.3.4. El método del muestreo por importancia permite esti-
mar varias cantidades distintas en una unica simulacion. Por ejemplo, su-
pongamos que

G=ERY)]  G=E[RW)

donde Y y W son vectores aleatorios con funcioes de densidad f y g respec-
tivamente. Si se simula Y, podemos utilizar h(Y') y h(Y)g(W)/h(W) como
estimadores de (1 y (o respectivamente.
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Muestreo por importancia condicionado

El muestreo de importancia es ttil al estimar una esperanza condicional
cuando se esta condicionando sobre un evento raro. Supongamos que Z es
un vector aleatorio con funcién de densidad f y que queremos estimar

(=E[H(Z)| Z € A (2.30)

donde H es una funcién con valores reales y P[Z € A] es una probabilidad
pequena desconocida. Entonces tenemos que

_ LeaH(2)[(2)dz  E[H(Z) |1zea)

¢ Ple A  E[ZeA (2:31)
Por lo tanto necesitamos simular
E[N]=E[H(Z) lizeay) E[D]=E[Z € A (2.32)

Entonces en lugar de simular Z de acuerdo con la densidad f, lo cual haria
bastante improbable que Z estuviese en A, la simulamos de acuerdo con
alguna otra densidad g que haga este evento més probable. Si simulamos R
v.a. Z1,..., Zr con densidad g entonces podemos estimar a E[N]| mediante
LS N, y E[D] mediante 5 3% | D, donde

Hr(Zr)f(ZT) 1 {Z,eA}

N, =
9(Z:)
Z,
p, — 1Z) lizeay
9(Z:)
Entonces tenemos el siguiente estimador de ¢
- Zf:l H?“(Z'I‘)f(ZT) 1{ZTEA} /g(Zr)

Cmic = (2.33)

S Z) Yzeeay 19(2,)
Ejemplo 2.3.5. Supongamos que estamos interesados en simular a S =
2?21 X; donde X; ~ exp(1/(i+2)) para i = 1,2,3,4, para poder estimar

(=E[S]|S>62.

En este caso utilizaremos el muestreo por importancia junto con el cambio
de medida dado por la transformacion exponencial.

Por ejemplo, si tomamos el valor de t = 0.14 entonces E; [S] = 62.42999.
Lo anterior nos permite generar k conjuntos de variables aleatorias exponen-
ciales tales que X; ~ exp(1/(i +2) — 0.14) para i = 1,2, 3,4. Si definimos a
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S; como la suma del j-ésimo conjunto, para j = 1,...,k. De esta manera al
utilizar el muestreo por importancia condicionado podemos estimar

a=E [S 1{S>62}}

Y
B =E [1{s>62}]
utilizando
a= ¢ i S; e 0145
- L j 1{5>62}
j=1
Y

donde definimos

C =

i=1

1-0.14(: +2)
Por lo tanto tenemos el estimador

Zle Si 1qs>62) € 0145

k _ .
Zj:l 1{S>62} e~ 0-145;

¢ =

Método de la minimizacién de la varianza

Como la eleccion de la densidad de importancia g es un factor decisivo
para la reduccién de varianza del estimador (y;; dado por (2.28), entonces
sera impotante considerar el problema de minimizar la varianza de ZMI con
respecto de g, esto es

min Var, (H(Z)M) . (2.34)

9(Z)

Como se tiene en general que la varianza es mayor o igual a cero y alcanza
el valor de cero si y solo si la variable aleatoria es constante, tendremos que
para una constante c

=c & g(z)=—"". (2.35)



76 CAPITULO 2. SIMULACION

Entonces al tener que ser g una densidad!®, esto determinard el valor de c.
Se tendra que el valor de ¢g* que minimiza la varianza esta dado por

o HEE)
95 = TR )@

donde alcanza una varianza igual a cero. La densidad g* es llamada la den-
sidad 6ptima del muestreo por importancia

(2.36)

Observacion 2.3.5. El problema de tomar la densidad optima surge con
que la integral [ |H(z)|f(2)dz puede no ser calculable o dado el caso de que
H(z) > 0 ser exactamente el valor (.

Es importante que aunque (2.28) es un estimador insesgado para cualquier
funcién de densidad g que domine a H f no todas las funciones g son com-
putacionalmente posibles. Una forma de realizar una buena eleccion para g es
haciendo que el estimador (2.28) tenga varianza finita, lo cual es equivalente

E, {H%Z) gig;] =E; {HQ(Z)%} < 00 (2.37)

Esto sugiere tomar a ¢ con una cola mas ligera que la de f para que asi el
cociente f/g sea acotado.

Ejemplo 2.3.6. Para mostrar como es el método de la minimizacion de la
varianza utilizaremos el uso de variables antitéticas. Supongamos que quere-
mos estimar una integral de la forma ¢ = fol g(x)dzx, donde g es una funcion
mondtona, entonces al utilizar las variables Z, = g(U) y Zy = g(U), para
U~ U(0,1) el Corolario F.0.1.1 nos garantiza que su covarianza es menor
o0 igual a cero.

En el caso de que g sea un polinomio se tendrdn los siguiences casos:

w Sig(z) = x, entonces Zy + Zy = 1 lo cual implica que se tiene varianza

» Sig(z) = 2%, entonces
1/5+1/3-1/2—-1/3?
B 1/5—1/32
T
T8

13Por lo tanto g tiene que ser positiva e integrar uno.
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» Sig(z) = 2", entonces

E[U"1-0U)"] -
Var(Um)
1/4"+1/(n+1)?
1/2n+1) =1/(n+ 1)

| Cov(24, Z) | < (E[UT])”

IN

2
S

donde se utilizo que x™(1—x)" tiene un minimo en 1/4™ y que en el caso
de que n sea impar la covarianza serd negativa. Entonces se obtiene que
la varianza se minimiza mientras mayor sea el valor de n.

2.3.3. Muestreo estratificado

En el muestreo estratificado la region de integracion €2 de

=B [H(Z)] = / H(2)f(2)d

es partida en m subregiones €2;, ¢ = 1, ..., m que cumplan que 2 = U ,(2; con
;NS = @ para i # j, donde & es el conjunto vacio. A estas subregiones
Q; se les llama estratos.

La idea que utiliza el muestreo estratificado es similar a la del muestreo
por importancia. Las muestras son obtenidas sobre las subregiones €; y la
reduccién de la varianza se obtiene al favorecer a los subconjuntos €2; que
sean relativamente mas importantes.

Para esto utilizamos que ( se puede ver como

(=2 G (2.38)

/ Hz (2.39)

Entonces podemos reescribir a (2.39) como

/H dz—
. RYACES (2.40)
b /QlH( ) Di d
=pily, [H;(Z)]

donde
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/Qlf

{f 2)/pi size

€.0.C.

donde

size )
Hi(z) = { 0 e.o.c.

Entonces podemos representar a ( = E;[H(Z)] como

¢ = Z piEy, [Hi(Z)]. (2.41)

Asumiendo que podemos obtener a p;, ¢ = 1,...,m de manera analitica, el
estimador del muestreo estratificado de ¢ basado en una muestra aleatoria
{Z;j} parai=1,..,myj=1,.,R;es

m R;
Cup =Y 7 > HilZy) (242)
=1

i1

donde R; es el tamano de la muestra asignado a la region €2; tal que

iRl- — R
=1

y para i = 1,...m, j = 1,..., R, donde Z;; es la j-ésima observacion de la
subregién €2;. Ademaés se tiene que

Di D;
Var (ZEZHZ(ZU)> = ZR_ZZ Var(H,
=1 7j=1 =1 7j=1
= Z —ZVCLT(HI(ZH»
=1 RZ
m p2
= =V H(Z
> gV ars(H(2)
entonces podemos reescribir a la varianza de nuestro estimador como
mo9 2
= . pz Uz
Var(Cug) = ; z (2.43)
donde
o} =Vary,(H(Z)) = / [H(2) — G fi(2)dz. (2.44)
Q;
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Observacién 2.3.6. Se tiene que py + ... +p,, = 1. Esto permite interpretar
al muestreo estratificado como una ponderacion de cada uno de los estratos
por medio de las {p;}.

Existen dos puntos importantes en el muestreo estratificado. Por una
parte es importante la particion de nuestro espacio 2 y por otro dado que se
tiene una vez elegida esta particion de qué forma asignar a cada €2; el ntiimero
de muestras R;, todo esto para reducir la varianza de nuestro estimador (/.
El siguiente teorema resuelve el segundo problema para el caso donde se
conocen a {p;o;} parai=1,...,m.

Teorema 2.3.2. Sea {Q4,...,Q,} una particion de Q; es decir, Q = U™,
y ;N = para i # j. Entonces el problema de minimizacion

2

, = pio:
min Var 2.45
(R1,...,RN) { CME ; R; } ( )

()

sugjeto a
>n-n
i=1

tiene como solucion a
Pi0;

R, = R (2.46)

2 k=1 Pi0;
Ademds la varianza del estimador Z}\}E que utiliza a Ry, ..., R}, estd dada por
Var(Clp) = szal] (2.47)

Demostracion. Al utilizar el método de los polinomios de Lagrange, utilizan-
do a la variable A como multiplicador de Lagrange se obtiene que

Dbio; A .
= — paratoda 7=1,...,m.
R R P

Como se tiene que es vélido para toda 7, se tendrd que para toda j con
j=1,...m
Pio;  P;Oj

R, R;

Al sumar sobre todas las j se tiene que

<ij0j) R; = pio; (Z Rj)
j=1 Jj=1

= ijjRi :piOiRj
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Lo cual implica que
pioiR

> i1 Do

Sustituyendo (2.48) en (2.43) se obtiene el valor minimo de la varianza. [J

R; = (2.48)

El Teorema 2.3.2 muestra la varianza minima del estimador ZM g al tomar
muestras de tamano R las cuales son proporcionales a p;o;. Una dificultad
que surge es que aunque las probabilidades p; se pueden suponer conocidas
las desviaciones estandar {o;} dificilmente se conocen.'?

Se tendra que el muestreo estratificado puede utilizar cualquier plan de
muestreo que particione a €2 en conjuntos disjuntos y que tome cualquier
numero de muestras por estrato. Lo que uno quisiera es tener alguna particion
y un nimero de muestras por estrato tal que Var(Cyg) < Var((uec) donde
QN" wvcoce es el estimador del método de Monte Carlo crudo de una muestra de
tamano R.

El siguiente teorema describe una selecciéon de los R; tal que garantiza
una reduccion de la varianza con respecto del estimador de Monte Carlo pero
sin la necesidad de conocer a las varianzas {o?}.

Teorema 2.3.3. Para una R fija se tendrd que la seleccion Ry, ..., R, dada
por

garantiza que

VGT(EME) < Var(ZMCC)

Demostracion. Tenemos por (2.43) que para R; = Rp;

l\')

VCLT‘ CME == Z Z (25())
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
C=1>6) = —\/pi
<D X =)
-1 Pi j=1 -1 Pi

14Este problema se puede resanar por medio de una simulacién piloto para estimar a
las {0?} y asi no tener este inconveniente.

(2.51)
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Pero se tiene de (2.50) y de (2.39) que

R- Var(EME) = Zpiaf = /QHz(z)f(z)dz - Z Q

2.52
i=1 Pi 252

Entonces combinando (2.52) y (2.51) se tiene que
Zpiaf < / H*(2)f(2)dz— =R~ Var(Cuce) (2.53)
i=1 &

lo cual completa la prueba. O

El teorema anterior muestra que para toda particion €2y, ..., 2, de 2 esta
inducird una reduccién de varianza cuando se utilize (2.49), suponiendo que
se conocen py, ..., Py.

Supongamos ahora que estamos interesados en estimar la integral de una
funcién sobre el intervalo [0, 1]

donde U(0,1). Podemos entonces partir nuestro intervalo en n estratos uti-
lizando a la variable aleatoria S definida como

1—1
n

S =1 cuando <U<— para 1=1,...,n.
n

Se sigue que

= =S B )

donde U ~U((i—1)/n,i/n). Lo anterior para en lugar de tener que simular
Ui,...,U, y luego utilizar > | h(U;)/n como estimador es conveniente el

estimador
~ 1 U+i—1
= — h| ——— . 2.54
= ( . ) (2.5)

el cual tiene una menor varianza.
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Ejemplo 2.3.7. Supongamos que queremos estimar m, entonces podemos
utilizar la formula del circulo para obtener que

gz/olﬁdx:E[@].

Se sigue que utilizando la ecuacion (2.54) podemos plantear el estimador

LA .
ﬂlzﬁg\/l—(Uﬁ—z—l)?/nQ.

Como ya hemos mencionado se pueden utilizar distintos métodos de reduccion
de varianza en un mismo algoritmo; por ejemplo, podemos mejorar nuestro
estimador utilizando variables antitéticas y hacer el estimador

o = %i (Vl “(Uiti—12/n /1 (i— Ui)g/n2> .

La siguiente tabla muestra cudles fueron los valores obtenidos al simular'®
cada uno de los estimadores anteriores, al ir variando el valor de R.

| R=5 R=10 R=100 R=1000 R=10000 R = 100000

8.108618  8.111939  8.140088  8.141641 8.141596 8.141593
8.141958  3.111702  3.141142  3.141643 3.141590 8.141593

T
2

Los valores anteriores tuvieron los siguientes errores absolutos

| R=5 R=10 R =100 R = 1000 R = 10000 R = 100000
€7, || 5-297514e-02  2.965392e-02 1.504272e-03  4.826670e-05 3.509558e-06  4.857466e-08
€7, || 8.655597e-04  2.989027e-02  4.506198e-04  5.016205e¢-05 2.989698e-06  6.912356e-09

Las tablas anteriores muestran una tendencia del sequndo estimador a ser
mejor que el primero. Esta mejora se obtuvo por utilizar mas de un método
de reduccion de varianza.

2.3.4. Monte Carlo Condicionado

Sea,
oiéﬂwvuwz—ﬁuum1

donde Z es una v.a. con densidad f. Supongamos que la v.a. W ~ g(w) es tal
que la esperanza condicional E [H(z) | W = w] puede ser obtenida analitica-
mente para todos los valores del espacio muestral de WW. Entonces se ten-
dra que

¢ =E[H(:)] =E[E[H(2) | W]

15E] programa utilizado puede ser consultado en el Apéndice G.
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Por lo tanto E [H(z) | W] es un estimador insesgado de ¢. Ademds como se
tiene que

VarH(z) =E[VarH(z) | W]+ VarE [H(z) | W]
Entonces se tendra que
VarE[H(z) | W] < VarH(z)

Lo cual nos da una reduccién de varianza. Por lo tanto el algoritmo de Monte
Carlo condicional serd el siguiente

» Generar una muestra aleatoria W7, ..., Wg de g(w)
» Calcular E[H(z) | W] parai=1,...,R
» Estimar ( = E [H(z)] por medio de

Go =5 Y EHE) W] (2:55)

El problema generalmente con este método surge para encontrar a la v.a.
W tal que se conozca analiticamente E[X | W = w] y que ademéds W sea
facil de generar. Un punto importante para encontrar a dicha v.a. W es que
E [VarH(z) | W] debe de ser grande en comparacién a VarE [H(z) | W] para
que el estimador (2.55) tenga una menor varianza.

Ejemplo 2.3.8. Supongamos que se quiere estimar
(=P[S <2 =E [l{sy<a]

para

N
Sy = Z 7
=1

donde N es una v.a. que toma valores en los naturales y Z; son v.a.i.i.d. con
Z; ~ F(z). Definamos a F™ como la funcion de distribucion de la variable

S, dado que N = n. Tenemos que
Y Z<z| =E F<z—22i> :
i=1 1=2
i=2

F'(z)=P

Entonces

¢ =Eg[E[l(sp<:}| R]] =Er |E
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Por lo tanto podemos tomar como un estimador condicionado de  a

. 1 R N;

Utilizando que 2222 Z; = 0. Se tendrd que stmular primero a N; el cual nos
dirda cuantas simulaciones de Z tenemos que hacer, donde 1 varia desde 1
hasta R. En total se tendrdn que hacer a lo mds Ni+...+Ngr— R simulaciones.

2.4. Algoritmos de simulacion para la proba-
bilidad de ruina en el modelo de C-L

En esta seccion se hard el desarrollo de algoritmos para calcular la pro-
babilidad de ruina para el modelo Cramér-Lundberg en el caso de que los
reclamos tengan ditribucién subexponencial. Estos algoritmos seran aplica-
dos en el siguiente capitulo para asi poder comparar su efectividad.

2.4.1. Algoritmo I: Simulacién a través de la féormula
de Pollaczek-Khinchine

Utilizando la ecuacién (1.42) tenemos que
W(z) = Z (14p)"F™z) para x>0 (2.56)
n=0

Lo cual nos dice que 1 — () es una convolucién geométrica, por lo tanto
U(x) =P[Sy > 7]

donde Sy = X7 + Xo + ... + Xy, M tiene distribucién geométrica con
parametro p/(1+p) a la vez que es independiente de X7, Xo, ... y que X7, Xo, ...
son v.a.i.i.d. con distribucién F; (ver Seccién 1.3). Lo anterior nos permite
aplicar el método de M.C. crudo para ¢(r) = z = E[Z] donde Z =1(g,,>2}-
Por lo tanto tenemos el siguiente algoritmo

Definicién 2.4.1 (Algoritmo I).
1. Generar M; ~ geo(p/(1+ p))

2. Generar X1, ..., X}, con distribucion Fy(x) y hacer Sy, = X{+..+X},
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3. 81 Sy, > x hacer Z; =1 en otro caso Z; =0

4. Repetir pasos 1 a 8 R veces (parai=1,....R)
~ 1
5. Estimar E[Z] utilizando ( = 7 S Z

Este tipo de algoritmo ya hemos probado que tiene el problema de que
no es logaritmicamente eficiente (ver Proposicién 2.1.1). Por lo tanto pre-
sentaremos algoritmos que si cumplan con (2.13).

2.4.2. Algoritmo II: Monte Carlo condicionado

El siguiente algoritmo utiliza las ideas expuestas en la Seccion 2.3.4,
en especial la del Ejemplo 2.3.8. Ademés utilizaremos el hecho de que al
quitar variables a simular reducimos la varianza que estas aportaban. Se
demostrara también que para el caso de reclamos con distribucién subexpo-
nencial (ver Seccién 1.5.1) este algoritmo no es logaritmicamente eficiente.

El argumento base de este algoritmo es que la probabilidad de ruina
cumple con

E

Por lo tanto es suficiente con generar Xy, ..., X1 v hacer Z = FI(W)
donde W = x — X; — ... — Xy_1. Este algoritmo se basa en analizar los
M — 1 primeros raclamos, ya que conociendo el monto de los M — 1 primeros
reclamos se tendra que la probabilidad de ruina (si no ha ocurrido hasta este
momento) es simplemente la probabilidad de que el nuevo reclamo sobrepase
el capital restante despues de pagar los M —1 primeros reclamos. Por lo tanto
tenemos el siguiente algoritmo

Definicién 2.4.2 (Algoritmo II).
1. Generar M; ~ geo(p/(1+ p))

2. Generar X{,..., X}, _, con distribucion Fi(z) y hacer W; = x — X} —
=X

3. Sea Zy =1 siW; <0y Z; = F(W;) en otro caso

4. Repetir pasos 1 a 3 R veces (parai=1,...,R)
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~ 1
5. Estimar E [Z] utilizando ¢ = = St 7

Este algoritmo da como resultado a E el cual es un estimador insesgado
de ¥(x). Aun cuando al aplicar M.C. condicionado siempre se tiene una
reduccién de varianza y por ende el Algoritmo II tiene menor varianza que
el Algoritmo I, se tendra que para el caso de distribuciones subexponenciales
este nuevo algoritmo no serd asintoticamente mejor. Utilizaremos el siguiente
resultado, el cual es un caso particular de un resultado mas general que se
puede consultar en Embrechts and Veraverbeke (1982)[15].

Proposicién 2.4.1. Supongamos que la distribucion de los reclamos F' es
subexponencial. Entonces para el Algoritmo II se tiene que

, 1n02_1
Jim, InC 2 (257)
Demostracion.
2 _2
E[2%] =E |Fi(e = X = .. — Xu1)]
>E [F?@:),M < 1} Y E [F?(x XM > 2]
(o (LY FQ(x)+E[F2(I—X)'M>2]
- 1+p I I 1) =
> 11— L 2 F2(x)+E[F2(x—X)'X > M>2]
el 1+p I I 1) 1 ) =
1 \?) = 1 \’—

—(1-(—) |F — ) Fia).

( <1+p> I(IH(HP) )

Donde la tltima igualdad utiliza el hecho de que si X; > x entonces F;(x —
X;) = 1. De lo anterior tenemos

E[77] > (1 - (%ﬂ)j Fi(z) + (%p)%f(x). (2.58)

Por otro lado se tiene por la Proposicién 1.5.1 que Fj(z) ~ py(x), de donde

E[Z]? = y(z)* ~ éﬁm (2.59)
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Entonces al utilizar (2.58) y (2.59) tenemos que ¢% es a lo menos del mismo

orden que F;(x) para valores grandes de 2.1 Como F;(z) ~ pi(z) se obtiene
entonces que In oz no puede converger a —oo més rapido que In ¢ (x)/2,lo cual
quiere decir que

Invy(z) Inoy 1
| > = < Z
Hoz =" Iny(z) =~ 2
por lo tanto 1/2 es una cota superior para el limite del lado izquierdo de

(2.57).

Para obtener una cota inferior utilizamos la Proposicién 2.1.1 y que la va-
rianza de M.C. crudo es mayor (y por tanto también su desviacién estandar)
a la de M.C. condicionado, lo cual nos dice que

Inoz, .. < Inoy
In¢ — InC’

Por lo tanto como el lado izquierdo de la ecuacién (2.57) cuando se utiliza
M.C. crudo es igual a 1/2.

Inoz, .. >noy =

lim 20z 5 L
z—oo In( 2

Entonces se tendrd que 1/2 también serd la cota inferior, con lo cual se
completa la prueba. O

La proposicién anterior muestra que este algoritmo también carece de
ser logaritmicamente eficiente. Este problema es causado porque al estar
trabajando con distribuciones subexponenciales la probabilidad de que una
exceda un valor alto es (asintéticamente) igual a la de que la suma lo exceda.
Por esta razon quisiéramos un algoritmo el cual descartara al reclamo mas
alto para que asi este algoritmo arrojara un mejor estimador.

2.4.3. Algoritmo III: Utilizacion de las estadisticas de
orden

Este algoritmo se basa en que cuando se trabaja con distribuciones subex-
ponenciales el hecho de que la suma de las varibles exceda cierto valor
es a causa de que una variable tomd un valor excesivamente grande y no
porqué cada uno de los sumandos contribuyera significativamente. Los sigui-
entes lemas definiran al Algoritmo III.

16Esto porque Fr(z) — 0 cuando z — oo, lo cual quiere decir que para valores grandes
de z tenemos que F?(x) + Fr(z) ~ Fr(x)
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Lema 2.4.1. Sean X, ..., X,, v.a.i.i.d. no negativas con funcion de distribu-
cion Iy densidad f, denotando por X(yy, ..., X(m) a sus estadisticas de orden.
Entonces -

F(X(m_l) V ZE)

P [X(m) >z | X(l), ...,X(m,l)] = F(X( 1))

. (2.60)

Demostracion. Dado que X7, ..., X,,, soni.i.d. y absolutamente continuas (que
tienen densidad), se tiene el resultado de que {X(,)} forma una cadena de
Markov (este resultado puede ser consultado en Arnold(1992)[1]), por lo tanto

P [X(m) > | X(l), '--7X(m—1):| =P [X(m) > ’ X(m—l)] (261)

con

1 stz <y

P [Xm) > 2| Xn-n) = y] = { I oo (@ | y)du sz >y

donde

/x fX(M)|X(m71)(u | y)du = F(;)

~—

Entonces o
F
P [X(m) > | X(l), ~-~;X(m—1)] =

—~

X(m—l) vV :L“)
F(Xm-1))

]

Lema 2.4.2. Sean S,, = X1+ ... + X y Suy = Xy + ... + Xy para
k=1,...m. Con la notacion del lema anterior se tiene que

F (@ = San-1) V Xim-v)
F(Xm-1))

P[Sn > 1] =E (2.62)

Demostracién. Al condicionar con respecto a Xy, ... X(,—1) se tiene que

P[Sm > ZL‘] =K [P [Sm > | X(l), ...,X(m_l)ﬂ
=E [P [Xim) + Sen-1) > [ Xy, o0 X1
[P [X(my > 2 = Stm-1) | X1y w0y Xem-1)] ]

&=

—

esto ultimo es véalido ya que S(,,—1) es medible con respecto a X1y, ..., X(m_1).
Aplicando el Lema 2.4.1 se completa la demostracién. O]
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El lema anterior nos plantea una ecuacion con respecto a una m fija, pero
como

P[Sy >x | M=m]=P[S,, >z | M=m]
=PXi+..+ X, > | M=m)]
=P[X;+..+ X, >z
=PI[S, > z]

F((SE—Sm—l))VX(m—l))]
F(Xm-1)) ’

lo cual nos lleva a que

(2.63)

F(Xn-1))

F ((x — Sy V X(M—n)] |

Por lo tanto podemos planter el siguiente algoritmo el cual da un esti-
mador insesgado de la probabilidad de ruina.

Definicién 2.4.3 (Algoritmo III).
1. Generar M; ~ geo(p/(1+ p))

2. Generar X{,..., X}, con distribucion Fi(z) y hacer W; = x — Xfl) -

e XgMi_1)7 K; = XgMz'—l)

Fi(W; Vv K;)
Fi(K))

Co

. Sea Z; =

4. Repetir pasos 1 a 3 R veces (parai=1,...,R)
~ 1
5. Estimar E[Z] utilizando ( = = S Z

El Teorema 2.4.1 es muy importante ya que muestra porqué para el caso
de distribuciones de variacién regular (ver Apéndice E) el Algoritmo III es
logaritmicamente eficiente.

Teorema 2.4.1 (Eficiencia logaritmica del Algoritmo III). Supongamos que

Fi(z) = % donde o > 1 y L es de variacion lenta. Entonces el Algoritmo
111 satisface

lfm inf 207

e n(a)

> 1. (2.64)
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Para poder demostrarlo necesitaremos auxiliarnos de los siguientes lemas.

Lema 2.4.3. Para el Algoritmo III se tiene que

g <e|w(3F (5)+Fi () WE (3)])] 2o

Demostracion. Suponiendo que X tiene densidad f; se tiene que la densidad
de X1 dado M = m es

P yi=m(@) = m(m — V7 (2)F(2) fr(z) (2.66)

Entonces

E[Z* | M] =E (

I —Si—n) VvV Xu—
Tk 1 ((z ~ S 1) (1-1)) ;£<X(M_1)§£|M
F[(X(M—l)) M ’
x
+E |:1,X(M—l) -5 | M]
(2.67)

El primer sumando de (2.67) se puede acotar notando que si X(y—1) < 17
entonces * — Sy—1) > 57 lo cual implica que Fr(r — S-1)) < F[(%), por
lo tanto

_[(:L'—S(M_l)) 2_ x —2 /T M fX(M_1)|M(y)
: ( Fr(Xor-) ) Ko < 57 100 < B (5p) |2
2y [ MM =1DFM ) fi(y)
= (M)/D Fily) dy
< M(M - 1F; (1) OM %((y)) dy

O () (P ()
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Para acotar el segundo sumando de (2.67) utilizamos el hecho de que
cuando 17 <_X(M_1) < 5 entonces ((m — S(_M_l)) \/X(M_l)) > Xv-1) > 37
y por tanto F'j ((a: — Svu-1)) V X(M_l)) < F'1(37). Entonces

— 2
g | Frle = Samn) vV Xary) | 2
Fi(X(a-1)

= —M(M —1)F,; (%) [ln(ﬁ; (g)) — In(F; (%))]

Por tltimo para acotar el tercer sumando de (2.67) tenemos que

z 0o
E [1,X(M,1) > § | M] = ﬁ fX(M,1)|M(y)dy
2

= M(M —1) /:O F'=2(y) Fi(y) f1(y)dy

< M(M — 1)/ Fi(y) fr(y)dy

x

2

= M(M — 1)%?? (g) .

Juntando las tres desigualdades se obtiene
st < a0n - (14 (5) 75 ()7 ()

< (37 G) -7 () vl )

Por lo tanto, utilizando la esperanza condicional, podemos concluir que

(2.68)

oy =E[E[2*| M]] -E|[2)

s (31 (2) 7 ()P ()]
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Lema 2.4.4. Si F;(z) = %, donde L es una funcion de variacion lenta,
entonces para cualquier € > 0 existen constantes C_(e) y Cy(e) tales que
para toda x > 0 y para toda d > 0

C_(e)d*—sz=o~* < F, (g) < Oy (e)do—eaoFe. (2.69)

Demostracion. Se tiene por F(z)x® ¢ = 7 °L(x) que lim,_o2x°L(z) = 0

y que L es una funcién continua. Como L es de variacion lenta entonces
x~¢L(x) € RV_.y al utilizar el Corolario E.0.3.3 tenemos que lim, ., x ¢ L(x) =
0. Por lo tanto existe una constante C' (¢) tal que L(z) < Cy(g)x® para toda

x > 0y entonces

7, (2) = L) _ Cole)afay
(=) = < :

d/  (z/d)~ (z/d)*
La prueba para la cota inferior es similar, utilizando que existe una constante

C_(e) tal que L(x) > C_(eg)x®. O

Lema 2.4.5. Si F;(z) = Lx(ff), donde L es de variacion lenta entonces para
toda € > 0 existen constantes Dy(g) y Da(e) tales que

E [Z%] < (Di(e) + Do(e)|Inz|)z™ > (2.70)

Demostracion. Del Lema 2.4.3, observando la ecuacién (2.68) tenemos

e —=2 [/ X — /X
B[] <E [W (§Ff (3) +Fi () m 7 (5)\)}
Y utilizando el Lema 2.4.4
1
S E [MQ} 503_(6)22a_28$_2a+2€

+E [M2a_2€+2] C3(e) {ln(C’_ (5)2°‘_Ex_a_5)| 2ot
= (Dy(e) + Dy(e) [In x|z

donde
Di(e) =E [M?] %Cﬁ(e)zﬂa—% +E [M**7F2] C% (e) [In(C_(£)2*Fa—7)]
Dy(e) = E [M*=+2] C2 () (a + )

O

Gracias a los lemas anteriores ahora podemos demotrar el Teorema 2.4.1,
el cual demuestra la eficiencia logaritmica para el Algoritmo III.
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Demostracion del Teorema 2.4.1.

Inoy <Inv/(Dy(g) + Dy(e)| In z|)22e -2
= %ln(Dl(@ + Dy(e)|Inz]) + (e —a)Inz

Por lo tanto

noz i s I0(Di(e) + Do(e)|Inz|) + (¢ — a) Inx

A gy 2 A In ()

Usando la Proposicién 1.5.1 obtenemos

%ln(Dl(E) +D2( )IInz|) + (¢ —a)lnz In(F;(x)/p)

. n(F7(2)/p) )
o 3D+ Da@) e + e — )l n(Fy(r)/p)
S —Inp+InL(zx) —alnz z—oco  Int(x)
:5_—aa.1

:1_2

Como es valido para toda € > 0 podemos hacer ¢ — 0, con lo cual queda
demostrado el teorema. O

En conclusién hemos logrado plantear tres algoritmos para calcular la
probabilidad de ruina de los cuales uno tiene eficiencia logaritmica. En el
siguiente capitulo exhibiremos los resultados que obtuvimos al simularlos.



Capitulo 3

Implementacion de algoritmos

En este capitulo exhibiremos los distintos programas para simular las
probabilidades de ruina utilizando el programa R como plataforma, el cual es
un software libre que tiene una orientacion principal hacia temas estadisticos.
Antes necesitaremos demostrar algunos resultados basicos para el estudio de
la simulacion.

3.1. Simulacion a través de variables aleato-
rias uniformes

Es bien sabido que las computadoras no pueden generar verdaderas vari-
ables aleatorias ya que lo que las computadoras ejecutan son programas pre-
determinados de forma concreta, por lo tanto lo que en realidad generan
son variables pseudo-aleatorias. Lograr generar estos algoritmos de variables
pseudo aleatorias no es sencillo si uno piensa en que para cada variable aleato-
ria se necesitaria un algoritmo. El siguiente lema demuestra cémo con vari-
ables aleatoria U(0,1) y conociendo la inversa de la funcion de distribucién
(a evaluar) se puede obtener las variables aleatorias deseadas.

Lema 3.1.1. Sea X una v.a. con funcion de distribucion F' y suponga que
F~! es su inversa, entonces

FYU)~F
donde U es una v.a. U(0,1).
Demostracion.

P[F ' (U)<z] =P[U < F(z)] = F(x)

95
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Este lema nos permitira en el caso de conocer la funcién inversa de las fun-
ciones de distribucién obtener variables aleatorias a partir de simular una se-
rie de variables uniformes y luego evaluarlas en las funciones inversas. Aunque
en la mayor parte de los casos no se tenga a dichas inversas podremos apro-
ximarlas de manera numérica (ver el Apéndice G). El siguiente ejemplo es
un caso en el cual se puede obtener la funcién inversa de manera analitica.

Ejemplo 3.1.1. En el Ejemplo 1.5.2 obtuvimos que si X es una v.a. cuya
funcion de distribucion Fy es la cola integrada de una funcion Pareto(a,b)
entonces

b—1 1 7aN\b-1
Fr(z) = T Na<ay + {1 - = <E> } Tz>a) para x> 0.

ab b
Entonces sea uw = Fr(x) y tenemos dos casos
» Si0 <z <aentonces 0 <u< by

b—1 ab _ ab
U= —— & T = U :>F11(u):b_1u.
. Six>aent0ncesb_71<u§1y
1 san\b-1 a a
u=1——<—> &5 r1=—— =Flu) = ——.
b \x =/b(1 — ) P =/b(1 — u)
Por lo tanto
b
a U sz’Ogugb’Tl
F]fl(u) — b — ].& bt

"/b(1 —u)

Antes de continuar nos es apropiado demostrar la siguiente proposicion
la cual nos permite la simulacién de la probabilidad de ruina sin tener que
preocuparnos por estar simulando variables aleatorias con varianza infinita.

Proposiciéon 3.1.1. Sea X una v.a. que tiene un soporte acotado; es decir,
existe un valor a € R tal que P[|X| < a/2] =1, entonces Var(X) < oo.

Demostracion.

Var(X) = /00 (x — E[X])*dF(x)

—00

a/2
- / (x — E[X])?dF ()

—a/2

a/2
< / a’dF(z)
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donde utizamos el hecho de que —a/2 < E[X] < a/2. O

La razén por la cual es pertinente la proposicién anterior es por que
al calcular las estimadores de la probabilidad de ruina, en el fondo lo que
estamos haciendo es simular variables aleatorias las cuales tienen soporte en
[0, 1], por lo tanto no estamos simulando v.a. con varianza infinita. Mas atin,
esto nos permite que aunque cuando estamos simulando v.a. con varianza
infinita (por ejemplo el caso de Pareto(1,2)) los estimadores que brindan los
algoritmos continuen teniendo varianza finita, y con esto poder reportar una
mejora al aplicar los métodos de reduccién de varianza.

3.2. Resultados numéricos

En esta seccién mostraremos los resultados obtenidos al simular la proba-
bilidad de ruina con distintas distribuciones y la comparaciéon que tenemos
con las cotas y aproximaciones. También mostraremos los distintos problemas
practicos que surgen asi como las formas de solucionarlos o de aminorarlos.

Compararemos tanto a los algoritmos entre si como con las distintas
aproximaciones que tenemos. La siguiente seccién abordara el tema de cuando
usar qué aproximaciéon asi como los problemas practicos que surgen al uti-
lizarlas.

3.2.1. Comparacion de cotas y comportamiento asintético

Antes de continuar nos es pertinente hacer algunos comentarios sobre los
resultados que exhibiremos. Dado que ya tenemos los algoritmos para estimar
la probabilidad de ruina ahora necesitamos un punto de comparacién, ya
que sin él no sabriamos si los resultados obtenidos al simular son eficientes.
Para estos puntos de partida utilizaremos tanto las cotas de Panjer como el
comportamiento asintético.

Las cotas de Panjer nos brindan un intervalo (mds adelante exhibiremos
que el intervalo que otorgan es muy preciso) pero el problema que tienen
es que para valores grandes del capital inicial, el tiempo de ejecucion es de-
masiado grande, lo cual las hace inoperables. En cambio, el comportamiento
asintético tiene el problema opuesto, ya que para valores pequenos del capi-
tal inicial su aproximacién es burda (porque su convergencia es demasiado
lenta) pero tiene la ventaja de que su célculo sélo requiere de una operacion.

En la figura 3.1 se puede observar que el comportamiento asintético se va
aproximando a la probabilidad de ruina por abajo. Esto tltimo es el resultado
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Comportamiento asintético y Panjer

Cotas de ruina
Panjer
Aprox. asintot.

0.0020
1

Probabilidad de ruina
0.0016
|

0.0012
1

2.
~
N
2N
S
S

Sa

0.0008
1

T T T T
3000 4000 5000 6000

Capital inicial
Figura 3.1: Comportamiento asint6tico Pareto(1,2)

de que al estar trabajando con distribuciones subexponenciales uno puede
pensar que el hecho de que la suma exceda a un valor x es a causa de un solo
sumando, lo cual es justamente lo que hace la aproximacion al solo calcular
la cola de la distribucién de un sumando en el punto x (ver la proposicién
1.5.1). Ademéds muestra lo mucho que tarda en lograr aproximarse a las cotas.
La gréafica anterior fue basada en la siguiente tabla de resultados la cual
muestra la comparacion entre el comportamiento asintético y la aproximacion
de Panjer, esta tabla cuenta con las siguientes columnas:

x: Representa al capital inicial.

C. Asintético: Es el valor que tomé la aproximacion asintotica para el valor
x, dada por ¥(z) ~ p~ Fy(x).

Panjer: Estimacion de Panjer.

E. absoluto: Error absoluto entre la aproximacion asintética y la estimacion
de Panjer.

E. relativo: Error relativo entre la aproximacién asintética y la estimacién
de Panjer.

Cota inf.: Cota inferior de Panjer.
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Comportamiento asintético y Panjer
- Cotas de ruina
- Panjer
_ Aprox. asintot.
§ <
S T T T T T T
30000 30020 30040 30060 30080 30100
Capital inicial
Figura 3.2: Comportamiento asintético Pareto(1,2)
Cota sup.: Cota superior de Panjer.
Parametros
Distribucion p
Pareto (1,2) 0.10
Tabla de resultados
x C. Asintdtico Panjer E. absoluto | E. relativo Cota inf. Cota sup.
3000 1.666666e-3 | 1715770e-3 | 4.91041e-5 | 0.02861930 | 0.001710142 | 0.001722844
5500 0.909090e-3 | 0924504e-3 | 1.54135e-5 | 0.01667218 | 0.000922883 | 0.000926530
8000 0.625000e-3 | 0632538e-3 | 7.53849e-6 | 0.01191783 | 0.000631782 | 0.000633481
10500 | 0.476190e-3 | 0480676e-3 | 4.48643e-6 | 0.00933357 | 0.000480241 | 0.000481220
13000 | 0.384615e-3 | 0387599e-3 | 2.98447e-6 | 0.00769988 | 0.000387316 | 0.000387952

Esto muestra que aun cuando el error relativo de la aproximacion asintética
va decreciendo con respecto a las cotas de Panjer, no lo hace de manera rapi-
da ya que se puede ver tanto en las figuras 3.1 y 3.2 que nunca logra caer
dentro de las cotas para los valores calculados.

La figura 3.2 nos muestra que atin para valores mayores no se logra caer
dentro del intervalo que dan las cotas. De hecho no fue posible mostrar para
que valores ya caia el comportamiento asintético dentro de las cotas ya que
el tiempo que tarda las cotas en ser calculadas es muy grande. Lo que si nos
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muestra la tabla de resultados es que su error relativo sigue decayendo (atin
cuando su decaimiento no es lo suficientemente veloz). La gréfica 3.2 utiliza
los siguientes datos

Parametros
Distribucion p
Pareto (1,2) 0.10
Tabla de resultados

T C. Asintético Panjer E. absoluto | E. relativo Cota inf. Cota sup.
30000 | 1.666667e-4 | 1.672708e-4 | 6.041336e-7 | 3.611710e-3 | 1.672183e-4 | 1.673362e-4
30050 | 1.663894e-4 | 1.669916e-4 | 6.022132e-7 | 3.606249e-3 | 1.669392e-4 | 1.670567e-4
30100 | 1.661130e-4 | 1.667133e-4 | 6.003021e-7 | 3.600806e-3 | 1.666611e-4 | 1.667782¢-4

Lo anterior nos permitira comparar los resultados de nuestros algoritmos
ya que en caso de que el valor inicial sea relativamete pequeno utilizaremos
las cotas de ruina y para valores mayores utilizaremos el comportamiento
asintotico.

3.3. Simulacién de algoritmos

En las siguientes secciones se mostraran los resultados obtenidos por
los distintos programas. Dado que tenemos muchas variables que podemos
cambiar (por ejemplo: el capital inical, la distribucién de los sumandos, los
pardmetros de la distribucién, el nimero de simulaciones, entre otras) uti-
lizaremos solo tres distribuciones, para cada una de ellas se mantendran los
mismos parametros, tanto de los sumandos como el parametro de la geo-
métrica y mostraremos los cambios que tienen las simulaciones con respecto
al capital inicial y el nimero de simulaciones.

Se exhibirdn los resultados obtenidos para las distribuciones Pareto(1,2),
Log-normal(-1.62,1.80) y MPE(3) (para consultar la definicién de esta 1lti-
ma distribucién consultar E.1). Estas distribuciones son representativas por
dos razones; la primera es porque aun cuando las tres pertenecen a las dis-
tribuciones de variacién regular su comportamiento es muy distinto entre si y
hacen buena representacion de comportamientos probables, la segunda razéon
es porque cada una exhibe distintos problemas para su simulacién esto en
consecuencia de la existencia o no de expresiones analiticas para las funciones
que se les tiene que calcular.

Para cada distribucién se exhibira el comportamiento que se obtuvo con
respecto a tres criterios.
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» Utilizando el programa sim_3geom_con_Panjer el cual para cada capital
inicial simula tres sumas geométricas, una para cada algoritmo y exhibe
las cotas de Panjer. Este es el programa mas lento de ejecutar, ya
que para cada punto que simula realiza la ejecucién completa de los
algoritmos, ademas de calcular tanto las cotas como la aproximacion
de Panjer. La razon por la cual este programa opera asi es para mostrar
el comportamiento de cada uno de los algoritmos por separado, ya que
a diferencia de los programas cada algoritmo tiene su propia suma
geométrica. Lo anterior restringe mucho el nimero de simulaciones que
puede realizar.

» Utilizando el programa sim_lgeom_con_Panjer el cual durante toda su
ejecucion solo simula una suma geométrica y luego utiliza el criterio de
cada algoritmo para obtener las probabilidades y exhibe las cotas de
Panjer. Este programa tiene el tiempo de ejecucion medio ya que al solo
simular una suma geométrica lo hace mas veloz que el anterior pero el
hecho de calcular tanto las cotas como la aproximaciéon de Panjer lo hace
mas lento que el programa siguiente. La razén por la cual fue disenado
asi es para mostrar el comportamiento de los algoritmos entre si con
respecto a la misma simulacién y a la vez comparar estos resultados
con Panjer.

= Utilizando el programa sim_lgeom_con_asintota el cual durante su ejecu-
cion solo simula una suma geométrica y luego utiliza el criterio de cada
algoritmo para obtener las probabilidades y exhibe el comportamiento
asintético. Este es el programa mas rapido al solo tener que calcular
una suma geométrica y no tener que calcular las cotas y aproxima-
ciones de Panjer. La razén por la cual fue disenado asi es para mostrar
el comportamiento de los algoritmos al estar estimando probabilidades
pequenas, ya que permite el tener grandes montos para el capital ini-
cial. La desventaja que tiene es que la aproximaciéon asintdtica no es
muy buena dado el tipo de convergencia que tiene.

Estos programas fueron disenados de esa manera para poder exhibir dis-
tintos aspectos de nuestras estimaciones y aproximaciones. Por ejemplo, el
programa sim_3geom_con_Panjer es el més lento de ejecucién ya que simula
repetidas veces sumas geométricas, ademas de que calcula las cotas de Pan-
jer!, en cambio el programa sim_lgeom con_ asintota es sumamente veloz (en

IEn este caso al estar simulando una suma geométrica por cada algoritmo luego hacer
esto por cada capital inicial se tiene que se estd haciendo una cantidad enorme de simula-
ciones y con esto poder exhibir las ventajas de cada algoritmo sin tener cierta tendencia
por consecuencia de tener solo una simulacién de la distribucién geométrica.
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comparacién) ya que no incurre en ninguno de estos célculos, mientras que
el programa sim_lgeom_con_Panjer cae en un término medio.

Para mostrar los resultados obtenidos se han creado tanto graficas como
tablas que muestran estos resultados. Cada gréfica representa la ejecucién de
un solo programa y para cada punto de cada grafica se ha creado una tabla
que exhibe distintas caracteristicas de este punto. Las tablas cuentan con las
siguientes columnas y valores

x: Representa al capital inicial. Con respecto de la grafica representa los
valores que se obtuvieron para este punto.

Alg.: Esta columna es para identificar a qué algoritmo pertenecen los resul-
tados, siendo I para el Algoritmo I, IT para el Algoritmo II y III para
el Algoritmo III.

Aprox: Esta columna representa los valores obtenidos por los distintos al-
goritmos.

E. absoluto: Esta columna representa el error absoluto que tiene nuestro
estimador con respecto a la aproximacion de Panjer, para cada uno de
los algoritmos.

E. relativo: Esta columna representa el error relativo que tiene nuestro es-
timador con respecto a la aproximaciéon de Panjer, para cada uno de
los algoritmos.

s: Esta columna representa a la varianza muestral que tiene nuestro esti-
mador con respecto a la aproximacién de Panjer, para cada uno de los
algoritmos. El cual es un estimador insesgado de la varianza de nuestro
estimador.

logs/logvyp: Esta columna representa a el cociente que existe entre el log-
aritmo de la varianza muestral y el logaritmo de la aproximacién de
Panjer, para cada uno de los algoritmos. La cual se puede tomar como
una estimacién de como se comporta su eficiencia logaritmica.

Intervalo de confianza; Extremos de intervalo: Muestra los extremos
del intervalo de confianza dado por ¢ (z) £ 1.964/5/R, donde 1(z) rep-
resenta a la aproximacién obtenida y R es el nimero de simulaciones.
Se toma el valor de 1.96 por ser el cuantil 0.95 de la distribucion normal
estandar.

Intervalo de confianza; Longitud: Muestra la longitud del intervalo de
confianza.
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Aproximacion con Panjer; up: Es el valor que toma la cota superior de
Panjer.

Aproximacion con Panjer; ¢)p: Es el valor que toma la aproximacion de
Panjer.

Aproximacion con Panjer; lower: Es el valor que toma la cota inferior
de Panjer.

Aproximacion con Panjer; Longitud: Es la diferencia entre la cota su-
perior y la cota inferior de Panjer.

Aproximaciéon asintética: Es el valor que tomo la aproximacion asintética
para el valor z, dada por ¥(x) ~ p~ Fy(z).

Ademas al inicio de cada grupo de tablas aparecerd una pequena tabla la
cual indica cuales son los parametros que se utilizaron para la distribucién
asi como el nimero de simulaciones y el valor de p.

3.3.1. Distribucién de los sumandos: Pareto(1,2)

La gran ventaja que otorga la distribuciéon Pareto es que la inversa de
su cola integrada tiene una representacién analitica (ver Ejemplo 3.1.1) lo
cual facilita su simulacién. Esta fue la distribucién més rapida de simular,
ya que aiun cuando se utilizaron valores grandes para el nimero de simula-
ciones (en algunos casos hasta 500 veces el nimero de simulaciones con otras
distribuciones) su tiempo de ejecucién fue corto en comparacién de las otras
distribuciones.

Resultados de sim_3geom_con_Panjer utilizando Pareto(1,2)

Para esta primera ejecucion tomamos a R = 2000 y consideramos capi-
tales iniciales a partir de = 1000. Se observa que la probabilidad de ruina
tiene una ligero decaimiento conforme se aumenta el capital inicial lo cual es
una tendencia que esperabamos. También es importante notar que con estos
valores la probabilidad de ruina ya se encuentra alrededor del valor 0.0013.
En la figura 3.3 se puede ver una muy clara ventaja de la estimacién del
Algoritmo III en comparacion de los otros algoritmos.

En la tabla de resultados se puede ver el excelente comportamiento del
Algoritmo III al tener un error relativo sumamente pequeno al igual que su
desviacion estandar. Otro factor que exhibe la tabla es cémo se comporta
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Probabilidad de ruina
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Figura 3.3: sim_3geom_con_Panjer utilizando Pareto(1,2)

el limite que determina la eficiencia logaritmica ya que se observa como el
Algoritmo III tiene una tendencia a aproximarse al valor de 1.

Parametros
Distribucion p R
Pareto (1,2) 0.40 | 20000

Tabla de resultados con x = 1000

Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp

I 0.001050000 | 2.242137e-04 | 0.175962370 | 0.03238750 0.5145932

I 0.001266411 | 7.802701e-06 | 0.006123542 | 0.02998880 0.5261376
IIT | 0.001281032 | 6.818551e-06 | 0.005351183 | 0.00520254 0.7889381

Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer

Alg. Extremos de intervalo Longitud up 1.270636e-03

I 0.0006011322 | 0.001498868 | 0.0008977356 Yp 1.274214e-03
II | 0.0008507874 | 0.001682034 | 0.0008312470 lower 1.278579e-03
III | 0.0012089287 | 0.001353136 | 0.0001442070 Logitud 1.270636e-03
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Tabla de resultados con x = 1025
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.001550000 | 3.073767e-04 | 0.2473611117 | 0.039340499 0.4835941
II 0.000998324 | 2.442994e-04 | 0.1965997247 | 0.025480355 0.5485137
I | 0.001243447 | 8.239481e-07 | 0.0006630715 | 0.005177391 0.7867020
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 1.239222e-03
I 0.0010047685 | 0.002095232 | 0.0010904630 Up 1.242623e-03
IT | 0.0006451842 | 0.001351464 | 0.0007062794 lower 1.246773e-03
IIT | 0.0011716923 | 0.001315202 | 0.0001435100 Logitud 7.550742e-06
Tabla de resultados con x = 1050
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.001500000 | 2.874403e-04 | 0.23705245 | 0.038701743 0.4835941
II 0.001294931 | 8.237147e-05 | 0.06793189 | 0.030798621 0.5182836
IIT | 0.001228704 | 1.614404e-05 | 0.01331401 | 0.003696325 0.8340131
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. FEztremos de intervalo Longitud up 1.209322e-03
I 0.0009636212 | 0.002036379 | 0.0010727576 Up 1.212560e-03
IT | 0.0008680841 | 0.001721778 | 0.0008536942 lower 1.216509e-03
III | 0.0011774753 | 0.001279932 | 0.0001024569 Logitud 7.187049e-06
Tabla de resultados con x = 1075
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s logs/log ¥ p
I 0.001250000 | 6.608506e-05 | 0.05581910 | 0.035334118 0.4960590
I 0.001138551 | 4.536430e-05 | 0.03831720 | 0.028265542 0.5291808
IIT | 0.001170807 | 1.310752e-05 | 0.01107133 | 0.003357998 0.8452991
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 1.180829e-03
I 0.0007602941 | 0.001739706 | 9.794118e-04 Pp 1.183915e-03
II | 0.0007468102 | 0.001530291 | 7.834809e-04 lower 1.187678e-03
IIT | 0.0011242679 | 0.001217347 | 9.307896e-05 Logitud 6.848984e-06
Tabla de resultados con x = 1100
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.000800000 | 3.565909¢-04 | 0.30831201 | 0.028273662 0.5273111
IT 0.000930940 | 2.256508e-04 | 0.19509992 | 0.024482760 0.5486000
IIT | 0.001183101 | 2.650982e-05 | 0.02292066 | 0.003937349 0.8188435
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 1.153646e-03
I 0.0004081470 | 0.001191853 | 0.0007837059 Up 1.156591e-03
IT | 0.0005916263 | 0.001270254 | 0.0006786275 lower 1.160180e-03
IIT | 0.0011285318 | 0.001237670 | 0.0001091378 Logitud 6.534197e-06

Tanto en la figura 3.3 como en los resultados se puede observar una mar-
cada mejora respecto del Algoritmo III con respecto a los otros. Por ejemplo,
para un capital inicial de 1100 el Algoritmo III muestra una mejora tanto
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en términos del error relativo como en la desviacién estandar al reducir en
una cifra estos valores. Esta mejora también se ve representada en términos
de la longitud del intervalo de confianza. Para estos resultados utilizamos
20000 simulaciones (R = 20000) lo cual nos fue posible gracias al hecho de
que tenemos la inversa de la cola integrada.

Resultados de sim_1geom _con_Panjer utilizando Pareto(1,2)

En este caso se pudo hacer R = 100000 gracias a que so6lo se estd simu-
lando una vez la suma geométrica. Ademas se aumento el capital inical y con
esto se obtuvo que la probabilidad de ruina fuera atin menor. Los resultados
fueron los siguientes

Aproximaciones de la probabilida de ruina

- '”"-., +-++  Aprox. de ruina
i, Algoritmo |
Sy, —— Algoritmo Il
S, . Algoritmo 11l

0.00042

Probabilidad de ruina
0.00038 0.00040
|

0.00036

0.00034

T T T T T
3000 3050 3100 3150 3200

Capital inicial

Figura 3.4: sim_lgeom_con_Panjer utilizando Pareto(1,2)

Pardmetros
Distribucion P R
Pareto (1,2) 0.40 | 100000
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Tabla de resultados con x = 3000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.0003500000 | 6.970452e-05 | 0.166079975 | 0.018705106 0.5117000
IT | 0.0003693229 | 5.038158e-05 | 0.120040603 | 0.015807797 0.5333428
III | 0.0004187084 | 9.961055e-07 | 0.002373350 | 0.001399836 0.8450918
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. FExtremos de intervalo Longitud up 4.193196e-04
I 0.0002340646 | 0.0004659354 | 2.318709e-04 Uvp 4.197045e-04
IT | 0.0002713452 | 0.0004673007 | 1.959555e-04 lower 4.201713e-04
IIT | 0.0004100321 | 0.0004273847 | 1.735255e-05 Logitud 8.517260e-07
Tabla de resultados con x = 3066
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.0003500000 | 6.061260e-05 | 0.147615056 | 0.018705106 0.5102629
IT | 0.0003667074 | 4.390516e-05 | 0.106925983 | 0.015807825 0.5318446
ITT | 0.0004096345 | 9.780976e-07 | 0.002382045 | 0.001367429 0.8457222
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 4.102442e-04
I 0.0002340646 | 0.0004659354 | 2.318709e-04 Up 4.106126e-04
IT | 0.0002687295 | 0.0004646854 | 1.959558¢e-04 lower 4.110593e-04
IIT | 0.0004011591 | 0.0004181099 | 1.695082e-05 Logitud 8.151121e-07
Tabla de resultados con x = 3133
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.0003300000 | 7.177702e-05 | 0.178648894 | 0.018162995 0.5126045
IT | 0.0003529841 | 4.879295e-05 | 0.121442847 | 0.015403404 0.5336794
IIT | 0.0004008168 | 9.601724e-07 | 0.002389814 | 0.001336037 0.8463394
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 4.014244e-04
I 0.0002174246 | 0.0004425754 | 2.251508e-04 Uvp 4.017770e-04
II | 0.0002575128 | 0.0004484554 | 1.909426e-04 lower 4.022047e-04
ITIT | 0.0003925360 | 0.0004090977 | 1.656169e-05 Logitud 7.803055e-07
Tabla de resultados con x = 3200
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.0003300000 | 6.331354e-05 | 0.160974723 | 0.018162995 0.5112126
IT | 0.0003418957 | 5.141788e-05 | 0.130730003 | 0.015162582 0.5342400
ITII | 0.0003923709 | 9.426238e-07 | 0.002396622 | 0.001306062 0.8469354
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 3.929756e-04
I 0.0002174246 | 0.0004425754 | 2.251508e-04 Uvp 3.933135e-04
IT | 0.0002479170 | 0.0004358743 | 1.879573e-04 lower 3.937233e-04
III | 0.0003842759 | 0.0004004660 | 1.619012e-05 Logitud 7.476808e-07

Ya que este programa solo utiliza una suma geométrica se puede observar
la eficiencia que tiene el Algoritmo III, ya que las operaciones que realiza
hacen que con la misma simulacién obtenga resultados mucho mas precisos.
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Por ejemplo en el caso de un capital inicial de 3200 se obtuvo una disminucién
del error relativo de dos cifras, asi como la reduccién en una cifra de la
desviacién estandar. También se observa que con esta simulacion se tiene
una probabilidad de ruina sub-valuada, ya que todas las aproximaciones nos
dieron inferiores a la cota inferior.

Resultados de sim_1geom_con_asintota utilizando Pareto(1,2)
En este caso se tomé tanto el mismo nimero de simulaciones y capital ini-

cial, esto para hacer una comparacion del los resultados obtenidos utilizando
Panjer en comparaciéon con los del comportamiento asintotico.

Aproximaciones de la probabilida de ruina

- Aprox. de ruina
Algoritmo |
—— Algoritmo Il
Algoritmo Il

0.00048
1

Probabilidad de ruina
0.00044

0.00040
1

3000 3050 3100 3150 3200

Capital inicial

Figura 3.5: sim_lgeom_con_asintota utilizando Pareto(1,2)

Pardmetros
Distribucion p R
Pareto (1,2) 0.40 | 500000
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Tabla de resultados con x = 3000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.0005000000 | 8.333333e-05 | 0.200000000 | 0.022355201 0.4883190
II | 0.0004296714 | 1.300469e-05 | 0.031211252 | 0.017602370 0.5190293
IIT | 0.0004180131 | 1.346438e-06 | 0.003231452 | 0.001400351 0.8442558
Intervalo de confianza Aprozimacion asintética
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 0.0004166667
I 0.0003614410 | 0.0006385590 | 2.771179e-04
II | 0.0003205707 | 0.0005387720 | 2.182012e-04
IIT | 0.0004093336 | 0.0004266926 | 1.735893e-05
Tabla de resultados con x = 3066
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.0005000000 | 9.230267e-05 | 0.226400000 | 0.022355201 0.4869575
II | 0.0004268655 | 1.916821e-05 | 0.047015790 | 0.017602291 0.5175828
IIT | 0.0004089533 | 1.255939e-06 | 0.003080566 | 0.001367393 0.8449534
Intervalo de confianza Aproximacion asintotica
Alg. Extremos de intervalo Longitud 0.0004076973
1 0.0003614410 | 0.0006385590 | 2.771179e-04
II | 0.0003177654 | 0.0005359657 | 2.182003e-04
IIT | 0.0004004781 | 0.0004174285 | 1.695038e-05
Tabla de resultados con x = 3133
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.0004700000 | 7.102139e-05 | 0.178008000 | 0.021674496 0.4895635
II | 0.0004143880 | 1.540934e-05 | 0.038621963 | 0.017316195 0.5182470
IIT | 0.0004001494 | 1.170736e-06 | 0.002934332 | 0.001335498 0.8456352
Intervalo de confianza Aproximacion asintotica
Alg. Extremos de intervalo Longitud 0.0003989786
I 0.0003356601 | 0.0006043399 | 2.686798e-04
II | 0.0003070611 | 0.0005217148 | 2.146538e-04
IIT | 0.0003918718 | 0.0004084269 | 1.655501e-05
Tabla de resultados con x = 3200
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/log ¥ p
1 0.0004700000 | 7.937500e-05 | 0.203200000 | 0.021674496 0.4882435
II | 0.0004119131 | 2.128810e-05 | 0.054497546 | 0.017316212 0.5168495
IIT | 0.0003917166 | 1.091649e-06 | 0.002794621 | 0.001305068 0.8462922
Intervalo de confianza Aprozimacién asintotica
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 0.000390625
I 0.0003356601 | 0.0006043399 | 2.686798e-04
II | 0.0003045861 | 0.0005192401 | 2.146540e-04
IIT | 0.0003836278 | 0.0003998055 | 1.617779e-05

En la simulacién anterior se tenia una marcada tendencia a subvaluar la
probabilidad de ruina, en cambio, en este caso ocurre lo contrario ya que se
tiene una tendencia a supervalorar la probabilidad de ruina. Lo anterior sélo
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es el resultado de la simulacion ya que en el caso anterior se tuvieron sumas
altas en comparacion a las este caso.

3.3.2. Distribucién de los sumandos: Log-normal(-1.62,1.80)

Con la distribucién Log-normal se tienen diversos problemas ya que toma
mucho tiempo tanto su simulacién como el calculo con los diversos algorit-
mos, estos problemas surgen por no tener expresiones analiticas ni de su cola
integrada y mucho menos de la inversa de esta; lo anterior se vié reflejado
en un menor nimero de simulaciones, ya que por un lado el simularla tard-
aba mucho tiempo (por tener que ir aproximando su inversa) y por otro al
momento de aplicar los algoritmos II y III era necesario el calculo de su dis-
tribucién lo cual también consumia mucho tiempo (en comparacion con las
otras distribuciones). A la par se tiene que el tiempo necesario para calcu-
lar las cotas de Panjer aumenta considerablemente ya que al discretizar el
proceso es necesario el calculo de la distribucién.

Dados estos problemas es obvio que el implementar metodos de reducccion
de varianza es algo necesario, ya que sin ellos se necesitaria una cantidad de
tiempo inmensa para poder lograr una precisiéon buena.

Resultados de sim_3geom_con_Panjer utilizando Log-normal(-1.62,1.80)

Ya que este programa es el mas tardado sélo se simulé R = 200 por cada
punto. En la figura 3.6 se puede observar que con este nimero de simula-
ciones el Algoritmo I resulta ineficiente ya que solo logré reportar durante
todas las simulaciones que ejecuté una ruina (haciendo célculos realizé 1000
simulaciones y s6lo una de ellas resulté en ruina, lo que significaria que se
necesitarian mas o menos 5000 simulaciones para que cada punto reportara
una ruina).

En la figura 3.6 se puede ver una marcada mejoria que resulta de utilizar
el Algoritmo III, ya que éste logra oscilar alrededor de la cotas, a diferencia de
los otros algoritmos los cuales al no lograr ruinas, subvaloran su estimacion.

Parametros
Distribucion p R
Log-normal (-1.62,1.80) 0.10 | 200
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Aproximaciones de la probabilida de ruina
§ 7 - Aprox. de ruina
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Capital inicial
Figura 3.6: sim_3geom_con_Panjer utilizando Log-normal(-1.62,1.80)
Tabla de resultados con x = 2000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo g log's/logyp
I 0.0000000000 | 0.0020482015 1.0000000 0.0000000000 Inf
II | 0.0001620148 | 0.0018861867 0.9208990 0.0001726125 1.3995721
IIT | 0.0014561931 | 0.0005920084 0.2890382 0.0024416780 0.9716154
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 0.0020193001
I 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.000000e+-00 Uvp 0.0020482015
II | 0.0001380919 | 0.0001859377 | 4.784573e-05 lower 0.0020905688
IIT | 0.0011177938 | 0.0017945924 | 6.767986e-04 Logitud 0.0000712687
Tabla de resultados con x = 2025
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/logyp
I 0.0000000000 | 0.0019833209 1.0000000 0.0000000000 Inf
II | 0.0001661567 | 0.0018171642 0.9162230 0.0001571382 1.4074256
IIT | 0.0015886542 | 0.0003946666 0.1989928 0.0029708411 0.9350677
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 1.955546e-03
I 0.0000000000 | 0.000000000 | 0.000000e+-00 Up 1.983321e-03
II | 0.0001443785 | 0.000187935 | 4.355649e-05 lower 2.024002e-03
IIT | 0.0011769167 | 0.002000392 | 8.234751e-04 Logitud 6.845604e-05
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Tabla de resultados con x = 2050
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s log's/logyp
I 0.0050000000 | 0.003078770 1.6024994 0.0707106781 0.4235408
II 0.0001442311 | 0.001776999 0.9249277 0.0001010871 1.4707974
ITT | 0.0021704200 | 0.000249190 0.1297034 0.0044704156 0.8649810
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 1.894567e-03
I -0.0048000000 | 0.0148000000 | 0.0196000000 Uvp 1.921230e-03
II 0.0001302212 | 0.0001582411 | 0.0000280199 lower 1.960255e-03
ITT | 0.0015508520 | 0.0027899880 | 0.0012391360 Logitud 6.568704e-05
Tabla de resultados con x = 2075
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvwp
I 0.0000000000 | 0.0018617682 1.0000000 0.0000000000 Inf
IT | 0.0001485078 | 0.0017132604 0.9202329 0.0001073617 1.4538617
IIT | 0.0023045018 | 0.0004427336 0.2378028 0.0115250145 0.7100021
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 1.836185e-03
I 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.000000e+00 vp 1.861768e-03
IT | 0.0001336282 | 0.0001633874 | 2.975915e-05 lower 1.899189¢-03
IIT | 0.0007072163 | 0.0039017873 | 3.194571e-03 Logitud 6.300378e-05
Tabla de resultados con x = 2100
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/log¥p
I 0.0000000000 | 0.0018047870 1.0000000 0.000000e+00 Inf
IT | 0.0001311202 | 0.0016736667 0.9273486 5.891957e-05 1.54169
III | 0.0013507576 | 0.0004540294 0.2515695 4.336350e-03 0.86124
Intervalo de confianza Aprozximaciéon con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 0.0017802433
I 0.0000000000 | 0.0000000000 | 0.000000e+00 Yp 0.0018047870
IT | 0.0001229544 | 0.0001392861 | 1.633167e-05 lower 0.0018406667
IIT | 0.0007497702 | 0.0019517450 | 1.201975e-03 Logitud 0.0000604234

Atn en el caso cuando el capital inicial fue de x = 2050 se tiene que el error
relativo del Algoritmo IIT fue menor respecto a los otros algoritmos. En toda
esta simulacién se obtuvo que el Algoritmo III tenia la mayor varianza, lo cual
no es significativo ya que los otros algoritmos subvaluaron la probabilidad de
ruina. También se puede observar que durante toda la simulacién ningin
algoritmo logré caer dentro de las cotas.

Resultados de sim_1geom_con_Panjer utilizando Log-normal(-1.62,1.80)

En esta ocasién se obtuvieron subvaloraciones de la probabilidad de ruina
con los tres algoritmos, lo cual es por el hecho de haber utilizado la misma
suma geométrica para todas las estimaciones. Una ventaja de sélo realizar
una suma geométrica es que se pudo aumenter de R = 200 hasta R = 500 y
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que aun asi tener un tiempo de simulacién menor con respecto a la simulacién
anterior.

Aproximaciones de la probabilida de ruina
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Figura 3.7: sim_1geom_con_Panjer utilizando Log-normal(-1.62,1.80)

Se puede observar en la figura 3.7 una marcada mimica que hace el Al-
goritmo III con respecto de la probabilidad de ruina, lo cual se coteja al
observar los errores relativos obtenidos. Cabe destacar como se va compor-
tando el cociente logs/logyp el cual tiene una marcada tendencia a ser
constante durante todos los capitales iniciales, lo cual se interpreta como la
velocidad que tiene su convergencia con respecto a su eficiencia logaritmica.

Parametros
Distribucion p R
Log-normal (-1.62,1.80) 0.10 | 500

Tabla de resultados con x = 4000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
1 0.000000e+-00 | 3.670415e-04 1.0000000 0.000000e+00 Inf
11 2.827923e-05 | 3.387622e-04 0.9229536 1.211132e-05 1.4312666
IIT | 2.821948e-04 | 8.484668e-05 0.2311638 6.516262e-04 0.9274344
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 3.641331e-04
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 Up 3.670415e-04
II 2.721763e-05 | 2.934084e-05 | 2.123207e-06 lower 3.712766e-04
IIT | 2.250772e-04 | 3.393123e-04 | 1.142351e-04 Logitud 7.143550e-06
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Tabla de resultados con x = 4125

Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logyp
I 0.000000e+00 | 3.258419e-04 1.0000000 0.000000e+-00 Inf
II 2.489427e-05 | 3.009476e-04 0.9236001 1.077836e-05 1.424565
IIT | 2.489079e-04 | 7.693401e-05 0.2361084 5.986135e-04 0.924250
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 3.230807e-04
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 3.258419e-04
II 2.394951e-05 | 2.583904e-05 | 1.889530e-06 lower 3.298469e-04
III | 1.964371e-04 | 3.013787e-04 | 1.049416e-04 Logitud 6.766199e-06
Tabla de resultados con x = 4250
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.000000e+00 | 2.918257e-04 1.0000000 0.000000e4-00 Inf
II 2.238034e-05 | 2.694454e-04 0.9233092 9.675362e-06 1.4185313
IIT | 2.229947e-04 | 6.883103e-05 0.2358635 5.411855e-04 0.9241211
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 2.893792e-04
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 Yp 2.918257e-04
II 2.153226e-05 | 2.322842e-05 | 1.696166e-06 lower 2.953655e-04
IIT | 1.755577e-04 | 2.704317e-04 | 9.487399e-05 Logitud 5.986355e-06
Tabla de resultados con x = 4375
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logwp
I 0.000000e+00 | 2.830926e-04 1.0000000 0.000000e+-00 Inf
II 2.314284e-05 | 2.599498e-04 0.9182499 9.279487e-06 1.418369
IIT | 2.227820e-04 | 6.031058e-05 0.2130419 4.993550e-04 0.930531
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. FExtremos de intervalo Longitud up 2.817694e-04
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 Pp 2.830926e-04
II 2.232946e-05 | 2.395623e-05 | 1.626766e-06 lower 2.849389e-04
IIT | 1.790117e-04 | 2.665524e-04 | 8.754079e-05 Logitud 3.169574e-06
Tabla de resultados con x = 4500
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logwp
I 0.000000e+00 | 2.697760e-04 1.0000000 0.000000e+-00 Inf
II 2.209458e-05 | 2.476814e-04 0.9181003 8.699403e-06 1.417908
IIT | 2.116822e-04 | 5.809374e-05 0.2153407 4.619037e-04 0.934562
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. FExtremos de intervalo Longitud up 2.685874e-04
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 2.697760e-04
II 2.133205e-05 | 2.285712e-05 | 1.525073e-06 lower 2.714341e-04
IIT | 1.711946e-04 | 2.521699e-04 | 8.097528e-05 Logitud 2.846657e-06
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Resultados de sim_1geom_con_asintota utilizando Log-normal(-1.62,1.80)

Vuelven a repetirse dos factores; por una parte se tiene que la probabilidad
de ruina es sobrevaluada por la estimacién (a excepciéon de un solo punto de
la gréfica) y por otra se tiene que el Algoritmo III tiene un comportamiento
mimico con respecto de la estimacién asintotica. En esta ocasion también se
aumento6 el valor de R, haciéndolo llegar a R = 1000, el cual es un nimero
grande en comparacion a las otras simulaciones al utilizar la distribucién Log-
normal pero relativamente pequeno en comparaciéon del que se utilizé con las
otras distribuciones.

Aproximaciones de la probabilida de ruina

o | ———————— - Aprox.deruina
9 Algoritmo |
g —— Algoritmo Il
Algoritmo 11l
<
g 3
o i
R
[
©
e
[
2 «
e
s &8
a
<
? 4
[}
<
T T T T T T
3000 3200 3400 3600 3800 4000

Capital inicial

Figura 3.8: sim_1geom_con_asintota utilizando Log-normal(-1.62,1.80)

En esta simulacién se puede observar cémo es manifestada la eficiencia
logaritmica del Algoritmo III, al tener en el cociente de los logaritmos valores
que se aproximan a uno. También se observa que el error relativo tiene una
disminucién considerable (en un caso de hasta dos cifras). Este tipo de venta-
jas también se ven reflejadas en el intervalo de confianza ya que en ocasiones
los otros algoritmos llegan a caer en valores negativos.

Parametros
Distribucion p R
Log-normal (-1.62,1.80) 0.10 | 1000
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Tabla de resultados con x = 3000
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.0010000000 | 4.001429e-04 0.66706381 | 0.031622777 0.4655563
II 0.0010607209 | 4.608638e-04 0.76828936 | 0.031620906 0.4655642
IIT | 0.0005815652 | 1.829184e-05 0.03049367 | 0.001268287 0.8990768
Intervalo de confianza Aproximacion asintotica
Alg. Extremos de intervalo Longitud 0.0005998571
I -0.0009600000 | 0.0029600000 | 0.0039200000
IT | -0.0008991632 | 0.0030206049 | 0.0039197681
ITT | 0.0005029560 | 0.0006601745 | 0.0001572185
Tabla de resultados con x = 3333
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.0010000000 | 5.246952e-04 1.10391321 | 0.0316227766 0.4513956
II 0.0010470094 | 5.717046e-04 1.20281682 | 0.0316213006 0.4514017
IIT | 0.0004537453 | 2.155950e-05 0.04535931 | 0.0009705364 0.9066996
Intervalo de confianza Aproximacién asintética
Alg. Extremos de intervalo Longitud 0.0004753048
I -0.0009600000 | 0.0029600000 | 0.0039200000
IT | -0.0009128992 | 0.0030069179 | 0.0039198170
ITT | 0.0003935908 | 0.0005138998 | 0.0001203089
Tabla de resultados con x = 3666
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s logs/logvwp
I 0.001000000 | 6.166957e-04 1.60889312 | 0.0316227766 0.4390514
II 0.001037568 | 6.542640e-04 1.70690494 | 0.0316215923 0.4390562
I1I 0.000363879 | 1.942534e-05 0.05067864 | 0.0007643726 0.9122596
Intervalo de confianza Aproximacién asintotica
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 0.0003833043
I -0.0009600000 | 0.0029600000 | 0.0039200000
IT | -0.0009223582 | 0.0029974950 | 0.0039198532
ITT | 0.0003165027 | 0.0004112553 | 0.0000947526
Tabla de resultados con x = 4000
Alg. Aprozx. E. absoluto E. relativo s log's/logp
I 0.0010000000 | 7.245499e-04 | 2.63042129 | 0.0316227766 0.4213534
II 0.0010286108 | 7.531607e-04 | 2.73429063 | 0.0316218735 0.4213569
I | 0.0002864003 | 1.095020e-05 | 0.03975385 | 0.0006155093 0.9019113
Intervalo de confianza Aproximacion asintética
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 0.0002754501
I -0.0009600000 | 0.002960000 | 3.920000e-03
IT | -0.0009313332 | 0.002988555 | 3.919888e-03
ITT | 0.0002482507 | 0.000324550 | 7.629932e-05
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3.3.3. Distribucién de los sumandos: MPE(3)

La simulacién de la distribucién MPE (ver Apéndice E.1) tiene una gran
ventaja, ya que aun cuando no se tiene una expresion analitica para la inversa
de su cola integrada, si se tiene una expresion cuasi-analitica para su cola
integrada.? Esto por que al quedar en términos de distribuciones gamma
truncadas es facil su calculo ya que existen programas que lo hacen.

Resultados de sim_3geom_con_Panjer utilizando MPE(3)

Se observa en la figura 3.9 que el Algoritmo III tiene un comportamiento
oscilatorio alrededor de la probabilidad de ruina. En cambio, los otros algo-
ritmos se comportan como constantes; en este caso es importante no hacer
énfasis en la varianza de nuestros estimadores ya que al tener este compor-
tamiento tendran una varianza pequena pero que su estimacion es sumamente
ineficiente.

Aproximaciones de la probabilida de ruina
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Figura 3.9: sim_3geom_con_Panjer utilizando MPE(3)

Pardmetros
Distribucion | p R
MPE(3) 0.25 | 1000

2De hecho sf se tiene una expresién analitica en el caso de que su pardmetro r sea entero
ya que se puede obtener al hacer r-veces la férmula de integracién por partes y lograr que
la funcién gamma truncada sea analitica.
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Tabla de resultados con x = 2000

Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.000000e+00 | 8.979143e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.797977e-07 | 7.181167e-07 0.79976078 8.854693e-08 1.166380
IIT | 9.552896e-07 | 5.737526e-08 0.06389837 2.724555e-06 0.920278
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 8.946830e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 8.979143e-07
II 1.743095e-07 | 1.852859e-07 | 1.097639e-08 lower 9.028897e-07
IIT | 7.864199e-07 | 1.124159e-06 | 3.377393e-07 Logitud 8.206702e-09
Tabla de resultados con x = 2025
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logwp
I 0.000000e+00 | 8.757699e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.787631e-07 | 6.970068e-07 0.79587895 8.352186e-08 1.1684806
IIT | 8.418644e-07 | 3.390547e-08 0.03871504 1.658480e-06 0.9542195
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 8.726576e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 vp 8.757699e-07
II 1.735863e-07 | 1.839398e-07 | 1.035348e-08 lower 8.805615e-07
IT | 7.390708e-07 | 9.446581e-07 | 2.055873e-07 Logitud 7.903954¢e-09
Tabla de resultados con x = 2050
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logyp
I 0.000000e+00 | 8.544347e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.702534e-07 | 6.841813e-07 0.80074146 8.491219e-08 1.1652366
I | 8.787661e-07 | 2.433142e-08 0.02847662 3.837355e-06 0.8924986
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 8.514356e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 8.544347e-07
II 1.649905e-07 | 1.755163e-07 | 1.052582e-08 lower 8.590515e-07
III | 6.409244e-07 | 1.116608e-06 | 4.756834e-07 Logitud 7.615916e-09
Tabla de resultados con x = 2075
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logwp
I 0.000000e+00 | 8.338698e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.640491e-07 | 6.698207e-07 0.80326770 8.437775e-08 1.1636595
ITT | 8.182340e-07 | 1.563583e-08 0.01875092 1.630266e-06 0.9521031
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. FExtremos de intervalo Longitud up 8.309785e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 8.338698e-07
II 1.588193e-07 | 1.692789e-07 | 1.045957e-08 lower 8.383202e-07
IIT | 7.171890e-07 | 9.192790e-07 | 2.020899e-07 Logitud 7.341707e-09
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Tabla de resultados con x = 2100
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvwp
1 0.000000e+00 | 8.140385e-07 1.0000000 0.000000e+-00 Inf
I 1.643619¢-07 | 6.496766e-07 0.7980907 7.913356e-08 1.1662383
IIT | 8.870068e-07 | 7.296821e-08 0.0896373 3.048519e-06 0.9058285
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 8.112499e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 Up 8.140385e-07
II 1.594572e-07 | 1.692667e-07 | 9.809498e-09 lower 8.183304e-07
IIT | 6.980576e-07 | 1.075956e-06 | 3.778984e-07 Logitud 7.080505e-09

Para esta simulacion es importante hacer énfasis en el error relativo, el
cual es marcadamente menor para el Algoritmo III. También en estos casos
se tiene que las cotas de Panjer son sumamente cercanas (con respecto a lo
lejano que caen nuestras estimaciones) y que nuestros estimadores en ninguna
ocasiéon logran caer dentro de ellas. Lo anterior es resultado de que para estos
capitales iniciales las estimaciones de Panjer son eficientes ya que su ejecucion
es rapida. Cabe mencionar que en esta simulacion tardaba el doble el calculo
de las cotas que el de los algoritmos.

Resultados de sim_1geom _con_Panjer utilizando MPE(3)

En esta simulacién se pudo aumentar el capital inicial sélo un poco ya
que aun cuando el sélo calcular una suma geométrica reduce el tiempo de
simulacion, el tener que ejecutar las cotas de Panjer lo aumenta de manera
considerable. También se aumenté de manera similar el nimero de simula-
ciones al hacer R = 2000.

Otra vez es importante el resaltar el error relativo ya que ocurre otra vez
que la probabilidad de ruina es subvaluada por el hecho de no obtener ruina
con ninguna de las simulaciones. Lo anterior se ve reflejado en el compor-
tamiento casi constante de los primeros dos algoritmos.

Pardmetros
Distribucion | p R
MPE(3) 0.25 | 2000




120

CAPITULO 3. IMPLEMENTACION DE ALGORITMOS

Aproximaciones de la probabilida de ruina
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Figura 3.10: sim_lgeom_con_Panjer utilizando MPE(3)

Tabla de resultados con x = 2500
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
I 0.000000e+00 | 5.734940e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.136442¢-07 | 4.598497e-07 0.80183882 5.755157e-08 1.1599738
IIT | 5.526033e-07 | 2.089073e-08 0.03642711 1.119913e-06 0.9534316
Intervalo de confianz Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 5.718461e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 5.734940e-07
II 1.111219e-07 | 1.161666e-07 | 5.044618e-09 lower 5.760262e-07
ITT | 5.035209e-07 | 6.016856e-07 | 9.816472e-08 Logitud 4.180143e-09
Tabla de resultados con x = 2625
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logwp
I 0.000000e+00 | 5.199744e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 1.030597e-07 | 4.169147e-07 0.80179855 5.219086e-08 1.1588772
I | 5.010836e-07 | 1.889085e-08 0.03633035 1.015228e-06 0.9537586
Intervalo de confianz Aproximacién con Panjer
Alg. Eztremos de intervalo Longitud up 5.185520e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00 PYp 5.199744e-07
II 1.007723e-07 | 1.053470e-07 | 4.574731e-09 lower 5.221594e-07
IT | 4.565892e-07 | 5.455779e-07 | 8.898869e-08 Logitud 3.607422¢-09
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Tabla de resultados con x = 2750
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvwp
1 0.000000e+4-00 | 4.736116e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
I 9.388784e-08 | 3.797238e-07 0.80176196 4.754573e-08 1.1578462
IIT | 4.564467e-07 | 1.716490e-08 0.03624257 9.245641e-07 0.9540658
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 4.723753e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 Up 4.736116e-07
II 9.180405e-08 | 9.597162e-08 | 4.167567e-09 lower 4.755100e-07
IIT | 4.159259e-07 | 4.969675e-07 | 8.104162e-08 Logitud 3.134727e-09
Tabla de resultados con x = 2875
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
1 0.000000e+00 | 4.331842e-07 1.00000000 0.000000e+00 Inf
1I 8.588804e-08 | 3.472961e-07 0.80172858 4.349424e-08 1.1568740
IIT | 4.175191e-07 | 1.566505e-08 0.03616256 8.455241e-07 0.9543551
Intervalo de confianza Aproximacién con Panjer
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud up 4.321029e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 Up 4.331842e-07
I 8.398182e-08 | 8.779426e-08 | 3.812439¢-09 lower 4.348440e-07
IIT | 3.804624e-07 | 4.545758e-07 | 7.411346e-08 Logitud 2.741140e-09
Tabla de resultados con x = 3000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logyp
1 0.000000e+00 | 3.977205e-07 1.00000000 0.00000e+-00 Inf
1II 7.886878e-08 | 3.188518e-07 0.80169800 3.99394e-08 1.1559548
IIT | 3.833671e-07 | 1.435348e-08 0.03608935 7.76203e-07 0.9546284
Intervalo de confianza Aproximacion con Panjer
Alg. Extremos de intervalo Longitud up 3.967694e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 Up 3.977205e-07
I 7.711836e-08 | 8.061920e-08 | 3.500843e-09 lower 3.991802e-07
IIT | 3.493485e-07 | 4.173856e-07 | 6.803719e-08 Logitud 2.410781e-09

Resultados de sim_1geom con_asintota utilizando MPE(3)

En esta ultima simulacién se aumenté de manera considerable el capital
inicial; por ejemplo en las ejecuciones anteriores sélo se llegd a un maximo
de x = 3000 en cambio para ésta se logro llegar hasta x = 5000. También
en este caso se aumentoé el valor de R ya que en la ejecucion anterior era de
R = 2000 y en ésta llegd a ser de R = 10000.

Se puede observar que el Algoritmo III casi estd sobre la estimacion
asintotica. En cambio para los otros algoritmos el aumento tanto del val-
or x como de R significé que su comportamieto siguiera siendo el mismo.
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Aproximaciones de la probabilida de ruina
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Figura 3.11: sim_lgeom _con_asintota utilizando MPE(3)

Hay que notar que en este caso la probabilidad de ruina es sumamente
pequena y que esto no llega a afectar a la estimacién que nos da el Algoritmo
ITI. Este es un factor importante ya que en el momento de la simulacién
el hecho de que la probabilidad de ruina sea pequena a efecto de aumentar
el capital inicial hace que sea infactible el cdlculo de las cotas de Panjer;
es decir, cuando se esta calculando probabilidades de ruina para grandes
capitales iniciales es enorme el tiempo que demanda el calculo de las cotas
de Panjer, en cambio la simulacién no presenta este problema, ya que sin

importar el capital inicial el tiempo de ejecucién permanece igual.

Pardmetros
Distribucion | p R
MPE(3) 0.25 | 10000
Tabla de resultados con x = 4000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/logp
I 0.000000e+00 | 2.222222e-07 1.00000000 | 0.000000e+-00 Inf
II 4.473805e-08 | 1.774842e-07 0.79867880 2.214014e-08 1.1505449
IIT | 2.183845e-07 | 3.837719e-09 0.01726973 4.881859¢-07 0.9486267
Intervalo de confianza Aprozimacién asintotica
Alg. Extremos de intervalo Longitud 2.222222e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+4-00
IT 4.430410e-08 | 4.517199e-08 | 8.678935e-10
IIT | 2.088161e-07 | 2.279529e-07 | 1.913689e-08
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Tabla de resultados con x = 4166
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/log v p
I 0.000000e+00 | 2.048656e-07 1.00000000 0.000000e+00 Inf
I 4.123970e-08 | 1.636259e-07 0.79869870 2.040880e-08 1.1497566
IIT | 2.012930e-07 | 3.572505e-09 0.01743829 4.498839¢-07 0.9489228
Intervalo de confianza Aproximacion asintdtica
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 2.048656e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00
1II 4.083969e-08 | 4.163971e-08 | 8.000249e-10
IIT | 1.924753e-07 | 2.101108e-07 | 1.763545e-08
Tabla de resultados con x = 4333
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
1 0.000000e+00 | 1.893782e-07 1.00000000 0.000000e+00 Inf
I 3.811859¢-08 | 1.512597e-07 0.79871717 1.886416e-08 1.1490022
IIT | 1.860462e-07 | 3.332064e-09 0.01759476 4.157260e-07 0.9492051
Intervalo de confianza Aproximacion asintética
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 1.893782e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
II 3.774885e-08 | 3.848833e-08 | 7.394750e-10
IIT | 1.778980e-07 | 1.941944e-07 | 1.629646e-08
Tabla de resultados con x = 4500
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
1 0.000000e+4-00 | 1.755830e-07 1.00000000 0.000000e+00 Inf
11 3.533884e-08 | 1.402442e-07 0.79873427 1.748847e-08 1.1482833
IIT | 1.724682e-07 | 3.114763e-09 0.01773955 3.853158e-07 0.9494733
Intervalo de confianza Aproximacion asintética
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 1.75583e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+00 | 0.000000e+00
IT 3.499607e-08 | 3.568161e-08 | 6.855479e-10
IIT | 1.649160e-07 | 1.800204e-07 | 1.510438e-08
Tabla de resultados con x = 4666
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s logs/logvp
1 0.000000e+00 | 1.633120e-07 1.00000000 0.000000e+00 Inf
I 3.286653e-08 | 1.304454e-07 0.79875004 1.626493e-08 1.147601
IIT | 1.603931e-07 | 2.918899e-09 0.01787315 3.582783e-07 0.949727
Intervalo de confianza Aproximacion asintética
Alg. Ezxtremos de intervalo Longitud 1.633120e-07
1 0.000000e+-00 | 0.000000e+-00 | 0.000000e+00
II 3.254773e-08 | 3.318532e-08 | 6.375853e-10

11

1.533708e-07

1.674153e-07

1.404451e-08
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Tabla de resultados con x = 4833
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/log ¥ p
I 0.000000e+00 | 1.522208e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 3.063217e-08 | 1.215886e-07 0.79876481 1.515917e-08 1.1469446
IIT | 1.494811e-07 | 2.739706e-09 0.01799824 3.338513e-07 0.9499702
Intervalo de confianza Aprozimacién asintética
Alg. Extremos de intervalo Longitud 1.522208e-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00
II 3.033505e-08 | 3.092929e-08 | 5.942393e-10
IT | 1.429376e-07 | 1.560245e-07 | 1.308697e-08
Tabla de resultados con x = 5000
Alg. Aproz. E. absoluto E. relativo s log's/logyp
I 0.000000e+00 | 1.422222e-07 1.00000000 0.000000e+-00 Inf
II 2.861816e-08 | 1.136041e-07 0.79877858 1.416245e-08 1.1463158
IIT | 1.396459e-07 | 2.576347e-09 0.01811494 3.118398e-07 0.9502026
Intervalo de confianza Aprozimacién asintotica
Alg. Extremos de intervalo Longitud 1.422222¢-07
I 0.000000e+00 | 0.000000e+4-00 | 0.000000e+00
II 2.834057e-08 | 2.889574e-08 | 5.551680e-10
IIT | 1.335338e-07 | 1.457579e-07 | 1.222412e-08

Se observa que el comportamiento del error relativo es excelente para el
Algoritmo III por que ain cuando disminuimos de manera considerable a la
probabilidad de ruina su error relativo permanecié sin presentar un aumento

ad hoc.




Conclusiones

El comportamiento de la probabilidad de ruina representa un problema
sumamente complejo atin en el caso de su planteamieto més sencillo.

A pesar de no lograr expresiones analiticas para la probabilidad de ru-
ina, el replantearla en términos de otras ecuaciones no sélo nos permite
ampliar el conocimiento que se tiene de su comportamiento sino ademas
permite el poder obtener estimadores de ella.

En general, el pedir ciertas propiedades de los estimadores obtenidos es
muy importante, ya que el no observar si los estimadores cumplen con
ciertos criterios puede ocasionar estimadores sumamente defectuosos.

El utilizar los métodos de reduccion de varianza para la estimacién de
eventos raros es de suma importancia, ya que optimizan altamente el
proceso de simulacion.

Los algoritmos reportan una gran ventaja en comparacion a las cotas
v a la estimacion de Panjer para valores grandes del capital inicial por
el hecho de que su tiempo de ejecucién no depende del valor del capital
inicial sino del niimero de iteraciones; es decir, para valores grandes del
capital inicial los valores obtenidos por Panjer requieren de inmensos
lapsos para ser calculados, en cambio los algoritmos permanecen sin
cambios en el tiempo requerido.

Algunos de los programas que fueron creados para la simulacién per-
mitian conocer cual era el tiempo utilizado en las distintos calculos que
realizaban, lo cual exhibié que la midad del tiempo era destinado a la
simulacion y la otra a la obtenciéon del estimador. Por lo tanto para
lograr programas ain mas veloces se puede utilizar mejores algoritmos
de simulacién para las varialbes aleatorias; por ejemplo, estas mejoras
pueden hacerce por medio de implementar métodos de reduccion de
varianza.
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CONCLUSIONES

= Un problema que puede surgir al momento de estar simulando eventos

raros es el periodo de los niimeros pseudoaleatorios ya que al necesitar
una cantidad grande de simulaciones esta puede ser lo suficientemente
grande como para superar este periodo, lo cual implicaria que el pro-
grama repitiera valores ya simulados; es decir, que a partir de cierto
valor simulado los valores siguientes fueran iguales (tanto en valor como
en posicién) que los ya simulados. Lo anterior quitaria completamente
lo “aleatorio” a nuestros niimeros pseudoaleatorios y hace que nuestras
simulaciones sean sumamente ineficientes.

Otra ventaja de los algoritmos sobre la estimacién por Panjer es el
hecho de ser reutilizables; nos referimos a que con una sola corrida de
la simulacion ademas de poder ser utilizada para los tres algoritmos
puede ser utilizada para distintos valores del capital inicial, lo cual no
ocurre para la estimacion por Panjer ya que por cada capital inicial
requiere una ejecuciéon del programa y que tampoco son reutilizables
los valores obtenidos aun para el mismo valor del capital inicial para
sus otras estimaciones. Por ejemplo, los valores obtenidos por la cota
superior para el capital inical x, no pueden ser reutilizados para la
estimacion de esta misma cota en £+ y tampoco pueden ser utilizados
para la estimaciéon de la cota inferior en el valor z, a diferencia de los
algoritmos que si ofrecen esta libertad.

El Algoritmo I tiene una tendencia a subestimar la probabilidad de
ruina ya que require un nimero de iteraciones extremadamente alto
(de magnitud inversa) para probabilidades de ruina pequenas. Este
algoritmo presenta muy pocos valores (en algunas ocasiones ninguno)
que aporten peso para la estimacion a causa de sélo manejar ceros y
unos como estimadores.

El Algoritmo II sigue manteniendo una alta subestimacion de la pro-
babilidad de ruina aun para valores no tan altos del capital inicial. La
mejora que presenta con respecto al Algoritmo I es apenas apreciables
para valores altos del capital inicial.

Para el cdlculo de las probabilidades de ruina, el Algoritmo III tiene
un comportamiento increiblemente eficiente ya que las restricciones que
pide no son altas con respecto a los resultados que otorga. Esto por que
aun cuando ya hemos mencionado que existen algoritmos que poseen
error relativo acotado, éstos requieren de un gran nimero de supuestos
para su ejecucion, a diferencia del Algoritmo III.
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= La aproximacién asintdtica tiene una convergencia que se aproxima por
abajo al valor de la ruina y solo es 1til cuando las cotas de Panjer son
inoperables. Ademds su convergencia es sumamente lenta lo cual es
exhibido por el error relativo que presenta en comparacién a la cota
inferior.

= La simulacién presenta una herramienta sumamente 1til para la es-
timacion de la probabilidad de ruina. Los métodos deterministas re-
quieren de lapsos enormes (en algunos casos lapsos imposibles) para
su ejecucion cuando la probabilidad de ruina es pequena mientras que
los métodos que incorporan factores aletorios llegan a ser mucho mas
rapidos, cuando son creados tomando en cuenta los factores que rigen
al fenémeno de estudio.
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Tabla de distribuciones
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(p,0?) peER,0%2>0 —exp(2u + o?)
x>0
_ a\® a®b(b2—3b
Pareto(a, b) babz—(+1) 1-— (;) bafbl 7(1,(,1)(2,—5)3)
a>0,b>1 Sib>2
x>a
MPE(r) r (=) gD - 1 -

x(r+1, 5x)

r>1,xz>0
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Apéndice B

Teoremas y resultados

B.1. Teoremas de probabilidad

Teorema B.1.1 (Desigualdad de Jensen). Sea X una variable aleatoria tal
que E[X] oo y h una funcion convera, entonces

h(E[X]) < E[h(X)] (B.1)

Teorema B.1.2 (Teorema de Slutsky). Sean {X,} y {Y.} sucesiones de

variables aleatorias tales que X, 4 x y Yy 4, ¢ € R entonces
XY, LeX,  Xo+Y,LX+e (B.2)

Teorema B.1.3 (Desigualdad de Markov). Sea X wuna v.a. positiva con
esperanza finita. Para cualquier € > 0

E[X]

P[X >¢] <
€

Teorema B.1.4 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una v.a. y f,g fun-
ciones monotonas no decrecientes positivas, entonces

E[f(X)g(X)] = E[f(X)]E[g(X)].

Teorema B.1.5 (Teorema de convergencia monétona). Sea 0 < X; < Xy <
..., una sucesion de v.a. convergente casi sequramente a una variable aleatoria
X, entonces

lim E[X,] =E[X].

n—oo

Una mayor referencia de este resultado puede ser consultada en Rolski(1998)[32]
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Teorema B.1.6 (Ley débil de los grandes numeros). Sean Xi, X, ... una
sucesion de v.a.i.i.d. con media . Entonces

1 n
— E X, 5 cuando n — oo. (B.3)
n

i=1

Teorema B.1.7 (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sean X, Xs, ... una
sucesion de v.a.i.i.d. con media jt. Entonces

LQ e
_5 X, = p cuando n — 0. (B.4)
n

i=1

Teorema B.1.8 (Teorema central del limite). Sean Xi, Xs, ... una sucesion
de v.a.i.i.d. con B[X;] = p y Var(X;) = 0? < co. Entonces

X1+ ...+ X, -
LY \j_ﬁa o N(0,1) cuando n — co. (B.5)

Teorema B.1.9 (Teorema de Wald). Sea {X,, }nen v.a.i.i.d. con E[| X; |] <

00 Yy sea v un tiempo de paro con respecto a estas variables aleatorias tal que
E o] < oo, entonces
e
DX
i=1

Demostracion. Tenemos que

>
i=1

E —E[X,|E[a]. (B.6)

E =K

Z X ] {[é,00]} Oé]
i=1

Ademas se tiene que

E =K

DX ool a]
i=1

Como todos los términos de la suma son positivos se tiene que por el teorema
de convergencia mondtona

Z | Xi Tioo)y @ |
=1

D E[X] oo @ = E[X]Ea] < o0
=1

se tiene entonces que y utilizando que
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ZX {[zoo}a] ZE Tiooly @]

Como la funcién 1ndlcadora es sobre el conjunto [i < o] = [a < i]¢ = [a <
i — 1]¢ lo cual solo depende de las v.a. X, ..., X;_1 tenemos entonces que X;
Y T4, @ son independientes, lo cual implica que

D E [Xi ooy o] =D E[XIE [I{jeey of =E[X1] Y Pla > ]
i=1 i=1 i=1
=E[X1]) Pla>i]=E[X|]E[q]
i=0
Esta ultima igualdad por que a es una v.a. no negativa O

B.2. Teoremas de analisis

Teorema B.2.1 (Teorema de convergencia acotada). Sea (f,) una sucesion
acotada de funciones integrables con respecto a una funcion g mondétonamente
creciente de J = [a,b] a R. Supongamos que existe B > 0 tal que || f(2)|| < B
para toda n € N, x € J. Si la funcién f(x) = lm(f,(z)), x € J, existe y es
integrable con respecto a g en J, entonces,

/ab fdg = lfm /ab fadg. (B.7)

Teorema B.2.2 (Teorema de convergencia dominada). Sea (f,,) una suce-
sion de funciones de valor real, tal que f(z) = lim(f,(z)) para toda x > a,
y que [y fo,n € N, son Riemann integrables sobre [a,c| para toda ¢ > a.
Ademds existe una funcion M que tiene una integral sobre x > a y que

[ful2)] < M(z) z2>a, neN

Entonces, [ tiene una integral sobre x > a y

/:Of = lfim /aoo Fa. (B.8)

Teorema B.2.3 (Prueba M de Weierstrass). Supongamos que f es Riemann
integrable sobre |a,c] para toda ¢ > a y toda t € [a, B]. Suponga que existe
una funcion M definida para x > a tal que

|f(z,t)] < M(x) parax>a, tE€][a,/f] (B.9)
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y tal que la integral infinita faoo M (z)dz ezista. Entonces, para cadat € [a, [3],
la integral

F(t) = / (@ t)da (B.10)
es (absolutamente) convergente y la convergencia es uniforme en |o, (3].

Teorema B.2.4. 5i f es continua por pedazos sobre [0,00) con tranformada
de Laplace f(s) y ademds existen constantes M > 0 y T > 0 tales que
| f(t) |< Me® para toda t > T entonces f(s) existe para s > c.



Apéndice C

Transformada de Laplace y
convoluciones

Definicién C.0.1 (Transformada de Laplace). Sea f una funcidn definida
sobre t > 0 entonces la integral

f(s) = / e St f(t)dt (C.1)
0
se llamarda la transformada de Laplace de f, si es que la integral existe.

Daremos por hecho que la transformada de Laplace es tinica y que carac-
teriza a las funciones.

Observacion C.0.1. 51 X tiene funcion de densidad f(z) entonces la trans-
formada de Laplace f(—s) serd la funcion generadora de momentos y ten-
dremos la notacion

mx(s) = E[e™] = f(—s). (C.2)
En caso de ser obvio sobre qué funcion se estd aplicando la transformada
se utilizard la notacion m(s) = mx(s)

Definicién C.0.2 (Convoluciones). Sea F' una funicion de distribucion sobre
R, y g una funcion definida sobre R, y tal que g es localmente acotada
(acotada en intervalos finitos) entonces definimos la convolucion de F y g
como la funcion

t
Fxg(t) := / g(t —x)dF(x), para t>0. (C.3)
0
Ademds por notacion utilizaremos

F(2) := 1{ze0,00)}
F"(z) :=F(x)
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y paran > 1
FUHDs(g) .= F™ « F(x).

Proposicién C.0.1. [Propiedades de las convoluciones] Sea F una funicion
de distribucion sobre Ry y g una funcion definida sobre Ry y tal que g es
localmente acotada, entonces:

i. Fxg(t)>0

ii. F'xg(t) es localmente acotada, ademds

sap | P 1< (s [ats) 1) FlO)

0<s<t

iii. 5@ X se distribuye Fy y Xo se distribuye Fy cuya densidad es fy entonces
]P)[Xl + X2 S Z] = Fl*FQ(Z)

iv. Si fi y fa son funciones de densidad entonces f1 fo= fl X f2.

v. Si [y y Fy son funciones de distribucion entonces Fy x Fy(t) = Fy * Fi(t).
Demostracion.

i. Dado que la integral de dos funciones positivas es positiva se tiene que la
convolucién es positiva

ii. Sea ||g|| := supg<,<; | g(s) | lo cual es finito para cada ¢ por hipétesis.
Entonces para cualquier s <t

| Fxg(s) | =

< [M1ats =1l Flaw)|

<Hm/‘ (dx)

< [lgllF(t) < oo.

s

9(s — x)F(dz)

iii. Para t > 0 se tiene que
PIX)+ X, <t] =P [(X1,X;) € {(z,y) e RL 1 x4y < t}]

B / /{(x,y)eRizﬁyq} Fildo)ldy)
_ /O t { /0 t_IFQ(dy)} Fy(dx)
_ /0 t

Fy(t — z) Fy(dx).
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iv.

Aot = ([T e i) ([ e nas)

/ / e~ £, (1) (B)dBdr

- / fi(7) / ~S(r49) £, (3)d@dr

haciendo t = 7 4+ [ tenemos

fl(s) . fg(s) = / e_St/ fi(7) fo(t — 7)dtdr
0 T
con lo cual queda demostrado.

v. Esta es una consecuencia inmediata de iii.

C.1. Convoluciones geométricas

La formula de Pollaczek-Khinchin se basa en la transformada de Laplace
de una convolucién geométrica, la cual es una suma de v.a.i.i.d. X; donde el
nimero de sumandos se distribuye de forma geométrica, también independi-
ente de los sumandos. Supongamos que M es una v.a. geomérica, entonces
tenemos que

P,=P[M=m]=pq" m=0,1,2,... para p=(1—¢q) € (0,1).

Entonces la suma aleatorial

M
Sy = Z X;
=1

tiene distribucién geométrica compuesta (o convolucién geometrica) de pardme-
tros (p, F') donde F es la funcién de distribucién de X;. Dado que M y la
sucesiéon de v.a.i.i.d. X; son independientes entre si, tenemos que

1Utilizaremos que Y°_, X; =0
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P[Sy <z]=P[M =0]+P

M
i=1

:P[M:O]+ip iXi§$|M:m P[M = m)]
m=1  Li=1

= [M:O]+i]P’_iXi§x]P[M:m]
m=1 Li=1

=p+ i_o; F (@)pg™

-

Lema C.1.1. Sea H una funcion de distribucion con funcion de densidad h
y definimos las funciones G1 y Gy para q € (0,1) como

Gi(z) :=(1—q) Z ¢ H™ (z) Ga(z) = (1—q)+ q/ox Ga(z — z)h(2)dz

para x > 0. Entonces sus transformadas de Laplace son iguales, lo cual im-
plica que G1(x) = Ga(x).

Demostracion. Para G tenemos
G1(s) :/ e Gy (x)dx
0
= / e (1 —q) Z ¢"H™ (x)dx
0 m=0

=(1-9q) Z qm/ e *H™ (x)dx
m=0 0
__l-q
1—qh(s)’

donde para el intercambio de la integral y la suma utilizamos el Teorema de
Convergencia Acotada (ver Apéndice B.2.1) utilizando que > ¢"H™* con-
verge uniformente en un intervalo alrededor del cero y de que ¢"H™ es
continua.
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Se tiene que la transformada de Laplace para G, es
G(s) = (1= q) + 4ga(s)h(s).

En esta igualdad ultilizamos el hecho de que la tranformada de Laplace de
una convolucién es el producto de las transformadas de Laplace (ver proposi-
cién C.0.1), con lo cual se concluye la demostracién. O



Apéndice D

Distribuciones
subexponenciales

D.1. Definicion

Definiciéon D.1.1 (Distribucién subexponencial). Sea F' una distribucion
en R, se dice que F' es subexponencial si para toda n > 2

lim F_ (z)

=n. (D.1)

D.2. Propiedades y resultados

Lema D.2.1 (Condicién suficiente para ser subexponencial). Sea F' una
distribucion en R, s

F*2<ZZ')
lim sup — <2 D.2

entonces I es subexponencial

Demostracion. La demostracion se hard por induccion sobre n. Se tiene que
si F' es funcion de distribucién de X; y X, se sigue que

F2x) =P[X; + X, <2] <P[X; < 2]P[X; < 2] = F?(x),
lo cual implica que W(m) > ﬁ(l‘) para toda x > 0. Por lo tanto
F2(x)>1—-F*z)= (1 - F(x))(1+ F(z))

entonces

£2(z)

> 1+ Fla),
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se sigue que

F*Q F*Q
2> timsup o) > 1 _( Y 14 Fla) =2

por lo tanto la ecuacién (D.1) es valida para n = 2.
Supongamos que es valida para n > 2, como

F(z) — F*m(g) = / ’ dF(t) — / ’ F(x — t)dF(t)

. (D.3)
_ / Tz — 1)dF (1),
se sigue que para x >y > 0
F*(n+1) () _ F(x) + F(z) — F* ) (z)
F(x) F(x)
., F@ = Pe)
= F(
? AR () (D.4)

||
\'/\\
“ijl

Por hipétesis podemos hacer (F**(x—t)/F(x—t))—n arbitrarimente pequefio
para 0 <t <z — y y y suficientemente grande se tiene que

Y A Frx(z —t) F(x —t)
hiz) = /0 Fu—1) Fa L0

_ /0 " lo(1) 4 n) %dﬂt)

ol

= (n+o(1)) /Ox_y —F%(;>t) dF(t).
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Al utilizar (D.3) tenemos que esta tltima integral la podemos expresar como

/0“’ P ) = /0 e / S PRl

_F(m)—F*z(x)_ ¢ Flx—t)
- L
_ F(z) - F?(x)

= (1 +o(1) = J(z,9)

donde en esta ultima igualdad utilizamos el hecho de que F' cumple con (D.2).
Tenemos que

s = [ =Dy

F(1)
:/1 ng(t))dF(t)—/m %dlf(t)
CF@)-F—y) [* Fa-1)
- L e
(2) - Flz — y)
=T T

esta ultima desigualdad se obtiene porque la integral se hace sobre una fun-
cién positiva. Si utilizamos el Lema D.6 (que se expone mas adelante) tene-
mos que

fm L@ —Fla—y) o Fe—y) o F@
T Fw AR e AT

Por lo tanto J(z,y) — 0 cuando x — oo lo que nos da lim, .o I1(z) = n.
Por ultimo, como F**(x—t)/F(x—t) es acotado (por hipétesis de induccion)
para x —y < t < x tenemos

[T F(x —t) F(x —t)
hle) _/ Flo—1) F) 4E(®)

K/ F@ =) 1o

= KJ(z,y)

como J(z,y) — 0 cuando & — oo se tendra que lim, .., Ir(x) = 0, lo cual
completa la prueba. O
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Observacién D.2.1. Como consecuencia de (D.1) se tiene que si ' es subex-
ponencial y Xi,...,X, son v.a.i.i.d. con distribucion F entonces cuando
T — 00

PX:+...+ X, >z2] ~Pmax{Xy,..., X, } > 7]

esto porque la probabilidad del mdzimo podemos reescribirla como

Pmax{Xy,..., X} > 2] =1— F"(2)
=(1—=F()(1+F(x)+...+ F"(2))

y por lo tanto

T i ) 1 - F7(a)
z—oon(l — F(x)) 2= (1+ F(x)+...+ F(2))(1— F(x))
o LT ET@)
"ot 1— F(x)

Esto quiere decir que en el caso de distribuciones subexponenciales el hecho
de que se tenga un gran monto a pagar no dependerd de la suma de montos
sino de que uno de los sumandos causa que el monto sea grande.

Si utilizamos la siguiente identidad
Fa) =1~ [ Pl p)iF@) =1 [ 1= T - g)dr(
0 0
~F(@)+ | Fla-y)dF()
0

tenemos que

P2 (x) “F(r—vy)
R /0 St (D.5)

Esta ultima la utilizaremos en la demostracién de los siguientes teoremas,
los cuales establecen la conexién entre las distribuciones subexponenciales y
las de colas pesadas, ademas de que seran 1tiles cuando demostremos algunas
propiedades asintéticas de nuestros estimadores.

Lema D.2.2. Si F' es subexponencial entonces para toda x’' > 0 que esté con-
tenida en un intervalo compacto de (0,00) se tendrd convergencia uniforme,

es decir

Tim % =1 (D.6)
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Demostracion. Para 2/ < x se tendrd utilizando (D.5) que

—

F2(z) T F(x—vy) T F(r—y)
= /0 S AR+ / A6 (D7)

Para acotar la primera integral utilizamos en hecho de que F(x — y) es
una funcién creciente con respecto a y y entonces tomard su minimo en el
extremo inferior de la integral

[T Dt > P ) - ri0) =

Utilizando un argumento andlogo al anterior para la segunda integral
obtenemos que

" Fla—y) Flo— o) ,
/ S r ) = S ) - P

Como consecuencia de las ultimas dos desigualdades y utilizando (D.7)
tenemos

F2(z) n, Flz—2a)
F(qj) Zl—FF(ZE)—FW

Al tomar un z lo suficientemente grande para que F(x) — F(z') # 0
podemos reescribir la ultima desigualdad como

Flo—a') _ (@az)

(F(z) = F(x)).

—1- F(ﬂ?')) (F(z) = F(a) 7,

como F(x — y) es una funcién creciente con respecto a y se sigue que

F(;(;)ml) < <?(1’) 11— F(x’)) (F(z) — F(z)™".

1<

F(x)

Al ser F' subexponencial el lado derecho de la desigualdad tiende a 1 cuando
x — o0, con lo cual se obtiene el limite deseado. O

Lema D.2.3. S F es subexponencial, dado € > 0 existe una constante K
tal que para toda n > 2

< K(l14¢e)" para x>0 (D.8)
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Demostracién. Sea a, = sup,s, F™(z)/F(z).Utilizando (D.4) y (D.3) se
tiene para T' < oo

apyr <1+ OillejT /0:D wd}?(y) + sup /Ox anzix_—yg;) F(Fx(;)y) dF (y)

<14+ Ar+ a,sup
e>T (x)
donde para acotar definimos Ay := (F(T))™! < co. Como F es subexponen-
cial tenemos que dada € > 0 podemos escoger a T de tal forma que
F(z) — F*? 1— F*2 F(x)—1
sup (:v)_ (z) < sup _—(:v) + sup &L
e>T F(x) o>1 F(7) o>7  F(7)
Ve
= Sup — (z) _
o>17 F(x)
<24e-1

=1+4¢

esto tltimo porque el limite de F*2(z)/F(x) es 2. Por lo tanto tenemos que
a1 <14+ Ar+a,(1+e).

Entonces utilizando que a; = 1 tenemos que

an < (1+ A7) ) (1+e)

lo cual implica (D.8). O

El siguiente teorema muestra que las distribuciones subexponenciales son
un subconjunto de las distribuciones de colas pesadas.

Teorema D.2.1. Si F' es una distribucion subexponencial entonces F' es de
cola pesada

Demostracion. Sea F' una distribucion subexponencial. Utilizando el Teore-
ma 1.5.1 tenemos que es suficiente demostrar que lim sup,_, ., — log F'(z)/x =
0. Tomando logaritmos en (D.6) tenemos que

lim (log F(z —y) —log F(z)) =0

T—00
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para toda y > 0. Entonces para toda ¢ > 0 existe xg > 0 tal que para toda
T >z tenemos que — log F(z) + log F(x — 1) < €' y por induccién tenemos
que

—log F(x) < —log F(z—1)+e < —log F(z—2)+2¢ < ... < —log F(z—n)+ne
donde n es tal que xg < x —n < o+ 1, entonces

—logF(z) < sup —logF(z')+ (x —mo)e, paratoda z > xo.

ro<z'<zo+1

Al dividir ambos lados de esta ultima desigualdad entre x y como ¢ es arbi-
traria tenemos el limite deseado. ]

!Esto pasa porque — log F(x) es una funcién creciente.



Apéndice E
Variacion regular

La teoria de las funciones de variacién regular es una herramienta escen-
cial cuando se trabaja con funciones de colas pesadas. En este trabajo se
dara un tratamiento somero a esta teoria, la cual es muy vasta y puede ser
consultada para un primer acercamiento en Mikosch(2009)[22] y Resnick(1987)[25]
o para un estudio més profundo en Bingham(1987)[9] y Feller(1971)[16]. Una
forma de interpretar a las funciones de variacién regular es pensando que su
comportamiento asintético es el de una funcion potencia, lo cual serd de-
mostrado por medio de los distintos teoremas que expondremos.

Definicién E.0.1 (Variacién regular). Una funcion medible U : Ry — Ry
se dice que tiene variacion reqular (que es de variacion reqular) al oo con
indice p € R, lo cual denotaremos por U € RV, si para x > 0

Ultx)
i U(t)

= z”. (E.1)

St p =0 llamaremos a U de variacion lenta. Se denotard normalmente a las
funciones de variacion lenta como L(zx).

Algunos ejemplos de variacién regular son 2, x” In(1 + ), (zIn(1 4 x))*
y 2 In(In(e + x)).

Definicién E.0.2. Una v.a. positiva X y su distribucion se dice que son
de variacion regular con indice p > 0 si la cola de su distribucion se puede
representar como

P[X >z =L(z)x™" para x>0 (E.2)

para L(x) € V Ry.

149
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Observaciéon E.0.2. Si U € RV,, entonces U(x)/z? € RV, y haciendo
L(z) = U(x)/z” se puede observar que siempre es posible representar una
funcion p-variable utilizando una funcion de variacion lenta como x”L(x), lo
cual permite que la definicion anterior implique que la cola de la distribucion
es de variacion reqular.

Ejemplos de distribuciones de variacién regular (con indice positivo) uti-
lizadas para represenar las distribuciones de los reclamos son la Pareto, Burr,
a-estable, log-gamma y PME. Aunque es posible representar distribuciones
con colas mas pesadas que las de variacion regular, las funciones de variacién
regular resultan ser adecuadas por su sencillez matematica.

La demostracion del siguiente teorema puede ser consultada en el libro
de Bingham(1987)[9] en el Teorema 1.2.1.

Teorema E.0.2 (Convergencia uniforme de las funciones de variacién re-
gular). Si U € VR, (si p > 0 también se necesitard que U sea acotada en
intervalos de la forma (0, x|, para x > 0), entonces para 0 < a < b < 0o

Ultx)

P
Jim 0@ x (E.3)
converge uniformemente en x sobre
1. [a,b] sip=0
2. (0,b] sip>0

3. |a,00) sip <0.

Los siguientes resultados exhiben diversas propiedades de las funciones
de variaciéon regular. Para el caso de la integracién las funciones de variacién
regular tienen un comportamiento parecido a las funciones x”. Asumiremos
que todas las funciones seran localmente acotadas y también que son in-
tegrables en intervalos que contengan al 0 para propdsitos de observar su
comportamiento en oo.

Teorema E.0.3 (Teorema de Karamata). Supongamos que p > —1 y U €
RV,. Entonces [; U(t)dt € RV,i1 y

) zU(x)
lim ———— =
v—oo [“U(t)dt
Sip<—1(osip=—1y [TU(t)dt < ) entonces U € RV, implica que
[ZU(t)dt es finita, [°U(t)dt € RV,41 y
zU(x)

ik = 51 E.5
5t [ U(t)dt P (E:5)

p+1 (E.4)
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Demostracion. Si p > —1 demostraremos que fooo U(t)dt = oo, para asi al

quitar una vecindad finita a esta integral se siga teniendo el mismo lim sup
Para U € RV, tenemos

lm U(2s)
B s)

=20 > 27"

porque p > —1. Entonces existe sy tal que para s > sy se tiene que

U(2s) > 27'U(s). Lo cual nos permite que para n que cumpla con 2" > sg
tengamos que

an 2 antl antl
/ U(s)ds = 2/ U(2s)ds > / U(s)ds,
gn+1 2

n on

lo cual muestra que al incrementar el indice que tiene los limites de inte-

graciéon también incrementa la integral. Haciendo ng
obtenemos

2n0+2
U(s)ds > s)ds > / = 0.
/0 n: 22;5 2t Z

no+1

if{n : 2" > s}

2n+2

Por lo tanto para p > —1, z > 0 y para cualquier N < oo (utilizando el

supuesto de que U es integrable sobre intervalos finitos alrededor del origen)
se tiene que

t t
/ U(sx)ds ~ / U(sx)ds cuando t — oo.
0 N

Con lo cual hemos demostrado que la integral diverge. Por otro lado, por
ser U de variacién regular tenemos que para una z fija y dada ¢ > 0 existe

N tal que para s > N
(1 —¢)a’U(s) < U(sz) < (1 +¢)a"U(s),

y entonces

U(s)d )d
h’msupf ()S = lim sup SCfo (sz)ds

t—o0 fO t~>oo fO

T sx)ds
= limsup ——— fN

=00 f N

t
U(s)d
< lfmsupz”™' (1 +¢) fN (s)ds

t—00 f]t, U(s)ds
= 2’1 +¢).
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Un argumento analogo se utiliza para probar que

tx
Jo U(s)ds S (1

t—o0 fot U(s)ds )

Por lo tanto hemos demostrado que

/ U(s)ds € RV, 44
0

cuando p > —1.

En el caso de que p = —1 si fo s)ds < 0o en cuyo caso fo (s)ds €
RV_11 = RV} (ya que se puede aphcar la definicién y obtener el cociente de
los limites). Si ocurriera que p = —1y fooo U(s)ds = oo en el cual se puede
repetir el argumento anterior. Por lo tanto hemos demostrado para p > —1
que [ U(s)ds € RV,1.

Ahora probaremos la ecuacién (E.4) cuando U € RV, p > —1. Definimos

la funcién
x)//o U(t)dt, (E.6)

entonces necesitaremos probar que b(x) — p+ 1. Al integrar b(x)/z de 1 a x
obtenemos que

/ b) g _/ 7 ds—ln/OxU(t)dH—c (E.7)
/0 “U)dt = coxp { /1 ' t‘lb(t)dt} (E.8)

y sustituyendo en la ecuacién (E.6) se tiene que

por lo cual

U(x) = ex"b(z) exp { /1 ' tlb(t)dt} | (E.9)

Por otro lado se tiene

Ul(t)dt
lim inf L = lim inf f#
1
= lim inf U(Sw)ds,

2y T
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donde utilizamos el cambio de variable s = x~'t. Haciendo uso del Lema de
Fatou se tiene que

1
2/ lim inf U(Sx)ds
0

e U()
1
= / sPds
0
1
=0T
y podemos concluir que
limsup b(x) < p+ 1. (E.10)
Para el caso p = —1 obtenemos que b(z) — 0 cuando x — co. Supongamos

que p > —1, entonces tenemos las siguientes propiedades de b(x):
1. b(x) es acotada en intervalos semi-infinitos de oco! (por E.10)

2. b es de variacion lenta, porque 2U(z) € RV,41y [ U(s)ds € RV,4 lo
cual conduce a

tx
U(s)d
lim blée) = limt—mM - lim w =Pttt =1
t=co b(t) tU(t) t—oo Jo U(s)ds
3. Se tiene que
b(xt) — b(x) — 0 cuando T — 00

porque las funciones de variacion lenta convergen uniformemente en ¢
para intervalos de la forma [a, b] y haciendo uso del siguiente limite al
notar que su denominador es acotado para valores grandes de x

- b(xt) — b(x) _
lim S =0

Utilizando el punto 3 y el teorema de convergencia dominada tenemos que

S

lim [ ¢ ' (b(xt) — b(x))dt =0,

r—00 1

'Por intervalos semi-infinitos nos referimos a intervalos de la forma [a, c0)
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donde el lado izquierdo de la dltima ecuacion se puede reescribir como

lim {/1 t~1b(xt)dt — b(x) lns} = 0. (E.11)

Por (E.9) se tiene que

cexp {/ t_lb(t)dt} :/ U(s)ds € RV,11
1 0

lo cual por ser de variacién regular y usando (E.7) implica que

(p—l—l)lns:limln(fO U(t)d )

~ lim {m/ Ut )dt—ln/ U(t)dt}
r— 00 0 0

= lim {/ t—lb(t)dt—c—/ t_lb(t)dt+c}
r—oo 1 1

T8

= lim t1b(t)dt

S

= lim [ ¢ 'b(wt)dt.

Tr—00 1
Utilizando esta ultima ecuacién junto con (E.11) se tiene que

lim {(p+1)Ins —b(z)Ins} =0

T—00
lo cual implica que

lim b(z) =p+1

r—00

con lo cual termina la demostracidn. O

El siguiente corolario es muy importante ya que permite una identificacién
de las funciones de variacién regular.

Corolario E.0.3.1.

i) La funcion L es de variacion acotada si solo si L puede ser representada
como

L(z) = ¢(z) exp { /1 ' t‘le(t)dt} para x>0 (E.12)
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dondec: Ry - Ry, e: Ry =R, y

lim ¢(z) = c € (0,00) (E.13)
lim e(z) =0 (E.14)

i1) Una funcion U : Ry — Ry es de variacion reqular con indice p si solo
st U tiene la representacion

U(x) = c(x) exp {/j tlp(t)dt} para x>0 (E.15)

donde c(-) satisface (E.13) y lim; o, p(t) = p.

Demostracion.
i. Si L se puede representar por medio de (E.12) entonces demostraremos
que es de variaciéon lenta ya que para x > 1

tx
tlim L(tx)/L(t) = th (c(tzx)/c(t)) exp {/ sla(x)dac} ,
— 00 —00 t
dada ¢, existe ty tal que
—e<e(t)y<e para t > tp.

Se sigue que

tx tx tx
—clnx = —e/ s lds < / s te(s)ds < 5/ slds=clnzx
t t t

lo cual implica que lim; ., f:z s7'e(s)ds = 0 y con esto se logra probar que
limy o L(tx)/L(t) = 1.

Ahora demostraremos la otra implicacion; supongamos que L € RVj.
Definimos (al igual que en (E.6))

b(x) :=xL(z)/ /Ox L(s)ds

y utilizando el teorema de Karamata E.0.3 tenemos que b(z) — 1 cuando
x — o0. Observando que

L(z) = 2 'b(x) /Ox L(s)ds
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tenemos que al hacer e(x) = b(x) — 1 entonces e(x) — 0 cuando x — oo lo

cual implica
T T t
/ te(t)dt = / (L(t)/ L(s)ds) dt —Inx
1 1 0
T t

:/1 d(ln/o L(s)ds) dt —Inzx
=In (x_l/oxL(s)ds//olL(s)ds).

exp {/1 t‘la(t)dt} g /OxL(s)ds//olL(s)ds
~ L)/ (b(m) /O 1 L(s)ds) |

Se obtiene la representacién deseada utilizando

Por lo tanto

ii. Usando que si U € RV, entonces U(z) = x”L(x) para alguna L € RV}
se tendra que

U(z) = zpL(x)

= exp {/lx pt_ldt} c(x) exp {/lm t—le(t)dt}
— (x) exp { /1 L (et) + ) dt}

Se obtiene la representacién (E.15) utilizando

p(t) = (t) + p.

Corolario E.0.3.2. 5i U satisface

) vU(x)
xh_)rg) W =X € (0,00), (E.16)

entonces U € RV_;.
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Si [FUt)dt < ooy

gclLlrolo foU—<) =X\ (0,00), (E.17)
entonces U € RV_,_;.

Demostracion. Supongamos que U satisface (E.16) queremos probar que U €

RV,_,. Sea
i) [ Vo

entonces b(z) — A cuando z — oo. De (E.9) tenemos que

U(z) = ca'b(z) exp {/j t‘lb(t)dt}

= cb(r) exp {/lx t1(b(t) — 1)dt} ,

como b(t) —1 — A —1, U satisface ser (A — 1)-variable utilizando el Corolario
E.0.3.1, lo cual concluye la prueba. O

El Teorema E.0.3 muestra que para propositos de integraciéon el com-
portamiento de las funciones de variacién regular se asemeja a que fueran
extraidas del interior de la integral, ya que al considerar

/0 “Udt = /0 Lt

ahora sacando L(t) de la integral como si fuera un factor L(z) obtenemos

~ L(x) / tdt = Lix)a" f(p + 1)
— 2/ L(2)/(p+ 1) = 2U()/(p+ 1),

lo cual es equivalente a (E.4).

Para concluir esta seccién demostraremos el siguiente corolario el cual
nos serd util para el planteamiento de los algoritmos de simulacion. Este nos
habla sobre el comportamiento limite de las funciones de variacion regular,
el cual vuelve a ser igual que el de las funciones del tipo x”.

Corolario E.0.3.3. St U € VR, para algin p # 0 entonces

, oo stp>0
JLIE‘OU@):{ 0 sz'g<o (E-18)
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Demostracion. Usando el corolario anterior tenemos que

U(z) = c(x) exp {/lx tlp(t)dt} para x>0

y utilizando que p(t) — p cuando t — oo.

Caso 1:

Caso 2:

p>0

Si tomamos € = § entonces existe un ¢, tal que para t > to, p(t) > €.

Lo anterior implica que

x to x
lim t~1p(t)dt = lim {/ tlp(t)dt—i-/ tlp(t)dt}
1 to

T— 00 1 Tr—00
to T
>/ tp(t)dt +¢ lim [ t'dt
1 T—00 to

=

Por lo tanto
lim U(z) = oo.

T— 00

p<0

Si tomamos € = g entonces existe un ty tal que para t > tg, p(t) < e.
Entonces

x to x
lim [ t'p(t)dt = lim { / tp(t)dt + / tlp(t)dt}
1 to

T— 00 1 r—00

to T
</ tp(t)dt +¢ lim [ ttdt
1

r—00 tO

= —Q

Por lo tanto
lim U(x) = 0.

r—00

O

Observacién E.0.3. Un ejemplo trivial de que en el caso p =0 no se tiene
conocimiento del limite de U(t) es cuando se toman las funciones constantes,
ya que para estas su limite son ellas mismas y por tanto no se puede fijar un
criterio general para el limite.
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E.1. Mezcla Pareto de distribuciones expo-
nenciales

La Mezcla Pareto de distribuciones exponenciales se genera por medio de
hacer una transformacién a una distribucién Pareto. Sea X ~ Pareto(ﬁ—l, T)
entonces X tiene densidad

r—1

—1\"
L ) ¢t para x> : (E.19)

r

r

et =r (

la cual tiene media 1. Entonces la densidad de una Mezcla Pareto de dis-
tribuciones exponenciales es definida por

e o] 1 Lz
fupe(z) = /1 fX(m)ge vdy para x > 0. (E.20)

Al resolver la integral se obtiene que

—1\"7
fupe(x)=r (7” - ) sl (r +1, 72—133) para z >0, (E.21)

donde vy(a,u) = fou to~te~tdt es una funcién gamma incompleta. La cual sigue
teniendo media 1.

Al integrar esta ultima ecuacion de 0 a x se obtiene que su distribucion

es
T 1 - 1 "
T_1y> _ = (7“ ) y (7« +1, Ly) para x > 0.
yr T r—1

(E.22)

Fupe(z) = (1 e

Ademas la distribucién de su cola integrada es

r—1 v r—1\" 1 r 1 r
Fy(z) = l—e 717 e 1 —v (2 :
() (1= )+< T ) — 7<T+ ’r—1$>+r7< 77"—19':)
(E.23)




Apéndice F

Verificacion del método de las
variables antitéticas al estimar
el valor esperado de funciones
monotonas

El siguiete teorema junto con su corolario muestra como en el caso de
variables aleatorias que sean funciones mondtonas de U(0, 1) se tendra una
reduccién de varianza a la par de no necesitar generar un nuevo conjunto de
valores para la siguiente simulacion.

Teorema F.0.1. Si X1, ..., X,, son independientes, entonces para cualesquiera
funciones crecientes f y g de n variables

E[f(X)g(X)] = E [f(X)] E [¢(X)] (F.1)
donde X = (Xq, ..., X,).

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre n. Para n = 1 tene-
mos que f y g son funciones de una sola varible. Entonces, para cualesquiera

x y y?
Lf(x) = f(W)llg(x) — g(y)] > 0.

Por lo tanto, para cualesquiera variables aleatorias X y Y,

F(X) = F(W)]g(X) = g(Y)] = 0.

Lo cual implica que

E1f(X) = F(Y)][g(X) = g(¥)] = 0.
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que es equivalente a
E[f(X)g(X)+E[f(Y)g(Y)] <E[f(X)g(Y)] +E[f(Y)g(X)]
Si utilizamos la hipdtesis de que X y Y son v.a.i.i.d. tenemos que

E[f(X)g(X)] =E[f(Y)g(Y)]
E[f(X)g(Y)] =E[f(Y)g(X)] = E[f(X)]E[g(X)]
lo cual muestra el resultado para n = 1 Supongamos que la ecuacion (F.1)

se cumple para n — 1 varibles, y ahora supongamos que Xj, ..., X,, son inde-
pendientes y que f y g son funciones crecientes. Entonces

E[f(X)g(X) | Xn = 20] = E[f( X1, 00s X1, 20) (X1, oo, X1, ) | Xy = 2]
=E[f( X1, ..., X1, 20)9(X1, oo, X1, )]
>E[f( Xy, oo, X1, 20) ]| E[g(X1, oo, X1, @)
=E[f(X) | Xp =22 E[g(X) | X;, = 2]

donde en la desigualdad utilizamos el hecho de la hipétesis de induccion. Por
lo tanto

E[f(X)g(X) [ Xu] 2 E[f(X) | Xa] E[g(X) | X,]

al obtener esperanzas de ambos lados de esta desigualdad

E[f(X)g(X)] = E[E [f(X) | Xp] E[g(X) | Xu]]
> EE[f(X) | Xa]| E[E[g(X) [ X,]]
> E[f(X)]E[g(X)].
En la penitltima desigualdad se utiliz6 el hecho de que E [f(X) | X,,] y E [¢(X) | X,]
son ambas funciones crecientes de X,, y el resultado paran =1 O

Corolario F.0.1.1. Si h(z1, ..., z,) es una funcion mondtona de cada uno de
sus argumentos, entonces para un conjunto Uy, ...,U, de numeros aleatorios
independientes se tiene que

Cov[h(Uy,....,Uy),h(1 = Uy,..1 = U,)] <0

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que h es creciente en
los primeros r argumentos y decreciente en los tltimos n — r. Por lo tanto, si

flxy,xy) =h(xy, e, 1 —xppq, oy 1 — )
T

g(x1, ey xy) = —h(l =z, .., 1 — 20, iy, o, )
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entonces f y g son funciones crecientes. Utilizando el teorema anterior
Cov[f(Un,...,Up), g(Uy, ..., Uy)] >0

lo cual equivale a

Cov[h(Uy,...; U1 = Upyq, ..., 1 = U,), h(1 = Uy, ooy 1 = Uy, Upgq, ., Uy)] <0

. Como se tiene que (h(Ui,...,U,),h(1 — Uy,...,1 — U,)) tiene la misma
distribucién conjunta que el vector aleatorio (h(Uy,...,U,,1 — U.yq,...,1 —
Un),h(1=Uy,....1=U,,U.s1,...,Up,)), se concluye la prueba. O



Apéndice G

Programas utilizados

G.1. Lista de programas

Los siguientes fueron todos los programas utilizados durante la simulacion
e phiexp
e media
e denpareto
e denparetovarias
e gamma_in
e pF 1
e tope
e cncuentra
e simula
® rsim
e Algoritmos I, IT y III
e Algoritmos rapidos Alg.I, II y III
e sumgeom
e Algoritmos
e f.disc-lo,up,pa
® noruin.aprox
® Tuin.aprox
e noruin.aprox.(lo/up)
e ruin.aprox.(lo/up)
e ruina_aprox_asintot
e sim_3geom_con_Panjer
e sim_lgeom_con_Panjer
e sim_lgeom_con_asintota
e imprime_de_totalesl

165
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e imprime_de_totales2
e imprime_de_totales3
e dibuja_algoritmosl
e dibuja_algoritmos2
e dibuja_algoritmos3

Librerias auxiliares

library(grDevices)
library(MASS)
library(stats)
library(evd)
library(lmomco)

G.2. Significado de parametros
x: Capital inicial.
df: Dictamina que distribucion se esté utilizando

df=1 Distribucién exponencial.
df=2 Distribucién Log-normal.
df=3 Distribucién Pareto.
df=4 Distribucién Weibull.
df=5 Distribuciéon MPE.

parl y par2: Son los pardmetros que utilizara la distribucién

Exponencial (a=parl).

Log-normal (u=parl,oc?=par2).

Pareto (a=parl,b=par2).
Weibull (r=parl,A=par2).
MPE (r=parl).

R: Numero de veces que se ejecuta el algoritmo.
u: Resultado de una simulacién de una variable ¢(0, 1).

mu: Esperanza de la distribucion.
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eps: Error en precision de la inversa.

n: Numero de simulaciones necesarias.

rho: Pardmetro de la distribucién geométrica (geom(rho), ver Seccién 1.4).
Z: Vector de resultados de las simulaciones.

c: Pardmetro ¢ del modelo (ver Seccién 1.2).

lambda: Media de Proceso Poisson (ver Seccién 1.2).

x.inicial, lar, veces y valores: Pardmetros que dictaminan a qué capitales
iniciales calcular la probabilidad de ruina; x.inicial = Primer valor a cal-
cular, lar = Distancia entre el primer valor y el iltimo, veces = Cuantos
puntos intermedios tomar, valores = Vector que contiene los capitales
iniciales.

A, B, D, E, F, G y H Resultados obtenidos por

= A = Simulacién de Algorimo I.

B = Simulacién de Algorimo II.

D = Simulacién de Algorimo III.

E = Aproximacion de Panjer.

F = Cota inferior de Panjer.

G = Cota superior de Panjer.

H = Aproximacion asintética.

G.3. Programas

Programas auxiliares

P. media: Realiza el cédlculo de la esperanza.

media<-function(parl,par2,df){ #parl,par2=parametros de la distribucién
if (df==1){return(parl) }#Exponencial
if (df==2) {return(exp(pari+par2°2/2)) }HtLog-normal
if (df==3) {#Pareto
if (par1<0| |par2<1){
return("pardmetros incorrectos para Pareto")}
return(parlxpar2/(par2-1))
}
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if (df==4) {#Weibull

if (par1<0|| par2<0){
return("Pardmetros incorrectos para Weibull")}

return(par2*gamma(1+1/pari))
}

if (df==5) {#MPE (Mezcla Pareto de distribuciones exponenciales)
if (pari<1){return("pardmetros incorrectos para MPE")}
return(1l)

}

P. gamma _in: Realiza el cdlculo de la funciéon gama inversa.

gamma_in<-function(x,parl){
return(pgamma (x*parl/(pari-1) ,pari+1,1)*gamma(parl))
}

P. tope: Regresa el primer intervalo donde se puede encontrar la funciéon
inversa; esta busqueda la realiza por medio de pasos de tamano mu.

tope<-function(u,parl,par2,df,mu){
#Encuentra el valor i para el cual F_I((i-1)*mu)<=u<F_I(i*mu)

if(u>1 || u<0){return("u no se encuentra en (0,1)")}
i=1

while (u>pF_I(mu*i,parl,par2,df,mu)){i=i+1}

return(i)

3

P. encuentra: Encuentra el valor de la inversa con un error de eps.

encuentra<-function(u,a,b,eps,parl,par2,df ,mu){
### Valor aproximado de la funcién inversa en el punto u ###
if (b-a<eps){return((a+b)/2)}
if (b-a>=eps){
if (u>=pF_I((at+b)/2,parl,par2,df,mu)){
return(encuentra(u, (a+b)/2,b,eps,parl,par2,df ,mu))}
if ( u<pF_I((a+b)/2,parl,par2,df,mu)){
return(encuentra(u,a, (a+b)/2,eps,parl,par2,df,mu) )}

}

P. phiexp: Realiza el calculo de probabilidad ruina en el caso exponencial.

phiexp<-function(x,c,lambda,parl){
if (lambdax*pari>=c){
return("Condicion de ganancia neta no se satisface")}
return(lambda*parl*exp(-(1/parl-lambda/c)*x)/c)
}
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P. estim_pi_1: Realiza una aproximacion de « utilizando muestreo estrati-
ficado.

estim_pi_1<-function(n){

est=rep(0,n)

for(i in 1:n){est[i]=sqrt(1-(runif(1)+i-1)"2/(n"2))}
return(4*sum(est)/n)

}

P. estim _pi_2: Realiza una aproximacién de 7 utilizando muestreo estrati-
ficado y variables antitéticas.

estim_pi_2<-function(n){

est=rep(0,n)

for(i in 1:n){est[il=sqrt(1-(runif(1)+i-1)"2/(n"2))+sqrt(1-(i-runif(1))"2/(n"2))}
return(2*sum(est) /n)

}

Programas de distribuciones

P. denpareto: Realiza el célculo de la densidad Pareto para un real.

denpareto<-function(x,parl,par2){

if (par1<=0){
return("Parametros incorrectos para distribucion Pareto, par1<=0")}

if (par2<=1){
return("Parametros incorrectos para distribucion Pareto, par2<=1")
}

if (x<=parl){return(0)}

if (x>parl){return((parl” (par2))*par2/x~ (par2+1))}

}

P. denparetovarias: Realiza el cdlculo de la densidad Pareto para cada
entrada de un vector.

denparetovarias<-function(x,paril,par2){
y=0
for(i in 1:length(x)){y[i]=denpareto(x[i],parl,par2)}
return(y)

}
P. pF_I: Realiza el célculo de la distribucién de la cola integrada.

pF_I<-function(x,parl,par2,df,mu){
if (x<=0){return(0)}
if (df==1){return(pexp(x,1/parl)) }#Exponencial
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if (df==2) {#Log-normal
f=as.function(alist(x=,a=parl,b=par2,plnorm(x,meanlog=a,sdlog=b,lower.tail=F));
return(integrate(f,0,x)$value/mu)

}
if (df==3) {#Pareto
if (par1<=0 || par2<=1){return("pardmetros incorrectos para distribucion Pareto'

if (x<parl){return(x/mu)?}
if (x>=parl) {return(1-(((parl/x) " (par2-1))/par2))}
}

if (df==4) {#Weibull
f=as.function(alist(x=,a=parl,b=par2,pweibull (x,shape=a,scale=b,lower.tail=F)))
return(integrate(f,0,x)$value/mu)
}

if (df==5) {#MPE
if (par1<1){print ("Pardmetro incorrecto de MPE")}
z=parl/(pari-1)
return((l-exp(-z*x))/z+(z" (-parl) ) *(x~ (1-parl) ) *

gamma_in(x*z, (par1+1))/(1-parl)+gamma_in(x*z,2)/parl)

3

Programas de simulaciones

P. reserva: Realiza una simulacion de reserva donde ocurren n siniestros

reserva <- function(c,x0,mu,lamda,n,reclamos)q{

t=matrix(0,ncol=reclamos,nrow=n) ###cuenta tiempos
truina=rep(0,n) ###momentos de ruina
R=matrix(0,ncol=reclamos,nrow=n) ###treserva despues de reclamo
R[,1]=x0

t[,1]=0

lamda=1/lamda
for(j in 1:n){
for(i in 2:reclamos){
sig=rexp(1,mu)
t[j,il=t[j,i-1]l+sig
R[j,i]=R[j,i-1]+c*sig-rexp(1,lamda)
}
if (min(R[j,])<0){truinaljl=1 }
}

return(list (R=R,t=t,truina=truina))

P. simula: Simula una v.a. con distribucién F7.

simula<-function(eps,parl,par2,df,mu){
##simula con distribucién F_I
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if (df==1){ #Exponenciales
return(rexp(l,1/parl))
¥
u=runif (1) #simula una uniforme (0,1)
if (df==3){ #Pareto
if (par1<0 || par2<1){
return("parametros incorrectos para distribucion Pareto")}
if (u<=(par2-1)/par2) {return(pari*par2*u/(par2-1))}
if (u>(par2-1) /par2){return(pari* (par2*(1-u))~(1/(1-par2)))?}
}
if (df!=3 && df!=1){ #para que no simule pareto ni expo
i=tope(u,parl,par2,df,mu)
#tope da cuantas medias se necesitan para pasarse del valor u

a=mu* (i-1) #extremo inferior del intervalo

b=mu* (i) #extremo superior del intervalo
return(encuentra(u,a,b,eps,parl,par2,df,mu)) #encuentra la F"-1(u)
}

P. rsim: rsim<-function(n,eps,parl,par2,df,mu){

##simula n veces F_I

if (n<0){return("numero de simulaciones incorrectas")}
if (n==0){return(0)}

a=rep(0,n)

for(i in 1:n){alil=simula(eps,parl,par2,df,mu)}
return(a)

}

P. sumgeom: sumgeom<-function(R,eps,rho,parl,par2,df,mu){

### Simula una suma geométrica

M=rgeom (R, (rho/(1+rho)))

X=matrix(0,nrow=R,ncol=max(M))

for(i in 1:R){X[i,1:M[i]]=rsim(M[i],eps,parl,par2,df,mu)}
return(list (X=X,M=M))

}

Programas de algoritmos (versiones totales)

P. Algoritmol: Realiza el Algoritmo I conservando todos los valores que

fué obteniendo.

AlgoritmoI<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){
Z=rep(0,R)
X=rep(0,R)
M=rgeom(R, (rho/(1+rho)))
for(j in 1:R){
X[jl=sum(rsim(M[j],eps,parl,par2,df,mu))
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if(X[j1>x){z[j1=1}
}

return(matrix(c(M,X,Z) ,nrow=3,dimnames= list(c("M","X","Z"),1:R),
byrow=TRUE) )

}

P. Algoritmoll Realiza el Algoritmo II conservando todos los valores que
fué obteniendo.

AlgoritmoII<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){

Z=rep(0,R)

X=rep(0,R)

W=rep(0,R)

M=rgeom(R, (rho/(1+rho)))

for(j in 1:R){
ifMGI>D{X[jl=sum(rsim((M[j]1-1) ,eps,parl,par2,df,mu))}
Wljl=x-X[j]
if (W[j1<=0){z[j1=1}
if(W[j1>0 && M[j1>0){Z[jl=1-pF_I(W[j],parl,par2,df,mu)}
}

return(matrix(c(M,X,W,Z) ,nrow=4,dimnames = list(c("M","X","W","Z"),1:R),
byrow=TRUE))

}

P. AlgoritmollIl Realiza el Algoritmo III conservando todos los valores que
fué obteniendo.

AlgoritmoIII<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){
Z=rep(0,R)
X=rep(0,R)
W=rep(0,R)
K=rep(0,R) #con esta variable se lleva un control de las X’s
estord=0 #los vectores que va haciendo las estadisticas de orden
M=rgeom(R, (rho/(1+rho)))
for(j in 1:R){
estord=0
ifMLGI>0{
estord=rev(sort(rsim(M[j],eps,parl,par2,df,mu)))
#acomoda los elementos de X en orden decreciente
X[jl=sum(estord[-1])
K[jl=estord[2]
WLjl=x-X[3]
if(Wljl<=0){Z[jI=1}
if(W[j1>0){Z[j1=(1-pF_I(max(W[j1,K[j1),
parl,par2,df ,mu))/(1-pF_I(K[j],parl,par2,df,mu))}
}
ifMLjI==1{
Wljl=x
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Z[j1=1-pF_I(x,parl,par2,df,mu)
}
if MLj1==0){
Wljl=x
z[j1=0
}
}
return(matrix(c(M,X,W,K,Z) ,nrow=5,
dimnames = list(c("M","X","W","K","Z"),1:R),byrow=TRUE))
}

Programas de algoritmos (versiones rapidas)

P. Alg.I Realiza el Algoritmo I y solo regresa los valores que obtuvo en cada
simulacion.

Alg.I<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){
Z=rep(0,R)
M=rgeom(R, (rho/(1+rho)))
for(j in 1:R){if (sum(rsim(M[j],eps,parl,par2,df,mu))>x){Z[jl=1}3}
return(Z)

}

P. Alg.IT Realiza el Algoritmo II y solo regresa los valores que obtuvo en
cada simulacién.

Alg.II<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){

Z=rep(0,R)

M=rgeom(R, (rho/ (1+rho)))

for(j in 1:R){
X=0
if (M[j1>1) {X=sum(rsim((M[j]-1) ,eps,parl,par2,df,mu))}
W=x-X
if (W<=0){Z[jl=1}
if (W>0 && M[j1>0){Z[jl=1-pF_I(W,parl,par2,df,mu)}
}

return(Z)

}

P. Alg.IIT Realiza el Algoritmo III y solo regresa los valores que obtuvo en
cada simulacion.

Alg.III<-function(x,R,eps,rho,parl,par2,df,mu){
Z=rep(0,R)
M=rgeom (R, (rho/(1+rho)))
for(j in 1:R){
if(M[j]==1){Z[j1=1-pF_I(x,parl,par2,df,mu)}
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ifMEGI>1)A

estord=rev(sort(rsim(M[j],eps,parl,par2,df,mu)))

#acomoda los elementos de X en orden decreciente

Z[j1=(1-pF_I(max((x-sum(estord[-1])) ,estord[2]) ,parl,par2,df,mu))/
(1-pF_I(estord[2],parl,par2,df,mu))

}
}
return(Z)
}

P. Algoritmos Realiza todos los Algoritmos y solo regresa los valores que
obtuvo para cada simulacién.

Algoritmos<-function(x,sgeomX,sgeomM,R,eps,rho,parl,par2,df ,mu){
AT=as.numeric (rowSums (sgeomX) >x)
AII=rep(O,R)
for(i in 1:R){
if (sgeomM[1]1>0) {AII[i]=1-pF_I(x-sum(sgeomX[i,-1]) ,parl,par2,df,mu)}}
AIII=rep(0,R)
for(i in 1:R){
if (sum(sgeomX[i,])==0){AIII[i]=0}
if (sgeomX[1,1]1>0 && sgeomX[i,2]==0){AIII[i]=1-pF_I(x,parl,par2,df,mu)}
if (sgeomX[i,1]>0 && sgeomX[i,2]>0){
estord=rev(sort(sgeomX[i,]))
#acomoda los elementos de X en orden decreciente
if ((x-sum(estord[-1]))<=0){AITI[i]=1}
if ((x-sum(estord[-1]))>0){
ATITI[i]=(1-pF_I(max((x-sum(estord[-1])),estord[2]),
parl,par2,df,mu))/(1-pF_I(estord[2] ,parl,par2,df,mu))}
}
}
return(matrix(c(AI,AIT,AIII) ,ncol=R,byrow=T))
}

Programas de discretizacion de Panjer y aproxi-
macién asintdtica
P. f.disclo Realiza la discretizacién para la cota inferior

f.disclo<-function(x,parl,par2,df,mu){ #Para cota inferior
return(pF_I(floor(x)+1,parl,par2,df,mu)-pF_I(floor(x),parl,par2,df,mu))
}

P. f.discup Realiza la discretizacion para la cota superior.

f.discup<-function(x,parl,par2,df,mu){ #Para cota superior
return(pF_I(floor(x),parl,par2,df,mu)-pF_I(floor(x)-1,parl,par2,df,mu))
}
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P. f.discpa Realiza la discretizacion para la aproximacién de Panjer.

f.discpa<-function(x,parl,par2,df,mu){#Para Panjer
return(pF_I(floor(x)+.5,parl,par2,df ,mu)-pF_I(floor(x)-.5,parl,par2,df,mu))
+

P. noruin.aprox Realiza la aproximacion de la probabilidad de no-ruina
para Panjer.

noruin.aprox<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
if (floor(x)<x){return("x no es entero (survival)")}
a=1/(1+rho-f.discpa(0,parl,par2,df,mu))
fi=rep(0,x)
fi[1]=rho/(1+rho-f.discpa(0,parl,par2,df,mu))

g=0
for(i in 1:x){glil=f.discpa(i,parl,par2,df,mu)} #g[x] :=g(x)
if (x>=2){
for(i in 2:x){
#£i[x+1]:=fi(x), hay que llenarlo como (fil,fi0)->(£fi2,fi1,fi0)
filil=axg[1l: (i-1)1%*%hrev(fill: (Gi-1)1)
}
}
return(fi)
}

P. ruin.aprox Realiza la aproximacion de Panjer.

ruin.aprox<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
return(l-sum(noruin.aprox(x,rho,parl,par2,df,mu)))

3

P. noruin.aprox.lo Realiza la aproximacién de la probabilidad de no-ruina
para la cota inferior de Panjer.

noruin.aprox.lo<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
if (floor(x)<x){return("x no es entero (survival)")}
a=1/(1+rho-f.disclo(0,parl,par2,df,mu))
fi=rep(0,x)
fi[1]=rho/(1+rho-f.disclo(0,parl,par2,df,mu))

g=0
for(i in 1:x){glil=f.disclo(i,parl,par2,df,mu)} #gl[x]:=g(x)
if (x>=2){
for(i in 2:x){
#£i[x+1]:=fi(x), hay que llenarlo como (fil,fi0)->(£fi2,fi1,fi0)
filil=a*gl1l: (i-1)]1%*Yrev(fil1: (i-1)]1)
}
}
return(fi)

3
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P. ruin.aprox.lo Realiza la cota inferior de Panjer.

ruin.aprox.lo<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
return(1l-sum(noruin.aprox.lo(x,rho,parl,par2,df ,mu)))

}

P. noruin.aprox.up Realiza la aproximacién de la probabilidad de no-ruina
para la cota superior de Panjer.

noruin.aprox.up<-function(x,rho,parl,par2,df ,mu){
if (floor(x)<x){return("x no es entero (survival)")}
a=1/(1+rho-f.discup(0,parl,par2,df,mu))
fi=rep(0,x)
fi[1]l=rho/(1+rho-f.discup(0,parl,par2,df,mu))
g=0
for(i in 1:x){glil=f.discup(i,parl,par2,df,muw)} #glx]:=g(x)
if (x>=2){
for(i in 2:x){
#fi[x+1]:=fi(x), hay que llenarlo como (fil,fi0)->(fi2,fil1,fi0)
fil[i]=a*xg[1: (i-1)1%*Yrev(fil[l:(i-1)1)
}
}
return(fi)

}
P. ruin.aprox.up Realiza la cota superior de Panjer.

ruin.aprox.up<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
return(l-sum(noruin.aprox.up(x,rho,parl,par2,df,mu)))

}

P. ruina_aprox_asintot Realiza la aproximacién asintotica de la probabi-
lidad de la ruina.

ruina_aprox_asintot<-function(x,rho,parl,par2,df,mu){
return((1-pF_I(x,parl,par2,df,mu))/rho)
}

Programas de resultados finales

P. sim_3geom_con_Panjer Realiza los tres algoritmos utilizando en cada
paso una suma aleatoria para cada uno de ellos y exhibe las cotas de
Panjer.
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sim_3geom_con_Panjer<-function(R,x.inicial,parl,par2,df,mu,rho,lar,veces){
valores=floor(seq(x.inicial,x.inicial+lar,lar/(veces-1)))
A=B=D=matrix (0,nrow=veces,ncol=R,dimnames=1list(valores,1:R))
E=F=G=rep(0,veces)
for(j in 1:veces){
plot(x=j,y=0,main="Alg.I",ylim=c(-1,1) ,xlim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
A[j,]=Alg.I(valores[j],R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
points(x=j,y=0,main="Alg.II",ylim=c(-1,1) ,xlim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
B[j,]=Alg.II(valores[j],R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Alg.III",ylim=c(-1,1) ,x1lim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
D[j,]=Alg.III(valores[j],R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Panjer aprox",ylim=c(-1,1),xlim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
E[jl=ruin.aprox(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Panjer up",ylim=c(-1,1),x1im=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
F[jl=ruin.aprox.lo(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Panjer low",ylim=c(-1,1),x1lim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
G[jl=ruin.aprox.up(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
}
return(list (A=A,B=B,D=D,E=E,F=F,G=G,valores=valores))
}

P. sim_1geom _con_Panjer Realiza los tres algoritmos utilizando solo una
suma geométrica durante toda su ejecucién y exhibe las cotas de Panjer.

sim_lgeom_con_Panjer<-function(R,x.inicial,parl,par2,df,mu,rho,lar,veces){
plot (x=0,y=0,main="Simulando geométrica",xlab="",ylab="")
sgeomtotal=sumgeom(R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
sgeomX=sgeomtotal$X
sgeomM=sgeomtotal$M
valores=floor(seq(x.inicial,x.inicial+lar,lar/(veces-1)))
A=B=D=matrix(0,nrow=veces,ncol=R,dimnames=1ist(valores,1:R))
E=F=G=rep(0,veces)
for(j in 1:veces){
plot(x=j,y=0,main="Algoritmos",ylim=c(-1,1) ,x1lim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
algos=Algoritmos(valores[j],sgeomX,sgeomM,R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
Alj,]=algos[1,]
B[j,]l=algos[2,]
D[j,]l=algos[3,]
plot(x=j,y=0,main="Panjer aprox",ylim=c(-1,1),x1im=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
E[jl=ruin.aprox(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Panjer up",ylim=c(-1,1),x1lim=c(0,veces),
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xlab="No. de simulacion",ylab="")
F[jl=ruin.aprox.lo(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
plot(x=j,y=0,main="Panjer low",ylim=c(-1,1),xlim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
G[jl=ruin.aprox.up(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
}
return(list (A=A,B=B,D=D,E=E,F=F,G=G,valores=valores))
}

P. sim_1geom _con _asintota Realiza los tres algoritmos utilizando solo una
suma geométrica durante toda su ejecucion y exhibe la aproximacion
asintética.

sim_lgeom_con_asintota<-function(R,x.inicial,parl,par2,df,mu,rho,lar,veces){
plot(x=0,y=0,main="Simulando geométrica",xlab="",ylab="")
sgeomtotal=sumgeom(R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
sgeomX=sgeomtotal$X
sgeomM=sgeomtotal$M
valores=floor(seq(x.inicial,x.inicial+lar,lar/(veces-1)))
A=B=D=matrix(0,nrow=veces,ncol=R,dimnames=1list(valores,1:R))
H=rep(0,veces)
for(j in 1:veces){
plot(x=j,y=0,main="Algoritmos",ylim=c(-1,1),x1im=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
algos=Algoritmos(valores[j],sgeomX,sgeomM,R,eps,rho,parl,par2,df,mu)
Alj,l=algos[1,]
B[j,l=algos[2,]
D[j,l=algos[3,]
plot(x=j,y=0,main="Asintota",ylim=c(-1,1) ,x1lim=c(0,veces),
xlab="No. de simulacion",ylab="")
H[jl=ruina_aprox_asintot(valores[j],rho,parl,par2,df,mu)
}
return(list (A=A,B=B,D=D,H=H,valores=valores))
}

Programas de tablas

P. imprime_de_totalesl Realiza una tabla con los resultados obtenidos
para los programas sim_3geom_con_Panjer y sim_lgeom_con_Panjer.

imprime_de_totalesl<-function(A,B,D,E,F,G,valores,veces,
R,eps,rho,parl,par2,df){
for(i in 1:veces){
tabla<-matrix(ncol=8,nrow=3,dimnames=1ist(c("Algoritmo I",
"Algoritmo II","Algoritmo III"),
c(" Aprox."," E. absoluto"," E. relativo","S.D.",
"(Aprox-1.96%S.D./R~.5",",Aprox+1.96*S.D./R~.5)","Long.inter",
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"log(8.D.)/log(fi.aprox)")))

tabla[1l,]<-c(mean(A[i,]),abs(mean(A[i,])-E[i]),
abs(mean(A[i,])-E[i])/E[i],sd(A[i,]) ,mean(A[i,])-1.96*sd(A[i,])/sqrt(R),
mean(A[i,])+1.96*sd(A[i,])/sqrt(R),3.92*sd(A[i,])/sqrt(R),
log(sd(Ali,]))/log(E[il))

tabla[2,]<-c(mean(B[i,]),abs(mean(B[i,])-E[i]),
abs(mean(B[i,])-E[i])/E[i],sd(B[i,]) ,mean(B[i,])-1.96*sd(B[i,])/sqrt(R),
mean(B[i,])+1.96%sd(B[i,])/sqrt(R),3.92*sd(B[i,])/sqrt(R),
log(sd(B[i,1))/1log(E[i]))

tabla[3,]<-c(mean(D[i,]),abs(mean(D[i,])-E[i]), abs(mean(D[i,])-E[i])/E[i],
sd(D[i,]) ,mean(D[i,])-1.96*sd(D[i,])/sqrt(R),
mean(D[i,])+1.96%sd(D[i,])/sqrt(R),3.92*xsd(D[i,])/sqrt(R),
log(sd(D[i,]1))/1log(E[i]))

parametros<-c(valores[i] ,R,rho*100,parl,par2,df)

names (parametros)<-c("x","R","rho*100", "parl", "par2","df")

aproximacion.panjer=c(F[i] ,E[i],G[1],G[i]-F[i])

names (aproximacion.panjer)<-c("up","Panjer","lower"," Logitud de intervalo")

print ("Parametros")

print (parametros)

print("Tabla de resultados")

print(tabla)

print ("Aproximacion con Panjer")

print (aproximacion.panjer)

PTAnt (M sskokokseskokokkkkse skt ok ko skt ok ko skt ok ke sk koot ok kot ok ok 1)

}

}

P. imprime_de_totales2 Realiza una tabla con los resultados obtenidos
para el programa sim_lgeom_con_asintota.

imprime_de_totales2<-function(A,B,D,H,valores,veces,R,eps,rho,parl,par2,df){
for(i in 1:veces){
tabla<-matrix(ncol=8,nrow=3,dimnames=1list(c("Algoritmo I",

"Algoritmo II","Algoritmo III"),c(" Aprox."," E. absoluto",
" E.relativo","S.D."," (Aprox-1.96*S.D./R".5",
",Aprox+1.96*S.D./R"~.5)","Long.inter"," log(S.D.)/log(fi.aprox)")))

tabla[1,]<-c(mean(A[i,]) ,abs(mean(A[i,])-H[i]),
abs(mean(A[i,]1)-H[i])/H[i],sd(A[i,]),mean(A[i,])-1.96%sd(A[1i,])/sqrt(R),
mean(A[i,])+1.96%xsd(A[i,])/sqrt(R),3.92%sd(A[i,])/sqrt(R),
log(sd(A[i,]1))/1log(H[i]))

tabla[2,]<-c(mean(B[i,]) ,abs(mean(B[i,])-H[i]),
abs(mean(B[i,])-H[i])/H[i],sd(B[i,]), mean(B[i,])-1.96*sd(B[i,])/sqrt(R),
mean(B[i,])+1.96%sd(B[i,])/sqrt(R),3.92*sd(B[i,])/sqrt(R),
log(sd(B[i,]1))/1log(H[i]))

tabla[3,]<-c(mean(D[i,]),abs(mean(D[i,])-H[i]),
abs(mean(D[i,])-H[i])/H[i],sd(D[i,]) ,mean(D[i,])-1.96*sd(D[1,])/sqrt(R),
mean(D[i,])+1.96*sd(D[i,])/sqrt(R),3.92*xsd(D[i,])/sqrt(R),
log(sd(D[i,]))/1log(H[i]))

parametros<-c(valores[i] ,R,rho*100,parl,par2,df)
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names (parametros)<-c("x","R","rho*100", "parl", "par2","df")
aproximacion.asintotica=H[i]

print ("Parametros")

print (parametros)

print("Tabla de resultados")

print(tabla)

print ("Aproximacion asintotica")

print (aproximacion.asintotica)
print("********************************************************")
}

}

P. imprime_de_totales3 Realiza una tabla con los resultados obtenidos
para comparar los resultados de Panjer contra los de la aproximacion
asintotica.

imprime_de_totales3<-function(E,F,G,H,valores,veces,eps,rho,parl,par2,df){

print("**************************************************************

ok skok sk ok ok ok okok ok ok ko 1)

parametros<-c(rho*100,parl,par2,df)

names (parametros)<-c("rho*100","parl","par2","df")

print ("Parametros")

print (parametros)

tabla<-matrix(ncol=6,nrow=veces,dimnames=1ist (valores,
c("Asintotico","Panjer","E. absoluto","E. relativo",
"Cota inferior","Cota superior")))

for(i in 1:veces){
tabla[i,]<-c(H[i],E[i],abs(H[i]-E[i]),abs(H[i]-E[i])/E[i],F[i],
G

PL AT (" kokokskokokokokeskok ke sk ks ok e sk ok ke sk s sk ok ke sk ok ek e ko ek ok sk ok e sk ok ok sk ok

okokok ok ok ok okokokok ok ok ko ok 1)

print("Tabla de resultados, con respecto a capitla inicial")

print(tabla)

Print (" sk kokkokodokokotok okt ok kot kol ok ok okt skt kb koot ok ko ok ok ok

okskskok sk ok ok ok ok ok ok sk ko ok 1)

}

Programas para graficar

P. dibuja_algoritmos1l Grafica los resultados obtenidos para los progra-
mas sim_3geom_con_Panjer y sim_lgeom_con_Panjer.

dibuja_algoritmosi<-function(A,B,D,E,F,G,valores){
A.m=rowMeans (A)
B.m=rowMeans (B)
D.m=rowMeans (D)
plot(y=E,x=valores,type="1",col="red",
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ylim=c(min(A.m,B.m,D.m,E,F,G) ,max(A.m,B.m,D.m,E,F,G)),1lwd=2,1ty= 3,
xlab="Capital inicial",ylab="Probabilidad de ruina",
main="Aproximaciones de la probabilidad de ruina")
legend(par(’usr’) [2], par(’usr’) [4], xjust=1,
c("Aprox. de ruina","Algoritmo I","Algoritmo II","Algoritmo III"),
lwd=c(2,2,2,2) ,1ty=c(3,1,1,1),
col=c("black","violet","greend", "orange"))
lines(y=F,x=valores,col="blue",lwd=2,1ty= 3)
lines(y=G,x=valores,col="blue",lwd=2,1ty= 3)
points(y=A.m,x=valores,type="1",col="violet")
points(y=B.m,x=valores,type="1",col="green4")
points(y=D.m,x=valores,type="1",col="orange")
points(y=A.m,x=valores,pch=19,col="violet")
points(y=B.m,x=valores,pch=19,col="green4")
points(y=D.m,x=valores,pch=19,col="orange")
abline (h=0,1ty=3)
abline(v=0,1ty=3)
}

P. dibuja_algoritmos2 Grafica los resultados obtenidos para el programa
sim_lgeom _con_asintota.

dibuja_algoritmos2<-function(A,B,D,E,valores){

A .m=rowMeans (A)

B.m=rowMeans (B)

D.m=rowMeans (D)

plot(y=E,x=valores,type="1",col="blue",
ylim=c(min(A.m,B.m,D.m,E) ,max(A.m,B.m,D.m,E)),1lwd=2,1ty= 3,
xlab="Capital inicial",ylab="Probabilidad de ruina",
main="Aproximaciones de la probabilidad de ruina")

legend(par(’usr’) [2], par(’usr’) [4], xjust=1,
c("Aprox. de ruina","Algoritmo I","Algoritmo II","Algoritmo III"),
lwd=c(2,2,2,2),1ty=c(3,1,1,1),
col=c("blue","violet","green4", "orange"))

points(y=A.m,x=valores,type="1",col="violet")

points(y=B.m,x=valores,type="1",col="greend")

points(y=D.m,x=valores,type="1",col="orange")

points(y=A.m,x=valores,pch=19,col="violet")

points(y=B.m,x=valores,pch=19,col="greend")

points(y=D.m,x=valores,pch=19,col="orange")

abline (h=0,1ty=3)

abline(v=0,1lty=3)

}

P. dibuja_algoritmos3 Grafica los resultados obtenidos para comparar los
resultados de Panjer contra los de la aproximacion asintética.

dibuja_algoritmos3<-function(E,F,G,H,valores)q{
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plot(y=E,x=valores,type="1",col="red",
ylim=c(min(E,F,G,H) ,max(E,F,G,H)) ,1lwd=2,1ty= 3,
xlab="Capital inicial",ylab="Probabilidad de ruina",
main="Comportamiento asintético y Panjer")

legend(par (Pusr’) [2], par(’usr’) [4], xjust=1,
c("Cotas de ruina","Panjer","Aprox. asintot."),
lwd=c(2,2,2),1ty=c(3,3,1),
col=c("blue","red","green"))

lines(y=F,x=valores,col="blue",lwd=2,1ty= 3)

lines(y=G,x=valores,col="blue",lwd=2,1ty= 3)

lines(y=H,x=valores,col="green",lwd=2,1ty= 1)

abline(h=0,1ty=3)

abline(v=0,1ty=3)

}

P. dibujatodo Grafica varios procesos de reserva.

dibujatodo<-function(t,R,c){
n=dim(R) [1]
m=dim(R) [2]
plot (NULL,x1im=c(0,max(t)), ylim=c(min(R),1l+max(R[,-1]+
c(R[,-11-R[,2:m]),0)),
main="Historia de las empresas", xlab="TIEMPO", ylab="R(t)");
abline(h=0, col = "lightgray", lty=3)
for(k in 1:n){
for(j in 1:(m-1)){
segments (t [k, j1,R[k,jl,t[k,j+1]1,R[k,jl+cx(t [k, j+1]1-t[k,j1),
col="blue")
segments (t [k, j+1] ,R[k, jl+c*x(t [k, j+1]1-t[k,j1),
t[k,j+1],R[k,j+1],col="green",1ty=3)
if (min(R[k,j])<0)segments (t[k,jl,R[k,j],t[k,jl+
(min(R[k,jl+c*x(t [k, j+1]1-t[k,j1),0)-R[k,j]1)/c,
min(R[k,jl+cx(t[k,j+1]1-t[k,jl),0),col="red")
3
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