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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

En muchas ramas del conocimiento encontramos problemas en los cuales el poseer un
modelo del sistema estudiado puede ser de gran utilidad. Por ejemplo, en economia es 1til
poseer modelos que describan el comportamiento de variables tales como tasas de interés,
precios, niveles de oferta, etcétera. Por otro lado, en los diversos campos de la ingenieria los
modelos son muy tutiles para poder analizar y controlar los comportamientos de los sistemas

analizados.

Existen varios tipos de modelos que pueden ser empleados: probabilisticos, analiticos,
heuristicos, etcétera. La principal utilidad de ellos es que nos pueden ayudar a conocer més
a fondo el comportamiento del sistema y asi facilitar su analisis y descripcién, e incluso
ser auxiliares para la prediccién del comportamiento del sistema. Es maés, el poseer un
modelo del sistema incluso nos facilita el proponer esquemas prescriptivos, es decir métodos
mediante los cuales podamos obtener un desempeno deseado del sistema modelado, ya sea

a través de realimentacion o sin ésta.

Este es precisamente el objetivo, aunque no privativo, de la Teoria del Control, en donde
por lo general un modelo de un sistema dindmico nos ayuda en gran medida para poder
proponer un sistema de control tal que permita obtener una respuesta deseada de un sistema.

Asi como en el Control, también en otros campos de la ingenieria los modelos son
tutiles para solucionar problemas relacionados con la deteccién de fallas, diseno de nuevos
procesos, optimizacion y pruebas mediante simulacion, entre otros. La calidad de la solucion

propuesta en cada uno de estos campos de estudio depende tipicamente del modelo que se

9



10 Capitulo 1. Introduccién

haya empleado, y es ahi en donde surge la necesidad de contar con esquemas de modelado
e identificacién que permitan lograr mejores desempenos en las soluciones.

MODELOS LINEALES CONTRA NO LINEALES

De acuerdo con la forma en la cual afecten las sefiales y los pardmetros al comportamien-
to de un sistema, sera el tipo de esquema o modelo que se empleara. En general los esquemas
considerados para atacar el problema de modelado e identificacion se pueden dividir en dos
tipos: Lineales y No lineales. La eleccién de alguno de estos tipos de modelos depende del
problema que se esté atacando, y la correcta eleccién de alguno de ellos determinara la

calidad del modelo final.

En la determinacién de los modelos, se debe considerar si se tomara en cuenta la evolu-
cion del comportamiento del sistema con respecto al tiempo o no. En primer lugar, se pueden
considerar estructuras “estaticas” representadas por funciones sin memoria, en donde la
salida de la funcién depende tnicamente de la entrada actual. Por otro lado se tienen las
estructuras “dinamicas” o “recurrentes”, representadas por funciones con memoria, donde
la salida actual depende tanto de la entrada actual como de valores pasados de la entrada
y la salida. Este tipo de esquemas son los mas utilizados para modelar sistemas dinamicos,
en donde los valores de las senales de interés dependen de valores pasados de éstas.

Al tratar con sistemas dindamicos por lo general la primera opcién a considerar para
modelarle puede ser un sistema lineal, en vista de que la teoria bajo este esquema es mas
sencilla y se encuentra mucho mas estudiada al compararse con el caso de sistemas no

lineales.

Sin embargo, si el empleo de un modelo lineal no satisface los requisitos de exactitud
deseados, el siguiente paso serd migrar a un esquema no lineal con pardmetros lineales. En
vista de que para modelar un sistema no lineal no existe una tinica estructura, la topologia de
la funcién que le modele puede ser obtenida de varias formas: mediante desarrollo analitico
de los elementos que componen al sistema y las interacciones entre ellos, por funciones
genéricas (desarrollo en series de Taylor, representacién polinomial, onduletas”, etcétera) o
modelos heuristicos.

Una de las topologias que en tltimas fechas ha cobrado mayor atencién es la basada en

redes neuronales y redes neurodifusas. Las primeras son estructuras matemaéticas basadas

en estructuras biolégicas neuronales, en donde elementos muy sencillos de cémputo son

* . . . 7
Mejor conocidas por su nombre en inglés: wavelets



1.1. Motivacién 11

capaces de lograr procesamientos de informaciéon muy eficientes en paralelo con base en
las interconexiones entre ellos. Por otra parte, las segundas estan inspiradas en el mismo
modelo, pero ademas consideran conceptos de la teoria de conjuntos difusos creada por Lofti

Zadeh[27], inspirada en los procesos de pensamiento y toma de decisiones humanos.

La ventaja de utilizar este tipo de estructuras es que, asi como los modelos bioldgicos
en los cuales estan inspiradas, son capaces de ser sujetas a un proceso de “aprendizaje”
o “entrenamiento”, tras el cual podran reproducir el comportamiento dindmico del proce-
so para el cual fueron entrenadas. Sobre este ultimo punto existe un compromiso entre la
complejidad de la red, la dificultad de la tarea a realizar y la capacidad que tengamos de
entrenarla: para tareas sencillas y con un entrenamiento modesto, una red de baja comple-
jidad podréa desempenarse bien; mientras que para procesos complejos donde sea necesario
un buen desempeno, sera necesario contar con redes mas amplias, asi como procesos de

entrenamiento mas intensivos.

MODELOS ESTATICOS CONTRA DINAMICOS

Para modelar sistemas dinamicos existen dos esquemas: modelo paralelo y serie-paralelo
[24][17]. En la Figura 1.2 se muestra la implementacién de este tipo de modelos. El modelo
serie-paralelo es tipicamente una funcién estatica, utilizada como un “predictor” en donde
se estimard (tras ser entrenado con datos obtenidos del sistema real) con base en las senales
de salida y entrada previas del sistema real, la o las senales de salida que dara el sistema
en un futuro. Este tipo de esquema de modelado puede ser empleado en procesos en los
cuales el modelo sea empleado como una referencia con respecto al comportamiento del
sistema real, con la desventaja de no poder ser utilizado de forma independiente; esto es,
que permita “simular” el comportamiento del sistema ante una cierta excitacion externa
sin necesidad de excitar al sistema real. En contraste, un modelo paralelo, de naturaleza
dindmica, permite que con base en unicamente la informacién de la entrada de la planta,

se pueda reproducir (o aproximar) el comportamiento de ésta.

En muchos casos, como se comentaba al principio, es de gran utilidad (cuando no nece-
sario) contar con este tipo de modelos de simulacidn que permitan evaluar cémo se com-
portara el sistema real ante una cierta excitacién, y muy especialmente cuando se trata de
procesos en los cuales esta condicién de excitacién es dificil de ser aplicada. Por ejemplo,

si deseamos disenar un control para un reactor quimico, siempre serd mejor contar con el
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Figura 1.1: Tipos de esquemas: a)Serie-Paralelo. b)Paralelo [18]



1.1. Motivacién 13

modelo matemaético del sistema, evaluar las posibles respuestas de éste ante diversos esque-
mas de control dado por medio de simulaciones que evaluar dichos esquemas en el propio

reactor, donde incluso excitacién mal elegida puede provocar un dafio al sistema.

Existen varias estrategias para lograr obtener un modelo 1til para simulaciones, en
especial en el caso de sistemas no lineales. Una de las primeras es obtener un modelo analitico
del sistema a partir del anélisis de las relaciones constitutivas de elementos que le componen
y las conexiones entre ellos. Este método estd generalmente sujeto al conocimiento de las
funciones que representan dichas relaciones, asi como de la complejidad de éstas y a sus
parametros. Para sistemas en los cuales dichas funciones y sus parametros son conocidos,
o donde al menos se cuente con una aproximacién, se debera evaluar si su desempeno es
satisfactorio, esto es, si cumple con los requisitos minimos de aproximacién y campo de

accion establecidos.

En caso contrario se debera reevaluar el tipo de funciones empleadas, asi como sus
parametros. Si es posible emplear funciones méas complejas para representar a los elementos
y obtener un desempeno satisfactorio, podremos considerar como concluido el problema
de modelado. Sin embargo, a mayor complejidad del modelo, mas complicado resultara su
andlisis y el diseno de estrategias de control sobre éste, volviendo a entrar en el compromiso

entre complejidad y desemperio.

Otra estrategia utilizada para la obtencién de dichos modelos es la obtenciéon de modelos
lineales locales. La ventaja de este método es que permite modelar un sistema no lineal como
una composicién de sistemas lineales, lo cual simplifica la tarea de modelado e identificacion,
en especial si el analisis del sistema se reduce a la zona que modela dicho modelo lineal. Para
sistemas no lineales en los cuales requiramos una representacién mas amplia de su espacio de
operacién, generalmente serd necesario incrementar el nimero de modelos lineales locales.
Esto ultimo puede llegar a convertirse en una desventaja de este tipo de representaciones, ya
que si los requisitos de aproximacién asi lo demandan el modelo puede llegar a ser demasiado

complejo, dificultando su andlisis.

Es entonces cuando se debe considerar el uso de modelos no lineales para la repre-
sentacién de la dindmica de sistemas, en vista de que una funcién no lineal puede, depen-
diendo del tipo de sistema y de la funcién no lineal considerada, proveer una representacion

mas simple y general que una funcién lineal.

El problema entonces radica en elegir o identificar cudl es esa funcién no lineal tal que
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logre modelar al sistema con una mejor aproximacion. En la literatura se pueden encon-
trar una gran cantidad de modelos que permiten describir sistemas no lineales que poseen
caracteristicas muy especificas y relativamente conocidas (i.e friccién seca, fenémenos de
histéresis), pero son pocos los que proveen de una representacién mas generalizada. Esto se
debe al hecho de que analiticamente cada sistema no lineal es estructuralmente distinto a
otro.

Cuando un sistema puede ser modelado de forma analitica y los valores de los parametros
pueden ser determinados, el problema de identificacién se reduce a estimar el valor de dichos
parametros, en vista de que la topologia estard practicamente dada. Generalmente el valor
de los parametros se determina con base en el andlisis de las senales entrada-salida del
sistema real y aplicando un algoritmo de identificacién.

El problema radica en qué tipo de modelo emplear si su desempeno resulta ser pobre; o
cuando es incluso dificil establecerlo en esta forma, dado el poco conocimiento que se tenga
del sistema real.

La motivacién central del presente trabajo radica en este tltimo punto: cémo obtener un
modelo en paralelo de un sistema pese a desconocer su modelo analitico cuando se dispone

de informacion proveniente de sefiales entrada-salida de la planta.

1.2. Antecedentes

Algunas aproximaciones cldsicas a este problema han sido las funciones basadas en
polinomios, donde la senal de salida del sistema es una funcién polinomial dependiente de
retrasos de la senal de entrada y de salida. Entre las estrategias que han sido utilizadas
se encuentran los modelos polinomiales de Kolmogorov-Gabor[18], que tienen la ventaja de
ofrecer un modelo basado en formas lineales y cuadraticas, pero con la desventaja de ser
sensibles al ruido y ser practicos tinicamente para predicciones de un paso adelante (es decir,
como predictores), y no como modelos de simulacién, dado que tienden a ser inestables.

Otra estrategia han sido los modelos en series de Volterra, los cuales iinicamente con-
sideran modelos sin realimentacién de la salida, siendo unicamente funciéon de retrasos en
la entrada; lo cual les otorga ventajas de estabilidad, pero que limita su aplicabilidad.

Para combinar los dos modelos anteriores, surge otro tipo de modelo conocidos como
modelos paramétricos en series de Volterra[18], el cual considera un modelo polinomial

cuadratico para los retrasos de la entrada, pero con una realimentacion lineal de retrasos
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en la senal de salida. Este modelo permite evaluar la estabilidad del sistema al referirse
tinicamente a la parte lineal de realimentacion y permite modelar algunos tipos de sistemas
no lineales, con la desventaja de la pérdida de generalidad para la representacién de sistemas,

en donde generalmente la senal de salida es una funcién no lineal de los retrasos de ésta.

Entre los modelos mas ampliamente conocidos se encuentran los modelos de Hammer-
stein y de Wiener[18], los cuales consideran combinaciones entre funciones lineales y no
lineales polinomiales para lograr un modelo. Estos modelos han mostrado ser 1tiles, especial-
mente para sistemas con no-linealidades estaticas (como lo son los fenémenos de saturacién,

histéresis, zona muerta, etcétera).

En ultimas fechas los modelos basados en redes neuronales y sistemas difusos han si-
do empleados para atacar el problema de identificacién, dado que han mostrado una gran
capacidad para aproximar funciones no lineales desconocidas, ademas de que ofrecen una es-
tructura general tan compleja o sencilla como el problema lo demande. Por un lado, las redes
neuronales son estructuras matematicas inspiradas en las estructuras biolégicas compuestas
por neuronas, en donde a través de elementos relativamente simples (llamados neuronas)
que efectiian operaciones y procesos muy sencillos logran, mediante interconexiones, realizar
procesos complejos y procesamiento de informacién en paralelo. En general se consideran
redes neuronales conformadas por “capas” de neuronas, donde una capa procesa la infor-
macién recibida en paralelo y la envia a la siguiente capa de neuronas. Por otro lado, los
sistemas difusos son también estructuras matemaéticas, aunque éstos se encuentran inspira-
dos en los procesos de pensamiento y toma de decisiones llevados a cabo por los humanos,
asi como en la teorfa de conjuntos difusos propuesta por Lofti Zadeh [27]. En general un

sistema de inferencia difuso se compone de reglas difusas de la siguiente forma
n

R;: SizxesAi1 y..y x,es A; entonces yi = a0 + g AinT;
Jj=1

en el caso de una arquitectura Takagi-Sugeno[23], donde z; son las sefiales de entrada, 3’
es la salida del sistema difuso de acuerdo con la i-ésima regla, a;; son constantes y A; son

conjuntos difusos; mientras que una arquitectura tipo Mamdani las reglas toman la forma:
Ri: SizesApn y..y xpnes A entonces yi es B;

donde B; es un conjunto difuso. En ambos casos, la salida y del sistema difuso se define
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como una ponderacion entre los resultados de las reglas. En el Capitulo 2 se describe con

mas detalle la teoria de redes neuronales y sistemas difusos.

Una de las primeras propuestas presentadas para atacar este problema mediante redes
neuronales fue propuesta por Hopfield [8], que considera redes neuronales en donde la salida
de cada una de las neuronas que componen dicha red es funcién de un retraso de esta senal.
En otras palabras, a cada neurona se le asocia una “memoria” de un tiempo de retraso.
Esta estructura funciona relativamente bien con estructuras simples, pero a medida que el
problema tiende a requerir un mayor nimero de neuronas, la estructura y el entrenamiento
de la red tienden a ser mdas complejas, dado que el nimero de pardametros a determinar

también crece.

Un proceso similar fue propuesto por Sastry [21], en donde a cada neurona se le asocia
una neurona con memoria. Esta solucién ha probado ser efectiva, aunque presenta problemas
similares a los de las redes Hopfield. Entre ellos se encuentra el hecho de que el nimero de
parametros crece rapidamente a medida que los requisitos de aproximacion se vuelven mas

estrictos.

Otro tipo de aproximaciones son los propuestos por Lee y Teng [14], con una capa de
neuronas con memoria; la propuesta de Kosmatopoulos et al [13], en donde se consideran
conexiones recurrentes entre neuronas de mayor orden, no solamente lineales; y la propuesta
por Billings [1], en donde los retrasos de las neuronas de capas internas son realimentados
tanto a la capa de neuronas que recibe la senal de excitacién externa como a la ultima capa

de neuronas.

Sin embargo todas las estructuras mencionadas anteriormente tienen un problema fun-
damental: dada la estructura propia de las redes neuronales suele ser dificil extraer informa-
cion de la red para obtener algin tipo de informacion préctica, asi como analizar al sistema

identificado a partir de la red que le emula.

Los sistemas basados en redes neurodifusas logran en cierta forma atacar este problema,
ademads de que han mostrado mejores desempenios que las anteriores. Este tipo de redes
se basan en el concepto de sistemas difusos recurrentes propuesto por Gorrini [7], con la
diferencia de que su implementaciéon anade elementos de redes neuronales. Por ejemplo,
entre los modelos de prediccion basados en sistemas difusos se encuentra el propuesto por
Chiu [2], asi como ANFIS, propuesto por Jang [9], que han mostrado poseer una gran

capacidad de aproximacién para funciones no lineales, conservando cierta informacién de
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la planta. Asimismo se han propuesto estructuras para simulacién y control basadas en
sistemas difusos, tales como los presentados en el libro de Wang[24], donde modelan una
parte del sistema a partir de una descripcion lineal, y otra es descrita mediante un sistema

difuso.

El uso de redes neuronales inspiradas en sistemas difusos fue propuesto en primer lugar
por Zhang [28], en donde una red neurodifusa es utilizada como un predictor para controlar

un proceso no lineal mediante una representacion entrada-salida del sistema.

Una de las aproximaciones més interesantes es la propuesta por Juang [10], en donde
a partir de una red neurodifusa parcialmente recurrente, mostrada en la Figura 1.2, y un
algoritmo de entrenamiento basado tanto en el algoritmo de gradiente como en métodos
genéticos, logra desempenos de identificacién muy satisfactorios al considerar una suerte de

estados internos que modelan la dindmica del sistema (parte recurrente).

n

Layer 6

ha(t+1)] Tu(e+1) (kD) 1
1 \a

Layer § Layer 4

Layer 3

5-
E
I | S | B

Layer2

11

Layer 1

.-i’l 12

Figura 1.2: Red Neurodifusa propuesta por Juang [10]

En general las redes neurodifusas que han mostrado ser més eficientes, de acuerdo con

[10], han sido aquellas basadas en una arquitectura tipo Takagi-Sugeno.

Las estructuras arriba indicadas ofrecen representaciones que han mostrado su efectivi-
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dad en modelar cierto tipo de sistemas no lineales, aunque la definiciéon de este tipo de
sistemas ha estado de cierta forma alejado de la representacion en espacio de estados, tan
utilizada en control.

Si bien se han mencionado las principales estructuras utilizadas para atacar el problema
de identificaciéon mediante estructuras recurrentes, no hemos mencionado cémo se buscan
los parametros de este tipo de redes. Generalmente los algoritmos diseniados para encontrar
los parametros asociados a sistemas estaticos son insuficientes para encontrar aquellos de
sistemas recurrentes. Entre los algoritmos més usados para entrenar este tipo de sistemas se
encuentran el algoritmo de retropropagacién a través del tiempo o BT T [20], que considera
un algoritmo de retropropagacién inspirado en aquél de redes estaticas, pero tomando en
cuenta los efectos de la recurrencia. Este algoritmo tiene la desventaja de volverse lento y
muy pesado (en términos computacionales) para casos en los que se tengan muchos datos de
entrenamiento. Para emplear los conceptos del método anterior, pero para facilitar su em-
pleo, Williams y Zipser [26] propusieron el método de aprendizaje en tiempo real o RTRL™,

basado en el mismo concepto pero considerando aproximaciones tales que permiten su fécil

implementacién y uso en problemas de tiempo real.

1.3. Resumen del trabajo

El presente trabajo presenta una nueva estructura de redes neurodifusas recurrentes
basada en una representacién en espacio de estados, la cual tiene la ventaja de proporcionar
un mas facil manejo e interpretacion que las descritas en la literatura, y que permite obtener
un modelo util para simulaciones obtenido a partir de datos entrada-salida de un sistema
real.

La estructura propuesta asigna la tarea de manejar la dindmica del sistema a una red
recurrente a través de las variables de estado, con tantas reglas como estados internos
considerados; mientras que la parte estatica del sistema es modelada mediante una red
neurodifusa sin memoria. Se presenta también un andlisis de estabilidad basado en la teoria
de Lyapunov, aplicada a sistemas difusos recurrentes, y se presentan las condiciones bajo
las cuales el sistema obtenido es asintéticamente estable.

Para determinar el valor de los parametros de la red se propone un algoritmo de entre-

“Por sus siglas en inglés: Back-propagation- Through-Time
“"Por sus siglas en inglés: Real-Time Recurrent Learning
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namiento basado en el método del gradiente donde ademads la inicializacion de los parametros
se encuentra basada en el método ANFIS [9] para después ser sujetas a un algoritmo de
entrenamiento en tiempo real.

Con el objetivo de determinar la efectividad del método para identificar y generar un
modelo cuyo comportamiento sea lo suficientemente cercano al del sistema real, se muestran
dos ejemplos. El primero considera la identificacién, a nivel de simulacién, de un sistema
no lineal muy empleado en evaluaciones con respecto a la efectividad de otros métodos™ .
El segundo considera un sistema escalado de laboratorio, en donde las senales entrada-
salida estan sujetas a ruido y perturbaciones reales, a diferencia del primero, donde no se
consideran este tipo de fendmenos. Ambos resultados son satisfactorios, aunque sujetos de
ser mejorados.

Por otro lado, a las redes que modelan a los sistemas se les aplica el analisis de estabilidad
mencionado anteriormente, encontrandose que los modelos encontrados son asintoticamente
estables.

El trabajo presentado se organiza en los siguientes capitulos: El Capitulo 2 comienza
presentando en forma resumida el problema de identificaciéon. Mds adelante se presenta el
Teorema Universal de Aproximacién para redes neurodifusas, el cual, junto con la teoria
para sistemas recurrentes (tanto de estructura como de entrenamiento, desarrollada en
este mismo capitulo), permiten justificar el uso de una red neurodifusa recurrente para
atacar el problema de modelado e identificacion; por lo cual en el Capitulo 3 se propone
una estructura para una red neurodifusa, asi como el algoritmo de entrenamiento. En el
Capitulo 4 se emplea el identificador propuesto para modelar dos sistemas no lineales: uno
cuyos datos son obtenidos mediante una simulacion, y el segundo mediante datos obtenidos
de forma experimental a partir de un sistema real; y se muestran los resultados obtenidos.
Finalmente, en el Capitulo 5 se detallan las conclusiones obtenidas a partir de este trabajo,

asi como el trabajo futuro a realizar.

“Bs decir, es un problema tipo benchmark






Capitulo 2

Conceptos Basicos y Planteamiento

del Problema

2.1. Introduccion

Como se mencioné anteriormente, en muchas disciplinas y campos del conocimiento
se encuentran problemas que involucran sistemas dindmicos. Especificamente en problemas
consistentes en disenar e implementar sistemas de control los sistemas a operar suelen ser de
naturaleza dindmica (motores, torres de destilacién, circuitos eléctricos, etcétera), en donde
es de gran utilidad el poseer un modelo del sistema que nos permita analizar sus propiedades
e incluso simular y predecir su comportamiento antes de implementar un esquema de control
sobre él. Entre “mejor” sea el modelo empleado, més seguridad tendremos de que el disenio
que hemos desarrollado tendra un comportamiento similar al momento de ser implementado
en el sistema fisico real en comparacién con el modelo simulado mediante una computadora

y un paquete de software.

El concepto de cudl es “el mejor modelo” depende de lo que deseemos obtener del sistema
y de cudles seran sus puntos o regiones de operacién. Por ejemplo, podemos poseer el
modelo matematico de un resorte que describa su comportamiento desde su etapa de maxima
compresion hasta la etapa de ruptura. Dicho modelo (de naturaleza no lineal) serd excelente
para simular cualquier tipo de condicion de operacién a la que sea sometido el resorte, con
el costo de que su descripcién analitica serd méas complicada que un modelo lineal enfocado
a describir el comportamiento de este sistema en un intervalo corto, y existird un mayor

nimero de parametros involucrados.

21
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Es en este ultimo punto donde la correcta elecciéon de un modelo es crucial, ya que entre
mas exacto deseemos que sea un modelo generalmente el niimero de parametros involucrados
dentro de éste serda mayor. El problema de identificacién gira en torno a este ultimo punto,
yva que el modelo o estructura debe tener los suficientes grados de libertad como para obtener
una buena representacion del sistema, pero sin ser demasiado complejo tal que complique
su andlisis o identificacién.

Entonces podemos entender el problema de identificacién como que dada una cierta
estructura del modelo (un polinomio, una serie de Fourier, una red neuronal), encontrar
los parametros que logren que la diferencia entre las sefiales de salida entre el modelo y el
sistema real dada una misma excitacién sea la menor posible, teniendo como informacién
datos entrada-salida del sistema real.

En el caso de sistemas lineales el problema de identificacién es ya una materia madura, y
existen varios métodos mediante los cuales se pueden encontrar modelos lineales que logran
desempenos satisfactorios, claro que dentro de las limitaciones inherentes a este tipo de
sistemas.

Sin embargo los sistemas lineales no siempre son la mejor opcién, especialmente si re-
querimos de un modelo que opere dentro de regiones para las cuales el desempeno de un
modelo lineal es poco preciso, o cuando el objeto de estudio es precisamente la accién de
las no linealidades, por lo que tenemos que considerar entonces el utilizar estructuras no
lineales.

Al considerar estructuras no lineales nos topamos con una de sus caracteristicas inheren-
tes: no existe una Unica estructura para representar a la totalidad de los sistemas no lineales.
En el caso de los sistemas lineales de una tnica salida se cuenta con una estructura general

expresada en forma matricial en la forma

x = A(t)x+ B(t)u (2.1)

y = C@t)x+D(t)u (2.2)

donde u € R la entrada del sistema, x € R" el vector de estados, relacionado con los
elementos dindmicos del sistema, y y € R la salida del sistema, A(t) € R™*™, B(t) € R™*™,
C(t) € R>*" y D(t) € R>™ matrices variantes en el tiempo. Para sistemas no lineales
tenemos que su representaciéon es mucho més general, del tipo x = f(x,u,t), y = h(x,u,t),

con f y h campos vectoriales y ¢ el tiempo.
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Un modo de proponer la estructura de las funciones f y h es realizar un analisis del
sistema atendiendo a las relaciones e interconexiones que posean los elementos de éste, y
establecer los valores de los parametros de dichas funciones mediante el conocimiento de
los pardametros de los elementos que los componen. Otro modo de determinar el valor de
los parametros es mediante un analisis de los datos entrada-salida del sistema a modelar,
y luego mediante algoritmos de identificacién de pardmetros, determinar el valor de éstos
para una estructura dada de las funciones f(-,-) y h(-,-), lo cual no siempre es fécil, en
especial cuando los pardmetros no son lineales con respecto al modelo elegido; esto es, que
los pardmetros 6 no puedan ser representados en la forma f(x,u) = £(x,u)d, donde £(x,u)
es llamado regresor.

Un problema maés radica en que la estructura que obtengamos para un cierto sistema
de naturaleza no lineal no tiene por qué ser util para otro sistema no lineal. En el caso
de los sistemas lineales, si tenemos disponible un algoritmo de identificacién de parametros
para un sistema de orden n y grado relativo r, con minimos cambios puede servir para otro
sistema lineal de distinta naturaleza de orden m y grado relativo p. Esto no necesariamente
sucede con los sistemas no lineales, donde practicamente cada sistema es estructuralmente
distinto a otro.

Es entonces cuando surge la necesidad de plantear estructuras y modelos que puedan
ser utilizados por un nimero mayor de sistemas no lineales, pudiendo ademés aprovechar
el trabajo de desarrollar algoritmos més generales. Entre las estructuras que pueden ser
empleadas se encuentran las redes neuronales y los sistemas difusos, cuya combinacién es

conocida como red neurodifusa.

2.2. Redes Neuronales y Sistemas Difusos

Las redes neuronales y los sistemas difusos son dos estrategias que han sido utilizadas
con bastante éxito, como se explicd en el Capitulo 1, para capturar y emular algunas de las
caracteristicas que hacen de las estructuras biolégicas pensantes sistemas muy eficientes de
procesamiento y manejo de informacion abstracta o incierta.

En particular, las redes neuronales se inspiran en el hecho bioldgico de que la inter-
conexién de elementos muy sencillos (neuronas) con otras similares logra que con pocas
unidades de procesamiento elemental se generen estructuras méas complejas que pueden

procesar informacién en paralelo con relativamente pocas operaciones.
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Por otro lado los sistemas difusos son estructuras que tratan de emular la forma de
razonamiento humano, y concretamente aluden al hecho de que para tomar una decisiéon no
solo se toma en cuenta una Unica “opinién”, sino que se buscan varias y con ellas se busca
llegar a una decisién final, pesando cada “opinién”de acuerdo con la importancia que se le

de a cada una.

2.2.1. Redes Neuronales

El elemento fundamental dentro de una red neuronal es la neurona, la cual se puede apre-
ciar graficamente en la Figura 2.1. Matematicamente una neurona se puede entender como
un elemento que depende de dos pardmetros: la entrada u € ™ y el “umbral” (threshold)
b € R™. La funcién f se conoce como funcién de activacion, donde esta suele tener las
formas mostradas en la Figura 2.2, en donde se puede apreciar el efecto del valor umbral.

En otros casos, la neurona puede efectuar inicamente la funcién de suma, donde y = >, u;.

b

Figura 2.1: Representacién gréfica de una neurona

Graficamente una red neuronal se puede apreciar en la Figura 2.3, en donde cada flecha
representa un valor de “peso” w;; que es asignado a cada senal u;, para su posterior proce-

samiento por las neuronas de las siguientes “capas” j.

2.2.2. Sistemas Difusos

Por otro lado, los sistemas difusos se basan en la légica difusa, creada por Zadeh en
1965 como una extensién de la 1égica de Boole. En este tipo de sistemas se considera que el
“verdadero” y “falso” en una frase no son absolutamente ciertos (1) o falsos (0), sino que

considera valores intermedios en los cuales los enunciados pueden ser en parte verdaderos y
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Figura 2.2: Funciones de activacion

Figura 2.3: Representacion grafica de una red neuronal
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# de regla Si entonces
1 hace frio usar ropa gruesa
2 esta templado | usar ropa normal
3 hace calor usar ropa ligera

Tabla 2.1: Ejemplos de reglas utilizadas en logica difusa

en parte falsos. En general se basa en reglas del tipo Si... entonces, en donde dependiendo
de qué tan verdadera sea la parte del Si (también conocida como antecedente), serd el peso
que se le de en la decisién final a la parte entonces (o parte consecuente). Por ejemplo,
podemos tomar decisiones acerca de la ropa que usaremos en funcién de la temperatura

ambiente por medio de las reglas indicadas en la Tabla 2.1.

Estas reglas nos dan una nocién acerca del funcionamiento de los sistemas basados en
logica difusa, en donde la decisién final de la ropa a usar depende de qué tan cierto sea que
haga frio, el clima esté templado o que haga calor. Nosotros no poseemos sensores que nos
digan con exactitud en unidades del Sistema Internacional la temperatura ambiente, pero
si contamos con una percepcion del frio y del calor, conforme a los cuales tomaremos la
decision final. Puede que sintamos que el clima esta entre templado y caluroso, en ese caso
tenemos la libertad de combinar ropa normal con ropa ligera. Si sentimos que hace entre
frio y calor, podemos escoger el llevar ropa normal con una prenda gruesa, en vez de usar

Unicamente ropa térmica.

Para llevar este tipo de conocimiento y reglas a una estructura matemédtica y/o de
control debemos indicar qué rango de temperaturas consideramos como “frias”, “templadas”
y “calurosas”, y qué tan cierto consideraremos que una temperatura de 10° es templada, o
que 20° es fria. Un ejemplo se puede apreciar en la Figura 2.4, donde a cada temperatura
situada en el eje de las abscisas corresponde un grado de verdad o grado de membresia
correspondiente a cada uno de los conjuntos definidos como el conjunto de las temperaturas
que consideramos “frias”, “templadas”o “calientes”. La ponderacion de estas condiciones en
cada regla indicard cuél es el peso que se considerard en la eleccién de la ropa (y en ultimo
término, qué tan “gruesa” o “ligera” deberd ser). A estos conjuntos se les conoce como
conguntos difusos, dado que se permiten valores de verdad o pertenencia reales situados

entre 0 y 1.

Ahora bien, el grado de pertenencia de un cierto elemento a un conjunto difuso suele

estar dado por una funcién matemaética muy similar a las funciones de activaciéon de una
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0 5 10 15 20 25 30 35 40
Temperatura en °C

Figura 2.4: Funciones de membresia para temperatura

Nombre Funcién Representacion grafica

Gaussiana flx) = e=o”(@=n)?

-4 & ze[A,0)
Triangular | f(z) = ¢ 5=& si z € [B,C]
0 si xz¢][A DB]

TSI

Sigmoide f(l’) = m
é:ﬁ si ze[AC)
B—x :
. _) 55 si z€ [B, D]
Trapezoidal | f(x) 1 si zelCD]
0 si xz¢l[A D]

Tabla 2.2: Funciones de membresia comunes para definir conjuntos difusos

neurona, como las mostradas en la Figura 2.2. Las funciones de activacién més comunes se

muestran en la Tabla 2.2.

Con base en estas funciones se puede definir el peso de cada regla en una forma matematica.
Por ejemplo, para las reglas mostradas en la Tabla 2.1 podemos definir el peso de cada regla
como el grado de pertenencia que tenga la temperatura con respecto al conjunto difuso in-

dicado por la parte antecedente en dicha regla.

En el caso de multiples entradas y una salida la definicién del peso de cada regla depende
del grado de pertencia que tenga cada entrada con respecto al conjunto difuso definido en la
parte antecedente. Por ejemplo, podemos considerar el ejemplo de la acciéon de conducir un
automévil que se topa ante una luz roja. Un ejemplo de definicién de reglas lo podemos ver
en la Tabla 2.3, donde se consideran tres conjuntos difusos para la velocidad del automévil

(Alta, Media y Baja), dos para la distancia (Cercana, Lejana) y cuatro para el grado de
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# de regla | Sila VELOCIDAD es | ¥ la DISTANCIA al paso entonces FRENAR
cebra u otro auto es
1 alta lejana MEDIO
2 alta cercana FONDO
3 media lejana POCO
4 media cercana MEDIO
5 baja lejana NULO
6 baja cercana MEDIO

Tabla 2.3: Ejemplo: Conduccién de un automévil

frenado (NULO, POCO, MEDIO, FONDO).

Llamemos a los conjuntos difusos de la velocidad v Alta, Media y Baja como Aj, As y
As respectivamente, mientras que para la distancia d definamos como B; al conjunto difuso
que representa a la distancia lejana y Bs a la cercana. Finalmente, digamos que la presion
que ejercemos sobre el freno serd definida por conjuntos difusos. Entonces el peso de cada
regla dependerd del grado de pertenencia que tengan ambas entradas con respecto a sus
conjuntos difusos definidos en la parte antecedente de la regla. Es decir, el peso de la regla
1 Ri(v,d) dependeré de el grado de verdad que tenga el enunciado “Si la Velocidad es Alta
y la Distancia es lejana”. La conjuncién y implica que el grado de verdad de la regla 1
estard en funcién de que se cumplan las condiciones ‘Velocidad Alta’ y ‘Distancia cercana’.
La conjuncién y implica una operacién légica entre conjuntos difusos, y su definicién se
toma como un caso mas general de la implicacién logica ordinaria de la légica bivaluada.
La operacién de conjuncién en légica difusa se conoce como t-norma y se toma de distintas
formas, siendo las mds comunes (si se toma a v y d como las variables de entrada y los
valores de membresfa a los conjuntos difusos A;(v) y Bi(d)) las mostradas en la Tabla 2.4.
Asi como existe la operacién de conjuncion, existe también la operacién de disyuncion o.
Para definir el grado de verdad que tiene la parte antecedente de una regla difusa definida
en la forma Si v es A; O d es B; se cuenta también con varias definiciones, las cuales se

conocen como t-conormas y se muestran en la misma Tabla 2.4.

Una vez establecidos los conjuntos difusos y las reglas, conocidas también como base de
conocimiento, sera necesario tomar en cuenta la parte consecuente de cada regla y con base
en ellas tomar una decisién final. Dependiendo de la estructura de la parte consecuente de
las reglas serd el método que se usard para tomar la decisién final, con lo que ademads se
definira el tipo del sistema difuso. Si la parte consecuente implica un conjunto difuso, el

sistema difuso se define como tipo Mamdani o lingiiistico. Si la parte consecuente implica
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T-normas
Minimo: Ai(v) y Bi(d) = mfﬂ( i(v), Bi(d))
Producto: Ai(v) y Bi(d) = A;(v)B;(d)
Diferencia acotada: | A;(v) y B;(d) = méx(0, A;(v) + B;(d) — 1)
T-conormas

Méximo Ai(v) 6 Bi(d) = méx(4;(v), Bi(d))
Suma algebraica | A;(v) ¢ B;(d) = A;(v) 4+ Bi(d) — A;(v)B;(d)
Suma acotada A;(v) 6 Bi(d) = min(1, A;(v) + B;(d)
Tabla 2.4: Tipos de T-normas u operaciones ... ¥ ..., y T-conormas u operaciones ... o...

con conjuntos difusos

una funcién matematica que sea funcién de las variables de entrada, se definird como un
sistema difuso tipo Takagi-Sugeno. Esto es, un sistema difuso tipo Mamdani para el sistema
de frenado expuesto anteriormente, considera que la definicién de los términos lingiiisticos
NULO, POCO, MEDIO y FONDO se expresara en términos de conjuntos difusos, donde
la decision final de qué presién aplicar al freno radicara tanto del grado de verdad de
cada regla asi como de los conjuntos difusos considerados en la parte consecuente. Existen
varios métodos para obtener una salida numérica concreta a partir de sistemas difusos
tipo Mamdani, los cuales no serdn considerados en el presente trabajo, pero que se pueden

consultar en [12] y [18] entre otros.

Consideremos ahora un sistema difuso tipo Takagi-Sugeno para atacar el problema de
frenado senalado anteriormente. En este caso la parte consecuente estard asociada a una
funcién matematica. Es decir, el frenado a aplicar f¢(v, u) serd funcién, en cada regla, de la
velocidad v y de la distancia d. En general, un sistema tipo Takagi-Sugeno considera reglas

en la forma:

R': Sizies Aij y... v &y s Ay, entonces fi = agi + a1;21 + - . . + GniZn (2.3)

donde a;; € Vi, j.

Existen varios métodos para obtener una decisién final, siendo la méds comtn el promedio
ponderado, el cual pesa la parte consecuente de cada regla de acuerdo con el grado de verdad

de ésta. Si llamamos R;(x) al peso de la i-ésima regla, la salida del sistema difuso serd

Z Ri (x)fz(x)

fr=—t— = w;(x) fi(x 24
s ZRi(X) XZ: (x) fi(x) (2.4)
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donde
wi(X) = =———+— (2.5)

2.2.3. Redes neurodifusas

Las redes neurodifusas son redes neuronales en donde las funciones de activacion pueden
ser interpretadas como conjuntos difusos, en las cuales las acciones de ponderacién y evalu-
acion de el grado de pertenencia son llevadas por medio de redes neuronales, lo que permite
emplear més facilmente las técnicas usuales de entrenamiento existentes para éstas (tal co-
mo la retropropagacién), como se indica en [24]. En la Figura 2.5 se muestra la similitud
entre un sistema difuso y una red neuronal.

Sistema Difuso
i IPAAYAN

Pertenencia/

Difusion Z
I Y5 QVAN

y<

Reglas ™ Desdifusion|

Red Neurodifusa

Figura 2.5: Conversién de un Sistema Difuso a una red Neurodifusa

2.2.4. Redes Neuronales y Sistemas Difusos como Aproximadores Uni-

versales

De acuerdo con el Teorema Universal de Aprozimacion [24], supongamos un sistema

difuso o red neuronal de n entradas tal que esté representado por la funcién

(2.6)
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donde u € R™, M el niimero de reglas, ﬁﬁ y aﬁ el centro y ancho de las funciones gaussianas
que representan a los conjuntos difusos de la entrada ¢ y la regla [ respectivamente, aﬁ es
el peso que se le da a cada conjunto difuso y &' es el peso que tendrs predeterminada cada

regla [. En este caso se postula el siguiente Teorema [24]:

Teorema 2.1 (Teorema Universal de Aproximacién) Para cualquier funcion real y
continua g definida en un conjunto compacto U C R™ y un numero ¢ € R, € > 0 existe un

sistema difuso en la forma (2.6) tal que

sup | f(w) —g(w)| <e (2.7)
wCU

El siguiente corolario indica otro tipo de norma que puede utilizarse para definir el error

entre la funcién aproximada dada por el sistema difuso y por la funcién real.

Corolario 2.1 ([24]) Para cualquier funcion g € L2(U)™ ye > 0 existe un sistema difuso

f enla forma (2.6) tal que

([ 17t@) - gtayaa)” < (25)

donde U C R™ es compacto, Lc(U) = [g: U — R| [, |g(w?)|dw| < o] con las integrales en

el sentido de Lebesgue.

Este teorema y su corolario indican entonces que siempre podemos aproximar de forma
arbitraria una funcién tal que cumpla con las caracteristicas indicadas, aunque se debe notar
que no hace referencia al grado de complejidad que el sistema difuso ha de tener ni el cémo
obtener dichas funciones; por esto es que debemos entender a este teorema y su corolario
como una justificacién del uso de sistemas difusos para atacar el problema de identificacién

de funciones no lineales.

2.3. Algoritmos de identificacion

Con una topologia definida mediante la cual se identificard una determinada funcién
f(), es necesario determinar un método mediante el cual sintonizar los pardmetros de la red

neurodifusa f (). La eleccién del método de entrenamiento dependerd del uso que se le desee

“Un espacio L2 se define aquel que contiene a todas las funciones u tales que cumplan con que su norma
lullza = /[~ u(®)Tu(t)dt < oo
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dar a la red: ya sea como red recurrente o como red estatica. Esto ultimo es importante, ya
que los métodos desarrollados para sistemas recurrentes son concebidos tomando en cuenta
dicha propiedad, lo que provoca que su entrenamiento sea mas complejo que en el caso de

redes estaticas.

2.3.1. Algoritmos para sistemas estaticos

Entenderemos como sistemas estaticos aquellos que pueden ser representados mediante

una funcién sin memoria

donde x € R" son las entradas de la funcién y € R los pardmetros.

El objetivo entonces serd el minimizar una funcion de costo J(-) que dependa del error

entre la funcion real y la estimada
E=f()-f()

con base en el cdlculo de los pardmetros 6 tal que optimicen dicha funcién (o en dado caso,
que sean sub-6ptimos). De la definicién de la funcién de costo dependera el tipo de método
de optimizaciéon a emplear, asi como del conocimiento que se tenga para comenzar dicha

bisqueda.

Meétodos basados en el gradiente

Este tipo de métodos busca cambiar en cada paso de entrenamiento el valor de los
parametros 6 con base en la informacion de la topologia local de la funcién de costo en
funcién de los pardametros, con el fin de dirigirse hacia el minimo local con informacién del

gradiente.

Los métodos basados en el gradiente son los méds comunes dentro de las técnicas de
optimizacién local para funciones no lineales [18], y esto se debe a su relativa facilidad de
uso y velocidad de convergencia, pero poseen la desventaja de que los resultados solo pueden
ser garantizados de forma local; esto es, que es generalmente dificil determinar si el valor

de los parametros 7 provoca un minimo local o global de la funcién de costo J(-), la cual



2.3. Algoritmos de identificacion 33

puede ser tomada como el error cuadratico instantaneo.
(f(k) = F(R))? (2.10)

En general entenderemos al gradiente como la derivada parcial

8.J(6)
90

g = (2.11)

y el objetivo de los métodos basados en gradiente sera el determinar la forma de variar los
pardmetros , en cada tiempo k, de forma proporcional a un paso 79 en una direccién p
dada por el gradiente g rotado y escalado por una matriz de direcciéon R, es decir, calcular

para el tiempo k + 1 el valor de 9 mediante

0k +1) = 6(k)—nop(k) (2.12)

p(k) = R(k)g= R(k)—=— (2.13)

Con lo que se busca que en cada paso de entrenamiento se reduzca el valor de la funcién de
costo. La suposicién general en este tipo de métodos es que la funcién de costo serd convexa
con respecto a los parametros. Cuando el sistema es no lineal esto generalmente no se
puede garantizar, y generalmente pueden existir un gran nimero de minimos locales. Si
el algoritmo de busqueda sitia ésta cerca de uno de estos minimos, suele ser dificil que
encuentre un minimo con mejor desempeno(en caso de existir), con lo que se dice que queda
atrapado en un minimo local.

Los diversos métodos basados en gradiente se diferencian basicamente por la eleccién de
la matriz R(k) y el paso de entrenamiento 7g. Generalmente este tipo de métodos suele ser
relativamente sensible al ruido, asi como a la magnitud de la ganancia de adaptacién 7y. A

continuacién se mencionan algunos de estos métodos:

1. Descenso en la mayor inclinacién (steepest descent)
Esta es la forma mds sencilla de establecer la ecuacién (2.12), ya que se toma R(k)
como la matriz identidad R(k) = I y 1y se toma constante. Entre las ventajas de este
caso particular se encuentra su relativamente facil implementacion, comprensién y
desemperio en las primeras iteraciones. Sin embargo, algunas desventajas que presenta

son una lenta convergencia al transcurrir varias iteraciones, lo que ocasiona que no se
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encuentre el 6ptimo local (a menos que se considere un nimero infinito de pasos de
entrenamiento). Generalmente no se busca el valor del 6ptimo, sino un valor subdptimo

tal que satisfaga un determinado criterio de aproximacién (i.e. una cota del error).

. Método de Newton. En este método, la matriz de rotacién se toma como la inversa

del Hessiano

R%)—fil%y—<a%>_l (2.14)

062 ’

Este método cuenta con la ventaja de poseer una muy buena velocidad de convergen-
cia, especialmente al situarnos cerca del 6ptimo. Sin embargo sus desventajas saltan a
la vista: requiere del calculo de la matriz Hessiana, la cual puede ser dificil de calcular,
requiere que dicha matriz sea positiva definida para converger (no siempre esperado
estando relativamente lejos del éptimo) y en general resulta computacionalmente mas

pesado dada la necesidad de calcular la inversa de una matriz. Para sortear estos

obstédculos suelen usarse formas aproximadas del Hessiano tales como

H(k) = Hk-1)+Qk—1) (2.15)

o mediante métodos basados en la férmula de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [22],

tomando como valor inicial del Hessiano H(0) = P,

Hk) = (P-Tk-1))H Y k-—1)(P-Tk-1))"+0(k-1) (2.16)
nm<_j$$gf;g (2.17)
o) — AUDA0T0) .
AO(k) = O(k+1)—0(k) (2.19)
Ag(k) = g(k+1)—g(k) (2.20)

. Métodos conjugados. Este tipo de métodos suelen emplear a su vez aproximaciones

de los métodos anteriores. Si bien los resultados no son tan buenos como en éstos, ésto
se paga con el peso computacional, ya que la complejidad de los calculos disminuye, con

lo que ademas se permite atacar problemas con una mayor cantidad de parametros.

Los métodos conjugados se pueden describir como una actualizacién de parametros
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dada por
0(k) = 0(k— 1) = ngp(k — 1) (2.21)

donde

p(k) = g(k) — B(k)p(k — 1) (2.22)

Blk) = — 2 (2.23)

g’ (k—1)g(k—1)

Este tipo de aproximacion tiene la ventaja de no requerir del cdlculo del Hessiano,
lo que le permite ser aplicado a problemas de gran nimero de parametros, ademés
de una buena velocidad de convergencia y requerimientos computacionales bajos al
ser comparado con los métodos de Newton (puesto que no es necesario el calculo de

matrices inversas).

Métodos basados en minimos cuadrados

Este tipo de métodos se distingue por no hacer mayores suposiciones sobre la topologia
de la funcién de costo, a no ser el suponer que es una funcién suave. La funcién de costo

m&s cominmente usada es la suma de los errores al cuadrado ponderados

J(0) = i%’ (fi - fz)Q (2.24)

donde ¢; es la ponderacién de cada error. Tipicamente ¢; = 1. Esto se puede escribir también

como

J=0"0 (2.25)

donde ® = [®(1,0) ®(2,0) ... ®(N,0)]" es la matriz que contiene los errores de los datos
generados por el modelo dados por f con respecto a los datos obtenidos f;. En general para
aplicar este método se supone que el modelo f es lineal con respecto a sus pardametros, es

decir

j§=f(x.0) = ¢(x)0 (2.26)
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Con esta suposicion, se puede determinar que el valor de los parametros que minimizan la

funcién de costo (2.24) es

6= (¢7) g7 f (2.27)

Dado que el célculo de la matriz (qungS)*l puede llevar a singularidades, suele emplearse
el método recursivo para minimos cuadrados, el cual considera incluso su utilizacion en

sistemas en tiempo real mediante la expresién de adaptacién de parametros

0(k) = 0(k — 1) + 7(k)E(k) (2.28)
donde
E(k) = y(k)—g=yk)—o"(K)0(k—1) (2.29)
P(k — 1)¢(k)
") = TPt Dotk + 1 (2.30)
P(k) = (I—~(k)¢"(k)P(k—1) (2.31)

Por lo general, se suele iniciar el valor de P con P(0) = al, donde a >> 1.

2.3.2. Algoritmos para sistemas recurrentes

Un sistema recurrente se diferencia de un sistema estdtico en que en el primero, a
diferencia del segundo, la salida depende de valores anteriores de tanto la salida como la
entrada. Si llamamos x(k) a la entrada del sistema que es realimentada al sistema, u(k) a
la entrada externa, con k como el tiempo, la salida del sistema recurrente definida por la

funcién f(-,-) estard dada por

x(k + 1) = £(x(k), u(k)) (2.32)

Si la funcién recurrente es definida mediante un sistema difuso, en forma general, el

sistema difuso recurrente se define por medio de m reglas en la forma

R;: Sixes Aj(x) y ues B;j(u) entonces x'(k+1)= Cix(k)+ Dyu(k) (2.33)

donde i = 1...m, m = dim(u), n = dim(x), C; € R*"*", D, € R"*™; y con el peso de
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cada regla, considerando la multiplicaciéon como la t-norma de la conjuncién, definido como

=TT A5G [T BsiCat)) (2.34)

j=
finalmente el valor de x(k + 1) estard dado por el promedio ponderado

m

> Ri(x(k)(Cjx(k) + Dju(k))
x(k+1) = - = i (x(k))(Cix(k) + Dju(k 2.35
(k+1) ZRj(x(k)) zj:p( (F)(Cyx(k) (k) (2:35)
donde
pi(x(k)) = Lilxb) (2.36)

> Re(x(k))

Algoritmo de retropropagacién a través del tiempo

El algoritmo de retropropagacién a través del tiempo [25] “ es una extensién del
algoritmo de retropropagacién aplicado a estructuras recurrentes. Por ejemplo, tomese el

modelo entrada-salida

g(k) = f(O(k),9(k = 1), u(k — 1)) (2.37)

donde 0 es el vector de parametros del modelo. Dicho vector de pardmetros se variara de
acuerdo con el algoritmo de gradiente (2.12). Dado que serd necesario calcular la derivada

de la salida con respecto al vector de parametros, se tendra que

oy(k)  of of  0y(k—1)
20(k) — 90(k) T B3k — 1) 00(k) (2:38)

donde se puede observar que el primer sumando corresponde al término normal del algoritmo
de retropropagacion para sistemas estaticos, mientras que la segunda parte involucra la
expresién de la derivada parcial 99/060 pero tomando un retraso de la sefial de salida. Si

seguimos calculando esta derivada, obtendremos que, para el caso k — N

oy~ N)  of of k=N —1)
06(k) 00(k) T ogk—N—-1)  00(k)

(2.39)

"En inglés: Backpropagation-Through-Time
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donde, si k — N = 0, es decir, que lleguemos hasta el tiempo inicial, se tendra que

9(0) = 0
9y(0) _
o0k

Este método cuenta con la ventaja de calcular de forma exacta cada una de las derivadas
09(-)/00(k) a través del tiempo. Sin embargo, es necesario observar que a medida que el
numero de datos de entrenamiento se incremente, asi lo hard el nimero de derivadas que
serd necesario calcular para cada parametro considerado en el vector 6; y dado que el niimero
de muestras necesarias para entrenar una red generalmente es grande, los requerimientos
computacionales de este algoritmo suelen ser demasiado demandantes para ser aplicados en

forma practica.

Aprendizaje Recurrente en Tiempo Real [26]

Este método estd basado en el anterior, pero éste considera que los parametros 6 cam-

biaran relativamente poco a través del tiempo, por lo que se puede considerar que

k) ~0(k—1)~...~0(1) (2.40)

con lo que la derivada (2.39) se puede expresar como

aylk—1)  Oy(k—1)
20(k) 06k —1) (241)

o0(k) — 00(k)

lo cual permite realizar un célculo mucho més sencillo de esta derivada, ya que en cada
paso de entrenamiento se tomard la derivada anterior para efectuar el calculo de la nueva
derivada, en lugar de “desdoblarla” a través del tiempo, como ocurre en el método de
retropropagacion mostrado en la seccion 2.3.2.

Cabe mencionar que los dos algoritmos mostrados previamente sufren de los mismos
inconvenientes que sus similes para sistemas estaticos: asumen que la funcion de costo
sera convexa y suave con respecto a los parametros y suelen presentar una relativa sensibili-
dad al ruido y al valor de la ganancia de adaptacién. En caso de que no se pueda garantizar

la convexidad global, se hace la suposicién de que el algoritmo comenzara la bisqueda en la
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vecindad de un buen minimo local, por lo que en el caso de funciones de costo relativamente
complejas sera igualmente necesario contar con un algoritmo de inicializacién de parametros

que le sitie cerca de algin minimo, idealmente el minimo global.

2.4. Estabilidad de sistemas difusos recurrentes

Una vez establecido un sistema difuso recurrente, es importante contar con un método
para determinar la estabilidad en el sentido de Lyapunov del sistema sin excitacién [11].
Si se considera la operacién del sistema (2.35) con u = 0, obtendremos que el sistema

quedard definido por la ecuacion recurrente
x(k+1) = ij(x(k))Cj x(k) (2.43)
j+1

Ahora bien, para analizar la estabilidad del sistema (2.43), se propone la candidata a funcién

de Lyapunov

L(k) = x* (k) Px(k) (2.44)

donde P es una matriz positiva definida.
Para que el sistema (2.43) sea estable es necesario que AL(k) < 0. Desarrollando esta
expresion, se observa que:
AL(k) = L(k+1)— L(k)

= x'(k+1)Px(k+1) —xT(k)Px(k)

Y _px (R)C] | P piCpx(k) | —x" (k) Px(k)
j=1 j=1

= x"(k) | (Dol | P D piCi | — P | x(k) (2.45)
j=1 j=1

Por simplicidad de notacién se considerard x = x(k). Si se desarrolla la suma de pesos

de reglas

rAlr

R S R,
= ... == =1 24
2SR T S R TSR, 240
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Entonces

> (Zm) =1 (2.47)

por lo que se puede aplicar la igualdad

> Y =1 (2.45)

En vista de lo anterior, es posible multiplicar P por la ecuacién (2.48), con lo que en la

parte derecha de la ecuacién (2.45) queda establecida como
m m
AL = xT <ZpiC’iT> P ijCj — Z Zpiij X
i J i
m
= x" | Y pCIPY piCi—pi > piP | x
i J J

= x! ZZpiCZTijCj—piij X
v

= XT Z szp](CZTPC] — P) X (249)

i
Si desarrollamos la suma, especificando el término ¢ = j
AL =x"| Y "p}(CTPC; - P)+ > pip;(CPC; — P) | x (2.50)
J i#j

Ahora, supongamos que la matriz P es tal que V j
clpc;—P<0 (2.51)

Entonces el primer sumando de la ecuacién (2.50) serd negativo, con lo que tinicamente
queda analizar el segundo sumando para encontrar la condicién de estabilidad. Dado que

sabemos que CJ-TPCi = C’Z-TPC]-, entonces

2(cf'pc;—pP) = ClPC;—P+CIPC;—P
= C/PC;+C]PC; - Cl'PC; — C] PC; + C PC; + C] PC; — P — P

= _[Ci - Cj]TP[Ci - Cj] + (CZTPCi - P)+ (OjTPCj - P) (2.52)
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De donde, atendiendo a la suposicién dada por (2.51) para el primer elemento de la

ecuacién (2.52) y la suposicién (2.51) para el segundo, el resultado serd que

AL(k) < 0 (2.53)

lo que implicard una estabilidad global y asintética si p; esta definido para toda x. En caso
contrario, el resultado sera local.

Con lo que podemos postular el siguiente teorema [12]:

Teorema 2.2 FEstabilidad de sistemas difusos recurrentes

El sistema difuso recurrente generalizado sin entrada externa dado por la ecuacion (2.43)
es global y asintoticamente estable si existe una matriz P positiva definida comin tal que se
cumpla

C/PC;—P<0Vj=1...,m (2.54)

y que p;j(x) dado por la ecuacion (2.36) esté definido para toda x € R". En caso contrario

el resultado serd local.

Cabe mencionar que este este teorema es un tanto restrictivo con respecto al espacio
de busqueda, ya que ademéas de requerir que todas las matrices C; sean estables requiere
de que exista una P > 0 comun positiva definida que cumpla con (2.51); ademéas de que

requiere ser aplicado al sistema difuso una vez entrenado.






Capitulo 3

Identificacion mediante una red

neurodifusa recurrente

3.1. Introducciéon

Dentro del presente capitulo se analizard el problema general de identificacién de sis-
temas no lineales y se mostraran las ventajas de una representacién de un sistema no lineal
mediante un modelo con dindmica interna con respecto a un modelo que tUnicamente con-
sidera la dindmica externa. A continuacién se expondré el esquema propuesto con el que se
busca atacar el problema de identificacion de sistemas no lineales, el cual estd basado en una
red neurodifusa con dos etapas: una recurrente encargada de manejar los estados internos,
y una estatica enfocada a obtener la salida estimada. Con base en el esquema propuesto,
se mostrard un algoritmo de inicializacién de parametros basado en el entrenamiento de
estructuras estaticas difusas a partir de las cuales se pueda extraer informacién 1til para
la red propuesta. Una vez que la red posea pardmetros iniciales, se mostrara el algoritmo
de entrenamiento mediante el cual se sintonizaran los parametros para lograr minimizar el

error entre la senal de referencia y la obtenida de la red.

3.2. Sistemas no lineales

Cuando se busca representar sistemas lineales, una de las formas mas directas de mo-

delarlos es a partir de un esquema entrada/salida en la forma

gk) =buk—1)+ ...+ bpulk —m) —a1y(k—1) —... —apy(k — n) (3.1)

43
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La ecuacién (3.1) es conocida como modelo autorregesivo con entrada externa y promedio

variante o ARMAX" por sus siglas en inglés.

En el caso de que un sistema lineal no sea suficiente como para describir el compor-
tamiento de un sistema, se debe entonces considerar la representacién no lineal, cuyo modelo

general es una extensién del modelo lineal dado por una funcién no lineal f(-) dada por

g(k) = flu(k=1),...,u(k —m),y(k —1),...,y(k —n)) (3.2)

. . . )k
el cual es conocido como modelo no lineal autorregresivo con entrada externa o NARMAX .

Pese a que los modelos tipo NARMAX y otras variaciones pueden cubrir a un buen
numero de sistemas no lineales, la realidad es que posiblemente no consideren otro tipo de

dindmicas internas del sistema que no se vean directamente reflejadas en la salida.

Un esquema mas general es obtenido a partir de una representacién en espacio de estados,

la cual estard dada en un dominio discreto como

x(k+1) = fi(x(k),u(k)) (3.3)

y(k) = ha(x(k)) (34)

dondex e R", ueR™, yeR, 1 : RN xRN =Ny hy : R — R.

El objetivo es entonces encontrar una red neurodifusa recurrente con una estructura

z(k+1) = f(z(k),u(k)) (3.5)
g = h(z(k)) (3.6)
donde z = [z1 22 ... z,)T € R™, § € R tal que logre que el criterio

e*(k) (3.7)

se minimice, donde ¢ = 1, ..., Tj, con T}, como el nimero de muestras.

*Autoregressive with Ezogenous-Input-Moving-Average Model
™ Nonlinear Autoregressive with Ezogenous-Input-Moving-Average Model
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3.3. Estructura del identificador propuesta

Se propone entonces que la red neurodifusa tenga la estructura que se ve en la Figura
3.1, donde el vector z representa al vector de estados que seran realimentados a la funcién f.
Las funciones f (red recurrente) y h (red estatica) se definen mediante dos sistemas difusos,
donde la primera toma la forma vista en la ecuacién (2.33), mientras que la segunda es un

sistema difuso estatico tipo Takagi-Sugeno. De esta forma, las reglas toman la forma:

()
4f(z,u) Dy [ 120y h(z) |—»

u(k)
r»

Figura 3.1: Representacién gréfica de la red Neurodifusa propuesta
Para f(-,-):
RY: Sizpes Ap y ues By, entonces wy(k + 1) = Cpz(k) + Dpu(k) (3.8)

Para h(-):
R} : Sizes H, entonces v,(k) = hlz(k) (3.9)

donde n =1, 2, ...ngy, n, = dim(z), n, = dim(u), C, € R*=*"=, D, € R"=*". A, y B,
son conjuntos difusos asociados a z, y u respectivamente; h,, = R"=TDx1 NRf Y NRh
representan al nimero de reglas que definen a los sistemas difusos f y h respectivamente, y

se puede observar que estd definido de forma tal que n, = ngy.

Por otro lado,z(k) se define como z(k) = [1 2|7, w,,(k+1) es la propuesta de la n-ésima

regla de f para el valor de z(k) y v, es la salida de la p-ésima regla de h.

Las funciones de membresia A, B, y H), se definen como gaussianas en la forma

An(zn) = e onlen—m)’ (3.10)

e~ iy s (wi—mani)? (3.11)

™
=
£

I

Hy(z) = o~ 2021 gy (2i—Bpi)” (3.12)
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donde:

= 0, : Ancho de la n-ésima funcién de membresia gaussiana relacionada con z, en f

= 1, : Centro de la n-ésima funciéon de membresia gaussiana relacionada con z, en f

= S,; : Ancho de la funcién de membresia relacionada con la i-ésima entrada en la n-

ésima regla

= my,; : Centro de la funcién de membresia relacionada con la i-ésima entrada y la n-

ésima regla

= oy : Ancho de la i-ésima funcién de membresia gaussiana relacionada con z; en la

p-ésima regla en h

» Bpi : Centro de la i-ésima funcién de membresia gaussiana relacionada con z; en la

p-ésima regla en h

s O, € RN=xN=

= D, € Rrexm

h, € R(nz+1)x1

Se considerard una t-norma producto, por lo que los pesos de las reglas R? y R} se

pueden escribir como:

R}(k) = An(zn)Ba(u)

e*”i(znfﬂn)Q*Z?zl Sij(ujfmnjf (313)

Ri(k) = Hylz) (3.14)
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En el caso SISO™" (es decir, n, = 1), las variables z(k), w(k) y y(k) se definen como

TLRf )
> Ry(k)yw;(k+1)
=1
2(k+1) = —— 0 (3.15)
S5 Ry (k)
Cln Cn --- Cn,—1n Cn,n
dyn
wp1(k +1) 1 0o ... 0 0
0
wp(k+1) = : =l 0 1 ... 0 0 |ztk)+|  ulk)
wnj(k + 1)
0
0 0 1 0
CZ A
= z(k) + Dpu(k) = Cpz(k) + Dpu(k) (3.16)
I 0
M Rh )
Zsz‘(k)
k) = S (3.17)
>R
i=1
donde cg = [cin Con ... Cn.n]. Se define ngs y npp como el nimero de reglas para las

funciones f y h respectivamente.
Las ventajas que proporciona la definicién de la red propuesta se pueden resumir en los

siguientes puntos:

= La estructura de la red permite analizar la estabilidad con métodos ya existentes.
Dado que la red recurrente f tiene la misma forma que la mostrada en (2.43), una
vez entrenada la red es posible efectuar un analisis de estabilidad en el sentido de

Lyapunov sobre ella y por lo tanto aplicar el Teorema 2.2.

= Nidmero reducido de pardmetros recurrentes. La estructura propuesta simplifica el
nimero de pardmetros a encontrar con respecto a las matrices C),, ya que si C, €
Rr=*"= el niimero de pardmetros a determinar serd ng, xn (en vez de ng, Xn, xn.).
Asimismo, dado que la i-ésima regla de f requiere informacién sobre el estado z; y no
de los estados z;, j # %, el nimero de parametros asociado a los conjuntos difusos A;

serd 2 X np,.

= Incorporacion de conocimiento previo. El modelo propuesto permite incorporar co-

“"Una entrada, una salida. En inglés Single-Input-Single-Output
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nocimiento previo, como se analizara en el algoritmo de inicializacién de parametros
presentado en la Seccién 3.5.1, a diferencia de otro tipo de métodos ([10] y [8]) donde

no se describe cémo realizar este proceso.

= FEstructura en forma de variables de estado. La estructura propuesta considera una
representacion en forma de variables de estado, lo cual facilita la implementacion de

esquemas de control basados en ésta.
De la propia estructura podemos notar las siguientes limitaciones:

= Fxistencia de un unico punto de equilibrio. En las reglas de la funcién f se consideran
sistemas lineales. Por esta causa, al ser u = 0 el tnico punto de equilibrio al que
pueden tender (en caso de ser estables en el sentido de Lyapunov) es el origen. Esta
condicion es una limitante si se desea identificar sistemas no lineales con mas de un

punto de equilibrio.

s Parametrizacion no lineal. No todos los parametros de la red propuesta no pueden
agruparse como en (2.26), sino que se relacionan de forma igualmente no lineal, con

el correspondiente aumento en la complejidad del entrenamiento.

3.4. Entrenamiento de la red

Dado que la estructura propuesta involucra una red recurrente y una estatica, el entre-
namiento de los parametros de f se lleva a cabo mediante el método de aprendizaje recur-
rente en tiempo real basado en gradiente (Gradient-Based RT Recurrent Learning [26][3]),
mientras que aquellos de h son sintonizados mediante el método simple de gradiente steepest

descent. Se consdierard entonces la actualizacién de pardmetros en la forma

aJ(k)

O(k+1)=0(k) —ng 50

(3.18)

3.4.1. Identificaciéon de los parametros asociados a la red estatica
Pardametros hl

Estos son los parametros asociados con la parte consecuente de la n-ésima regla de la

red estética h, tal y como se aprecia en (3.9). Para el entrenamiento de estos pardmetros se
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propone la ley de entrenamiento basada en (2.42), por lo que se obtiene que

aJ (k)
T v Ty
h, (k+1)=h, (k) —n b7 (3.19)
donde, desarrollando la derivada parcial para J(k) de acuerdo con (3.7), obtenemos:
9J(k) 9y(k)
= e(k 3.20
ohT e(k) ohl (3:20)
en donde, derivando (3.17), obtenemos
] Ry k) -
k) _ _Fi(k) 27 (k) (3.21)

= :
D A

Parametros «;;
Los pardmetros a;; son los parametros asociados con el ancho de las funciones gaussianas
que representan a los conjuntos difusos H; de la parte antecedente de las reglas de la red

estdtica h, correspondientes a z; en la i-ésima regla. Para su adaptacién, se toma de igual

forma una ley de adaptacion basada en el gradiente:

aJ (k)
aij(k+1) = (k) — No——— (3.22)
J J Gaij
en donde las derivadas parciales se calculan con base en (3.9), (3.12) y (3.17):
9J(k) _ 9y (k)
oy e(k) Doy, (3.23)
Ry, (k) (k) .
Oaj Z R} (k) 2 Oajj .
T
! —2015(2j (k) — Bij)? Ry (k) sil=i
th _ ]( J( ) B]) h( ) (325)
Qg 0 sil#i

Parametros 3;;

Los parametros 3;; son los pardmetros asociados con el centro de las funciones gaussianas

que representan a los conjuntos difusos H; de la parte antecedente de las reglas de la red
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estdtica h, correspondientes a z; en la i-ésima regla. Considerando la misma forma de la ley

de adaptacién para sistemas estaticos, tenemos que

Oe(k
B+ 1) = B 0) = 13 (320
calculando las derivadas parciales con base en (3.9), (3.12) y (3.17), se obtiene:
9J (k) 9y (k)
5, e(k) 95 (3.27)
Ry, (k) (F) ,
o) _ | k) 2.1 OR (k) 3.28)
9By R (k | 0By '
P (Z Rzuc)) ]
8R§L _ 20‘1‘2]‘ (Z](k) - /Bl])Rgz(k) sil=1 (3.29)
9Bi 0 silti

3.4.2. Identificacion de los parametros asociados a la red recurrente

Parametros c,,

Los pardametros c,, son aquellos asociados con el primer renglén de las matrices C,, de
la cada una de las reglas de la parte consecuente red recurrente f, como se aprecia en la
ecuacién (3.16). En vista de que estos pardmetros estdn asociados con la red recurrente
f es necesario apelar a esta propiedad para establecer la ley de adaptacion. Por lo tanto,
se emplea el método de Aprendizaje Recurrente en Tiempo Real por medio de la ecuacion

(2.42), por lo que la ley de adaptacién resultante es

el +1) = ea(k) = e g (3.30)
en donde
aJ(k) . 0y(k)
ac, = e(k) oc. (3.31)

Esta derivada se calcula a partir de (3.17), por lo que se obtiene
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oy 20 g T (ZR;@(k) )(Z e )
. ST - (3.32)
. <ZR2(/~€)>

con

h! = [hi, ho ... hip.] (3.33)
mggcgc) = T2k (Zaﬂ a(k @z)azl(n)) (3.34)

Calculando esta derivada parcial a partir de (3.15), (3.13) y (3.16) se obtiene la ecuacién

recurrente

. ow'(k) . (ORj(k—1)\"
> Rk - ==+ w(k) ((%n>

den > Rk —1)

OR(k—1)\"
(e vwan) (=)

- . (3.35)
(Z Rk — 1))
OR%(k—1) , Oz (k—1)
f . _opT(l _ 2 1) r
e 2R (k — 1oy (2 (k — 1) — ) e, (3.36)
owi(k) Oz(k—1) o
dc. = c”iacn +z' (k— 1)y, (3.37)
ourlk) 0z (k1)
J _ J C_
oe. oc. , 1=2,3,...,n, (3.38)

Parametros o;

Los pardmetros o; se definen como los anchos de las funciones gaussianas de los conjuntos
difusos A;, correspondientes a la i-ésima regla, como se aprecia en la ecuacién (3.10). En
vista de que se encuentran asociados con la red recurrente, se vuelve a apelar a la ley
de adaptacién de pardmetros (2.42). De esta forma, la ley de adaptacion utilizada queda

definida como
aJ(k)

(3.39)
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en donde, a partir de (3.17) se obtiene

(3.40)

2 (k) 8};'3(@ + R k)b, a;fff) (Z RZ(mmm) (Z 812'2—(k)>
N - (3.41)
8@- Rr k 2

; (k) (zm;(k)

Aplicando (3.14), se puede calcular la derivada parcial % como

P amw (le azxzz(k)—ﬂﬂ)ag(ff)) (3.42)

Al calcular las derivadas parciales de (3.13), (3.15) y (3.16) se obtiene la ecuacién re-

currente dada por:

q owi(k) q GR?c(k: —1)
oalk) _ ;Rf b= T 0,
do; STRE(k-1)
, , ORS(k — 1)
<Z RA(k — 1)w (k:)) (Z e )
-1 u (3.43)

OR!
(()O'Z‘

— 2= ) (o2ah - 1) - ) P - ) )

owl(k) | 0z(k—1)
50, Cy . (3.45)

Parametros u;

Los parametros pu; se definen como los centros de las funciones gaussianas de los con-

juntos difusos A;, como se aprecia en la ecuacién (3.10). La ley de adaptacién utilizada es
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parecida a la de la seccién anterior, ya que estd dada por

gl + 1) = ) — 7, 25 (3.40
donde
0TH) _ 40 00(H)
o =e(k) o (3.47)

Oy(k) _

i SRy (k) - (Z Rr(@)
r h

5 ) 4 g mr 2 <ZRZ(k> ) (Z "o ) .
a 3.48

O amy (Zaﬂ (k) — Bu) ff”) (3.49)

Opi

Al determinar las derivadas parciales de (3.13), (3.15) y (3.16) se obtiene la ecuacién

recurrente:
0 _ IR L g OR}(k—1)
oz(k) ; Bk =D TV 5
oui > ROk 1)
(Z RI(k — 1)WQ(k)> <Z W)
- —— (3.50)
<Z RY(k — 1))

ORY il —
aluif - _2R?(k‘ -1 (Uz(zl(k -1) - /‘i)ag;il) — U?(Zj(k’ -1) - ,Ui)) (3.51)

owi(k) | Oz(k—1)
90, = Cy o (3.52)

Parametros s;;

En este caso, los pardmetros s;; se definen como los anchos relacionados con las funciones

gaussianas de los conjuntos difusos B, relacionados con la i-ésima regla y la j-ésima entrada,
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de acuerdo con la ecuacién (3.11). Si se aplica la misma ley de adaptacién dada por (2.42)
se obtiene

sij(k+1) = sij(k) — 0J (k)

" e (3.53)
en donde derivando (3.17) se obtiene
9J (k) 94(k)
= .b4
) — ) (3.5)

OR;, (k)

oy 2 T R >hz‘0‘;<m> (ZRZ(k) )(Z Pt )
Dsi; SR (k) B (8:55)

0sij
(Z RZ(’c))

Si se deriva (3.14), resulta en

OR;, (k)

0]
aSij = —ZRT (Z arl Zl 67“[) Zl( )>

Sij

(3.56)

Nuevamente, si se determinan las derivadas parciales de (3.13), (3.15)

y (3.16) se obtiene
la ecuacién recurrente dada por las siguientes ecuaciones

’ i) OF; (k
R - 1 wi
0z(k) Z

—1
(k) )

Hig
882']‘

ZRP -1)
. AR (k — 1)T
() (52742
ORY

5 (3.57)
(Z RY(k — 1))
f_

ooy 2R =1) <o§(zq(k 1) = g Pk =Y

S b= 1) = 6 ) - (358)
Sij

asij

owi(k) 0z(k —1)
(9Sij 8sij

(3.59)
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Parametros m;;
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Finalmente, los parametros m; se definen como los centros relacionados con las funciones

gaussianas de los conjuntos difusos B, en la i-ésima regla y para la j-ésima entrada, de

K
acuerdo con la ecuacién (3.11). De forma similar al cdlculo de los pardmetros s;;, la ley de
adaptacién empleada es

oJ
mij(k +1) = mij(k) — 1m (%(L ) (3.60)
ij
donde
OJ(k) _ 1y 99(k)
oy e 5m¢j (3.61)

OR;, (k)

- D2 (k) T+ B )hgfgzm (Z B (e )(Z ORy (k )
oy S 0 (3.62)

0sij
(Z R;;(k))

Oy (k)

0z(k
omy —2Rj,(k (Zaﬂ zi(k) = Br) il )>

3.63
o (3.63)
Al calcular las derivadas parciales de (3.13), (3.15)

(3.16) se obtiene la ecuacién re-
currente dada por las siguientes ecuaciones

q w(k) OR}(k —1)
R(k — 1?2 a
0z(k) Z ik

a,U«zJ )

Omy > Rb(k—1)
ORS(k —1)T
(Z R (k — 1)wq(k)> <Z ORj(k— 1) )

8m¢ 7
IR

5 (3.64)
(Z RE(k — 1))
f_

dsij 2Ry ) <U§(Zq(k —- MQ)W = sy(ui(k—1) = Mz‘j)%z‘) (3.65)

om;;

owi(k) 0z(k —1)
(982']' 8sij

(3.66)
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3.5. Rutina de inicializacion de parametros

Si bien el algoritmo propuesto permite desplazarse siempre en la direcciéon en la cual
el error decrece con respecto al cambio de parametros, también es cierto que éste asume
que la topologia del error es convexa con respecto a éstos, lo cual no es seguro ni tememos
garantia de que ocurra para todo el campo de parametros. Es por ello que debemos de
encontrar alguna condicién inicial para la red tal que permita situarnos cerca del minimo
global (o al menos cerca de algtin buen minimo local™", para asf evitar quedar atrapados
en algin minimo local que tenga un desempeno no satisfactorio para determinado criterio
de aproximacion, as{ como poder obtener la mejor aproximacion posible de la red recurrente
a partir de la informacién disponible.

El algoritmo propuesto se basa en la idea de entrenar sistemas difusos estaticos de forma
tal que, dada su naturaleza difusa, se pueda extraer de ellos informacién tal que sea 1til

para conseguir una buena condicién inicial.

3.5.1. Algoritmo

El algoritmo propuesto supone que existe una serie de N datos de entrada-salida. Por
facilidad de presentacién se expondra el caso SISO (Una entrada-Una salida). El algoritmo
que se presenta a continuacion no determina el niimero de estados internos n, que el sistema
difuso tendrd, sino que dicho nimero debe de ser asignado por adelantado.

Los pasos que componen el algoritmo de inicializacién de pardmetros son los siguientes:

1. Normalizar a la unidad las senales de entrada v y salida y, y almacenar el valor emplea-
do para normalizar cada senal. Este paso es necesario para que, independientemente
de la amplificaciéon que sufran las sefiales u y y, trabajar con senales cuya cota sea

conocida.

2. Entrenar un sistema difuso estatico usando n, reglas y retrasos tanto de la salida
como de la entrada mediante el método ANFIS [9]. En el caso n, = 3 esto supone
entrenar un sistema difuso en donde, siendo y(k) la sefial de referencia, u(k) la senal

de entrada al sistema, y g(k) la salida de la red, entrenar un sistema difuso

gk +1) = f(y(k),y(k = 1), y(k = 2), u(k),u(k — 1), u(k — 2)) (3.67)

La definicién de buen minimo local debe comprenderse como aquel valor de los pardmetros que permita
reducir el error entre la senal del sistema real y la del modelo propuesto hasta un nivel satisfactorio dado
cierto criterio previamente establecido

sk ok
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tal que f tenga una estructura Takagi-Sugeno con tantas reglas como estados n,

considerados. Esto es, reglas en la forma

Ri @ Sly(k)es Aqyy(k—1)es Ay y(k—2)es A
y u(k) es By u(k —1) es Bia v u(k — 2) es B;3, ENTONCES
gk + 1) = aio + any(k) + aiy(k — 1) + aigy(k — 2)

+bi1u(k) + bigu(k — 1) + bigu(k — 2) (3.68)

de forma que cada conjunto difuso esté relacionado con una funcién de membresia
gaussiana, es decir

Fij(v) = exp {—U?j(u — pi5)?} (3.69)

v la senal estimada final estard dada por el promedio ponderado

> Ri(k)ji(k+1)
glk+1) = - (3.70)

> Ri(k)

i

3. Dado que cada regla escrita en la forma (3.68) puede ser vista como un sistema lineal,
al omitir el término constante a;g, se puede aplicar la transformada Z {-} a cada regla

y ver a la parte consecuente de cada una de éstas como

Vi) = bity !t + bioy 2 + bisy 3
1—ain3™!' — a3 ™2 — aiz3>

U(3) (3.71)
Dado que cada polinomio D(371) =1 — an3~" — a3~ 2 — a;33~> se puede interpretar
como aquel que guarda informacién sobre la dindmica del sistema (polos), y dado que
la estructura propuesta para f(-) estd dado en la forma canénica de controlador, se

igualan los parametros para cada regla en la forma

Cl,ij = Cij (3'72)

4. Para inicializar los parametros de ancho o; y centro u; se propone escalar las funciones
de membresia del tipo (3.69) mediante el teorema del valor final para sistemas lineales

discretos, y tomar a una de ellas como la funcién de membresia inicial relacionada con
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z. La eleccién de qué funcién de membresia tomar puede ser aleatoria, ya que dada
la naturaleza del FIS estatico entrenado y el algoritmo de agrupamiento usado por el
método ANFIS, los conjuntos difusos asociados con y(k), y(k — 1) y y(k — 2) seran

muy similares.

Considerando una entrada escalén

1, k>0
u(k) =u_1(k) = (3.73)
0, k<0
sabemos que podemos calcular el valor final de cada estado interno z;(k) mediante el
teorema del valor final, que indica que

Zi pina = Mm z(k)

k—o0

56 (3.74)
=lim(1 —;* U
zﬁl( ) )1 — a3 —aing T — az? 1(6)
dado que
1

U-1() = Z {u-1(k)} = 1— = (3.75)

entonces, asumiendo que ningtn polo esté en 3, = 1,
Z 1 I ! 3.76
imfinal = TN 1 ain3 ' — a3 2 —aisz 01— ai — ag — ais (3.76)

Pero de la red estatica fs entrenada tenemos que para la salida de cada regla, vista

también como un sistema lineal, el teorema del valor final se aplicard como

Vi~ lm bing ' +biog 2+ bis3 ™ b+ bio + big
final —

= 3.77
1l —an™t —apy? —aig3™®  1—an —ap —ag (3.77)

Con lo que el factor de escalamiento para la funcién de membresia relacionada con z;
en cada i-ésima regla sera

A Ziffinal . 1

ESCALA; = = .
5¢ " Yinal bix + biz + biz (3.78)

Cabe mencionar y aclarar que el método de escalamiento propuesto en este punto
no busca encontrar la condicién definitiva para los anchos y centros de las funciones

de membresia relacionadas con cada estado interno, sino inicamente dar una aproxi-
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macién de los rangos que éstos pueden tomar.

En el caso de las condiciones iniciales para las funciones de membresia B; relacionadas

con u(k), podemos tomar los mismos pardmetros que las funciones B;;.

5. Para obtener un valor inicial de los pardmetros d; de las matrices D; se usa el mismo
concepto que en el paso anterior. En general se buscard que los valores finales de las
variables z para cada regla se encuentre cercano a la unidad. Es decir, si tratamos a
cada una de las reglas como un sistema lineal independiente, tendremos que el valor

final de cada estado interno estard dado por

diz~ i~V di
Zi— final = Ui = 3.79
e T s a2 -y 1 an — a — as (3.79)

Si deseamos que Z;_ finar — 1, entonces iniciaremos los valores d; con
di=1- aj; (3.80)
J

6. Con la funcién difusa f(-, -) ya inicializada, generar un histérico de los estados internos
z(k) usando como salida deseada y(k) y entrenar la parte estdtica h(-) usando el

algoritmo ANFIS, con tantas reglas como estados internos.

Este algoritmo provee entonces de un método sistematico para obtener las condiciones
iniciales, previas al entrenamiento. Cabe notar que una de las principales limitaciones que
presenta es que no provee de un método de determinar el niimero de variables de estado

que considerara la red, sino que este debe de ser asignado a priori.






Capitulo 4

Resultados

4.1. Introduccion

En este capitulo se mostraran los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo indicado
en el Capitulo 3 para identificar dos sistemas no lineales, con el objetivo de mostrar la efec-
tividad de la estructura, el algoritmo de identificacién de pardmetros propuesto y analizar la
estabilidad de los modelos obtenidos. En primer lugar se muestran los resultados obtenidos
mediante simulacién al identificar un sistema tipicamente usado como un problema de eval-
uacién. Como segundo ejemplo se identifica un sistema fisico real de laboratorio. En ambos
casos se lleva a cabo un andlisis de estabilidad sobre los modelos obtenidos, obteniéndose
en ambos casos que son local y asintéticamente estables, en vista de que la funcién p(z)

esta definida solo localmente para una vecindad de z.

4.2. Simulacién: Sistema de Narendra [17]

Como se ha mencionado, el objetivo es identificar sistemas dindmicos en los cuales
existan elementos con “memoria”, es decir, donde la salida actual sea funcién de salidas y
entradas pasadas. Para ejemplificar el funcionamiento de la red propuesta en un problema

de identificacion, se usard la siguiente planta no lineal, dada por la ecuacién en diferencias

y(k+1) = fn (y(k), y(k — 1), y(k — 2), u(k), u(k — 1)) (4.1)

donde
ToX2X3Ts (563 — 1) + x4
14 :13% + x%

f(@1, 22,73, 74, 75) = (4.2)

61
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Este sistema es comtinmente usado como un sistema de referencia para comparar el de-
sempeno de sistemas de identificacién recurrentes, como por ejemplo, en [17], [21], [10] ¥

[14].

Para este ejemplo se utiliza una red neurodifusa con 3 estados internos, donde la parte
que maneja la parte dindmica cuenta con 3 reglas, asi como la parte estatica. Para el
entrenamiento se usan unicamente las senales y(k) y u(k), y se emplea el algoritmo descrito
en la seccion 3. Para realizar el entrenamiento de la red se consideraron los pardmetros
No =Np =N = N = Ne = 1076, ny = ng =2- 1073, i, = 3-10~%. Estos valores fueron
aquellos que, tras una serie de pruebas, lograron sintonizar los parametros sin que existieran
problemas de inestabilidad del algoritmo (recordando que los métodos basados en el célculo
de un gradiente suelen ser sensibles a las ganancias de adaptacién), obteniendo un menor
error que el logrado por la red cuyos parametros fueran unicamente determinados por el
algoritmo de inicializacién. Los parametros de la red obtenidos tras el entrenamiento fueron
los siguientes:

o =1 0,08583 0,1471 0,1048}

p=1 —2,819 —0,08480 2,017]
2,361 -1,0
s= 2441 | m= | —0,01338
2,187 0,9811
T 0,7552 —0,1209  0,1813
1
ol = cd | =1 05970 —0,2267 —0,03667
cT
3 0,3887 —0,5253 —0,07293

0,6762 0,6705 0,6669

a= 10,6640 0,6683 0,6656

0,6491 0,6467 0,6449
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—5,467 —5,463 —5,460
=] -1934 —1,940 —1,945

1,577 1,579 1,580

0,5867 0,07218 1,323  —1,109

g=| —-0,2378 10,3609 —0,2361 0,01458

0,05001 0,8317 —0,2848 0,06962

En la Figura 4.1 se muestra el resultado en simulacion, en donde se puede apreciar que
ambas senales, la real de la fuente y la estimada por la red neurodifusa, son muy cercanas
entre si, como se puede ver por el valor del error cuadratico promedio logrado con los
parametros indicados anteriormente, que es de 0.0418. En la Tabla 4.1 se puede apreciar
la comparacién de el error RMS de la estructura propuesta ante otro tipo de modelos
recurrentes existentes en la literatura. La red de neuronas con memoria considerada es
aquella originalmente propuesta por Sastry [21], en donde cada neurona en cada capa tiene
un elemento de memoria. En la segunda columna de la Tabla 4.1 se muestra los resultados
para la red propuesta por Lee y Teng [14], que considera una tnica capa de neuronas con
memoria. El resultado para esta tltima red considerada muestra un error cuadratico medio
muy bajo, pero con la desventaja de requerir muchos pasos de entrenamiento, asi como de
un nimero de pardmetros relativamente alto. La tercer columna muestra los resultados de la
red propuesta por Juang [10], en donde una tnica red neurodifusa recurrente, que considera
tantas variables recurrentes como reglas de inferencia difusa, calcula el valor de la salida y

maneja los estados internos. En la Figura 1.2 se aprecia la estructura de esta red.

Red “de neu- Sistema Difuso
Estructura ronas con RSONFIN [10] | Propuesta
. Recurrente [14]
memoria[21]
# de parametros 81 112 36 42
Error RMS 0.1521 0.00013 0.0248 0.0418
Pasos de entrenamiento 90000 90000 9000 1000

Tabla 4.1: Tabla comparativa de resultados
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Figura 4.1: Resultado de simulacién. La linea continua es la salida de la planta y la punteada
la senal entregada por la red neurodifusa

4.2.1. Analisis de estabilidad

Del sistema obtenido podemos extraer las tres matrices correspondientes a cada regla:

0,755 —0,121 0,181
C1 = 1,0 0 0 (4.3)

0 1,0 0

0,597 —0,227 —0,0367

0,389 —-0,525 —0,0729

Cuyos valores caracteristicos son

Aer = {0,860, —0,0523 —0,456i, —0,0523 + 0,456i } (4.7)
Ac2 = {0,357 —0,428i, 0,357+ 0,428i, —0,118 } (4.8)

Az = {0,256 —0,723i, 0,256+ 0,723i, —0,124 } (4.9)
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Se puede apreciar que todos los valores caracteristicos se encuentran dentro del circulo
unitario y por lo tanto todas las reglas son estables, sin que ello implique que el sistema
recurrente total sea estable. Del Teorema 2.2, sabemos que debemos encontrar una matriz
simétrica P > 0 comun a todas las reglas tal que se cumpla que C’iTPCi —-P<0Vi=1,2,3.
Mediante el paquete LMI de Matlab de solucion de sistemas de desigualdades de matrices,
que nos permite determinar si el problema tiene solucién posible o no y en caso positivo

encontrarla, se encuentra que

428 —0,716 0,127
P=1| -0716 254 -0173 | >0 (4.10)

0,127 -0,173 1,09

con valores caracteristicos

Ap=1{1,07, 229, 454} (4.11)

satisface las condiciones requeridas por el teorema, por lo que el sistema resultante es local

y asintéticamente estable.

4.3. Experimento: Sistema de tres tanques AMIRA DTS200

Para verificar que el algoritmo propuesto puede ser aplicado a un sistema real con
propositos de identificacion, se eligié como sistema a identificar un sistema de tres tanques

de liquido como el mostrado en la Figura 4.2.

Figura 4.2: Sistema de 3 tanques de liquido AMIRA DTS200
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El sistema DTS200 consta de tres tanques de liquido, que se encuentran conectados
por sus bases por medio de valvulas regulables manualmente. Cada tanque cuenta con un
sensor de altura de liquido y, para el caso del experimento, se consider6 que solo el tanque
nimero 1 fuera alimentado externamente con liquido. Un esquema del funcionamiento de

los tanques se puede apreciar en la Figura 4.3.

Bomba

- == g

Figura 4.3: Sistema de 3 tanques de liquido AMIRA DTS200

Para realizar la identificacién de la planta se tomé como salida deseada yy a la altura
del segundo tanque hs, y como entrada al flujo de salida de la bomba. El valor maximo
de altura que puede alcanzar el segundo tanque es de 60 centimetros, mientras que el flujo
méaximo que puede entregar la bomba es de 1074 [%3} . El algoritmo se aplicé a las senales
entrada-salida de este sistema considerando 3 estados internos. En la Figura 4.4 se muestran
los resultados obtenidos tras entrenar con las senales y4 v u a la red neurodifusa recurrente
propuesta. Las ganancias de adaptacién que lograron mejorar la respuesta de la red sin
desestabilizar el algoritmo de entrenamiento fueron 1, = 7, = 2 - 1075, ns = N = 0,
Ne = 10719 n, = ng =mnp =2- 10~%. Los valores de los pardmetros obtenidos para la red

neurodifusa recurrente se enlistan a continuacién:

o= [ 2,339 2,571 2,114 }

p= { 0,0005979 0,4908 0,9902 }

§= [ 4,866 5,342 4,532 } m= [ 4,866 5,342 4,532 ]
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1,260 0,1584 —0,4194

CT = 1,047 02335 —0,2809

1,286 0,1884 —0,4755

19,59 19,56 19,50

a= 19291 9,364 9,446

13,11 13,35 13,63

—0,02162 —0,02159 —0,02148
B=1| 01853  0,1845  0,1837

0,3867  0,3866  0,3866

0,002880 —9,617 —0,6084 14,54

g = 0,1501 10,03  —38,93 30,84

0,6362 6,741  —30,28 24,51

El error RMS obtenido para este experimento fue de 0.5964. Si se considera una normal-
izacién de la senal y(k) a la unidad, el valor RMS resultante es de 0.02; lo que nos permite
apreciar que el algoritmo logré obtener un conjunto de pardmetros que logran tener un
error relativamente bajo, lo cual se puede apreciar en la Figura 4.4, donde se ve que el error

permanece dentro de una banda del 5 %.
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4.3.1. Analisis de estabilidad

Como en el caso anterior, se utilizé el paquete LMI de Matlab para resolver el problema.

Las matrices correspondientes a cada regla son:

1,26 0,158 —0,419
C1 = 1,0 0 0 (4.12)
0 10 0

1,05 0,234 —0,281

Cy = 1,0 0 0 (4.13)

1,29 0,188 —0,476

C3 = L0 0 0 (4.14)
0 1,0 0
(4.15)
cuyos eigenvalores son
Ae1 = { —0,530, 0,997, 0,793 } (4.16)
Aoz = { —0,507, 0,999, 0,554 } (4.17)
Acs = { 0,561, 0,995, 0,852 } (4.18)

Es decir, todos son estables. Al aplicar nuevamente el paquete LMI de Matlab para

determinar la matriz P solucién, obtenemos que la matriz P comun es

563,0 —293,0 —260,0
P=1| -2930 2690 218 (4.19)

-260,0 21,8 2350

cuyos valores caracteristicos son Ap = { 1,50 229.0 836,0 }. Con esto determinamos

entonces que el sistema recurrente obtenido es asintética y locamente estable.



4.3. Experimento: Sistema de tres tanques AMIRA DTS200 69
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Figura 4.4: Resultados a) Salida de la planta y la red recurrente, b) Entrada a la planta y
a la red recurrente ¢)Gréfica del error en una banda de 5%
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Conclusiones

En el presente trabajo se propone una estructura matematica basada en redes neu-
rodifusas recurrentes para atacar el problema de la identificacién de sistemas no lineales,
asi como un algoritmo para que, a partir de datos entrada-salida de un sistema real y un
algoritmo de entrenamiento, hacer que la red propuesta logre emular, con propdsitos de
simulacién, a un sistema dindmico no lineal. Ademads, se presenté un andlisis de estabili-
dad de la red propuesta basada en la teoria de Lyapunov existente para sistemas difusos
recurrentes.

La estructura propuesta busca ademads obtener un tipo de representacién basada en
redes neurodifusas en donde el nimero de pardametros a determinar sea reducido, y que
permita también realizar un analisis del sistema obtenido con base en las herramientas de
la teoria de sistemas no lineales clasica.

Dentro del trabajo se aplico el algoritmo presentado para identificar dos tipos de sis-
temas: uno mediante simulaciones y otro para lograr identificar un sistema real, donde
entra en juego el tiempo de muestreo asi como ruido en las senales de entrenamiento. Los
resultados obtenidos fueron satisfactorios y susceptibles de ser mejorados. Los andlisis de
estabilidad para estos sistemas fueron igualmente satisfactorios, dado que ambos sistemas
resultaron ser asintéticamente estables.

Sin embargo, la red propuesta mostré una serie de limitaciones que deben de ser tomadas

en cuenta:

= Unicamente se pueden identificar sistemas no lineales con un tinico punto de equilibrio.
En vista de que la red estd compuesta por sistemas lineales y dada la estructura de

cada regla, el origen es el inico punto de equilibrio del sistema (si la red completa es

71
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estable en el sentido de Lyapunov)

= Los sistemas no lineales a identificar se asumen estables. El algoritmo no esta disenado

para identificar sistemas no lineales inestables.

= La red es no lineal con respecto a sus parametros, lo cual dificulta la bisqueda de

optimos locales.

Como trabajo futuro se identifican los siguientes puntos:

= Desarrollo de esquemas de control basados en la estructura propuesta. La estructura
obtenida permite, en teoria, aplicar técnicas de control basadas en un modelo de

referencia.

= Empleo de otro tipo de estrategias de entrenamiento para la red propuesta. El algoritmo
de inicializacién de parametros, y en particular el método de entrenamiento basado en
el gradiente son susceptibles de ser mejorados. El principal problema observado reside
en el propio algoritmo de entrenamiento, ya que por estar basado en el gradiente
presenta las limitaciones tipicas de éstos, las cuales fueron discutidas en el Capitulo 2
(suposiciones relativamente fuertes con respecto a la superficie de la funcién de costo,
posibilidad de quedar atrapados en un minimo local de pobre desempeno, inestabilidad
del algoritmo, sensibilidad a las ganancias de adaptacién, etcétera). Entre las técnicas
de aprendizaje que pueden ser empleadas se pueden considerar algoritmos basados
en la Teorfa de Aprendizaje (Q-Learning, Reinforcement Learning [6] [5]), Algoritmos

Evolutivos (métodos genéticos, programacion genética), entre otros.

» Andlisis de estabilidad del algoritmo de entrenamiento. El algoritmo de entrenamiento
mostréd, durante el desarrollo del trabajo, ser susceptible a ruido y sensible a varia-
ciones de las ganancias de adaptacion. Si se busca mejorar el algoritmo de gradiente
serd necesario analizar sus propiedades de estabilidad o establecer un algoritmo en el
cual puedan ser determinadas las cotas para las cuales el algoritmo de entrenamiento

es estable.

s Ahondar en el andlisis de estabilidad. El analisis de estabilidad estudiado en el presente
trabajo cuenta con la principal desventaja de dejar fuera del anélisis de estabilidad un

area importante del espacio de busqueda, dado su planteamiento. Seréd necesario de-
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sarrollar el andlisis de estabilidad de la red recurrente propuesta con el fin de encontrar

condiciones menos restrictivas de estabilidad.

Modificar la estructura para permitir maltiples puntos de estabilidad. La estructura
propuesta no permite aun considerar sistemas no lineales que cuenten con multiples
puntos de estabilidad. Sera necesario buscar formas de alterar la estructura de forma

que permita esta condicién, sin que por ello se complique hasta dejar de ser préactica.

Incorporacion de un algoritmo de determinacion del nimero de variables de estado
El algoritmo actual requiere que se asigne previamente el niimero de variables de
estado que tendrd la red. Como trabajo futuro se propone crear un algoritmo que lo

determine de forma automética.






Apéndice A

Programas realizados en Matlab

A continuacién se senalan los programas realizados en Matlab utilizados en la obtencién
de los resultados del presente trabajo. Los programas se encuentran separados en varios
moédulos, todos dependientes de un programa central, tal y como se aprecia en la Figura

Al

CFIN.m

PR ey

GenCFIN.m TrainCFIN.m EvalCFIN.m

v

dydc.m
dydsgm.m
dydmu.m
dyds.m
dydm.m
dydalpha.m
dydbeta.m
dydh.m

Figura A.1: Estructura del programa realizado en Matlab para la implementacién del iden-
tificador

La tarea de cada programa es la siguiente:

75
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Apéndice A. Programas realizados en Matlab

CFIN.m. Programa principal, el cual llama a las funciones GENCFIN.m y TRAINCFIN.m,
que generan a su vez la estructura inicial para la red recurrente y le aplica el algoritmo

de aprendizaje en tiempo real.

GENCFIN.m. Genera la red neurodifusa recurrente y aplica el algoritmo para determinar

la condicién inicial de los parametros.

TRAINCFIN.m. Aplica el algoritmo de aprendizaje en tiempo real considerando las

ganancias de adaptacion definidas.

EvalCFIN.m. Evalua la salida de la red neurodifusa recurrente ante una cierta entrada

u y condicién inicial de los estados z(0) a través del tiempo.

EvalCFINLayer.m y EvalCFINLayers.m. Determinan, para el tiempo actual, el valor
de una o todas las capas de la red neurodifusa respectivamente. EvalCFINz evalua,

para un tiempo k, el valor de z(k + 1).

Las funciones dydc.m, dydsgm.m, dydmu.m, dyds.m, dydm.m, dydalpha.m, dydbeta.my

dydh.m calculan las derivadas Q%T(k)7 gé’z (k), 8831 (k), 8887?]_ (k), aigj (k), %(k), 8%% (k)

y a?lgg (k) respectivamente.
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