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Introduccion

La teorfa cualitativa de las ecuaciones diferenciales tiene su origen en el siglo
XIX con los trabajos de Paul Painlevé (1863-1933). Sin embargo, son los traba-
jos de Henri Poincaré (1854-1912) sobre la clasificacion de campos vectoriales
(reales y complejos) con punto singular, los que marcan un cambio en el estudio
de las ecuaciones diferenciales. Estas dejaran de ser estudiadas mediante la ob-
tencién explicita de sus soluciones (que por lo general no es posible) y pasarén
a ser estudiadas mediante el andlisis del comportamiento geométrico, topoldgi-
co y analitico de los campos vectoriales que las definen. A principios del siglo
XX, el estudio de campos vectoriales en una vecindad de un punto singular fue
desarrollado principalmente por H. Poincaré (que ya en 1876 habia demostra-
do el Teorema de Linealizacién) y H. Dulac, motivados por el problema 16 de
Hilbert sobre la existencia de ciclos limite de campos vectoriales polinomiales
en el plano real. Después de los trabajos de Poincaré y Dulac se dieron avances
en la teoria esencialmente en Rusia como resultado de la escuela de Andronov
y Pontriaguin. Fue sélo hasta mediados de los anos sesenta del siglo XX que el
estudio local de las ecuaciones analiticas complejas reaparecié con los trabajos
de Bryuno. A éstos le siguieron entre otros las aportaciones en Rusia de V.I.
Arnold, Yu. Tlyashenko, A.A. Sherbakov, S. Voronin, P. Elizarov, en Francia de
R. Moussu, J.-F. Mattei, D. Cerveau, J. Martinet y J.-P. Ramis, en Brasil con
I. Kupka, C. Camacho, A. Lins Neto y P. Sad y en México con A. Verjovsky,
X. Goment-Mont y J. Seade. A partir de los afos ochenta, resultados profundos
sobre la clasificacion analitica han sido demostrados.

La particién (foliacion) de una vecindad del origen en C? por las curvas de
fase (hojas) definida por las soluciones de una ecuacion diferencial es un objeto
cuyo analisis es complicado. Por esta razon, una forma de comprender parte del
comportamiento de dicha foliacién es haciendo uso de una transversal ¥ a una
hoja determinada de la foliacién y considerar sobre ella el grupo de gérmenes de
transformaciones de retorno o grupo de holonomia. Este grupo actta sobre los
puntos de la transversal de modo tal que el cociente de ésta bajo la acciéon de
dicho grupo es el espacio de las hojas de la foliacion. Es precisamente por esta
razén que resurge el interés por la clasificacion analitica local de los gérmenes
de transformaciones conformes de (C,0) en (C,0) (Diff(C,0)). Este estudio
se remonta a méas de un siglo con trabajos de E. Schréder, A. Koenings y L.



i INTRODUCCION

Leau. Los dos primeros demuestran, por dos caminos distintos, que un germen
holomorfo f € Dif f(C,0), f(z) = uz + O(z?%) es analiticamente linealizable si
|| # 1. Por otra parte cuando |u| = 1 el estudio se divide en tres casos: cuando
=1, cuando =€’ con # € Q y cuando i = e’ con # € R — Q. Este ultimo
caso fue estudiado por Siegel quien demostré que si p es mal aproximado por
los racionales (condicion diofantina) entonces f es analiticamente equivalente
a su parte lineal. Posteriormente Bryuno mejoré las condiciones dadas en el
trabajo de Siegel, mediante el uso de fracciones continuas, para saber cuando f es
linealizable, y finalmente, en 1995, Yoccoz prob6 que las condiciones encontradas
por Bryuno son necesarias para linealizaciéon de una silla. Cabe mencionar que
por sus trabajos en este tema Yoccoz recibié la medalla Fields.

A finales del siglo XIX, motivado por la ecuacion de Abel, Leau comienza a
trabajar con transformaciones de la forma f(z) = z + O(2?) (conocidas como
transformaciones conformes tangentes a la identidad). Aquél abordé el problema
mediante la particiéon de una vecindad del cero en pétalos, donde la dindmica
de las iteraciones enteras de la transformacion era contractante en algunos y
dilatante en otros. En 1920 Fatou construye un atlas normalizante de funciones
que en cada pétalo conjuga al germen de una transformacion conforme f(z) =
2+ 0(2?) con su forma normal formal. Para 1939 Birkhoff retoma el trabajo de
Leau y Fatou, y da una lista de invariantes analiticos de las transformaciones
conformes f(z) = pz + O(z?) con p € Q. Pero no es, si no hasta los afios
ochentas, que Ecalle y Voronin demuestran independientemente el teorema que
da una clasificacion analitica de los gérmenes de transformaciones tangentes a
la identidad, usando funciones de transiciéon entre los pétalos con la estructura
heredada del atlas normalizante.

En el primer Capitulo se comienza con la clasificacion formal de las trans-
formaciones conformes en Dif f(C,0), la cual muestra las dificultades que se
presentan para elaborar una clasificacién analitica de las transformaciones con-
formes f(z) = pz 4+ O(z?) con p igual a uno o a una raiz n-ésima de la unidad.
Se da la clasificacion topologica de estos gérmenes basada en un articulo de
Camacho [C2], la cual muestra como tinico invariante topolégico la cantidad de
pétalos. Después pasamos a demostrar el teorema de la flor de Leau, el cual
nos da las condiciones para contruir el atlas normalizante. Se definen las fun-
ciones de transiciéon mediante la composicién de restricciones de funciones del
atlas normalizante. Mediante un analisis de las funciones de transicion se llega
a una relaciéon de equivalencia entre ellas. La clase de las funciones de transicion
son conocidas como el moduli de la transformacion f. Con esto se enuncia el
teorema de clasificacién analitica de Ecalle-Voronin, del cual se demuestran las
primeras dos afirmaciones y se da un esbozo de la tercera.

El Capitulo dos introduce las definiciones y teoremas para trabajar con
ecuaciones diferenciales inducidas por campos vectoriales en (C2,0) con tiempo
complejo (D(C2,0)). Luego nos enfocamos en el caso de campos vectoriales en
D(C?,0) con singularidad silla-nodo complejo. Damos la forma normal formal
de estos campos y dividimos una vecindad del cero en secciones para enun-
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ciar el teorema de normalizacién sectorial de Hukuhara, Kimura y Matuda.
Con la colecciéon de funciones normalizadoras que da este teorema definimos
las funciones de transicion. Con ellas definimos una relacion de equivalencia
entre éstas (moduli), y asi enunciar el teorema de clasificacion analitica or-
bital Martinet-Ramis que del espacio de gérmenes de campos vectoriales con
singularidad silla-nodo. Finalmente definimos la transformacién de holonomia
sobre la variedad fuerte del campo silla-nodo, que resulta ser una transforma-
cién conforme tangente a la identidad. Asi logramos dar una relacion entre los
respectivos espacios de moduli definidos por los gérmenes de campos silla-nodo
complejo y los gérmenes de transformaciones conformes tangentes a la identi-
dad. Concluimos que dos gérmenes de campos silla-nodo complejo son analitica
orbitalmente equivalentes si y solo si sus transformaciones de holonomia sobre
la variedad fuerte son analiticamente equivalentes.
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Capitulo 1

Clasificacion de los gérmenes
holomorfos en (C,0)

Para este Capitulo y en la Tesis, es necesaria la nocioén de germen de funciéon
analitica. Para ello, considérese una funcion f definida en un dominio Q C C
(que denotaremos por (f,)). Sea £ un punto en ) tal que f es analitica en
& Por (f,€) denotaremos la siguiente relacion de equivalencia definida en el
espacio de funciones analiticas: Decimos que (f1,&1) es equivalente a (f2,&2) si
y sblo si & = & y fi(z) = fa(z) en una vecindad de &, a cada clase se le
conoce como el germen de la funcidn fi en &. El estudio de esta Tesis se centra
en la clasificacion de gérmenes (f,¢) tales que f(§) = &, los cuales mediante
una conjugacion en su dominio se pueden ver como f (0) = 0; o sea que fijan
el cero. Los gérmenes de difeomorfismos analiticos f : (C,0) — (C,0) denotan
transformaciones analiticas que fijan el cero y son invertibles en una vecindad
del cero; a este espacio se le denota Dif f(C,0). Dado que f € Diff(C,0)
es analitica existe su serie de Taylor en una vecindad del cero. Més adelante se
consideran series que pueden no tener un radio de convergencia (series formales)

y con parte lineal no nula, este espacio serd denotado por W(C, 0).

En este Capitulo clasificaremos a los gérmenes en Dif f(C,0), mediante una
relaciéon de equivalencia dada por:

Definicion 1.0.1 Dos gérmenes f,f de difeomorfismos conformes de (C,0) son
analiticamente equivalentes (respectivamente formalmente equivalentes, topoldgi-
camente equivalentes) si existe un germen h(z) de un difeomorfismo analitico
(respectivamente una serie formal h(z) = hyz+h222+0(23), un homeomorfismo
h(z)) que conjugue a f con f:

f=h"tofoh
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La clasificacion analitica de gérmenes de transformaciones conformes de
(C,0) en (C,0) fue realizada por E. Schréder (1870) y por A. Koenings (1984),
quienes, por caminos distintos, demostraron que un germen holomorfo f en
Dif f(C,0) de la forma f(z) = uz + O(2?) (donde O(2") denota a los términos
de orden superior a n) con |u| # 1 es analiticamente linealizable. El caso en que
|| = 1, puede ser dividido en dos casos: =€ con 6 € Qy 6 € (R — Q)

El primer caso es el que se trabajara a fondo en este Capitulo. Del segun-
do caso, en los 40’s, Siegel dio condiciones sobre la variable # bajo las cuales
f(2) = €*™ 2 4+ O(z?) es linealizable. Condiciones que Bryuno traduciria a una
desigualdad en términos de la fraccién continua de 6. En los 90’s Yoccoz de-
muestrd que la condicién de Bryuno es necesaria y suficiente para asegurar que
f es linealizable.

1.1. Clasificacién formal

Los objetos con los que se trabajara son las series (de Taylor) formales en el
origen de C

El orden de f es el minimo j para el cual ¢; es distinto de 0.

El conjunto de las series formales se denota por C[[z]], de este conjunto solo se
tendra en cuenta el conjunto m(@, 0)={feClz]]: f(0)=0, y f(0)+#0}.
Cabe notar que f’ esta definida como derivada de cada monomio de la serie y
la igualdad entre series formales es coeficiente a coeficiente de los respectivos
monomios. Para las series formales no se considera la convergencia o divergencia
de éstas, lo cual facilita su manejo.

Asi, el conjunto m(@, 0) es un grupo con la composicion y la serie de la
transformacién identidad I/d como elemento neutro. Sera de utilidad conocer los
primeros monomios explicitamente de la inversa de una serie formal f dada. Se
tomara el caso de las funciones de la forma H,(z) = z 4+ h,2", ya que son las
transformaciones cuyas inversas seran utilizadas para la clasificacién formal:
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H'oH,(2) =2 y Hp(2) = 2+ hpz" = 2(1 4+ hp2" 1)

n

Hy\(Ho(2)) :Z(lljhh—w .
H ' (w) T )
H;l(w) =w (ZZO(_l)l [hn(Hgl(w))"—l}l)
Hy M w) =w(l = b (H; (@) + O(w?2))
H (w) =w(l — hp(w — hpw(H,; H(w)" ™)
Hy (w) =w — hyw" + O(w®™ 1)

Bastara conocer los primeros dos monomios para trabajar. Con un proceso
analogo al anterior es facil concluir que si una funcion h € Dif f(C,0) es de la
forma h(z) = a;12+0(z?), entonces su inversa es de la forma h=1(z) = a—llz +ee

Retomando la definicién de la equivalencia formal entre dos funciones, nos
detendremos a ver qué propiedades se conservan al conjugar una funcién f =

>oi2y fi#7, fj € C, analitica con las funciones h € W(C,O). A saber, de la
composicion

foh(z)= filarz+...)+ ...

se tiene,

h='o foh(z) :ail(alflz +.)+ ..
h=tofoh(z)=fiz+ ..,

Donde los puntos multiples denotan términos de orden superior al lineal en z.

Esto muestra que la parte lineal de h=! o f o h es igual a la parte lineal de
f. Hacemos notar que la parte lineal de una transformacion es invariante bajo
conjugacion. Lo anterior nos lleva a la pregunta: para toda f € Diff(C,0)

-

existird una h € Diff(C,0), tal que conjugue a f con su parte lineal?. La
respuesta es NO siempre. Pero se tiene el siguiente teorema que describe algunos
casos en donde la respuesta es afirmativa.

L —

Teorema 1.1.1 (de la forma normal Poincaré-Dulac) Sea f € Dif f(C,0)
con parte lineal p € C—0

z L nz + a2z2 + a3z3 + ...
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Si p no es raiz de la unidad, entonces f es formalmente equivalente a su parte
lineal, o sea a la transformacion lineal z — pz.

Demostracion. Para linealizar una transformacion f € Dif f(C,0), se sigue
la estrategia de quitar los términos no lineales uno a uno mediante trans-

formaciones en EW(C,O) de la forma Hj(z) = z + hpz®, cuya inversa es
H,;l(z) =z —hgz®+ ... Se notard més adelante que el coeficiente hj depende

del coeficiente k-ésimo de la transformacion f; pues se busca que la conjugaciéon
H L5 f o Hy, tenga al cero como coeficiente del término de orden k.

Sin pérdida de generalidad, hacemos la suposicion de que el primer término
no lineal de f distinto de cero es ay, 2", por lo que se tienen las siguientes
relaciones:

fo Hy, (Z) :M(z + hklzkl) + ag, (Z + hklzkl)kl + O(Zk1+1)
=pz + phy, 25 4 ag, 2"+ O(2F T
=pz + (thl + akl)zkl + O(zkl—H)

Hi "o f o Hy, (2) =(pz + (hi, + ax, )2 + Oz 1)) -
—hi, (02 + (phi, + ag,)2" + O T + Oz 1)
=pz + (phi, + ar, — b, p*)2" + O )

Del altimo rengléon se obtiene la siguiente ecuacion, que es la condiciéon para
que hg, exista y cumpla con el proposito de eliminar el término de orden k.

:u'hkl + Qfy — hkhu'kl =
Ak, :hkl (:u'kl - M)
akl -
e

(1.1)

Esta tltima expresion tiene sentido siempre y cuando p(u*1—1 — 1) # 0. Por
hipo6tesis se sabe que p no es raiz de la unidad, luego entonces se propone la
funcién H como sigue:

H = lim Hy o..oHy,

n—oo
donde Hy; se construye de manera andloga a Hy,, pero para la transformacion
H,;il 0..0 H,;l ofoHy, o..0Hy, , (esta transformacion no tiene términos de
orden menor a k;_1 diferentes del lineal), y en general si j > ¢ entonces k; > k;.
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El proceso al infinito nos da una serie H no necesariamente convergente, pero
—_—
ésta sigue siendo un elemento de Dif f(C,0). H

Como se dijo en la introduccién, el estudio se centrara en el caso p = 1. A
este tipo de gérmenes se les conoce cominmente como difeomorfismos analiticos
tangentes a la identidad o transformaciones tangentes a la identidad. Se conju-
garéd una transformacion f(z) = z + agz? + a3z + -+ con una transformacion
Hj, como la utilizada para linealizar en el Teorema 1.1.1 para modificar el co-
eficiente del término de orden k. Se observa que, puesto que Hj es localmente
invertible, la conjugacién H, L5 f o Hy, es analitica en una vecindad del origen.

Inicialmente, y para simplificar los céalculos que se haran posteriormente,
se probara que mediante un cambio de variable lineal, H(z) = bz, puede ser
normalizado el coeficiente del primer término no lineal distinto de cero de f. A
saber, para la transformacién f(z) = 2z +azPT1 +O(2P*2) se busca b € C tal que
H7 Yo foH(z) =2+ 2PTt + O(2P*2). Para ello consideramos la composicién

H_lofoH(z):z+zp+1+0(zp+2)

es decir,
H o f(bz) = 2 + 2P + O(2P12)

por definicion de f, el miembro izquierdo de la anterior igualdad se escribe como

H bz + a(b2)P™ 4+ O(2P1?)) =
de aqui,
H™ bz + abP T 2P 4 O(2P12)) =

1
:E(bz +abP TPt L O(2P12))

abPtl

=z + 2T O(2P1?)

Asi, si b = (a_l)% se obtiene la igualdad deseada. De ahora en adelante
consideraremos a siempre normalizada: f(z) = z + 2PT!1 + O(2P*2). Al conjunto
de las transformaciones tangentes a la identidad cuyo primer término con coefi-
ciente cero y distinto del lineal es de orden p + 1 se le denota por 4,. Tenemos
asi todo lo necesario para enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 (Clasificaciéon Formal, [Szel]) Cualquier germen de trans-
formacion f € A, es formalmente equivalente a algin germen de transformacion

1
fp,>\ = gwp)\?
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donde gfdp . €8 la transformacion a tiempo t a lo largo de las soluciones de la
ecuacion diferencial asociada al campo wy »,

2t 9
1 +)\ng

y A € C es el invariante de la clasificacion formal.

Wp, A

Antes de dar la demostraciéon de este resultado observaremos que para las
transformaciones f € A, no existe una transformaciéon Hp,i; que elimine el
término zP*! como se hizo en el Teorema 1.1.1. Sin embargo considerando la
transformacion H;(z) = z+h;z! se buscara remover los términos a;2P .. A saber,
supongamos que f(z) = z + 2PT1 + q;2P* + ... para algtn entero [ > 2 y sean

Hy(2) = 2 + hy 2! y H ' (2) =2z — W2t + 0"

Entonces,

foH(2) = (24 h2") + (z + 2" )PT + azP T+
=24 h 4 2P (p+ 1) 2Pt + 2Pt 4
=24 hZ 4 2P (p+ Dhy +a)2P T+
Hi o foH(z) = (24 iz + 2P + 2P ((p+ D+ ) — - -
(A g P (4 Dl 4 @) 2P
=24+ 2P 4 P (p+ Dy +ag — Thy) + -+

de donde se tiene que h; = p—ﬁljl. Notemos que si [ # p + 1 la funciéon H;
esta bien definida por lo que el término a;zP*! puede ser eliminado de la serie.
Sin embargo si | = p + 1 entonces el coeficiente h; no puede ser definido y, por
consiguiente, el monomio de grado 2p+ 1 no puede ser eliminado. Por esta razén

f es formalmente equivalente a

Z——z 4 2P 4 2 FL (1.2)

Lo anterior muestra que un invariante formal de la clasificacién de transforma-
ciones de la clase A, estad dado por el coeficiente v.

Demostracion del teorema 1.1.2(clasificacion formal) Pensando en el campo

_ ZP+1 . 1 .
WpA = Traze ¥ desarro.llando el monomio 157 en una vecindad del cero se
tiene la siguiente expresion:

1

1+Ap:1—AH+A%%—A%%+m
z
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Aplicando esta igualdad al campo wp » se tiene

2Pt 1 2p+1 2 _3p+1
B D V. R O A N
1+ AzP

Esta ultima expresion es méas facil manejar para lo que se haré a continuacion.

Del teorema de Existencia y Unicidad se sabe que existe una tnica solucién
gL, (por comodidad se tomard w = wy, ») de la ecuacion diferencial Z = w asociada
al campo

w(z) = 2PTH — AP T 4 O(zg’erl)a2
z

para alguna vecindad del cero, que satisface la condicién inicial g% (z) = 2. La
transformacion ¢!, es el flujo a tiempo ¢ de la solucién con condicién inicial z.
Utilizando el desarrollo de Taylor de g}, alrededor del cero tenemos

t[o 2 [ 92
o) =2+ gy |Gk v |mea)] +e

y como g, es solucion de Z = w, 5 entonces

[%gf)(z)} =w =Pl _ N2l O(Z3p+1)
t=0

82
G se()im0 = w® = P = AT L OGETT) (0 + 12 = M2 + 1)z + OE™))
(1.3)
y en general pasa que [66; 9L (2)]t=0 = w, » donde el supraindice indica la itera-

cion de la derivada. Esto da una nueva expresion de g,

t 1 t
G() =2+ Lt (%tz - Aﬁ) 2241 ()

de donde, evaluando en tiempo 1, se tiene

ptl

go(2) =z 42T + ( 5

)\) z2p+1 +O(z3p+1)

lo que nos muestra que el invariante formal tiene la forma v = % -0

Asi se logra una caracterizacion formal de las transformaciones tangentes a
la identidad la cual serd muy util posteriormente.
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Continuemos ahora con otro caso de interés: p raiz de la unidad. Recordando
las Hj definidas al principio de esta seccion, se tiene para el caso u = 1 la
siguiente restriccion de su coeficiente hy

a
p(ph=t —1)

Entonces, suponiendo que ™ = 1y ™ # 1 si m < n, los monomios resonan-
tes (son aquellos que no se pueden quitar mediante transformaciones formales,
analiticas) son de la forma

hy, =

apz” con k=In-+1,

por lo que f(2) = pz+ > pe, arz® es formalmente equivalente a la transforma-
cion

o0
2 — puz+ E l 1a1zl"+1

z—p <z + Zoo ﬂzlnﬂ) (1.4)

=1 p

La expresion que esta dentro del paréntesis se escribe, por la igualdad 1.2,
como
z— (Z + zrn-l—l + VZQTn-l—l) ,

donde 7 es el natural tal que a, es el primer término no cero de 3" a;z!"*1. Por
consiguiente f es formalmente equivalente a la transformaciéon

z—u(gl) donde w=wpx.

1.2. Clasificacién Topolobgica

Las transformaciones holomorfas f con parte lineal u, tal que u» = 1y
no linealizables tienen un invariante topolégico muy marcado en su estructura
dindamica, ya que si se dibujan las é6rbitas de f en una vecindad del cero de
radio adecuado , éstas asemejan una flor. C. Camacho junto con P. Sad (1982)
y A.A. Shcherbakov (1982) independientemente, demostraron que el invariante
topoldgico es el namero de pétalos de la flor dibujada por las 6rbitas continuas.
El teorema siguiente ilustra geométricamente métodos que nos seran ttiles en
el problema central de este capitulo: la clasificacion analitica.

Teorema 1.2.1 (Clasificacién Topolégica) Sea f € Dif f(C) de la forma:

f(z)=pz+ asz® + asz® + O(z4)
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Con p™ =1 tal que ™ # 1 para 0 < m < n. Entonces o la n-ésima iterada
f™ es la identidad o existe un homeomorfismo h, h(0) = 0 y un entero k > 1
tal que

ho foh™ () = fun(z) = pa(l — )R,

donde k es el primer entero de la forma normal formal de (uz+2§i1 Ajny1 27T
tal que el coeficiente apn+1 es distinto de cero.

Demostracion. Dada f € Diff(C,0) como en las hipotesis y usando un
ntmero finito de las transformaciones analiticas H; utilizadas en la clasificacién
formal obtenemos una H tal que si f(z) = pz + a;27 + O(2T!) entonces H o
foHY(2) = pz 4 pz"+1 + O(2F"+2). Como so6lo nos interesa llegar a eliminar
hasta el término de orden kn + 1 y que el coeficiente de éste sea pu, entonces
H es, a lo mas, composiciéon de kn + 1 funciones H;. Por esta razén H es una
transformacién analitica.

En adelante, cuando se escriba f ésta representara a su transformacion aso-
ciada H o f o H™!, que es méas practica para procesos posteriores. Es decir,
pensaremos en que f ya ha sido “normalizada”.

Viendo primero cémo es la funcién fj ,, en una vecindad del cero tan pequena
como sea necesario, se nota que ésta fija a los 2kn rayos de la forma z = re'™%n
ya que la expresion (1 — z*") es un ntimero real para r < 1. Por esta razén
z/(1— zk”)ﬁ es una homotecia del rayo en si mismo, que al multiplicar por
cae en otro rayo. De donde f} 5, deja invariantes 2kn rayos.

Figura 1.1: Las transfromaciones fi1y f3,1

Se puede ver que 1/(1 — zF")#%s es una funcién multivaluada, que esté bien
definida y es univaluada en las regiones delimitadas por los 2kn rayos para z
en una vecindad del origen. Luego, al multiplicar por z quedan definidos los
contradominios, por lo tanto fj , esta bien definida para alguna r < 1.
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Teniendo lo anterior, se hara el cambio de variable z — (%)k” que llevara
nuestro estudio de una vecindad del cero a una vecindad del infinito. Este cambio
de coordenadas genera una kn cubierta C*¥"l de C* = C U {c0}. Se observa
que la ecuaciéon z=*" = w tiene kn soluciones. Y si se considera que z~*" —
w = 0 es una variedad analitica M en C x C*, no hay que preocuparse por la
diferenciabilidad de sus cartas coordenadas que son funciones de esta variedad
M en C o C*. Mas adelante se tomara el cambio de variable como un tipo
de cartas coordenadas de la variedad z—*" — w = 0, las cuales cubrirdn toda la
variedad M excepto un conjunto flaco. También hay que recordar que los puntos
D1y Pkn C C tales que w(py) = ... = w(pgn), son distintos entre si.Tomando
los cambios de variable anteriores se tienen las siguientes relaciones,

w(z) = z7k" z(w) = wr (1.5)

Cabe senalar que la segunda expresion es multivaluada. Se definiran, por lo
tanto, los subconjuntos (C,*«Um] de la cubierta C**) como (C:[k"] = {p e C*l;
|w(p)| > r,r € R}, donde w(p) es la proyeccion de p en el eje C*. Esto es por que
con las proyecciones de C*/*] en C se trabajara en una vecindad del infinito.

Lo siguiente es transformar f en un difeomorfismo G bien definido en (C,*_Um]
(tan cerca del infinito, como grande sea r)

Se trabajara con G en la C*-coordenada w utilizando el siguiente diagrama

G

/\
Cilenl —= I, ¢ — ¢l

C (C
f

Lk —kn
( 50) ao)a

donde las w; son las cartas coordenadas mencionadas anteriormente. Ademés
estdn definidas con los rangos donde 2~F" no es multivaluada, estan delimitados
por un par de rayos z = e%n con ¢’s consecutivas que cumplen z*" € R*, por
lo que son invariantes de la funcion pz/(1 — z**)%=. Ademas con la transfor-
macién w#n indicaran quienes son los C7. Teniendo en cuenta lo anterior, se
expresa G en las C*-coordenadas w como levantamiento de una funcién g que
a continuacién se desarrollara
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-1
g=2z" 0o fowwn

g(w) = {uw;_ﬁ +l$w—1_ﬁ +O(w_1_ﬁ)} _kn
—kn
g(w) = [uw_ﬁ (1 +w ! +O(w—ﬁ))}

g(w) =w (1 +w O(w_l—ﬁ))_kn

g(w) = (1 wla O(wilfﬁ)) kn
g(w) =

T 14 knwl+ O(w=1" &)
g(w) =w (1 — knw™! + O(wil*ﬁ))

g(w) =w—kn+ O(w_ﬁ)
(1.6)

1 . . .
Como O(w™#n) tiende a cero conforme w se acerca a infinito, se nota que la
funcién g en una vecindad del infinito se parece mucho a la transformacion

w— w—kn

El coeficiente libre —kn puede ser cambiado por —1, ya que las traslaciones
no afectan al infinito. Entonces, por simplicidad, se define g y g, como sigue

g(w) =w — 1+ O(w™) gr(w) =w -1

Las cuales, bajo un difeomorfismo suave por pedazos (o sea con cartas), son

]

levantadas a C;[ "™, obteniéndose, respectivamente,

Se observa que este par de transformaciones son muy parecidas cerca del
infinito, por lo que, a continuacién se define una nueva transformaciéon G, que
nos ayudara a construir un homeomorfismo H tal que conjugue a G con G,.
Z<rg < <rg<rgy (kn)? <
[kn]
3

Sean rg,r1,72,73 € R tales que (kn)

. ., ., *

r1—7rg,To—7r1, T3—79. Se toma la restriccion de la transformacion G en C,. para
. ., ., * [k k

pegarla mediante una funcién suave con la restriccién de G, en (CT([, " (Cig ml

y obtener una transformacién con dominio Cj,

GU . (C:([)kn] _ (c*[kn]
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Esta transformacién queda definida al hacer el levantamiento de g, en las C*-
coordenadas w, que estd expresada como sigue

0 sit<0
1 sit>1
f[; emp(t(til) )dt
fol ezp( t(r,171))dt

donde (t) =

si0<t<1

Se puede ver que ¢ es una funciéon pastel C>°.

G, y G coinciden en (C:ym], lo cual es muy cémodo estando en una vecindad
del infinito. Bastando con probar la existencia de un homeomorfismo H tal que
conjugue G, con G-

HoG,oH™! =Gy

Se hara primero la prueba para el caso n = 1.

Figura 1.2: BUW en una proyeccién w;

Para este caso se define un dominio B U W de manera que para cualquier
punto p € (C,*«([,k"] exista [ € Z tal que G (p) € BUW, donde

B = (C;(Ek”] - (C,*ﬂym] y W= {p € (ijym] : —1 < Re(w(p)) < 0}
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Notando que en B coinciden G, y G, sera definida la transformacién H
como la identidad en B. En lo siguiente hay que pensar en C;*" como una
variedad con cartas en C* (que eran las cartas (w;-1,C})). Se define el conjunto
L = {w(p) € C* : Re(w) = 0,p € (C:[[)k"]}, que es una transversal para las
trayectorias de G, y se define una funciéon H ahi tal que haga conmutar el
siguiente diagrama

- GT(L)

l E

—=Gy(L)

Dado que g; y g, son muy cercanas en su respectivas cartas, sus levan-
tamientos cumplen que d(G-(p), G,(p)) < € en una vecindad del infinito sufi-
cientemente grande, como es (C:ym]. Esta cercania ademés permite que G, (L)
y Gy(L) sean homotépicos, y como no tienen autointersecciones (ya que L es
transversal a sus trayectorias), también son homeomorfos a L intersectado con
C;*¥" Por 1o tanto la conjugacién H como funcién continua estd bien definida.
Ademés Ly G (L) son la frontera de W. Entonces, por el Teorema de Extension

de Tietze, H se extiende a BUW vy se define H en (C:ym] como sigue:

G;l oHoG.(p)=H, dondelestal que G.L(p) e BUW.

Esta H puede no ser el homeomorfismo deseado, ya que la 6rbita o de G,
desde un punto en L a un punto en G, (L) bajo H no necesariamente cae sobre
la orbita § de G,, desde L a G,,(L); pero como éstas coinciden en los extremos,

las condiciones de las r; aseguran que H(«) y B son homotopicas. Asi que, salvo
por una homotopia, H es el homeomorfismo deseado.

Solo falta mencionar que H fue definido en las cartas (w; ', C*) las cuales
cubren (C:Um] excepto por un conjunto de medida cero (lo que no impide que H
sea extendida continuamente).

Para los casos en que n # 1 se hacen algunas modificaciones. Primero W :=
{w(p) € C*: —n < Re(w) < 0,p € C*F")} luego, cabe remarcar que en el caso
anterior se tenia

9:C; = C,

y para este caso sucede que
g:C; —Cj con i#j

Como consecuencia de la rotacion que genera p sobre los ejes invariantes (los
cuales son las fronteras de nuestras cartas). Luego, también es necesario definir
H en base a que conmute el siguiente diagrama
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donde G7 y G} son levantamientos de las funciones g2", g;", respectivamente,
en las C*-coordenadas w. Entonces

g":Cix — C;

Y asi se construye H notando que la definicién es sobre n cartas. Estas cartas
son por las que pasa un punto w(p) al iterar n veces g, antes de regresar a la
carta en la que comenzo, y para cada punto en ellas existe una [ € 7Z tal que
G! (w) € BlUW. Definiendo H como la identidad en L y B. Luego extendemos
H como en el caso anterior.

Para terminar, solo nos falta pasar G, a las coordenadas-z utilizando el
primer diagrama

= —kn
fkn:wk" o0groz

fkn(z) — (kan o 1)%

1
fkn(z) _ (Mfknszn (1 o an)) kn
(en este paso se retoma la u, que se perdio al pasar f a las C*-coordenadas w)

Jin(z) = piz (1 — 2Fn) =
(1.7)

Cabe notar que este Teorema también puede enunciarse diciendo que f es
topolégicamente equivalente a la transformacién a tiempo 1, g1, a lo largo de
las soluciones de la ecuacién diferencial 2 = &(z), donde @(z) = 2PT1.

1.3. Clasificaciéon Analitica

En la seccion 1 se obtuvo una clasificacion formal de los gérmenes de transfor-
maciones conformes Dif f(C,0). Esto conduce a una buena pregunta: jcuando
una transformacion f € Dif f(C,0) es analiticamente equivalente a su forma
normal formal?. Como en la primera seccién, la respuesta a esta pregunta no
es trivial. Si se retoma el limite H de las Hy, que conjugaban a f con su for-
ma normal formal, se puede ver bajo qué condiciones H es analitica. Para este
efecto, se recordara como son los coeficientes hy, de estas funciones:
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Ak,

hi, = — T donde p es la parte lineal de f.
p(l — pki=t)

Observando el factor 1/u(1 — u*~1) y recordando que la analiticidad de f
(vista como una serie) depende de la existencia de un radio de convergencia,
expresado como limsup, . %/|hx,|, se tiene que p* no debe de aproximarse
a 1 demasiado, pues de lo contrario el coeficiente hy, crece en norma sin cota
superior arruinando la existencia del radio de convergencia. De esto se pueden
observar tres casos: que u sea igual a 1, o raiz n-ésima de la unidad, o de la
forma 1 = €™ con 6 irracional. Para los dos primeros quedé claro que f no es
ni siquiera formalmete equivalente a su parte lineal. En el tercer caso si se tiene
la equivalencia formal; pero recordando que la iteracion de €27 es densa en
la circunferencia unitaria, muchos de los coeficientes hy, van a crecer en norma
sin cota superior alguna. De hecho tanto Siegel como Yoccoz dieron ejemplos
de transformaciones de la forma f(z) = 2™z + ... que no son analiticamente
equivalentes a su parte lineal.

Una situacion completamente distinta se observa si la norma |u| es distinta
de 1. En efecto, en este caso resulta que f si es analiticamente equivalente a su
parte lineal; este teorema fue demostrado por Schroder (1820) y Koenings(1884)
y se demostrara en el siguiente punto.

1.3.1. Teorema de linealizacién y dinamica de los difeo-
morfismos tangentes a la unidad

Entre los casos que se obtienen en la clasificacion analitica de Dif f(C,0), el
de || distinto a la unidad es el mas sencillo; ademaés, tiene varias demostraciones.
A continuacién se da una demostracion bastante accesible.

Teorema 1.3.1 (de Linealizacién de Schroder,Koenings) Sea f : (C,0) —
(C,0) un germen de transformacion conforme tal que f'(0) = u, |u| # 1. Bajo
estas condiciones, f es analiticamente equivalente a su parte lineal.

Demostracion. Se hara la demostracion en dos casos: |u| < 1y |u| > 1. Como la
construccion de la transformacién analitica h que va conjugar a f con su parte
lineal en los dos casos es casi idéntica, se construird h sélo para el primer caso y
para el segundo se mencionarin las respectivas modificaciones para que funcione
la construccién.

i)Suponiendo que |f'(0)| = |u| < 1, y como por hipétesis se tiene que f’ es
analitica, existen constantes v, r € R*, v < 1 tales que |f/(2)] < v < 1 para
|z| <r.Sia:[0,1] — (C,0) es una curva que cumple las siguientes condiciones
a(0) =0, a(1) =z y a(t) = tz, entonces
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mz/fmmmw@w
/f @ﬂséﬂﬂ@k%sﬁUMﬁ

IF ()] < vlz

Ahora, componiendo f consigo, misma se tiene que

[f2(2)] = F(F ()] < vIf)] < el

y asi, para toda n, se puede ver que la composiciéon n-ésima f°" satisface la
desigualdad

[f7 < vzl (1.9)
Considerando la sucesion de funciones h, : (C,0) — (C,0) definida por
o
pr’

queda demostrar que h,, converge uniformemente en |z| < r a una funcion h.
Notando que

hn(2) =

on+1 on P
heante) = Lor) _ JU2)

y por (1.9), se concluye que hg+1 y hg tienen un cero del mismo orden en cero;
lo cual permite tener la siguiente expresion

h z)
hn-‘rl H k+1 )

Como

hie1(2) _ fURR) b f(e)
hi(2) prrt ok (z)  pek

donde z;, = f°F(z), y recordando que

&) _yyop)=1+e6
2 =140() =144

(va que &(2) es de orden al menos 1), es posible la desigualdad [£(z)] < (|z],
|z| < r <1 para alguna 8 > 0. Entonces se tiene que
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hey1(2) _ f(2)
hy(2) oz
obteniéndose asi otra expresion para las h,,

=1+4+¢&(z;) ,con |zx| <,

hns1(2) = ha(z H 1+ €(zk))

De donde la sucesion converge si el producto [[r- (1 + £(zx)) converge.
Para demostrar la convergencia del producto anterior basta recordar el siguiente
criterio de convergencia de los productos infinitos.

Lema 1.3.2 El producto [[,—,(1 + ax) converge si la serie Y 1" |ou| converge
y ningun factor 1 + oy, es cero.

En este caso se tiene que |£(z1)| < Blzk| = B]f°%(2)| de donde

o0 oo
ICOIE SEIECIE AREIE) i
k=1 k=1 k=1
La serie Z;C’:l V¥ converge pues v < 1; entonces, por el lema 1.3.2, el pro-
ducto [Tp2; (1 + &(z)) converge uniformemente. Luego, solo falta verificar que
la funcién limite h = lim,,_, o, hj es la que conjuga a f con su parte lineal

ho f(z) = lim ha(f(2)) = lim [7UE) g 1770

n—oo ur n—oo ‘un+1

= ph(z)

O

¢i)Cuando |p| > 1 hay que considerar a f~'(2) = 5 2+0(2%), que es la inver-
sa de f. Del inciso anterior sabemos que existe h biholomorfismo que conjuga a

7! con su parte lineal. Y justo la inversa de h conjuga a f con su parte lineal.
|

El Teorema anterior permite ahora concentrar el estudio de las transforma-
ciones conformes en (C,0) a los casos cuando |u| = 1. El caso en el cual se
profundizara es cuando f es tangente a la identidad. Sucede que las series for-
males que conjugan a f € A, con su forma normal formal f, » en general son
divergentes, pero Poincaré se dio cuenta que partiendo el dominio en secciones
con vértice en el cero se obtienen expansiones para transformaciones analiticas
que conjugan a la funcion inicial con su forma normal en cada seccion. Por esta
razén se definird una cubierta abierta de la vecindad agujerada, con sectores de

la forma
W(jl)‘ <7r ﬁ)}
S;i=4qz:larg(z) - — | <a,a€ | —,—
! { =) p 2p’ p
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Donde p + 1 es el exponente del primer término no lineal distinto de cero.
Se observa que estas secciones contienen a los rayos invariantes de z/(1 — zp)%,
de la clasificacion topologica de f; éstos marcan cémo se acerca f al origen en
cada seccion. La primera descripcion de la dindmica inducida por iteraciones,
f" con n € Z, de f en una vecindad del cero se remonta a la tesis de Leau
donde se encuentra la primera versién del Teorema de la Flor:

Teorema 1.3.3 (de la flor, Leau) Sea U una vecindad del cero, sobre la cual
estd definida el germen de transformacion conforme tangente a la identidad f.
Aungue se encoja la vecindad U, existe una cubierta de U—{0} por 2p sectores S;
abiertos, dispuestos alrededor del origen como los pétalos de una flor alrededor
de su corazon, sobre los cuales la dindmica de f es contractante en unos y
dilatante en otros.

Figura 1.3: Flor seccionada

Numerados por 7 = 1,...,2p, los p pétalos atractores corresponden a los
sectores S; con j par y los pétalos repulsores son los S; con j impar. De donde
se obtiene

f(S;)cS; y lim [f°"(2)|=0 sij es par,

FHS) TSy y lm [fo7(2)| =0 sij es impar
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Mads aiin, sobre cada pétalo, se tiene una estimacion del tipo

Cl|

|fo(2)] < m

para una constante C' > 0.

Demostracion. Para efectos de la demostracién se usara el cambio de variable
z — —1/pzP, el cual transforma a las secciones S, alrededor del cero en los
abiertos

Si={w:|w|>r>1, |arg(w)] <7 —0 con &< sen(d) <1} sij es par,

S;={w:|w|>r>1, |arg(w)| >0 con e< sen(d) <1} sij esimpar

Analogo a lo que sucedi6é en la Secciéon 1.2 se observa que al levantar f con el
cambio de variable z — —1/pz? se obtiene la expresion:

f(w) =w+1+ R(w),
donde R(w) es de orden O(‘—Ulj‘) Por esta razon, en una vecindad del infinito

con la eleccion de una r suficientemente grande se puede suponer que | f (w) —
(w+1)] < e <1 en cada secciéon S‘j‘ Con la propiedad de que f es muy cercana
a la transformacién Id 4+ 1 se construira la constante Cp, tal que |f°"(w)| >
Co(|w| + n). Para esto se encontrara el minimo de una funcion F : § — R.
Con el proposito de trabajar con iteraciones positivas se toma S*j con j par. La
funcion se deduce de las siguientes desigualdades:

Figura 1.4: Tteradas de f
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larg(fo" (w) — w)| < 2arctan(e/(1 — 52)%).

Esta desigualdad muestra que las iteraciones de f en w se quedan en una regién
. . . 1
delimitada por los rayos w + t - exp(&i2arctan(e/(1 — €2)2)) con t € RT,

n—1

=0

MMWNP+H+EXJR@Wmﬁzm+m23 (RO w))
[P w)| > w4 n| - ne (1.10)

de donde se tiene

[For(w)| _ -+ ]~ ne i)

|w] +n |w] 47

Figura 1.5: :
[ ]

Si se encuentra un minimo o una cota inferior de F(w,n) = |w+n|—ne/|w|+n
entonces éste sera cota inferior para | fo™(w)|/|w| + n. Las variables que se van
considerar para encontrar la cota van a ser el arg(w) = « y n; se considerara
w de norma constante p. Otra cosa a ver, es quién va ser nuestro dominio en
este caso. Como S*j es una regién simétrica respecto al eje real, el dominio sera
[0,7 — 0] x RT, que es cerrado para asegurar la existencia de un minimo. Si se
considera el tridngulo con vértices A = 0, B = pe’® y C' = pe'® +n, nos interesa
saber cuando la longitud del lado |AC| = |w + n| es la minima respecto a .
Usaremos los siguientes hechos geométricos derivados de la ley de cosenos:

Lema 1.3.4 Si dos tridngulos ABC y A’B'C’ tienen dos lados congruentes
|AB| =|A'B’|, |AC| = |A'C’| y LABC > LA'B'C" entonces |AC| > |A'C’|
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Lema 1.3.5 Sea ABC un tridngulo del cual se conoce la longitud de sus lados
AB, BC y el angulo que forman entre ellos ZABC, entonces

|CA|* = |AB|* + |BC|? — 2|AB||BC|cos(£ABC).

El primer Lema indica que el minimo para | AC| es cuando el 4ngulo ZABC =
m—a es minimo, que justo pasa cuando o = w—6. Ahora se encontrara el minimo
de la funcion g(n) = |w + n| — ne/|w| + n respecto a n variando en R*. Usando
el lema 1.3.5 en el tridngulo ABC se tiene la igualdad

|CA|* =|AB|*> + |BC|* — 2|AB||BC|cos()
, 2
pei(m=0) 4 n‘ =p® +n? — 2pncos(), (1.12)

que simplifica la funcion g(n) = F(w,n)

/P2 +n? —2pncos(0) — ne
B p+n '

g(n)

Derivando la funcioén se obtiene

(n) = p(1 + cos())(n — p) — pe+/p® +n* — 2pncos(6)
g'(n) = Py :

que al igualar a cero y elevar al cuadrado, se llega a la siguiente ecuacién cua-
dréatica
n? — 2npa + p> =0,

2

donde a = (1 - mws(@)) / (1 - W) De donde se obtiene que

g’ se anula en

nlzp(a— a2—1) y ngzp(a+\/a2—1)

Y con algunos calculos se obtiene que ¢’(a) < 0, para e suficientemente pequena
g'(a) < 0, de donde concluimos que ny es el minimo que buscamos. Luego
entonces

g(n) > g(n2),

obteniendo la constante deseada

\/(a+ Va2 — 1)2 +1=2(a+ Va2 —1)cos(d) — (a+ Va2 — 1) cos(f)

Co = ,
0 l+a++vVa?2 -1

por lo que se tiene
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|fo(w)| > Co|w| + n).

De aqui ya es facil regresar la constante a los abiertos S;. La demostracién
cuando las iteraciones son negativas es analoga.

1.3.2. Cadenas normalizadoras

Como sucedi6 en la seccion 1.2, el estudio de los difeomorfismos tangentes a
la identidad o con parte lineal raiz de la unidad, va ser pasado de una vecindad
del cero a una vecindad del infinito. El cambio de variable £ va tomar en cuenta
la forma normal formal f, » de f, pues se quiere que conjugue a f, » con la
traslacion Id + 1. Para ello basta encontrar un cambio de variable que mande
al campo wp » = w al campo constante 1% en cada seccion S;.

Recordando que w como campo vectorial de S; estd contenido en el haz
tangente 7'S; de S; y suponiendo ademds que ¢ es el cambio de variable y
S; = £(S;), tenemos el siguiente diagrama

3

Sj—>§j

(id,w)l (id,l)l

D ~
TS, 25 73,

Donde D¢ en cada punto z de S; es una transformacién lineal entre T.S; y
TS’j. Como éstos son de dimension 1-compleja, DE es un valor complejo para
cada z € S; y el campo en S; es igual a DE(2)w, 2(2). La solucion de la siguien-
te ecuacién permite encontrar explicitamente el cambio de coordenadas €. En
efecto, de la igualdad

DE(z)wp\ = 18i (S; tiene w-coordenadas)
w

se tiene,
opt+1
D =1
y por lo tanto,
1+ AP
D¢(z) = 1

Integrando de zp a z
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14 As?
6(2) - &) = [ TETds

S TS W .
/Zosﬁ+gdsﬁ%+mn(z)%.

Finalmente,

&i(z) = ;71 + Mog(z), (1.13)

el cual sobre el sector S; es un difeomorfismo pues ahi est4 bien definida una
rama de logaritmo y no contiene al cero.

De la seccion 1.1 tenemos que si f € Dif f(C,0) es tangente a la identidad,
entonces es analiticamente conjugada a una transformacion f tal que

con N tan grande como sea necesario. Por lo que, en adelante, se pensara a f
como f. Por esta razon, al aplicar el cambio de variable £ a f se obtiene

f&) =¢+1+R(E)

con R(&) = O(6~M) y donde M es tan grande como se desee, ya que depende

de la N elegida anteriormente para f .Y todo esto esta definido en cada sector
s

Sj, que es el complemento del conjunto {£ : |arg(§)| < § — a, || < K} con

ae(0,7)y K(§) € RT tal que |R(§)| < e sij es impar (si j es par el conjunto
es {{:larg(§) — 7 < § — o, €] < K}).
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Figura 1.6: :

En este caso se obtendra una funcion analitica H; en cada S; que conjugue
a f con la traslacion id+ 1. Se debe notar que el problema son los impedimentos
para poder pegar analiticamente todas las H ; en una sola funcién. Sin embargo,
se construiran funciones de pegado entre H iy H j+1, ¥ esta coleccion de fun-
ciones va ser la que determine la clasificacion analitica buscada. Pero primero
se demostrara que las H ;j siempre existen.

Teorema 1.3.6 (de normalizacién para un sector) En todo sector S; de
la cubierta antes mencionada, existe una tunica transformacion holomorfa H;
de la forma

z — z+ hj(z), hj(z) = O(zP*h)

la cual conjuga a f con su forma normal formal

— 41 —
fp,)\ =Yu, x> Wp A =
Demostracion. Como se venia viendo, la construccién de H; serd en la &-

carta; i.e. H;(€) = € 4+ hj(z), € € S;. De donde H; = ¢ ' o H; 0 €. De la
condicién de conjugacion se obtiene una ecuacién funcional

(1.14)
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Rj+il,jof~:ilj y Rj:iljfil,jof (].].5)

de la cual iterando la segunda con f por la derecha se obtiene que

Ro f" =ho fo" — ho fortl, (1.16)

Tomando la serie > " jRo f°" y haciendo uso de la igualdad (1.16) se observa
que laserie 307 ho fo —ho fo"*1 es telescopica. Por lo tanto h = .00 Ro f°".

Suponiendo que j es par, del teorema 1.3.3 se tiene, para alguna C € RT,
la desigualdad |f°™(€)| > C(|€| +n) > Cn y, por lo tanto, |R; o f| < Cyn~M
pues R; es de orden — M. Entonces, como M es tan grande como sea necesario,
la serie que representa a Bj es absolutamente convergente en Sj y por lo tanto
es analitica en esta region. Ademas cada término de 2 Ro fom tiende a cero
conforme £ se acerca al infinito, por lo que Hj &—O:Id.

Ahora supongamos la existencia de una G‘j que también conjugue a f con la

traslacion Id+ 1. Como G 7 = Id+ gj, se tiene que g; cumple la misma ecuacién
funcional (1.16)

gi=9gjof+ Ry
por lo que §; = h;, luego entonces H; es tnica.
|

Observemos ahora que S;j [ S;41 esta contenido en el semiplano superior si
j es impar (en el semiplano inferior si j es par). De como se construy6 cada S’j,
se sabe que la £ que acota a R(£) puede ser modificada para lograr que un semi-
plano superior bajo la accién de la traslacion tenga como region fundamental
a S’j N §j+1. Asi se puede hablar del espacio cociente S‘J/f que es biholomorfo
a una esfera de Riemann doblemente agujerada y de la relacién entre las re-
giones fundamentales de S;/f y Sji1/f, se puede definir la siguiente coleccion
de funciones

¢0:(C,0)x {j} ——=(C,0)xj+1 si j es par

@ :(C,00) x {j} ——=(C,00) x j +1 si j es impar

La cual es conocida como el moduli de la funcion f. Ademas, el hecho de que
estas funciones sean holomorfas o no, depende del siguiente resultado.

S.
Proposicién 1.3.7 El espacio cociente —~ conserva una estructura analitica
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Nota:La demostracion de esta proposicion depende de la teoria de transforma-
ciones cuasiconformes. Esta teoria estudia las transformaciones que van de una
variedad holomorfa M de dimensién n compleja a la misma variedad M, pero
vista en dimensién 2n real con cartas no holomorfas. Este tipo de funciones dejan
una huella de la estructura holomorfa que se perdio6, que cuando dim¢(M) = 1,
se mide usando la uno forma

of of
= —dz + ==dz,

0z 0z
donde dZz mide la parte antiholomorfa de la funciéon. Cuando se obtiene una
estructura cuasiconforme que preserva angulos, entonces se dice que la estruc-
tura es integrable. Para saber si una estructura cuasiconforme dada por f es
integrable se usa la ecuacidn diferencial de Beltrami udz/dz, donde p = %/%,
que da condiciones suficientes en el siguiente teorema

Teorema 1.3.8 Para la integrabilidad de una p-estructura cuasiconforme defini-
da sobre una variedad M de dimension 1 compleja con la correspondiente ecuacion
diferencial de Beltrami pdz/dz, es suficiente pedir que u sea continua y satisfaga
la desigualdad |u| < k < 1.

Cuando se tiene una funcion f de C* = C- {0,000} a S que define una estructura
cuasiconforme y u, de la correpondiente forma diferencial, se puede extender a
los puntos 0, co, decimos que f es regular. Con esta definicién y el siguiente
Corolario se demuestra la Proposicién 1.3.7

Corolario 1.3.9 Sea f : C* — S una funcion regqular. Entonces eziste una
funcion conforme H : C* — S; esto nos dice que S tiene el mismo tipo conforme
que C* o sea que un anillo o un disco punteado.

La Proposicién 1.3.7 muestra que la coleccién de funciones que se define antes
es holomorfa. A continuacién seguiremos estudiando el atlas S; que se definié
para el Teorema 1.3.6.

La construccién de un atlas (S;, H;) con j = 1,...,2p fue dada por Fatou en
1920. Pero no fue hasta los anos 80 que S.M. Voronin, J. Ecalle y B. Malgrange
comenzaron a trabajar en las funciones de transicion definidas en S; () Sj41.

Las funciones de transicion se definen como

(I)j = ~j+1 OHj_l : §j+1 ﬂgJ — ngrl ﬂgﬂ

Donde H ; es la transformacién que conjuga a f con la transformacion Id+ 1
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Sj &j
fp,>\
H; S_j &5
H;
D, S]+1QS] e e >gj+1ﬁ
\ :
Hj Sj+1 n Sj
& -
Sji1 e e, > S
Hjy)
fp,>\
Sj+1

Se observa que las transformaciones H 5y H j+1 conjugan a la funcién f con
la traslacion Id + 1 en Sj11()S;, de donde la composicion ®; = Hjiq o H;l
cumple las siguientes igualdades

J
=Hj 1 0H; oHjofoH; "
=Hji10foH;"
=(Id+1)oHjpy o H'
®jo(Id+1)=(Id+1)0dy, (1.17)

por lo tanto, (ij conmuta con la traslacion Id + 1.

Como @, es la funcion de transicion y ésta parece tener una relacion estrecha
con la identidad, se observara qué tanto se parecen estas funciones en el infinito.
Para ello, se hara uso de la transformacion de correccién ¥; = CIDJ- — Id. Esta
transformacion es periddica de periodo 1.
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(1.18)

Entonces ¥; tiene expansion en series de Fourier W;(¢) = 0,7 _ aq;e?mi,

Se retoma el hecho de que las funciones h;(€), ;41 (€) %) , las cuales son
las diferencias entre H i H j+1 ¥ la funcién identidad, para concluir que i)(f) =
&+ 0(€7™). Lo cual sirve para asegurar que la serie tiene términos libres igual a
cero para toda j # 2p; en efecto, ya que las cartas &; alrededor del infinito sobre
las secciones S; cumplen que & = &;41 en S;41 N Sj, salvo en Sy, NSy porque
la funcién Aln(z) no es continua alrededor del cero necesariamente. Entonces
para no perder la continuidad es necesario tomar &, = &1 + 27iA lo que se ve
reflejado en la expansiéon de series de Fourier de Wo, con un término libre.

Ahora se observaré el comportamiento de I'm(€§) en S’j N §j+1, ya que la
norma de los términos €?™1"¢ depende de I'm(¢). Cuando j es impar la parte
imaginaria de £ € S;N S;41 cumple que I'm(€) > ¢, para alguna ¢ € R*. Por lo
que —1I'm(€) < 0. Entonces los términos a,, con n € Z~ crecen sin cota, pues
|e2™n| tiene como exponente real al positivo —27nIm(¢), cuando ¢ tiende a
infinito. Como la serie de Fourier es convergente en una vecindad del infinito
implica que satisfacen a,, = 0.

V(&) = aje™  j=1,3,...,2p— 1(impar)
=1

Cuando jesparlaé € S’jﬁgﬂl tiene parte imaginaria I'm(§) < —c. Analogo
al caso anterior, los términos a, con n € Z™ son cero; de donde

—00
\I/j (6) = Z aj,le%”'l& j = 2; 4a ) 2p - 2(par)
=1

Dado que en ggp N S, se tienen problemas, se debe hacer una correccion a
&2p, O sea tomamos Ez, — 2miA para que esté bien definida Wq, : Sy, — Si.
Obteniendo

Wop(§) = —2miA + Z agp €2 .
I=—1
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Como se quiere que las correcciones ¥; tiendan a cero exponencialmente se
toma Vo, = Wy, + 2mi\ para este caso.

> oo
05E)] < S Jagalle®™™ = 3 Jajple2mlHITmel

11 =1

Mediante la desigualdad anterior es facil notar que ¥; decrece exponencial-
mente exp(—c|{|) a cero cuando [Imé| — oo sobre el dominio de ®; para j # 2p.
En las z-cartas decrece como exp ( —5 |. Hay que hacer una observacién para

[z[P
ver que pasa lo mismo para @9,

HyoHy ' =& o (Id — 2mid + Uyl
= &7 (&2p — 2mid + Uy 0 &)
=& o (& + Uap08op)

—Id+0 (eXp (ﬁ)) : (1.19)

Queda asi definida la coleccion de funciones H = {Hj, ..., Hap}, la cual es
conocida como cocadena funcional de f y la coleccion §o H = @ = {P1,..., Doy}
nombrada como cofrontera iterativa dado que ®; = Hjii0 Hj_l. Todo esto lleva
a definir el conjunto de moduli.

Definicién 1.3.10 Consideremos la cofrontera iterativa ® = {<i>1, . .,i)gp}.
Dos cofronteras iterativas son consideradas equivalentes D~ D, si y sdlo si
' = (Id—a)o®(Id+a) para alguna o € C. El conjunto de clases de equivalencia
de las cofronteras iterativas es denotado por M;/\.

Observando la definiciéon de la equivalencia entre cofronteras iterativas en
las coordenadas &, nos preguntamos ;como se pueden definir éstas en las z-
coordenadas?. Recordando que £, como cambio de variable, conjuga a ¢g< con la
traslacion Id + «, y considerando la coleccién G = {Gh, . .., Ga,} definida como
G; = g3 o Hj, se tienen las siguientes relaciones

9 0 95 0 Hj = g5 0 g0 Hj
=gooHjof
gi} o Gj = Gj o f (120)
Luego entonces, la coleccion G también es una cocadena funcional de f,

por lo que H no es tnica. Ahora, suponiendo que existe otra coleccion G que
también normaliza a f y observando el siguiente diagrama
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<.
[

t
@

< ~
hy j:
—

<.
<.

Px
k@x

N0 I

n
~
U
E
A

Ne—0 i

se tiene que G o H i ! conmuta con la identidad. De manera analoga a lo hecho
con <f>j, se concluye que éj o ﬁj_l es periddica de periodo uno; ademés, como
esta definida en el semiplano derecho o izquierdo S}, y se puede extender a todo
el plano, también es entera. Del teorema 1.3.6 se tiene que h; y g; estan acotadas
en S’j, por esta razon ﬁj_l +gjo ﬁj es acotada y se extiende a todo el plano.

Por el teorema de Liouville, es constante. Entonces, G‘j ) H;l =Id+ec.

Por lo tanto, hemos probado que la cadena funcional H es tunica salvo com-
posiciones con las transformaciones ¢g& con a € C.

Todo lo que se demostr6 anteriormente se resume en el enunciado del sigui-
ente Teorema.

Teorema 1.3.11 (de Normalizacién Sectorial) 1. Para cualquier germen
f del conjunto A, ezxiste una cadena normalizadora

H = (Hi,...,Hy),

donde las funciones H; son biholomorfas en el sector S; de la p-cubierta
y conjugan a f con su forma normal formal fp x.

1 ..
2. La cofrontera de la cadena 6oH = {Hji1 0 H; "} es una coleccion de
transformaciones con una correccion respecto a la funcién identidad que
decrece exponencialmente conforme z — 0:

|Hyy1 0 H7A(2) — 2] < eap (—)

|2[P
para alguna ¢ > 0 que depende de f.

3. La cocadena mormalizante es inica salvo composicion con la transforma-
cion a tiempo o (o € C) a lo largo de las soluciones para el campo wp z:
cualesquiera dos cadenas normalizantes G, H satisfacen que G = g5 o H
para algin complejo o

Todo lo anterior se logré mediante el uso de conjugaciones de f con su forma
normal formal en cada sector S;. Pero si ahora se considera el cambio de variable
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7y =& o H;=H;og, (1.21)

éste conjuga a f con la traslacién Id+ 1. Entonces el espacio g/f es equivalente
al espacio cociente del 7;-plano bajo la acciéon de la traslacién I'd + 1. También
bajo este cambio de variable se tienen las siguientes igualdades

— -1
Qj=Tjt107; 7,

y andlogamente a lo hecho en las £-coordenadas, se obtiene

— 00

(i)j(Tj) =T7; + Z ¢;jexp(2milT;) para j impar,
I=—1
— 00
Doy (T2p) = T2p + Z ¢;,1exp(2milTap),
I=—1

— 00
Di(1j) = 1) + Z c;exp(2milT;) para j par.
I=—1

(1.22)

Se observa que el espacio S’/f bajo el cambio de variable 7 es un cilindro con
estructura conforme no Hausdorff y notamos que al aplicar la transformaciéon
v;(1;) = exp(2mit;), esta superficie se convierte en una esfera de Riemann C
doblemente punteada (ya que no tiene ni el polo norte(co) ni el polo sur (0)).
En esta superficie podemos definir una ¢; tal que conmute el siguiente diagrama
cuando j es par.

3,
75 (S5 N Sjp1) ——= 75 (S; N Sjt1)
lempo%ri lempo%ri
(C,0) x {5} —2> (€,0) x {j + 1}

Donde

C,0) es cambiado por (C,c0) cuando j es impar. Observando ahora las
series (1.2

(
1.22) se logra obtener una expresion de ¢,
¢j(vj) =exp (27r ('rj + Z cj,lexp(QWilTj)))
=vj (exp (27m' Z cj,lué))

=v(1+ ¢;(v;))
(1.23)
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De esta coleccion de funciones holomorfas se da otra definicion de conjunto
de moduli M7

Definicién 1.3.12 Considera el conjunto de las colecciones ¢ = (¢1, ..., ¢ap)

_ b; -

de gérmenes de transformaciones (C,0(oc0)) x {j} —= (C,0(0)) x {j + 1}
con parte lineal la identidad para j < 2p y ¢y,(00) = 1. Dos colecciones ¢, ¢’
son equivalentes si existe C € C tal que

¢joC =C¢]

El conjunto de clases de equivalencia de las colecciones ¢ es denotado por M; A

Ahora ya se tienen los elementos para enunciar y demostrar el teorema cen-
tral del capitulo.

Teorema 1.3.13 [Clasificacion Analitica,Ecalle-Voronin] Exziste una funcion
Ap iy — MG\ con las siguientes propiedades

1. Si f y g en Apx son analiticamente equivalentes, entonces Wy = Hyg (in-
varianza,).

2. Si Wy = Wy, entonces [y g son analiticamente equivalentes (equimodali-
dad).

8. Para cualquier clase [¢p] € M | existe una funcion holomorfa f en Ay, »
tal que [¢] = p} (realizacion).

Demostracion 1.)Si f y g son gérmenes de A, 5 analiticamente equivalentes,
entonces existe una funciéon h holomorfa tal que ho f = go h. Sean H y G
las cocadenas normalizadoras de f y g respectivamente, de donde se obtiene lo
siguiente

=
<~ 7 =
2 @
Q@

N
n
-

fo.a

<
-

o

l L‘m
=
o

De este ultimo diagrama se observa que G o h también es una cadena nor-
malizadora de f. Por el teorema 1.3.11 se sabe que G o h = g o H; para alguna
ce Cyparatoda j=1,---,2p; entonces,

—C
w

Gj+1 (0] G] = gf) [e] Hj+1 ] ijl Og
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G _ ¢ H
Q7 =g 0P o

que en las coordenadas 7 se ve como

FG _ = H
(I)j = ([d—i—c)o(I)j o(Id - c).
Por lo tanto las colecciones ¢© y ¢ son equivalentes.

2.) Sean %, puy € M,y equivalentes y donde p}, py son el moduli corres-

pondiente a f y g respectivamente. Luego entonces las colecciones &/ y &9 se
pueden deformar mediante traslaciones Id + ¢ para que éstas coincidan, para
tener las siguientes igualdades

||
Al
Qz

(1.24)

Como H; y G; comparten dominio y rango, se puede afirmar que Hj_1 oG
esta bien definida en cada sector S;. Por la igualdad H. oG} HJle 0G4 se
tiene que Hj oGy H +1 o Gj41 son idénticas en la 1ntersecc1on S;N 841, las
funciones se pegan anahtlcamente en la interseccion con la funmon identidad.
Por consiguiente, se obtiene una funcién H ! oG analitica en el disco agujerado.

Ademés, conociendo H; y Gj, se tiene que en cada sector
lim H-'oGj(z2) =
z—0 7 j( )

Por lo tanto el 0 es una singularidad removible de H~! o G = h, entonces h es
una funcion analitica que conjuga a f con g.

3.) Se toma put € M’ o ¥ la p-cubierta {S;};=1,..2p del disco agujerado,
cuyos abiertos asociamos a un atlas con cartas (Sj,zzj_1 = Id) donde z; : §; —
C x {j}, pues se considerara el espacio S como el cociente de la unién disjunta
]_[?i 1 S; bajo la accién del moduli funcional ®. Por la construccién de este

espacio es facil probar que es homeomorfo al disco agujerado.

Sobre S se construird una funcion Hy con ayuda de una particién de la
unidad {6;};=1, .2, subordinada a la p-cubierta, cuyas derivadas crecen no mas
rapido que una potencia (negativa, que depende del ntmero de la derivacion)
de |z;| en cada abierto de la cubierta.

H028—>D*

donde D* es el disco agujerado y Hy se define como

2p
HO = Z Gij.
j=1
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Hay que notar que fuera de las intersecciones S; N S;41 la transformacion Hy
se comporta como la funcién z;, asi que justo ahi es holomorfa. Por esta razon
basta ver que la ecuacién de Beltrami se cumple en las intersecciones donde Hy
se ve

Ho |s;n8,40 = 205 + 2j+10j41
= 2j(0; +041) + (zj+1 — ;)01
zj +(®;(z5) — 2j)0j41,

por lo que su parte antiholomorfa queda

GHO - aZj 8(‘1)] 0 ZzZj— Zj)

E = -

9011
0z

9011

011+ (@) 0z — 25) 2%

= (®joz —z)

Por las condiciones sobre el crecimiento de las derivadadas que se pidieron
para la particion de la unidad y de las propiedades de ® — Id, se sabe que la
parte antiholomorfa de Hy decrece exponencialmente cuando z; — 0, entonces

la norma de la ecuacién de Beltrami pp, = 6;;" %

|ro| =50

Y de las propiedades de pp,, las cuales se pueden consultar en [Ah], se tiene
que

|UHJI| = |pm, © H(;1|

. oHy ' ,0H,!
de donde podemos concluir que —52 75— decrece a cero. Por lo tanto cumple
la ecuacién de Beltrami y es regular, entonces por el corolario 1.3.9 existe un
difeomorfismo G : D* — C tal que H = G o H;' es holomorfa y también
se obtiene que S tiene la misma estructura conforme que D*(que es el disco
agujerado).

Ahora, considerando la funcién fy : S — S inducida por f, x, se observa
que esta bien definida en este espacio cociente, pues f, » conmuta con ® (por lo
cual no hay problema con el representante que se tome). Es importante notar
que fo es analitica en la estructura conforme de S, y que esta bien definida en

la cerradura (S). Entonces, considerando la funcion f, que es conjugada por H
con fj
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fo

S—=S§

HT HT
S *
D* —— D~

es analitica en D*, pero como lim fy(z)/z cuando z — 0 se puede ver como
lim f, »(2)/z = 0, ya que los ®; son exponencialmente parecidos a la identidad
y fp,x €s analitica en cero. Entonces se puede extender a f; al cero sin ningtn
problema. Notando que en cada sector S; f es conjugada por H con fy x, se
tiene que la parte lineal de f es tangente a la identidad. Por tanto f € A; para
alguna .

Recordando la clasificaciéon topoldgica y al observar que la funciéon H induce
un homeomorfismo h de D en S que conjuga a f, x con f, ya que las funciones de
pegado son continuas, se tiene, por el teorema 1.2.1, la igualdad en la cantidad
de pétalos que genera cada funcion; entonces I = p lo que concluye la pertenencia
de f a A, x. Notando que H; = z; o H™! se tiene que el moduli de f es u*, el
cual se habia elegido al principio de la demostracion.

Aplicaciones

El Teorema 1.3.13 tiene varias implicaciones en problemas relacionados con
la clasificacion analitica de gérmenes en Dif f(C,0) y la interaccion de las trans-
formaciones tangentes a la identidad como un grupo G con la composicion. Las
principales implicaciones directas del Teorema 1.3.13 que se tienen acerca de G
son:

Teorema 1 Cualquier germen de difeomorfismo f en Dif f(C,0) que sea for-
malmente equivalente a la transformacion f, x = gl a tiempo 1 del campo

w= 21+ AP)"10/02

es analiticamente equivalente a esta transformacion si y sélo si su corre-
pondiente moduli es
Id, ..., Id, Id — 2mi)\

Entonces decimos que f es encajable en las soluciones de alguna w.

Nota. Es una aplicacion directa del Teorema de Ecalle-Voronin. Pues el
moduli de f, x es el indicado arriba y ya se sabe que este es Gnico salvo las
condiciones de relacion de equivalencia, que implican equivalencia analitica
entre gérmenes.

Teorema 2 Supongamos que un germen de transformacion f € Ay \ admite
unae raiz n-ésima g tangente a la unidad:

dg: ¢°"=f, 4(0)=1.
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Entonces el moduli iy consiste de transformaciones que no sélo conmutan
con la traslacion Id+1, si no que también conmutan con la transformacion
Id+ % que es raiz n-ésima de dicha traslacion.

Nota. Ya que g es raiz n-ésima de f se nota rapido que conmutan entre si,
también que g manda 6rbitas de la funcion f, of(z), en 6rbitas de f, pues

9(f(2)) = f(9(2)) g(os(2)) = 0r(g(2))

Entonces g genera una transformacion 7.g en el espacio de érbitas que se

describié como las esferas (C,0) x {5}
mg : (C,0) x {j} = (C,0) x {j}.

Como 7, g es una funcién conforme de la esfera en la esfera que fija los polos
y su n-ésima iteracién es la identidad, entonces esta funcién sélo puede ser
una rotacién sobre el eje que pasa por los polos. Luego entonces, g vista
en el espacio de 6rbitas se puede ver como una simple rotacion e2™/", que
al ser levantada nuevamente a las 7-coordenadas se ve como la traslacion
Id+ % Observando las propiedades en 1.23 se ve como se puede factorizar
g a través de las ¢; para toda j = 1,...,2p. Por estd razén podemos
decir que g en las 7-coordenadas conmuta con {®}.

Teorema 3 Considérese el grupo con la composicion de los gérmenes f en
Dif f(C,0) tangentes a la unidad, tales que

1.-No admite raices n-ésimas tangentes a la unidad, entonces su centrali-
zador es el tipico, o sea todas las iteraciones de la funcidn (tanto positivas
como negativas).

2.-Si admite raices, entonces su centralizador consiste también de las ite-
raciones de la raiz de grado mdximo.

3.-FEl centralizador de los gérmenes que son encajables para alguna w, con-
siste de todas la transformaciones de flujo g con T € C.

Nota.Los incisos 1 y 2 se implican del Teorema 2, y el inciso 3 se implica
del Teorema 1 y de la definicion de equivalencia entre distintos moduli.

Otra aplicacion de la demostracion del teorema 1.3.13 y de la definicion del
moduli invariante, es la demostracion del Teorema de clasificacion analitica de
la transformaciones con parte lineal raiz de la identidad f(z) = exp(2mim/n)z+
an + —

Teorema 1.3.14 [Clasificacion analitica de gérmenes de difeomorfismos reso-

nantes I-dimensionales| El conjunto Ap, . k. de gérmenes de difeomorfismos

conformes modulo la equivalencia analitica es uno a uno con el conjunto corres-
. N .

pondiente My, ., \ de las colecciones

¢ =(¢1,..., P2)
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(de gérmenes de difeomorfismo analiticos ¢; : (C,0) — (C,0) 0 ¢ : (C,00) —
(C,00) con parte lineal la identidad) médulo la equivalencia ¢ ~ D¢ o D71,
donde D es la funcion multiplicar por la constante D.

La demostracion de este Teorema se basa en la clasificacion analitica de f°™,
dada por 1.3.13, y la modificacién de pyson apartir de que la parte lineal es una
rotacion (véase la clasificacion topologica de este caso). Lo que evidencia que la
coleccion ¢ solo tenga 2k elementos en vez de 2nk.

Cabe notar que la aplicaciéon que més nos interesa es cuando las transfor-
maciones con parte lineal tangente a la identidad son la holonomia (se definira
més adelante) de un sistema con singularidad elemental degenerada, que seréa
tratado en el siguiente Capitulo.
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Capitulo 2

Singularidades silla-nodo
complejas en (C?,0)

En este Capitulo se estudiaran las singularidades elementales degeneradas
de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias holomorfas. En la primera
Seccion se dard una breve introduccion a ecuaciones diferenciales holomorfas
para retomar definiciones, teoremas y caracterizaciones de ellas necesarias para
el desarrollo de este Capitulo. En la segunda y tercera Secciones se verén algunos
resultados relativos a los puntos singulares no degenerados elementales de las
ecuaciones diferenciales holomorfas en (C?,0) que permiten enunciar el Teorema
de clasificacion analitica de Martinet-Ramis y dar un esbozo de la demostracion.
En la seccién cuatro se introduce la transformacién de holonomia asociada a
una ecuacién diferencial y se ve como mediante ésta se relacionan el Teorema
1.3.13 de clasificacién analitica de gérmenes de transformaciones conformes con
el Teorema de clasificacion de Martinet-Ramis.

2.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias holomor-
fas en (C2,0)

Sobre un dominio abierto U C C x C™ tomamos una funcién vectorial holo-
morfa F = (f1,..., fn) : U — C™. Una ecuacion diferencial holomorfa definida
por F' sobre U es un sistema de n ecuaciones o una ecuacion vectorial dada por

d
d—j = F(t,z), (tz)eUCCxC" (2.1)
La solucion de la ecuacién 2.1 es una curva holomorfa parametrizada o =
(01,...,00): V CC — C"™, cuya imagen cae dentro de U. Su derivada respecto
at

39
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do B (dol don)

dt — “dt 7 dt
cumple que para todo punto ¢ty € V coincide con el vector F(tg,o(tg)) € C™.
Este tipo de curva o dentro de U se llama la curva integral.

e Cn,

Como en las ecuaciones diferenciales con tiempo real diremos que la ecuaciéon
es auténoma, si F' no depende de la variable ¢. Para este caso la curva holomorfa
o(V) se nombrala curva fase de (2.1). Cualquier ecuacion diferencial (2.1) puede
ser llevada a una ecuacion diferencial auténoma mediante el uso de una variable
ficticia z € C, la cual es gobernada por la ecuacién % = 1. En estos casos se
puede considerar la funcion vectorial z — F(z), que no depende de ¢, como un
campo vectorial holomorfo sobre su dominio U’ C C", asociado a la ecuacién

diferencial (2.1):

n ) ,
F:ZjZIfja_zj , ]—1,...,’&.

El espacio de los campos vectoriales holomorfos sobre el dominio U C C™
sera denotada por D(U); donde la notacion D(C™, zg) es usada para germenes de
campos vectoriales holomorfos que tienen una singularidad en el punto zg € C™,
que generalmente es el origen.

Cabe notar que la solucién o de (2.1), es una curva compleja que satisface
que la derivada con respecto a t de cada una de sus componentes o;(t) coincide
con la componente f; correspondiente al campo F':

dO’i
dt

= fi(o1,...,00) (2.2)

En las ecuaciones diferenciales holomorfas también se tiene el Teorema de
existencia y unicidad de soluciones con condicion inicial.

Teorema 2.1.1 Sean f1,..., fn funciones holomorfas definidas en el abierto U
de C™, entonces para todo punto p de U y ty de C, existe una inica solucion de
la ecuacion diferencial holomorfa (2.1) definida en una vecindad de to en C y
satisfaciendo la condicion inicial o(tg) = p

La demostracién de este resultado se puede obtener extendiendo al caso
holomorfo la demostraciéon del teorema de existencia y unicidad para el caso
real (ver [P]) o bien seguir directamente la demostracion realizada en [I-Y] para
el caso holomorfo.

Tomando en cuenta la definiciéon del campo F asociado a (2.1), se dice que
p € U es un punto singular del campo si satisface la condicion F(p) = 0, ademaés
si p es el Anico punto en U que cumple tal condicién entonces el punto p es un
punto singular aislado. En este caso la ecuacion diferencial (2.1) tiene como
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solucion con condicion inicial F/(p) = 0 a la curva constante o(t) = p para toda
ten C.

En las ecuaciones diferenciales ordinarias holomorfas un tema de gran im-
portancia son las relaciones de equivalencia que puedan existir entre ellas. Pues
ello permite generalizar resultados en toda una clase de equivalencia o tener in-
formacion de todo un espacio de ecuaciones sobre sus invariantes a nivel formal,
topoldgico o analitico. Para estos efectos se trabajard con campos vectoriales,
sabiendo que éstos inducen una ecuacién diferencial.

Definicién 2.1.2 Dos campos vectoriales ' € D(U) y F' € D(U’) son analiti-
camente (formalmente, topoldgicamente) equivalentes si existe una transforma-
cion H : U — U’ holomorfa (formal, continua) que conjugue a los campos vec-
toriales. Para el caso formal y holomorfo lo anterior se expresa en la siguiente
igualdad

HF=FoH

Donde H, = (g’;?’) es la matriz jacobiana de H. En el caso continuo decimos
J

que dos campos F y F’ son topoldgicamente equivalentes si las soluciones de las
ecuaciones diferenciales correspondientes a uno y otro campo son conjugadas
por un homeomorfismo.

Hay que notar que la equivalencia analitica implica la equivalencia formal;
ya que a las transformaciones analiticas se les puede asociar su serie de Taylor.

Como se estudiardn campos vectoriales F' con singularidades aisladas, sin
perdida de generalidad, de aqui en adelante sélo se considerardn campos vecto-
riales holomorfos en D(C?,0).

Dado que F' es un campo vectorial holomorfo, existe una vecindad alrededor
del cero la cual permite tener el desarrollo en una serie analitica para cada f;.
Esta expresion nos ayudara a establecer condiciones para poder decidir si dos
ecuaciones diferenciales holomorfas asociadas a los campos F' y F’ en D(C?,0)
son equivalentes analitica o formalmente. También ayuda a definir los monomios
resonantes que salen a relucir en la clasificacién formal desarrollada en la teoria
Poincaré-Dulac de Formas Normales, que da las condiciones para decir cuando
un campo F' es formalmente equivalente a su parte lineal.

Ejemplo. Tomaremos el campo vectorial holomorfo F
g 1 0
3 20t 4 S12) L — L
3z + z%w* + 2°w )82 1Y%
vamos a reducirlo a su parte lineal, eliminando los monomios no lineales z*1w
con ki, k2 € Z* U {0}, mediante difeomorfismos en (C2,0) de la forma

k2
)

Hyk(z,w) = (2 + hl,kzklwkz,w), con k= (ki,ke),

que tienen como inversa a
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H;é(z,w) = (2 — hy 2w + .- w)

Se comenzara por eliminar el monomio z?w?, para lo cual veremos cémo tiene

que ser Hy (3 4) con ayuda de la definicién de equivalencia

_ 0 1 0
Hy (2,40 F 0 H11(1274)(z,w) =(3z+ alykzklwkz +. )a — Zw%

donde k1 > 2 y ko > 4. Haciendo las sustituciones en la formula anterior con

14 2hy prw®*  4hq 2203
Hy 2,00 (2,0) = < o o
y
—_— 2 4 “ e —_— 2 4 “ . 2 4 DY
Fof-l (2, w) = 3(z—hypztw* + -+ ) + (z1 higz?w* + - ) 2w* + ,
1,(2,4) —4w

se obtiene la siguiente igualdad

_ 3z+ 22w (=3h1 s + 1+ 6k —h1g) + -
Hy 2.4y« 0 H ! (z,w) = ( ( L 1 L k) ) .

1,(2,4 _1
(2,4) W

De donde se concluye que para eliminar el monomio z2w*(—3hy  + 1 + 6hy j —
h1,k) es necesario definir h; ;, = —1/2. Haciendo los calculos anteriores para un
monomio z¥1w*? se obtiene la forma general de h;

= 7aj1k
Ak1 + Aoky — N

Observemos que esta tltima expresion nos dice que el monomio z%w!?2, no puede
ser eliminado. Entonces F' no es formalmente equivalente a su parte lineal.

hj

[§

La expresion que se consigui6 de los coeficientes de las transformaciones que
llevan a un campo vectorial a su forma normal, relacionada con los eigenvalores
A1, A de la parte lineal A € May2(C) de su desarrollo en serie analitica, muestra
que los monomios donde se haga cero la expresién A1k; + Aoks — A; no pueden
ser eliminados, por ello son conocido como monomios resonantes.

Definicion 2.1.3 Se dice que los eigenvalores satisfacen la relacion de reso-
nancia del tipo (i,k) si
Ai = Aik1 4+ Aoko,

donde k = (k1,k2) y k; es un entero no negativo j = 1,2, ki + ko > 2.

Procedemos ahora a enunciar el Teorema de formas normales de Poincaré-
Dulac
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Teorema 2.1.4 (de formas normales, Poincaré-Dulac) Para toda ecuacion
diferencial asociada a un campo vectorial en D(C?2,0). Eziste un cambio de vari-
able formal w = z+... (W = (w1, w2)), para el cual la ecuacion diferencial toma
la siguiente forma

Z; = (A’LTJ)Z' + Zai7kwk , 1=1,2

donde la suma corre sobre los multiindices k tales que los eigenvalores satisfacen
relaciones de resonancia del tipo (i, k).

La demostracion de este Teorema se basa en la composicion infinita de
los difeomorfismos H; j, la cual puede que no sea analitica. El total de la de-
mostracion puede ser consultada en [I-Y] o en [Zo].

Ademés, si se le agrega la condicion de que los eigenvalores de la parte
lineal del campo vectorial F' estén en el dominio de Poincaré, o sea que la
cerradura convexa de A\; y A2 en C no contenga al cero, se obtiene el Teorema de
Linealizacion de Poincaré que asegura la existencia de un difeomorfismo analitico
H tal que conjuga a F' con su parte lineal en una vecindad del cero. Por otro
lado, si A1 y A2 estan en el dominio de Siegel, lo cual refiere a que su cerradura
convexa contiene al cero, el teorema anterior no funciona en varios casos, como
los que se nombran resonantes por tener relaciones de resonancia de algin tipo.

Ha salido a relucir la importancia de los eigenvalores de la parte lineal del
desarrollo en serie de un campo analitico. En D(C?, 0) centraremos nuestra aten-
cion en aquellos campos vectoriales cuya parte lineal en el origen tenga al menos
uno de sus eigenvalores distinto de cero. A las singularidades de este tipo se les
conoce singularidades elementales. Suponiendo, sin perdida de generalidad, que
A1 # 0, se define el radio de los eigenvalores

A2
A= —
A1

que es un invariante importante. En funcién de A se tiene la siguiente clasifi-
cacion de las ecuaciones diferenciales relacionadas con los campos diferenciales
holomorfos en D(C2,0):

= Si A € C/R entonces decimos que el punto singular es un foco

= Si A > 0 entonces decimos que el punto singular es un nodo

= Si A < 0 entonces decimos que el punto singular es una silla

= Si A =0 entonces decimos que el punto singular es un silla-nodo
Ademés, si también sucede que A € Q decimos que el punto singular es reso-

nante. Esta clasificacién se puede encontrar con mas detalle en libros que tratan
ecuaciones diferenciales holomorfas (ver [I-Y],[Zo],[C1]).

Otra enfoque para el estudio de estos campos vectoriales es el anélisis del
retrato fase de las ecuaciones. Para ello se definira el concepto de foliacién:
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Definicién 2.1.5 Una foliacion holomorfa no singular por curvas F de un
abierto U de C™ es una descomposicion de U en subconjuntos coneros disjuntos
{Lo}acn donde A es un conjunto de indices (cada L, es denominada hoja de
la foliacion), tal que todo punto p en U tiene una vecindad U, y un biholomor-
fismo ¢ : U, — W, C C", que satisface que para toda hoja L., las componentes
conexas de U, N L, quedan descritas por las ecuaciones

w1 = kl;--'awn—l = kn—l

en Wy. A las parejas (Uy, @) asi definidas se les denomina cartas coordenadas
distinguidas de la foliacion.

(Cnfl

Figura 2.1: Foliaci6 asociada a un campo F

Cabe notar que la definicion dice no singular, lo cual no ocasiona ningin pro-
blema pues solo se va a tener una singularidad aislada. Entonces en la definicion
anterior tomaremos U = U’/{0}, asi se obtiene la definicién para una foliacion
con una singularidad aislada en el cero. Ahora mediante un lema de foliaciones
relacionaremos las foliaciones con campos vectoriales holomorfos.

Lema 2.1.6 Sea F' un campo vectorial holomorfo nunca nulo, definido en un
abierto V de C™, entonces las soluciones de la ecuacion 2.1 asociada a F con-
stituyen una foliacion no singular por curvas F(F) de V. Ademds, si F' es otro
campo vectorial holomorfo en V nunca nulo, entonces la foliaciones F(F) y
F(F') coinciden siy solo si existe una funcion holomorfa g nunca nula definida
en'V, tal que F' =g - F

En otras palabras, la altima parte del lema dice que las foliaciones F(F') y
F(G) coinciden si para cada punto p € V, los campos tienen asociada, en p, la
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misma curva compleja. También hay que notar que en nuestro caso V = U/{0}.
Con esto obtenemos una nueva definicién de equivalencia

Definicién 2.1.7 Dos gérmenes de campos vectoriales F, F' en D(C?,0) son
llamados analiticamente (topoldgicamente, formalmente) orbitalmente equiva-
lentes si existe un difeomorfismo analitico (C°, formal) H que transforme las
curvas fase de F' en las curvas fase de F'.(Esto quiere decir que las foliaciones
correspondientes definidas por el retrato fase de F y F' son transformadas unas
en otras mediante H) En el caso formal y holomorfo se tiene

HF=g-F oH

Donde g es una funcion analitica (formal) y g(z) # 0 para toda z en la vecindad
del cero.

De ahora en adelante ésta va ser la definicién de equivalencia que se usara.
Cabe notar que la equivalencia analitica (formal, topologica) implica la equiva-
lencia analitica (formal, topolégica) orbital. De ahora en adelante solamente nos
ocuparemos del caso en donde el campo F en D(C2,0) tenga una singularidad
elemental no degenerada, que se definird mas adelante.

2.2. Silla-Nodo en D(C?0)

Un campo vectorial holomorfo F' en D(C?,0) tiene una singularidad ele-
mental degenerada en 0 si su parte lineal, en su desarrollo en serie, tiene un
eigenvalor distinto de cero y el otro es cero. Por comodidad diremos que es una
singularidad silla-nodo compleja y se tomaré el eigenvalor A # 0; ademas F'
puede ser multiplicado por una constante,i.e. usar la transformacién multiplicar
por una constante para que el eigenvalor \; sea igual a -1.

Teorema 2.2.1 Cada campo vectorial holomorfo F en D(C2,0) con una singu-
laridad silla-nodo en el origen es formalmente orbitalmente equivalente al campo
correspondiente a la ecuacion diferencial

=Pt (14 22P) 7t (2.3)
W= —w
Demostracion. Se observa que puesto que por hipdtesis Ay = 0y Ay = —1,

las resonancias de tipo (1, k) son
0=kKk-04+0- )Xo, alﬁkzkwo, k>2

y las de tipo (2, k)
—1=k-041-X, ag,kzkw
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Entonces por el Teorema 2.1.4 el campo F' es formalmente orbitalmente equiv-
alente al campo

: 1 2 - 2
Z=a1p1 2Pt a1 pi2? TP 4 = —w(ltaz izt a2t +--)

donde a; p+1 # 0 con p > 1; si todos los ay  fueran ceros entonces cada punto
del eje z seria una singularidad por lo que el origen no cumpliria las condiciones
de singularidad aislada. Bajo un cambio de variable analitico (z,w) — (cz,w) se
puede asumir que a; p+1 = 1. Considerando la definicién 2.1.7 se puede dividir
el campo por 1 +as 12+ a2722:2 +---, ynotando que 14+aj 22 +---/1+ag 12+
ag0z%---=1+b1z+--- se obtiene

F=2PT A4 bz +--0)

W= —w

Ahora el problema de transformar formalmente zP*1(1+b;2+---) en 2P (1+
AzP)~1 se resuelve de manera andloga a lo hecho en el Teorema 1.1.2 usando
transformaciones (z,w) — (2 + k2!, w), donde el coeficiente correspondiente al
monomoio h;z' estd definido por h; = b1/l — (p + 1), condicién que impide
quitar el término de orden 2p+ 1. Y asi se obtiene la equivalencia orbital formal
con

5= 2PTH(1 4 v2P)
W= —w (2.4)

Dado que la transformacion usada para normalizar la ecuacién diferencial
(2.4) fija la coordenada-z y la coordenada-w, del teorema 1.1.2 sabemos que
existe una transformacion formal h : C — C tal que la transfromacion definida
por H(z,w) = (h(z),w) da la equivalencia formal orbital entre (2.4) y

3 =P 14 M)t

W= —w

O

El entero p es nombrado la codimension de un silla-nodo y el complejo A
es el moduli de la clasificacion formal. El conjunto de los gérmenes con forma
normal formal con codimensién p y moduli A serd denotado por &, ».

El siguiente Teorema refleja algunas propiedades de las hojas de la foliacion
de un silla-nodo.

Teorema 2.2.2 (analitico Hadamard-Perron) Consideremos la ecuacion di-

ferencial

P=Azte
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tal que Ao # 0 y M\/A2 < 0. Entonces existe una curva invariante analitica
tangente a z = 0(eje-w) en el origen.

Aplicado al caso silla-nodo complejo el Teorema muestra que existe una var-
iedad invariante o fuerte tangente al eje-w y que es analitica. También se
sabe de la variedad central, que corresponde al eigenvalor cero y a la cual
no es posible aplicar el teorema anterior, que generalmente no es analitica. A
continuacién se transformara la variedad fuerte en el eje w, siempre pensando
que se estd actuando bajo la definicién 2.1.7. Se puede asumir que el campo
vectorial F' € &, » ha sido normalizado hasta el (p + 1)-jet(i.e el término de or-
den p+ 1) en el origen. Gracias a un trabajo de Dulac [Dul] se sabe que existen
coordenadas analiticas en donde la ecuacion diferencial inducida por F' toma la
forma

2 =zf(z,w) Jof=2"

w=—-w+ g(z,w) jég =0,

donde j,lcf son los jets desde orden k hasta orden [. Mas atin, con ayuda de
transformaciones de la forma Hy(z,w) = (z+ 2%y (w), w), podemos transformar
una ecuacion diferencial de la forma

Z :zkfk(z,w)

w=—w+ gr(z,w)

a una de la forma

o _k+1
2=2""" fr11(z,w)
W =—w+ g1z, w).
Este método es conocido como “normalizaciéon a lo largo de la variedad inva-

riante”. Con este método se demuestra el siguiente resultado

Lema 2.2.3 Si F € D(C?,0) con singularidad silla-nodo, existe un cambio de
variable analitico que lo conjuga con el campo vectorial asociado a la ecuacion
diferencial

5 :zp-i-l

w=—w(l+ N+ go(2) + wiga(z,w)

donde g, y w?go tienen orden p + 2. Esta es la forma analitica inicial de F.
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Dado que la forma analitica inicial de F' no es analiticamente orbitalmente
equivalente a su forma normal formal en una vecindad del 0, se requiere dividir
el dominio de F' en sectores de la forma

2j — ) T T
T, = z,w)E(CQ:z,w<5 y argz—(i < a con ae(—,—)}
= { 2l o 0- 2 e

se tiene el siguiente Teorema

Teorema 2.2.4 (Normalizacién Sectorial) Sea F' € D(C?,0) con singular-
idad silla-nodo. En cada sector T'j existe un inico difeomorfismo

Hj(sz):(sz+hj(zaw))ﬂ hj :O(Zerl)v

que conjuga su forma analitica inicial con su forma normal formal

z :szrl/(l + Az2P)

wW=—w

La transformacion H; preserva la coordenada z: Hj(z,w) = (z,w + H;(z,w)).
Mds ain H; es de orden zP™ cuando z — 0, z € T;. La transformacion que
cumple todo lo anterior es inica.

La demostracion de éste teorema que fue hecha por Hukuhara, Kimura y
Matuda en [HKM] queda fuera del alcance del breve material que se ha desa-
rrollado en esta tesis, pero es vital para el desarrollo de las siguientes secciones.

2.3. Clasificacion orbital analitica

Ahora que se ha logrado normalizar el campo F' en cada sector 7}, lo primero
que se va a analizar es la propiedad de que la ecuacion diferencial asociada al
campo W), »

0 0
p+1 Py i

tiene primera integral u : ((CQ,O) — C holomorfa en cada 7). Recordemos la
definicién de primera integral

(2.5)

Definiciéon 2.3.1 Sea F' un campo vectorial en un dominio U, y sea f : U —
C wuna funcion holomorfa. Se dice que f es la primera integral de la ecuacion
diferencial

:=F(z), z€eU
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si la derivada en la direccion del campo vectorial F' se anula
Lrpf=0.

La dltima condicion es equivalente a las siguientes afirmaciones

1. La funcion f es constante a lo largo de toda solucion o :V C C — U, i.e.,
si o es una solucion entonces la funcion foo:V — C es constante.

2. Toda curva fase estd contenida solamente en un conjunto de nivel de la
funcion f.

Las curvas de fase de W), distintas de la singular son sencillas de calcu-
lar, pues la ecuaciéon normalizada es de variables separadas. Si consideramos la
ecuacion

dw (14 AzP)

e
dz Zptl 7

1+ AP

Por lo que nuestras curvas de fase se parametrizan de la siguiente forma

se tiene que

w(z) = cexp(—t(z)) = cz exp(p 1z 7P).

Ya con la expresion de las curvas de fase y la equivalencia 1 de la definicién
de primera integral, se puede expresar a ésta como la funcién u : (C2,0) — C,
definida por

u(z,w) = wexp(t(z)), t(z) = —p 127P + An(z).

De la tltima expresion, y recordando que |exp(p~!z7P?)| s6lo depende de la parte
real de p~127P, se observa el comportamiento exponencial de las normas de las
soluciones y de las primeras integrales. Notemos que cuando z tiende a cero la
parte real de z7P puede irse a co o —oo. Esto nos permite delimitar algunas
secciones del dominio de W)y, segin el comportamiento de la norma de las
soluciones en ellas. Cabe senalar que en estas secciones el comportamiento de
|u(z,w)| es inverso al de la norma |w(z)|.

lim  |w(z)| = o0, seccién de salto
Rez=P—o0

lim |u(z,w)] =0, cuando z estd en una seccién de salto

z—0

lim  |w(z)| =0, seccion de caida
Rez—P——o0

h'n%J |u(z,w)| = 0o, con z en una secciéon de caida
z—>
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Al tomar en cuenta la definicién de los sectores T} y el comportamiento de 277
en éstos, se tiene que T N7} es una seccién de salto si j es par, y de caida si
j es impar. Con esto a la mano se construirin funciones de transicién pensando
en la ecuacién 2.3; a saber, usando las transformaciones H; del teorema 2.2.4
en las intersecciones 7 N T} 11 se define una nueva funcién

q)j = HjJrl OH_j_l : Tj mTjJrl — Tj mTjJrl.

Dado que una de las propiedades de las H; es preservar la coordenada z y que
la funcion H; tiene orden zP+!, entonces ®;(z,w) = (z,w + ®;(z,w)) preserva
la coordenada z y ®; tiene orden zPt! (asi lim, o ®;(z,w) = 0). La funciéon
®; también preserva las curvas de fase, ya que H; es una equivalencia orbital
analitica en 7. La propiedad de preservar las curvas de fase nos dice que existe
una funcién ¢; que hace conmutar el siguiente diagrama,

TiNTin —5—>TjN T (2.6)
uyl ujﬂl
Cx {j} —2>Cx{j+1}

De las propiedades de ®; y de la igualdad uj410®; = ¢;ouj, se tiene una forma
de expresar a ®; mediante ¢;. En efecto, de las expresiones obtenidas para ®;
Y uj4+1 se sigue que

ujr1 0 (2, w) = ujqr (z,w + (2, w))

— (w + i)j(z, w)) exp (tj+1(2)),

de donde se obtiene w + ®;(z,w) = ¢;(u;)exp(—tj41), y por lo tanto,

P (2, w) = (2, pj(uj)exp(—tj+1(2)) -

El hecho de que ®; sea de orden 27*! nos dice que el limite de ®; —Id cuando
z — 0 es cero. Ahora queremos ver como se va a cero la funcién ®; — Id. Para
esto utilizaremos la expansion de Taylor de ¢;(u;) = >,° ; ajnu}. Entonces se
tiene la siguiente expresién de ®;

Dj(z,w) = (2,%(%‘)6_”“(2))

oo
_ —t; n (n—1)t;
= (z,aj,oe I+ aj w+ E aj W el )J> )

n=2

notando que en la tltima igualdad se hace uso de que t; = t;41 en T; N Tj4q.
Observamos que, por argumentos de continuidad, la igualdad t5, = ¢; no se



2.3. CLASIFICACION ORBITAL ANALITICA 51

cumple. La presencia de la funciéon multivaluada Aln(z) implica que ¢, = t1 +
2miA. Supongamos que j es impar, entonces 7 N 7141 es una secciéon de caida,
por lo tanto el factor €™ — oo cuando z — 0. Como ®; — Id tiende a cero en
esos casos, los coeficientes a;, con n > 2 tienen que ser 0 y a;; = 1. Por lo
tanto

0 (ug) = ajo+u;
Si j es par, la interseccién T N Tj41 es una secciéon de salto y entonces los
factores e™' — 0 cuando z tiende a cero. Luego entonces para j # 2p, se tiene
que ajo =0y a;1 =1, y la funcién ¢; tiene la forma

oo
oj(uj) = uj + Z 5 -

n=2
Para el caso j = 2p se considera la siguiente igualdad

27IA

ap(uzp)e™™ = e*™ oo, (ugp)e 27,

de donde ag, 1 = €= 2™ y a; 0 = 0, por lo que

00
()021)(“) — e—27rz>\u + § aj,ne_Qm’\e(”_l)tZP

n=2

Esta coleccion ¢ = {p;} es la coleccion de invariantes analiticos del campo
F'. Antes de enunciar el teorema que involucra a estas colecciones nos interesa
establecer cudndo dos de ellas son equivalentes. Esto se ve en cada seccién Tj
bajo los campos ya normalizados con las transformaciones H; al considerar la
existencia de otra colecciéon de transformaciones G = {G,} tal que cada G;
normaliza al campo F' en Tj.

B G
T} i T) ——T;
| | |
(Id, W, 5 (Id,F) (Id,\)
A B |
TT; < TT;, —~ TT;

Del diagrama se observa que Hj o G;l preserva a Wp . En efecto, buscamos

difeomorfismos H € Dif f(C?,0) que al conjugarse con el campo (2.5) la fo-
liacion queda fija, i.e.

H*WpﬁA = Wpﬁ,\ o H,
para encontrar una relacion entre la transformacion H; y G;. Tomando H(z, w) =
(' (z,w), h?(z,w)) y su inversa como H~' = (h',h?) se tiene la siguiente ex-
presion

B2t 72 —w

<h; h}ﬂ) ((ﬁl)pﬂuﬂ(ﬁl)p)l) _ (zp“(lJr/\zp)l).
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Es claro que el difeomorfismo H debe preservar la coordenada 2z, de donde
definiendo H(z,w) = (z, h(z,w)) se tiene la siguiente ecuacion

( 10 > (zp+1(1 + )\zp)_1> B (zp“(l + )\zp)>
hy hy —w - —h(z,w) ’
Esta ultima ecuacién nos da una ecuaciéon diferencial de h
Pl
mhz — why = —h. (2.7)

Dado que h es holomorfa en una vecindad del cero se puede expresar como
una serie de Taylor, que se puede ver de la siguiente forma: h(z,w) = apw +
w?a(w) + 372 hryj(w)2FH + O(2h), donde ag € C, a(w) y las hyyj(w) son
funciones holomorfas (con hj no nula) y k es un entero no negativo. Al considerar
las igualdades

h.(z,w) = ijo(k + iy (w)2FH T+ O
ho (2, w) =agp + 2wa(w) + w?a (w) + Z;io ey ()2

sustiruirlas en (2.7) y quedarnos s6lo con los términos que tienen como factor
una potencia de z, obtenemos

Pk

14+ AzP

h.(z,w) — wzj:o ;€+j(w)zk+j - ijo By (0) 29 + O(2h).

Primero hay que sefialar que el término b;2* es cero, pues del lado derecho de la
igualdad el término que sélo depende de z tiene orden minimo [+p; anidlogamente
los términos de la forma bj27 son cero. Después dividimos la igualdad entre 2*
y evaluamos en z = 0, de donde se tiene la siguiente ecuacion diferencial

—whi(w) = —hx(w),

cuya soluciéon es hy(w) = cyw con ¢, € C. De manera analoga se tiene que
hi4j(w) = cgq5w con j =0,1,...,p— 1. Cuando se intenta con hjy, se llega a
una ecuacion diferente

kerw — whi(w) = —hppp(w).

En este caso se usaré el hecho que hy, tiene una serie de Taylor en una vecindad
del cero, para obtener la siguiente igualdad

(2) (0)
kexw—w (i, (0) + A2, O+ - )+ (hw(m + Hiyyp (O + =G’ 4+ ) =0,
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de donde ¢;, = 0. Esto implica que h no depende de z. Por lo que

why, (w) = h(w)

1
D) = —

h (w) w
Resolviendo la ecuacion queda que h(w) = cw para alguna ¢ € C. Con esto
se tiene que los difeomorfismos que fijan la foliacién de W), » son de la forma
H.(z,w) = (z,cw). Por lo tanto, H; = H. o G;. Lo cual induce la siguiente
definicion

Definicién 2.3.2 Dos colecciones ¢ y ¢ son llamadas equivalentes si conjuga-
dos por una transformacion lineal que conjuga a ambas colecciones, i.e.,

p~ @, siysolosieviste ceC—0:poc=cp

Esta definicion tiene cierto parecido con la definicién 1.3.12, lo cual, como ve-
remos mas adelante, no es coincidencia. Las clases de equivalencia [¢] de dichas
colecciones son llamadas el moduli de Martinet-Ramis. El conjunto de moduli
de Martinet-Ramis es denotado por N, x. La construccion de este moduli define
un mapeo § entre los campos vectoriales F' en &, \ y su respectivo moduli e
en /Ny

3(F) — €F

Teorema 2.3.3 (de clasificacion de sillas-nodo, Martinet-Ramis) La fun-
cion § : Ep n — Np.a tiene las siguientes propiedades

1. Sean F y F' dos gérmenes de campos vectoriales, en &, x, con singula-
ridad silla-nodo. Si F' y F' son analiticamente orbitalmente equivalentes
entonces ep y epr son equivalentes(Invarianza).

2. Dos gérmenes de campos F y F' que tienen moduli equivalente son analiti-
camente orbitalmente equivalentes (Equimodalidad y equivalencia).

3. Cualquier coleccion ¢ en Ny, \ puede ser realizada como el invariante fun-
cional de un germen de campo apropiado en &, » (Realizacion).

Demostracion.1. Sean F' y F’ dos gérmenes de campos vectoriales con
singularidad silla-nodo compleja analiticamente orbitalmente equivalentes. En-
tonces existe un difeomorfismo P en Dif f(C?,0) y una funcién f: (C2,0) —
C — {0} no nula, tal que

P, FoP '=fF'
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Queremos ver lo que pasa en cada sector T}, al suponer que la coleccién de
funciones del teorema 2.2.4 para F es {H;} y para F’ es {G,}. A saber que
las colecciones que se define para fF’ y F’ son iguales, pues se consideran las
siguientes igualdades

Gj*F/ :Wp)\ OGj
G F" =W, 5 0 G,
]7*fF/ p)\OG

Esto sucede gracias a que f al no ser nula acttia como un escalar en T}, T} para

toda p € (C?,0).

(aar) T —H4> T;
(Id, V‘Vp N v
TT oo PSSO > TT (Id, W, »)
G
Hj.
T7T; - T7T;

Los difeomorfismos G; o P normalizan al campo F en cada T, entonces Gjo P =
H. o H; para alguna c € C. De donde

c

Gt oGj_1 =H.0Hj1 on_1 oH .

Igualdad que implica la equivalencia ey ~ €pr.
2.Sean e€p ~ €p los moduli respectivos de los campos F y F’. Cuando
se estd normalizando a F’ se puede usar un difeomorfismo H., para que €ps
coincida con ep. Entonces las funciones de transicion son iguales <I>F <I)F en
T; NTj41. Si{H;} y {G,} son las funciones que normalizan a los campos Fy
F’ respectivamente, se tienen las siguientes igualdades
.

-1 -1
J+10Hj ZGj+1OGj B

en T; NT;11. De lo anterior se tiene que

Gy oHjpr =G ' o H, (2.8)

en la interseccién. Tomando la unién ajena de los sectores 7} definimos una
. 2
funcion P : II;” | T; — (C?,0) en cada sector T; como
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P(z,w) = G;l o Hj.

De la igualdad (2.8) se sigue que al hacer el cociente de H?i 11 con la funcién
identidad en Tj41 N T; la funcién P estd bien definida en el cociente. Dado
que P era holomorfa en cada Tj y las funciones de pegado son la identidad, P
es holomorfa en U?ilTj. Recordando que las funciones H iy G‘j tienen orden
2PT! se concluye que P se puede extender coninuamente a {z = 0}, ya que
{z = 0} NnT; = 0. La extension holomorfa de P a una vecindad del origen
es consecuencia del Teorema de Hartogs [Sh], del cual se deriva el siguiente
Teorema

Teorema 2.3.4 [Sh] Si la funcion f es continua en un dominio D C C" y
holomorfa en D — S, donde S es una hipersuperficie real suave, entonces f es
holomorfa en D.

Por lo tanto la funcién P es holomorfa en una vecindad del origen; ademaés,

como las funciones Gj_1 o Hj son difeomorfismos para cada T}, entonces P es un
difeomorfismo que conjuga analiticamente orbitalmente a F' con F”.

T;
H;
T; P T;

(Id,viv,,,g
v
(Id,F) TT; (Id,F")
H? \Gj*
AN
TTj P, TTJ

3.Sea € € N, el cual tiene algin representante ¢ = (y;). Estos definen las
funciones de transiciéon ®; en las intersecciones 7;N7}11. Ahora se toma la unién
disjunta H?ilTj x {j} con cartas z; = (z,w) ,a saber, z;31 = ®,(Z;). Hacemos el
cociente de este espacio usando como funciones de pegado en las “intersecciones”
las funciones ®;. De donde se obtiene una variedad S de dimg(S) = 4.

En cada sector 7 se toma la foliacién F, » asociada al campo vectorial
Wp.a. Esto define una foliacién Fy en S, pues las funciones de pegado ®; son
una equivalencia analitico orbital en cada T+ NT}.

Ahora definimos una funcién Hy: S — W — {z = 0} C (C?,0) como

Hy = Zejzj,

donde §; es una particion de la unidad subordinada a la cubierta {7}}, tal que
las derivadas no crecen més rapido que un polinomio en |z|~! cuando z — 0.
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Hy ! define una estructura cuasiconforme desde W. Si consideramos la com-
plejificacion del espacio tangente a S, ©T'S sabemos que este se escinde en dos:
CTS = T1°9 T, El teorema de Newlander-Nirenberg (que es, en cierto sentido,
una consecuencia del teorema de Frobenius) nos dice que la estructura cuasicon-
forme inducida por H ! es integrable si y s6lo si para cualesquiera dos campos
vectoriales en T1° se tiene que su conmutador esta también en T1°. Esto, escrito
en el lenguaje de formas, nos lleva a hablar del tensor de Nijenhuis (ver[Zo]).
Con sus respectivas precauciones se hace algo analogo al inciso 1 del teorema
1.3.13, ya que se tiene que hablar de formas de tipo (1,1) y (2,0) que definen
la estructura cuasiconforme. Utilizando que la transformacion ®; y la funcién
Id se parecen exponecialmente se demuestra que las formas diferenciales que
describen la estructura cuasiconforme dada por Hj ! se anulan bajo el tensor
Nijenhuis. El teorema de Newlander-Nirenberg en el lenguaje de formas afirma:

Teorema 2.3.5 (de Newlander-Nirenberg.([Arnl])) Una estructura cua-
siconforme es integrable si y solo si su tensor Nijenhui es identicamente cero.

En nuestro caso asegura la existencia de alguna transformacién G : (C2,0) —
(C2,0) diferenciable que lleva una estructura conforme estandar. La composicién
G~ loHp:S — (C?,0) es holomorfa en S. Ademas transforma a la foliacion F
en una foliacién F silla-nodo con invariante Martinet-Ramis igual a . B

2.4. Transformacion de Holonomia

En la teoria de foliaciones para describir la dindmica de una foliaciéon F en
(C2,0) se utilizan transversales locales X, i.e.

TP(C2ﬂ 0) = TPEP ® szﬂ

donde £, € Fy L,NX = p, a lo largo de una curva contenida en una de las
hojas de F. Para este proposito se tomara la siguiente definicion

Definicién de transformacion de holonomia

Sea F una foliacion holomorfa en (C2,0), £ una hoja no singular de F y
v C L una curva cerrada con punto inicial py. Se toma un pequeno disco D
transversal a £ por pg y parametrizado por z : D — (C,0), z(po) = 0. Dado que
v es compacto existe una cubierta finita de abiertos {U;}, donde la foliacion es
una caja de flujo: F |y, = {dy = 0}

Sea p € D, se toma la hoja £, que pasa por p. En cada abierto U; se puede
levantar el camino yNUj a la hoja £, NU;. Después de regresar por « al punto
Do, el levantamiento de v en £, corta de nuevo al disco D. La nueva interseccion
puede ser diferente del punto p y se denota por A, (p). Todo lo anterior da un
esbozo de la demostraciéon del siguiente resultado
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Lema 2.4.1 Sea v :[0,1] — (C?,0) una curva cerrada y continua en una hoja
L de F y sea ¥ transversal local a la foliacion en el punto v(0) = po. Si ¥ es
suficientemente pequefia, existe una funcion continua I’ : ¥ x [0,1] — (C2,0) tal
que:

1.T(q,0) =g X, T(g1)eX

2. T(q.") : [0,1] — (C?,0) es una curva continua en la hoja L, de F que pasa
por q

3. T'(po, ) =~

AY(p

N
- £ b / £ D
- / / \L_
7 B |
(( \\ I'(p,-)
AN "

Figura 2.2: Holonomia sobre £

l=
Il
o

Asi se define como transformacion de holonomia(o la transformacion de
monodromia) asociada a la curva cerrada v como la funcion

p— Ay (p),

donde A, = T'(-,1). Es importante notar que si se toma otra curva cerrada ¥
basada en pg y homotdpica a -, las transformaciones de holonomia que definen
son la misma, i.e. A, = Ay. La demostracién de esto puede verificarse en (Cap.2

de [GM-OB).

En el caso de una foliacién asociada a ' € D(C?,0) con F(0) = 0 nos interesa
la transformacion de holonomia definida por una curva cerrada - contenida en
una separatriz, i.e. una curva C holomorfa lisa y cerrada en (C2,0) que pasa por
0 y es tangente a F. Se sabe que la j-ésima variacion de la ecuacién diferencial

dz _ Az, w)
dw  B(z,w)
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donde F(z,w) = A(z,w)9/0z+ B(z,w)d/0w, permite encontrar la serie analiti-
ca de la transformacion de holonomia de una foliacion a lo largo de una curva
cerrada « contenida en una hoja £, donde la j-ésima variacién evaluada en wy
da el coeficiente del término de orden j. En nuestro caso utilizaremos el con-
cepto de j-variaciéon con respecto a una solucion 1 (w), donde esta dltima es la
variedad fuerte de F': C' = {z = 0}. Para ello se toma la solucion (w) que
corresponde a la separatriz C.

dip(w)
dw

=G (w),w), p(wo) =2z =0.
Se considera una familia de soluciones ¥(z,w) de G que satisface

g—z(z,w) =GV (z,w),w), ¥(z,wy) = z.

Se toma la expansion en serie de potencias pensando a ¥ como una funcién que
solo depende de z. En una vecindad de (0, wy), se tiene la siguiente igualdad

U(z,w) = ho(w) + 1 (w)z + -+ - + %ij(w)zj Foo,

donde 9;(w) es una funcién holomorfa en la variable w, junto con las siguientes
condiciones

Z/JO(W) = 1/’(“’) = \I/(O,w), 7/’;(10) = %(Oaw)a .7 = 05 cee

La funcién 9, es conocida como la j-ésima variacion de la solucion ¢. ¥(z, wo)
va ser nuestra transformaciéon de holonomia, donde 1; se considera como la
solucion de una ecuaciéon diferencial a lo largo de ~.

Para los campos vectoriales normalizados se va calcular la p+1-ésima variacion.
Ahora haremos un célculo que nos dice como es 11,

iy DT

0
T (w) = e (z0,w) = gG(\I/(z,w),w)
= G (p(),w) (2 0) = Gaos () w)

Asi la primera variacion iy satisface la ecuacion diferencial lineal

% = Gz (1/}('“1)711}) 1/}1 (w)’ 1/}1(11}0) =1

y su solucién estd dada por
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Hay que notar que cuando se ha prenormalizado el campo F' la solucion i (w)
coincide con la curva z = 0, luego entonces i1 (w) es la constante 1. Para las

demas variaciones se nota que G,;(0,w) =0con j =1,...,p, ya que A(z,w) =
2P f(z,w) donde f(z,w) = 1+ fi(z,w) con f1(0,0) = 0. Al observar que la
derivada j-ésima de A se le puede factorizar una z mientras j = 1,...,p se tiene

la igualdad

(w
% =0, con condicién inicial ;(wp) =0
w
que nos dice que ¢, con j =1, ..., p son funciones idénticamente nulas. Cuando

se deriva por p + 1-ésima vez a G se tiene que

| (1 + fl(oaw))
(—w+g(0,w))’
i.e. que la funcién 9,41 no se anula y ademas muestra que ¥(z,wy) pertenece

al conjunto de difeomorfismos tangentes a la identidad A, . para alguna « en
C. Haciendo lo anélogo para la ecuacion diferencial

G (0,w) = (p+1)

dz 2P FL 2PFHL = X2P + A22P +..))

dw — —w(l+AzP) —w

)

también cumple que la primera variacion ¢ (w) es la constante uno. Ademas
queda explicita la ecuacion de la p + 1-variacioén,

dpna(w) = ~(p+ )t [ Zds

-
donde v, : [a,b] — {z = 0} vy vw(a) = (0,wp), Yw(b) = (0,w). La curva ~
que nos interesa es cerrada y rodea al 0, de donde 9,11 (wp) = —(p + 1)!12mi.
De observar el termino 2P*1(1 — A\2P +...) se tiene que los términos G.; (0, w)
van a ser cero para j # np + 1. Esto junto a unos célculos combinatorios que
relacionan la n-ésima derivada de la composicion de dos funciones con una suma
de renglones del tridngulo de Pascal, permite observar que la derivada n-ésima
de G(¥(z,w),w) es la suma de funciones G« (0'W/021)31 (9™ /9z™)Im), donde
k—+1+m =mn+1, cuyos coeficientes son numeros del tridngulo de Pascal de los
renglones n — 1, n y n + 1. Asi, se puede expresar la ecuacién para la 2p + 1-
variaciéon como

/ ((fi‘ﬁ)l‘!;‘!!czp“(o,wwff(wwm(w)+<2p+1>lczzp+1<0,w> ?’”“<w>> dw;

sustituyendo se tiene

(2p+ 1)) 2/1/ 1 /1
- 1! — —dsdw — (2 DN | —d
(p-i-l)!p!(pjL ) sw s sdw = (2p+1) w D

Y

w
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de donde

Yoptr1(wo)  [(—=(p+1) o .
2pt 1! = ( 5 47 +/\2m>.

Entonces la funcién de holonomia para W), 5 es

», 1
Ag/ X(z) =z —2mizPT <M47r2 + )\27Ti) 2P

2

al observar la demostracion del teorema 1.1.2 se tiene que la expresiéon ante-
; - —2mi ; 1

rior coincide con la formula de (7 la cual es equivalente a J=2mi, » Ahora,
tomando el cambio de variable z — cz con ¢ € C tal que ¢ = —2mi, se tiene
que

(C,0) ——(C,0)
Id,—QLTiUJp,)\ (Id,aLp,a)
T(C,0) —==T(C,0)
de donde
—2mic(c™lw)PHL _ wPtl

L+ M tw)Pp 14 awr’

Por lo que A, esta en A, o, con o = \/2mi.

Recordando que curvas homotopicas definen la misma holonomia, se va a
pedir que al ser levantada v a la hoja £, con p € T; N D = S; x {wp}, su
levatamiento 4 quede totalmente contenido en 7. Esto para que las funciones
Hj del teorema 2.2.4 conjuguen a los campos W), » y F'y sus resticciones en cada
S xwo queden bien definidas, para conjugar analiticamente al difeomorfismo Af
con g, ... Hay que notar que la funcién u(z, w) = we'*) restringida a Sj x {wo}
mapea las orbitas de g_oris, , a la esfera doblemente punteada C x {j}, y
recordando las ecuaciones 1.23 que nos dan el moduli de Ecalle-Voronin y la
definicion 1.3.12 de equivalencia entre ellos se toma la funcion

Tj = UOHleijoa
la cual mapea las érbitas de Af a la esfera C x {j}. Retomando el diagrama
(2.6) y agregandole las transformaciones 7; tenemos
P

//—\
TjNTjy1 N D <= TjNTj41 N D —>Tj N Tj4a N D

| o e I

C x {5} Cx{j+1}
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Luego entonces las funciones de transicién 7j41 o Tj_l = ¢, definidas en
2.3.2 son el moduli funcional de la transformacién de holonomia Af definido en

1.3.12. Acabamos de probar

Teorema 2.4.2 1. La transformacion de holonomia AF del germen de un
campo vectorial F' con singularidad silla-nodo en &, » pertenece a las clases
formales A, o, con o = \/2mi.

2. El moduli funcional e del germen F' coincide con el moduli funcional iy »
de la transformacion AF.

Estes teorema junto a los teoremas de clasificacion Ecalle-Voronin 1.3.13 y
Martinet-Ramis 2.3.3 dan como resultado el siguiente corolario:

Corolario 2.4.3 Considera dos germenes F y F’' de campos vectoriales holo-
morfos con singularidad silla-nodo, junto con sus correspondientes variedades
holomorfas invariantes. Estos gérmenes de campos son analiticamente orbital-
mente equivalentes si y sdlo si sus transformaciones de holonomia AT y AF
respectivas son analiticamente equivalentes.

Para finalizar este trabajo mencionamos tnicamente que una aplicacién mas
del teorema de clasificacion Martinet-Ramis 2.3.3, es la contrucciéon de un es-
pacio de moduli para los campos vectoriales holomorfos con singularidad silla
compleja, esto junto al teorema 1.3.14 demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.4.4 Sean F y F' en D(C?%,0) con singularidad silla compleja que
tiene la misma parte lineal y sus transformaciones de holonomia coorrespondi-
entes al eje-z son analiticamente equivalentes. Entonces los gérmenes de campos
holomorfos F y F’ son analitica orbitalmente equivalentes.

Una demostracion completa de este resultado se encuentra en el capitulo 4
de [I-Y].
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