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2 ÍNDICE GENERAL



Introdu

iónLa teoría 
ualitativa de las e
ua
iones diferen
iales tiene su origen en el sigloXIX 
on los trabajos de Paul Painlevé (1863-1933). Sin embargo, son los traba-jos de Henri Poin
aré (1854-1912) sobre la 
lasi�
a
ión de 
ampos ve
toriales(reales y 
omplejos) 
on punto singular, los que mar
an un 
ambio en el estudiode las e
ua
iones diferen
iales. Éstas dejarán de ser estudiadas mediante la ob-ten
ión explí
ita de sus solu
iones (que por lo general no es posible) y pasarána ser estudiadas mediante el análisis del 
omportamiento geométri
o, topológi-
o y analíti
o de los 
ampos ve
toriales que las de�nen. A prin
ipios del sigloXX, el estudio de 
ampos ve
toriales en una ve
indad de un punto singular fuedesarrollado prin
ipalmente por H. Poin
aré (que ya en 1876 había demostra-do el Teorema de Linealiza
ión) y H. Dula
, motivados por el problema 16 deHilbert sobre la existen
ia de 
i
los límite de 
ampos ve
toriales polinomialesen el plano real. Después de los trabajos de Poin
aré y Dula
 se dieron avan
esen la teoría esen
ialmente en Rusia 
omo resultado de la es
uela de Andronovy Pontriaguin. Fue sólo hasta mediados de los años sesenta del siglo XX que elestudio lo
al de las e
ua
iones analíti
as 
omplejas reapare
ió 
on los trabajosde Bryuno. A éstos le siguieron entre otros las aporta
iones en Rusia de V.I.Arnold, Yu. Ilyashenko, A.A. Sherbakov, S. Voronin, P. Elizarov, en Fran
ia deR. Moussu, J.-F. Mattei, D. Cerveau, J. Martinet y J.-P. Ramis, en Brasil 
onI. Kupka, C. Cama
ho, A. Lins Neto y P. Sad y en Méxi
o 
on A. Verjovsky,X. Goment-Mont y J. Seade. A partir de los años o
henta, resultados profundossobre la 
lasi�
a
ión analíti
a han sido demostrados.La parti
ión (folia
ión) de una ve
indad del origen en C2 por las 
urvas defase (hojas) de�nida por las solu
iones de una e
ua
ión diferen
ial es un objeto
uyo análisis es 
ompli
ado. Por está razón, una forma de 
omprender parte del
omportamiento de di
ha folia
ión es ha
iendo uso de una transversal Σ a unahoja determinada de la folia
ión y 
onsiderar sobre ella el grupo de gérmenes detransforma
iones de retorno o grupo de holonomía. Este grupo a
túa sobre lospuntos de la transversal de modo tal que el 
o
iente de ésta bajo la a

ión dedi
ho grupo es el espa
io de las hojas de la folia
ión. Es pre
isamente por estarazón que resurge el interés por la 
lasi�
a
ión analíti
a lo
al de los gérmenesde transforma
iones 
onformes de (C, 0) en (C, 0) (Diff(C, 0)). Este estudiose remonta a más de un siglo 
on trabajos de E. S
hröder, A. Koenings y L.i



ii INTRODUCCIÓNLeau. Los dos primeros demuestran, por dos 
aminos distintos, que un germenholomorfo f ∈ Diff(C, 0), f(z) = µz + O(z2) es analíti
amente linealizable si
|µ| 6= 1. Por otra parte 
uando |µ| = 1 el estudio se divide en tres 
asos: 
uando
µ = 1, 
uando µ = e

iθ 
on θ ∈ Q y 
uando µ = e

iθ 
on θ ∈ R − Q. Este último
aso fue estudiado por Siegel quien demostró que si µ es mal aproximado porlos ra
ionales (
ondi
ión diofantina) enton
es f es analíti
amente equivalentea su parte lineal. Posteriormente Bryuno mejoró las 
ondi
iones dadas en eltrabajo de Siegel, mediante el uso de fra

iones 
ontinuas, para saber 
uando f eslinealizable, y �nalmente, en 1995, Yo

oz probó que las 
ondi
iones en
ontradaspor Bryuno son ne
esarias para linealiza
ión de una silla. Cabe men
ionar quepor sus trabajos en este tema Yo

oz re
ibió la medalla Fields.A �nales del siglo XIX, motivado por la e
ua
ión de Abel, Leau 
omienza atrabajar 
on transforma
iones de la forma f(z) = z + O(z2) (
ono
idas 
omotransforma
iones 
onformes tangentes a la identidad). Aquél abordó el problemamediante la parti
ión de una ve
indad del 
ero en pétalos, donde la dinámi
ade las itera
iones enteras de la transforma
ión era 
ontra
tante en algunos ydilatante en otros. En 1920 Fatou 
onstruye un atlas normalizante de fun
ionesque en 
ada pétalo 
onjuga al germen de una transforma
ión 
onforme f(z) =
z +O(z2) 
on su forma normal formal. Para 1939 Birkho� retoma el trabajo deLeau y Fatou, y da una lista de invariantes analíti
os de las transforma
iones
onformes f(z) = µz + O(z2) 
on µ ∈ Q. Pero no es, si no hasta los añoso
hentas, que É
alle y Voronin demuestran independientemente el teorema queda una 
lasi�
a
ión analíti
a de los gérmenes de transforma
iones tangentes ala identidad, usando fun
iones de transi
ión entre los pétalos 
on la estru
turaheredada del atlas normalizante.En el primer Capítulo se 
omienza 
on la 
lasi�
a
ión formal de las trans-forma
iones 
onformes en Diff(C, 0), la 
ual muestra las di�
ultades que sepresentan para elaborar una 
lasi�
a
ión analíti
a de las transforma
iones 
on-formes f(z) = µz + O(z2) 
on µ igual a uno o a una raíz n-ésima de la unidad.Se da la 
lasi�
a
ión topológi
a de estos gérmenes basada en un artí
ulo deCama
ho [C2℄, la 
ual muestra 
omo úni
o invariante topológi
o la 
antidad depétalos. Después pasamos a demostrar el teorema de la �or de Leau, el 
ualnos da las 
ondi
iones para 
ontruir el atlas normalizante. Se de�nen las fun-
iones de transi
ión mediante la 
omposi
ión de restri

iones de fun
iones delatlas normalizante. Mediante un analísis de las fun
iones de transi
ión se llegaa una rela
ión de equivalen
ia entre ellas. La 
lase de las fun
iones de transi
iónson 
ono
idas 
omo el moduli de la transforma
ión f . Con esto se enun
ia elteorema de 
lasi�
a
ión analíti
a de E
alle-Voronin, del 
ual se demuestran lasprimeras dos a�rma
iones y se da un esbozo de la ter
era.El Capítulo dos introdu
e las de�ni
iones y teoremas para trabajar 
one
ua
iones diferen
iales indu
idas por 
ampos ve
toriales en (C2

, 0) 
on tiempo
omplejo (D(C2
, 0)). Luego nos enfo
amos en el 
aso de 
ampos ve
toriales en

D(C2
, 0) 
on singularidad silla-nodo 
omplejo. Damos la forma normal formalde estos 
ampos y dividimos una ve
indad del 
ero en se

iones para enun-



iii
iar el teorema de normaliza
ión se
torial de Hukuhara, Kimura y Matuda.Con la 
ole

ión de fun
iones normalizadoras que da este teorema de�nimoslas fun
iones de transi
ión. Con ellas de�nimos una rela
ión de equivalen
iaentre éstas (moduli), y así enun
iar el teorema de 
lasi�
a
ión analíti
a or-bital Martinet-Ramis que del espa
io de gérmenes de 
ampos ve
toriales 
onsingularidad silla-nodo. Finalmente de�nimos la transforma
ión de holonomíasobre la variedad fuerte del 
ampo silla-nodo, que resulta ser una transforma-
ión 
onforme tangente a la identidad. Así logramos dar una rela
ión entre losrespe
tivos espa
ios de moduli de�nidos por los gérmenes de 
ampos silla-nodo
omplejo y los gérmenes de transforma
iones 
onformes tangentes a la identi-dad. Con
luimos que dos gérmenes de 
ampos silla-nodo 
omplejo son analíti
aorbitalmente equivalentes si y sólo si sus transforma
iones de holonomía sobrela variedad fuerte son analíti
amente equivalentes.



iv INTRODUCCIÓN



Capítulo 1Clasi�
a
ión de los gérmenesholomorfos en (C, 0)Para este Capítulo y en la Tesis, es ne
esaria la no
ión de germen de fun
iónanalíti
a. Para ello, 
onsidérese una fun
ión f de�nida en un dominio Ω ⊆ C(que denotaremos por (f, Ω)). Sea ξ un punto en Ω tal que f es analíti
a en
ξ. Por (f, ξ) denotaremos la siguiente rela
ión de equivalen
ia de�nida en elespa
io de fun
iones analíti
as: De
imos que (f1, ξ1) es equivalente a (f2, ξ2) siy sólo si ξ1 = ξ2 y f1(z) = f2(z) en una ve
indad de ξ1, a 
ada 
lase se le
ono
e 
omo el germen de la fun
ión f1 en ξ. El estudio de esta Tesis se 
entraen la 
lasi�
a
ión de gérmenes (f, ξ) tales que f(ξ) = ξ, los 
uales medianteuna 
onjuga
ión en su dominio se pueden ver 
omo f̃(0) = 0; o sea que �janel 
ero. Los gérmenes de difeomor�smos analíti
os f : (C, 0) → (C, 0) denotantransforma
iones analíti
as que �jan el 
ero y son invertibles en una ve
indaddel 
ero; a este espa
io se le denota Diff(C, 0). Dado que f ∈ Diff(C, 0)es analíti
a existe su serie de Taylor en una ve
indad del 
ero. Más adelante se
onsideran series que pueden no tener un radio de 
onvergen
ia (series formales)y 
on parte lineal no nula, este espa
io será denotado por D̂iff(C, 0).En este Capítulo 
lasi�
aremos a los gérmenes en Diff(C, 0), mediante unarela
ión de equivalen
ia dada por:De�ni
ión 1.0.1 Dos gérmenes f, f̂ de difeomor�smos 
onformes de (C, 0) sonanalíti
amente equivalentes (respe
tivamente formalmente equivalentes, topológi-
amente equivalentes) si existe un germen h(z) de un difeomor�smo analíti
o(respe
tivamente una serie formal h(z) = h1z+h2z

2+O(z3), un homeomor�smo
h(z)) que 
onjugue a f 
on f̂ :

f̂ = h

−1
◦ f ◦ h1



2CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)La 
lasi�
a
ión analíti
a de gérmenes de transforma
iones 
onformes de
(C, 0) en (C, 0) fue realizada por E. S
hröder (1870) y por A. Koenings (1984),quienes, por 
aminos distintos, demostraron que un germen holomorfo f en
Diff(C, 0) de la forma f(z) = µz + O(z2) (donde O(zn) denota a los términosde orden superior a n) 
on |µ| 6= 1 es analíti
amente linealizable. El 
aso en que
|µ| = 1, puede ser dividido en dos 
asos: µ = e

iθ 
on θ ∈ Q y θ ∈ (R − Q)El primer 
aso es el que se trabajará a fondo en este Capítulo. Del segun-do 
aso, en los 40's, Siegel dio 
ondi
iones sobre la variable θ bajo las 
uales
f(z) = e

2πiθ
z + O(z2) es linealizable. Condi
iones que Bryuno tradu
iría a unadesigualdad en términos de la fra

ión 
ontinua de θ. En los 90's Yo

oz de-muestró que la 
ondi
ión de Bryuno es ne
esaria y su�
iente para asegurar que

f es linealizable.
1.1. Clasi�
a
ión formalLos objetos 
on los que se trabajará son las series (de Taylor) formales en elorigen de C

f(z) =
∑∞

j=0

cjz
j
, cj ∈ C.El orden de f es el mínimo j para el 
ual cj es distinto de 0.El 
onjunto de las series formales se denota por C[[z]], de este 
onjunto sólo setendrá en 
uenta el 
onjunto D̂iff(C, 0) = {f ∈ C[[z]] : f(0) = 0, y f

′(0) 6= 0}.Cabe notar que f

′ está de�nida 
omo derivada de 
ada monomio de la serie yla igualdad entre series formales es 
oe�
iente a 
oe�
iente de los respe
tivosmonomios. Para las series formales no se 
onsidera la 
onvergen
ia o divergen
iade éstas, lo 
ual fa
ilita su manejo.Así, el 
onjunto D̂iff(C, 0) es un grupo 
on la 
omposi
ión y la serie de latransforma
ión identidad Id 
omo elemento neutro. Será de utilidad 
ono
er losprimeros monomios explí
itamente de la inversa de una serie formal f dada. Setomará el 
aso de las fun
iones de la forma Hn(z) = z + hnz

n, ya que son lastransforma
iones 
uyas inversas serán utilizadas para la 
lasi�
a
ión formal:



1.1. CLASIFICACIÓN FORMAL 3
H

−1

n
◦ Hn(z) =z y Hn(z) = z + hnz

n = z(1 + hnz

n−1)

H

−1

n
(Hn(z)) =

z(1 + hnz

n−1)

1 + hnz

n−1
= z

H

−1

n (w) =
w

1 + hn(H−1
n (w))n−1

H

−1

n
(w) =w

(∑∞

l=0

(−1)l
[
hn(H−1

n
(w))n−1

]l
)

H

−1

n
(w) =w(1 − hn(H−1

n
(w))n−1 + O(w2n−2))

H

−1

n (w) =w(1 − hn(w − hnw(H−1

n (w))n−1)

H

−1

n (w) =w − hnw

n + O(w2n−1)Bastará 
ono
er los primeros dos monomios para trabajar. Con un pro
esoanálogo al anterior es fá
il 
on
luir que si una fun
ión h ∈ D̂iff(C, 0) es de laforma h(z) = a1z+O(z2), enton
es su inversa es de la forma h

−1(z) = 1

a1
z + · · · .Retomando la de�ni
ión de la equivalen
ia formal entre dos fun
iones, nosdetendremos a ver qué propiedades se 
onservan al 
onjugar una fun
ión f =∑∞

j=1
fjz

j, fj ∈ C, analíti
a 
on las fun
iones h ∈ D̂iff(C, 0). A saber, de la
omposi
ión
f ◦ h(z) = f1(a1z + ...) + ...se tiene,

h

−1
◦ f ◦ h(z) =

1

a1

(a1f1z + ...) + ...

h

−1
◦ f ◦ h(z) =f1z + ...,Donde los puntos multiples denotan términos de orden superior al lineal en z.Esto muestra que la parte lineal de h

−1
◦ f ◦ h es igual a la parte lineal de

f . Ha
emos notar que la parte lineal de una transforma
ión es invariante bajo
onjuga
ión. Lo anterior nos lleva a la pregunta: ¾para toda f ∈ Diff(C, 0)existirá una h ∈ ̂
Diff(C, 0), tal que 
onjugue a f 
on su parte lineal?. Larespuesta es NO siempre. Pero se tiene el siguiente teorema que des
ribe algunos
asos en donde la respuesta es a�rmativa.Teorema 1.1.1 (de la forma normal Poin
aré-Dula
) Sea f ∈ ̂

Diff(C, 0)
on parte lineal µ ∈ C − 0

z

f
−→ µz + a2z

2 + a3z
3 + ...



4CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Si µ no es raíz de la unidad, enton
es f es formalmente equivalente a su partelineal, o sea a la transforma
ión lineal z 7→ µz.Demostra
ión. Para linealizar una transforma
ión f ∈ Diff(C, 0), se siguela estrategia de quitar los términos no lineales uno a uno mediante trans-forma
iones en D̂iff(C, 0) de la forma Hk(z) = z + hkz

k, 
uya inversa es
H

−1

k
(z) = z − hkz

k + · · · . Se notará más adelante que el 
oe�
iente hk dependedel 
oe�
iente k-ésimo de la transforma
ión f ; pues se bus
a que la 
onjuga
ión
H

−1

k
◦ f ◦ Hk tenga al 
ero 
omo 
oe�
iente del término de orden k.Sin pérdida de generalidad, ha
emos la suposi
ión de que el primer términono lineal de f distinto de 
ero es ak1z

k1 , por lo que se tienen las siguientesrela
iones:
f ◦ Hk1(z) =µ(z + hk1z

k1) + ak1(z + hk1z
k1)k1 + O(zk1+1)

=µz + µhk1z
k1 + ak1z

k1 + O(zk1+1)

=µz + (µhk1 + ak1)z
k1 + O(zk1+1)

H

−1

k1
◦ f ◦ Hk1(z) =(µz + (µhk1 + ak1)z

k1 + O(zk1+1))−

−hk1(µz + (µhk1 + ak1)z
k1 + O(zk1+1))k1 + O(z2k1−1)

=µz + (µhk1 + ak1 − hk1µ
k1)zk1 + O(zk1+1)Del último renglón se obtiene la siguiente e
ua
ión, que es la 
ondi
ión paraque hk1 exista y 
umpla 
on el propósito de eliminar el término de orden k1.

µhk1 + ak1 − hk1µ
k1 =0

ak1 =hk1(µ
k1 − µ)

ak1

µ

k1 − µ

=hk1 (1.1)Esta última expresión tiene sentido siempre y 
uando µ(µk1−1
− 1) 6= 0. Porhipótesis se sabe que µ no es raíz de la unidad, luego enton
es se propone lafun
ión H 
omo sigue:

H = ĺım
n→∞

Hkn
◦ ... ◦ Hk1donde Hkj

se 
onstruye de manera análoga a Hk1 , pero para la transforma
ión
H

−1

kj−1
◦ ... ◦H

−1

k1
◦ f ◦Hk1 ◦ ... ◦Hkj−1 (esta transforma
ión no tiene términos deorden menor a kj−1 diferentes del lineal), y en general si j > i enton
es kj > ki.



1.1. CLASIFICACIÓN FORMAL 5El pro
eso al in�nito nos da una serie H no ne
esariamente 
onvergente, peroésta sigue siendo un elemento de ̂
Diff(C, 0). �Como se dijo en la introdu

ión, el estudio se 
entrará en el 
aso µ = 1. Aeste tipo de gérmenes se les 
ono
e 
omúnmente 
omo difeomor�smos analíti
ostangentes a la identidad o transforma
iones tangentes a la identidad. Se 
onju-gará una transforma
ión f(z) = z + a2z

2 + a3z
3 + · · · 
on una transforma
ión

Hk, 
omo la utilizada para linealizar en el Teorema 1.1.1 para modi�
ar el 
o-e�
iente del término de orden k. Se observa que, puesto que Hk es lo
almenteinvertible, la 
onjuga
ión H

−1

k
◦ f ◦Hk es analíti
a en una ve
indad del origen.Ini
ialmente, y para simpli�
ar los 
ál
ulos que se harán posteriormente,se probará que mediante un 
ambio de variable lineal, H(z) = bz, puede sernormalizado el 
oe�
iente del primer término no lineal distinto de 
ero de f . Asaber, para la transforma
ión f(z) = z+az

p+1+O(zp+2) se bus
a b ∈ C tal que
H

−1
◦ f ◦ H(z) = z + z

p+1 + O(zp+2). Para ello 
onsideramos la 
omposi
ión
H

−1
◦ f ◦ H(z) = z + z

p+1 + O(zp+2)es de
ir,
H

−1
◦ f(bz) = z + z

p+1 + O(zp+2)por de�ni
ión de f , el miembro izquierdo de la anterior igualdad se es
ribe 
omo
H

−1(bz + a(bz)p+1 + O(zp+2)) =de aquí,
H

−1(bz + ab

p+1
z

p+1 + O(zp+2)) =

=
1

b

(bz + ab

p+1
z

p+1 + O(zp+2))

=z +
ab

p+1

b

z

p+1 + O(zp+2)Así, si b = (a−1)
1
p se obtiene la igualdad deseada. De ahora en adelante
onsideraremos a siempre normalizada: f(z) = z + z

p+1 + O(zp+2). Al 
onjuntode las transforma
iones tangentes a la identidad 
uyo primer término 
on 
oe�-
iente 
ero y distinto del lineal es de orden p + 1 se le denota por Ap. Tenemosasí todo lo ne
esario para enun
iar y demostrar el siguiente teorema.Teorema 1.1.2 (Clasi�
a
ión Formal, [Sze1℄) Cualquier germen de trans-forma
ión f ∈ Ap es formalmente equivalente a algún germen de transforma
ión
fp,λ = g

1

ωp,λ
,



6CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)donde g

t
ωp,λ

es la transforma
ión a tiempo t a lo largo de las solu
iones de lae
ua
ión diferen
ial aso
iada al 
ampo ωp,λ,
ωp,λ =

z

p+1

1 + λz

p

∂

∂zy λ ∈ C es el invariante de la 
lasi�
a
ión formal.Antes de dar la demostra
ión de este resultado observaremos que para lastransforma
iones f ∈ Ap no existe una transforma
ión Hp+1 que elimine eltérmino z

p+1 
omo se hizo en el Teorema 1.1.1. Sin embargo 
onsiderando latransforma
ión Hl(z) = z+hlz
l se bus
ará remover los términos alz

p+l. A saber,supongamos que f(z) = z + z

p+1 + alz
p+l + · · · para algún entero l ≥ 2 y sean

Hl(z) = z + hlz
l y H

−1

l
(z) = z − hlz

l + O(zl+1)Enton
es,
f ◦ Hl(z) = (z + hlz

l) + (z + hlz
l)p+1 + alz

p+l + · · ·

= z + hlz
l + z

p+1 + (p + 1)zp
hlz

l + alz
p+l + · · ·

= z + hlz
l + z

p+1 + ((p + 1)hl + al)z
p+l + · · ·

H

−1

l
◦ f ◦ Hl(z) = (z + hlz

l + z

p+1 + z

p+l((p + 1)hl + al)) − · · ·

− hl(z
l + lhlz

2l−1 + lz

p+l + l((p + 1)hl + al)z
p+2l−1 + · · ·

= z + z

p+1 + z

p+l((p + 1)hl + al − lhl) + · · ·de donde se tiene que hl = al

p+1−l
. Notemos que si l 6= p + 1 la fun
ión Hlestá bien de�nida por lo que el término alz

p+l puede ser eliminado de la serie.Sin embargo si l = p + 1 enton
es el 
oe�
iente hl no puede ser de�nido y, por
onsiguiente, el monomio de grado 2p+1 no puede ser eliminado. Por esta razón
f es formalmente equivalente a

z
//
z + z

p+1 + νz

2p+1 (1.2)Lo anterior muestra que un invariante formal de la 
lasi�
a
ión de transforma-
iones de la 
lase Ap está dado por el 
oe�
iente ν.Demostra
ión del teorema 1.1.2(
lasi�
a
ión formal) Pensando en el 
ampo
ωp,λ = z

p+1

1+λzp y desarrollando el monomio 1

1+λzp en una ve
indad del 
ero setiene la siguiente expresión:
1

1 + λz

p
= 1 − λz

p + λ

2
z

2p
− λ

3
z

3p + ...
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ando esta igualdad al 
ampo ωp,λ se tiene
z

p+1

1 + λz

p
= z

p+1
− λz

2p+1 + λ

2
z

3p+1 + ...Esta última expresión es más fá
il manejar para lo que se hará a 
ontinua
ión.Del teorema de Existen
ia y Uni
idad se sabe que existe una úni
a solu
ión
g

t
ω (por 
omodidad se tomará ω = ωp,λ) de la e
ua
ión diferen
ial ż = ω aso
iadaal 
ampo

ω(z) = z

p+1
− λz

2p+1 + O(z3p+1)
∂

∂zpara alguna ve
indad del 
ero, que satisfa
e la 
ondi
ión ini
ial g

0

ω
(z) = z. Latransforma
ión g

t
ω es el �ujo a tiempo t de la solu
ión 
on 
ondi
ión ini
ial z.Utilizando el desarrollo de Taylor de g

t
ω
alrededor del 
ero tenemos

g

t

ω(z) = z +
t

1!

[
∂

∂t

g

t

ω(z)

]

t=0

+
t

2

2!

[
∂

2

∂t

2
g

t

ω(z)

]

t=0

+ ...y 
omo g

t
ω
es solu
ión de ż = ωp,λ enton
es

[
∂

∂t

g

t

ω
(z)

]

t=0

= ω = z

p+1
− λz

2p+1 + O(z3p+1)

[
∂

2

∂t

2
g

t

ω
(z)]t=0 = ω

2 = (zp+1
− λz

2p+1 + O(z3p+1))((p + 1)zp
− λ(2p + 1)z2p + O(z3p))(1.3)y en general pasa que [ ∂

n

∂zn g

t
ω
(z)]t=0 = ω

n

p,λ
donde el supraíndi
e indi
a la itera-
ión de la derivada. Esto da una nueva expresión de g

t
ω

g

t

ω
(z) = z +

t

1!
z

p+1 +

(
p + 1

2!
t

2
− λ

t

1!

)
z

2p+1 + O(z3p+1)de donde, evaluando en tiempo 1, se tiene
g

1

ω(z) = z + z

p+1 +

(
p + 1

2
− λ

)
z

2p+1 + O(z3p+1)lo que nos muestra que el invariante formal tiene la forma ν = p+1

2
− λ. �Así se logra una 
ara
teriza
ión formal de las transforma
iones tangentes ala identidad la 
ual será muy útil posteriormente.



8CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Continuemos ahora 
on otro 
aso de interés: µ raíz de la unidad. Re
ordandolas Hk de�nidas al prin
ipio de esta se

ión, se tiene para el 
aso µ = 1 lasiguiente restri

ión de su 
oe�
iente hk

hk =
ak

µ(µk−1 − 1)Enton
es, suponiendo que µ

n = 1 y µ

m
6= 1 si m < n, los monomios resonan-tes (son aquellos que no se pueden quitar mediante transforma
iones formales,analíti
as) son de la forma

akz

k 
on k = ln + 1,por lo que f(z) = µz +
∑∞

k=2
akz

k es formalmente equivalente a la transforma-
ión
z → µz +

∑∞

l=1

alz
ln+1

z → µ

(
z +

∑∞

l=1

al

µ

z

ln+1

) (1.4)La expresión que está dentro del paréntesis se es
ribe, por la igualdad 1.2,
omo
z → µ

(
z + z

rn+1 + νz

2rn+1
)
,donde r es el natural tal que ar es el primer término no 
ero de ∑

alz
ln+1. Por
onsiguiente f es formalmente equivalente a la transforma
ión

z → µ(g1

ω) donde ω = ωrn,λ.1.2. Clasi�
a
ión Topológi
aLas transforma
iones holomorfas f 
on parte lineal µ, tal que µ

n = 1 yno linealizables tienen un invariante topológi
o muy mar
ado en su estru
turadinámi
a, ya que si se dibujan las órbitas de f en una ve
indad del 
ero deradio ade
uado , éstas asemejan una �or. C. Cama
ho junto 
on P. Sad (1982)y A.A. Sh
herbakov (1982) independientemente, demostraron que el invariantetopológi
o es el número de pétalos de la �or dibujada por las órbitas 
ontinuas.El teorema siguiente ilustra geométri
amente métodos que nos serán útiles enel problema 
entral de este 
apítulo: la 
lasi�
a
ión analíti
a.Teorema 1.2.1 (Clasi�
a
ión Topológi
a) Sea f ∈ Diff(C) de la forma:
f(z) = µz + a2z

2 + a3z
3 + O(z4)
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n = 1 tal que µ

m
6= 1 para 0 < m < n. Enton
es o la n-ésima iterada

f

n es la identidad o existe un homeomor�smo h, h(0) = 0 y un entero k ≥ 1tal que
h ◦ f ◦ h

−1(z) = fk,n(z) = µz(1 − z

kn)−
1

kn
,donde k es el primer entero de la forma normal formal de (µz+
∑∞

j=1
ajn+1z

jn+1)tal que el 
oe�
iente akn+1 es distinto de 
ero.Demostra
ión. Dada f ∈ Diff(C, 0) 
omo en las hipótesis y usando unnúmero �nito de las transforma
iones analíti
as Hj utilizadas en la 
lasi�
a
iónformal obtenemos una H tal que si f(z) = µz + ajz
j + O(zj+1) enton
es H ◦

f ◦H

−1(z) = µz +µz

kn+1 + O(zkn+2). Como sólo nos interesa llegar a eliminarhasta el término de orden kn + 1 y que el 
oe�
iente de éste sea µ, enton
es
H es, a lo más, 
omposi
ión de kn + 1 fun
iones Hj . Por esta razón H es unatransforma
ión analíti
a.En adelante, 
uando se es
riba f ésta representará a su transforma
ión aso-
iada H ◦ f ◦ H

−1, que es más prá
ti
a para pro
esos posteriores. Es de
ir,pensaremos en que f ya ha sido �normalizada�.Viendo primero 
ómo es la fun
ión fk,n en una ve
indad del 
ero tan pequeña
omo sea ne
esario, se nota que ésta �ja a los 2kn rayos de la forma z = re

iπ
q

kn ,ya que la expresión (1 − z

kn) es un número real para r < 1. Por esta razón
z/(1 − z

kn)
1

kn es una homote
ia del rayo en sí mismo, que al multipli
ar por µ
ae en otro rayo. De donde fk,n deja invariantes 2kn rayos.

Figura 1.1: Las transfroma
iones f1,1 y f3,1Se puede ver que 1/(1 − z

kn)
1

kn es una fun
ión multivaluada, que está biende�nida y es univaluada en las regiones delimitadas por los 2kn rayos para zen una ve
indad del origen. Luego, al multipli
ar por z quedan de�nidos los
ontradominios, por lo tanto fk,n está bien de�nida para alguna r < 1.



10CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Teniendo lo anterior, se hará el 
ambio de variable z → (1

z
)kn que llevaránuestro estudio de una ve
indad del 
ero a una ve
indad del in�nito. Este 
ambiode 
oordenadas genera una kn 
ubierta C

∗[kn] de C
∗ = C ∪ {∞}. Se observaque la e
ua
ión z

−kn = w tiene kn solu
iones. Y si se 
onsidera que z

−kn
−

w = 0 es una variedad analíti
a M en C × C∗, no hay que preo
uparse por ladiferen
iabilidad de sus 
artas 
oordenadas que son fun
iones de esta variedad
M en C o C∗. Más adelante se tomará el 
ambio de variable 
omo un tipode 
artas 
oordenadas de la variedad z

−kn
− w = 0, las 
uales 
ubrirán toda lavariedad M ex
epto un 
onjunto �a
o. También hay que re
ordar que los puntos

p1, ..., pkn ⊂ C tales que w(p1) = ... = w(pkn), son distintos entre sí.Tomandolos 
ambios de variable anteriores se tienen las siguientes rela
iones,
w(z) = z

−kn
z(w) = w

−1
kn (1.5)Cabe señalar que la segunda expresión es multivaluada. Se de�nirán, por lotanto, los sub
onjuntos C

∗[kn]

r de la 
ubierta C∗[kn] 
omo C
∗[kn]

r = {p ∈ C∗[kn] :
|w(p)| > r, r ∈ R}, donde w(p) es la proye

ión de p en el eje C∗. Esto es por que
on las proye

iones de C∗[kn] en C se trabajará en una ve
indad del in�nito.Lo siguiente es transformar f en un difeomor�smo G bien de�nido en C

∗[kn]

r(tan 
er
a del in�nito, 
omo grande sea r)
G : C

∗[kn]

r
→ C

∗[kn]Se trabajará 
on G en la C∗-
oordenada w utilizando el siguiente diagrama
C

∗[kn]

r wi

//

G

**⋃kn

i=1
C∗

i

w

−1
kn
i

zzuuuuuuuuu

w

−1
kn

i
$$IIIIIIIII w

−1
i

//
C

∗[kn]

r

(C, 0)

z
−kn

OO

f

// (C, 0),

z
−kn

OO

donde las wi son las 
artas 
oordenadas men
ionadas anteriormente. Ademásestán de�nidas 
on los rangos donde z

−kn no es multivaluada, están delimitadospor un par de rayos z = e

iπq
kn 
on q's 
onse
utivas que 
umplen z

kn
∈ R+, porlo que son invariantes de la fun
ión µz/(1 − z

kn)
1

kn . Además 
on la transfor-ma
ión w

−1
kn indi
arán quienes son los C∗

i
. Teniendo en 
uenta lo anterior, seexpresa G en las C∗-
oordenadas w 
omo levantamiento de una fun
ión g quea 
ontinua
ión se desarrollará
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g = z

−kn
◦ f ◦ w

−1
kn

g(w) =
[
µw

−1
kn + µw

−1− 1
kn + O(w−1− 2

kn )
]−kn

g(w) =
[
µw

− 1
kn

(
1 + w

−1 + O(w− 1
kn )

)]−kn

g(w) = w

(
1 + w

−1 + O(w−1− 1
kn )

)−kn

g(w) =
w

(
1 + w

−1 + O(w−1− 1
kn )

)kn

g(w) =
w

1 + knw

−1 + O(w−1− 1
kn )

g(w) = w

(
1 − knw

−1 + O(w−1− 1
kn )

)

g(w) = w − kn + O(w− 1
kn ) (1.6)Como O(w− 1

kn ) tiende a 
ero 
onforme w se a
er
a a in�nito, se nota que lafun
ión g en una ve
indad del in�nito se pare
e mu
ho a la transforma
ión
w → w − knEl 
oe�
iente libre −kn puede ser 
ambiado por −1, ya que las trasla
ionesno afe
tan al in�nito. Enton
es, por simpli
idad, se de�ne g y gτ 
omo sigue

g(w) = w − 1 + O(w
−1
kn ) gτ (w) = w − 1Las 
uales, bajo un difeomor�smo suave por pedazos (o sea 
on 
artas), sonlevantadas a C

∗[kn]

r , obteniéndose, respe
tivamente,
G : C

∗[kn]

r → C
∗[kn]

Gτ : C
∗[kn]

r → C
∗[kn]Se observa que este par de transforma
iones son muy pare
idas 
er
a delin�nito, por lo que, a 
ontinua
ión se de�ne una nueva transforma
ión Gη quenos ayudará a 
onstruir un homeomor�smo H tal que 
onjugue a G 
on Gτ .Sean r0, r1, r2, r3 ∈ R tales que (kn)2 < r0 < r1 < r2 < r3 y (kn)2 <

r1−r0, r2−r1, r3−r2. Se toma la restri

ión de la transforma
iónG en C
∗[kn]

r3 parapegarla mediante una fun
ión suave 
on la restri

ión de Gτ en C
∗[kn]

r0 − C
∗[kn]

r2y obtener una transforma
ión 
on dominio C∗
r0

Gη : C
∗[kn]

r0
→ C

∗[kn]



12CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Esta transforma
ión queda de�nida al ha
er el levantamiento de gη en las C∗-
oordenadas w, que está expresada 
omo sigue
gη(w) = gτ (w) + ϕ

(
|w| − r2

r3 − r2

)
[g(w) − gτ ]donde ϕ(t) =






0 si t ≤ 0
1 si t ≥ 1

R

t

0
exp( 1

t(t−1) )dt
R 1
0

exp( 1
t(t−1) )dt

si 0 < t < 1Se puede ver que ϕ es una fun
ión pastel C

∞.
Gη y G 
oin
iden en C

∗[kn]

r3 , lo 
ual es muy 
ómodo estando en una ve
indaddel in�nito. Bastando 
on probar la existen
ia de un homeomor�smo H tal que
onjugue Gη 
on Gτ

H ◦ Gτ ◦ H

−1 := GηSe hará primero la prueba para el 
aso n = 1.
PSfrag repla
ements

z

f(z)

wi ◦ z

−kn

Gτ (p) p

B ∪ W

Gτ (L) LFigura 1.2: B ∪ W en una proye

ión wiPara este 
aso se de�ne un dominio B ∪ W de manera que para 
ualquierpunto p ∈ C
∗[kn]

r0 exista l ∈ Z tal que G

l
τ (p) ∈ B ∪ W , donde

B := C
∗[kn]

r0
− C

∗[kn]

r1
y W :=

{
p ∈ C

∗[kn]

r0
: −1 ≤ Re(w(p)) ≤ 0

}
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oin
iden Gτ y Gη, será de�nida la transforma
ión H
omo la identidad en B. En lo siguiente hay que pensar en C
∗[kn]

r0 
omo unavariedad 
on 
artas en C∗ (que eran las 
artas (wi−1 , C∗
i
)). Se de�ne el 
onjunto

L := {w(p) ∈ C∗ : Re(w) = 0, p ∈ C
∗[kn]

r0 }, que es una transversal para lastraye
torias de Gτ , y se de�ne una fun
ión H ahí tal que haga 
onmutar elsiguiente diagrama
L

H

��

Gτ //
Gτ (L)

H

��
L

Gη //
Gη(L)Dado que gτ y gη son muy 
er
anas en su respe
tivas 
artas, sus levan-tamientos 
umplen que d(Gτ (p), Gη(p)) < ǫ en una ve
indad del in�nito su�-
ientemente grande, 
omo es C

∗[kn]

r0 . Esta 
er
anía además permite que Gτ (L)y Gη(L) sean homotópi
os, y 
omo no tienen autointerse

iones (ya que L estransversal a sus traye
torias), también son homeomorfos a L interse
tado 
on
C

∗[kn]

r0 . Por lo tanto la 
onjuga
ión H 
omo fun
ión 
ontinua está bien de�nida.Además L y Gτ (L) son la frontera de W . Enton
es, por el Teorema de Extensiónde Tietze, H se extiende a B ∪ W y se de�ne H̃ en C
∗[kn]

r0 
omo sigue:
G

−l

η ◦ H ◦ G

l

τ (p) = H̃, donde l es tal que G

l

τ (p) ∈ B ∪ W.Esta H̃ puede no ser el homeomor�smo deseado, ya que la órbita α de Gτdesde un punto en L a un punto en Gτ (L) bajo H̃ no ne
esariamente 
ae sobrela órbita β de Gη desde L a Gη(L); pero 
omo éstas 
oin
iden en los extremos,las 
ondi
iones de las ri aseguran que H̃(α) y β son homotópi
as. Así que, salvopor una homotopía, H̃ es el homeomor�smo deseado.Sólo falta men
ionar que H̃ fue de�nido en las 
artas (w−1

i
, C∗) las 
uales
ubren C

∗[kn]

r ex
epto por un 
onjunto de medida 
ero (lo que no impide que H̃sea extendida 
ontinuamente).Para los 
asos en que n 6= 1 se ha
en algunas modi�
a
iones. Primero W :=
{w(p) ∈ C∗ : −n < Re(w) < 0, p ∈ C∗[kn]

}, luego, 
abe remar
ar que en el 
asoanterior se tenía
g : C

∗
i → C

∗
i ,y para este 
aso su
ede que

g : C
∗
i → C

∗
j 
on i 6= jComo 
onse
uen
ia de la rota
ión que genera µ sobre los ejes invariantes (los
uales son las fronteras de nuestras 
artas). Luego, también es ne
esario de�nir

H en base a que 
onmute el siguiente diagrama
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L

H

��

Gτ //
G

n
τ
(L)

H

��
L

Gη //
G

n
η
(L)donde G

n
τ
y G

n
η
son levantamientos de las fun
iones g

◦n
τ
, g

◦n
η
, respe
tivamente,en las C∗-
oordenadas w. Enton
es

g

n : Ci∗ → C
∗
iY así se 
onstruye H notando que la de�ni
ión es sobre n 
artas. Estas 
artasson por las que pasa un punto w(p) al iterar n ve
es gτ antes de regresar a la
arta en la que 
omenzó, y para 
ada punto en ellas existe una l ∈ Z tal que

G

l
τ (w) ∈ B

⋃
W . De�niendo H 
omo la identidad en L y B. Luego extendemos

H 
omo en el 
aso anterior.Para terminar, sólo nos falta pasar Gτ a las 
oordenadas-z utilizando elprimer diagrama
fkn = w

−1
kn ◦ gτ ◦ z

−kn

fkn(z) =
(
z

−kn
− 1

)−1
kn

fkn(z) =
(
µ

−kn
z

−kn
(
1 − z

kn
))−1

kn(en este paso se retoma la µ, que se perdió al pasar f a las C
∗-
oordenadas w)

fkn(z) = µz

(
1 − z

kn
)−1

kn (1.7)
� Cabe notar que este Teorema también puede enun
iarse di
iendo que f estopológi
amente equivalente a la transforma
ión a tiempo 1, g

1

ω̃
, a lo largo delas solu
iones de la e
ua
ión diferen
ial ż = ω̃(z), donde ω̃(z) = z

p+1.1.3. Clasi�
a
ión Analíti
aEn la se

ión 1 se obtuvo una 
lasi�
a
ión formal de los gérmenes de transfor-ma
iones 
onformes Diff(C, 0). Esto 
ondu
e a una buena pregunta: ¾
uándouna transforma
ión f ∈ Diff(C, 0) es analíti
amente equivalente a su formanormal formal?. Como en la primera se

ión, la respuesta a esta pregunta noes trivial. Si se retoma el límite H de las Hki
que 
onjugaban a f 
on su for-ma normal formal, se puede ver bajo qué 
ondi
iones H es analíti
a. Para esteefe
to, se re
ordará 
ómo son los 
oe�
ientes hki
de estas fun
iones:
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hki

=
aki

µ(1 − µ

ki−1)
, donde µ es la parte lineal de f.Observando el fa
tor 1/µ(1 − µ

ki−1) y re
ordando que la analiti
idad de f(vista 
omo una serie) depende de la existen
ia de un radio de 
onvergen
ia,expresado 
omo ĺım supi→∞
ki

√
|hki

|, se tiene que µ

ki no debe de aproximarsea 1 demasiado, pues de lo 
ontrario el 
oe�
iente hki

re
e en norma sin 
otasuperior arruinando la existen
ia del radio de 
onvergen
ia. De esto se puedenobservar tres 
asos: que µ sea igual a 1, o raíz n-ésima de la unidad, o de laforma µ = e

2πiθ 
on θ irra
ional. Para los dos primeros quedó 
laro que f no esni siquiera formalmete equivalente a su parte lineal. En el ter
er 
aso sí se tienela equivalen
ia formal; pero re
ordando que la itera
ión de e

2πiθ es densa enla 
ir
unferen
ia unitaria, mu
hos de los 
oe�
ientes hki
van a 
re
er en normasin 
ota superior alguna. De he
ho tanto Siegel 
omo Yo

oz dieron ejemplosde transforma
iones de la forma f(z) = e

2πiθ
z + · · · que no son analíti
amenteequivalentes a su parte lineal.Una situa
ión 
ompletamente distinta se observa si la norma |µ| es distintade 1. En efe
to, en este 
aso resulta que f sí es analíti
amente equivalente a suparte lineal; este teorema fue demostrado por S
hroder (1820) y Koenings(1884)y se demostrará en el siguiente punto.1.3.1. Teorema de linealiza
ión y dinámi
a de los difeo-mor�smos tangentes a la unidadEntre los 
asos que se obtienen en la 
lasi�
a
ión analíti
a de Diff(C, 0), elde |µ| distinto a la unidad es el más sen
illo; además, tiene varias demostra
iones.A 
ontinua
ión se da una demostra
ión bastante a

esible.Teorema 1.3.1 (de Linealiza
ión de S
hroder,Koenings) Sea f : (C, 0) →

(C, 0) un germen de transforma
ión 
onforme tal que f

′(0) = µ, |µ| 6= 1. Bajoestas 
ondi
iones, f es analíti
amente equivalente a su parte lineal.Demostra
ión. Se hará la demostra
ión en dos 
asos: |µ| < 1 y |µ| > 1. Como la
onstru

ión de la transforma
ión analíti
a h que va 
onjugar a f 
on su partelineal en los dos 
asos es 
asi idénti
a, se 
onstruirá h sólo para el primer 
aso ypara el segundo se men
ionarán las respe
tivas modi�
a
iones para que fun
ionela 
onstru

ión.i)Suponiendo que |f
′(0)| = |µ| < 1, y 
omo por hipótesis se tiene que f

′ esanalíti
a, existen 
onstantes ν, r ∈ R+, ν < 1 tales que |f
′(z)| ≤ ν < 1 para

|z| ≤ r. Si α : [0, 1] → (C, 0) es una 
urva que 
umple las siguientes 
ondi
iones
α(0) = 0, α(1) = z y α(t) = tz, enton
es
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f(z) − f(0) =

∫
1

0

f

′(α(t))α′(t)dt

|f(z)| =

∣∣∣∣
∫

1

0

f

′(α(t))α′(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫

1

0

|f
′(tz)||z|dt ≤

∫
1

0

ν|z|dt

|f(z)| ≤ ν|z| (1.8)Ahora, 
omponiendo f 
onsigo, misma se tiene que
|f

◦2(z)| = |f(f(z))| ≤ ν|f(z)| < ν

2
|z|;y así, para toda n, se puede ver que la 
omposi
ión n-ésima f

◦n satisfa
e ladesigualdad
|f

◦n
| ≤ ν

n
|z|. (1.9)Considerando la su
esión de fun
iones hn : (C, 0) → (C, 0) de�nida por

hn(z) =
f

◦n

µ

n
,queda demostrar que hn 
onverge uniformemente en |z| ≤ r a una fun
ión h.Notando que

hn+1(z) =
f

◦n+1(z)

µ

n+1
=

f(f◦n(z))

µµ

ny por (1.9), se 
on
luye que hk+1 y hk tienen un 
ero del mismo orden en 
ero;lo 
ual permite tener la siguiente expresión
hn+1(z) = h1(z)

n∏

k=1

hk+1(z)

hk(z)
.Como

hk+1(z)

hk(z)
=

f(f◦k(z))

µ

k+1

µ

k

f

◦k(z)
=

f(zk)

µzkdonde zk = f

◦k(z), y re
ordando que
f(z)

µz

= 1 + O(z) = 1 + ξ(z)(ya que ξ(z) es de orden al menos 1), es posible la desigualdad |ξ(z)| ≤ β|z|,
|z| < r < 1 para alguna β > 0. Enton
es se tiene que
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hk+1(z)

hk(z)
=

f(zk)

µzk

= 1 + ξ(zk) , 
on |zk| < r,obteniéndose así otra expresión para las hn

hn+1(z) = h1(z)

n∏

k=1

(1 + ξ(zk)).De donde la su
esión 
onverge si el produ
to ∏∞
k=1

(1 + ξ(zk)) 
onverge.Para demostrar la 
onvergen
ia del produ
to anterior basta re
ordar el siguiente
riterio de 
onvergen
ia de los produ
tos in�nitos.Lema 1.3.2 El produ
to ∏∞
k=1

(1 + αk) 
onverge si la serie ∑∞
1

|αk| 
onvergey ningún fa
tor 1 + αk es 
ero.En este 
aso se tiene que |ξ(zk)| ≤ β|zk| = β|f
◦k(z)| de donde

∞∑

k=1

|ξ(zk)| ≤
∞∑

k=1

β|f
◦k(z)| ≤

∞∑

k=1

βν

k
|z| = β|z|

∞∑

k=1

ν

k
.La serie ∑∞

k=1
ν

k 
onverge pues ν < 1; enton
es, por el lema 1.3.2, el pro-du
to ∏∞
k=1

(1 + ξ(zk)) 
onverge uniformemente. Luego, sólo falta veri�
ar quela fun
ión límite h = ĺımn→∞ hk es la que 
onjuga a f 
on su parte lineal
h ◦ f(z) = ĺım

n→∞
hn(f(z)) = ĺım

n→∞

f

◦n(f(z))

µ

n
= µ ĺım

n→∞

f

◦n+1(z)

µ

n+1
= µh(z)

�

ii)Cuando |µ| > 1 hay que 
onsiderar a f

−1(z) = 1

µ
z+O(z2), que es la inver-sa de f . Del in
iso anterior sabemos que existe h biholomor�smo que 
onjuga a

f

−1 
on su parte lineal. Y justo la inversa de h 
onjuga a f 
on su parte lineal.
� El Teorema anterior permite ahora 
on
entrar el estudio de las transforma-
iones 
onformes en (C, 0) a los 
asos 
uando |µ| = 1. El 
aso en el 
ual seprofundizará es 
uando f es tangente a la identidad. Su
ede que las series for-males que 
onjugan a f ∈ Ap 
on su forma normal formal fp,λ en general sondivergentes, pero Poin
aré se dio 
uenta que partiendo el dominio en se

iones
on vérti
e en el 
ero se obtienen expansiones para transforma
iones analíti
asque 
onjugan a la fun
ión ini
ial 
on su forma normal en 
ada se

ión. Por estarazón se de�nirá una 
ubierta abierta de la ve
indad agujerada, 
on se
tores dela forma

Sj =

{
z :

∣∣∣∣arg(z) −
π(j − 1)

p

∣∣∣∣ < α, α ∈

(
π

2p

,

π

p

)}



18CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Donde p + 1 es el exponente del primer término no lineal distinto de 
ero.Se observa que estas se

iones 
ontienen a los rayos invariantes de z/(1− z

p)
1
p ,de la 
lasi�
a
ión topológi
a de f ; éstos mar
an 
ómo se a
er
a f al origen en
ada se

ión. La primera des
rip
ión de la dinámi
a indu
ida por itera
iones,

f

◦n 
on n ∈ Z, de f en una ve
indad del 
ero se remonta a la tesis de Leaudonde se en
uentra la primera versión del Teorema de la Flor :Teorema 1.3.3 (de la �or, Leau) Sea U una ve
indad del 
ero, sobre la 
ualestá de�nida el germen de transforma
ión 
onforme tangente a la identidad f .Aunque se en
oja la ve
indad U , existe una 
ubierta de U−{0} por 2p se
tores Sjabiertos, dispuestos alrededor del origen 
omo los pétalos de una �or alrededorde su 
orazón, sobre los 
uales la dinámi
a de f es 
ontra
tante en unos ydilatante en otros.

Figura 1.3: Flor se

ionadaNumerados por j = 1, . . . , 2p, los p pétalos atra
tores 
orresponden a losse
tores Sj 
on j par y los pétalos repulsores son los Sj 
on j impar. De dondese obtiene
f(Sj) ⊂ Sj y ĺım

n→∞
|f

◦n(z)| = 0 si j es par,
f

−1(Sj) ⊂ Sj y ĺım
n→∞

|f
◦−n(z)| = 0 si j es impar



1.3. CLASIFICACIÓN ANALÍTICA 19Más aún, sobre 
ada pétalo, se tiene una estima
ión del tipo
|f

◦n(z)| <

C|z|

(1 + nz

p)
1
ppara una 
onstante C > 0.Demostra
ión. Para efe
tos de la demostra
ión se usará el 
ambio de variable

z → −1/pz

p, el 
ual transforma a las se

iones Sj alrededor del 
ero en losabiertos
S̃j = {w : |w| > r > 1, |arg(w)| < π − θ 
on ε < sen(θ) < 1} si j es par,
S̃j = {w : |w| > r > 1, |arg(w)| > θ 
on ε < sen(θ) < 1} si j es imparAnálogo a lo que su
edió en la Se

ión 1.2 se observa que al levantar f 
on el
ambio de variable z → −1/pz

p se obtiene la expresión:
f̃(w) = w + 1 + R(w),donde R(w) es de orden O( 1

|w|). Por esta razón, en una ve
indad del in�nito
on la ele

ión de una r su�
ientemente grande se puede suponer que |f̃(w) −
(w + 1)| < ε < 1 en 
ada se

ión S̃j . Con la propiedad de que f̃ es muy 
er
anaa la transforma
ión Id + 1 se 
onstruirá la 
onstante C0, tal que |f̃

◦n(w)| >

C0(|w| + n). Para esto se en
ontrará el mínimo de una fun
ión F : S̃ → R.Con el próposito de trabajar 
on itera
iones positivas se toma S̃j 
on j par. Lafun
ión se dedu
e de las siguientes desigualdades:
PSfrag repla
ements w

f̃

◦k(w)
nε

w + n

f̃

◦n(w)

Figura 1.4: Iteradas de f̃
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|arg(f̃◦n(w) − w)| < 2arctan(ε/(1 − ε

2)
1
2 ).Esta desigualdad muestra que las itera
iones de f̃ en w se quedan en una regióndelimitada por los rayos w + t · exp(±i2arctan(ε/(1 − ε

2)
1
2 )) 
on t ∈ R+,

|f̃
◦n(w)| =

∣∣∣∣w + n +
∑n−1

l=0

R(f̃◦l(w))

∣∣∣∣ ≥ |w + n| −

∑n−1

l=0

∣∣∣R(f̃◦l(w))
∣∣∣

|f̃
◦n(w)| > |w + n| − nε (1.10)de donde se tiene

|f̃
◦n(w)|

|w| + n

>

|w + n| − nε

|w| + n

(1.11)
PSfrag repla
ements ρe

i(π−θ)

O

w

ρe

i(π−θ) + n

f

◦n(w)
w + n

Figura 1.5: :Si se en
uentra un mínimo o una 
ota inferior de F (w, n) = |w+n|−nε/|w|+nenton
es éste será 
ota inferior para |f̃
◦n(w)|/|w| + n. Las variables que se van
onsiderar para en
ontrar la 
ota van a ser el arg(w) = α y n; se 
onsiderará

w de norma 
onstante ρ. Otra 
osa a ver, es quién va ser nuestro dominio eneste 
aso. Como S̃j es una región simétri
a respe
to al eje real, el dominio será
[0, π − θ] × R+, que es 
errado para asegurar la existen
ia de un mínimo. Si se
onsidera el triángulo 
on vérti
es A = 0, B = ρe

iα y C = ρe

iα +n, nos interesasaber 
uando la longitud del lado |AC| = |w + n| es la mínima respe
to a α.Usaremos los siguientes he
hos geométri
os derivados de la ley de 
osenos :Lema 1.3.4 Si dos triángulos ABC y A

′
B

′
C

′ tienen dos lados 
ongruentes
|AB| = |A

′
B

′
|, |AC| = |A

′
C

′
| y ∠ABC > ∠A

′
B

′
C

′ enton
es |AC| > |A
′
C

′
|



1.3. CLASIFICACIÓN ANALÍTICA 21Lema 1.3.5 Sea ABC un triángulo del 
ual se 
ono
e la longitud de sus lados
AB, BC y el ángulo que forman entre ellos ∠ABC, enton
es

|CA|
2 = |AB|

2 + |BC|
2
− 2|AB||BC|cos(∠ABC).El primer Lema indi
a que el mínimo para |AC| es 
uando el ángulo ∠ABC =

π−α es mínimo, que justo pasa 
uando α = π−θ. Ahora se en
ontrará el mínimode la fun
ión g(n) = |w + n| − nε/|w|+ n respe
to a n variando en R+. Usandoel lema 1.3.5 en el triángulo ABC se tiene la igualdad
|CA|

2 =|AB|
2 + |BC|

2
− 2|AB||BC|cos(θ)

∣∣∣ρe

i(π−θ) + n

∣∣∣
2

=ρ

2 + n

2
− 2ρncos(θ), (1.12)que simpli�
a la fun
ión g(n) = F (w, n)

g(n) =

√
ρ

2 + n

2 − 2ρncos(θ) − nε

ρ + n

.Derivando la fun
ión se obtiene
g

′(n) =
ρ(1 + cos(θ))(n − ρ) − ρε

√
ρ

2 + n

2 − 2ρncos(θ)

ρ + n

,que al igualar a 
ero y elevar al 
uadrado, se llega a la siguiente e
ua
ión 
ua-dráti
a
n

2
− 2nρα + ρ

2 = 0,donde α =
(
1 −

ε
2

(1+cos(θ))2
cos(θ)

)
/

(
1 −

ε
2

(1+cos(θ))2

). De donde se obtiene que
g

′ se anula en
n1 = ρ

(
α −

√
α

2 − 1
) y n2 = ρ

(
α +

√
α

2 − 1
)Y 
on algunos 
ál
ulos se obtiene que g

′(α) < 0, para ε su�
ientemente pequeña
g

′(α) < 0, de donde 
on
luimos que n2 es el mínimo que bus
amos. Luegoenton
es
g(n) > g(n2),obteniendo la 
onstante deseada

C0 =

√(
α +

√
α

2 − 1
)2

+ 1 − 2
(
α +

√
α

2 − 1
)
cos(θ) −

(
α +

√
α

2 − 1
)
cos(θ)

1 + α +
√

α

2 − 1
,por lo que se tiene
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|f̃
◦n(w)| > C0(|w| + n).De aquí ya es fá
il regresar la 
onstante a los abiertos Sj . La demostra
ión
uando las itera
iones son negativas es análoga.

�1.3.2. Cadenas normalizadorasComo su
edió en la se

ión 1.2, el estudio de los difeomor�smos tangentes ala identidad o 
on parte lineal raíz de la unidad, va ser pasado de una ve
indaddel 
ero a una ve
indad del in�nito. El 
ambio de variable ξ va tomar en 
uentala forma normal formal fp,λ de f , pues se quiere que 
onjugue a fp,λ 
on latrasla
ión Id + 1. Para ello basta en
ontrar un 
ambio de variable que mandeal 
ampo ωp,λ = ω al 
ampo 
onstante 1 ∂

∂w
en 
ada se

ión Sj .Re
ordando que ω 
omo 
ampo ve
torial de Sj está 
ontenido en el haztangente TSj de Sj y suponiendo además que ξ es el 
ambio de variable y

S̃j = ξ(Sj), tenemos el siguiente diagrama
Sj

ξ //

(id,ω)

��

S̃j

(id,1)

��
TSj

Dξ //
T S̃jDonde Dξ en 
ada punto z de Sj es una transforma
ión lineal entre TzSj y

T S̃j. Como éstos son de dimensión 1-
ompleja, Dξ es un valor 
omplejo para
ada z ∈ Sj y el 
ampo en S̃j es igual a Dξ(z)ωp,λ(z). La solu
ión de la siguien-te e
ua
ión permite en
ontrar explí
itamente el 
ambio de 
oordenadas ξ. Enefe
to, de la igualdad
Dξ(z)ωp,λ = 1

∂

∂w

(S̃j tiene w -
oordenadas)se tiene,
Dξ(z)

z

p+1

1 + λz

p
= 1y por lo tanto,

Dξ(z) =
1 + λz

p

z

p+1
.Integrando de z0 a z
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ξj(z) − ξj(z0) =

∫
z

z0

1 + λs

p

s

p+1
ds

=

∫
z

z0

1

s

p+1
+

λ

s

ds =
−1

ps

p
|
z

z0
+ λln(z)|z

z0
.

Finalmente,
ξj(z) =

−1

pz

p
+ λlog(z), (1.13)el 
ual sobre el se
tor Sj es un difeomor�smo pues ahí está bien de�nida unarama de logaritmo y no 
ontiene al 
ero.De la se

ión 1.1 tenemos que si f ∈ Diff(C, 0) es tangente a la identidad,enton
es es analíti
amente 
onjugada a una transforma
ión f̂ tal que

f̂ := g

1

ω
+ O(zN ),
on N tan grande 
omo sea ne
esario. Por lo que, en adelante, se pensará a f
omo f̂ . Por esta razón, al apli
ar el 
ambio de variable ξ a f se obtiene

f̃(ξ) = ξ + 1 + R(ξ)
on R(ξ) = O(ξ−M ) y donde M es tan grande 
omo se desee, ya que dependede la N elegida anteriormente para f̂ . Y todo esto está de�nido en 
ada se
tor
S̃j, que es el 
omplemento del 
onjunto {ξ : |arg(ξ)| <

π

2
− α, |ξ| ≤ K} 
on

α ∈ (0,

π

4
) y K(ξ) ∈ R+ tal que |R(ξ)| ≤ ε si j es impar (si j es par el 
onjuntoes {ξ : |arg(ξ) − π| <

π

2
− α, |ξ| ≤ K}).
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PSfrag repla
ements Sj

z

f(z)

ξ

S̃j

ξ

f̃(ξ)

Figura 1.6: :En este 
aso se obtendrá una fun
ión analíti
a H̃j en 
ada S̃j que 
onjuguea f̃ 
on la trasla
ión id+1. Se debe notar que el problema son los impedimentospara poder pegar analíti
amente todas las H̃j en una sola fun
ión. Sin embargo,se 
onstruirán fun
iones de pegado entre H̃j y H̃j+1, y esta 
ole

ión de fun-
iones va ser la que determine la 
lasi�
a
ión analíti
a bus
ada. Pero primerose demostrará que las H̃j siempre existen.Teorema 1.3.6 (de normaliza
ión para un se
tor) En todo se
tor Sj dela 
ubierta antes men
ionada, existe una úni
a transforma
ión holomorfa Hjde la forma
z → z + hj(z), hj(z) = O(zp+1)la 
ual 
onjuga a f 
on su forma normal formal

fp,λ = g

1

ωp,λ
, ωp,λ =

z

p+1

1 + λDemostra
ión. Como se venía viendo, la 
onstru

ión de Hj será en la ξ-
arta; i.e. H̃j(ξ) = ξ + h̃j(z), ξ ∈ S̃j . De donde Hj = ξ

−1
◦ H̃j ◦ ξ. De la
ondi
ión de 
onjuga
ión se obtiene una e
ua
ión fun
ional

H̃j ◦ f̃ = f̃p,λ ◦ H̃j

ξ + 1 + Rj(ξ) + h̃j ◦ f̃ = ξ + h̃j + 1 (1.14)
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Rj + h̃j ◦ f̃ = h̃j y Rj = h̃j − h̃j ◦ f̃ (1.15)de la 
ual iterando la segunda 
on f̃ por la dere
ha se obtiene que

R ◦ f̃

◦n = h̃ ◦ f̃

◦n
− h̃ ◦ f̃

◦n+1
. (1.16)Tomando la serie ∑∞

n=0
R ◦ f̃

◦n y ha
iendo uso de la igualdad (1.16) se observaque la serie ∑∞
n=0

h̃◦f̃
◦n
−h̃◦f̃

◦n+1 es teles
ópi
a. Por lo tanto h̃ =
∑∞

n=0
R◦f̃

◦n.Suponiendo que j es par, del teorema 1.3.3 se tiene, para alguna C ∈ R+,la desigualdad |f̃
◦n(ξ)| > C(|ξ| + n) > Cn y, por lo tanto, |Rj ◦ f̃

◦n
| < C1n

−Mpues Rj es de orden −M . Enton
es, 
omo M es tan grande 
omo sea ne
esario,la serie que representa a h̃j es absolutamente 
onvergente en S̃j y por lo tantoes analíti
a en esta región. Además 
ada término de ∑∞
n=0

R ◦ f̃

◦n tiende a 
ero
onforme ξ se a
er
a al in�nito, por lo que H̃j
ξ→∞

//
Id .Ahora supongamos la existen
ia de una G̃j que también 
onjugue a f̃ 
on latrasla
ión Id+1. Como G̃j = Id+ g̃j, se tiene que g̃j 
umple la misma e
ua
iónfun
ional (1.16)

g̃j = g̃j ◦ f̃ + Rjpor lo que g̃j = h̃j, luego enton
es H̃j es úni
a.
�Observemos ahora que S̃j

⋂
S̃j+1 está 
ontenido en el semiplano superior si

j es impar (en el semiplano inferior si j es par). De 
omo se 
onstruyó 
ada S̃j ,se sabe que la ε que a
ota a R(ξ) puede ser modi�
ada para lograr que un semi-plano superior bajo la a

ión de la trasla
ión tenga 
omo región fundamentala S̃j

⋂
S̃j+1. Así se puede hablar del espa
io 
o
iente S̃j/f̃ que es biholomorfoa una esfera de Riemann doblemente agujerada y de la rela
ión entre las re-giones fundamentales de S̃j/f̃ y S̃j+1/f̃ , se puede de�nir la siguiente 
ole

iónde fun
iones

ϕ : (C̄, 0) × {j} // (C̄, 0) × j + 1 si j es par
ϕ : (C̄,∞) × {j} // (C̄,∞) × j + 1 si j es imparLa 
ual es 
ono
ida 
omo el moduli de la fun
ión f . Además, el he
ho de queestas fun
iones sean holomorfas o no, depende del siguiente resultado.Proposi
ión 1.3.7 El espa
io 
o
iente S̃j

f̃


onserva una estru
tura analíti
a
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ión de esta proposi
ión depende de la teoría de transforma-
iones 
uasi
onformes. Esta teoría estudia las transforma
iones que van de unavariedad holomorfa M de dimensión n 
ompleja a la misma variedad M , perovista en dimensión 2n real 
on 
artas no holomorfas. Este tipo de fun
iones dejanuna huella de la estru
tura holomorfa que se perdió, que 
uando dimC(M) = 1,se mide usando la uno forma
η =

∂f

∂z

dz +
∂f

∂z̄

dz̄,donde dz̄ mide la parte antiholomorfa de la fun
ión. Cuando se obtiene unaestru
tura 
uasi
onforme que preserva ángulos, enton
es se di
e que la estru
-tura es integrable. Para saber si una estru
tura 
uasi
onforme dada por f esintegrable se usa la e
ua
ión diferen
ial de Beltrami µdz̄/dz, donde µ = ∂f

∂z
/

∂f

∂z̄
,que da 
ondi
iones su�
ientes en el siguiente teoremaTeorema 1.3.8 Para la integrabilidad de una µ-estru
tura 
uasi
onforme de�ni-da sobre una variedad M de dimensión 1 
ompleja 
on la 
orrespondiente e
ua
ióndiferen
ial de Beltrami µdz̄/dz, es su�
iente pedir que µ sea 
ontinua y satisfagala desigualdad |µ| ≤ k < 1.Cuando se tiene una fun
ión f de C∗ = Ĉ−{0,∞} a S que de�ne una estru
tura
uasi
onforme y µ, de la 
orrepondiente forma diferen
ial, se puede extender alos puntos 0, ∞, de
imos que f es regular. Con esta de�ni
ión y el siguienteCorolario se demuestra la Proposi
ión 1.3.7Corolario 1.3.9 Sea f : C∗

→ S una fun
ión regular. Enton
es existe unafun
ión 
onforme H : C∗
→ S; esto nos di
e que S tiene el mismo tipo 
onformeque C

∗ o sea que un anillo o un dis
o punteado.La Proposi
ión 1.3.7 muestra que la 
ole

ión de fun
iones que se de�ne anteses holomorfa. A 
ontinua
ión seguiremos estudiando el atlas Sj que se de�niópara el Teorema 1.3.6.La 
onstru

ión de un atlas (Sj , Hj) 
on j = 1, . . . , 2p fue dada por Fatou en1920. Pero no fue hasta los años 80 que S.M. Voronin, J. E
alle y B. Malgrange
omenzaron a trabajar en las fun
iones de transi
ión de�nidas en Sj

⋂
Sj+1.Las fun
iones de transi
ión se de�nen 
omo

Φ̃j := H̃j+1 ◦ H̃

−1

j
: S̃j+1

⋂
S̃j → S̃j+1

⋂
S̃jDonde H̃j es la transforma
ión que 
onjuga a f̃ 
on la transforma
ión Id+1
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Sj

ξj //

fp,λ

&&LLLLLLLLLLLLL

Φj

��

S̃j

Id+1

&&LLLLLLLLLLLLL

Sj ξj
//
S̃j

Φ̃j

��

Sj+1 ∩ Sj ξj
//

Hj

OO

Hj+1

��

f

&&LLLLLLLLLLL
S̃j+1 ∩ S̃j

H̃j

OO

H̃j+1
��

f̃

&&LLLLLLLLLL

Sj+1 ∩ Sj ξj=ξj+1 //

Hj

OO

Hj+|

��

S̃j+1 ∩ S̃j

H̃j

OO

H̃j+1

��

Sj+1

ξj+1 //

fp,λ &&LLLLLLLLLLL
S̃j+1

Id+1

&&LLLLLLLLLLL

Sj+1
ξj+1

//
S̃j+1Se observa que las transforma
iones H̃j y H̃j+1 
onjugan a la fun
ión f̃ 
onla trasla
ión Id + 1 en S̃j+1

⋂
S̃j , de donde la 
omposi
ión Φ̃j = H̃j+1 ◦ H̃

−1

j
umple las siguientes igualdades
Φ̃j ◦ (Id + 1) = Φ̃j ◦ (H̃j ◦ f̃ ◦ H̃

−1

j
)

= H̃j+1 ◦ H̃

−1

j
◦ H̃j ◦ f̃ ◦ H̃

−1

j

= H̃j+1 ◦ f̃ ◦ H̃

−1

j

= (Id + 1) ◦ H̃j+1 ◦ H̃

−1

j

Φ̃j ◦ (Id + 1) = (Id + 1) ◦ Φ̃j , (1.17)por lo tanto, Φ̃j 
onmuta 
on la trasla
ión Id + 1.Como Φ̃j es la fun
ión de transi
ión y ésta pare
e tener una rela
ión estre
ha
on la identidad, se observará qué tanto se pare
en estas fun
iones en el in�nito.Para ello, se hará uso de la transforma
ión de 
orre

ión Ψj = Φ̃j − Id. Estatransforma
ión es periódi
a de periodo 1.
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Ψj(ξ + 1) = Φ̃j(ξ + 1) − (ξ + 1)

= Φ̃j(ξ) + 1 − ξ − 1

= Φ̃j(ξ) − ξ

= Ψj(ξ) (1.18)Enton
es Ψj tiene expansión en series de Fourier Ψj(ξ) =
∑

+∞
l=−∞ ale

2πilξ.Se retoma el he
ho de que las fun
iones h̃j(ξ), h̃j+1(ξ)
ξ→∞ // 0 , las 
uales sonlas diferen
ias entre H̃j , H̃j+1 y la fun
ión identidad, para 
on
luir que Φ̃(ξ) =

ξ +O(ξ−n). Lo 
ual sirve para asegurar que la serie tiene términos libres igual a
ero para toda j 6= 2p; en efe
to, ya que las 
artas ξj alrededor del in�nito sobrelas se

iones Sj 
umplen que ξj = ξj+1 en Sj+1 ∩ Sj, salvo en S2p ∩ S1 porquela fun
ión λln(z) no es 
ontinua alrededor del 
ero ne
esariamente. Enton
espara no perder la 
ontinuidad es ne
esario tomar ξ2p = ξ1 + 2πiλ lo que se vere�ejado en la expansión de series de Fourier de Ψ2p 
on un término libre.Ahora se observará el 
omportamiento de Im(ξ) en S̃j ∩ S̃j+1, ya que lanorma de los términos e

2πi1nξ depende de Im(ξ). Cuando j es impar la parteimaginaria de ξ ∈ S̃j ∩ S̃j+1 
umple que Im(ξ) > c, para alguna c ∈ R+. Por loque −1Im(ξ) < 0. Enton
es los términos an 
on n ∈ Z
− 
re
en sin 
ota, pues

|e
2πinξ

| tiene 
omo exponente real al positivo −2πnIm(ξ), 
uando ξ tiende ain�nito. Como la serie de Fourier es 
onvergente en una ve
indad del in�nitoimpli
a que satisfa
en an = 0.
Ψj(ξ) =

∞∑

l=1

aj,le
2πilξ

j = 1, 3, . . . , 2p − 1(impar)Cuando j es par la ξ ∈ S̃j∩S̃j+1 tiene parte imaginaria Im(ξ) < −c. Análogoal 
aso anterior, los términos an 
on n ∈ Z+ son 
ero; de donde
Ψj(ξ) =

−∞∑

l=−1

aj,le
2πilξ

j = 2, 4, . . . , 2p − 2(par).Dado que en S̃2p

⋂
S̃1 se tienen problemas, se debe ha
er una 
orre

ión a

ξ2p, o sea tomamos ξ2p − 2πiλ para que esté bien de�nida Ψ2p : S̃2p → S̃1.Obteniendo
Ψ2p(ξ) = −2πiλ +

−∞∑

l=−1

a2p,le
2πilξ

.
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orre

iones Ψj tiendan a 
ero exponen
ialmente setoma Ψ̃2p = Ψ2p + 2πiλ para este 
aso.
|Ψj(ξ)| ≤

∞∑

|l|

|aj,l||e
2πilξ

| =

∞∑

|l|=1

|aj.k|e
−2π|l||Imξ|

.Mediante la desigualdad anterior es fá
il notar que Ψj de
re
e exponen
ial-mente exp(−c|ξ|) a 
ero 
uando |Imξ| → ∞ sobre el dominio de Φ̃j para j 6= 2p.En las z-
artas de
re
e 
omo exp(
−c

|z|p

). Hay que ha
er una observa
ión paraver que pasa lo mismo para Φ2p

H1 ◦ H

−1

2p
= ξ

−1

1
◦ (Id − 2πiλ + Ψ̃2p)ξ2p

= ξ

−1

1
(ξ2p − 2πiλ + Ψ̃2p ◦ ξ2p)

= ξ

−1

1
◦ (ξ1 + Ψ̃2p ◦ ξ2p)

= Id + O

(exp(
−c

|z|p

))
. (1.19)Queda así de�nida la 
ole

ión de fun
iones H = {H1, . . . ,H2p}, la 
ual es
ono
ida 
omo 
o
adena fun
ional de f y la 
ole

ión δ◦H = Φ = {Φ1, . . . ,Φ2p}nombrada 
omo 
ofrontera iterativa dado que Φj = Hj+1 ◦H

−1

j
. Todo esto llevaa de�nir el 
onjunto de moduli.De�ni
ión 1.3.10 Consideremos la 
ofrontera iterativa Φ̃ = {Φ̃1, . . . , Φ̃2p}.Dos 
ofronteras iterativas son 
onsideradas equivalentes ,Φ̃ ∼ Φ̃′, si y sólo si

Φ̃′ = (Id−α)◦Φ̃(Id+α) para alguna α ∈ C. El 
onjunto de 
lases de equivalen
iade las 
ofronteras iterativas es denotado por M
+

p,λ
.Observando la de�ni
ión de la equivalen
ia entre 
ofronteras iterativas enlas 
oordenadas ξ, nos preguntamos ¾
ómo se pueden de�nir éstas en las z-
oordenadas?. Re
ordando que ξ, 
omo 
ambio de variable, 
onjuga a g

α
ω

on latrasla
ión Id+α, y 
onsiderando la 
ole

ión G = {G1, . . . , G2p} de�nida 
omo

Gj = g

α
ω ◦ Hj , se tienen las siguientes rela
iones

g

1

ω ◦ g

α

ω ◦ Hj = g

α

ω ◦ g

1

ω ◦ Hj

= g

α

ω
◦ Hj ◦ f

g

1

ω
◦ Gj = Gj ◦ f (1.20)Luego enton
es, la 
ole

ión G también es una 
o
adena fun
ional de f ,por lo que H no es úni
a. Ahora, suponiendo que existe otra 
ole

ión G quetambién normaliza a f y observando el siguiente diagrama
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S̃j

Id+1 //
S̃j

S̃j

H̃j

OO

f̃ //

G̃j

��

S̃j

H̃j

OO

G̃j

��
S̃j

Id+1 //
S̃jse tiene que G̃j ◦ H̃

−1

j

onmuta 
on la identidad. De manera análoga a lo he
ho
on Φ̃j , se 
on
luye que G̃j ◦ H̃

−1

j
es periódi
a de periodo uno; además, 
omoestá de�nida en el semiplano dere
ho o izquierdo S̃j, y se puede extender a todoel plano, también es entera. Del teorema 1.3.6 se tiene que h̃j y g̃j están a
otadasen S̃j , por esta razón h̃

−1

j
+ g̃j ◦ H̃j es a
otada y se extiende a todo el plano.Por el teorema de Liouville, es 
onstante. Enton
es, G̃j ◦ H̃

−1

j
= Id + c.Por lo tanto, hemos probado que la 
adena fun
ional H es úni
a salvo 
om-posi
iones 
on las transforma
iones g

α
ω

on α ∈ C.Todo lo que se demostró anteriormente se resume en el enun
iado del sigui-ente Teorema.Teorema 1.3.11 (de Normaliza
ión Se
torial) 1. Para 
ualquier germen

f del 
onjunto Ap existe una 
adena normalizadora
H = (H1, . . . , H2p),donde las fun
iones Hj son biholomorfas en el se
tor Sj de la p-
ubiertay 
onjugan a f 
on su forma normal formal fp,λ.2. La 
ofrontera de la 
adena δ◦H = {Hj+1 ◦ H

−1

j
} es una 
ole

ión detransforma
iones 
on una 
orre

ión respe
to a la fun
ión identidad quede
re
e exponen
ialmente 
onforme z → 0:

|Hj+1 ◦ H

−1

j
(z) − z| < exp(

−c

|z|p

)para alguna c > 0 que depende de f .3. La 
o
adena normalizante es úni
a salvo 
omposi
ión 
on la transforma-
ión a tiempo α (α ∈ C) a lo largo de las solu
iones para el 
ampo ωp,λ:
ualesquiera dos 
adenas normalizantes G, H satisfa
en que G = g

α
ω
◦ Hpara algún 
omplejo αTodo lo anterior se logró mediante el uso de 
onjuga
iones de f 
on su formanormal formal en 
ada se
tor Sj . Pero si ahora se 
onsidera el 
ambio de variable
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τj = ξj ◦ Hj = H̃j ◦ ξj , (1.21)éste 
onjuga a f 
on la trasla
ión Id+1. Enton
es el espa
io S̃/f̃ es equivalenteal espa
io 
o
iente del τj -plano bajo la a

ión de la trasla
ión Id + 1. Tambiénbajo este 
ambio de variable se tienen las siguientes igualdades

Φ̃j = τj+1 ◦ τ

−1

j
,y análogamente a lo he
ho en las ξ-
oordenadas, se obtiene

Φ̃j(τj) = τj +
−∞∑

l=−1

cj,lexp(2πilτj) para j impar,
Φ̃2p(τ2p) = τ2p +

−∞∑

l=−1

cj,lexp(2πilτ2p),

Φ̃j(τj) = τj +

−∞∑

l=−1

cj,lexp(2πilτj) para j par. (1.22)Se observa que el espa
io S̃/f̃ bajo el 
ambio de variable τ es un 
ilindro 
onestru
tura 
onforme no Hausdor� y notamos que al apli
ar la transforma
ión
νj(τj) = exp(2πiτj), esta super�
ie se 
onvierte en una esfera de Riemann C̄doblemente punteada (ya que no tiene ni el polo norte(∞) ni el polo sur (0)).En esta super�
ie podemos de�nir una φj tal que 
onmute el siguiente diagrama
uando j es par.

τj (Sj ∩ Sj+1)
Φ̃j //

exp◦2πi

��

τj (Sj ∩ Sj+1)

exp◦2πi

��(
C̄, 0

)
× {j}

φj //
(
C̄, 0

)
× {j + 1}Donde (C̄, 0) es 
ambiado por (C̄,∞) 
uando j es impar. Observando ahora lasseries (1.22) se logra obtener una expresión de φj

φj(νj) = exp(
2π

(
τj +

∑
cj,lexp(2πilτj)

))

= νj

(exp(
2πi

∑
cj,lν

l

j

))

= νj(1 + φ̃j(νj)) (1.23)
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ole

ión de fun
iones holomorfas se da otra de�ni
ión de 
onjuntode moduli M∗
p,λDe�ni
ión 1.3.12 Considera el 
onjunto de las 
ole

iones φ = (φ1, . . . , φ2p)de gérmenes de transforma
iones (C̄, 0(∞)) × {j}

φj // (C̄, 0(∞)) × {j + 1}
on parte lineal la identidad para j < 2p y φ

′
2p

(∞) = η. Dos 
ole

iones φ, φ

′son equivalentes si existe C ∈ C̄ tal que
φj ◦ C = Cφ

′
jEl 
onjunto de 
lases de equivalen
ia de las 
ole

iones φ es denotado por M∗

p,λ
.Ahora ya se tienen los elementos para enun
iar y demostrar el teorema 
en-tral del 
apítulo.Teorema 1.3.13 [Clasi�
a
ión Analíti
a,E
alle-Voronin℄ Existe una fun
ión

Ap,λ → M
∗
p,λ


on las siguientes propiedades1. Si f y g en Ap,λ son analíti
amente equivalentes, enton
es µ

∗
f

= µ

∗
g
(in-varianza).2. Si µ

∗
f

= µ

∗
g
, enton
es f y g son analíti
amente equivalentes (equimodali-dad).3. Para 
ualquier 
lase [φ] ∈ M

∗
p,λ

existe una fun
ión holomorfa f en Ap,λtal que [φ] = µ

∗
f
(realiza
ión).Demostra
ión 1.)Si f y g son gérmenes de Ap,λ analíti
amente equivalentes,enton
es existe una fun
ión h holomorfa tal que h ◦ f = g ◦ h. Sean H y Glas 
o
adenas normalizadoras de f y g respe
tivamente, de donde se obtiene losiguiente

Sj

Hj //

h

��

f

��

Sj

fp,λ

��

Sj

Gjoo

g

��
Sj

Hj //

h

33Sj Sj

GjooDe este último diagrama se observa que G ◦ h también es una 
adena nor-malizadora de f . Por el teorema 1.3.11 se sabe que Gj ◦h = g

c
ω
◦Hj para alguna

c ∈ C y para toda j = 1, · · · , 2p; enton
es,
Gj+1 ◦ Gj = g

c

ω
◦ Hj+1 ◦ H

−1

j
◦ g

−c

ω
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ΦG

j
= g

c

ω
◦ ΦH

j
◦ g

−c

ωque en las 
oordenadas τ se ve 
omo
Φ̃G

j = (Id + c) ◦ Φ̃H

j ◦ (Id − c).Por lo tanto las 
ole

iones φ

G y φ

H son equivalentes.2.) Sean µ

∗
f
, µ

∗
g ∈ Mp,λ equivalentes y donde µ

∗
f
, µ

∗
g son el moduli 
orres-pondiente a f y g respe
tivamente. Luego enton
es las 
ole

iones Φ̃f y Φ̃g sepueden deformar mediante trasla
iones Id + c para que éstas 
oin
idan, paratener las siguientes igualdades̃

Hj+1 ◦ H̃

−1

j
= G̃j+1 ◦ G̃

−1

j

H̃j+1 ◦ H̃

−1

j
◦ G̃j = G̃j+1

H̃

−1

j
◦ G̃j = H̃

−1

j+1
◦ G̃j+1 (1.24)Como Hj y Gj 
omparten dominio y rango, se puede a�rmar que H

−1

j
◦ Gjestá bien de�nida en 
ada se
tor Sj . Por la igualdad H

−1

j
◦Gj = H

−1

j+1
◦Gj+1 setiene que H

−1

j
◦Gj y H

−1

j+1
◦Gj+1 son idénti
as en la interse

ión Sj ∩Sj+1, lasfun
iones se pegan analíti
amente en la interse

ión 
on la fun
ión identidad.Por 
onsiguiente, se obtiene una fun
ión H

−1
◦G analíti
a en el dis
o agujerado.Además, 
ono
iendo Hj y Gj , se tiene que en 
ada se
tor

ĺım
z→0

H

−1

j
◦ Gj(z) = 0Por lo tanto el 0 es una singularidad removible de H

−1
◦ G = h, enton
es h esuna fun
ión analíti
a que 
onjuga a f 
on g.3.) Se toma µ

+
∈ M

+

p,λ
y la p-
ubierta {Sj}j=1,...,2p del dis
o agujerado,
uyos abiertos aso
iamos a un atlas 
on 
artas (Sj , z

−1

j
= Id) donde zj : Sj →

C × {j}, pues se 
onsiderará el espa
io S 
omo el 
o
iente de la unión disjunta∐
2p

j=1
Sj bajo la a

ión del moduli fun
ional Φ. Por la 
onstru

ión de esteespa
io es fá
il probar que es homeomorfo al dis
o agujerado.Sobre S se 
onstruirá una fun
ión H0 
on ayuda de una parti
ión de launidad {θj}j=1,...,2p subordinada a la p-
ubierta, 
uyas derivadas 
re
en no másrápido que una poten
ia (negativa, que depende del número de la deriva
ión)de |zj | en 
ada abierto de la 
ubierta.

H0 : S → D

∗donde D

∗ es el dis
o agujerado y H0 se de�ne 
omo
H0 =

2p∑

j=1

θjzj.



34CAPÍTULO 1. CLASIFICACIÓNDE LOS GÉRMENES HOLOMORFOS EN (C, 0)Hay que notar que fuera de las interse

iones Sj ∩ Sj+1 la transforma
ión H0se 
omporta 
omo la fun
ión zj , así que justo ahí es holomorfa. Por esta razónbasta ver que la e
ua
ión de Beltrami se 
umple en las interse

iones donde H0se ve
H0 |Sj∩Sj+1 = zjθj + zj+1θj+1

= zj(θj + θj+1) + (zj+1 − zj)θj+1

= zj + (Φj(zj) − zj)θj+1,por lo que su parte antiholomorfa queda
∂H0

∂z̄

|Sj∩Sj+1 =
∂zj

∂z̄

+
∂(Φj ◦ zj − zj)

∂z̄

θj+1 + (Φj ◦ zj − zj)
∂θj+1

∂z̄

= (Φj ◦ zj − zj)
∂θj+1

∂z̄

.Por las 
ondi
iones sobre el 
re
imiento de las derivadadas que se pidieronpara la parti
ión de la unidad y de las propiedades de Φ − Id, se sabe que laparte antiholomorfa de H0 de
re
e exponen
ialmente 
uando zj → 0, enton
esla norma de la e
ua
ión de Beltrami µH0 = ∂Ho

∂z̄
/

∂Ho

∂z

|µH0 |
z→0

// 0Y de las propiedades de µH0 , las 
uales se pueden 
onsultar en [Ah℄, se tieneque
|µ

H
−1
0

| = |µH0 ◦ H

−1

0
|de donde podemos 
on
luir que ∂H

−1
0

∂z̄
/

∂H
−1
0

∂z
de
re
e a 
ero. Por lo tanto 
umplela e
ua
ión de Beltrami y es regular, enton
es por el 
orolario 1.3.9 existe undifeomor�smo G : D

∗
→ C tal que H = G ◦ H

−1

0
es holomorfa y tambiénse obtiene que S tiene la misma estru
tura 
onforme que D

∗(que es el dis
oagujerado).Ahora, 
onsiderando la fun
ión f0 : S → S indu
ida por fp,λ, se observaque está bien de�nida en este espa
io 
o
iente, pues fp,λ 
onmuta 
on Φ (por lo
ual no hay problema 
on el representante que se tome). Es importante notarque f0 es analíti
a en la estru
tura 
onforme de S, y que está bien de�nida enla 
erradura (S̄). Enton
es, 
onsiderando la fun
ión f , que es 
onjugada por H
on f0
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S

f0 //
S

D

∗
f //

H

OO

D

∗
,

H

OOes analíti
a en D

∗, pero 
omo ĺım f0(z)/z 
uando z → 0 se puede ver 
omo
ĺım fp,λ(z)/z = 0, ya que los Φj son exponen
ialmente pare
idos a la identidady fp,λ es analíti
a en 
ero. Enton
es se puede extender a f0 al 
ero sin ningúnproblema. Notando que en 
ada se
tor Sj f es 
onjugada por H 
on fp,λ, setiene que la parte lineal de f es tangente a la identidad. Por tanto f ∈ Al paraalguna l.Re
ordando la 
lasi�
a
ión topológi
a y al observar que la fun
ión H indu
eun homeomor�smo h de D en S̄ que 
onjuga a fp,λ 
on f , ya que las fun
iones depegado son 
ontinuas, se tiene, por el teorema 1.2.1, la igualdad en la 
antidadde pétalos que genera 
ada fun
ión; enton
es l = p lo que 
on
luye la pertenen
iade f a Ap,λ. Notando que Hj = zj ◦ H

−1 se tiene que el moduli de f es µ

+, el
ual se había elegido al prin
ipio de la demostra
ión.
�Apli
a
ionesEl Teorema 1.3.13 tiene varias impli
a
iones en problemas rela
ionados 
onla 
lasi�
a
ión analíti
a de gérmenes en Diff(C, 0) y la intera

ión de las trans-forma
iones tangentes a la identidad 
omo un grupo G 
on la 
omposi
ión. Lasprin
ipales impli
a
iones dire
tas del Teorema 1.3.13 que se tienen a
er
a de Gson:Teorema 1 Cualquier germen de difeomor�smo f en Diff(C, 0) que sea for-malmente equivalente a la transforma
ión fp,λ = g

1

ω
a tiempo 1 del 
ampo

ω = z

p+1(1 + λz

p)−1
∂/∂zes analíti
amente equivalente a esta transforma
ión si y sólo si su 
orre-pondiente moduli es

Id, . . . , Id, Id − 2πiλEnton
es de
imos que f es en
ajable en las solu
iones de alguna ω.Nota. Es una apli
a
ión dire
ta del Teorema de E
alle-Voronin. Pues elmoduli de fp,λ es el indi
ado arriba y ya se sabe que este es úni
o salvo las
ondi
iones de rela
ión de equivalen
ia, que impli
an equivalen
ia analíti
aentre gérmenes.Teorema 2 Supongamos que un germen de transforma
ión f ∈ Ap,λ admiteuna raíz n-ésima g tangente a la unidad:
∃g : g

◦n = f, g

′(0) = 1.
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es el moduli µf 
onsiste de transforma
iones que no sólo 
onmutan
on la trasla
ión Id+1, si no que también 
onmutan 
on la transforma
ión
Id + 1

n
que es raíz n-ésima de di
ha trasla
ión.Nota. Ya que g es raíz n-ésima de f se nota rápido que 
onmutan entre sí,también que g manda órbitas de la fun
ión f , of (z), en órbitas de f , pues

g(f(z)) = f(g(z)) g(of (z)) = of (g(z))Enton
es g genera una transforma
ión π∗g en el espa
io de órbitas que sedes
ribió 
omo las esferas (C̄, 0) × {j}

π∗g : (C̄, 0) × {j} → (C̄, 0) × {j}.Como π∗g es una fun
ión 
onforme de la esfera en la esfera que �ja los polosy su n-ésima itera
ión es la identidad, enton
es esta fun
ión sólo puede seruna rota
ión sobre el eje que pasa por los polos. Luego enton
es, g vistaen el espa
io de órbitas se puede ver 
omo una simple rota
ión e

2πi/n, queal ser levantada nuevamente a las τ -
oordenadas se ve 
omo la trasla
ión
Id+ 1

n
. Observando las propiedades en 1.23 se ve 
ómo se puede fa
torizar

π∗g a través de las φj para toda j = 1, . . . , 2p. Por está razón podemosde
ir que g en las τ -
oordenadas 
onmuta 
on {Φ}.Teorema 3 Considérese el grupo 
on la 
omposi
ión de los gérmenes f en
Diff(C, 0) tangentes a la unidad, tales que1.-No admite raí
es n-ésimas tangentes a la unidad, enton
es su 
entrali-zador es el típi
o, o sea todas las itera
iones de la fun
ión (tanto positivas
omo negativas).2.-Si admite raí
es, enton
es su 
entralizador 
onsiste también de las ite-ra
iones de la raíz de grado máximo.3.-El 
entralizador de los gérmenes que son en
ajables para alguna ω, 
on-siste de todas la transforma
iones de �ujo g

T
ω


on T ∈ C.Nota.Los in
isos 1 y 2 se impli
an del Teorema 2, y el in
iso 3 se impli
adel Teorema 1 y de la de�ni
ión de equivalen
ia entre distintos moduli.Otra apli
a
ión de la demostra
ión del teorema 1.3.13 y de la de�ni
ión delmoduli invariante, es la demostra
ión del Teorema de 
lasi�
a
ión analíti
a dela transforma
iones 
on parte lineal raíz de la identidad f(z) = exp(2πim/n)z+
z

nk + · · · :Teorema 1.3.14 [Clasi�
a
ión analíti
a de gérmenes de difeomor�smos reso-nantes 1-dimensionales℄ El 
onjunto Am,n,k,λ de gérmenes de difeomor�smos
onformes módulo la equivalen
ia analíti
a es uno a uno 
on el 
onjunto 
orres-pondiente M
∗
m,n,k,λ

de las 
ole

iones
φ = (φ1, . . . , φ2k)
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os φj : (C̄, 0) → (C̄, 0) o φj : (C̄,∞) →

(C̄,∞) 
on parte lineal la identidad) módulo la equivalen
ia φ ∼ Dφ ◦ D

−1,donde D es la fun
ión multipli
ar por la 
onstante D.La demostra
ión de este Teorema se basa en la 
lasi�
a
ión analíti
a de f

◦n,dada por 1.3.13, y la modi�
a
ión de µf◦n apartir de que la parte lineal es unarota
ión (véase la 
lasi�
a
ión topológi
a de este 
aso). Lo que eviden
ia que la
ole

ión φ sólo tenga 2k elementos en vez de 2nk.Cabe notar que la apli
a
ión que más nos interesa es 
uando las transfor-ma
iones 
on parte lineal tangente a la identidad son la holonomía (se de�nirámás adelante) de un sistema 
on singularidad elemental degenerada, que serátratado en el siguiente Capítulo.
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Capítulo 2Singularidades silla-nodo
omplejas en (C2
, 0)En este Capítulo se estudiarán las singularidades elementales degeneradasde sistemas de e
ua
iones diferen
iales ordinarias holomorfas. En la primeraSe

ión se dará una breve introdu

ión a e
ua
iones diferen
iales holomorfaspara retomar de�ni
iones, teoremas y 
ara
teriza
iones de ellas ne
esarias parael desarrollo de este Capítulo. En la segunda y ter
era Se

iones se verán algunosresultados relativos a los puntos singulares no degenerados elementales de lase
ua
iones diferen
iales holomorfas en (C2

, 0) que permiten enun
iar el Teoremade 
lasi�
a
ión analíti
a de Martinet-Ramis y dar un esbozo de la demostra
ión.En la se

ión 
uatro se introdu
e la transforma
ión de holonomía aso
iada auna e
ua
ión diferen
ial y se ve 
ómo mediante ésta se rela
ionan el Teorema1.3.13 de 
lasi�
a
ión analíti
a de gérmenes de transforma
iones 
onformes 
onel Teorema de 
lasi�
a
ión de Martinet-Ramis.2.1. E
ua
iones diferen
iales ordinarias holomor-fas en (C2
, 0)Sobre un dominio abierto U ⊆ C × Cn tomamos una fun
ión ve
torial holo-morfa F = (f1, . . . , fn) : U → Cn. Una e
ua
ión diferen
ial holomorfa de�nidapor F sobre U es un sistema de n e
ua
iones o una e
ua
ión ve
torial dada por

dz

dt

= F (t, z), (t.z) ∈ U ⊆ C × C
n (2.1)La solu
ión de la e
ua
ión 2.1 es una 
urva holomorfa parametrizada σ =

(σ1, . . . , σn) : V ⊆ C → Cn, 
uya imagen 
ae dentro de U . Su derivada respe
toa t 39
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dσ

dt

= (
dσ1

dt

, . . . ,

dσn

dt

) ∈ C
n
,
umple que para todo punto t0 ∈ V 
oin
ide 
on el ve
tor F (t0, σ(t0)) ∈ Cn.Este tipo de 
urva σ dentro de U se llama la 
urva integral.Como en las e
ua
iones diferen
iales 
on tiempo real diremos que la e
ua
iónes autónoma, si F no depende de la variable t. Para este 
aso la 
urva holomorfa

σ(V ) se nombra la 
urva fase de (2.1). Cualquier e
ua
ión diferen
ial (2.1) puedeser llevada a una e
ua
ión diferen
ial autónoma mediante el uso de una variable�
ti
ia z ∈ C, la 
ual es gobernada por la e
ua
ión dz

dt
= 1. En estos 
asos sepuede 
onsiderar la fun
ión ve
torial z → F (z), que no depende de t, 
omo un
ampo ve
torial holomorfo sobre su dominio U ′

⊆ C
n, aso
iado a la e
ua
ióndiferen
ial (2.1):

F =
∑n

j=1

fj

∂

∂zj

, j = 1, . . . , n.El espa
io de los 
ampos ve
toriales holomorfos sobre el dominio U ⊆ Cnserá denotada por D(U); donde la nota
ión D(Cn, z0) es usada para germenes de
ampos ve
toriales holomorfos que tienen una singularidad en el punto z0 ∈ Cn,que generalmente es el origen.Cabe notar que la solu
ión σ de (2.1), es una 
urva 
ompleja que satisfa
eque la derivada 
on respe
to a t de 
ada una de sus 
omponentes σj(t) 
oin
ide
on la 
omponente fj 
orrespondiente al 
ampo F :
dσi

dt

= fi(σ1, . . . , σn) (2.2)En las e
ua
iones diferen
iales holomorfas también se tiene el Teorema deexisten
ia y uni
idad de solu
iones 
on 
ondi
ión ini
ial.Teorema 2.1.1 Sean f1, . . . , fn fun
iones holomorfas de�nidas en el abierto Ude Cn, enton
es para todo punto p de U y t0 de C, existe una úni
a solu
ión dela e
ua
ión diferen
ial holomorfa (2.1) de�nida en una ve
indad de t0 en C ysatisfa
iendo la 
ondi
ión ini
ial σ(t0) = pLa demostra
ión de este resultado se puede obtener extendiendo al 
asoholomorfo la demostra
ión del teorema de existen
ia y uni
idad para el 
asoreal (ver [P℄) o bien seguir dire
tamente la demostra
ión realizada en [I-Y℄ parael 
aso holomorfo.Tomando en 
uenta la de�ni
ión del 
ampo F aso
iado a (2.1), se di
e que
p ∈ U es un punto singular del 
ampo si satisfa
e la 
ondi
ión F (p) = 0, ademássi p es el úni
o punto en U que 
umple tal 
ondi
ión enton
es el punto p es unpunto singular aislado. En este 
aso la e
ua
ión diferen
ial (2.1) tiene 
omo
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, 0)41solu
ión 
on 
ondi
ión ini
ial F (p) = 0 a la 
urva 
onstante σ(t) = p para toda

t en C.En las e
ua
iones diferen
iales ordinarias holomorfas un tema de gran im-portan
ia son las rela
iones de equivalen
ia que puedan existir entre ellas. Puesello permite generalizar resultados en toda una 
lase de equivalen
ia o tener in-forma
ión de todo un espa
io de e
ua
iones sobre sus invariantes a nivel formal,topológi
o o analíti
o. Para estos efe
tos se trabajará 
on 
ampos ve
toriales,sabiendo que éstos indu
en una e
ua
ión diferen
ial.De�ni
ión 2.1.2 Dos 
ampos ve
toriales F ∈ D(U) y F ′
∈ D(U ′) son analíti-
amente (formalmente, topológi
amente) equivalentes si existe una transforma-
ión H : U → U

′ holomorfa (formal, 
ontinua) que 
onjugue a los 
ampos ve
-toriales. Para el 
aso formal y holomorfo lo anterior se expresa en la siguienteigualdad
H∗F = F

′
◦HDonde H∗ = (∂hi

∂zj
) es la matriz ja
obiana de H. En el 
aso 
ontinuo de
imosque dos 
ampos F y F ′ son topológi
amente equivalentes si las solu
iones de lase
ua
iones diferen
iales 
orrespondientes a uno y otro 
ampo son 
onjugadaspor un homeomor�smo.Hay que notar que la equivalen
ia analíti
a impli
a la equivalen
ia formal;ya que a las transforma
iones analíti
as se les puede aso
iar su serie de Taylor.Como se estudiarán 
ampos ve
toriales F 
on singularidades aisladas, sinperdida de generalidad, de aquí en adelante sólo se 
onsiderarán 
ampos ve
to-riales holomorfos en D(C2

, 0).Dado que F es un 
ampo ve
torial holomorfo, existe una ve
indad alrededordel 
ero la 
ual permite tener el desarrollo en una serie analíti
a para 
ada fi.Esta expresión nos ayudará a estable
er 
ondi
iones para poder de
idir si dose
ua
iones diferen
iales holomorfas aso
iadas a los 
ampos F y F ′ en D(C2
, 0)son equivalentes analíti
a o formalmente. También ayuda a de�nir los monomiosresonantes que salen a relu
ir en la 
lasi�
a
ión formal desarrollada en la teoríaPoin
aré-Dula
 de Formas Normales, que da las 
ondi
iones para de
ir 
uándoun 
ampo F es formalmente equivalente a su parte lineal.Ejemplo. Tomaremos el 
ampo ve
torial holomorfo F

(3z + z

2
w

4 + z

6
w

12)
∂

∂z

−
1

4
w

∂

∂w

,vamos a redu
irlo a su parte lineal, eliminando los monomios no lineales zk1wk2 ,
on k1, k2 ∈ Z+
∪ {0}, mediante difeomor�smos en (C2

, 0) de la forma
H1,k(z, w) = (z + h1,kz

k1
w

k2
, w), 
on k = (k1, k2),que tienen 
omo inversa a
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H

−1

1,k
(z, w) = (z − h1,kz

k1
w

k2 + · · · , w)Se 
omenzará por eliminar el monomio z2
w

4, para lo 
ual veremos 
ómo tieneque ser H1,(2,4) 
on ayuda de la de�ni
ión de equivalen
ia
H1,(2,4)∗F ◦H

−1

1,(2,4)
(z, w) = (3z + a1,kz

k1
w

k2 + · · · )
∂

∂z

−
1

4
w

∂

∂wdonde k1 > 2 y k2 > 4. Ha
iendo las sustitu
iones en la formula anterior 
on
H1,(2,4)∗(z, w) =

(
1 + 2h1,kzw

4 4h1,kz
2
w

3

0 1

)y
F ◦H

−1

1,(2,4)
(z, w) =

(
3(z − h1,kz

2
w

4 + · · · ) + (z − h1,kz
2
w

4 + · · · )2w4 + · · ·

−
1

4
w

)
,se obtiene la siguiente igualdad

H1,(2,4)∗F ◦H
−1

1,(2,4)
(z, w) =

(
3z + z

2
w

4(−3h1,k + 1 + 6h1,k − h1,k) + · · ·

−
1

4
w

)
.De donde se 
on
luye que para eliminar el monomio z2

w

4(−3h1,k + 1 + 6h1,k −

h1,k) es ne
esario de�nir h1,k = −1/2. Ha
iendo los 
ál
ulos anteriores para unmonomio zk1wk2 se obtiene la forma general de hj,k
hj,k =

−aj,k

λ1k1 + λ2k2 − λi

.Observemos que esta última expresión nos di
e que el monomio z6
w

12, no puedeser eliminado. Enton
es F no es formalmente equivalente a su parte lineal.La expresión que se 
onsiguió de los 
oe�
ientes de las transforma
iones quellevan a un 
ampo ve
torial a su forma normal, rela
ionada 
on los eigenvalores
λ1, λ2 de la parte lineal A ∈M2×2(C) de su desarrollo en serie analíti
a, muestraque los monomios donde se haga 
ero la expresión λ1k1 + λ2k2 − λi no puedenser eliminados, por ello son 
ono
ido 
omo monomios resonantes.De�ni
ión 2.1.3 Se di
e que los eigenvalores satisfa
en la rela
ión de reso-nan
ia del tipo (i, k) si

λi = λ1k1 + λ2k2,donde k = (k1, k2) y kj es un entero no negativo j = 1, 2, k1 + k2 ≥ 2.Pro
edemos ahora a enun
iar el Teorema de formas normales de Poin
aré-Dula
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, 0)43Teorema 2.1.4 (de formas normales, Poin
aré-Dula
) Para toda e
ua
ióndiferen
ial aso
iada a un 
ampo ve
torial en D(C2

, 0). Existe un 
ambio de vari-able formal w̄ = z̄+. . . (w̄ = (w1, w2)), para el 
ual la e
ua
ión diferen
ial tomala siguiente forma
żi = (Aw̄)i +

∑
ai,kw̄

k
, i = 1, 2donde la suma 
orre sobre los multiíndi
es k tales que los eigenvalores satisfa
enrela
iones de resonan
ia del tipo (i, k).La demostra
ión de este Teorema se basa en la 
omposi
ión in�nita delos difeomor�smos Hi,k, la 
ual puede que no sea analíti
a. El total de la de-mostra
ión puede ser 
onsultada en [I-Y℄ o en [Zo℄.Además, si se le agrega la 
ondi
ión de que los eigenvalores de la partelineal del 
ampo ve
torial F estén en el dominio de Poin
aré, o sea que la
erradura 
onvexa de λ1 y λ2 en C no 
ontenga al 
ero, se obtiene el Teorema deLinealiza
ión de Poin
aré que asegura la existen
ia de un difeomor�smo analíti
o

H tal que 
onjuga a F 
on su parte lineal en una ve
indad del 
ero. Por otrolado, si λ1 y λ2 están en el dominio de Siegel, lo 
ual re�ere a que su 
erradura
onvexa 
ontiene al 
ero, el teorema anterior no fun
iona en varios 
asos, 
omolos que se nombran resonantes por tener rela
iones de resonan
ia de algún tipo.Ha salido a relu
ir la importan
ia de los eigenvalores de la parte lineal deldesarrollo en serie de un 
ampo analíti
o. En D(C2
, 0) 
entraremos nuestra aten-
ión en aquellos 
ampos ve
toriales 
uya parte lineal en el origen tenga al menosuno de sus eigenvalores distinto de 
ero. A las singularidades de este tipo se les
ono
e singularidades elementales. Suponiendo, sin perdida de generalidad, que

λ1 6= 0, se de�ne el radio de los eigenvalores
λ =

λ2

λ1que es un invariante importante. En fun
ión de λ se tiene la siguiente 
lasi�-
a
ión de las e
ua
iones diferen
iales rela
ionadas 
on los 
ampos diferen
ialesholomorfos en D(C2
, 0):Si λ ∈ C/R enton
es de
imos que el punto singular es un fo
oSi λ > 0 enton
es de
imos que el punto singular es un nodoSi λ < 0 enton
es de
imos que el punto singular es una sillaSi λ = 0 enton
es de
imos que el punto singular es un silla-nodoAdemás, si también su
ede que λ ∈ Q de
imos que el punto singular es reso-nante. Esta 
lasi�
a
ión se puede en
ontrar 
on más detalle en libros que tratane
ua
iones diferen
iales holomorfas (ver [I-Y℄,[Zo℄,[C1℄).Otra enfoque para el estudio de estos 
ampos ve
toriales es el análisis delretrato fase de las e
ua
iones. Para ello se de�nirá el 
on
epto de folia
ión:
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, 0)De�ni
ión 2.1.5 Una folia
ión holomorfa no singular por 
urvas F de unabierto U de Cn es una des
omposi
ión de U en sub
onjuntos 
onexos disjuntos

{Lα}α∈Λ donde Λ es un 
onjunto de índi
es (
ada Lα es denominada hoja dela folia
ión), tal que todo punto p en U tiene una ve
indad Up y un biholomor-�smo ϕ : Up →Wp ⊂ Cn, que satisfa
e que para toda hoja Lα, las 
omponentes
onexas de Up ∩ Lα quedan des
ritas por las e
ua
iones
w1 = k1, . . . , wn−1 = kn−1en Wp. A las parejas (Up, ϕ) así de�nidas se les denomina 
artas 
oordenadasdistinguidas de la folia
ión.
VPSfrag repla
ements

Vp

F (p)

p

ϕ

C

Cn−1

ϕ(p)

∂

∂wn

Figura 2.1: Folia
ió aso
iada a un 
ampo FCabe notar que la de�ni
ión di
e no singular, lo 
ual no o
asiona ningún pro-blema pues sólo se va a tener una singularidad aislada. Enton
es en la de�ni
iónanterior tomaremos U = U

′
/{0}, así se obtiene la de�ni
ión para una folia
ión
on una singularidad aislada en el 
ero. Ahora mediante un lema de folia
ionesrela
ionaremos las folia
iones 
on 
ampos ve
toriales holomorfos.Lema 2.1.6 Sea F un 
ampo ve
torial holomorfo nun
a nulo, de�nido en unabierto V de Cn, enton
es las solu
iones de la e
ua
ión 2.1 aso
iada a F 
on-stituyen una folia
ión no singular por 
urvas F(F ) de V . Además, si F ′ es otro
ampo ve
torial holomorfo en V nun
a nulo, enton
es la folia
iones F(F ) y

F(F ′) 
oin
iden si y sólo si existe una fun
ión holomorfa g nun
a nula de�nidaen V , tal que F ′ = g · FEn otras palabras, la última parte del lema di
e que las folia
iones F(F ) y
F(G) 
oin
iden si para 
ada punto p ∈ V , los 
ampos tienen aso
iada, en p, la
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urva 
ompleja. También hay que notar que en nuestro 
aso V = U/{0}.Con esto obtenemos una nueva de�ni
ión de equivalen
iaDe�ni
ión 2.1.7 Dos gérmenes de 
ampos ve
toriales F, F ′ en D(C2

, 0) sonllamados analíti
amente (topológi
amente, formalmente) orbitalmente equiva-lentes si existe un difeomor�smo analíti
o (C0, formal) H que transforme las
urvas fase de F en las 
urvas fase de F ′.(Esto quiere de
ir que las folia
iones
orrespondientes de�nidas por el retrato fase de F y F ′ son transformadas unasen otras mediante H) En el 
aso formal y holomorfo se tiene
H∗F = g · F

′
◦HDonde g es una fun
ión analíti
a (formal) y g(z) 6= 0 para toda z en la ve
indaddel 
ero.De ahora en adelante ésta va ser la de�ni
ión de equivalen
ia que se usará.Cabe notar que la equivalen
ia analíti
a (formal, topológi
a) impli
a la equiva-len
ia analíti
a (formal, topológi
a) orbital. De ahora en adelante solamente noso
uparemos del 
aso en donde el 
ampo F en D(C2

, 0) tenga una singularidadelemental no degenerada, que se de�nirá más adelante.2.2. Silla-Nodo en D(C2
, 0)Un 
ampo ve
torial holomorfo F en D(C2

, 0) tiene una singularidad ele-mental degenerada en 0 si su parte lineal, en su desarrollo en serie, tiene uneigenvalor distinto de 
ero y el otro es 
ero. Por 
omodidad diremos que es unasingularidad silla-nodo 
ompleja y se tomará el eigenvalor λ2 6= 0; además Fpuede ser multipli
ado por una 
onstante,i.e. usar la transforma
ión multipli
arpor una 
onstante para que el eigenvalor λ2 sea igual a -1.Teorema 2.2.1 Cada 
ampo ve
torial holomorfo F en D(C2
, 0) 
on una singu-laridad silla-nodo en el origen es formalmente orbitalmente equivalente al 
ampo
orrespondiente a la e
ua
ión diferen
ial

ż = z

p+1(1 + λz

p)−1 (2.3)
ẇ = −wDemostra
ión. Se observa que puesto que por hipótesis λ1 = 0 y λ2 = −1,las resonan
ias de tipo (1, k) son

0 = k · 0 + 0 · λ2, a1,kz
k
w

0
, k ≥ 2y las de tipo (2, k)

−1 = k · 0 + 1 · λ2, a2,kz
k
w
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, 0)Enton
es por el Teorema 2.1.4 el 
ampo F es formalmente orbitalmente equiv-alente al 
ampo

ż = a1,p+1z
p+1 + a1,p+2z

p+2 + · · · , ẇ = −w(1 + a2,1z + a2,2z
2 + · · · )donde a1,p+1 6= 0 
on p ≥ 1; si todos los a1,k fueran 
eros enton
es 
ada puntodel eje z sería una singularidad por lo que el origen no 
umpliría las 
ondi
ionesde singularidad aislada. Bajo un 
ambio de variable analíti
o (z, w) → (cz, w) sepuede asumir que a1,p+1 = 1. Considerando la de�ni
ión 2.1.7 se puede dividirel 
ampo por 1 + a2,1z+ a2,2z

2 + · · · , y notando que 1 + a1,2z+ · · · /1 + a2,1z +
a2,2z

2
· · · = 1 + b1z + · · · se obtiene

ż = z

p+1(1 + b1z + · · · )

ẇ = −wAhora el problema de transformar formalmente zp+1(1+b1z+· · · ) en zp+1(1+
λz

p)−1 se resuelve de manera análoga a lo he
ho en el Teorema 1.1.2 usandotransforma
iones (z, w) → (z + hlz
l
, w), donde el 
oe�
iente 
orrespondiente almonomoio hlzl está de�nido por hl = bl−1/l − (p + 1), 
ondi
ión que impidequitar el término de orden 2p+1. Y así se obtiene la equivalen
ia orbital formal
on

ż = z

p+1(1 + νz

p)

ẇ = −w (2.4)Dado que la transforma
ión usada para normalizar la e
ua
ión diferen
ial(2.4) �ja la 
oordenada-z y la 
oordenada-w, del teorema 1.1.2 sabemos queexiste una transforma
ión formal h : C → C tal que la transfroma
ión de�nidapor H(z, w) = (h(z), w) da la equivalen
ia formal orbital entre (2.4) y
ż = z

p+1(1 + λz

p)−1

ẇ = −w

�El entero p es nombrado la 
odimensión de un silla-nodo y el 
omplejo λes el moduli de la 
lasi�
a
ión formal. El 
onjunto de los gérmenes 
on formanormal formal 
on 
odimensión p y moduli λ será denotado por Ep,λ.El siguiente Teorema re�eja algunas propiedades de las hojas de la folia
iónde un silla-nodo.Teorema 2.2.2 (analíti
o Hadamard-Perron) Consideremos la e
ua
ión di-feren
ial
ż = λ1z + · · ·

ẇ = λ2w + · · ·
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, 0) 47tal que λ2 6= 0 y λ1/λ2 ≤ 0. Enton
es existe una 
urva invariante analíti
atangente a z = 0(eje-w) en el origen.Apli
ado al 
aso silla-nodo 
omplejo el Teorema muestra que existe una var-iedad invariante o fuerte tangente al eje-w y que es analíti
a. También sesabe de la variedad 
entral, que 
orresponde al eigenvalor 
ero y a la 
ualno es posible apli
ar el teorema anterior, que generalmente no es analíti
a. A
ontinua
ión se transformará la variedad fuerte en el eje w, siempre pensandoque se está a
tuando bajo la de�ni
ión 2.1.7. Se puede asumir que el 
ampove
torial F ∈ Ep,λ ha sido normalizado hasta el (p+ 1)-jet(i.e el término de or-den p+ 1) en el origen. Gra
ias a un trabajo de Dula
 [Dul℄ se sabe que existen
oordenadas analíti
as en donde la e
ua
ión diferen
ial indu
ida por F toma laforma

ż = zf(z, w) j

p

0
f = z

p

ẇ = −w + g(z, w) j

1

0
g = 0,donde jl

k
f son los jets desde orden k hasta orden l. Más aún, 
on ayuda detransforma
iones de la formaHk(z, w) = (z+zkψk(w), w), podemos transformaruna e
ua
ión diferen
ial de la forma

ż =zkfk(z, w)

ẇ = − w + gk(z, w)a una de la forma
ż =zk+1

fk+1(z, w)

ẇ = − w + gk+1(z, w).Este método es 
ono
ido 
omo �normaliza
ión a lo largo de la variedad inva-riante�. Con este método se demuestra el siguiente resultadoLema 2.2.3 Si F ∈ D(C2
, 0) 
on singularidad silla-nodo, existe un 
ambio devariable analíti
o que lo 
onjuga 
on el 
ampo ve
torial aso
iado a la e
ua
ióndiferen
ial

ż =zp+1

ẇ = − w(1 + λ) + g0(z) + w

2
g2(z, w)donde go y w2

g2 tienen orden p+ 2. Ésta es la forma analíti
a ini
ial de F .



48CAPÍTULO 2. SINGULARIDADES SILLA-NODOCOMPLEJAS EN (C2
, 0)Dado que la forma analíti
a ini
ial de F no es analíti
amente orbitalmenteequivalente a su forma normal formal en una ve
indad del 0, se requiere dividirel dominio de F en se
tores de la forma

Tj =

{
(z, w) ∈ C

2 : |z|, |w| < ε y ∣∣∣∣arg(z) −
(2j − 1)π

2p

∣∣∣∣ < α 
on α ∈

(
π

2p
,

π

p

)}se tiene el siguiente TeoremaTeorema 2.2.4 (Normaliza
ión Se
torial) Sea F ∈ D(C2
, 0) 
on singular-idad silla-nodo. En 
ada se
tor T j existe un úni
o difeomor�smo

Hj(z, w) = (z, w + hj(z, w)), hj = O(zp+1),que 
onjuga su forma analíti
a ini
ial 
on su forma normal formal
ż =zp+1

/(1 + λz

p)

ẇ = − wLa transforma
ión Hj preserva la 
oordenada z: Hj(z, w) = (z, w + H̃j(z, w)).Más aún H̃j es de orden z

p+1 
uando z → 0, z ∈ Tj. La transforma
ión que
umple todo lo anterior es úni
a.La demostra
ión de éste teorema que fue he
ha por Hukuhara, Kimura yMatuda en [HKM℄ queda fuera del al
an
e del breve material que se ha desa-rrollado en esta tesis, pero es vital para el desarrollo de las siguientes se

iones.2.3. Clasi�
a
ión orbital analíti
aAhora que se ha logrado normalizar el 
ampo F en 
ada se
tor Tj, lo primeroque se va a analizar es la propiedad de que la e
ua
ión diferen
ial aso
iada al
ampo Wp,λ

z

p+1
/(1 + λz

p)
∂

∂z

− w

∂

∂w

(2.5)tiene primera integral u :
(
C2
, 0
)
→ C holomorfa en 
ada Tj. Re
ordemos lade�ni
ión de primera integralDe�ni
ión 2.3.1 Sea F un 
ampo ve
torial en un dominio U, y sea f : U →

C una fun
ión holomorfa. Se di
e que f es la primera integral de la e
ua
ióndiferen
ial
ż = F (z), z ∈ U
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ión del 
ampo ve
torial F se anula
LF f = 0.La última 
ondi
ión es equivalente a las siguientes a�rma
iones1. La fun
ión f es 
onstante a lo largo de toda solu
ión σ : V ⊂ C → U , i.e.,si σ es una solu
ión enton
es la fun
ión f ◦ σ : V → C es 
onstante.2. Toda 
urva fase está 
ontenida solamente en un 
onjunto de nivel de lafun
ión f.Las 
urvas de fase de Wp,λ distintas de la singular son sen
illas de 
al
u-lar, pues la e
ua
ión normalizada es de variables separadas. Si 
onsideramos lae
ua
ión

dw

dz

= −w
(1 + λz

p)

z

p+1
,se tiene que ∫

wdw = −

∫
1 + λz

p

z

p+1
dz.Por lo que nuestras 
urvas de fase se parametrizan de la siguiente forma

w(z) = cexp(−t(z)) = cz

−λexp(p−1
z

−p).Ya 
on la expresión de las 
urvas de fase y la equivalen
ia 1 de la de�ni
iónde primera integral, se puede expresar a ésta 
omo la fun
ión u : (C2
, 0) → C,de�nida por

u(z, w) = wexp(t(z)), t(z) = −p
−1
z

−p + λln(z).De la última expresión, y re
ordando que |exp(p−1
z

−p)| sólo depende de la partereal de p−1
z

−p, se observa el 
omportamiento exponen
ial de las normas de lassolu
iones y de las primeras integrales. Notemos que 
uando z tiende a 
ero laparte real de z−p puede irse a ∞ o −∞. Esto nos permite delimitar algunasse

iones del dominio de Wp,λ, según el 
omportamiento de la norma de lassolu
iones en ellas. Cabe señalar que en estas se

iones el 
omportamiento de
|u(z, w)| es inverso al de la norma |w(z)|.

ĺımRez−p→∞
|w(z)| = ∞, se

ión de salto

ĺım
z→0

|u(z, w)| = 0, 
uando z está en una se

ión de saltoy
ĺımRez−p→−∞

|w(z)| = 0, se

ión de 
aída
ĺım
z→0

|u(z, w)| = ∞, 
on z en una se

ión de 
aída
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, 0)Al tomar en 
uenta la de�ni
ión de los se
tores Tj y el 
omportamiento de z−pen éstos, se tiene que Tj ∩ Tj+1 es una se

ión de salto si j es par, y de 
aída si

j es impar. Con esto a la mano se 
onstruirán fun
iones de transi
ión pensandoen la e
ua
ión 2.3; a saber, usando las transforma
iones Hj del teorema 2.2.4en las interse

iones Tj ∩ Tj+1 se de�ne una nueva fun
ión
Φj = Hj+1 ◦H

−1

j
: Tj ∩ Tj+1 → Tj ∩ Tj+1.Dado que una de las propiedades de las Hj es preservar la 
oordenada z y quela fun
ión H̃j tiene orden zp+1, enton
es Φj(z, w) = (z, w + Φ̃j(z, w)) preservala 
oordenada z y Φ̃j tiene orden z

p+1 (así ĺımz→0 Φj(z, w) = 0). La fun
ión
Φj también preserva las 
urvas de fase, ya que Hj es una equivalen
ia orbitalanalíti
a en Tj. La propiedad de preservar las 
urvas de fase nos di
e que existeuna fun
ión ϕj que ha
e 
onmutar el siguiente diagrama,

Tj ∩ Tj+1
Φj

//

uj

��

Tj ∩ Tj+1

uj+1

��
C × {j}

ϕj // C × {j + 1}

(2.6)De las propiedades de Φj y de la igualdad uj+1◦Φj = ϕj ◦uj, se tiene una formade expresar a Φj mediante ϕj . En efe
to, de las expresiones obtenidas para Φjy uj+1 se sigue que
uj+1 ◦ Φj(z, w) = uj+1

(
z, w + Φ̃j(z, w)

)

=
(
w + Φ̃j(z, w)

) exp (tj+1(z)) ,de donde se obtiene w + Φ̃j(z, w) = ϕj(uj)exp(−tj+1), y por lo tanto,
Φj(z, w) = (z, ϕj(uj)exp(−tj+1(z)) .El he
ho de que Φ̃j sea de orden zp+1 nos di
e que el limite de Φj−Id 
uando

z → 0 es 
ero. Ahora queremos ver 
ómo se va a 
ero la fun
ión Φj − Id. Paraesto utilizaremos la expansión de Taylor de ϕj(uj) =
∑∞

n=0
aj,nu

n

j
. Enton
es setiene la siguiente expresión de Φj

Φj(z, w) =
(
z, ϕj(uj)e

−tj+1(z)

)

=

(
z, aj,0e

−tj+1 + aj,1w +
∞∑

n=2

aj,nw
n
e

(n−1)tj

)
,notando que en la última igualdad se ha
e uso de que tj = tj+1 en Tj ∩ Tj+1.Observamos que, por argumentos de 
ontinuidad, la igualdad t2p = t1 no se
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umple. La presen
ia de la fun
ión multivaluada λln(z) impli
a que t2p = t1 +
2πiλ. Supongamos que j es impar, enton
es Tj ∩ Tj+1 es una se

ión de 
aída,por lo tanto el fa
tor entj → ∞ 
uando z → 0. Como Φj − Id tiende a 
ero enesos 
asos, los 
oe�
ientes aj,n 
on n > 2 tienen que ser 0 y aj,1 = 1. Por lotanto

ϕj(uj) = aj,0 + ujSi j es par, la interse

ión Tj ∩ Tj+1 es una se

ión de salto y enton
es losfa
tores entj → 0 
uando z tiende a 
ero. Luego enton
es para j 6= 2p, se tieneque aj,o = 0 y aj,1 = 1, y la fun
ión ϕj tiene la forma
ϕj(uj) = uj +

∞∑

n=2

aj,nu
n

j .Para el 
aso j = 2p se 
onsidera la siguiente igualdad
ϕ2p(u2p)e

−t1 = e

2πiλ
ϕ2p(u2p)e

−t2p
,de donde a2p,1 = e

−2πiλ y aj,0 = 0, por lo que
ϕ2p(u) = e

−2πiλ
u+

∞∑

n=2

aj,ne
−2πiλ

e

(n−1)t2pEstá 
ole

ión ϕ = {ϕj} es la 
ole

ión de invariantes analíti
os del 
ampo
F . Antes de enun
iar el teorema que involu
ra a estas 
ole

iones nos interesaestable
er 
uándo dos de ellas son equivalentes. Esto se ve en 
ada se

ión Tjbajo los 
ampos ya normalizados 
on las transforma
iones Hj al 
onsiderar laexisten
ia de otra 
ole

ión de transforma
iones G = {Gj} tal que 
ada Gjnormaliza al 
ampo F en Tj .

Tj

(Id,Wp,λ)

��

Tj

Hjoo Gj //

(Id,F )

��

Tj

(Id,λ)

��TTj TTjHj∗oo Gj∗ // TTjDel diagrama se observa que Hj ◦ G
−1

j
preserva a Wp,λ. En efe
to, bus
amosdifeomor�smos H ∈ Diff(C2

, 0) que al 
onjugarse 
on el 
ampo (2.5) la fo-lia
ión queda �ja, i.e.
H∗Wp,λ = Wp,λ ◦H,para en
ontrar una rela
ión entre la transforma
iónHj yGj . TomandoH(z, w) =(

h

1(z, w), h2(z, w)
) y su inversa 
omo H−1 = (h̃1

, h̃

2) se tiene la siguiente ex-presión
(
h

1

z h

1

w

h

2

z
h

2

w

)(
(h̃1)p+1(1 + λ(h̃1)p)−1

−h̃
2

)
=

(
z

p+1(1 + λz

p)−1

−w

)
.
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, 0)Es 
laro que el difeomor�smo H debe preservar la 
oordenada z, de dondede�niendo H(z, w) = (z, h(z, w)) se tiene la siguiente e
ua
ión

(
1 0
hz hw

)(
z

p+1(1 + λz

p)−1

−w

)
=

(
z

p+1(1 + λz

p)
−h(z, w)

)
.Esta última e
ua
ión nos da una e
ua
ión diferen
ial de h

z

p+1

1 + λz

p
hz − whw = −h. (2.7)Dado que h es holomorfa en una ve
indad del 
ero se puede expresar 
omouna serie de Taylor, que se puede ver de la siguiente forma: h(z, w) = a0w +

w

2
a(w) +

∑∞
j=0

hk+j(w)zk+j + O(zl), donde a0 ∈ C, a(w) y las hk+j(w) sonfun
iones holomorfas (
on hk no nula) y k es un entero no negativo. Al 
onsiderarlas igualdades
hz(z, w) =

∑∞

j=0

(k + j)hk+j(w)zk+j−1 +O(zl−1)

hw(z, w) =a0 + 2wa(w) + w

2
a

′(w) +
∑∞

j=0

h

′
k+j

(w)zk+j ,sustiruirlas en (2.7) y quedarnos sólo 
on los términos que tienen 
omo fa
toruna poten
ia de z, obtenemos
z

p+1

1 + λz

p
hz(z, w) − w

∑∞

j=0

h

′
k+j

(w)zk+j =
∑∞

j=0

hk+j(w)zk+j +O(zl).Primero hay que señalar que el término blzl es 
ero, pues del lado dere
ho de laigualdad el término que sólo depende de z tiene orden mínimo l+p; análogamentelos términos de la forma bjzj son 
ero. Después dividimos la igualdad entre zky evaluamos en z = 0, de donde se tiene la siguiente e
ua
ión diferen
ial
−wh

′
k(w) = −hk(w),
uya solu
ión es hk(w) = ckw 
on ck ∈ C. De manera análoga se tiene que

hk+j(w) = ck+jw 
on j = 0, 1, . . . , p− 1. Cuando se intenta 
on hk+p se llega auna e
ua
ión diferente
kckw − wh

′
k+p(w) = −hk+p(w).En este 
aso se usará el he
ho que hk+p tiene una serie de Taylor en una ve
indaddel 
ero, para obtener la siguiente igualdad

kckw−w

(
h

′
k+p

(0) + h

(2)

k+p
(0)w + · · ·

)
+

(
hk+p(0) + h

′
k+p

(0)w +
h

(2)

k+p
(0)

2!
w

2 + · · ·

)
= 0,
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a que h no depende de z. Por lo que
whw(w) = h(w)

hw

h

(w) =
1

w

.Resolviendo la e
ua
ión queda que h(w) = cw para alguna c ∈ C. Con estose tiene que los difeomor�smos que �jan la folia
ión de Wp,λ son de la forma
Hc(z, w) = (z, cw). Por lo tanto, Hj = Hc ◦ Gj . Lo 
ual indu
e la siguientede�ni
iónDe�ni
ión 2.3.2 Dos 
ole

iones ϕ y ϕ̃ son llamadas equivalentes si 
onjuga-dos por una transforma
ión lineal que 
onjuga a ambas 
ole

iones, i.e.,

ϕ ∼ ϕ̃, si y sólo si existe c ∈ C − 0 : ϕ ◦ c = cϕ̃Esta de�ni
ión tiene 
ierto pare
ido 
on la de�ni
ión 1.3.12, lo 
ual, 
omo ve-remos más adelante, no es 
oin
iden
ia. Las 
lases de equivalen
ia [ϕ] de di
has
ole

iones son llamadas el moduli de Martinet-Ramis. El 
onjunto de modulide Martinet-Ramis es denotado por Np,λ. La 
onstru

ión de este moduli de�neun mapeo F entre los 
ampos ve
toriales F en Ep,λ y su respe
tivo moduli ǫFen Np,λ

F(F ) → ǫFTeorema 2.3.3 (de 
lasi�
a
ión de sillas-nodo, Martinet-Ramis) La fun-
ión F : Ep,λ → Np,λ tiene las siguientes propiedades1. Sean F y F ′ dos gérmenes de 
ampos ve
toriales, en Ep,λ, 
on singula-ridad silla-nodo. Si F y F ′ son analíti
amente orbitalmente equivalentesenton
es ǫF y ǫF ′ son equivalentes(Invarianza).2. Dos gérmenes de 
ampos F y F ′ que tienen moduli equivalente son analíti-
amente orbitalmente equivalentes (Equimodalidad y equivalen
ia).3. Cualquier 
ole

ión ϕ en Np,λ puede ser realizada 
omo el invariante fun-
ional de un germen de 
ampo apropiado en Ep,λ (Realiza
ión).Demostra
ión.1. Sean F y F' dos gérmenes de 
ampos ve
toriales 
onsingularidad silla-nodo 
ompleja analíti
amente orbitalmente equivalentes. En-ton
es existe un difeomor�smo P en Diff(C2
, 0) y una fun
ión f : (C2

, 0) →

C − {0} no nula, tal que
P∗F ◦ P

−1 = fF

′
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, 0)Queremos ver lo que pasa en 
ada se
tor Tj , al suponer que la 
ole

ión defun
iones del teorema 2.2.4 para F es {Hj} y para F ′ es {Gj}. A saber quelas 
ole

iones que se de�ne para fF ′ y F ′ son iguales, pues se 
onsideran lassiguientes igualdades

Gj∗F
′ =Wpλ ◦Gj

fGj∗F
′ =Wp,λ ◦Gj

Gj,∗fF
′ =Wp,λ ◦Gj .Esto su
ede gra
ias a que f al no ser nula a
túa 
omo un es
alar en TpTj paratoda p ∈ (C2

, 0).
Tj

(Id,F )

��

P //

Hj

""EE
EE

EE
EE

E
Tj

Gj

""EE
EE

EE
EE

E

(Id,fF
′
)

��

Tj

(Id,Wp,λ)

��

H //
Tj

(Id,Wp,λ)

��

TTj P∗
//

Hj∗ ""EE
EE

EE
EE

TTj
Gj∗

""EE
EE

EE
EETTj H∗ // TTjLos difeomor�smos Gj ◦P normalizan al 
ampo F en 
ada Tj, enton
es Gj ◦P =

Hc ◦Hj para alguna c ∈ C. De donde
Gj+1 ◦G

−1

j
= Hc ◦Hj+1 ◦H

−1

j
◦H

−1

c .Igualdad que impli
a la equivalen
ia ǫF ∼ ǫF ′ .2.Sean ǫF ∼ ǫF ′ los moduli respe
tivos de los 
ampos F y F'. Cuandose está normalizando a F' se puede usar un difeomor�smo Hc, para que ǫF ′
oin
ida 
on ǫF . Enton
es las fun
iones de transi
ión son iguales ΦF
j

= ΦF
′

j
en

Tj ∩ Tj+1. Si {Hj} y {Gj} son las fun
iones que normalizan a los 
ampos F yF' respe
tivamente, se tienen las siguientes igualdades
Hj+1 ◦H

−1

j
= Gj+1 ◦G

−1

j
,en Tj ∩ Tj+1. De lo anterior se tiene que

G

−1

j+1
◦Hj+1 = G

−1

j
◦Hj (2.8)en la interse

ión. Tomando la unión ajena de los se
tores Tj de�nimos unafun
ión P : ∐2p

j=1
Tj → (C2

, 0) en 
ada se
tor Tj 
omo
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P (z, w) = G

−1

j
◦Hj .De la igualdad (2.8) se sigue que al ha
er el 
o
iente de ∐

2p

j=1
Tj 
on la fun
iónidentidad en Tj+1 ∩ Tj la fun
ión P está bien de�nida en el 
o
iente. Dadoque P era holomorfa en 
ada Tj y las fun
iones de pegado son la identidad, Pes holomorfa en ∪

2p

j=1
Tj. Re
ordando que las fun
iones H̃j y G̃j tienen orden

z

p+1 se 
on
luye que P se puede extender 
oninuamente a {z = 0}, ya que
{z = 0} ∩ Tj = ∅. La extensión holomorfa de P a una ve
indad del origenes 
onse
uen
ia del Teorema de Hartogs [Sh℄, del 
ual se deriva el siguienteTeoremaTeorema 2.3.4 [Sh℄ Si la fun
ión f es 
ontinua en un dominio D ⊂ Cn yholomorfa en D − S, donde S es una hipersuper�
ie real suave, enton
es f esholomorfa en D.Por lo tanto la fun
ión P es holomorfa en una ve
indad del origen; además,
omo las fun
iones G−1

j
◦Hj son difeomor�smos para 
ada Tj, enton
es P es undifeomor�smo que 
onjuga analíti
amente orbitalmente a F 
on F ′.

Tj

(Id,Wp,λ)

��

Tj

Hj

<<
yyyyyyyyy

P //

(Id,F )

��

Tj

Gj

bbEEEEEEEEE

(Id,F
′
)

��

TTjTTj Hj∗
yyy

<<
yyy

P∗
// TTjGj∗EEE

bbEEE3.Sea ǫ ∈ Np,λ, el 
ual tiene algún representante ϕ = (ϕj). Estos de�nen lasfun
iones de transi
ión Φj en las interse

iones Tj∩Tj+1. Ahora se toma la unióndisjunta ∐
2p

j=1
Tj×{j} 
on 
artas ~zj = (z, w) ,a saber, ~zj+1 = Φj(~zj). Ha
emos el
o
iente de este espa
io usando 
omo fun
iones de pegado en las �interse

iones�las fun
iones Φj . De donde se obtiene una variedad S de dimR(S) = 4.En 
ada se
tor Tj se toma la folia
ión Fp,λ aso
iada al 
ampo ve
torial

Wp,λ. Esto de�ne una folia
ión F0 en S, pues las fun
iones de pegado Φj sonuna equivalen
ia analíti
o orbital en 
ada Tj+1 ∩ Tj .Ahora de�nimos una fun
ión H0 : S →W − {z = 0} ⊂ (C2
, 0) 
omo

H0 =
∑

θj~zj,donde θj es una parti
ión de la unidad subordinada a la 
ubierta {Tj}, tal quelas derivadas no 
re
en más rápido que un polinomio en |z|
−1 
uando z → 0.
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, 0)

H

−1

0
de�ne una estru
tura 
uasi
onforme desde W . Si 
onsideramos la 
om-pleji�
a
ión del espa
io tangente a S, C

TS sabemos que este se es
inde en dos:
C
TS = T

10
⊕T

01. El teorema de Newlander-Nirenberg (que es, en 
ierto sentido,una 
onse
uen
ia del teorema de Frobenius) nos di
e que la estru
tura 
uasi
on-forme indu
ida por H−1

0
es integrable si y sólo si para 
ualesquiera dos 
amposve
toriales en T 10 se tiene que su 
onmutador está también en T 10. Esto, es
ritoen el lenguaje de formas, nos lleva a hablar del tensor de Nijenhuis (ver[Zo℄).Con sus respe
tivas pre
au
iones se ha
e algo análogo al in
iso 1 del teorema1.3.13, ya que se tiene que hablar de formas de tipo (1, 1) y (2, 0) que de�nenla estru
tura 
uasi
onforme. Utilizando que la transforma
ión Φj y la fun
ión

Id se pare
en expone
ialmente se demuestra que las formas diferen
iales quedes
riben la estru
tura 
uasi
onforme dada por H−1

0
se anulan bajo el tensorNijenhuis. El teorema de Newlander-Nirenberg en el lenguaje de formas a�rma:Teorema 2.3.5 (de Newlander-Nirenberg.([Arn1℄)) Una estru
tura 
ua-si
onforme es integrable si y sólo si su tensor Nijenhui es identi
amente 
ero.En nuestro 
aso asegura la existen
ia de alguna transforma
iónG : (C2

, 0) →
(C2

, 0) diferen
iable que lleva una estru
tura 
onforme estandar. La 
omposi
ión
G

−1
◦H0 : S → (C2

, 0) es holomorfa en S. Además transforma a la folia
ión F0en una folia
ión F silla-nodo 
on invariante Martinet-Ramis igual a ϕ. �2.4. Transforma
ión de HolonomíaEn la teoría de folia
iones para des
ribir la dinámi
a de una folia
ión F en
(C2

, 0) se utilizan transversales lo
ales Σ, i.e.
Tp(C

2
, 0) = TpLp ⊕ TpΣ,donde Lp ∈ F y Lp ∩ Σ = p, a lo largo de una 
urva 
ontenida en una de lashojas de F . Para este propósito se tomará la siguiente de�ni
iónDe�ni
ión de transforma
ión de holonomíaSea F una folia
ión holomorfa en (C2

, 0), L una hoja no singular de F y
γ ⊂ L una 
urva 
errada 
on punto ini
ial p0. Se toma un pequeño dis
o Dtransversal a L por p0 y parametrizado por z : D → (C, 0), z(p0) = 0. Dado que
γ es 
ompa
to existe una 
ubierta �nita de abiertos {Uj}, donde la folia
ión esuna 
aja de �ujo: F |Uj

= {dy = 0}Sea p ∈ D, se toma la hoja Lp que pasa por p. En 
ada abierto Uj se puedelevantar el 
amino γ ∩Uj a la hoja Lp ∩Uj . Después de regresar por γ al punto
p0, el levantamiento de γ en Lp 
orta de nuevo al dis
o D. La nueva interse

iónpuede ser diferente del punto p y se denota por ∆γ(p). Todo lo anterior da unesbozo de la demostra
ión del siguiente resultado
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, 0) una 
urva 
errada y 
ontinua en una hoja

L de F y sea Σ transversal lo
al a la folia
ión en el punto γ(0) = p0. Si Σ essu�
ientemente pequeña, existe una fun
ión 
ontinua Γ : Σ× [0, 1] → (C2
, 0) talque:1. Γ(q, 0) = q ∈ Σ, Γ(q, 1) ∈ Σ2. Γ(q.·) : [0, 1] → (C2

, 0) es una 
urva 
ontinua en la hoja Lq de F que pasapor q3. Γ(p0, ·) = γ

PSfrag repla
ements ∆γ(p)
D

γ

L

L

z = 0

D

Γ(p, ·)

p

w = 0

Figura 2.2: Holonomía sobre LAsí se de�ne 
omo transforma
ión de holonomía(o la transforma
ión demonodromía) aso
iada a la 
urva 
errada γ 
omo la fun
ión
p→ ∆γ(p),donde ∆γ = Γ(·, 1). Es importante notar que si se toma otra 
urva 
errada γ̃basada en p0 y homotópi
a a γ, las transforma
iones de holonomía que de�nenson la misma, i.e. ∆γ = ∆γ̃ . La demostra
ión de esto puede veri�
arse en (Cap.2de [GM-OB℄).En el 
aso de una folia
ión aso
iada a F ∈ D(C2

, 0) 
on F (0) = 0 nos interesala transforma
ión de holonomía de�nida por una 
urva 
errada γ 
ontenida enuna separatriz, i.e. una 
urva C holomorfa lisa y 
errada en (C2
, 0) que pasa por0 y es tangente a F . Se sabe que la j -ésima varia
ión de la e
ua
ión diferen
ial

dz

dw

=
A(z, w)

B(z, w)
= G(z, w),
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, 0)donde F (z, w) = A(z, w)∂/∂z+B(z, w)∂/∂w, permite en
ontrar la serie analíti-
a de la transforma
ión de holonomía de una folia
ión a lo largo de una 
urva
errada γ 
ontenida en una hoja L, donde la j -ésima varia
ión evaluada en w0da el 
oe�
iente del término de orden j. En nuestro 
aso utilizaremos el 
on-
epto de j-varia
ión 
on respe
to a una solu
ión ψ(w), donde esta última es lavariedad fuerte de F : C = {z = 0}. Para ello se toma la solu
ión ψ(w) que
orresponde a la separatriz C.

dψ(w)

dw

= G(ψ(w), w), ψ(w0) = z0 = 0.Se 
onsidera una familia de solu
iones Ψ(z, w) de G que satisfa
e
∂Ψ

∂w

(z, w) = G(Ψ(z, w), w), Ψ(z, w0) = z.Se toma la expansión en serie de poten
ias pensando a Ψ 
omo una fun
ión quesólo depende de z. En una ve
indad de (0, w0), se tiene la siguiente igualdad
Ψ(z, w) = ψ0(w) + ψ1(w)z + · · · +

1

j!
ψj(w)zj + · · · ,donde ψj(w) es una fun
ión holomorfa en la variable w, junto 
on las siguientes
ondi
iones

ψ0(w) = ψ(w) = Ψ(0, w), ψj(w) =
∂Ψ

∂z

j
(0, w), j = 0, . . .La fun
ión ψj es 
ono
ida 
omo la j-ésima varia
ión de la solu
ión ψ. Ψ(z, w0)va ser nuestra transforma
ión de holonomía, donde ψj se 
onsidera 
omo lasolu
ión de una e
ua
ión diferen
ial a lo largo de γ.Para los 
ampos ve
toriales normalizados se va 
al
ular la p+1-ésima varia
ión.Ahora haremos un 
ál
ulo que nos di
e 
omo es ψ1,

dψ1

dw

(w) =
∂

2Ψ

∂w∂z

(z0, w) =

[
∂

∂z

G (Ψ(z, w), w)

]

= Gz (ψ(w), w)
∂Ψ

∂w

(z, w0) = Gz(z, ψ(w))ψ1(w)Así la primera varia
ión ψ1 satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial lineal
dψ1

dw

= Gz (ψ(w), w)ψ1(w), ψ1(w0) = 1y su solu
ión está dada por
ψ1(w) = exp∫ (ψ(w),w)

(0,w)

Gzdw.
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uando se ha prenormalizado el 
ampo F la solu
ión ψ(w)
oin
ide 
on la 
urva z = 0, luego enton
es ψ1(w) es la 
onstante 1. Para lasdemás varia
iones se nota que Gzj (0, w) = 0 
on j = 1, . . . , p, ya que A(z, w) =
z

p+1
f(z, w) donde f(z, w) = 1 + f1(z, w) 
on f1(0, 0) = 0. Al observar que laderivada j-ésima de A se le puede fa
torizar una z mientras j = 1, . . . , p se tienela igualdad

ψj(w)

dw

= 0, 
on 
ondi
ión ini
ial ψj(w0) = 0que nos di
e que ψj 
on j = 1, . . . , p son fun
iones idénti
amente nulas. Cuandose deriva por p+ 1-ésima vez a G se tiene que
Gzp+1(0, w) = (p+ 1)!

(1 + f1(0, w))

(−w + g(0, w))
,i.e. que la fun
ión ψp+1 no se anula y además muestra que Ψ(z, w0) pertene
eal 
onjunto de difeomor�smos tangentes a la identidad Ap,α para alguna α en

C. Ha
iendo lo análogo para la e
ua
ión diferen
ial
dz

dw

=
z

p+1

−w(1 + λz

p)
=
z

p+1(1 − λz

p + λ

2
z

p + . . . )

−w
,también 
umple que la primera varia
ión ψ1(w) es la 
onstante uno. Ademásqueda expli
ita la e
ua
ión de la p+ 1-varia
ión,

ψp+1(w) = −(p+ 1)!

∫

γw

1

s

dsdonde γw : [a, b] → {z = 0} y γw(a) = (0, w0), γw(b) = (0, w). La 
urva γque nos interesa es 
errada y rodea al 0, de donde ψp+1(w0) = −(p + 1)!2πi.De observar el termino zp+1(1 − λz

p + . . . ) se tiene que los términos Gzj (0, w)van a ser 
ero para j 6= np + 1. Esto junto a unos 
ál
ulos 
ombinatorios querela
ionan la n-ésima derivada de la 
omposi
ión de dos fun
iones 
on una sumade renglones del triángulo de Pas
al, permite observar que la derivada n-ésimade G(Ψ(z, w), w) es la suma de fun
iones Gzk(∂lΨ/∂zl)jl(∂mΨ/∂zm)jm), donde
k+ l+m = n+ 1, 
uyos 
oe�
ientes son números del triángulo de Pas
al de losrenglones n − 1, n y n + 1. Así, se puede expresar la e
ua
ión para la 2p + 1-varia
ión 
omo
∫

γ

(
(2p+ 1)!

(p+ 1)!p!
Gzp+1(0, w)ψp

1
(w)ψp+1(w) + (2p+ 1)!Gz2p+1(0, w)ψ2p+1

1
(w)

)
dw;sustituyendo se tiene

(2p+ 1)!

(p+ 1)!p!
(p+ 1)!2

∫

γ

1

w

∫

γw

1

s

dsdw − (2p+ 1)!λ

∫

γ

1

w

dw,
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, 0)de donde

ψ2p+1(w0)

(2p+ 1)!
=

(
−(p+ 1)

2
4π2 + λ2πi

)
.Enton
es la fun
ión de holonomía para Wp,λ es

∆W
p,λ

γ
(z) = z − 2πizp+1 +

(
−

(p+ 1)

2
4π2 + λ2πi

)
z

2p+1 + . . . ,al observar la demostra
ión del teorema 1.1.2 se tiene que la expresión ante-rior 
oin
ide 
on la formula de g−2πi
ωp,λ

la 
ual es equivalente a g1

−2πiωp,λ
. Ahora,tomando el 
ambio de variable z → cz 
on c ∈ C tal que cp = −2πi, se tieneque

(C, 0)
cz //

Id,−2πiωp,λ

��

(C, 0)

(Id,ωp,α)

��
T (C, 0)

c //
T (C, 0)de donde

−2πic(c−1
w)p+1

1 + λ(c−1
w)p

=
w

p+1

1 + αw

p
.Por lo que ∆γ está en Ap,α, 
on α = λ/2πi.Re
ordando que 
urvas homotópi
as de�nen la misma holonomía, se va apedir que al ser levantada γ a la hoja Lp 
on p ∈ Tj ∩ D = Sj × {w0}, sulevatamiento γ̃ quede totalmente 
ontenido en Tj. Esto para que las fun
iones

Hj del teorema 2.2.4 
onjuguen a los 
amposWp,λ y F y sus resti

iones en 
ada
Sj×w0 queden bien de�nidas, para 
onjugar analíti
amente al difeomor�smo ∆F

γ
on gωp,α
. Hay que notar que la fun
ión u(z, w) = we

t(z) restringida a Sj×{w0}mapea las orbitas de g−2πiωp,λ
a la esfera doblemente punteada C̄ × {j}, yre
ordando las e
ua
iones 1.23 que nos dan el moduli de E
alle-Voronin y lade�ni
ión 1.3.12 de equivalen
ia entre ellos se toma la fun
ión

τj = u ◦Hj |Sj×w0 ,la 
ual mapea las órbitas de ∆F
γ
a la esfera C̄ × {j}. Retomando el diagrama(2.6) y agregándole las transforma
iones τj tenemos

Tj ∩ Tj+1 ∩D

Φj

,,

uj

��

Tj ∩ Tj+1 ∩D
Hj

oo
Hj+1

//

τjvvmmmmmmmmmmmm

τj+1 ((QQQQQQQQQQQQ
Tj ∩ Tj+1 ∩D

uj+1

��
C̄ × {j}

ϕj

// C̄ × {j + 1}
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es las fun
iones de transi
ión τj+1 ◦ τ
−1

j
= ϕj de�nidas en2.3.2 son el moduli fun
ional de la transforma
ión de holonomía ∆F

γ de�nido en1.3.12. A
abamos de probarTeorema 2.4.2 1. La transforma
ión de holonomía ∆F del germen de un
ampo ve
torial F 
on singularidad silla-nodo en Ep,λ pertene
e a las 
lasesformales Ap,α, 
on α = λ/2πi.2. El moduli fun
ional ǫF del germen F 
oin
ide 
on el moduli fun
ional µ∗
∆Fde la transforma
ión ∆F .Estes teorema junto a los teoremas de 
lasi�
a
ión E
alle-Voronin 1.3.13 yMartinet-Ramis 2.3.3 dan 
omo resultado el siguiente 
orolario:Corolario 2.4.3 Considera dos germenes F y F ′ de 
ampos ve
toriales holo-morfos 
on singularidad silla-nodo, junto 
on sus 
orrespondientes variedadesholomorfas invariantes. Estos gérmenes de 
ampos son analíti
amente orbital-mente equivalentes si y sólo si sus transforma
iones de holonomía ∆F y ∆F

′respe
tivas son analíti
amente equivalentes.. Para �nalizar este trabajo men
ionamos úni
amente que una apli
a
ión másdel teorema de 
lasi�
a
ión Martinet-Ramis 2.3.3, es la 
ontru

ión de un es-pa
io de moduli para los 
ampos ve
toriales holomorfos 
on singularidad silla
ompleja, esto junto al teorema 1.3.14 demuestra el siguiente resultado:Teorema 2.4.4 Sean F y F ′ en D(C2
, 0) 
on singularidad silla 
ompleja quetiene la misma parte lineal y sus transforma
iones de holonomía 
oorrespondi-entes al eje-z son analíti
amente equivalentes. Enton
es los gérmenes de 
amposholomorfos F y F ′ son analíti
a orbitalmente equivalentes.Una demostra
ión 
ompleta de este resultado se en
uentra en el 
apítulo 4de [I-Y℄.
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