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Resumen.

En este trabajo se muestra que una elección apropiada de los paráme-
tros de un potencial unidimensional da origen a una transmisión con valores
muy cercanos a la unidad para todas las enerǵıas de tunelaje excepto en un
rango de valores muy cercanos al umbral de enerǵıa. El estudio del tiempo de
permanencia y de la propagación de paquetes de onda (con una distribución
de enerǵıas alrededor de las enerǵıas de tunelaje) muestra que el efecto del
potencial en la propagación de ondas es despreciable; en otras palabras, no se
puede distinguir entre un paquete de ondas que se propague v́ıa efecto túnel
de otro que se propague libremente. Denominamos a estos sistemas como
sistemas invisibles.



Abstract.

This work shows that an appropriate choice of the potential parameters
in one–dimensional quantum systems gives unity transmission for all tunne-
ling energies, except in a range of energies very close to the energy threshold.
The corresponding study of the dwell time and of transient effects for propa-
gating wave packets (whose spectra is around tunneling energies) along the
transmission region, shows that the effect of the potential on the propagating
tunneling wave packets is negligible; in other words, one cannot distinguish
between the tunneling propagating wave packet and one propagating freely.
We refer to these systems as invisible systems.
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ÍNDICE GENERAL

5. Tiempo de permanencia. 85
5.1. Tiempo de permanencia en sistemas compuestos. . . . . . . . . . . . . . . . 87
5.2. Tiempo de permanencia en cadenas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

II. Efectos Transitorios. 91

6. Antecedentes II. 93
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Introducción.

El efecto túnel, conocido desde principios de la mecánica cuántica, des-
cribe la probabilidad de que una part́ıcula atraviese una región clásicamente
prohibida. Este efecto es una predicción de la ecuación de Schrödinger inde-
pendiente del tiempo del problema.

Si consideramos el problema de dispersión de part́ıculas por un potencial de
alcance finito en una dimensión. La solución a la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo fuera de la región de interacción es una combinación
de ondas planas, en particular, si se considera incidencia de izquierda a dere-
cha, se obtiene que la solución a la derecha del potencial es una onda plana
saliente modulada por la amplitud de transmisión t(k). Ésta se puede calcu-
lar usando el método matriz de transferencia (mt) para potenciales y pozos
cuadrados, éste se discute en el apéndice A [1]. El método mt permite aproxi-
mar la amplitud de transmisión de potenciales continuos, aproximándolos por
una sucesión de barreras y/o pozos cuadrados con anchuras apropiadas. La
transmisión (o coeficiente de transmisión) se define como el cociente del flujo
transmitido entre el flujo incidente, que para el tipo de problemas que vamos
a tratar toma la forma T (E) = | t(k)|2 y se interpreta como la probabilidad
de que la part́ıcula atraviese al potencial.

Al considerar un sistema de dos o más barreras separadas, es posible obte-
ner lo que se conoce en la literatura como “efecto túnel resonante”, ya que,
al tomar los parámetros adecuados del sistema (anchuras y alturas de las ba-
rreras, y masa de la part́ıcula), es posible obtener picos de transmisión en la
región de tunelaje; resultado que ha sido corroborado experimentalmente por
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Introducción.

Esaki et al., [2] y posteriormente por Sollner et al., [3] en heteroestructuras
semiconductoras de arseniuro de galio (AlGaAs), donde el electrón se com-
porta como una part́ıcula de masa efectiva m∗ = 0.067 me, con me la masa
del electrón. A los valores de enerǵıa para los cuales la transmisión tiene un
máximo, se conoce como “enerǵıas de resonancia” y cuando la resonancia
es aislada la transmisión alrededor de la enerǵıa de resonancia está perfecta-
mente descrita por una curva tipo lorentziana; conocida en la literatura como
fórmula de Breit-Wigner [4, 5].

Para los tipos de potenciales que consideramos en este trabajo, el valor
máximo de la transmisión es la unidad, i.e., se satisface que en enerǵıa de
resonancia T (E) = 1. En este sentido, un haz de part́ıculas monocromático,
con enerǵıa igual a la enerǵıa de resonancia atraviesa al potencial sin sufrir
reflexión, podemos decir que el sistema es transparente para este un conjunto
discreto de enerǵıas. Es conveniente mencionar que si bien, en resonancia se
cumple T (E) = 1, en general t(k) 6= 1 con E = ~2k2/2m, produce un cam-
bio de fase al paquete transmitido, y a su vez genera un retraso (o adelanto)
de la onda transmitida respecto a la propagación libre. Esto es, si bien el haz
monocromático atraviesa por completo al sistema, le lleva mayor (o menor)
tiempo en recorrer la región de interacción, comparado con el tiempo que le
llevaŕıa recorrer la misma región libremente, esto debido a que la part́ıcula
queda atrapada en la región de interacción.

El método mt esta diseñado para estados estacionarios, por lo que, hacer
un estudio dinámico de la solución con mt nos lleva en general a considerar
soluciones numéricas. Para resolver el problema dinámico existe un método
alternativo que se conoce en la literatura como formalismo de estados resonan-
tes [6]. El concepto de estado resonante fue introducido en 1928 por Gamow
[7], para describir el decaimiento de part́ıculas alfa. Los estados resonantes
satisfacen la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo asociada al
problema, con condición a la frontera de onda saliente. En general a estos
estados se les asocia un eigenvalor de enerǵıa complejo.
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En adelante nos referiremos como enerǵıa de resonancia al valor comple-
jo εn = εn − iΓn/2 asociado al estado resonante y no a la enerǵıa real que
satisface T (E) = 1, ya que, se puede mostrar que los valores complejos κn
(εn = ~2κ2

n/2m) son los polos simples de la amplitud de transmisión t(k), y
para una resonancia aislada, el comportamiento de la transmisión alrededor
de enerǵıa de resonancia está perfectamente descrita por la contribución del
polo correspondiente y puede ser descrita por una fórmula de Breit–Wigner
[4, 5]. Se puede mostrar que, la enerǵıa compleja εn asociada al estado reso-
nante corresponde a una distribución lorentziana de enerǵıas con centro εn y
semi-ancho Γn/2, es decir, al estado resonante no le corresponde una enerǵıa
bien definida, sino una distribución lorentziana de enerǵıas [8].

El conjunto de estados resonantes forma una base completa en la región
interna. Ésto permite escribir la solución ψk(x) en la región interna como un
desarrollo en resonancias, y a su vez (por continuidad), obtener un desarrollo
en resonancias de la amplitud de transmisión t(k) = ψk(L)e−ikL. Además, la
fórmula anaĺıtica de la transmisión permite encontrar (en algunos casos) la
solución ψ(x, t) de la ecuación de Schödinger con el modelo de obturador
cuántico; propuesto y resuelto inicialmente para part́ıcula libre por Moshinsky
[9] y extendido a potenciales de alcance finito por Garćıa–Calderón et al.,
[10, 11]. Estas soluciones nos permiten comparar los frentes de onda de un
paquete que incide sobre el sistema con el frente de onda correspondiente a
la propagación libre [11], donde se observa que el frente de onda del paquete
transmitido se retrasa con respecto al frente de onda libre. Es conveniente
mencionar que, cuando se incide con enerǵıa de resonancia, uno sólo puede
comparar los frentes de onda a tiempos muy grandes, lo que equivale a consi-
derar distancias grandes, esto es, podemos hablar de un retraso (o adelanto)
del frente de onda, sólo como un concepto asintótico (tiempos largos), mien-
tras que al estudiar la solución a tiempos cortos, la señal transmitida sufre
efectos transitorios [11, 12]; impidiendo una posible comparación entre éstos.

La distribución de polos de la amplitud de la transmisión depende de los
parámetros del potencial y la masa de la part́ıcula. Aśı, el estudio sistemático
de esta distribución permite encontrar diferentes propiedades de los sistemas,
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Introducción.

de las cuales destacan: (i) el efecto de dos resonancias fuertemente traslapan-
tes; abren una ventana de transmisión unidad [13], el cual se corroboró re-
cientemente para un sistema óptico [14]. (ii) El efecto de un estado antiligado
cercano al umbral para un sistema de una barrera [15], en el cual se muestra
que bajo ciertos valores de los parámetros de la barrera, la transmisión pierde
su estructura resonante, i.e., el sistema se hace más transparente, incluyen-
do enerǵıas cercanas al umbral. En esta dirección, existen varios ejemplos de
sistemas a los que se les ha llamado transparentes, o “sin reflexión” [16–19],
entre estos destaca el llamado potencial Pöschl–Teller (pt), el cual tiene solu-
ción anaĺıtica [20]. Se muestra que para ciertos parámetros del pozo se puede
obtener transmisión unidad, incluyendo la enerǵıa del umbral (E = 0). Sin
embargo, un análisis detallado de la solución, como se discute en la sección
1.5, muestra que T (E) = 1 pero t(k) 6= 1, por lo tanto, una part́ıcula que
atraviese al pozo pt transparente sufrirá un cambio de fase en la región de
transmisión, provocando un retraso (o adelanto) respecto a la propagación
libre; esto permitirá distinguir entre una part́ıcula que pase a través del pozo
pt transparente de una idéntica que se propague libremente.

Un tema de interés actual es la posibilidad de ocultar objetos. Esto se conoce
en la literatura como “optical cloak” para el caso de ondas electromagnéticas
y “quantum cloaking” para el caso de ondas materiales [21–25]. Este proceso
consiste en cubrir el objeto con un “manto”, de tal forma que el efecto del
manto es ocultar al objeto, i.e., si se manda una onda (electromagnética o
material), ésta rodea al objeto cubierto con el manto, de tal forma que al
pasar por dicha región, la onda se reconstruye sin dispersión. Es conveniente
mencionar que estos estudios a la fecha se han realizado en dos y tres dimen-
siones (2D y 3D) [21–25], ya que si se tratará de un sistema unidimensional,
el objeto no podŕıa ser rodeado por la onda incidente. Además, las solucio-
nes son estacionarias, esto es, no se han realizado estudios dinámicos de las
soluciones. Por otro lado, en un estudio reciente se muestra numéricamente
que el tiempo que le lleva a la onda rodear al objeto no es despreciable, esto
es, la señal sufre un retraso [26] por lo que un experimento de interferencia
permitiŕıa distinguir la señal de una onda que interactúe con el objeto de otra
que viaje libremente.
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En esta dirección nos preguntamos lo siguiente: ¿es posible diseñar sistemas
invisibles en una dimensión?, esto es, sistemas que tengan una alta probabi-
lidad de transmitir T (E) ≈ 1 con t(k) ≈ 1, es decir, si una part́ıcula pasa a
través del sistema, ésta se transmitirá con probabilidad casi unidad sin su-
frir un cambio de fase, por lo que en la región de transmisión una part́ıcula
transmitida será indistinguible de una que se propague libremente. En otras
palabras, no se podrá distinguir entre una part́ıcula que se propague por el
sistema de otra idéntica que viaje libremente.

Llamamos “sistemas invisibles” a sistemas caracterizados por procesos cohe-
rentes (elásticos) que satisfacen: (i) ser transparentes (T (E) ≈ 1) y (ii) no
producen un cambio significativo en la fase de la función de onda que atra-
vesó al potencial (t(k) ≈ 1),o de forma equivalentemente, pedir que el tiempo
de permanencia de la part́ıcula en el interior del potencial sea igual al tiempo
que le llevaŕıa recorrer dicha región libremente.

El trabajo de tesis consiste en investigar las caracteŕısticas que debe cumplir
un sistema invisible, esto es, un primer objetivo es encontrar los parámetros
adecuados del sistema para que éste satisfaga las condiciones de transparen-
cia. Se considerarán potenciales de alcance finito en una dimensión (1D), y
por simplicidad consideramos potenciales formados por barreras y pozos cua-
drados. En este punto enfatizamos lo siguiente, una diferencia entre el estudio
que proponemos y los estudios sobre “quantum cloaking”, es que en una di-
mensión la onda no rodea al potencial; la única forma de pasar a la región de
transmisión es v́ıa efecto túnel. Este estudio se hace independiente del tiempo,
y se mostrará que es posible diseñar sistemas que son transparentes. Un se-
gundo objetivo es estudiar el tiempo de permanencia que sufre una part́ıcula al
interactuar con dichos sistemas, esto permitirá caracterizar a dichos sistemas
como invisibles. Finalmente, un tercer objetivo de nuestro trabajo es estudiar
los efectos transitorios que sufre un paquete de ondas al atravesar un sistema
invisible, ya que si bien el paquete es transmitido con probabilidad cercana a
la unidad, no es claro que este se comporte como si evolucionara libremente.
Por simplicidad se estudian dos casos particulares: el paquete de onda plana
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Introducción.

y el paquete Gaussiano, ambos con el modelo de obturador cuántico [10].

Para finalidad de este estudio, el trabajo de tesis se divide en tres partes:

I.– Invisibilidad. Se divide en cinco caṕıtulos:

1.– Antecedentes I: Contiene los aspectos que consideramos más sobre-
salientes del estudio que se ha realizado sobre sistemas resonantes
en 1D, aśı como el formalismo de estados resonantes mencionado
anteriormente.

2.– Transparencia en sistemas compuestos: Se realiza un estudio sis-
temático de combinaciones simples de barreras y pozos que tienen
una alta probabilidad de transmitir aún para enerǵıas cercanas al
umbral.

3.– Sistemas multibarrera: Se extiende el estudio realizado en el caṕıtulo
2 a sistemas multibarrera incluyendo aproximaciones de potenciales
continuos.

4.– El efecto de la masa: Se hace un estudio del efecto de la masa de
la part́ıcula sobre la condición de transparencia, para éste se tienen
dos casos especiales: (i) masa constante en todo el espacio y (ii)
masa variable en la región de interacción.

5.– Tiempo de permanencia: Se estudia el tiempo de permanencia que
sufre una part́ıcula al interactuar con un sistema transparente ob-
tenido en los caṕıtulos anteriores. Este estudio, corrobora que los
sistemas encontrados satisfacen las condiciones de invisibilidad.
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II.– Efectos transitorios. Se divide en tres caṕıtulos:

6.– Antecedentes II: Contiene los aspectos más sobresalientes del es-
tudio realizado sobre la evolución temporal de paquetes de onda a
través de sistemas resonantes, en particular nos referimos a la apro-
ximación de obturador cuántico y evolución de paquetes gaussianos.

7.– Solución anaĺıtica: Se hace un nuevo desarrollo en resonancias de la
amplitud de transmisión, el cual permite resolver de forma anaĺıtica
la evolución del paquete transmitido y se da como ejemplo la evo-
lución de un paquete gaussiano en la aproximación del obturador
cuántico.

8.– Paquetes de onda a través de sistemas transparentes: Usando la
solución encontrada en el caṕıtulo 7 se estudia la evolución del pa-
quete transmitido por un sistema transparente y se muestra que el
paquete transmitido no sufre un cambio significativo respecto a su
propagación libre.

Sin numeración se dan las conclusiones de nuestro trabajo.

III.– Apéndices: En este trabajo se dan siete apéndices, los cuales contienen:
(A) el formalismo de matriz de transferencia, estados resonantes, un
método para el cálculo de los polos complejos de la función de Green
de onda saliente, la función M(x, t; k) que aparece en las soluciones de-
pendientes del tiempo y que es conocida como función de Moshinsky, el
paquete Gaussiano truncado, la función de Faddeyeva y finalmente un
desarrollo del propagador para un sistema unidimensional con un poten-
cial de alcance finito.
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1 Antecedentes I.

Iniciamos nuestro estudio introduciendo el formalismo de estados resonantes [Secc. 1.1];1

éste nos permite encontrar una expresión en resonancias de la función de Green de onda
saliente en la región interna del potencial.2 Usando la condición de continuidad a la solución
de la ecuación de eigenvalores; se encuentra que la transmisión del sistema es proporcional a
la función de Green de onda saliente. Aśı, las propiedades anaĺıticas de la función de Green
son heredadas a la transmisión, i.e., se tiene un desarrollo en resonancias de la transmisión.

Posteriormente, se dan unos ejemplos t́ıpicos de sistemas resonantes que consideramos de
interés. El primero de ellos es el hecho de que existen una gran variedad de sistemas que sa-
tisfacen tener resonancias aisladas [Secc. 1.2]. Durante varios años se buscaron sistemas que
satisfagan transmisión uno para una o varias enerǵıas bien definidas; las cuales se denominan
enerǵıas de resonancia,3 como caso particular nos referimos al modelo de Sollner et al.[3];4

el cual consiste en un sistema de barrera doble (db). Éste permite bajo ciertos parámetros
(anchuras y alturas de las barreras) tener una resonancia aislada con enerǵıa de resonancia
menor a la altura del potencial, y para la cual se tiene que la transmisión cerca de resonancia
está perfectamente descrita por un comportamiento tipo Lorentziano [4]. Otro efecto es el
traslape fuerte entre resonancias [13] (Strong Overlap) [Secc. 1.3]; consiste en acercar dos
resonancias de tal forma que aparezca una región de enerǵıa para la cual su transmisión
es prácticamente uno, esto lo podemos ver como abrir una ventana de transparencia en la
región de tunelaje y es debido a la interferencia constructiva entre resonancias. Este efecto es
parte de la motivación de nuestro trabajo, ya que se ha medido experimentalmente para un
sistema óptico.5 Sin embargo, veremos que no es posible extender dicho efecto a una región

1Gamow introdujo la noción de estado resonante para describir el decaimiento exponencial de part́ıculas
alfa [7]. El estado resonante es solución a la ecuación de eigenvalores asociada al problema con condición
a la frontera de onda saliente. En la actualidad llamamos formalismo de estados resonantes, a un enfoque
anaĺıtico basado en el conjunto completo de estados resonantes del sistema [6].

2Se puede mostrar que la función de Green de onda saliente satisface G+(x, x′; k)→ 0 cuando |k| → ∞
(k complejo) y x, x′ son evaluados en la región interna de un potencial de alcance finito [6, 27].

3En los libros de texto se refieren a enerǵıa de resonancia a aquellos valores de enerǵıa para los cuales la
transmisión es uno [1]. Sin embargo, en nuestro contexto la enerǵıa de resonancia es la parte real de la
enerǵıa asociada al estado resonante que en general no satisface ésta condición excepto cuando se trata
de una resonancia aislada [4].

4Sollner et al., miden experimentalmente la resonancia aislada de un sistema doble barrera creado con
Arseniuro de Galio dopado con aluminio (AlGaAs) [3].

5Hooper et al., estudian la transparencia en un sistema óptico y miden una región de transparencia [14].
El resultado que obtienen desde nuestro punto de vista, es una prueba experimental del efecto Strong
Ovelap predicho varios años atrás en mecánica cuántica para un sistema de triple barrera [13].
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1 Antecedentes I.

lo suficientemente grande para hacer que un sistema triple barrera transmita con probabilidad
uno (o cercana a la unidad) en una región grande del espectro de enerǵıas. Nos referimos a
enerǵıas dentro de la región de tunelaje, i.e., E < v.

Entrando en materia, el propósito de este trabajo es investigar sobre la posibilidad de que
un sistema transmita con probabilidad cercana a la unidad en un espectro grande de enerǵıa,
y para dicho propósito, nos referimos en este caṕıtulo a tres sistemas simples [Secc. 1.4].
El primero es part́ıcula libre; el cual es un sistema ideal. Los otros dos sistemas son: barrera
y pozo simple (sb, sw respectivamente).6 La barrera simple se ha estudiado anteriormente
y se muestra que el efecto de un estado antiligado cercano al umbral7 produce un cambio
drástico en la transmisión del sistema [15]; hace que ésta suba rápidamente a uno y se pierda
el efecto de las resonancias lejanas, dándole una forma simple a la transmisión, i.e., una
barrera simple se puede hacer transparente. Sin embargo, la transparencia en sb se satisface
con parámetros del sistema (anchura y altura de la barrera) muy pequeños; veremos que el
mismo efecto se puede observar en un pozo simple, donde la transmisión está dominada por
un estado ligado cercano al umbral. Un ejemplo adicional en esta dirección es el denominado
potencial Poschl–Teller (pt), que es un potencial extendido en todo el espacio y para el cual
se puede mostrar que el pozo pt es transparente bajo ciertos parámetros [Secc. 1.5].

Los ejemplos anteriores, muestran que es posible construir sistemas que transmitan con
probabilidad casi uno en todo el espectro de enerǵıa, los cuales denominamos como trans-
parentes. Sin embargo, el estudio de la transmisión no es suficiente para denominar a dichos
sistemas como invisibles, ya que, entendemos por un sistema invisible a aquellos sistemas
que se comportan como si se tratara de part́ıcula libre, por esta razón es necesario hacer un
estudio del tiempo de permanencia (dwell time) que sufre una part́ıcula al interactuar con
dichos potenciales [Secc. 1.6]. Aśı, el estudio de la transparencia y el tiempo de permanencia,
permiten dar las propiedades anaĺıticas de un sistema invisible [Secc. 1.7].

1.1. Formalismo de estados resonantes.

El formalismo de estados resonantes es un enfoque alternativo para estudiar las propie-
dades anaĺıticas de un sistema y sus soluciones [6]. Éste es empleado tanto para estudiar la
evolución temporal en el decaimiento como la evolución temporal en la transmisión [11, 28];
por esta razón consideramos importante hacer un breve desarrollo de dicho formalismo, dando
las ideas principales del mismo.

6Por sus siglas en inglés single barrier, single well.
7En nuestro contexto, nos referimos a enerǵıas del umbral a aquellas que son cercanas a cero, esto es,

porque los potenciales que consideramos en este trabajo son cero excepto en una región finita del espacio
y por lo tanto las soluciones a la ecuación de Schrödinger para el espectro continuo tienen como ḿınimo
E = 0.
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1.1 Formalismo de estados resonantes.

Dado un sistema cuántico con hamiltoniano H, la ecuación de eigenvalores asociada al
sistema está dada por

Hψ(x) = k2ψ(x), E =
~2k2

2m
, (1.1)

donde H = 2mH/~2 y E la enerǵıa de la part́ıcula de masa m. La función de Green de onda
saliente asociada a la ecuación de eigenvalores (1.1) satisface

[k2 −H]G+(x, x′; k) = δ(x− x′), (1.2a)

con condición a la frontera

∂

∂x
G+(x, x′; k)

∣∣∣∣
x=0

= −ikG+(0, x′; k), (1.2b)

∂

∂x
G+(x, x′; k)

∣∣∣∣
x=L

= ikG+(L, x′; k). (1.2c)

En general nos referiremos al plano k y no al plano de enerǵıas E. Encontrar la solución de
la ecuación (1.2a) es tan complicado como encontrar la solución del problema original (1.1).
Sin embargo, si el potencial es de alcance finito, es posible hacer un desarrollo anaĺıtico de
la función de Green de onda saliente en la región interna del potencial. Suponemos que la
part́ıcula esta sujeta a un potencial de alcance finito, i.e., v(x < 0) = 0 y v(x > L) = 0. Los
resultados bajo esta condición son: la función de Green de onda saliente tiende asintóticamente
a cero cuando |k| → ∞ (k complejo) si 0 < (x, x′) < L, y en general tiene polos simples κn
[27]. La aplicación del teorema del residuo de Cauchy conduce a un desarrollo del G+(x, x′; k)
de la forma,

G+(x, x′; k) =
∑
n

Rn(x, x′)

k − κn
, 0 < (x, x′) < L, (1.3)

donde la suma se hace sobre todos los polos κn de la función de Green,8 Rn(x, x′) es el
n–ésimo residuo y se indica con el śımbolo 0 < (x, x′) < L el hecho de que el desarrollo es

8T́ıpicamente los polos de la función de Green de onda saliente asociada a un sistema con un potencial de
alcance finito se encuentran en el segundo, tercer y cuarto cuadrante del plano complejo k. Numeramos
los polos del segundo y tercer cuadrante con ı́ndices negativos y los del cuarto cuadrante con ı́ndices
positivo. Aśı, si el potencial es real se satisface κ−n = −κ∗n.
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1 Antecedentes I.

válido si x 6= x′ = 0 y x 6= x′ = L. Aśı, el problema se reduce al cálculo del n–ésimo residuo
Rn(x, x′), para el cual hacemos una manipulación algebraica.

Se sustituye (1.3) en (1.2a) y tomamos el ĺımite k → κn para un n fijo y encontramos que
se debe cumplir la igualdad

[κ2
n −H]Rn(x, x′) = 0, (1.4)

i.e., el n–ésimo residuo satisface la ecuación de eigenvalores (1.1) con κ2
n complejo. Las con-

diciones de frontera de la función de Green de onda saliente [Ecs. 1.2b y 1.2c] son heredadas
a cada residuo, i.e.,

∂

∂x
Rn(x, x′)

∣∣∣∣
x=0

= −iκnRn(0, x′),
∂

∂x
Rn(x, x′)

∣∣∣∣
x=L

= iκnRn(L, x′). (1.5)

Esto nos permite escribir al residuo Rn(x, x′) = un(x)Fn(x′) donde un(x) corresponde al n–
ésimo estado resonante del sistema; los estados resonantes satisfacen la ecuación de Schrödin-
ger del problema, con condición a la frontera de onda saliente, i.e.,

[κ2
n −H]un(x) = 0, εn =

~2κ2
n

2m
, (1.6a)

y

d

dx
un(x)

∣∣∣∣
x=0

= −iκnun(0),
d

dx
un(x)

∣∣∣∣
x=L

= iκnun(L). (1.6b)

Manipulamos la ecuación (1.3) para conocer el valor de Fn(x′). Escribimos la función de
Green como

G+(x, x′; k) =
un(x)Fn(x′)

k − κn
+ χ(x, x′; k), (1.7)

con χ(x, x′; k) una función anaĺıtica en k = κn. Aśı, al sustituir (1.7) en la ecuación (1.2a)
y tomar el ĺımite k → κn se encuentra

(κ2
n −H)χ(x, x′;κn) + 2κnun(x)Fn(x′) = δ(x− x′), (1.8)

6



1.1 Formalismo de estados resonantes.

con condiciones a la frontera9

∂

∂x
χ(x, x′;κn)

∣∣∣∣
x=L

= iκnχ(L, x′;κn) + iun(L)Fn(x′),

∂

∂x
χ(x, x′;κn)

∣∣∣∣
x=0

= −iκnχ(0, x′;κn)− iun(0)Fn(x′). (1.9)

Multiplicamos la ecuación (1.8) por un(x) y la ecuación de eigenvalores asociada a un(x)
(1.6a) por χ(x, x′;κn); restamos e integramos en el intervalo de interacción del potencial
[0, L], para obtener

2κn

{∫ L

0

u2
n(x)dx+

i

2κn
[u2
n(0) + u2

n(L)]

}
Fn(x′) = un(x′). (1.10)

El término entre corchetes de la igualdad (1.10) se identifica como la condición de “norma-
lización” de los estados resonantes, i.e.,

∫ L

0

u2
n(x)dx+

i

2κn
[u2
n(0) + u2

n(L)] = 1, (1.11)

con lo cual Fn(x′) = un(x′)/2κn. Esto nos conduce a la expresión para G+(x, x′; k),

G+(x, x′; k) =
1

2

∑
n

un(x)un(x′)

κn(k − κn)
, 0 < (x, x′) < L, (1.12)

igualdad que es válida en el interior del potencial y en las fronteras si x 6= x′.

Si sustituimos (1.12) en (1.2a) se muestra fácilmente que: los estados resonantes son una
base completa en la región interna del potencial y a su vez una relación de suma que es
importante en algunos cálculos;

1

2

∑
n

un(x)un(x′) = δ(x− x′),
∑
n

un(x)un(x′)

κn
= 0. (1.13)

9Las condiciones sobre la frontera de la derivada de la función χ(x, x′;κn) se obtienen calculando primero
la derivada de la ecuación (1.7) evaluada en la frontera, de esta expresión se sustituyen las expresiones
correspondientes (1.2b, 1.2c y 1.6b) para la función de Green y estados resonantes, posteriormente se
emplea (1.7) para escribir todo en términos de χ(x, x′; k), su derivada y el n–ésimo residuo, al final se
calcula el ĺımite k → κn.
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1 Antecedentes I.

Usando la regla de suma, podemos escribir la función de Green de onda saliente como

G+(x, x′; k) =
1

2k

∑
n

un(x)un(x′)

k − κn
, 0 < (x, x′) < L. (1.14)

1.1.1. Desarrollo en resonancias del coeficiente de transmisión.

Supongamos que tenemos el problema de dispersión en una dimensión para un electrón
que incide de izquierda a derecha sobre un potencial de alcance finito L. La solución a
la ecuación de eigenvalores fuera del potencial está dada por eikx + r(k)e−ikx para x < 0
(región de reflexión) y t(k)eikx para x > L (región de transmisión), donde r(k) y t(k) son
los coeficientes de reflexión y transmisión respectivamente. Esta solución satisface la ecuación
(1.1). La ecuación asociada a la función de Green de onda saliente del problema está dada
en Ec. (1.2a). Multiplicamos la Ec. (1.1) por G+(x, x′; k) y (1.2a) por ψ(x), restamos e
integramos en la región interna del potencial [0, L], para obtener

ψ(x′) = ψ(x)∂xG
+(x, x′; k)−G+(x, x′; k)∂xψ(x)

∣∣∣∣L
0

, 0 < x′ < L, (1.15)

que corresponde a la solución ψ(x) en la región interna del potencial. La evaluación en el
ĺımite superior es nula, puesto que ∂xG

+(L, x′; k) = ikG+(L, x′; k) y ∂xψ(L) = ikψ(L), por
lo que

ψ(x′) = G+(0, x′; k)[ik − ikr(k)] + ik(1 + r(k))G+(0, x′; k) =

= 2ikG+(0, x′; k), 0 < x′ ≤ L. (1.16)

Usamos la condición de continuidad para las solución a la ecuación de eigenvalores y encon-
tramos

ψ(L) = t(k)eikL, (1.17)

lo que nos relaciona de forma inmediata a la función de Green de onda saliente con la amplitud
de transmisión, mediante

t(k) = 2ikG+(0, L; k)e−ikL. (1.18)
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1.1 Formalismo de estados resonantes.

Observe que el desarrollo en resonancias de la función de Green Ec. (1.12) es válida para
x = 0, x′ = L, por lo que se tiene de forma inmediata el desarrollo del coeficiente de trans-
misión como un desarrollo en resonancias o, en otras palabras, un desarrollo anaĺıtico de la
transmisión dado por

t(k) = ik
∑
n

rn
κn(k − κn)

e−ikL, t(k) = i
∑
n

rn
k − κn

e−ikL, (1.19)

relaciones que son idénticas mediante la relación de suma Ec. (1.13) y donde se define el
n–ésimo residuo de la transmisión rn = un(0)un(L). Ambas expresiones son empleadas pa-
ra la descripción correcta de la transmisión cerca de resonancias aisladas o minibandas en
sistemas multi–barrera [4, 5]. Sin embargo, la descripción de la transmisión mediante Ecs.
(1.19) fuera de resonancia, necesitan en general la contribución de muchos términos.10 Esto
puede desalentar un cálculo, pero existe un desarrollo alternativo que nos permite acelerar
la convergencia de la serie. Veremos el desarrollo anaĺıtico de una nueva representación de
la amplitud de transmisión más adelante [Cap. 7]. Aqúı únicamente damos el resultado que es

t(k) = ik
∑
n

rne
−iκnL

κn(k − κn)
. (1.20)

1.1.2. Distribución de polos.

Los polos de la función de Green de onda saliente asociada a un sistema con un potencial
de alcance finito L, satisfacen las siguientes relaciones generales para un potencial real:

i - Im{κn} < 0 si Re{κn} 6= 0 y

ii - si κn es un polo y Re{κn} 6= 0 entonces −κ∗n también lo es.

Estos resultados se obtienen al pedir que el operador de inversión temporal conmute con el
Hamiltoniano y al exigir condiciones de onda saliente a los estados resonantes11 [27].

T́ıpicamente se acostumbra numerar a los polos κn que se encuentran en el cuarto cua-
drante del plano complejo k (Re{k} > 0) con ı́ndices positivos, y con números negativos
a los que se encuentran en el tercer cuadrante (Re{k} < 0); aśı, se tiene para los polos la
relación κ−n = −κ∗n si Re{κn} 6= 0. Por otro lado, los polos que se encuentran en el eje ima-
ginario denotados por κs = iγs son ligados si γs > 0 o antiligados si γs < 0. Esto es, porque

10Debido a que las resonancias lejanas se traslapan fuertemente y la serie converge lentamente.
11Los polos de la función de Green de onda saliente, son los eigenvalores de los estados resonantes si

trabajamos en el espacio de enerǵıas εn = ~2κ2
n/2m = εn − iΓn/2.
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1 Antecedentes I.

Im k

Re k

Figura 1.1: Distribución de polos de la función de Green de onda saliente para un pozo, los paráme-
tros son discutidos en el texto. Note que los estados resonantes se encuentran en el
tercer y cuarto cuadrante del plano complejo k (ćırculos sólidos) y un par ligado y
antiligado (asteriscos).

la condición de onda saliente para los estados ligados satisfacen la condición de que: lejos del
alcance del potencial decaen exponencialmente, lo que corresponde al comportamiento t́ıpico
de estos estados. Mientras que para un estado antiligado se tiene que el estado es divergente
para x > L y x < 0.12 Sin embargo, vemos que los desarrollos en resonancias no necesitan
evaluar a los estados resonantes (incluyendo ligados y antiligados) lejos del potencial, y se
tendrán que evaluar en las fronteras, tal es el caso de los desarrollos en resonancias de la
transmisión [Ecs. 1.19, 1.20].

En la figura 1.1 se muestra la distribución de polos para un pozo de anchura w = 5 nm
y profundidad u = −0.23 eV , se supone una masa efectiva de la part́ıcula m∗ = 0.067 me.
El comportamiento de la distribución de polos para este potencial en particular, corresponde
al comportamiento asintótico que tiene un potencial de alcance finito, esto es, sabemos que
los polos lejanos (κn con n� 1) satisfacen Re{κn} ∼ nπ/L y Im{κn} ∼ lnn [27].

12Recuerde que el comportamiento t́ıpico de un estado ligado fuera de la región de interacción es
ψligado(x) ∼ e−|κsx| pero para el estado antiligado es ψanti(x) ∼ e|κsx|, por lo que, la función asociada
a estados antiligados diverge exponencialmente.
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1.2 Resonancias aisladas.

 b bw

v0

Figura 1.2: Se muestra el perfil de un potencial t́ıpico doble barrera (db) el cual tiene una reso-
nancia aislada con centro menor a la altura de las barreras.

1.2. Resonancias aisladas.

Es posible construir sistemas que tengan una o varias resonancias aisladas; estos sistemas
tienen t́ıpicamente dimensiones de unos cuantos nanómetros (nm) y alturas de décimas de
electrón volts (eV ). Tal es el caso de un sistema simple como el de Sollner [3], el cual consiste
en dos barreras de anchura b = 5 nm y alturas v0 = 0.23 eV , separadas por un pozo de an-
chura w = 5 nm. El sistema se muestra esquemáticamente en la figura 1.2. Si fijamos el valor
de la masa efectiva del electrón en m∗ = 0.067 me;

13 la primer resonancia del sistema Soll-
ner es aislada14 con centro ε1 = 0.080053 eV y ancho efectivo Γ1 = 1.027782 meV , i.e., la
transmisión T = | t(k)|2 satisface: T (E) ≈ 1 para E = ε1 y T (E) ≈ 0.5 para E = ε1 ± Γ1/2.

La gráfica de la transmisión como función de la enerǵıa se muestra en la figura 1.3, con su
correspondiente distribución de las enerǵıas de resonancia. Observe que, la segunda resonan-
cia no es tan cercana al eje real para que se considere como aislada, por lo que, la contribución
de ésta a la transmisión se traslapa con la contribución de las demás resonancias (excepto
la primera), es más notorio el efecto del traslape de las resonancias para la tercer y cuarta
resonancia, generan una región de transmisión casi constante, aunque hay que recordar que
estas se traslapan con la contribución de otras resonancias. Sin embargo, esto es para valores
de enerǵıa sobre la altura de las barreras, i.e., E > v0 [fig. 1.3].

Algo que no debemos perder de vista en la figura 1.3 es la relación que existe entre la
estructura resonante de la transmisión y la distribución de las resonancias en el plano com-
plejo de enerǵıa ε, esto nos permite dar una idea cualitativa de cómo es la distribución de las
resonancias (εn) para un potencial de alcance finito al conocer su transmisión.

13Corresponde a la masa efectiva del electrón en una Heteroestructura de GaAs en la aproximación de masa
efectiva constante, como el usado por Sollner et al., [3].

14Una resonancia aislada εn = εn − iΓn/2 da un comportamiento puramente lorentziano al coeficiente de
transmisión, con centro εn y semi–ancho Γn/2.
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Figura 1.3: Se muestra la transmisión del sistema Sollner [fig. 1.1] como función de la enerǵıa E
y su distribución de enerǵıas de resonancia εn en el plano complejo de enerǵıa ε. Los
parámetros son: b = w = 5 nm (anchura de las barreras), v0 = 0.23 eV (altura de las
barreras) y m∗ = 0.067 me (masa de la part́ıcula).

Figura 1.4: Se muestra esquemáticamente el cambio de un potencial doble barrera con profundidad
del pozo u = −v0 a un potencial de una barrera para el cual el parámetro u = v0. Note
que los demás parámetros quedan invariantes.
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Figura 1.5: Transmisión como función de la enerǵıa de una colección de sistemas del tipo mostrado
en la figura 1.4, variando la profundidad del pozo u. Se supone una masa efectiva de
la part́ıcula m∗ = 0.067 me.

Una forma novedosa de estudiar no sólo un sistema, sino más bien una colección de estos,
es variar algún parámetro del potencial. Por ejemplo la profundidad del pozo denotada por
u. Aśı, la variación de valor u desde u = −v0 hasta u = v0 nos permite analizar sistemáti-
camente el comportamiento de las resonancias a partir de la transmisión, partiendo de una
barrera doble (db) hasta una barrera simple (sb), esto se muestra esquemáticamente en la
figura 1.4. Note que la transmisión del sistema Sollner [fig. 1.3] se tendrá sólo cuando u = 0.

En la figura 1.5 se muestra la transmisión para la colección de sistemas db del tipo mos-
trado en la figura 1.4 para valores del pozo desde u = −v0 (db) hasta u = v0 (sb), recuerde
que un corte en u = 0 de esta superficie corresponde a la transmisión del sistema Sollner
[fig. 1.3]. Note que, la variación continua de la profundidad u permite seguir de forma con-
tinua la trayectoria de las resonancias.15 Sin embargo, es más fácil analizar la estructura
resonante desde una gráfica en dos dimensiones en escala de grises. Vamos a distinguir los
valores para el cual T (E) > 0.5 con los valores T (E) ≤ 0.5, ya que es común decir que,

15En la figura 1.5 se observan discontinuidades en la transmisión para las primeras dos resonancias, pero
este efecto es debido al número de particiones que se emplearon sobre los ejes u y E.
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Figura 1.6: Transmisión de un sistema doble barrera como función de la enerǵıa y la profundidad
u del pozo. Los parámetros son: b = 5 nm, v0 = 0.23 eV y m∗ = 0.067 me.

una part́ıcula está en resonancia si ésta tiene un valor de enerǵıa E entre E− = ε1 − Γ1/2 y
E+ = ε1 + Γ1/2. Matemáticamente sabemos que se satisface estrictamente T (E) = 1 para
valores discretos de la enerǵıa, por ejemplo E = ε1 para el sistema de Sollner [fig. 1.3], pero
dif́ıcilmente se apreciará en una gráfica de superficie. En la figura 1.6 se muestra la transmisión
de la colección de sistemas db variando la profundidad del pozo u; equivalente a la gráfica 1.5.

La escala que empleamos es de 0.5 a 1 en la transmisión; aśı, distinguimos claramente
cuando T (E) ≤ 0.5 (color negro en la gráfica). La virtud de estudiar una colección de sis-
temas y no sólo uno, es que podemos visualizar gráficamente cual es la dinámica de las
resonancias como función de un parámetro del sistema. Por ejemplo la transmisión como
función de la enerǵıa E y la profundidad del pozo u considerada anteriormente [Figs. 1.5,
1.6]; para la colección de sistemas db→ sb [fig. 1.4]. Notamos que el pozo juega un papel de
atracción (u < 0) o repulsión (u > 0) de las resonancias, lo que nos da una idea cualitativa
de qué parámetros usar para tener una enerǵıa de resonancia con centro en un valor fijo ε,
i.e., si queremos que el centro de la resonancia esté a la mitad de la altura del potencial
(ε = v0/2), para la colección de sistemas del tipo mostrado en la figura 1.4, necesitamos que
u ≈ v0/4; o por el comportamiento de las resonancias que se muestran en la figura 1.6, po-
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1.2 Resonancias aisladas.
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Figura 1.7: Transmisión de un sistema doble barrera simétrico como función de la enerǵıa y anchura
de las barreras. Los parámetros son: w = 5 nm, v0 = 0.23 eV y m∗ = 0.067 me.

demos tener otras posibilidades, por ejemplo: u = −v0, generaŕıa una resonancia con centro
cercano a la mitad de la altura del potencial. La diferencia entre los sistemas con u = v0/4
y u = −v0, es que el primero no tiene estados ligados y el segundo tiene un estado ligado,
que corresponde a la “absorción” del primer estado resonante debido a la presencia del pozo.
Note que, si extendemos la gráfica a valores u ≥ v0 se pierde la resonancia en la región de
tunelaje; en este caso las resonancias no son aisladas, provocando el comportamiento t́ıpico
de la transmisión de una barrera cuadrada.

Por otro lado, podemos modificar también el anchura de las barreras o del pozo. En la
figura 1.7 se muestra la transmisión de un conjunto de sistemas db [fig. 1.1] variando simétri-
camente la anchura de las barreras (b1 = b2 = b). En este caso, observamos que la resonancia
aislada (primer resonancia) no se mueve mucho respecto a su centro, pero el ancho de la
resonancia aumenta cuando la anchura de las barreras disminuye y viceversa.

Estos ejemplos muestran el comportamiento cualitativo de las resonancias del sistema en
función de sus parámetros, i.e., nos dan una idea cualitativa de cómo será la transmisión del
sistema resonante. Entonces, dado un sistema podemos determinar qué parámetros modificar
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Figura 1.8: Se muestra la transmisión de un sistema triple barrera (tb) como fun-
ción de la enerǵıa y el anchura de la barrera interna b2. Los paráme-
tros del sistema son: u = u1 = u2 = 0, w = w1 = w2 = 5 nm, b = b1 = b3 = 5 nm,
v0 = v1 = v2 = v3 = 0.23 eV y m∗ = 0.067 me.

para variar el centro y ancho de las resonancias aisladas.16

1.3. Efecto del traslape entre resonancias.

Como se mencionó anteriormente [Secc. 1.2], podemos construir un sistema con más de
una resonancia aislada. Por ejemplo, si consideramos un sistema de tres barreras (tb), es
posible conseguir que dos resonancias se encuentren con una enerǵıa menor a la altura del po-
tencial; ya sean aisladas o no. En general, si suponemos que un sistema tiene n barreras, con
los parámetros adecuados tendŕıamos n− 1 resonancias (aisladas o traslapadas). Un ejemplo
se puede ver en la referencia 29, donde se exhibe un sistema de 20 barreras con las primeras
19 resonancias aisladas. Una resonancia aislada se caracteriza por las resonancias vecinas,
i.e., si εn = ~2κ2

n/2m = εn − iΓn/2 es la n–ésima resonancia, entonces εn es una resonancia
aislada si |εn − εn±1| � Γn; lo que garantiza que la transmisión alrededor de enerǵıas E = εn

16En particular nos referimos a la primer resonancia aislada, aunque el resultado es válido para las demás
resonancias; como se puede apreciar en las figuras 1.6 y 1.7.
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1.3 Efecto del traslape entre resonancias.

se describa por una Lorentziana [4].17

Consideremos el caso particular de un sistema de tres barreras, en este caso distinguimos
las anchuras de las barreras con sub́ındices. Los parámetros del sistema que consideramos
son: b = b1 = b3 = 5 nm (anchura de las barreras externas) w = w1 = w2 = 5 nm (anchura
de los pozos internos), v0 = v1 = v2 = v3 = 0.23 eV (altura de las barreras), los pozos tiene
profundidad cero. La gráfica de la transmisión como función de la enerǵıa E y anchura de
la barrera interna b2 para la colección de sistemas triple barrera definido anteriormente se
muestra en la figura 1.8; en este caso se consideran enerǵıas alrededor de las dos primeras
resonancias. Note que en este caso, el comportamiento de la transmisión genera una “venta-
na” de transparencia para una anchura alrededor de b2 ≈ 2b; esto se conoce como “Strong
overlap” [13], y es debido a que las resonancias próximas tienen un término de interferencia
constructivo; mientras que si aumentamos la anchura de la barrera interna b2 > 2b se tie-
ne una interferencia destructiva. También se observa en la gráfica que para valores b2 < 2b
las resonancias se aislan. Esto se puede entender de la siguiente manera: cuando b2 ≈ b la
distribución de resonancias es formada por dobletes que corresponden a cada pozo, pero
las resonancias no son iguales, ya que las barreras externas están conectadas. Es por esta
razón que en la figura 1.8 se tienen dos resonancias bien definidas para valores b2 < 1.6b;
mientras que cuando b2 →∞ por simetŕıa la resonancia del primer pozo es la misma que
la resonancia del segundo pozo, esto genera una interferencia destructiva cuando b2 � b, ya
que la transmisión debe ser cero en el ĺımite b2 →∞. Note que este mismo efecto se puede
conseguir si aumentamos la altura de la barrera interna, ya que por simetŕıa, si hacemos
v2 →∞ el conjunto de resonancias del lado derecho será igual al conjunto de resonancias
del lado izquierdo, y no solamente la primer resonancia como en el caso anterior.

Un hecho sobre el efecto Strong Overlap, es que para un sistema óptico ha sido medido
experimentalmente por Hooper et al., [14]. Se puede comparar el resultado de Hooper et al.,
con la figura 1.8, son cualitativamente idénticas.

Hacemos un último comentario sobre el sistema triple barrera: dado que es posible modificar
el centro y ancho de la resonancia de un sistema [figs. 1.6, 1.7; págs. 14, 15] podemos hacer
más grande la región de transmisión unidad [fig. 1.8]. Sin embargo, no podemos extender este
efecto a una región lo suficientemente grande, por ejemplo, que sea del orden de tres veces la
altura del potencial. Esto es porque al hacer anchas las resonancias estas sufren interferencia
con resonancias lejanas, provocando en general una interferencia destructiva.

17En algunos casos podemos referirnos a una mini–banda aislada, donde, la transmisión es descrita por la
suma e interferencia entre las Lorentzianas correspondientes a cada resonancia que forma la mini–banda
[4].

17



1 Antecedentes I.

wb

(a) (b)

Figura 1.9: Se muestran esquemáticamente el perfil de los potenciales (a) barrera simple sb y (b)
pozo simple sw.

1.4. Part́ıcula libre, barrera y pozo simple.

En las secciones anteriores se han estudiado dos casos particulares que son: una resonancia
aislada [Secc. 1.2; pág. 11] y el efecto Strong Overlap [Secc. 1.3; pág. 16]. Sin embargo, en
nuestro trabajo de investigación buscamos sistemas que tengan alta probabilidad de transmi-
tir, aún para enerǵıas cercanas al umbral (E ≈ 0). Por esta razón, es necesario definir qué es
“transparencia”. Estrictamente hablando implica que T (E) = 1 para todo valor de E. Sin
embargo, tomar esta definición de transparencia nos llevaŕıa a concluir inmediatamente que el
único sistema transparente es part́ıcula libre,18 ya que, es fácil mostrar que para un potencial
de alcance finito, por muy pequeña que sea su altura o profundidad se tendrá la condición
T (0) = 0. Esto nos obliga a definir de forma diferente la transparencia y decir que: un sis-
tema transparente es aquel que tiene una alta probabilidad de transmitir “casi” para todo el
espectro de enerǵıa, excepto para valores de enerǵıa cercanas al umbral E ≈ 0. Esto abre la
posibilidad de considerar diversos sistemas, en esta sección analizaremos un par de ejemplos
que son: barrera y pozo simple (sb, sw) [fig. 1.9], debido a que bajo ciertos parámetros la
transmisión del sb está dominada por la contribución de un estado antiligado [15]. Veremos
que ocurre lo mismo para un sw; sólo que para éste, la transmisión está dominada por su
estado ligado.

La condición para que la transmisión del sb este dominada por un estado antiligado es
α =

√
2mv/~2b� 1, donde: α es la opacidad de la barrera, v la altura y b la anchura de la

18Más adelante veremos que existen otros potenciales distintos de cero que satisfacen T (E) = 1 para todos
los valores de enerǵıa, incluyendo E = 0. Sin embargo, estos potenciales son extendidos en todo el espacio,
por lo que el concepto de transmisión es asintótico, i.e., x→∞.
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1.4 Part́ıcula libre, barrera y pozo simple.

barrera.19 Esto implica que hay que tomar valores pequeños de v o b. 20 En lo que sigue de
nuestro trabajo, no nos referimos a la opacidad del sistema, porque ésta se define sólo para
una barrera de potencial y no para un pozo o sistema multi–barrera,21 pero para tomar los
parámetros apropiados en este ejemplo śı es útil. Consideremos el caso de una perturbación
cuadrada de anchura L y altura v,22 la gráfica de la transmisión se muestra en la figura
1.10, variando la altura de la perturbación v desde v = −1 eV (sw) hasta v = 1 eV (sb)
con anchura L = 0.4 nm [fig. 1.10a] y variando la anchura de la barrera L con v = 0.23 eV
[fig. 1.10b]. La gráfica que llama más la atención es la figura 1.10a, ya que, cualitativa-
mente se tendrá el mismo comportamiento aún para una perturbación de anchura mayor
(L > 0.4 nm); esto es debido a que en el caso v = 0 se tiene el sistema part́ıcula libre, y el
cambio de la transmisión debe ser continuo excepto para E = 0.

Para el problema general donde la región de interacción es de 0 a L, se puede mostrar
fácilmente que el coeficiente de transmisión está relacionado con la función de Green de
onda saliente mediante t(k) = 2ikG+(0, L; k)e−ikL [5], ésta a su vez tiene desarrollo en
resonancias (ver secc. 1.1 o el apéndice B); lo que nos lleva a una expresión cerrada del
coeficiente de transmisión en resonancias dado por

t(k) = ik
∑
n

rne
−iκnL

κn(k − κn)
, rn = un(0)un(L), (1.21)

donde la suma se hace sobre todos los polos de la función de Green que corresponden a los
eigenvalores de los estados resonantes del sistema. Los estados resonantes como se menciono
anteriormente satisfacen la ecuación de eigenvalores con condiciones a la frontera de onda
saliente y para el caso de un potencial real se de denotan por κn = αn − iβn con ı́ndice
positivo (n > 0) los polos que se encuentran en el cuarto cuadrante del plano complejo k y
por un argumento de inversión temporal se encuentra que los polos del tercer cuadrante se
pueden denotar con ı́ndice negativo, satisfaciendo la relación κ−n = −κ∗n [Secc. 1.1; pág. 4].
Notemos que para el caso de una resonancia delgada y aislada la parte imaginaria del polo es
casi cero (βn ≈ 0), i.e., se cumple que t(k) ≈ 1 si k ≈ αn; aśı αn/κn ≈ 1, por lo que se tiene
que cumplir irne

−iκnL/(αn − κn) ≈ 1 para que se cumpla dicha condición. Esto nos lleva a
una descripción de la transmisión cerca de resonancia como una forma Lorentziana. Por otro
lado, si un estado ligado o antiligado cercano al umbral domina la transmisión tenemos que
irne

−iκnL/κn ≈ 1, por lo que el término dominante del coeficiente de transmisión es [Ec.
1.21]

19Note que la opacidad de una barrera tipo delta siempre es cero y que la transmisión de un potencial
delta repulsivo siempre está dominado por un estado antiligado. En otras palabras, pedir α� 1 acerca
el comportamiento de una barrera a un potencial delta repulsivo.

20En este caso nos referimos a sistemas sb que satisfacen v <∞, i.e., se excluye el ĺımite potencial delta.
21Un hecho interesante, es que el concepto de opacidad no se define para un sistema multi–barrera, ya que

la definición de ésta cantidad proviene de la forma funcional de la transmisión de una barrera.
22Nos referimos a una perturbación cuadrada en forma general, i.e., puede ser una barrera o un pozo como

se muestra en la figura 1.9
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Figura 1.10: Transmisión de una perturbación cuadrada, (a) variando la altura v de la perturbación
con anchura L = 0.4, (b) variando la anchura de la perturbación y altura v0 = 0.23.
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1.5 El potencial Pöschl–Teller.

t(k) ≈ k

k − κs
, T (E) = | t(k)|2 =

1

1 + (|Es|/E)
, (1.22)

donde denotamos con el sub́ındice s al estado ligado o antiligado κs = iγs con γs real. Note
que en este caso T (E) = | t(k)|2 → 1 cuando k →∞; por lo que el término correspondiente
al estado ligado o antiligado cercano al umbral domina en todo el espectro de enerǵıa y coin-
cide con el comportamiento cualitativo de la transmisión [fig. 1.10a].23 La ecuación (1.22) es
válida para un sb, cuando la transmisión es dominada por un estado antiligado [15]. Desde
este punto de vista hemos mostrado que el resultado es válido si se tratara de un sw, ya que
la única diferencia es que dominaŕıa un estado ligado.

El comportamiento de la transmisión T = | t(k)|2 a partir de (1.22) es una función cre-
ciente; esto nos permite encontrar una condición para la cual T (E) > T0 6= 1 si E > E0,
ésta es

E0 =
~2

2m

(
1

T0

− 1

)
γ2
s . (1.23)

El caso que nos interesa para este trabajo es cuando E0 � v0, donde v0 = |v|. Es fácil ver
a partir de (1.23) que esta condición se cumple cuando γs ≈ 0, i.e., una condición necesaria
es tener un estado ligado o antiligado cercano al umbral.

Por otro lado, si tomamos el ĺımite v0 → 0 (part́ıcula libre); se tiene que la relación entre
el coeficiente de transmisión y la función de Green es la misma, i.e., la función de Green de
onda saliente libre tiene un polo en k = 0. Es por esta razón que t(0) = 1 (part́ıcula libre).
Si comparamos este resultado con (1.22), notamos que esencialmente se tiene una función
de Green con un polo en k = κs, por lo que, si κs → 0 es natural pensar que el sistema debe
tender asintóticamente al de part́ıcula libre; siempre y cuando la contribución de las demás
resonancias sea despreciable. Esto se observa en la figura 1.10a.

1.5. El potencial Pöschl–Teller.

Un potencial que bajo ciertas condiciones satisface ser transparente, i.e., T (E) = 1 para
todo valor E ≥ 0, es el conocido potencial Pöschl–Teller (pt), definido como [20]

23Note que la forma funcional del coeficiente de transmisión es parecida al coeficiente de transmisión de un
potencial delta (L = 0), i.e., se diferencian por un factor de fase, el cual no es importante al calcular
la transmisión del sistema T = | t(k)|2, en este sentido la barrera o pozo simple pierden la estructura
resonante.
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1 Antecedentes I.

v(x) =
v0

cosh2(x/d)
. (1.24)

El perfil de este potencial se muestra en la figura 1.11a para el caso v0 > 0 (pt barrera) y
1.11b para el caso v0 = −u0 < 0 (pt pozo). La ecuación de eigenvalores correspondiente al
problema es

~2

2m

∂2

∂x2
ψk(x) +

(
E − v0

cosh2(x/d)

)
ψk(x) = 0, (1.25)

donde ψk(x) son las soluciones estacionarias y E = ~2k2/2m es la enerǵıa asociada a la
solución.

Para encontrar la soluciones estacionarias se multiplica por 2m/~2 y se propone el cambio
de variable ξ = tanh(x/d), con lo que obtenemos la ecuación adimensional

(1− ξ2)ψ′′ − 2ξψ′ +

[
(kd)2

1− ξ2
− (k0d)2

]
ψ = 0, (1.26)

donde k2
0 ≡ 2mv0/~2. Note que, la nueva variable ξ sólo toma valores en el intervalo (−1, 1),

por lo que, cuando ξ → ±1 la ecuación (1.26) divergerá, a menos que ψ ∼ (1− ξ2). Esto
sugiere proponer una solución de la forma ψ(ξ) = (1− ξ2)s/2w(ξ), aśı, la ecuación (1.26) se
simplifica cuando

s2 + (kd)2 = 0; s = ±ikd, (1.27)

y la función w(ξ) satisface la ecuación

(1− ξ2)w′′ − 2ξ(s+ 1)w′ −
[
s(s+ 1) + (k0d)2

]
w = 0, (1.28)

la cual se puede identificar con la ecuación hipergeométrica, v́ıa el cambio de variable
u = 1

2
(1− ξ) (note que 0 < u < 1) dando

u(1− u)w′′ + (1− 2u)(s+ 1)w′ −
[
s(s+ 1) + (k0d)2

]
w = 0, (1.29)
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Figura 1.11: Se muestra el perfil del potencial pt definido en la ecuación 1.24 para (a) la barrera
y (b) el pozo.

con soluciones regulares

w(u) = 2F1(a±, b± : c, u), (1.30)

donde

a± = −ikd+
1

2
∓ 1

2

√
1− (2k0d)2, (1.31a)

b± = −ikd+
1

2
± 1

2

√
1− (2k0d)2, (1.31b)

c = −ikd+ 1, (1.31c)

u =
1

2

(
1− ξ

)
. (1.31d)

Provee sólo una solución, ya que a+ = b− y la función hipergeométrica satisface [30]

2F1(a, b : c, u) = 2F1(b, a : c, u), (1.32)

por lo tanto la solución es
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1 Antecedentes I.

ψk(x) =

(
1

cosh(x/d)

)±ikd
2F1

(
a, b : c,

1

2

[
1− tanh(x/d)

])
, (1.33)

donde se ha eliminado el sub́ındice de los coeficientes a y b puesto que el intercambio de
éstos no afecta la solución (ver ecuación 1.30 las definiciones 1.31a y 1.31b, y la relación
1.32) y se ha sustituido la relación 1− ξ2 = 1/ cosh2(x/d) con ξ = tanh(x/d).

Cuando x→ ±∞ es fácil ver que el coeficiente de la función hipergeométrica toma el valor
2±ikde∓ik|x|, por lo que, si consideramos soluciones con condición de incidencia de izquierda
a derecha, entonces, el comportamiento adecuado para x→∞ es eikx, por lo que, dicha
solución está dada por

ψk(x) =

(
1

cosh(x/d)

)−ikd
2F1

(
a, b : c,

1

2

[
1− tanh(x/d)

])
. (1.34)

En el mismo ĺımite (x→∞) encontramos que tanh(x/d)→ 1, por lo que la función toma
el valor

2F1(a, b : c, 0) = 1. (1.35)

Aśı, el comportamiento asintótico (x→∞) de nuestra solución es

ψk(x) ∼ 2−ikdeikx, x→∞. (1.36)

Cuando x→ −∞, se tiene que tanh(x/d)→ −1, por lo que, es necesario evaluar la función
hipergeométrica en el punto u = 1; esto se consigue usando la continuación anaĺıtica de la
función, dada por [30]

2F1(a, b : c, u) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b) 2F1(a, b : a+ b− c+ 1, 1− u) +

+(1− u)c−a−b
Γ(c)Γ(a+ b− c)

Γ(a)Γ(b)
×

× 2F1(c− a, c− b : c− a− b+ 1, 1− u). (1.37)
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1.5 El potencial Pöschl–Teller.

El comportamiento asintótico de la función en el ĺımite x→ −∞ es

ψk(x) ∼ 2−ikdΓ(−ikd+ 1)Γ(ikd)

Γ[(−2ikd+ 1−
√

1− (2k0d)2)/2]Γ[(−2ikd+ 1 +
√

1− (2k0d)2)/2]
eikx +

+
2−ikdΓ(−ikd+ 1)Γ(ikd)

Γ[(1 +
√

1− (2k0d)2)/2]Γ[(1 +
√

1− (2k0d)2)/2]
e−ikx; x→ −∞. (1.38)

Este comportamiento permite encontrar las amplitudes de reflexión y transmisión, para esto
dividimos la ecuación por el factor que multiplica a eikx en (1.38), e identificando la forma
eikx + r(k)e−ikx para la región de reflexión [Ec. 1.38] y t(k)eikx en la región de transmisión
[Ec. 1.36], se encuentra

r(k) =
Γ(ikd)

πΓ(−ikd)
cos

(
1

2
π
√

1− (2k0d)2

)
Γ[(−2ikd+ 1−

√
1− (2k0d)2)/2]×

× Γ[(−2ikd+ 1 +
√

1− (2k0d)2)/2], (1.39)

t(k) =
Γ[(−2ikd+ 1−

√
1− (2k0d)2)/2]Γ[(−2ikd+ 1 +

√
1− (2k0d)2)/2]

Γ(−ikd+ 1)Γ(−ikd)
.(1.40)

La reflexión R(k) = | r(k)|2 y transmisión T (E) = | t(k)|2 están dadas por

R(k) =
cos2(1

2
π
√

1− (2k0d)2)

sinh2(πkd) + cos2(1
2
π
√

1− (2k0d)2)
, (1.41)

T (E) =
sinh2(πkd)

sinh2(πkd) + cos2(1
2
π
√

1− (2k0d)2)
, (1.42)

respectivamente.

Cabe mencionar que el concepto de transmisión y reflexión para este tipo de potencial es
asintótico, i.e., la solución sólo tiene el comportamiento ψk(x) ∼ t(k)eikx (región de trans-
misión) sólo cuando x→∞, debido a que el potencial es extendido en todo el espacio.
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1 Antecedentes I.

1.5.1. El pozo transparente.

Observamos a partir de la forma funcional de la reflexión (1.41) y transmisión (1.42) que
para el caso particular de un pozo v0 = −u0, el numerador de la reflexión se anula cuando
se satisface

1− (2k0d)2 = (2n+ 1)2. (1.43)

Esto proporciona una infinidad de valores u0 que satisfacen la condición T (E) = 1 pa-
ra todo valor E = ~2k2/2m, incluyendo el valor E = 0. Recordemos que por definición
k2

0 = 2mv0/~2 = −2mu0/~2 dando la relación

un0 =
~2

2md2
n(n+ 1). (1.44)

Note que, los casos particulares n = 0, −1 corresponden al de part́ıcula libre un0 = 0. Sin
embargo, la amplitud de transmisión t(k) [Ec. 1.40] cuando se satisface la condición (1.43)
toma el valor

t(k) =
Γ(−ikd− n)Γ(−ikd+ n+ 1)

Γ(−ikd)Γ(−ikd+ 1)
=

= (−1)n+1n− ikd
n+ ikd

Γ(ikd)Γ(n− ikd)

Γ(−ikd)Γ(n+ ikd)
= eiθ(k), (1.45)

donde se usa la relación

Γ(z)Γ(−z) = − π

z sin(πz)
, (1.46)

para encontrar la segunda igualdad y donde θ(k) es una fase, en general distinta de cero. Es
posible calcular anaĺıticamente la fase θ(k) cuando n > 0; usando la relación

Γ(z + n) = z(z + 1)(z + 2) · · · (z + n− 1)Γ(z), (1.47)

permite reescribir la amplitud de transmisión como
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1.5 El potencial Pöschl–Teller.

t(k) = (−1)n+1

n∏
j=0

−ikd+ j

ikd+ j
= einπ

n∏
j=1

e−2iαj(k), (1.48)

donde αj(k) = arctan(kd/j), es la fase del complejo ikd+ j. Por lo tanto se tiene

θ(k) = nπ − 2
n∑
j=1

αj(k). (1.49)

Note que, cuando k →∞ se tiene que θ(k)→ 0, resultado que está en concordancia con
lo esperado f́ısicamente para un potencial de alcance finito arbitrario, ya que, part́ıculas
muy energéticas no sienten la presencia del potencial. La ecuación (1.49) muestra que, aún
bajo la condición de transparencia el potencial Pöschl–Teller modifica la fase del paquete
transmitido, por lo que, experimentalmente se podrá distinguir entre una part́ıcula libre con
otra que interactúe con el potencial. Sin embargo, al considerar un potencial Pöschl–Teller
de alcance finito, i.e., cortar el potencial para que éste esté extendido en una región finita del
espacio, se obtiene la condición de transparencia para el cual su fase es prácticamente cero
[31]; esto es debido a que al cortar el potencial éste adquiere todas las propiedades anaĺıticas
de una barrera o pozo cuadrado. Además, esto hace robusto el efecto de la transparencia
del potencial, i.e., no sólo valores exactos en los parámetros proveen la transparencia del
potencial.

1.5.2. La barrera transparente.

Aunque en el caso de la barrera v0 > 0 no es posible encontrar la condición T (E) = 1 pa-
ra todo valor E = ~2k2/2m incluyendo E = 0. Es posible encontrar la condición T (E) ≈ 1
para todo valor de la enerǵıa E, excepto para enerǵıas cercanas al umbral (E ≈ 0). Esta
condición es sugerida por el resultado encontrado en la sección 1.4 para la barrera cua-
drada, i.e., buscar potenciales que satisfagan tener una opacidad α =

√
2mv0/~2d muy pe-

queña α� 1, por lo tanto, si se considera (2k0d)2 = 4α2 � 1 podemos aproximar el término√
1− (2k0d)2 ≈ 1− 2α2, y simplificar la expresión de la transmisión como

t(k) ≈ kd− iα2

kd

Γ(α2 − ikd)Γ[−(α2 + ikd)]

Γ2(−ikd)
=

= −Γ(α2 − ikd)Γ(1 + ikd)

Γ(α2 + ikd)Γ(1− ikd)

sinh(πkd)

cos(πα2) sinh(πkd)− i sin(πα2) cosh(πkd)
, (1.50)

expresión que muestra que la fase no es cero. Por otro lado, usando la misma aproximación
en la ecuación (1.42) se obtiene
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1 Antecedentes I.

T (E) ≈ sinh2(πkd)

sinh2(πkd) + sin2(πα2)
, E =

~2k2

2m
; (1.51)

resultado que se obtiene fácilmente a partir de (1.50).

El resultado que queremos enfatizar de este análisis es que la amplitud de transmisión se
puede escribir como

t(k) ≈ sinh(πkd)

sinh(πkd) + i sin(πα2)
eiϕ(k), (1.52)

donde ϕ(k) es una fase que ajusta la fase de la expresión (1.50). Además, es fácil ver
que la amplitud tiene un estado antiligado cercano al umbral, dado por kd = −iα2, esto
nos recuerda el caso de la barrera visto anteriormente. Por lo que podemos concluir que
el Pöschl–Teller transparente tiene propiedades anaĺıticas semejantes a las de una barrera
cuadrada transparente, por lo tanto, el estudio que realizamos con barreras cuadradas no resta
generalidad de la forma del potencial. Es conveniente mencionar que el potencial Pöschl–Teller
está extendido en todo el espacio, sin embargo, al modelar un potencial de alcance finito con
este tipo de potenciales es necesario cortarlo en algún punto, por lo que éste adquirirá todas
las propiedades anaĺıticas de una barrera o pozo cuadrado.

1.6. Tiempo de permanencia (dwell time).

El tiempo de permanencia o dwell time se define como [32]

τd(E) ≡ 1

J0

∫ L

0

|ψ(x;E)|2dx, E =
~2k2

2m
, (1.53)

donde J0 = ~k/m es el flujo incidente. Esta cantidad mide el tiempo que permanece la
part́ıcula dentro del potencial y la podemos escribir en unidades del tiempo que le llevaŕıa
a la part́ıcula recorrer la distancia L libremente (τ0 = L/J0). Esto nos permite comparar
fácilmente el tiempo que le tomará a una part́ıcula atravesar la región del potencial.

Es posible encontrar una expresión anaĺıtica de la integral [33–35]. Partiendo de la ecuación
de Schrödinger

(H − E)ψ(x;E) = 0. (1.54)
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1.6 Tiempo de permanencia (dwell time).

Derivamos respecto a E para encontrar

(H − E)ψ̇(x;E)− ψ(x;E) = 0, ψ̇(x;E) ≡ ∂ψ(x;E)

∂E
, (1.55)

multiplicamos por ψ̇(x;E) al conjugado de la ecuación (1.54) y por ψ∗(x;E) a la ecuación
(1.55), restamos las ecuaciones y obtenemos

|ψ(x;E)|2 = − ~2

2m

∂

∂x

[
ψ∗(x;E)

∂ψ̇(x;E)

∂x
− ψ̇(x;E)

∂ψ∗(x;E)

∂x

]
. (1.56)

Esta relación nos permite encontrar el valor de la integral en términos de la función y su
derivada en las fronteras [33–35]. Aśı, el tiempo de permanencia τd en unidades del tiempo
libre τ0 se escribe como

τd
τ0

=
1

L

∫ L

0

|ψ(x;E)|2dx = T +
1

L

[
T
∂θ

∂k
+R

∂φ

∂k
+R1/2 sinφ

k

]
, (1.57)

donde t = T 1/2eiθ y r = R1/2eiφ son las amplitudes de transmisión y reflexión del problema
respectivamente. Esta igualdad es importante, puesto que relaciona el tiempo de permanencia
τd con los tiempos fase τθ de la transmisión y τφ de la reflexión, i.e.,

τd ∼ Tτθ +Rτφ, τθ = ~
∂θ

∂E
, τφ = ~

∂φ

∂E
. (1.58)

Además, dicha relación muestra que para una resonancia aislada (T = 1), el tiempo de per-
manencia es igual al tiempo fase de transmisión, ya que, bajo dicha condición se satisface
τd/τ0 � 1; resultado que es válido para una resonancia aislada.

Es conveniente decir que, la definición del tiempo de permanencia, aśı como los tiempos
fases son conceptos monocromáticos, i.e., sólo se aplican a estados estacionarios. Por lo que,
medir el tiempo de permanencia se limita únicamente al caso monocromático. Además, po-
demos decir que si T ≈ 1 y τd/τ0 ≈ 1 entonces θ es constante, i.e., el tiempo de permanencia
es una medida indirecta del comportamiento de la fase, y por tanto, es una medida de la
invisibilidad del sistema. Cabe mencionar que cuando E →∞ se tendrá τd/τ0 → 1 y θ → 0,
por lo que, si T ≈ 1 y τd/τ0 ≈ 1 para todo valor de E, entonces θ ≈ 0, i.e., el potencial no
afecta la fase de la onda transmitida cuando ésta es muy energética E � v0.
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1 Antecedentes I.

1.7. Condiciones de invisibilidad.

En este caṕıtulo se ha realizado una revisión de algunos sistemas con caracteŕısticas dife-
rentes: el comportamiento cualitativo de una resonancia aislada [fig. 1.6, pág. 14], el efecto
Strong Overlap debido a la interferencia constructiva entre dos resonancias[fig. 1.8, pág. 16]
[13] y finalmente el efecto de un estado ligado o antiligado que domina la transmisión para
un barrera o pozo cuadrado [fig. 1.10, pág. 20] [15]. Estos ejemplos nos permiten dar ideas
generales de como es el coeficiente de transmisión para un sistema multi–barrera.

Algo importante que aprendimos en las secciones 1.2 y 1.3 es el comportamiento cuali-
tativo de las enerǵıas de resonancia εn = εn − iΓn/2 (centro εn y ancho Γn) como función
de los parámetros del sistema (alturas y anchuras del potencial), esto es importante puesto
que es una gúıa de como crear o modificar un sistema que tenga una transmisión deseada.
Dentro de la revisión que se hizo destaca el efecto del estado ligado o antiligado para un sw
o sb respectivamente, esto es, porque dichos sistemas al poseer un estado ligado o antiligado
cercano al umbral se ajustan a nuestra definición de transparencia.

Para el cálculo de la transmisión se emplea generalmente el formalismo de la matriz de
transferencia [Ap. A]. Sin embargo, también se cuenta con un formalismo alternativo que es
llamado formalismo de estados resonantes [Secc. 1.1; pág. 4].24 Éste último, tiene la virtud
de que es un enfoque anaĺıtico (ver por ejemplo la ecuaciones 1.21,1.22), lo que permite
resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo [11, 12, 28, 36, 37]; algo que
desde el punto de vista del formalismo de matriz de transferencia es complicado.25

Si se tratara de un sistema multi–barrera, el enfoque de matriz de transferencia da por lo
regular, sólo la solución en forma numérica. Por esta razón es necesario entender cuales son
las condiciones anaĺıticas de transparencia para un sistema, ya que, en general siempre es
mejor tener un enfoque anaĺıtico de un problema, porque éste nos permitirá entender cual es
el papel que juegan los parámetros del sistema.

Esto sugiere que debemos tener cuidado al definir qué sistema es invisible. Para esto
definimos primero lo que es un sistema transparente, estos se definieron anteriormente usando
resultados numéricos, i.e., a partir de los resultados con matriz de transferencia. Aśı,

1 Definición. – Un sistema es transparente si satisface:

i - T (E) > T0 ≈ 1 para todo valor E > E0, y

24vea también el apéndice B.
25Cuando son considerados los efectos transitorios en el tunelaje, t́ıpicamente se hace para sistemas simples

como sb o sw o potenciales delta [vea por ejemplo las referencias 38, 39, 40]. Sin embargo, al considerar
sistemas más complejos como db o tb se recurre t́ıpicamente a emplear un método numérico [41, 42].
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1.7 Condiciones de invisibilidad.

ii - E0 � v0 con v0 = máx{|v|}, donde v son los valores de alturas y/o profun-
didades del potencial.

Aśı, la figura 1.10a (pág. 20) muestra una colección de sistemas que satisfacen dicha pro-
piedad; proporciona un ejemplo de sistemas transparentes, i.e., tenemos que buscar sistemas
que tengan un comportamiento cualitativo a un sb o sw transparente.

Desde el punto de vista anaĺıtico (resonancias del sistema), veamos cuales son las propie-
dades. En la sección 1.4 (pág. 18) vimos que la transmisión está dominada por un estado
ligado o antiligado cercano al umbral; por lo que si queremos que un sistema sea cualitati-
vamente igual a un sb o sw transparente, es necesario que éste tenga un estado ligado o
antiligado cercano al umbral de enerǵıas (E ≈ 0). Pero no puede ser la única propiedad, ya
que por ejemplo, uno de los sistemas mostrado en la figura 1.6 (pág. 14) tiene un estado
ligado o antiligado26 cercano al umbral; éste se obtiene si se considera la profundidad del
pozo aproximadamente en u ≈ −0.5v0 [fig. 1.6, pág. 14]. Como podemos observar la reso-
nancia se hace más delgada y después es absorbida por el potencial, entonces, ¿cuál es la
otra propiedad?, veamos que pasa en el caso de sb: dado que la anchura de la perturbación
es pequeña (L = 0.4 nm) tenemos que las resonancias son anchas; como en el ejemplo de la
figura 1.7 (pág. 15), se hizo delgada la anchura de las barreras provocando que las resonancias
se ensancharan, por lo tanto una propiedad es que tenga resonancias anchas. Hablando es-
trictamente necesitamos que las resonancias sufran un traslape fuerte entre ellas.27 Además,
si deseamos que la transmisión este dominada por el estado ligado o antiligado cerca del
umbral es necesario que se cumpla irse

−iκsL/κs ≈ 1, esto garantiza que la transmisión se
describa mediante (1.22). Aśı, las propiedades anaĺıticas de un sistema transparente son:

1 Propiedades. – Un sistema transparente tiene las siguientes propiedades:

i - Un estado ligado o antiligado (κs) cercano al umbral, i.e., εs ≈ 0.

ii - Resonancias anchas, i.e., |εn − εn±1| < Γn, donde εn = εn − iΓn/2 es la n–
ésima enerǵıa de resonancia.

iii - El residuo rs correspondiente al estado ligado o antiligado (κs) cercano al
umbral satisface irse

−iκsL/κs ≈ 1.

26En general, una resonancia se acerca al eje imaginario con parte negativa, i.e., se convierte en un estado
antiligado. Sin embargo, la figura 1.6 muestra que la resonancia se hace cada vez más delgada, esto
produce que el estado resonante se pegue al eje imaginario cerca del umbral. No podemos garantizar
sin hacer un cálculo que éste sea un estado ligado o antiligado, pero por el momento sólo se da una
descripción cualitativa.

27veremos más adelante que las resonancias para estos sistemas satisfacen tener el comportamiento asintótico
de un sistema arbitrario, y una de las propiedades que caracteriza este comportamiento es el traslape
fuerte entre resonancias; que en general da una interferencia destructiva como se vio en la sección 1.3,
provocando que la contribución de estas sea despreciable.
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1 Antecedentes I.

Desde el punto de vista f́ısico, es más fácil intuir qué sistemas satisfacen dichas propiedades
y no de la definición de transparencia a partir de la matriz de transferencia. Sin embargo,
determinar que tan cercano es el estado ligado o antiligado al umbral, o que tan lejanas deben
ser las resonancias no es un problema trivial.

Ahora que hemos definido que es un sistema transparente, estamos en condición de definir
en nuestro contexto lo que es un sistema invisible, esto es:

2 Definición. – Un sistema es invisible si satisface:

i.- Ser transparente.

ii.- El tiempo de permanencia (τd) es igual al tiempo libre (τ0) que le llevaŕıa
recorrer a la part́ıcula una distancia igual a la región de interacción.

Dado que el tiempo de permanencia es una medida indirecta del cambio de fase que sufre la
función de onda, esta definición implica que el pozo Pöschl–Teller analizado en la subsección
1.5.1 no es invisible, ya que el cambio de fase [Ec. 1.49] tiende a cero sólo cuando E →∞.
Sin embargo, recordemos que al cortar el potencial Pöschl–Teller, éste adquiere todas las
propiedades anaĺıticas de un potencial de alcance finito, por lo cual, se podrán encontrar los
parámetros adecuados para que dichos potenciales satisfagan la condición de invisibilidad y
no sólo la de transparencia que ha sido exhibida anteriormente [Ec. 1.44].
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2 Sistemas compuestos.

En el caṕıtulo anterior [Secc. 1.4; pág. 18] exhibimos que bajo ciertos parámetros (anchu-
ras y alturas) de los potenciales sb y sw la transmisión está dominada por un estado ligado o
antiligado (κs) con enerǵıa cercana al umbral, i.e., εs = ~2κ2

s/2m ≈ 0; esto nos permitió de-
finir dentro de nuestro contexto la transparencia en sistemas cuánticos. Una pregunta que
inmediatamente nos llega a la mente es ¿existen sistemas compuestos que satisfagan dichas
condiciones?,1 donde entendemos por sistema compuesto a un potencial formado por algunas
barreras y/o pozos, tales como sistemas doble, triple o cuádruple barrera.

En este caṕıtulo abordamos el estudio de la transparencia en sistemas compuestos, pensa-
mos que una primer extensión de manera natural es considerar como sistema compuesto a un
potencial doble barrera, por lo cual iniciamos nuestro estudio con un par de sistemas que son:
barrera y pozo doble (db, dw, respectivamente) [Secc. 2.1]. Se muestra que existe un con-
junto de parámetros para los cuales el db y el dw satisfacen la condición de transparencia.2

Esto nos lleva a pensar que se pueden crear sistemas transparentes compuestos; por lo que
convenimos una notación para referirnos de forma precisa a cada sistema [Secc. 2.2]; ésta
nos permite no sólo escribir de forma compacta al sistema, sino también crear una imagen
de cómo es el mismo. Finalizamos el caṕıtulo analizando la distribución de polos de algunos
sistemas considerados [Secc. 2.3]; esto nos permite generalizar algunas propiedades y lo más
importante crear nuevos sistemas transparentes a partir de uno o varios sistemas transparen-
tes o cuasi–transparentes.3 Se muestra numéricamente que la unión de dos sistemas puede
ser transparente aunque cada uno por separado no lo sea.

1En este punto, es importante mencionar que el estudio del efecto de un estado antiligado sobre la trans-
misión [15] es la primer evidencia teórica de la existencia de sistemas transparentes. Sin embargo, esto se
obtiene considerando alturas (y/o profundidades) y anchuras muy pequeñas por lo que el resultado no es
muy sorprendente. La pregunta que nosotros hacemos va en dirección a buscar sistemas con parámetros
adecuados para una posible realización experimental.

2Se toman inicialmente los sistemas db y dw, porque en el trabajo de Hooper et al.[14] sugieren que
su sistema óptico es equivalente a un db cuántico. Sin embargo, sus resultados exhiben el efecto strong
overlap [Secc. 1.3; pág. 16] [13]; formado por un sistema triple barrera. Además, dicho efecto es apreciable
para sistemas formados de tres o más barreras, ya que es necesario tener minibandas formadas por dos o
más resonancias. En otras palabras, para un sistema db no existe el efecto strong overlap y por lo tanto,
el sistema óptico de Hooper no tiene como equivalente cuántico a dicho sistema.

3Nos referimos a sistemas cuasi–transparentes a aquellos para los cuales su estado ligado o antiligado domine
la transmisión, i.e., son sistemas que tienen una transmisión t́ıpica de un potencial delta, pero sin ser
transparentes.
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Figura 2.1: Se muestran esquemáticamente los sistemas (a) barrera doble db y (b) pozo doble
dw. En ambos casos, note que el pozo o la barrera interior no tiene profundidad cero,
en este caso se denotamos a los sistemas por bwb y wbw respectivamente [Secc. 2.2].

2.1. Barrera y pozo doble.

La primer extensión natural es considerar un sistema de doble barrera o doble pozo (db,
dw). Esto es porque, sabemos que los sistemas sb y sw son transparentes bajo ciertas con-
diciones. Supongamos que se tiene una de las configuraciones (db o dw) mostradas en la
figura 2.1. Si queremos que nuestro sistema tenga un estado ligado o antiligado cercano al
umbral, se pude conseguir disminuyendo la anchura de las barreras o alturas casi cercanas a
cero. Sin embargo, este no seŕıa un ejemplo útil,4 ya que deseamos conocer una configuración
grande (anchuras del orden de Angstroms) que se pueda crear con este tipo de sistemas y
que satisfagan las condiciones de transparencia [Secc. 1.7; pág. 30].

Por ejemplo, la técnica Epitaxia por haces moleculares (mbe, por sus siglas en inglés)
permite construir las denominadas super redes que contienen algunos cientos de capas epita-
xiales, con espesores de algunos Anstroms [43]. Cabe mencionar que el tiempo de crecimiento
de un cristal por mbe es grande (horas por micra de cristal), esto permite tener un buen
control de la anchura de las barreras y/o pozos, sin embargo, el ĺımite para la anchura será de
una capa atómica, el cual evidentemente depende del material.

Consideremos electrones en un semiconductor, para el cual el electrón se comporta como
una part́ıcula de masa efectiva (m∗) menor a la masa del electrón (me), por ejemplo: en
el arseniuro de galio (GaAs) la masa efectiva asociada al electrón es m∗ = 0.067 me. En

4Considerar valores muy pequeños en anchuras y/o alturas del potencial, provee un modelo puramente
matemático y en general se tendrá la transparencia. Sin embargo, estos parámetros estarán lejos de una
posible realización experimental, tal es el caso de los sistemas sb y sw transparentes que consideramos
en el caṕıtulo anterior [Secc. 1.4; pág. 18].
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Figura 2.2: Transmisión de un sistema db con parámetros b1 = b2 = b = 0.4 nm (anchura
de la barreras), w1 = 2b (anchura del pozo) con (a) v1 = v2 = v0 = 0.2 eV , (b)
v1 = −u1 = v0 = 0.2 eV y (c) u1 = −v0 = 0.2 eV , v1 = v2 = v.
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lo que sigue, suponemos que ésta es la masa efectiva del electrón y dejamos el estudio del
efecto de la masa al caṕıtulo 4. Otro punto importante es que deseamos que la altura y
anchura de las barreras no sean muy pequeñas. Por ejemplo: en la figura 1.10b, claramente
el sistema sb con v0 = 0.23 eV y anchura L = 0.4 nm no es un sistema transparente, pero
śı lo es cuando L ≈ 0; esto no es bueno si pensamos que se desea hacer una realización
experimental.5 Experimentalmente es más fácil determinar la anchura de las barreras,6 ya
que, como se mencionó anteriormente, la técnica meb permite tener un buen control de las
diferentes anchuras de barreras y pozos, pero las alturas y/o profundidades de las barreras
y/o pozos es función de la concentración, para lo cual se tienen reglas emṕıricas como la de
Anderson [1].7

Suponemos que la anchura de las barreras externas es b = 0.4 nm [fig. 2.1a]; éstas por ser
tan delgadas dan a lugar resonancias anchas. El pozo lo suponemos de anchura w = 2b, de
aqúı que el tamaño del sistema es L = 4b. Aumentar la anchura del pozo es casi equivalente
a aumentar su profundidad. Sin embargo, la razón principal de tomar estos parámetros es
acercar las resonancias entre si para que estas interfieran destructivamente en general, y de-
jen únicamente la contribución del estado ligado o antiligado a la transmisión [Ec. 1.23; pág.
21]. Fijas las anchuras de las barreras y el pozo, quedan libres los parámetros v1, v2 y u1 que
corresponden a las alturas de las barreras y profundidad del pozo respectivamente; todav́ıa
tenemos varios parámetros libres. Si deseamos hacer una gráfica semejante a la figura 1.6
para el sistema bwb [fig. 2.1a] tenemos que fijar: la altura de las barreras, la profundidad del
pozo, para estudiar una colección de sistemas db simétricos o bien, fijar la altura de una
barrera y la profundidad del pozo, para estudiar una colección de sistemas db asimétricos.
Dado que deseamos que la altura sea de unas décimas de electrón volts (eV ),8 fijamos el valor
v0 = máx{|v|, |u|} = 0.2 eV que corresponde al máximo valor absoluto (alturas y profundi-
dades) de nuestro sistema. Dado que vamos a variar uno de estos parámetros, la definición
no debe incluir la altura o profundidad que se vaŕıa.

En la figura 2.2 se muestra la transmisión para una colección de sistemas db como fun-
ción de la enerǵıa y un parámetro del potencial: (a) variando la profundidad del pozo, con

5Si pensamos en una realización experimental en un semiconductor formado por AlηGa1−ηAs, donde η es
la concentración de aluminio; la anchura de las barreras tiene como ḿınimo el ancho de una capa atómica
de GaAs que es aproximadamente de L ≈ 0.2 nm.

6Si se forma una heteroestructura empleando el método Epitaxia por haces moleculares (MEB) la velocidad
t́ıpica de crecimiento del cristal es del orden de un capa atómica por segundo [43]. Esto permite tener un
buen control de las anchuras de las barreras o pozos.

7La regla de Anderson es basada en la afinidad del electrón al material, i.e., la enerǵıa que requiere un
electrón para brincar de la enerǵıa ḿınima de la banda de conducción a un nivel del vaćıo, donde éste
puede escapar del cristal.

8Los valores t́ıpicos de alturas y profundidades de barreras y pozos en una heteroestructura semiconductora
de GaAs son de unas décimas de electrón Volts; considerar los valores t́ıpicos acerca nuestro modelo a
una posible realización experimental.
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Figura 2.3: Transmisión de un sistema db con parámetros v1 = v2 = v0 = 0.2 eV (altura de
las barreras), u1 = −v0 (profundidad del pozo) con (a) b1 = b2 = b0 = 0.4 nm, (b)
b1 = 0.5w1 = b0 = 0.4 nm y (c) w1 = 2b0 = 0.8 nm, b1 = b2 = b.
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v1 = v2 = v0 [fig. 2.2a], (b) variando la altura de la segunda barrera, con v1 = −u1 = v0 [fig.
2.2b] y (c) variando la altura de las barreras simétricamente con profundidad del pozo fija en
u1 = −v0 [fig. 2.2c]. Observamos que, en efecto esta configuración nos proporciona un sis-
tema transparente; cualitativamente tiene el mismo comportamiento que un sb transparente
[fig. 1.10, pág. 20]. Además, los sistemas son robustos frente a variaciones de los parámetros.
Note que, en particular tenemos transparencia cuando v1 = v2 = −u1 = v0; no es el sistema
óptimo. Si fijamos los parámetros v1 = v2 = −u1 = v0, podemos hacer un juego idéntico
de gráficas al mostrado en la figura 2.2; variando la anchura de barreras y pozo. Para esto
definimos el parámetro b0 = máx{b} = 0.4 nm para el sistema db [fig. 2.1a]. La gráfica de
la transmisión como función de la enerǵıa y anchuras de barreras y/o pozo se muestra en la
figura 2.3. Al comparar las gráficas [figs. 2.2 y 2.3] observamos que: una variación asimétrica
es más robusta frente a pequeñas variaciones, tanto en la altura de la barrera [fig. 2.2b] como
en su anchura [fig. 2.3b]; esto sugiere que la simetŕıa del potencial juega un papel importante
en la transparencia. Más adelante veremos que no sólo es más robusta, sino que también es
más eficiente en el sentido de transparencia.

El otro sistema que analizamos en esta sección es el pozo doble (dw), este lo podemos
construir fácilmente si cambiamos v → −v en los parámetros del db visto previamente; este
cambio corresponde a una reflexión de alturas en el potencial. En las figuras 2.4 y 2.5 se mues-
tra un juego de gráficas para el dw semejantes a las de db. Note que, el dw tiene el mismo
comportamiento cualitativo que el db, i.e., podemos decir que el efecto de transparencia es
invariante frente a una reflexión del potencial. Note que esta propiedad no se cumple cuando
el sistema tiene estructura resonante. Por ejemplo, el sistema Sollner [fig. 1.2, pág. 11], tiene
una resonancia aislada, pero si reflejamos las alturas de las barreras (v → −v), tendrá al
menos un estado ligado y sus resonancias ya no serán aisladas; cambia completamente el
comportamiento cualitativo de la transmisión.

Los ejemplos vistos en esta sección (db y dw) muestran que tenemos un gran número de
sistemas que satisfacen la condición de transparencia. Además, abre la posibilidad de pen-
sar en sistemas más grandes. Un hecho importante que podemos anticipar y que dejamos
para la siguiente sección es que, desde un punto de vista de construcción, los sistemas se
forman por dos elementos diferentes que son: barrera y pozo simple (sb, sw). Por ejemplo
el db considerado aqúı, se forma por la unión sb–sw–sb y el dw por sw–sb–sw. Esto lo
denotaremos en adelante como bwb y wbw respectivamente (ver figura 2.1). En la siguiente
sección ampliamos la explicación de esta notación. Por el momento nos conformamos con
haber exhibido un par de sistemas compuestos que satisfacen la condición de transparencia.

Las preguntas que surgen son: ¿la distribución de polos de los sistema bwb y wbw trans-
parentes, satisfacen las propiedades anaĺıticas de transparencia [Secc. 1.7; pág. 30]?,9 ¿por

9Nos referimos a las propiedades anaĺıticas en términos de las resonancias del sistema.
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Figura 2.4: Transmisión de un sistema dw con parámetros w1 = w2 = w = 0.4 nm (anchura de
los pozos), b1 = 2w (anchura de la barrera) con (a) u1 = u2 = −v0 = −0.2 eV , (b)
v1 = −u1 = v0 = 0.2 eV y (c) v1 = v0 = 0.2 eV , u1 = u2 = u.
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Figura 2.5: Transmisión de un sistema dw con parámetros v1 = v0 = 0.2 eV (altura de la barrera),
u1 = u2 = −v0 (profundidad de los pozos) con (a) w1 = w2 = w0 = 0.4 nm, (b)
w1 = 0.5b1 = w0 = 0.4 nm y (c) b1 = 2w0 = 0.8 nm, w1 = w2 = w.

40



2.2 Notación tipográfica.

qué la combinación de sistemas no transparentes es transparente?,10 ¿cuál es el sistema bwb o
wbw más grande que satisface las condiciones de transparencia? y finalmente ¿si construimos
el sistema bwbwbw como la unión de un bwb y un wbw transparentes, éste es transparente?

La respuesta a todas las preguntas están fuera del alcance de esta sección y más bien
corresponden al estudio de las siguientes secciones. Sin embargo, podemos dar de forma
intuitiva la respuesta a algunas de ellas; la primera está relacionada con la distribución de polos
de los sistemas bwb y wbw; aunque no hemos calculado los polos de los sistemas, sabemos
que las resonancias deben ser anchas porque las anchuras de las barreras son pequeñas como
vimos anteriormente [Cap. 1]. El hecho de que estos sistemas posean un estado antiligado
o ligado cercano al umbral de enerǵıas, podemos decir que es verdad, ya que no habŕıa una
explicación razonable por la cual, la transmisión del sistema aumente súbitamente alrededor
de enerǵıas cercanas al umbral. Respecto a que sistema bwb es el más grande; podemos decir
que la longitud de las barreras y pozos deben ser de unas cuantas décimas de nanómetro, ya
que es necesario que la anchura de las barreras sea delgada para tener resonancias anchas.
Si fijamos la longitud del sistema se podŕıan considerar alturas y profundidades mayores. Sin
embargo, también debe tener un ĺımite, porque el ancho de las resonancias depende de todos
los parámetros del sistema y no sólo de las anchuras de las barreras.

2.2. Notación tipográfica.

En la sección 2.1 mostramos que un sistema doble barrera o doble pozo puede ser trans-
parente, y que éste está formado por la unión de dos elementos fundamentales, estos son:
la barrera y pozo simple. Aśı, podemos escribir el db como bwb y el dw como wbw; seŕıa
una forma tipográfica del perfil del potencial.11 Esta idea es buena pero tenemos que ser
precisos si queremos que la notación tipográfica realmente nos de una idea clara del perfil del
potencial. Por ejemplo: el db que denotamos por bwb; imaginamos de forma inmediata que
son dos barreras con un pozo al centro, pero la profundidad de pozo puede ser: cero, negativa
o positiva [vea por ejemplo el perfil del potencial mostrado en la figura 2.2a]; variamos la
profundidad del pozo desde valores u1 = −2v0 hasta u1 = v0; esto complica la visualización
del perfil del potencial. Sin embargo, es correcta si u1 < v0, ya que, en realidad se tiene un
pozo entre las barreras. Otro punto importante es cuando u1 = 0, porque esencialmente el
perfil del potencial es diferente al caso u1 6= 0 [compare las figuras 1.1 y 2.1a]; además, la
matriz de transferencia es la identidad en esa región del espacio cuando u1 = 0. Por esta razón
vamos a distinguir el caso u1 = 0, y escribimos la letra s en vez de w cuando la profundidad

10Note que, el sistema bwb transparente es formado dos barreras con parámetros v = 0.2 eV (altura de las
barreras) y b = 0.4 nm (anchura de las barreras), y un pozo con parámetros u = −0.2 eV (profundidad),
w = 0.8 nm (anchura). Si comparamos la transmisión del sistema bwb [fig. 2.3, pág. 37] con la transmisión
de cualquier elemento que lo conforma (vea por ejemplo la figura 1.10; pág. 20), notaremos que cada
elemento por separado no satisface las condiciones de transparencia.

11La notación que empleamos es debida a las siglas en inglés: bwb = barrier–well–barrier y wbw = well–
barrier–well.
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del pozo sea cero. Aśı, tenemos que un db lo podemos escribir como bsb para el modelo
de Sollner [fig. 1.2, pág. 11], y bwb cuando la profundidad del pozo es menor a la altura de
las barreras externas y es distinto de cero [fig. 2.1, pág. 34]. Note que la introducción de la
literal s es importante, ahora los sistemas bswsb, bwb son diferentes y serán iguales cuando
la anchura de los espacios correspondientes tomen el valor s = 0, en tal caso omitimos su
escritura. Además, note que bs = b, sin importar el tamaño de s; aparenta ser una definición
confusa pero veremos más adelante que es útil.

Ahora tenemos que definir las reglas para la identificación de la notación tipográfica con
el perfil de un potencial; estas se refieren a la altura del potencial y son:

i – El primer elemento del potencial es aquel que se encuentre a la izquierda del potencial,
i.e., medimos de izquierda a derecha y es aquel para el cual la altura del potencial µ es
diferente de cero, entonces hacemos la siguiente relación:

a) Si µ > 0 escribimos b y asociamos la literal v a la altura del potencial.

b) Si µ < 0 escribimos w y asociamos la letra u a la profundidad del pozo.

ii – Para el elemento j + 1–ésimo, se sigue la siguiente regla

a) Si µj < µj+1 escribimos b y asociamos la literal v a la altura de la barrera.

b) Si µj > µj+1 escribimos w y asociamos la literal u a la profundidad del pozo y

c) si µj+1 = 0 escribimos s.

iii – Si las anchuras o alturas de las barreras o pozos son diferentes agregamos un sub́ındice
a las literales para indicar que tienen anchuras diferentes.

iv – Siempre que sea necesario y/o posible, se simplifica la notación anteponiendo un
número entero. Por ejemplo: el sistema bwbsbwb = 2bwbs, o para un sistema con
anchuras diferentes w1b1w2s1w3b2w4 = 2w2n−1bnw2nsn. Observe que ahora se tiene
que 2bwbs 6= 2bwb.

Note que al identificar cualquier sistema con la notación tipográfica siempre se termi-
nará con un elemento s, el cual se omite si no es necesario para la descripción del mismo.
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Figura 2.6: Se muestran dos ejemplos del perfil de potencial y su notación tipográfica correspon-
diente (a) para un sistema triple barrera bs1bs2b y (b) para un sistema doble barrera
bs1ws2b.

Un par de ejemplos se muestra en la figura 2.6; para los cuales sólo son necesarios los pri-
meros tres pasos mencionados anteriormente. El cuarto punto únicamente es útil cuando el
potencial es formado por muchas barreras y/o pozos. Por ejemplo, el sistema mostrado en
la figura 2.6a se puede simplificar como 3bsn; seŕıa más complicado visualizar el perfil del
potencial en comparación con bs1bs2b. Pero, si se tratara de un sistema de cincuenta barre-
ras; claramente la notación 50bnsn es más simple que una cadena completa con 99 caracteres.

El perfil del potencial queda definido con la notación tipográfica. Sin embargo, el sistema
completo queda determinado al dar los valores de los parámetros, para lo cual es necesario
especificar: anchuras de barreras b, pozos w y espacios s, alturas v y profundidades u.12

Para esto agregaremos entre paréntesis los parámetros por conjuntos según el orden de la
cadena. Por ejemplo, el sistema bwb con parámetros: b = 0.4 nm, w = 0.8 nm, v = 0.2 eV
y u = −0.2 eV se denota por

bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2).

Note que cada coma separa el conjunto de valores de un tipo particular de elemento, y el punto
y coma indica que sigue el conjunto de valores correspondientes a las alturas o profundidades
de los pozos; el orden en alturas y/o profundidades corresponde al mismo orden de la cadena,
en este ejemplo bwb. Si los elementos del mismo tipo b, w o s son diferentes; sus valores
los escribiremos entre corchetes. Por ejemplo, si tenemos un sistema de cincuenta barreras el
cual denotamos por 50bnsn, queda determinado el sistema por

50bnsn({b1, . . . , b50}, {s1, . . . , s50}; {v1, . . . , v50}),

12Es necesario especificar la masa de la part́ıcula, la cual en general depende de la posición si consideramos he-
teroestructuras semiconductoras. En estos ejemplos suponemos que la masa es constante m∗ = 0.067me.
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es una cadena de caracteres muy grande. Sin embargo, en ocasiones se puede simplificar; ya
sea porque se sigue un regla o sólo algunos elementos difieren. Por ejemplo, en un sistema de
cincuenta barreras 50bnsn, si suponemos que b2n−1 = b1 y b2n = b2, sn 6=19 = s1 con s19 = s0

y vn+1 = f(vn) con v1 dado, se escribe como

50bnsn({b1, b2|b2n−1 = b1 ∧ b2n = b2}, {s1|s19 = s0}; {v1|vn+1 = f(vn)}),

donde el śımbolo “|” se lee “tal que” y el śımbolo “∧” se lee “y”.

Finalmente, si nos referimos no a un sistema en particular, sino a una colección infinita de
sistemas. Por ejemplo, el conjunto de sistemas doble barrera para los cuales se ha calculado
su transmisión [fig. 2.2a], escribimos bwb(0.4, 0.8; 0.2, u) que corresponde a la colección de
sistemas con los parámetros dados y todos los valores posibles de u; éste conjunto de sistemas
es idéntico al conjunto b1b2b3({0.4|b2 = 0.8}; {0.2|v2 = v}); no es un problema de ambigüedad
de la notación, simplemente es el hecho de que al dejar libre un parámetro, también se deja
libre una literal; ya que, una barrera o pozo no está determinado por el signo de su altura,
sino más bien por la altura de la barrera o pozo que lo antecede; en tal caso siempre usare-
mos la notación más simple que nos de una idea clara del conjunto de sistemas al que nos
referimos.13 Hecha esta aclaración, el conjunto de todos los sistemas de tres barreras cuadra-
das incluyendo deltas, se escribe como 3bnsn({b1, b2, b3}, {s1, s2, s3|sn < ∞}; {v1, v2, v3|vn 6=
0 ∧ v1 6= v2 6= v3 si sn = 0}) donde se dejan libres todos los parámetros y se agregan las
condiciones sn <∞, vn 6= 0 ∧ v1 6= v2 6= v3 si sn = 0 para eliminar los sistemas: part́ıcula
libre, una y dos barreras cuadradas.

Otras cantidades que definimos anteriormente y que recordaremos en el resto del texto
son: v0, b0 y w0; corresponden a los valores máximos de los parámetros del sistema, también
definimos la longitud L del sistema. Estos valores se definen como:

v0 ≡ máx{|vn|, |un|}, (2.1a)

b0 ≡ máx{bn}, (2.1b)

w0 ≡ máx{wn}, (2.1c)

L ≡
∑
n

bn + wn + sn, sn <∞, (2.1d)

lo que permite normalizar las dimensiones del sistema respecto a un parámetro fijo.

13Claramente los sistemas bwb y b1b2b3 descritos son iguales. Sin embargo, al escribir bwb se tiene una
imagen más clara del tipo de sistemas que estamos considerando.
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2.3 Construcción de sistemas transparentes.

Un ultimo comentario respecto a la notación. Ésta simplifica la programación, i.e., si no-
sotros deseamos hacer un programa para calcular: la transmisión, reflexión y la solución a
la ecuación de eigenvalores de un sistema multibarrera usando matriz de transferencia [Ap.
A]. La notación permite contar rápidamente el número de barreras b, pozos w y espacios
s;14 permite emplear fácilmente el uso de arrays en anchuras y alturas. Además, poder ge-
nerar diferentes combinaciones de sistemas, definiendo adecuadamente la operación suma
bwb = b+ w + b.

2.3. Construcción de sistemas transparentes.

En la sección 2.1 mostramos que es posible encontrar los parámetros adecuados para que
los sistemas bwb y wbw sean transparentes. En esta sección analizamos algunas de las pro-
piedades de los sistemas transparentes, para generar nuevas configuraciones.

Iniciamos nuestro estudio con los sistemas más simples que son b y w. En la figura 1.10a
[pág. 20] se muestra la transmisión de una barrera de anchura L = 0.4 nm; observamos que
sólo valores muy pequeños del potencial satisfacen la condición de transparencia; con alturas
y profundidades alrededor de v0 = −5.4× 10−3 → v0 = 5.4× 10−3 eV , casi en un intervalo
simétrico; tomemos el caso particular v0 = 5× 10−3 eV .

En la figura 2.7, se muestra la distribución de polos para los sistemas b(L; v0) y w(L;−v0).
Note que las distribuciones son muy parecidas, excepto que b tiene un estado antiligado
cercano al umbral y w un ligado; tienen un cambio cuantitativo en la distribución de polos
sólo

si observamos detalladamente cada valor. Sin embargo, gráficamente no podŕıamos distin-
guir a simple vista qué distribución corresponde a cada sistema [fig. 2.7], i.e., el comporta-
miento cualitativo de la distribución de polos es la misma15. Por otro lado, si aumentamos la
altura v0 en ambos sistemas hasta valores lo suficientemente grandes para que la estructura
resonante sea apreciable; veremos que la distribución de polos es diferente, observando que
para la barrera no tenemos estados antiligados, mientras que para el pozo siempre se tendrá al
menos un estado ligado; esto permitirá distinguir un sistema de otro únicamente con ver la
distribución de polos. Esto pone de manifiesto que la propiedad de transparencia se encuentra
en un ĺımite en el cual no hay una gran diferencia cualitativa y/o cuantitativa en la distribu-
ción de polos cuando reflejamos sobre las alturas de las barreras, i.e., b(L; v0)→ w(L;−v0).
¿Será ésta la razón por la cual el sistema bwb [fig. 2.2, pág. 35] es transparente al igual que
el wbw [fig. 2.4, pág. 39] usando los mismos parámetros?. Antes de analizar la distribución

14Estos están relacionados con el número de matrices que se tienen que multiplicar. Por ejemplo, para un
sistema 5bwbs el número de total de matrices a multiplicar es 15 = 10 + 5, correspondientes a las 10
barreras y 5 pozos del sistema; los espacios únicamente dan un factor de fase que es importante.

15Este efecto es heredado al sistema bwb, y es la razón por la cual wbw también es transparente.
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Figura 2.7: Distribución de polos de dos barreras cuadradas de longitud L = 0.4 nm y
v0 = 5× 10−3 eV , correspondientes a los sistemas: b(L, v0) (ćırculos huecos) y
w(L;−v0) (estrellas sólidas). El estado ligado cercano al umbral del pozo es
κw = 1.75817× 10−3i y el antiligado de la barrera κb = −1.75899× 10−3i
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Figura 2.8: Se muestran esquemáticamente los sistemas (a) bw y (b) wb.
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Figura 2.9: Transmisión de los sistemas bw con parámetros v0 = 0.2 eV y b0 = 0.4 nm.
bw(b0, w = b0; v0,−v0) (ĺınea continua) y bw(b0, w = 2b0; v0,−v0) (ĺınea cortada).

de polos para los sistemas bwb, wbw, analizamos un sistema que es más simple, este es el
bw o, wb si lo reflejamos [fig. 2.8].

¿Qué parámetros usamos para el sistema bw?, en principio no sabemos cuales son los
parámetros óptimos para cualquier sistema. Sin embargo, sabemos que éste debe tener re-
sonancias anchas y un estado ligado o antiligado cercano al umbral. Por ejemplo, podemos
suponer que el sistema bwb [fig. 2.2] es la unión de un sistema bw con un b o, también
es posible que sea la unión de dos sistemas bw y wb ya que en nuestra notación se cum-
ple bwwb = bwb si los pozos tienen la misma profundidad [Secc. 2.2]. A partir de un bwb
tenemos cualitativamente dos posibilidades para construir un bw transparente, por ejemplo
si consideramos los potenciales bw(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) y bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2), sabemos que
al unir una barrera b(0.4; 0.2) al primero se obtiene un bwb transparente, o si reflejamos el
segundo, i.e., construir el wb(0.4, 0.4;−0.2, 0.2), aśı al unir el segundo sistema con éste se
obtendrá el bwb transparente. La gráfica de la transmisión para estos sistemas se muestra
en la figura 2.9, donde se observa que, el sistema bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2) es transparente, y el
otro no. Esto es una propiedad interesante, ya que sabemos que bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) [fig.
2.2] es transparente y lo podemos construir de dos formas diferentes: con la unión de bw y b
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Figura 2.10: Transmisión del sistemas bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2) (ĺınea continua) comparada con sus
componentes b(0.4; 0.2) (ĺınea cortada) y w(0.4;−0.2) (ĺınea punteada).

o, bw y wb. Este hecho es importante porque si tomamos la opción bwb = bw ∪ wb, donde
∪ se lee “unión”; es necesario que cada elemento de la unión sea transparente; mientras que
la otra posibilidad es bwb = bw ∪ b muestra que la unión de dos sistemas no transparentes
puede ser transparente ¿por qué?.

Un ejemplo más simple es el bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2) ya que es la unión de b ∪ w. En la figura
2.10, se muestra la transmisión para este sistema y cada una de las componentes que lo
conforman. Note que la transmisión de las componentes b y w del sistema es prácticamente
la misma; esto es porque la transmisión es dominada por el estado ligado o antiligado cercano
al umbral. Sin embargo, no está lo suficientemente cerca del umbral para que el sistema sea
transparente; a estos los denominamos cuasi–transparentes.

Podemos entender esto a partir de la distribución de polos de cada sistema [fig. 2.11].
Note que, la distribución de polos del sistema transparente [fig. 2.11a] es más densa que la
distribución de cada una de sus componentes [fig. 2.11b]. Además, los polos de b o w están
más alejados del eje real que los polos del bw. Pero, como se ha mencionado anteriormente,
la contribución de polos lejanos es despreciable respecto a la contribución del estado ligado
o antiligado. Además observe que el sistema bw no tiene un estado antiligado lejano.

La figura 2.11b muestra que la transmisión de los sistemas b y w está dominada por el
estado antiligado y ligado respectivamente como se sugirió anteriormente, y notamos que la
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Figura 2.11: Distribución de polos de los sistemas bw, b y w para (a) sistema
bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2) con un estado ligado κbw = 2.6348× 10−3i y (b) siste-
mas b(0.4; 0.2) (ćırculos huecos), w(0.4;−0.2) (estrellas sólidas), con estado
κb = −7.1014× 10−2i y κw = 6.9694× 10−2i respectivamente.
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Figura 2.12: Distribución de polos de los sistemas bwb, b y w para (a) siste-
ma bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) con un estado ligado cercano al umbral
κbwb = 5.5695× 10−3i y (b) sistemas b(0.4; 0.2) (ćırculos huecos), w(0.8;−0.2)
(estrellas sólidas), con κb = −7.1014× 10−2i y κw = 0.1357i respectivamente.
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2.3 Construcción de sistemas transparentes.

unión de los sistemas es transparente [fig. 2.10]. En términos de la distribución de polos, se
tiene un estado ligado más cercano al umbral, que para el bw tiene un orden de magnitud
menor que en el caso de los sistemas b o w; esto hace que la transmisión suba aproximada-
mente dos ordenes de magnitud más rápido para el bw que en el caso b o w [Ec. 1.23, pág.
21], hecho que se muestra claramente en la figura 2.10.

Un hecho importante de la distribución de polos de los sistemas bw [fig. 2.11a], b y w
[fig. 2.11b] es que el estado ligado o antiligado cercano al umbral de cada sistema satisfa-
ce κbw ∼ κb + κw. Esto sugiere una técnica para encontrar sistemas que tengan un estado
ligado o antiligado cercano al umbral. Pero observamos que no se cumple para estado reso-
nantes (Re{k} 6= 0), ya que se satisface 0 > Im{κbw} > Im{κb}; esto implica que tenemos
un ĺımite, i.e., no podemos formar sistemas con un número muy grande de barreras y pozos
porque la contribución de las resonancias ya no será despreciable en la transmisión. Final-
mente, note que la distribución de polos del sistema completo no tiene una relación simple
con las distribuciones de los polos de cada sistema por separado, el aspecto más sobresa-
liente para este sistema (bw) es el estado antiligado lejano al origen [fig. 2.11a] ¡ya no lo tiene!.

Otro sistema que analizamos en esta sección es el bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2). La distribución
de polos se muestra en la figura 2.12, donde suponemos que éste es formado por la unión
bwb = b ∪ w ∪ b. Nuevamente las resonancias son más delgadas en el sistema completo bwb
[fig. 2.12a] que las de cada elemento que lo conforman b y w [fig. 2.12b]. Además, observa-
mos que el estado ligado cercano al umbral cumple κbwb ∼ κb + κw + κb; regla que nos da
el orden de magnitud, pero no determina si es un estado ligado o antiligado. Otro aspecto
importante que observamos en la figura 2.12b comparada con la figura 2.11b, es que, al
aumentar la anchura del pozo, las resonancias se hacen más densas y delgadas, i.e., el ancho
de las resonancias no sólo depende de las anchuras de las barreras; como intuitivamente se
argumento para construir el sistema bwb [Secc. 2.1].

Hemos visto que los sistemas bw(0.4, 0.4; 0.2,−0.2) y bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) son transpa-
rentes; ambos los podemos construir con la unión de dos o tres elementos de naturaleza
diferente b y w. Pero, también tenemos una posibilidad adicional, y es agregar una distancia
s entre los elementos, i.e., bsw(0.4, s, 0.4; 0.2,−0.2) que corresponde al conjunto de todos los
sistemas que tienen una barrera y un pozo. El bwb tiene más posibilidades de construcción,
pero una de ellas es bwswb(0.4, 0.4, s; 0.2,−0.2) que corresponde a todos los sistemas que
tienen dos barreras (barrera y pozo) bw y wb idénticas en anchuras. En ambos casos en el
ĺımite s→ 0 se tienen los sistemas transparentes bw y bwb respectivamente. Por otro lado
para el sistema bsw en el ĺımite s→∞ no es transparente, ya que los elementos del sistema
son casi independientes, y en el mismo ĺımite el sistema bwswb es transparente, porque cada
elemento que lo conforma es transparente. En la figura 2.13 se muestra la transmisión de un
subconjunto de sistemas bsw [fig. 2.13a] y bwswb [fig. 2.13b].

Note que el sistema bwswb presenta transparencia total como función de la separación s
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Figura 2.13: Transmisión para los sistemas bsw y bwswb con parámetros w0 = b0 = 0.4 nm,
v0 = 0.2 eV (a) bsw(b0, s, w0; v0,−v0) y (b) bwswb(b0, w0, s; v0,−v0).
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2.3 Construcción de sistemas transparentes.

entre los subsistemas bw y wb [fig. 2.13b], mientras que para el sistema bsw observamos
que prácticamente el único sistema transparente del conjunto es para s = 0. A parir de este
análisis debe ser claro que si calculamos la transmisión del sistema bswsb como función de
la separación s, encontraremos que el valor óptimo es s = 0. Otro sistema que se desprende
inmediatamente es bwsbw = 2bws, pero éste mostrará que tiene prácticamente el mismo
comportamiento del sistema bwswb [fig. 2.13b] ya que está formado por dos sistemas trans-
parentes.

El resultado del análisis anterior nos dice que podemos crear sistemas transparentes a
partir de uno o dos sistemas transparentes o cuasi–transparentes. Suponga que se tiene un
sistema cuasi–transparente denotado por Ξ, i.e., tiene resonancias anchas y un estado ligado
o antiligado cercano al umbral. Entonces a parir de éste podemos formar un nuevo sistema
como función de uno de sus parámetros λ16 aśı:

1. Dados λ1 y λ2 tales que, Ξ(λ1) tiene un estado ligado cercano al umbral y Ξ(λ2) tiene
un estado antiligado cercano al umbral, entonces Ξ(λ1) ∪ Ξ(λ2) tiene un estado ligado
o antiligado cercano al umbral, y

2. Ξ(λ1) ∪ Ξ(λ2) tiene resonancias anchas.

El problema de las resonancias del sistema es que no podemos generalizar su comportamiento,
por esta razón es necesario corroborar numéricamente que el sistema es transparente, ya sea
por medio de la matriz de transferencia o el formalismo de estados resonantes.

Un ejemplo simple de como construir un sistema transparente a parir de otro lo vimos
cuando formamos el bwb. Sin embargo, podemos formar otro sistema a partir del bwb y es el
bw1bsbw2b. Esto lo podemos hacer porque el bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) tiene un estado ligado,
por lo tanto, si variamos la profundidad del pozo para el segundo sistema, podemos hacer
que éste tenga un estado antiligado de tal forma que bw1bsbw2b debe tener un estado ligado
o antiligado cercano al umbral; ésta no es la única opción, de hecho podemos hacer una
variación a la altura de las barreras, ya sea simétrica o asimétrica para conseguir el mismo
efecto. En la figura 2.14 se muestra la transmisión para una colección de sistemas de la forma
b1w1b2s1b3w2b4 = 2b2n−1wnb2nsn variando diferentes parámetros al segundo sistema b3w2b4,
en este caso, tomamos como separación el valor s0 = 0.8 nm, ya que en la transmisión de un
sistema formado por dos sistemas transparentes casi no depende de la separación entre ellos
[fig. 2.13b]. Observemos que el sistema 2bwbs está en la frontera del conjunto de sistemas
2b2n−1wnb2nsn y es casi transparente, como ejemplo consideramos este sistema para mostrar
la distribución de polos; sabemos que para los demás sistemas debe ser cualitativamente el
mismo comportamiento. En la figura 2.15 se muestra la distribución de polos del sistema
2bwbs con los parámetros s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV . Note que en este caso

16En este caso nos referimos a λ como un parámetro del sistema, por ejemplo, anchura o altura de alguna
barrera contenida en el sistema Ξ. Pero se podŕıa considerar como un conjunto de parámetros.

53



2 Sistemas compuestos.

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 

 

u / v0

E
 / 

v 0

0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

TR
A

N
S

M
IS

IÓ
N

(a)

0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 

 

b / b0

E
 / 

v 0

0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

TR
A

N
S

M
IS

IÓ
N

(b)

0.5 1.0 1.5 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 

 

w / w0

E
 / 

v 0

0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

TR
A

N
S

M
IS

IÓ
N

(c)

Figura 2.14: Transmisión para los sistemas tipo bwbsbwb con parámetros v0 = 0.2 eV ,
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm (a) 2bwnbs(b0, w0, s0; v0, {−v0, u}) (b)
2b2n−1wb2ns({b0, b}, w0, s0; v0,−v0) y (c) 2bwnbs(b0, {w0, w}, s0; v0,−v0) .
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Figura 2.15: Distribución de polos del sistema 2bwbs(b0, w0, s0; v0,−v0) con parámetros
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV , con un estado ligado cercano al umbral
κ2bwb = 0.01098i.

la distribución de polos tiene una estructura cualitativamente diferente a la distribución de
polos del sistema bwb [fig. 2.12a] y no sólo cuantitativa.

Podemos observar que: las distribuciones de polos para los sistemas b, w, bw, bwb, y
2bwbs transparentes, mostrados en las figuras 2.7, 2.11, 2.12 y 2.15 respectivamente, es el
hecho de que todas las resonancias Re{κn} 6= 0 satisfacen

Re{κn±1 − κn} ≈
π

L
, (2.2)

donde L es la longitud del sistema. Esto permite con gran facilidad proponer un polo aproxi-
mado en la rutina de Newton–Raphson que es empleada para encontrar los polos de la función
de Green de onda saliente [Ap. C]. Además, este comportamiento de los polos corresponde
al comportamiento asintótico de los polos de cualquier sistema de alcance finito L [27], para
la región de enerǵıas grandes donde T (E) ≈ 1.

Por último veamos cuales son los parámetros máximos para el sistema 2bwbs; para esto
consideramos el conjunto de sistemas

2bwbs(b0, 2b0, 2b0; v0,−v0),

para el cual fijando la anchura b0 se puede hacer una variación de la altura y la profundi-
dad de los pozos simétricamente, o bien, fijando el valor de la altura v0 se puede estudiar
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Figura 2.16: Transmisión del conjunto de sistemas (a) 2bwbs(b0, w0, s0; v,−v) con
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y (b) 2bwbs(b, 2b, 2b; v0,−v0) con v0 = 0.2 eV .
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sistemáticamente el comportamiento de la transmisión como función de la anchura de las
barreras, note que la proporción del espacio s, los pozos w y barreras b es s = w = 2b0.

La gráfica de la transmisión del conjunto de sistemas con b0 = 0.4 se muestra en la fi-
gura 2.16a, ésta exhibe que el valor v = 0.2 eV es prácticamente el máximo que podemos
considerar para que el sistema sea transparente, i.e., los sistemas 2bwbs(0.4, 0.8, 0.8; v,−v)
con |v| < 0.2 eV son transparentes. Por otro lado, si fijamos la altura v0 = 0.2 eV y man-
tenemos la proporción s = w = 2b encontramos que la anchura máximo es b = 0.4 nm. La
transmisión del conjunto de sistemas se muestra en la figura 2.16b, y para anchuras mayores
se observa una estructura resonante.
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3 Sistemas multibarreras.

En el caṕıtulo 2 vimos que es posible construir un sistema transparente a partir de sistemas
que no son transparentes [fig. 2.10, pág. 48], o bien a partir de la combinación de sistemas
transparentes [fig. 2.16, pág. 56]; esto nos permitió encontrar los parámetros adecuados para
que un sistema tipo 2bwbs sea transparente [fig. 2.14, pág. 54].

En este caṕıtulo estudiaremos la posibilidad de construir sistemas más grandes, i.e., con-
sideraremos cadenas largas de sistemas transparentes o cuasi–transparentes de tal forma que
la composición forme un sistema transparente. En adelante nos referiremos al bloque funda-
mental (bb, por sus siglas en inglés “Building Block” ) como la configuración más simple
que describa cualitativamente al sistema. Por ejemplo el sistema 2bwbs es formado por dos
bb idénticos, donde el bb corresponde al sistema bwb.

Para fines de nuestro estudio catalogamos dos tipos de cadenas: cortas y largas. Llamamos
cadena corta a aquellas que se forman con menos de cien bb’s, mientras que denominamos
como cadenas largas a aquellas que son formadas por más de cien bb’s. Estas las estudia-
mos en la secciones 3.1 y 3.2, respectivamente. Además, veremos otro tipo de sistemas
multibarreras los cuales no son formados por un bb, sino más bien por una regla simple
vn = v(n), bn = b(n); corresponden a la descripción de un potencial continuo, i.e., aproxi-
mamos un potencial continuo por una sucesión de barreras y pozos [Secc. 3.3].

3.1. Cadenas cortas.

Iniciamos nuestro estudio con la posibilidad de construir sistemas transparentes formados
por algunos bb’s. Un ejemplo es el sistema 2bwbs estudiado en el caṕıtulo 2; esto nos llevaŕıa
a pensar que es posible construir sistemas con más de dos bb’s.

Lo primero que debemos considerar es el hecho de que al combinar algunos bb’s el es-
tado ligado o antiligado κs cercano al umbral se aleja del origen, dando como resultado un
estado κs ≈ Nκs, donde κs es el estado ligado o antiligado de la cadena y N el número
de bb’s que forman la cadena. Dicho esto, sabemos que se tienen que unir bb’s que ten-
gan un estado ligado y otro antiligado como primer aproximación. Aśı, si son κa el estado
antiligado del primer bb y κb el estado ligado del segundo bb; al unir N = N1 +N2 elemen-
tos de estos se tendrá que el orden de magnitud del estado ligado o antiligado del sistema
será |κs| ≈ |N1κa +N2κb|. En este caso indicamos el módulo ya que sabemos que estricta-

59



3 Sistemas multibarreras.

-1.50 -1.25 -1.00 -0.75 -0.50
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 

 

u / v0

E
 / 

v 0

0.50
0.55
0.60
0.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

TR
A

N
S

M
IS

IÓ
N

Figura 3.1: Transmisión de la cadena 10bwnbs(b0, w0, s0; v0, {un|u2n+1 = −v0 ∧ u2n = u}), con
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .

mente no es una suma simple, pero lo más importante es que se tendrá la suma de un número
positivo con uno negativo; provoca que el estado ligado o antiligado final se acerque al origen.

A partir del sistema bwb estudiado en el caṕıtulo 2 podemos construir la colección de
cadenas Nbwnbs(b0, w0, s0; v0, {un|u2n+1 = −v0 ∧ u2n = u}), con s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y
v0 = 0.2 eV . En este caso, dejamos libre el parámetro u. Aśı podemos estudiar la transmisión
de la colección de cadenas al optimizar el valor de la profundidad de los pozos pares en la
cadena. La transmisión de esta colección se muestra en la figura 3.1, para una cadena de 10
bb’s. Note que el conjunto de valores u2n satisfacen la condición de transparencia si u2n toma
un valor alrededor de −v0; esto muestra que para el caso particular u2n = −v0 el sistema es
transparente, i.e., la cadena simple 10bwb es transparente.

Otro ejemplo que tenemos de forma inmediata es considerar el mismo bb pero aho-
ra tomar 100 elementos. Si consideramos los mismos parámetros en la cadena de 100
bb’s, i.e., 100bwbs(b0, w0, s0; v0, {un|u2n+1 = −v0 ∧ u2n = u}) con s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm,
v0 = 0.2 eV podemos buscar el valor óptimo de u. La transmisión de este conjunto de siste-
mas se muestra en la figura 3.2, en la cual se observa que el valor u2n próximo al valor −v0

hace que el sistema sea transparente. Sin embargo, es menos robusto que la cadena de 10
bb [fig. 3.1].
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Figura 3.2: Transmisión de la cadena 100bwnbs(b0, w0, s0; v0, {un|u2n+1 = −v0 ∧ u2n = u}), con
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .

Estos dos ejemplos muestran que la transparencia en cadenas cortas es posible o, por lo
menos parcialmente;1 abre la posibilidad de considerar sistemas más grandes y complejos.

Un hecho importante que observamos en la figura 3.2 es que aparece una zona de opacidad
para componentes de enerǵıa mayores a la altura de la barrera E > v0; tal es el caso del sis-
tema 100bwnbs(0.4, 0.8, 0.8, 0.2, {u2n+1 = −0.2, u2n = −0.18}). La transmisión de este sistema
se muestra en la figura 3.3 comparado con el sistema 100bwbs(0.4, 0.8, 0.8; 0.2,−0.2). Note
que en ambos sistemas la transmisión presenta oscilaciones. Sin embargo, para el sistema
transparente no se observa dicha estructura cuando empleamos el criterio de la gráfica 3.2
o, en otras palabras en la definición de transparencia [Cap. 1].

Podemos intuir que este efecto es debido a una interferencia destructiva entre resonancias
lejanas, ya que al formar un sistema por varias barreras, sabemos que las resonancias se
agrupan, formando lo que se conoce como bandas de enerǵıa. Verificamos esto al calcular

1En este caso decimos que es parcialmente transparente porque lo es en la región de tunelaje, aunque a
enerǵıas grandes no lo es.
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Figura 3.3: Transmisión de la cadena 100bwnbs(b0, w0, s0; v0, {un|u2n+1 = −0.2 ∧ u2n = −0.18})
(ĺınea continua) en comparación con la cadena 100bwnbs(b0, w0, s0; v0,−v0), con
s0 = w0 = 2b0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .

la transmisión del conjunto de sistemas 100bwbs(0.4, 0.8, s; 0.2,−0.2) la cual se muestra en
la figura 3.4. Puesto que, al aumentar la separación s entre bb’s las resonancias se juntan
aumentando el efecto de la interferencia destructiva.

Otro aspecto que observamos en la figura 3.4 es que aparece una región opaca en la trans-
misión, y en la misma podemos observar que una extensión de la gráfica a enerǵıas más
grandes, mostrará una región opaca, aún para valores s ∼ b0. Además, también podemos
anticipar que dicho efecto debe presentarlo la cadena más corta 10bwbs [fig. 3.1] para valores
grandes de enerǵıa.

En la figura 3.5 mostramos la transmisión como función de la enerǵıa para los sistemas
100bwbs y 10bwbs. Note que ambos sistemas presentan un ḿınimo de transmisión alrededor
de siete veces la altura de las barreras v0 = 0.2 eV . Este efecto es desalentador en lo que
respecta a la transparencia. Sin embargo, es un resultado que va más allá de la intuición f́ısica
en el sentido que clásicamente una part́ıcula con una enerǵıa mayor a la altura de la barrera
tiene probabilidad uno de atravesar la barrera, mientras que para estos sistemas cuánticos
encontramos que las part́ıculas con enerǵıa menor a la altura del potencial tunelean con
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Figura 3.4: Transmisión como función de la enerǵıa y la separación entre bb de la cadena
100bwb(b0, w0, s; v0,−v0) con 2b0 = w0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .
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Figura 3.5: Transmisión como función de la enerǵıa de los sistemas 100bwbs(b0, w0, s0; v0,−v0)
(ĺınea continua) y 10bwbs(b0, w0, s0; v0,−v0) (ĺınea punteada) con
b0 = s0 = 0.4 nm, w0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .
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Figura 3.6: Transmisión como función de la enerǵıa y la separación entre bb de la cadena
10bwb(b0, w0, s; v0,−v0) con 2b0 = w0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .

probabilidad casi uno, y en contra parte tenemos que para algún rango de enerǵıa sienten
fuertemente la presencia del potencial. El efecto es más drástico en el sistema de 100 bb’s
para el cual las part́ıculas con enerǵıa dentro del rango E = 7v0 ± 0.5v0 son reflejadas en su
totalidad; ¡ven una pared impenetrable! de forma equivalente a una banda de enerǵıa prohi-
bida. Además, la figura 3.5 muestra que el centro de la banda se puede controlar variando la
separación (s) entre bb’s. Un cálculo de la transmisión equivalente a la figura 3.4 pero para
el sistema de 10 bb’s se muestra en la figura 3.6, en la cual observamos que la banda de
enerǵıa aparece a enerǵıas grandes cuando la separación entre bb’s es pequeña; mientras que
al aumentar ésta, la banda aparece a enerǵıas menores. Además, muestra que no es un única
la banda, sino más bien una colección de bandas, i.e., el sistema parcialmente transparente
presenta varias regiones de transparencia.

Exhibimos que el centro y ancho de la banda dependen de la separación entre bb’s [fig.
3.6]. Podemos considerar a estos sistemas transparentes, puesto que lo son en la región de
tunelaje, i.e., una part́ıcula con enerǵıa menor a 6v0 pasa con probabilidad casi uno.

Finalmente, se muestra la distribución de polos de los sistemas 10bwbs y 100bwbs en las
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Figura 3.7: Se muestra la distribución de polos correspondientes a los siste-
mas (a) 10bwb(b0, w0, s0; v0,−v0) y (b) 100bwb(b0, w0, s0; v0,−v0) con
2b0 = s0 = w0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .
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Figura 3.8: Transmisión del sistema 500bwb(b0, w0, s; v0,−v0) como función de la enerǵıa y la
separación entre bb, con 2b0 = w0 = 0.8 nm y v0 = 0.2 eV .

figuras 3.7a y 3.7b respectivamente. Note que la distribución de polos del sistema 100bwbs
[fig. 3.7b] presenta una banda2 correspondiente a la banda que presenta la transmisión para la
cual T (E) = 0, i.e., la fórmula (2.2) [pág. 55] no es válida para todos los polos. Sin embargo,
śı lo es para la cadena de polos. Además, desde un punto de vista de las distribuciones de polos
entendemos que la banda de enerǵıa que presenta la transmisión es debida a una interferencia
entre cadenas de polos y no a un par de polos en particular, i.e., se aislan las cadenas de
polos, efecto semejante a un polo o minibanda aislada.3

3.2. Cadenas largas.

Ahora consideramos el efecto de transparencia parcial en cadenas largas; estas como ya se
dijo anteriormente son aquellas que están formadas por más de cien bb’s. Como ya sabemos,
estos sistemas multibarrera deben presentar diferentes bandas de enerǵıa para los cuales la
transmisión es muy baja o nula; pero estamos interesados en verificar si bajo ciertos paráme-
tros del sistema se tiene transparencia en la región de tunelaje, i.e., para enerǵıas menores a
la altura de la barrera.

2En este sentido nos referimos a que la separación entre la parte real de las resonancias no es la misma por
lo menos para un par Re{κn+1 − κn} 6= π/L.

3Como ejemplos se pueden ver los sistemas bsb [fig. 1.6, pág. 14] y bsbsb [fig. 1.8, pág. 16].
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Figura 3.9: Se muestra una escala más fina en la transmisión de la figura 3.8.

Consideremos el bb bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2) para formar una cadena larga de 500 bb’s,
estudiamos la colección de sistemas como función de la separación entre bb’s. La transmisión
de este conjunto se muestra en la figura 3.8 como función de la enerǵıa y la separación s
entre bb’s.

Observamos nuevamente que se tiene transparencia en la región de tunelaje, y que apare-
cen las bandas de enerǵıa, semejantes a las figuras 3.4 y 3.6. Sin embargo, en la figura 3.8 se
aprecia la estructura oscilatoria de la transmisión semejante a la mostrada en la figura 3.5.
Esto nos motiva a hacer un zoom de la transmisión que se muestra en la figura 3.9, y en la
cual se observa la complejidad matemática de la transmisión, semejante a la de un fractal
(no es fractal).

Una gráfica interesante es considerar el sistema 500bwbs(0.4, 0.8, 0.8; v,−v), esto nos per-
mite ver si es posible encontrar un valor óptimo v para el cual el sistema sea transparente casi
para todo el rango de enerǵıa. En la figura 3.10 se muestra la transmisión de esta colección de
sistemas como función de la enerǵıa y el parámetro v. Note que, éste será transparente si se
considera un valor v ≈ 0, que es de poco interés. Sin embargo, al fijar la altura de las barreras
y pozos; por ejemplo v0 = 0.3 eV , la figura 3.10 muestra que el sistema es transparente en
la región de tunelaje.
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Figura 3.10: Transmisión de la colección de sistemas 500bwbs(0.4, 0.8, 0.8; v,−v) como función
de la enerǵıa y el parámetro v.

En conclusión podemos decir que las cadenas son parcialmente transparentes y que la
transparencia total se obtendrá al considerar valores pequeños en los parámetros, esto nos
llevaŕıa a pensar en un sistema puramente matemático, i.e., lejos de una realidad f́ısica en la
actualidad.4

Un hecho interesante de las cadenas largas es que, si son formadas por sistemas trans-
parentes se pueden encontrar el número y parámetros adecuados de bb’s para que se cum-
pla T (E) ≈ 1 si E < v0 excepto para una enerǵıa bien definida E0 donde T (E0) = 0. Re-
sultado que se obtiene para la cadena 500bwbs si aumentamos la separación entre bb’s
hasta valores s > 10b0 [fig. 3.8]. Este resultado invierte los papeles entre la transmisión y
reflexión cuando se buscan sistemas con resonancias aisladas. En otras palabras, el siste-
ma de Sollner bsb(5, 5; 0,23) [Secc. 1.2; pág. 11] tiene una resonancia aislada que satisface
T (E) ≈ 0 si E < v0 excepto para un valor E0 donde se cumple T (E0) = 1; ahora el sistema
500bwbs(0,4, 0,8, s; 0,2,−0,2) con s > 10b0 satisface que R(E) ≈ 0 si E < v0 excepto para
un valor E0 donde R(E0) = 1. Podŕıamos llamar a estos valores como antirresonancias.

4Para los padres de la mecánica cuántica considerar una perturbación cuadrada era únicamente en sentido
académico. En la actualidad podemos imaginar sistemas f́ısicos reales donde el potencial es modelado por
barreras o pozos; tal es el caso de sistemas cuánticos artificiales como las heteroestructuras.
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3.3. Potenciales continuos (aproximación).

Otro tipo de sistemas de interés son aquellos que no se forman a partir de uno o más bb’s;
estos tienen la desventaja de ser más complejos en su descripción. Por ejemplo, supongamos
que tenemos el potencial

v(x) = Ax2 cos(Bx)e−Cx
2

,
−L
2

< x <
L

2
, (3.1)

y cero en otro lugar. Claramente, no es trivial encontrar la matriz de transferencia de este
sistema. Sin embargo, se puede aproximar por una colección de barreras y/o pozos delgados;
como el mostrado en la figura 3.11.

L L

Figura 3.11: Potencial v(x) = Ax2 cos(Bx)e−Cx
2

modelado mediante una partición gruesa de
barreras y pozos y representada por el sistema (2n+ 1)bm(b0; {vm|vm = v(xm)})
donde b0 = L/(2n+ 1) y xm = mL/(2n+ 1) con m = 0,±1, . . . ,±n.

La aproximación mediante un conjunto de barreras y pozos del potencial exacto se puede
hacer de diferente forma: (a) considerar una partición gruesa semejante a la mostrada en
la figura 3.11, que corresponde a olvidar la estructura fina del potencial y (b) hacer una
partición fina en la región de interacción. Nosotros hacemos los dos cálculos, y para este fin
supondremos que v(−BL/2) = v(BL/2) = 0; por lo tanto se tiene que

B =
(2n+ 1)π

L
,

donde 2n+ 1 es el número total de perturbaciones cuadradas en el sistema. Aśı, para una
partición gruesa se tiene que los ceros del potencial son x = 0 y x = xm donde

x±m = ±(2m+ 1)L

4n+ 2
, m = 0, 1, . . . , n.

Esto nos permite calcular las anchuras de las barreras y pozos

b0 = w0 = |x±(m+1) − x±m| =
L

2n+ 1
,
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Figura 3.12: (a) Transmisión como función de la enerǵıa y altura máxima v0 = máx{|vn|} de una
aproximación gruesa al potencial Ec. (3.1) con B = π/4, C = 0.03 y L = 2.8 nm.
El sistema es representado por 7bn(0.4; {vn|vn = v0v(xn)/vmax}). (b) Se muestra el
perfil del potencial exacto (ĺınea continua) y se compara con el perfil del potencial
usando la partición gruesa (ĺınea punteada).
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(b)

Figura 3.13: (a) Transmisión como función de la enerǵıa y altura máxima v0 = máx{|vn|} de
una aproximación fina al potencial (3.1) con B = π/4, C = 0.03 y L = 2.8 nm,
el sistema es aproximado por 30bn(L/30; {vn|vn = v0v(xn)/vmax}) donde xm es el
centro de cada barrera o pozo. (b) Se muestra el perfil del potencial exacto (ĺınea
continua) y se compara con el perfil del potencial asociado a la partición fina (ĺınea
punteada).
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3.3 Potenciales continuos (aproximación).

la altura o profundidad de los pozos la tomaremos como el valor del potencial en la parte
central de la barrera, i.e.,

xr = xr +
b0

2
=

rL

2n+ 1
, r = 0,±1,±2, . . . ,±N,

donde 2N + 1 es el número total de particiones que se hacen al potencial. Aśı, la parti-
ción más pequeña (partición gruesa) que se le puede hacer al potencial, es descrita por
(2n+ 1)bm(b0; {vm|vm = v(xm)}), i.e., N = n. Sin embargo, aumentar el número de particio-
nes no está limitado a números impares 2n+ 1, por lo que, se puede generalizar y escribir una
partición fina del potencial como N bm(L/N ; {vm|vm = v(xm)}), donde N es el número total
de particiones. Note que, en este caso no es conveniente considerar la unión de sistemas bw
puesto que la escritura del potencial es más complicada y no se obtiene mayor información
del sistema.

Como primer ejemplo, supongamos que n = 3, i.e., consideramos un sistema de siete per-
turbaciones cuadradas usando una aproximación gruesa al potencial (3.1); tomamos como
longitud del sistema L = 2.8 nm. Aśı la anchura de cada barrera cuadrada es b0 = 0.4 nm;
igual que en los casos considerados anteriormente. Para analizar correctamente el compor-
tamiento del sistema como función de la altura de las barreras, renormalizamos el potencial
mediante vmax = máx{|v(xn)|}, aśı el sistema 7bn(0.4; {vn = v0v(xn)/vmax}) representa una
colección de sistemas de la misma longitud y con máximo v0. La transmisión como función
de la enerǵıa y v0 se muestra en la figura 3.12, en la cual se observa que existe transparencia
para valores v0 dentro del rango V0 = ±0.2 eV aproximadamente.

La transmisión como función de la enerǵıa y v0 para una aproximación de (3.1) con una
partición fina de 30 barreras se muestra en la figura 3.13, y se observa que el rango de valores
para el cual se cumple la transparencia aumenta hasta un valor casi de ±0.5 eV ; es de esperar
por continuidad que si hacemos que la partición tienda a infinito,i.e., bn → 0, la propiedad de
transparencia a lo menos se mantendrá en el mismo rango de enerǵıas. Por lo tanto, encontra-
mos para este ejemplo que, la continuidad del potencial favorece el efecto de la transparencia.

Ahora consideremos el mismo tipo de potencial (3.1) pero con n = 10, i.e., usamos una
aproximación gruesa de 21 barreras. Nuevamente si fijamos las anchuras de las barreras
b0 = 0.4 nm; la longitud del sistema es L = 8.4 nm. La transmisión como función de la
enerǵıa y v0 se muestra en la figura 3.14a para la aproximación gruesa y en la figura 3.14b
para una aproximación fina de 100 barreras. Nuevamente se encuentra que la aproximación
fina al potencial es más transparente que la aproximación gruesa. Además, este sistema que
es más grande también tiene un rango de enerǵıas mayor para el cual se da la transparencia,
comparado con el sistema 7bn [figs. 3.12 y 3.13]. Sin embargo, es posible apreciar en la figura
3.14 que se obtiene una región de opacidad; en este caso para valores de enerǵıa E ∼ 5 eV
si consideramos v0 ∼ 1 eV .
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3 Sistemas multibarreras.

Este hecho abre la posibilidad de considerar varios sistemas, tales como cadenas de poten-
ciales Pöschl–Teller [31]. En particular este resultado muestra que pequeñas variaciones en un
perfil del potencial cuadrado no afecta la transparencia del sistema, sino más bien aumenta
el rango de valores para el cual el sistema es transparente.
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Figura 3.14: Transmisión como función de la enerǵıa y altura máxima v0 = máx{|vn|} del poten-
cial (3.1) usando: (a) una partición gruesa 21bn(0.4; {vn|vn = v0v(xn)/vmax}) y (b)
una partición fina 100bn(L/100; {vn|vn = v0v(xn)/vmax}), donde xm es el centro
de cada barrera o pozo y L = 8.4 nm.
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4 El efecto de la masa.

En los caṕıtulos anteriores se han considerado diferentes sistemas que tienen la propiedad
de transparencia. En los ejemplos que se han dado, se tomó como caso particular la masa
efectiva del electrón en una heteroestructura de arseniuro de galio [m∗ = 0.067 me] a lo
largo de todo el sistema. Está fue considerada porque inicialmente nos motivó una posible
realización experimental basada en la construcción de un sistema multibarrera a partir de
una heteroestructura de GaAs dopada con AlAs; compuesto que se conoce por el nombre
arseniuro de galio–aluminio y denotado por AlηGa1−ηAs [3], donde η es la concentración de
aluminio.

En este caṕıtulo estudiamos otro aspecto importante en la transmisión, que es el efecto
de la masa. Esto es porque sabemos que los sistemas transparente estudiados anteriormente
son robustos frente a pequeñas variaciones de los parámetros del potencial.1 Sin embargo, un
parámetro del sistema completo es la masa de la part́ıcula; por lo que tratamos de averiguar
qué pasa cuando la masa de la part́ıcula cambia2 ¿la transparencia se conserva?. Tenemos
dos situaciones diferentes: (a) La aproximación de masa constante a lo largo de todo el
espacio [Secc. 4.1]; esta se ha considerado en los caṕıtulos anteriores. Sin embargo, sólo
consideramos el caso particular m∗ = 0.067 me que corresponde a una heteroestructura de
GaAs; en esta sección se hace un estudio de la transmisión como función de la masa para
diferentes sistemas, en este caso el sistema cambia al cambiar la masa de la part́ıcula y
(b) masa variable [Secc. 4.2]. Sabemos que el electrón se comporta como una part́ıcula de
masa m∗ (en general m∗ 6= me donde me es la masa del electrón) en una heteroestructura
de un compuesto qúımico en particular, i.e., la masa depende del compuesto qúımico. Por
ejemplo, si se construye un sistema multibarrera con AlηGa1−ηAl, las barreras y pozos son
formados en la heteroestructura al variar la concentración η, i.e., estrictamente cambiamos el
compuesto qúımico, lo que muestra que la masa depende de la concentración η [m = m(η)].
Esto hace que la masa dependa de la posición expĺıcitamente. Por lo tanto, un electrón en
dicho sistema tendrá una masa diferente si se encuentra en una barrera o en un pozo. Por
esta razón consideramos el problema de masa variable.

1Anchuras, alturas, profundidades y separación entre bb’s; vea por ejemplo la transmisión como función de
la enerǵıa y un parámetro del potencial para los sistemas bwb [fig. 2.2, pág. 35], 2bwbs [fig. 2.16, pág.
56], 10bwbs [fig. 3.1, pág. 60] o para la aproximación de un potencial continuo [fig. 3.13, pág. 70].

2Es sabido que en una heteroestructura la masa efectiva del electrón cambia como función de la concen-
tración del material con el que se está dopando. Por ejemplo, la masa efectiva del electrón en GaAs es
de m∗ = 0.067 me, mientras que para AlAs es de m∗ = 0.15 me [1].
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Figura 4.1: Transmisión del sistema Sollner como función de la enerǵıa y la masa efectiva del
electrón.

4.1. Masa constante.

Un primer problema que deseamos analizar es el efecto que produce la masa de la part́ıcula
en la transmisión. Podemos llegar a una conclusión rápidamente si consideramos la ecuación
de eigenvalores

− ∂2

∂x2
ψ(x) +

2m

~2
V (x)ψ(x) = k2ψ(x), (4.1)

donde la enerǵıa es E = ~2k2/2m y V (x) es el potencial. Note que el potencial está modu-
lado por la masa; aśı intuitivamente podemos decir que una part́ıcula con masa muy pequeña
(en comparación con la masa del electrón) no siente el efecto del potencial. Nos preguntamos
lo siguiente: ¿dado un sistema con potencial V (x) arbitrario de alcance finito, para qué va-
lores de la masa m el sistema es transparente? o bien, ¿siempre existe un valor m 6= 0 para
el cuál el sistema es transparente?.

Un primer ejemplo es considerar el sistema Sollner bsb(5, 5; 0.23); analizamos sistemática-
mente este sistema variando el valor de la masa; suponemos que se trata de un electrón que
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Figura 4.2: Transmisión del sistema 2bwbs(0.4, 0.8, 0.8; 0.2,−0.2) como función de la enerǵıa y la
masa efectiva del electrón.

tiene una masa efectiva m∗. Esto nos permite considerar únicamente el factor adimensional
m∗/me;

3 la transmisión del sistema Sollner como función de la enerǵıa y la masa efectiva del
electrón se muestra en la figura 4.1; en escala log10(m∗/me). Observamos que para valores
log10(m∗/me) < −5 el sistema es transparente. Esto pone de manifiesto que la masa de la
part́ıcula es muy importante para el efecto de transparencia, y podemos decir que la respuesta
a la pregunta es afirmativa, i.e., dado un sistema arbitrario, siempre existe un valor de m∗

para el cual el sistema es transparente.

Otro ejemplo es considerar un sistema transparente con masa m∗ = 0.067 me; como caso
particular consideremos el sistema 2bwbs(0.4, 0.8, 0.8; 0.2,−0.2); la gráfica de la transmisión
como función de la enerǵıa y la masa de la part́ıcula se muestra en la figura 4.2 en escala
logaŕıtmica. Se observa que el sistema 2bwbs es robusto frente a variaciones de la masa y da
la propiedad de transparencia para valores de la masa m∗/me < 0.083; éste corresponde a
un valor aproximadamente del 24 % sobre el valor m∗/me = 0.067 considerado en caṕıtulos
anteriores. Además, note que si se considera la masa del electrón [log10(m∗/me) = 0 en la
figura 4.2] para el sistema 2bwb éste es opaco, i.e., presenta una estructura resonante.

Los ejemplos mostrados en las figuras 4.1 y 4.2 muestran que la masa de la part́ıcula es im-

3En forma equivalente; medimos la masa de la part́ıcula en unidades de la masa del electrón.
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Figura 4.3: Transmisión de dos sistemas bwb equivalentes: (a) bwb(0.4, 0.8; 0.2, u) con
m∗ = 0.067 me (v0 = 0.2) y (b) bwb(0.4, 0.8; 0.0134, u) con m∗ = me (v0 = 0.0134).
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Figura 4.4: Se muestra la distribución de polos de los sistemas equivalentes bwb(0.4, 0.8; v0,−v0)
con v0 = 0.2 eV y m∗ = 0.067 me (ćırculos huecos), v0 = 0.0134 eV y m∗ = me

(ćırculos sólidos). Ambos sistemas tiene el mismo estado ligado kb = 5.56948× 10−3i.

portante para el efecto de transparencia. Además, el resultado sugiere que podemos encontrar
sistemas equivalentes; puesto que para fines prácticos la masa modula la altura del potencial
Ec. (4.1), i.e., si consideramos la colección de sistemas bwb(0.4, 0.8; 0.2, u) con masa efectiva
m∗ = 0.067 me, éste debe ser equivalente a la colección de sistemas bwb(0.4, 0.8; 0.0134, u)
con masa efectiva igual a la masa del electrón m∗ = me.

Se compara la transmisión de los sistemas equivalentes en la figura 4.3, correspondientes
a los sistemas bwb(0.4, 0.8; 0.2, u) con masa efectiva m∗ = 0.067 me [fig. 4.3a] y para el
sistema bwb(0.4, 0.8; 0.0134, u) con masa efectiva m∗ = me [fig. 4.3b]. Note que las gráficas
son idénticas, pero no hay que perder de vista que las escalas son diferentes por la definición
de v0 para cada sistema [Ec. 2.1a; pág. 44], i.e., la transmisión es igual como función de E/v0.

Otro aspecto importante es la distribución de polos; podemos anticipar a partir de (4.1) que
la distribución de polos debe ser la misma para el par de sistemas equivalentes mostrados en la
figura 4.3; tomamos como caso particular dos sistemas bwb(0.4, 0.8; v0,−v0) con v0 = 0.2 eV
y masa efectiva m∗ = 0.067me y para el segundo sistema v0 = 0.0134 eV con masa efectiva
m∗ = me. La distribución de polos se muestra en la figura 4.4, donde verificamos que las
distribuciones de polos son idénticas. En otras palabras, hemos exhibido que un sistema con
potencial V (x) de alcance finito L y masa de la part́ıcula m1, es equivalente a un sistema con
potencial U(x) y masa de la part́ıcula m2 si se satisface U(x) = m1V (x)/m2; resultado que
se puede verificar en (4.1). Un hecho importante es que al considerar la masa de la part́ıcula
mayor, la altura de las barreras disminuye, lo cual es desafortunado si deseamos plantear un
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Figura 4.5: Se muestra la distribución de polos del sistema Sollner con masa efectiva m = 10−5me

y con un estado antiligado ka = −3.0237984× 10−4i.

posible experimento donde se use la masa del electrón; esto nos limita a sistemas donde el
electrón tenga una masa efectiva menor.

Retomando el sistema Sollner, observamos que si la part́ıcula tiene una masa efectiva
m = 10−5 me el sistema es transparente [fig. 4.1]. La pregunta es ¿dicho sistema tiene las
mismas propiedades anaĺıticas que un sistema transparente?, i.e., un estado ligado o antili-
gado cercano al origen y resonancias anchas. La distribución de polos del sistema Sollner con
masa efectiva m∗ = 10−5 me se muestra en la figura 4.5, y se observan las mismas propie-
dades anaĺıticas de un sistema transparente.

Hemos exhibido con estos ejemplos que si disminuimos la masa de la part́ıcula se aumenta
la probabilidad de transmisión, y que cualquier sistema se puede hacer transparente si se
considera un valor apropiado de la masa.

4.2. Masa variable.

En la sección anterior se mostró que disminuir la masa de la part́ıcula aumenta la probabi-
lidad de transmisión, y que hacer esto es equivalente a disminuir la altura del potencial. En
esta sección vamos a considerar el problema desde un punto de vista más general, puesto que
si bien es válida la aproximación de masa efectiva constante en toda la región de interacción
[Secc. 4.1], para un semiconductor dopado la masa no es constante, i.e., si se forma una he-
teroestructura semiconductora de AlηGa1−ηAs la masa efectiva depende de la concentración
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4.2 Masa variable.

η. Aśı, la masa es m∗ = 0.067 me para GaAs (η = 0) y m∗ = 0.15 me para AlAs (η = 1),
y la formación de una barrera o pozo se hace al variar la concentración 0 < η < 1. Por lo
tanto, el problema general es un sistema de masa variable, como función de la posición. En
este caso, la ecuación de eigenvalores se escribe como [1]

[
− ~2

2me

∂

∂x

(
1

m(x)

∂

∂x

)
+ V (x)

]
ψ(x) = Eψ(x). (4.2)

Ecuación que conserva la naturaleza hermitiana del problema, y donde escribimos la masa
efectiva m∗ = m(x)me, con m(x) una cantidad adimensional.

La condición de continuidad de la función de onda permanece invariante mientras que, la
condición de la derivada presenta un cambio debido a la dependencia de la masa, i.e., si x0

es un punto de discontinuidad en la masa tenemos que

ψ(x−0 ) = ψ(x+
0 ),

1

m(x−0 )
ψ′(x−0 ) =

1

m(x+
0 )
ψ′(x+

0 ). (4.3)

Ahora, el cálculo de la matriz de transferencia se ve modificada por la discontinuidad en la
derivada. Sin embargo, es fácil verificar que el análisis es idéntico al caso de masa constante
[Ap. A]; únicamente hay que introducir la información de la masa en la definición Ec. (A.2),
esto lo conseguimos si observamos que el segundo renglón de (A.2) corresponde a la condición
de continuidad en la derivada, i.e., escribimos

Fk(x) =

 eikx e−ikx

ik

m
eikx

−ik
m

e−ikx

 , (4.4)

la cual tiene como inversa,

F−1
k (x) =

m

2ik


ik

m
e−ikx e−ikx

ik

m
eikx −eikx

 . (4.5)

Finalmente, la matriz de transferencia de una barrera cuadrada se escribe como

Ta→b = F−1
k (b)Fβ(b)F−1

β (a)Fk(a), (4.6)
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4 El efecto de la masa.

msms
mb

a b

Figura 4.6: Sistema barrera simple para el cálculo de la matriz de transferencia de una perturba-
ción cuadrada arbitraria con masas efectivas m∗ = msme en x < a, m∗ = mbme en
a < x < b y m∗ = msme para x > b.

donde E = ~2k2/2m0 y ~2β2/2m1 = E − V , m0 y m1 corresponden a la masa efectiva de
la part́ıcula con potencial cero y V 6= 0 respectivamente; para un sistema multibarrera se
tiene que Ta→b = Tan→bn × · · · × Ta1→b1 , donde se identifica a = a1 y b = bn. Consideremos
el caso de una perturbación cuadrada como el mostrado en la figura 4.6, donde se considera
que la masa en el potencial es diferente a la masa fuera del alcance del potencial; denotamos
por ks y kb los respectivos números de onda de la part́ıcula en las tres regiones. Aśı la matriz
de transferencia está dada por

Ta→b = F−1
ks

(b)Fkb
(b)F−1

kb
(a)Fks(a), (4.7)

la cual en forma expĺıcita tiene los elementos de matriz

t11 =
1

2

[
2 cos kbL+ i

(
mbks
mskb

+
mskb
mbks

)
sin kbL

]
e−iksL,

t12 =
i

2

(
mskb
mbks

− mbks
mskb

)
sin kbLe

−iks(b+a), (4.8)

t21 = t∗12, t22 = t∗11,

donde L = b− a es el anchura de la perturbación.

Un primer ejemplo es considerar el sistema Sollner suponiendo que la masa de la part́ıcula
en las barreras es diferente de la masa efectiva fuera de ellas. Suponemos que la masa efectiva
del electrón en las barreras es m∗b = 0.15 me que corresponde al AlAs y fuera de ellas es
m∗s = 0.067 me que corresponde al GaAs; la razón de considerar un cambio grande en la
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Figura 4.7: Transmisión del sistema Sollner bsb(5, 5; 0.23) con masa efectiva del electrón
m∗s = 0.067 me fuera de las barreras y m∗b = 0.15 me en las barreras (ĺınea corta-
da), se compara con la transmisión suponiendo que la masa efectiva m∗ = 0.067 me

es igual en todo el espacio (ĺınea continua).

masa es para amplificar el efecto que ésta tiene en un sistema conocido.4

En la figura 4.7, se muestra la transmisión del sistema Sollner como función de la enerǵıa,
ésta se compara en la misma figura con la transmisión del mismo potencial suponiendo que
la masa es constante. Observamos que hay un cambio considerable en la transmisión, lo
cual era de esperar puesto que se ha considerado una variación grande en la masa efectiva
del electrón. Sin embargo, el punto importante es que la estructura resonante se conserva,
y que el efecto de variar la masa en las barreras hace más delgadas las resonancias.5 Este
hecho, implicará que un sistema pierda la transparencia si la masa efectiva sufre una variación
grande en las barreras y/o pozos. Sin embargo, variaciones grandes de la masa corresponden
a variaciones grandes en alturas y/o profundidades de barreras y/o pozos. Dado que estamos
considerando variaciones pequeñas en el potencial v0 / 0.2 eV podemos considerar que la
masa efectiva del electrón tiene una pequeña variación.

Un ejemplo es considerar el sistema bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.15) con masa efectiva de la
part́ıcula m∗s = 0.08 me, m

∗
b = 0.093 me y m∗w = 0.067 me; la gráfica de la transmisión

4Tanto la masa efectiva de la part́ıcula y altura de las barreras dependen de la concentración η; este ejemplo
supone un cambio en la masa pero no en la altura del potencial.

5Nosotros consideramos una variación grande en la masa para que se amplificará la diferencia en ambos sis-
temas pero, si consideramos variaciones del orden del 20 % de la masa no se verá un cambio considerable;
esta es la razón por la cual la aproximación de masa constante es válida [Secc. 4.1].
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Figura 4.8: Transmisión del sistema bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.15) con masa efectiva m∗ = 0.08 me

constante en todo el espacio (ĺınea continua); se compara con el mismo sistema supo-
niendo que las masa efectiva es variable con valores m∗s = 0.08 me,m

∗
b = 0.093 me y

m∗w = 0.067 me (ĺınea punteada).
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Figura 4.9: Transmisión del sistema bwb(0.4, 0.8; 0.1,−0.1) con masa efectiva m∗ = 0.108 me

constante en todo el espacio (ĺınea continua), en comparación del mismo sistema supo-
niendo que las masas efectivas son m∗s = 0.108 me,m

∗
b = 0.15 me y m∗w = 0.067 me

(ĺınea punteada).
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4.2 Masa variable.

como función de la enerǵıa de este sistema se muestra en la figura 4.8, y se compara con la
transmisión del mismo sistema con una masa efectiva constante en toda la región del espa-
cio m∗ = 0.08 me. En ambos casos se encuentra que los sistemas satisfacen la propiedad de
transparencia pero, estrictamente hablando, es más transparente el sistema con masa efectiva
constante.

Otro ejemplo es considerar un sistema semejante bwb(0.4, 0.8; 0.1,−0.1) con las masas efec-
tivas m∗s = 0.108 me, m

∗
b = 0.15 me y m∗w = 0.067 me; la transmisión de éste se muestra

en la figura 4.9. En este ejemplo es más notorio que, al considerar una variación más grande
en la masa el efecto de transparencia tiende a perderse. Sin embargo, aún para esta variación
aproximadamente del 38 % alrededor de m∗s se seguirá satisfaciendo la condición de transpa-
rencia; puesto que, T (E) > 0.95, i.e., el sistema tiene una alta probabilidad de transmitir.
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5 Tiempo de permanencia.

En los caṕıtulos anteriores se ha mostrado que existe una gran variedad de sistemas
que satisfacen la condición de transparencia (T ≈ 1), algunos ejemplos de estos son: sis-
temas de una part́ıcula con masa efectiva m∗ = 0.067 me que interactúa con los potenciales
bw(0,4, 0,4; 0,2,−0,2), bwb(0,4, 0,8; 0,2,−0,2) y wbw(0,4, 0,8;−0,2, 0,2). También se mostró que,
cadenas formadas por estos potenciales [Cap. 3] en general forman sistemas semitransparen-
tes, esto es, sólo son transparentes por bandas de enerǵıa; resultado que es más evidente en
cadenas largas [fig. 3.8, pág. 66].

En este caṕıtulo estudiamos el tiempo de permanencia que sufre una part́ıcula al interac-
tuar con algún potencial; en particular nos referimos a potenciales transparentes. Para dicho
propósito se usará la relación que se encontró anteriormente para el tiempo de permanencia
[Secc. 1.6; pág. 28], la cual en unidades del tiempo libre τ0 = L/J0, se escribe como

τd
τ0

≡ T +
1

L

[
T
∂θ

∂k
+R

∂φ

∂k
+R1/2 sinφ

k

]
, (5.1)

donde t = T 1/2eiθ y r = R1/2eiφ. Recordemos que en términos de los elementos de la matriz
de transferencia [Ap. A], las amplitudes de transmisión y reflexión toman los valores

t =
1

t22

, r = −t21

t22

. (5.2)

Esto nos permite encontrar fácilmente las derivadas de las fases, dando como resultado

∂θ

∂k
= − Im

{
t
∂t22

∂k

}
,

∂φ

∂k
= Im

{
1

t21

∂t21

∂k
− t

∂t22

∂k

}
. (5.3)

Sustituimos estas relaciones en (5.1) para encontrar en términos de los elementos de la matriz
de transferencia, la relación

τd
τ0

= T +
1

L
Im

[
R

t22

∂t21

∂k
− t

∂t22

∂k
+

r

k

]
. (5.4)
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5 Tiempo de permanencia.
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Figura 5.1: Tiempo de permanencia asociado a una part́ıcula de masa efectiva m∗ = 0.067 me al
interactuar con el potencial doble barrera 2bs(5, 5; 0.23).

Esta relación permite encontrar rápidamente el valor de la integral definida para el tiempo
de permanencia [Secc. 1.6] usando el formalismo de matriz de transferencia [Ap. A].

Es claro a partir de la definición [Ec. 1.53] y la situación f́ısica que, cuando E →∞ la
part́ıcula no se entera de la existencia del potencial, esto es, no sólo la transmisión tiende a
la unidad en dicho ĺımite, sino que la función de onda en el interior tiende asintóticamente a
ψ(x;E) ∼ eikx, por lo que, en dicho ĺımite se tiene

ĺım
E→∞

τd
τ0

→ 1, (5.5)

mientras que en el otro ĺımite E → 0, la función de onda en el interior tiende a cero, por lo
tanto

ĺım
E→0

τd
τ0

→ 0. (5.6)

Como referencia a nuestros resultados, consideramos el sistema de Sollner dado por el po-
tencial bsb(5, 5; 0.23), la transmisión de éste como función de la enerǵıa se vio anteriormente
y se muestra en la figura [fig. 1.6, pág. 14]; es el caso particular donde la profundidad del
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5.1 Tiempo de permanencia en sistemas compuestos.

pozo es cero. Observamos que este sistema tiene una resonancia aislada para un valor de
enerǵıa E ≈ 0.08 eV aproximadamente.

El tiempo de permanencia como función de la enerǵıa de este sistema se muestra en
la figura 5.1, exhibiendo claramente que: en los ĺımites E →∞ y E → 0 se satisfacen las
igualdades (5.5) y (5.6) respectivamente. Además, se observa que para enerǵıas alrededor
de la enerǵıa de la primer resonancia E ≈ 0.08 eV se tiene que τd ≈ 55τ0, i.e., si bien un
haz monocromático con enerǵıa igual a la enerǵıa de resonancia tiene transmisión unidad, la
part́ıcula queda atrapada en el potencial un tiempo mucho mayor que el tiempo que le llevaŕıa
recorrer la distancia L (anchura del potencial) libremente. El segundo pico que se observa en
la gráfica 5.1 corresponde a la segunda enerǵıa de resonancia E ≈ 0.258 eV por arriba de la
altura del potencial v0 = 0.23 eV . Note que, el comportamiento del tiempo de permanencia
como función de la enerǵıa trata de mimetizar la transmisión del sistema; compare la figura
5.1 del tiempo de permanencia con el de la transmisión [fig. 1.3, pág. 12], aunque la escala
no permite ver el efecto de la estructura resonante para enerǵıas mayores a la altura del
potencial.

5.1. Tiempo de permanencia en sistemas compuestos.

Analizamos el tiempo de permanencia en sistemas compuestos. Estos sistemas se es-
tudiaron en el caṕıtulo 2, y nos referimos a estos como combinaciones simples de ba-
rreras y pozos, tales como los potenciales descritos por bw, bwb, wbw y combinaciones
simples de estos (2bwbs, bwbswbw). En la figura 5.2 se muestra el tiempo de perma-
nencia que sufre una part́ıcula de masa m∗ = 0.067 me al interactuar con los sistemas
bw(0.4, 0.4; v0,−v0), bwb(0.4, 0.8; v0,−v0) y 2bwbs(0.4, 0.8, 0.8; v0,−v0). Consideramos dos va-
lores de v0, que son: v0 = 0.2 eV figura 5.2a y v0 = 0.12 eV figura 5.2b. Es notable que
en estos tres sistemas el tiempo de permanencia es del orden del tiempo libre τd ≈ τ0, a
diferencia del tiempo de permanencia que sufre la misma part́ıcula al interactuar con el siste-
ma Sollner [fig. 5.1]; principalmente para valores de enerǵıa alrededor de la resonancia aislada.

Otro aspecto interesante que podemos ver en la figura 5.2 es que, el tiempo de permanencia
τd de la part́ıcula en el potencial 2bwbs, es más cercano al tiempo libre τ0, y para el siste-
ma más simple (bw) el tiempo de permanencia es estrictamente menor que el tiempo libre;
esto sugiere que no sólo la posición del polo ligado (o antiligado) asociado a la transmisión
juegue un papel importante en el tiempo de permanencia, sino que también es importante la
estructura del mismo, i.e., del número de barreras y pozos que forman al potencial. En otras
palabras, observamos que potenciales con mas estructura son más invisibles.

Claramente, este resultado muestra que los sistemas simples que satisfacen la condición
de transparencia son invisibles, puesto que una part́ıcula no sufre un adelanto o retraso
significativo al pasar a través del potencial.
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Figura 5.2: Tiempo de permanencia de una part́ıcula con masa efectiva m∗ = 0.067 me que inter-
actúa con los potenciales bw(0.4, 0.4; v0,−v0) (ĺınea continua) bwb(0.4, 0.8; v0,−v0)
(ĺınea cortada) y 2bwbs(0.4, 0.8, 0.8; v0,−v0) (ĺınea punteada), para el valor (a)
v0 = 0.2 eV y (b) v0 = 0.12 eV . Para guiar el ojo se indica la ĺınea τd = τ0.
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5.2 Tiempo de permanencia en cadenas.

5.2. Tiempo de permanencia en cadenas.

Como podemos anticipar a partir de la figura 5.2, el tiempo de permanencia τd de los
potenciales con menor altura y profundidad se aproxima mejor al tiempo de evolución libre
τ0 en comparación con el caso ĺımite (v0 = 0.2 eV para algunos potenciales), esto es, an-
teriormente se mostró que para barreras y pozos del orden de b = 0.4 nm y w = 0.8 nm,
la relación entre alturas y profundidades es u0 ≈ −v0, donde v0 = 0.2 es la altura máxima
de las barreras; se mostró para el potencial 2bwbs [fig. 2.16, pág. 56]. Esto siguiere estudiar
cadenas formadas por el bloque fundamental (building block) (bb) bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2), ya
que, al acercar las alturas de las barreras y profundidades de los pozos al umbral se mejorará la
invisibilidad del sistema. Resultado que se puede apreciar en la figura 5.2.

Analicemos dos casos particulares para los cuales se ha calculado la transmisión anterior-
mente, estos son: una cadena corta formada por 10 bb y una cadena larga formada por
100 bb [fig. 3.5, pág. 63]. Como sugiere el comportamiento de su transmisión [fig. 3.5], es
evidente que esperamos cambios en el tiempo de permanencia alrededor de siete veces la
altura de la barrera, debido a que ambos sistemas presentan un banda de enerǵıa prohibida
en la transmisión (T (E) < 0.5).

En la figura 5.3 se muestra el tiempo de permanencia de una part́ıcula de masa efectiva
m∗ = 0.067 me que interactúa con una cadena formada por el bb invisible con 10 bb [fig.
5.3a], y una cadena de 100 bb [fig. 5.3b]. Como se hab́ıa anticipado part́ıculas con enerǵıa
alrededor de siete veces la altura de la barrera (v0 = 0.2) sufren un tiempo de permanencia
mayor o menor que el tiempo libre (τ0). Sin embargo, para la cadena de 10 bb el tiempo de
permanencia es del orden del tiempo libre τd ≈ (1± 0.2)τ1, esto es, podemos concluir que:
una part́ıcula con enerǵıa E ∼ 7v0 que atraviese la cadena no tendrá un cambio significa-
tivo en su fase, de tal forma que, sólo se detectará una disminución en amplitud debida al
comportamiento de la transmisión [fig. 3.5], pero no sufrirá un retraso o avance. Por otro
lado, para una cadena más grande (100 bb) se tendrá que part́ıculas con enerǵıas E ∼ 7v0

sufrirán un tiempo de retraso o avance significativo, permitiendo distinguir entre una señal
que viaja libremente con una que es transmitida por la cadena, no sólo por la disminución
de su amplitud, sino por el cambio de fase que sufre el paquete. Además en ambos casos, se
tiene que part́ıculas con enerǵıa del orden de la altura de la barrera (E ∼ v0), el tiempo de
permanencia en el sistema es muy aproximado al tiempo libre (τd ≈ τ0), excepto a enerǵıas
muy cercanas al umbral. Esto es, las cadenas son invisibles por bandas.

Por último, es conveniente mencionar que los resultados que se han encontrado en estos
caṕıtulos son únicamente para el caso monocromático, i.e., todos los resultados provienen de
las soluciones estacionarias de la ecuación de Schrödinger y por lo tanto, no es aplicable a
paquetes de onda en el continuo.
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Figura 5.3: Tiempo de permanencia de una part́ıcula con masa efectiva m∗ = 0.067 me que inter-
actúa con una cadena formada por el bb bwb(0.4, 0.8; 0.2,−0.2), la separación entre
bb es de s = 0.8 nm para (a) una cadena de 10 bb y (b) una cadena de 100 bb.
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6 Antecedentes II.

En los caṕıtulos anteriores se estudió la posibilidad de construir sistemas invisibles. Re-
cordemos que un sistema es invisible si satisface: (i) ser transparente y (ii) el tiempo de
permanencia es del orden del tiempo libre. Sin embargo, el estudio que se realizó sólo es apli-
cable al caso monocromático, i.e., únicamente se ha estudiado la ecuación de Schrödinger
independiente del tiempo.

En el caṕıtulo 5 se mostró que part́ıculas que interactúan con sistemas transparentes su-
fren un tiempo de permanencia del orden del tiempo libre [fig. 5.2, pág. 88]; esto muestra
que dichos sistemas son invisibles para el caso monocromático. Sin embargo, se encuentran
pequeñas variaciones en el tiempo de permanencia entre part́ıculas con enerǵıa E y E + ∆E,
es evidente que, si construimos un paquete de onda, éste estará formado por contribuciones
monocromáticas en un rango de enerǵıa (o momento), por lo tanto, el análisis anterior no nos
permite contestar las preguntas: (a) ¿qué pasa si un paquete de onda atraviesa a un sistema
invisible? y (b) ¿se podrá distinguir mediante un experimento de interferencia, un paquete
de onda que pasa a través de un sistema invisible de uno idéntico que se propague libremente?.

El problema que estudiamos en esta segunda parte de nuestro trabajo es: encontrar la
solución de la ecuación de Schrödinger para una part́ıcula que se encuentre con estado inicial
ψ0(x), la cual interactúa con un potencial v(x) de alcance finito, i.e., v(x) = 0 para x < 0
y x > L donde L es el alcance del potencial. La solución a este problema en general es no
trivial y se ha encontrado en algunos casos la solución para x > L (región de transmisión);
ver por ejemplo las referencias 11, 10, 37 y 40, donde se hace una simplificación a la expresión
anaĺıtica de la amplitud de transmisión. En esta dirección se tienen esencialmente dos ĺımi-
tes: el primero es suponer que el ancho efectivo en la distribución de momentos del paquete
inicial coincide o es menor al ancho de la primer resonancia; esta simplificación nos permite
encontrar también la solución en la región interna [11] [Ap. B]. El otro ĺımite es considerar
que la transmisión está dominada por un estado antiligado; en este caso es posible resolver
la evolución de un paquete de onda tipo Gaussiano. Es factible pensar que el método que
se emplea para el cálculo de la solución es el mismo para otros tipos de paquetes. En este
trabajo consideramos únicamente el paquete Gaussiano.

Partimos del formalismo de estados resonantes expuesto en el caṕıtulo 1 [Secc. 1.1; pág.
4]. Éste nos permite dar en forma anaĺıtica una expresión cerrada de la función de Green de
onda saliente, y a su vez, dar una expresión cerrada de la amplitud de transmisión [Ec. 1.12;
pág. 7]. Como un primer ejemplo se discute la solución al problema de obturador cuántico
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6 Antecedentes II.

no libre propuesto y resuelto por Garćıa–Calderón [11] [Secc. 6.1]; se muestra el desarrollo
alternativo usando transformada de Laplace para este mismo problema en el apéndice B.
Finalmente damos la solución de un paquete Gaussiano que interactúa con un sistema para
el cual su transmisión es dominada por un estado antiligado [37] [Secc. 6.2];1 en esta sección
se muestra con más detalle el desarrollo de la solución, ya que usamos el mismo método para
encontrar la solución como un desarrollo en resonancias [Cap. 7].

6.1. Obturador cuántico.

Brevemente recordemos que el problema del obturador propuesto y resuelto por Moshinsky
hacia el año de 1952 en un trabajo que tiene por t́ıtulo difracción en el tiempo [9],2 es un
ejemplo t́ıpico de la solución a la ecuación de Schrödinger y consiste en modelar el obturador
como un absorbedor o reflector ideal en el punto x = 0. Se supone que éste es removido al
instante t = 0 con condición inicial

ψ0(x) =

{
eik0x x < 0
0 x > 0

, (6.1)

i.e., onda plana para x < 0 y cero para x > 0. En el trabajo de Moshinsky se considera la
propagación libre de electrones. Sin embargo, podemos suponer que se tiene el obturador
con las mismas condiciones, pero agregando un potencial de alcance finito L, en este caso
suponemos v(x < 0) = 0; este modelo es conocido en la literatura como obturador cuántico
que inicialmente fue propuesto y resuelto para onda plana por Garćıa–Calderón [11].

El ejemplo consiste en considerar las mismas condiciones iniciales dadas por Moshinsky
aplicadas al caso de un potencial que se encuentra al otro lado del obturador x > 0. La
solución a este problema se obtiene de forma exacta usando transformada de Laplace [11]
[Ap. B], aqúı únicamente damos la solución

ψ(x, t) = t(k)M(x, t; k) + i
∑
n

rne
−iκnL

κn − k
M(x, t, κn), x > L, (6.2)

donde t(k) es la transmisión del problema, M(x, t; k) es conocida como la función M [Ap.
D] y E = ~2k2/2m es la enerǵıa del paquete incidente. Cabe mencionar que esta solución es
exacta, i.e., no se han hecho simplificaciones a la amplitud de transmisión. En esta sección
no exponemos en detalle como se llega a dicha solución, porque más adelante mostraremos
una forma alternativa para llegar a ella, usando directamente el propagador.

1Es inmediato darse cuenta que la solución encontrada por Villavicencio et al., [37] es válida para sistemas
donde la transmisión es dominada por un estado ligado.

2La difracción temporal para part́ıculas materiales fue medida por Szriftgiser, et al., en 1996 [44].
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6.2 Paquete Gaussiano truncado (aproximación).

Antes de concluir esta sección vamos a enfatizar un hecho de la solución que tal vez puede
pasar por alto un lector poco familiarizado con el problema del obturador [9]. La solución
(6.2) se puede escribir como

ψ(x, t) = t(k)ψf (x, t) + ψc(x, t), (6.3)

donde ψf (x, t) es la propagación libre del paquete de onda encontrado por Moshinsky y
ψc(x, t) es una corrección a la propagación libre, debida al efecto del potencial. Note que la
propagación libre es modulada por la amplitud de transmisión correspondiente a la enerǵıa
del paquete; este factor le da información del sistema al paquete transmitido modificando
su amplitud y fase en la región de transmisión x > L, que para fines prácticos se puede
renormalizar. Sin embargo, se sabe que un paquete de onda sufre un retraso o adelanto al
interactuar con un sistema y éste es debido al término ψc(x, t); estrictamente se debe al
término de interferencia entre el término de la propagación libre y el de corrección [12]. En
otras palabras, si el término de interferencia entre t(k)ψf (x, t) y ψc(x, t) es despreciable, el
paquete transmitido sufrirá una disminución en su probabilidad pero no un retraso o adelanto
apreciable.

6.2. Paquete Gaussiano truncado (aproximación).

Un problema de interés que se ha resuelto recientemente es el problema de un paquete
de onda Gaussiano empleando el modelo de obturador cuántico. Recuerde que este modelo
consiste en tener como estado inicial un estado cortado, i.e., suponemos que el estado inicial
satisface ψ0(x > 0) = 0, por lo que para nuestro estado inicial tipo Gaussiano en realidad
se tiene un estado Gaussiano truncado [Ap. E]. Este problema se puede resolver de forma
anaĺıtica si suponemos que la transmisión está dominada por un estado ligado o antiligado
[37],3 en dicho caso tenemos que la transmisión es

t(k) = ik
r1

κ1(k − κ1)
e−ikL =

k

k − κ1

e−ikL, (6.4)

donde se aproxima ir1 = κ1; es una buena aproximación si el estado ligado o antiligado son
muy cercanos al origen [15], y de hecho es exacta cuando se trata del potencial delta L = 0
con κ1 6= 0. La solución en la región de transmisión x > L está dada por [10, 45]

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk t(k)φ0(k)eikx−i~k
2t/2m, x > L, (6.5)

3En nuestro trabajo se ha mostrado que para sistemas transparentes la transmisión es dominada por un
estado ligado o antiligado cercano al origen, por esta razón es muy importante esta solución, ya que da
una buena descripción de la evolución de un paquete de onda Gaussiano. Sin embargo, siempre existe la
duda ¿qué pasa con la contribución de los demás polos? ¿realmente son despreciables?

95



6 Antecedentes II.

donde t(k) es la amplitud de transmisión del problema Ec. (6.4) y φ0(k) es la transformada
de Fourier del estado inicial ψ0(x). Para el paquete de onda Gaussiano truncado se tiene que
la transformada de Fourier está dada por [Ap. E]

φ0(k) =
1√
2π

(2πσ2)1/4 ω(iz)√
ω(iz0)

, z =
x0

2σ
− i(k − k0)σ, (6.6)

donde z0 = x0/
√

2σ, E0 = ~2k2
0/2m es la enerǵıa del paquete inicial, x0 el centro del pa-

quete, σ el ancho efectivo del paquete y donde ω(z) = e−z
2

erfc(−iz); es conocida en la
literatura como función de Faddeyeva [30, 46, 47] [Ap. F]. Ahora sustituimos la Ec. (6.4) en
(6.5), tomando en cuenta la identidad k/(k − κ1) = 1 + κ1/(k − κ1), escribimos

ψ(x, t) = ψf (x− L, t) +
κ1(2πσ2)1/4√

ω(iz0)

1

2π

∫ ∞
−∞

dk
ω(iz)

k − κ1

eik(x−L)−i~k2t/2m, (6.7)

donde ψf (x, t) es la evolución libre del paquete Gaussiano truncado y el término integral es
la corrección a dicha evolución. Aśı, podemos calcular cada término de forma independiente.

6.2.1. Evolución libre.

La evolución libre de un paquete Gaussiano truncado se puede calcular de forma exacta
v́ıa el propagador. Para esto, es necesario conocer el propagador libre; el cual está dado por

K(x, t, y, 0) =

∫ ∞
−∞

dk

2π
eik(x−y)−i~k2t/2m. (6.8)

Completamos cuadrados en el exponente y bajo un cambio de variable adecuado es posible
llegar fácilmente a

K(x, t, y, 0) =

√
m

2πi~t
eim(x−y)2/2~t. (6.9)

Una observación es que, en la literatura se acostumbra eliminar el factor de fase (
√
−i) que

aparece en el propagador. Sin embargo, recordemos que la solución que buscamos no co-
rresponde a evolución libre de un paquete, i.e., no podemos eliminar este factor de fase si
deseamos llegar al resultado correcto.

Finalmente, si denotamos por A la constante de normalización del paquete Gaussiano
truncado, encontramos que la propagación libre del estado cgwp está dada por
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6.2 Paquete Gaussiano truncado (aproximación).

ψf (x, t) = A

√
m

2πi~t

∫ 0

−∞
dyeim(x−y)2/2~te−(y−x0)2/4σ2

eik0y =

= A
1√
π
eimx

2/2~te−x
2
0/4σ

2 ez
2
f

(1 + it/τ)1/2

∫ ∞
zf

dye−y
2

=

= Aeimx
2/2~te−x

2
0/4σ

2 ez
2
f

(1 + it/τ)1/2

1

2
erfc(zf ) =

=
1

2

(
2

π

)1/4
1√
σ

eimx
2/2~t

(1 + it/τ)1/2

ω(izf )√
ω(iz0)

, (6.10)

donde sustituimos al final la constante de normalización A =
√

2(2π)−1/4ex
2
0/4σ

2
/
√
σω(iz0)

[Ap. E], τ = 2mσ2/~ y

zf = e−iπ/4
(
τ

t

)1/2
x/2σ + it(ik0σ + x0/2σ)/τ

(1 + it/τ)1/2
. (6.11)

6.2.2. Corrección.

Anteriormente se calculó la propagación libre que corresponde al primer término de (6.7).
En esta sección calculamos una aproximación al término de corrección; segundo término en
(6.7). Suponemos que el máximo del paquete está al lado izquierdo del potencial (x0 < 0),
que corresponde a tener el máximo de probabilidad al dado izquierdo del potencial y no un
comportamiento puramente asintótico que corresponderá a las colas del paquete Gaussiano,
si suponemos que x0 > 0.

Si x0 < 0 usamos la relación de simetŕıa de la función de Faddeyeva [30, 46, 47], para
escribir

ω(iz) = 2ez
2 − ω(−iz), (6.12)

dado que siempre se satisface Im{iz} < 0 cuando x0 < 0 [Ec. 6.6], i.e., la función ω(iz)
siempre tendrá el comportamiento exponencial, mientras que ω(−iz) tiene un comporta-
miento no exponencial para valores grandes de |z|. La integral con el término exponencial se
puede calcular de forma anaĺıtica y dejamos el término no exponencial a un cálculo numérico.
Es conveniente mencionar que, la contribución no exponencial de la función de Faddeyeva es
despreciable si |x0/2σ| � 1, condición que corresponde a una situación f́ısica de interés, i.e.,
un pulso que está totalmente contenido en la región de reflexión (x < 0) y que se aproxima
hacia la región de interacción (k0 > 0).
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6 Antecedentes II.

Para fines del cálculo de la integral definimos el integrando

I(x, t) =

∫ ∞
−∞

dkez
2+ikx−i~k2t/2m, (6.13)

sustituimos el valor de z [Ec. 6.6] y completamos cuadrados en el exponente para encontrar

I(x, t) = ex
2
0/4σ

2

eik0x−i~k
2
0t/2m

∫ ∞
−∞

eikx
′−i~k2t′/2m

k − κ′1
=

= −2πiex
2
0/4σ

2

eik0x−i~k
2
0t/2mM(x′, t′;κ′1), (6.14a)

identificando la función M(x, t; k) con el término integral [Ap. D] y donde se define

x′ = x− x0 −
~k0

m
t, t′ = t− iτ, κ′1 = κ1 − k0, (6.14b)

Finalmente, al sustituir la constante de normalización se llega a la solución aproximada

ψ(x, t) = ψf (x− L, t) + κ1ψ
ec
1 (x− L, t;κ1) + κ1ψ

nc
1 (x− L, t;κ1), (6.15)

ψec1 (x, t, k0) = −2i(2π)1/4

√
σ

ω(iz0)
ex

2
0/4σ

2

eik0x−i~k
2
0t/2mM(x′, t′;κ′1),

ψnc1 (x, t, k0) = −(2πσ2)1/4√
ω(iz0)

1

2π

∫ ∞
−∞

dk
ω(−iz)

k − κ1

eikx−i~k
2t/2m,

donde se denota por ψec1 (x, t; k0) y ψnc1 (x, t; k0) las contribuciones exponencial y no exponen-
cial al termino integral de la ecuación (6.7) debidas al término exponencial y no exponencial
de la función de Faddeyeva [Ec. 6.12]. Nuevamente observe que esta solución es la combina-
ción de la propagación libre y un término de corrección.

Los ejemplos vistos aqúı los consideramos de mayor interés para nuestro trabajo. Sin em-
bargo, cabe mencionar que existen diversos trabajos donde se han hecho diferentes aproxima-
ciones para encontrar la solución a este tipo de problemas, ya sea que se aborden de forma
anaĺıtica o numérica [39, 41, 48–50].
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7 Solución exacta para la evolución de
un paquete Gaussiano.

Encontrar la evolución de un paquete de onda arbitrario es un problema abierto; esto
es debido a que no se tienen relaciones generales que permitan simplificar los cálculos para
encontrar la solución anaĺıtica.

Un primer intento para resolver el problema de evolución, es emplear el modelo del obtu-
rador cuántico para potenciales de alcance finito [11, 10, 37, 51, 52]; éste permite modelar
a part́ıculas que inciden (por ejemplo, de izquierda a derecha) sobre una región finita de
potencial. Recordemos que para potenciales de alcance finito, la amplitud de transmisión
tiene desarrollo en resonancias [Secc. 1.1.1; pág. 8]. Sin embargo, la convergencia de los
desarrollos [Ec. 1.19; pág. 9] es muy lenta, este hecho a desalentado el empleo de estados
iniciales arbitrarios, ya que, en general, un ejemplo de esta naturaleza necesita la contribución
de muchos términos en el desarrollo.

El primer objetivo de este caṕıtulo es abordar el problema de la convergencia del desarrollo
de la amplitud de transmisión, esto nos lleva a una nueva representación en resonancias que
tiene una convergencia rápida [Secc. 7.1]. Se muestran un par de ejemplos para el cálculo
de la transmisión y se compara: el cálculo exacto de la transmisión usando matriz de trans-
ferencia [Ap. A] y el desarrollo en resonancias.

Esta nueva expresión para la amplitud de transmisión nos motiva a buscar relaciones gene-
rales para encontrar la solución anaĺıtica de la evolución de un paquete de onda en la región de
transmisión, usando el modelo de obturador cuántico [11]. Se muestra que para un potencial
de alcance finito, es posible encontrar la solución anaĺıtica como un desarrollo en resonancias
[Secc. 7.2]. Además, la evolución del paquete en la región de transmisión es una combinación
lineal de la evolución libre del paquete y un término de corrección; esto generaliza el resultado
de Garćıa–Calderón [11] a paquetes de onda arbitrarios. Se muestran dos casos conocidos que
son: el problema del obturador libre resuelto por Moshinsky [9] y el problema del obturador
no libre (o aproximación al obturador cuántico) propuesto y resuelto por Garćıa–Calderón [11].

Se encuentra la solución anaĺıtica exacta en las regiones interna y de transmisión para la
evolución de un paquete de onda Gaussiano truncado (cgwp) 1 [Secc. 7.3] en el modelo de

1Por sus siglas en inglés cutoff Gaussian wave packet
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

obturador cuántico; problema que fue abordado por Villavicencio et al., [37], ilustrando como
casos particulares la solución para el potencial delta y una barrera delgada, donde la trans-
misión es dominada por un estado antiligado. Se verifica fácilmente que nuestro resultado en
la aproximación de una resonancia aislada coincide funcionalmente con el resultado de Wulf
y Skalozub [48], y que en el ĺımite al estado inicial onda plana coincide con el resultado de
Garćıa–Calderón [11].

Finalmente, se calcula la evolución de un cgwp que es transmitido a través de un sistema
t́ıpico de Sollner [3] (barrera doble). Este ejemplo muestra que la densidad de probabilidad del
paquete transmitido reproduce a tiempos y distancias grandes la transmisión del sistema. En
otras palabras, encontramos que el paquete transmitido hereda las propiedades anaĺıticas del
sistema [Secc. 7.3.2], resultado visto anteriormente para onda plana [51] y en la aproximación
de una resonancia aislada para el estado Gaussiano [49].

7.1. Amplitud de transmisión.

El primer problema al que nos enfrentamos al calcular la transmisión fuera de resonancia,
empleando el desarrollo anaĺıtico que provee de forma natural la función de Green para un
potencial de alcance finito [Ec.1.19; pág. 9], es que tiene una convergencia lenta (puede
necesitar la contribución de millones de polos); esto puede desalentar a cualquiera que desee
hacer un cálculo preciso. Ya que por otro lado se tiene el formalismo de la matriz de trans-
ferencia [Ap. A] y hacer una consideración de tantos polos seŕıa un método tan complejo
como encontrar una solución puramente numérica2. En esta sección vamos a ver una forma
alternativa del desarrollo de la amplitud de transmisión. Recordemos que éste está dado por
la función de Green de onda saliente y que por lo tanto tienen los mismos polos; por lo que
una nueva representación debe tener las mismas propiedades. Recordemos las expresiones de
la amplitud de transmisión encontradas en el caṕıtulo 1, éstas son:

t(k) = 2ikG+(0, L; k)e−ikL, (7.1a)

t(k) = ik
∑
n

rn
κn(k − κn)

e−ikL, (7.1b)

t(k) = i
∑
n

rn
k − κn

e−ikL, (7.1c)

donde rn = un(0)un(L); recuerde que la suma se hace sobre todos los polos de la función de
Green de onda saliente, en nuestro estudio (potenciales reales) los polos del tercer cuadrante

2Es rápido y muy preciso el cálculo de la transmisión usando la Matriz de Transferencia. Sin embargo,
resolver numéricamente la integral [Ec. 6.5; pág. 95] es rápida si el paquete tiene una distribución muy
delgada en el espacio de momentos k, de lo contrario no.
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7.1 Amplitud de transmisión.

del plano complejo k se etiquetan con ı́ndices negativos y con ı́ndices positivos a los del cuar-
to cuadrante, de tal forma que satisfacen κ−n = −κ∗n, nunca usamos el ı́ndice n = 0 para
designar a un polo. La convergencia lenta de las expresiones (7.1b y 7.1c) es debida a que
un(L) ∼ eiκnL cuando |n| � 1. Dado que Im{κn} < 0, en general se tendrá que este factor
tiende a crecer exponencialmente; recordemos que debe tener un factor de normalización, por
lo que en realidad no crece con tal rapidez y cuando n→∞ tenemos que rn → 0. El pro-
blema es que para hacer despreciable al coeficiente rn en las series [Ecs. 7.1b, 7.1c], se tiene
que considerar un valor n� 1; puede ser del orden de miles o millones, esto dependerá del
sistema. Esta es la razón por la cual las series (7.1b y 7.1c) tienen una convergencia lenta.

Para resolver el problema de convergencia, definimos la función

γ(k) =
t(k)

ik
, (7.2)

la cual hereda todas las propiedades anaĺıticas de la amplitud de transmisión, pero tiene un
comportamiento asintótico diferente cuando k →∞, que es γ(k)→ 0. La pregunta es: ¿éste
ĺımite es válido para |k| → ∞?, i.e., extenderlo al plano complejo. Si observamos la expresión
(7.1a) es evidente que el ĺımite es válido para valores Im{k} ≤ 0 lo que deja como caso
interesante a Im{k} > 0. Para analizar esto, consideremos el siguiente ejemplo: suponga
que se tiene una barrera cuadrada3 de altura v. La amplitud de transmisión es

t(k) = 2
[
2 cos(

√
k2 − UL)− i

(
k√

k2 − U
+
√
k2 − U
k

)
sin(

√
k2 − UL)

]−1

e−ikL, (7.3)

donde U = 2mv/~2. Aśı, si calculamos el ĺımite |k| → ∞ con k complejo en la expresión de
la amplitud de transmisión [Ec. 7.3], encontramos que

ĺım
|k|→∞

t(k) → 1, (7.4)

para todo valor |k| → ∞ en el plano complejo, por lo tanto se tiene inmediatamente que
ĺım|k|→∞ γ(k)→ 0. Esto nos permite hacer una expansión en resonancias de la función γ(k)
en el plano complejo k y además note que k = 0 no es un polo de γ(k). Este mismo resultado
se puede mostrar para un sistema un poco más complicado que es el doble delta, pero nos
quedamos únicamente con este ejemplo.

Lo anterior sugiere suponer que el ĺımite γ(k)→ 0 se cumple para todos los potenciales
de alcance finito. Aśı, usamos el teorema de Cauchy para escribir

3Tomamos una barrera cuadrada porque estamos interesados en valores de k grandes y para fines prácticos,
sabemos que las componentes grandes de enerǵıa de un estado no sienten la estructura del potencial,
i.e., sentirán el efecto del potencial como una barrera efectiva.
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

Figura 7.1: Trayectoria de integración Γ en el plano complejo z para el cálculo de γ(k).

γ(k) =
1

2πi

∮
Γ

dz
γ(z)

z − k
, (7.5)

donde la trayectoria Γ rodea al polo k y excluye a los polos complejos de γ(z). La importancia
del teorema es que podemos elegir arbitrariamente la trayectoria. Una posible trayectoria de
integración se muestra en la figura 7.1, la cual se extiende a todo el plano complejo k y
donde Γ es el contorno que rodea al plano complejo, menos la contribución de cada polo de
la función de Green. El calculo exacto de la integral nos lleva a una nueva representación de
la amplitud de transmisión que es

t(k) = ik
∑
n

rne
−iκnL

κn(k − κn)
. (7.6)

Esta representación elimina el problema de considerar miles o millones de polos, por la
razón que se mencionó anteriormente.4 Sin embargo, no hay que descartar los otros desa-
rrollos, puesto que tienen virtudes que éste no. Para enfatizar esto, mencionamos que se ha
probado que los desarrollos (7.1b y 7.1c) son una muy buena aproximación de la amplitud
de transmisión alrededor de enerǵıas de resonancia aisladas o minibandas aisladas;5 usando

4Anteriormente se mencionó que el residuo tiene un comportamiento rn ∼ eiκnL para valores grandes de n
y éste tiende a cero por el factor de normalización. Sin embargo, en este comportamiento es eliminado
desde el primer residuo en (7.6), por lo que rne

−iκnL → 0 más rápidamente.
5La transmisión alrededor de una resonancia aislada tiene una forma lorentziana y las minibandas aisladas

son formadas por un conjunto de resonancias que pueden traslaparse entre si, pero no con el resto de las
resonancias.
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7.1 Amplitud de transmisión.

únicamente la contribución de las resonancias involucradas en la estructura resonante en
cuestión [4], pero, describir la transmisión para estos casos con el desarrollo (7.6) nos llevaŕıa
a considerar varias resonancias; tal vez decenas o centenas. En este trabajo, no estamos in-
teresados en describir la transmisión alrededor de resonancias aisladas o minibandas, sino más
bien en describir la transmisión para un rango grande de enerǵıa, i.e., necesitamos considerar
la contribución de varias resonancias, y por lo tanto, si el sistema tiene resonancias aisladas,
éstas quedan perfectamente descritas.

7.1.1. Ejemplos.

Antes de abordar el problema de evolución, consideremos un par de ejemplos para verificar
que la expresión (7.6) reproduce la transmisión del sistema, comparamos éste con el cálculo
que predice el formalismo de matriz de transferencia [Ap. A]. En nuestros ejemplos usamos
la masa efectiva m∗ = 0.067 me para el electrón.

Un primer ejemplo es el sistema Sollner [fig. 1.2, pág. 11], el cual consiste en un sistema
doble barrera denotado por bsb(5, 5; 0.23) [Secc. 2.2; pág. 41]. Se compara el desarrollo en
resonancias con el cálculo exacto de la transmisión para este sistema en la figura 7.2, y obser-
vamos que ésta muestra un perfecto traslape entre las curvas; el cálculo exacto (con matriz
de transferencia) y el desarrollo en resonancias aproximado con la contribución de 600 polos.6

Observamos que la primer resonancia del sistema es aislada, por lo que es conveniente hacer
una ampliación de la transmisión alrededor de la enerǵıa de resonancia y se muestra que la
ecuación (7.6) se ajusta perfectamente a la descripción.

El error máximo entre las curvas es para un valor de enerǵıa E = 5v0, éste lo definimos
mediante

∆TN(E) ≡ T exacta(E)− T aproxN (E), (7.7)

donde T exacta(E) es la transmisión calculada con matriz de transferencia y T aproxN (E) es la
transmisión aproximada con la contribución de N dada por la expresión

tN(k) = ik
N∑

n=−N

rne
−iκnL

κn(k − κn)
; T aproxN (E) = | tN(k)|2. (7.8)

Una estimación léıda de la gráfica [fig. 7.2] muestra que el error es ∆T600 = 7.22× 10−3,
lo que muestra que el cálculo con 600 polos es una muy buena aproximación.

Otro ejemplo que consideramos por simplicidad es un sistema de doble barrera tipo Soll-
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Figura 7.2: Transmisión como función de la enerǵıa del sistema Sollner bsb(5, 5; 0.23) con
v0 = 0.23 (ĺınea continua) y una aproximación de 600 polos usando la expresión (7.8)
(ĺınea punteada). Se muestra una ampliación de la gráfica alrededor de la primer re-
sonancia aislada.
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Figura 7.3: Transmisión como función de la enerǵıa de un sistema de doble barrera (aproximación
al doble delta) bsb(0.1, 0.1; 10) con v0 = 10 (ĺınea continua) y una aproximación de
350 polos usando la expresión (7.8) (ĺınea punteada). Se muestra una ampliación de
la transmisión para valores de enerǵıa hasta la altura de las barreras.
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Figura 7.4: Comparación de las distribuciones de polos para el sistema de Sollner bsb(5, 5; 0,23)
(ćırculos huecos) y el bsb(0.1, 5; 10) (estrellas sólidas). En la misma se muestra una
ampliación de la gráfica para los primeros polos.

ner. Sólo que en esta ocasión suponemos que el ancho de las barreras es muy pequeño y la
altura grande; esto corresponde a una aproximación al sistema doble delta. Para este ejem-
plo tomamos v = 10 eV (altura de las barreras), b = 0.1 nm (ancho de las barreras) y con
la finalidad de que existan varias resonancias hasta la altura de las barreras, consideramos
una separación entre barreras de w = 5 nm, este sistema se denota por bsb(0.1, 5; 10). Aśı el
sistema tendrá una estructura resonante más complicada que el sistema Sollner bsb(5, 5; 0,23).

En la figura 7.3 se muestra la transmisión del sistema bsb(0.1, 5; 10) como función de
la enerǵıa, hasta cinco veces la altura del las barreras. Comparamos el cálculo exacto con
una aproximación de 350 polos, en la misma se muestra una ampliación de la transmi-
sión para enerǵıas hasta la altura de las barreras. El error máximo para este ejemplo es de
∆T350 = 5.31× 10−3, que es un error estrictamente menor al calculado para el sistema Soll-
ner con 600 polos; pero del mismo orden. Note que el sistema bsb(0.1, 5; 10) no tiene ninguna
resonancia aislada, a diferencia del sistema Sollner.

Estos ejemplos muestran que la expresión (7.6) converge rápidamente, y además apren-
demos que no siempre se emplea la misma cantidad de polos para diferentes sistemas. Este
comentario aunque parece obvio va en dirección al siguiente hecho: note que la estructura

6En la aproximación, nos referimos sólo al número de polos en el cuarto cuadrante N = 600, puesto que
los del tercer (etiquetados con ı́ndices negativos) se relacionan con estos v́ıa κ−n = −κ∗n, por lo que, se
debe entender que la suma contiene 2N términos, N del tercer cuadrante y N del cuarto.
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

resonante del sistema Sollner es más simple [fig. 7.2] y la estructura del sistema tipo doble
delta es más complicada [fig. 7.3]; por sentido común pensaŕıamos que se necesitan menos
polos para el cálculo de la transmisión del sistema Sollner, pero encontramos un error del
mismo orden considerando menos polos en el sistema tipo doble delta. Además, los sistemas
son cualitativamente iguales.

La explicación de esto es a partir de la distribución de polos de cada sistema. En la figura
7.4 se muestran las distribuciones de polos para el sistema Sollner bsb(5, 5; 0,23) y el sistema
tipo doble delta bsb(0.1, 5; 10). Note que los polos del sistema Sollner son más cercanos al eje
real, y además son más densos; esto se aprecia mejor en la ampliación de la gráfica de los
primeros polos, y en el hecho de que en el intervalo mostrado en la figura 7.4 tenemos 570
polos para el sistema Sollner y 198 para el sistema tipo doble delta. Esto explica porqué el
desarrollo de la transmisión del sistema Sollner necesita la contribución de más polos, ya
que su distribución de polos es más cercana al eje real y más densa; en comparación con la
distribución de polos del sistema tipo doble delta bsb(0.1, 5; 10).

7.2. Evolución Temporal.

Antes de calcular la evolución de un paquete de onda determinado, recordemos brevemente
cual es el problema que se quiere resolver en en forma general, al final simplificamos el análisis
al caso particular de potenciales de alcance finito.

Supongamos que se tiene una part́ıcula de masa m con estado inicial ψ0(x) y enerǵıa
E0 = ~2k2

0/2m. La evolución del paquete está determinada por la ecuación de Schrödinger
con condición inicial ψ0(x), i.e., se satisface

Hψ(x, t) = i~∂tψ(x, t), ψ(x, 0) = ψ0(x), (7.9)

donde H es el operador Hamiltoniano correspondiente al problema, resolver este problema en
general es muy complicado. Sin embargo, podemos dar una idea simple (basada en primeros
principios) de como calcular la solución.

No conocemos la solución para un estado inicial arbitrario, pero si suponemos que χk(x)
son las eigenfunciones del Hamiltoniano, i.e., son solución a la ecuación de eigenvalores

Hχk(x) = Eχk(x), E =
~2k2

2m
, (7.10)

la evolución temporal de este paquete está dada por
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χk(x, t) = χk(x)e−i~k
2t/2m. (7.11)

Note que no es necesario pedir que las eigenfunciones del Hamiltoniano sean normalizadas,
pero suponemos que lo son. La virtud de la ecuación de Schrödinger es su linealidad, i.e.,
la combinación lineal de dos o mas soluciones es solución. Un ejemplo trivial es suponer que
tenemos un estado inicial que es la combinación lineal de tres eigenfunciones

ψ0(x) = Ak1χk1(x) + Ak2χk2(x) + Ak3χk3(x), (7.12)

donde
∑

j |Akj
|2 = 1 para que esté debidamente normalizada. Por lo tanto la evolución de

este paquete es

ψ(x, t) = Ak1χk1(x)e−ik
2
1t/2m + Ak2χk2(x)e−ik

2
2t/2m + Ak3χk3(x)e−ik

2
3t/2m, (7.13)

y es fácil mostrar que es solución de (7.9). Evidentemente este resultado se puede generalizar
a un espectro continuo, i.e.,

ψ(x, t) =

∫ ∞
−∞

dkA(k)χk(x)e−i~k
2t/2m. (7.14)

Aśı, el problema se reduce al cálculo de A(k) y χk(x). Uno puede pensar que esto no ha re-
ducido el problema, puesto que el problema se reduce al dar expĺıcitamente la forma de A(k)
y χk(x), por lo tanto, para poder simplificar el problema, es necesario hacer consideraciones
sobre el potencial y estado inicial.

Si consideramos un potencial de alcance finito (extendido de 0 a L) los estados de dispersión
de izquierda a derecha χ+

k (x) están dados por

χ+
k (x) =


eikx + r(k)e−ikx x < 0

χ+
int(x; k) 0 < x < L

t(k)eikx L < x

, (7.15)
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

donde r(k) y t(k) son las amplitudes de reflexión y transmisión respectivamente. La solución
en la región interna χ+

int(x; k) como se vio anteriormente [Ec. 1.16, pág. 8] está dada por la
función de Green de onda saliente, mediante

χ+
int(x; k) = 2ikG+(0, x; k). (7.16)

Los estados χ+
k (x) forman la base del Hamiltoniano que permite propagar paquetes de

onda que inicialmente estén contenidos en su totalidad en la región de reflexión (x < 0), i.e.,
supondremos que nuestro estado inicial satisface ψ0(x > 0) = 0; corresponde al modelo de
obturador cuántico. Bajo esta condición se puede mostrar que en ausencia de estados ligados
la solución está dada por [45, 53]

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dkφ0(k)χ+
k (x)e−i~k

2t/2m, (7.17)

donde φ0(k) es la transformada de Fourier del estado inicial

φ0(k) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dxψ0(x)e−ikx. (7.18)

Cabe mencionar que la derivación de la igualdad (7.17) es no trivial e involucra la con-
tribución de estados de dispersión de derecha a izquierda, esto se muestra en detalle en el
apéndice G.

La solución en forma expĺıcita para (x > 0) se obtiene al sustituir la expansión anaĺıtica de
la función de Green [Ec. 1.14] y de la amplitud transmisión [Ec. 7.6], tenemos

ψ(x, t) =
∑
n

un(0)un(x)
i√
2π

∫ ∞
−∞

dk
φ0(k)

k − κn
e−i~k

2t/2m, 0 < x < L, (7.19a)

ψ(x, t) =
∑
n

rne
−iκnL

κn

i√
2π

∫ ∞
−∞

dk
kφ0(k)

k − κn
eikx−i~k

2t/2m, x > L. (7.19b)

donde la suma se hace sobre todos los polos de la función de Green de onda saliente.
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La ecuación (7.19b) se puede manipular algebraicamente para obtener

ψ(x, t) = t(k0)ψf (x, t) + i
∑
n

rne
−iκnL

[
ψf (x, t)

κn − k0

+

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk
φ0(k)

k − κn
eikx−i~k

2t/2m

]
, (7.19c)

donde E0 = ~2k2
0/2m es la enerǵıa del paquete inicial y ψf (x, t) la evolución libre del paquete

inicial.

Note que la solución en la región de transmisión [Ec. 7.19c], se ha escrito en forma análoga
a la solución que encontró Garćıa–Calderón [Ec. 6.2; pág. 94] [11];7 desde un punto de vista
f́ısico, muestra que la evolución del paquete de onda tiene como primer contribución la
propagación libre del paquete modulada por la transmisión correspondiente a la enerǵıa del
paquete, y el segundo término es una corrección a la evolución libre, i.e., encontramos para
el modelo de obturador cuántico que, la solución general a la propagación de paquetes de
onda toma la forma

ψ(x, t) = t(k0)ψf (x, t) + ψc(x, t; k0), E0 =
~2k2

0

2m
, (7.20)

donde

ψc(x, t; k0) = i
∑
n

rne
−iκnL

[
ψf (x, t)

κn − k0

+
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk
φ0(k)

k − κn
eikx−i~k

2t/2m

]
. (7.21)

La importancia de escribir la solución (7.19c) en la forma (7.20) es que, sabemos que el
retraso o adelanto que sufre un paquete de onda es debido a la interferencia entre la evolución
libre y la corrección a ésta; este hecho fue exhibido en la propagación de ondas planas usando
el modelo de obturador cuántico [11, 12].

Antes de dar un ejemplo, notemos que las soluciones en las regiones interna (7.19a) y de
transmisión (7.19c) tienen la misma forma integral, que es

ψn(x, t; k0) ≡ 1√
2π

∫ ∞
−∞

dk
φ0(k)

k − κn
eikx−i~k

2t/2m, (7.22)

7Esto muestra que la igualdad [Ec. 6.2, pág. 94] es de forma general para el problema del obturador cuántico
con un potencial de alcance finito.
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

donde indicamos la dependencia expĺıcitamente de k0 puesto que en general φ0(k) depende
de esta constante. Esto, reduce el problema a calcular únicamente la evolución libre ψf (x, t)
y cada término ψn(x, t; k0) para conocer la evolución para x > 0. En términos de estas
definiciones la solución se escribe como

ψ(x, t) = i
∑
n

un(0)un(x)ψn(0, t; k0), 0 < x < L, (7.23)

ψ(x, t) = t(k0)ψf (x, t) + ψc(x, t; k0), x > L, (7.24)

donde

ψc(x, t; k0) = i
∑
n

rne
−iκnL

[
ψf (x, t)

κn − k0

+ ψn(x, t; k0)

]
. (7.25)

En otras palabras, si conocemos la evolución en la región de transmisión, tenemos de forma
inmediata la evolución en la región interna. Sin embargo, la región interna aún tiene el
problema de convergencia, puesto que no es muy útil si necesitamos la contribución de
muchos polos.

7.2.1. Obturador cuántico libre.

Una primer aplicación que consideramos para verificar que la solución (7.17) es correcta
es el obturador resuelto por Moshinsky [9], con condición inicial

ψ0(x) =

{
eik0x x < 0

0 x > 0
. (7.26)

Podemos darnos cuenta que esta función no es cuadráticamente integrable, por lo que su
transformada de Fourier estrictamente no existe. Pero, la podemos ver como un ĺımite si
suponemos que k′ es compleja con parte imaginaria β = − Im{k′}, i.e., k′ = k0 − iβ con
β > 0; esto hace que (7.26) sea cuadráticamente integrable y al final calculamos el ĺımite
β → 0+. 8 Bajo este supuesto la transformada de Fourier toma la forma

φ0(k) = ĺım
β→0+

1√
2π

∫ 0

−∞
dkei(k

′−k)x =
i√
2π

ĺım
β→0+

1

k − k′
→ i√

2π

1

k − k0

. (7.27)

8T́ıpicamente se toma el ĺımite β → 0+, pero podŕıamos no hacer dicho ĺımite, y el resultado es el mismo;
excepto que la enerǵıa del paquete es compleja.
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7.2 Evolución Temporal.

Dado que el problema es el de part́ıcula libre se tiene que t(k) = 1 para todo valor k, por lo
que χ+

k (x) = eikx en (7.15). Aśı la evolución del paquete en todo el espacio9 está dada por

ψ(x, t) =
i

2π

∫ ∞
−∞

dk
eikx−i~k

2t/2m

k − k0

. (7.28)

La integral se relaciona con una función conocida en la literatura mediante

i

2π

∫ ∞
−∞

dk
eikx−i~k

2t/2m

k − k0

=
1

2
eimx

2/2~tω(iy), (7.29)

donde

ω(iy) = ey
2

erfc(y), y = e−iπ/4
√

m

2~t

(
x− ~k0

m
t

)
, (7.30)

con erfc(y) la función de error complementario [30]. La función ω(z) es conocida en la
literatura como función de Faddeyeva [30, 46, 47]. En adelante nos referimos por función de
Moshinsky o función M a la solución de este problema y la denotamos por M(x, t; k), i.e.,

M(x, t; k) =
1

2
eimx

2/2~tω(iy), con y = e−iπ/4
√

m

2~t

(
x− ~k0

m
t

)
. (7.31)

En el apéndice D se muestra que también puede tomar la forma M(x, t; k0) ∼ −ω(−iy)
con el mismo factor; esto es cuando Im{k0} > 0. Como en este caso Im{k0} = 0, uno
tendrá la duda si evaluar una u otra forma de la función M . Por lo que aclaramos: en
este análisis tomamos un ĺımite que es β → 0+, si este ĺımite se hubiese calculado al final
notaremos que la evaluación con (7.31) es la correcta.

7.2.2. Obturador cuántico con potencial.

Un segundo ejemplo que damos aqúı, es el problema del obturador cuántico con un po-
tencial de alcance finito, esto es, v(x < 0) = 0 y v(x > L) = 0. Este problema fue resuelto
por Garćıa–Calderón usando transformadas de Laplace [11]; el desarrollo se muestra detalla-
damente en el apéndice B.

9Aqúı podemos garantizar que la solución es en todo el espacio x, puesto que se trata de la evolución libre.

111



7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

Nosotros en vez de emplear la transformada de Laplace, usaremos las expresiones encon-
tradas en esta sección, a saber, las soluciones (7.23 y 7.24) para la solución en la regiones
interna (0 < x < L) y de transmisión (x > L) respectivamente. Dado que la condición inicial
es la misma que emplea Moshinsky [Ec. 7.26] la transformada de Fourier está dada por la
igualdad (7.27), y la propagación libre del paquete corresponde a la función M [Ec. 7.31]. Es-
to resuelve la mitad del problema, por lo que únicamente tenemos que calcular cada elemento
ψn(x, t; k0) [Ec. 7.22] que es

ψn(x, t; k0) =
i

2π

∫ ∞
−∞

dk
eikx−i~k

2t/2m

(k − κn)(k − k0)
=

=
1

k0 − κn
× i

2π

∫ ∞
−∞

dk

[
1

k − k0

− 1

k − κn

]
eikx−i~k

2t/2m =

=
M(x, t; k0)−M(x, t;κn)

k0 − κn
, (7.32)

sustituimos (7.32) en las ecuaciones (7.23) y (7.24) para encontrar

ψ(x, t) = i
∑
n

un(0)un(x)

k0 − κn

[
M(0, t; k0)−M(0, t;κn)

]
, 0 < x < L, (7.33a)

ψ(x, t) = t(k0)M(x, t; k0)− i
∑
n

rne
−iκnL

k0 − κn
M(x, t;κn), x > L, (7.33b)

que corresponde a la solución proporcionada por Garćıa–Calderón [11]. Es notable que, el
método que presentamos aqúı es mucho más simplificado que el desarrollo con transformada
de Laplace [Ap. B]. Sin embargo, podemos darnos cuenta que, el método que presentamos
aqúı se puede ver como una generalización del método con transformada de Laplace [11] [Ap.
B], ya que la trayectoria de integración cambiará en caso de tener estados ligados, resultado
que no es obvio de la expresión (7.17) [Ap. G], mientras el método para encontrar la solu-
ción usando transformada de Laplace nos lleva a la solución exacta sin tener que modificar
la trayectoria de integración [Ap. B].

Además, algo que no debemos perder de vista es el hecho de que al conocer la solución [Ec.
7.33b] podemos intuir fácilmente la nueva expresión de la amplitud de transmisión presentado
en este trabajo [Ec. 7.6].
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7.3 Solución exacta para el paquete Gaussiano truncado.

7.3. Solución exacta para el paquete Gaussiano
truncado.

En las secciones anteriores se ha mostrado el método que empleamos para el cálculo de
la evolución de un paquete de onda arbitrario para el modelo de obturador cuántico. En esta
sección se muestra como encontrar la solución exacta en la región de transmisión, para la
evolución de un paquete Gaussiano truncado (cgwp) con parámetros: σ ancho efectivo del
paquete, xc centro del paquete y E0 = ~2k2

0/2m enerǵıa del paquete, i.e., la condición inicial
está dada por

ψ0(x) =

{
Ae−(x−xc)2/2σeik0x x < 0

0 x > 0
, (7.34)

donde

A =

(
2

πσ2

)1/4
ex

2
c/4σ

2√
ω(izc)

=

(
2

πσ2

)1/4
1√

erfc(zc)
, zc =

xc√
2σ
, (7.35)

es la constante de normalización (ver el apéndice E).

Como vimos anteriormente la solución se reduce al cálculo de la propagación libre ψf (x, t)
y al término ψn(x, t; k0) para cada polo [Ec. 7.22]. La evolución libre del cgwp se desarrollo
anteriormente [Secc. 6.2.1] y está dada por [37]

ψf (x, t) =
1

2

(
2

π

)1/4
1√
σ

eimx
2/2~t

(1 + it/τ)1/2

ω(izf )√
ω(izc)

, x ≥ L, (7.36)

zf = e−iπ/4
(
τ

t

)1/2
x/2σ + it(ik0σ + xc/2σ)/τ

(1 + it/τ)1/2
.

con τ = 2mσ2/~, aqúı se indica la condición x ≥ L para enfatizar que estamos buscando
la solución en la región de transmisión. Aunque cabe mencionar que la solución (7.36) es
válida para todo el espacio x. Por lo tanto, el problema se reduce al cálculo de ψn(x, t; k0)
[Ec. 7.22]. Para la cual se tiene parte de la solución, a saber, si suponemos que el centro
del paquete satisface xc < 0, podemos separar en dos términos la función ψn(x, t; k0): un
término que viene del comportamiento exponencial de la función de Faddeyeva y otro que
tiene un comportamiento asintótico no exponencial [Ec. 6.12, pág. 97]. La solución para la

113



7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

contribución exponencial es conocida [37, 48] y por lo tanto podemos escribir

ψn(x, t; k0) = ψecn (x, t; k0) + ψncn (x, t; k0)

ψecn (x, t; k0) = −2i(2π)1/4

√
σ

ω(izc)
ex

2
c/4σ

2

eik0x−i~k
2
0t/2mM(x′, t′;κ′n), (7.37a)

ψncn (x, t; k0) = −(2πσ2)1/4√
ω(izc)

1

2π

∫ ∞
−∞

dk
ω(−iz)

k − κn
eikx−i~k

2t/2m, (7.37b)

donde nuevamente se denotan por ψecn (x, t; k0) y ψncn (x, t; k0) las contribuciones debidas a los
términos exponencial y no exponencial de la función de Faddeyeva, y se definen las cantidades

x′ ≡ x− xc − ~k0t/m, t′ ≡ t− i2mσ
2

~
= t− iτ (7.37c)

κ′n ≡ κn − k0, zc ≡
xc√
2σ
, (7.37d)

y

z ≡ xc
2σ
− i(k − k0)σ = −i(k − k′0)σ, con k′0 ≡ k0 − i

xc
2σ2

. (7.37e)

Ésta solución fue presentada por Villavicencio et al., [37] como caso particular en donde
la transmisión es dominada por la contribución de un estado antiligado [Secc. 6.2], y es
fácil darse cuenta que es válida para un estado resonante arbitrario. Una observación es
que el término ψecn (x, t; k0) aparece únicamente cuando xc < 0, de lo contrario se tendrá que
ψn(x, t; k0) = ψncn (x, t; k0) si xc > 0, en tal caso sólo hay que cambiar z por−z en la ecuación
(7.37b), pero en este trabajo siempre supondremos xc < 0, que corresponde a la situación
f́ısica que deseamos describir, i.e., un cgwp que se aproxima de izquierda a derecha hacia
una región de potencial.

En este trabajo mostramos como encontrar anaĺıticamente la contribución no exponencial
ψncn (x, t; k0) a la solución, cuando se satisface que |z| > 1 [Ec. 7.37e] para todo valor k; en
este caso podemos escribir la función de Faddeyeva en su desarrollo asintótico que es [30, 46]

ω(−iz) ≈ − i
π

N∑
j=0

Γ(j + 1/2)

(k − k′0)2j+1σ2j+1
, (7.38)
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7.3 Solución exacta para el paquete Gaussiano truncado.

donde N es finito. En la mayoŕıa de los casos es suficiente quedarnos con dos o tres términos
para obtener un valor muy aproximado de ω(−iz). Podemos escribir a (7.38) de una forma
más simple si identificamos cada término (k − k′0)−(2j+1) = (2j)!−1D2j

k′0
(k − k′0)−1, donde

Dn
k′0

es la derivada n–ésima respecto a la variable k′0, i.e.,

ω(−iz) ≈ − i
π

N∑
j=0

Γ(j + 1/2)

(2j)!σ2j+1
D2j
k′0

1

k − k′0
, (7.39)

esto reduce el cálculo de ψncn (x, t; k0) a una integral conocida, de hecho ya se calculó [Secc.
7.2.2], y por lo tanto se tiene

ψncn (x, t; k0) =

(
2

πσ2

)1/4
1

k′0 − κn
M(x, t; k′0)−M(x, t;κn)√

ω(izc)
+

+
1

π

(2πσ2)1/4√
ω(izc)

N∑
j=1

Γ(j + 1/2)

σ2j+1(κn − k′0)2j+1
M(x, t;κn)−

− 1

π

(2πσ2)1/4√
ω(izc)

N∑
j=1

Γ(j + 1/2)

(2j)!σ2j+1
D2j
k′0

M(x, t; k′0)

k′0 − κn
, (7.40)

donde se ha separado el término j = 0 en la suma. La derivada que aparece en (7.40) se
puede calcular en forma exacta v́ıa la expresión de la derivada de un producto; tiene la forma

D2j
k′0

M(x, t; k′0)

k′0 − k
=

2j∑
l=0

(−1)l(2j)!

l!(k − k′0)2j+1−lD
l
k′0
M(x, t; k′0). (7.41)

El cálculo de la n–ésima derivada de la función M respecto a la variable k′0 se da en la
ecuación (D.14) [Ap. D], al sustituirla se encuentra

ψncn (x, t; k0) =

(
2

πσ2

)1/4
1

k′0 − κn
M(x, t; k′0)−M(x, t;κn)√

ω(izc)
+

+
1

π

(2πσ2)1/4√
ω(izc)

{ N∑
j=1

Γ(j + 1/2)

[σ(κn − k′0)]2j+1

[
M(x, t;κn) +M(x, t; k′0) +

+
1

2
Gje

imx2/2~t − FjM(x, t; k′0)

]}
, (7.42)
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con

Gj =

(
2i√
π

) 2j∑
l=1

(κn − k′0)l

l!
zlpgl(z), Fj =

2j∑
l=1

(κn − k′0)l

l!
zlpfl(z), (7.43a)

z = −eiπ/4
√

m

2~t

(
x− ~k′0

m
t

)
, zp = eiπ/4

√
~t
2m

, (7.43b)

y g1(z) = 1, f1(z) = 2z, gl+1(z) = g′l(z)− fl(z), fl+1(z) = f ′l (z)− 2zfl(z).

Por lo tanto, la evolución de un paquete Gaussiano está determinada por

ψ(x, t) = i
∑
n

un(0)un(x)

(
ψecn (x, t; k0) + ψncn (x, t; k0)

)
, (7.44)

para la región interna (0 < x < L), y en la región de transmisión (x > L) por

ψ(x, t) = t(k0)ψf (x, t) + i
∑
n

rne
−ikL

[
ψf (x, t)

κn − k0

+ ψecn (x, t; k0) + ψncn (x, t; k0)

]
. (7.45)

Si tomamos los parámetros adecuados del estado inicial, i.e., que se satisfaga la condición
−xc/2σ � 1 la contribución ψncn (x, t; k0) es despreciable, lo que simplifica el cálculo numérico
de la solución.10 Cabe mencionar que no considerar este término en la solución nos lleva a que
la solución no satisfaga la condición inicial [Ec. 7.34] [52], i.e., la contribución ψncn (x, t; k0)
es importante a tiempos muy cortos.

Es conveniente mencionar que la solución completa satisface la condición inicial, i.e., si
calculamos el ĺımite t→ 0 en la ecuación (7.45) se encuentra que ĺımt→0 ψ(x > 0, t) = 0.
Esto se obtiene fácilmente para la solución libre [Ec. 7.36] ya que el propagador libre satisface
K(x > 0, 0; y < 0; 0) = 0 [Ec. 6.8, pág. 96] y el argumento de la función de Faddeyeva que
es empleado para la función M en este ĺımite tiende a infinito como

y → e−iπ/4
√
m

2~
xt−1/2.

10Un cálculo sencillo muestra que para el estado inicial cgwp se tiene ψncn (x, t; k0) ∼ e−x2
c/4σ

2
ψecn (x, t; k0).
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Aśı, al evaluar ω(iy) encontramos que Im{iy} > 0 si x > 0 por lo que en el ĺımite se
tendrá ω(iy)→ 0. Esto muestra que cada contribución de la función M se anula exacta-
mente cuando t→ 0. Sin embargo, aunque el ĺımite es correcto, hay que tomar en cuenta
que la solución es no relativista, por lo tanto, nuestra solución no describe correctamente la
evolución del paquete si se consideran tiempos muy cortos. Esto se puede ver fácilmente, ya
que, para un valor t > 0 la solución (7.45) es distinta de cero, sin importar la posición x > 0,
ni que tan pequeño sea el valor t. Por tal razón es necesario enfatizar que la solución es válida
para tiempos mayores a un tiempo ḿınimo τmin.

Definimos a τmin como diez veces el tiempo que le llevaŕıa recorrer a la luz una distancia
x, i.e.,

τmin ≡ 10τr, con τr =
x

c
, (7.46)

donde c = 300 nm/fs es la velocidad de la luz. Encontramos que τmin = x/30 fs, donde
x se mide en nanómetros (nm). Esto garantiza que la solución para t > τmin es confiable.
Aunque hay que tomar en cuenta que, cambios abruptos en intervalos de tiempo muy cortos
también pueden necesitar una corrección relativista.

7.3.1. Ĺımite onda plana.

Una forma de verificar la solución que obtuvimos [Secc. 7.3] es calcular el ĺımite σ →∞,
el cual si se toma adecuadamente corresponde al ĺımite onda plana.

Para tomar adecuadamente el ĺımite hay que notar lo siguiente: al pedir que el cgwp
esté normalizado implica que al tomar σ →∞ la condición inicial tienda a cero [Ec. 7.34],
para evitar esto hay que multiplicar tanto la condición inicial como la solución por el factor
A−1 = (πσ2/2)1/4; recordemos que xc < 0. Aśı la condición inicial tiende a la condición inicial
tomada por Moshinsky [9] y Garćıa Calderón [11] [Ec. 7.26], i.e., onda plana. Por lo que en
dicho ĺımite nuestra solución debe tender a la solución encontrada por Garćıa Calderón. Dado
que en este ĺımite zc = xc/

√
2σ → 0 [Ec. 7.37d] tenemos que ω(izc)→ 1. Es fácil verificar

que la propagación libre tiende a

(
πσ2

2

)1/4

ψf (x, t) →
1

2
eimx

2/2~tω(zf ), (7.47)
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

y

zf → eiπ/4
√

m

2~t

(
x− ~k0

m
t

)
; (7.48)

ya que k0 es real se tiene la forma usual de la función M [Ap. D], por lo tanto encontramos

ĺım
σ→∞

(
πσ2

2

)1/4

ψf (x, t) → M(x, t; k0). (7.49)

Ahora bien, calculemos el ĺımite de ψn(x, t; k0), el cual se calcula en dos partes: la contri-
bución exponencial y la no exponencial. Sus ĺımites son

ĺım
σ→∞

(
πσ2

2

)1/4

ψecn (x, t; k0) = −2i
√
πσeik0x−i~k

2
0t/2mM(x′, t′;κ′n)→

→ eik0x−i~k
2
0t/2m

k0 − κn
, (7.50a)

y

ĺım
σ→∞

(
πσ2

2

)1/4

ψncn (x, t; k0) → M+(x, t; k0)−M(x, t;κn)

k0 − κn
, (7.50b)

donde indicamos con el sub́ındice “+” que la función M no se evalúa de forma usual [Ap. D].
Pero, al calcular la suma de la contribución exponencial (7.50a) y la no exponencial (7.50b)
se encuentra

ĺım
σ→∞

(
πσ2

2

)1/4

ψn(x, t; k0) = ĺım
σ→∞

(
πσ2

2

)1/4(
ψecn (x, t; k0) + ψncn (x, t; k0)

)
→

→ M(x, t; k0)−M(x, t;κn)

k0 − κn
, (7.50c)

donde se usa la relación de simetŕıa eik0x−i~k
2
0t/2m +M+(x, t; k0) = M(x, t; k0) que es here-

dada de la función de Faddeyeva [Ap. F].

Finalmente al sustituir los ĺımites encontramos que

ψ(x, t) → i
∑
n

un(0)un(x)

k0 − κn
M(x, t; k0)− i

∑
n

un(0)un(x)

k0 − κn
M(x, t;κn), (7.51a)
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7.3 Solución exacta para el paquete Gaussiano truncado.

para la región interna (0 < x < L) y para la región de transmisión (x > L) se tiene

ψ(x, t) → t(k0)M(x, t; k0)− i
∑
n

rne
−iκnL

k0 − κn
M(x, t;κn); (7.51b)

que corresponde a la solución encontrada por Garćıa Calderón [11]. Esto muestra que las
soluciones (7.44 y 7.45) tienen un comportamiento f́ısicamente aceptable en el ĺımite onda
plana (σ →∞).

Una aclaración sobre este ĺımite es que el comportamiento asintótico de σ � xc no se
obtiene de esta forma, ya que la solución es válida si |xc/2σ| � 1 con xc < 0; por el desarrollo
que se empleo en el cálculo de ω(−iz) [Ec. 7.38]. Sin embargo, para el ĺımite σ →∞ si se
puede emplear el desarrollo por que |z| → ∞, excepto para el valor k = k0 que es un punto
de medida cero en la integral [Ec. 7.37b].

7.3.2. Ejemplo.

Como un primer ejemplo de la solución, consideramos un electrón que se encuentra en
un estado cgwp con parámetros iniciales: xc = −5 nm (centro del paquete) σ = 0.5 nm
(ancho efectivo) y E0 = 0.12 eV (enerǵıa), que interactúa con un sistema t́ıpico de Sollner
bsb(5, 5; 0.23), suponemos una masa efectiva m∗ = 0.067 me. Se muestra esquemáticamente
el problema en la figura 7.5.

Ahora, supongamos que se coloca un detector a una distancia x0 = 2L = 30 nm. La señal
recibida al detector como función del tiempo se muestra en la figura 7.6 y se compara con la
medición que se obtendŕıa para la propagación libre del paquete.

La densidad de probabilidad |ψ(x, t)|2 se presenta en las gráficas sin unidades, esto lo
conseguimos al multiplicar por el factor σ; recuerde que, la interpretación probabiĺıstica de la

 

(x,t=0)

x0

x
0 L

v0

Figura 7.5: Esquema del problema de un electrón con estado inicial cgwp que incide sobre un
potencial t́ıpico de Sollner; los parámetros se discuten en el texto.
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.
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Figura 7.6: Densidad de probabilidad no normalizada como función del tiempo en un punto fijo
x0 = 2L = 30 nm, para la evolución de un estado inicial cgwp libre (ĺınea punteada)
y uno idéntico que pasa a través del sistema Sollner (ĺınea continua). El tiempo ḿınimo
confiable de la solución es τmin = 1 fs.

función de onda nos dice que: la probabilidad de encontrar a la part́ıcula entre x y x+ dx a
un tiempo t es |ψ(x, t)|2dx, por lo que, claramente se observa una disminución en la proba-
bilidad de que la part́ıcula atraviese el potencial.

Observamos que las señales (libre y no libre fig. 7.6) tienen el mismo comportamiento a
tiempos cortos, casi hasta 10 fs, pero éste cambia drásticamente a tiempos mas grandes;
esto corresponde al efecto del potencial. Podemos entender esto a partir de la ecuación (7.17)
ya que el detector se encuentra en la región de transmisión, se tiene que la solución es

ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dkφ0(k) t(k)eikx−i~k
2t/2m x > L, (7.52)

donde φ0(k) es la transformada de Fourier del estado inicial y t(k) la amplitud de transmi-
sión del problema. Ahora, el único factor que cambia al considerar la propagación no libre
es amplitud de transmisión; esto sugiere comparar las cantidades |φ0(k)|2 y |φ0(k) t(k)|2
que corresponden a la evolución libre y no libre respectivamente, la comparación de estas
cantidades se muestra en la figura 7.7.11 Observe que |φ0(k) t(k)|2 es idéntico a |φ0(k)|2
para valores grandes de |k|, esto es, el efecto del sistema afecta únicamente al espectro del
paquete alrededor de cero. Por esta razón, las componentes lentas (k ≈ 0) del paquete dan

11Es notorio que |φ0(k)|2 > 1 en la figura 7.7. Sin embargo, no debe perder de vista que esta cantidad es
una distribución de probabilidad.
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7.3 Solución exacta para el paquete Gaussiano truncado.

-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

 

 

 

k (nm-1)

Figura 7.7: Se muestra la comparación entre las cantidades |φ0(k)|2 (ĺınea punteada) y
|φ0(k) t(k)|2 (ĺınea continua).

una señal a tiempos largos [fig. 7.6] que será orden del tiempo de vuelo de cada componente,
note que éstas sufren una disminución en la probabilidad de ser transmitidas como se observa
en la figura 7.7.

En otras palabras, podemos relacionar cualitativamente la gráfica de la transmisión [fig.
7.2] con la evolución de un paquete [fig. 7.6], o bien relacionar el espectro del paquete inicial
modulado por la transmisión del sistema [fig. 7.7] con la evolución del paquete [fig. 7.6],
ya que t(k)→ 1 cuando |k| → ∞, i.e., las componentes rápidas del paquete no sienten
el efecto del potencial, mientras que las componentes lentas sufren un cambio drástico en
su comportamiento; se generan pequeñas oscilaciones en la señal debidas a la estructura
resonante del sistema. Esta idea nos permite intuir cualitativamente cómo será la medición
en la región de transmisión |ψ(x0, t)|2 como función del tiempo de un paquete al interactuar
con un sistema, si conocemos la transmisión de éste.

Otro caso que consideramos es colocar al detector muy lejos del sistema, por ejemplo:
x0 = 104L = 1.5× 105 nm, dado que al considerar x0 � L se tendrá que las componentes
pequeñas tendrán una contribución importante en la integral (7.52); esto provocará que la
estructura resonante del sistema se refleje más en la medición de la densidad de probabilidad la
cual se muestra en la figura 7.8. Observamos que las componentes correspondientes al primer
estado resonante tienen una contribución mayor, al colocar el detector más lejos que en el caso
de una distancia corta [fig. 7.6]; esto sugiere considerar distancias más grandes. Por ejemplo
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Figura 7.8: Densidad de probabilidad no normalizada como función del tiempo en un punto fi-
jo x0 = 104 × L = 1.5× 105 nm = 0.15 mm, para la evolución de un estado inicial
cgwp libre (ĺınea punteada) y uno idéntico que pasa a través del sistema Sollner (ĺınea
continua). El tiempo ḿınimo confiable de la solución es τmin = 5 ps.

para distancias macroscópicas x0 = 15 mm y x0 = 150 mm, la densidad de probabilidad
como función del tiempo se muestra en la figura 7.9a y 7.9b respectivamente. Note que para
estas distancias el perfil de la densidad de probabilidad como función del tiempo no cambia
cualitativamente, i.e., se llega a una situación que podŕıamos llamar “estacionaria”.12

Estos resultados muestran que la medición de la densidad de probabilidad como función del
tiempo depende de la distancia en la cual se coloca el detector, hasta llegar a una distancia
para la cual no se tendrá un cambio cualitativo. Además, si comparamos las figuras 7.7 y 7.9
observamos que las componentes coincidentes con el paquete a t = 0 tienden a ser coinci-
dentes con el paquete transmitido en función del tiempo y distancias grandes; esto sugiere
que la función de onda transmitida tiende a regenerase o reconstruirse bajo estas condiciones.

Podemos dar algunas ideas que nos llevaŕıan a tratar de entender esto. Lo primero que hay
que notar es lo siguiente: sabemos que las componentes grandes (E > v0) del paquete inicial
no sienten el efecto del potencial, i.e., evolucionan de forma casi libre,13 este argumento fue
utilizado para entender porqué la señal del paquete libre concuerda con la evolución no libre

12Es claro que para este proceso no hay solución estacionaria, pero nos referimos a esto en el sentido de que
el perfil de la densidad de probabilidad tiene la forma cualitativa de la transmisión.

13Podemos concluir esto a partir del estudio del tiempo de permanencia [Cap. 5], ya que, el resultado mono-
cromático muestra que las componentes grandes de enerǵıa no sufren un retraso o adelanto considerable
[fig. 5.1, pág. 86].
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Figura 7.9: Densidad de probabilidad no normalizada como función del tiempo de un estado cgwp
(ĺınea continua), que pasa a través de un sistema Sollner, se coloca el detector a (a)
x0 = 15 mm con τmin = 0.5 ns y (b) x0 = 150 mm con τmin = 5 ns, en ambos casos
se compara con la evolución libre del paquete (ĺınea punteada).
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

inicialmente. Aśı, el caso interesante es cuando se está en resonancia, por lo cual discutimos
sólo las componentes en resonancia.

Sabemos que las componentes en resonancia tienen transmisión uno, pero sufren un re-
traso o adelanto respecto a la evolución libre de un paquete monocromático [11], éste se
relaciona con el tiempo de vida media del estado resonante, i.e., podemos imaginar que
la componente en resonancia del paquete entra completamente al sistema y queda captu-
rada dentro de éste, i.e., se forma un estado cuasi estacionario [54], el cual escapa de la
región de interacción v́ıa un proceso de decaimiento. El proceso real es un poco diferente
puesto que ocurren simultáneamente los procesos de decaimiento y tunelaje, esto modifica
cuantitativamente la medición de la señal recibida, pero no el comportamiento cualitativo
que deseamos entender. Ahora bien, si colocamos el detector a una distancia no muy lejana
(x ∼ L) del sistema, se medirá el proceso de decaimiento, puesto que el tiempo de vuelo de
las componentes no es tan grande como para permitir que las componentes en resonancia del
paquete escapen por completo de la región de interacción, i.e., cuando la distancia no es muy
grande el detector mide a “cuenta gotas” la señal producida por la componente en resonancia.

Por otro lado, si la distancia del detector es mucho mayor que la longitud del sistema
(x0 � L), el tiempo de vuelo de las componentes en resonancia es lo suficientemente grande
para que éstas escapen por completo del sistema, perdiendo aśı la información del decaimiento
exponencial que sufren éstas al escapar de la región de interacción.14 Para verificar esto,
consideremos el mismo sistema de Sollner empleado hasta ahora y únicamente supondremos
que la enerǵıa del paquete cgwp es E0 = 0.08 eV que corresponde a la enerǵıa del primer
estado resonante; el tiempo lo medimos en unidades de tiempo de vida media del primer
estado resonante que es τ1 = ~/Γ1 = 0.64 ps.

En la figura 7.10 se muestra la densidad de probabilidad como función del tiempo para dos
situaciones diferentes: la primera corresponde a colocar el detector a una distancia no muy le-
jana del sistema x0 = 4000 nm [fig. 7.10a] y la segunda colocando el detector a una distancia
macroscópica x0 = 40 mm [fig. 7.10b]. Observamos que, colocar el detector a una distancia
corta [fig. 7.10a] exhibe la ley de decaimiento exponencial del primer estado resonante, i.e.,
el detector mide la señal de las componentes en resonancia en los dos procesos (“tuneleo–
decaimiento”) simultáneamente. Por otra parte, se tiene que a distancias macroscópicas la
señal que mide el detector no tiene información del proceso de decaimiento exponencial que
sufren las componentes en resonancia, i.e., únicamente ve una señal deformada debido a la
transmisión del sistema. ¡Se pierde el decaimiento exponencial que sufre la part́ıcula en el
proceso!.

14Esto es un hecho importante, puesto que nos dice que el decaimiento es un efecto f́ısico que se observa
únicamente por la cercańıa del detector al sistema.
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Figura 7.10: Densidad de probabilidad no normalizada en la región de transmisión como función
del tiempo en escala semi–logaŕıtmica, para un paquete cgwp que interactúa con
un sistema t́ıpico de Sollner bsb(5, 5; 0,23), los parámetros se discuten en el texto.
El detector es colocado a una distancia (a) x0 = 4000 nm con τmin/τ1 = 0.208 y
se compara con la ley de decaimiento exponencial del primer estado resonante (ĺınea
cortada) y (b) x0 = 40 mm con τmin/τ1 = 2.08× 103. En ambos casos se compara
con la evolución del paquete libre (ĺınea punteada)
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7 Solución exacta para la evolución de un paquete Gaussiano.

Un hecho que no debemos pasar por alto es que el perfil de la onda transmitida a tiempos
largos se parece al coeficiente de transmisión del sistema T (E) = | t(k)|2 con E = ~2k2/2m
[fig. 7.2], esto seŕıa más evidente al hacer una gráfica de la densidad de probabilidad como
función de la posición a un tiempo fijo. Corresponde esencialmente a una reflexión especular
respecto a la vertical de las gráficas consideradas [figs. 7.6, 7.8 y 7.9]. Este resultado sugiere
que el paquete transmitido adquiere todas las propiedades anaĺıticas del sistema, i.e., polos
complejos tanto espacial como temporalmente. Estos son evidenciados a tiempos largos y
distancias grandes provocando la reconstrucción del espectro del sistema en la densidad de
probabilidad, i.e., podemos concluir que: el destino final del paquete transmitido en un pro-
ceso coherente, es mimetizar la transmisión del sistema y por lo tanto, se podrá obtener ésta
a partir del paquete transmitido [52].

Cabe mencionar que en todos los ejemplos considerados en este caṕıtulo, la señal a tiempos
cortos t < τmin es despreciable, por lo que, nuestros resultados son confiables en el intervalo
de tiempo que se están analizando.
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8 Paquetes de onda a través de
sistemas transparentes.

Un tópico que hemos estudiado en este trabajo es la invisibilidad de la materia. Como
se ha exhibido en los primeros caṕıtulos de este trabajo [1–5], bajo ciertas condiciones se
puede conseguir que un sistema sea invisible, excepto en un rango de enerǵıas cercanas al
umbral. Sin embargo, este análisis es independiente del tiempo. La pregunta inmediata es
¿qué pasa cuando un paquete de onda atraviesa dicho sistema?. Dado que se trata de un
sistema invisible podŕıamos decir que el paquete de onda no sufre un cambio apreciable en su
transformada de Fourier.1 Sin embargo, este argumento podŕıa ser incorrecto puesto que, en
el caso más simple sabemos que un estado inicial de onda plana sufre un retraso o adelanto
al atravesar un sistema arbitrario [11, 12].

Este caṕıtulo es dividido en tres secciones: en la primera discutimos los sistemas invisibles
que vamos a considerar para la propagación de ondas [Secc. 8.1], luego analizamos la trans-
misión como función del tiempo de un paquete “onda plana” [Secc. 8.2], y finalmente se
estudia la propagación de un paquete de onda tipo “Gaussiano” [Secc. 8.3]. Esto se hace
considerando diferentes sistemas transparentes que catalogamos como “simples” y “com-
puestos”, en particular nos referimos a los sistemas bwb y cadenas de éstos, respectivamente.
En todos los casos expuestos en este caṕıtulo, suponemos que la masa efectiva de la part́ıcula
es m∗ = 0.067 me.

8.1. Sistemas transparentes.

Como se mencionó anteriormente, en este caṕıtulo vamos a estudiar la propagación de
ondas a través de diferentes sistemas transparentes, por lo cual, consideramos importante
definir con anticipación los diferentes sistemas que vamos a considerar en el desarrollo de
este caṕıtulo.

Recordemos que los sistemas transparentes encontrados principalmente en los caṕıtulos
2 y 3, tienen un estado ligado o antiligado cercano al origen, esto es, la transmisión se
puede aproximar únicamente con la contribución de dicho estado, por lo que el coeficiente
de transmisión (T (E) = | t(k)|2) no distingue si se trata de un estado ligado o antiligado.

1Vea por ejemplo la figura 7.7 donde la transformada de Fourier es modificada por la estructura resonante
del sistema.
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Figura 8.1: (a) Transmisión como función de la enerǵıa de los sistemas S1, S2, S3, S4, S5 y
S6 definidos en el texto. (b) Distribución de polos en el plano complejo kL corres-
pondientes a cada sistema y (c) muestra una amplificación de la distribución de los
estados cercanos al origen.
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8.1 Sistemas transparentes.

Sin embargo, la propagación de ondas si tiene una diferencia cualitativa importante, esto se
discute al encontrar la ecuación (7.17, pág. 108) y en el apéndice G. El resultado es que,
la contribución de un estado ligado con enerǵıa εb < 0, a la propagación de un paquete de
ondas permanece para todo tiempo (∼ e−iεbt/~), mientras que la contribución de un estado
antiligado con enerǵıa εa < 0 se desvanece a tiempos grandes (∼ t−3/2). Cabe mencionar
que la contribución ∼ t−1/2 que proporciona la función de Faddeyeva, se anula exactamente
en la propagación de ondas [52], como es esperado para el tiempo de permanencia [55].

Lo anterior sugiere considerar como sistemas simples a dos sistemas transparentes seme-
jantes, uno que posea un estado ligado y otro con un estado antiligado cercano al origen, y
a partir de estos generar sistemas compuestos.

Tomemos como sistemas simples a los potenciales bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.15) con un esta-
do ligado y bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.14) con un estado antiligado, ambos cercanos al origen.
Estos sistemas los denotamos como S1 y S2 respectivamente y consideramos una masa
efectiva del electrón m∗ = 0.067 me. A partir de estos sistemas generamos los sistemas
S3 = 4S1s, S4 = 4S2s, S5 = 8S1s y S6 = 8S2s con la separación s = 0.8 nm en todos
los casos. Los parámetros más importantes de estos sistemas son:

Sistema κb [nm−1] εb [meV ] L (nm)

S1 3.093× 10−4i −5.439× 10−3 1.60
S2 −4.452× 10−4i −1.127× 10−2 1.60
S3 1.192× 10−3i −8.078× 10−2 8.80
S4 −1.894× 10−3i −2.039× 10−1 8.80
S5 2.158× 10−3i −2.647× 10−1 18.4
S6 −5.340× 10−3i −1.621× 100 18.4

donde denotamos por κb al estado ligado o antiligado, según corresponda.

En las figuras 8.1a y 8.1b se muestran respectivamente, la transmisión y distribución de
polos en el plano complejo kL de estos sistemas, además en la figura 8.1c se hace una amplia-
ción de la distribución de polos cercanos al origen. Note que, estrictamente los sistemas S1
y S2 son transparentes hasta valores de enerǵıa alrededor de diez veces la altura del poten-
cial (E = 10v0 = 1.5 eV ), mientras que los sistemas S3 a S6 presentan una disminución de
probabilidad entre cinco y nueve veces la altura de la barrera, esto era de esperar puesto que
sabemos que al crear cadenas, la distribución de polos se acerca al eje real [Cap. 3], resultado
que es claro en la distribución de polos [fig. 8.1b]. Sin embargo, es notorio que los sistemas
son transparentes hasta cuatro veces la altura de las barreras [fig. 8.1a]. Además, observe que
las distribuciones de polos por parejas, i.e., S1 : S2, S3 : S4 y S5 : S6 son cualitativamente
iguales excepto para los primeros polos.
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8 Paquetes de onda a través de sistemas transparentes.

Esto nos permitirá comparar paquetes de onda que se propaguen a través de sistemas
transparentes que tienen la misma probabilidad de transmitir [fig. 8.1a] y cualitativamente
la misma distribución de polos complejos [fig. 8.1b] excepto la contribución más importante
que es debida a la contribución de un estado ligado o antiligado [fig. 8.1c].

8.2. Onda plana.

El primer caso que analizamos en este caṕıtulo corresponde al caso de un paquete tipo
“onda plana” para el modelo de obturador cuántico, i.e., suponemos que el estado inicial es
dado por

ψ0(x) =

{
eik0x x < 0

0 x > 0
, E0 =

~2k2
0

2m
. (8.1)

La evolución en la región de transmisión de este paquete de onda, está dada por la ecuación
(7.33b) [pág. 112].

En el caso de sistemas resonantes comúnmente se propone que la enerǵıa del estado inicial
sea igual a la parte real de la resonancia [11], debido a que la transmisión es la unidad y esto
permite comparar la señal transmitida con la propagación libre del estado, sin necesidad de
renormalizar. Sin embargo, en nuestro caso, tenemos que la transmisión es la unidad excepto
para enerǵıas cercanas al umbral (E ≈ 0).

Nosotros enfocamos nuestro estudio a valores de enerǵıa en la región de tunelaje, i.e.,
0 < E0 < v0, en general proponemos dos casos de interés que son: E0 = v0/2 y E0 = εb pa-
ra los sistemas propuestos en la sección anterior. Note que para el valor E0 = εb se tiene que
T (E0) = 0.5 de acuerdo a la igualdad (1.22) [pág. 21]. Además consideramos en particular
para los sistemas compuestos (S3 –S6) el valor E0 = 6.5v0, que es aproximadamente el valor
donde se encuentra el ḿınimo de transmisión de estos sistemas [fig. 8.1a].

Cabe mencionar que en todos los cálculos que hacemos en esta sección, se emplea una
aproximación de 200 polos del cuarto cuadrante, esto es, se suman 400 términos en la solución
[Ec. 6.2, pág. 94], los cuales son suficientes para tener una muy buena aproximación de la
transmisión de cada sistema, y por lo tanto permite dar una buena descripción de la evolución
de un paquete de onda.
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8.2 Onda plana.

8.2.1. Sistemas Simples.

Como se mencionó anteriormente los sistemas simples que definimos son:

S1 = bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.15) y

S2 = bwb(0.4, 0.8; 0.15,−0.14),

que tienen la virtud de poseer un estado ligado y antiligado respectivamente. Además, su
distribución de polos complejos κn es prácticamente la misma [fig. 8.1b], incluyendo el valor
del estado antiligado lejano al origen. La virtud de estos sistemas es que se pueden comparar
fácilmente, puesto que tienen la misma longitud L, esto es, al colocar el detector en una
posición x0 > L la señal transmitida viaja libremente una distancia igual d = x0 − L para
ambos sistemas.

Supongamos que el detector es colocado a una distancia x0 = 2L y que el estado inicial
tiene una enerǵıa igual a E0 = v0/2. Note que estamos considerando distancias cortas, puesto
que queremos analizar el efecto del estado ligado y antiligado del sistema sobre la evolución,
y considerar distancias grandes (x0 � L) nos llevaŕıa a cancelar su contribución, ya que la
contribución de un estado ligado se desvanece exponencialmente como función de la posición
(ub(x) ∼ e−|κbx|, x > L).

La densidad de probabilidad como función del tiempo se muestra en la figura 8.2, y se
observa que la señal transmitida por los sistemas S1 y S2 es idéntica a la señal que se me-
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Figura 8.2: Densidad de probabilidad como función del tiempo, para el problema de obturador
cuántico libre (ĺınea continua), el obturado con el sistema S1 (ĺınea cortada) y con el
sistema S2 (linea punteada). Los parámetros se discuten en el texto.
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sistema S1 y (b) el sistema S2, en este caso se renormaliza la señal transmitida (ĺınea
punteada). Los parámetros se discuten en el texto.
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8.2 Onda plana.

diŕıa si la part́ıcula viajara libremente (ĺınea continua). Por lo tanto, el análisis temporal de la
solución para estos sistemas muestra que, los sistemas S1 y S2 son estrictamente hablando
invisibles, puesto que, una part́ıcula que viaja a través de estos, se comporta como si se
tratara de part́ıcula libre, i.e., no siente el efecto del potencial.

Observe, que ambas curvas [fig. 8.2] presentan las oscilaciones t́ıpicas de la difracción tem-
poral [9], debidas a la interferencia entre el comportamiento exponencial y no exponencial de
la función de Moshinsky [Ec. 7.31, pág. 7.31]. Además note que las oscilaciones son alrededor
del valor T (E0) ≈ 1 para este caso, lo que muestra de forma cualitativa que en promedio la
part́ıcula se transmite con probabilidad T (E0) ≤ 1.

Por otro lado, nos interesa saber si el resultado anterior es válido para todos los valores
de enerǵıa, incluyendo valores cercanos al umbral. Para lo cual proponemos los valores de
enerǵıa E0 = |εS1| = 5.439× 10−6 eV y E0 = |εS2| = 1.127× 10−5 eV para los sistemas
S1 y S2 respectivamente. Recuerde que para estos valores de enerǵıa se tiene idealmente
que T (E0) = 0.5 según la fórmula (1.22) [pág. 21].

En la figura 8.3a y 8.3b se muestran respectivamente, la densidad de probabilidad como
función del tiempo a una posición fija x0 = 2L para ondas planas que atraviesan a los sis-
temas S1 [fig. 8.3a] y S2 [fig. 8.3b] y donde L es la longitud del sistema correspondiente.
Es notorio en la figura 8.3, que la influencia del estado ligado y antiligado es importante
para enerǵıas cercanas al umbral E0 ≈ 0. Podemos entender esto a partir de la solución,
ya que como se mencionó anteriormente ambas soluciones tienen una diferencia cualitativa
importante.

Consideremos la solución para el caso donde la transmisión es dominada por un estado
ligado. Sabemos que en la aproximación de un sólo término la solución en la región de
transmisión (x > L) con un estado ligado κb, tiene la forma

ψ(x, t) = t(k0)M(x, t; k0)− i

k0 − κb
M(x, t;κb) + Cbub(x)e−iεbt/~, (8.2)

donde Cb es la proyección del estado ligado con el estado inicial, que para el tipo de estado
inicial que estamos considerando [Ec. 8.1], toma la forma

Cb =
ub(0)

γb + ik0

, κb = iγb; |Cb|2 =
~2

2m

u2
b(0)

E0 + |εb|
. (8.3)

Note que el factor que multiplica a ub(0) es el mismo que multiplica al segundo término de
la solución [Ec. 8.2], por lo que el análisis para este caso, nos permite inferir el efecto del
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8 Paquetes de onda a través de sistemas transparentes.

estado antiligado [fig. 8.3b].

Ahora bien, por la dependencia del coeficiente Cb como función de la enerǵıa (E0) del
paquete inicial, encontramos que éste toma un valor máximo cuando E0 = 0. Denotemos por
Cmax = ~ub(0)/

√
2m|εb| al valor máximo del módulo del coeficiente, entonces se tiene que

el módulo al cuadrado del coeficiente como función de la enerǵıa es

|Cb|2 =
C2
max

1 +
E0

|εb|

, (8.4)

esto muestra que la contribución de los coeficientes del segundo y tercer término en (8.2) se
hacen despreciables cuando E0 � |εb|, resultado que concuerda con la figura 8.2, ya que, para
E0 = v0/2 se tiene que E0/εb ≈ 1.38× 104 para el sistema S1. Por lo que, la contribución
a la densidad de probabilidad del segundo y tercer término es muy pequeña. Sin embargo,
cuando E0 ≈ εb esta contribución no es despreciable, lo que provoca fuertes oscilaciones en-
tre la propagación libre del paquete y la contribución del estado ligado [fig. 8.3a], o bien, un
efecto de amortiguación debido a la presencia de un estado antiligado [fig. 8.3b].

Cabe mencionar que este efecto sólo se verá a distancias cortas, puesto que como se puede
apreciar en la ecuación (8.2) la contribución del estado ligado se desvanece exponencialmente
cuando x� L, lo mismo pasa con la contribución no exponencial del estado ligado (segundo
término en la ecuación 8.2), dejando únicamente la propagación libre.

Un hecho que no debemos pasar por alto es la gran diferencia entre los procesos, esto es,
sabemos que para el problema del obturador sin estados ligados, la solución asintótica tiende
a la eigenfunción con enerǵıa E0, i.e., para el problema de obturador cuántico con potencial
y condición inicial de onda plana [Ec. 8.1], en ausencia de estados ligados se cumple [11]

ĺım
t→∞

ψ(x, t;E0) → χ+
k0

(x)e−iE0t/~, E0 =
~2k2

0

2m
. (8.5)

Por lo que, asintóticamente se llega a una situación estacionaria, resultado que se aprecia
en la figura 8.3b. Sin embargo, para el mismo estado inicial que atraviese un potencial que
acepta al menos un estado ligado, se tendrá que

ĺım
t→∞

ψ(x, t;E0) → χ+
k0

(x)e−iE0t/~ + Cbub(x)e−iεbt/~, E0 =
~2k2

0

2m
. (8.6)
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8.2 Onda plana.

Sólo a distancias grandes x� L tiende al estado estacionario, pero en general nunca llega a
una situación estacionaria,2 debido a que parte del estado inicial queda atrapada en el interior
potencial, cuando la proyección entre el estado inicial y el estado ligado no es nula.

8.2.2. Sistemas compuestos.

Ahora consideremos la propagación de ondas en los sistemas compuestos S3–S6. Como
podŕıamos anticipar a partir del resultado obtenido en la sección anterior, el efecto del estado
ligado debe ser más notorio para estos sistemas, ya que un estado ligado lejano al origen
tiene mayor contribución dentro y alrededor del potencial.

En la figura 8.4 se muestra la densidad de probabilidad como función del tiempo de un
paquete de onda plano con enerǵıa E0 = v0/2, que atraviesa al sistema S3 (ĺınea cortada)
y S4 (ĺınea punteada) en comparación con la propagación libre del paquete (ĺınea continua),
suponiendo que el detector es colocado a una distancia x0 = 2L [fig. 8.4a], y bajo los mismos
parámetros para los sistemas S5 y S6 [fig. 8.4b]. Recuerde que la loguintud L corresponde
a cada sistema.

Como se puede observar en ambos casos, se encuentran pequeñas variaciones a tiempos
grandes t ∼ 300 fs, entre la señal transmita y la propagación libre, sin embargo, no se en-
cuentra un cambio drástico en la señal transmitida. Por lo que, podemos considerar a estos
sistemas invisibles ante la propagación de ondas, excepto para paquetes de onda que viajen
con enerǵıas muy cercanas al umbral (E ≈ 0). Esto es, una conclusión preliminar es que,
los sistemas parcialmente transparentes en una región de enerǵıa [Emin, Emax], son invisibles
para la propagación de ondas con enerǵıa dentro del intervalo de transparencia.

Otro caso de interés, es el valor de enerǵıa E0 = 6.5v0 ya que como se vio anteriormente
la transmisión para los sistemas S3–S6 muestra una disminución [fig. 8.1a], para valores
alrededor de E0 = 6.5v0.

En la figura 8.5 se muestra un juego idéntico de gráficas para los sistemas S3 y S4 [fig.
8.5a], y los sistemas S5 y S6 [fig. 8.5b], para ondas planas que inciden con una enerǵıa igual
a E0 = 6.5v0, al igual que en el caso anterior se supone que el detector es colocado a una
distancia x0 = 2L. Sin embargo, para poder comparar con el caso libre (ĺınea continua) es
necesario renormalizar la señal transmitida, i.e., se hace una gráfica de |ψ(x, t)|2/T (E0), lo
cual no afecta a la propagación libre. Esto permite ver el efecto del potencial sobre la propa-
gación de ondas planas transmitidas por el potencial, pero no la disminución en probabilidad
de ser transmitida, como se predice por la transmisión [fig. 8.1a].

2Una discusión amplia de este resultado se hace en la tesis de licenciatura de Luis Guillermo Mendoza Luna
con t́ıtulo “ Efecto de los estados ligados sobre los transitorios cuánticos en una dimensión” (Facultad de
Ciencias, unam 2009) .
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Figura 8.4: Se muestra la densidad de probabilidad como función del tiempo de una onda plana
que atraviesa a los sistemas (a) S3 (ĺınea cortada) y S4 (ĺınea punteada), (b) S5 (ĺınea
cortada) y S6 (ĺınea punteada). En ambos casos se compara con la propagación libre
(ĺınea continua). Los parámetros se discuten en el texto.
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(ĺınea continua). Los parámetros se discuten en el texto.
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Observamos que hay una pequeña variación en la amplitud del primer máximo de la so-
lución cuando el paquete atraviesa los sistemas S3 y S4 [fig. 8.5a], mientras que para los
sistemas S5 y S6 es más notoria esta diferencia [fig. 8.5b]. Esto es debido al efecto del po-
tencial sobre la propagación de ondas, como se podŕıa anticipar por el estudio realizado en el
caṕıtulo 5, el efecto del potencial sobre una onda monocromática, no sólo es la disminución
la probabilidad de ser transmitida, sino que también ésta sufre un retraso o adelanto respecto
a la propagación libre, esto se ve más claramente en la figura 8.5b.

En conclusión, podemos decir que un sistema parcialmente transparente (tales como los
sistemas S3–S6 vistos aqúı), también es parcialmente invisible ante la propagación de ondas
planas. Además, la evolución de ondas planas no distingue si el sistema contiene un esta-
do ligado o antiligado cercano al origen, a menos que se consideren enerǵıas cercanas al
umbral (donde pierden la propiedad de transparencia), y distancias cortas (x ∼ L, donde la
contribución del estado ligado no es despreciable) como se aprecia en la figura 8.3.

8.3. Paquete Gaussiano.

Anteriormente se analizó el problema del obturador cuántico con el estado inicial de onda
plana, y se mostró para casos particulares que el sistema transparente también es invisible
ante la propagación de ondas planas [Secc. 8.2], i.e., una onda plana que atraviesa el sistema
no solamente se transmite con probabilidad uno, sino que también evoluciona como si se
tratara de part́ıcula libre.

Ahora, vamos a considerar un problema más general, i.e., consideramos el problema del
obturador cuántico, sólo que en esta ocasión el estado inicial corresponde a un estado tipo
Gaussiano, este problema se abordo anteriormente para la propagación de un paquete cgwp
a través de un sistema t́ıpico de Sollner, el cual se muestra esquemáticamente en la figura
7.5 (pág. 119). Consideramos los mismos sistemas transparentes S1, S2, S3, S4, S5 y S6
definidos anteriormente.

Dado que el paquete cgwp tiene un espectro con ancho (2σ)−1 en el espacio k, donde σ
es el ancho efectivo del paquete en el espacio de posición (x), sugerimos fijar los parámetros
del paquete inicial. Nosotros consideramos en esta sección los siguientes valores

xc = −20 nm, (centro del paquete),

σ = 2 nm, (ancho efectivo), (8.7)

E0 =
v0

2
, (enerǵıa),
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Figura 8.6: Densidad de probabilidad no normalizada de una part́ıcula con estado inicial cgwp
que atraviesa una región finita de potencial (ĺınea cortada) (a) S1 y (b) S2. En ambos
casos se compara con la propagación libre del mismo estado inicial (ĺınea continua).
Los parámetros se discuten en el texto.
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Figura 8.7: Densidad de probabilidad no normalizada de una part́ıcula con estado inicial cgwp
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Los parámetros se discuten en el texto.
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ya que, para estos valores se satisface |xc|/2σ = 5, valor que garantiza que el corte que
se le hace al paquete Gaussiano es despreciable. Además, el ancho que se escoge permite
garantizar que casi todo el espectro del paquete está compuesto por enerǵıas de tunelaje,
i.e., 0 < E < v0. Por lo tanto, el proceso que se describe con este paquete es precisamente
la evolución de un cgwp que atraviesa una región de interacción v́ıa efecto túnel.

8.3.1. Sistemas simples.

En la figura 8.6 se muestra la densidad de probabilidad no normalizada (σ|ψ(x, t)|2) como
función del tiempo para un estado cgwp con los parámetros discutidos (8.7), que atraviesa
los sistemas transparentes (ĺınea cortada) S1 [fig. 8.6a] y S2 [fig. 8.6b]. Se supone que el de-
tector es colocado a una distancia x0 = 2L con L la longitud correspondiente a cada sistema.

Observamos que en ambos casos la part́ıcula con estado cgwp atraviesa el sistema como
si se tratara de part́ıcula libre (ĺınea continua), aunque cabe mencionar, por el estudio anterior
con estados de onda plana, que para el caso del sistema S1 al tener un estado ligado éste
dominará con el tiempo, puesto que éste no se desvanece cuando t→∞. Por otro lado, es
fácil probar que la densidad de probabilidad del estado cgwp libre disminuye como potencia
inversa del tiempo, i.e., |ψf (x, t)|2 ∼ t−1e−t, mientras que en ausencia de estados ligados
se tendrá un comportamiento inverso al cubo del tiempo, i.e., |ψ(x, t)|2 ∼ t−3e−t [52, 55].
En otras palabras, en ambos casos se verá una diferencia entre la propagación libre y no
libre del estado cgwp. Sin embargo, esto ocurrirá a tiempos largos donde la señal recibida
será prácticamente indetectable.

8.3.2. Sistemas compuestos.

En la figura 8.7 se muestra la densidad de probabilidad no normalizada de un cgwp que
atraviesa a los sistemas S3 [fig. 8.7a] y S4 [fig. 8.7b], aśı como en la figura 8.8a y b para los
sistemas S5 y S6 respectivamente.

Claramente observamos que para los sistemas con un estado ligado (S3 y S5) el pa-
quete cgwp atraviesa el sistema como si se tratara de part́ıcula libre, figuras 8.7a y 8.8a
respectivamente. Esto es una muestra de que los sistemas parcialmente transparentes son
parcialmente invisibles; recuerde que el espectro del paquete está en la región de enerǵıas
donde los sistemas son transparentes. En otras palabras, las pequeñas variaciones del tiempo
de permanencia [Cap. 5] entre diferentes componentes del paquete de onda son despreciables.

Sin embargo, para los sistemas con un estado antiligado (S4 y S6) se observa que hay una
pequeña disminución en la densidad de probabilidad a tiempos grandes, figuras 8.7b y 8.8b
respectivamente, siendo más notoria para el sistema S6 [fig. 8.8b]. Esta diferencia en la den-
sidad de probabilidad es debida al comportamiento ∼ t−3 del paquete transmitido. En otras
palabras, el comportamiento inherente t−3 de un paquete transmitido, permitirá a tiempos
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8 Paquetes de onda a través de sistemas transparentes.
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Figura 8.8: Densidad de probabilidad no normalizada de una part́ıcula con estado inicial cgwp
que atraviesa una región finita de potencial (ĺınea cortada) (a) S5 y (b) S6. En ambos
casos se compara con la propagación libre del mismo estado inicial (ĺınea continua).
Los parámetros se discuten en el texto.
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8.3 Paquete Gaussiano.

grandes distinguir la señal, pero esto se consigue, sólo cuando el tiempo es muy largo para
el cual la señal recibida es indetectable.

Es importante enfatizar el siguiente hecho, el estudio realizado hasta ahora es la transmi-
sión de paquetes de onda como función del tiempo a distancias cortas, esto se hizo porque
deseamos estudiar la influencia del estado ligado y antiligado cercano al origen sobre la propa-
gación de ondas. Sin embargo, es notorio que este efecto se mantendrá a distancias grandes,
aun cuando las contribuciones exponencial (del estado ligado) y no exponencial (del estado
ligado y antiligado) en la solución sean despreciables, ya que es claro que en el ĺımite t→∞
la densidad de probabilidad en un punto x fijo, tiene un comportamiento asintótico para los
diferentes tipos de propagación como:

ĺım
t→∞
|ψf (x, t)|2 ∼ t−1, (libre),

ĺım
t→∞
|ψa(x, t)|2 ∼ t−3, (con un estado antiligado),

ĺım
t→∞
|ψb(x, t)|2 ∼ cte., (con un estado ligado).

La densidad de probabilidad como función del tiempo de un cgwp que atraviesa a los
sistemas S5 y S6 se muestra en la figura 8.9, suponiendo que el detector es colocado a
una distancia x0 = 100L. Como se puede observar la diferencia entre el paquete transmitido
aparece a tiempos largos ∼ 10 ps, corresponde aproximadamente a tres veces el tiempo de
vuelo libre τf ,

τf =
m(x0 − xc)

~k0

,

que para los parámetros dados se tiene τf ≈ 2.93 ps. A diferencia de una situación donde
el detector es colocado a una distancia corta, por ejemplo para el sistema S6 a x0 = 2L
[fig. 8.8b] encontramos que τf ≈ 0.09 ps y la desviación de la densidad de probabilidad es
para un valor t ≈ 0.1 ps ≈ τf . Esto muestra que a distancias grandes (x� L) el efecto del
estado ligado y antiligado se dará a tiempos mayores que tiempo de vuelo libre de la part́ıcula.

Sin embargo, cabe mencionar que estas diferencias son despreciables, por lo que, concluimos
que estos sistemas son parcialmente invisibles ante la propagación de ondas, y que la diferen-
cia de pequeñas variaciones en el tiempo de permanencia de componentes monocromáticas
de un paquete, no afecta sustancialmente su evolución a través de sistemas transparentes.
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8 Paquetes de onda a través de sistemas transparentes.
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Figura 8.9: Densidad de probabilidad no normalizada de una part́ıcula con estado inicial cgwp
que atraviesa una región finita de potencial S5 (ĺınea cortada) y S6 (ĺınea punteada),
se compara con la propagación libre (ĺınea continua). Los parámetros se discuten en
el texto.

Finalmente, recordemos que el estudio presentado aqúı, es únicamente para un paquete
Gaussiano con parámetros dados en (8.7). Debe ser claro que mientras se satisfagan las
condiciones:

(i)
xc
2σ
� 1, con xc < 0 y

(ii) que el espectro del paquete esté formado principalmente por enerǵıas para el cual el
sistema es invisible.

Se mantendrán los resultados de esta sección. Por lo tanto, este resultado garantiza que
existe una gran variedad de estados cgwp que atravesarán un sistema invisible como si se
tratara de part́ıcula libre, i.e., los efectos transitorios de estos paquetes al atravesar sistemas
invisibles son despreciables.
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Conclusiones.

En este trabajo se han estudiado diferentes tópicos del problema de transmi-
sión. Nos enfocamos principalmente a dos problemas, que son: la invisibilidad
de la materia y el problema de evolución temporal de un paquete de onda que
atraviesa a un potencial de alcance finito.3 En particular nos referimos a la
transmisión en la región de tunelaje, i.e., la transmisión de una part́ıcula con
enerǵıa menor a la altura de las barreras. Se emplean dos enfoques diferentes
para este propósito: Matriz de Transferencia [Ap. A] y el Formalismo de Es-
tados Resonantes [Cap. 1], [Ap. B]. Éste último es un enfoque anaĺıtico que
permite estudiar la transmisión t(k) en forma estacionaria, y las propiedades
anaĺıticas de la solución a la ecuación de Schrödinger, i.e., estudiar los efectos
transitorios de un paquete de onda que atraviesa al sistema [Cap. 7].

Resultados.

Los resultados que consideramos más sobresalientes de este trabajo son:

i. – Invisibilidad de la materia. Una definición apropiada de la transpa-
rencia en la materia, permite considerar un espectro grande de sistemas
que tengan una alta probabilidad de transmitir prácticamente en todo
el espectro de enerǵıa, excepto para un intervalo cercano al umbral, ya
que al considerar un potencial de alcance finito con V (x) > 0 en alguna
región del espacio, se tiene que T (0) = 0 [20].

3Se ven desde un punto de vista general algunas propiedades de la evolución temporal de un paquete de
onda arbitrario, y como caso particular se aplica a un paquete de onda Gaussiano usando el modelo de
obturador cuántico.
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Conclusiones.

a) Se muestra empleando matriz de transferencia que diferentes sis-
temas, por ejemplo bwb, 2bwbs [Cap. 2] y en general una cadena
formada por uno o más bb4 [Cap. 3], son transparentes en la región
de tunelaje, i.e., para enerǵıas menores a la altura del potencial.
Además, siempre es posible encontrar los parámetros adecuados pa-
ra que el sistema transmita con probabilidad casi uno, arriba de dos
o más veces la altura de las barreras. A los cuales denominamos
sistemas parcialmente transparentes.

b) El formalismo de estados resonantes es apropiado para estudiar las
propiedades anaĺıticas de estos sistemas, encontramos que: La trans-
misión en sistemas transparentes es dominada por la contribución de
un estado ligado o antiligado cercano al umbral. Excepto para sis-
temas más complejos, tal es el caso de las cadenas, donde la trans-
misión del sistema necesita la contribución de varios estados ligados
y/o antiligados y/o resonantes, dando origen a bandas prohibidas de
enerǵıa, i.e., si la cadena es muy larga siempre presentará regio-
nes de enerǵıa donde la transmisión es nula5 [Secc. 3.2; pág. 66].
Sin embargo, si la cadena no es lo suficientemente larga, es posible
encontrar los parámetros adecuados para que la transmisión en la
región de tunelaje este perfectamente descrita por un estado ligado
o antiligado.

c) Se muestra que los sistemas transparentes son robustos frente a
pequeñas variaciones en los parámetros del sistema, tales como: an-
churas, alturas y/o profundidades de barreras y/o pozos, además, de
variaciones en la masa y deformaciones en el perfil de las barreras y/o

pozos, dando esta última una mejoŕıa en la transmisión; caṕıtulos
2, 3 y 4 respectivamente.

4Bloques fundamentales (Building Blocks).
5Podemos hacer el análogo de una superred, donde sabemos que los electrones viajan por bandas de

conducción y para los cuales se muestra que existen bandas prohibidas de enerǵıa.
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d) Los sistemas transparentes son robustos frente a una reflexión del
potencial, i.e., cambiar alturas por profundidades y viceversa, por
ejemplo, si el sistema S1(v, u) es transparente, entonces S1(u, v)
es cuasi–transparente,6 donde v es la colección de alturas y u la co-
lección de profundidades de barreras y pozos respectivamente. Este
efecto se refleja en la distribución de polos de los sistemas, i.e., si
comparamos las distribuciones de polos de los sistemas S1(v, u) con
los del sistema S1(u, v) notaremos que el único estado que sufre una
variación importante es el estado ligado o antiligado cercano al um-
bral, el resto de estados resonantes quedan casi invariantes frente a
la reflexión (vea la figura 2.7 pág. 46).

e) Dado un potencial de alcance finito arbitrario, siempre es posible en-
contrar una masa asociada a la part́ıcula para que éste sea transpa-
rente, i.e., las part́ıculas con masa muy pequeña aumentan el espec-
tro de sistemas transparentes [Cap. 4]. Otro efecto de la masa sobre
el sistema es que: si tenemos un sistema transparente S(v, u,m1)
donde m1 es la masa efectiva del electrón en el medio 1, y se tiene
otro medio donde la masa efectiva del electrón es m2, entonces el
sistema S ′(v′, u′,m2) es transparente, si se cumple v′ = m1v/m2 y
u′ = m1u/m2, i.e., los sistemas son equivalentes.7

f ) Dados dos sistemas total o parcialmente transparentes en la región
de tunelaje, se puede construir un sistema transparente con la unión
de estos dos sistemas. Esto permite considerar un gran número de
posibilidades para la construcción de estos sistemas.

g) El tiempo de permanencia en sistemas transparentes es del orden
del tiempo que le llevaŕıa a la part́ıcula recorrer la región de interac-
ción, esto es, se exhibe que la mayoŕıa de los sistemas transparentes

6No garantizamos que S1(u, v) sea transparente, pero si podemos garantizar que si hacemos una pequeña
variación de alguno de sus parámetros lo será.

7En este sentido, la transmisión T (E) de sistemas equivalentes son idénticas en una gráfica T (E) vs. E/v0
siendo v0 = máx{|v|, |u|}.
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Conclusiones.

encontrados en este trabajo son invisibles [Cap. 5], excepto para
part́ıculas con enerǵıas cercanas al umbral.

h) La propagación de ondas planas en el modelo de obturador cuántico
[Secc. 8.2] no sufren un retraso o adelanto respecto a la propagación
libre al transmitirse a través de un sistema invisible, excepto cuando
se consideran enerǵıas cercanas al umbral donde la influencia del es-
tado ligado o antiligado es importante [fig. 8.3, pág. 132], o bien para
valores de enerǵıa donde T (E) < 1 (en cadenas) [fig. 8.5, pág. 137].

i) Si se considera un paquete Gaussiano con espectro en la región de
tunelaje, se encuentra que no sufre un retraso o adelanto respecto a
la propagación libre al pasar a través de un sistema invisible. [Secc.
8.3]. Esto muestra que pequeñas variaciones del tiempo de perma-
nencia entre las diferentes componentes que forman al paquete de
onda, son despreciables en la evolución.

ii. – Coeficiente de transmisión. Se encuentra una nueva representación
del coeficiente de transmisión como un desarrollo en resonancias del sis-
tema. Éste tiene la virtud de tener una convergencia rápida, i.e., dado
un valor finito de enerǵıa (0 < E <∞), siempre es posible encontrar un
número finito de resonancias para el cual, el desarrollo en resonancias de
la transmisión reproduce el mismo resultado que se encuentra con matriz
de transferencia, en el rango de enerǵıas 0→ E [Secc. 7.1; pág. 100].

Este resultado no sólo muestra que el formalismo de estados resonan-
tes es una herramienta poderosa, sino que al ser un enfoque puramente
anaĺıtico abre la posibilidad de buscar relaciones generales que permitan
resolver la ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo. En particular
se mostró que la evolución en la región de transmisión de un paquete de
ondas arbitrario se puede escribir como la contribución de dos términos:
uno que corresponde a la propagación libre del paquete, modulado por
la transmisión correspondiente a su enerǵıa, y el otro a un término de
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corrección debido a la presencia del potencial [Ec. 7.20, pág. 109].

iii. – Solución anaĺıtica para la propagación de un estado Gaus-
siano (CGWP). El primer ejemplo de la solución anaĺıtica exacta de la
evolución de un paquete de ondas en la región de transmisión, usando el
modelo de obturador cuántico, es el de onda plana [11]. En este trabajo,
se muestra la solución anaĺıtica exacta para la evolución de un paquete
gaussiano cgwp para el mismo modelo, y se encuentra en ausencia de
estados ligados que: El paquete transmitido a través de un potencial de
alcance finito, tiene esencialmente dos comportamientos diferentes como
función de la posición del detector.

a) Distancias cortas: La evolución del paquete transmitido está com-
puesta de dos procesos diferentes: tunelaje y decaimiento, i.e., la
señal se compone de ondas que están atravesando al sistema v́ıa
efecto túnel y otras que decaen del sistema, debido a que algunas
componentes del paquete inicial son atrapadas dentro del sistema,
para después escapar de éste v́ıa un proceso de decaimiento.

b) Distancias grandes (macroscópicas): La evolución del paquete trans-
mitido pierde información del proceso de decaimiento exponencial
que sufren algunas componentes del estado inicial, para finalmente
copiar en su perfil el coeficiente de transmisión del sistema, i.e., el
paquete transmitido hereda las propiedades anaĺıticas del sistema.

Estos resultados, muestran que el decaimiento exponencial8 de un esta-
do cuasi–estacionario formado por un proceso de dispersión [54, 56], es
inherente a la posición del detector, i.e., si experimentalmente deseamos
medir la ley de decaimiento exponencial de un estado cuasi–estacionario
formado por un proceso de dispersión, es necesario colocar el detector

8Nos referimos únicamente a la ley de decaimiento exponencial, ya que la complejidad de la solución, no
permite verificar que la ley de decaimiento no exponencial también sea eliminada del paquete transmitido
a distancias macroscópicas.
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Conclusiones.

cerca del sistema, ya que si se consideran distancias largas, no se verá la
ley de decaimiento exponencial. Debemos aclarar que las distancias cor-
tas y largas dependen del máximo valor tiempo de vida media y el tiempo
de vuelo libre de la part́ıcula. Por ejemplo, una distancia larga es cuando
τf � τ , donde τf es el tiempo de vuelo libre, i.e., es el tiempo que lleva
a la part́ıcula recorrer libremente la distancia entre el sistema y el detec-
tor, y τ el valor máximo de la vida media, que en general corresponde
al tiempo de vida media del primer estado resonante. En otras palabras:
Para este proceso, el decaimiento exponencial de una part́ıcula depende
de la distancia a la que se le observa.

Otros aspectos importantes de este trabajo son: el estudio anaĺıtico de la
función de Moshinsky [Ap. D], en particular resalta la idea de extenderla a
tiempos complejos Im{t} < 0, que es de utilidad para el cálculo de la evolu-
ción de un paquete gaussiano, y se muestra que ésta está relacionada con la
función de Faddeyeva [Ap. F], de tal forma que siempre tiene un comporta-
miento f́ısico aceptable para todo k en el plano complejo, y no sólo en en el
semi–plano inferior, i.e., Im{k} < 0.

Trabajo futuro.

Algunos trabajos de investigación que se generan de forma inmediata a
partir del trabajo que hemos presentado son los siguientes

1. Estudio de la evolución temporal en la región interna y de reflexión. En
este trabajo se ha estudiado la propagación de ondas Gaussianas en la
región de transmisión, como trabajo futuro es de interés extender las
ideas planteadas en este trabajo a la región interna y de reflexión.

2. Ingenieŕıa de sistemas transparentes. El resultado de poder construir un
sistema transparente a partir de dos sistemas, total o parcialmente trans-
parentes, abre una infinidad de posibilidades para la construcción de estos
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sistemas. En este trabajo se mostraron las combinaciones más simples.
Sin embargo, un trabajo futuro es considerar combinaciones más com-
plejas, y establecer reglas generales de construcción de estos sistemas.

3. Orden y simetŕıas. Esto está relacionado con la ingenieŕıa de sistemas
transparentes. Exhibimos para algunos sistemas que el sistema transpa-
rente óptimo no es simétrico frente a una reflexión espacial (x→ −x)
aunque el caso simétrico sea lo suficientemente transparente, i.e., rom-
per la simetŕıa mejora la transparencia del sistema. Esto es un hecho
interesante, puesto que, si construimos una barrera o pozo por capas
de igual anchura, pero con un error (experimental) en la altura o pro-
fundidad arbitrario, ¿cómo afecta esto a la transparencia del sistema?
y ¿cómo afecta el orden de barreras y pozos en la transparencia?. La
segunda pregunta es en dirección al hecho de que si bwb es transparente
y wbw también lo es, entonces bwbswbw es transparente aunque sea
menos transparente que cada elemento que lo conforma. Sin embargo,
usando los mismos elementos se puede construir bbbswww = bsw que
corresponde a un ordenamiento de los elementos del sistema, entonces
¿cuáles son las condiciones para que el sistema sea transparente sin im-
portar el orden?.

4. La evolución de paquetes de onda en términos del cálculo fraccional. Un
hecho importante es que las dos soluciones anaĺıticas que se han encon-
trado para la evolución de un paquete de ondas a través de un potencial
de alcance finito, involucran la función de Moshinsky. Ésta al estar di-
rectamente relacionada con la función de Faddeyeva, muestra que estas
soluciones se pueden escribir en términos de operadores fraccionales. La
pregunta que surge inmediatamente es ¿existe un operador fraccional
que relacione directamente la evolución libre de un paquete, con la co-
rrección que sufre al atravesar el potencial?, i.e., ¿ψc(x, t) = Oψf(x, t)?,
note que O debe tener toda la información del sistema, y que si la res-
puesta es afirmativa entonces ψ(x, t) = [t(k0) + O]ψf(x, t) en la región
de transmisión.
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A Matriz de Transferencia.

Consideremos el problema de una barrera de potencial en el intervalo [a, b]. La solución
general a la ecuación asociada de eigenvalores está dada por

ψ(x) =


A1e

ikx +B1e
−ikx x < a

Ceiqx +De−iqx a < x < b

A2e
ikx +B2e

−ikx b < x

, (A.1)

donde E = ~2k2/2m es la enerǵıa de la part́ıcula y ~2q2/2m = E − V , con V la altura de
la barrera. El problema se muestra esquemáticamente en la figura A.1.

Los coeficientes en (A.1) están determinados por las condiciones de frontera; para simpli-
ficar la escritura de éstas introducimos la matriz F(x) definida por

Fk(x) ≡
(

eikx e−ikx

ikeikx −ike−ikx
)
. (A.2)

Aśı las condiciones de frontera se escriben como

Fk(a)

(
A1

B1

)
= Fq(a)

(
C
D

)
, Fq(b)

(
C
D

)
= Fk(b)

(
A2

B2

)
. (A.3)

Figura A.1: Se muestra esquemáticamente el problema general de dispersión en una dimensión.
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A Matriz de Transferencia.

Si k 6= 0, es fácil verificar que la matriz (A.2) tiene inversa; esto permite simplificar las
igualdades (A.3) a una ecuación que involucra los coeficientes en las regiones externas del
potencial (x < a y b < x). Tenemos

(
A2

B2

)
= F−1

k (b)Fq(b)F−1
q (a)Fk(a)

(
A1

B1

)
≡ Ta→b

(
A1

B1

)
, (A.4)

donde Ta→b es conocida en la literatura como la matriz de transferencia, contiene toda la
información del potencial y evidentemente, depende de la enerǵıa y masa de la part́ıcula;
ésta relaciona los coeficientes de entrada A1, B1 de la solución para x < a con los de salida
A2, B2 para b < x (vea la figura A.1). Cabe mencionar que los elementos de matriz tij satis-
facen t11 = t∗22 y t12 = t∗21, resultado que se obtiene al pedir que el conjugado de la solución
sea solución a la ecuación de Schrödinger, i.e., el Hamiltoniano del problema conmuta con el
operador de inversión temporal.

Es fácil probar a partir de las condiciones en la frontera que, para un sistema de dos o más
barreras la matriz de transferencia total es el producto de las matrices de transferencia de
cada barrera. Aśı, la matriz de transferencia para un sistema multibarrera está dada por

Ta→b = Tan→bnTan−1→bn−1 · · · Ta1→b1 , a = a1, b = bn, (A.5)

donde suponemos que el sistema está formado por n barreras (o pozos) y la región de in-
teracción del potencial es el intervalo [a, b] (vea la figura A.2). Cabe mencionar que a las
regiones de potencial cero definidas por los intervalos [bj−1, aj] [fig. A.2] les corresponde como
matriz de transferencia la identidad Tbj−1→aj

= 1, por esta razón se omite su escritura en
la fórmula (A.5) y es válida aún cuando algunos (o todos) tengan ancho cero (aj − bj−1 = 0).

Figura A.2: Se muestra un sistema compuesto por n barreras y la asociación de los parámetros
de cada una de ellas con los ı́ndices empleados en la ecuación (A.5).
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Una solución particular se obtiene al considerar estados con incidencia de izquierda a
derecha para los cuales se asignan los valores A1 = 1 con B2 = 0, se encuentra que las
amplitudes de reflexión B1 = r y transmisión A2 = t de estos estados están dadas por

r = −t21

t22

; t =
1

t22

, (A.6)

donde se usa que el determinante de la matriz de transferencia es la unidad (det T = 1);
resultado que se obtiene de la conservación de flujo. Aśı mismo, la condición de incidencia
de derecha a izquierda (B2 = 1, A1 = 0) nos dan como resultado los coeficientes B1 = t′ y
A2 = r′ con

t′ =
1

t22

= t; r′ =
t12

t22

= − r∗
t′

t∗
. (A.7)

Note que, inversión temporal implica que t(−k) = t∗(k), r(−k) = r∗(k) y r′(−k) = r′∗(k).
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B Estados resonantes.

En este apéndice se muestra como obtener la propagación de un estado inicial en aproxi-
mación del obturador cuántico, usando el formalismo de estados resonantes [11]; en la región
interna y de transmisión, para un potencial de alcance finito L > 0.

Como caso particular se considera un paquete de onda cuasi monocromático que interactúa
con un potencial de alcance finito; extendido de a a b. Para resolver el problema de tunelaje
aplicamos la transformada de Laplace a la ecuación de Schrödinger, esto permite encontrar
fácilmente la solución en la región de transmisión y para la región interna, es conveniente
emplear la función de Green de onda saliente; encontramos la solución de la función de onda
en el espacio transformado. El hecho de que se puede escribir la solución en términos de la
función de Green de onda saliente, permite hacer uso de sus propiedades anaĺıticas en el plano
complejo; particularmente en la región interna, en la cual sabemos que tiene un desarrollo en
resonancias y a partir de éste es fácil encontrar la transformada inversa de Laplace.

B.1. Formalismo.

Supongamos que una part́ıcula se mueve de izquierda a derecha aproximándose hacia una
región finita de potencial (V (x < a) = 0 y V (x > b) = 0) con condición inicial

ψ0(x) =

{
eikx x < a

0 x > a
. (B.1)

La solución a este problema ψ(x, t; k) debe satisfacer: la ecuación de Schrödinger

Hψ(x, t; k) = i~∂tψ(x, t; k), (B.2)

donde H es el operador Hamiltoniano y la condición inicial ψ(x, t = 0; k) = ψ0(x) . Denota-
mos a ξ(x, s) = Lt[ψ(x, t; k)] que corresponde a la transformada de Laplace de la función.
Aśı, al aplicar ésta a la ecuación de Schrödinger e identificar la variable s = −ip2/α con
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B Estados resonantes.

α = 2m/~ encontramos

{∂2
x + p2}ξ(x, p) = iαeikx, x < a, (B.3a)

{∂2
x + p2 − U(x)}ξ(x, p) = 0, a < x < b, (B.3b)

{∂2
x + p2}ξ(x, p) = 0, b < x, (B.3c)

donde U(x) ≡ 2mV (x)/~2.

La solución en la región externa al potencial [Ecs. B.3a,B.3c] está dada por

ξ(x, p) =

{
iα(p2 − k2)−1eikx + C(p)e−ipx x < a

D(p)eipx b < x
, (B.4)

donde se impone la condición f́ısica de onda saliente a la derecha.1

Para encontrar la solución en la región interna del potencial es conveniente emplear la
función de Green de onda saliente; ésta satisface:

{∂2
x + p2 − U(x)}G+(x, x′; p) = δ(x− x′), a < x < b, (B.5)

y condición de onda saliente en las fronteras, i.e.,

∂

∂x
G+(x, x′; p)

∣∣∣∣
x=a−

= −ipG+(a, x′; p), (B.6a)

onda saliente por la izquierda y

∂

∂x
G+(x, x′; p)

∣∣∣∣
x=b+

= ipG+(b, x′; p), (B.6b)

1Recuerde que la condición de obturador cuántico para este problema, implica que inicialmente no hay
probabilidad de encontrar a la part́ıcula en la región interna y de transmisión x > a [Ec. B.1], por lo que,
f́ısicamente no hay contribución de ondas que se propaguen de derecha a izquierda del potencial en la
solución, en otras palabras, la condición f́ısica implica que la evolución del paquete esta dada en términos
de los estados de dispersión de izquierda a derecha (vea el apéndice A).
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B.2 Región interna.

onda saliente por la derecha. Note que, las condiciones son para valores a− y b+, i.e., se
aproximan por la región externa al potencial.

Multiplicamos la ecuación (B.5) por ξ(x, p) y a la ecuación (B.3b) por G+(x, x′; p), al
restarlas se encuentra

∂x

[
ξ(x, p)∂xG

+(x, x′; p)−G+(x, x′; p)∂xξ(x, p)

]
= δ(x− x′)ξ(x, p), (B.7)

donde se ha empleado la identidad ∂x[f∂xg − g∂xf ] = f∂2
xg − g∂2

xf para cualesquiera dos
funciones f, g de la variable x. Integramos a (B.8) en el intervalo de interacción [a, b] y
usando las condiciones a la frontera de ξ(x, p) (es continua Ec. B.4) y G+(x, x′; p) (onda
saliente) se encuentra

ξ(x, p) =
α

k − p
G+(a, x; p)eika, a < x < b. (B.8)

Cabe mencionar que este resultado se obtiene fácilmente si suponemos que ξ(x, p) tiene de-
rivada continua en x = a y x = b, sin embargo, se puede mostrar que es el mismo resultado
aún cuando su derivada no sea continua; para hacer la demostración hay que tomar en cuen-
ta la derivada de G+(x, x′; p) tampoco es continua, resultado que se obtiene de la ecuación
(B.5).

Al evaluar en x = b se encuentra, por continuidad, el coeficiente D(p), por lo tanto la
solución en la región de transmisión [Ec. B.3c] se puede escribir como

ξ(x, p) =
α

k − p
G+(a, b; p)eikae−ipbeipx, b < x. (B.9)

B.2. Región interna.

Para encontrar la solución en la región interna al potencial, hacemos una expansión anaĺıtica
al plano complejo p de la función ξ(x, p) definida en la región interna del potencial [Ec. B.8].
Aśı, podemos escribir la integral de contorno

1

2πi

∮
Γ

dz
zξ(x, z)

z − p
= 0, (B.10)

donde Γ =
∑

n cn + cp + ck + cs [fig. B.1]. Sabemos que en la región interna se cumple
G+(x, x′; z)→ 0 para |z| → ∞ [5, 6], por lo que la integral sobre la trayectoria cs es nula;
quedando únicamente la contribución
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B Estados resonantes.

Figura B.1: Contorno de integración en el plano complejo z.

∮
cp

dz
zξ(x, z)

z − p
= −

∮
ck

dz
zξ(x, z)

z − p
−
∑
n

∮
cn

dz
zξ(x, z)

z − p
, (B.11)

las primeras dos integrales son inmediatas pero, para evaluar la integral sobre cada trayectoria
cn que rodea al n–ésimo polo kn de la función de Green es necesario emplear el teorema del
residuo.2 Se encuentra que el residuo de la función de Green esta dado por [6]; [Ec. 1.12,
pág. 7]

Res G+(x, x′; k) = ĺım
k→kn

(k − kn)G+(x, x′; k) =
un(x)un(x′)

2kn
, (B.12)

igualdad que es válida en la región interna del potencial a < (x, x′) < b y donde un(x) es el
n–ésimo estado resonante; éstos satisfacen la ecuación de Schrödinger con condición a la

2Recordemos que el teorema del residuo nos dice que si γ es un trayectoria simple cerrada que encierra uno
o varios polos de una función f(z), entonces∮

γ

dz f(z) = 2πi
∑
zn∈A

Resf(z),

donde Resf(z) = ĺımz→zn
(z − zn)f(z) son los residuos de la función, zn los polos de f(z) contenidos

en la región A del pano complejo z con contorno γ y donde γ se recorre en dirección contraria a las
manecillas del reloj.
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frontera de onda saliente, i.e.,

Hun(x) = Enun(x), En =
~2k2

n

2m
, (B.13a)

d

dx
un(x)

∣∣∣∣
x=a

= −iknun(a),
d

dx
un(x)

∣∣∣∣
x=b

= iknun(b), (B.13b)

normalizados mediante

∫ b

a

dx u2
n(x) +

i

2kn

[
u2
n(a) + u2

n(b)

]
= 1. (B.13c)

Sustituimos la ecuación (B.8) en (B.11) y usamos el teorema del residuo para encontrar

pξ(x, p) = α
kG+(a, x; k)

k − p
eika +

αeika

2

∑
n

un(a)un(x)

(p− kn)(k − kn)
. (B.14)

Este resultado muestra que la solución en la región interna tiene un desarrollo en resonancias.

Para encontrar la evolución temporal se aplica la transformada inversa de Laplace, esto es

ψ(x, t; k) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
dp ξ(x, p)e−ip

2t/α

(
−2i

α

)
p. (B.15)

Al sustituir la ecuación (B.14) en la ecuación (B.15) se encuentra

ψ(x, t; k) = φ(x, k)M(0, t; k)− ieika
∑
n

un(a)un(x)

k − kn
M(0, t; kn), a < x < b, (B.16)

donde φ(x, k) = 2ikG+(a, x; k)eika es la solución estacionaria, y M(x, t; k) es la función M ,
ésta se define como [Ap. D]

M(x, t; k) =
i

2π

∫ ∞
−∞

dp
e−ip

2t/αeipx

p− k
=

1

2
eimx

2/2~tey
2

erfc(y), (B.17)

con erfc(y) la función de error complementario y

y = e−iπ/4
(
m

2~t

)1/2[
x− ~k

m
t

]
. (B.18)
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B.3. Región externa (transmisión).

El análisis de la región de transmisión para valores b < x es idéntico al empleado en
la región interna, sólo que, en esta ocasión se hace el desarrollo anaĺıtico del coeficiente
D(p) = ξ(x, p)e−ipx [Ec. B.9]. Aśı, la integral

1

2πi

∮
Γ

dz
zD(z)

z − p
= 0, (B.19)

idéntica a la ecuación (B.10) y usando una relación análoga a (B.11) se encuentra la igualdad

pD(p) = α
G+(a, b; k)e−ikL

k − p
+
αeika

2

∑
n

un(a)un(b)e−iknb

(k − kn)(p− kn)
, (B.20)

donde L = b− a es el ancho del potencial. Aśı, al sustituir ξ(x, p) = D(p)eipx en la ecuación
(B.15) e identificar el término pD(p) se encuentra que la solución en la región de transmisión
es

ψ(x, t; k) = t(k)M(x, t; k)− ieika
∑
n

un(a)un(b)e−iknb

k − kn
M(x, t; kn), b < x, (B.21)

donde t(k) = 2ikG+(a, b; k)e−ikL es la amplitud de transmisión del problema.
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C Cálculo de polos.

El cálculo de polos de una función en general es complejo si no sabemos que método
emplear. Nosotros, usamos en este trabajo el método de Newton–Raphson; éste es empleado
para el cálculo de los ceros de una función y se hace aproximándose por su derivada. La
idea es simple, si suponemos que F (k) tiene un cero en k0, i.e., F (k0) = 0, dado que no
conocemos el valor k0 suponemos que kr ≈ k0. Aśı k0 = kr + ∆k, por lo tanto se tiene

F (k0) = F (kr + ∆k) ≈ F (kr) + F ′(kr)∆k ≈ 0, (C.1)

donde usamos la expansión de Taylor al rededor de kr, dado que ∆k = k0 − kr se tiene que

k0 ≈ kr −
F (kr)

F ′(kr)
; (C.2)

proporciona un método recursivo para encontrar el valor k0. Sin embargo, para hacer efectivo
el método es necesario conocer el cero aproximado kr. Esto es desalentador, puesto que en
general no sabemos cual es el cero aproximado. Pero podemos dar un método que es efectivo
para cualquier función; suponemos que k es complejo.

C.1. Método de prueba y error.

El primer método que vamos a dar aqúı es de gran utilidad cuando no sabemos donde
están los ceros de la función F (k). Consiste en la simple idea de hacer un método de prueba
y error sobre el plano complejo k, i.e., vamos a explorar subconjuntos del plano complejo y
a examinar cada punto como si fuera un cero aproximado.

Dado que estamos pensando en una función arbitraria, supongamos que tenemos una ruti-
na para calcular el cero de la función F (k), i.e., tenemos la función NR(kprox, k0), i.e., NR
es la rutina Newton–Raphson de la función F (k) y tiene como entrada kprox (cero aproxima-
do) y como salida k0 el cual tiene dos posibilidades: (a) k0 es cero de la función F(k) con la
precisión deseada y (b) k0 = k′0 donde k′0 sabemos que no es cero de F (k). Esta condición
es de utilidad puesto que si introducimos un kprox erróneo la rutina NR debe terminar en un
número de pasos finito y dar como resultado k′0; esto indica que no encontró el cero de la
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función.

Ahora, tomemos el intervalo I = [kminr , kmaxr ]× [kmini , kmaxi ] en el plano complejo k, noso-
tros sospechamos que hay un cero en el intervalo. Aśı, podemos hacer una partición fina de
este intervalo y explorar todo el intervalo dando un valor kproxnm representativo del subintervalo
Inm, como se muestra en la figura C.1. La elección del cero aproximado es arbitraria. Sin em-
bargo, podemos considerar en general el punto medio de cada subintervalo, i.e., supongamos
que se hacen N particiones en el eje real y M en el imaginario, esto transforma el intervalo I
en N ×M subintervalos que denotamos por Inm y cada uno de ellos será representado por
el elemento kproxnm ∈ Inm dado por

kproxnm = kminr +
(2n− 1)

2
∆kr + i

[
kmini +

(2m− 1)

2
∆ki

]
, (C.3)

∆kr =
kmaxr − kminr

N
, ∆ki =

kmaxi − kmini

M
.

Aśı, nuestra rutina tiene que calcular todos los valores NR(kproxnm , k0), y dependiendo del
resultado tendremos las ráıces que se encuentran en el intervalo I que pueden ser cero, una
o varias.

Figura C.1: Partición del intervalo I en el plano complejo k, cada subintervalo Inm es representado
por un punto en su interior kproxnm y es empleado en el método Newton–Raphson como
cero aproximado de k0.
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C.2 Método asintótico.

Este método es efectivo puesto que emplea el método de Newton–Raphson para el cálculo
de los ceros y no es necesario conocer un cero aproximado. Sin embargo, tiene sus inconve-
nientes, principalmente por el tiempo de cálculo, veamos:

1. Dada una función arbitraria F (k), puede tener los ceros en cualquier parte del plano
complejo, esto implica considerar una cantidad considerable de intervalos y a cada inter-
valo dividirlo en N ×M subintervalos; implica barrer un intervalo grande en el plano
complejo y además la partición tiene que ser fina, i.e., N, M � 1 para garantizar
que cada elemento knm representativo de Inm y es un cero próximo si k0 ∈ Inm. Pa-
ra simplificar esto es necesario tener conocimiento de por dónde se encuentran los ceros.

2. Śı NR(kprox, k0) tarda un tiempo t en determinar si kprox converge a un cero o no (en
el mejor de los casos podemos suponer que siempre tarda lo mismo) y sólo hay un cero
en I, esto implica invertir un tiempo ḿınimo T = N ×M × t para calcular el cero y
en el mejor de los casos nos dará ceros que no se encuentran en el intervalo I.

3. Si F (k)→ 0 sobre alguna trayectoria, es necesario tener un criterio para eliminar estos
puntos y no cometer el error de considerarlos como ceros de F (k).

En otras palabras, el método implica invertir un tiempo mayor para el cálculo de los ceros.
Pero, es funcional cuando no se conocen los ceros aproximados de F (k). Además, se pueden
hacer variantes del mismo; por ejemplo, dar un intervalo diferente (un cono o ćırculo), pero
esto dependerá del conocimiento anaĺıtico que se tenga sobre F (k).

C.2. Método asintótico.

Este método es aplicable a funciones para las cuales sus ceros tienen un comportamiento
peculiar, o al menos de forma asintótica. Suponga que los ceros de la función F (k) satisfacen
que Re{kn+1 − kn} ≈ a con a constante y que Im{kn+1} ≈ Im{kn}. Entonces, sabemos que
kn+1 ≈ kn + a+ iγ, donde γ es un real cercano a cero, esto simplifica el cálculo puesto que
no requiere una partición fina de un intervalo I, pero debemos especificar con cuidado cual
es el cero aproximado, ya que por experiencia, sabemos que si damos el valor aproximado
kprox = kn + a, la salida de NR(kprox, k0) no necesariamente es kn+1. Esto nos fuerza a tener
consideraciones respecto a este método.

1. Sabemos que Re{kn+1} ≈ Re{kn}+ a y que Im{kn+1} ≈ Im{kn}. Aśı el cero apro-
ximado inmediato está determinado por kprox = kn + a.
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2. Definimos una nueva rutina NR2(kprox, k0, a, γ), donde kprox, k0 son las mismas que
en el caso de la rutina NR, pero hemos agregado el ancho y un factor γ. Ésta debe
hacer esencialmente lo mismo que la rutina NR, sólo que ahora debe tener un par de
condiciones adicionales:

a) Si en la rutina interna NR2 se tiene que

k0 = kr −
F (kr)

F ′(kr)
,

es el cero y Re{k0} > Re{kprox}+ 1.5a ó Re{k0} < Re{kprox}+ 0.5a enton-
ces se hace Re{kr} = Re{kprox}+ a(1 + r), donde r es un número arbitrario
que toma valores entre [−0.5, 0.5], y

b) Si Im{k0} < γ1 entonces se hace Im{kr} = Im{kprox}+ ∆γs donde s es un
número arbitrario entre [−0.5, 0.5] y ∆γ = γ − Im{k0}. Note que la definición
de ∆γ se puede modificar.

Estas dos condiciones garantizan que la salida de NR2 es kn+1 y no otro.

Esta nueva rutina permite calcular los ceros de la función uno tras otro en un orden creciente
y es de gran utilidad para el cálculo de los polos de la matriz de transferencia, ya que estos
coinciden con los ceros del elemento t22(k) y asintóticamente tienen el comportamiento
descrito en el método 2.2

1Aqúı pensamos que Im{kn} < 0 y γ < 0.
2Una combinación de los dos métodos presentados aqúı, nos permiten encontrar los primeros N � 1 po-

los de forma eficiente, puede encontrar las rutinas correspondientes en código Fortran en la dirección
http://code.google.com/p/resonances. Cabe mencionar que al no tener una expresión anaĺıtica (en ge-
neral) de los polos aproximados para un potencial dado, el cálculo de los polos requiere de experiencia,
principalmente para calcular los primeros polos, ya que, estos no obedecen una regla general.
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D Función M(x, t; k).

La función M(x, t; k) conocida por algunos autores como función de Moshinsky, es la
solución del problema del obturador libre en una dimensión con condición inicial ψ0(x) = eikx

para x < 0 y cero para valores positivos de x [9]. Es fácil mostrar para este problema que la
solución de la ecuación de Schrödinger es ψ(x, t > 0) = M(x, t; k) donde

M(x, t; k) =
1

2πi

∫ ∞
−∞

dq
eiqx−i~q

2t/2m

k − q
=

1

2
eimx

2/2~tω(iy), k = k∗, (D.1)

con ω(z) la función de Faddeyeva [30, 46] [Ap. F] y

y = e−iπ/4
√

m

2~t

[
x− ~k

m
t

]
. (D.2)

Deseamos evaluar la Ec. (D.1) para el caso k 6= k∗, i.e., k complejo; suponemos que los
parámetros x y t son reales. Completamos cuadrados en la exponencial

iqx− i ~t
2m

q2 = i
mx2

2~t
+

[
−
√
−im
2~t

(
x− ~q

m
t

)]2

≡ i
mx2

2~t
+ u2; (D.3)

ésta proporciona de forma natural un cambio de variable (u). Aśı, la integral (D.1) toma la
forma

1

2πi

∫ ∞
−∞

dq
eiqx−i~q

2t/2m

k − q
= −e

imx2/2~t

2πi

∫ ∞−i∞
−∞+i∞

du
eu

2

−iz + u
, (D.4)

con

z = eiπ/4
√

m

2~t

(
x− ~k

m
t

)
= iy. (D.5)
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Figura D.1: Se muestra esquemáticamente el mapeo del plano complejo k al plano complejo
−iz = y.

Por otro lado, la función de Faddeyeva tiene una forma integral simple cuando la parte
imaginaria del argumento es positivo; ésta es [30, 46]

ω(z) =
i

π

∫ ∞
−∞

du
e−u

2

z − u
=

1

πi

∫ ∞i
−∞i

du
eu

2

−iz + u
, Im{z} > 0. (D.6)

Es fácil mostrar mediante un cambio de variable que la integral (D.6) toma el valor −ω(−z)
si Im{z} < 0; por esta razón la función de Faddeyeva tiene la forma integral (D.6) única-
mente para Im{z} > 0. Sin embargo, esta condición no impide evaluar la integral para el
caso contrario.

Primero analicemos un mapeo del plano complejo k al plano complejo −iz con −iz = y
[Ec. D.2]; enfatizamos que se consideran x y t reales con t > 0 por lo que tomar el valor
x = 0 no cambia el comportamiento cualitativo del mapeo. En el primer paso el mapeo se
cambia k → −k [Ec. D.2], después se hace una rotación por un ángulo de −π/4; esto se
puede ver en la figura D.1, y nos permite ver gráficamente a donde se trasladan los valores
k en el mapeo. Por último, si k es real estos valores se mapean sobre la ĺınea que divide las
dos regiones, definida por valores y = |y|e−iπ/4.

Notemos que la condición Im{z} > 0 es equivalente a Re{y} > 0; esto es evidente de la
igualdad z = iy [Ec. D.5] y será de utilidad para evaluar la integral [Ec.D.4]. Definimos la
trayectoria cerrada Γ = L+ C1 +R + C2, donde L es la recta definida por u = |u|e−iπ/4, R
el eje imaginario del plano complejo u y C1, C2 cierran la trayectoria de integración, como
se muestra en la figura D.2. Se encuentra que las integrales sobre las trayectorias C1 y C2

son nulas, ya que, para esos valores eu
2 → 0. Por lo tanto tenemos

− 1

2πi

∫
L

du
eu

2

−iz + u
= −Res{}+

1

2πi

∫ i∞

−i∞
du

eu
2

−iz + u
, (D.7)

donde Res{} es el residuo de la función. Es claro que si −iz está en las regiones I y II
el residuo es cero, por lo que se tiene inmediatamente la expresión de la integral [Ec. D.6].
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Figura D.2: Trayectoria cerrada de integración Γ, indicando las cuatro posibles regiones donde se
pueda encontrar −iz = y.

Por otro lado, si −iz está en la región III el residuo es −e−z2 y finalmente si −iz está en
la región IV el residuo es e−z

2
. Esto se puede obtener agregando una trayectoria cerrada

que contenga únicamente a la singularidad, el signo viene de la dirección de la trayectoria.
Finalmente encontramos que la Ec. (D.1) toma la forma

M(x, t; k) =
1

2
eimx

2/2~t


ω(iy) y ∈ I
−ω(−iy) y ∈ II

2e−z
2 − ω(−z) = ω(iy) y ∈ III

−2e−z
2

+ ω(z) = −ω(−iy) y ∈ IV

, (D.8a)

o en términos de la posición k en el plano complejo tenemos

M(x, t; k) =
1

2
eimx

2/2~t

{
ω(iy) Im{k} ≤ 0

−ω(−iy) Im{k} > 0
, (D.8b)

con y definida en la ecuación (D.2). Este resultado generaliza la definición de la función M
[Ec. D.1] al plano complejo k.

Antes de analizar el caso x o t complejos veamos los ĺımites t→∞ y x→ ±∞ con k
compleja. El primer ĺımite t→∞; en este caso se tiene que y → −e−iπ/4k

√
t, si Im{k} < 0

entonces −π < arg(k) < 0, por lo tanto −π/4 < arg(y) < π − π/4; corresponde al mapeo
mostrado en la figura D.1. Aśı al evaluar ω(iy) tenemos dos situaciones: Im{iy} > 0 o
Im{iy} < 0. Aśı

ĺım
t→∞,Im{iy}>0

ω(iy) → 0, ĺım
t→∞,Im{iy}<0

ω(iy) = 2ey
2 − ω(−iy)→ 0, (D.9)
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es claro a partir de la figura D.1 que ey
2 → 0, ya que |Re{y}| < Im{y}. Un análisis seme-

jante nos lleva a concluir que ω(−iy)→ 0 cuando t→∞ y Im{k} > 0. Por otro lado, para
el ĺımite x→ ±∞ encontramos y → ∓eiπ/4x; esto nos lleva a concluir que ω(iy)→ 0 con
Im{k} < 0 y ω(−iy)→ 0 con Im{k} > 0. Por lo tanto, la solución (D.8b) es f́ısicamente
aceptable para todo valor t > 0, x reales y k complejo.

Notemos que si suponemos x complejo, la integral (D.1) diverge; esto nos lleva a considerar
únicamente al caso más general que es t complejo; para esto pedimos que t = |t|e−iφt con
0 < φt < π/2, donde suponemos que Re{t} > 0 ya que la función debe converger a (D.8b)
en el ĺımite Im{t} → 0 y Im{t} < 0; no es más que la condición para que (D.1) converja.
En este caso, el análisis que nos lleva de (D.1) a (D.7) es el mismo. Sin embargo, el cálculo
de la integral no. Para mostrar esto, recordemos de la figura D.1 que los polos de (D.7)
están en el plano y; nos sugiere hacer el mismo mapeo, el cual se muestra en la figura D.3.
Notemos que el mapeo con x = 0 es cualitativamente igual al mapeo que se hizo con t
real, pero, cuando x 6= 0 se tiene que la trayectoria de integración y el mapeo del eje real
k no coinciden. Una forma rápida de ver como se modifica el cálculo de la integral (D.7)
es escribir −~k′t/m = x− ~kt/m, por lo que el mapeo se hace sobre k′ que corresponde al
mapeo mostrado en la figura D.3a. Aśı k′ = k −mx/~t nos lleva inmediatamente a

M(x, t; k) =
1

2
eimx

2/2~t

{
ω(iy) Im{k −mx/~t} ≤ 0

−ω(−iy) Im{k −mx/~t} > 0
, (D.10)

tiene un comportamiento f́ısicamente aceptable si x > 0. Si x < 0 se ve fácilmente que la
definición se invierte, por esta razón, es conveniente escribir k −m|x|/~t; es útil cuando x
es función de Re{t}.

Figura D.3: Se muestra esquemáticamente el mapeo del plano complejo k al plano complejo y
con t complejo (a) con x = 0, (b) x 6= 0, en ambas gráficas se muestra la trayectoria
de integración L correspondiente a (D.7) ĺınea cortada.
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Este análisis muestra que en realidad tenemos dos funciones M(x, t; k), la notación es
correcta si vemos la definición (D.1). Sin embargo, en algunos casos, principalmente cuando
tomamos ĺımites, la función de M no se evalúa de la forma usual (D.10); cuando sucede esto
es conveniente tomar una notación alternativa, i.e.,

M±(x, t; k) = ∓1

2
eimx

2/2~tω(∓iy). (D.11)

Las cuales están bien definidas y heredan la relación de simetŕıa en el plano k

M−(x, t; k)−M+(x, t; k) = eikx−i~k
2t/2m, (D.12)

que es fácil probar a partir de las relaciones de simetŕıa de la función de Faddeyeva (F.13)
[30, 46].

Ahora, vamos a mostrar una forma rápida de obtener la derivada n–ésima respecto a k ya
que (D.10) depende únicamente de k en el argumento de la función de Faddeyeva en forma
lineal. Dado que ambas definiciones (D.11) tienen esencialmente el mismo comportamiento
denotamos por z± el argumento de la función (D.11) y encontramos que

∂kM±(x, t; k) =

[
∓ eimx2/~t

(
i√
π

)
− 2z±M±(x, t; k)

]
∂kz±, (D.13)

donde ∂kz± es una constante. Esta fórmula se puede generalizar fácilmente si suponemos que

∂nkM±(x, t; k) =

[
∓ gn(z±)eimx

2/~t
(

i√
π

)
− fn(z±)M±(x, t; k)

]
(∂kz±)n; (D.14)

claramente se debe cumplir g1(z±) = 1 y f1(z±) = 2z±, y los elementos gn+1(z±) y fn+1(z±)
se encuentran derivando a (D.14), para el cual se tiene

∂n+1
k M(x, t; k) = ∂k(∂

n
kM(x, t; k)) =

=

[
∓ g′n(z±)eimx

2/~t
(

i√
π

)
− f ′n(z±)M(x, t; k)−

−fn(z±)∂z±M(x, t; k)

]
(∂kz±)n+1; (D.15)
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D Función M(x, t; k).

al sustituir la última parcial e identificar los coeficientes gn+1(z±) y fn+1(z±) se encuentra
que la relación es

gn+1(z±) = g′n(z±)− fn(z±), g1(z±) = 1, (D.16)

fn+1(z±) = f ′n(z±)− 2z±fn(z±), f1(z±) = 2z±. (D.17)
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E Paquete Gaussiano truncado.

El paquete gaussiano normalizado está dado por

ψ(x) =

(
1

2πσ2

)1/4

e(x−x0)2/4σ2

eik0x, (E.1)

donde x0 es el centro, σ el ancho y E0 = ~2k2
0/2m es la enerǵıa del paquete. Estamos

interesados en encontrar la transformada de Fourier del paquete que es bien conocida en
la literatura. Pero nosotros la descompondremos en dos contribuciones. La transformada de
Fourier de (E.1) está dada por

φ(k) =
1√
2π

(
1

2πσ2

)1/4 ∫ ∞
−∞

dx e−(x−x0)2/4σ2

e−i(k−k0)x =

=
1√
2π

(
1

2πσ2

)1/4

e−i(k−k0)x0e−(k−k0)2σ2

∫ ∞
−∞

dx e−(x+2iσ2(k−k0))2/4σ2

=

= 2σ
1√
2π

(
1

2πσ2

)1/4

e−i(k−k0)x0e−(k−k0)2σ2

∫ ∞
−∞

du e−u
2

=

=

(
2σ2

π

)1/4

e−(k−k0)2σ2

e−i(k−k0)x0 ; (E.2)

es otra distribución Gaussiana. Sin embargo, una forma alternativa de calcular ésta es des-
componer en dos términos la integral (E.2), i.e.,

φ(k) = φ<(k) + φ>(k), (E.3)

donde

φ<(k) =
1√
2π

(
1

2πσ2

)1/4 ∫ 0

−∞
dx e−(x−x0)2/4σ2

e−i(k−k0)x, (E.4a)

φ>(k) =
1√
2π

(
1

2πσ2

)1/4 ∫ 0

−∞
dx e−(x+x0)2/4σ2

ei(k−k0)x, (E.4b)
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E Paquete Gaussiano truncado.

donde se hizo el cambio de variable x = −x en (E.4b) para tener los mismos ĺımites de
integración y aśı poder calcular al mismo tiempo la integral que aparece en las definiciones.
Aśı

ξ±(k) =

∫ 0

−∞
dx e−(x±x0)2/4σ2

e±i(k−k0)x =

= e−i(k−k0)x0

∫ ±x0

−∞
dx e−[x2∓4iσ2(k−k0)x]/4σ2

=

= e−i(k−k0)x0e−(k−k0)2σ2

∫ ±x0

−∞
dx e−[x∓2iσ2(k−k0)]2/4σ2

=

= 2σe−i(k−k0)x0e−(k−k0)2σ2

∫ ∞
∓z

du e−u
2

=

=
√
πσe−x

2
0/4σ

2

ω(∓iz), (E.5)

donde z = x0/2σ − i(k − k0)σ y ω(z) la función de Faddeyeva [30, 46] [Ap. F].

Finalmente, se encuentra

φ<(k) =
1√
2

(
σ2

2π

)1/4

e−x
2
0/4σ

2

ω(iz), (E.6a)

φ>(k) =
1√
2

(
σ2

2π

)1/4

e−x
2
0/4σ

2

ω(−iz), (E.6b)

al calcular φ<(k) + φ>(k) e identificar la identidad ω(z) + ω(−z) = 2e−z
2

se llega fácilmente
a (E.2).

La idea de escribir la transformada de Fourier como la contribución de dos términos,
está basada en el hecho de considerar un paquete de ondas gaussiano truncado, i.e., un
estado χ(x < 0) = Aψ(x) y cero para x > 0, con A la constante de normalización y ψ(x)
dada en (E.1). En este caso, la transformada de Fourier de este estado será ξ(k) = Aφ<(k)
y la constante de normalización para el estado truncado está dada por

|A|−2 =
1√
2πσ

∫ 0

−∞
dx e−(x−x0)2/2σ2

=
1

2
e−x

2
0/2σ

2

ω(iz0), (E.7)
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donde z0 = x0/
√

2σ. Aśı, el paquete

χ(x) = A

(
1

2πσ2

)1/4

e−(x−x0)2/4σ2

eik0x, x ≤ 0, (E.8)

y cero en otro lugar, tiene como transformada de Fourier

ξ(k) =

(
σ2

2π

)1/4
ω(iz)√
ω(iz0)

. (E.9)

177



F Función de Faddeyeva.

La función de Faddeyeva es definida por [46]

ω(z) = e−z
2

(
1 +

2i√
π

∫ z

0

du eu
2

)
. (F.1)

Ésta tiene diferentes representaciones, por ejemplo, sólo hay que notar que el término entre
paréntesis de (F.1) es la definición de la función de error complementario si se hace el
cambio de variable u→ −iu. Aśı ω(z) = e−z

2
erfc(−iz), también es fácil probar en el caso

Im{z} > 0 que

ω(z) =
i

π

∫ ∞
−∞

du
e−u

2

z − u
, Im{z} > 0, (F.2)

la demostración t́ıpica es partir de (F.2) y verificar que coincide con (F.1). Sin embargo, las
propiedades y representaciones de la función ω(z) son ya conocidas, y no seŕıa útil repetir las
demostraciones [30, 46]. Nosotros nos enfocaremos en particular a la representación en serie
de potencias

ω(z) =
∞∑
n=0

(iz)n

Γ

(
n

2
+ 1

) . (F.3)

Es fácil probar que la serie (F.3) es convergente ya que cumple |z|n/Γ(n/2 + 1)→ 0
cuando n→∞1. Además si representamos a z en forma polar, es claro que las series co-
rrespondientes a la parte real e imaginaria están acotadas por series convergentes. El hecho
de que (F.3) sea absolutamente convergente nos permite hacer un reordenamiento de los
términos de la serie y aśı poder escribir

ω(z) = e−z
2

+ f(z), f(z) =
∞∑
n=0

(iz)2n+1

Γ

(
2n+ 1

2
+ 1

) , (F.4)

1En particular podemos ver que para valores pares de n = 2m cada término de la serie tiende a cero igual
que los términos de una función exponencial.
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F Función de Faddeyeva.

una forma equivalente de demostrar que ω(z) se puede escribir como la suma (F.4) es
considerar la ecuación diferencial

ω′(z) + 2zω(z) =
2i√
π
, ω(0) = 1. (F.5)

Es claro que la solución homogenea de (F.5) es la exponencial que aparece en (F.4);
empleando el método de Frobinius a la ecuación inhomogenea con f(0) = 0 nos lleva a la
serie (F.4). La pregunta que nos hacemos es, ¿podemos escribir a f(z) (F.4) en una forma
conocida?, la respuesta a esta pregunta es śı, de hecho tiene una forma conocida tan antigua
como la exponencial, sólo que históricamente no se introduce el concepto en el cálculo
que nos lleva a formas integrales que generan funciones tan complejas. Para exponer esto,
introducimos la función Et(ν, a) mediante

Et(ν, a) ≡
∞∑
n=0

antn+ν

Γ(n+ ν + 1)
, (F.6)

conocidas como las funciones Et. Note que, eat = Et(0, a), esto permite entender que, las
funciones Et son una especie de generalización de la función exponencial; esto seŕıa más
factible si apareciera an+ν en la serie (F.6), pero esto no es necesario. A partir de (F.6), es
fácil ver que se satisface

f(z) = izEt

(
1

2
,−z2

)∣∣∣∣
t=1

, f(z) = Et

(
1

2
, 1

)∣∣∣∣
t=(iz)2

, (F.7)

esto muestra que f(z) es una función conocida, pero ¿dónde aparecen las funciones Et?. Una
forma directa de ver la forma integral de la función de Et con parámetro ν = 1/2, es darnos
cuenta que la integral que aparece en (F.1) es la función f(z), por lo que ésta tiene una
expresión integral. Sin embargo, no es única, ya que en (F.7) tenemos dos formas diferentes
de expresar a f(z). Para encontrar la forma integral de las funciones Et es necesario introducir
el concepto de integral fraccional; es una generalización de integración múltiple. La integral
fraccional se define mediante el operador

D−νt g(t) =
1

Γ(ν)

∫ t

0

dξ (t− ξ)ν−1g(ξ), ν > 0, (F.8)

conocido como operador de Riemann–Liouville [57]2. Note que coincide con integración múlti-
ple cuando ν = n; por notación se escribe Dν cuando se refiere a la derivada fraccional.

2En general el operador de Riemann–Liouville se denota como aD
−ν
t , donde los sub́ındices corresponden

a los ĺımites de integración. Sin embargo, en nuestro caso el ĺımite inferior siempre es cero, por lo que,
omitimos su escritura.
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Ahora, en términos del operador de Riemann–Liouville las funciones Et están dadas por
Et(ν, a) = D−νeat. La demostración es simple y se escribe

D−νt eat =
1

Γ(ν)

∫ t

0

dξ (t− ξ)ν−1eaξ =
eat

Γ(ν)

∫ t

0

du uν−1e−au =

=
a−νeatγ(ν, at)

Γ(ν)
=
∞∑
n=0

antn+ν

Γ(n+ ν + 1)
= Et(ν, a), (F.9)

donde γ(ν, at) es la función gamma incompleta y su desarrollo en serie es

γ(ν, x) = e−xxνΓ(ν)
∞∑
n=0

xn

Γ(n+ ν + 1)
. (F.10)

Lo anterior muestra que la función de Faddeyeva se puede escribir como la aplicación de
un operador a la función exponencial, i.e.,

ω(z) =

(
1 + izD

−1/2
t

)
e−z

2t

∣∣∣∣
t=1

, (F.11)

ω(z) =

(
1 +D

−1/2
t

)
et
∣∣∣∣
t=(iz)2

, (F.12)

que corresponde a la igualdad (F.4) empleando la representación (F.7).

Otro aspecto importante de la función de Faddeyeva son las relaciones de simetŕıa en el
plano complejo z. Es fácil probar a partir de (F.11) que se cumple

ω(z) + ω(−z) = 2e−z
2

, (F.13)

y también

ω(z∗) = ω∗(−z). (F.14)

Estas relaciones son de gran utilidad cuando se quiere hacer una aproximación numérica de
la función.
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G Propagador.

Desarrollamos el propagador para un potencial de alcance finito (extendido de a a b), para
simplificar los cálculos usamos notación de Dirac, y definimos el siguiente operador que se
aplica a estados de posición

Θb
a|x〉 =

{
|x〉 a < x < b

|0〉 otro caso
, (G.1)

donde |0〉 es el vector cero, i.e., A|0〉 = |0〉 para un operador arbitrario A. Nos referimos
a este operador como el operador paso y adoptamos la siguiente notación para un vector
arbitrario |ψ〉

Θb
a|ψ〉 ≡ |ba ψ〉, (G.2a)

Θb
−∞|ψ〉 ≡ Θb|ψ〉 = |b ψ〉, (G.2b)

Θ∞a |ψ〉 ≡ Θa|ψ〉 = |a ψ〉, (G.2c)

〈x|ba ψ〉 ≡ 〈x b
a|ψ〉, (G.2d)

para valores reales a < b. Note que, por definición, el operador paso satisface

Θa + Θb
a + Θb = 1, (G.3a)

Θb1
a1

Θb2
a2

= Θb3
a3
, (G.3b)

donde a3 = máx{a1, a2}, b3 = mı́n{b1, b2} y

Θb
a = 0, b ≤ a. (G.3c)
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G Propagador.

Para un potencial arbitrario extendido de a a b, podemos escribir las soluciones de la
ecuación de Schrödinger en términos del operador paso como

|χ+
k 〉 = |a k〉+ r |a − k〉+ |ba χ+

k 〉+ t |b k〉, (G.4a)

para los estados de dispersión de izquierda a derecha y

|χ−k 〉 = t′ |a − k〉+ |ba χ−k 〉+ |b − k〉+ r′ |b k〉, (G.4b)

para los estados de dispersión de derecha a izquierda, donde t, t′, r y r′ son las amplitudes
de transmisión y reflexión respectivamente, con t = t′ y

〈x|k〉 =
1√
2π
eikx. (G.5)

Entonces la solución más general al problema de dispersión la podemos escribir como

|ψ±k 〉 =
1√
2

[
|χ+
k 〉 ± |χ

−
k 〉
]
, k > 0. (G.6)

Para el caso particular en que nuestro potencial tenga estados ligados los denotaremos expĺıci-
tamente como |β〉 con enerǵıa correspondiente εβ = −~2β2/2m. Dado que los vectores for-
man una base completa del continuo se cumple la condición1

1 =
∑
s=±

∫ ′
dk |ψsk〉〈ψsk| =

∫ ∞
−∞

dk |k〉〈k|, (G.7)

donde simplificamos la contribución de los estados ligados y la integral se hace sobre valores
k > 0, esto es

1Cabe mencionar que esta igualdad es válida por la siguiente razón: si denotamos por HS el espacio vectorial
generado por los vectores |ψsk〉 [Eq. G.6] (incluyendo estados ligados) y por H0 el espacio vectorial
generado por los vectores |k〉 [Ec. G.5]. Tenemos que, si |η〉 ∈ HS entonces |η〉 ∈ H0 ya que 〈η|η〉 <∞,
i.e., es cuadráticamente integrable, por lo tanto HS ⊆ H0, por otro lado, si |η〉 ∈ H0 sabemos que el
dominio de la proyección η(x) = 〈x|η〉 son los reales, luego, el dominio de las proyecciones ψsk(x) = 〈x|ψsk〉
son los reales, por lo que HS genera todas las funciones complejas (cuadráticamente integrables) con
dominio en los reales, por lo tanto |η〉 ∈ HS , i.e., H0 ⊆ HS . Esto muestra que H0 = HS y dado que la
identidad del espacio de operadores que se aplican sobre HS es única, se satisface la igualdad. Note que
para que sea válida la igualdad se usa el hecho de que el dominio de las proyecciones en el espacio de
posición x es el mismo para ambos espacios vectoriales.
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∑
s

∫ ′
|ψsk〉〈ψsk| =

∑
s

∫ ∞
0

dk|χsk〉〈χsk|+
∑
β

|β〉〈β|. (G.8)

Manipulando el producto directo del espectro continuo [Ecs. G.4a, G.4b] se obtiene

|χ+
k 〉〈χ

+
k | = |a k〉〈k a|+ r∗ |a k〉〈−k a|+ |a k〉〈χ+

k
b
a|+ t∗ |a k〉〈k b|+

+ r |a − k〉〈k a|+ R|a − k〉〈−k a|+ r |a − k〉〈χ+
k
b
a|+ r t∗ |a − k〉〈k b|+

+ |ba χ+
k 〉〈k

a|+ r∗ |ba χ+
k 〉〈−k

a|+ |ba χ+
k 〉〈χ

+
k
b
a|+ t∗ |ba χ+

k 〉〈k b|+

+ t |b k〉〈k a|+ t r∗ |b k〉〈−k a|+ t |b k〉〈χ+
k
b
a|+ T|b k〉〈k b|, (G.9a)

y

|χ−k 〉〈χ
−
k | = T|a − k〉〈−k a|+ t |a − k〉〈χ−k

b
a|+ t |a − k〉〈−k b|+ t r′

∗|a − k〉〈k b|+

+ t∗ |ba χ−k 〉〈−k
a|+ |ba χ−k 〉〈χ

−
k
b
a|+ |ba χ−k 〉〈−k b|+ r′

∗|ba χ−k 〉〈k b|+

+ t∗ |b − k〉〈−k a|+ |b − k〉〈χ−k
b
a|+ |b − k〉〈−k b|+ r′

∗|b − k〉〈k b|+

+ t∗ r′ |b k〉〈−k a|+ r′ |b k〉〈χ−k
b
a|+ r′ |b k〉〈−k b|+ R′|b k〉〈k b|, (G.9b)

donde T = | t |2 = | t′ |2, R = | r |2 y R′ = | r′ |2, note que R = R′. Sustituimos estas ecua-
ciones en (G.8) y usamos las relaciones t(−k) = t∗(k), r(−k) = r∗(k), r′(−k) = r′∗(k) y
r′ t∗+ r∗ t = 0 [Ap. A] para encontrar
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G Propagador.

∑
s

∫
dk |χsk〉〈χsk| =

∫ ∞
−∞

dk |k〉〈k|+
∑
β

|β〉〈β|+

+

∫ ∞
0

dk

[
|ba χ+

k 〉〈χ
+
k
b
a|+ |ba χ−k 〉〈χ

−
k
b
a|
]
−
∫ ∞
−∞

dk|ba k〉〈k b
a|+

+

∫ ∞
−∞

dk r |a − k〉〈k a|+
∫ ∞
−∞

dk r′ |b k〉〈−k b|+

+

∫ ∞
0

dk

[
|ba χ+

k 〉〈k
a|+ r∗ |ba χ+

k 〉〈−k
a|+ t∗ |ba χ−k 〉〈−k

a|
]

+

+

∫ ∞
0

dk

[
|a k〉〈χ+

k
b
a|+ r |a − k〉〈χ+

k
b
a|+ t |a − k〉〈χ−k

b
a|
]

+

+

∫ ∞
−∞

dk (t−1)|b k〉〈k a|+
∫ ∞
−∞

dk (t∗−1)|a k〉〈k b|+

+

∫ ∞
0

dk

[
t |b k〉〈χ+

k
b
a|+ r′ |b k〉〈χ−k

b
a|+ |b − k〉〈χ−k

b
a|
]

+

+

∫ ∞
0

dk

[
t∗ |ba χ+

k 〉〈k b|+ r′
∗|ba χ−k 〉〈k b|+ |ba χ−k 〉〈−k b|

]
. (G.10)

Comparando esta igualdad con [Eq. G.7] concluimos que, la contribución de los estados
ligados y el resto de las integrales es cero. Además, si usamos la identidad 〈x′|x〉 = δ(x− x′)
se pueden probar nueve identidades entre las diferentes contribuciones de los estados ligados
y los del continuo, por ejemplo, si suponemos que x, x′ < a encontramos

∑
β

〈x′|β〉〈β|x〉 = −
∫ ∞
−∞

dk r〈x′ a| − k〉〈k|a x〉. (G.11)

El interés de escribir la identidad en términos del operador paso, es poder separar las
diferentes contribuciones del estado inicial de una región del espacio a otra. Recordemos que
el operador de evolución es

U(t) = e−iHt/~, (G.12)
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donde H es el operador Hamiltoniano correspondiente al problema. Aśı, si suponemos que
a t = 0 el estado del sistema es |ψ0〉 tenemos que el estado del sistema a un tiempo t 6= 0
está dado por |ψ(t)〉 = U(t)|ψ0〉. Sin embargo, en general la evolución del estado depende de
la base completa [Ec. G.6], en otras palabras, necesitamos conocer las diferentes contribucio-
nes de las proyecciones 〈ψ±k |ψ0〉 para encontrar la solución exacta. Una idea interesante para
poder simplificar estos cálculos es usar la identidad |ψ0〉 = |a ψ0〉+ |ba ψ0〉+ |b ψ0〉, aśı la
solución se escribe como

|ψ(t)〉 = U(t)|a ψ0〉+ U(t)|ba ψ0〉+ U(t)|b ψ0〉. (G.13)

Esta igualdad nos permite definir tres propagadores

Ka(t) ≡ U(t)Θa, (G.14a)

Kb
a(t) ≡ U(t)Θb

a, (G.14b)

Kb(t) ≡ U(t)Θb. (G.14c)

Note que el operador de paso [Ec. G.1] no conmuta con el operador de evolución. Introdu-
ciendo la identidad [Ec. G.8] entre el operador evolución y el operador paso en las ecuaciones
(G.14a – G.14c), encontramos

Ka(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β a|+
∫ ∞
−∞

dk |χ+
k 〉〈k

a|
]
−

− U(t)

[ ∫ ∞
−∞

dk|ba χ+
k 〉〈k

a|+
∑
β

|ba β〉〈β a|
]
, (G.15a)

Kb
a(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β b
a|+

∫ ∞
0

dk

(
|χ+
k 〉〈χ

+
k
b
a|+ |χ−k 〉〈χ

−
k
b
a|
)]
, (G.15b)

Kb(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β b|+
∫ ∞
−∞

dk|χ−k 〉〈−k b|
]
−

− U(t)

[ ∫ ∞
−∞

dk|ba χ−k 〉〈k b|+
∑
β

|ba β〉〈β b|
]
. (G.15c)
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G Propagador.

Se puede mostrar que el segundo término de las ecuaciones (G.15a) y (G.15c) es cero.
Veamoslo para el caso particular de la ecuación (G.15a). Consideremos el elemento de matriz
(x′, x) del término integral, i.e.,

∫ ∞
−∞

dk〈x′ ba|χ+
k 〉〈k|

a x〉 =
1√
2π

∫ ∞
−∞

dk χ+
int(x

′; k)e−ikx, a < x′ < b, x < a, (G.16)

donde χ+
int(x

′; k) = 〈x′ ba|χ+
k 〉 es la solución interna del estado de dispersión correspondien-

te. Sin embargo, para valores grandes de k la solución interna se puede aproximar como
χ+
int(x

′; k) ∼ 1√
2π

t(k)eikx
′
, si extendemos ésta a valores complejos k se tiene que el compor-

tamiento asintótico del integrando es

χ+
int(x

′; k)e−ikx ∼ 1√
2π

t(k)eik(x′−x) → 0, cuando |k| → ∞ con Im{k} > 0, (G.17)

ya que x′ − x > 0. Esta relación nos permite cerrar la trayectoria de integración por arriba
del plano complejo k, y usando el teorema de Cauchy, encontramos

1√
2π

∫ ∞
−∞

dk χ+
int(x

′; k)e−ikx = i
√

2π
∑

Res

(
χ+
int(x

′; k)e−ikx
)
, (G.18)

donde la suma se hace sobre todos los polos de la solución interna, éstos corresponden a los
valores complejos k = iβ con β > 0 (de los estados ligados) y el residuo correspondiente es
dado por

ĺım
k→iβ

(k − iβ)χ+
int(x

′; k)e−ikx =
i√
2π
uβ(a)uβ(x′)eβ(x−a), (G.19)

donde se usa la expansión en resonancias de χint(x; k) para encontrar el residuo. Ya que el es-
tado ligado para x < a está fuera de la región de interacción, tenemos que uβ(x) = uβ(a)eβ(x−a)

para x < a. Además, sabemos que los estados ligados tienen funciones reales (o fase cons-
tante), por lo tanto encontramos que

1√
2π

∫ ∞
−∞

dk χ+
int(x

′; k)e−ikx = −
∑
β

uβ(x′)uβ(x) = −〈x′|
(∑

|ba β〉〈β a|
)
|x〉, (G.20)
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esto muestra que el segundo término de la ecuación (G.15a) es cero. Usando un análisis
similar se puede probar que el segundo término de la ecuación (G.15c) es cero. Por lo tanto,
se tiene

Ka(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β a|+
∫ ∞
−∞

dk |χ+
k 〉〈k

a|
]
, (G.21a)

Kb
a(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β b
a|+

1

2

∫ ∞
−∞

dk

(
|χ+
k 〉〈χ

+
k
b
a|+ |χ−k 〉〈χ

−
k
b
a|
)]
, (G.21b)

Kb(t) = U(t)

[∑
β

|β〉〈β b|+
∫ ∞
−∞

dk|χ−k 〉〈−k b|
]
, (G.21c)

donde extendemos la integral en (G.21b) a todo el espectro de momentos. Finalmente escri-
bimos la contribución de los estados ligados en forma integral semejante a la usada anterior-
mente [Ec. G.8]; para no escribir expĺıcitamente la contribución de estados ligados. Aplicamos
el operador de evolución para encontrar

Ka(t) =

∫ ′
dk e−i~k

2t/2m |χ+
k 〉〈k

a|, (G.22a)

Kb
a(t) =

1

2

∫ ′
dk e−i~k

2t/2m

(
|χ+
k 〉〈χ

+
k
b
a|+ |χ−k 〉〈χ

−
k
b
a|
)
, (G.22b)

Kb(t) =

∫ ′
dk e−i~k

2t/2m|χ−k 〉〈−k b|; (G.22c)

una posible trayectoria de integración se muestra en la figura G.1. Claramente en ausencia
de estados ligados, las integrales son de −∞ a ∞. Además si el estado inicial satisface
Θa|ψ0〉 = |ψ0〉 (condición del obturador de izquierda a derecha) se tendrá que la evolución
de este estado es dada por

|ψ(t)〉 =

∫ ′
dk 〈k|ψ0〉e−i~k

2t/2m|χ+
k 〉, Θa|ψ0〉 = |ψ0〉, (G.23)

donde 〈k|ψ0〉 es la transformada de Fourier del estado inicial.
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G Propagador.

Figura G.1: Se muestra la trayectoria de integración correspondiente a las ecuaciones (G.22a–
G.22c), para el caso particular de un potencial que contenga dos estados ligados,
denotados por k1 = iβ1 y k2 = iβ2.
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