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Introduccion

Los espacios ¢y y ¢! son de gran importancia en las cuestiones relativas a
bases en espacios de Banach y a la teoria de espacios isomorfos. En esta tesis
nos concentraremos en el espacio ¢! y en un tema muy particular relacionado
con éste, a saber, cuando es que un espacio de Banach arbitrario contiene un
subespacio isomorfo a él.

Este problema ha sido central en el desarrollo de la teoria de espacios
de Banach. Relacionado con él, un problema que permanecié abierto durante
mucho tiempo fue el siguiente: ; Todo espacio de Banach de dimension infinita
tiene un subespacio isomorfo a ¢y o /P para algun 1 < p < oo 7 Este problema
data desde la publicacién en 1932 del libro [3] de Banach.

Ahora bien, Banach proboé en 1932 que si un espacio dual X* es separable,
el espacio X lo es también, y es un resultado conocido que la implicacion
contraria no es valida en general pues existen espacios separables con dual no
separable. El ejemplo cldsico de esto es £!.

Por otro lado, en 1950 R. C. James probé en [15] que X* no es separable si X
contiene un subespacio isomorfo a ¢!. Es posible que Banach haya vislumbrado
ya este resultado pues en 1923, también en [3] plantea el siguiente problema:
Dado un espacio de Banach separable tal que su dual no es separable, ;existe
en X una sucesion acotada de elementos que no contenga ninguna subsucesion
débilmente de Cauchy? Este problema puede ser reenunciado de la siguiente
manera: ;Un espacio separable de Banach contiene un subespacio isomorfo a
¢! iy sélo si su dual es no separable? Para poder expresar en estos términos
al problema de Banach es necesario contar con el Teorema de Rosenthal, cuya
demostracion es el objetivo central de la seccion 2 del capitulo 3.

Este problema fue resuelto de manera negativa por James en 1974 en [16]
quien presenté un contraejemplo. Sin embargo, en 1950 James mismo habia
demostrado que si el espacio de Banach tenia una base incodicional enton-
ces el problema tenia una respuesta positiva: Un espacio de Banach con base
incodicional no contiene copias de ¢! o ¢y si y sélo si es reflexivo.

Finalmente en 1974 Tsirelson contesté de manera negativa el problema
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original al construir un espacio de Banach reflexivo con base incodicional que
no contiene ningun subespacio isomorfo a ¢y o Z para 1 < p < oo. En la
seccion 1 del capitulo 3 presentamos brevemente este resultado, y en vista de
este hecho nos preguntamos cuando es que un espacio de Banach contiene un
subespacio isomorfo a ¢!. Esta es la pregunta central de esta tesis y nuestro
objetivo es proporcionar algunas posibles respuestas como lo son el teorema
de Rosenthal y el teorema de Haydon, cuyas demostraciones constituyen el
objetivo fundamental del capitulo 3 y de este trabajo.

Se ha tratado que la tesis sea lo mas autocontenida posible y con este fin
se organiza de la siguiente manera: En el capitulo 1 presentamos los conceptos
y resultados fundamentales para el resto del trabajo como lo son, la defini-
cién de espacio de Banach, subespacio, espacios cociente, y transformaciones
lineales entre estos, ademas de algunos de los teoremas més importantes rela-
tivos a espacios de Banach como lo son el de Hahn-Banach, del acotamiento
uniforme, de la grafica cerrada y el de Eberlein-Smulian, ademas introducimos
los conceptos de topologias débiles y débiles*. La ultima seccién del capitu-
lo 1 estda dedicada a estudiar los conceptos de convexidad, punto extremo y
los teoremas de Krein-Milman y Bishop-Phelps, los cuales son necesarios para
entender el teorema de Haydon.

El capifulo 2 estd dedicado al concepto de bases de Schauder para espacios
de Banach y a los distintos tipos de éstas. El capitulo 3 es la parte culminante
de la tesis, como ya habiamos mencionado en él tratamos de manera detallada
los articulos [24] y [14] de Rosenthal y Haydon respectivamente, finalmente en
la ultima seccién del capitulo 3 incluimos una lista actualizada de las diferentes
caracterizaciones que se pueden dar de espacios de Banach para que estos
contengan subespacios isomorfos a ¢!



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo daremos las definiciones elementales que serviran como
base para este texto. Empezamos con la definicién de espacio de Banach, objeto
fundamental en el Analisis.

1.1. Espacios de Banach.

Definicién 1.1.1. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || ||) com-
pleto con respecto a la distancia inducida por la norma || ||.

En esta tesis solo consideraremos espacios de Banach sobre R, al menos
que se indique lo contrario en algun resultado.

EJEMPLOS:

Todos los siguientes espacios vectoriales son de Banach.

1. R™ paran > 1 con norma

(21, ...

para todo (xy,...,z,) € R"

2. El espacio C|[a, b] con la norma dada de la siguiente manera
o = MA& t)l,
11 = mi |7(6)

para f € Cla,b] es un espacio normado.
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. El espacio Bla,b] = {f : [a,b] — R | f es acotada} con la norma

[fllec = sup [f(2)],

t€la,b]

para f € Bla,b|.

. P para 1 < p < oo con norma

IGn)nally = ZM‘ PP,

para (z,), € (7.

. De igual forma ¢*° con la norma

”("En)zo:lnoo = sup |y,
neN

para (x,)52, € (.

. Cp con norma

[(@n)nzilloe = sup [2a],
neN

para (z,)%°, € ¢.

- coo = {(x,)22, € ¢o | x, =0 para casi todo n € N} con norma

0)32s o = mi |,

para (z,)%, € Cop-

. Sea ([a,b], B, A) un espacio de medida donde A es la medida de Lebes-

gue. Si fy g son dos funciones Lebesgue medibles definimos la relacion
w como f g siy solosi f = g casi donde quiera (a.e.). Denotando por
convencién a la clase de f por f := f. Obtenemos asi el espacio vectorial

b
Lp={7=f|/|f|”<<>0},

es un espacio de Banach con norma

b 1/p
11l = ( / |f\p) |

para f € LP.

10
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Sin embargo, es importante notar que no todo espacio normado es de Ba-
nach, un ejemplo es Cfa, b] con una norma distinta a la definida anteriormente,

a saber si f € Cla, b
b
1] = / £ (8)]dr.

1.2. Subespacios y bases de Hamel.

Dado (X, || ||) un espacio normado decimos que Y es un subespacio nor-
mado o simplemente subespacio de X si Y es un subespacio vectorial de X
con norma la restriccion de la funcion || || a Y. Si X es de Banach esto no im-
plica necesariamente que cualquier subespacio normado Y sea de Banach, un
ejemplo se obtiene al tomar X = Ba, b] con la norma || ||; y como subespacio
Y = Cla,b].

La siguiente proposicion, aunque enunciada en un caso més general, nos
dice cuando los subespacios de un espacio de Banach son de Banach.

Proposicién 1.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo yY un subespacio
de X.Y es completo con respecto a la distancia restringida a 'Y siy solo si'Y
es cerrado en X.

Corolario 1.2.2. Sea (X, || ||) un espacio de Banach yY un subespacio de X .
Y es de Banach si y solo si Y es cerrado en X.

Definicién 1.2.3. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X sobre R,
decimos que A es linealmente independiente si {x1,...,x,} C A es linealmente
independiente para toda n € N, es decir si existen A\, ..., \, € R tales que

)\1I1++)\nl’n:0
entonces \f = g = ... =\, = 0.

Definicién 1.2.4. Sean X un espacio vectorial sobre R y A C X. Si A # ()
definimos el subespacio generado por A como

s(A) = {Zmi | z; € AN eRne N} ,
i=1
si A =10 definimos s(A) = {0}.

Definicién 1.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto B de
X es una base de Hamel si B es linealmente independiente y s(B) = X

11



1.2 Capitulo 1. Preliminares

Teorema 1.2.6. Todo espacio vectorial tiene una base de Hamel.

Omitimos la demostraciéon del teorema anterior pero notamos que si X
es un espacio vectorial y By, By son dos bases distintas para X se tiene que
card(B;) = card(Bsy), de aqui que se pueda definir la dimension para X como
dim X = card(B) donde B es cualquier base de X.

Definicion 1.2.7. Sea X un espacio vectorial. X es dimension finita si existe
una base B de X finita. En caso contrario se dird que X es dimension infinita.

Las siguientes definiciones son importantes pues a través de ellas podemos
obtener una clasificaciéon de los espacios vectoriales.

Definicién 1.2.8. Sean X y Y espacios vectoriales. Una transformacion lineal
entre X y'Y es una funcion T : X — Y tal que

1. T(x+y)=T(x) + T(y)
2. T(A\x) = \T'(x)
para todo x,y € X y A € R.

Definicién 1.2.9. Sean X y Y espacios vectoriales. X es isomorfo a Y si
eriste T': X — Y transformacion lineal y biyectiva

Una aplicacion inmediata del Teorema 1.2.6 nos dice que X es de dimen-
sién infinita si y sélo si X contiene un subconjunto linealmente independiente
infinito, con esto en mente presentamos los ejemplos siguientes de espacios
normados de dimensén infinita. Notamos que /7 con 1 < p < 00, £%°, ¢y ¥ coo
son todos espacios de Banach de dimension infinita pues {ej, es, €3, ...}, donde
e; es la sucesiéon tal que la entrada i-ésima es uno y todas las demas son cero,
es un subconjunto linealmente independiente infinito de cada uno de ellos.

Veremos que todo espacio normado de dimensién finita es de Banach, pero
antes demostremos las siguientes proposiciones.

Proposicion 1.2.10. Si X es un espacio vectorial de dimension finita enton-
ces en X siempre se puede definir una norma.

Demostracion. Sea B = {z1,...,x,} una base para X. La funcién || [|; : X —
R* dada por
2]l = laa] + - 4 fan]

parax € X y x =ayx1 + ...+ a,xr, es una norma para X. ]

12



Capitulo 1. Preliminares 1.2

Proposicién 1.2.11. Sea (X, || ||) un espacio normado de dimension n. En-
tonces X es isomorfo a R™ y existen m, M > 0 tales que

mlzlly < |[Tz]] < M|z,
para toda x € R™.

Corolario 1.2.12. Sean X,Y espacios vectoriales de dimension finita. X es
isomorfo a'Y si y solo si dim X = dimY .

Teorema 1.2.13. Sea X un espacio normado de dimension finita p. Entonces
X es de Banach.

Demostracion. Sea A = {x1,...,x,} una base para X, consideremos la trans-
formacién lineal T : R? — X dada por

p
T(ai,...,ap) = Zaixi,
i=1

para toda (a1, ...,a,) € RP.
Ahora como

1T (as, ... ap)|| = larzs + .. + apwy|| < Haall|za]] + -+ [ap] ||zl
<(lag| +...+ |0lp|)(lﬂ<1.é<X z:ll) = [[(a, ..., ap)|| 1 M (1.1)
YA Y

deducimos que T es continua.
Sea (x,)2% ; una sucesion de Cauchy en X, como 7' es biyectiva para cada
n € N existe y, € R tal que T'(y,) = z,, luego entonces

mHyn - ymHl < HT(yn - ym)H = HTyn - Tym” = Hxn - $m||

lo que implica que (y,)5; es una sucesién de Cauchy en RP y como este es
completo existe yy € RP tal que y,, — yo si n — oo.

Sea T'(yo) = xo, T es continua por lo tanto T'(y,,) — T'(yo) es decir z,, — xg
ademas zo € X y asi X es completo. O]

Corolario 1.2.14. Sea (X, || ||) un espacio normado, si Y es un subespacio de
X de dimension finita entonces Y es cerrado.

Proposicion 1.2.15. St Y es un subespacio abierto de un espacio normado
(X, ||'|l) entonces Y = X.

13



1.2 Capitulo 1. Preliminares

Demostracion. Como Y C X basta probar que X C Y, seaxz € X siz =0
trivialmente x € Y pues Y es un subespacio.

Six # 0, como 0 € Y y este es abierto existe ¢ > 0 tal que B.(0) C Y
asf tenemos que 57 € B(0).

2
Si\= Hw” entonces 1 = 2L

3] € Y pues Y es un subespacio. O

Sabemos que en un espacio normado de dimensién finita la bola unitaria
siempre es compacta puesto que en este caso todo compacto es cerrado y
acotado lo cual no es cierto si el espacio no es dimensién finita. El Lema de
Riesz que se enunciara enseguida nos ayudara a probar que en ningin espacio
normado de dimensién infinita la bola unitaria es compacta.

Lema 1.2.16 (Riesz). Sean (X, || ||) un espacio normado yY C X un subes-
pacio cerrado. Para toda 0 < © < 1 existe x; € X tal que d(x1,Y) > O y
1] = 1.

Demostracion. Como Y C X existe o € X \ Y. Dado que Y es cerrado
d(.To, Y) > 0.

También sabemos que d = d(xg,Y) = inf ey {||zo — y[|}. Sea 0 < © < 1,
entonces d < % y por la propiedad del infimo existe yo € Y tal que

d
d < lyo — ol < -

©
Sea 1 = ppi—por claramente |z1]] = 1, ademds si y € Y entonces
Yo — [(=vllyo — ol + y0) — ol _ d(x0,Y)
ler =yl =l —y+ ol = > > 0.
190 || %0 — zoll 190 — zoll
[

Ahora es facil demostrar la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.17. Si (X, || ||) es un espacio normado de dimension infinita
entonces E = {x € X | ||z|| = 1} no es compacto.

Demostracion. Supongamos que E es compacto y sea {B%(l‘) | x € E} una
cubierta de abiertos para E. Entonces existe una subcubierta finita que cubre
a F, es decir existen z1,...,x, € E tal que

U e (1.2)

14
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Sea Y = s(xq,...,x,) como dimY < n entonces Y es cerrado y como X es de
dimensién infinita Y C X y por el Lema de Riesz existe z € X tal que ||z]| =1
yd(z,Y)> % pero esto implica que para todai=1,...,n

Iz =@l =

Y

NO| —

lo cual es una contradiccion a la relacién (1.2) pues z € E, por lo tanto F no
es compacto. O

1.3. Espacios Cociente.

Definicién 1.3.1. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, dada v € X
definimos la clase de x como el conjunto

T=z+Y ={cv+ylyeY}

Proposicién 1.3.2. El conjunto XY ={T |z € X} es un espacio vectorial,
con las operaciones de suma y multiplicacion por escalar dadas por

rT+y=x+y
\T = \x

para toda T,y € X/Y y A € R. A X/Y lo llamaremos el cociente de X mddulo
el subespacio Y .

Demostracion. Inmediata a partir de las definiciones. O

Definicién 1.3.3. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, definimos
la codimension de Y en X como codimyxY = dim(X/Y).

Definicién 1.3.4. Sean X un espacio vectorial y p : X — RY una funcidn. Se
dice que p es una seminorma si se satisfacen las siguientes tres propiedades:

1. p(0)=0
2. p(Az) = [A|p(z)
8. plr +y) < plr) + p(y)

para todo v,y € X y A € R.

15
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Proposicion 1.3.5. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial normado
(X, 1), la funcién || ||y : X/Y — Rt dada por

[lly = inf{ll=Il| = € T}
para toda T € X/Y, es una seminorma.

Si Y en la proposicién anterior no es cerrado entonces || ||y puede no ser
una norma como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea X = (Cla,b], || |lco) ¥
Y = Pla,b] = {a,2™ 4+ ...+ ag | Vi,a; € Ry n € N} el subespacio de los
polinomios con coeficientes en R.

Por el Teorema de Stone-Weierstrass sabemos que Pla,b] = C|a, b], asi que
Pla,b] no es cerrado.

Ahora tomemos el espacio cociente X /Y, al considerar la funcién || ||y esta
no es una norma pues si f(x) = sen(x) por el Teorema de Stone-Weierstrass

IFlly = d(f,Y) =0
sin embargo, f # 0 pues f ¢ Y, es decir || ||y no es una norma.

Proposicién 1.3.6. 57 Y un subespacio cerrado de un espacio vectorial nor-
mado (X, || ||) entonces la funcion || ||y : X/Y — RT es una norma para X/Y.

Proposicién 1.3.7. Sea (X, || ||) un espacio normado. X es de Banach si y
solo si toda serie absolutamente convergente en X es convergente, donde una
serie Y o x en X es absolutamente convergente si Y oo ||ag]| < oc.

Teorema 1.3.8. Sea (X, || ||) un espacio de Banach, si (Y,|| ||) es un subespa-
cio cerrado de X entonces (X/Y,| |ly) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea Y ,-, Ty una serie absolutamente convergente en X/Y, es

decir
oo
> |l7xl < oo
k=1

Por como se define la norma en X/Y existe z; € Ty tal que

_ 1
il < lzkll + 55

para todo k =1,2,...
Por tanto, > ;- ||zx]| < 0o, como X es de Banach existe z € X tal que

> ore, x), converge a .

16
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Sea s, = x1 + ...+ x, para toda n = 1,2,..., claramente x — s, = T —

n —_— 3 o0 — —
Y i1 Tg. Como ||z —s,]| < ||z — s,|| se sigue que ), -, T converge a T, es
asi que hemos probado que toda serie en X/Y absolutamente convergente es
convergente y por tanto, X/Y es de Banach. O

Las dos proposiciones que siguen nos ayudaran a dar una condicién necesa-
ria y suficiente para decir cuando un subespacio de un espacio vectorial tiene
codimensién finita.

Definicién 1.3.9. Sea X un espacio vectorial, st Y y Z son subespacios de
X tales que X =Y +Z yY NZ = {0}, entonces decimos que X es la suma
directa de Y y Z, y la denotamos por X =Y P Z.

Eroposicién 1.3.10. Sean X un espacio vectorial y Y wun subespacio , si
B ={T,}a es una base para X/Y entonces X = s({za}a) PY.

Demostracion. Sea x € X, como T € X/Y podemos escribir

n
T = E )\Z’f%
=1

para algunos T, € By \; € R.
Ahora por la definicién de suma y producto por escalar en X/Y se tiene
que

T = Z )\ifai = Z )\ixai
i=1 i=1
por tanto, existe y € Y tal que x = > " | \izo, + v, asi hemos probado que
X =s({za}a) +Y

para probar que esta suma es directa consideremos z € s({z,},) NY entonces
2 =" Niq,, considerando clases de equivalencia
- i=1 "VMitay» q

6 =z = i )‘imai
i=1

y como B es una base en particular es un conjunto linealmente independiente
de donde \; = 0 para toda ¢ = 1,...,n por tanto z = 0, es decir la suma es
directa. O

17
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Proposicion 1.3.11. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, si existe
B = {za}a linealmente independiente tal que X = s({z.})@Y entonces
B ={7,}a es una base para X/Y .

Demostracion. Sea T € X/Y, como x € X por hipdtesis = Y ;| N\iZa, + ¥
para algunos z,, € B\, e RyyeY.
Considerando clases de equivalencia tenemos

n n
T = E )\Z'Zlfoéi = E )\ixai
i=1 =1

es decir s({Za}a) = X/Y.

Para ver que B es linealmente independiente tomemos 0 = Yo ANiTay s
por lo tanto existe y € Y tal que y = Y | A\jTq, y debido a la suma directa
0=y = >", NZqa,, pero B es linealmente independiente asi tenemos que
Ai=0paratodat=1,...,n. O

Corolario 1.3.12. Un subespacio Y de un espacio vectorial X tiene codimen-
sion finita n si y solo si existen 1, ..., x, € X tal que X = s(x1,...,2,) PY.

Recordemos la siguiente definicién:

Definicién 1.3.13. Sean X y Y espacios métricos. Decimos que una funcion
f: X =Y es abierta si para todo subconjunto abierto A de X, f(A) también
es abierto en f(Y).

La siguiente proposicién involucra una funcién de X en el espacio cociente
X/Y llamada la proyeccién candnica, la cual tiene importantes propiedades
cuando X es un espacio normado.

Proposicion 1.3.14. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio normado
(X, |- La proyeccion canonica ¢ : (X, || ||) — (X/Y, || |lv) dada por

plr) =7
para toda x € X, es lineal, continua y abierta.

Demostracion. Claramente ¢ es lineal, pues debido a la definicién de suma y
producto por escalar para X/Y se tiene
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paratodazr € X y A € R.
Para mostrar que ¢ es continua consideremos o € X y e > 0,810 =€y
ademds ||z — x¢|| < 0 entonces

lp(z) = @(zo)lly = llv(z = 2o)lly = Iz = @olly = inf{llzll | 2 € = =0}

< |lx — x| < 0 = €. Es decir ¢ es continua.

Ahora demostraremos que ¢ es abierta. Sea U C X abierto.

1) Si U = ) entonces tambien ¢(U) = ) es abierto.

2) SiU # 0, si ug € o(U) entonces existe ug € U tal que ¢(ug) = Uy y
como U es abierto existe € > 0 tal que B.(ug) C U.

Consideremos U € B.s(ug) = {T € X/Y | |7 — Wwlly < €/2, por la
propiedad del infimo aplicada a || — ||y tenemos que existe y € Y tal que

llu—up—y|| <e€/24 ||t —T|ly <€/24+¢€¢/2=c¢
luego entonces podemos escribir
[(u = y) —uol| <€

esdeciru —y € Uy ¢(u—1y) = ¢(u) =u. Por lo tanto @ € ¢(U) de donde
©(U) es abierto. O

1.4. Transformaciones lineales entre espacios
de Banach.

Definicién 1.4.1. Sean (X, || ||x) v (V.|| |ly) dos espacios normados. Se dice
que una funcion T : (X, || ||x) — (Y, |ly) es un operador lineal si es una
transformacion lineal.!

En la definicién anterior si (V)] ||) = (R,]||), a la transformacién lineal T’
se le acostumbra llamar funcional.

Las siguientes definiciones son conocidas pero vale la pena enuciarlas y
establecer una notacion.

Definicién 1.4.2. Sean X,Y espacios vectoriales y'T : X — Y una transfor-
macion lineal, los conjuntos

'En an4lisis se suele emplear la notacién Tz en lugar de T(x) cuando se habla de opera-
dores lineales.
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1. kerT={re X |Tx=0}=T"1({0})
2.imT={yeY |JreX, Te=y} =T(X)
seran llamados kernel e imagen de T respectivamente.

Proposicion 1.4.3. Si T : X — Y es una transformacion lineal entre dos
espacios vectoriales, entonces kerT' y imT' son subespacios de X y'Y respecti-
vamente.

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente de la definicion. [

1.4.1. Operadores acotados en espacios de Banach.

Teorema 1.4.4. Sea T : (X,| ||) — (Y,||||) un operador lineal entre dos
espacios normados, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es continuo en un punto.
2. T es continuo en X.
3. Existe M >0 tal que ||Tz|| < M||z|| para toda x € X.

Demostracion. 1. = 2.] Supongamos que T' es continuo en z, y consideremos
z € X entonces dada € > 0 existe § > 0 tal que si ||z — zo|| < J entonces
| Tz — Txo| <e.

Size X yestal que ||z—z| <0, entonces ||(z — 2+ xg) — x| < J. Luego,
por hipotesis

Tz —Tz|| =Tz —Tx+Txg— Txol| = |T(2 — v+ x0) — Txo|| <€

y como x fue arbitraria T" es continuo en X.
2. = 3.] Supongamos que no existe M > 0 tal que ||Tz|| < M||z| para
toda x € X. Entonces para cada n € N existe x,, € X tal que

[Tl > nf|2]]

oo T .
reescribiendo tenemos 1222l > 1 es decir

nllenl]
T
T <—”) H >1 (1.3)
H n|z||

para toda n € N.

20
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Consideremos la sucesién en X dada por %, claramente tenemos que
n
Tn :
— | — 0 S n — oo
n|zy |

y usando la hipotesis de que T es continuo en X se tiene que HT (ﬁ) H — 0

si n — 00 que es una contradiccién con (1.3) por tanto, se cumple 3.
3. = 1.] Claramente la condicién ||Tz|| < M||z| para alguna M > 0y toda
x € X nos dice que T' es continua en 0. O

El teorema anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4.5. T : X — Y un operador lineal entre dos espacios normados
es acotado si existe M > 0 tal que

| Tz|| < M|z
para toda x € X.

Proposicién 1.4.6. Sean (X, || ||) v (Y, || ||) dos espacios normados con X de
dimension finita, st T : X — Y es un operador lineal entonces T' es continuo.

Definicién 1.4.7. Sean (X, | ||) y (Y, || ||) dos espacios normados, definimos
B(X,Y) como

B(X,)Y)={T: X =Y | T es lineal y acotada}.
que se acostumbra llamar el espacio de los operadores acotados entre X y Y.

Teorema 1.4.8. Sean (X,|||) v (Y, | ||) dos espacios normados, la funcion
|| : B(X,Y)— R" dada por

T
7= sup 121
el |1

para toda T € B(X,Y), es una norma para el espacio vectorial B(X,Y).

Proposiciéon 1.4.9. Si T : X — Y es un operador lineal acotado entre dos
espacios normados, ||T|| también se puede escribir como

[T} = mf{M >0 | |Tz]| < M|jz]| V& € X} = sup {[|T=[[} = sup {[|Tz|}

[[=]I=1 =<1
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Demostracion. Sea A := inf{M > 0| ||Tz|| < M||z|| Vz € X}, probaremos
sélo que
1T} = A
las demas igualdades resultan de manera semejante.
Como T es acotado A # 0, sea M > 0 tal que ||[Tz|| < M]||z|| para toda
reX.
Siz e Xy ||z|| # 0 entonces

y por tanto, ||T|| < M, de donde ||T|| < A.

Por otra parte es claro que % < Sup|4 0 %, o lo que lo mismo ||Tz|| <
(sup”_ﬂ#o %) ||z|| para toda € X por lo tanto como A es el infimo
T
A< swp L _ypy
lef0 1|2
de donde se tiene la igualdad. O]

1.4.2. Funcionales lineales.

Aunque en esta tésis solo consideramos espacios vectoriales sobre R el con-
cepto de funcional se puede generalizar a cualquier campo K sobre el cual
esté definido un espacio vectorial.

La siguiente proposiciéon nos dice que para calcular la norma de una fun-
cional acotada f basta encontrar la distancia que hay del origen al conjunto

S,

Proposicién 1.4.10. Sea (X, | ||) un espacio normado, si f : X — R es un

funcional lineal no nulo y acotado entonces || f|| = d(OlA) donde

A={zeX|fx)=1}

Demostracion. Antes de comenzar notamos que d(0, A) = inf e 4{[|z||} > 0.
Sea x € A, entonces 1 = |f(z)| < || fll|z||, por lo tanto

1< [ f[|(0, A)

Ahora, si x € X \ ker(f), entonces 775 € Ay por tanto, d(0,A4) < \Juél‘)p de
[l

donde |f(z)| < meH para todo x € X, es asi que || f]| < m.
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Otro importante resultado es el siguiente:

Proposicién 1.4.11. Sean (X, | ||) un espacio normado y f : X — R una
funcional lineal no trivial, son equivalentes los siguientes enunciados:

1. f es continua en X.
2. ker f es cerrado en X.
3. ker f no es denso en X.

Demostracién. 1. = 2.] Sabemos que ker f = f~1{0} y debido a que f es
continua y {0} es un subconjunto cerrado de R se tiene que ker f es cerrado
en X.

2. = 3.] Dado que f no es trivial ker f es un subconjunto propio de X
ademas ker f = ker f, esto nos dice que tambien ker f es un subconjunto
propio de X o lo que es lo mismo ker f no es denso en X.

3. = 1.] Supongamos que f no es continua entonces f no es acotada es
decir para toda n € N existe x,, # 0 tal que

1f )| > nll2]] (1.4)

Por otra parte consideremos z € X y € > 0 y llamemos a = f(x), como lel >0

existe V € N tal que

N > Ja]
€
Ademds si yy = 745y usamos (1.4) obtenemos
[
7)) >
claramente /@l — ||, denotemos a z = 2lux de donde obtenemos
1 (yn) 1f (yn)]
If(2)] = |
y dado que a = f(x) se tiene que f(z) = f(x) o f(z) = —f(x), observemos
que ||z]| = % < e.

Considereando el caso de f(z) = f(z) se deduce que x—z € ker f y tambien
o= (z—=2)[ = =]l <e

es decir = € ker f, analogamente si f(z) = —f(x) obtenemos que ker f = X es
decir ker f es denso. O
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1.4.3. El espacio dual.

Definicién 1.4.12. Sean (X, || ||) v (Y, || ||) dos espacios normados. Si existe
un isomorfismo T : X — Y tal que T y T~ son continuos, diremos que X es
isomorfo a Y. A la funcion T se le llama homeomorfismo lineal.

Definicién 1.4.13. Sean (X, || ||x) v (Y, || |ly) dos espacios normados. X yY
son 1sométricos si existe T : X —'Y tal que

lzllx = T (2)lly

para toda x € X. Si ademds T es un isomorfismo, diremos que T es un iso-
morfismo isométrico.

Definicién 1.4.14. Sean X y Y dos espacios normados, diremos que Y se
puede encajar en X si existe Z un subespacio cerrado de X y un isomorfismo
T:Y — Z, ala funcion T se le llama encaje.

Dados X y Y dos espacios normados se vio en el Teorema 1.4.8 que el
espacio vectorial B(X,Y') es normado, la pregunta ahora es: jBajo que condi-
ciones es B(X,Y’) un espacio de Banach? La respuesta se obtiene del siguiente
teorema.

Teorema 1.4.15. Sea (X, || ||) un espacio normado, si (Y,|| ||) es un espacio
de Banach entonces B(X,Y') es un espacio de Banach con respecto a la norma
dada en el Teorema 1.4.8.

Demostracion. Sea (T,,)$°; una sucesién de Cauchy en B(X,Y), es decir, para
toda € > 0 existe N € N tal que para toda n,m > N se tiene

T, — Thnl| < €. (1.5)

Sean z € X \ {0} y € > 0. Existe N = N(z,¢) tal que ||T,, — Tpn|| < ol
para todo n,m > N, por lo cual

HTnI - TmX” = H(Tn - Tm)xH < HTn - TmHHxH <€

para toda n,m > N, y debido a que Y es de Banach existe Tz € Y tal que
lim,, oo T,x = Tx.

Notamos que T' es lineal y continuo: Por hipdtesis existe N > 1 tal que
T, — Tl < 1sin,m> N.Sil|z| <1 entonces

|Tx — Toz|| = lim || Tz — Tzl <1,
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de donde ||T'— Ty|| < 1y por tanto, T' € B(X,Y).
Vamos a probar que T,, — T si n — oo para esto observemos que

(T = Ty)all = lim (T — Tl < lim |73, — Ty ]

de este modo podemos escribir

|T — T,|| = sup < lim ([T, =T, <€

lefzo  llzll n—00

sin> N, esdecir T,, — T si n — oo.
Asi hemos mostrado que toda sucesién de Cauchy en B(X,Y) converge y el
limite de esta se queda en el mismo espacio, es decir B(X,Y) es de Banach. [

Un caso particular del espacio B(X,Y") es cuando consideramos Y = R con
la norma inducida por el valor absoluto, en este caso el espacio en cuestién es
llamado el espacio dual de un espacio normado X, a continuacién damos la
definincién precisa y mencionamos algunos ejemplos.

Definicién 1.4.16. Sea (X, || ||) un espacio normado definimos el espacio dual
de X como

X" ={f: X —>R| f eslinealy continua}

Proposicién 1.4.17. Sea (X, || ||) un espacio normado. X* es un espacio
vectorial.

Corolario 1.4.18. El espacio dual X* de un espacio normado (X, || ||) es un
espacio de Banach con respecto a la norma dada por

jalizo NIzl
para [ € X*.
EJEMPLOS:
1. Sea n > 1. El espacio dual de R"™ es isométrico a R".
2. El espacio dual de ¢! es isométrico a .

3. Sean p,q > 1 tal que 1% + % = 1. El espacio dual de / es isometrico a £9.
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1.5. Teoremas fundamentales en espacios de
Banach.

1.5.1. El Teorema de Hahn-Banach.

Definicién 1.5.1. Sea X un espacio vectorial, una funcion p: X — R es una
funcional convezxa si:

1. p(xz) > 0 para toda x € X.
2. p(Ax) = Ap(x) para toda v € X y A > 0.
3. px+y) < p(x) + py) para toda z,y € X.

Lema 1.5.2. Sean X un espacio vectorial, p : X — R una funcional conveza,
Y un subespacio propio de X y f 1Y € X — R una funcion lineal. Si se
cumple que

f(y) < ply)

para toda y € Y, entonces existe F' : X — R lineal tal que F(z) < p(x) para
todax € X y Fly = f.

Demostracion. Sea o € X \'Y y consideremos el conjunto
S={ o +ylyeY, AeR}

es facil demostrar que S es un subespacio de X. Sea Fy : S — R dada por
Fo(Azg +y) = AF(x0) + f(y)

donde F'(z) es una constante que pertenece al intervalo
sup{—p(—zo — w) = f(w)}, nf{p(zo + 2) — f(2)}
weY zeY

Observemos que este intervalo es distinto del vacio pues
f(z) = fw) = f(z —w) < p(xo + 2 — 20 —w) < p(x0 + 2) + p(—70 — W)

para todo z,w € Y.

Un calculo directo muestra que Fj es lineal. Ademas como Y C S se tiene
que Fyy = f.

Ahora vamos a demostrar que Fy(s) < p(s) para toda s € S. Sea s € S
entonces existen A € Ry y € Y tal que s = Azg + v.
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Si A = 0 entonces s = y y por hipdtesis Fy(s) = f(y) < p(y).

Si A > 0, tenemos que demostrar que )\F(xo) fly) < p(Azo+y) pero esto
es equivalente a probar que F'(zo) < p(zo + ¥ (%) y esto ultimo es cierto
gracias a como se escogié F'(xp).

Si A < 0, tenemos que demostrar que \F'(zg) + f(y) < p(Azo+y) pero esto
es equivalente a probar que F'(zo) > —p(zo— %) — f (%) y esto 1ltimo es cierto
gracias a como se escogié F'(zg). Por tanto, Fy(s) < p(s).

Ahora consideremos la familia de parejas:
F = {(W,F,) | W es subespacio de X, Y C W, Fy : W — Res lineal,

Fy(w) < p(w) Vw € Wy Fyy = f}.
Claramente F # () pues (S, Fy) € F. En F se puede establecer un orden
dado de la siguiente manera:

(W, Fw) < (W', Fy»)

si W - w’ y FW’\W = FW

Sea F' = {(W, Fiy') }w un subconjunto totalmente ordenado de F. Como
F’ es totalmente ordenado es facil ver que (UW, F ) € F' y es una cota
superior para los elemento de F’, es asi que aplicando el Lema de Zorn, F
tiene un elemento maximal (W, F'), ahora s6lo basta probar que W = X pero
si suponemos que W C X y repetimos lo hecho para (S, Fy) concluimos que
(W, F) no es maximal. O

Teorema 1.5.3 (Hahn-Banach). Sea M wun subespacio propio y cerrado de
un espacio normado (X, || ||). St m* € M* entonces existe x* € X* tal que
|lz*|| = ||lm*|| v ademas x*(x) = m*(x) para toda x € M.

Demostracion. Sea p: X — R dada por

p(x) = [lm"[|[|=]].

Es facil demostrar que p es una funcional convexa y ademdas |m*(z)| < p(x)
para toda x € M.
Aplicando el Teorema 1.5.2 encontramos x* : X — R lineal tal que

2" ()| < plx) = [lm"[[[].

Lo anterior también nos dice que * es continua asi que * € X*y ||z*| < ||m*|,
méas aun ||m*|| < ||z*|| debido a que M C X. Por tanto, ||z*|| = ||m*||. O
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Corolario 1.5.4. Sean (X,|| ||) un espacio normado y xo € X, si xg # 0
entonces existe x* € X* tal que

[zl =1 "y 2(z0) = llzoll.
Demostracion. Sea Y = s(xg), consideremos la funcional f:Y — R dada por

f(y) = Alloll,

paray € Y v y = Axg.
Siy eV existe A € R tal que y = \xg, entonces podemos escribir

[F @)l = [f(Azo)[ = [Alllzoll = IAzoll = [y

y debido a lo anterior f es acotado con || f]| = 1.
Usando el Teorema de Hahn-Banach encontramos una funcional z* : X —
R extensién de f tal que

[l = {11l =1

ademds, ya que xo € Y obtenemos z*(xo) = f(zo) = ||xo]|- O

Corolario 1.5.5. Sea (X, || ||) un espacio normado, entonces para todo x € X
se tiene que

|f(@)|
|z]] = sup
20 |/
donde f € X*.
Demostracion. La prueba es inmediata a partir del Corolario 1.5.4. O

1.5.2. El Teorema del acotamiento uniforme.

Definicién 1.5.6. Un subconjunto M de un espacio métrico (X, d) es:

1. Denso en ninguna parte en X si la cerradura de M, denotada por M,
tiene interior vacio.

2. De la primera categoria en X si M se puede escribir como la union
numerable de subconjuntos de X donde cada uno es denso en ninguna
parte en X.

3. De la sequnda categoria en X si M no es de la primera categoria en X.

28



Capitulo 1. Preliminares 1.5

Teorema 1.5.7 (Baire). Si (X, d) es un espacio métrico completo distinto del
vacio, entonces es de la sequnda categoria. FEs decir cada vez que

e a
k=1

existe ko tal que Ay, contiene un subconjunto abierto.

Del Teorema de Baire se puede deducir con relativa facilidad el Teorema
del acotamiento uniforme.

Teorema 1.5.8 (del Acotamiento Uniforme). Sea (X, || ||) un espacio de Ba-
nach y F una familia de operadores lineales acotados de X en (Y, || ||). Si para
cada x € X existe M, > 0 tal que

[Tz| < M,
para toda T € F entonces existe M > 0 tal que
1T <M
para toda T € F.
Demostracion. Para cada n € N consideremos
B,={ze X |||Tz| <nVT € F}

Observemos que B, es cerrado para toda n pues B, = (\p(|| |[0T) 1[0, n]
y sabemos que tanto la norma como 7' son continuas.
De las hipotesis y de la propiedad arquimediana obtenemos que

D B,=X
n=1

y por el Teorema de Baire algin By contiene un abierto, es decir, existe z € By
y € > 0 tal que B.(z) C By.

Sea y € X tal que ||y|| = 1. Un célculo sencillo muestra que ey + z € B(z)
y por tanto, [|T(ey + 2)|| < N para toda T' € F, de esta forma obtenemos que

[T(ey)l < |T(ey + 2)|| + | T=]| < 2N
para toda T € J.

Luego como y fue arbitraria, si M = % yTedF

2N
|7 = sup |Ty|| < — =M
llyll=1 €

es decir F es acotada. O
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1.5.3. El Teorema del mapeo abierto.

Lema 1.5.9. Sean (X, || ||) vy (Y, ]| ||) espacios de Banach. SiT : X —Y es un
operador lineal acotado y sobre, entonces T'(By) donde By = {x € X | ||z| < 1}
tiene como subconjunto un abierto alrededor de 0 € Y.

Demostracion. S A C X, A € Ry b € X los subconjuntos de X NAy A+
se definen como

M={alac Al A+b={a+b|ac A}

Consideremos By = {z € X [ [|lz] < :}. Siz € X, la propiedad arquimediana
dice que existe N € N tal que N > 2||z||. Entonces

X = U nB
n=1
Por hipétesis T' es sobre y por tanto,

Y =T(X)=T (G n35> = G nT(By),

mas aun ya que Y es cerrado y la cerradura de una union arbitraria de con-
juntos es igual a la unién de la cerrraduras, obtenemos que

N|=

Pero Y es de Banach y por el Teorema de Baire concluimos que existe k£ € N

tal que kT(B%) contiene un subconjunto abierto y por tanto, T(B%) también,

es decir existe € > 0y yp € Y tal que B(yp,€) C T(B%) , de esto deducimos
que

B(O,ﬁ) = B(yo, E) — Yo g T(B%) — Yo- (16)
Maés ain afirmamos que B(0,¢) C T'(B;). Para esto probaremos que
T(B,) — yo C T(BY)

Seay € T(B%)—yo. Entonces y+yo € T(B%), ademds sabemos que yg € T(B%).
Por definicién de la cerradura de un conjunto existen (u,)5, = (Twy)5, v

(0)52, = (T'z,)5°, sucesiones en T(Bé) tales que

un_>y+y0 Un — Yo

30



Capitulo 1. Preliminares 1.5

sin — oo.
Dado que w,, z, € B% para toda n € N deducimos que

I | < fJwall + | ||<1+1 1
Wp — Zp|| > ||Wn Zn 5 P
2 2

por tanto, w, — z, € B; para toda n € N. Ademas

T(wn_zn):Twn_Tzn:un_Un_)(y+y0)_y0:y

si n — 00. Es decir y € T'(By), asi de la ecuacién (1.6) demostramos que

B(0,¢) C T(B)) (1.7)

Sea V,, = B(0,27") C X para toda n € N. Dado que T es lineal, un calculo
directo muestra que T'(V,,) = 27"T(B;) y de la relacién (1.7) se deduce que

U, = B(0,¢/2%) C T(V,,) (1.8)

para toda n € N.
Finalmente vamos a demostrar que U; = B(0,5) C T'(B1). Sea y € U, de

las contenciones en (1.8) deducimos que y € T'(V}) y por tanto, para €/4 existe
xr1 € Vi tal que
€
ly =T || < 1

observemos que y — T'zy € Uy de nuevo por (1.8) y — Tz € T(V3) y por tanto
para €/8 existe xo € V5 tal que

€

Iy = Ta) = T < &

lo anterior dice que y — Txy — Txy € Us C T(V3). Continuando de manera
inductiva podemos encontrar x,, € V,, tal que

(1.9)

para toda n € N.
Sea z, = 1 + ...x,. Dado que z,, € V,, claramente ||z, | < 2% y por tanto
para todan > m

n [e.9]

1
lon = zmll < > Nl < D or 0

k=m+1 k=m+1
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si m — oo. Hemos probado que la sucesion (z,)22 ; es una sucesiéon de Cauchy
en el espacio de Banach X y por tanto existe x € X tal que

I
n=1
mas aun
lall < 3~ llaall = sl + 3 llanll < 5+ 5 =1
n=1 n=2

es decir x € B;. La continuidad de 7" implica también que Y~ Tx, =Txy
de (1.9) si n — oo obtenemos que T’z =y es decir y € T'(By). O

Teorema 1.5.10 (del mapeo abierto). Sean (X, | |) v (Y,||||) espacios de
Banach. Si T : X — Y es un operador lineal acotado y sobre entonces T es
una funcion abierta. Ademds si T es biyectiva T~ es acotada.

Demostracion. Dado que T es sobre basta ver que todo subconjunto abierto
de X es abierto en Y. Sea U abierto en X y consideremos y € T'(U), de esta
forma y = Tx para algun z € U.

Dado que U es abierto existe una bola abierta con centro en x y por tanto,
U —x contiene una bola abierta con centro en 0 llamemosla B(0,r). Lo anterior
implica que

B(0,1) %(U _ o)

aplicando el Lema 1.5.9 se deduce que T(:(U — z)) = £[T(U) — Tx] contiene
una bola abierta con centro en el cero. Asi tambien 7'(U) —T'x cumple lo mismo
y por tanto, T'(U) contiene una bola abierta alrededor de Tz = y. Es decir
T(U) es abierto en Y

Ahora si T es biyectiva T~! es continua y por lo anterior 7" es acotada. [

1.5.4. EIl Teorema de la grafica cerrada

Definicién 1.5.11. Sea T : X — Y wun operador lineal entre dos espacios
normados (X, || ) v (Y, || ||). Definimos la grdafica de T como

IT)={(x,Tx) e X xY |z € X}.

Dados X y Y dos espacios normados podemos dar estructura de espacio
vectorial a X x Y con la funciones

(2,9) + (z,w) = (x + 2,y + w) Mz, y) = Az, \y)
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para (z,y), (z,w) € X xY y A € R. Mds atin X x Y es un espacio vectorial
normado con norma

Gz, Il = Nzl + Nyl (1.10)

para todo (x,y) € X. Para probar que esta funcién es una norma en X basta
hacer un célculo directo.

Teorema 1.5.12 (de la gréfica cerrada). Sean (X, || [|), (Y, || ||) dos espacios
de Banach y T : X — Y un operador lineal. T es acotado si y sdlo si I'(T) es
cerrada en X X Y.

Demostracion. <] Demostremos que X X Y es un espacio de Banach con res-
pecto a la norma dada en (1.10), para esto consideremos (z,)5; una sucesion
de Cauchy en X x Y donde z, = (z,,y,) para toda n € N. Si € > 0 existe
N € N tal que paran,m > N

120 = 2mll = llzn = 2l + lyn = ymll <€ (1.11)

lo cual implica
[0 = Zml] < €= llyn —yml <€

para toda n,m > N. Es decir (z,)%, es de Cauchy en X y de manera analoga
(Yn)22, tambien. Por hipétesis existen z € X, y € Y tales que

lim z, == lim y, = y.
n—od n—oo

Maés ain si m — oo en (1.11) obtenemos que

Rn = (l‘,y)

cuando n — oo. Por tanto, X X Y es completo.
Por la Proposicién 1.2.1 T'(T") es de Banach pues I'(T") es cerrada en X x Y.
Sea P :I'(T) — X dada por

P(x,Tz) = x.
Es facil probar que P es lineal y mas aun P es acotado ya que
[Pz, Tx)|| = |lzf| < |zl + [Tz < [[(z, Tz)|.
Claramente P es biyectiva y de hecho el operador lineal inverso es P! : X —

['(T) dado por
P (z) = (z,Tx).
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Ahora, al aplicar el Teorema del mapeo abierto deducimos que P~! es acotado.
Es decir existe M > 0 tal que

(@, Ta)|| < Mll]],
para todo x € X. Por tanto,
[ Tz]| < | T[] + ||| = [|(z, T2)|| < M|z]],

para todo z € X. luego T' es acotado.

<] Supongamos que T es acotado y consideremos 2 = X x Y \ I'(T").
Probaremos que €2 es abierto.

Sea (zo,yo) € 2. Por definicién de I'(T') se tiene que yy # T'xo y como
todo espacio métrico es de Hausdorff podemos encontrar U y W vecindades
disjuntas en Y de yo v T'xo respectivamente.

Ahora bien, que T sea acotado implica la continuidad de T'. De esta forma
existe U una vecindad en X de z( tal que T(U) C W

Claramente U x V' es una vecindad de (zg, yo). Mas aun ya que U y W son
disjuntos es facil ver que

UxV cCQ

Es decir Q) es abierto y por tanto, I'(7") es cerrado. O

1.6. Espacios Reflexivos.

Anteriormente definimos el espacio dual X* de un espacio normado X como
el conjunto de funcionales lineales y continuas de X en R, vimos que X™ es
normado y mas ain que es de Banach sin necesidad de que X lo sea. Ahora es
natural preguntarnos por el dual de X* que llamaremos el doble dual de X y
denotaremos por X**.

Veremos que X** tiene propiedades importantes que se conectan de manera
directa con X. Una de ellas es que X se puede encajar en X** y aun mas
importante seran los espacios normados para los cuales X** se puede identificar
con X los cuales llamareros espacios reflexivos.

Definimos la funcién C' : X — X** dada por C(x) = 7 donde = : X* — R
es tal que

para todo f € X*.
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C' estd bien definida, pues claramente T es lineal y continua, ademds T es
acotada ya que aplicando el Corolario 1.5.5 obtenemos que

18 = sup B _ Y@Ly (1.12)

w20 IIFI T 20 (S]]

A la funcion C' se le conoce usualmente como encaje candnico y el siguiente
teorema justifica este término.

Teorema 1.6.1. Sea (X, || ||) un espacio normado. La funcion C : X — X**
dada por

O(z) =%

es un encaje.

Demostracion. Es facil ver que C' es lineal, probemos que C' es inyectiva. Sean
z,y € X y supongamos que C(z) = C(y) entonces f(x) = f(y) para toda
f € X*, asi tenemos que

flx—y)=0 (1.13)

para toda f € X*, pero el unico elemento de X que cumple la relacién (1.13)
es el 0 es asi que z = y.

Por ultimo la relacién (1.12) nos dice que C' es una isometria. Por tanto,
C es un encaje. n

Definicién 1.6.2. Un espacio normado (X, || ||) es reflexivo si C(X) = X**
donde C' : X — X** es el encaje candnico.

Dado que (R™)* = R" tenemos que R" es reflexivo, también como (¢7)* = (¢
donde p,g > 1y % + % = 1 concluimos que /? es reflexivo.

Proposicién 1.6.3. Si (X, || ||) es un espacio normado de dimension finita
entonces X es reflexivo.

Proposicién 1.6.4. Si un espacio normado (X, | ||) es reflexivo, entonces es
de Banach.

Demostracion. Dado que X™** es el dual de X* el Teorema 1.4.15 nos dice que
X** es de Banach, por tanto ya que X es isomorfo a X** tenemos que X es
de Banach. O]
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Gracias a la proposicién anterior y a que Cla,b] no es completo con la

norma 1
b p
111, = ([ 1s0lar)

para f € Cla,b] y p > 1, obtenemos que (Cla,b], || ||,) no es reflexivo.

Hemos visto que si un espacio es reflexivo entonces tiene que ser de Banach,
la proposicion inversa no es cierta en general. La propiedad que nos ayuda a
encontrar espacios normados con esta caracteristica es la separabilidad, recor-
demos que un espacio métrico X es separable si X contiene un subconjunto
denso y numerable.

Lema 1.6.5. Sea Y un subespacio cerrado propio de un espacio mormado
(X ). Stzoe X\Y y

0 =d(xo,Y) = inf{d(zo,y) | y € Y},
entonces existe F' € X* tal que
IFIl=1,  F(y)=0 para today €Y,  F(xy)=0. (1.14)

Demostracion. Consideremos Z = s(Y U {x¢}) y definamos f : Z — R dada
por
f(z) =ad

size€Zyz=y+axryparaalgin a € R, y € Y.

f esta bien definida pues Z es un subespacio de X. La linealidad de f se
obtiene de un calculo directo.

Dado que Y es cerrado y g € X \ Y entonces 6 > 0 y por tanto, f # 0.

Ahora o = 0 implica f(y) = 0 para today € Y y si a =1 junto con y =0
obtenemos f(zg) = 6.

Sea a# 0. Si z =y + axg, con a € R, y € Y entonces

1
——y — zo|| = [ly + axol|
(0%

= = i — <
/()] = lald = o] inf lly — zol| < o]

por lo tanto f es acotado y || f]| < 1.

Mas ain || f|| > 1y el siguiente argumento muestra por qué. Existe ()5, C
Y tal que ||y, — xol| — 0, si 2, = y, — xo por definicién de f se tiene que
f(zn) = =9 y por tanto,

fE S [l 9

|f|l = sup > =
lzall  lznll

— é =1
=20 ||Z]] 6
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si n — oo. Por tanto, ||f]| = 1.

Aplicando el Teorema de Hahn — Banach a f encontramos una extensién
de f, FF € X* tal que ||F|| = 1 y que cumple las propiedades descritas en
(1.14). O

Teorema 1.6.6. Si el espacio dual X* de un espacio normado (X, | ||) es
separable entonces X es separable.

Demostracion. Supongamos que X* es separable. Si denotamos a la esfera
unitaria en X* por

B ={feX"[fl=1}

también es separable, es decir existe una sucesion (f,,)°; densa en B*. Debido
a que f, € B* existe z,, € X tal que ||z, =1y

N | —

()] =

para toda n € N.

Sea Y = [z,]32, la cerradura del subespacio s(z,),. Y es separable pues
la cerradura del conjunto de todas las combinaciones lineales de los ] s con
coeficientes racionales es Y.

Afirmamos que Y = X. Supongamos que Y # X entonces Y es un subes-
pacio cerrado propio de X usando el Lema 1.6.5 encontramos F' € X* tal que
|F|l =1y F(y) = 0 para today € Y. Debido a que x,, € Y tambien F(z,) =0
para toda n, es asi que

< |falwn)l = |fal@n) = F(aa)| = [(fo = F) (@) < (| fo = Fllll2]]

DO | —

Recordando que ||z, || = 1 obtenemos que existe F' € X* tal que ||f, — F|| > 3
para toda n € N lo cual es una contradiccién a que (f,)52, es denso en B*.
Por tanto, Y = X y X es separable. O

Corolario 1.6.7. ¢! no es reflexivo

Demostracion. Supongamos que ¢ es reflexivo, dado que ¢! es isométrico a
(£°)* tendriamos por el Teorema anterior que > seria separabe lo cual no es
cierto. O
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1.7. Topologia débil y débil*.

Definicién 1.7.1. Un espacio topoldgico es una pareja (X, T) donde T es una
familia de subconjuntos de X que cumple:

1. 0 y X pertenecen a .

2. 8i {Us}aca es una coleccion de subconjuntos de T entonces \J,c 4 Ua
pertenece a T.

8. Si{U;}j, es una coleccion finita de subconjuntos de T entonces [\, <;<, Ui
pertenece a T.

A 7 se le llama topologia sobre X y sus elementos son los abiertos de X con
respecto a T.

Definicién 1.7.2. Sea X un conjunto no vacio. Una base para una topologia
es una familia B de subconjuntos de X tales que

1. Para toda v € X existe B, € B tal que x € B,.

2. Para cualesquiera By, By € B y x € By N By existe By tambien en B y
cumple que v € By C B1 N Bs.

De la definicion anterior se puede obtener una topologia 7 para X de la
siguiente manera: Un subconjunto U de X estd en 73 si para todo z € U existe
B € B tal que x € B C U. La demostracién de que 73 es una topologia para
X se sigue inmediatamente de como se definen los elementos de 7. Més ain
si X ya posee una topologia 7 se dice que B genera a 7 si 73 = T.

Si 7y 7’ son dos topologias para un espacio X decimos que 7 es més débil
que 7' si 7 C 7' (también se dice en este caso que 7' es mas fuerte que ).

A continuacién definimos los espacios vectoriales topolégicos que generali-
zan a los espacios de Banach.

Definicién 1.7.3. Sea X un espacio vectorial con una topologia 7. Diremos
que (X, T) es un espacio vectorial topoldgico si las operaciones de suma y pro-
ducto por escalar son funciones continuas de X X X a X yde Rx X a X
respectivamente.

Observacién 1.7.4. El concepto de espacio dual X* de un espacio normado
(X, || |l) se puede generalizar a espacios vectoriales topoldgicos de la siguiente
manera: Si (X,7) es un espacio vectorial topoldgico, entonces X* denota el
conjunto de funcionales lineales f : X — R que son continuas con respecto a
la topologia T.
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1.7.1. Topologia débil y convergencia débil.

Si (X, || ||) es un espacio normado también es un espacio vectorial topolégico
pues podemos inducir una topologia para X a partir de la norma de la siguiente
manera: Sean 7 > 0, x € X y B(z,r) ={y € X | ||z — y|| < r}. La familia

B, ={B(r,x)|r>0, z€ X}

es una base para una topologia sobre X. En esta seccion definiremos una
topologia en X que llamaremos topologia débil y a la dada por la norma la
llamaremos topologia fuerte, en general estas dos son distintas.

Proposicién 1.7.5. Sea (X, || ||) un espacio normado. La siguiente familia de
subconjuntos de X es una base para una topologia sobre X

Bg = {Ux,fl ..... Frs@1 ey | T &€ X, fl, .. ~7fk & X*, ar,...,ar > 0, ke N}
donde Up 4, frara, =W EX | fily—2)| <ai, 1 <i<k}.?

A la topologia generada por la base B, se le llama topologia débil para X
y la denotaremos por o(X, X*), tambien se dice que es la topologia débil para
X generada por X*, sus elementos son las vecindades debiles.

Observacién 1.7.6. La topologia débil definida en un espacio normado X
tiene las siguientes propiedades:

1. o(X, X*) esta estrictamente contenida en la topologia generada por la
norma pues cada elemento de By se puede escribir como

k
Us fr,..froar,man = ﬂ fit(=ai + fi(x), 0 + fi(2))
i=1
que es abierto en X con respecto a la topologia fuerte pues f; es continua
para toda i =1,... k.

2. (X, X™) es la topologia mds débil respecto a la propiedad de que si f es
continua respecto a la topologia fuerte entonces f es continua respecto a

o(X, X*).

3. (X,0(X,X™)) es un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff.

2En realidad esta proposicién se puede enunciar para el caso més general donde X es un
espacio vectorial topolégico pues cada elemento de Bs se define en terminos de funciones
continuas de X en R las cuales dependen tnicamente de la topologia de X.
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A continuacién definimos la convergencia de sucesiones de X con respecto
a la topologia débil.

Definicién 1.7.7. Sean (X, || ||) un espacio normado y (x,)32, una sucesion
en X. Decimos que (,)5, converge débilmente a o si para toda vecindad
débil Uy, de xog existe N € N tal que si n > N entonces x, € U,,. Esta
convergencia serd denotada por

w
Tp — XQ.

Proposicién 1.7.8. Sea (X, || ||) un espacio normado. Una sucesion (x,)
en X converge débilmente a xy si y sdlo si la sucesion (f(x,))>2, converge a
f(zo) para toda f € X*.

Demostracion. Antes de comenzar con la prueba observemos que basta probar
el enunciado para el caso xo = 0, pues si esto si pasara y xg # 0 obtendriamos:

T, = xg siy solo siz, —xg — 0siysélosi f(z, —x¢) — 0 para toda
f e X*siysélosi f(x,) — f(x) para toda f € X*.

Supongamos xg = 0.

<] Sabemos que para toda f € X* f(z,) — 0 si n — oo. Sea Uy una
vecindad débil del 0 de la forma

U={xe X ||fi(x)] <er,...,|fu(x)] < ex}

donde f; € X* y ¢ >0 paratodai=1,... k.

Por hipétesis existen N; € N tal que si n > N; entonces |f(x,)| < ¢ para
todat1=1,...k.

Si N = méx;<;j<x{NV;} y n > N del parrafo anterior se deduce que z,, € U.
Es decir z,, — 0.

=] Sea f € X* y € > 0. Claramente U = {x € X | |f(z)| < €} es vecindad
débil de 0 y por hipdtesis existe N € N tal que si n > N entonces x,, € U y
por tanto, |f(z,)| < €. Es decir f(z,) — 0 si n — oc. O

Corolario 1.7.9. Si (z,)5°, es una sucesion en un espacio normado X que
converge débilmente a xy entonces xqy es unico.

Demostracidn. Supongamos que x, — ro y tambien x, — yo si n — oo. Es
asi que f(z,) — f(xo)y f(xn) — f(yo) para toda f € X*. Pero como el limite
es unico

f(wo —wo) = f(x0) — f(yo) = 0
para toda f € X* y por el Corolario 1.5.5 tenemos que xg = yp. [
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Una pregunta que surge inmediatamente es: ;Qué relacion existe entre la
convergencia débil y la fuerte? Resulta que si (x,)22, es una sucesiéon que con-
verge fuertemente a xy en un espacio normado X también converge débilmente
en X pues si f € X* se deduce que

| (zn) = f(xo)| = [f (&n — z0)| < ([ f[l[l2n — 2oll =0

sin — 00.

Lo que no pasa en general es que la convergencia débil implique la conver-
gencia fuerte, pero veremos que si el espacio normado es de dimensién finita
entonces estos dos tipos de convergencia son equivalentes.

Teorema 1.7.10. Sean (X, || ||) un espacio normado y (x,)5, una sucesion
en X. Si X es dimensidn finita entonces (x,)52, converge débilmente si y sélo
st converge fuertemente.

., w ’ .
Demostracion. Supongamos que x,, — x cuando n — oo y ademas que dim X =
p con base {eq,...e,}. Para cada n € N podemos escribir

T, = ajer + ...t ae,

de la misma manera
T =a1e1+ ...0p€p,

por hipétesis f(x,) — f(z) cuando n — oo para toda f € X*. En particular
para las funcionales linelaes f; : X — R definidas en los elementos de la base

por
1 sii=j
fj(ei)‘{ 0 siij
para toda 4, j = 1,...,p. Obtenemos que f;(z,) — f;(r), es decir a — a; si
n — oo para toda 7 = 1,...,p. De esta forma deducimos facilmente que
p p
lzn — 2|l = |[D_(af — ai)esl| <> la} — ailllesl| — 0
i=1 i
cuando n — oco. Lo cual muestra que (z,)22 ; converge fuertemente a .  [J

Es importante hacer notar que la equivalencia entre convergencia débil y
fuerte no implica que el espacio sea de dimensién finita. En 1921 1. Schur
demostro que en ¢! toda sucesién débilmente convergente tambien converge
fuertemente, en el capitulo 3 daremos una demostracién de este hecho apoyan-
danos en el concepto de sucesion basica.
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Proposicién 1.7.11. Sea (X, || ||) un espacio normado. Una sucesion (x,)3
en X converge débilmente a x si y solo si

(e o]
)22, es acotada.

1. (
2. f(z,) — f(z) sin — oo para toda f € A donde A C X* cumple que
s(A) = X*.

Demostracion. =] Supongamos que (x,)2%, converge débilmente a x, clara-
mente la condicién 2. se deduce de la Proposicién 1.7.8.

Dado que (f(z,))s, converge a f(x) obtenemos que la sucesién (f(x,,))
es acotada y por tanto, existe My > 0 tal que

[eS)
n=1

para toda n € N.
Consideremos C' : X — X** el encaje candnico dado por C(x) = z. Es
asi que podemos escribir

0 ()] = |f (zn)| < My

para toda n € N. Aplicando el Teorema del acotamiento uniforme a la sucesiéon
(n)22, v recordando que C' es una isometria encontramos M > 0 tal que

lznll = [[Zal < M

Es decir (z,)%°, es acotada.

<] Dado que (z,)22, es acotada existe M; > 0 tal que ||z,|| < M; para
toda n € Ny por la propiedad arquimediana existe My > 0 tal que ||z| < M,
de esta forma si M = méax{M;, M>} se tiene que ||z, || < M para todan € N
y llz]l < M.

Si f € X* entonces por hipdtesis existe (f,)22; una sucesion en s(A) tal
que f, — f sin — oo.

Sea ¢ > 0. Por lo anterior encontramos N; € N tal que si n > N; entonces

€
o= £ < 557

Fijemos k& > N;. Por la condicion 2. sabemos que existe Ny € N tal que si
n > N, entonces

[Felea) = )] <
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Consideremos N = max{N;, No} y n > N de lo anterior se deduce que

[f(en) = f(@)] < [f(2n) = frlwn)| + [frlon) = fo(@)] + [fr(z) — f(2)]

€ € € €
<||f - nll + 5 - st taM =
<\f = fellllx |]+3+ka f|H|$H<3M jL3+3M ¢

es decir f(z,) — f(x) si n — oo y por tanto, x,, — x si n — oo. O

Corolario 1.7.12. Sea (X, || ||) un espacio normado. Si (x,)22, es una suce-
sion en X tal que (f(x,))22, es acotada para toda f € X* entonces (x,)22, es
acotada.

Recordemos la definicion de conjunto acotado en un espacio vectorial to-
poldgico.

Definicién 1.7.13. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. M C X es
acotado si para cualquier vecindad U del cero existe A € R tal que M C \U.

Proposicién 1.7.14. Sea (X, || ||) un espacio normado. St M C X es débil-
mente acotado, entonces M es acotado.

Demostracion. Supongamos que M no fuese acotado, entonces existe (z,)0
sucesion en M tal que ||x,| — oo si n — oo.

Por otra parte si M es débilmente acotado entonces {xi,zs,...} C M
tambien es débilmente acotado.

Sea f € X* y consideremos Uy = {z € X | [f(x)] < 1} la cual es una
vecindad débil del cero.

Dado que M es débilmente acotado econtramos A € R tal que

{.1'1,1'2,...} - )\Uf

por lo tanto |f(z,)| < A para toda n € Ny asi por el Corolario 1.7.12 conclui-
mos que (z,)°2; es acotada lo cual es una contradiccion. O

Proposicién 1.7.15. Sea (X, || ||) un espacio normado. M C X es débilmente
acotado si y sélo si f(M) es acotado en R para todo f € X*.

Demostracion. =] Supongamos que M es débilmente acotado, por la Propo-
sicién 1.7.14 se tiene que M es acotado, es decir existe C' > 0 tal que ||z|| < C
para todo x € M. De esta forma podemos escribir

[F@)l < Al < Clll
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para toda x € M. Es decir f(M) es acotado.

<] Supongamos que para toda f € X* existe ¢; > 0 tal que |f(z)| < ¢
para toda x € M.

Sea U ={x € X | |fi(z)| < e€...,|fu(z)| < €} una vecindad debil del 0.

Consideremos C' = max{cy,, ..., ¢y, }, es facil ver que
C
Mc—=U
€
por tanto, M es débilmente acotado. O

1.7.2. Topologia débil* y convergencia débil*.

En la seccion anterior vimos que si X es un espacio normado, entonces se
puede definir la topologia débil mediante el uso de su dual X*. De una manera
analoga se define la topologia débil para X* como la generada por X™** y que se
denota por o(X*, X**). sin embargo, la mayoria de los resultados que veremos
no hacen uso de esta topologia, hacen referencia a la toplogia débil* la cual
definimos en seguida.

Sabemos que si X es un espacio normado entonces C' : X — X** dada por
C(z)(f) = xf = f(x) para toda f € X* es un encaje. Es decir podemos ver
a X como un subespacio de X**. Con esta observacion definimos la topologia
débil* para X* como:

Definicién 1.7.16. Sea (X, || ||) un espacio normado. Sean x4, ...,x, € X y
€1,...,€ > 0. Un conjunto de la forma

Utarmarerma =19 € XU —g) (@) = [Ti(f —g)l <& Vi=1,... .k}
es un abierto para la topologia débil* sobre X*. La familia
Bs ={Utuy. apernen | fEX2,€ X, 6,>0 keN}
es la base que genera la topologia debil™ para X*.

La topologia débil* es usualmente denotada por o(X*, X). Cabe hacer
notar que las topologias débil y débil* para X* no siempre coinciden, de hecho
son iguales si y s6lo si X es reflexivo. De la misma forma estas topologias se
pueden generalizar para X**, es decir o(X**, X***) denota la topologia débil
para X ™ mientras que o(X**, X*) denota la topologia debil* para X**.

Observacién 1.7.17. Si (X,|| ||) es un espacio normado, entonces al con-
siderar la topologia débil* sobre X se tiene que (X,o(X*, X)) es un espacio
vectorial topologico de Hausdorff.
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Definicién 1.7.18. Sea (X, || ||) un espacio normado. (f,)5, una sucesion
en X* converge débilmente* a f € X* si (fn)n=1 converge a f con la topologia
debil*. Esta convergencia sera denotada por

.
fo = f
st m — 00.

La demostracién de la siguiente proposicién se omite ya que es analoga a
la hecha en 1.7.8.

Proposicién 1.7.19. Sea (X, || ||) un espacio normado. (f,)22, una sucesion
en X* converge debilmente™ a f € X* siy solo si (fn(x))s, converge a f(z)
para toda v € X.

A continuacién enunciamos y probamos uno de los teoremas mas impor-
tantes de esta seccion. El llamado Teorema de Banach-Alaoglu.

Teorema 1.7.20 (Banach-Alaoglu). Sea (X, | ||) un espacio de Banach. La
bola unitaria cerrada en X* denotada por B* = {f € X* | ||f|| < 1} es
compacta en la topologia débil*.

Demostracion. Para cada © € X definase D, = {\ € R | |A| < ||z||}. Clara-
mente D, es compacto en R para toda x € X.

Sea D = [],cx Da, por el Teorema de Tychonoff D es compacto en la
topologia producto.?

Consideremos B* con la topologia débil* y la funcién ¢ : B* — D dada
por

O(f) = (f(#))eex

para f € B*.

Por la forma en que definimos los abiertos en la topologia débil* y la manera
en que estan definidos los abiertos en la topologia producto, se deduce que v
es una funcién continua.

b es inyectiva ya que si $(f) = ¥(g) entonces (f(x))ecx = (9(x))ecx ¥
por tanto, f(z) = g(z) para toda = € X. Es asi que 1) es biyectiva sobre su
imagen, la funcién inversa ¥ ~! : )(B*) — B, viene dada por

VT (f(@))eex) = f

3Para ver la definicién de la topologia producto en D y una demostracién del Teorema
de Tychonoff vedse [17].
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para (f(z))zex € ¥(B*). De nuevo de las definiciones de la topologia producto
y la topologia débil* se tiene que )~! también es continua.

Todo lo anterior se resume a decir que ¢ : B* — ¢ (B*) es un homeomorfis-
mo. Observemos que si probamos que 1 (B*) es cerrado en D entonces (B*)
serfa compacto por ser cerrado en un compacto y por tanto, B* seria débil*
compacto.

Sea & = (£;)zex € D tal que € € (B*), consideremos f : X — R dada por

flx) =&

para todo z € X.
Probaremos que f es lineal, sean x1, 29 € X y o, f € R. Sea A = {1, v, 1+
Bzy} y consideremos para todo n € N

Ur =D, six ¢ A

Un:HIEXUx:{ Up={reD,|l&—rl<i} size

claramente U, es abierto en la topologia producto por tanto, para todo n € N
tenemos que existe f,, : X — R lineal y continua tal que ¥(f,) € U, N (B*).
Es asi que para todo n € N se tiene que

|[fes + Bg) — af(z1 = Bf (22)] = | fawy + Bra) = fulawy + Fzs)

tafu(rr) —af(x1) + Bfn(w2) — Bf(x2) + fulaxs + Brz) — afn(w1) — Bfn(za)]
< |[flazi + Bre) — fulax: + Bao)| + |af (21) — afu(@1)| + (B (x2) — Bfu(22)]

_Ltlal+ 1]
n

0

cuando n — oo. Por tanto, f(ax; + fxe) = af(z1) + Bf(x2), es decir f es
lineal y més ain

[f(@)] = [l < (=]
para toda = € X. Por tanto, f € B*y ¢¥(f) = ({&4)zex = &, es decir € € (B*)
y por lo tanto ¥ (B*) es cerrado. O]

Corolario 1.7.21. Sea (X, || ||) un espacio normado. A C X* es débil* com-
pacto si y solo si A es débil* cerrado y acotado en norma.

Demostracion. =] Sea A C X* débil* compacto. Claramente A es débil* ce-
rrado, consideremos f : X* — R una funcional continua que, tambien es
continua con respecto a la topologia débil*. De esta forma f(A) es compacto
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en R y por lo tanto f(A) es acotado en R es asi que A es débil* acotado y por
la Proposicion 1.7.14 es acotado en norma.

<] Si A es débil* cerrado y acotado en norma entonces existe un bola
abierta B, = {g € X* | |lg]| < €} tal que A C B.. Por el Teorema de Alaoglu
B, es débil* compacta, ademas A C B,. De esta forma A que es débil* cerrado
esta contenido en un conjunto débil* compacto, de donde se deduce que A es
débil* compacto. ]

Proposicién 1.7.22. Sea (X, || ||) un espacio normado. El encaje candnico C
del Teorema 1.6.1, considerado como funcion definida sobre el espacio vectorial
topdlogico (X, o(X, X*)) en el espacio vectorial topoldgico (X, o(X**, X*)) es
un homeomorfismo sobre su imagen.

Demostracion. La demostracion se sigue inmediatamente de las definiciones
de la topologia débil y débil*. O

1.7.3. El Teorema de Eberlein-Smulian.

Definicién 1.7.23. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Decimos que una su-
cesion (x)>2, en X*\ {0} separa puntos en X si para todo v € X tal que

z}(x) =0 para todo n € N, se tiene que x = 0.

Lema 1.7.24. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Si X*\ {0} contiene una
sucesion (x5)52, que separa puntos en X, entonces la topologia débil sobre un
subconjunto débilmente compacto de X es metrizable.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ||z}|| = 1 para
toda n € N. Definimos d : X x X — R* dada por

para z,y € X.
d esta bien definida pues

|z (z —y)l Nzl =yl

Claramente d(x,y) =0siysélosiz =yy d(:v, y) = d(y,z) para todo z,y € X,
ademas si z,y, z € X entonces:

d(x,y):i|x2(x_2jz_ Z|x T —2z) Z|x z—y
n=1
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=d(z,2)+d(z,y)

Es decir d es una métrica para X.
Sea A C X débilmente compacto y denotemos A; = A donde el subindice
d indica que A se considera como un subespacio del espacio métrico (X, d).
Consideremos [ : A — A, dada por I(z) = x para toda = € A. Sean
o€ X,e>0y N €N tal que

o0

> <
W2 2||x — xo|
El conjunto Uy, = {z € X | |z}, (z —z0)| < & Vn=1,..., N} es una vecindad

débil de z tal que si z € U,, entonces

Y an(r —z0)| N |a(a — xo)
d(gj7x0>:2”2—no_|_ Z ”2—n0
n=1

n=N-+1

N oo
€2 |lx —xo|| € €
<M o+ Y o=

[\

Por lo tanto I es continua, mas ain ya que [ es biyectiva, A débilmente com-
pacto y Ay de Haussdorff tenemos que I es un homeomorfismo. De esta forma la
topologia generada por d coincide con la topologia débil. Es decir la topologia

débil sobre A es metrizable. O
Lema 1.7.25. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Si F' es un subespacio de
dimension finita de X* entonces existe {xy1,...,x,} C X tal que ||z = 1
para toda i =1,...,m y para toda x* € F se cumple que
- [Eal
i) >
Jodx |27 (z:)] >
Demostracion. Sea ST = {x* € F'| ||z*|| = 1}. Dado que F es de dimensién
finita ST es compacto.
Si tomamos una $-red para S entonces existen z7,...,z}, € ST tal que
m
St |JBu(a)
i=1
Sea z* € S{. Por lo anterior existe j € {1,...,m} tal que [|z* — x| < } y por

tanto

1
z *_F | < Kk -
in fla® —aif] <l — 250l < 7.
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Recordemos que ||z}|| = supy,—; |z} (2)]. Si € = ; entonces existe z; € X
tal que ||z = 1y

[ |l =€ <l ()| < 7]

para todo ¢ = 1,...,m. Por tanto, |x}(z;)| > % para todoi=1,...,m.
De todo lo anterior y como el maximo de la suma de dos conjuntos es la
suma de los maximos obtenemos:

s [a” ()] = s [2 (i) — (@) + o (1)

o s ) 3 1 1z~
> @%\xz ()] glgnmlw (w5) —2i(@i)[ > 7 -7 =73 5

de esta forma se ha demostrado el resultado para los elementos de Sf'. Para

*

los otros casos considerese ”i—” O

Lema 1.7.26. Sea (X, | ||) un espacio normado. Si X es separable entonces
X* es débil* separable.

Demostracion. El resultado es obvio si X = {0}. Supongamos que X # {0} y
sea (a;)2; un conjunto denso y numerable en B la bola cerrada de radio 1 en
X, de esta forma ||a;|| = 1 para todo i > 1.

Consideremos C' : X — X™ el encaje canonico. Sea ¢ € N y recordemos
que ||@;|| = supj = [|z*(a;)|| ademés

@]l = ICla) |l = llail| = 1

Por tanto existen a} tal que |la|| = 1y |a;(a})] > 3 para toda i € N. A
continuacion probaremos que

*

—_—w
X" =s(atf,a3,...)

*

donde s(at,a},...)  denota la cerradura débil* del subespacio s(af, a3, .. .).
Supongamos que lo anterior no se cumple, es decir que existe z* € X* tal

a1
que z* ¢ s(ai,al,...) . Por el Corolario 1.8.14 de la siguiente seccién, existe
™ : X* — R funcional lineal y débil* continua tal que

z™(x7) # 0 y v"(a;) =0

para todo i € N.
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Sabemos que el espacio dual de X* con la topologia débil* es C(X) = X y

por tanto que existe x € X tal que z** = x. Sea xq = ﬁ, tenemos que

a(zo) = To(z") 0y aj(x) = To(a;) =0

para todo i € N. De esta forma si ¢ € N entonces

A~ % o~ 0k o~ % 3
|ai(a;) — To(a;)| = |ai(a;)| > 1

y por tanto,
—_ 3
llas = ol = llai — zoll = 7
para todo ¢ € N, lo cual es una contradiccién al hecho de que (a;)$2; es denso

en B.

Ahora, las combinaciones lineales de los (a}):2, con coeficientes racionales
forman un conjunto débil* denso y numerable en X*. O

Corolario 1.7.27. Sea (X, || ||) un espacio normado. Si X # 0 es separable

entonces existe una sucesion (x3)3, en X* que separa puntos en X.

n=1

Lema 1.7.28. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Sea A C X tal que todo
subconjunto infinito numerable de A tiene un punto de acumulacion débil en
X. Entonces x*(A) es relativamente compacto para todo x* € X*.

Demostracion. Sea z* € X* para ver que z*(A) es relativamente compacto
basta probar que x*(A) es acotado pues en R todo compacto es cerrado y
acotado.

Supongamos que z*(A) no es acotado por tanto, podemos encontrar una
sucesion Ag = (a,)52, contenida en A tal que z*(a,) > n para todo n € N. Por
hipétesis existe zo € Ag , consideremos U; = {z € X | |z*(z) — z*(z0)| < 7
para todo [ > 1, claramente U; es una vecindad débil de xy para todo [ > 1
por tanto, existe una subsucesién (a,, )72, de A, tal que

1
v (an) = (o) < 7.

para todo [ > 1 y por tanto, n; < %+x* (x0) para todo ! > 1, lo cual claramente
es una contradiccion, es asi que x*(A) es acotado. ]

Teorema 1.7.29 ( Eberlein-Smulian). Sean (X, || ||) un espacio de Banach y
A C X. Los siguientes tres enunciados son equivalentes:
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1. La cerradura débil de A es débilmente compacta.

2. Toda sucesion de elementos de A contiene una subsucesion débilmente
convergente a un elemento de X.

3. Todo subconjunto infinito numerable de A tiene un punto de acumulacion
respecto a la topologia débil.

Demostracion. 1. = 2. Sea (a,)2, una sucesién de elementos de A. Conside-
remos

Xo = s(a:)2,
donde s(a;)2," denota la cerradura débil del subespacio s(a;)%2;.

Ahora si A” denota la cerradura débil de A entonces A" N Xy C AY es
débilmente compacto pues A N Xj es un subconjunto débil cerrado de un
conjunto débil compacto. Tambien sabemos que A" N X, € Xy y ya que X,
es separable el Corolario 1.7.27 y el Lema 1.7.24 nos dicen que A" N X, es
metrizable.

Recordemos que en espacios metrizables el concepto de subconjunto com-
pacto es equivalente al de compacto por sucesiones. Es de aqui que existe
(@n,, )32, subsucesién de (a,)22, tal que para algin a € X

cuando k — oo.

2. = 3. Sea Ay C A un conjunto infinito numerable. Por tanto, podemos
escribir Ag = (a,)32, y por hipétesis existe (a,, )72, subsucesion de A, tal que
si k — o0
w
—a

G,

para algin a € X. Claramente a es un punto de acumulacién de A, respecto
a la topologia débil.

3. = 1. Sea A subconjunto de X tal que todo subconjunto infinito nu-
merable de A tiene un punto de acumulacién respecto a la topologia débil.
Sea z* € X* por el Lema 1.7.28 x*(A) es relativamente compacto y por tan-
to, acotado. La Proposicién 1.7.15 nos dice que A es débilmente acotado y la
Proposicién 1.7.14 implica que A es acotado.

Sea C': X — X™** el encaje canonico. El siguiente subconjunto de X**

W

C(4)

denotara la cerradura de C'(A) con respecto a la topologia débil*.
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Basta probar que

C(A)" cox)

ya que si esto es cierto, como C' es una isometria sobre su imagen entonces
w

C(A") = C(A)", donde A" es la cerradura débil de A. Como A es acotado se
tiene que A es débilmente acotado y por tanto, A" es débilmente acotado y por
1.7.14 se tiene que A" es acotado de donde C'(A") es acotado. Del Corolario

1.7.21 se tiene que (A)w* es débil* compacto y por tanto, A* es débilmente
compacto, que es lo se queria.
— W
Sea ™ € C(A) y ] € X* tal que ||zf|| = 1. Claramente

Uy={ze X™||(z—2")(z])| <1
es una vecindad débil* de x**. Por lo tanto existe a; € A tal que
(2™ —a1)(z7)| < 1

Sabemos que s(x™,z** — a;) es de dimensién 2 y por el Lema 1.7.25 existen

*

{a3,... a9} € X tal que [|z;]| = 1 para toda i =2,...,n(2) y

’ Xk ES ||y
x| |y ()] > 5

Kok ~

para todo y** € s(z™, ™ — a3).

De nueva cuenta
1
Uy={z€ X™||(z" — 2)(a}) < 2 V1 <i<n(2)}
es una vecindad débil de x**. Por lo tanto existe as € A tal que

¢ ok ~ * 1
| ndx (2™ = @) (27l

El subespacio s(x**, a1, a3) es dimension finita y por el Lema 1.7.25 existe

{zh@)1s - That C© X* tal que [[27]| =1 para todo n(2) + 1 <7 <n(3) y
PR il
n(2)+1<m<n(3) m 2

para todo y** € s(z**, a3, az).
Ahora

1
Us={z€e X™||(a™ —2)(x})] < 3 V1 <i<n(3)}

(2
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es una vecindad débil* de x**. Por lo tanto existe a3 € A tal que

Z ko _ - * <
i [(a" = @)}

3
continuando de manera inductiva obtenemos:
1. Una sucesién creciente de naturales (n(k))g2;.
2. Una sucesion (z})$°, de elementos de X.
3. Una sucesién (a;)2, de elementos de A.

tal que
max (s > (1.15)
n(k—1)+1<m<n(k) m 2

para todo y** € s(x**,ay,...,ar_1). También

z k% _ ) * <
[ nax |(@ ar)(z,,)|

(1.16)

Consideremos Xy = s(z**, ay, as, - - .)w*. Por hipotesis existe xg € X tal que

w
ap — T
cuando n — 0o. Pero como X es débilmente cerrado 7y € Xj.
Ahora, como x** — 7y € X existe k € N tal que x** — 1y € s(a**,... ar_1)
y de la desigualdad (1.15) deducimos que

™ — Zoll

méx (2™ — Zo)(27,)| > ——

meN m

(1.17)

Sean m,p € Ny py = max{m,p}. Como xy es un punto de acumulacién
con respecto a la topologia débil de (a,);2; tambien lo es de (a,);2,, ¥ por
tanto, existe k < pg tal que

. 1
|77 (ar — mo)| < ,
para toda 1 <i,m < pg.

Sabemos, por construcciéon que n(k) > k > py > m. Es asi, que de la
relacion (1.16) obtenemos

> =
s
S
=
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De lo anterior deducimos

(@™ = @) ()| < (2™ = ar)(27,)] + [, (ar — @0)| < =+

2
p

D=
=

para toda m € N. Usando la desigualdad (1.17) finalmente llegamos a que

N 4
l* = ol < —

-~

para toda p € N. Es decir ™ = 7y = C(zy). O

1.8. Convexidad.

Definicién 1.8.1. Sean A y C' subconjuntos de un espacio vectorial X .
1. A es balanceado si A C A para todo o € R tal que |a| < 1.

2. A es absorbente si para cada x € X existe €, > 0 tal que © € tA para
todo t > €,.

3. Decimos que C' es convexo si para todo x1,x9 € C' se tiene que
Az + (1= Nzy € C
para todo \ € (0,1).
Observacién 1.8.2. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X .
1. Si A es absorbente o balanceado y no vacio entonces 0 € A.
2. Si A es balanceado entonces —A = {—a |a € A} = A.

3. La union e interseccion arbitraria de conjuntos balanceados es balancea-

da.
4. La interseccion arbitraria de conjuntos convexos es convexa.

Definicién 1.8.3. Sean (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y A C X. Defi-
nimos la envolvente convera de A como la interseccion de todos los subconjun-
tos de X que son convexos y contienen a A. La envolvente convexa serd deno-
tada por conv(A).
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Proposicion 1.8.4. Si A es un subconjunto de un espacio normado X enton-
ces

conv(A) = {Zaixilai >0, xiEAVizl,...n,Zaizl,nEN}.

i=1 i=1

Lema 1.8.5. Sean C4,...,C, subconjuntos convexos de un espacio vectorial
X. Entonces

conv (OCZ> = {Zn:aixi la; >0, 2, € C;,)¥Vi=1,...,n Zn:ai: 1}.
i=1 =1

i=1

Lema 1.8.6. Sea (X, 7) un espacio vectorial topologico de Hausdorff. Supon-
gamos que Ky,..., K, son subconjuntos no vacios, convexos y compactos de
X, entonces conv (|, K;) es compacto.

Demostracion. Dado que la union finita de compactos es compacto, es suficien-
te probar el resultado para n = 2. Sean pues K; y K5 subconjuntos convexos
y compactos de X.

Dado que (X, 7) es un espacio vectorial topolégico, se tiene que la funcién
T :R? x X? — X dada por

T(ah A2, X1, .ZUQ) = a1 + o2,

es continua en R? x X2, Por lo tanto como K; x K, es compacto en X? se
tiene que T'(A; x K; x Ks) es compacto en X, donde A; esta definido por
Ay ={(a1,a2) € R?* | a; +ay =1, ar,ay > 0}.

Ahora usando el Lema 1.8.5 se tiene que conv(K;UK,) = T(A; x K1 x K3),
es asi que conv(K; U Ky) es compacto. O

Definicién 1.8.7. Un espacio vectorial topoldgico (X, T) se dice que es lo-
calmente convexo si T tiene una base formada por subconjuntos convexos de

X.

Observaciéon 1.8.8. Si (X, || ||) es un espacio normado entonces claramente
es localmente convexo, mds aun (X,o(X, X*)) y (X*,0(X*, X)) son espacios
vectoriales topoldgicos localmente convezos.

Proposicién 1.8.9. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico.

1. Si A es un subconjunto de X balanceado entonces A e intA son balan-
ceados siempre y cuando 0 € intA.
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2. Toda vecindad del 0 en X es absorbente.

3. Para toda U vecindad del 0 en X, existe V una vecindad balanceada del
0 en X tal que
VCVCV+VCU.

Mas aun, si U es convero entonces V' se puede elegir tambien convexo.

Demostracion. Daremos la demostracién de 2. y 3. la prueba de la conclusién
1. se puede encontrar en [22].

2.] Sean U una vecindad del 0 y z € X. Dado que el producto por un
escalar es continuo, en particular es continuo en (0, x) y por tanto, existe una
vecindad del 0 € R de la forma (—¢, €) y una vecindad W de x tales que ty € U
para todo y € W y todo 0 < t < e. Es asi que

ret U

para todo t~! > €7 !, es decir U es absorbente.
3.] Sea U una vecindad del 0 en X. Por la continuidad de la suma de vectores
en X existen U; y U, vecindades del 0 tal que Uy + Uy C U. Consideremos

Us=UNUyN(=U) N (=),

claramente Uz es una vecindad del 0 tal que U3 = —Us y Us + Uz C U. Este
procedimiento se puede aplicar a Uz en lugar de U y se obtiene una vecindad
UydelOtal que Uy = -U, yU, + U+ Uy, + U, CU.

Afirmamos que Uy + Uy + Uy N (X \ U + Uy) = 0, si no fuera asi existir{a
r4+y+zeUy+Us+Usconz+y+z=w € Uy yw ¢ U, de donde tendriamos
quew=xz+y+2+0¢€Uy+ Uy + Uy + Uy lo cual es una contradiccién.

Observemos que (X \ U) + Uy es abierto pues Uy lo es, de donde deducimos
que

U4+U4ﬂ((X\U)+U4):®

y por tanto, Uy + Uy C U.
La continuidad del producto por un escalar en X implica que existe 6 > 0
y Us vecindad del 0 tal que aUs C Uy para todo |a| < 0.

Sea
V=] als.
|a| <8

Afirmamos que V' es balanceado. Para ver esto tomemos || < 1, si ¢ € SV
entonces © = fay para algun |o| < 1y algun y € Us, denotando por v = [«
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tenemos que = € yUs y dado que |y| < 1, deducimos que z € V' y por tanto,
V' es balanceado.
Claramente V' es una vecindad del 0 contenida en U, y ademés

VCV=V+{0}CV+VCU+U,CU. (1.18)

Es asi que la Proposicion esta demostrada a ecepcién del caso cuando U es
convexo, lo cual probamos enseguida.

Ahora supongamos que U es una vecindad convexa que contiene al cero.
Es suficiente probar el resultado para U N (—U) pues UN(=U) C U, es asi que

de ahora en adelante supondremos que U = —U. La convexidad de U implica
que

u U U

T

3 + 3 3

lo cual implica facilmente que

(%Jr%)m((X\U)Jr%):@.

Obviamente (X \ U) + ¥ es un conjunto abierto que contiene a X \ U y por
tanto, -

—+-CU

3 37
Un razonamiento andlogo al hecho en (1.18) nos dice que es suficiente encontrar
una vecindad balanceada y convexa del 0 tal que V' C %

Consideremos I
«

W = —
Ak

lal=1

Claramente W es un subconjunto convexo de %, por lo ya demostrado tenemos
que existe B una vecindad balanceada del 0 que esta contenida en % Ademas
para todo |a| = 1 se tiene que B = aB C % y por tanto, B C W, lo cual
implica que 0 € intWW.

Ahora probamos que W es balancedo. Sea |3] < 1, podemos escribir § = t~y
donde 0 <t <1y |y|] =1, es asi que

sw =t % W = tW + (1— {0} C W,

=1

es decir W es balanceada. Del punto 1. de esta Proposicién se tiene que intWW es

una vecindad balanceada y convexa del 0 contenida en %, es asi que V = intW

es la vecindad del 0 buscada. O
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Definicién 1.8.10. Sea C' un subconjunto de X un espacio vectorial. Un punto
x € C es interno si para todo y € X existe € > 0 tal que x + ty € C para todo
|t| < e. El conjunto de puntos internos de C' serd denotado por I(C').

Proposicion 1.8.11. Sea X un espacio vectorial. Si C es un subconjunto
convezo de X entonces I(C) es convezo.

Demostracion. Sean x,y € I(C) y A € [0, 1]. Denotemos por z = Az +(1—\)y,
si w € X entonces existen €; > 0y €3 > 0 tales que x + tyw, y + tow € C para
todo ’tl‘ < €1, ’tz’ < €9.

Sea € = min{ey, €2}, si t es tal que || < € entonces

z+tw = Nz +tw)+ (1 -\ (y+tw) € C.
Es decir z € I(C). O

Proposiciéon 1.8.12. Sea X un espacio vectorial. Supongamos que C' es un
subcongunto convero de X tal que 0 € I(C), consideremos pc : X — R dada
por

pc(x):inf{TE]R|§EC’,T>O}.
r
Entonces pc(x) < oo para todo x € X y

1. pc(x) > 0 para todo v € X .

0) =

IS
s

C

(
(
3. pc(Ax) = Apc(x) para todo x € X y todo \ > 0.
4- po(@ +y) < pelx) + pely) para todo x,y € X.
pc es llamada la funcional de Minkowski para C.

Teorema 1.8.13 (de separacion de Hanh-Banach). Sean X un espacio vec-

torial topologico y A, B dos subconjuntos no vacios, convexos y disjuntos de
X.

1. Si A es abierto entonces existe f € X* y v € R tal que

fla) <~ < f(b)

para todo a € A y todo b € B.
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2. Si A es compacto, B es cerrado y X localmente convexo. Entonces existe
feX*yvyeR tal que

fla) <~ < f(b)
para todo a € A y todo b € B.

Demostracion. 1.] Sea ag € Ay by € B. Denotemos zy = by — ag, dado
que la suma de un conjunto abierto con otro siempre es abierto se tiene que
C = A — B+ xg es una vecindad convexa de 0 en X.

Sea pc : X — R la funcional de Minkowski para C', sabemos que p¢
satisface las conclusiones de la Proposicién 1.8.12, ya que AN B = () se tiene
que zo ¢ C'y por lo tanto po(zg) > 1.

Sea M = s(xp). Definase f, : M — R dada por

f()(tl‘()) =1

para toda t € R. Supongamos que t > 0, entonces por la observacion hecha
en el parrafo anterior fo(txg) = t < tpc(xo) = pe(tzg). Sit < 0 entonces
fo(twg) =t < 0 < po(txo). Por tanto,

Jo(tzo) < pe(tx)

para todo t € R. Usando el Teorema de extension de Hanh-Banach decimos
que existe f: X — R extension lineal de f; tal que

f(z) < po(x)

para todo x € X. Observando que pc(x) < 1 para todo = € C' deducimos que

f(x) <1 para todo x € C, mas aun f(—z) > —1 para todo = € C. Es decir f

es acotada en la vecindad convexa del 0 dada por CN—C', por lo tanto f € X*.
Seaa € Aybe B. La funcién de R en X dada por

t— (14+t)(a—b+ xo)

es continua pues el pruducto punto es una funciéon continua de R x X a X.
Ahora como C' es abierto en X existe € > 0 tal que para todo t € [—¢, €] se
tiene que (1 +t)(a — b+ xy) € C. En particular

(14+€)(a—b+x) € C.

Por lo tanto po((1 4+ €)(a — b+ xg)) < 1, es decir pc(a — b+ xp) < 1%6 Mas
aun dado que f es lineal y f(zo) = fo(zo) = 1 se deduce que

fla) = f(b) +1= f(a—0b+x0) < pola—0b+x) < T+e
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De donde f(a) — f(b) < 7= — 1 < 0, es decir

fla) < f(b)

para todo a € Ay todo b € B.

Sea 7 = sup,c4 f(a), claramente f(a) <~y < f(b) para todo a € A y todo
b € B. Supongamos que existe a’ € A tal que f(a') = .

La funcién de R a X dada por

t —a +txo

es continua pues el producto punto es una funciéon continua de R x X — X.
Sabemos que A es abierto en X, por lo tanto existe € > 0 tal que para todo
t € [—¢, €] se tiene que a’ + txg € A, en particular

a + exy € A.

Es asi que 7 + € = f(a' + exy) < v lo cual es una contradiccion.
2.] Sea A compacto y B cerrado, convexos, no vacios y disjuntos. Dado que
X es localmente convexo existe V' una vecindad convexa del 0 tal que

(A+V)nB=0.

Claramente A+ V es abierto por tanto, por la parte 1. existe f € X*y 1, € R
tal que

fle) <m < f(b)
para todo ¢ € A+ V y todo b € B. En particular

fla) <m < f(b)

para todo a € Ay todo b € B.
Como A es compacto existe a; € A tal que f(a1) = sup,cqs f(a) = a.

Tambien sabemos que a < 7, sea v = 2% un razomiento sencillo muestra
que

2
fla) <y < f(b)
para todo a € Ay todo b € B. n

Corolario 1.8.14. Sean (X, ) un espacio vectorial topoldgico localmente con-
vexo, Y un subespacio de X y xog € X tal que xy ¢ Y, entonces existe f € X*
tal que f(xo) =1y f(z) =0 para todo x € Y.
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Demostracion. Por el punto 2. del Teorema 1.8.13 con A = {2} y B =Y,
existe f; € X* tal que fi(zo) y fi(Y) son disjuntos, entonces fi(Y) es un
subespacio propio de R, por lo cual fi(Y) =0y fi(xo) # 0. Por tanto, f =

flj(cio) satisface que f(zg) =1y f(z) =0 para todo z € Y. .

Definicién 1.8.15. Sea C' un subconjunto convezxo de un espacio vectorial X.
& € C es un punto extremo de C' si para todo x1,xs € C tal que

_.’L’l—i—l'g

. 2

se tiene que x1 = w9 = €. El conjunto de puntos extremos de C' se denotard por

ext(C).
EJEMPLOS:

1. Sean x1,zo puntos de un espacio normado X los puntos extremos del
segmento que une x; con xs son los mismos z; y s.

2. Sea C' = [a,b] x [c,d] un cuadrado en R?, los puntos extremos de C' son
los vértices del cuadrado, (a,¢), (a,d), (b,c) y (b,d).

3. Sea B = {x € R? | ||z|| < 1}, los puntos extremos de B son los puntos
tal que ||z| = 1.

La siguiente proposicién enuncia algunas equivalencias de la definicién de
punto extremo.

Proposicién 1.8.16. Sean X un espacio vectorial, C C X convexo y & € C'.
Los siquientes enunciados son equivalentes:

~

. & es un punto extremo de C.

2. Para todo x1,29 € C y todo 0 < XA <1 tal que x1 # x9 y £ = Axy + (1 —
A)xzo se tiene que £ = x1 0 & = x3.

3. Para todo x1,x9 € C y todo 0 < XA < 1 tal que & = Azq + (1 — N)xy se
tiene que r1 = £ = xo.

4. Para todo x4, ...,x, € C y todo \i,..., A\, > 0 tales que & = Y"1 | \ix;
y>.r N =1 setiene que { =11 = ... =T,.

5. C\{&} es convexo.

Demostracion. Vease [6]. O
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Teorema 1.8.17. Sea K un subconjunto compacto y no vacio de un espacio
vectorial topoldgico de Hausdorff localmente convexo (X, 7). Si conv(K) es
compacto, entonces ext(conv(K)) C K.

Demostracidn. Sea x € ext(conv(K)). Basta probar que (z+U)NK # () para
toda U vecindad del 0 € X, pues de esto se seguirfa que v € K = K.

Sea U una vecindad del 0, dado que X es localmente convexo podemos
suponer que U es convexo. Por la Proposicion 1.8.9 punto 3. tenemos que
existe V una vecindad convexa y balanceada del 0 tal que V C U. Ademis la
compacidad de K implica que existen z1,...z, € K tales que

ijﬁv

Para cada 1 < ¢ < n consideremos

K; = conv (K N (x; —I—V)).

Claramente K; C conv(K) para todo 1 < ¢ < n y por tanto, K; es compacto,
y obviamente convexo, para todo 1 < ¢ < n. Més ain por el Lema 1.8.6 se
tiene que conv (|J;_, K;) es compacto.

Es facil ver que

K C UKi C conv(K)
=1

de donde se deduce que

conv(K) = conv (U K) — conv (U K)

Dado que z € conv(K), el Lema 1.8.5 nos dice que existen ay,...,a, > 0
tales que > a; = 1y y1,...,y, elementos de Kj, ..., K, respectivamente

que satisfacen
n
Tr = E a;Y;,
i=1

pero x es un punto extremo de conv(K), lo cual implica que existe un y;, € K,
tal que x = y;,. De esta forma obtenemos que

x € Ky =conv (KN (zj,+V)) Cajy+V =a4 — V.

Por tanto, z;, € (x+V)NK C(x +U)NK,esdecir (z +U)NK #0. O
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Definicién 1.8.18. Sean X un espacio vectorial topoldgico y C' un subconjunto
convezxo de X . Definimos:

1. H C X es un medio espacio abierto si existe f : X — R funcional lineal
continua y A € R tal que

H={zeX|f(x)<A} 6 H={zxeX]|f(x)>\}

H es un medio espacio cerrado si en los conjuntos anteriores < 6 > se
cambian por < 0 > respectivamente.

2. Una rebanada de C es una interseccion no vacia de C con un medio
espacio abierto.

3. ¢ € C es un punto fuertemente extremo si las rebanadas de C' que con-
tienen a ¢ forman una base local para ¢ en C. Es decir, para toda U
vecindad relativa a C de ¢ existe V' rebanada de C' que contiene a ( tal
que V C U.

Observacién 1.8.19. Los conceptos de punto extremo y fuertemente extremo
no son en general equivalentes. Consideremos C' un tridngulo abierto en R?
con un punto x sobre algun lado del mismo que no sea un vértice, tenemos que
x es un punto extremo pero no fuertemente extremo.

La siguiente proposicién da condiciones necesarias y suficientes para la
equivalencia entre punto extremo y punto fuertemente extremo.

Proposicién 1.8.20. Sean (X, ) un espacio vectorial topolégico de Hausdorff
localmente convexo y C' C X convero y compacto. £ € C' es extremo si y solo
si es fuertemente extremo.

Demostracion. <] Supongamos que £ € C' es fuertemente extremo. Afirmamos
que

C\{¢} = U{H N C' | H es un medio espacio cerrado que no contiene a £}.

Sea x € C'\ &, entonces x # £ y dado que X es de Hausdorff existen abiertos
U y V relativos a C' disjuntos tales que x € U y £ € V. Pero € es fuertemente
extremo, por lo tanto existe H un medio espacio abierto tal que ¢ € HNC C V,
més ain H' = X \ H es un medio espacio cerrado tal que £ ¢ H', ademas
x € H' N C. La otra contencién es obvia.

Observemos que H N C' es convexo para todo H medio espacio cerrado que
no contiene a £ por lo tanto C'\ {{} es convexo.
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Supongamos que £ no es extremo entonces existen x1,xy € C' tal que

_SL’1+$2

. 2

(1.19)

con x1 # £ 6 w9 #£ &, si pasara que x1 # £ v 19 # £ tendriamos, dado que
C\ {¢} es convexo, que £ € C'\ {¢}, lo cual es una contradiccién. Ahora si
x1 # &€ pero xo = & de la ecuacién (1.19) se deduce que z; = &, de nuevo es
imposible, en el ultimo caso se llega a una contradicciéon de manera analoga.
Es decir € es extremo. *

=| Sea (X, X*) la topologia débil para X. Dado que o(X, X*) C 7T tene-
mos que la identidad en C

I:(C,1)— (C,o(X,X™))

es continua. Mas aun, como C' es compacto y de Hausdorff se tiene que I es
un homeomorfismo.

Sea £ € C' un punto extremo y V' = U N C una vecindad relativa a C' de &,
donde U es abierto en X. Por lo dicho en el parrafo anterior U es una vecindad
débil de & es decir

U={zeX||fix) - fi(6)] <eVi=1,....,n)

donde f; € X*, ¢, >0 paratodai=1,...,nyn €N.

Si € U podemos escribir fi(§) — ¢ < fi(z) < ¢ + fi(§) para todo i =
1,...,n. Por lo tanto U es una interseccion finita de medios espacios abiertos
H;,i=1,...ky de esto tenemos que

k
V=()HnNC.
i=1

Usando la igualdad anterior podemos escribir a C'\ V' como

k
c\v=JHNnC

i=1

donde H! = X \ H; es un medio espacio cerrado para toda i = 1,..., k.
Ahora H] N C es convexo y compacto para toda ¢ = 1,...,n, usando el
Lema 1.8.6 se tiene que conv(C'\ V') es convexo y compacto. Observemos que

4Obsérvese que para probar esta implicacién sélo se usé que X sea de Hausdorff.
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§ ¢ conv(C \ V), pues si pasara eso tendriamos que £ = Y " a;z; donde
Yriai=1yz € Ule H! N C y dado que £ es un punto extremo de C' se
tendria £ = z; para toda i = 1,...,m lo cual es una contraciéon pues & ¢ H]
para toda i.

Finalmente por el Teorema 1.8.13 existe g € X* y A € R tal que {{} C
{r € X |g(z) <A} yconv(C'\V) C{z € X | g(xr) > A}. Un razonamiento
sencillo muestra que

{reX|glx)y<A}nCcCV.

Es decir la rebanadas de C' que contienen a ¢ forman una base local para £ en
C. Por lo tanto £ es un punto fuertemente extremo. O]

Definicién 1.8.21. Sea C' un subconjunto convexo de X un espacio vectorial.
F es una cara de C' si satisface las siguientes propiedades:

1. F es convexo.

2. Si ezisten x1,x9 € C y X € (0,1) tal que Axy + (1 — N)zy € F entonces
Ax1 4 (1 = N)xg € F para todo A € [0, 1].

1.8.1. El Teorema de Krein-Milman.

Sabemos que si f es una funcional lineal y continua entonces alcanza su
supremo en todo subconjunto K de X compacto, mas aun si K es convexo el
siguiente lema dice que el punto en cual se alcanza el supremo es extremo.

Lema 1.8.22 (H. Bauer). Sean (X, ) un espacio vectorial topologico de Haus-
dorff locamente convexo y C' C X no vacio, compacto y convexo. Si f : C' — R
es una funcional lineal y continua entonces existe un punto extremo & de C' tal
que

f(§) = sup f(z).

zeC

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto.
S={FCC|F#0, Fescerrado y si existen z1, s € C tal que

|1, 22[NF # 0 entonces [z, 25] C F'}

donde |z, xo[= {A\x; + (1 = Nz | 0 < A < 1} y [21, @0 = { Az + (1 — N)z2 |
0<A<1}.
S tiene las siguientes propiedades:
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1. CefS.

2. Sea {F;}ic; C S tal que ();¢; Fi # 0. Entonces claramente (), F; € S.

3. Seax € C, {x} € S siysoblosizesun punto extremo de C. Esto se

demuestra a continuacion:

=] Supongamos que {z} € S, ademas consideremos z1, 1z, € C tal que

T1 + X9
Tr =
2
entonces |1, z2[N{x} # 0 y por lo tanto [z1,25] = {x}, de donde x =

r1 = x9. Es decir  es un punto extremo de C'.

<] Supongamos que z es un punto extremo. Claramente {z} no es vacio
y cerrado, sea x1,zy € C tal que |z, xo[N{x} # (), entonces existe 0 <
A < 1 tal que

Arp 4+ (1 =Ny =2 (1.20)

Afirmamos que x; = x = x5, supongamos que r; # x 0 Tg # x. Si
pasara que x; # x y x1 # x usando la ecuacién (1.20) llegariamos a
una contradiccién pues x es extremo. Ahora, si r; # = pero r = X
usando la misma relacién llegamos a que Ax; — Az = 0 y dado que
A > 0 tendriamos que z; = z una contradiccién a nuestra suposicién.
Analagomente, si x1 = x pero xy # x se tendria una contradiccion. Por
lo tanto 1 = x = x4, es decir [zq,x9] = {z}.

Para cualquier FF € Sy g : C' — R funciénal lineal y continua se tiene
que
F' = {m € Flgx)= supg(y)} €S
yeF
Esto es cierto pues: Dado que F' es compacto F’ # (), ademds F’ se puede
escribir como

F = ﬁ {xEFlg(:v) zsupg(y)—l}

=1 yeF n

lo cual implica que F’ es cerrado.

Sean x1,z9 € C tal que |x1,xo[NF" # 0. Sea xg €|xy,x2[NF’ y consi-
deremos x € [z, 23] distinto de xg. Podemos encontrar z’ € [z, 5] v
0 < X< 1tal que

ro = v+ (1 — N2’/
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Sabemos que [x1, 23] C F' y por lo tanto x,2" € F' de donde se deduce
que

g(z) < g(zo) g(z") < g(zo)

supongamos que g(x) < g(zo) entonces Ag(z) < Ag(xo) ademas (1 —
ANg(z') < (1 — N)g(zp). Sumando estas desigualdades y usando el hecho
de que g es lineal obtenemos que

g(wo) < Ag(z) + (1 = Ng(z') < Ag(wo) + (1 = N)g(z0) = g(z0)

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto g(z) = g(zo) = sup,cr 9(y), es
decir z € F'.

Ahora, S es un conjunto parcialmente ordenado con el orden dado por F' < F’
si y sélo si F/ C F para todo F,F' € S. Sea Fy C F» C F3 C ... una
cadena® en S, dado que F; es compacto para todo ¢ = 1,...,n tenemos que
G =" F, # 0. Entonces por la propiedad 2. de S deducimos que F; < G
paratodoi=1,...,ny G € S. Por lo tanto por el Lema de Zorn existe M € S
un elemento maximal de S. En particular para

Ro={eec o) =sup s

yeC

que es un elemento de S por las propiedades 1. y 4. es asi que Fy < M.
Finalmente si M es maximal en S entonces afirmamos que M = {{} con
£ € C. Sea £ € M y supongamos que existe ( € M tal que & # (. Por el
Teorema 1.8.13 existe h : C' — R lineal y continua tal que h(§) # h(¢), Dado
que h es lineal y continua deducimos de la propiedad 4. de S que F”, el conjunto
que resulta de la propiedad 4. al cambiar F' por M y g por h, es un subconjunto
propio de M y por lo tanto M < F’ lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
M = {¢} y de la propiedad 3. de S £ es un punto extremo tal que & € Fy lo
cual prueba el resultado. O

Corolario 1.8.23. Sea (X,7) un espacio vectorial topoldgico de Hausdorff
localmente convexo y C' un subconjunto de X no vacio, convero y compacto.

Entonces ext(C) # ().

Demostracion. Inmediata a partir del Lema de Bauer, aplicado a f : C — R
la funcién constante cero, la cual es lineal y continua. O

Ahora podemos dar una demostracion sencilla del Teorema de Krein-Milman.

®La definicién precisa de cadena y el Lema de Zorn pueden verse en: [18].
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Teorema 1.8.24 (Krein-Milman). Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico
de Hausdorff localmente convexo. Si C C X mno wvacio compacto y convero
entonces

C' = conv(ext(C)).
Demostracion. Dado que C' es cerrado y convexo se tiene que
conv(ext(C)) C C.

Supongamos que existe g € C \ conv(ext(C)). Usando el Teorema 1.8.13
encontramos f € X* y v € R tal que

f (conv(ext(©))) < 7 < f(o).

El Teorema de Bauer nos dice que existe £ € C' punto extremo tal que f(§) =
sup,cc f(x) por lo tanto

v < flwo) < f(§) <

lo cual es una contradiccién. Por tanto, C' C conv(ext(C')) y el Teorema queda
demostrado. O

La propiedad mas importante del conjunto de puntos extremos de un con-
junto convexo C' es que es un espacio de Baire. Para probar esto necesitamos
el siguiente lema.

Lema 1.8.25. Sean X wun espacio vectorial topolégico de Hausdorff, C un
subconjunto convero de X y A C C convexo y tal que si existe una recta que
intersecta A entonces existen x1,xo € X tal que [a:l,xg] C A. Supongamos
ademds que C'\ A es convero y ext(A) # 0, entonces ext(A) Next(C) # 0.

Demostracion. Véase: [6]. O

Teorema 1.8.26. Sea X un espacio vectorial topolégico de Hausdorff local-
mente convexo. SiC C X es convexo y compacto entonces ext(C') es un espacio
de Baire con respecto a la topologia relativa.

Demostracion. Sea (V)22 una sucesién de conjuntos distintos del vacio, abier-
tos y densos en ext(C'). Probaremos que [, V;, es denso en ext(C'), para esto
basta ver que ()~ V,, intersecta a todo abierto V en ext(C') distinto del vacio.

Dado que V' y V,, son abiertos en ext(C') para toda n € N, existen U y U,
abiertos en X tal que

V =Unext(C) Vo, = U, Next(C)
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para todo n € N.
Afirmamos que existe una sucesiéon (W,,)5°, de rebanadas cerradas de C'
tales que
W, CU

Wn+1 g Wn N Un

y ademas
W, Next(C) # 0

Para todo n € N.

Ahora, como V' # () tenemos que existe 1 € V = U Next(C'). Por tanto,
U N C es una vecidad relativa en C' de x; y como también x; € ext(C) por la
Proposicién 1.8.20 tenemos que x; es fuertemente extremo, es decir existe W,
una rebanada abierta de C' tal que ;1 € W; CUNC C U, como W; es una
rebanada abierta de C' podemos escribirlo como

leAlﬂC’

donde A; = {x € X | fi(z) > A}, para algunos f; € X* y \; € R. Es asi que
si tomamos By = {z € X | fi(z) > A\ + 1} y denotamos por W] = By N C
tenemos que W] es una rebanada cerrada de C tal que

Wi CW,CU

por tanto, podemos suponer que W; es una rebanada cerrada de C' tal que
Wy CU.

Supongamos que la afirmacién es cierta para n, es decir existe W,, una
rebanada cerrada de C tal que W,, C W,,_1NU,_;. Como W, es una rebanada
cerrada de C' podemos escribir

W,=A4,nC

donde 4, = {z € X | fulx) > AN}, fu € X* y A\, € R. Consideremos
Cn,={z € X | fu(x) > A\, + 1} el cual es claramente abierto en X y ademds
C, C A, esto ultimo nos dice que

C,NnU,NC CW,NU,.

Claramente C, N ext(C) es abierto en ext(C') y como V,, es denso en ext(C)
tenemos que existe x,.; € C, Next(C) NV, por tanto, z,., € C, NU, NC
y Tny1 € ext(C), por la Proposicion 1.8.20 tenemos que x,41 es fuertemente
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extremo y por tanto, existe una rebanada abierta W, ,; de C que contiene a
Tna1 tal que

w,cc,nu,nCCcw,nu,

pero al igual que se hizo con Wy, podemos suponer que W, ; es una rebanada
cerrada de C' tal que W, .1 C W,, N U,. De la misma construcciéon anterior
tenemos que W,, Next(C) # () para todo n € N.

Claramente W,, es no vacio, convexo y compacto con C'\ W,, convexo para
todo n € N. Todas la propiedades anteriores también son ciertas para

F = ﬁ W,.
n=1

Dado que F' es la intersecciéon de una sucesion decreciente de subconjuntos
cerrados de un compacto, en este caso C', del Teorema del encaje de Cantor
deducimos que F # ). Ademéds ya que W, son rebanadas de C' si una recta
intersecta a F' entonces también un segmento entre dos puntos de esta y por
el Corolario 1.8.23 obtenemos que ext(F') # ). Por lo tanto usando el Lema
1.8.25 y recordando que ext(F) C F tenemos que

Fnext(C) # 0.

Por lo cual existe g € F'y g € ext(C'), de nuevo por la construccién zq € U,
para todo n € N, més aun zy € U por estar en W; y en particular xy €
UnNext(C)= V. Por lo tanto

(Ve V #0.
n=1
Es decir ()72, Vi, es denso en ext(C). O

1.8.2. El Teorema de Bishop-Phelps.
Definicién 1.8.27. Sea X un espacio vectorial. Definimos:

1. K C X es un cono convero si K es convero y A\x € K para todo x € K
y todo A\ > 0.

2. Sea AC X yxg € C. Si K es un cono convexo tal que

entonces diremos que K + xy soporta a A en xg.
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En el caso cuando K tiene interior no vacio se tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 1.8.28. Sean (X, || ||) un espacio normado , C' C X convezo y
xo € C. Si K un cono convexo con interior no vacio tal que K + xy soporta a
C en xq entonces existe g € X* tal que

su z) = qg(xg) = Inf .
supg(r) = g(wo) = 1nf g(y)

Demostracion. Sabemos que K + xg soporta a C' en zg entonces K +xqNC'\
{z0} = 0 de donde se obtiene que K + x9N C = {z0}. Sea U abierto en X tal
que U C K + zy, podemos suponer que U es convexo pues X es localmente
convexo y U N C = (). Por lo tanto usado el Teorema 1.8.13 obtenemos que
existe f € X* y v € R tal que

flu) <~y < flz)

para todo u € U y todo x € C'. De lo anterior podemos deducir que

{ <1 <
yEII?-If—;Bo f(y) - zirel(f] f(U) - Supxeof(x)’

por tanto si consideramos g = —f € X* se tiene que

su x) < inf .
xegg( )_yeKHOg(y)

Observemos que xg € C' N K + xg por lo que usando la desigualdad anterior es
facil ver que

p— p— { f
sup g(@) =g(zo) = 1nf g(y)
Que es lo se queria probar. n

De ahora en adelante usaremos un tipo especial de cono convexo que se
define en seguida.

Definicién 1.8.29. Sean (X, || ||) un espacio normado, f € X* tal que || f]| = 1
y k > 0. Definimos

K(f k) ={z € X | |z]] < kf(x)}.

Observacién 1.8.30. K(f,k) es un cono convezxo pues si x,y € K(f, k) y
0 < X< 1 entonces

[Az+(1=Nyll < Mlzll+@=M)lyl] < Aef(z)+A=NEf(y) = kf(Az+(1-N)y)
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lo cual muestra que K(f, k) es convexo. Ademds si A > 0 y x € K(f, k)
entonces

[Az]| = Allz]| < Mkf(z) = kf(Az)

lo cual muestra que K(f, k) es un cono.

Otra caracteristica importante es que si k > 1 entonces K(f, k) tiene in-
terior no vacio. Para ver esto observemos que tanto || || como f son funcio-
nes continuas de X en R. Ahora si k > 1 entonces k=t < 1, por lo que
1 — k' > 0. Usando la propiedad del supremo encontramos x € X tal que
[zl =1y [IfIl = (L= &7") < f(z) de donde

]l =1 < kf(x)

Dado que || || y f son continuas existe U una vencindad de x tal que ||y| <
kf(y) para todo y € U. Es decir K(f, k) tiene interior no vacio.

Lema 1.8.31. Sean (X, || ||) un espacio de Banach, A C X cerrado, f € X*
tal que ||f|| =1 y acotada en A y k > 0. Si z € A entonces existe xy € A tal
que o € K(f, k) + 2z y K(f, k) + zo soporta A en x.

Demostracion. Consideremos el orden parcial para A dadopory < xsiz—y €
K(f,k), lo cual es equivalente a decir que ||z —y|| < kf(x —y). Consideremos

Z={zxeAl|z<ua}

Sea r1 < Ty < x3 < ... una cadena en Z. Sea i € N, dado que z; < x;11
se tiene que z;,1 — x; € K, por lo que f(x;1 — x5) > ||wip1 — ]|k~ > 0 es
asi que f(z;) < f(x;11). Por lo tanto la sucesién (f(x,))02, es creciente, pero
f es acotada en A por lo que (f(z,))32, converge a su supremo. Lo anterior
tambien nos dice que (f(z,))s2; es de Cauchy. Sea e > 0, entonces existe
N € N tal que si n,m > N se tiene que

|f(zn) — f(zm)] <€
Sean Tny Tim tal que n,m > N, supongamos que I, < Tm- EDtOHCGS

Lo cual quiere decir que (z,,)° es de Cauchy en Z. Pero Z = ANK(f,k)+zy
tanto A como K(f, k) es cerrado, por lo tanto Z es cerrado y (z,,)5°; converge
ayeEz.

Ahora sea n € N, sabemos que x,, < x,.; para todo k € N, por lo tanto

Hxn—i—k: - xn” < kf(xn+k - In)
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si k tiendo a infinito como la norma y f son funciones continuas obtenemos que
rn, < y para todo n € N. Por lo tanto y es una cota superior para la cadena.
Por el Lema de Zorn exite xyg € Z elemento maximal para Z, por lo que
claramente por como se definio Z se tiene que xy € K(f, k) + z. Supongamos
que K(f,k)+ xo no soporta A en zy, esto quiere decir que

K(f k) +xon A\ {zo} # 0.

Es asi que podemos encontrar x1 € K(f, k) + xo y 21 # xo, esto nos dice que
x1 —x9 € K(f, k) y 21 # o, por lo que zg < 21 y x9 # 1, ademés dado que
z < xo tambien z < z; es decir x; € Z. Lo cual es una contradiccién al hecho
que xy es maximal en Z. O

Lema 1.8.32. Sean (X, || ||) un espacio normado, € >0 y f,g € X* tales que
1l = 1= llgl. i lg()| < § para todo = € X tal que 2] < 1y f(z) = 0
entonces ||f +g|| <ed | f—gl| <e

Demostracién. Claramente f~1(0) = ker f es un subsepacio propio cerrado de
X, consideremos la restriccion de g al ker f, g : ker f — R que es continua y
lineal. Por el Teorema de extensiéon de Hahn-Banach existe A : X — R lineal
y continua tal que

h(z) =g(z) paratodoxz ckerf y |h||l=|g]l= sup |g(z)
x€BNker f

donde B = {z € X | ||z|| < 1}. Pero por hipétesis ||| < §. Més aun dado que
g — h se anula en ker f y f obviamente también se tiene que existe a € R tal
que

g—h=af

por lo tanto ||g — af|| = |2 < 5.
Probaremos que si o > 0 entonces ||f — g|| < €, un razonamiento andlogo
aplicado al caso cuando o < 0y considerando —af tendriamos que || f+¢|| < e.
Supongamos que « > 0, de donde se deduce que a <1 6a>1.Sia >1
entonces o~ < 1y por lo tanto

lg—fl=l0-aNg+a(g—af)ll<1—a+a lg—afll. (1.21)
Ahora también a = [|af]| < ||g|| + |lg — af||, por lo que

ot > (1+lg—afl)™
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por tanto,
o < _llg=adl
~1+llg—afl

usando esto y que (1+ [|g — af|])~" <1 deducimos que

lg —afll

l—a ' < | < llg = afl.

1+ lg—af

De la ecuacién (1.21) obtenemos que

If—gll <2]lg —af]| <e.

Ahora, si 0 < a < 1 entonces
If =gl <llg=afl+ 1A -a)fll=llg—af+1-a
= llg —afll + gl = llafll < 2[g —afl| <e
Que es lo que se queria probar. O

Lema 1.8.33. Sean (X, || ||) un espacio normado, f,g € X* tal que ||f| =
1=gll,0<e<1lyk>1+2 Sig esno negativa en K(f,k), entonces

If =gl <e

Demostracion. Sea0 <e<1lyk>1+ %, claramente 6 = 1 — (1 + %) k=1 > 0.
Por la propiedad del supremo existe x € X tal que ||z|]| =1y

flx)=|f@)|>1-6=k" (1+§>.

Afirmamos que para todo y € X tal que f(y) = 0y |ly]| < 1 se tiene que
lg(y)| < 5. Seay € X tal que f(y) =0y |ly| <1, consideremos y' = 2y, de
nuevo f(y') = 0 pero ||y/|| < 2.

Por tanto,

oyl <142 < kf(@) = kf(z £ )
es decir z £ y' € K(f, k), de donde g(z +3') > 0. Es asi que
—glz—y) <0 —g(x+y) <0
y dado que g es lineal obtenemos que

9(y) —g(x) <0 —g(y) —g(x) <0
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lo cual implica que

l9() < g(z) = lg(=)| < llg]l = 1.

Es asi que 2|g(y)| < 1, por lo tanto [g(y)| < £.

Hemos mostrado asi que todas la hipétesis del Lema 1.8.32 se satisfacen,
entonces ||f +g|| <ed ||f — gl <e

Ahora, como k7' < 1y e < 1 entonces §; = 1 — max{k~!, ¢} > 0. Por la
propiedad del supremo existe z € X tal que ||z|| =1y

f(2) >1 -0, = max{k™ ', e}

dado que f(z) > k™! entonces ||z|| = 1 < kf(z), es decir z € K(f,k) y por
tanto, g(z) > 0. Esto implica que

If +9ll = (f +9)(2) > e
Por lo tanto || f — g|| <. O

Teorema 1.8.34. Sean (X, || ||) un espacio de Banach y C; A C X tales que
C es cerrado y convexo, A acotado y no vacio. Sie >0y f € X* es tal que
[f]] =1 con

sup f(x) < mf f(y).

zeC yeA

Entonces existen g € X* yxg € C tal que ||g|| =1, || f — gl <€y

g(wo) = sup g(z) < inf g(y).
zeC yeA

Demostracion. Sea v = sup,cc f(z) vy § = infyea f(y). Sabemos que existe
v < 3 < 6, consideremos V' la vecindad de A dada por

V=A+(©0-BU

donde U = {z € X | ||z|| < 1}, claramente V' es acotado. Sin pérdida de

generalidad supongamos que inf <y f(z) = —1, es asi que
Inf f(w) = nf f{y) — (0 —5) = 5.

Sea a =1+ %, dado que (2a)7*(8 — ) > 0 entonces por la propiedad del
supremo existe z € C' tal que

7= f(2) < (20)7H(B = 7).
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Ahora, por la propiedad arquimediana, existe M € N tal que
M > méX{Q_l(ﬁ—’y),supr—zH} (1.22)
weV

ademds consideremos k = 2aM (3 — )~!. De la relacién (1.22) se deduce que
kE>a>1.

Por el Lema 1.8.31 aplicado a C, existe o € C tal que K(f, k) + o soporta
Cenxygyaxzyg—z€ K(f k).

A continuacién probaremos que V' C K(f, k) + xo. Sea w € V, por (1.22)
y dado que xy — z € K(f, k) tenemos que

lw = wol| < flw = 2[| + [lwo = 2[| < M + kf(xo = 2) < M+ k(y = f(2))

<M+ k(2a)" 1B —7) =2M < 2aM = k(B —7) < kf(w — x0).

Es decir w — zg € K(f, k) y por tanto, w € K(f, k) + x¢. Lo anterior muestra
que K(f,k) tiene interior no vacio y por la Proposicién 1.8.28 existe g € X*
tal que [lg] =1y

— — i < inf g(w) = inf g(y) — (6 — B) < if g(y).
supg(z) = g(vo) = _ fnf  gly) < inf g(w) = inf g(y) = (0 =) < Inf 9(y)

Sabemos que infycx(rr g(t) > 0y ademas k& > 1+ %, por lo que usando el
Lema 1.8.33 se tiene que ||f — g|| <e. O

Como corolario del teorema anterior obtenemos el teorema de Bishop-
Phelps.

Teorema 1.8.35 (Bishop-Phelps). Sean (X, || ||) un espacio de Banach y C

un subconjunto de X acotado, cerrado y convexo. El conjunto

BP:{feX*]erC, f(x):supf(y)}

yeC
es denso en X*.

Demostracion. Sean f € X* y € > 0, supongamos que || f|| = 1. Dado que C
es un subconjunto acotado de X, existe M > 0 tal que

sup f(y) < M.

yel
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Ademas sabemos que toda funcién lineal de X en R es sobre y por tanto, existe
z € X tal que f(z) = M, de donde

sup f(y) < f(2).

yeC

El Teorema 1.8.34 con A = {2z} nos dice que existe g € BP tal que ||g|| =1y

If =gl <e
Si || f|l # 1, al considerar h = ﬁ, el analisis anterior muestra que también
existe una ¢’ € BP tal que

Ih =g <e
Es decir BP = X*. ]
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Bases en espacios de Banach

2.1. Bases de Schauder.

Esta seccién esta dedicada a estudiar el concepto de Base de Schauder,
el cual fue introducido en el ano de 1927 por el matematico J. Schauder.
Comenzamos por hacer la siguiente convencién.

Definicién 2.1.1. Sea (x,,)22, una sucesion en un espacio de Banach (X, || ||).
Definimos:

[2n] = s(zn)7s-

Definicién 2.1.2. Sea (x,,)22 , una sucesion en un espacio de Banach (X, || ||).
Decimos que (x,)%2, es una base de Schauder para X si para todo x € X existe
una unica sucesion de reales (a,)>, tal que

[e.9]

T = E AnTo-

n=1

Si ()22, es una base de Schauder para [x,] entonces se dice que (,)52, es
una sucesion basica en X. Ademas si ||x,|| = 1 para todo n € N, decimos que
(2,)5%, estd normalizada.

Observacién 2.1.3. Sea (z,)32, una base de Schauder para un espacio de
Banach (X, || ||) entonces:

1. (x,)32, es linealmente independiente.

2. s(x,)22, es denso en X.
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3. X es separable. Esto es cierto por el punto 2. y dado que Q es denso en
R. Es decir, el conjunto

n
{Zaixi|a1,...,an€@, nEN}
i=1

es denso y numerable.

En adelante llamaremos a una base de Schauder simplemente una base pero
debe tenerse cuidado de no confundir este concepto con el de base de Hamel
introducido en el capitulo 1. De hecho la siguiente proposicion muestra que
estos conceptos son diferentes cuando el espacio en cuestién es de dimension
infinita.

Proposicién 2.1.4. Sea (X, || ||) un espacio de Banach de dimension infinita.
Si B es una base de Hamel para X entonces B es no numerable.

o0

Demostracion. Supongamos que B es numerable, es decir que B = (z,)92,.

Claramente
Xn = s(xi)izy

es cerrado para todo n € N, pues X, es de dimension finita para todo n € N.
Ahora, Sabemos que X es de dimension infinita lo cual implica que todo
subespacio de dimension finita de X tiene interior vacio por tanto, X, tiene
interior vacio para todo n € N.
B es una base de Hamel por tanto,

X = G X
n=1

El Teorema de Baire nos dice que existe ng € N tal que X, tiene interior
distinto del vacio, lo cual es una contradiccién y por tanto, B es no numerable.

[l
EJEMPLOS:
1. Sea 1 < p < oo. La sucesion (e,)2,, donde e, = (0;,)2; v
5~ { L sii=n
o 0 sii#n

para todo n € N, es una base para los espacios F y c¢y.
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2. Claramente £°° no puede tener una base de Schauder, pues £*° no es
separable.

Como ya hemos visto, si un espacio de Banach tiene una base entonces es
separable, es importante mencionar que esto era conocido por Banach quien en
1933 formulé la siguiente pregunta: ;todo espacio de Banach separable tiene
una base? cuarenta anos despues la respuesta fue dada por Per Enflo, quien la
contesté negativamente, para una revisién detallada de este hecho véase [11].

Aunque el resultado de Per Enflo es dificil de tratar, méas adelante de-
mostraremos que todo espacio de Banach de dimensién infinita contiene una
subsucesion basica.

Teorema 2.1.5. Sea (X, | ||) un espacio de Banach con una base (x,)5 .
Definamos para todo n € N la funcion P, : X — X dada por

n

P.(z) = Z ;T;

=1

para todo x € X yx = Zf; a;x;. Entonces P, es un operador lineal acotado
para todon € N y

K =sup||P,|| < oc.
neN

A los operadores P, para toda n € N, los llamaremos proyecciones naturales

asociadas a la base (x,)5% .

Demostracion. La idea de la demostracion se debe a Banach. El que las fun-
ciones P, sean lineales es inmediato.
Definimos una nueva norma para X dada por

|| |l| = sup || Pzl
neN

para todo x € X. Esta funcién esta bien definida pues P,z — x cuandon — oo
y por tanto, |||z||| < oo, y la justificacién de que ||| ||| es una norma se debe a
que || || es norma y el supremo saca escalares y es subaditivo.

Afirmamos que (X, ||| |||) es un espacio de Banach. Para probar esto consi-
deremos (yx)72, una sucesion ||| [||-Cauchy. Observemos que

1Pnyi = Paysll = [1Pn(yi — y)ll < llyi — y5ll] (2.1)

y por tanto, (P,yx)5>; es de Cauchy para todo n € N. Més aun la desigualdad
(2.1) nos dice que no sélo son de Cauchy si no que si € > 0 existe N € N tal
que si i, j > N entonces

[ Payi — Paysll <€
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para todo n € N, es decir la N es independiente de la n que se tome.

Como (X, || ||) es de Banach, existe z, € X tal que z, = limg_,o Py, de
nuevo esta convergencia es uniforme con respecto a n. Esto quiere decir que
dado € > 0 existe N; € N tal que si £ > N; entonces

| Poyr — zn|| < € (2.2)

para todo n € N.
Ahora probaremos que (z,)22; es de Cauchy. Sea ¢ > 0y k > Ny, clara-
mente

”Zn - Zm” S ||Zn - Pnka + ||Pnyk - Pmka + ||Pmyk - zm”

Por tanto, por (2.2) se tiene que
2€

y como Py, — yg si n — oo se sigue que ||z, — 2, || < €.

Sabemos que (X, || ||) es de Banach, por lo que existe z = lim,, ., z,. Dado
que P,(X) es cerrado, pues es de dimensién finita, se tiene que z, € P,(X)
para todo n € N. Ahora sean n,m € N tal que n > m, es facil ver que en este
caso P, P, = Puin{mmny y por tanto, como todo operador lineal definido sobre
un espacio de dimensién finita es continuo deducimos que

es asi que P,z = lim,_ . Pz, = 2, para todo m > 1, lo cual implica que
z=>Y " ax;y P,z =z, para todo n € N. Lo anterior sirve para ver que

Iy = 2|l = sup | Payk — 2u]] — 0
neN
cuando k — oo. Es decir z = limy_., yx ¥ por tanto, (X, ||| |||) es de Banach.
Sea I : (X, ||| [||) = (X,]| ||) la funcién identidad, la cual es continua pues
[z]l = Im [Pz < [[l]].
Sabemos que I es continua y biyectiva, ademds (X, ||| |||) y (X, ||) son de

Banach por tanto, usando el Teorema del mapeo abierto tenemos que I~ = I
es continua y por tanto, existe M > 0 tal que

llzll] < M|
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para todo x € X. Esto implica que
| Poz]| < M|]]

para todo x € X y todo n € N, es decir P, es acotado para todo n € N.
Aplicando el Teorema del acotamiento uniforme obtenemos que existe M; > 0
tal que

|Pall < M,y

para todo n € N, es decir K < oc. O

Definicién 2.1.6. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (x,)22,. A la
constante
K = sup || Bl
neN
la llamaremos constante bdsica, donde P, para n € N son las proyecciones
naturales asociadas a la base (x,)5,. Si K =1 decimos que (2,)5, es una
base mondtona.

Un ejemplo de base monétona es la base candnica de ¢7. Més atn, si (X, || ||)

es un espacio de Banach con una base (x,)52,, se puede encontrar una norma

n=1
equivalente a || || tal que la base resulte mondtona con respecto a esa norma.
La demostracién del Teorema 2.1.5 prueba que la identidad I : (X, ||| |||) —
(X, ]| |I) es un homeomorfismo y por tanto, ||| ||| es equivalente a || ||, ademés
claramente
[[Puz|l| = sup [|PnPoz]| = sup [Pl < [[l]|
meN 1<m<n

para todo x € X y todo n € N. Es asi que si consideramos a los P, como
funciones en (X, ||| |||) obtenemos que ||P,|| = 1 para todo n € N, es decir
()22, es una base monétona para (X, ||| ||])-

A continuacién probamos un teorema que resulta 1til, pues da condiciones
necesarias y suficientes para que una sucesiéon en un espacio de Banach sea
base.

Teorema 2.1.7. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Una sucesion (x,)52, es
una base para X si y solo si

1. x, # 0 para todo n € N.
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2. Eziste una constante K tal que para toda sucesion de reales (a;)2, y
naturales n < m se tiene que

n

E a;x;

=1

m

E a;x;

=1

<K

3. [xn) = X

Demostracion. =] Supongamos que (z,,)5°; es una base para X, entonces por
la Observacién 2.1.3 se tiene que (z,)32, es linealmente independiente y por
tanto, x,, # 0 para todo n € N, ademds claramente [z, = X.

Sean (a;)$2; una sucesién de reales y n < m. Considerando los operadores
P, dados en el Teorema 2.1.5 obtenemos que

n m
E Q;; P, E QiT;
i=1 i=1

Donde K es la constante basica.
<] Consideremos

Y = {xeX | 3(a;)i2, C R, x:Zaiazi}.

i=1

< |2 <K

m m
E QiT; E Q;T;
i=1 i=1

Claramente x, € Y para todo n € N por tanto, por 3. X = [z,] C Y. A
continuacion probaremos que Y es cerrado.

Sea (y,)°; una sucesién en Y que converge a yo € (X,| ||), para todo
n € N definimos p, : s(2,)5; — s(x,)5, dada por

m .

» Zam- Y sin<m

T\ Sortia; sin>m
1=

la cual claramente estd bien definida, es lineal en s(z,)%; y por la condicién
2. ||pn]] £ K. Ahora ya que s(z,)22, es denso en X, existe P, : X — X
extensién de pj, lineal y continua con ||P;|| < K para todo n € N. Copiando
la, demostracién hecha en el Teorema 2.1.5 de que (X, ||| |||) es un espacio de
Banach y considerando en este caso |||z]|| = sup,ey || P,x|| concluimos que

Yo = Z biw;
i=1
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para alguna sucesién (b;)2,. Es decir Y es cerrado y por tanto Y = X, es
asi que para todo z € X existe una sucesién de numeros reales (a;):2, tal que

x = i a;x;. (2.3)
i=1

Ahora, sea n < m. Por la condicién 2. obtenemos que

n—1
g Qi T;
i=1

n

g a;T;

1=1

m

E aiT;

=1

< <K

|an| |zl =

y por tanto,

|anlllzn || < 2K

m
E Q;T;

i=1

para todo n < m. Usando esta ultima desigualdad e inducciéon sobre m dedu-
cimos que (z,)5°; es linealmente independiente lo cual implica que la repre-
sentacién en (2.3) es tnica y por lo tanto (x,,)22; es una base para X. O

Corolario 2.1.8. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. (x,)52, es una sucesion
basica en X sty solo si

1. x, # 0 para todo n € N.

2. Eziste una constante K tal que para toda sucesion de reales (a;);%, y
naturales n < m se tiene que

n

E a;x;

=1

m

E a;x;

=1

<K

Como una aplicacién del Teorema 2.1.7 probamos que tanto C[0,1] como
LP[0,1], con 1 < p < oo, tienen ambos bases de Schauder.

Proposicién 2.1.9. El espacio de Banach (C[0,1], || ||l) tiene una base de
Schauder normalizada y mondtona.

Demostracion. Consideremos la sucesién de funciones (f,)22, dadas por:
fo(t) = 1, fi(t) = t para todo t € [0,1] y para k = 0,1,2,... y [ =
1,2,...2"% definimos

k _ . _ _
ok+1 (t _ (2(22:# _ 1)) site [(giﬁ), (;i&)]
fora(t) = 1 — 2k+1 (t - (% - 1)) site (20— 1)27F1 20275
0 en cualquier otro caso.
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Se recomienda al lector realizar los dibujos de estas funciones para los primeros
casos.

Claramente f, € C[0,1] , ademés f,, # 0y ||fal| = 1 para todo n € N.
Podemos enumerar a los racionales diadicos de la siguiente forma: ¢ty = 0 |,
ti =1y paran>1

. 2(22:lf2 si n = 2% para algin k € N
R (i RS A 1 keNy0<l<2t—1
ST para algunos k e Ny 0 <[ < :

es decir to = O,tl = 1,t2 = %,tg = %,t4 = %,t5 = %,
Observemos que f,(t,) = 1 para todo n € Ny f,(t,) = 0 para todo
m > n. La sucesién (f,,)22, es linealmente independiente, pues si tomamos un

subconjunto finito {fx,, ..., fr,} v consideramos reales ay,, ... ay, tales que
n
Z A, sz =0
i=1
entonces, dado que {k1,...,k,} es un subconjunto finito de naturales, existe

un elemento minimo el cual sin pérdida de generalidad podemos suponer que
es k1. Es asi que ky < k; para todo ¢ > 2 y por tanto,

k1 — Zaszkz (tkl)
=1

Siguiendo un proceso analogo podemos deducir que ag, = ... = a;, = 0y por
tanto, (fn)r, es linealmente independiente.
Sean e Ny

Agn = {g € C[0,1] | g es poligonal con vertices en ¢t = on
para todo k =0,1,...2"}.!

el cual es claramente un subespacio de C|0, 1] de dimensién 2" + 1. Ademés
{fo,---, fan} C A es linealmente independiente por tanto,

8(f07"'7f2") - AQ"-

Ahora probaremos que [f,] = C[0,1]. Sean f € C[0,1] y € > 0, dado que
f es uniformemente continua en [0, 1] podemos encontrar N € N tal que para
todo |z — y| < 5k se tiene que |f(z) — f(y)| < §.

Una funcién g € €0, 1] es poligonal si exite una particién {t1,...,t,} tal que g esta de-
finida en los intervalos [t;, t;+1] como el segmento de recta que une (¢;, g(¢;)) v (tiv1, 9(tiv1)).
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Definimos g : [0,1] — R de la siguiente manera: g (3x) = f (3x) para todo

k=0,1,...,2" y g lineal en cada intervalo (o, ’“2}1)
Claramente g € Agv y por tanto, g € s(fn)>2,. Sea z € [0, 1], existe

0<k <2V —1tal que z € (5, %55) v por tanto,

1) = ato) < |10~ £ (55 )| +]7 (55) ~ 9] <

Es asi que ||f — g|lo <€, es decir [f,] = C[0, 1].
Sea (ax)p2, una sucesién en R y n < m. Denotemos por p, = >, _arfe y
DPm = Zk:[) a fr. Dado que p,, y p, son funciones poligonales obtenemos que

€+€_
5 2—6.

Palloc = max [pn(te)] IPmllec = max |pm(te)l-

Sea 0 < k < n, si tomamos j > n > k entonces f;(t;) = 0y por tanto,

Pm(tr) = paltr)-

Es asi que

IPnlloo = mdx |pn(ti)] = max |pm(te)] < l|Pmlls-
Finalmente del Teorema 2.1.7 deducimos que (f,,)5%, es una base normalizada
para C[0, 1] con constante basica K = 1. O

Proposicién 2.1.10. El espacio de Banach (LP[0,1], || ||,) tiene una base de
Schauder mondtona para todo 1 < p < o00.

Demostracion. Consideremos la sucesiéon de funciones (g,)2% ; dadas por:
g1(t) = 1 paratodot € [0,1] yparak =0,1,2,...yl =1,2,...2" definimos

1 sitel[(20—2)27%1 (20 —1)27F7]
gor () = ¢ —1 site ((20—1)27F1 2127F1]
0 cualquier otro caso.

Se recomienda al lector realizar los dibujos de estas funciones para los primeros
casos.

Claramente g, € L?[0, 1], ademas g,, # 0 para todo n € N, observemos que
para todo n < m el producto g,¢,, es 0 6 +g,,, de donde se puede deducir que
(gn)22; es linealmente independiente.
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A continuacién probamos que [g,] = LP[0,1]. Para cada k = 0,1,2,...
consideremos las siguientes familias de subconjuntos de [0, 1]

Ak:{{?,?] ‘221,...,2 },

es decir Ay, es la familia de intervalos diadicos de longitud 2% Para cada I € Ay,
denotemos por x; : [0,1] — R dada por

() = 1 sizel
AET=Y 0 sizgl

claramente g; € s(x; | I € Ay) para todo i = 1,...,2% y dado que s(x; | [ €
Ay,) es un subespacio de L?[0, 1] de dimensién 2* tenemos que

S(gry. -y g0k) = 8(x1 | I € Ag). (2.4)

Sea f € L?[0,1] y € > 0, sabemos que el subespacio de las funciones simples
en LP[0, 1] es denso en L0, 1], lo cual implica que existe kg € Ny a; € R para
todo I € Ay, tales que

ZCLIXI_f <€

IGAkO

pero por (2.4) tenemos que ZleAko arx; = Z?iol b;g; para algunos by, . .., bory €
R y por tanto, [g,] = LP[0, 1].

Ahora, sean m € Ny ()2, una sucesién de numeros reales. Supongamos
que m > 1 entonces existe k € {0,1,2,...}yl € {1,...2*} tales que m = 2~ +1,
denotemos por

L =20 — 2)2_k_1, (20 — I)Q_k_l] I = ((2 — 1)2—1~c—17 2[2_k_1],

y por « el valor constante en I; U I de Z:’:ll «;¢g;. Recordemos que para todo

s,t > 0 se cumple
t p
sP+tp—2(S; ) >0,

lo cual implica que

m p m—1 p
/ Z a;g;| — / Z Q5 g;
0,1] | ;=1 [0,1] | ;=1
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— [ ja+anl + \a—am|p—/ af?
I Ip) ILUly

_ et ol 4 o — an|P — 2]l
o ok+1

> 0.
o -1
Lo anterior implica que ||>°7" ozigi”p < 122, cigill ,» y como fue para
una m arbitraria se puede deducir que si n < m entonces

n m
E Q;3g; E Q;g;
i=1 =1

por tanto, del Teorema 2.1.7 se sigue que (g,)s; es una base monétona para
LP[0,1], la cuél es conocida como base de Haar. O

<

p p

2.2. Sucesiones basicas.

Los resultados precedentes nos ayudaran a probar que todo espacio de
Banach tiene un sucesién basica, esto ya era conocido por Banach pero la
prueba que daremos aqui fue ideada por S. Mazur.

Lema 2.2.1. Sea (X, || ||) un espacio normado de dimension infinita. Si'Y es
un subespacio de X de dimension finita entonces para todo € > 0 existe v € X
tal que ||z|]| =1y

[yl < (L +e)lly + Az

para todo y € Y y todo A € R.

Demostracion. Sea € > 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
0 < e < 1. Dado que Y es de dimension finita el conjunto

Sy ={yeY [yl =1}

es compacto. Lo cual implica que existen y1,...,y, € Sy tal que

k
Sy C U Be (y:).
i=1

Ahora, por un Corolario del Teorema de Hahn-Banach, para todo i =1,...k
existe y; € X™ tal que
yi(yi) = 1.
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afirmamos que
k
N =(kery; # {0},
i=1

supongamos que N = {0}. Sea z* € X*, como x*(0) = 0 entonces N C ker z*
y por tanto,® z* € s(y;,...,y;) de donde deducimos que

X" =5y, .-, u5)

lo cual es una contradiccién pues X de dimensién infinita implica que X* es
de dimensién infinita. Es asi que podemos tomar z € N tal que ||z] = 1.

Sea y € Sy, entonces existe 1 <7 < k tal que
€

ly — vill 5

Mas atn, si A € R entonces

€ 1
- > _
2 1+4+e¢

1—

. €
ly + Azl = llys + Azl = lly = will 2 [y; (v + A2)| = 5
Es decir |ly|| < (1 + €)||ly + Az|| para todo y € Sy y todo A € R. Pero esta
ultima desigualdad es homogénea y por lo tanto también se cumple para todo
yevy. [

Teorema 2.2.2. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Si X es de dimension
infinita entonces X tiene una sucesion bdsica.

Demostracion. Sea e > 0, consideremos (€,)7° ; una sucesién de reales positivos
tal que

H(l—i—en) <l+e
n=1

n—

Como un ejemplo considerese €, = (%)2 1 para todo n € N.
Sea 1 € X tal que ||z;|| = 1, por el Lema 2.2.1 existe z3 € X tal que
2] =1y
Iyl < (1 +e)ly + Aza]

para todo y € s(z1) y todo A € R.
usando induccién encontramos una sucesion (z,)%, en X tal que ||z,|| =1

y
Iyl < (1 + €n)lly + Az |

2Para una demostracién de este hecho consulte [28] Lema 3.9.
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para todo y € s(z1,...,2,), A€ RyneN.

Afirmamos que (z,)%°, es una sucesién basica en X. Claramente z,, # 0
para todo n € N y es asi que la condicién 1. del Corolario 2.1.8 se cumple.
Basta ver que también se satisface la condicién 2.

Sea (a;)$2, una sucesién en R y n < m naturales arbitrarios. Por la cons-
truccion de los x,, se tiene que

n m m m
Z a;x;|| < H(l +€) Z a;x;|| < (14¢€) Z a;x;
i=1 i=n i=1 i=1
Por lo tanto (z,)5%; es una sucesién bdsica en X. O

Proposicién 2.2.3. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (z,)° . Para
cada n € N definamos x} : X — R por

o)
* —_—
X, a;T; = Ap.

i=1
Entonces x), es una funcional lineal y continua con
2K
[zl < 7—
T ]

para todo n € N, donde K es la constante bdsica de (x,)3 ;.

Demostracion. Es facil ver que z es lineal para todo n € N, ademas sabemos
que z,, # 0 para todo n € N por tanto, siz € X y z = ZS; a;x; se tiene que

lanznll _ [|Pax — Pooaz] 2K
|25,(2)] = lan| = = < l1]-
" R A [l |l

2K

Es asi que ||z} < 7 para todo n € N. O

Definicién 2.2.4. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (2,)2 . La
sucesion de funcionales continuas (x3)%°,, dadas en la Proposicion anterior,

se llama sucesion de funcionales biortogonales asociadas a (x,)°2 .

Observacién 2.2.5. Es facil ver que (x})%°, la sucesion de funcionales bior-
togonales asociadas a una base (x,)>2,, satisfacen que

Ty (Tm) = Onm

para todo n,m € N.
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Definicién 2.2.6. Sean (X,|| ||) y (Y,||||) dos espacios de Banach, con ba-
ses (2)521 v (yn)SS, respectivamente. Decimos que (,)5%, es equivalente a
(Yn)oy si (O py anxr),., converge si y solo si (3 ,_; akyk), ., converge para

toda sucesion de reales (a,)>2 .

La siguiente proposicion justifica el término de bases equivalentes.

Proposicién 2.2.7. Sean (X, || ||) y (Y, || ||) dos espacios de Banach, con bases
(20)22, Y (yn)22, respectivamente. (x,)5°, es equivalente a (y,)>2, si y solo
si existe un isomorfismo T : X — Y tal que

Tz, = Yn
para todo n € N.

Demostracion. <] Supongamos que existe 7' : X — Y isomorfismo tal que
Tx, = y, para todo n € N. Sea T7! : Y — X la inversa de T la cual
claramente cumple que Ty, = x,, para todo n € N. Ademds sabemos que T’
y T~! son acotadas, por tanto es facil ver que C' = méax{||T||,||7'||} cumple

lo siguiente
J
E a’nyn
n=t
o

para todo j > i y toda sucesién de reales (a,)5 ;.

Usando la desigualdad anterior deducimos que (3, _; axxi),., converge
siy s6lo si (35, aryr),., converge para toda sucesién (a,)s2, de nimeros
reales. Es decir (z,)5%, es equivalente a (y,,)5 .

=] Supongamos que (2,)5%; v (¥,)32, son bases equivalentes para X y Y
respectivamente. Consideremos 7' : X — Y dada por

r (i ) S0

n=1

J

n=t

J

E Ap Ty

n=t

c! < <C

la cual, por hipétesis, esta bien definida. Mas ain es facil ver que T es lineal
y biyectiva pues la inversa 77! : Y — X viene dada por

T_l <§: anyn> = f:anxn
n=1 n=1

que también esta bien definida.
Basta probar que I'(T) = {(z,Tz) € X xY | x € X} la gréfica de T
es cerrada, pues si esto fuera cierto tendriamos por el Teorema de la grafica
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cerrada que 7' es acotado y por tanto, continuo pero 7' es biyectiva, lo cual
implica, por el Teorema del mapeo abierto, que 7! tambien es continua y por
tanto, T" es un isomorfismo entre X y Y, ademés claramente

Txn::yn

para todo n € N.

Sea
x

(St S
n=1 n=1
una sucesiéon en I'(T") que converge a (x,y) € X X Y, que podemos escribir

como . N
(x,y) = (Z Cnn, Zdnyn> :
n=1 n=1

Por convergencia entrada a entrada deducimos que

k=1

[e.9]

(o] o0
lim aflscn = E Cn, lim aﬁyn = E dpYn-
n=1 n=1

o0

k—o0 k—oo
n=1 n=1

Sean (27)5°, v (y£)22, las sucesiones biortogonales asociadas a las bases ()7,
y (yn)22, respectivamente, por la Proposicién 2.2.3 se tiene que

oo o0
, k _ ¢ * k _ * —
Jim o = Jim o { 3 ) = i | 2 enn ) = e
m=1 m=1
o0 [e.e]
’ k _ ’ * k _ * —
Jim af = i @i | S agn | =@ D cngm | = dn
m=1 m=1

para todo n € N. Es asi que ¢, = d,, para todo n € Ny por tanto, (z,y) € I'(T),
es decir ['(T') es cerrado. O

Corolario 2.2.8. Sean (X, | ||) v (Y| ||) dos espacios de Banach, con bases
(22)22, Y (yn)22, respectivamente. (x,)5°, es equivalente a (y,)>2, si y solo
st existe C' > 0 tal que

o0 [e.e]
n=1 n=1

para toda sucesion de reales (a,)°2 .

c! < <C

00
E AnYn
n=1
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Demostracion. La Proposiciéon 2.2.7 nos dice que (z,)5°, es equivalente a
(Yn)S2, si y solo si existe T : X — Y isomorfismo tal que Tz, = y, pa-
ra todo n € N. Es asi que la demostracion se sigue de considerar C' =
max{|| T, 7]} =

En 1964 1. Singer y A. Pelczynski demostraron que si un espacio de Banach
de dimensién infinita tiene una base entonces existe una cantidad no nume-
rable de bases mutuamente no equivalentes, resolviendo asi el problema de la
unicidad de una base. El enunciado preciso es el siguiente.

Teorema 2.2.9. Sea (X, ||||) un espacio de Banach de dimension infinita.
Si X tiene una base de Schauder (x,) ,, entonces existe una cantidad no

numerable de bases que no son equivalentes una a una con (T,)5°

n=1-

Demostracion. Véase [29] para una demostracién detallada de este resultado.
O

El siguiente teorema muestra que bajo pequenas perturbaciones las bases
y sucesiones basicas se conservan.

Teorema 2.2.10. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (sucesion

basica ) (x,)52, y constante bdsica K. Supongamos que (y,)o | €s una sucesion

en X distinta de cero que satisface > Hxlrllx*?‘J‘nH =4 < oo.

1. 8i 2K§ < 1, entonces (y,)22, es una base (sucesion basica) para X

equivalente a (,)52 ;.

2. Si2K6 <1, (x,)22, es tan sdlo sucesion bdsica y existe una proyeccion
lineal y continua P : X — [x,] tal que 8KJ||P|| < 1, entonces eziste
también Q : X — |y,] una proyeccion lineal y continua.

Demostracion. 1.] Sin pérdida de generalidad supongamos que ||z, || = 1 para
todo n € N. Consideremos el operador lineal T': X — [y,] dado por

o0

T(ZL’) = Z AnYn

n=1

donde z = 3" | a,x,. T estd bien definido pues como Y ||z, — yn| =0 <
00 entonces

Z ApYn|| = Z(anyn - anxn) + Z AnTn
n=1 n=1 n=1
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< suplaal 3~ e — il + > | < supla @)l + ] < el 2 + 1),
n=1 n=1 n

donde (z%)52, es la sucesién de funcionales biortogonales asociadas a (z,)5% ;.
Sea (a,)22; una sucesién de reales tal que > 7  a,z, € X, la Proposicién
2.2.3 nos dice que

sup |a,| < AnTn,
2 Sp 1] Z;

y por tanto,

Zanxn - Zanyn < Z |an|[|2n — ynl| < (5sup la,| < 2K Zanxn )

n=1 n=1 n=1 n=1
es asi que

(1 -2K0) Zan:pn (1+2K9) Z An T, (2.5)
n=1 n=1

La desigualdad (2.5) en particular es cierta para aquellas sucesiones de numeros
reales que a partir de cierto momento son cero, esto implica que para todo
n<m

n
E a;T;
i=1

< (14 2K6)K(1—2K6)~ Zazyz
Es decir (y,)22, es una sucesién basica. Esto nos dice que para todo y € [y,]
podemos escribir y = Y | b,y, para alguna sucesién de reales (b,)22,, y con

esto T es invertible pues T~ : [y,] — X estd dada por

! (i anyn> = i ALy .
n=1 n=1

Més atin, la desigualdad (2.5) nos dice que tanto 7' como T~! son continuas y
por tanto, 7" es un ismorfismo entre X y [y,] lo cual implica que (y,, )% ; también
es base para X. Tomando C' = max{1+ 2K, (1—2K5)"'} del Corolario 2.2.8
se deduce que (x,)°2; v (¥,)22; son bases equivalentes.
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2.2 Capitulo 2. Bases en espacios de Banach

2.] Supongamos que (x,,)22 ; es una sucesién béasica en X, la demostracién
del inciso 1.] permite ver que T': [z,] — [y,] dada por

r (f; ) =S 0

n=1 n=1

es un isomorfismo, con |T]| < 14+ 2K6 < 2y [T < (1 — 2K6)~*. Sea
P : X — [x,] una proyeccién sobre [z,], claramente ||P|| > 1.

La condicién de que 8K4||P|| < 1 implicaque 4Kd < 1.Seax =Y a,z,
vy="Txz

lofl < (1= 2K6) "yl < (1 + 4kd)[lyll < 2yl

es decir ||T7Y| < 2

Sea (y)>2 ; la sucesion de funcionales biortogonales asociada a (y,,)7,, de
la Proposiciéon 2.2.3 podemos deducir que

|an| < 2K||z]] < 4Kyl

Es decir ||y|| < 4K para todo n € N.
Consideremos TP : X — [y,] el cual cumple que

TP (i an (Yn — xn)> H

TPy —yl| = |[TP(y —z)|| =

< 1T (suplonl ) 3l =l <SSP < ol

neN

Para todo y € [y,], es asi que |[(TP)y,) — I|| < 1y por tanto, la diferencia
I—((TP)jy,) — I) = (TP)|y,) = S es invertible * mds aun S es un isomorfismo
en [y,]. Sea Q = ST'TP : X — [y,], Q es una proyeccién sobre [y,] pues

QQ=S"'TpPS™'TP =P 'T'TPP'T'TP = I,
que es lo que se queria probar. O

El Teorema 2.2.10 tiene varias aplicaciones importantes, entre las cuales se
encuentra el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.11. C[0,1] tiene una base que consta de puros polinomios. Lo
mismo es cierto para LP[0, 1] para todo 1 < p < oo.

3Este resultado aunque no se demostro aquf se puede encontrar en [19], Teorema 7.3-1.
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Capitulo 2. Bases en espacios de Banach 2.2

Demostracion. Sea (z,,)$°; una base normalizada para C|0, 1] y constante bési-
ca K > 0, denotemos por €, = ﬁ para todo n € N. Por el Teorema de
Stone-Weierstrass existe un polinomio p,, tal que

Hxn _anoo < €y

para todo n € N.
Es asi que

5= tn—pulle < 3 0 = BLK
n=1 n=1

Por tanto, es claro que 2K¢ < % < 1, usando el Teorema 2.2.10 deducimos que
(pn)22; es una base para C[0,1]. La demostacién para LP[0, 1] es andloga. [

Ahora definimos las sucesiones basicas por bloques, las cuales nos permiti-
ran obtener nuevas sucesiones basicas de otras ya conocidas.

Definicién 2.2.12. Sea (x,)2°, una sucesion bdsica en un espacio de Banach
(X, |I']])- Una sucesion (ux)3>, en X de la forma

Pr+1

Uy = E Q;T;

i=pr+1

para todo k € N, donde (p,)32, es una sucesion de naturales estrictamente
creciente y (a,)%, es una sucesion de reales, es llamada una sucesion bdsica

por bloques de (,)52.

oo

Proposicién 2.2.13. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,,)°

y constante basica K. Si (u)52, es una sucesion bdsica por bloques de (,)5° 4
entonces (u)s2, es una sucesion bdsica con constante bdsica menor o igual
que K.

- - . - .
Demostracion. Sean (a,)52, sucesion de reales y (p,,)o°; sucesiéon de naturales
estrictamente creciente tales que

Prk+1
U — E a;x;
i=pg+1
para todo k£ € N. Sean n < m naturales y (b,)%°; una sucesién de reales, es
claro que
n n Pji+1
E bjUj = E E bjai:ci
j=1 j=1 i=p;+1
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2.2 Capitulo 2. Bases en espacios de Banach

Pn+1 Pm+1 m
= g ar|| < K E qx|| = g bju;
l=p1+1 l=p1+1 j=1

donde ¢; = bja; paratodo 1 < j <nytodop;+1 <1< p;; ;. Por tanto, segiin
el Corolario 2.1.8 se tiene que (uy)2, es una sucesion bésica con constante
basica menor o igual que K. O

Teorema 2.2.14. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (x,)32 | y cons-
tante bdsica K. Supongamos que (yn)o>, es otra sucesion en X que cumple:

1. fnfneN Hyn” >0
2. limy, 00 3 (yn) = 0 para todo k € N,

donde ()52, es la sucesion biortogonal asociada a (x,)32 . Entonces eziste

una subsucesion basica (Yn, )52, de (Yn)ooy que es equivalente a una subsucesion

basica por blogques de (x,)52 .

Demostracion. Denotemos por o = inf,en ||yn|] > 0. Sea 0 < v < 1y

0o
Yn = § A 0T
=1

para todo n € N. '
Sea n; = 1, dado que lim;_, 25:1 a;1%; = Yp, existe p; € N tal que

[e%e) p1
;1Ti|| = ||Yny — E A3 175 .
' ' 2K

i=1

i=p1+1
La condicién 2. de nuestra hipdtesis implica que

p1 p1 D1
0< lim |Y ag,wi|| < m Y Jaga |l = Um Y | (ya)l[|2i]] — 0
n—oo n—oo i:l n—oo i:l

=1

P ainzi]| =0, es asi que existe ny > ny tal que

=
p1
a; ’l’Lgxi .
’ 2K
i=1

De nuevo, lim; .o Y7, @;5,%; = Yn, implica que existe po > p; tal que

y por tanto, lim,, . ||

0 p2 2
> > <57
AinaTi|| = ||Yngy — (TRPH ) a
I ’ 2K
i=pa+1 =1
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Capitulo 2. Bases en espacios de Banach 2.2

Ademas la condicion 2. implica que

E a”L TL'I’L

y por tanto, lim,, . ||> 72, @i n2;|| = 0 de donde existe ng > ny tal que

0 < lim

n—oo

< hm Z\am|]|xz|— lim Z]m yo)|l|zi]] — 0

p2

g Qi3 T;

=1

1/30[

< —.
2K

Continuando de manera inductiva, obtenemos una subsucesién (y,, )52, de
()22, v una sucesién de natulares (px)72; tal que para todo k € N

Pk—1 I/kOé ) I/kO[
Z Ay, Ti|| < K Z Wiy, Tif|| < 5K (2.6)
=1 1=pr+1

donde pg = 0 si k = 1, es decir la proyeccion sobre el cero.

Sea
Pk

Uy = Z Ay, T
i=pr—1+1
para todo k € N. Claramente (ux)72; es una sucesion béasica por bloques de
()22, v por tanto, también es una sucesion bésica con constante bésica menor
o igual a K, ademas por (2.6) tenemos que

Pk e’}
||uk — Yny, || = E Ay, Li — E @y, T (27)
1=pr—1+1 i=1
Prk—1 [e%e}
Z Yale N vFa VP
a; nkxi E a; nkvxi < =
’ ’ 2K 2K K
=1 1=pr+1

para todo k € N. Usando que v* < v para todo k¥ € Ny que K > 1, obtenemos

que
k

||uk||>oz—%2(1—%)@2(1—1/)04.

Es decir u; # 0 para todo k € N, mas atun por (2.7) tenemos que
2K — < 2(1 - =2u(l— < =<1
g V) E v =2w(1 —v)” 5

Por lo tanto por el Teorema 2.2.10 tenemos que (y,, )7, es una subsucesién
bésica de (y,)5°; que es equivalente a (ug)2 . O
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2.3 Capitulo 2. Bases en espacios de Banach

Corolario 2.2.15. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (x,)22 ;. Si'Y
es un subespacio de X cerrado y de dimension infinita entonces Y contiene
una sucesion bdsica que es equivalente a una sucesion bdsica por bloques de

("En)zozl'

Demostracion. Sea n € N y consideremos la funcion Fj, : Y — R" dada por

Fo(y) = (21(y), - 2n ()

Yoo A : - (.

donde (x})%2, es la sucesién biortogonal asociada a (x,)2 ;. Es facil ver que
. n .

F, es lineal y afirmamos que ();_; ker 2} # 0, pues si no entonces

0=kerF, = ﬂkerx;‘

=1

entonces F}, seria biyectiva sobre su imagen y por tanto, Y seria de dimensién
finita, lo cual es una contradiccién.
Lo anterior nos dice que para todo n € N existe y, € Y tal que |ly,|| =1y

Yn € iy ker z7, es decir
o0
Yn = Z inTi-

i=n-+1

Es asi que lim,, .o }(y,) = 0 para todo k € N, el Teorema 2.2.14 nos dice que
(yn)9o, tiene una subsucesion béasica que es equivalente a una sucesién basica
por bloques de (x,,)>° O

n=1"

Corolario 2.2.16. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (x,)>2 . Su-
pongamos que (y,)°%, es una sucesion en X tal que y, — 0 pero ||ly,|| - 0,

cuando n — oo. Entonces (y,)22, tiene una subsucesion bdsica.

Demostracion. Inmediata a partir del Teorema 2.2.14 O

2.3. Bases que encogen y bases acotadamente
completas.

Proposicién 2.3.1. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)32 ;.
La sucesion de funcionales biortogonales (x%)%, es una sucesion bdsica en X*
y ademds sup,,cy || Pr|| < oo donde P es el operador adjunto a la proyeccion

canonica P, para todo n € N.
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Capitulo 2. Bases en espacios de Banach 2.3

Demostracion. Para todo n € N consideremos P : X* — X* los operadores
adjuntos de las proyecciones canonicas P, : X — X asociadas a la base (z,)
Estos operadores estan definidos por

By (f) (@) = f(Pa(x)) (2.8)

para todo f € X* y todo z € X.
Sea (a,); una sucesién de escalares y n < m, afirmamos que

Py (i a;cf) = Zn:aixj. (2.9)
i=1 i=1

Sea x = Zf; b;x; elemento de X. Por un lado tenemos que

P (Z a,»xf) (x) = Z a;x; (Py(x)) = Zaixf ( bjxj) = Z a;b;

=1 i=1 i=1 j= i=1

9]
n=1"

Y por el otro
n n o0 n
Z a;xi(x) = Z a;x; (Z bjxj> = Z a;b;.
i=1 i=1 j=1 i=1

Es asi que es cierta la igualdad en (2.8).
Claramente z # 0 para todo n € N, ademas

n m
E a;x; P E a;x;
i—1 i=1

m

E a;x;

i=1

= < 151l =

m
E a;x;
i=1

1Pl <K

m
E a;x;
i=1

donde K es la constante bdsica de (z,)5° . Por tanto del Corolario 2.1.8 se
deduce que (z)32, es una sucesién basica en X*. O

Observacion 2.3.2. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base ()32 ;.

Si Py X* — X* denota el operador adjunto a P, para cada n € N y ademds
x =7 xi(x)x; es un elemento de X entonces

B(a7)(x) = & (Pu()) = 2 (Z w?(%)%) = Z " ()i (),
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2.3 Capitulo 2. Bases en espacios de Banach

por lo cual P se puede escribir como
Pi(a®) =) a"(x)x]
i=1

donde (x})>° | es la sucesion de funcionales biortogonales asociada a la base

n=1
(Tn)nZy-

La Proposicién 2.3.1 dice que si (z,)52, es una base para X entonces
()22, es una sucesién bésica en X*, por lo cual es natural preguntarse:
o(z2)>° | es una base para X*? la respuesta es no, pues si fuera cierto entonces
en particular X* tendria que ser separable, lo cual no pasa en el caso X = (1.
Es decir la sucesién biortogonal (e)%° ; asociada a la base canonica de ¢! es
una sucesion basica en £*° pero no es base, lo mismo sucede para cualquier

base de C[0, 1].

Definicién 2.3.3. Una base (x,)5, para un espacio de Banach (X,| ||) es
una base que encoge para X si la sucesion de funcionales biortogonales (7).,
es una base para X*.

La siguiente proposiciéon arroja varios ejemplos de espacios con bases que
encogen.

[e.e]

Proposicién 2.3.4. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)3 ;.

Si X es reflexivo entonces (x,)5°, es una base que encoge.

Demostracion. Dado que (x})22

°° , €s una sucesion basica en X*, basta probar
que [zf] = X*. Supongamos que existe 0 # x* € X* tal que z* ¢ [z}], por el
Teorema de separaciéon de Hanh-Banach se tiene que existe z** # 0 € X** tal
que z**(h) = 0 para todo h € [z%].
Como X es reflexivo, existe x € X tal que T = **, ademéds x = ) |
Es asi que

[e.9]

ey Onp.

0=2"(2,) = T(x,) = 2, (2) = an

para todo n € N y por tanto, x = 0 de donde z** = 0 lo cual es una contra-
diccion. O]

No siempre podemos asegurar que (z})%°, es una base para X* cuando
()22, es una base para X, pero la siguiente proposicién nos muestra que al
considerar convergencia débil* la sucesién (x)22; tiene una propiedad muy
importante.
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Proposicién 2.3.5. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (z,)° . Para
todo z* € X* se tiene que

donde w:*, indica convergencia respecto a la topologia débil*.

Demostracion. Sea x* € X*. Dado x € X se tiene que existe (a,)5°; sucesién
de escalares tales que x = lim,,_, Z?Zl a;x;, ademas como el encaje canénico

de X en X** es continuo se deduce que

n

n n
lim x Zx*(xz)xf = lim Zm*(mz)xf(a}) = lim Zaﬂ*(%)

—_—
n n
= lim Zazi’\z(x*) = lim Zaixi(x*) = Z(x").

Lo cual prueba la afirmacion. O

Corolario 2.3.6. Si (X, || ||) es un espacio de Banach con una base que encoge

(2,)5%,, entonces para todo x* € X* se tiene que

o0
= Z ¥ (xy)x)
n=1

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién anterior y del
hecho que convergencia en norma implica convergencia débil* y recordando
que el limite débil* de una sucesion es tnico. n

A continuaciéon damos una equivalencia de la definicién de base que encoge.

Proposicién 2.3.7. Sea (x,,)%, una base para un espacio de Banach (X, || ||).
Entonces (x,)7, es una base que encoge si y solo si para todo x* € X* se tiene
que

lim ||z* “l‘z‘li’inH = 0.

n—oo

Donde [x;]2,, = s(z;)32,,.
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Demostracion. =| Sea x* € X*. Consideremos Py : X* — X* los operadores

adjuntos de P, : X — X las proyecciones candnicas asociadas a la base (x,,)32 ,,
por la Observacién 2.3.2 tenemos que (P _;7") |z, = 0 ya que (z;) = 4.

Siy € [z)2, v |lyl| = 1, entonces

e, W) =2"(y)| = [2"(y) — (Py_,2")(y)| < ||2* = P;_y2%]| — 0

|2*

cuando n — oo, esto tltimo se debe a que (x,,)22 ; es una base que encoge. Por
lo tanto ||z [z || — 0 si n — oo.
<| Seax € X tal que ||z|| =1y z =3, a,z,. Entonces

(2" = Pra) (@) = |a"(z = Pa(a)| = [«" | D M) ‘

i=n+1

1=n+1 i=1
< ’x e, || (K +1) =0

cuando n — oo, donde K es la constante basica de (z,)% ;. De esta manera
| Pra* — 2*|| — 0 cuando n — oo, pero la Observacién 2.3.2 nos dice que

n
Pra® = " (wi)a],
i=1

y por tanto, * =Y > x*(x,)xk, es decir (2,)2, es una base que encoge. [

Otro tipo importante de bases en espacios de Banach son las bases acota-
damente completas, que enseguida se definen.

Definicién 2.3.8. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)32 .
Decimos que esta base es acotadamente completa en X si para toda sucesion

de numeros reales (a,)2 tal que

n

g a;T;

=1

sup < 00

neN

se tiene que Y, apx, converge en X.

La siguiente proposiciéon muestra la relacion que existe entre una base que
encogen y una base acotadamente completa.

104



Capitulo 2. Bases en espacios de Banach 2.3

Proposicién 2.3.9. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)32 ;.
Entonces (,)52, es una base que encoge para X si y solo si la sucesion de

funcionales biortogonales (x)°2, es una base acotadamente completa en [x7].

Demostracion. <] Sea x* € X* y supongamos que ()52, es una base acota-
damente completa. Sabemos por la Proposicion 2.3.5 que

T - * *
n=1

y en particular la sucesion (3°7 ; a*(x;)x) ~ | es acotada en norma, y por
hipétesis también converge en norma a un punto y* € [z}], pero convergen-
cia en norma implica convergencia débil* y dado que el limite débil* de una

sucesion es unico se tiene que x* = y* y por tanto,

&

o0
= Z r*(zn)x).
n=1

Es decir (z,)$°, es una base que encoge para X.
=| Supongamos ahora que (x,,)32 ; es una base que encoge para X, es decir
* ) 00 *
()22, es una base para X*.
Sea (a,)s, una sucesién de niimeros reales tal que

n

E a;x;

=1

sup < 00.

neN

Usando el Teorema de Alaoglu encontramos z* € X* punto de acumulacién
débil* de la sucesién (3°1 a;x}) . Esto implica que dado € > 0y k > 1
existe m > k > 1 tal que

m

> i (xg) = (wy)

i=1

la — o™ (xy)| = < e

Es decir para todo k > 1 se tiene que z*(xy) = ag. Ademds, como (z,)%°; es
una base que encoge tenemos que

o0 o0
= Zm*(:vn)xz = Zanx;’;. (2.10)
n=1 n=1
Por lo tanto (z%)5%, es una base acotadamente completa en X* = [z}]. O
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Proposicién 2.3.10. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con base (x,)>2 ;. La
funcion j: X — [xf]* dada por

para todo x € X y todo f € [z}] es un encaje. Es decir j es un isomorfismo
sobre su imagen.

Demostracion. Observamos que j(z) = C(2):] para todo z € X, donde C' es
el encaje canonico de X en X** y por lo tanto j esta bien definida y es lineal,

ademds es claro que [x]* es un espacio de Banach con la norma dada por

lyll = sup{ly(H) | f €[], (/I < 1}

para cada y € [z}]*.
Ahora, sea x € X, dado que [z}] es un subespacio de X* se tiene que

17 (@)} = sup{|f (@) | £ € [ ], [[FI| < 1} < [[2]] = [|l]]-

Por el Corolario 1.5.4 del Teorema de Hahn-Banach existe * € X* tal que
|lz*|| =1y 2*(x) = ||z||. Lo cual implica que, si K denota la constante bésica

de (xy,)e,, para cada n € N se tiene lo siguiente

[(Prz)(@)] _ [(Bra”)(z)]
L

<sup{[f(@)[ | f € [z,], I/l < 1} = [l5(2)]].

(2.11)
Sabemos que lim,,_., ||P,(x) — z|| = 0 y por tanto,

I [(Pya*)al = lim o (Pa(2))] = ]

n—oo

es asi que si en (2.11) n — oo se obtiene que

< @) < =l (2.12)

es decir j es un isomorfismo sobre su imagen. O]
Otra proposiciéon importante es la siguiente.

Proposicién 2.3.11. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)32 ;.
Entonces, (x,)%, es una base acotadamente completa en X siy solo si (x})5°

n=1
es una base que encoge para [x}].
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Demostracion. <| Sea (a,)%; una sucesion de reales tal que

E a;T;

=1

sup < 00.

neN

Consideremos j : X — [z}]* dada por j(z)(f) = f(x) para todo z € X y todo
f € [z], la Proposicién 2.3.10 nos da la siguiente desigualdad

por lo tanto la sucesién (3 7 | a;j(x;)) —, es una sucesién acotada en [z7]*,
més ain usando el Teorema de Alaoglu encontramos h* € [zf]* punto de
acumulacién débil* de esta sucesion.

Usando el mismo argumento que se dio para probar (2.10) de la Proposicién
2.3.9, deducimos que h*(z}) = a, para todo n € N por tanto, usando nuestra

hipdtesis se obtiene que

= Z h*(x))j(x,) = Zan](l’n)

n=1

pero j es un isomorfismo sobre su imagen, lo cual implica que existe x € X tal
que T =Yy 7 apy,, es decir (z,)5%, es acotadamente completa.

=| Sabemos por la Proposicién 2.3.10 que j es un isomorfismo sobre su
imagen, veremos que la hipétesis de que (z,)9°; sea acotadamente completa
implica que j es sobre, es decir j es un isomorfismo.

Sea y* € [z}]*, por el Teorema de extensién de Hahn-Banach tenemos que
existe £** € X** tal que I|[x*] = y*. Consideremos la sucesién en X dada por
(>or @™ (x})x;), . usando el Corolario 2.3.2 obtenemos que

para todo n € N, donde P;* es el doble operador adjunto de F,.
De la desigualdad dada en (2.12) se obtiene que

Zx

< Ksup | P fla™ || < K2[|l=*.
neN
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Como (x,)32, es acotadamente completa, podemos encontrar = € X tal que
r=> " &™(x})x,, mis ain j(z) = y* pues para todo k € N

j(w)(xy) = zp(x) = 2™ (p) = " (23)

y por tanto, j es un isomorfismo.

Ahora, por lo anterior (j(z,))22, es una base para [z}]* y més ain es
la sucesién de funcionales biortogonales asociadas a la base (x})2°,, es decir
()22, es una base que encoge para [z}]. O

De los resultados precedentes se puede deducir facilmente el siguiente teo-
rema.

Teorema 2.3.12. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)5% .

Entonces X es reflexivo si y solo si (x,)52, es al mismo tiempo una base que
encoge y una base acotadamente completa.

Demostracion. =] Supongamos que X es reflexivo. La Proposicién 2.3.4 nos
dice que (x,,)22; es una base que encoge y por tanto [z}] = X* ahora dado que

el encaje canénico C': X — X** es un isomorfismo, se tiene que (C(x,))5,
es una base para X* y mas aun es la sucesion de funcionales biortogonales
asociadas a la base ()2, es asi que (27)%°, es una base que encoge para
X* = [2F] y por la Proposicién 2.3.11 se sigue que (x,)>°; es acotadamente
completa.

<] Ahora supongamos que (z,)%°, es una base que encoge y una ba-
se acotadamente completa. En la demostraciéon de la Proposicién 2.3.11 se
probé que si (z,)52, es acotadamente completa entonces j : X — [z}]* dada
por j(x)(f) = f(x) para todo z € X y todo f € X* es un isomorfismo pero
por hipdtesis [z] = X* y por tanto, el encaje canénico C' coincide con j, es
decir X es reflexivo. O

2.4. Bases incondicionales.

Definicién 2.4.1. Sean (X, || ||) un espacio de Banach y (x,)$, una suce-
., . o0 . .. .

sion de elementos en X. La serie Y~ x, converge incondicionalmente si
o0 .

Y i1 Ta) converge para toda permutacion m de N.

La siguiente proposicion muestra varias equivalencias a la definicién ante-
rior.

Proposicién 2.4.2. Sea (x,)5°, una sucesion de elementos en un espacio de
Banach (X, || ||). Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. La serie Yy 7, x, converge incondicionalmente.

2. La serie Y, T, converge para cualquier sucesion de naturales ny <
ng <ns...

3. La serie y " 0z, converge para cualquier eleccion de signos 0, = £1
para toda n € N.

4. Para todo € > 0 existe n € N tal que

»

para todo o subcongunto finito de N tal que n < min{i € o}.

<e€

Demostracion. 2 = 3] Sea (6,,)7°, una sucesién de signos, es decir 6,, = £1
para todan € N. Sea A={neN|§, =1}y B={neN]|§b, = -1},

claramente
oo
g ann:E ZL’n—E T,
n=1

neA neB

Por hipotesis Y. 4 Tn ¥ Y_,cp Tn CONVergen y por tanto, y >, 6,x, converge.

3 = 2| Sea (ng)72; una sucesiéon de naturales tales que n; < ns < ..., por
hipétesis si 6, = 1 para todo n € N se tiene que » - | x, converge.
Consideremos 6,, = 1 para todo k € Ny 0,,, = —1 si m no es un elemento

de la sucesion (ny)32 ;, por hipétesis Y >~ 0,x, converge. Es asi que

innk = ixn + i@nxn
k=1 n=1 n=1

converge.
4 = 1] y 4 = 2] Si se satisface la condicién 4. entonces es claro que

o0
. . o) k
las sucesiones de sumas parciales (E ?71 xﬂ(i))nil y <§ i xni> cumplen la
N = - k=1

condicién de Cauchy y por tanto, Y " Tr(n) ¥ D peq Tn, SON convergentes.
2 = 4] Supongamos que la condicién 4. no es cierta, es decir existe € > 0y
una sucesién de subconjuntos finitos de N, (0,,)%°, tales que

S

iEUn

> €
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para todo n € N. Mas ain se puede suponer sin perdida de generalidad que
Gn = méx{i € 0,} < ppy1 = min{i € o,11}.

Claramente ¢ = |J -, 0, es una sucesién de numeros naturales tal que
Y ico Ti DO converge.

1 = 4] Supongamos que la condicién 4. no se cumple, entonces existe € > 0
tal que para cada n € N existe 0,, C {n+ 1,n+2,...} finito y

S

’iEUn

> €.

Sea ny = 1 y consideremos A; = 0,,, podemos tomar n, = max A; y también
Bl = {n1+1,...,n2}\A1.

De nuevo, Sea Ay = 0,,,, n3 =méx Ay y By = {ny+1,...,n3}\ As. Conti-
nuando de manera inductiva encontramos una sucesién de numeros naturales
(ng)p2, v una particién de N dada por A, U By, = {nx+1,...,nt1} para toda
k € N.

Definamos 7 una permutacién de N, tal que w(Ay U By) = Ay U By v
max A, < min By, para todo k£ € N. Es facil ver que ZZO:1 Tr(n) NO CONVETrge
pues su sucesion de sumas parciales no satisfacen la condiciéon de Cauchy. [

En la siguiente proposicién enunciamos varias propiedades importantes re-
lacionadas con la converegencia incondicional de una serie de elementos en un
espacio de Banach, estas seran de utilidad més adelante. Las demostraciones
de estos hechos, aunque no se dan aqui, pueden ser encontradas en [20].

Proposicién 2.4.3. Sea (x,)0° | una sucesion en un espacio de Banach (X, || ||)
o0 . . . .
tal que Y " | x, converge incondicionalmente. Se cumple entonces que:

1. Eziste x € X tal que Y " | Tr(n)y = = para toda permutacion  de N.

2. El subconjunto de X cuyos elementos son de la forma > . 0,2, para
cualquier eleccion de signos 0, = +1, es compacto.

3. Si(a,)2, esuna sucesion acotada de numeros reales, entonces - | anTy,
converge y la funcion T : £>° — X dada por T(a,)se, = > 07 ap®y €S

un operador lineal acotado.

4. Suponiendo que X es de dimension finita se tiene que, > - | T, con-
verge incondicionalmente si y solo si converge absolutamente, es decir

2nza ol < oo
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Ahora podemos dar la definiciéon de base incodicional para un espacio de
Banach.
Definicién 2.4.4. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base (x,)5% .
Decimos que esta base es incondicional si para todo x € X la serie x =
> o2 anxy converge incondicionalmente. Ademds ()%, es una sucesion bdsi-
ca incondicional si es una base incondicional para [z, .

Proposicién 2.4.5. Sea (x,)5°, una base para un espacio de Banach (X, || ||).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (x,)22, es una base incondicional para X.

2. La sucesion (T(n))o, €s una base para X, donde m es cualquier permu-
tacion de N.

3. 51> ' t ¢ lqui b
X Z anTy, €S UNaG Serie convergenie, entonces para Cualquier Suocon-

n=1
junto o de N se tiene que Y __a,x, converge.

neo

4. Sy anx, esuna serie convergente, entonces y - by, también con-
verge para toda sucesion de reales (b,)o, tal que |b,| < |a,| para todo

n € N.

Demostracion. La demostracién es analoga a la que se dio en la Proposicién
2.4.2. O

De la Proposicion anterior, del Teorema del acotamiento uniforme y del
Teorema de la gréafica cerrada podemos hacer las siguientes observaciones im-
portantes, las cuales generalizan al Teorema 2.1.5.

Observacién 2.4.6. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (x,)22 ;. Entonces:

1. St o es un subconjunto de N, entonces la funcion P, : X — X dada por

o0

PO' E ApTnp :§ ApTp

n=1 neo

es un operador lineal acotado. Ademds Ky = sup,cy ||Py|| < oo, las
funciones P, son llamadas proyecciones naturales asociadas a la base in-
condicional (x,)22 . Claramente si 0 = {1,...,n} entonces P, coincide
con la proyeccion natural P,.
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2. Consideremos 0 = (0,,)52, una sucesion de signos, es decir 6, = £1 para
toda n € N, la funcion My : X — X dada por

00 oo
E ATy | = E anenxn
n=1 n=1

es un operador lineal acotado. Ademds K, = sup, || My|| < oo y es lla-
mada la constante incondicional de (x,)72 .

3. Con las notaciones de K, y K, dadas en los puntos anteriores se tiene
que
K< K,<K,<2K,.

Donde K es la constante basica de (x,)%2 ;.

4. Toda sucesion bdsica por blogques de (x,)32, es una sucesion bdsica in-
condicional con constante incondicional menor o igual que IK,.

5. La sucesion de funcionales biortogonales (x)2° , es una sucesion bdsica

incondicional en X* con constante incondicional igual a K,.
A continuaciéon probamos un teorema que sera de utilidad mas adelante.

Teorema 2.4.7. Sea (X,|| ||) un espacio de Banach con base incondicional
(2,)22, y constante incondicional K,. Si (a,), es una sucesion de numeros
reales tal que Y 7 | a,x, converge, entonces para toda sucesion acotada (A,)S 4
de numeros reales se tiene que

[o.¢]
Z)\ || < Ky sup |\, Zanmn
n=1 neN n=1

Demostracion. Sean (a,)5° ; una sucesién de numeros reales tal que >~ | a2,
converge y (\,;)22; una sucesién acotada distinta de cero. Por el Corolario 1.5.4
existe z* € X* con ||z*|| =1 tal que

o o
E Atz (zy,) = E AnQnTn
n=1 n=1

Sea 0 = (0,)2, la sucesién de signos dada por 0, = 1 si a,2*(z,) > 0y
0, = —1 si a,z*(x,) < 0. Entonces

Z)‘ (nln <Z|>‘ ||an®™(2n)] <SUP|)‘ ’Ze an®™ ()
n=1
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oo o
< sup | A |z* | My Z Ay T, < sup |\, | Ky Z Ay T
neN o neN ne1

]

2.5. Espacios reflexivos con bases incondicio-
nales.

Esta seccién esta dedicada a probar que un espacio de Banach con una
base incondicional es reflexivo si y solo si el espacio no contiene subespacios
isomorfos a ¢! y no contiene subespacios isomorfos a cy. Para probar esto
necesitamos de los siguientes resultados.

Lema 2.5.1. Una base (x,)22, para un espacio de Banach (X, | ||) es una
base que encoge si y solo si toda sucesion bdsica por bloques acotada de (,)5°,
es débilmente convergente a cero.

Demostracion. <] Supongamos que (z,,)2° ; no es una base que encoge, enton-
ces X* # [zf] y por tanto, existe z* € X*\ [z}] tal que ||z*|| = 1. Es asi que

n * %100 111k %
(> " (w;)wy),_, converge débil* a z* si n — oo pero no converge en norma
ax’.

n " %\ 00 .

Como (), #*(z;)x;),_, no converge en norma entonces no satisface la
condicién de Cauchy para series, es decir existe € > 0y (pr)52; una sucesiéon
creciente de numeros naturales tal que

Pk+1

PR

i:pk—l-l

> €

para todo k£ € N. Ahora por la propiedad del supremo, para todo k € N existe
2z € X tal que ||zx]| =1y

Pk+1

S ()i (=)

i=pr+1

> €.

Sea (ug)72; la sucesién bésica por bloques de ()%, dada por

Pk+1

U = Z xf (z1)x;

i:pk +1
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para todo k € N. Tomemos x* € X* y observemos que

Pk+1

o ()l = | Y i (z)at(z)] > e

i=pr+1

para todo k € N, lo cual implica que (ug)?2; no converge débilmente a cero.
=] La demostracién de esta parte es inmediata a partir de la Proposicién
2.3.7. O

Usando el Lema anterior deducimos la siguiente proposicion, resultado que
se debe a R. C. James en 1974.

Proposicién 2.5.2. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (x,)22 ;. Entonces (x,)%, es una base que encoge para X si y solo si

X no tiene subespacios isomorfos a (*.

Demostracién. =] Si X contiene un subespacio isomorfo a ¢!, entonces X* no
es separable?. Lo cual implica que (x,)3, no es una base que encoge, pues
todo espacio de Banach con una base es separable.

<] Supongamos que (z,)%°; no es una base que encoge, entonces por el
Lema 2.5.1 se tiene que existen € > 0, z* € X* con |[z*|| = 1 y una sucesién
bésica por bloques normalizada (ug);; de (x,)22, tal que

x*(ug) > €

para todo k € N.
Observemos que para toda sucesién (a;)™, tal que a; > O parai =1,...,m
se tiene que

m

m m m m
Z a;u;|| > |z* <Z aiui> > g (Z aiui> = Z a;x*(u;) > € Z a;.
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Ahora, sea (a;)™, una sucesion en R y consideremos la sucesién acotada
(A), dadapor \; =1sia; >0y N\, =—1sia; <0paratodoi=1,...,m.

Si denotamos K, la constante incondicional de (x,,)2 ;, entonces del Teo-
rema 2.4.7 y del parrafo anterior deducimos que

m m m
€ E |CI,Z| = € E )\ia'i S E )\Zazul
i=1 i=1 i=1

4Para una demostracién detallada de este hecho vease [15].
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m

g Q;U;

=1

m

g a;U;

=1

SKu sup ‘)\’L|

1<i<m

=K,

Es decir = > 7" |a;| < |37, aiw|| para todo m € Ny segun el Corolario 2.6.3

(ur)32, es equivalante a la base canénica de ¢! y por tanto, [uy] es isomorfo a
ot O

Lema 2.5.3. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base incondicio-
nal (z,)52, cuya sucesion de funcionales biortogonales es (x7)% . Sea (yr)52,
una sucesion acotada en X tal que limy_ o x*(yx) existe para todo x* € X* y
limg oo 2% (yx) = 0 para todo n € N, entonces

lim z*(yx) =0

k—o00
para todo x* € X*, es decir yr, — 0 si k — 00.

Demostracion. Supongamos que (yx )52, no converge débilmente a 0. Entonces
existen z* € X* y € > 0 tales que 2*(yx) > € para todo k € N. Lo anterior
implica que ||z*||||yx|| > € > 0 para todo k € N y por tanto, infrey ||yx|| > 0
ademds por hip6tesis limy_.o ) (yx) = 0. El Teorema 2.2.14 nos dice que existe
una subsucesion (yx, )72, de (yx)52, que es equivalente a una subsucesion bésica
por bloques (u;)2; de (x,)2%;, mas ain la demostracién del Teorema 2.2.14
deja ver que la sucesién (u;);2; se puede escoger tal que

1
lyr, — wl| < 5

para todo [ € N. Lo cual claramente implica que

[Eaal

() — () < 1

1

5 = 0, de donde se deduce que

para todo [ € N. Pero x*(yx,) > € y lim;_
existe N € N tal que

. €

x*(uy) > )

para todo [ > N. Si copiamos la demostracién que se hizo en la Proposicion

2.5.2 deducimos que (u;)7°, es equivalente a ()% la bése canonica de ¢!,y

por tanto, (yx, )52, también, es decir el subespacio cerrado [yx,| es isomorfo a
o
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Ahora, la funcién y* : ¢* — R dada por y* (307 anen) = > e (=1)"ay, es-
ta bién definida puessi Y | a,e, € ¢ entonces se cumple que Y - (—1)"a, <

>0 lan| < 0o .Ademéds

y* (Z anen> = Z<_1)nan § Z|an’ == Zanen
n=1 n=1 n=1

n=1 1

Por tanto, y* es un operador lineal acotado en ¢! tal que y*(e,) = (—1)", lo
cual implica que también existe z* € X* tal que 2*(yy,) = (—1)" para todo
[ € N, es decir limy_., z*(yx) no existe, lo cual es una contradiccién a nuestra
hipdtesis. [

Proposicién 2.5.4. Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (x,)22 . Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (x,)2, es acotadamente completa.

2. X tiene la siguiente propiedad: Para toda sucesion (x,)5, en X tal que

lim,, o f(x,) existe para todo f € X*, se tiene que existe xy € X tal
que T, — .

3. X no tiene subespacios 1somorfos a cg.

Demostracion. 2 = 3] Observemos primero que ¢y no tiene la propiedad 2.
esto se debe a que la sucesién (e})2°, dada por €], = e; + ...+ e, para todo
n € N es débilmente de Cauchy, pero no converge débilmente en ¢q puesto que
(e])22, converge débil* en ¢i* = (> a (1,1,1,...).

Ahora, supongamos que existen Y un subespacio de X y F : ¢g — Y un
isomorfismo. Sabemos que convergencia débil es invariante bajo isomorfismos®
lo cual implica que la sucesién en X dada por (F'(e]))>2, es débilmente de
Cauchy pero no débilmente convergente, es decir X no es c.s.d.

3 = 1] Supongamos que (z,)5°; no es acotadamente completa, entonces
existen (a,)5°; una sucesién en R y M > 0 tal que [|> 7, a;z;|| < M para
todon € Ny (3°% a;z;).. | no converge.

Sin pérdida de generalidad supongamos que M = 1. Dado que (307 a;z;),_,
no converge, entonces tampoco satisface la condicién de Cauchy y por tanto,

[e.9]

5Cuando X tiene esta propiedad se dice que X es completo por sucesiones débiles, este
concepto lo usaremos en el capitulo 3, véase la definicién 3.2.9

5De hechosiT € B(X,Y)y (2,)5, converge débilmente a x entonces (T'z,,)2°; converge
débilmente a Tz, vease [28] ejercicio 18 del capitulo 4.
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existen € > 0y (ux)72; una subsucesion bésica por bloques de (z,,)52; de la

forma uy, = fk;}ﬁl a;x; tal que

[uk]| = €

para todo k € N.

Sea m € Ny (\)", una sucesién de numeros reales. Si K, denota la
constante incondicional de (z,)2, entonces por el Teorema 2.4.7 deducimos
que

< Ky sup |\l

1<i<m

< K, sup |\ (2.13)

1<i<m

Z)\u,

=1

>

=1

Por otro lado si K denota la constante bésica de (x,)32, la Proposicién
2.2.3 nos dice que

il <
||

para todo 1 < i < m. Lo anterior implica que

=1

e[\l < alllwl| < 2K < 2K, (2.14)

=1

para todo 1 < i < m. Por tanto, de las desigualdades (2.13) y (2.14) se deduce
que

sup |\ <

€
< K, sup |\
2Ku 1<i<m b | |

1<i<m

Z/\Uz

=1

Lo cual implica que [ug] es isomorfo a c¢y.

1 = 2] Supongamos que (z,)>°, es acotadamente completa y sea (yx)72,
una sucesiéon en X que es débilmente de Cauchy, es decir limg_.o, x*(yx) existe
para todo z* € X*.

Sea a, = limy_.» x (yx) para todo n € N, claramente para todo m € N se
tiene que

= lim || Pyl < Ksup [

E An Ty

n=1

donde K es la constante basica de (2,)5%; v (Pn)So_; son las proyecciones
canonicas asociadas a esta base.
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Como (x,)22; es acotadamente completa tenemos que >~ | a,z, converge
en norma a un elemento y de X, es decir

o) oo
Z Onln = Z 2, (Y)
n=1 n=1

Por lo tanto es facil ver que la sucesién (yx — y)52, satisface las condiciones
del Lema 2.5.3 y por tanto, y, — y converge débilmente a 0 si & — o0, es decir
Yy, converge débilmente a y por tanto, X satisface la condicién 2. O

El siguiente enunciado puede ser considerado como un corolario de las pro-
posiciones anteriores, pero debido a su importancia lo llamaremos un Teorema.

Teorema 2.5.5 (James). Sea (X, || ||) un espacio de Banach con una base
incondicional. Entonces, X es reflexivo si y solo si mo contiene subespacios
isomorfos a co ni a (',

Demostracion. La demostracién es inmediata del Teorema 2.3.12 y de las Pro-
posiciones 2.5.2 y 2.5.4. O

2.6. Sucesiones estrictamente equivalentes

Para finalizar este capitulo incluimos las siguientes definiciones y proposi-
ciones que serviran como punto de partida para el capitulo 3.

En la definicién 2.2.6 vimos el significado de bases y sucesiones basicas
equivalentes, la siguiente definicion generaliza este hecho para sucesiones arbi-
trarias en espacios de Banach. Ademads, de la proposicion 2.6.2 es fécil ver que
los conceptos de estrictamente equivalente y equivalente coinciden en el caso
cuando las sucesiones son bases o sucesiones bésicas.

Definicion 2.6.1. Sean (x,)0, y (yn)s, sucesiones en espacios de Banach
X y Y respectivamente.

1. Decimos que (x,)5, domina estrictamente a (y,)22, si existe un opera-
dor lineal y continuo U : [x,] — [y,] tal que

U(zy) = Yn Vn € N.
En este caso escribimos (2,)5°; > (yn)S2.

2. Decimos que (x,)32, es estrictamente equivalente a ()02, st (1,)50, >
(Wn)nzr ¥ (Yn)ozy > (a)3ls-
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Proposicién 2.6.2. Sean (x,)22, y (y,)22, sucesiones en espacios de Banach
X y'Y respectivamente. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (x,)2, es estrictamente equivalente a (y,)22 .

2. Existen Cy > 0 y Cy > 0 tal que

n n
E a;Y; E Q;T;
i=1 i=1

para cualesquiera ay, . .., a, € R.

<G < Oy (2.15)

n
E Q;T;
i=1

n
E ;Y
i=1

3. Existe U : [x,] — [yn] isomorfismo tal que U(z,) = y, para toda n € N.

Demostracion. 1. = 2.] Si (2,)22, > (Yn)olq > (2,)52, entonces existen

operadores lineales y continuos U : [x,] — [yn] v V : [yn] — [x,] tal que

U(zn) = Yn V(yn) = T
para toda n € N.
Sea Cp = ||U]| > 0. Claramente se tiene que
Zai% =||\U <Z Gﬂi) < |||l Zaixi
i=1 i=1 i=1
Analogamente si tomamos Cy = ||V]| se tiene la otra desigualdad.
2. = 1.] Consideremos la funcién Uy : s(,)52; — s(yn)2>, dada por
N
Up(w) =Y aiys

i=1

N
dondez =) ., ax; y a1,...,an € R.
N M
Supongamos que Y ., a;x; = » . bjx; entonces

N M
=1 =1

y usando la primera ecuacién de (2.15) obtenemos que S~ | a;y; = SO | by

Es decir, U, esta bien definida.
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Ademads Uy es lineal y la primera ecuacién de (2.15) nos dice que Uy es
continua. Por tanto, existe una extensién continua U : [z,] — [y,] de Uy y
claramente

U(zn) = Up(zn) = yn

para toda n € N.
1. = 3.] Si (z,)5%, es estrictamente equivalente a (y,)>2, entonces existen
operadores lineales y continuos U : [x,] — [yn] v V : [yn] — [x,] tal que

U(wn) = yn V(yn) = xn

para toda n € N.
Claramente U y V son inversos uno del otro, pues si z € [x,] entonces
r =77 a;x; ydado que U y V son continuos se tiene que

VU(x) =V (Z aiyi> = Zaixi =z

analogamente U(V (y)) = y para toda y € [y,].
3. = 1.] Es inmediato a partir de la definicién. O

Corolario 2.6.3. Sea (x,)>°, una sucesion acotada en un espacio de Banach
X. (z,)52, es estrictamente equivalente a la base canonica de (* si existe § > 0

tal que
i=1 i=1

para todo cq,...,c, € R.

Demostracion. Debido a la Proposicion 2.6.2 basta probar que existe C' > 0
tal que [|> 0, cixil] < C YO0 || Pero esto es inmediato ya que existe C' > 0
tal que ||z,|| < C para todan € Ny

n n n
> || < allzl < CD el
=1 =1 =1

y esto pasa para todo cq,...,c, € R. O

Observacién 2.6.4. Supongamos que (,)°, satiface las hipdtesis del Coro-
lario anterior. Por la Proposicion 2.6.2 tendriamos que [z,] es isomorfo a (*
y mds aun el isomorfismo es tal que la tmagen de x,, es e, para todo n € N.
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Capitulo 3

Espacios de Banach que
contienen a /1.

3.1. El espacio de Tsirelson.

En 1923 Banach formul¢ la siguiente pregunta: ; Todo espacio de Banach de
dimensién infinita tiene un subespacio isomorfo a ¢y o fZ con 1 < p < oo ? Para
los espacios de Banach mas comunes la respuesta es afirmativa, por ejemplo en
la Proposicién 3.2.3 veremos que /P contiene un subespacio isomorfo a /* para
toda 1 < p < oo y lo mismo es cierto para cy. Mas aun en el Teorema 6.4.8 de
[1], se puede encontrar que para todo p > 2 el espacio L contiene un subespacio
isomorfo a /7 o 2, el caso cuando 1 < p < 2 aunque es més dificil también
resulta cierto pues en 1981 Aldous mostro en [2] que L? contiene un subespacio
isomorfo a algun ¢?. Sin embargo en 1974 B. S. Tsirelson construyé en [30] un
ejemplo de un espacio de Banach reflexivo con una base incondicional que no
contiene subespacios isomorfos a /7 0 ¢y con 1 < p < .

En esta seccién presentamos el dual del espacio construido por Tsirelson
el cual también contesta de manera negativa la pregunta hecha por Banach,
esta idea de tomar el dual fue dada por Figiel y W. B. Johnson en [12], no es
nuestro objetivo presentar una demostraciéon formal de estos hechos, pero si
daremos la idea general de por qué el espacio de Tsirelson resuelve el problema.

El siguiente teorema se debe a R. C. James y es de vital importancia en la
construccién del espacio de Tsirelson.

Teorema 3.1.1. Sea (z,)°, una sucesion bdsica normalizada equivalente a
la base candnica de (* en un espacio de Banach (X,]| ||). Entonces para todo
0 < e < 1 existe una sucesion bdsica por bloques normalizada (y,)2>, de



3.1 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

()22, tal que
N

Z Y

k=1

N
(1—¢ Z [
k=1

para cualquier sucesion de numeros reales (ag)h_,.

Demostracién. Dado que (z,)°°, es equivalente a la base canénica de ¢!, te-
nemos que para todo n € N existe una constante K, tal que

oo o
Z lag| < K, Z ATy
=1 k=1

De donde, para cada n > 1 el niimero

M, —sup{2|ak| ag)peq € Coo,

k=1

[e.9]

E ATy

:lyakzosikgn}
k=

esta bien definido, M,, < K,, y se cumple

00
k=1

st (ag)p2y €cooy ar =0sik <n.
Sabemos que (z,,)9°; es normalizada, por tanto M,, > 1 para todo n € N,
pues si suponemos que M, < 1 para algin n € N tendremos que

oo oo o0
Z|ak\ <M, Zakxk <Z|ak|.
k=1 k=1 k=1

para todo (ax)2, € coo tal que ar = 0si k < n ,lo cual es imposible. Ademds,
es facil ver que (M,,)%°; es decreciente y por tanto, lim,, ., M,, = M > 1. Asi,
dado 0 < € < 1 existe Ny € N tal que M,, < (1 —¢€)"2M sin > Nj.

Sea p; > No; como (1 — .s)%Mp1 < M,,, entonces existe un natural p; > p;
y escalares by, 11, ,, by, tales que

tiene norma 1 y

122



Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.1

D2
N7 bl > (1= 0)iM,, > (1— o) M.
i=p1+1

Por induccion podemos construir una sucesion de naturales p; < py < ps....

y una sucesion de sucesiones finitas de escalares by, 11, ,, by, ., tales que
Pn+1
E biz;
1=pn+1
es de norma 1y
Pn+1
1 1
E b;| > (1 —€)2 M, > (1 —¢€)2 M.
i=pp+1

Entonces (y,)5%; es una sucesién bésica por bloques normalizada que sa-

tisface
Pn+1

S b= (1-e2M

i=pn+1

para todon =1,2,3,...y M, < (1— €) 2 M.
Para cualquler sucesién finita de numeros reales (az)}_; tenemos

N . Pk+1
D lad < (1-972M" Z|ak| > b
k=1 i=prp+1
< (1—e) 2M 7'M, Zakyk (1—¢) Z kYk
: N N
Es decir szzl akka > (1—€)d> 1y lagl O

Lema 3.1.2. Si S es una operador lineal continuo de P, con 1 < p < o0, 0
co en un espacio normado X, (e,) es la base candnica de P o ¢y y z* € X*,
entonces x* (S (e,)) — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Como z*o0S € ({7)" o z*0S € (c)”, se tiene que z* 0.5 = S,
para alguna sucesién (b,), donde S, ((xn)) = > bjx; para todo (z;) € /7. En
i=1

el primer caso (b;) € (9 siendo ¢ el exponente co_njugado de p y en el segundo
(b;) € ¢*. En cualquiera de los dos se tiene que b, — 0. Como z* (S (e,)) =
Sy (en) = by, se sigue el resultado. O
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3.1 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

Teorema 3.1.3 (Tsirelson). Existe un espacio de Banach reflexivo con una
base incondicional que no contiene un subespacio isomorfo a P o ¢y para 1 <
p < 00.

Demostracion. Consideremos el espacio de Banach (cgo, || |lo) donde ¢y es el
conjunto de sucesiones reales (z,)%, tal que z, = 0 para casi todon € Ny
I(zn)nZillo = méxnen [2n].

Observemos que si (e,)7; denota la base candnica para cy, entonces para
todo x € ¢oo con & = (a,)>2, tenemos que x = > - aye,. Para cada m > 0
definimos

n=1

Pj+1

2][mr1 = max < [|zlo, 5 maXZ Z QAnn

= n=p;+1

para todo z = ZOO | Gn€y €N cop, donde el méximo interno es tomado sobre
todas las posibles sucesiones finitas de enteros no negativos (p, ) i 0, con k >0,
tales que k < pg <p1 < ... < Pri1-

Por induccién es facil probar que ||z[,, < > 7 |a,| para todo m > 1y
r € cy. Como ademas ||z||, < ||z||ms1 para todo m > 1, entonces existe
lim,, o0 || || v definimos

[zllz = Tm [z,
m—0o0

para todo x € cgo. Como cada || - ||, es una norma en cgy, es claro que || ||r
también lo es en c¢gyg.
Sea T' la complecién del espacio normado (cgo, || [|7) ¥, la sucesién (e,)S,
forma una base normal incondicional de T" con constante 1ncond1c10nal K, =1.
Afirmamos que para todo = € ¢oy con x = ZZ; a,e, tenemos que

Pji+1

H?@’HT—maNX lzllo, = maxz Z Ann

=0 ||n=p;+1 .

donde, como antes, el maximo interno es tomado sobre todas las posibles su-
cesiones finitas de enteros no negativos (pj)fié, con k > 0, tales que k < pg <
D1 <...<Dk+1-

'Recordemos que en general si (X, | ||) es un espacio normado, entonces existe un tnico
espacio de Banach X tal que existe una isometria de X en Y donde Y es un subespacio
denso de X, a este espacio X se le llama la complecién de X, para una demostracién de este
hecho véase [19].
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Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.1

En efecto, ||z||r > ||z||» para todo m > 0, por lo que ||z||r > ||z]o ¥

1 k Pji+1
|||l > §méx E E Anen
j=1 ||n=p;+1 m
Al tomar el limite sobre m en el lado derecho obtenemos
1 , k Pj+1
|||z > 5 méx E E anen
Jj=1 |{n=p;+1 T
k Pj+1

) I
HxHTZIEé%I\?f ||x||o,§maxz Z Anen,

j=1 ||n=p;+1

T
y so6lo resta probar
1 k Dj+1
Jellr < s 3 Il 5 mix [ Y ae (3.)
j=1 |[n=p;+1 T
Si ||z]|z = ||z]lo entonces se cumple la desigualdad anterior. Supongamos
que ||z|lr > ||z]lo y sea ny el primer natural tal que
Pj+1
lzllo < [l = méx § llzflo, 5 maXZ Y anen
j =0 —p3+1

ni—1
Entonces

Pj+1 Pi+1

||o:|rm:—max2 > me|  <gm xz S e

7=0 ||n=p;+1 7=0 [|n=p;+1

ni—1 T

Si ||||n, = ||z]|7, entonces (3.1) esté probado. Si ||z, < ||z||r repetimos
el proceso y encontramos el primer natural ny tal que ||z||,, < ||z]|,,, entonces
ny<ngy

1 k Pj+1 1 Pj+1
|||, = §méx g g Anen 5 ax g g Anen
j=0 ||n=p;+1 J=0 ||n=p;+1

no—1 T
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3.1 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

Si ||z]|n, = ||z]|7, entonces (3.1) esta probado.
Si el proceso continta indefinidamente, obtenemos una sucesion estricta-
mente creciente de naturales (ny) tales que

Pj+1

2], < gmix D | Y aue

k
j=1 ||n=p;+1 T

para todo k > 1. Al tomar el limite en el lado derecho obtenemos

k Pj+1
1
|||l < éméxz Z anén
j=1 ||n=p;+1

T

y (3.1) se cumple.

De lo anterior se puede deducir que para todo £k € N y toda sucesion
finita ||-||,-normalizada (u;)%_,, donde u; = Zj:*;jﬂ Upen, con 0 < j < k,y
k<py<p <...<pgs1, se tiene que

k k 1 k
D olbil = 1D by 2§Z\bg’|
j=1 J=1 T J=1

para toda sucesion finita de nimeros reales (bj);?zl.

Probaremos a continuacién que T' no contiene subespacios isomorfos a # ni
a cg. Supongamos primero que 7' contiene un subespacio cerrado Y isomorfo
a (P, por tanto existe S : /F — Y un isomorfismo lineal, continuo con inversa

continua, de donde existen M, My > 0 tales que

Ms|jzll, < [[Szllr < M|z, (3:2)

para todo x € (7.

Consideremos (Se,, ), la cual es una sucesién en 7' que por (3.2) satisface
inf,en || Sen|| > My > 0y por el Lema 3.1.2 tenemos que lim,,_,, €;(Se,) = 0
para todo k € N, donde (e})52; es la sucesién biortogonal asociada a la base
(er)52, de coo. Por tanto, aplicando el Teorema 2.2.14 concluimos que existe
(Sen, )52, subsucesion de (Se,)s; que es equivalente a una sucesién bésica
por bloques (vg)p2, de (en)p2,, donde vy = Y /%0 arep donde ()2, es una
sucesiéon de reales no todos nulos y p; < po < p3 < ... Es asi que existe C' > 0

tal que
k k k
CHD biSen, | <D bl < C|)D ] b;Sen, (3.3)
j=1 j=1 j=1

T T T
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Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.1

para todo k € Ny toda sucesion de numeros reales (b;)%2;.

Sea k € N, claramente existe [ € N tal que k < p; < pry1 < ... < pry(r+1)-
Consideremos los respectivos vyy1, ..., Vi (k+1), usando las relaciones dadas en
(3.2) y en (3.3) concluimos que

k k

k k
1 1 1 1 1
5 E - S E A <C E _~56nz+j =C||S ( E _~€nl+j>
j=1 J j=1 J T j=1 J T Jj=1 J T
— ] J/ i=1
J=1 » J P

lo cual es una contradiccion pues la serie armoénica no es convergente. Por
tanto, no existe subespacio de T" isomorfo a /. Con este mismo argumento y
cambiando || ||, por || [|o se demuestra que 1" no contiene subespacios isomorfos
a Cy.

Ahora falta probar que T’ no contiene un subespacio isomorfo a *. Suponga-
mos que 1" contiene un subespacio isomorfo a ¢!, entonces por el Teorema 3.1.1
obtenemos una sucesién basica por bloques normahzada (v)220 de (en)5; tal

que
k k
Sl = |3 b SZIb \
j=0 j=0

para toda sucesion de niimeros reales (bj)g‘fzo. En particular, tenemos que

T

oo+ 7 (vr + 03 + . +v) 7 > % (3.4)
para todo r € N.
Consideremos £ € N y una sucesion de naturales (pj)’€+1 tal que k£ <
P < p2 < ... < pgy1 y sean (P )le proyecciones tales que Pj(e,) = e, si
pj <n <pjr1y Pi(e,) =0 en cualquier otro caso.
Sea ng el natural més grande que pertenece al soporte? de vg. Si k > ny,
entonces

Z 1Pi(vo + 77 (w1 + -+ vp)) I = Z 1P (o4 o))l < 2.

2Recordemos que si (x,)2%; es una sucesién de nimeros reales, entonces el soporte se
define como el conjunto de numeros naturales n tal que x,, # 0.
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3.2 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

Si k < ng, consideremos los siguientes conjuntos
0 ={i|||P;(v;)||]r # 0 para al menos dos valores de j},

o={i|||P;(v;)||r # 0 para a lo mas un valor de j}.
Ahora, como ¢ tiene a lo mas k — 1 elementos obtenemos que

k
SR (00 + A )

Jj=1

k k k
<3 | Pyuolr 4 5 (zz Pl + 33 anuT)
j=1

ics j=1 ico j=1

< 2|jvgllz + 7 (22 [[villr + Z ||Uz'||T>

€6 €0
<2472k =) +r—k+1)<3+r Hk—1) <3+7r 1 (ng—1).

Por tanto si tomamos r > 2ng, deducimos que

k
7
S IR o+ 17 @1+ 4 ) < 5

J=1

y por como se defini6 || || obtenemos que ||vg + 7 (v1 + ...+ v,)|lr < I, lo
cual es una contradiccion a (3.4).

Finalmente dado que T tiene una base incondicional y no contiene subespa-
cios isomorfos a cq ni a ¢! deducimos del Teorema 2.5.5 que T' es reflexivo. [

3.2. La caracterizacion de Rosenthal.

En esta seccién daremos una condicion necesaria y suficiente para que un
espacio de Banach X contenga un subespacio isomorfo a ¢! esto fue hecho
por Haskell P. Rosenthal en 1974 3. Varias caracterizaciones fueron dadas por
Rosenthal en [25] bajo la supocisién de que X fuera separable, tiempo después
y gracias a varios matematicos se logré probar que la separabilidad no siempre
era una condicién necesaria.

3Véase [24].
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Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.2

Comenzamos por probar que ¢! tiene una propiedad muy importante, esta
es que la convergencia en norma y la convergencia débil son conceptos equi-
valentes lo cual en general no es cierto para espacios de Banach de dimensién
infinita como lo vimos en el capitulo 1. Los espacios que cumplen esta condicién
reciben un nombre especial.

Definicién 3.2.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur si
toda sucesion (x,)0, en X que converge débilmente a 0 tambien converge en
norma a 0.

Proposicién 3.2.2. La base candnica de (1, (e,)%, no converge débilmente.
Mas aun, ninguna subsucesion de esta base converge débilmente.

Demostracidn. Supongamos que existe z € ¢ tal que e, —  cuando n — oo.
Consideremos (e})> | la sucesién de funcionales biortogonales asociadas a la
base canonica.

Claramente si @ = (a1, ag, ...) entonces x = Y .-, a;e; y por tanto

er(z) = ay

para todo n € N.
Ahora, por nuestra suposicién tenemos que

0= lim e;(e,) = ep(x) = ag

n—oo

para todo k € N, es decir x = 0. Es asi que hemos mostrado que si la base
canénica de ¢! converge débilmente a un punto, entonces ese punto es el cero.

Sea (b;)2, € £ tal que b; = k # 0 para todo ¢ € N. Dado que el dual de
¢ es isomorfo a £* tenemos que f : /* — R dada por

flx) = Z a;b; T = Z a;e;

[e9) 00
=1 =1

es una funcional continua de ¢!. De nuevo por nuestra suposicién

n—oo
lo cual claramente es imposible. Por tanto (e,)%2; no converge débilmente en
o,

El argumento anterior tambien sirve para probar que ninguna subsucesion
converge débilmente. O

129



3.2 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

Proposicién 3.2.3. Sea (u,)22, una sucesion bdsica por bloques normalizada
ency o en P con 1l <p < oo. Entonces (u,)5e, es estrictamente equivalente a
()52 la base candnica de P o cy.

Demostracion. Supongamos primero que (ux)52; es una sucesion basica por
bloques en /? donde 1 < p < .

Sean 0 = 19 < 11 < rp < ... una sucesién de naturales y (a,)2; una
sucesion de reales. De esta forma podemos escribir

Tk

Up = Z UnCn k € N.

n:Tk,1+1

Por hipétesis
Tk

lulp = > laalP = 1.

n=ri_1+1

Ahora, sean m € Ny by,...,b,, € R. Obtenemos que

i bkuk = i Tzk bkanen
k=1

p k=1 n=ri_1+1 »
1/p
m Tk
i DL I
k=1 n=rr_1+1

1/p

= (> ) (3.5)

Por la Proposicién 2.6.2 tenemos que (u,)22; es estrictamente equivalente a
(en)52,, mas ain las igualdades en (3.5) dicen que [ug] es isométrico a (7. El
caso cuando la sucesion esta en ¢y es analogo. O]

Proposicién 3.2.4. Sea (x,,)2, una sucesion normalizada en (P con 1 < p <
o0 0 en cy. Si para toda j € N

lim e’ (z,) =0 (3.6)

n—oo J

donde (€£)22, es el sistema biortogonal asociado a la base candnica de P o c,
entonces existe (x,, )52, subsucesion bdsica de (x,)0>, que es estrictamente

equivalente a la base canonica de P o cg.
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Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.2

Demostracion. Por el Lema 2.2.14 existe una subsucesién bésica (z,, )7, de
(xn)52, que es equivalente a una subsucesién bésica por bloques (ug)52; de
(,)5% 4, la base candnica de 7 o c.

n=1
Por la Proposicién 3.2.3, (ug)?2, es estrictamente equivalente a (e,)%, v
por tanto (z,,)52, también es estrictamente equivalente a (e,,)5 ;. O

Corolario 3.2.5. (! tiene la propiedad de Schur.

o0

Demostracion. Sea (x,,)2 , una sucesién que converge débilmente a 0. Si ()72,

no converge en norma a 0 podemos suponer que
]l =1

para toda n € N. Ademds por hipétesis se satisface la ecuacién (3.6) y por
la Proposicién 3.2.4, (x,)5°, contiene una subsucesién basica (x,, )5, que es
estrictamente equivalente a la base candnica de £, y por tanto ya que conver-
gencia débil es invariante bajo isomorfismos, la base canénica de ¢! convergeria
débilmente a 0, lo cual es una contradiccion. O

Proposicién 3.2.6. Sea (X,|| ||) un espacio de Banach con la propiedad de
Schur. W C X es débilmente compacto si y solo si W es compacto en la
topologia de la norma.

Demostracion. Claramente si W es compacto en la topologia de la norma
entonces W es débilmente compacto.

Supongamos que W es débilmente compacto y sea (z,,)5°; una sucesién en
W. Por el Teorema de Eberlein-Smulian existe (x,, )72 ; subsucesién de (z,,)
que converge débilmente a x € W. Dado que X tiene la propiedad de Schur
(2, )72, converge en norma a x, ademés la topologia de la norma es metrizable.

Por lo tanto W es compacto en norma. O

Corolario 3.2.7. Si (X, || ||) es un espacio de Banach reflexivo con la propie-
dad de Schur entonces X es de dimension finita.

Demostracion. Sea B la bola unitaria en X y B** la bola unitaria en X™**.
Dado que X es reflexivo C(B) = B**, donde C' es el encaje candnico. Sabemos
que el encaje canénico C' considerado como funciéon de X con la topologiia débil
en X** con la topologia débil* es un homeomorfismo sobre su imagen, por lo
cual B es débil compacto pues B** es débil* compacto y por la Proposicién
3.2.6 B es compacto en norma y por tanto X es de dimension finita. O

Definicién 3.2.8. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Una sucesion (x,)5,
en X es débilmente de Cauchy silim,, ., f(x,) existe para toda f € X*.
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Definicién 3.2.9. Un espacio de Banach (X, | ||) es completo por sucesio-
nes débiles, que abreviaremos c.s.d, si toda sucesion débilmente de Cauchy es
débilmente convergente.

Proposicién 3.2.10. Si (X, || ||) es un espacio de Banach reflexivo entonces
X es c.s.d.

Demostracion. Sea (z,)°; una sucesién en X débilmente de Cauchy. Es fécil
ver que (f(x,))22; es una sucesién acotada en R. Ademés dada f € X* existe
M > 0 tal que

|C(2n) ()] = [zn ()] = 1S (@n)] < My

para toda n € Ny C es el encaje candnico.

Por el Teorema del acotamiento uniforme (C(x,,))> , es acotada y ya que C'
es una isometria (z,)5°, es acotada. Por tanto existe M > 0 tal que (z,,), C
B(0, M), pero X es reflexivo de donde se deduce que C(B(0,M)) = B(0, M)*™*
y por el Teorema de Alaoglu B(0, M)** es débil* compacto lo cual implica que
B(0, M) sea débil compacto.

Por el Teorema de Eberlein-Smulian (z,,)$°; tiene un punto débil de acu-
mulacién z y por tanto (x,)2, converge débilmente a x. O

Proposicién 3.2.11. Si (X, || ||) es un espacio de Banach con la propiedad de
Schur entonces X es c.s.d.

o0

o0, una sucesion en X débilmente de Cauchy. Existen

Demostracion. Sea (z,,)
rr € R tal que

lim f(x,) =r;

n—oo
para toda f € X*.
St (2n,)72, ¥ (Tm, )72, son subsucesiones de (x,,)2 ; entonces dada f € X*
tenemos que

kh'm flzp, —xm, ) = kh'm flzn,) — ka f(@m,) =1 —1F=0.

Es decir (2, — 2, )72, converge débilmente a cero y por hipdtesis

lim ||z, — Zm, || = 0.

k—o0
Esto tltimo nos dice que (z,)52, es de Cauchy. Sabemos que X es de Banach,
por tanto (z,)5, converge en norma a x € X lo cual implica que (z,)2,
converge débilmente a x. O]
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Corolario 3.2.12. /! es c.s.d.

Definicién 3.2.13. Sean S un conjunto distinto del vacio, X C S; M,L C N
infinitos y (An, Bn)nenm una sucesion de pares de subconjuntos de S tal que
A, B, =0 para toda n € M. Diremos que:

1. L estad casi contenido en M si L\M ={n € N |n € L,n¢ M} es finito.

2. (A, Bp)nen es una subsucesion de pares de subconjuntos de S, si N C
M.

3. (An, Bn)nen converge en X si para todo x € X se tiene que x pertenece
a una cantidad finita de conjuntos A, o x pertenece a una cantidad finita
de conjuntos B,. St X = S sdlo se dird que (A, Bn)nen converge.

4. (Ap, Bn)nen es independiente si para todo Gy B subconjuntos finitos de
M disjuntos y distintos del vacio se tiene que

(ﬂ An) N (ﬂ Bn> #0 (3.7)

neG neB

5. Si consideramos una enumeracion estrictamente creciente de M dada
por M = {my,my, ...} y (fm,;)521 una sucesion de funciones de valores
reales definidas en S y uniformemente acotada, entonces denotamos por:

@fm(s) = mfm] (s) lim,, frn(s) = ]‘l/—mj—>00fmj (s)

Jj—oo
para toda s € S.4

Observaciéon 3.2.14. El punto 2. de la definicion 3.2.13 es quivalente a decir
que (A, Bn)nem converge en X si para todo x € X

Im x4, (z) =0 o lim x5, (z) =0

J]—00 J]—00

La siguiente proposicion muestra algunas propiedades de convergencia de
pares de subconjuntos de un conjunto.

Proposiciéon 3.2.15. Sean S un conjunto y (A, Bp)nem una sucesion de
pares de subconjuntos disjuntos de S. Se cumple que:

4Aqui lim,,_,wa, y lim,  _a, denotan respectivamente el limite superior e inferior de
una sucesion acotada (a, )% ; en R.
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3.2 Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢

1. 8i (A, Bp)nem converge en X entonces para todo L C M infinito tam-
bien (A, Bp)ner converge en X.

2. Si (An, Bp)nem converge en X1, Xo, ... entonces (Ay, Bn)nem converge
en Ui, Xi.

3. (Apn, Bp)nen converge en X = ().
Demostracion. Inmediatas a partir de la definicion. O

Lema 3.2.16. Sean S un conjunto, (A, Bn)nen una sucesion de pares de
subconjuntos de S disjuntos, | > 1 y Xq,...,X; subconjuntos disjuntos de S.
Si para todo 1 < i < I, (A, Bp)nen no tiene subsucesiones convergentes en
X;, entonces existe 5 € N y M C N nfinito tal que para toda 1 < i < [,
(An, Bn)nem no tiene subsucesiones convergentes en X;(A; ni tampoco en
X; B para todo 1 <i <.

Demostracion. La prueba serd por induccion sobre [. Sea [ = 1 y supongamos
que (A,, Bn)nen converge en X C S, més ain sin pérdida de generalidad
podemos suponer que S = X ya que si el resultado se prueba en este caso
entonces tambien es cierto para cualquier subconjunto de S.

Convencion: Diremos que j y M subconjunto infinito de N funcionan
si (An, Bn)nem 1O tiene subsucesiones convergentes en X (A4; = A, y en
XN B; = B;.

Sea n; € N= Ny. Si ny y Ny no funcionan entonces existe N; C N infinito
tal que (Ap, Bn)nen, converge en A,, oen B, .

Sea ny € Ny tal que ny > ny. Si ny v N; no funcionan entonces existe
N, C N infinito tal que (A, By)nen, converge en A,, o en B,,.

Nuevamente sea n3 € N, tal que ng > nsy. Si n3 y No no funcionan entonces
existe N3 C Ny infinito tal que (A, By,)nen, converge en A, o en B,,.

Afirmamos que el proceso anterior debe de ser finito, es decir debe existir
k € N tal que ng y Ni_1 funcionan.

Supongamos que no. Inductivamente podemos construir para toda k € N,
ng v Ni tal que ng > ng_1, ng € Ng_1, Ny C Ng_; infinito y (A, Bn)nen,
converge en A,, oen B,, .

Consideremos los dos casos posibles:

1. Ky ={k € N| (A, Bp)nen,converge en A, }

2. Ky ={k e N|(A,, By)nen,converge en B, }.

134



Capitulo 3. Espacios de Banach que contienen a ¢'. 3.2

Estos conjuntos K; y Ky pueden ser: Uno finito y el otro infinito o los dos
infinitos. Sin pérdida de generalidad supondremos que K7 y K5 son infinitos.
Ahora, sea M = {ny,ny,...}. Afirmamos que (A, B,)nen converge en

9y

Sea x € F entonces existe k € K; tal que z € A,, o existe k' € K, tal que
r € B,,,. Supongamos que se cumple lo primero (el otro caso es andlogo), ya
que (A, By)nenk converge en A, , x pertenece a una cantidad finita de A,/ o
x pertenece a una cantidad finita de B,,, donde los n's estan en N. Pero M
esta casi contenido en Vi para todo k € N, esto implica x pertenece a lo méas
a una cantidad finita de A, s 0 x pertenece a una una cantidad finita de B,
donde los n’s pertenecen a M. Es decir (A, B,)nem converge en F.

Ahora, consideremos los subconjuntos infinitos de M dados por:

2. M = {ny | k € K>).

Claramente (A,,, By, )nenr s una subsucesion de (A, By, )nen, ademés sabemos
que Upeg, An, C F por tanto (A, B,)nenmr converge en U, An,-

Sabemos por hipétesis que (A, By )nenr no converge en S, por tanto existe
y € S tal que

G={neM|yeA,} H={neM |yeB,}

son infinitos. De esta forma tambien y € J,. x, An, pues si esto no fuera
cierto tendriamos que G = ) lo cual no puede ser, es decir hemos llegado a
la conclusion de que (A, B, )ner no converge en | J, i, An,, 10 cual es una
contradiccién. Es decir el caso para [ = 1 ha sido probado.

Supongamos que el resultado es cierto para [ = r, y tomemos X; subcon-
juntos disjuntos de S para toda 1 < i < r + 1 que satisfacen las hipdtesis del
Lema.

Convencion: De nuevo diremos que j y M subconjunto infinito de N, fun-
cionan si (A,, Bn)nenm 1o tiene subsucesiones convergentes en X, 1[)A; ni
tampoco en X, () B;j. Ademds también diremos que j y M r-funcionan si
para todo 1 < i < r se tiene que (A, By )nenm 10 tiene subsucesiones conver-
gentes en X; [ A, ni tampoco en X; () B;.

Considerando sélo los conjuntos Xi,..., X, y aplicando la hipdtesis de
induccién encontramos ny y Ni un subconjunto infinito de N tal que n; y V|
r-funcionan.
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Siny y N no funcionan entonces existe Ny subconjunto infinito de V] tal
que (A, Bp)nen, converge en X, () An, o converge en X, 1() By,

Sabemos que (A, B,)nen, €s una subsucesion de (A, B, )nen por lo tan-
to (An, Bn)nen, 1O tiene subsucesiones convergentes en Xi,..., X, y por la
hipétesis de induccién existe ny € N tal que ny > ny y NJ un subconjunto
infinito de N; tal que ny y NJ r-funcionan.

Si ng y N no funcionan entonces existe Ny subconjunto infinito de IV; tal
que (A, Bp)nen, converge en X, () An, o converge en X, () B,

Sabemos que (A,, B,)nen, €s una subsucesién de (A, B,,)nen por lo tan-
to (An, Bn)nen, 1O tiene subsucesiones convergentes en Xi,..., X, y por la
hipétesis de induccion existe ng € Ny tal que ng > ny y N§ un subconjunto
infinito de N, tal que ng y Nj r-funcionan.

Singy N3 no funcionan se continua el proceso anterior de manera inductiva.
Afirmamos que este proceso es finito, es decir, que existe k € N tal que ny y
Nj, subconjunto infinito de N funcionan.

Supongamos que no. Inductivamente podemos construir para toda k£ € N,
ne y Nj, tal que ny > ng_1, ny, € Nj_, para k > 3, N, C N;_, infinito y
(AmBn)neN,g converge en X, (A, 0 en X,y1() By, por tanto podemos
suponer que (A,, By )nen, converge en A, oen B, .

Observemos que esta es la misma suposicion del caso [ = 1 la cual nos
llevé a una contradiccién, por tanto esta afirmacion también es cierta. En otras
palabras, existe k& € N tal que nj y N, funcionan, més ain por construccion ny,
y V], también r-funcionan. Es decir el caso para [ = r+ 1 ha sido probado. [

Teorema 3.2.17. Sea S un conjunto y (A, By)nen una sucesion de pares de
subconguntos de S tal que A, (\Bn = 0 para toda n € N. Si (A, By)nen no
tiene subsucesiones convergentes entonces existe M un subconjunto infinito de
N tal que (A, By)nem es independiente.

Demostracion. Adoptemos la siguiente notacién: Para todan € N sea ¢, = +1

definimos:
A, sie, =1
enA, = oo
B, sie,=-—1
A continuacién usaremos el Lema 3.2.16 para probar por induccion la siguien-
te afirmacion: Para toda & € N existen n; < ny < ... < n; naturales y

M}, un subconjunto infinito de N tal que (A, By)nen, 1o tiene subsucesiones
convergentes en todos los 2* posibles conjuntos de la forma

k
() en,An,- (3.8)
j=1
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La razén de tomar 2¥ conjuntos es debido a que €n; = 1 paratoda 1 < j < k.

Sea k = 1. Consideremos X; = S, por hipétesis (A,, By)neny NO tiene
subsucesiones convergentes en X; y por el Lema 3.2.16 existe n; € Ny M,
subconjunto infinito de N tal que (A, By )nen, no tiene subsucesiones conver-
gentes en X (A, = Apn, ni en Xy B,, = B,,. Es decir, la afirmacién es
cierta para k = 1.

Supongamos que la afirmacion es cierta para k, probaremos que es cierta
para k+ 1. Claramente los 2* conjuntos dados en (3.8) son todos disjuntos pues
A, B, = 0 para todan € N, ademds por hipétesis de induccién (A, By, )nen,
no tiene subsucesiones convergentes en estos mismos, por lo que podemos apli-
car el Lema 3.2.16 para el caso [ = 2F y obtenemos que existe nj,; natural tal
que Ny < ng < ... < np < ngpy1 y My, subconjunto infinito de My tal que
(A, Bn)nenm,,, no tiene subsucesiones convergentes en

k k

ﬂ €n; An, ﬂ Ay ni en ﬂ €n;An, ﬂ Bri

j=1 j=1

para todo €,, = +1 y 1 < j < k. Es decir la afirmacioén es vdlida para k + 1y
por tanto es cierta para toda k£ € N.
Finalmente sean M = {ny,noy,...} y G, B C M finitos tales que G| B = 0.

Supongamos que
(ﬂ An) N (ﬂ Bn> =) (3.9)
neG neb

Sea G ={l1,...,lm} y B={s1,...,8}. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que l; < ... <l, < s < ...< s ademas claramente existe k € N tal
que ng < ... <ly <...< s <...<ng Larelacion (3.9) también implica
que

k

j=1

k
An, () B, = 0.
j=1

El punto 3. de la Proposicién 3.2.15 nos dice que (A, By,)nen, converge en
ﬂ;?:l Ay, ﬂle By, 1o cual es una contradiccién a la afirmacién. Por tanto
(As, Bn)nenm es independiente. O

La siguiente proposicion nos da una condiciéon necesaria para saber cuando

una sucesiéon de funciones uniformemente acotada es estrictamente equivalente
a la base canonica de /.
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Proposicién 3.2.18. Sean S un conjunto no vacio y (fn)nen una sucesion
uniformemente acotada de funciones definidas en S con valores reales. Supon-
gamos que existen r,0 € R con § > 0 tal que al considerar los subconjuntos de
S dados por

Ap={x €S| fulz) >d+r1} B,={x €S| fulz) <r}

para toda n € N, la sucesion (A, Bp)nen resulta independiente. Entonces
(fu)nen es estrictamente equivalente a la base candnica de (' con la norma
del supremo.

Demostracion. Sean ¢y, ..., ¢, € R tal que |[(¢;)P |1 = > iy ai| = L.
Consideremos los subconjuntos finitos de N dados por G = {i € N | ¢; > 0}

y B ={i e N|¢ <0}, estos conjuntos son tales que ambos son distintos del

vacio o uno de los dos es vacio y el otro no. Supongamos que G # 0 y B # ().
Dado que (A, B,)nen es indepediente, existen x,y € S tal que

T € (QA) N (DB Bi> y e (DB Ai) N (@ Bi) . (3.10)

Por definicién de los B, sabemos que f;(z) < r para todo i € B, més atin
c;fi(x) > ¢r = |¢|(—r) para toda i € B. Sumando sobre todos los i € B

obtenemos que
D cifi(z) > el (—r). (3.11)
icB icB
Por definicién de los B,, sabemos que f;(y) < r para todo i € G, més atin
¢;fily) < ¢y por tanto —c¢; f;(y) > —c¢;r = |¢;|(—r) para toda i € G. Sumando
sobre todos los ¢ € G obtenemos que

=Y afily) > lel(=r). (3.12)
icG ieG
De las relaciones (3.10), (3.11) y (3.12) podemos deducir que:

n

Y cafile) > Y lal 0+ 1)+ ) lal(-r)

i=1 €@ i€B
y también

_Zcifi(y) >Z‘Ci|(5+7a)+2|0i’(—7“)- (3.13)

i€B i€G
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Sumando las dos desigualdades dadas en (3.13) obtenemos

n

Zcifi

i=1

> (Zlcil(5+r)+2|ci|(5+r)) + (ZI@I(-THZICA(—T))

n

> Zczfz(x) — Zcifi(y)

i=1

2

i€ icB icB i€G
=(0+r)—r=0.
Por tanto |30, i fill . > & =237 |ci|. Claramente esta ltima desigualdad

también se cumple cuando ||(¢;)?,]|1 # 0. Por tanto usando el Corolario 2.6.3
se tiene que (f,)nen s estrictamente equivalente a la base canénica de /'
sélo basta ver los casos cuando G = ) y B # () o cuando G # ) y B = 0,
pero observemos que los argumentos anteriores siguen siendo verdaderos si
definimos la interseccion indexada sobre un conjunto vacio como S y la suma
sobre un conjunto vacio como cero. O

Definicién 3.2.19. Sean M un subconjunto infinito de N y (f,)nen una suce-
sion uniformemente acotada de funciones de valores reales definidas sobre un
conjunto S. Definimos

(M) = sup (limas fin(x) — Ly fru(2)) -

€S

Proposicién 3.2.20. Sean L y M subconjuntos infinitos de N. Si L esta casi
contenido en M entonces 6(L) < 6(M).

Demostracion. Sea L = {ly,ls,...} y M = {my,ma,...}. Dado que L esta casi
contenido en M entonces existe N € N tal que {l,,, l,11,...} C {mu, mpy1,...}
para toda n > N y por tanto

{fln(x)u fln+1($)> s } C {fmn(x>7fmn+1(x)7 t }

para todo n > N y para todo z € S. Tomando supremos obtenemos que

sup{ f1, (), fi, ., (%), ...} <sup{fi,.(2), fi,.,, (), ..}

para todo n > N. De donde deducimos que limy, fi(z) < limys fo ().
Andlogamente se prueba que lim; f;(x) > lim,, f,,(z). Por tanto

mLfl(x) _H_mLfl(x) < EMfm(x) _H_mem(I)

para todo z € S. Es asi que 6(L) < 6(M). O
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Lema 3.2.21. Euxiste ) un subconjunto infinito de N tal que para todo L
subconjunto infinito de N casi contenido en Q) se tiene que 5(L) = 0(Q).

Demostracion. Supongamos que no. Usando la Proposicién 3.2.20 tendriamos
que para todo ) C N infinito existe L C N infinito casi contenido en @) tal que
(L) <0(Q).

Sea w; el primer ordinal no numerable. La suposicién anterior nos per-
mitirfa construir por recursién transfinita una familia de subconjuntos de N
{N, | @ <w} con la propiedad de que para todo a@ < f < wy, Ny esta casi
contenido en N, y por tanto, §(Ng) < 6(N,).

Claramente 0 < §(M) para todo M subconjunto infinito de N por tanto,
la familia transfinita {§(N,) | & < w;} estd acotada inferiormente y por tanto,
tiene un infimo:

d = inf {5(N,)}.
a<wi
Sabemos que existe (v, )nen una sucesién de ordinales tal que § = lim,, o, (N, ).
Pero para (3 > sup,,cy ,,” se tiene que

0(Np) < 0(Na,)

para todo n € N. Es decir §(Ng) < 4, lo cual es una contradiccién pues ¢ es el
infimo. ]

Lema 3.2.22. Sean S un conjunto, (f,)52, una sucesion uniformemente aco-
tada de funciones de valores reales definidas en S que no tiene subsucesiones
puntualmente convergentes en S, (Q un subconjunto infinito de N que satisface
la conclusion de Lema 3.2.21 y 6 = @ > 0. Entonces existe M’ C @ infinito
y un numero racional r tal que para todo L C M’ infinito se tiene que existe

x € S que satisface
limp fi(z) > 6 +r Yy lim; fi(z) <.

Demostracion. Supongamos que no. Observemos primero que dado que (f,,)nen
no tiene subsucesiones puntualmente convergentes se tiene que (M) > 0 para
todo M C N infinito.

Sea 11,79, ... una enumeracién de los racionales. Afirmamos que para todo
k € N existe Ly C @ tal que Ly C Ly y para todo z € S

limg, fi(z) <0+re o lm; fi(z) > 7.

5Notamos que si a y 3 son ordinales, o < 3 si y s6lo si o C 3. Remitimos al lector que
desee profundizar sobre este tema a [18].
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Sea k = 1. Definimos Ly = (), como estamos suponiendo que el resultado es
falso se tiene que existe L1 C @ tal que para todo x € S se cumple que

ELlfl(x) <d+nr 0 lim; fi(z) > ry.

Supongamos el resultado cierto para k, dado que L; C () y por nuestra supo-
sicion existe Ly, 1 C Ly tal que para toda z € S

mLk+1fl(l’) S 0 + Tk+1 o H_mLkJrlfl(x) Z Tk+1-

Es asi que nuestra afirmacion es cierta.

El argumento anterior define por inducciéon una sucesién decreciente de
subconjuntos infinitos de @), Ly D Ly D ... D Ly .... Tomemos para cada k €
N, Iy € Ly y consideremos L = {ly,ls,...}. Claramente L estd casi contenido
en L para todo k € N y por tanto

lmpfi(e) <o+me o limgfi(z) 2. (3.14)

para todo k € N y para todo x € S

Sabemos que L es un subconjunto infinito de @) y @) satisface la conclusién
del Lema 3.2.21, por lo tanto §(L) = 6(Q) = 26. Sea € = 2, usando la definicién
de §(L) obtenemos que

limy fi(x) — limy fi(z) > 6(L) — e.

Denotemos por a = limy fi(z) y b = lim, fi(z). La desigualdad anterior se
puede expresar como
a>20—e+b>b.

Dado que los racionales son densos podemos tomar un racional r tal que r > b
yr—b+5<25—e:%5. Por lo tanto

b<r<r+d=(r—>0+0+b<2i—e+b<a.

Es decir a > 0 +r y b < r, lo cual contradice a la desigualdad dada en
(3.14). O

A continuacion enunciamos los teoremas principales de esta seccion.

Teorema 3.2.23. Sean S un conjunto distinto del vacio y (fn)nen una su-
cesion uniformemente acotada de funciones de valores reales definidas en S.
Entonces existe una subsucesion (fn, )ken de (fn)nen tal que satisface una de
las siguientes propiedades:
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1. (fn,)ken converge puntualmente en S.

2. (fu.)ken es estrictamente equivalente con respecto a la norma del supre-
mo a la base canonica de (*.

Demostracion. Supongamos que la primera posibilidad no es cierta. Es decir,
para toda ( f,, )ken subsucesion de (fy,)nen, (fn, )ken DO converge puntualmente
en S. Por el Lema 3.2.22 existen M’ C (@) infinito y 7 un numero racional tal
que para todo L C M’ infinito existe x € S tal que

limy fi(z) >0 +r y lim, fi(x) <.
Abusando de la notacién tomemos n € M’ y consideremos
A, ={z €S| fulx) >0+71} B,={zx eS| fu(x) <r}.

Sea L un subconjunto infinito de M’. Sabemos que existen {l,ls,...} y {l{,15,...}
subconjuntos de L tal que

kh'm fi,(z) =lmpfi(z) > 6 +r y kh'm Ju (x) = lm, fi(z) <.

Lo anterior implica que x pertenece a una cantidad infinita de A,/s y a una
cantidad infinita de B, Es decir (A, B,)ner no es convergente en S. Por
tanto la sucesién de subconjuntos de S dada por (A, By, )nem 10 tiene subsu-
cesiones convergentes. Aplicando el Teorema 3.2.17 a esta sucesion® obtenemos
que existe M C M’ infinito tal que (A,, B,)nen €s independiente.

Por tanto de la Proposicién 3.2.18 deducimos que (f,)nenr €s estrictamente
equivalente a la base canonica de ¢!, O

Teorema 3.2.24 (Rosenthal). Sea (x,)22, una sucesion acotada en un espa-
cio de Banach X. Entonces existe (T, )72, una subsucesion de (x,)5>, que
satisface una y solo una de las siguientes dos alternativas:

1. (xp,)52, es débilmente de Cauchy.
2. (zn,)i2, es estrictamente equivalente a la base candnica de (*.

Demostracion. Sea M > 0 tal que ||z,[ < M para todo n € N, denotemos por
B* ={z* € X* | ||z*] < 1}.

6 Aunque el Teorema 3.2.17 se demostré para N es facil ver que tambien es cierto para
cualquier subconjunto infinito M de N.
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Para todo n € N, definimos f,, : B* — R dada por

fa(z®) = C(x,)(x"),

para todo z* € B* y donde C' es el encaje canénico de X en X**. Claramente
fn es lineal y continua para todo n € N ademas

()] = |2 (zn)| < ™[ ln]] < fl27([M,

para todo n € N y todo x* € B*. Por tanto el Teorema del acotamiento
uniforme nos dice que existe M; > 0 tal que

[ fall < M

para todo n € N. Aplicando el Teorema 3.2.23 a S = B* encontramos (f,,, )32,
subsucesion de (f,,)22; que satisface uno de los dos siguientes casos:

1. (fn,)52, converge puntualmente en B* y por tanto también converge
puntualmente en X* es decir

lim f,, (z*) = lim 2 (z,, ).
k—o0 k—o0

existe para todo 2* € X*. Por lo cual (z,, )52, es débilmente de Cauchy.

2. (fn, )35, es estrictamente equivalente a la base candnica de ¢!, es decir
existe 0 > 0 tal que

n k
Yl < > e,
i=1 =1

para todo ¢y, ..., ¢, € R. Es decir (z,,)7, es estrictamente equivalente
a la base canénica de /.

k

Z cifni

i=1

]

Observacién 3.2.25. El que (x,, )3, satisfaga 1. 6 2. pero no ambas se debe
a que la base candnica de ¢ no es débilmente de Cauchy, pues si lo fuera
usando que (' es c.s.d. tendriamos que la base canonica de (' seria débilmente
convergente, lo cual no es cierto.

Corolario 3.2.26. Un espacio de Banach X contiene un subespacio isomor-
fo a 0* siy sélo si existe (x,)°°, una sucesion acotada en X que no tiene
subsucesiones débilmente de Cauchy.
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Demostracion. <] Sea (x,)22; una sucesién en X que no tiene subsucesiones
débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal existe (z,,)7, que es
estrictamente equivalente a la base candnica de ¢! y por tanto por la Proposi-
cién 2.6.2 [z,,] es isomorfo a ¢'.

=] Supongamos que existe un subespacio cerrado Y de X isomorfo a (!,
si f: 0" — Y denota el isomorfismo, sea z,, = f(e,) para todo n € N donde
(€,)22, es la base canénica de (.

Si existe (x,, )7, subsucesion de (z,,)2, débilmente de Cauchy entonces
también (f~!(x,, )3, subsucesién de (e,)S2; serfa débilmente de Cauchy y
como /' es c.s.d se tendria que (f~'(z,,))52,, subsucesiéon de (e,)2,, serfa

n=1»
débilmente convergente lo cual es una contradiccién. O

Corolario 3.2.27. 5 X es un espacio de Banach c.s.d. entonces X es reflexivo
o contiene un subespacio isomorfo a (*.

Demostracion. Sea B = {x € X | ||z] = 1}, si (2,)52; es una sucesién en B
entonces por el Teorema de Rosenthal existe (z,, )52, subsucesién de (x,)5,
que satiface una de las dos siguientes posibilidades:

1. (zn, )72, es débilmente de Cauchy y por hipétesis existe x € X tal que
T, = 2. Por tanto el Teorema de Eberlein-Smulian implica que B es
débilmente compacto por lo cual X es reflexivo.

2. (2,,)%2, es estrictamente equivalente a la base canénica de ¢! y por lo
tanto [x,,] es isomorfo a (.

]

Corolario 3.2.28. Si X es un espacio de Banach con la propiedad de Schur
entonces todo subespacio de X de dimension infinita contiene un subespacio
isomorfo a (*.

Demostracion. Si X tiene la propiedad de Schur entonces es c.s.d. Si Y es un
subespacio de X de dimensién infinita entonces también Y tiene la propiedad
de Schur y por el Corolario 3.2.27 se tiene que Y es reflexivo o Y contiene un
subespacio isomorfo a ¢!, pero si Y es reflexivo usando que Y es de Schur se
tendria por el Corolario 3.2.7 que Y es de dimensién finita lo cual no puede
ser. Por lo tanto Y contiene un subespacio isomorfo a ¢! O
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3.3. La caracterizacion de Richard Haydon.

Basandose en los resultados obtenidos por Rosenthal se puede obtener otra
caracterizacion de espacios de Banach que contienen a ¢!, s6lo que esta vez los
resultados son un poco méas geométricos. Comenzamos demostrando un lema
que da una condiciéon necesaria para que un espacio de Banach contenga un
subespacio isomorfo a ¢!.7

Lema 3.3.1. Sean (X, || ||) un espacio de Banach, S un subconjunto no vacio
y acotado de X*, ¢ € X** yr,d numeros reales con 6 > 0. Supongamos que si
U es un conjunto débil* abierto tal que SNU # (), entonces existen £,n en la
cerradura débil* de la envolvente convexa de S NU tales que

¢§) >0+ o(n) <.
Entonces X contiene un subespacio isomorfo a ¢*.

Demostracion. Probaremos por induccion que para todan € N existen x1,...x, €
X tal que al considerar los conjuntos

A ={CeS|Cla;)>d+71} B ={CeS|(x:) <r}

para toda ¢ = 1,...,n, se tiene que

VIM,N)= () Ann () B.#0

meM neN

para todo M y N subconjuntos disjuntos de {1,...,n}.

Dado que X* es débil* abierto, por hipétesis existen £, 1 € conv(S N X*) =
conv(S) " tal que
P&) >0+ ¢(n) <.

Denotemos por B = {z € X | ||z|| = 1} y B™ = {f € B* | ||f|| = 1}
sabemos que C(B) = B** donde C es el encaje canénico® . Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que ||¢|| = 1, consideremos

ea=0¢&) —0+7r)>0 e =1 — ¢(n) > 0.

"Véase [14].
8Obsérvese que se considera la cerradura débil* de C(B) con respecto a la topologia
débil* de X**.
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Claramente Uy = {f € X™* | [(f=¢)(§)| < e}y Us = {f € X [|(f=9)(n)] <
€2} son ambas vecindades débil* de ¢. Pero ¢ € B** y C(B) es débil* denso

en B** por lo tanto existe x1 tal que ||z{|| =1=||¢] y

|71(8) = ()] < d(&) = (0 +7) [21(n) — ()| <7 = o(n),

de donde deducimos que

E(z1) >0+ n(xy) <.
Afirmamos que
A ={CeS () > 547} 40 Bi={CeS|m)<r}£0.
Supongamos que A; = 0, dado que & € W(S)* entonces existe ($,)%

sucesion en conv(S) tal que

lim s, (z1) = &(1).

n—oo

Pero s,, = 2?21 QinSin donde a;, > 0y s;,, € S para toda i con Zfﬁl i =1y

dado que A; = () entonces s;,(z1) < § +r y por lo tanto

kn
Sn(T1) = Zainsm(xl) <4+

=1

para todo n € N. Tomando limites de ambos lados cuando n — oo obtenemos
que &(x1) < d+r lo cual es una contradiccién. Andlogamente By # (), es decir
la afirmacién es cierta para n = 1.

Supongamos que es cierto para n = k, es decir que existen zq,...,x; € X
tal que V(M,N) # () para cualesquiera subconjuntos M y N disjuntos de
{1,...,k}.

A continuacién demostraremos que A; y B; es débil* abierto en S para
todas=1,... k.

Sea i € {1,...,k}, por hipétesis de induccién A; # @) denotemos por U, =
{z* e X* | |(( —2*)(x;)| < ((z;) — (0 +r)} para todo ¢ € A;, claramente U,
es una vecindad débil* de . Ademds un razomamiento sencillo muestra que

A= JUns
CeA;

y por lo tanto A; es débil* abierto en S, analogamente B; es débil* abierto en
S paratodoi=1,...,k.
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Recordando que la interseccién finita de subconjuntos débil* abiertos es
débil* abierta, deducimos que V(M, N) es débil* abierto en S, es decir para
todo M y N subconjuntos de {1,...,k} existe Uy débil* abierto tal que

0 #V(M,N)=UynnS.

Usando la hipétesis de este Lema concluimos que existe (M, N),n(M,N) €
conv(V (M, N)) tal que

P(E(M,N)) >0 +r ¢(n(M,N)) <.
De igual forma al caso n=1 consideremos
ey = GEM,N)) = (6+7) >0 oy =1 = ¢(n(M,N)) >0

para toda pareja M, N de subconjuntos disjuntos de {1,...,k}.
Claramente los conjuntos

Vi ={f € X7 [ [(f = ¢)(§(M, N))| < enrn}

Wun ={f € X7 [ [(f —=&)(n(M,N))| <6(M,N)}

son vecindades débil* de ¢ para todo M, N subconjuntos disjuntos de {1,...,k}.
Si suponemos que ||¢|| = 1 entonces dado que C'(B) es débil* denso en B** se
tiene que existe x,11 € X tal que ||z,11|| = 1 = ||¢]| y también

|[Zn 1 (§(M, N)) = ¢(E(M, N))| < ¢(£(M, N)) = (6 +7)

|01 (n(M, N)) = ¢(n(M, N))| <7 — ¢(n(M, N))

para todo M, N subconjuntos disjuntos de {1, ..., k}.
Por tanto

(M, N)(pt1) > 6+ N(M,N)(@ps1) <7

para todo M, N subconjuntos disjuntos de {1,...,k}.
Un argumento similar al que se hizo para probar que Ay # 0y By # 0
muestra que

At NV (M, N) # 0 Bpi1 NV (M, N) # 0.

Es decir la afirmacién es cierta para k 4+ 1 y por lo tanto es cierta para todo
n € N.
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Ahora consideremos la sucesion (Z,,)%2; en X** la cual es acotada ya que
[Znll = llznll = lI¢ll para todo n € N.
Si consideramos los conjuntos

A ={Ce€S|((xy) >6+r1} B, ={C€ S| ((zn) <1}

los pérrafos anteriores muestran que la sucesién (A,, B, )nen es linelamente
independiente y por tanto por la Proposicién 3.2.18 se tiene que (7,)22; es
estrictamente equivalente a la base candnica de ¢! y dado que C el encaje
canénico es una isometria, (z,)%; sucesion en X también lo es. Es decir [z,]
el subespacio cerrado generado por la sucesién (z,,)°, es isomorfo a ¢*. [

A continuacion el teorema principal de esta seccion.

Teorema 3.3.2 (Haydon). Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. X no contiene subespacios isomorfos a (1.

2. Para todo C subconjunto de X* débil* compacto y convexo se tiene que:

C = conv(extC).

3. Para todo T subconjunto débil* compacto de X* se tiene que

W*

conv(T) = conv(T).

Demostracion. 1. = 2.] Sea C' un subconjunto débil* compacto y convexo de
X* y supongamos que

C # conv(extC).
Usando que todo conjunto débil* cerrado es débil cerrado obtenemos que

—wx = wx?

C=0"=0" =C"=C
es decir C' es cerrado. Es asi que se tiene la siguiente contencion
conv(extC') C C.

Por lo tanto de nuestra suposicién se deduce que existe xg € C y xy ¢
conv(ext('). Por el Teorema 1.8.13 existe f € X* y v € R tal que

fzo) <v < fly)
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para todo y € conv(ext(C'). Sean ¢ = —f y # = —~, las desigualdades anteriores
muestran que

p(xo) > B> sup  p(y) = sup »(y)
yeconv(extC) yE€extC

pero como zy € C' se tiene que

sup p(z) > sup ¢(y). (3.15)
zeC yeextC

Sin pérdida de generalidad supongamos que 1 = sup, .- ¢(x). Por el Teorema
de Bishop-Phelps podemos suponer que ¢ es tal que existe & € C tal que

@(f) = SUP,cc 90($), y por tanto
F={{eC|pE=1}#0.

Ahora probaremos que F' es una cara de C. Claramente F' es convexo, sean
r1,r9 € C'tal que existe 0 < \g <1y

o1 + (1 — )\0)1’2 e F. (316)

Supongamos que z1 ¢ F 6 xo ¢ F, entonces ¢(x1) < 16 ¢(x2) < 1, suponga-
mos que ¢(x1) < 1 por tanto

P(Aoz1 + (1 = Ao)x2) = Aop(x1) + (1 = Ao)p(2) < Ao + (1 — Ao)p(72)

<X+ (=X =1

lo cual es imposible por (3.16), andlogamente si ¢(x2) < 1 se llega a la misma
contradiccién, es decir xq, x5 € F. Finalmete, sea 0 < A < 1 entonces

oAz + (1 = N)z2) = Ap(z1) + (1 = Np(z2) = A+ (1 =) =1

es decir F' es una cara de C.

Sea K = F y denotemos por F = extK, los dos equipados con la to-
pologia débil*. Afirmamos que £ N F = (), si no fuera asi podemos tomar
¢ € ENF, tomemos x1, x5 € C tal que

_.Z‘1+l’2
§= 5

Dado que 0 < % < 1y F es una cara de C' se tiene que x,29 € F C K,

pero £ € E y por como se defini6 E obtenemos que x; = & = x5. Es decir ¢
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es un punto extremo de C'y por (3.15) se tiene que p(§) < 1 lo cual es una
contradiccién pues £ € F, y por tanto p(§) < 1 para todo £ € E.

Consideremos I, = {€ € E | ¢(£§) < 1— L} para todo n € N. Es fdcil ver
que E = ;2 I, ademds por el Teorema 1.8.26 E es un espacio de Baire y
por tanto existe N € N tal que Ey = In"" N E tiene interior relativo a E no
vacio, es decir existe S débil* abierto en F tal que S C Ely.

A continuacién trateremos de probar que son ciertas las hipdtesis del Lema
331con S, ¢, r=1—15yd=sx.

Sea V' débil* abierto en X* con VNS # (), es asi que podemos tomar
10 € VNS, pero S es débil* abierto en E, por lo cual existe O débil* abierto
en X* tal que S = O N E. Claramente VN O N K es una vecindad de x( en
K, x4 es un punto extremo de K y también K es débil* compacto y convexo
por lo cual la Proposiciéon 1.8.20 nos dice que existe una rebanada de K de la
forma WN K, con W ={¢ € X*|{(x) > a} para algunos z € X y a € R tal
que

20 eWNKCVNONK,

si en la contencién anterior intersectamos ambos lados con E, deducimos que
DAWNECVNS. (3.17)

Ahora, dado que F' es débil* denso en K, existe §, € W N F' y claramente
tenemos dos casos, que & € conv(W N E) o que & ¢ conv(W N E)" .

Si pasara que & € conv(W N E)  entonces por (3.17) tendrfamos, deno-
tando por £ = &, que £ € conv(V N S)Wk y ademds, como & € F, p(§) =1 >
l— g =06+T7.

En caso contrario, supongamos que & € K\ conv(W N E) " lo cual implica

que & no es un punto extremo de K, y por la Proposicion 1.8.16 existen
¢, ¢ € K distintos entre si y distintos de §, y 0 < A < 1 tales que

=AM+ (1 —=X)C. (3.18)
Consideremos los siguientes subconjuntos de K:
conv(W N E)" y conv(E\ W)"".

———w*
Observemos primero que £ y ¢ no pueden estar ambos en conv(E N W)

. , T S L T W
pues como este conjunto es convexo tendriamos que & € conv(ENW)  lo
cual no es cierto, también tenemos que £ y ¢ no pueden pertenecer ambos
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D e ————
a conv(E \ W)  pues si esto fuera cierto se tendria que existen ()%, vy
(8,)22, sucesiones en conv(E \ W) tales que

lim «a,(x) = £(x) lim (,(x) = ((x),
mas aun para todo n € N podemos escribir «,, = f | a; 51 y Bn = Zz L bty

donde ky, I, son naturales, 1" a? = 2" 0P =1y s, t* € E\W. De lo an-
terior podemos deducir que {(z) < ay ((x ) < a, usando (3.18) se tendria que
&o(x) < alo cual es una contradiccién pues & € W. Por tanto como §,( € K =
conv(E)w* =conv((ENW)U (E\ W))w* deducimos que ¢ € conv(E N W) "
y ¢ €conv(E\W) o econv(ENW)" y&econv(E\W)' sin perdida
de generalidad supongamos el primer caso, de donde obtenemos que ((z) < «
y por tanto de (3.18) debe pasar que 0 < A < 1, pues si A = 1 entonces & = &
lo cual no es el caso y si A = 0 entonces { = (¢ lo cual es imposible pues
&o(r) > «, por tanto como F' es una cara £ € F De nueva cuenta por (3.17)
¢econv(V NS) yademss p(é) =1>1— =4 + r.

Ahora probaremos que A ={n € S| p(n ) < 1 — <} es débil* denso en S.

Sease SyUr={neS||(s—n)(y)|l <e}una vecindad de s débil* abierta
en S, como S es débil* abierto en E existe Us = {n € E | [(s — n)(y)| <
€aVi = 1,...,n} una vecindad de s débil* abierta en F tal que Uy C S.
Sea U3 = {n € E | |(s —n)(y;)| < méx{ey, e} Vi = 0,1,...,n}, claramente
Us C Uy C S, ademés Us es una vecindad de s débil* abierta en E y como
s € Ey tenemos que existe n € Us N [y por tanto, 1) € S, (s —n)(yo)| < ex @y
¢(n) <1—+ de donden € UyN A, por lo cual s € A" y porlo tanto S C A"
y asi hemos probado que A es débil* denso en S, lo cual implica que existe
neVnsS Cconv(V N S)w* tal que p(n) <1 — % = r. De esta forma hemos
probado que las hipdtesis del Lema 3.3.1 se satisfacen y por tanto X contiene
un subespacio isomorfo a ¢'.

2. = 3.] Dado que todo subconjunto débil* abierto de X* es abierto respec-
to a la topologia de la norma, deducimos que todo subconjunto débil* cerrado
de X™ es cerrado con respecto a la topologia de la norma.

Sea T un subconjunto débil* compacto de X*, sabemos que

conv(T') C conv(T)

*

y por el parrafo anterior tenemos que

conv(T) C conv(T)"

Ahora como T' es débil* compacto, por el Teorema 1.8.17 obtenemos que

ext (COHV(T)w*> cT
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Pero tambien A = conv (7)) " es débil* compacto y convexo, por lo cual nuestra
hipétesis nos dice que

Wk

conv(T) = A = conv (ext(A)) C conv(7T).

Es asi que

conv(T)" = conv(T).

3. = 1.] La demostracién de esta implicacién esta fuera del alcance de
esta tésis puesto que hace uso de conceptos y resultados no mencionados has-
ta ahora en este trabajo, sin embargo hemos decidido poner la demostracién
que presenta Richard Haydon en [14] para dar una idea de los temas que se
necesitan para entenderla.

Supongamos que existe j : ¢! — X un encaje, y sea u : £* — C0,1] un
mapeo cociente. Denotemos, como es usual, por 6(t) la medida en

M[0,1] = C[0, 1]*

que vale 1 en el punto ¢ € [0, 1]. Entonces la cerradura débil* de la envolvente
convexa de §[0, 1] contiene todas las medidas de probabilidad en M0, 1], mien-
tras que la cerradura en norma de la envolvente covexa de 9]0, 1] contiene sola-
mente medidas atémicas, es decir esta contenido en £'[0,1]. Sea S = u*§[0, 1],
que es débil* compacto en /** = >, de esta forma

conv(S) # conv(9).

Finalmente, sea T' cualquier subconjunto débil* compacto de X* tal que j*(7') =
S, entonces

*

J* <conv(T)¢> = conv(S)

pero tambien

J* (conv(T)) C conv(S)

lo cual implica que conv(T) # conv(T). O

3.4. Algunos resultados recientes.

Para concluir este trabajo incluimos una lista de equivalencias para que un
espacio de Banach contenga un subespacio isomorfo a ¢!. Esta lista est4 tomada
de un articulo muy reciente de Rosenthal | véase [26], que ha sido enviado para
su publicacion al Israel Journal of Mathematics en el 2007.
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Nuestro interés no es presentar la demostracion del teorema que se enuncia
en seguida, de hecho esta fuera del marco de la tesis, si no redondear el trabajo
realizado aqui y mostrar las posibles lineas de investigacion que a partir del
tema tratado se han abierto.

Antes de enunciar el teorema es necesario dar algunas definiciones y nota-
ciones importantes.

SiT : X — Y es un operador, entonces decimos que T es compacto si
para todo A subconjunto acotado de X se tiene que T'(A) es relativamente
compacto, es decir T'(A) es compacto, ademas T es llamado de Dunford-Pettis
cuando para todo A subconjunto débilmente compacto de X se tiene que T'(A)
es compacto con la norma de Y. Un subconjunto acotado W de X* norma de
manera isomorfa a X si existe un numero real C' tal que

|z]| < C sup |w(z)]
weW

para todo x € X. Cuando C' =1y ||w|| = 1 para todo w € W decimos que W
norma de manera isométrica a X.

Una funcién f discontinua entre dos espacios métricos es de la primera
clase de Baire si f es el limite puntual de una sucesién de funciones continuas,
si f es real y definida en K, un espacio métrico compacto, decimos que f es
universalmente medible cuando f es medible con respecto a la complecion de
cualquier medida de Borel en K. Finalmente denotamos por ¢ la cardinalidad
de 2% es decir ¢ = |2N0}.

Teorema 3.4.1. Sea (X, || ||) un espacio de Banach. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. No existe un subespacio de X isomorfo a (*.

2. Toda sucesion acotada de elementos en X tiene una subsucesion débil-
mente de Cauchy.

3. Clualquier operador integral de Y a X* es compacto, para todo Y espacio
de Banach.

4. Cualquier operador integral de (* a X* es compacto.
5. Cualquier operador integral de X* a X* es compacto.

6. Cualquier operador integral de X a'Y es compacto, para todo Y espacio
de Banach.
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10.

11.

12,
13,
1.
15,
16.
17,

18.

19.

20.

Cualquier operador integral de X a X* es compacto.
Cualquier operador de L' a X* es Dunford-Pettis.

Cualquier operador Dunford-Pettis de X a Y es compacto, para todo
espacio de Banach'Y .

Cualquier subconjunto débil* compacto y convero de X es la cerradura
en norma de la envolvente convexa de sus puntos extremos.

Si K es un subconjunto débil* compacto de X* que mnorma de manera
isomorfa a X, entonces [K] = X*. Donde [K] es el subespacio cerrado
generado por K.

St ademds X es separable, también se tienen las siguientes equivalencias:
Cualquier familia incondicional en X* es numerable.

Cualquier familia incondicional en X* tiene cardinalidad menor que c.
B(X*, () tiene cardinalidad c.

B(X™) tiene cardinalidad c.

X** tiene cardinalidad c.

X** tiene cardinalidad menor que 2°.

Si K es un subconjunto débil* compacto de X*, (x,)5°, es una suce-
sion acotada en X y consideramos (7,)2 la sucesion en K* dada por
ZTn(k) = k(x,) para todo k € K y todo n € N, entonces cualquier punto
de acumulacion puntual de (7,)2, es de la primera clase de Baire.

Existe un subconjunto K débil* compacto de X* que norma de manera
isomorfa a X* tal que si (x,)2, es una sucesion acotada en X, entonces
(Tp)22, tiene un punto de acumulacidn puntual que es universalmente
medible en K.

Existe un subconjunto K débil* compacto de X* que norma de manera
isomorfa a X* tal que si (x,)5, es una sucesion acotada en X, enton-
ces la cardinalidad del conjunto de puntos de acumulacion puntuales de

oo ;
(Zn)22, en K es menor que 2°.
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