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DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

Algunas caracterizaciones de
espacios de Banach que

contienen a `1

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE

MATEMÁTICO
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Introducción

Los espacios c0 y `1 son de gran importancia en las cuestiones relativas a
bases en espacios de Banach y a la teoŕıa de espacios isomorfos. En esta tesis
nos concentraremos en el espacio `1 y en un tema muy particular relacionado
con éste, a saber, cuando es que un espacio de Banach arbitrario contiene un
subespacio isomorfo a él.

Este problema ha sido central en el desarrollo de la teoŕıa de espacios
de Banach. Relacionado con él, un problema que permaneció abierto durante
mucho tiempo fue el siguiente: ¿Todo espacio de Banach de dimensión infinita
tiene un subespacio isomorfo a c0 o `p para alǵun 1 ≤ p <∞ ? Este problema
data desde la publicación en 1932 del libro [3] de Banach.

Ahora bien, Banach probó en 1932 que si un espacio dual X∗ es separable,
el espacio X lo es también, y es un resultado conocido que la implicación
contraria no es válida en general pues existen espacios separables con dual no
separable. El ejemplo clásico de esto es `1.

Por otro lado, en 1950 R. C. James probó en [15] queX∗ no es separable siX
contiene un subespacio isomorfo a `1. Es posible que Banach haya vislumbrado
ya este resultado pues en 1923, también en [3] plantea el siguiente problema:
Dado un espacio de Banach separable tal que su dual no es separable, ¿existe
en X una sucesión acotada de elementos que no contenga ninguna subsucesión
débilmente de Cauchy? Este problema puede ser reenunciado de la siguiente
manera: ¿Un espacio separable de Banach contiene un subespacio isomorfo a
`1 si y sólo si su dual es no separable? Para poder expresar en estos términos
al problema de Banach es necesario contar con el Teorema de Rosenthal, cuya
demostración es el objetivo central de la sección 2 del caṕıtulo 3.

Este problema fue resuelto de manera negativa por James en 1974 en [16]
quien presentó un contraejemplo. Sin embargo, en 1950 James mismo hab́ıa
demostrado que si el espacio de Banach teńıa una base incodicional enton-
ces el problema teńıa una respuesta positiva: Un espacio de Banach con base
incodicional no contiene copias de `1 o c0 si y sólo si es reflexivo.

Finalmente en 1974 Tsirelson contestó de manera negativa el problema
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Introducción

original al construir un espacio de Banach reflexivo con base incodicional que
no contiene ningún subespacio isomorfo a c0 o `p para 1 ≤ p < ∞. En la
sección 1 del caṕıtulo 3 presentamos brevemente este resultado, y en vista de
este hecho nos preguntamos cuándo es que un espacio de Banach contiene un
subespacio isomorfo a `1. Esta es la pregunta central de esta tesis y nuestro
objetivo es proporcionar algunas posibles respuestas como lo son el teorema
de Rosenthal y el teorema de Haydon, cuyas demostraciones constituyen el
objetivo fundamental del caṕıtulo 3 y de este trabajo.

Se ha tratado que la tesis sea lo más autocontenida posible y con este fin
se organiza de la siguiente manera: En el caṕıtulo 1 presentamos los conceptos
y resultados fundamentales para el resto del trabajo como lo son, la defini-
ción de espacio de Banach, subespacio, espacios cociente, y transformaciones
lineales entre estos, además de algunos de los teoremas más importantes rela-
tivos a espacios de Banach como lo son el de Hahn-Banach, del acotamiento
uniforme, de la grafica cerrada y el de Eberlein-Smulian, además introducimos
los conceptos de topoloǵıas débiles y débiles*. La última sección del caṕıtu-
lo 1 está dedicada a estudiar los conceptos de convexidad, punto extremo y
los teoremas de Krein-Milman y Bishop-Phelps, los cuales son necesarios para
entender el teorema de Haydon.

El capítulo 2 está dedicado al concepto de bases de Schauder para espacios
de Banach y a los distintos tipos de éstas. El caṕıtulo 3 es la parte culminante
de la tesis, como ya habiamos mencionado en él tratamos de manera detallada
los articulos [24] y [14] de Rosenthal y Haydon respectivamente, finalmente en
la ultima sección del capitulo 3 incluimos una lista actualizada de las diferentes
caracterizaciones que se pueden dar de espacios de Banach para que estos
contengan subespacios isomorfos a `1.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo daremos las definiciones elementales que servirán como
base para este texto. Empezamos con la definición de espacio de Banach, objeto
fundamental en el Análisis.

1.1. Espacios de Banach.

Definición 1.1.1. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, ‖ ‖) com-
pleto con respecto a la distancia inducida por la norma ‖ ‖.

En esta tesis sólo consideraremos espacios de Banach sobre R, al menos
que se indique lo contrario en algun resultado.

EJEMPLOS:
Todos los siguientes espacios vectoriales son de Banach.

1. Rn para n ≥ 1 con norma

‖(x1, . . . , xn)‖n =

√√√√ n∑
i=1

x2
i ,

para todo (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

2. El espacio C[a, b] con la norma dada de la siguiente manera

‖f‖∞ = máx
t∈[a,b]

|f(t)|,

para f ∈ C[a, b] es un espacio normado.



1.1 Caṕıtulo 1. Preliminares

3. El espacio B[a, b] = {f : [a, b]→ R | f es acotada} con la norma

‖f‖∞ = sup
t∈[a,b]

|f(t)|,

para f ∈ B[a, b].

4. `p, para 1 ≤ p <∞ con norma

‖(xn)∞n=1‖p = (
∞∑
n=1

| xn |p)1/p,

para (xn)∞n=1 ∈ `p.

5. De igual forma `∞ con la norma

‖(xn)∞n=1‖∞ = sup
n∈N
|xn|,

para (xn)∞n=1 ∈ `∞.

6. c0 con norma
‖(xn)∞n=1‖∞ = sup

n∈N
|xn|,

para (xn)∞n=1 ∈ c0.

7. c00 = {(xn)∞n=1 ∈ c0 | xn = 0 para casi todo n ∈ N} con norma

‖(xn)∞n=1‖∞ = máx
n∈N
|xn|,

para (xn)∞n=1 ∈ c00.

8. Sea ([a, b],B[a,b], λ) un espacio de medida donde λ es la medida de Lebes-
gue. Si f y g son dos funciones Lebesgue medibles definimos la relación
v como f v g si y sólo si f = g casi donde quiera (a.e.). Denotando por
convención a la clase de f por f := f . Obtenemos aśı el espacio vectorial

Lp =

{
f = f |

∫ b

a

|f |p <∞
}
,

es un espacio de Banach con norma

‖f‖p =

(∫ b

a

|f |p
)1/p

,

para f ∈ Lp.
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Caṕıtulo 1. Preliminares 1.2

Sin embargo, es importante notar que no todo espacio normado es de Ba-
nach, un ejemplo es C[a, b] con una norma distinta a la definida anteriormente,
a saber si f ∈ C[a, b]

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(t)|dt.

1.2. Subespacios y bases de Hamel.

Dado (X, ‖ ‖) un espacio normado decimos que Y es un subespacio nor-
mado o simplemente subespacio de X si Y es un subespacio vectorial de X
con norma la restricción de la función ‖ ‖ a Y . Si X es de Banach esto no im-
plica necesariamente que cualquier subespacio normado Y sea de Banach, un
ejemplo se obtiene al tomar X = B[a, b] con la norma ‖ ‖1 y como subespacio
Y = C[a, b].

La siguiente proposición, aunque enunciada en un caso más general, nos
dice cuando los subespacios de un espacio de Banach son de Banach.

Proposición 1.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y Y un subespacio
de X. Y es completo con respecto a la distancia restringida a Y si y sólo si Y
es cerrado en X.

Corolario 1.2.2. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y Y un subespacio de X.
Y es de Banach si y sólo si Y es cerrado en X.

Definición 1.2.3. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X sobre R,
decimos que A es linealmente independiente si {x1, . . . , xn} ⊆ A es linealmente
independiente para toda n ∈ N, es decir si existen λ1, . . . , λn ∈ R tales que

λ1x1 + . . .+ λnxn = 0

entonces λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Definición 1.2.4. Sean X un espacio vectorial sobre R y A ⊆ X. Si A 6= ∅
definimos el subespacio generado por A como

s(A) =

{
n∑
i=1

λixi | xi ∈ A, λi ∈ R, n ∈ N

}
,

si A = ∅ definimos s(A) = {0}.

Definición 1.2.5. Sea X un espacio vectorial sobre R. Un subconjunto B de
X es una base de Hamel si B es linealmente independiente y s(B) = X

11



1.2 Caṕıtulo 1. Preliminares

Teorema 1.2.6. Todo espacio vectorial tiene una base de Hamel.

Omitimos la demostración del teorema anterior pero notamos que si X
es un espacio vectorial y B1, B2 son dos bases distintas para X se tiene que
card(B1) = card(B2), de aqui que se pueda definir la dimensión para X como
dimX = card(B) donde B es cualquier base de X.

Definición 1.2.7. Sea X un espacio vectorial. X es dimensión finita si existe
una base B de X finita. En caso contrario se dirá que X es dimensión infinita.

Las siguientes definiciones son importantes pues a través de ellas podemos
obtener una clasificación de los espacios vectoriales.

Definición 1.2.8. Sean X y Y espacios vectoriales. Una transformación lineal
entre X y Y es una función T : X → Y tal que

1. T (x+ y) = T (x) + T (y)

2. T (λx) = λT (x)

para todo x, y ∈ X y λ ∈ R.

Definición 1.2.9. Sean X y Y espacios vectoriales. X es isomorfo a Y si
existe T : X → Y transformación lineal y biyectiva

Una aplicación inmediata del Teorema 1.2.6 nos dice que X es de dimen-
sión infinita si y sólo si X contiene un subconjunto linealmente independiente
infinito, con esto en mente presentamos los ejemplos siguientes de espacios
normados de dimensón infinita. Notamos que `p con 1 ≤ p < ∞, `∞, c0 y c00

son todos espacios de Banach de dimension infinita pues {e1, e2, e3, . . .}, donde
ei es la sucesión tal que la entrada i-ésima es uno y todas las demas son cero,
es un subconjunto linealmente independiente infinito de cada uno de ellos.

Veremos que todo espacio normado de dimensión finita es de Banach, pero
antes demostremos las siguientes proposiciones.

Proposición 1.2.10. Si X es un espacio vectorial de dimensión finita enton-
ces en X siempre se puede definir una norma.

Demostración. Sea B = {x1, . . . , xn} una base para X. La función ‖ ‖1 : X →
R+ dada por

‖x‖1 = |a1|+ . . .+ |an|

para x ∈ X y x = a1x1 + . . .+ anxn es una norma para X.

12



Caṕıtulo 1. Preliminares 1.2

Proposición 1.2.11. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado de dimensión n. En-
tonces X es isomorfo a Rn y existen m,M > 0 tales que

m‖x‖1 ≤ ‖Tx‖ ≤M‖x‖1,

para toda x ∈ Rn.

Corolario 1.2.12. Sean X, Y espacios vectoriales de dimensión finita. X es
isomorfo a Y si y sólo si dimX = dimY .

Teorema 1.2.13. Sea X un espacio normado de dimensión finita p. Entonces
X es de Banach.

Demostración. Sea A = {x1, . . . , xp} una base para X, consideremos la trans-
formación lineal T : Rp → X dada por

T (a1, . . . , ap) =

p∑
i=1

aixi,

para toda (a1, . . . , ap) ∈ Rp.
Ahora como

‖T (a1, . . . , ap)‖ = ‖a1x1 + . . .+ apxp‖ ≤ |a1|‖x1‖+ . . .+ |ap|‖xp‖

≤ (|a1|+ . . .+ |ap|)(máx
1≤i≤p

‖xi‖) = ‖(a1, . . . , ap)‖1M (1.1)

deducimos que T es continua.
Sea (xn)∞n=1 una sucesión de Cauchy en X, como T es biyectiva para cada

n ∈ N existe yn ∈ Rp tal que T (yn) = xn, luego entonces

m‖yn − ym‖1 ≤ ‖T (yn − ym)‖ = ‖Tyn − Tym‖ = ‖xn − xm‖

lo que implica que (yn)∞n=1 es una sucesión de Cauchy en Rp y como este es
completo existe y0 ∈ Rp tal que yn → y0 si n→∞.

Sea T (y0) = x0, T es continua por lo tanto T (yn)→ T (y0) es decir xn → x0

ademas x0 ∈ X y aśı X es completo.

Corolario 1.2.14. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado, si Y es un subespacio de
X de dimensión finita entonces Y es cerrado.

Proposición 1.2.15. Si Y es un subespacio abierto de un espacio normado
(X, ‖ ‖) entonces Y = X.

13



1.2 Caṕıtulo 1. Preliminares

Demostración. Como Y ⊆ X basta probar que X ⊆ Y , sea x ∈ X si x = 0
trivialmente x ∈ Y pues Y es un subespacio.

Si x 6= 0, como 0 ∈ Y y este es abierto existe ε > 0 tal que Bε(0) ⊆ Y
aśı tenemos que εx

2‖x‖ ∈ Bε(0).

Si λ = 2‖x‖
ε

entonces x = λεx
2‖x‖ ∈ Y pues Y es un subespacio.

Sabemos que en un espacio normado de dimensión finita la bola unitaria
siempre es compacta puesto que en este caso todo compacto es cerrado y
acotado lo cual no es cierto si el espacio no es dimensión finita. El Lema de
Riesz que se enunciará enseguida nos ayudará a probar que en ningún espacio
normado de dimensión infinita la bola unitaria es compacta.

Lema 1.2.16 (Riesz). Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y Y ( X un subes-
pacio cerrado. Para toda 0 < Θ < 1 existe x1 ∈ X tal que d(x1, Y ) ≥ Θ y
‖x1‖ = 1.

Demostración. Como Y ( X existe x0 ∈ X \ Y . Dado que Y es cerrado

d(x0, Y ) > 0.

También sabemos que d = d(x0, Y ) = ı́nfy∈Y {‖x0 − y‖}. Sea 0 < Θ < 1,
entonces d < d

Θ
y por la propiedad del ı́nfimo existe y0 ∈ Y tal que

d < ‖y0 − x0‖ ≤
d

Θ
.

Sea x1 = y0−x0

‖y0−x0‖ claramente ‖x1‖ = 1, además si y ∈ Y entonces

‖x1−y‖ = ‖−y+
y0 − x0

‖y0 − x0‖
‖ =
‖(−y‖y0 − x0‖+ y0)− x0‖

‖y0 − x0‖
≥ d(x0, Y )

‖y0 − x0‖
≥ Θ.

Ahora es fácil demostrar la siguiente proposición.

Proposición 1.2.17. Si (X, ‖ ‖) es un espacio normado de dimensión infinita
entonces E = {x ∈ X | ‖x‖ = 1} no es compacto.

Demostración. Supongamos que E es compacto y sea {B 1
2
(x) | x ∈ E} una

cubierta de abiertos para E. Entonces existe una subcubierta finita que cubre
a E, es decir existen x1, . . . , xn ∈ E tal que

E ⊆
n⋃
i=1

B 1
2
(xi). (1.2)

14



Caṕıtulo 1. Preliminares 1.3

Sea Y = s(x1, . . . , xn) como dimY ≤ n entonces Y es cerrado y como X es de
dimensión infinita Y ( X y por el Lema de Riesz existe z ∈ X tal que ‖z‖ = 1
y d(z, Y ) ≥ 1

2
pero esto implica que para toda i = 1, . . . , n

‖z − xi‖ ≥
1

2
,

lo cual es una contradicción a la relación (1.2) pues z ∈ E, por lo tanto E no
es compacto.

1.3. Espacios Cociente.

Definición 1.3.1. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, dada x ∈ X
definimos la clase de x como el conjunto

x = x+ Y = {x+ y | y ∈ Y }.

Proposición 1.3.2. El conjunto X/Y = {x | x ∈ X} es un espacio vectorial,
con las operaciones de suma y multiplicación por escalar dadas por

x+ y = x+ y

λx = λx

para toda x, y ∈ X/Y y λ ∈ R. A X/Y lo llamaremos el cociente de X módulo
el subespacio Y .

Demostración. Inmediata a partir de las definiciones.

Definición 1.3.3. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, definimos
la codimensión de Y en X como codimXY = dim(X/Y ).

Definición 1.3.4. Sean X un espacio vectorial y ρ : X → R+ una función. Se
dice que ρ es una seminorma si se satisfacen las siguientes tres propiedades:

1. ρ(0) = 0

2. ρ(λx) = |λ|ρ(x)

3. ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y)

para todo x, y ∈ X y λ ∈ R.

15



1.3 Caṕıtulo 1. Preliminares

Proposición 1.3.5. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial normado
(X, ‖ ‖), la función ‖ ‖Y : X/Y → R+ dada por

‖x‖Y = inf{‖z‖ | z ∈ x}

para toda x ∈ X/Y , es una seminorma.

Si Y en la proposición anterior no es cerrado entonces ‖ ‖Y puede no ser
una norma como lo muestra el siguiente ejemplo. Sea X = (C[a, b], ‖ ‖∞) y
Y = P [a, b] = {anxn + . . . + a0 | ∀i, ai ∈ R y n ∈ N} el subespacio de los
polinomios con coeficientes en R.

Por el Teorema de Stone-Weierstrass sabemos que P [a, b] = C[a, b], aśı que
P [a, b] no es cerrado.

Ahora tomemos el espacio cociente X/Y , al considerar la función ‖ ‖Y esta
no es una norma pues si f(x) = sen(x) por el Teorema de Stone-Weierstrass

‖f‖Y = d(f, Y ) = 0

sin embargo, f 6= 0 pues f /∈ Y , es decir ‖ ‖Y no es una norma.

Proposición 1.3.6. Si Y un subespacio cerrado de un espacio vectorial nor-
mado (X, ‖ ‖) entonces la función ‖ ‖Y : X/Y → R+ es una norma para X/Y .

Proposición 1.3.7. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. X es de Banach si y
sólo si toda serie absolutamente convergente en X es convergente, donde una
serie

∑∞
k=1 xk en X es absolutamente convergente si

∑∞
k=1 ‖xk‖ <∞.

Teorema 1.3.8. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach, si (Y, ‖ ‖) es un subespa-
cio cerrado de X entonces (X/Y, ‖ ‖Y ) es un espacio de Banach.

Demostración. Sea
∑∞

k=1 xk una serie absolutamente convergente en X/Y , es
decir

∞∑
k=1

‖xk‖ <∞.

Por como se define la norma en X/Y existe xk ∈ xk tal que

‖xk‖ < ‖xk‖+
1

2k

para todo k = 1, 2, . . .
Por tanto,

∑∞
k=1 ‖xk‖ < ∞, como X es de Banach existe x ∈ X tal que∑∞

k=1 xk converge a x.
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Sea sn = x1 + . . . + xn para toda n = 1, 2, . . ., claramente x− sn = x −∑n
k=1 xk. Como ‖x− sn‖ ≤ ‖x − sn‖ se sigue que

∑∞
k=1 xk converge a x, es

aśı que hemos probado que toda serie en X/Y absolutamente convergente es
convergente y por tanto, X/Y es de Banach.

Las dos proposiciones que siguen nos ayudarán a dar una condición necesa-
ria y suficiente para decir cuando un subespacio de un espacio vectorial tiene
codimensión finita.

Definición 1.3.9. Sea X un espacio vectorial, si Y y Z son subespacios de
X tales que X = Y + Z y Y ∩ Z = {0}, entonces decimos que X es la suma
directa de Y y Z, y la denotamos por X = Y

⊕
Z.

Proposición 1.3.10. Sean X un espacio vectorial y Y un subespacio , si
B = {xα}α es una base para X/Y entonces X = s({xα}α)

⊕
Y .

Demostración. Sea x ∈ X, como x ∈ X/Y podemos escribir

x =
n∑
i=1

λixαi

para algunos xαi ∈ B y λi ∈ R.
Ahora por la definición de suma y producto por escalar en X/Y se tiene

que

x =
n∑
i=1

λixαi =
n∑
i=1

λixαi

por tanto, existe y ∈ Y tal que x =
∑n

i=1 λixαi + y, aśı hemos probado que

X = s({xα}α) + Y

para probar que esta suma es directa consideremos z ∈ s({xα}α)∩ Y entonces
z =

∑n
i=1 λixαi , considerando clases de equivalencia

0 = z =
n∑
i=1

λixαi

y como B es una base en particular es un conjunto linealmente independiente
de donde λi = 0 para toda i = 1, . . . , n por tanto z = 0, es decir la suma es
directa.
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Proposición 1.3.11. Sea Y un subespacio de un espacio vectorial X, si existe
B = {xα}α linealmente independiente tal que X = s({xα})

⊕
Y entonces

B = {xα}α es una base para X/Y .

Demostración. Sea x ∈ X/Y , como x ∈ X por hipótesis x =
∑n

i=1 λixαi + y
para algunos xαi ∈ B, λi ∈ R y y ∈ Y .

Considerando clases de equivalencia tenemos

x =
n∑
i=1

λixαi =
n∑
i=1

λixαi

es decir s({xα}α) = X/Y .
Para ver que B es linealmente independiente tomemos 0 =

∑n
i=1 λixαi ,

por lo tanto existe y ∈ Y tal que y =
∑n

i=1 λixαi y debido a la suma directa
0 = y =

∑n
i=1 λixαi , pero B es linealmente independiente aśı tenemos que

λi = 0 para toda i = 1, . . . , n.

Corolario 1.3.12. Un subespacio Y de un espacio vectorial X tiene codimen-
sión finita n si y sólo si existen x1, . . . , xn ∈ X tal que X = s(x1, . . . , xn)

⊕
Y .

Recordemos la siguiente definición:

Definición 1.3.13. Sean X y Y espacios métricos. Decimos que una función
f : X → Y es abierta si para todo subconjunto abierto A de X, f(A) también
es abierto en f(Y ).

La siguiente proposición involucra una función de X en el espacio cociente
X/Y llamada la proyección canónica, la cual tiene importantes propiedades
cuando X es un espacio normado.

Proposición 1.3.14. Sea Y un subespacio cerrado de un espacio normado
(X, ‖ ‖). La proyección canonica ϕ : (X, ‖ ‖)→ (X/Y, ‖ ‖Y ) dada por

ϕ(x) = x

para toda x ∈ X, es lineal, continua y abierta.

Demostración. Claramente ϕ es lineal, pues debido a la definición de suma y
producto por escalar para X/Y se tiene

ϕ(x+ y) = x+ y = x+ y = ϕ(x) + ϕ(y)

ϕ(λx) = λx = λx = λϕ(x)
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para toda x ∈ X y λ ∈ R.
Para mostrar que ϕ es continua consideremos x0 ∈ X y ε > 0, si δ = ε y

además ‖x− x0‖ < δ entonces

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖Y = ‖ϕ(x− x0)‖Y = ‖x− x0‖Y = inf{‖z‖ | z ∈ x− x0}

≤ ‖x− x0‖ < δ = ε. Es decir ϕ es continua.
Ahora demostraremos que ϕ es abierta. Sea U ⊆ X abierto.
1) Si U = ∅ entonces tambien ϕ(U) = ∅ es abierto.
2) Si U 6= ∅, si u0 ∈ ϕ(U) entonces existe u0 ∈ U tal que ϕ(u0) = u0 y

como U es abierto existe ε > 0 tal que Bε(u0) ⊆ U .
Consideremos u ∈ Bε/2(u0) = {x ∈ X/Y | ‖x − u0‖Y < ε/2, por la

propiedad del infimo aplicada a ‖u− u0‖Y tenemos que existe y ∈ Y tal que

‖u− u0 − y‖ < ε/2 + ‖u− u0‖Y < ε/2 + ε/2 = ε

luego entonces podemos escribir

‖(u− y)− u0‖ < ε

es decir u − y ∈ U y ϕ(u − y) = ϕ(u) = u. Por lo tanto u ∈ ϕ(U) de donde
ϕ(U) es abierto.

1.4. Transformaciones lineales entre espacios

de Banach.

Definición 1.4.1. Sean (X, ‖ ‖X) y (Y, ‖ ‖Y ) dos espacios normados. Se dice
que una función T : (X, ‖ ‖X) → (Y, ‖ ‖Y ) es un operador lineal si es una
transformación lineal.1

En la definición anterior si (Y, ‖ ‖) = (R, | |), a la transformación lineal T
se le acostumbra llamar funcional.

Las siguientes definiciones son conocidas pero vale la pena enuciarlas y
establecer una notación.

Definición 1.4.2. Sean X, Y espacios vectoriales y T : X → Y una transfor-
mación lineal, los conjuntos

1En análisis se suele emplear la notación Tx en lugar de T(x) cuando se habla de opera-
dores lineales.
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1. kerT = {x ∈ X | Tx = 0} = T−1({0})

2. imT = {y ∈ Y | ∃x ∈ X, Tx = y} = T (X)

seran llamados kernel e imagen de T respectivamente.

Proposición 1.4.3. Si T : X → Y es una transformación lineal entre dos
espacios vectoriales, entonces kerT y imT son subespacios de X y Y respecti-
vamente.

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de la definición.

1.4.1. Operadores acotados en espacios de Banach.

Teorema 1.4.4. Sea T : (X, ‖ ‖) → (Y, ‖ ‖) un operador lineal entre dos
espacios normados, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es continuo en un punto.

2. T es continuo en X.

3. Existe M ≥ 0 tal que ‖Tx‖ ≤M‖x‖ para toda x ∈ X.

Demostración. 1.⇒ 2.] Supongamos que T es continuo en x0 y consideremos
x ∈ X entonces dada ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖x − x0‖ < δ entonces
‖Tx− Tx0‖ < ε.

Si z ∈ X y es tal que ‖z−x‖ < δ, entonces ‖(z−x+x0)−x0‖ < δ. Luego,
por hipótesis

‖Tz − Tx‖ = ‖Tz − Tx+ Tx0 − Tx0‖ = ‖T (z − x+ x0)− Tx0‖ < ε

y como x fue arbitraria T es continuo en X.
2. ⇒ 3.] Supongamos que no existe M > 0 tal que ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ para

toda x ∈ X. Entonces para cada n ∈ N existe xn ∈ X tal que

‖Txn‖ > n‖xn‖

reescribiendo tenemos ‖Txn‖
n‖xn‖ > 1, es decir∥∥∥∥T ( xn

n‖xn‖

)∥∥∥∥ > 1 (1.3)

para toda n ∈ N.
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Consideremos la sucesión en X dada por xn
n‖xn‖ , claramente tenemos que∥∥∥∥ xn

n‖xn‖

∥∥∥∥→ 0 si n→∞

y usando la hipótesis de que T es continuo en X se tiene que
∥∥∥T ( xn

n‖xn‖

)∥∥∥→ 0

si n→∞ que es una contradicción con (1.3) por tanto, se cumple 3.
3.⇒ 1.] Claramente la condición ‖Tx‖ ≤M‖x‖ para alguna M > 0 y toda

x ∈ X nos dice que T es continua en 0.

El teorema anterior motiva la siguiente definición.

Definición 1.4.5. T : X → Y un operador lineal entre dos espacios normados
es acotado si existe M ≥ 0 tal que

‖Tx‖ ≤M‖x‖

para toda x ∈ X.

Proposición 1.4.6. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios normados con X de
dimensión finita, si T : X → Y es un operador lineal entonces T es continuo.

Definición 1.4.7. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios normados, definimos
B(X, Y ) como

B(X, Y ) = {T : X → Y | T es lineal y acotada}.

que se acostumbra llamar el espacio de los operadores acotados entre X y Y .

Teorema 1.4.8. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios normados, la función
‖ ‖ : B(X, Y )→ R+ dada por

‖T‖ = sup
‖x‖6=0

‖Tx‖
‖x‖

para toda T ∈ B(X, Y ), es una norma para el espacio vectorial B(X, Y ).

Proposición 1.4.9. Si T : X → Y es un operador lineal acotado entre dos
espacios normados, ‖T‖ también se puede escribir como

‖T‖ = ı́nf{M > 0 | ‖Tx‖ ≤M‖x‖ ∀x ∈ X} = sup
‖x‖=1

{‖Tx‖} = sup
‖x‖≤1

{‖Tx‖}
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Demostración. Sea A := ı́nf{M > 0 | ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ ∀x ∈ X}, probaremos
sólo que

‖T‖ = A

las demas igualdades resultan de manera semejante.
Como T es acotado A 6= ∅, sea M > 0 tal que ‖Tx‖ ≤ M‖x‖ para toda

x ∈ X.
Si x ∈ X y ‖x‖ 6= 0 entonces

‖Tx‖
‖x‖

≤M,

y por tanto, ‖T‖ ≤M , de donde ‖T‖ ≤ A.

Por otra parte es claro que ‖Tx‖‖x‖ ≤ sup‖x‖6=0
‖Tx‖
‖x‖ , o lo que lo mismo ‖Tx‖ ≤(

sup‖x‖6=0
‖Tx‖
‖x‖

)
‖x‖ para toda x ∈ X por lo tanto como A es el ı́nfimo

A ≤ sup
‖x‖6=0

‖Tx‖
‖x‖

= ‖T‖

de donde se tiene la igualdad.

1.4.2. Funcionales lineales.

Aunque en esta tésis sólo consideramos espacios vectoriales sobre R el con-
cepto de funcional se puede generalizar a cualquier campo K sobre el cual
esté definido un espacio vectorial.

La siguiente proposición nos dice que para calcular la norma de una fun-
cional acotada f basta encontrar la distancia que hay del origen al conjunto
f−1({1}).

Proposición 1.4.10. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado, si f : X → R es un
funcional lineal no nulo y acotado entonces ‖f‖ = 1

d(0,A)
donde

A = {x ∈ X | f(x) = 1}.

Demostración. Antes de comenzar notamos que d(0, A) = ı́nfx∈A{‖x‖} > 0.
Sea x ∈ A, entonces 1 = |f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖, por lo tanto

1 ≤ ‖f‖d(0, A)

Ahora, si x ∈ X \ ker(f), entonces x
f(x)
∈ A y por tanto, d(0, A) ≤ ‖x‖

|f(x)| , de

donde |f(x)| ≤ 1
d(0,A)

‖x‖ para todo x ∈ X, es aśı que ‖f‖ ≤ 1
d(0,A)

.
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Otro importante resultado es el siguiente:

Proposición 1.4.11. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y f : X → R una
funcional lineal no trivial, son equivalentes los siguientes enunciados:

1. f es continua en X.

2. ker f es cerrado en X.

3. ker f no es denso en X.

Demostración. 1. ⇒ 2.] Sabemos que ker f = f−1{0} y debido a que f es
continua y {0} es un subconjunto cerrado de R se tiene que ker f es cerrado
en X.

2. ⇒ 3.] Dado que f no es trivial ker f es un subconjunto propio de X
ademas ker f = ker f , esto nos dice que tambien ker f es un subconjunto
propio de X o lo que es lo mismo ker f no es denso en X.

3. ⇒ 1.] Supongamos que f no es continua entonces f no es acotada es
decir para toda n ∈ N existe xn 6= 0 tal que

‖f(xn)‖ > n‖xn‖ (1.4)

Por otra parte consideremos x ∈ X y ε > 0 y llamemos α = f(x), como |α|
ε
> 0

existe N ∈ N tal que

N >
|α|
ε

Además si yN = xN
‖xN‖

y usamos (1.4) obtenemos

‖f(yN)‖ > |α|
ε

claramente |α||f(yn|
|f(yn)| = |α|, denotemos a z = |α|yN

|f(yn)| de donde obtenemos

|f(z)| = |α|

y dado que α = f(x) se tiene que f(z) = f(x) o f(z) = −f(x), observemos

que ‖z‖ = |α|
|f(yN )| < ε.

Considereando el caso de f(z) = f(x) se deduce que x−z ∈ ker f y tambien

‖x− (x− z)‖ = ‖z‖ < ε

es decir x ∈ ker f , analogamente si f(z) = −f(x) obtenemos que ker f = X es
decir ker f es denso.
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1.4.3. El espacio dual.

Definición 1.4.12. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios normados. Si existe
un isomorfismo T : X → Y tal que T y T−1 son continuos, diremos que X es
isomorfo a Y . A la función T se le llama homeomorfismo lineal.

Definición 1.4.13. Sean (X, ‖ ‖X) y (Y, ‖ ‖Y ) dos espacios normados. X y Y
son isométricos si existe T : X → Y tal que

‖x‖X = ‖T (x)‖Y

para toda x ∈ X. Si además T es un isomorfismo, diremos que T es un iso-
morfismo isométrico.

Definición 1.4.14. Sean X y Y dos espacios normados, diremos que Y se
puede encajar en X si existe Z un subespacio cerrado de X y un isomorfismo
T : Y → Z, a la función T se le llama encaje.

Dados X y Y dos espacios normados se vio en el Teorema 1.4.8 que el
espacio vectorial B(X, Y ) es normado, la pregunta ahora es: ¿Bajo que condi-
ciones es B(X, Y ) un espacio de Banach? La respuesta se obtiene del siguiente
teorema.

Teorema 1.4.15. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado, si (Y, ‖ ‖) es un espacio
de Banach entonces B(X, Y ) es un espacio de Banach con respecto a la norma
dada en el Teorema 1.4.8.

Demostración. Sea (Tn)∞n=1 una sucesión de Cauchy en B(X, Y ), es decir, para
toda ε > 0 existe N ∈ N tal que para toda n,m ≥ N se tiene

‖Tn − Tm‖ < ε. (1.5)

Sean x ∈ X \ {0} y ε > 0. Existe N = N(x, ε) tal que ‖Tn − Tm‖ < ε
‖x‖

para todo n,m ≥ N , por lo cual

‖Tnx− TmX‖ = ‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖‖x‖ < ε

para toda n,m ≥ N , y debido a que Y es de Banach existe Tx ∈ Y tal que
ĺımn→∞ Tnx = Tx.

Notamos que T es lineal y continuo: Por hipótesis existe N ≥ 1 tal que
‖Tn − Tm‖ ≤ 1 si n,m ≥ N . Si ‖x‖ ≤ 1 entonces

‖Tx− Tnx‖ = ĺım
m→∞

‖Tmx− Tnx‖ ≤ 1,
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Caṕıtulo 1. Preliminares 1.5

de donde ‖T − TN‖ ≤ 1 y por tanto, T ∈ B(X, Y ).
Vamos a probar que Tn → T si n→∞ para esto observemos que

‖(T − Tn)x‖ = ĺım
m→∞

‖(Tm − Tn)x‖ ≤ ĺım
n→∞

‖Tm − Tn‖‖x‖

de este modo podemos escribir

‖T − Tn‖ = sup
‖x‖6=0

‖(T − Tn)x‖
‖x‖

≤ ĺım
n→∞

‖Tm − Tn‖ ≤ ε

si n ≥ N , es decir Tn → T si n→∞.
Aśı hemos mostrado que toda sucesión de Cauchy en B(X, Y ) converge y el

ĺımite de esta se queda en el mismo espacio, es decir B(X, Y ) es de Banach.

Un caso particular del espacio B(X, Y ) es cuando consideramos Y = R con
la norma inducida por el valor absoluto, en este caso el espacio en cuestión es
llamado el espacio dual de un espacio normado X, a continuación damos la
defininción precisa y mencionamos algunos ejemplos.

Definición 1.4.16. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado definimos el espacio dual
de X como

X∗ = {f : X → R | f es lineal y continua}

Proposición 1.4.17. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. X∗ es un espacio
vectorial.

Corolario 1.4.18. El espacio dual X∗ de un espacio normado (X, ‖ ‖) es un
espacio de Banach con respecto a la norma dada por

‖f‖ = sup
‖x‖6=0

|f(x)|
‖x‖

,

para f ∈ X∗.

EJEMPLOS:

1. Sea n ≥ 1. El espacio dual de Rn es isométrico a Rn.

2. El espacio dual de `1 es isométrico a `∞.

3. Sean p, q > 1 tal que 1
P

+ 1
q

= 1. El espacio dual de `p es isometrico a `q.
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1.5. Teoremas fundamentales en espacios de

Banach.

1.5.1. El Teorema de Hahn-Banach.

Definición 1.5.1. Sea X un espacio vectorial, una función ρ : X → R es una
funcional convexa si:

1. ρ(x) ≥ 0 para toda x ∈ X.

2. ρ(λx) = λρ(x) para toda x ∈ X y λ ≥ 0.

3. ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y) para toda x, y ∈ X.

Lema 1.5.2. Sean X un espacio vectorial, ρ : X → R una funcional convexa,
Y un subespacio propio de X y f : Y ( X → R una función lineal. Si se
cumple que

f(y) ≤ ρ(y)

para toda y ∈ Y , entonces existe F : X → R lineal tal que F (x) ≤ ρ(x) para
toda x ∈ X y F|Y = f .

Demostración. Sea x0 ∈ X \ Y y consideremos el conjunto

S = {λx0 + y | y ∈ Y, λ ∈ R}

es fácil demostrar que S es un subespacio de X. Sea F0 : S → R dada por

F0(λx0 + y) = λF (x0) + f(y)

donde F (x0) es una constante que pertenece al intervalo[
sup
w∈Y
{−ρ(−x0 − w)− f(w)}, ı́nf

z∈Y
{ρ(x0 + z)− f(z)}

]
Observemos que este intervalo es distinto del vaćıo pues

f(z)− f(w) = f(z − w) ≤ ρ(x0 + z − x0 − w) ≤ ρ(x0 + z) + ρ(−x0 − w)

para todo z, w ∈ Y .
Un cálculo directo muestra que F0 es lineal. Además como Y ⊂ S se tiene

que F0|Y = f .
Ahora vamos a demostrar que F0(s) ≤ ρ(s) para toda s ∈ S. Sea s ∈ S

entonces existen λ ∈ R y y ∈ Y tal que s = λx0 + y.
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Si λ = 0 entonces s = y y por hipótesis F0(s) = f(y) ≤ ρ(y).
Si λ > 0, tenemos que demostrar que λF (x0) +f(y) ≤ ρ(λx0 +y) pero esto

es equivalente a probar que F (x0) ≤ ρ(x0 + y
λ
)− f

(
y
λ

)
y esto último es cierto

gracias a como se escogió F (x0).
Si λ < 0, tenemos que demostrar que λF (x0) +f(y) ≤ ρ(λx0 +y) pero esto

es equivalente a probar que F (x0) ≥ −ρ(x0− y
λ
)−f

(
y
λ

)
y esto último es cierto

gracias a como se escogió F (x0). Por tanto, F0(s) ≤ ρ(s).
Ahora consideremos la familia de parejas:

F = {(W,Fw) | W es subespacio de X, Y ⊂ W, FW : W → R es lineal,

Fw(w) ≤ ρ(w) ∀w ∈ W y FW |Y = f}.
Claramente F 6= ∅ pues (S, F0) ∈ F. En F se puede establecer un orden

dado de la siguiente manera:

(W,FW ) ≤ (W ′, FW ′)

si W ⊆ W ′ y FW ′|W = FW .
Sea F′ = {(W,FW )}W un subconjunto totalmente ordenado de F. Como

F′ es totalmente ordenado es fácil ver que (∪W,F∪W ) ∈ F′ y es una cota
superior para los elemento de F′, es aśı que aplicando el Lema de Zorn, F
tiene un elemento maximal (W,F ), ahora sólo basta probar que W = X pero
si suponemos que W ( X y repetimos lo hecho para (S, F0) concluimos que
(W,F ) no es maximal.

Teorema 1.5.3 (Hahn-Banach). Sea M un subespacio propio y cerrado de
un espacio normado (X, ‖ ‖). Si m∗ ∈ M∗ entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que
‖x∗‖ = ‖m∗‖ y ademas x∗(x) = m∗(x) para toda x ∈M .

Demostración. Sea ρ : X → R dada por

ρ(x) = ‖m∗‖‖x‖.

Es fácil demostrar que ρ es una funcional convexa y además |m∗(x)| ≤ ρ(x)
para toda x ∈M .

Aplicando el Teorema 1.5.2 encontramos x∗ : X → R lineal tal que

|x∗(x)| ≤ ρ(x) = ‖m∗‖‖x‖.

Lo anterior también nos dice que x∗ es continua aśı que x∗ ∈ X∗ y ‖x∗‖ ≤ ‖m∗‖,
más aun ‖m∗‖ ≤ ‖x∗‖ debido a que M ( X. Por tanto, ‖x∗‖ = ‖m∗‖.
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Corolario 1.5.4. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y x0 ∈ X, si x0 6= 0
entonces existe x∗ ∈ X∗ tal que

‖x∗‖ = 1 y x∗(x0) = ‖x0‖.

Demostración. Sea Y = s(x0), consideremos la funcional f : Y → R dada por

f(y) = λ‖x0‖,

para y ∈ Y y y = λx0.
Si y ∈ Y existe λ ∈ R tal que y = λx0, entonces podemos escribir

|f(y)| = |f(λx0)| = |λ|‖x0‖ = ‖λx0‖ = ‖y‖

y debido a lo anterior f es acotado con ‖f‖ = 1.
Usando el Teorema de Hahn-Banach encontramos una funcional x∗ : X →

R extensión de f tal que

‖x∗‖ = ‖f‖ = 1

además, ya que x0 ∈ Y obtenemos x∗(x0) = f(x0) = ‖x0‖.

Corolario 1.5.5. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado, entonces para todo x ∈ X
se tiene que

‖x‖ = sup
f 6=0

|f(x)|
‖f‖

donde f ∈ X∗.

Demostración. La prueba es inmediata a partir del Corolario 1.5.4.

1.5.2. El Teorema del acotamiento uniforme.

Definición 1.5.6. Un subconjunto M de un espacio métrico (X, d) es:

1. Denso en ninguna parte en X si la cerradura de M , denotada por M ,
tiene interior vaćıo.

2. De la primera categoria en X si M se puede escribir como la unión
numerable de subconjuntos de X donde cada uno es denso en ninguna
parte en X.

3. De la segunda categoria en X si M no es de la primera categoria en X.
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Teorema 1.5.7 (Baire). Si (X, d) es un espacio métrico completo distinto del
vaćıo, entonces es de la segunda categoria. Es decir cada vez que

X =
∞⋃
k=1

Ak

existe k0 tal que Ak0 contiene un subconjunto abierto.

Del Teorema de Baire se puede deducir con relativa facilidad el Teorema
del acotamiento uniforme.

Teorema 1.5.8 (del Acotamiento Uniforme). Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Ba-
nach y F una familia de operadores lineales acotados de X en (Y, ‖ ‖). Si para
cada x ∈ X existe Mx > 0 tal que

‖Tx‖ ≤Mx

para toda T ∈ F entonces existe M > 0 tal que

‖T‖ ≤M

para toda T ∈ F.

Demostración. Para cada n ∈ N consideremos

Bn = {x ∈ X | ‖Tx‖ ≤ n ∀T ∈ F}

Observemos que Bn es cerrado para toda n pues Bn =
⋂
T∈F(‖ ‖◦T )−1[0, n]

y sabemos que tanto la norma como T son continuas.
De las hipotesis y de la propiedad arquimediana obtenemos que

∞⋃
n=1

Bn = X

y por el Teorema de Baire algún BN contiene un abierto, es decir, existe z ∈ BN

y ε > 0 tal que Bε(z) ⊆ BN .
Sea y ∈ X tal que ‖y‖ = 1. Un cálculo sencillo muestra que εy+ z ∈ Bε(z)

y por tanto, ‖T (εy + z)‖ ≤ N para toda T ∈ F, de esta forma obtenemos que

‖T (εy)‖ ≤ ‖T (εy + z)‖+ ‖Tz‖ ≤ 2N

para toda T ∈ F.
Luego como y fue arbitraria, si M = 2N

ε
y T ∈ F

‖T‖ = sup
‖y‖=1

‖Ty‖ ≤ 2N

ε
= M

es decir F es acotada.
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1.5.3. El Teorema del mapeo abierto.

Lema 1.5.9. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) espacios de Banach. Si T : X → Y es un
operador lineal acotado y sobre, entonces T (B1) donde B1 = {x ∈ X | ‖x‖ < 1}
tiene como subconjunto un abierto alrededor de 0 ∈ Y .

Demostración. Si A ⊆ X, λ ∈ R y b ∈ X los subconjuntos de X λA y A + b
se definen como

λA = {λa | a ∈ A} A+ b = {a+ b | a ∈ A}.

Consideremos B 1
2

= {x ∈ X | ‖x‖ < 1
2
}. Si x ∈ X, la propiedad arquimediana

dice que existe N ∈ N tal que N > 2‖x‖. Entonces

X =
∞⋃
n=1

nB 1
2
.

Por hipótesis T es sobre y por tanto,

Y = T (X) = T

(
∞⋃
n=1

nB 1
2

)
=
∞⋃
n=1

nT (B 1
2
),

más aún ya que Y es cerrado y la cerradura de una unión arbitraria de con-
juntos es igual a la unión de la cerrraduras, obtenemos que

Y =
∞⋃
n=1

nT (B 1
2
).

Pero Y es de Banach y por el Teorema de Baire concluimos que existe k ∈ N
tal que kT (B 1

2
) contiene un subconjunto abierto y por tanto, T (B 1

2
) también,

es decir existe ε > 0 y y0 ∈ Y tal que B(y0, ε) ⊆ T (B 1
2
) , de esto deducimos

que
B(0, ε) = B(y0, ε)− y0 ⊆ T (B 1

2
)− y0. (1.6)

Más aún afirmamos que B(0, ε) ⊆ T (B1). Para esto probaremos que

T (B 1
2
)− y0 ⊆ T (B1)

Sea y ∈ T (B 1
2
)−y0. Entonces y+y0 ∈ T (B 1

2
), además sabemos que y0 ∈ T (B 1

2
).

Por definición de la cerradura de un conjunto existen (un)∞n=1 = (Twn)∞n=1 y
(vn)∞n=1 = (Tzn)∞n=1 sucesiones en T (B 1

2
) tales que

un → y + y0 vn → y0
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si n→∞.
Dado que wn, zn ∈ B 1

2
para toda n ∈ N deducimos que

‖wn − zn‖ ≤ ‖wn‖+ ‖zn‖ <
1

2
+

1

2
= 1

por tanto, wn − zn ∈ B1 para toda n ∈ N. Además

T (wn − zn) = Twn − Tzn = un − vn → (y + y0)− y0 = y

si n→∞. Es decir y ∈ T (B1), aśı de la ecuación (1.6) demostramos que

B(0, ε) ⊆ T (B1) (1.7)

Sea Vn = B(0, 2−n) ⊂ X para toda n ∈ N. Dado que T es lineal, un cálculo
directo muestra que T (Vn) = 2−nT (B1) y de la relación (1.7) se deduce que

Un = B(0, ε/2n) ⊆ T (Vn) (1.8)

para toda n ∈ N.
Finalmente vamos a demostrar que U1 = B(0, ε

2
) ⊂ T (B1). Sea y ∈ U1 de

las contenciones en (1.8) deducimos que y ∈ T (V1) y por tanto, para ε/4 existe
x1 ∈ V1 tal que

‖y − Tx1‖ <
ε

4

observemos que y− Tx1 ∈ U2 de nuevo por (1.8) y− Tx1 ∈ T (V2) y por tanto
para ε/8 existe x2 ∈ V2 tal que

‖(y − Tx1)− Tx2‖ <
ε

8

lo anterior dice que y − Tx1 − Tx2 ∈ U3 ⊂ T (V3). Continuando de manera
inductiva podemos encontrar xn ∈ Vn tal que∥∥∥∥∥y −

n∑
k=1

Txk

∥∥∥∥∥ < ε

2n+1
(1.9)

para toda n ∈ N.
Sea zn = x1 + . . . xn. Dado que xn ∈ Vn claramente ‖xn‖ < 1

2n
y por tanto

para toda n > m

‖zn − zm‖ ≤
n∑

k=m+1

‖xk‖ <
∞∑

k=m+1

1

2k
→ 0
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si m→∞. Hemos probado que la sucesión (zn)∞n=1 es una sucesión de Cauchy
en el espacio de Banach X y por tanto existe x ∈ X tal que

∞∑
n=1

xn = x

más aún

‖x‖ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖ = ‖x1‖+
∞∑
n=2

‖xn‖ <
1

2
+

1

2
= 1

es decir x ∈ B1. La continuidad de T implica también que
∑∞

n=1 Txn = Tx y
de (1.9) si n→∞ obtenemos que Tx = y es decir y ∈ T (B1).

Teorema 1.5.10 (del mapeo abierto). Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) espacios de
Banach. Si T : X → Y es un operador lineal acotado y sobre entonces T es
una función abierta. Además si T es biyectiva T−1 es acotada.

Demostración. Dado que T es sobre basta ver que todo subconjunto abierto
de X es abierto en Y . Sea U abierto en X y consideremos y ∈ T (U), de esta
forma y = Tx para algun x ∈ U .

Dado que U es abierto existe una bola abierta con centro en x y por tanto,
U−x contiene una bola abierta con centro en 0 llamemosla B(0, r). Lo anterior
implica que

B(0, 1) ⊂ 1

r
(U − x)

aplicando el Lema 1.5.9 se deduce que T (1
r
(U − x)) = 1

r
[T (U)− Tx] contiene

una bola abierta con centro en el cero. Aśı tambien T (U)−Tx cumple lo mismo
y por tanto, T (U) contiene una bola abierta alrededor de Tx = y. Es decir
T (U) es abierto en Y

Ahora si T es biyectiva T−1 es continua y por lo anterior T es acotada.

1.5.4. El Teorema de la gráfica cerrada

Definición 1.5.11. Sea T : X → Y un operador lineal entre dos espacios
normados (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖). Definimos la gráfica de T como

Γ(T ) = {(x, Tx) ∈ X × Y | x ∈ X}.

Dados X y Y dos espacios normados podemos dar estructura de espacio
vectorial a X × Y con la funciones

(x, y) + (z, w) = (x+ z, y + w) λ(x, y) = (λx, λy)
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para (x, y), (z, w) ∈ X × Y y λ ∈ R. Más aún X × Y es un espacio vectorial
normado con norma

‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖ (1.10)

para todo (x, y) ∈ X. Para probar que esta función es una norma en X basta
hacer un cálculo directo.

Teorema 1.5.12 (de la gráfica cerrada). Sean (X, ‖ ‖), (Y, ‖ ‖) dos espacios
de Banach y T : X → Y un operador lineal. T es acotado si y sólo si Γ(T ) es
cerrada en X × Y .

Demostración. ⇐] Demostremos que X × Y es un espacio de Banach con res-
pecto a la norma dada en (1.10), para esto consideremos (zn)∞n=1 una sucesión
de Cauchy en X × Y donde zn = (xn, yn) para toda n ∈ N. Si ε > 0 existe
N ∈ N tal que para n,m > N

‖zn − zm‖ = ‖xn − xm‖+ ‖yn − ym‖ < ε (1.11)

lo cual implica
‖xn − xm‖ ≤ ε− ‖yn − ym‖ ≤ ε

para toda n,m > N . Es decir (xn)∞n=1 es de Cauchy en X y de manera análoga
(yn)∞n=1 tambien. Por hipótesis existen x ∈ X, y ∈ Y tales que

ĺım
n→∞

xn = x ĺım
n→∞

yn = y.

Más aún si m→∞ en (1.11) obtenemos que

zn → (x, y)

cuando n→∞. Por tanto, X × Y es completo.
Por la Proposición 1.2.1 Γ(T ) es de Banach pues Γ(T ) es cerrada en X×Y .

Sea P : Γ(T )→ X dada por

P (x, Tx) = x.

Es fácil probar que P es lineal y más aún P es acotado ya que

‖P (x, Tx)‖ = ‖x‖ ≤ ‖x‖+ ‖Tx‖ ≤ ‖(x, Tx)‖.

Claramente P es biyectiva y de hecho el operador lineal inverso es P−1 : X →
Γ(T ) dado por

P−1(x) = (x, Tx).
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Ahora, al aplicar el Teorema del mapeo abierto deducimos que P−1 es acotado.
Es decir existe M > 0 tal que

‖(x, Tx)‖ ≤M‖x‖,

para todo x ∈ X. Por tanto,

‖Tx‖ ≤ ‖Tx‖+ ‖x‖ = ‖(x, Tx)‖ ≤M‖x‖,

para todo x ∈ X. luego T es acotado.

⇐] Supongamos que T es acotado y consideremos Ω = X × Y \ Γ(T ).
Probaremos que Ω es abierto.

Sea (x0, y0) ∈ Ω. Por definición de Γ(T ) se tiene que y0 6= Tx0 y como
todo espacio métrico es de Hausdorff podemos encontrar U y W vecindades
disjuntas en Y de y0 y Tx0 respectivamente.

Ahora bien, que T sea acotado implica la continuidad de T . De esta forma
existe U una vecindad en X de x0 tal que T (U) ⊂ W

Claramente U ×V es una vecindad de (x0, y0). Más aun ya que U y W son
disjuntos es fácil ver que

U × V ⊂ Ω

Es decir Ω es abierto y por tanto, Γ(T ) es cerrado.

1.6. Espacios Reflexivos.

Anteriormente definimos el espacio dual X∗ de un espacio normado X como
el conjunto de funcionales lineales y continuas de X en R, vimos que X∗ es
normado y más aún que es de Banach sin necesidad de que X lo sea. Ahora es
natural preguntarnos por el dual de X∗ que llamaremos el doble dual de X y
denotaremos por X∗∗.

Veremos que X∗∗ tiene propiedades importantes que se conectan de manera
directa con X. Una de ellas es que X se puede encajar en X∗∗ y aún más
importante serán los espacios normados para los cuales X∗∗ se puede identificar
con X los cuales llamareros espacios reflexivos.

Definimos la función C : X → X∗∗ dada por C(x) = x̂ donde x̂ : X∗ → R
es tal que

x̂(f) = f(x)

para todo f ∈ X∗.
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C está bien definida, pues claramente x̂ es lineal y continua, además x̂ es
acotada ya que aplicando el Corolario 1.5.5 obtenemos que

‖x̂‖ = sup
f 6=0

|x̂(f)|
‖f‖

= sup
f 6=0

|f(x)|
‖f‖

= ‖x‖. (1.12)

A la función C se le conoce usualmente como encaje canónico y el siguiente
teorema justifica este término.

Teorema 1.6.1. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. La función C : X → X∗∗

dada por

C(x) = x̂

es un encaje.

Demostración. Es fácil ver que C es lineal, probemos que C es inyectiva. Sean
x, y ∈ X y supongamos que C(x) = C(y) entonces f(x) = f(y) para toda
f ∈ X∗, aśı tenemos que

f(x− y) = 0 (1.13)

para toda f ∈ X∗, pero el unico elemento de X que cumple la relación (1.13)
es el 0 es aśı que x = y.

Por último la relación (1.12) nos dice que C es una isometŕıa. Por tanto,
C es un encaje.

Definición 1.6.2. Un espacio normado (X, ‖ ‖) es reflexivo si C(X) = X∗∗

donde C : X → X∗∗ es el encaje canónico.

Dado que (Rn)∗ = Rn tenemos que Rn es reflexivo, también como (`p)∗ = `q

donde p, q > 1 y 1
p

+ 1
q

= 1 concluimos que `p es reflexivo.

Proposición 1.6.3. Si (X, ‖ ‖) es un espacio normado de dimensión finita
entonces X es reflexivo.

Proposición 1.6.4. Si un espacio normado (X, ‖ ‖) es reflexivo, entonces es
de Banach.

Demostración. Dado que X∗∗ es el dual de X∗ el Teorema 1.4.15 nos dice que
X∗∗ es de Banach, por tanto ya que X es isomorfo a X∗∗ tenemos que X es
de Banach.
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Gracias a la proposición anterior y a que C[a, b] no es completo con la
norma

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(t)|dt
)1/p

para f ∈ C[a, b] y p ≥ 1, obtenemos que (C[a, b], ‖ ‖p) no es reflexivo.
Hemos visto que si un espacio es reflexivo entonces tiene que ser de Banach,

la proposición inversa no es cierta en general. La propiedad que nos ayuda a
encontrar espacios normados con esta caracteŕıstica es la separabilidad, recor-
demos que un espacio métrico X es separable si X contiene un subconjunto
denso y numerable.

Lema 1.6.5. Sea Y un subespacio cerrado propio de un espacio normado
(X, ‖ ‖). Si x0 ∈ X \ Y y

δ = d(x0, Y ) = ı́nf{d(x0, y) | y ∈ Y },

entonces existe F ∈ X∗ tal que

‖F‖ = 1, F (y) = 0 para toda y ∈ Y , F (x0) = δ. (1.14)

Demostración. Consideremos Z = s(Y ∪ {x0}) y definamos f : Z → R dada
por

f(z) = αδ

si z ∈ Z y z = y + αx0 para algún α ∈ R, y ∈ Y .
f esta bien definida pues Z es un subespacio de X. La linealidad de f se

obtiene de un calculo directo.
Dado que Y es cerrado y x0 ∈ X \ Y entonces δ > 0 y por tanto, f 6= 0.
Ahora α = 0 implica f(y) = 0 para toda y ∈ Y y si α = 1 junto con y = 0

obtenemos f(x0) = δ.
Sea α 6= 0. Si z = y + αx0, con α ∈ R, y ∈ Y entonces

|f(z)| = |α|δ = |α| ı́nf
y∈Y
‖y − x0‖ ≤ |α|

∥∥∥∥− 1

α
y − x0

∥∥∥∥ = ‖y + αx0‖

por lo tanto f es acotado y ‖f‖ ≤ 1.
Más aún ‖f‖ ≥ 1 y el siguiente argumento muestra por qué. Existe (yn)∞n=1 ⊂

Y tal que ‖yn − x0‖ → δ, si zn = yn − x0 por definición de f se tiene que
f(zn) = −δ y por tanto,

‖f‖ = sup
z 6=0

|f(z)|
‖z‖

≥ |f(zn)|
‖zn‖

=
δ

‖zn‖
→ δ

δ
= 1
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si n→∞. Por tanto, ‖f‖ = 1.

Aplicando el Teorema de Hahn−Banach a f encontramos una extensión
de f , F ∈ X∗ tal que ‖F‖ = 1 y que cumple las propiedades descritas en
(1.14).

Teorema 1.6.6. Si el espacio dual X∗ de un espacio normado (X, ‖ ‖) es
separable entonces X es separable.

Demostración. Supongamos que X∗ es separable. Si denotamos a la esfera
unitaria en X∗ por

B∗ = {f ∈ X∗ | ‖f‖ = 1}

también es separable, es decir existe una sucesión (fn)∞n=1 densa en B∗. Debido
a que fn ∈ B∗ existe xn ∈ X tal que ‖xn‖ = 1 y

|fn(xn)| ≥ 1

2

para toda n ∈ N.

Sea Y = [xn]∞n=1 la cerradura del subespacio s(xn)n. Y es separable pues
la cerradura del conjunto de todas las combinaciones lineales de los x′ns con
coeficientes racionales es Y .

Afirmamos que Y = X. Supongamos que Y 6= X entonces Y es un subes-
pacio cerrado propio de X usando el Lema 1.6.5 encontramos F ∈ X∗ tal que
‖F‖ = 1 y F (y) = 0 para toda y ∈ Y . Debido a que xn ∈ Y tambien F (xn) = 0
para toda n, es aśı que

1

2
≤ |fn(xn)| = |fn(xn)− F (xn)| = |(fn − F )(xn)| ≤ ‖fn − F‖‖xn‖

Recordando que ‖xn‖ = 1 obtenemos que existe F ∈ X∗ tal que ‖fn−F‖ ≥ 1
2

para toda n ∈ N lo cual es una contradicción a que (fn)∞n=1 es denso en B∗.
Por tanto, Y = X y X es separable.

Corolario 1.6.7. `1 no es reflexivo

Demostración. Supongamos que `1 es reflexivo, dado que `1 es isométrico a
(`∞)∗ tendŕıamos por el Teorema anterior que `∞ seŕıa separabe lo cual no es
cierto.
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1.7. Topoloǵıa débil y débil*.

Definición 1.7.1. Un espacio topológico es una pareja (X, τ) donde τ es una
familia de subconjuntos de X que cumple:

1. ∅ y X pertenecen a τ .

2. Si {Uα}α∈A es una colección de subconjuntos de τ entonces
⋃
α∈A Uα

pertenece a τ .

3. Si {Ui}ni=1 es una colección finita de subconjuntos de τ entonces
⋂

1≤i≤n Ui
pertenece a τ .

A τ se le llama topoloǵıa sobre X y sus elementos son los abiertos de X con
respecto a τ .

Definición 1.7.2. Sea X un conjunto no vaćıo. Una base para una topoloǵıa
es una familia B de subconjuntos de X tales que

1. Para toda x ∈ X existe Bx ∈ B tal que x ∈ Bx.

2. Para cualesquiera B1, B2 ∈ B y x ∈ B1 ∩ B2 existe B3 tambien en B y
cumple que x ∈ B3 ⊂ B1 ∩B2.

De la definición anterior se puede obtener una topoloǵıa τB para X de la
siguiente manera: Un subconjunto U de X está en τB si para todo x ∈ U existe
B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U . La demostración de que τB es una topoloǵıa para
X se sigue inmediatamente de como se definen los elementos de τB. Más aún
si X ya posee una topoloǵıa τ se dice que B genera a τ si τB = τ .

Si τ y τ ′ son dos topoloǵıas para un espacio X decimos que τ es más débil
que τ ′ si τ ⊂ τ ′ (también se dice en este caso que τ ′ es más fuerte que τ).

A continuación definimos los espacios vectoriales topológicos que generali-
zan a los espacios de Banach.

Definición 1.7.3. Sea X un espacio vectorial con una topoloǵıa τ . Diremos
que (X, τ) es un espacio vectorial topológico si las operaciones de suma y pro-
ducto por escalar son funciones continuas de X × X a X y de R × X a X
respectivamente.

Observación 1.7.4. El concepto de espacio dual X∗ de un espacio normado
(X, ‖ ‖) se puede generalizar a espacios vectoriales topológicos de la siguiente
manera: Si (X, τ) es un espacio vectorial topológico, entonces X∗ denota el
conjunto de funcionales lineales f : X → R que son continuas con respecto a
la topoloǵıa τ .
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1.7.1. Topoloǵıa débil y convergencia débil.

Si (X, ‖ ‖) es un espacio normado también es un espacio vectorial topológico
pues podemos inducir una topoloǵıa para X a partir de la norma de la siguiente
manera: Sean r > 0, x ∈ X y B(x, r) = {y ∈ X | ‖x− y‖ < r}. La familia

B1 = {B(r, x) | r > 0, x ∈ X}

es una base para una topoloǵıa sobre X. En esta sección definiremos una
topoloǵıa en X que llamaremos topoloǵıa débil y a la dada por la norma la
llamaremos topoloǵıa fuerte, en general estas dos son distintas.

Proposición 1.7.5. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. La siguiente familia de
subconjuntos de X es una base para una topoloǵıa sobre X

B2 = {Ux,f1,...,fk,a1,...,ak | x ∈ X, f1, . . . , fk ∈ X∗, a1, . . . , ak > 0, k ∈ N}

donde Ux,f1,...fk,a1,...,ak = {y ∈ X | |fi(y − x)| < ai, 1 ≤ i ≤ k}. 2

A la topoloǵıa generada por la base B2 se le llama topoloǵıa débil para X
y la denotaremos por σ(X,X∗), tambien se dice que es la topoloǵıa débil para
X generada por X∗, sus elementos son las vecindades debiles.

Observación 1.7.6. La topoloǵıa débil definida en un espacio normado X
tiene las siguientes propiedades:

1. σ(X,X∗) esta estrictamente contenida en la topoloǵıa generada por la
norma pues cada elemento de B2 se puede escribir como

Ux,f1,...,fk,a1,...,ak =
k⋂
i=1

f−1
i (−ai + fi(x), ai + fi(x))

que es abierto en X con respecto a la topoloǵıa fuerte pues fi es continua
para toda i = 1, . . . k.

2. σ(X,X∗) es la topoloǵıa más débil respecto a la propiedad de que si f es
continua respecto a la topoloǵıa fuerte entonces f es continua respecto a
σ(X,X∗).

3. (X, σ(X,X∗)) es un espacio vectorial topológico de Hausdorff.

2En realidad esta proposición se puede enunciar para el caso más general donde X es un
espacio vectorial topológico pues cada elemento de B2 se define en terminos de funciones
continuas de X en R las cuales dependen únicamente de la topoloǵıa de X.
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A continuación definimos la convergencia de sucesiones de X con respecto
a la topoloǵıa débil.

Definición 1.7.7. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y (xn)∞n=1 una sucesión
en X. Decimos que (xn)∞n=1 converge débilmente a x0 si para toda vecindad
débil Ux0 de x0 existe N ∈ N tal que si n > N entonces xn ∈ Ux0. Esta
convergencia será denotada por

xn
w→ x0.

Proposición 1.7.8. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Una sucesión (xn)∞n=1

en X converge débilmente a x0 si y sólo si la sucesión (f(xn))∞n=1 converge a
f(x0) para toda f ∈ X∗.

Demostración. Antes de comenzar con la prueba observemos que basta probar
el enunciado para el caso x0 = 0, pues si esto si pasara y x0 6= 0 obtendŕıamos:

xn
w→ x0 si y sólo si xn − x0

w→ 0 si y sólo si f(xn − x0) → 0 para toda
f ∈ X∗ si y sólo si f(xn)→ f(x0) para toda f ∈ X∗.

Supongamos x0 = 0.
⇐] Sabemos que para toda f ∈ X∗ f(xn) → 0 si n → ∞. Sea U0 una

vecindad débil del 0 de la forma

U0 = {x ∈ X | |f1(x)| < ε1, . . . , |fk(x)| < εk}

donde fi ∈ X∗ y εi > 0 para toda i = 1, . . . , k.
Por hipótesis existen Ni ∈ N tal que si n > Ni entonces |f(xn)| < εi para

toda i = 1, . . . k.
Si N = máx1≤i≤k{Ni} y n > N del párrafo anterior se deduce que xn ∈ U0.

Es decir xn
w→ 0.

⇒] Sea f ∈ X∗ y ε > 0. Claramente U = {x ∈ X | |f(x)| < ε} es vecindad
débil de 0 y por hipótesis existe N ∈ N tal que si n > N entonces xn ∈ U y
por tanto, |f(xn)| < ε. Es decir f(xn)→ 0 si n→∞.

Corolario 1.7.9. Si (xn)∞n=1 es una sucesión en un espacio normado X que
converge débilmente a x0 entonces x0 es único.

Demostración. Supongamos que xn
w→ x0 y tambien xn

w→ y0 si n → ∞. Es
aśı que f(xn)→ f(x0) y f(xn)→ f(y0) para toda f ∈ X∗. Pero como el ĺımite
es único

f(x0 − y0) = f(x0)− f(y0) = 0

para toda f ∈ X∗ y por el Corolario 1.5.5 tenemos que x0 = y0.
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Caṕıtulo 1. Preliminares 1.7

Una pregunta que surge inmediatamente es: ¿Qué relación existe entre la
convergencia débil y la fuerte? Resulta que si (xn)∞n=1 es una sucesión que con-
verge fuertemente a x0 en un espacio normado X también converge débilmente
en X pues si f ∈ X∗ se deduce que

|f(xn)− f(x0)| = |f(xn − x0)| ≤ ‖f‖‖xn − x0‖ → 0

si n→∞.
Lo que no pasa en general es que la convergencia débil implique la conver-

gencia fuerte, pero veremos que si el espacio normado es de dimensión finita
entonces estos dos tipos de convergencia son equivalentes.

Teorema 1.7.10. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado y (xn)∞n=1 una sucesión
en X. Si X es dimensión finita entonces (xn)∞n=1 converge débilmente si y sólo
si converge fuertemente.

Demostración. Supongamos que xn
w→ x cuando n→∞ y además que dimX =

p con base {e1, . . . ep}. Para cada n ∈ N podemos escribir

xn = an1e1 + . . .+ anpep

de la misma manera
x = a1e1 + . . . apep,

por hipótesis f(xn) → f(x) cuando n → ∞ para toda f ∈ X∗. En particular
para las funcionales linelaes fj : X → R definidas en los elementos de la base
por

fj(ei) =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

para toda i, j = 1, . . . , p. Obtenemos que fj(xn) → fj(x), es decir anj → aj si
n→∞ para toda j = 1, . . . , p. De esta forma deducimos facilmente que

‖xn − x‖ =

∥∥∥∥∥
p∑
i=1

(ani − ai)ei

∥∥∥∥∥ ≤
p∑
i

|ani − ai|‖ei‖ → 0

cuando n→∞. Lo cual muestra que (xn)∞n=1 converge fuertemente a x.

Es importante hacer notar que la equivalencia entre convergencia débil y
fuerte no implica que el espacio sea de dimensión finita. En 1921 I. Schur
demostro que en `1 toda sucesión débilmente convergente tambien converge
fuertemente, en el caṕıtulo 3 daremos una demostración de este hecho apoyan-
danos en el concepto de sucesión básica.
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Proposición 1.7.11. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Una sucesión (xn)∞n=1

en X converge débilmente a x si y sólo si

1. (xn)∞n=1 es acotada.

2. f(xn) → f(x) si n → ∞ para toda f ∈ A donde A ⊆ X∗ cumple que
s(A) = X∗.

Demostración. ⇒] Supongamos que (xn)∞n=1 converge débilmente a x, clara-
mente la condición 2. se deduce de la Proposición 1.7.8.

Dado que (f(xn))∞n=1 converge a f(x) obtenemos que la sucesión (f(xn))∞n=1

es acotada y por tanto, existe Mf > 0 tal que

|f(xn)| ≤Mf

para toda n ∈ N.
Consideremos C : X → X∗∗ el encaje canónico dado por C(x) = x̂. Es

aśı que podemos escribir

|x̂n(f)| = |f(xn)| ≤Mf

para toda n ∈ N. Aplicando el Teorema del acotamiento uniforme a la sucesión
(x̂n)∞n=1 y recordando que C es una isometŕıa encontramos M > 0 tal que

‖xn‖ = ‖x̂n‖ ≤M

Es decir (xn)∞n=1 es acotada.
⇐] Dado que (xn)∞n=1 es acotada existe M1 > 0 tal que ‖xn‖ ≤ M1 para

toda n ∈ N y por la propiedad arquimediana existe M2 > 0 tal que ‖x‖ ≤M2

de esta forma si M = máx{M1,M2} se tiene que ‖xn‖ ≤ M para toda n ∈ N
y ‖x‖ ≤M .

Si f ∈ X∗ entonces por hipótesis existe (fn)∞n=1 una sucesión en s(A) tal
que fn → f si n→∞.

Sea ε > 0. Por lo anterior encontramos N1 ∈ N tal que si n > N1 entonces

‖fn − f‖ <
ε

3M

Fijemos k > N1. Por la condición 2. sabemos que existe N2 ∈ N tal que si
n > N2 entonces

|fk(xn)− f(x)| < ε

3
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Consideremos N = máx{N1, N2} y n > N de lo anterior se deduce que

|f(xn)− f(x)| ≤ |f(xn)− fk(xn)|+ |fk(xn)− fk(x)|+ |fk(x)− f(x)|

≤ ‖f − fk‖‖xn‖+
ε

3
+ ‖fk − f‖‖x‖ <

ε

3M
M +

ε

3
+

ε

3M
M = ε

es decir f(xn)→ f(x) si n→∞ y por tanto, xn
w→ x si n→∞.

Corolario 1.7.12. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Si (xn)∞n=1 es una suce-
sión en X tal que (f(xn))∞n=1 es acotada para toda f ∈ X∗ entonces (xn)∞n=1 es
acotada.

Recordemos la definición de conjunto acotado en un espacio vectorial to-
pológico.

Definición 1.7.13. Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico. M ⊆ X es
acotado si para cualquier vecindad U del cero existe λ ∈ R tal que M ⊆ λU .

Proposición 1.7.14. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Si M ⊆ X es débil-
mente acotado, entonces M es acotado.

Demostración. Supongamos que M no fuese acotado, entonces existe (xn)∞n=1

sucesión en M tal que ‖xn‖ → ∞ si n→∞.
Por otra parte si M es débilmente acotado entonces {x1, x2, . . .} ⊂ M

tambien es débilmente acotado.
Sea f ∈ X∗ y consideremos Uf = {x ∈ X | |f(x)| < 1} la cual es una

vecindad débil del cero.
Dado que M es débilmente acotado econtramos λ ∈ R tal que

{x1, x2, . . .} ⊆ λUf

por lo tanto |f(xn)| < λ para toda n ∈ N y aśı por el Corolario 1.7.12 conclui-
mos que (xn)∞n=1 es acotada lo cual es una contradicción.

Proposición 1.7.15. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. M ⊆ X es débilmente
acotado si y sólo si f(M) es acotado en R para todo f ∈ X∗.

Demostración. ⇒] Supongamos que M es débilmente acotado, por la Propo-
sición 1.7.14 se tiene que M es acotado, es decir existe C > 0 tal que ‖x‖ ≤ C
para todo x ∈M . De esta forma podemos escribir

|f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖ ≤ C‖f‖
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para toda x ∈M . Es decir f(M) es acotado.
⇐] Supongamos que para toda f ∈ X∗ existe cf > 0 tal que |f(x)| ≤ cf

para toda x ∈M .
Sea U = {x ∈ X | |f1(x)| < ε, . . . , |fn(x)| < ε} una vecindad debil del 0.

Consideremos C = máx{cf1 , . . . , cfn}, es fácil ver que

M ⊂ C

ε
U

por tanto, M es débilmente acotado.

1.7.2. Topoloǵıa débil* y convergencia débil*.

En la sección anterior vimos que si X es un espacio normado, entonces se
puede definir la topoloǵıa débil mediante el uso de su dual X∗. De una manera
análoga se define la topoloǵıa débil para X∗ como la generada por X∗∗ y que se
denota por σ(X∗, X∗∗). sin embargo, la mayoria de los resultados que veremos
no hacen uso de esta topoloǵıa, hacen referencia a la toploǵıa débil* la cual
definimos en seguida.

Sabemos que si X es un espacio normado entonces C : X → X∗∗ dada por
C(x)(f) = x̂f = f(x) para toda f ∈ X∗ es un encaje. Es decir podemos ver
a X como un subespacio de X∗∗. Con esta observación definimos la topoloǵıa
débil* para X∗ como:

Definición 1.7.16. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Sean x1, . . . , xk ∈ X y
ε1, . . . , εk > 0. Un conjunto de la forma

Uf,x1,...,xk,ε1,...,εk = {g ∈ X∗ | |(f − g)(xi)| = |x̂i(f − g)| < εi ∀i = 1, . . . , k}

es un abierto para la topoloǵıa débil* sobre X∗. La familia

B3 = {Uf,x1,...,xk,ε1,...,εk | f ∈ X∗, xi ∈ X, εi > 0 , k ∈ N}

es la base que genera la topoloǵıa debil* para X∗.

La topoloǵıa débil* es usualmente denotada por σ(X∗, X). Cabe hacer
notar que las topoloǵıas débil y débil* para X∗ no siempre coinciden, de hecho
son iguales si y sólo si X es reflexivo. De la misma forma estas topoloǵıas se
pueden generalizar para X∗∗, es decir σ(X∗∗, X∗∗∗) denota la topoloǵıa débil
para X∗∗ mientras que σ(X∗∗, X∗) denota la topoloǵıa debil* para X∗∗.

Observación 1.7.17. Si (X, ‖ ‖) es un espacio normado, entonces al con-
siderar la topoloǵıa débil* sobre X se tiene que (X, σ(X∗, X)) es un espacio
vectorial topológico de Hausdorff.
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Definición 1.7.18. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. (fn)∞n=1 una sucesión
en X∗ converge débilmente* a f ∈ X∗ si (fn)n=1 converge a f con la topoloǵıa
debil*. Esta convergencia sera denotada por

fn
w∗→ f

si n→∞.

La demostración de la siguiente proposición se omite ya que es análoga a
la hecha en 1.7.8.

Proposición 1.7.19. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. (fn)∞n=1 una sucesión
en X∗ converge debilmente* a f ∈ X∗ si y sólo si (fn(x))∞n=1 converge a f(x)
para toda x ∈ X.

A continuación enunciamos y probamos uno de los teoremas más impor-
tantes de esta sección. El llamado Teorema de Banach-Alaoglu.

Teorema 1.7.20 (Banach-Alaoglu). Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. La
bola unitaria cerrada en X∗ denotada por B∗ = {f ∈ X∗ | ‖f‖ ≤ 1} es
compacta en la topoloǵıa débil*.

Demostración. Para cada x ∈ X def́ınase Dx = {λ ∈ R | |λ| ≤ ‖x‖}. Clara-
mente Dx es compacto en R para toda x ∈ X.

Sea D =
∏

x∈X Dx, por el Teorema de Tychonoff D es compacto en la
topoloǵıa producto.3

Consideremos B∗ con la topoloǵıa débil* y la función ψ : B∗ → D dada
por

ψ(f) = (f(x))x∈X

para f ∈ B∗.
Por la forma en que definimos los abiertos en la topoloǵıa débil* y la manera

en que estan definidos los abiertos en la topoloǵıa producto, se deduce que ψ
es una función continua.

ψ es inyectiva ya que si ψ(f) = ψ(g) entonces (f(x))x∈X = (g(x))x∈X y
por tanto, f(x) = g(x) para toda x ∈ X. Es aśı que ψ es biyectiva sobre su
imagen, la función inversa ψ−1 : ψ(B∗)→ B∗ viene dada por

ψ−1((f(x))x∈X) = f

3Para ver la definición de la topoloǵıa producto en D y una demostración del Teorema
de Tychonoff veáse [17].
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para (f(x))x∈X ∈ ψ(B∗). De nuevo de las definiciones de la topoloǵıa producto
y la topoloǵıa débil* se tiene que ψ−1 también es continua.

Todo lo anterior se resume a decir que ψ : B∗ → ψ(B∗) es un homeomorfis-
mo. Observemos que si probamos que ψ(B∗) es cerrado en D entonces ψ(B∗)
seŕıa compacto por ser cerrado en un compacto y por tanto, B∗ seŕıa débil*
compacto.

Sea ξ = (ξx)x∈X ∈ D tal que ξ ∈ ψ(B∗), consideremos f : X → R dada por

f(x) = ξx

para todo x ∈ X.
Probaremos que f es lineal, sean x1, x2 ∈ X y α, β ∈ R. SeaA = {x1, x2, αx1+

βx2} y consideremos para todo n ∈ N

Un = Πx∈XU
n
x =

{
Un
x = Dx si x /∈ A

Un
x = {r ∈ Dx | |ξx − r| < 1

n
} si x ∈ A,

claramente Un es abierto en la topoloǵıa producto por tanto, para todo n ∈ N
tenemos que existe fn : X → R lineal y continua tal que ψ(fn) ∈ Un ∩ ψ(B∗).

Es aśı que para todo n ∈ N se tiene que

|f(αx1 + βx2)− αf(x1 − βf(x2)| = |f(αx1 + βx2)− fn(αx1 + βx2)

+αfn(x1)− αf(x1) + βfn(x2)− βf(x2) + fn(αx1 + βx2)− αfn(x1)− βfn(x2)|

≤ |f(αx1 + βx2)− fn(αx1 + βx2)|+ |αf(x1)− αfn(x1)|+ |βf(x2)− βfn(x2)|

<
1 + |α|+ |β|

n
→ 0

cuando n → ∞. Por tanto, f(αx1 + βx2) = αf(x1) + βf(x2), es decir f es
lineal y más aún

|f(x)| = |ξx| ≤ ‖x‖

para toda x ∈ X. Por tanto, f ∈ B∗ y ψ(f) = (ξx)x∈X = ξ, es decir ξ ∈ ψ(B∗)
y por lo tanto ψ(B∗) es cerrado.

Corolario 1.7.21. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. A ⊆ X∗ es débil* com-
pacto si y sólo si A es débil* cerrado y acotado en norma.

Demostración. ⇒] Sea A ⊆ X∗ débil* compacto. Claramente A es débil* ce-
rrado, consideremos f : X∗ → R una funcional continua que, tambien es
continua con respecto a la topoloǵıa débil*. De esta forma f(A) es compacto
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en R y por lo tanto f(A) es acotado en R es aśı que A es débil* acotado y por
la Proposición 1.7.14 es acotado en norma.
⇐] Si A es débil* cerrado y acotado en norma entonces existe un bola

abierta Bε = {g ∈ X∗ | ‖g‖ < ε} tal que A ⊂ Bε. Por el Teorema de Alaoglu
Bε es débil* compacta, además A ⊆ Bε. De esta forma A que es débil* cerrado
esta contenido en un conjunto débil* compacto, de donde se deduce que A es
débil* compacto.

Proposición 1.7.22. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. El encaje canónico C
del Teorema 1.6.1, considerado como función definida sobre el espacio vectorial
topólogico (X, σ(X,X∗)) en el espacio vectorial topológico (X∗∗, σ(X∗∗, X∗)) es
un homeomorfismo sobre su imagen.

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente de las definiciones
de la topoloǵıa débil y débil*.

1.7.3. El Teorema de Eberlein-Smulian.

Definición 1.7.23. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Decimos que una su-
cesión (x∗n)∞n=1 en X∗ \ {0} separa puntos en X si para todo x ∈ X tal que
x∗n(x) = 0 para todo n ∈ N, se tiene que x = 0.

Lema 1.7.24. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Si X∗ \ {0} contiene una
sucesión (x∗n)∞n=1 que separa puntos en X, entonces la topoloǵıa débil sobre un
subconjunto débilmente compacto de X es metrizable.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que ‖x∗n‖ = 1 para
toda n ∈ N. Definimos d : X ×X → R+ dada por

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x∗n(x− y)|
2n

para x, y ∈ X.
d esta bien definida pues

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x∗n(x− y)|
2n

≤
∞∑
n=1

‖x∗n‖‖x− y‖
2n

= ‖x− y‖

Claramente d(x, y) = 0 si y sólo si x = y y d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ X,
ademas si x, y, z ∈ X entonces:

d(x, y) =
∞∑
n=1

|x∗n(x− z + z − y)|
2n

≤
∞∑
n=1

|x∗n(x− z)|
2n

+
∞∑
n=1

|x∗n(z − y)|
2n
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= d(x, z) + d(z, y)

Es decir d es una métrica para X.
Sea A ⊂ X débilmente compacto y denotemos Ad = A donde el sub́ındice

d indica que A se considera como un subespacio del espacio métrico (X, d).
Consideremos I : A → Ad dada por I(x) = x para toda x ∈ A. Sean

x0 ∈ X, ε > 0 y N ∈ N tal que

∞∑
n=N+1

1

2n
<

ε

2‖x− x0‖

El conjunto Ux0 = {x ∈ X | |x∗n(x−x0)| < ε2n

2N
∀n = 1, . . . , N} es una vecindad

débil de x0 tal que si x ∈ Ux0 entonces

d(x, x0) =
N∑
n=1

|x∗n(x− x0)|
2n

+
∞∑

n=N+1

|x∗n(x− x0)|
2n

≤
N∑
n=1

ε2n

2n2N
+

∞∑
n=N+1

‖x− x0‖
2n

<
ε

2
+
ε

2
= ε

Por lo tanto I es continua, más aún ya que I es biyectiva, A débilmente com-
pacto y Ad de Haussdorff tenemos que I es un homeomorfismo. De esta forma la
topoloǵıa generada por d coincide con la topoloǵıa débil. Es decir la topoloǵıa
débil sobre A es metrizable.

Lema 1.7.25. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Si F es un subespacio de
dimensión finita de X∗ entonces existe {x1, . . . , xm} ⊂ X tal que ‖xi‖ = 1
para toda i = 1, . . . ,m y para toda x∗ ∈ F se cumple que

máx
1≤i≤m

|x∗(xi)| >
‖x∗‖

2

Demostración. Sea SF1 = {x∗ ∈ F | ‖x∗‖ = 1}. Dado que F es de dimensión
finita SF1 es compacto.

Si tomamos una 1
4
-red para SF1 entonces existen x∗1, . . . , x

∗
m ∈ SF1 tal que

SF1 ⊆
m⋃
i=1

B 1
4
(x∗i )

Sea x∗ ∈ SF1 . Por lo anterior existe j ∈ {1, . . . ,m} tal que ‖x∗−x∗j‖ < 1
4

y por
tanto

mı́n
1≤i≤m

‖x∗ − x∗i ‖ ≤ ‖x∗ − x∗j‖ <
1

4
.
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Recordemos que ‖x∗i ‖ = sup‖x‖=1 |x∗i (x)|. Si ε = 1
4

entonces existe xi ∈ X
tal que ‖xi‖ = 1 y

‖x∗i ‖ − ε < |x∗i (xi)| ≤ ‖x∗i ‖

para todo i = 1, . . . ,m. Por tanto, |x∗i (xi)| > 3
4

para todo i = 1, . . . ,m.
De todo lo anterior y como el máximo de la suma de dos conjuntos es la

suma de los máximos obtenemos:

máx
1≤i≤m

|x∗(xi)| = máx
1≤i≤m

|x∗i (xi)− x∗i (xi) + x∗i (xi)|

≥ máx
1≤i≤m

|x∗i (xi)| − mı́n
1≤i≤m

|x∗(xi)− x∗i (xi)| >
3

4
− 1

4
=

1

2
=
‖x∗‖

2

de esta forma se ha demostrado el resultado para los elementos de SF1 . Para
los otros casos considerese x∗

‖x∗‖ .

Lema 1.7.26. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Si X es separable entonces
X∗ es débil* separable.

Demostración. El resultado es obvio si X = {0}. Supongamos que X 6= {0} y
sea (ai)

∞
i=1 un conjunto denso y numerable en B la bola cerrada de radio 1 en

X, de esta forma ‖ai‖ = 1 para todo i ≥ 1.
Consideremos C : X → X∗∗ el encaje canonico. Sea i ∈ N y recordemos

que ‖âi‖ = sup‖x∗‖=1 ‖x∗(ai)‖ además

‖âi‖ = ‖C(ai)‖ = ‖ai‖ = 1

Por tanto existen a∗i tal que ‖a∗i ‖ = 1 y |âi(a∗i )| > 3
4

para toda i ∈ N. A
continuación probaremos que

X∗ = s(a∗1, a
∗
2, . . .)

w∗

donde s(a∗1, a
∗
2, . . .)

w∗

denota la cerradura débil* del subespacio s(a∗1, a
∗
2, . . .).

Supongamos que lo anterior no se cumple, es decir que existe x∗ ∈ X∗ tal

que x∗ /∈ s(a∗1, a∗2, . . .)
w∗

. Por el Corolario 1.8.14 de la siguiente sección, existe
x∗∗ : X∗ → R funcional lineal y débil* continua tal que

x∗∗(x∗) 6= 0 y x∗∗(a∗i ) = 0

para todo i ∈ N.
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Sabemos que el espacio dual de X∗ con la topoloǵıa débil* es C(X) = X y
por tanto que existe x ∈ X tal que x∗∗ = x̂. Sea x0 = x

‖x‖ , tenemos que

x∗(x0) = x̂0(x∗) 6= 0 y a∗i (x0) = x̂0(ai) = 0

para todo i ∈ N. De esta forma si i ∈ N entonces

|âi(a∗i )− x̂0(a∗i )| = |âi(a∗i )| >
3

4

y por tanto,

‖ai − x0‖ = ‖âi − x0‖ ≥
3

4

para todo i ∈ N, lo cual es una contradicción al hecho de que (ai)
∞
i=1 es denso

en B.
Ahora, las combinaciones lineales de los (a∗i )

∞
i=1 con coeficientes racionales

forman un conjunto débil* denso y numerable en X∗.

Corolario 1.7.27. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado. Si X 6= 0 es separable
entonces existe una sucesión (x∗n)∞n=1 en X∗ que separa puntos en X.

Lema 1.7.28. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Sea A ⊂ X tal que todo
subconjunto infinito numerable de A tiene un punto de acumulación débil en
X. Entonces x∗(A) es relativamente compacto para todo x∗ ∈ X∗.

Demostración. Sea x∗ ∈ X∗, para ver que x∗(A) es relativamente compacto
basta probar que x∗(A) es acotado pues en R todo compacto es cerrado y
acotado.

Supongamos que x∗(A) no es acotado por tanto, podemos encontrar una
sucesión A0 = (an)∞n=1 contenida en A tal que x∗(an) > n para todo n ∈ N. Por
hipótesis existe x0 ∈ A0

w
, consideremos Ul = {x ∈ X | |x∗(x) − x∗(x0)| < 1

l

para todo l ≥ 1, claramente Ul es una vecindad débil de x0 para todo l ≥ 1
por tanto, existe una subsucesión (anl)

∞
l=1 de A0 tal que

x∗(anl)− x∗(x0) <
1

l
,

para todo l ≥ 1 y por tanto, nl <
1
l
+x∗(x0) para todo l ≥ 1, lo cual claramente

es una contradicción, es aśı que x∗(A) es acotado.

Teorema 1.7.29 ( Eberlein-Smulian). Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y
A ⊂ X. Los siguientes tres enunciados son equivalentes:
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1. La cerradura débil de A es débilmente compacta.

2. Toda sucesión de elementos de A contiene una subsucesión débilmente
convergente a un elemento de X.

3. Todo subconjunto infinito numerable de A tiene un punto de acumulación
respecto a la topoloǵıa débil.

Demostración. 1.⇒ 2. Sea (an)∞n=1 una sucesión de elementos de A. Conside-
remos

X0 = s(ai)∞i=1

w

donde s(ai)∞i=1

w
denota la cerradura débil del subespacio s(ai)

∞
i=1.

Ahora si A
w

denota la cerradura débil de A entonces A
w ∩ X0 ⊆ A

w
es

débilmente compacto pues A
w ∩ X0 es un subconjunto débil cerrado de un

conjunto débil compacto. Tambien sabemos que A
w ∩ X0 ⊆ X0 y ya que X0

es separable el Corolario 1.7.27 y el Lema 1.7.24 nos dicen que A
w ∩ X0 es

metrizable.
Recordemos que en espacios metrizables el concepto de subconjunto com-

pacto es equivalente al de compacto por sucesiones. Es de aqúı que existe
(ank)

∞
n=1 subsucesión de (an)∞n=1 tal que para algún a ∈ X

ank
w→ a

cuando k →∞.
2. ⇒ 3. Sea A0 ⊂ A un conjunto infinito numerable. Por tanto, podemos

escribir A0 = (an)∞n=1 y por hipótesis existe (ank)
∞
k=1 subsucesión de A0 tal que

si k →∞
ank

w→ a

para algún a ∈ X. Claramente a es un punto de acumulación de A0 respecto
a la topoloǵıa débil.

3. ⇒ 1. Sea A subconjunto de X tal que todo subconjunto infinito nu-
merable de A tiene un punto de acumulación respecto a la topoloǵıa débil.
Sea x∗ ∈ X∗ por el Lema 1.7.28 x∗(A) es relativamente compacto y por tan-
to, acotado. La Proposición 1.7.15 nos dice que A es débilmente acotado y la
Proposición 1.7.14 implica que A es acotado.

Sea C : X → X∗∗ el encaje canónico. El siguiente subconjunto de X∗∗

C(A)
w∗

denotara la cerradura de C(A) con respecto a la topoloǵıa débil*.
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Basta probar que
C(A)

w∗
⊂ C(X)

ya que si esto es cierto, como C es una isometŕıa sobre su imagen entonces
C(A

w
) = C(A)

w∗
, donde A

w
es la cerradura débil de A. Como A es acotado se

tiene que A es débilmente acotado y por tanto, A
w

es débilmente acotado y por
1.7.14 se tiene que A

w
es acotado de donde C(A

w
) es acotado. Del Corolario

1.7.21 se tiene que C(A)
w∗

es débil* compacto y por tanto, A
w

es débilmente
compacto, que es lo se queŕıa.

Sea x∗∗ ∈ C(A)
w∗

y x∗1 ∈ X∗ tal que ‖x∗1‖ = 1. Claramente

U1 = {z ∈ X∗∗ | |(z − x∗∗)(x∗1)| < 1

es una vecindad débil* de x∗∗. Por lo tanto existe a1 ∈ A tal que

|(x∗∗ − â1)(x∗1)| < 1

Sabemos que s(x∗∗, x∗∗ − â1) es de dimensión 2 y por el Lema 1.7.25 existen
{x∗2, . . . , x∗n(2)} ⊂ X∗ tal que ‖xi‖ = 1 para toda i = 2, . . . , n(2) y

máx
2≤i≤n(2)

|y∗∗(x∗i )| >
‖y∗∗‖

2

para todo y∗∗ ∈ s(x∗∗, x∗∗ − â1).
De nueva cuenta

U2 = {z ∈ X∗∗ | |(x∗∗ − z)(x∗i ) <
1

2
, ∀1 ≤ i ≤ n(2)}

es una vecindad débil de x∗∗. Por lo tanto existe a2 ∈ A tal que

máx
1≤m≤n(2)

|(x∗∗ − â2)(x∗m)|1
2

El subespacio s(x∗∗, â1, â2) es dimensión finita y por el Lema 1.7.25 existe
{x∗n(2)+1, . . . , x

∗
n(3} ⊂ X∗ tal que ‖x∗i ‖ = 1 para todo n(2) + 1 ≤ i ≤ n(3) y

máx
n(2)+1≤m≤n(3)

|y∗∗(x∗m)| > ‖y
∗∗‖
2

para todo y∗∗ ∈ s(x∗∗, â1, â2).
Ahora

U3 = {z ∈ X∗∗ | |(x∗∗ − z)(x∗i )| <
1

3
, ∀1 ≤ i ≤ n(3)}
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es una vecindad débil* de x∗∗. Por lo tanto existe a3 ∈ A tal que

máx
1≤m≤n(3)

|(x∗∗ − â3)(x∗m)| < 1

3

continuando de manera inductiva obtenemos:

1. Una sucesión creciente de naturales (n(k))∞k=1.

2. Una sucesión (x∗i )
∞
i=1 de elementos de X.

3. Una sucesión (ai)
∞
i=1 de elementos de A.

tal que

máx
n(k−1)+1≤m≤n(k)

|y∗∗(x∗m)| > ‖y
∗∗‖
2

(1.15)

para todo y∗∗ ∈ s(x∗∗, â1, . . . , âk−1). También

máx
1≤m≤n(k)

|(x∗∗ − âk)(x∗m)| < 1

k
. (1.16)

Consideremos X0 = s(x∗∗, â1, â2, . . .)
w∗

. Por hipotesis existe x0 ∈ X tal que

an
w→ x0

cuando n→∞. Pero como X0 es débilmente cerrado x̂0 ∈ X0.
Ahora, como x∗∗− x̂0 ∈ X0 existe k ∈ N tal que x∗∗− x̂0 ∈ s(x∗∗, . . . , âk−1)

y de la desigualdad (1.15) deducimos que

máx
m∈N
|(x∗∗ − x̂0)(x∗m)| > ‖x

∗∗ − x̂0‖
2

(1.17)

Sean m, p ∈ N y p0 = máx{m, p}. Como x0 es un punto de acumulación
con respecto a la topoloǵıa débil de (an)∞n=1 tambien lo es de (an)∞n=p0

y por
tanto, existe k ≤ p0 tal que

|x∗i (ak − x0)| < 1

p

para toda 1 ≤ i,m ≤ p0.
Sabemos, por construcción que n(k) ≥ k ≥ p0 ≥ m. Es aśı, que de la

relación (1.16) obtenemos

|(x∗∗ − âk)(x∗m)| < 1

k
≤ 1

p0

≤ 1

p
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De lo anterior deducimos

|(x∗∗ − x̂0)(x∗m)| ≤ |(x∗∗ − âk)(x∗m)|+ |x∗m(ak − x0)| ≤ 1

p
+

1

p
=

2

p

para toda m ∈ N. Usando la desigualdad (1.17) finalmente llegamos a que

‖x∗∗ − x̂0‖ <
4

p

para toda p ∈ N. Es decir x∗∗ = x̂0 = C(x0).

1.8. Convexidad.

Definición 1.8.1. Sean A y C subconjuntos de un espacio vectorial X.

1. A es balanceado si αA ⊆ A para todo α ∈ R tal que |α| ≤ 1.

2. A es absorbente si para cada x ∈ X existe εx > 0 tal que x ∈ tA para
todo t > εx.

3. Decimos que C es convexo si para todo x1, x2 ∈ C se tiene que

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C

para todo λ ∈ (0, 1).

Observación 1.8.2. Sea A un subconjunto de un espacio vectorial X.

1. Si A es absorbente o balanceado y no vaćıo entonces 0 ∈ A.

2. Si A es balanceado entonces −A = {−a | a ∈ A} = A.

3. La unión e interseccion arbitraria de conjuntos balanceados es balancea-
da.

4. La intersección arbitraria de conjuntos convexos es convexa.

Definición 1.8.3. Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico y A ⊆ X. Defi-
nimos la envolvente convexa de A como la intersección de todos los subconjun-
tos de X que son convexos y contienen a A. La envolvente convexa será deno-
tada por conv(A).
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Proposición 1.8.4. Si A es un subconjunto de un espacio normado X enton-
ces

conv(A) =

{
n∑
i=1

aixi | ai ≥ 0, xi ∈ A ∀i = 1, . . . n,
n∑
i=1

ai = 1, n ∈ N

}
.

Lema 1.8.5. Sean C1, . . . , Cn subconjuntos convexos de un espacio vectorial
X. Entonces

conv

(
n⋃
i=1

Ci

)
=

{
n∑
i=1

aixi | ai ≥ 0, xi ∈ Ci,∀i = 1, . . . , n
n∑
i=1

ai = 1

}
.

Lema 1.8.6. Sea (X, τ) un espacio vectorial topologico de Hausdorff. Supon-
gamos que K1, . . . , Kn son subconjuntos no vaćıos, convexos y compactos de
X, entonces conv (

⋃n
i=1Ki) es compacto.

Demostración. Dado que la union finita de compactos es compacto, es suficien-
te probar el resultado para n = 2. Sean pues K1 y K2 subconjuntos convexos
y compactos de X.

Dado que (X, τ) es un espacio vectorial topológico, se tiene que la función
T : R2 ×X2 → X dada por

T (a1, a2, x1, x2) = a1x1 + a2x2,

es continua en R2 × X2. Por lo tanto como K1 × K2 es compacto en X2 se
tiene que T (∆1 × K1 × K2) es compacto en X, donde ∆1 esta definido por
∆1 = {(a1, a2) ∈ R2 | a1 + a2 = 1, a1, a2 ≥ 0}.

Ahora usando el Lema 1.8.5 se tiene que conv(K1∪K2) = T (∆1×K1×K2),
es aśı que conv(K1 ∪K2) es compacto.

Definición 1.8.7. Un espacio vectorial topológico (X, τ) se dice que es lo-
calmente convexo si τ tiene una base formada por subconjuntos convexos de
X.

Observación 1.8.8. Si (X, ‖ ‖) es un espacio normado entonces claramente
es localmente convexo, más aún (X, σ(X,X∗)) y (X∗, σ(X∗, X)) son espacios
vectoriales topológicos localmente convexos.

Proposición 1.8.9. Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico.

1. Si A es un subconjunto de X balanceado entonces A e intA son balan-
ceados siempre y cuando 0 ∈ intA.
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2. Toda vecindad del 0 en X es absorbente.

3. Para toda U vecindad del 0 en X, existe V una vecindad balanceada del
0 en X tal que

V ⊆ V ⊆ V + V ⊆ U.

Más aún, si U es convexo entonces V se puede elegir tambien convexo.

Demostración. Daremos la demostración de 2. y 3. la prueba de la conclusión
1. se puede encontrar en [22].

2.] Sean U una vecindad del 0 y x ∈ X. Dado que el producto por un
escalar es continuo, en particular es continuo en (0, x) y por tanto, existe una
vecindad del 0 ∈ R de la forma (−ε, ε) y una vecindad W de x tales que ty ∈ U
para todo y ∈ W y todo 0 < t < ε. Es aśı que

x ∈ t−1U

para todo t−1 > ε−1, es decir U es absorbente.
3.] Sea U una vecindad del 0 enX. Por la continuidad de la suma de vectores

en X existen U1 y U2 vecindades del 0 tal que U1 + U2 ⊆ U . Consideremos

U3 = U1 ∩ U2 ∩ (−U1) ∩ (−U2),

claramente U3 es una vecindad del 0 tal que U3 = −U3 y U3 + U3 ⊆ U . Este
procedimiento se puede aplicar a U3 en lugar de U y se obtiene una vecindad
U4 del 0 tal que U4 = −U4 y U4 + U4 + U4 + U4 ⊆ U .

Afirmamos que U4 + U4 + U4 ∩ (X \ U + U4) = ∅, si no fuera aśı existiŕıa
x+y+z ∈ U4 +U4 +U4 con x+y+z = w ∈ U4 y w /∈ U , de donde tendŕıamos
que w = x+ y + z + 0 ∈ U4 + U4 + U4 + U4 lo cual es una contradicción.

Observemos que (X \U) +U4 es abierto pues U4 lo es, de donde deducimos
que

U4 + U4 ∩ ((X \ U) + U4) = ∅

y por tanto, U4 + U4 ⊆ U .
La continuidad del producto por un escalar en X implica que existe δ > 0

y U5 vecindad del 0 tal que αU5 ⊆ U4 para todo |α| < δ.
Sea

V =
⋃
|α|<δ

αU5.

Afirmamos que V es balanceado. Para ver esto tomemos |β| ≤ 1, si x ∈ βV
entonces x = βαy para algun |α| < 1 y algun y ∈ U5, denotando por γ = βα
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tenemos que x ∈ γU5 y dado que |γ| < 1, deducimos que x ∈ V y por tanto,
V es balanceado.

Claramente V es una vecindad del 0 contenida en U4 y además

V ⊆ V = V + {0} ⊆ V + V ⊆ U4 + U4 ⊆ U. (1.18)

Es aśı que la Proposición esta demostrada a ecepción del caso cuando U es
convexo, lo cual probamos enseguida.

Ahora supongamos que U es una vecindad convexa que contiene al cero.
Es suficiente probar el resultado para U ∩ (−U) pues U ∩ (−U) ⊆ U , es aśı que
de ahora en adelante supondremos que U = −U . La convexidad de U implica
que

U

3
+
U

3
− U

3
= U

lo cual implica fácilmente que(
U

3
+
U

3

)
∩
(

(X \ U) +
U

3

)
= ∅.

Obviamente (X \ U) + U
3

es un conjunto abierto que contiene a X \ U y por
tanto,

U

3
+
U

3
⊆ U

Un razonamiento análogo al hecho en (1.18) nos dice que es suficiente encontrar
una vecindad balanceada y convexa del 0 tal que V ⊆ U

3
.

Consideremos

W =
⋂
|α|=1

αU

3
.

Claramente W es un subconjunto convexo de U
3

, por lo ya demostrado tenemos
que existe B una vecindad balanceada del 0 que esta contenida en U

3
. Además

para todo |α| = 1 se tiene que B = αB ⊂ αU
3

y por tanto, B ⊆ W , lo cual
implica que 0 ∈ intW .

Ahora probamos que W es balancedo. Sea |β| ≤ 1, podemos escribir β = tγ
donde 0 ≤ t ≤ 1 y |γ| = 1, es aśı que

βW = t

 ⋂
|α|=1

αγU

3

 = tW = tW + (1− t){0} ⊆ W,

es decir W es balanceada. Del punto 1. de esta Proposición se tiene que intW es
una vecindad balanceada y convexa del 0 contenida en U

3
, es aśı que V = intW

es la vecindad del 0 buscada.
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Definición 1.8.10. Sea C un subconjunto de X un espacio vectorial. Un punto
x ∈ C es interno si para todo y ∈ X existe ε > 0 tal que x+ ty ∈ C para todo
|t| < ε. El conjunto de puntos internos de C será denotado por I(C).

Proposición 1.8.11. Sea X un espacio vectorial. Si C es un subconjunto
convexo de X entonces I(C) es convexo.

Demostración. Sean x, y ∈ I(C) y λ ∈ [0, 1]. Denotemos por z = λx+(1−λ)y,
si w ∈ X entonces existen ε1 > 0 y ε2 > 0 tales que x+ t1w, y + t2w ∈ C para
todo |t1| < ε1, |t2| < ε2.

Sea ε = mı́n{ε1, ε2}, si t es tal que |t| < ε entonces

z + tw = λ(x+ tw) + (1− λ)(y + tw) ∈ C.

Es decir z ∈ I(C).

Proposición 1.8.12. Sea X un espacio vectorial. Supongamos que C es un
subconjunto convexo de X tal que 0 ∈ I(C), consideremos pC : X → R dada
por

pC(x) = ı́nf
{
r ∈ R | x

r
∈ C, r > 0

}
.

Entonces pC(x) <∞ para todo x ∈ X y

1. pC(x) ≥ 0 para todo x ∈ X.

2. pC(0) = 0.

3. pC(λx) = λpC(x) para todo x ∈ X y todo λ ≥ 0.

4. pC(x+ y) ≤ pC(x) + pC(y) para todo x, y ∈ X.

pC es llamada la funcional de Minkowski para C.

Teorema 1.8.13 (de separación de Hanh-Banach). Sean X un espacio vec-
torial topologico y A,B dos subconjuntos no vacios, convexos y disjuntos de
X.

1. Si A es abierto entonces existe f ∈ X∗ y γ ∈ R tal que

f(a) < γ ≤ f(b)

para todo a ∈ A y todo b ∈ B.
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2. Si A es compacto, B es cerrado y X localmente convexo. Entonces existe
f ∈ X∗ y γ ∈ R tal que

f(a) < γ < f(b)

para todo a ∈ A y todo b ∈ B.

Demostración. 1.] Sea a0 ∈ A y b0 ∈ B. Denotemos x0 = b0 − a0, dado
que la suma de un conjunto abierto con otro siempre es abierto se tiene que
C = A−B + x0 es una vecindad convexa de 0 en X.

Sea pC : X → R la funcional de Minkowski para C, sabemos que pC
satisface las conclusiones de la Proposición 1.8.12, ya que A ∩ B = ∅ se tiene
que x0 /∈ C y por lo tanto pC(x0) ≥ 1.

Sea M = s(x0). Def́ınase f0 : M → R dada por

f0(tx0) = t

para toda t ∈ R. Supongamos que t ≥ 0, entonces por la observación hecha
en el párrafo anterior f0(tx0) = t ≤ tpC(x0) = pC(tx0). Si t < 0 entonces
f0(tx0) = t < 0 ≤ pC(tx0). Por tanto,

f0(tx0) ≤ pC(tx0)

para todo t ∈ R. Usando el Teorema de extensión de Hanh-Banach decimos
que existe f : X → R extensión lineal de f0 tal que

f(x) ≤ pC(x)

para todo x ∈ X. Observando que pC(x) ≤ 1 para todo x ∈ C deducimos que
f(x) ≤ 1 para todo x ∈ C, más aun f(−x) ≥ −1 para todo x ∈ C. Es decir f
es acotada en la vecindad convexa del 0 dada por C∩−C, por lo tanto f ∈ X∗.

Sea a ∈ A y b ∈ B. La función de R en X dada por

t→ (1 + t)(a− b+ x0)

es continua pues el pruducto punto es una función continua de R × X a X.
Ahora como C es abierto en X existe ε > 0 tal que para todo t ∈ [−ε, ε] se
tiene que (1 + t)(a− b+ x0) ∈ C. En particular

(1 + ε)(a− b+ x0) ∈ C.

Por lo tanto pC((1 + ε)(a − b + x0)) ≤ 1, es decir pC(a − b + x0) < 1
1+ε

. Más
aún dado que f es lineal y f(x0) = f0(x0) = 1 se deduce que

f(a)− f(b) + 1 = f(a− b+ x0) ≤ pC(a− b+ x0) <
1

1 + ε
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De donde f(a)− f(b) < 1
1+ε
− 1 < 0, es decir

f(a) < f(b)

para todo a ∈ A y todo b ∈ B.
Sea γ = supa∈A f(a), claramente f(a) ≤ γ ≤ f(b) para todo a ∈ A y todo

b ∈ B. Supongamos que existe a′ ∈ A tal que f(a′) = γ.
La función de R a X dada por

t→ a′ + tx0

es continua pues el producto punto es una función continua de R × X → X.
Sabemos que A es abierto en X, por lo tanto existe ε > 0 tal que para todo
t ∈ [−ε, ε] se tiene que a′ + tx0 ∈ A, en particular

a′ + εx0 ∈ A.

Es aśı que γ + ε = f(a′ + εx0) ≤ γ lo cual es una contradicción.
2.] Sea A compacto y B cerrado, convexos, no vaćıos y disjuntos. Dado que

X es localmente convexo existe V una vecindad convexa del 0 tal que

(A+ V ) ∩B = ∅.

Claramente A+V es abierto por tanto, por la parte 1. existe f ∈ X∗ y γ1 ∈ R
tal que

f(c) < γ1 ≤ f(b)

para todo c ∈ A+ V y todo b ∈ B. En particular

f(a) < γ1 ≤ f(b)

para todo a ∈ A y todo b ∈ B.
Como A es compacto existe a1 ∈ A tal que f(a1) = supa∈A f(a) = α.

Tambien sabemos que α < γ1, sea γ = γ1+α
2

un razomiento sencillo muestra
que

f(a) < γ < f(b)

para todo a ∈ A y todo b ∈ B.

Corolario 1.8.14. Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico localmente con-
vexo, Y un subespacio de X y x0 ∈ X tal que x0 /∈ Y , entonces existe f ∈ X∗
tal que f(x0) = 1 y f(x) = 0 para todo x ∈ Y .
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Demostración. Por el punto 2. del Teorema 1.8.13 con A = {x0} y B = Y ,
existe f1 ∈ X∗ tal que f1(x0) y f1(Y ) son disjuntos, entonces f1(Y ) es un
subespacio propio de R, por lo cual f1(Y ) = 0 y f1(x0) 6= 0. Por tanto, f =
f1

f1(x0)
satisface que f(x0) = 1 y f(x) = 0 para todo x ∈ Y .

Definición 1.8.15. Sea C un subconjunto convexo de un espacio vectorial X.
ξ ∈ C es un punto extremo de C si para todo x1, x2 ∈ C tal que

ξ =
x1 + x2

2

se tiene que x1 = x2 = ξ. El conjunto de puntos extremos de C se denotará por
ext(C).

EJEMPLOS:

1. Sean x1, x2 puntos de un espacio normado X los puntos extremos del
segmento que une x1 con x2 son los mismos x1 y x2.

2. Sea C = [a, b]× [c, d] un cuadrado en R2, los puntos extremos de C son
los vértices del cuadrado, (a, c), (a, d), (b, c) y (b, d).

3. Sea B = {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1}, los puntos extremos de B son los puntos
tal que ‖x‖ = 1.

La siguiente proposición enuncia algunas equivalencias de la definición de
punto extremo.

Proposición 1.8.16. Sean X un espacio vectorial, C ⊂ X convexo y ξ ∈ C.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. ξ es un punto extremo de C.

2. Para todo x1, x2 ∈ C y todo 0 ≤ λ ≤ 1 tal que x1 6= x2 y ξ = λx1 + (1−
λ)x2 se tiene que ξ = x1 ó ξ = x2.

3. Para todo x1, x2 ∈ C y todo 0 < λ < 1 tal que ξ = λx1 + (1 − λ)x2 se
tiene que x1 = ξ = x2.

4. Para todo x1, . . . , xn ∈ C y todo λ1, . . . , λn > 0 tales que ξ =
∑n

i=1 λixi
y
∑n

i=1 λi = 1 se tiene que ξ = x1 = . . . = xn.

5. C \ {ξ} es convexo.

Demostración. Vease [6].
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Teorema 1.8.17. Sea K un subconjunto compacto y no vaćıo de un espacio
vectorial topológico de Hausdorff localmente convexo (X, τ). Si conv(K) es
compacto, entonces ext(conv(K)) ⊆ K.

Demostración. Sea x ∈ ext(conv(K)). Basta probar que (x+U)∩K 6= ∅ para
toda U vecindad del 0 ∈ X, pues de esto se seguiŕıa que x ∈ K = K.

Sea U una vecindad del 0, dado que X es localmente convexo podemos
suponer que U es convexo. Por la Proposición 1.8.9 punto 3. tenemos que
existe V una vecindad convexa y balanceada del 0 tal que V ⊆ U . Además la
compacidad de K implica que existen x1, . . . xn ∈ K tales que

K ⊆
n⋃
i=1

(xi + V ).

Para cada 1 ≤ i ≤ n consideremos

Ki = conv
(
K ∩ (xi + V )

)
.

Claramente Ki ⊆ conv(K) para todo 1 ≤ i ≤ n y por tanto, Ki es compacto,
y obviamente convexo, para todo 1 ≤ i ≤ n. Más aún por el Lema 1.8.6 se
tiene que conv (

⋃n
i=1 Ki) es compacto.

Es fácil ver que

K ⊆
n⋃
i=1

Ki ⊆ conv(K)

de donde se deduce que

conv(K) = conv

(
n⋃
i=1

Ki

)
= conv

(
n⋃
i=1

Ki

)
.

Dado que x ∈ conv(K), el Lema 1.8.5 nos dice que existen a1, . . . , an ≥ 0
tales que

∑n
i=1 ai = 1 y y1, . . . , yn elementos de K1, . . . , Kn respectivamente

que satisfacen

x =
n∑
i=1

aiyi,

pero x es un punto extremo de conv(K), lo cual implica que existe un yi0 ∈ Ki0

tal que x = yi0 . De esta forma obtenemos que

x ∈ Ki0 = conv
(
K ∩ (xi0 + V )

)
⊆ xi0 + V = xi0 − V .

Por tanto, xi0 ∈ (x+ V ) ∩K ⊆ (x+ U) ∩K, es decir (x+ U) ∩K 6= ∅.
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Definición 1.8.18. Sean X un espacio vectorial topológico y C un subconjunto
convexo de X. Definimos:

1. H ⊂ X es un medio espacio abierto si existe f : X → R funcional lineal
continua y λ ∈ R tal que

H = {x ∈ X | f(x) < λ} ó H = {x ∈ X | f(x) > λ}

H es un medio espacio cerrado si en los conjuntos anteriores < ó > se
cambian por ≤ ó ≥ respectivamente.

2. Una rebanada de C es una intersección no vaćıa de C con un medio
espacio abierto.

3. ζ ∈ C es un punto fuertemente extremo si las rebanadas de C que con-
tienen a ζ forman una base local para ζ en C. Es decir, para toda U
vecindad relativa a C de ζ existe V rebanada de C que contiene a ζ tal
que V ⊂ U .

Observación 1.8.19. Los conceptos de punto extremo y fuertemente extremo
no son en general equivalentes. Consideremos C un triángulo abierto en R2

con un punto x sobre algun lado del mismo que no sea un vértice, tenemos que
x es un punto extremo pero no fuertemente extremo.

La siguiente proposición da condiciones necesarias y suficientes para la
equivalencia entre punto extremo y punto fuertemente extremo.

Proposición 1.8.20. Sean (X, τ) un espacio vectorial topológico de Hausdorff
localmente convexo y C ⊂ X convexo y compacto. ξ ∈ C es extremo si y sólo
si es fuertemente extremo.

Demostración. ⇐] Supongamos que ξ ∈ C es fuertemente extremo. Afirmamos
que

C \ {ξ} =
⋃
{H ∩ C | H es un medio espacio cerrado que no contiene a ξ}.

Sea x ∈ C \ ξ, entonces x 6= ξ y dado que X es de Hausdorff existen abiertos
U y V relativos a C disjuntos tales que x ∈ U y ξ ∈ V . Pero ξ es fuertemente
extremo, por lo tanto existe H un medio espacio abierto tal que ξ ∈ H∩C ⊂ V ,
más aún H ′ = X \ H es un medio espacio cerrado tal que ξ /∈ H ′, además
x ∈ H ′ ∩ C. La otra contención es obvia.

Observemos que H ∩C es convexo para todo H medio espacio cerrado que
no contiene a ξ por lo tanto C \ {ξ} es convexo.
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Supongamos que ξ no es extremo entonces existen x1, x2 ∈ C tal que

ξ =
x1 + x2

2
(1.19)

con x1 6= ξ ó x2 6= ξ, si pasara que x1 6= ξ y x2 6= ξ tendŕıamos, dado que
C \ {ξ} es convexo, que ξ ∈ C \ {ξ}, lo cual es una contradicción. Ahora si
x1 6= ξ pero x2 = ξ de la ecuación (1.19) se deduce que x1 = ξ, de nuevo es
imposible, en el ultimo caso se llega a una contradicción de manera analoga.
Es decir ξ es extremo. 4

⇒] Sea σ(X,X∗) la topoloǵıa débil para X. Dado que σ(X,X∗) ⊂ τ tene-
mos que la identidad en C

I : (C, τ)→ (C, σ(X,X∗))

es continua. Más aún, como C es compacto y de Hausdorff se tiene que I es
un homeomorfismo.

Sea ξ ∈ C un punto extremo y V = U ∩C una vecindad relativa a C de ξ,
donde U es abierto en X. Por lo dicho en el parrafo anterior U es una vecindad
débil de ξ es decir

U = {x ∈ X | |fi(x)− fi(ξ)| < εi ∀i = 1, . . . , n}

donde fi ∈ X∗, εi > 0 para toda i = 1, . . . , n y n ∈ N.
Si x ∈ U podemos escribir fi(ξ) − εi < fi(x) < εi + fi(ξ) para todo i =

1, . . . , n. Por lo tanto U es una intersección finita de medios espacios abiertos
Hi, i = 1, . . . k y de esto tenemos que

V =
k⋂
i=1

Hi ∩ C.

Usando la igualdad anterior podemos escribir a C \ V como

C \ V =
k⋃
i=1

H ′i ∩ C

donde H ′i = X \Hi es un medio espacio cerrado para toda i = 1, . . . , k.
Ahora H ′i ∩ C es convexo y compacto para toda i = 1, . . . , n, usando el

Lema 1.8.6 se tiene que conv(C \ V ) es convexo y compacto. Observemos que

4Obsérvese que para probar esta implicación sólo se usó que X sea de Hausdorff.
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ξ /∈ conv(C \ V ), pues si pasara eso tendriamos que ξ =
∑m

i=1 aizi donde∑m
i=1 ai = 1 y zi ∈

⋃k
i=1H

′
i ∩ C y dado que ξ es un punto extremo de C se

tendŕıa ξ = zi para toda i = 1, . . . ,m lo cual es una contración pues ξ /∈ H ′i
para toda i.

Finalmente por el Teorema 1.8.13 existe g ∈ X∗ y λ ∈ R tal que {ξ} ⊂
{x ∈ X | g(x) < λ} y conv(C \ V ) ⊂ {x ∈ X | g(x) > λ}. Un razonamiento
sencillo muestra que

{x ∈ X | g(x) < λ} ∩ C ⊂ V.

Es decir la rebanadas de C que contienen a ξ forman una base local para ξ en
C. Por lo tanto ξ es un punto fuertemente extremo.

Definición 1.8.21. Sea C un subconjunto convexo de X un espacio vectorial.
F es una cara de C si satisface las siguientes propiedades:

1. F es convexo.

2. Si existen x1, x2 ∈ C y λ ∈ (0, 1) tal que λx1 + (1 − λ)x2 ∈ F entonces
λx1 + (1− λ)x2 ∈ F para todo λ ∈ [0, 1].

1.8.1. El Teorema de Krein-Milman.

Sabemos que si f es una funcional lineal y continua entonces alcanza su
supremo en todo subconjunto K de X compacto, más aún si K es convexo el
siguiente lema dice que el punto en cual se alcanza el supremo es extremo.

Lema 1.8.22 (H. Bauer). Sean (X, τ) un espacio vectorial topologico de Haus-
dorff locamente convexo y C ⊆ X no vaćıo, compacto y convexo. Si f : C → R
es una funciónal lineal y continua entonces existe un punto extremo ξ de C tal
que

f(ξ) = sup
x∈C

f(x).

Demostración. Consideremos el siguiente conjunto.

S = {F ⊂ C | F 6= ∅, F es cerrado y si existen x1, x2 ∈ C tal que

]x1, x2[∩F 6= ∅ entonces [x1, x2] ⊆ F}

donde ]x1, x2[= {λx1 + (1 − λ)x2 | 0 < λ < 1} y [x1, x2] = {λx1 + (1 − λ)x2 |
0 ≤ λ ≤ 1}.

S tiene las siguientes propiedades:
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1. C ∈ S.

2. Sea {Fi}i∈I ⊂ S tal que
⋂
i∈I Fi 6= ∅. Entonces claramente

⋂
i∈I Fi ∈ S.

3. Sea x ∈ C, {x} ∈ S si y sólo si x es un punto extremo de C. Esto se
demuestra a continuación:

⇒] Supongamos que {x} ∈ S, ademas consideremos x1, x2 ∈ C tal que

x =
x1 + x2

2

entonces ]x1, x2[∩{x} 6= ∅ y por lo tanto [x1, x2] = {x}, de donde x =
x1 = x2. Es decir x es un punto extremo de C.

⇐] Supongamos que x es un punto extremo. Claramente {x} no es vaćıo
y cerrado, sea x1, x2 ∈ C tal que ]x1, x2[∩{x} 6= ∅, entonces existe 0 <
λ < 1 tal que

λx1 + (1− λ)x2 = x (1.20)

Afirmamos que x1 = x = x2, supongamos que x1 6= x ó x2 6= x. Si
pasara que x1 6= x y x1 6= x usando la ecuación (1.20) llegariamos a
una contradicción pues x es extremo. Ahora, si x1 6= x pero x = x2

usando la misma relación llegamos a que λx1 − λx = 0 y dado que
λ > 0 tendriamos que x1 = x una contradicción a nuestra suposición.
Analagomente, si x1 = x pero x2 6= x se tendria una contradicción. Por
lo tanto x1 = x = x2, es decir [x1, x2] = {x}.

4. Para cualquier F ∈ S y g : C → R funciónal lineal y continua se tiene
que

F ′ =

{
x ∈ F | g(x) = sup

y∈F
g(y)

}
∈ S.

Esto es cierto pues: Dado que F es compacto F ′ 6= ∅, además F ′ se puede
escribir como

F ′ =
∞⋂
n=1

{
x ∈ F | g(x) ≥ sup

y∈F
g(y)− 1

n

}
lo cual implica que F ′ es cerrado.

Sean x1, x2 ∈ C tal que ]x1, x2[∩F ′ 6= ∅. Sea x0 ∈]x1, x2[∩F ′ y consi-
deremos x ∈ [x1, x2] distinto de x0. Podemos encontrar x′ ∈ [x1, x2] y
0 < λ < 1 tal que

x0 = λx+ (1− λ)x′
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Sabemos que [x1, x2] ⊆ F y por lo tanto x, x′ ∈ F de donde se deduce
que

g(x) ≤ g(x0) g(x′) ≤ g(x0)

supongamos que g(x) < g(x0) entonces λg(x) < λg(x0) ademas (1 −
λ)g(x′) ≤ (1− λ)g(x0). Sumando estas desigualdades y usando el hecho
de que g es lineal obtenemos que

g(x0) ≤ λg(x) + (1− λ)g(x′) < λg(x0) + (1− λ)g(x0) = g(x0)

lo cual es una contradicción. Por lo tanto g(x) = g(x0) = supy∈F g(y), es
decir x ∈ F ′.

Ahora, S es un conjunto parcialmente ordenado con el orden dado por F ≤ F ′

si y sólo si F ′ ⊆ F para todo F, F ′ ∈ S. Sea F1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . una
cadena5 en S, dado que Fi es compacto para todo i = 1, . . . , n tenemos que
G =

⋂∞
i Fi 6= ∅. Entonces por la propiedad 2. de S deducimos que Fi ≤ G

para todo i = 1, . . . , n y G ∈ S. Por lo tanto por el Lema de Zorn existe M ∈ S
un elemento maximal de S. En particular para

F0 =

{
x ∈ C | f(x) = sup

y∈C
f(y)

}
que es un elemento de S por las propiedades 1. y 4. es aśı que F0 ≤M .

Finalmente si M es maximal en S entonces afirmamos que M = {ξ} con
ξ ∈ C. Sea ξ ∈ M y supongamos que existe ζ ∈ M tal que ξ 6= ζ. Por el
Teorema 1.8.13 existe h : C → R lineal y continua tal que h(ξ) 6= h(ζ), Dado
que h es lineal y continua deducimos de la propiedad 4. de S que F ′, el conjunto
que resulta de la propiedad 4. al cambiar F por M y g por h, es un subconjunto
propio de M y por lo tanto M < F ′ lo cual es una contradicción. Por lo tanto
M = {ξ} y de la propiedad 3. de S ξ es un punto extremo tal que ξ ∈ F0 lo
cual prueba el resultado.

Corolario 1.8.23. Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico de Hausdorff
localmente convexo y C un subconjunto de X no vaćıo, convexo y compacto.
Entonces ext(C) 6= ∅.

Demostración. Inmediata a partir del Lema de Bauer, aplicado a f : C → R
la función constante cero, la cual es lineal y continua.

Ahora podemos dar una demostración sencilla del Teorema de Krein-Milman.

5La definición precisa de cadena y el Lema de Zorn pueden verse en: [18].
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Teorema 1.8.24 (Krein-Milman). Sea (X, τ) un espacio vectorial topológico
de Hausdorff localmente convexo. Si C ⊆ X no vaćıo compacto y convexo
entonces

C = conv(ext(C)).

Demostración. Dado que C es cerrado y convexo se tiene que

conv(ext(C)) ⊂ C.

Supongamos que existe x0 ∈ C \ conv(ext(C)). Usando el Teorema 1.8.13
encontramos f ∈ X∗ y γ ∈ R tal que

f
(

conv(ext(C))
)
< γ < f(x0).

El Teorema de Bauer nos dice que existe ξ ∈ C punto extremo tal que f(ξ) =
supx∈C f(x) por lo tanto

γ < f(x0) ≤ f(ξ) < γ

lo cual es una contradicción. Por tanto, C ⊂ conv(ext(C)) y el Teorema queda
demostrado.

La propiedad más importante del conjunto de puntos extremos de un con-
junto convexo C es que es un espacio de Baire. Para probar esto necesitamos
el siguiente lema.

Lema 1.8.25. Sean X un espacio vectorial topológico de Hausdorff, C un
subconjunto convexo de X y A ⊂ C convexo y tal que si existe una recta que
intersecta A entonces existen x1, x2 ∈ X tal que [x1, x2] ⊆ A. Supongamos
además que C \ A es convexo y ext(A) 6= ∅, entonces ext(A) ∩ ext(C) 6= ∅.

Demostración. Véase: [6].

Teorema 1.8.26. Sea X un espacio vectorial topológico de Hausdorff local-
mente convexo. Si C ⊆ X es convexo y compacto entonces ext(C) es un espacio
de Baire con respecto a la topoloǵıa relativa.

Demostración. Sea (Vn)∞n=1 una sucesión de conjuntos distintos del vaćıo, abier-
tos y densos en ext(C). Probaremos que

⋂∞
n=1 Vn es denso en ext(C), para esto

basta ver que
⋂∞
n=1 Vn intersecta a todo abierto V en ext(C) distinto del vaćıo.

Dado que V y Vn son abiertos en ext(C) para toda n ∈ N, existen U y Un
abiertos en X tal que

V = U ∩ ext(C) Vn = Un ∩ ext(C)
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para todo n ∈ N.
Afirmamos que existe una sucesión (Wn)∞n=1 de rebanadas cerradas de C

tales que
W1 ⊆ U

Wn+1 ⊆ Wn ∩ Un
y además

Wn ∩ ext(C) 6= ∅

Para todo n ∈ N.
Ahora, como V 6= ∅ tenemos que existe x1 ∈ V = U ∩ ext(C). Por tanto,

U ∩ C es una vecidad relativa en C de x1 y como también x1 ∈ ext(C) por la
Proposición 1.8.20 tenemos que x1 es fuertemente extremo, es decir existe W1

una rebanada abierta de C tal que x1 ∈ W1 ⊆ U ∩ C ⊆ U , como W1 es una
rebanada abierta de C podemos escribirlo como

W1 = A1 ∩ C

donde A1 = {x ∈ X | f1(x) > λ1}, para algunos f1 ∈ X∗ y λ1 ∈ R. Es aśı que
si tomamos B1 = {x ∈ X | f1(x) ≥ λ1 + 1} y denotamos por W ′

1 = B1 ∩ C
tenemos que W ′

1 es una rebanada cerrada de C tal que

W ′
1 ⊆ W1 ⊆ U

por tanto, podemos suponer que W1 es una rebanada cerrada de C tal que
W1 ⊆ U .

Supongamos que la afirmación es cierta para n, es decir existe Wn una
rebanada cerrada de C tal que Wn ⊆ Wn−1∩Un−1. Como Wn es una rebanada
cerrada de C podemos escribir

Wn = An ∩ C

donde An = {x ∈ X | fn(x) ≥ λn}, fn ∈ X∗ y λn ∈ R. Consideremos
Cn = {x ∈ X | fn(x) > λn + 1} el cual es claramente abierto en X y además
Cn ⊆ An, esto ultimo nos dice que

Cn ∩ Un ∩ C ⊆ Wn ∩ Un.

Claramente Cn ∩ ext(C) es abierto en ext(C) y como Vn es denso en ext(C)
tenemos que existe xn+1 ∈ Cn ∩ ext(C) ∩ Vn por tanto, xn+1 ∈ Cn ∩ Un ∩ C
y xn+1 ∈ ext(C), por la Proposición 1.8.20 tenemos que xn+1 es fuertemente
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extremo y por tanto, existe una rebanada abierta Wn+1 de C que contiene a
xn+1 tal que

Wn ⊆ Cn ∩ Un ∩ C ⊆ Wn ∩ Un
pero al igual que se hizo con W1, podemos suponer que Wn+1 es una rebanada
cerrada de C tal que Wn+1 ⊆ Wn ∩ Un. De la misma construcción anterior
tenemos que Wn ∩ ext(C) 6= ∅ para todo n ∈ N.

Claramente Wn es no vaćıo, convexo y compacto con C \Wn convexo para
todo n ∈ N. Todas la propiedades anteriores también son ciertas para

F =
∞⋂
n=1

Wn.

Dado que F es la intersección de una sucesión decreciente de subconjuntos
cerrados de un compacto, en este caso C, del Teorema del encaje de Cantor
deducimos que F 6= ∅. Además ya que Wn son rebanadas de C si una recta
intersecta a F entonces también un segmento entre dos puntos de esta y por
el Corolario 1.8.23 obtenemos que ext(F ) 6= ∅. Por lo tanto usando el Lema
1.8.25 y recordando que ext(F ) ⊂ F tenemos que

F ∩ ext(C) 6= ∅.

Por lo cual existe x0 ∈ F y x0 ∈ ext(C), de nuevo por la construcción x0 ∈ Un
para todo n ∈ N, más aun x0 ∈ U por estar en W1 y en particular x0 ∈
U ∩ ext(C) = V . Por lo tanto

∞⋂
n=1

Vn ∩ V 6= ∅.

Es decir
⋂∞
n=1 Vn es denso en ext(C).

1.8.2. El Teorema de Bishop-Phelps.

Definición 1.8.27. Sea X un espacio vectorial. Definimos:

1. K ⊆ X es un cono convexo si K es convexo y λx ∈ K para todo x ∈ K
y todo λ ≥ 0.

2. Sea A ⊆ X y x0 ∈ C. Si K es un cono convexo tal que

(K + x0) ∩ A \ {x0} = ∅

entonces diremos que K + x0 soporta a A en x0.
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En el caso cuando K tiene interior no vaćıo se tiene la siguiente propiedad.

Proposición 1.8.28. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado , C ⊆ X convexo y
x0 ∈ C. Si K un cono convexo con interior no vaćıo tal que K + x0 soporta a
C en x0 entonces existe g ∈ X∗ tal que

sup
x∈C

g(x) = g(x0) = ı́nf
y∈K+x0

g(y).

Demostración. Sabemos que K + x0 soporta a C en x0 entonces K + x0 ∩C \
{x0} = ∅ de donde se obtiene que K + x0 ∩C = {x0}. Sea U abierto en X tal
que U ⊂ K + x0, podemos suponer que U es convexo pues X es localmente
convexo y U ∩ C = ∅. Por lo tanto usado el Teorema 1.8.13 obtenemos que
existe f ∈ X∗ y γ ∈ R tal que

f(u) < γ ≤ f(x)

para todo u ∈ U y todo x ∈ C. De lo anterior podemos deducir que

ı́nf
y∈K+x0

f(y) ≤ ı́nf
u∈U

f(u) ≤ supx∈Cf(x),

por tanto si consideramos g = −f ∈ X∗ se tiene que

sup
x∈C

g(x) ≤ ı́nf
y∈K+x0

g(y).

Observemos que x0 ∈ C ∩K + x0 por lo que usando la desigualdad anterior es
fácil ver que

sup
x∈C

g(x) = g(x0) = ı́nf
y∈K+x0

g(y)

Que es lo se queŕıa probar.

De ahora en adelante usaremos un tipo especial de cono convexo que se
define en seguida.

Definición 1.8.29. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado, f ∈ X∗ tal que ‖f‖ = 1
y k > 0. Definimos

K(f, k) = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ kf(x)}.

Observación 1.8.30. K(f, k) es un cono convexo pues si x, y ∈ K(f, k) y
0 ≤ λ ≤ 1 entonces

‖λx+(1−λ)y‖ ≤ λ‖x‖+(1−λ)‖y‖ ≤ λkf(x)+(1−λ)kf(y) = kf(λx+(1−λ)y)
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lo cual muestra que K(f, k) es convexo. Además si λ ≥ 0 y x ∈ K(f, k)
entonces

‖λx‖ = λ‖x‖ ≤ λkf(x) = kf(λx)

lo cual muestra que K(f, k) es un cono.
Otra caracteŕıstica importante es que si k > 1 entonces K(f, k) tiene in-

terior no vaćıo. Para ver esto observemos que tanto ‖ ‖ como f son funcio-
nes continuas de X en R. Ahora si k > 1 entonces k−1 < 1, por lo que
1 − k−1 > 0. Usando la propiedad del supremo encontramos x ∈ X tal que
‖x‖ = 1 y ‖f‖ − (1− k−1) < f(x) de donde

‖x‖ = 1 < kf(x)

Dado que ‖ ‖ y f son continuas existe U una vencindad de x tal que ‖y‖ ≤
kf(y) para todo y ∈ U . Es decir K(f, k) tiene interior no vaćıo.

Lema 1.8.31. Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach, A ⊆ X cerrado, f ∈ X∗
tal que ‖f‖ = 1 y acotada en A y k > 0. Si z ∈ A entonces existe x0 ∈ A tal
que x0 ∈ K(f, k) + z y K(f, k) + x0 soporta A en x0.

Demostración. Consideremos el orden parcial para A dado por y < x si x−y ∈
K(f, k), lo cual es equivalente a decir que ‖x− y‖ ≤ kf(x− y). Consideremos

Z = {x ∈ A | z < x}.

Sea x1 < x2 < x3 < . . . una cadena en Z. Sea i ∈ N, dado que xi < xi+1

se tiene que xi+1 − xi ∈ K, por lo que f(xi+1 − xi) ≥ ‖xi+1 − xi‖k−1 ≥ 0 es
aśı que f(xi) ≤ f(xi+1). Por lo tanto la sucesión (f(xn))∞n=1 es creciente, pero
f es acotada en A por lo que (f(xn))∞n=1 converge a su supremo. Lo anterior
tambien nos dice que (f(xn))∞n=1 es de Cauchy. Sea ε > 0, entonces existe
N ∈ N tal que si n,m > N se tiene que

|f(xn)− f(xm)| < ε

Sean xn, xm tal que n,m > N , supongamos que xn < xm. Entonces

‖xn − xm‖ ≤ kf(xm − xn) ≤ k|f(xm)− f(xn)| < kε

Lo cual quiere decir que (xn)∞n=1 es de Cauchy en Z. Pero Z = A∩K(f, k)+z y
tanto A como K(f, k) es cerrado, por lo tanto Z es cerrado y (xn)∞n=1 converge
a y ∈ Z.

Ahora sea n ∈ N, sabemos que xn < xn+k para todo k ∈ N, por lo tanto

‖xn+k − xn‖ ≤ kf(xn+k − xn)
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si k tiendo a infinito como la norma y f son funciones continuas obtenemos que
xn ≤ y para todo n ∈ N. Por lo tanto y es una cota superior para la cadena.
Por el Lema de Zorn exite x0 ∈ Z elemento maximal para Z, por lo que
claramente por como se definio Z se tiene que x0 ∈ K(f, k) + z. Supongamos
que K(f, k) + x0 no soporta A en x0, esto quiere decir que

K(f, k) + x0 ∩ A \ {x0} 6= ∅.

Es aśı que podemos encontrar x1 ∈ K(f, k) + x0 y x1 6= x0, esto nos dice que
x1 − x0 ∈ K(f, k) y x1 6= x0, por lo que x0 < x1 y x0 6= x1, además dado que
z < x0 tambien z < x1 es decir x1 ∈ Z. Lo cual es una contradicción al hecho
que x0 es maximal en Z.

Lema 1.8.32. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado, ε > 0 y f, g ∈ X∗ tales que
‖f‖ = 1 = ‖g‖. Si |g(x)| ≤ ε

2
para todo x ∈ X tal que ‖x‖ ≤ 1 y f(x) = 0

entonces ‖f + g‖ ≤ ε ó ‖f − g‖ ≤ ε.

Demostración. Claramente f−1(0) = ker f es un subsepacio propio cerrado de
X, consideremos la restricción de g al ker f , g : ker f → R que es continua y
lineal. Por el Teorema de extensión de Hahn-Banach existe h : X → R lineal
y continua tal que

h(x) = g(x) para todo x ∈ ker f y ‖h‖ = ‖g‖ = sup
x∈B∩ker f

|g(x)|

donde B = {x ∈ X | ‖x‖ ≤ 1}. Pero por hipótesis ‖h‖ ≤ ε
2
. Más aun dado que

g − h se anula en ker f y f obviamente también se tiene que existe α ∈ R tal
que

g − h = αf

por lo tanto ‖g − αf‖ = ‖h‖ ≤ ε
2
.

Probaremos que si α > 0 entonces ‖f − g‖ ≤ ε, un razonamiento análogo
aplicado al caso cuando α ≤ 0 y considerando −αf tendriamos que ‖f+g‖ ≤ ε.

Supongamos que α > 0, de donde se deduce que α < 1 ó α ≥ 1. Si α ≥ 1
entonces α−1 ≤ 1 y por lo tanto

‖g − f‖ = ‖(1− α−1)g + α−1(g − αf)‖ ≤ 1− α−1 + α−1‖g − αf‖. (1.21)

Ahora también α = ‖αf‖ ≤ ‖g‖+ ‖g − αf‖, por lo que

α−1 ≥ (1 + ‖g − αf‖)−1
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por tanto,

1− α−1 ≤ ‖g − αf‖
1 + ‖g − αf‖

usando esto y que (1 + ‖g − αf‖)−1 ≤ 1 deducimos que

1− α−1 ≤ ‖g − αf‖
1 + ‖g − αf‖

≤ ‖g − αf‖.

De la ecuación (1.21) obtenemos que

‖f − g‖ ≤ 2‖g − αf‖ ≤ ε.

Ahora, si 0 ≤ α < 1 entonces

‖f − g‖ ≤ ‖g − αf‖+ ‖(1− α)f‖ = ‖g − αf‖+ 1− α

= ‖g − αf‖+ ‖g‖ − ‖αf‖ ≤ 2‖g − αf‖ ≤ ε.

Que es lo que se queŕıa probar.

Lema 1.8.33. Sean (X, ‖ ‖) un espacio normado, f, g ∈ X∗ tal que ‖f‖ =
1 = ‖g‖, 0 < ε < 1 y k > 1 + 2

ε
. Si g es no negativa en K(f, k), entonces

‖f − g‖ ≤ ε.

Demostración. Sea 0 < ε < 1 y k > 1 + 2
ε
, claramente δ = 1−

(
1 + 2

ε

)
k−1 > 0.

Por la propiedad del supremo existe x ∈ X tal que ‖x‖ = 1 y

f(x) = |f(x)| > 1− δ = k−1

(
1 +

2

ε

)
.

Afirmamos que para todo y ∈ X tal que f(y) = 0 y ‖y‖ ≤ 1 se tiene que
|g(y)| ≤ ε

2
. Sea y ∈ X tal que f(y) = 0 y ‖y‖ ≤ 1, consideremos y′ = 2

ε
y, de

nuevo f(y′) = 0 pero ‖y′‖ ≤ 2
ε
.

Por tanto,

‖x± y′‖ ≤ 1 +
2

ε
< kf(x) = kf(x± y′)

es decir x± y′ ∈ K(f, k), de donde g(x± y′) ≥ 0. Es aśı que

−g(x− y′) ≤ 0 − g(x+ y′) ≤ 0

y dado que g es lineal obtenemos que

g(y′)− g(x) ≤ 0 − g(y′)− g(x) ≤ 0
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lo cual implica que

|g(y′)| ≤ g(x) = |g(x)| ≤ ‖g‖ = 1.

Es aśı que 2
ε
|g(y)| ≤ 1, por lo tanto |g(y)| ≤ ε

2
.

Hemos mostrado aśı que todas la hipótesis del Lema 1.8.32 se satisfacen,
entonces ‖f + g‖ ≤ ε ó ‖f − g‖ ≤ ε.

Ahora, como k−1 < 1 y ε < 1 entonces δ1 = 1 − máx{k−1, ε} > 0. Por la
propiedad del supremo existe z ∈ X tal que ‖z‖ = 1 y

f(z) > 1− δ1 = máx{k−1, ε}

dado que f(z) > k−1 entonces ‖z‖ = 1 < kf(z), es decir z ∈ K(f, k) y por
tanto, g(z) ≥ 0. Esto implica que

‖f + g‖ ≥ (f + g)(z) > ε.

Por lo tanto ‖f − g‖ ≤ ε.

Teorema 1.8.34. Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y C,A ⊆ X tales que
C es cerrado y convexo, A acotado y no vaćıo. Si ε > 0 y f ∈ X∗ es tal que
‖f‖ = 1 con

sup
x∈C

f(x) < ı́nf
y∈A

f(y).

Entonces existen g ∈ X∗ y x0 ∈ C tal que ‖g‖ = 1, ‖f − g‖ ≤ ε y

g(x0) = sup
x∈C

g(x) < ı́nf
y∈A

g(y).

Demostración. Sea γ = supx∈C f(x) y δ = ı́nfy∈A f(y). Sabemos que existe
γ < β < δ, consideremos V la vecindad de A dada por

V = A+ (δ − β)U

donde U = {x ∈ X | ‖x‖ < 1}, claramente V es acotado. Sin pérdida de
generalidad supongamos que ı́nfx∈U f(x) = −1, es aśı que

ı́nf
w∈V

f(w) = ı́nf
y∈A

f(y)− (δ − β) = β.

Sea α = 1 + 2
ε
, dado que (2α)−1(β − γ) > 0 entonces por la propiedad del

supremo existe z ∈ C tal que

γ − f(z) < (2α)−1(β − γ).
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Ahora, por la propiedad arquimediana, existe M ∈ N tal que

M > máx

{
2−1(β − γ), sup

w∈V
‖w − z‖

}
(1.22)

además consideremos k = 2αM(β − γ)−1. De la relación (1.22) se deduce que

k > α > 1.

Por el Lema 1.8.31 aplicado a C, existe x0 ∈ C tal que K(f, k) + x0 soporta
C en x0 y x0 − z ∈ K(f, k).

A continuación probaremos que V ⊂ K(f, k) + x0. Sea w ∈ V , por (1.22)
y dado que x0 − z ∈ K(f, k) tenemos que

‖w − x0‖ ≤ ‖w − z‖+ ‖x0 − z‖ < M + kf(x0 − z) ≤M + k(γ − f(z))

< M + k(2α)−1(β − γ) = 2M < 2αM = k(β − γ) ≤ kf(w − x0).

Es decir w − x0 ∈ K(f, k) y por tanto, w ∈ K(f, k) + x0. Lo anterior muestra
que K(f, k) tiene interior no vaćıo y por la Proposición 1.8.28 existe g ∈ X∗
tal que ‖g‖ = 1 y

sup
x∈C

g(x) = g(x0) = ı́nf
y∈K(f,k)+x0

g(y) ≤ ı́nf
w∈V

g(w) = ı́nf
y∈A

g(y)− (δ−β) < ı́nf
y∈A

g(y).

Sabemos que ı́nft∈K(f,k) g(t) ≥ 0 y además k > 1 + 2
ε
, por lo que usando el

Lema 1.8.33 se tiene que ‖f − g‖ ≤ ε.

Como corolario del teorema anterior obtenemos el teorema de Bishop-
Phelps.

Teorema 1.8.35 (Bishop-Phelps). Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y C
un subconjunto de X acotado, cerrado y convexo. El conjunto

BP =

{
f ∈ X∗ | ∃ x ∈ C, f(x) = sup

y∈C
f(y)

}
es denso en X∗.

Demostración. Sean f ∈ X∗ y ε > 0, supongamos que ‖f‖ = 1. Dado que C
es un subconjunto acotado de X, existe M > 0 tal que

sup
y∈C

f(y) ≤M.
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Además sabemos que toda función lineal de X en R es sobre y por tanto, existe
z ∈ X tal que f(z) = M , de donde

sup
y∈C

f(y) ≤ f(z).

El Teorema 1.8.34 con A = {z} nos dice que existe g ∈ BP tal que ‖g‖ = 1 y

‖f − g‖ ≤ ε.

Si ‖f‖ 6= 1, al considerar h = f
‖f‖ , el analisis anterior muestra que también

existe una g′ ∈ BP tal que
‖h− g′‖ ≤ ε.

Es decir BP = X∗.
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Bases en espacios de Banach

2.1. Bases de Schauder.

Esta sección esta dedicada a estudiar el concepto de Base de Schauder,
el cual fue introducido en el año de 1927 por el matemático J. Schauder.
Comenzamos por hacer la siguiente convención.

Definición 2.1.1. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach (X, ‖ ‖).
Definimos:

[xn] = s(xn)∞n=1.

Definición 2.1.2. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach (X, ‖ ‖).
Decimos que (xn)∞n=1 es una base de Schauder para X si para todo x ∈ X existe
una única sucesión de reales (an)∞n=1 tal que

x =
∞∑
n=1

anxn.

Si (xn)∞n=1 es una base de Schauder para [xn] entonces se dice que (xn)∞n=1 es
una sucesión básica en X. Ademas si ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ N, decimos que
(xn)∞n=1 está normalizada.

Observación 2.1.3. Sea (xn)∞n=1 una base de Schauder para un espacio de
Banach (X, ‖ ‖) entonces:

1. (xn)∞n=1 es linealmente independiente.

2. s(xn)∞n=1 es denso en X.
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3. X es separable. Esto es cierto por el punto 2. y dado que Q es denso en
R. Es decir, el conjunto{

n∑
i=1

aixi | a1, . . . , an ∈ Q, n ∈ N

}

es denso y numerable.

En adelante llamaremos a una base de Schauder simplemente una base pero
debe tenerse cuidado de no confundir este concepto con el de base de Hamel
introducido en el caṕıtulo 1. De hecho la siguiente proposición muestra que
estos conceptos son diferentes cuando el espacio en cuestión es de dimensión
infinita.

Proposición 2.1.4. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach de dimensión infinita.
Si B es una base de Hamel para X entonces B es no numerable.

Demostración. Supongamos que B es numerable, es decir que B = (xn)∞n=1.
Claramente

Xn = s(xi)
n
i=1

es cerrado para todo n ∈ N, pues Xn es de dimensión finita para todo n ∈ N.
Ahora, Sabemos que X es de dimensión infinita lo cual implica que todo

subespacio de dimensión finita de X tiene interior vaćıo por tanto, Xn tiene
interior vaćıo para todo n ∈ N.

B es una base de Hamel por tanto,

X =
∞⋃
n=1

Xn.

El Teorema de Baire nos dice que existe n0 ∈ N tal que Xn0 tiene interior
distinto del vaćıo, lo cual es una contradicción y por tanto, B es no numerable.

EJEMPLOS:

1. Sea 1 ≤ p <∞. La sucesión (en)∞n=1, donde en = (δin)∞i=1 y

δin =

{
1 si i = n
0 si i 6= n

para todo n ∈ N, es una base para los espacios `p y c0.
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2. Claramente `∞ no puede tener una base de Schauder, pues `∞ no es
separable.

Como ya hemos visto, si un espacio de Banach tiene una base entonces es
separable, es importante mencionar que esto era conocido por Banach quien en
1933 formuló la siguiente pregunta: ¿todo espacio de Banach separable tiene
una base? cuarenta años despues la respuesta fue dada por Per Enflo, quien la
contestó negativamente, para una revisión detallada de este hecho véase [11].

Aunque el resultado de Per Enflo es dif́ıcil de tratar, más adelante de-
mostraremos que todo espacio de Banach de dimensión infinita contiene una
subsucesión básica.

Teorema 2.1.5. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Definamos para todo n ∈ N la funcion Pn : X → X dada por

Pn(x) =
n∑
i=1

aixi

para todo x ∈ X y x =
∑∞

i=1 aixi. Entonces Pn es un operador lineal acotado
para todo n ∈ N y

K = sup
n∈N
‖Pn‖ <∞.

A los operadores Pn para toda n ∈ N, los llamaremos proyecciones naturales
asociadas a la base (xn)∞n=1.

Demostración. La idea de la demostración se debe a Banach. El que las fun-
ciones Pn sean lineales es inmediato.

Definimos una nueva norma para X dada por

|‖x‖| = sup
n∈N
‖Pnx‖

para todo x ∈ X. Esta función esta bien definida pues Pnx→ x cuando n→∞
y por tanto, |‖x‖| <∞, y la justificación de que |‖ ‖| es una norma se debe a
que ‖ ‖ es norma y el supremo saca escalares y es subaditivo.

Afirmamos que (X, |‖ ‖|) es un espacio de Banach. Para probar esto consi-
deremos (yk)

∞
k=1 una sucesión |‖ ‖|-Cauchy. Observemos que

‖Pnyi − Pnyj‖ = ‖Pn(yi − yj)‖ ≤ |‖yi − yj‖| (2.1)

y por tanto, (Pnyk)
∞
k=1 es de Cauchy para todo n ∈ N. Más aun la desigualdad

(2.1) nos dice que no sólo son de Cauchy si no que si ε > 0 existe N ∈ N tal
que si i, j > N entonces

‖Pnyi − Pnyj‖ < ε
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para todo n ∈ N, es decir la N es independiente de la n que se tome.
Como (X, ‖ ‖) es de Banach, existe zn ∈ X tal que zn = ĺımk→∞ Pnyk, de

nuevo esta convergencia es uniforme con respecto a n. Esto quiere decir que
dado ε > 0 existe N1 ∈ N tal que si k > N1 entonces

‖Pnyk − zn‖ < ε (2.2)

para todo n ∈ N.
Ahora probaremos que (zn)∞n=1 es de Cauchy. Sea ε > 0 y k > N1, clara-

mente

‖zn − zm‖ ≤ ‖zn − Pnyk‖+ ‖Pnyk − Pmyk‖+ ‖Pmyk − zm‖.

Por tanto, por (2.2) se tiene que

‖zn − zm‖ ≤
2ε

3
+ ‖Pnyk − Pmyk‖

y como Pnyk → yk si n→∞ se sigue que ‖zn − zm‖ ≤ ε.
Sabemos que (X, ‖ ‖) es de Banach, por lo que existe z = ĺımn→∞ zn. Dado

que Pn(X) es cerrado, pues es de dimensión finita, se tiene que zn ∈ Pn(X)
para todo n ∈ N. Ahora sean n,m ∈ N tal que n ≥ m, es fácil ver que en este
caso PmPn = Pmı́n{m,n} y por tanto, como todo operador lineal definido sobre
un espacio de dimensión finita es continuo deducimos que

Pm(zn) = ĺım
k→∞

PmPnyk = ĺım
k→∞

Pmyk = zm,

es aśı que Pmz = ĺımn→∞ Pmzn = zm para todo m ≥ 1, lo cual implica que
z =

∑∞
i=1 aixi y Pnz = zn para todo n ∈ N. Lo anterior sirve para ver que

|‖yk − z‖| = sup
n∈N
‖Pnyk − zn‖ → 0

cuando k →∞. Es decir z = ĺımk→∞ yk y por tanto, (X, |‖ ‖|) es de Banach.
Sea I : (X, ‖| ‖|)→ (X, ‖ ‖) la función identidad, la cual es continua pues

‖x‖ = ĺım
n→∞

‖Pnx‖ ≤ |‖x‖|.

Sabemos que I es continua y biyectiva, además (X, ‖| ‖|) y (X, ‖ ‖) son de
Banach por tanto, usando el Teorema del mapeo abierto tenemos que I−1 = I
es continua y por tanto, existe M > 0 tal que

|‖x‖| ≤M‖x‖
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para todo x ∈ X. Esto implica que

‖Pnx‖ ≤M‖x‖

para todo x ∈ X y todo n ∈ N, es decir Pn es acotado para todo n ∈ N.
Aplicando el Teorema del acotamiento uniforme obtenemos que existe M1 > 0
tal que

‖Pn‖ ≤M1

para todo n ∈ N, es decir K <∞.

Definición 2.1.6. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. A la
constante

K = sup
n∈N
‖Pn‖

la llamaremos constante básica, donde Pn para n ∈ N son las proyecciones
naturales asociadas a la base (xn)∞n=1. Si K = 1 decimos que (xn)∞n=1 es una
base monótona.

Un ejemplo de base monótona es la base canónica de `p. Más aún, si (X, ‖ ‖)
es un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1, se puede encontrar una norma
equivalente a ‖ ‖ tal que la base resulte monótona con respecto a esa norma.
La demostración del Teorema 2.1.5 prueba que la identidad I : (X, |‖ ‖|) →
(X, ‖ ‖) es un homeomorfismo y por tanto, |‖ ‖| es equivalente a ‖ ‖, además
claramente

|‖Pnx‖| = sup
m∈N
‖PmPnx‖ = sup

1≤m≤n
‖Pmx‖ ≤ |‖x‖|

para todo x ∈ X y todo n ∈ N. Es aśı que si consideramos a los Pn como
funciones en (X, |‖ ‖|) obtenemos que ‖Pn‖ = 1 para todo n ∈ N, es decir
(xn)∞n=1 es una base monótona para (X, |‖ ‖|).

A continuación probamos un teorema que resulta útil, pues da condiciones
necesarias y suficientes para que una sucesión en un espacio de Banach sea
base.

Teorema 2.1.7. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Una sucesión (xn)∞n=1 es
una base para X si y sólo si

1. xn 6= 0 para todo n ∈ N.
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2. Existe una constante K tal que para toda sucesión de reales (ai)
∞
i=1 y

naturales n < m se tiene que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
3. [xn] = X.

Demostración. ⇒] Supongamos que (xn)∞n=1 es una base para X, entonces por
la Observación 2.1.3 se tiene que (xn)∞n=1 es linealmente independiente y por
tanto, xn 6= 0 para todo n ∈ N, además claramente [xn] = X.

Sean (ai)
∞
i=1 una sucesión de reales y n < m. Considerando los operadores

Pn dados en el Teorema 2.1.5 obtenemos que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Pn
(

m∑
i=1

aixi

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖Pn‖
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Donde K es la constante básica.
⇐] Consideremos

Y =

{
x ∈ X | ∃(ai)∞i=1 ⊂ R, x =

∞∑
i=1

aixi

}
.

Claramente xn ∈ Y para todo n ∈ N por tanto, por 3. X = [xn] ⊆ Y . A
continuación probaremos que Y es cerrado.

Sea (yn)∞n=1 una sucesión en Y que converge a y0 ∈ (X, ‖ ‖), para todo
n ∈ N definimos pn : s(xn)∞n=1 → s(xn)∞n=1 dada por

pn

(
m∑
i=1

aixi

)
=

{ ∑n
i=1 aixi si n < m∑m
i=1 aixi si n ≥ m

la cual claramente está bien definida, es lineal en s(xn)∞n=1 y por la condición
2. ‖pn‖ ≤ K. Ahora ya que s(xn)∞n=1 es denso en X, existe P ′n : X → X
extensión de pn lineal y continua con ‖P ′n‖ ≤ K para todo n ∈ N. Copiando
la demostración hecha en el Teorema 2.1.5 de que (X, |‖ ‖|) es un espacio de
Banach y considerando en este caso |‖x‖| = supn∈N ‖P ′nx‖ concluimos que

y0 =
∞∑
i=1

bixi
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para alguna sucesión (bi)
∞
i=1. Es decir Y es cerrado y por tanto Y = X, es

aśı que para todo x ∈ X existe una sucesión de numeros reales (ai)
∞
i=1 tal que

x =
∞∑
i=1

aixi. (2.3)

Ahora, sea n < m. Por la condición 2. obtenemos que

|an|‖xn‖ −

∥∥∥∥∥
n−1∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
y por tanto,

|an|‖xn‖ ≤ 2K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
para todo n < m. Usando esta última desigualdad e inducción sobre m dedu-
cimos que (xn)∞n=1 es linealmente independiente lo cual implica que la repre-
sentación en (2.3) es única y por lo tanto (xn)∞n=1 es una base para X.

Corolario 2.1.8. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. (xn)∞n=1 es una sucesión
básica en X si y sólo si

1. xn 6= 0 para todo n ∈ N.

2. Existe una constante K tal que para toda sucesión de reales (ai)
∞
i=1 y

naturales n < m se tiene que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Como una aplicación del Teorema 2.1.7 probamos que tanto C[0, 1] como

Lp[0, 1], con 1 ≤ p <∞, tienen ambos bases de Schauder.

Proposición 2.1.9. El espacio de Banach (C[0, 1], ‖ ‖∞) tiene una base de
Schauder normalizada y monótona.

Demostración. Consideremos la sucesión de funciones (fn)∞n=0 dadas por:
f0(t) = 1 , f1(t) = t para todo t ∈ [0, 1] y para k = 0, 1, 2, . . . y l =

1, 2, . . . 2k definimos

f2k+l(t) =


2k+1

(
t−
(

2(2k+l)−2
2k+1 − 1

))
si t ∈ [ (2l−2)

2k+1 ,
(2l−1)
2k+1 ]

1− 2k+1
(
t−
(

2(2k+l)−1
2k+1 − 1

))
si t ∈ ((2l − 1)2−k−1, 2l2−k−1]

0 en cualquier otro caso.
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Se recomienda al lector realizar los dibujos de estas funciones para los primeros
casos.

Claramente fn ∈ C[0, 1] , además fn 6= 0 y ‖fn‖ = 1 para todo n ∈ N.
Podemos enumerar a los racionales diadicos de la siguiente forma: t0 = 0 ,
t1 = 1 y para n > 1

tn =

{
2(2k)−2

2k+1 si n = 2k para algún k ∈ N
2(2k+l)−1

2k+1 − 1 si n = 2k + l para algunos k ∈ N y 0 < l ≤ 2k − 1,

es decir t0 = 0, t1 = 1, t2 = 1
2
, t3 = 1

4
, t4 = 3

4
, t5 = 1

8
, . . ..

Observemos que fn(tn) = 1 para todo n ∈ N y fm(tn) = 0 para todo
m > n. La sucesión (fn)∞n=0 es linealmente independiente, pues si tomamos un
subconjunto finito {fk1 , . . . , fkn} y consideramos reales ak1 , . . . akn tales que

n∑
i=1

akifki = 0

entonces, dado que {k1, . . . , kn} es un subconjunto finito de naturales, existe
un elemento mı́nimo el cual sin pérdida de generalidad podemos suponer que
es k1. Es aśı que k1 < ki para todo i ≥ 2 y por tanto,

ak1 =
n∑
i=1

akifki(tk1) = 0.

Siguiendo un proceso análogo podemos deducir que ak2 = . . . = akn = 0 y por
tanto, (fn)∞n=0 es linealmente independiente.

Sea n ∈ N y

A2n = {g ∈ C[0, 1] | g es poligonal con vertices en t =
k

2n

para todo k = 0, 1, . . . 2n}.1

el cual es claramente un subespacio de C[0, 1] de dimensión 2n + 1. Además
{f0, . . . , f2n} ⊂ A es linealmente independiente por tanto,

s(f0, . . . , f2n) = A2n .

Ahora probaremos que [fn] = C[0, 1]. Sean f ∈ C[0, 1] y ε > 0, dado que
f es uniformemente continua en [0, 1] podemos encontrar N ∈ N tal que para
todo |x− y| < 1

2N
se tiene que |f(x)− f(y)| < ε

2
.

1Una función g ∈ C[0, 1] es poligonal si exite una partición {t1, . . . , tn} tal que g esta de-
finida en los intervalos [ti, ti+1] como el segmento de recta que une (ti, g(ti)) y (ti+1, g(ti+1)).
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Definimos g : [0, 1]→ R de la siguiente manera: g
(
k

2N

)
= f

(
k

2N

)
para todo

k = 0, 1, . . . , 2N y g lineal en cada intervalo
(
k

2N
, k+1

2N

)
.

Claramente g ∈ A2N y por tanto, g ∈ s(fn)∞n=1. Sea x ∈ [0, 1], existe
0 ≤ k ≤ 2N − 1 tal que x ∈

(
k

2N
, k+1

2N

)
y por tanto,

|f(x)− g(x)| ≤
∣∣∣∣f(x)− f

(
k

2N

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣f ( k

2N

)
− g(x)

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

Es aśı que ‖f − g‖∞ < ε, es decir [fn] = C[0, 1].
Sea (ak)

∞
k=0 una sucesión en R y n < m. Denotemos por pn =

∑n
k=0 akfk y

pm =
∑m

k=0 akfk. Dado que pn y pm son funciones poligonales obtenemos que

‖pn‖∞ = máx
0≤k≤n

|pn(tk)| ‖pm‖∞ = máx
0≤k≤m

|pm(tk)|.

Sea 0 ≤ k ≤ n, si tomamos j > n ≥ k entonces fj(tk) = 0 y por tanto,

pm(tk) = pn(tk).

Es aśı que

‖pn‖∞ = máx
0≤k≤n

|pn(tk)| = máx
0≤k≤n

|pm(tk)| ≤ ‖pm‖∞.

Finalmente del Teorema 2.1.7 deducimos que (fn)∞n=0 es una base normalizada
para C[0, 1] con constante básica K = 1.

Proposición 2.1.10. El espacio de Banach (Lp[0, 1], ‖ ‖p) tiene una base de
Schauder monótona para todo 1 ≤ p <∞.

Demostración. Consideremos la sucesión de funciones (gn)∞n=1 dadas por:
g1(t) = 1 para todo t ∈ [0, 1] y para k = 0, 1, 2, . . . y l = 1, 2, . . . 2k definimos

g2k+l(t) =


1 si t ∈ [(2l − 2)2−k−1, (2l − 1)2−k−1]
−1 si t ∈ ((2l − 1)2−k−1, 2l2−k−1]
0 cualquier otro caso.

Se recomienda al lector realizar los dibujos de estas funciones para los primeros
casos.

Claramente gn ∈ Lp[0, 1], además gn 6= 0 para todo n ∈ N, observemos que
para todo n < m el producto gngm es 0 ó ±gm, de donde se puede deducir que
(gn)∞n=1 es linealmente independiente.
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A continuación probamos que [gn] = Lp[0, 1]. Para cada k = 0, 1, 2, . . .
consideremos las siguientes familias de subconjuntos de [0, 1]

Ak =

{[
i− 1

2k
,
i

2k

]
| i = 1, . . . , 2k

}
,

es decir Ak es la familia de intervalos diadicos de longitud 1
2k

. Para cada I ∈ Ak
denotemos por χI : [0, 1]→ R dada por

χI(x) =

{
1 si x ∈ I
0 si x /∈ I

claramente gi ∈ s(χI | I ∈ Ak) para todo i = 1, . . . , 2k y dado que s(χI | I ∈
Ak) es un subespacio de Lp[0, 1] de dimensión 2k tenemos que

s(g1, . . . , g2k) = s(χI | I ∈ Ak). (2.4)

Sea f ∈ Lp[0, 1] y ε > 0, sabemos que el subespacio de las funciones simples
en Lp[0, 1] es denso en Lp[0, 1], lo cual implica que existe k0 ∈ N y aI ∈ R para
todo I ∈ Ak0 tales que ∥∥∥∥∥∥

∑
I∈Ak0

aIχI − f

∥∥∥∥∥∥ < ε

pero por (2.4) tenemos que
∑

I∈Ak0
aIχI =

∑2k0

i=1 bigi para algunos b1, . . . , b2k0 ∈
R y por tanto, [gn] = Lp[0, 1].

Ahora, sean m ∈ N y (αi)
∞
i=1 una sucesión de numeros reales. Supongamos

que m > 1 entonces existe k ∈ {0, 1, 2, . . .} y l ∈ {1, . . . 2k} tales que m = 2k+l,
denotemos por

I1 = [(2l − 2)2−k−1, (2l − 1)2−k−1] I2 = ((2l − 1)2−k−1, 2l2−k−1].

y por α el valor constante en I1 ∪ I2 de
∑m−1

i=1 αigi. Recordemos que para todo
s, t ≥ 0 se cumple

sp + tp − 2

(
s+ t

2

)p
≥ 0,

lo cual implica que ∫
[0,1]

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

αigi

∣∣∣∣∣
p

−
∫

[0,1]

∣∣∣∣∣
m−1∑
i=1

αigi

∣∣∣∣∣
p
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=

∫
I1

|α + αm|p +

∫
I2

|α− αm|p −
∫
I1∪I2
|α|p

=
|α + αm|p + |α− αm|p − 2|α|p

2k+1
≥ 0.

Lo anterior implica que
∥∥∑m−1

i=1 αigi
∥∥
p
≤ ‖

∑m
i=1 αigi‖p, y como fue para

una m arbitraria se puede deducir que si n < m entonces∥∥∥∥∥
n∑
i=1

αigi

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

αigi

∥∥∥∥∥
p

por tanto, del Teorema 2.1.7 se sigue que (gn)∞n=1 es una base monótona para
Lp[0, 1], la cuál es conocida como base de Haar.

2.2. Sucesiones básicas.

Los resultados precedentes nos ayudarán a probar que todo espacio de
Banach tiene un sucesión básica, esto ya era conocido por Banach pero la
prueba que daremos aqúı fue ideada por S. Mazur.

Lema 2.2.1. Sea (X, ‖ ‖) un espacio normado de dimensión infinita. Si Y es
un subespacio de X de dimensión finita entonces para todo ε > 0 existe x ∈ X
tal que ‖x‖ = 1 y

‖y‖ ≤ (1 + ε)‖y + λx‖

para todo y ∈ Y y todo λ ∈ R.

Demostración. Sea ε > 0, sin pérdida de generalidad podemos suponer que
0 < ε < 1. Dado que Y es de dimensión finita el conjunto

SY = {y ∈ Y | ‖y‖ = 1}

es compacto. Lo cual implica que existen y1, . . . , yk ∈ SY tal que

SY ⊆
k⋃
i=1

B ε
2
(yi).

Ahora, por un Corolario del Teorema de Hahn-Banach, para todo i = 1, . . . k
existe y∗i ∈ X∗ tal que

y∗i (yi) = 1.
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afirmamos que

N =
k⋂
i=1

ker y∗i 6= {0},

supongamos que N = {0}. Sea x∗ ∈ X∗, como x∗(0) = 0 entonces N ⊆ kerx∗

y por tanto,2 x∗ ∈ s(y∗1, . . . , y∗k) de donde deducimos que

X∗ = s(y∗1, . . . , y
∗
k)

lo cual es una contradicción pues X de dimensión infinita implica que X∗ es
de dimensión infinita. Es aśı que podemos tomar x ∈ N tal que ‖x‖ = 1.

Sea y ∈ SY , entonces existe 1 ≤ i ≤ k tal que

‖y − yi‖ <
ε

2
.

Más aún, si λ ∈ R entonces

‖y + λx‖ ≥ ‖yi + λx‖ − ‖y − yi‖ ≥ |y∗i (yi + λx)| − ε

2
= 1− ε

2
≥ 1

1 + ε
.

Es decir ‖y‖ ≤ (1 + ε)‖y + λx‖ para todo y ∈ SY y todo λ ∈ R. Pero esta
última desigualdad es homogénea y por lo tanto también se cumple para todo
y ∈ Y .

Teorema 2.2.2. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Si X es de dimensión
infinita entonces X tiene una sucesión básica.

Demostración. Sea ε > 0, consideremos (εn)∞n=1 una sucesión de reales positivos
tal que

∞∏
n=1

(1 + εn) ≤ 1 + ε.

Como un ejemplo considerese εn =
(
ε
2

)2n−1

para todo n ∈ N.
Sea x1 ∈ X tal que ‖x1‖ = 1, por el Lema 2.2.1 existe x2 ∈ X tal que

‖x2‖ = 1 y
‖y‖ ≤ (1 + ε1)‖y + λx2‖

para todo y ∈ s(x1) y todo λ ∈ R.
usando inducción encontramos una sucesión (xn)∞n=1 en X tal que ‖xn‖ = 1

y
‖y‖ ≤ (1 + εn)‖y + λxn+1‖

2Para una demostración de este hecho consulte [28] Lema 3.9.
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para todo y ∈ s(x1, . . . , xn), λ ∈ R y n ∈ N.
Afirmamos que (xn)∞n=1 es una sucesión básica en X. Claramente xn 6= 0

para todo n ∈ N y es aśı que la condición 1. del Corolario 2.1.8 se cumple.
Basta ver que también se satisface la condición 2.

Sea (ai)
∞
i=1 una sucesión en R y n < m naturales arbitrarios. Por la cons-

trucción de los xn se tiene que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤
m∏
i=n

(1 + εi)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + ε)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Por lo tanto (xn)∞n=1 es una sucesión básica en X.

Proposición 2.2.3. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. Para
cada n ∈ N definamos x∗n : X → R por

x∗n

(
∞∑
i=1

aixi

)
= an.

Entonces x∗n es una funcional lineal y continua con

‖x∗n‖ ≤
2K

‖xn‖

para todo n ∈ N, donde K es la constante básica de (xn)∞n=1.

Demostración. Es fácil ver que x∗n es lineal para todo n ∈ N, además sabemos
que xn 6= 0 para todo n ∈ N por tanto, si x ∈ X y x =

∑∞
i=1 aixi se tiene que

|x∗n(x)| = |an| =
‖anxn‖
‖xn‖

=
‖Pnx− Pn−1x‖

‖xn‖
≤ 2K

‖xn‖
‖x‖.

Es aśı que ‖x∗n‖ ≤ 2K
‖xn‖ para todo n ∈ N.

Definición 2.2.4. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1. La
sucesión de funcionales continuas (x∗n)∞n=1, dadas en la Proposición anterior,
se llama sucesión de funcionales biortogonales asociadas a (xn)∞n=1.

Observación 2.2.5. Es fácil ver que (x∗n)∞n=1, la sucesión de funcionales bior-
togonales asociadas a una base (xn)∞n=1, satisfacen que

x∗n(xm) = δnm

para todo n,m ∈ N.
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Definición 2.2.6. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios de Banach, con ba-
ses (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 respectivamente. Decimos que (xn)∞n=1 es equivalente a
(yn)∞n=1 si (

∑n
k=1 akxk)

∞
n=1 converge si y sólo si (

∑n
k=1 akyk)

∞
n=1 converge para

toda sucesión de reales (an)∞n=1.

La siguiente proposición justifica el término de bases equivalentes.

Proposición 2.2.7. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios de Banach, con bases
(xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 respectivamente. (xn)∞n=1 es equivalente a (yn)∞n=1 si y sólo
si existe un isomorfismo T : X → Y tal que

Txn = yn

para todo n ∈ N.

Demostración. ⇐] Supongamos que existe T : X → Y isomorfismo tal que
Txn = yn para todo n ∈ N. Sea T−1 : Y → X la inversa de T la cual
claramente cumple que T−1yn = xn para todo n ∈ N. Además sabemos que T
y T−1 son acotadas, por tanto es fácil ver que C = máx{‖T‖, ‖T−1‖} cumple
lo siguiente

C−1

∥∥∥∥∥
j∑
n=i

anyn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

j∑
n=i

anxn

∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥
j∑
n=i

anyn

∥∥∥∥∥
para todo j > i y toda sucesión de reales (an)∞n=1.

Usando la desigualdad anterior deducimos que (
∑n

k=1 akxk)
∞
n=1 converge

si y sólo si (
∑n

k=1 akyk)
∞
n=1

converge para toda sucesión (an)∞n=1 de números
reales. Es decir (xn)∞n=1 es equivalente a (yn)∞n=1.
⇒] Supongamos que (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son bases equivalentes para X y Y

respectivamente. Consideremos T : X → Y dada por

T

(
∞∑
n=1

anxn

)
=
∞∑
n=1

anyn

la cual, por hipótesis, está bien definida. Más aún es fácil ver que T es lineal
y biyectiva pues la inversa T−1 : Y → X viene dada por

T−1

(
∞∑
n=1

anyn

)
=
∞∑
n=1

anxn

que también está bien definida.
Basta probar que Γ(T ) = {(x, Tx) ∈ X × Y | x ∈ X} la gráfica de T

es cerrada, pues si esto fuera cierto tendŕıamos por el Teorema de la gráfica
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cerrada que T es acotado y por tanto, continuo pero T es biyectiva, lo cual
implica, por el Teorema del mapeo abierto, que T−1 tambien es continua y por
tanto, T es un isomorfismo entre X y Y , además claramente

Txn = yn

para todo n ∈ N.
Sea (

∞∑
n=1

aknxn,

∞∑
n=1

aknyn

)∞
k=1

una sucesión en Γ(T ) que converge a (x, y) ∈ X × Y , que podemos escribir
como

(x, y) =

(
∞∑
n=1

cnxn,
∞∑
n=1

dnyn

)
.

Por convergencia entrada a entrada deducimos que

ĺım
k→∞

∞∑
n=1

aknxn =
∞∑
n=1

cnxn ĺım
k→∞

∞∑
n=1

aknyn =
∞∑
n=1

dnyn.

Sean (x∗n)∞n=1 y (y∗n)∞n=1 las sucesiones biortogonales asociadas a las bases (xn)∞n=1

y (yn)∞n=1 respectivamente, por la Proposición 2.2.3 se tiene que

ĺım
k→∞

akn = ĺım
k→∞

x∗n

(
∞∑
m=1

akmxm

)
= x∗n

(
∞∑
m=1

cmxm

)
= cn

y

ĺım
k→∞

akn = ĺım
k→∞

x∗n

(
∞∑
m=1

akmym

)
= x∗n

(
∞∑
m=1

cmym

)
= dn

para todo n ∈ N. Es aśı que cn = dn para todo n ∈ N y por tanto, (x, y) ∈ Γ(T ),
es decir Γ(T ) es cerrado.

Corolario 2.2.8. Sean (X, ‖ ‖) y (Y, ‖ ‖) dos espacios de Banach, con bases
(xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 respectivamente. (xn)∞n=1 es equivalente a (yn)∞n=1 si y sólo
si existe C > 0 tal que

C−1

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤ C

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥
para toda sucesión de reales (an)∞n=1.
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Demostración. La Proposición 2.2.7 nos dice que (xn)∞n=1 es equivalente a
(yn)∞n=1 si y sólo si existe T : X → Y isomorfismo tal que Txn = yn pa-
ra todo n ∈ N. Es aśı que la demostración se sigue de considerar C =
máx{‖T‖, ‖T−1‖}.

En 1964 I. Singer y A. Pelczynski demostraron que si un espacio de Banach
de dimensión infinita tiene una base entonces existe una cantidad no nume-
rable de bases mutuamente no equivalentes, resolviendo aśı el problema de la
unicidad de una base. El enunciado preciso es el siguiente.

Teorema 2.2.9. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach de dimensión infinita.
Si X tiene una base de Schauder (xn)∞n=1, entonces existe una cantidad no
numerable de bases que no son equivalentes una a una con (xn)∞n=1.

Demostración. Véase [29] para una demostración detallada de este resultado.

El siguiente teorema muestra que bajo pequeñas perturbaciones las bases
y sucesiones básicas se conservan.

Teorema 2.2.10. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (sucesión
básica ) (xn)∞n=1 y constante básica K. Supongamos que (yn)∞n=1 es una sucesión

en X distinta de cero que satisface
∑∞

n=1
‖xn−yn‖
‖xn‖ = δ <∞.

1. Si 2Kδ < 1, entonces (yn)∞n=1 es una base (sucesión básica) para X
equivalente a (xn)∞n=1.

2. Si 2Kδ < 1, (xn)∞n=1 es tan sólo sucesión básica y existe una proyección
lineal y continua P : X → [xn] tal que 8Kδ‖P‖ < 1, entonces existe
también Q : X → [yn] una proyección lineal y continua.

Demostración. 1.] Sin pérdida de generalidad supongamos que ‖xn‖ = 1 para
todo n ∈ N. Consideremos el operador lineal T : X → [yn] dado por

T (x) =
∞∑
n=1

anyn

donde x =
∑∞

n=1 anxn. T está bien definido pues como
∑∞

n=1 ‖xn − yn‖ = δ <
∞ entonces ∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

(anyn − anxn) +
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
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≤ sup
n∈N
|an|

∞∑
n=1

‖xn − yn‖+

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤ sup
n∈N
|x∗n(x)|δ + ‖x‖ ≤ ‖x‖(2K + 1),

donde (x∗n)∞n=1 es la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a (xn)∞n=1.
Sea (an)∞n=1 una sucesión de reales tal que

∑∞
n=1 anxn ∈ X, la Proposición

2.2.3 nos dice que

1

2K
sup
n∈N
|an| ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
y por tanto,∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

anxn −
∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

|an|‖xn − yn‖ ≤ δ sup
n∈N
|an| ≤ 2Kδ

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ,
es aśı que

(1− 2Kδ)

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anyn

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + 2Kδ)

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ . (2.5)

La desigualdad (2.5) en particular es cierta para aquellas sucesiones de numeros
reales que a partir de cierto momento son cero, esto implica que para todo
n < m ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + 2Kδ)

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ (1 + 2Kδ)K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
≤ (1 + 2Kδ)K(1− 2Kδ)−1

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ .
Es decir (yn)∞n=1 es una sucesión básica. Esto nos dice que para todo y ∈ [yn]
podemos escribir y =

∑∞
n=1 bnyn para alguna sucesión de reales (bn)∞n=1, y con

esto T es invertible pues T−1 : [yn]→ X está dada por

T−1

(
∞∑
n=1

anyn

)
=
∞∑
n=1

anxn.

Más aún, la desigualdad (2.5) nos dice que tanto T como T−1 son continuas y
por tanto, T es un ismorfismo entreX y [yn] lo cual implica que (yn)∞n=1 también
es base para X. Tomando C = máx{1 + 2Kδ, (1− 2Kδ)−1} del Corolario 2.2.8
se deduce que (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 son bases equivalentes.
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2.] Supongamos que (xn)∞n=1 es una sucesión básica en X, la demostración
del inciso 1.] permite ver que T : [xn]→ [yn] dada por

T

(
∞∑
n=1

anxn

)
=
∞∑
n=1

anyn

es un isomorfismo, con ‖T‖ ≤ 1 + 2Kδ < 2 y ‖T−1‖ ≤ (1 − 2Kδ)−1. Sea
P : X → [xn] una proyección sobre [xn], claramente ‖P‖ ≥ 1.

La condición de que 8Kδ‖P‖ < 1 implica que 4Kδ < 1. Sea x =
∑∞

n=1 anxn
y y = Tx

‖x‖ ≤ (1− 2Kδ)−1‖y‖ < (1 + 4kδ)‖y‖ < 2‖y‖

es decir ‖T−1‖ < 2
Sea (y∗n)∞n=1 la sucesión de funcionales biortogonales asociada a (yn)∞n=1, de

la Proposición 2.2.3 podemos deducir que

|an| ≤ 2K‖x‖ < 4K‖y‖.

Es decir ‖y∗n‖ ≤ 4K para todo n ∈ N.
Consideremos TP : X → [yn] el cual cumple que

‖TPy − y‖ = ‖TP (y − x)‖ =

∥∥∥∥∥TP
(
∞∑
n=1

an(yn − xn)

)∥∥∥∥∥
≤ ‖T‖‖P‖

(
sup
n∈N
|an|
)∑

n∈N

‖yn − xn‖ ≤ 8Kδ‖P‖‖y‖ < ‖y‖.

Para todo y ∈ [yn], es aśı que ‖(TP )|[yn] − I‖ < 1 y por tanto, la diferencia
I−
(
(TP )|[yn] − I

)
= (TP )|[yn] = S es invertible 3 más aun S es un isomorfismo

en [yn]. Sea Q = S−1TP : X → [yn], Q es una proyección sobre [yn] pues

QQ = S−1TPS−1TP = P−1T−1TPP−1T−1TP = I[yn]

que es lo que se queŕıa probar.

El Teorema 2.2.10 tiene varias aplicaciones importantes, entre las cuales se
encuentra el siguiente Corolario.

Corolario 2.2.11. C[0, 1] tiene una base que consta de puros polinomios. Lo
mismo es cierto para Lp[0, 1] para todo 1 ≤ p <∞.

3Este resultado aunque no se demostro aqúı se puede encontrar en [19], Teorema 7.3-1.
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Demostración. Sea (xn)∞n=1 una base normalizada para C[0, 1] y constante bási-
ca K > 0, denotemos por εn = 1

4nK
para todo n ∈ N. Por el Teorema de

Stone-Weierstrass existe un polinomio pn tal que

‖xn − pn‖∞ < εn

para todo n ∈ N.
Es aśı que

δ =
∞∑
n=1

‖xn − pn‖∞ <
∞∑
n=1

εn =
1

3K
.

Por tanto, es claro que 2Kδ < 2
3
< 1, usando el Teorema 2.2.10 deducimos que

(pn)∞n=1 es una base para C[0, 1]. La demostación para Lp[0, 1] es análoga.

Ahora definimos las sucesiones básicas por bloques, las cuales nos permiti-
ran obtener nuevas sucesiones básicas de otras ya conocidas.

Definición 2.2.12. Sea (xn)∞n=1 una sucesión básica en un espacio de Banach
(X, ‖ ‖). Una sucesión (uk)

∞
k=1 en X de la forma

uk =

pk+1∑
i=pk+1

aixi

para todo k ∈ N, donde (pn)∞n=1 es una sucesión de naturales estrictamente
creciente y (an)∞n=1 es una sucesión de reales, es llamada una sucesión básica
por bloques de (xn)∞n=1.

Proposición 2.2.13. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1

y constante básica K. Si (uk)
∞
k=1 es una sucesión básica por bloques de (xn)∞n=1

entonces (uk)
∞
k=1 es una sucesión básica con constante básica menor o igual

que K.

Demostración. Sean (an)∞n=1 sucesión de reales y (pn)∞n=1 sucesión de naturales
estrictamente creciente tales que

uk =

pk+1∑
i=pk+1

aixi

para todo k ∈ N. Sean n < m naturales y (bn)∞n=1 una sucesión de reales, es
claro que ∥∥∥∥∥

n∑
j=1

bjuj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

pj+1∑
i=pj+1

bjaixi

∥∥∥∥∥∥
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=

∥∥∥∥∥
pn+1∑
l=p1+1

clxl

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
pm+1∑
l=p1+1

clxl

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

bjuj

∥∥∥∥∥
donde cl = bjai para todo 1 ≤ j ≤ n y todo pj +1 ≤ i ≤ pj+1. Por tanto, según
el Corolario 2.1.8 se tiene que (uk)

∞
k=1 es una sucesión básica con constante

básica menor o igual que K.

Teorema 2.2.14. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1 y cons-
tante básica K. Supongamos que (yn)∞n=1 es otra sucesión en X que cumple:

1. ı́nfn∈N ‖yn‖ > 0

2. ĺımn→∞ x
∗
k(yn) = 0 para todo k ∈ N,

donde (x∗n)∞n=1 es la sucesión biortogonal asociada a (xn)∞n=1. Entonces existe
una subsucesión básica (ynk)

∞
k=1 de (yn)∞n=1 que es equivalente a una subsucesión

básica por bloques de (xn)∞n=1.

Demostración. Denotemos por α = ı́nfn∈N ‖yn‖ > 0. Sea 0 < ν < 1
4

y

yn =
∞∑
i=1

ai,nxi

para todo n ∈ N.
Sea n1 = 1, dado que ĺımj→∞

∑j
i=1 ai,1xi = yn1 existe p1 ∈ N tal que∥∥∥∥∥

∞∑
i=p1+1

ai,1xi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥yn1 −
p1∑
i=1

ai,1xi

∥∥∥∥∥ < να

2K
.

La condición 2. de nuestra hipótesis implica que

0 ≤ ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
p1∑
i=1

ai,nxi

∥∥∥∥∥ ≤ ĺım
n→∞

p1∑
i=1

|ai,n‖xi‖ = ĺım
n→∞

p1∑
i=1

|x∗i (yn)|‖xi‖ → 0

y por tanto, ĺımn→∞ ‖
∑p1

i=1 ai,nxi‖ = 0, es aśı que existe n2 > n1 tal que∥∥∥∥∥
p1∑
i=1

ai,n2xi

∥∥∥∥∥ < ν2α

2K
.

De nuevo, ĺımj→∞
∑j

i=1 ai,n2xi = yn2 implica que existe p2 > p1 tal que∥∥∥∥∥
∞∑

i=p2+1

ai,n2xi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥yn2 −
p2∑
i=1

ai,n2xi

∥∥∥∥∥ < ν2α

2K
.
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Además la condición 2. implica que

0 ≤ ĺım
n→∞

∥∥∥∥∥
p2∑
i=1

ai,nxi

∥∥∥∥∥ ≤ ĺım
n→∞

p2∑
i=1

|ai,n|‖xi‖ = ĺım
n→∞

p2∑
i=1

|x∗i (yn)|‖xi‖ → 0

y por tanto, ĺımn→∞ ‖
∑p2

i=1 ai,nxi‖ = 0 de donde existe n3 > n2 tal que∥∥∥∥∥
p2∑
i=1

ai,n3xi

∥∥∥∥∥ < ν3α

2K
.

Continuando de manera inductiva, obtenemos una subsucesión (ynk)
∞
k=1 de

(yn)∞n=1 y una sucesión de natulares (pk)
∞
k=1 tal que para todo k ∈ N∥∥∥∥∥

pk−1∑
i=1

ai,nkxi

∥∥∥∥∥ < νkα

2K

∥∥∥∥∥
∞∑

i=pk+1

ai,nkxi

∥∥∥∥∥ < νkα

2K
(2.6)

donde p0 = 0 si k = 1, es decir la proyección sobre el cero.
Sea

uk =

pk∑
i=pk−1+1

ai,nkxi

para todo k ∈ N. Claramente (uk)
∞
k=1 es una sucesión básica por bloques de

(xn)∞n=1 y por tanto, también es una sucesión básica con constante básica menor
o igual a K, ademas por (2.6) tenemos que

‖uk − ynk‖ =

∥∥∥∥∥∥
pk∑

i=pk−1+1

ai,nkxi −
∞∑
i=1

ai,nkxi

∥∥∥∥∥∥ (2.7)

≤

∥∥∥∥∥
pk−1∑
i=1

ai,nkxi

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
∞∑

i=pk+1

ai,nkxi

∥∥∥∥∥ < νkα

2K
+
νkα

2K
=
νkα

K

para todo k ∈ N. Usando que νk ≤ ν para todo k ∈ N y que K ≥ 1, obtenemos
que

‖uk‖ > α− νkα

K
≥
(

1− ν

K

)
α ≥ (1− ν)α.

Es decir uk 6= 0 para todo k ∈ N, más aún por (2.7) tenemos que

2K
∞∑
k=1

‖uk − ynk‖
‖uk‖

< 2(1− ν)−1

∞∑
k=1

νk = 2ν(1− ν)−2 <
8

9
< 1.

Por lo tanto por el Teorema 2.2.10 tenemos que (ynk)
∞
k=1 es una subsucesión

básica de (yn)∞n=1 que es equivalente a (uk)
∞
k=1.
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Corolario 2.2.15. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. Si Y
es un subespacio de X cerrado y de dimensión infinita entonces Y contiene
una sucesión básica que es equivalente a una sucesión básica por bloques de
(xn)∞n=1.

Demostración. Sea n ∈ N y consideremos la función Fn : Y → Rn dada por

Fn(y) = (x∗1(y), . . . , x∗n(y))

donde (x∗k)
∞
k=1 es la sucesión biortogonal asociada a (xn)∞n=1. Es fácil ver que

Fn es lineal y afirmamos que
⋂n
i=1 kerx∗i 6= 0, pues si no entonces

0 = kerFn =
n⋂
i=1

kerx∗i

entonces Fn seŕıa biyectiva sobre su imagen y por tanto, Y seŕıa de dimensión
finita, lo cual es una contradicción.

Lo anterior nos dice que para todo n ∈ N existe yn ∈ Y tal que ‖yn‖ = 1 y
yn ∈

⋂n
i=1 kerx∗i , es decir

yn =
∞∑

i=n+1

ai,nxi.

Es aśı que ĺımn→∞ x
∗
k(yn) = 0 para todo k ∈ N, el Teorema 2.2.14 nos dice que

(yn)∞n=1 tiene una subsucesión básica que es equivalente a una sucesión básica
por bloques de (xn)∞n=1.

Corolario 2.2.16. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. Su-
pongamos que (yn)∞n=1 es una sucesión en X tal que yn

w→ 0 pero ‖yn‖ 9 0,
cuando n→∞. Entonces (yn)∞n=1 tiene una subsucesión básica.

Demostración. Inmediata a partir del Teorema 2.2.14

2.3. Bases que encogen y bases acotadamente

completas.

Proposición 2.3.1. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
La sucesión de funcionales biortogonales (x∗n)∞n=1 es una sucesión básica en X∗

y además supn∈N ‖P ∗n‖ < ∞ donde P ∗n es el operador adjunto a la proyección
canónica Pn para todo n ∈ N.
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Demostración. Para todo n ∈ N consideremos P ∗n : X∗ → X∗ los operadores
adjuntos de las proyecciones canonicas Pn : X → X asociadas a la base (xn)∞n=1.
Estos operadores estan definidos por

P ∗n(f)(x) = f(Pn(x)) (2.8)

para todo f ∈ X∗ y todo x ∈ X.
Sea (an)∞n=1 una sucesión de escalares y n < m, afirmamos que

P ∗n

(
m∑
i=1

aix
∗
i

)
=

n∑
i=1

aix
∗
i . (2.9)

Sea x =
∑∞

i=1 bixi elemento de X. Por un lado tenemos que

P ∗n

(
m∑
i=1

aix
∗
i

)
(x) =

m∑
i=1

aix
∗
i (Pn(x)) =

m∑
i=1

aix
∗
i

(
n∑
j=1

bjxj

)
=

n∑
i=1

aibi

Y por el otro

n∑
i=1

aix
∗
i (x) =

n∑
i=1

aix
∗
i

(
∞∑
j=1

bjxj

)
=

n∑
i=1

aibi.

Es aśı que es cierta la igualdad en (2.8).
Claramente x∗n 6= 0 para todo n ∈ N, además∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aix
∗
i

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥P ∗n
(

m∑
i=1

aix
∗
i

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖P ∗n‖
∥∥∥∥∥

m∑
i=1

aix
∗
i

∥∥∥∥∥ =

‖Pn‖

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aix
∗
i

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aix
∗
i

∥∥∥∥∥
donde K es la constante básica de (xn)∞n=1. Por tanto del Corolario 2.1.8 se
deduce que (x∗n)∞n=1 es una sucesión básica en X∗.

Observación 2.3.2. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Si P ∗n : X∗ → X∗ denota el operador adjunto a Pn para cada n ∈ N y además
x =

∑∞
i=1 x

∗
i (x)xi es un elemento de X entonces

P ∗n(x∗)(x) = x∗(Pn(x)) = x∗

(
n∑
i=1

x∗i (x)xi

)
=

n∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i (x),
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por lo cual P ∗n se puede escribir como

P ∗n(x∗) =
∞∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i

donde (x∗n)∞n=1 es la sucesión de funcionales biortogonales asociada a la base
(xn)∞n=1.

La Proposición 2.3.1 dice que si (xn)∞n=1 es una base para X entonces
(x∗n)∞n=1 es una sucesión básica en X∗, por lo cual es natural preguntarse:
¿(x∗n)∞n=1 es una base para X∗? la respuesta es no, pues si fuera cierto entonces
en particular X∗ tendŕıa que ser separable, lo cual no pasa en el caso X = `1.
Es decir la sucesión biortogonal (e∗n)∞n=1 asociada a la base canonica de `1 es
una sucesión básica en `∞ pero no es base, lo mismo sucede para cualquier
base de C[0, 1].

Definición 2.3.3. Una base (xn)∞n=1 para un espacio de Banach (X, ‖ ‖) es
una base que encoge para X si la sucesión de funcionales biortogonales (x∗n)∞n=1

es una base para X∗.

La siguiente proposición arroja varios ejemplos de espacios con bases que
encogen.

Proposición 2.3.4. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Si X es reflexivo entonces (xn)∞n=1 es una base que encoge.

Demostración. Dado que (x∗n)∞n=1 es una sucesión básica en X∗, basta probar
que [x∗n] = X∗. Supongamos que existe 0 6= x∗ ∈ X∗ tal que x∗ /∈ [x∗n], por el
Teorema de separación de Hanh-Banach se tiene que existe x∗∗ 6= 0 ∈ X∗∗ tal
que x∗∗(h) = 0 para todo h ∈ [x∗n].

Como X es reflexivo, existe x ∈ X tal que x̂ = x∗∗, además x =
∑∞

n=1 anxn.
Es aśı que

0 = x∗∗(x∗n) = x̂(x∗n) = x∗n(x) = an

para todo n ∈ N y por tanto, x = 0 de donde x∗∗ = 0 lo cual es una contra-
dicción.

No siempre podemos asegurar que (x∗n)∞n=1 es una base para X∗ cuando
(xn)∞n=1 es una base para X, pero la siguiente proposición nos muestra que al
considerar convergencia débil* la sucesión (x∗n)∞n=1 tiene una propiedad muy
importante.
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Proposición 2.3.5. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. Para
todo x∗ ∈ X∗ se tiene que

∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n
w∗
= x∗

donde
w∗
=, indica convergencia respecto a la topoloǵıa débil*.

Demostración. Sea x∗ ∈ X∗. Dado x ∈ X se tiene que existe (an)∞n=1 sucesión
de escalares tales que x = ĺımn→∞

∑n
i=1 aixi, además como el encaje canónico

de X en X∗∗ es continuo se deduce que

ĺım
n→∞

x̂

(
n∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i

)
= ĺım

n→∞

n∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i (x) = ĺım

n→∞

n∑
i=1

aix
∗(xi)

= ĺım
n→∞

n∑
i=1

aix̂i(x
∗) = ĺım

n→∞

n̂∑
i=1

aixi(x
∗) = x̂(x∗).

Lo cual prueba la afirmación.

Corolario 2.3.6. Si (X, ‖ ‖) es un espacio de Banach con una base que encoge
(xn)∞n=1, entonces para todo x∗ ∈ X∗ se tiene que

x∗ =
∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n

Demostración. Esto se sigue inmediatamente de la Proposición anterior y del
hecho que convergencia en norma implica convergencia débil* y recordando
que el limite débil* de una sucesión es único.

A continuación damos una equivalencia de la definición de base que encoge.

Proposición 2.3.7. Sea (xn)∞n=1 una base para un espacio de Banach (X, ‖ ‖).
Entonces (xn)∞n=1 es una base que encoge si y sólo si para todo x∗ ∈ X∗ se tiene
que

ĺım
n→∞

∥∥x∗ |[xi]∞i=n∥∥ = 0.

Donde [xi]
∞
i=n = s(xi)∞i=n.
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Demostración. ⇒] Sea x∗ ∈ X∗. Consideremos P ∗n : X∗ → X∗ los operadores
adjuntos de Pn : X → X las proyecciones canónicas asociadas a la base (xn)∞n=1,
por la Observación 2.3.2 tenemos que (P ∗n−1x

∗) |[xi]∞i=n= 0 ya que x∗j(xi) = δij.
Si y ∈ [xi]

∞
i=n y ‖y‖ = 1, entonces

|x∗ |[xi]∞i=n (y)| = |x∗(y)| = |x∗(y)− (P ∗n−1x
∗)(y)| ≤ ‖x∗ − P ∗n−1x

∗‖ → 0

cuando n→∞, esto último se debe a que (xn)∞n=1 es una base que encoge. Por
lo tanto

∥∥x∗ |[xi]∞i=n∥∥→ 0 si n→∞.
⇐] Sea x ∈ X tal que ‖x‖ = 1 y x =

∑∞
n=1 anxn. Entonces

|(x∗ − P ∗nx∗)(x)| = |x∗(x− Pn(x))| =

∣∣∣∣∣x∗
(

∞∑
i=n+1

aixi

)∣∣∣∣∣
≤
∥∥∥x∗ |[xi]∞i=n+1

∥∥∥ ∥∥∥∥∥
∞∑

i=n+1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ ∥∥∥x∗ |[xi]∞i=n+1

∥∥∥(∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥+ ‖x‖

)

≤
∥∥∥x∗ |[xi]∞i=n+1

∥∥∥ (K + 1)→ 0

cuando n → ∞, donde K es la constante básica de (xn)∞n=1. De esta manera
‖P ∗nx∗ − x∗‖ → 0 cuando n→∞, pero la Observación 2.3.2 nos dice que

P ∗nx
∗ =

n∑
i=1

x∗(xi)x
∗
i ,

y por tanto, x∗ =
∑∞

n=1 x
∗(xn)x∗n, es decir (xn)∞n=1 es una base que encoge.

Otro tipo importante de bases en espacios de Banach son las bases acota-
damente completas, que enseguida se definen.

Definición 2.3.8. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Decimos que esta base es acotadamente completa en X si para toda sucesión
de numeros reales (an)∞n=1 tal que

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ <∞
se tiene que

∑∞
n=1 anxn converge en X.

La siguiente proposición muestra la relacion que existe entre una base que
encogen y una base acotadamente completa.
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Proposición 2.3.9. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Entonces (xn)∞n=1 es una base que encoge para X si y sólo si la sucesión de
funcionales biortogonales (x∗n)∞n=1 es una base acotadamente completa en [x∗n].

Demostración. ⇐] Sea x∗ ∈ X∗ y supongamos que (x∗n)∞n=1 es una base acota-
damente completa. Sabemos por la Proposición 2.3.5 que

x∗
w∗
=

∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n

y en particular la sucesión (
∑n

i=1 x
∗(xi)x

∗
i )
∞
n=1 es acotada en norma, y por

hipótesis también converge en norma a un punto y∗ ∈ [x∗n], pero convergen-
cia en norma implica convergencia débil* y dado que el ĺımite débil* de una
sucesión es unico se tiene que x∗ = y∗ y por tanto,

x∗ =
∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n.

Es decir (xn)∞n=1 es una base que encoge para X.
⇒] Supongamos ahora que (xn)∞n=1 es una base que encoge para X, es decir

(x∗n)∞n=1 es una base para X∗.
Sea (an)∞n=1 una sucesión de números reales tal que

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aix
∗
i

∥∥∥∥∥ <∞.
Usando el Teorema de Alaoglu encontramos x∗ ∈ X∗ punto de acumulación
débil* de la sucesión (

∑n
i=1 aix

∗
i )
∞
n=1. Esto implica que dado ε > 0 y k ≥ 1

existe m ≥ k ≥ 1 tal que

|ak − x∗(xk)| =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

aix
∗
i (xk)− x∗(xk)

∣∣∣∣∣ < ε.

Es decir para todo k ≥ 1 se tiene que x∗(xk) = ak. Además, como (xn)∞n=1 es
una base que encoge tenemos que

x∗ =
∞∑
n=1

x∗(xn)x∗n =
∞∑
n=1

anx
∗
n. (2.10)

Por lo tanto (x∗n)∞n=1 es una base acotadamente completa en X∗ = [x∗n].

105
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Proposición 2.3.10. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base (xn)∞n=1. La
función j : X → [x∗n]∗ dada por

j(x)(f) = f(x)

para todo x ∈ X y todo f ∈ [x∗n] es un encaje. Es decir j es un isomorfismo
sobre su imagen.

Demostración. Observamos que j(x) = C(x)|[x∗n] para todo x ∈ X, donde C es
el encaje canónico de X en X∗∗ y por lo tanto j esta bien definida y es lineal,
además es claro que [x∗n]∗ es un espacio de Banach con la norma dada por

‖y‖ = sup{|y(f)| | f ∈ [x∗n], ‖f‖ ≤ 1}

para cada y ∈ [x∗n]∗.
Ahora, sea x ∈ X, dado que [x∗n] es un subespacio de X∗ se tiene que

‖j(x)‖ = sup{|f(x)| | f ∈ [x∗n], ‖f‖ ≤ 1} ≤ ‖x̂‖ = ‖x‖.

Por el Corolario 1.5.4 del Teorema de Hahn-Banach existe x∗ ∈ X∗ tal que
‖x∗‖ = 1 y x∗(x) = ‖x‖. Lo cual implica que, si K denota la constante básica
de (xn)∞n=1, para cada n ∈ N se tiene lo siguiente

|(P ∗nx∗)(x)|
K

≤ |(P
∗
nx
∗)(x)|

‖P ∗nx∗‖
≤ sup{|f(x)| | f ∈ [x∗n], ‖f‖ ≤ 1} = ‖j(x)‖.

(2.11)
Sabemos que ĺımn→∞ ‖Pn(x)− x‖ = 0 y por tanto,

ĺım
n→∞

|(P ∗nx∗)x| = ĺım
n→∞

|x∗(Pn(x))| = ‖x‖

es aśı que si en (2.11) n→∞ se obtiene que

‖x‖
K
≤ ‖j(x)‖ ≤ ‖x‖ (2.12)

es decir j es un isomorfismo sobre su imagen.

Otra proposición importante es la siguiente.

Proposición 2.3.11. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Entonces, (xn)∞n=1 es una base acotadamente completa en X si y sólo si (x∗n)∞n=1

es una base que encoge para [x∗n].
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Demostración. ⇐] Sea (an)∞n=1 una sucesión de reales tal que

sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ <∞.
Consideremos j : X → [x∗n]∗ dada por j(x)(f) = f(x) para todo x ∈ X y todo
f ∈ [x∗n], la Proposición 2.3.10 nos da la siguiente desigualdad∥∥∥∥∥j

(
n∑
i=1

aixi

)∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
por lo tanto la sucesión (

∑n
i=1 aij(xi))

∞
n=1 es una sucesión acotada en [x∗n]∗,

más aún usando el Teorema de Alaoglu encontramos h∗ ∈ [x∗n]∗ punto de
acumulación débil* de esta sucesión.

Usando el mismo argumento que se dio para probar (2.10) de la Proposición
2.3.9, deducimos que h∗(x∗n) = an para todo n ∈ N por tanto, usando nuestra
hipótesis se obtiene que

h∗ =
∞∑
n=1

h∗(x∗n)j(xn) =
∞∑
n=1

anj(xn),

pero j es un isomorfismo sobre su imagen, lo cual implica que existe x ∈ X tal
que x =

∑∞
n=1 anxn, es decir (xn)∞n=1 es acotadamente completa.

⇒] Sabemos por la Proposición 2.3.10 que j es un isomorfismo sobre su
imagen, veremos que la hipótesis de que (xn)∞n=1 sea acotadamente completa
implica que j es sobre, es decir j es un isomorfismo.

Sea y∗ ∈ [x∗n]∗, por el Teorema de extensión de Hahn-Banach tenemos que
existe x∗∗ ∈ X∗∗ tal que x∗∗|[x∗n] = y∗. Consideremos la sucesión en X dada por

(
∑n

i=1 x
∗∗(x∗i )xi)

∞
n=1

, usando el Corolario 2.3.2 obtenemos que

n∑
i=1

x∗∗(x∗i )j(xi) = P ∗∗n x
∗∗

para todo n ∈ N, donde P ∗∗n es el doble operador adjunto de Pn.
De la desigualdad dada en (2.12) se obtiene que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

x∗∗(x∗i )xi

∥∥∥∥∥ ≤ K

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

x∗∗(x∗i )j(xi)

∥∥∥∥∥ = K‖P ∗∗n x∗∗‖

≤ K sup
n∈N
‖P ∗∗n ‖ ‖x∗∗‖ ≤ K2‖x∗∗‖.
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Como (xn)∞n=1 es acotadamente completa, podemos encontrar x ∈ X tal que
x =

∑∞
n=1 x

∗∗(x∗n)xn, más aún j(x) = y∗ pues para todo k ∈ N

j(x)(x∗k) = x∗k(x) = x∗∗(x∗k) = y∗(x∗k)

y por tanto, j es un isomorfismo.
Ahora, por lo anterior (j(xn))∞n=1 es una base para [x∗n]∗ y más aún es

la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a la base (x∗n)∞n=1, es decir
(x∗n)∞n=1 es una base que encoge para [x∗n].

De los resultados precedentes se puede deducir fácilmente el siguiente teo-
rema.

Teorema 2.3.12. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Entonces X es reflexivo si y sólo si (xn)∞n=1 es al mismo tiempo una base que
encoge y una base acotadamente completa.

Demostración. ⇒] Supongamos que X es reflexivo. La Proposición 2.3.4 nos
dice que (xn)∞n=1 es una base que encoge y por tanto [x∗n] = X∗, ahora dado que
el encaje canónico C : X → X∗∗ es un isomorfismo, se tiene que (C(xn))∞n=1

es una base para X∗∗ y más aún es la sucesión de funcionales biortogonales
asociadas a la base (x∗n)∞n=1, es aśı que (x∗n)∞n=1 es una base que encoge para
X∗ = [x∗n] y por la Proposición 2.3.11 se sigue que (xn)∞n=1 es acotadamente
completa.
⇐] Ahora supongamos que (xn)∞n=1 es una base que encoge y una ba-

se acotadamente completa. En la demostración de la Proposición 2.3.11 se
probó que si (xn)∞n=1 es acotadamente completa entonces j : X → [x∗n]∗ dada
por j(x)(f) = f(x) para todo x ∈ X y todo f ∈ X∗ es un isomorfismo pero
por hipótesis [x∗n] = X∗ y por tanto, el encaje canónico C coincide con j, es
decir X es reflexivo.

2.4. Bases incondicionales.

Definición 2.4.1. Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach y (xn)∞n=1 una suce-
sión de elementos en X. La serie

∑∞
n=1 xn converge incondicionalmente si∑∞

n=1 xπ(n) converge para toda permutacion π de N.

La siguiente proposición muestra varias equivalencias a la definición ante-
rior.

Proposición 2.4.2. Sea (xn)∞n=1 una sucesión de elementos en un espacio de
Banach (X, ‖ ‖). Las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. La serie
∑∞

n=1 xn converge incondicionalmente.

2. La serie
∑∞

k=1 xnk converge para cualquier sucesion de naturales n1 <
n2 < n3 . . .

3. La serie
∑∞

n=1 θnxn converge para cualquier elección de signos θn = ±1
para toda n ∈ N.

4. Para todo ε > 0 existe n ∈ N tal que∥∥∥∥∥∑
i∈σ

xi

∥∥∥∥∥ < ε

para todo σ subconjunto finito de N tal que n < mı́n{i ∈ σ}.

Demostración. 2 ⇒ 3] Sea (θn)∞n=1 una sucesión de signos, es decir θn = ±1
para toda n ∈ N. Sea A = {n ∈ N | θn = 1} y B = {n ∈ N | θn = −1},
claramente

∞∑
n=1

θnxn =
∑
n∈A

xn −
∑
n∈B

xn.

Por hipotesis
∑

n∈A xn y
∑

n∈B xn convergen y por tanto,
∑∞

n=1 θnxn converge.
3⇒ 2] Sea (nk)

∞
k=1 una sucesión de naturales tales que n1 < n2 < . . ., por

hipótesis si θn = 1 para todo n ∈ N se tiene que
∑∞

n=1 xn converge.
Consideremos θnk = 1 para todo k ∈ N y θm = −1 si m no es un elemento

de la sucesión (nk)
∞
k=1, por hipótesis

∑∞
n=1 θnxn converge. Es aśı que

∞∑
k=1

2xnk =
∞∑
n=1

xn +
∞∑
n=1

θnxn

converge.
4 ⇒ 1] y 4 ⇒ 2] Si se satisface la condición 4. entonces es claro que

las sucesiones de sumas parciales
(∑n

i=1 xπ(i)

)∞
n=1

y
(∑k

i=1 xni

)∞
k=1

cumplen la

condición de Cauchy y por tanto,
∑∞

n=1 xπ(n) y
∑∞

k=1 xnk son convergentes.
2⇒ 4] Supongamos que la condición 4. no es cierta, es decir existe ε > 0 y

una sucesión de subconjuntos finitos de N, (σn)∞n=1 tales que∥∥∥∥∥∑
i∈σn

xi

∥∥∥∥∥ ≥ ε

109
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para todo n ∈ N. Más aún se puede suponer sin perdida de generalidad que

qn = máx{i ∈ σn} < pn+1 = mı́n{i ∈ σn+1}.

Claramente σ =
⋃∞
n=1 σn es una sucesión de numeros naturales tal que∑

i∈σ xi no converge.
1⇒ 4] Supongamos que la condición 4. no se cumple, entonces existe ε > 0

tal que para cada n ∈ N existe σn ⊂ {n+ 1, n+ 2, . . .} finito y∥∥∥∥∥∑
i∈σn

xi

∥∥∥∥∥ ≥ ε.

Sea n1 = 1 y consideremos A1 = σn1 , podemos tomar n2 = máxA1 y también
B1 = {n1 + 1, . . . , n2} \ A1.

De nuevo, Sea A2 = σn2 , n3 = máxA2 y B2 = {n2 + 1, . . . , n3} \A2. Conti-
nuando de manera inductiva encontramos una sucesión de numeros naturales
(nk)

∞
k=1 y una partición de N dada por Ak ∪Bk = {nk + 1, . . . , nk+1} para toda

k ∈ N.
Definamos π una permutación de N, tal que π(Ak ∪ Bk) = Ak ∪ Bk y

máxAk < mı́nBk para todo k ∈ N. Es fácil ver que
∑∞

n=1 xπ(n) no converge
pues su sucesión de sumas parciales no satisfacen la condición de Cauchy.

En la siguiente proposición enunciamos varias propiedades importantes re-
lacionadas con la converegencia incondicional de una serie de elementos en un
espacio de Banach, estas serán de utilidad más adelante. Las demostraciónes
de estos hechos, aunque no se dan aqúı, pueden ser encontradas en [20].

Proposición 2.4.3. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en un espacio de Banach (X, ‖ ‖)
tal que

∑∞
n=1 xn converge incondicionalmente. Se cumple entonces que:

1. Existe x ∈ X tal que
∑∞

n=1 xπ(n) = x para toda permutación π de N.

2. El subconjunto de X cuyos elementos son de la forma
∑∞

n=1 θnxn para
cualquier elección de signos θn = ±1, es compacto.

3. Si (an)∞n=1 es una sucesión acotada de numeros reales, entonces
∑∞

n=1 anxn
converge y la función T : `∞ → X dada por T (an)∞n=1 =

∑∞
n=1 anxn es

un operador lineal acotado.

4. Suponiendo que X es de dimensión finita se tiene que,
∑∞

n=1 xn con-
verge incondicionalmente si y sólo si converge absolutamente, es decir∑∞

n=1 ‖xn‖ <∞.
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Ahora podemos dar la definición de base incodicional para un espacio de
Banach.

Definición 2.4.4. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base (xn)∞n=1.
Decimos que esta base es incondicional si para todo x ∈ X la serie x =∑∞

n=1 anxn converge incondicionalmente. Además (xn)∞n=1 es una sucesión bási-
ca incondicional si es una base incondicional para [xn]∞n=1.

Proposición 2.4.5. Sea (xn)∞n=1 una base para un espacio de Banach (X, ‖ ‖).
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (xn)∞n=1 es una base incondicional para X.

2. La sucesión (xπ(n))
∞
n=1 es una base para X, donde π es cualquier permu-

tación de N.

3. Si
∑∞

n=1 anxn es una serie convergente, entonces para cualquier subcon-
junto σ de N se tiene que

∑
n∈σ anxn converge.

4. Si
∑∞

n=1 anxn es una serie convergente, entonces
∑∞

n=1 bnxn también con-
verge para toda sucesión de reales (bn)∞n=1 tal que |bn| ≤ |an| para todo
n ∈ N.

Demostración. La demostración es análoga a la que se dio en la Proposición
2.4.2.

De la Proposición anterior, del Teorema del acotamiento uniforme y del
Teorema de la gráfica cerrada podemos hacer las siguientes observaciones im-
portantes, las cuales generalizan al Teorema 2.1.5.

Observación 2.4.6. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (xn)∞n=1. Entonces:

1. Si σ es un subconjunto de N, entonces la función Pσ : X → X dada por

Pσ

(
∞∑
n=1

anxn

)
=
∑
n∈σ

anxn

es un operador lineal acotado. Además Ks = supσ⊆N ‖Pσ‖ < ∞, las
funciones Pσ son llamadas proyecciones naturales asociadas a la base in-
condicional (xn)∞n=1. Claramente si σ = {1, . . . , n} entonces Pσ coincide
con la proyección natural Pn.
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2.4 Caṕıtulo 2. Bases en espacios de Banach

2. Consideremos θ = (θn)∞n=1 una sucesión de signos, es decir θn = ±1 para
toda n ∈ N, la función Mθ : X → X dada por

Mθ

(
∞∑
n=1

anxn

)
=
∞∑
n=1

anθnxn

es un operador lineal acotado. Además Ku = supθ ‖Mθ‖ < ∞ y es lla-
mada la constante incondicional de (xn)∞n=1.

3. Con las notaciones de Ks y Ku dadas en los puntos anteriores se tiene
que

K ≤ Ks ≤ Ku ≤ 2Ks.

Donde K es la constante básica de (xn)∞n=1.

4. Toda sucesión básica por bloques de (xn)∞n=1 es una sucesión básica in-
condicional con constante incondicional menor o igual que Ku.

5. La sucesión de funcionales biortogonales (x∗n)∞n=1 es una sucesión básica
incondicional en X∗ con constante incondicional igual a Ku.

A continuación probamos un teorema que sera de utilidad más adelante.

Teorema 2.4.7. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con base incondicional
(xn)∞n=1 y constante incondicional Ku. Si (an)∞n=1 es una sucesión de numeros
reales tal que

∑∞
n=1 anxn converge, entonces para toda sucesión acotada (λn)∞n=1

de numeros reales se tiene que∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

λnanxn

∥∥∥∥∥ ≤ Ku sup
n∈N
|λn|

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥
Demostración. Sean (an)∞n=1 una sucesión de numeros reales tal que

∑∞
n=1 anxn

converge y (λn)∞n=1 una sucesión acotada distinta de cero. Por el Corolario 1.5.4
existe x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ = 1 tal que

∞∑
n=1

λnanx
∗(xn) =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

λnanxn

∥∥∥∥∥
Sea θ = (θn)∞n=1 la sucesión de signos dada por θn = 1 si anx

∗(xn) ≥ 0 y
θn = −1 si anx

∗(xn) < 0. Entonces∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

λnanxn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

|λn||anx∗(xn)| ≤ sup
n∈N
|λn|

∞∑
n=1

θnanx
∗(xn)
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≤ sup
n∈N
|λn|x∗

(
Mθ

(
∞∑
n=1

anxn

))
≤ sup

n∈N
|λn|Ku

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ .

2.5. Espacios reflexivos con bases incondicio-

nales.

Esta sección esta dedicada a probar que un espacio de Banach con una
base incondicional es reflexivo si y sólo si el espacio no contiene subespacios
isomorfos a `1 y no contiene subespacios isomorfos a c0. Para probar esto
necesitamos de los siguientes resultados.

Lema 2.5.1. Una base (xn)∞n=1 para un espacio de Banach (X, ‖ ‖) es una
base que encoge si y sólo si toda sucesión básica por bloques acotada de (xn)∞n=1

es débilmente convergente a cero.

Demostración. ⇐] Supongamos que (xn)∞n=1 no es una base que encoge, enton-
ces X∗ 6= [x∗n] y por tanto, existe x∗ ∈ X∗ \ [x∗n] tal que ‖x∗‖ = 1. Es aśı que
(
∑n

i=1 x
∗(xi)x

∗
i )
∞
n=1 converge débil* a x∗ si n→∞ pero no converge en norma

a x∗.
Como (

∑n
i=1 x

∗(xi)x
∗
i )
∞
n=1 no converge en norma entonces no satisface la

condición de Cauchy para series, es decir existe ε > 0 y (pk)
∞
k=1 una sucesión

creciente de numeros naturales tal que∥∥∥∥∥
pk+1∑
i=pk+1

x∗(xi)x
∗
i

∥∥∥∥∥ ≥ ε

para todo k ∈ N. Ahora por la propiedad del supremo, para todo k ∈ N existe
zk ∈ X tal que ‖zk‖ = 1 y ∣∣∣∣∣

pk+1∑
i=pk+1

x∗(xi)x
∗
i (zk)

∣∣∣∣∣ > ε.

Sea (uk)
∞
k=1 la sucesión básica por bloques de (xn)∞n=1 dada por

uk =

pk+1∑
i=pk+1

x∗i (zk)xi
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2.5 Caṕıtulo 2. Bases en espacios de Banach

para todo k ∈ N. Tomemos x∗ ∈ X∗ y observemos que

|x∗(uk)| =

∣∣∣∣∣
pk+1∑
i=pk+1

x∗i (zk)x
∗(xi)

∣∣∣∣∣ > ε

para todo k ∈ N, lo cual implica que (uk)
∞
k=1 no converge débilmente a cero.

⇒] La demostración de esta parte es inmediata a partir de la Proposición
2.3.7.

Usando el Lema anterior deducimos la siguiente proposición, resultado que
se debe a R. C. James en 1974.

Proposición 2.5.2. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (xn)∞n=1. Entonces (xn)∞n=1 es una base que encoge para X si y sólo si
X no tiene subespacios isomorfos a `1.

Demostración. ⇒] Si X contiene un subespacio isomorfo a `1, entonces X∗ no
es separable4. Lo cual implica que (xn)∞n=1 no es una base que encoge, pues
todo espacio de Banach con una base es separable.
⇐] Supongamos que (xn)∞n=1 no es una base que encoge, entonces por el

Lema 2.5.1 se tiene que existen ε > 0, x∗ ∈ X∗ con ‖x∗‖ = 1 y una sucesión
básica por bloques normalizada (uk)

∞
k=1 de (xn)∞n=1 tal que

x∗(uk) ≥ ε

para todo k ∈ N.
Observemos que para toda sucesión (ai)

m
i=1 tal que ai ≥ 0 para i = 1, . . . ,m

se tiene que∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiui

∥∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∣x∗
(

m∑
i=1

aiui

)∣∣∣∣∣ ≥ x∗

(
m∑
i=1

aiui

)
=

m∑
i=1

aix
∗(ui) ≥ ε

m∑
i=1

ai.

Ahora, sea (ai)
m
i=1 una sucesión en R y consideremos la sucesión acotada

(λi)
m
i=1 dada por λi = 1 si ai ≥ 0 y λi = −1 si ai < 0 para todo i = 1, . . . ,m.
Si denotamos Ku la constante incondicional de (xn)∞n=1, entonces del Teo-

rema 2.4.7 y del parrafo anterior deducimos que

ε
m∑
i=1

|ai| = ε
m∑
i=1

λiai ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiaiui

∥∥∥∥∥
4Para una demostración detallada de este hecho vease [15].
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≤ Ku sup
1≤i≤m

|λi|

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiui

∥∥∥∥∥ = Ku

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aiui

∥∥∥∥∥ .
Es decir ε

Ku

∑m
i=1 |ai| ≤ ‖

∑m
i=1 aiui‖ para todo m ∈ N y segun el Corolario 2.6.3

(uk)
∞
k=1 es equivalante a la base canónica de `1 y por tanto, [uk] es isomorfo a

`1.

Lema 2.5.3. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base incondicio-
nal (xn)∞n=1 cuya sucesión de funcionales biortogonales es (x∗n)∞n=1. Sea (yk)

∞
k=1

una sucesión acotada en X tal que ĺımk→∞ x
∗(yk) existe para todo x∗ ∈ X∗ y

ĺımk→∞ x
∗
n(yk) = 0 para todo n ∈ N, entonces

ĺım
k→∞

x∗(yk) = 0

para todo x∗ ∈ X∗, es decir yk
w→ 0 si k →∞.

Demostración. Supongamos que (yk)
∞
k=1 no converge débilmente a 0. Entonces

existen x∗ ∈ X∗ y ε > 0 tales que x∗(yk) ≥ ε para todo k ∈ N. Lo anterior
implica que ‖x∗‖‖yk‖ ≥ ε > 0 para todo k ∈ N y por tanto, ı́nfk∈N ‖yk‖ > 0
además por hipótesis ĺımk→∞ x

∗
n(yk) = 0. El Teorema 2.2.14 nos dice que existe

una subsucesión (ykl)
∞
l=1 de (yk)

∞
k=1 que es equivalente a una subsucesión básica

por bloques (ul)
∞
l=1 de (xn)∞n=1, más aún la demostración del Teorema 2.2.14

deja ver que la sucesión (ul)
∞
l=1 se puede escoger tal que

‖ykl − ul‖ <
1

2l

para todo l ∈ N. Lo cual claramente implica que

x∗(ykl)− x∗(ul) <
‖x∗‖

2l

para todo l ∈ N. Pero x∗(ykl) ≥ ε y ĺıml→∞
1
2l

= 0, de donde se deduce que
existe N ∈ N tal que

x∗(ul) >
ε

2

para todo l ≥ N . Si copiamos la demostración que se hizo en la Proposición
2.5.2 deducimos que (ul)

∞
l=1 es equivalente a (en)∞n=1 la báse canonica de `1, y

por tanto, (ykl)
∞
l=1 también, es decir el subespacio cerrado [ykl ] es isomorfo a

`1.
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Ahora, la función y∗ : `1 → R dada por y∗ (
∑∞

n=1 anen) =
∑∞

n=1(−1)nan, es-
ta bién definida pues si

∑∞
n=1 anen ∈ `1 entonces se cumple que

∑∞
n=1(−1)nan ≤∑∞

n=1 |an| <∞ .Además∣∣∣∣∣y∗
(
∞∑
n=1

anen

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(−1)nan

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|an| =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anen

∥∥∥∥∥
1

.

Por tanto, y∗ es un operador lineal acotado en `1 tal que y∗(en) = (−1)n, lo
cual implica que también existe z∗ ∈ X∗ tal que z∗(ykl) = (−1)l para todo
l ∈ N, es decir ĺımk→∞ z

∗(yk) no existe, lo cual es una contradicción a nuestra
hipótesis.

Proposición 2.5.4. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base incon-
dicional (xn)∞n=1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (xn)∞n=1 es acotadamente completa.

2. X tiene la siguiente propiedad: Para toda sucesion (xn)∞n=1 en X tal que
ĺımn→∞ f(xn) existe para todo f ∈ X∗, se tiene que existe x0 ∈ X tal
que xn

w→ x0.5

3. X no tiene subespacios isomorfos a c0.

Demostración. 2 ⇒ 3] Observemos primero que c0 no tiene la propiedad 2.
esto se debe a que la sucesión (e′n)∞n=1 dada por e′n = e1 + . . . + en para todo
n ∈ N es débilmente de Cauchy, pero no converge débilmente en c0 puesto que
(e′n)∞n=1 converge débil* en c∗∗0 = `∞ a (1, 1, 1, . . .).

Ahora, supongamos que existen Y un subespacio de X y F : c0 → Y un
isomorfismo. Sabemos que convergencia débil es invariante bajo isomorfismos6

lo cual implica que la sucesión en X dada por (F (e′n))∞n=1 es débilmente de
Cauchy pero no débilmente convergente, es decir X no es c.s.d.

3 ⇒ 1] Supongamos que (xn)∞n=1 no es acotadamente completa, entonces
existen (an)∞n=1 una sucesión en R y M > 0 tal que ‖

∑n
i=1 aixi‖ ≤ M para

todo n ∈ N y (
∑n

i=1 aixi)
∞
n=1 no converge.

Sin pérdida de generalidad supongamos queM = 1. Dado que (
∑n

i=1 aixi)
∞
n=1

no converge, entonces tampoco satisface la condición de Cauchy y por tanto,

5Cuando X tiene esta propiedad se dice que X es completo por sucesiones débiles, este
concepto lo usaremos en el caṕıtulo 3, véase la definición 3.2.9

6De hecho si T ∈ B(X,Y ) y (xn)∞n=1 converge débilmente a x entonces (Txn)∞n=1 converge
débilmente a Tx, vease [28] ejercicio 18 del caṕıtulo 4.
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existen ε > 0 y (uk)
∞
k=1 una subsucesión básica por bloques de (xn)∞n=1 de la

forma uk =
∑pk+1

i=pk+1 aixi tal que

‖uk‖ ≥ ε

para todo k ∈ N.

Sea m ∈ N y (λi)
m
i=1 una sucesión de numeros reales. Si Ku denota la

constante incondicional de (xn)∞n=1 entonces por el Teorema 2.4.7 deducimos
que ∥∥∥∥∥

m∑
i=1

λiui

∥∥∥∥∥ ≤ Ku sup
1≤i≤m

|λi|

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ui

∥∥∥∥∥ ≤ Ku sup
1≤i≤m

|λi|. (2.13)

Por otro lado si K denota la constante básica de (xn)∞n=1 la Proposición
2.2.3 nos dice que

|λi| ≤
2K

‖ui‖

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiui

∥∥∥∥∥
para todo 1 ≤ i ≤ m. Lo anterior implica que

ε|λi| ≤ |λi|‖ui‖ ≤ 2K

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiui

∥∥∥∥∥ ≤ 2Ku

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiui

∥∥∥∥∥ (2.14)

para todo 1 ≤ i ≤ m. Por tanto, de las desigualdades (2.13) y (2.14) se deduce
que

ε

2Ku

sup
1≤i≤m

|λi| ≤

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiui

∥∥∥∥∥ ≤ Ku sup
1≤i≤m

|λi|.

Lo cual implica que [uk] es isomorfo a c0.

1 ⇒ 2] Supongamos que (xn)∞n=1 es acotadamente completa y sea (yk)
∞
k=1

una sucesión en X que es débilmente de Cauchy, es decir ĺımk→∞ x
∗(yk) existe

para todo x∗ ∈ X∗.
Sea an = ĺımk→∞ x

∗
n(yk) para todo n ∈ N, claramente para todo m ∈ N se

tiene que ∥∥∥∥∥
m∑
n=1

anxn

∥∥∥∥∥ = ĺım
k→∞
‖Pmyk‖ ≤ K sup

k∈N
‖yk‖

donde K es la constante básica de (xn)∞n=1 y (Pm)∞m=1 son las proyecciones
canonicas asociadas a esta base.
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Como (xn)∞n=1 es acotadamente completa tenemos que
∑∞

n=1 anxn converge
en norma a un elemento y de X, es decir

∞∑
n=1

anxn =
∞∑
n=1

x∗n(y)xn

Por lo tanto es fácil ver que la sucesión (yk − y)∞k=1 satisface las condiciones
del Lema 2.5.3 y por tanto, yk − y converge débilmente a 0 si k →∞, es decir
yk converge débilmente a y por tanto, X satisface la condición 2.

El siguiente enunciado puede ser considerado como un corolario de las pro-
posiciones anteriores, pero debido a su importancia lo llamaremos un Teorema.

Teorema 2.5.5 (James). Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con una base
incondicional. Entonces, X es reflexivo si y sólo si no contiene subespacios
isomorfos a c0 ni a `1.

Demostración. La demostración es inmediata del Teorema 2.3.12 y de las Pro-
posiciones 2.5.2 y 2.5.4.

2.6. Sucesiones estrictamente equivalentes

Para finalizar este caṕıtulo incluimos las siguientes definiciones y proposi-
ciones que servirán como punto de partida para el caṕıtulo 3.

En la definición 2.2.6 vimos el significado de bases y sucesiones básicas
equivalentes, la siguiente definición generaliza este hecho para sucesiones arbi-
trarias en espacios de Banach. Además, de la proposición 2.6.2 es fácil ver que
los conceptos de estrictamente equivalente y equivalente coinciden en el caso
cuando las sucesiones son bases o sucesiones básicas.

Definición 2.6.1. Sean (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 sucesiones en espacios de Banach
X y Y respectivamente.

1. Decimos que (xn)∞n=1 domina estrictamente a (yn)∞n=1 si existe un opera-
dor lineal y continuo U : [xn]→ [yn] tal que

U(xn) = yn ∀n ∈ N.

En este caso escribimos (xn)∞n=1 � (yn)∞n=1.

2. Decimos que (xn)∞n=1 es estrictamente equivalente a (yn)∞n=1 si (xn)∞n=1 �
(yn)∞n=1 y (yn)∞n=1 � (xn)∞n=1.
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Proposición 2.6.2. Sean (xn)∞n=1 y (yn)∞n=1 sucesiones en espacios de Banach
X y Y respectivamente. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. (xn)∞n=1 es estrictamente equivalente a (yn)∞n=1.

2. Existen C1 > 0 y C2 > 0 tal que∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ ≤ C1

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ ≤ C2

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ (2.15)

para cualesquiera a1, . . . , an ∈ R.

3. Existe U : [xn]→ [yn] isomorfismo tal que U(xn) = yn para toda n ∈ N.

Demostración. 1. ⇒ 2.] Si (xn)∞n=1 � (yn)∞n=1 � (xn)∞n=1 entonces existen
operadores lineales y continuos U : [xn]→ [yn] y V : [yn]→ [xn] tal que

U(xn) = yn V (yn) = xn

para toda n ∈ N.
Sea C1 = ‖U‖ > 0. Claramente se tiene que∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥U
(

n∑
i=1

aixi

)∥∥∥∥∥ ≤ ‖U‖
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
Analogamente si tomamos C2 = ‖V ‖ se tiene la otra desigualdad.

2.⇒ 1.] Consideremos la función U0 : s(xn)∞n=1 → s(yn)∞n=1 dada por

U0(x) =
N∑
i=1

aiyi

donde x =
∑N

i=1 aixi y a1, . . . , aN ∈ R.

Supongamos que
∑N

i=1 aixi =
∑M

i=1 bixi entonces

N∑
i=1

aixi +
M∑
i=1

(−bi)xi = 0

y usando la primera ecuación de (2.15) obtenemos que
∑N

i=1 aiyi =
∑N

i=1 bixi.
Es decir, U0 esta bien definida.
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Además U0 es lineal y la primera ecuación de (2.15) nos dice que U0 es
continua. Por tanto, existe una extensión continua U : [xn] → [yn] de U0 y
claramente

U(xn) = U0(xn) = yn

para toda n ∈ N.
1.⇒ 3.] Si (xn)∞n=1 es estrictamente equivalente a (yn)∞n=1 entonces existen

operadores lineales y continuos U : [xn]→ [yn] y V : [yn]→ [xn] tal que

U(xn) = yn V (yn) = xn

para toda n ∈ N.
Claramente U y V son inversos uno del otro, pues si x ∈ [xn] entonces

x =
∑∞

i=1 aixi y dado que U y V son continuos se tiene que

V (U(x)) = V

(
∞∑
i=1

aiyi

)
=
∞∑
i=1

aixi = x

analogamente U(V (y)) = y para toda y ∈ [yn].
3.⇒ 1.] Es inmediato a partir de la definición.

Corolario 2.6.3. Sea (xn)∞n=1 una sucesión acotada en un espacio de Banach
X. (xn)∞n=1 es estrictamente equivalente a la base canonica de `1 si existe δ > 0
tal que

δ
n∑
i=1

|ci| ≤

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

cixi

∥∥∥∥∥
para todo c1, . . . , cn ∈ R.

Demostración. Debido a la Proposición 2.6.2 basta probar que existe C > 0
tal que ‖

∑n
i=1 cixi‖ ≤ C

∑n
i=1 |ci|. Pero esto es inmediato ya que existe C > 0

tal que ‖xn‖ ≤ C para toda n ∈ N y∥∥∥∥∥
n∑
i=1

cixi

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

|ci|‖xi‖ ≤ C
n∑
i=1

|ci|

y esto pasa para todo c1, . . . , cn ∈ R.

Observación 2.6.4. Supongamos que (xn)∞n=1 satiface las hipótesis del Coro-
lario anterior. Por la Proposición 2.6.2 tendŕıamos que [xn] es isomorfo a `1

y más aún el isomorfismo es tal que la imagen de xn es en para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo 3

Espacios de Banach que
contienen a `1.

3.1. El espacio de Tsirelson.

En 1923 Banach formuló la siguiente pregunta: ¿Todo espacio de Banach de
dimensión infinita tiene un subespacio isomorfo a c0 o `p con 1 ≤ p <∞ ? Para
los espacios de Banach mas comunes la respuesta es afirmativa, por ejemplo en
la Proposición 3.2.3 veremos que `p contiene un subespacio isomorfo a `p para
toda 1 ≤ p <∞ y lo mismo es cierto para c0. Más aun en el Teorema 6.4.8 de
[1], se puede encontrar que para todo p > 2 el espacio Lp contiene un subespacio
isomorfo a `p o `2, el caso cuando 1 ≤ p ≤ 2 aunque es más dif́ıcil también
resulta cierto pues en 1981 Aldous mostro en [2] que Lp contiene un subespacio
isomorfo a algun `q. Sin embargo en 1974 B. S. Tsirelson construyó en [30] un
ejemplo de un espacio de Banach reflexivo con una base incondicional que no
contiene subespacios isomorfos a `p o c0 con 1 ≤ p <∞.

En esta sección presentamos el dual del espacio construido por Tsirelson
el cual también contesta de manera negativa la pregunta hecha por Banach,
esta idea de tomar el dual fue dada por Figiel y W. B. Johnson en [12], no es
nuestro objetivo presentar una demostración formal de estos hechos, pero si
daremos la idea general de por qué el espacio de Tsirelson resuelve el problema.

El siguiente teorema se debe a R. C. James y es de vital importancia en la
construcción del espacio de Tsirelson.

Teorema 3.1.1. Sea (xn)∞n=1 una sucesión básica normalizada equivalente a
la base canónica de `1 en un espacio de Banach (X, ‖ ‖). Entonces para todo
0 < ε < 1 existe una sucesión básica por bloques normalizada (yn)∞n=1 de



3.1 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

(xn)∞n=1 tal que ∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akyk

∥∥∥∥∥ ≥ (1− ε)
N∑
k=1

|ak|

para cualquier sucesión de numeros reales (ak)
N
k=1.

Demostración. Dado que (xn)∞n=1 es equivalente a la base canónica de `1, te-
nemos que para todo n ∈ N existe una constante Kn tal que

∞∑
k=1

|ak| ≤ Kn

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ ,
si (ak)

∞
k=1 ∈ `1.

De donde, para cada n ≥ 1 el número

Mn = sup

{
∞∑
k=1

|ak| : (ak)
∞
k=1 ∈ c00,

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ = 1 y ak = 0 si k ≤ n

}

está bien definido, Mn ≤ Kn y se cumple

∞∑
k=1

|ak| ≤Mn

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥
si (ak)

∞
k=1 ∈ c00 y ak = 0 si k ≤ n.

Sabemos que (xn)∞n=1 es normalizada, por tanto Mn ≥ 1 para todo n ∈ N,
pues si suponemos que Mn < 1 para algún n ∈ N tendremos que

∞∑
k=1

|ak| ≤Mn

∥∥∥∥∥
∞∑
k=1

akxk

∥∥∥∥∥ <
∞∑
k=1

|ak|.

para todo (ak)
∞
k=1 ∈ c00 tal que ak = 0 si k ≤ n , lo cual es imposible. Además,

es fácil ver que (Mn)∞n=1 es decreciente y por tanto, ĺımn→∞Mn = M ≥ 1. Aśı,

dado 0 < ε < 1 existe N0 ∈ N tal que Mn < (1− ε)− 1
2M si n ≥ N0.

Sea p1 > N0; como (1− ε) 1
2Mp1 < Mp1 , entonces existe un natural p2 > p1

y escalares bp1+1, , , bp2 tales que

y1 =

p2∑
i=p1+1

bixi

tiene norma 1 y
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Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1. 3.1

p2∑
i=p1+1

|bi| > (1− ε)
1
2Mp1 ≥ (1− ε)

1
2M.

Por inducción podemos construir una sucesión de naturales p1 < p2 < p3....
y una sucesión de sucesiones finitas de escalares bpn+1, , , bpn+1 tales que

yn =

pn+1∑
i=pn+1

bixi

es de norma 1 y

pn+1∑
i=pn+1

|bi| > (1− ε)
1
2Mpn ≥ (1− ε)

1
2M.

Entonces (yn)∞n=1 es una sucesión básica por bloques normalizada que sa-
tisface

pn+1∑
i=pn+1

|bi| ≥ (1− ε)
1
2M

para todo n = 1, 2, 3, . . . y Mp1 < (1− ε)− 1
2M .

Para cualquier sucesión finita de numeros reales (ak)
N
k=1 tenemos

N∑
k=1

|ak| ≤ (1− ε)−
1
2M−1

N∑
k=1

|ak|
pk+1∑
i=pk+1

|bi|

≤ (1− ε)−
1
2M−1Mp1

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akyk

∥∥∥∥∥ ≤ (1− ε)−1

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

akyk

∥∥∥∥∥
Es decir

∥∥∥∑N
k=1 akyk

∥∥∥ ≥ (1− ε)
∑N

k=1 |ak|.

Lema 3.1.2. Si S es una operador lineal continuo de `p, con 1 < p < ∞, o
c0 en un espacio normado X, (en) es la base canónica de `p o c0 y x∗ ∈ X∗,
entonces x∗ (S (en))→ 0 cuando n→∞.

Demostración. Como x∗ ◦S ∈ (`p)∗ o x∗ ◦S ∈ (c0)∗, se tiene que x∗ ◦S = S(bn)

para alguna sucesión (bn), donde S(bn) ((xn)) =
∞∑
i=1

bixi para todo (xi) ∈ `p. En

el primer caso (bi) ∈ `q siendo q el exponente conjugado de p y en el segundo
(bi) ∈ `1. En cualquiera de los dos se tiene que bn → 0. Como x∗ (S (en)) =
S(bi) (en) = bn, se sigue el resultado.
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3.1 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

Teorema 3.1.3 (Tsirelson). Existe un espacio de Banach reflexivo con una
base incondicional que no contiene un subespacio isomorfo a `p o c0 para 1 ≤
p <∞.

Demostración. Consideremos el espacio de Banach (c00, ‖ ‖0) donde c00 es el
conjunto de sucesiones reales (xn)∞n=1 tal que xn = 0 para casi todo n ∈ N y
‖(xn)∞n=1‖0 = máxn∈N |xn|.

Observemos que si (en)∞n=1 denota la base canónica para c00, entonces para
todo x ∈ c00 con x = (an)∞n=1 tenemos que x =

∑∞
n=1 anen. Para cada m ≥ 0

definimos

‖x‖m+1 = máx

‖x‖0,
1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
m


para todo x =

∑∞
n=1 anen en c00, donde el máximo interno es tomado sobre

todas las posibles sucesiones finitas de enteros no negativos (pj)
k+1
j=0 , con k ≥ 0,

tales que k ≤ p0 < p1 < . . . < pk+1.
Por inducción es fácil probar que ‖x‖m ≤

∑∞
n=1 |an| para todo m ≥ 1 y

x ∈ c00. Como además ‖x‖m ≤ ‖x‖m+1 para todo m ≥ 1, entonces existe
ĺımm→∞ ‖x‖m y definimos

‖x‖T = ĺım
m→∞

‖x‖m

para todo x ∈ c00. Como cada ‖ · ‖m es una norma en c00, es claro que ‖ ‖T
también lo es en c00.

Sea T la compleción del espacio normado (c00, ‖ ‖T ) 1, la sucesión (en)∞n=1

forma una base normal incondicional de T con constante incondicional Ku = 1.
Afirmamos que para todo x ∈ c00 con x =

∑∞
n=1 anen tenemos que

‖x‖T = máx
k∈N

‖x‖0,
1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T


donde, como antes, el máximo interno es tomado sobre todas las posibles su-
cesiones finitas de enteros no negativos (pj)

k+1
j=0 , con k ≥ 0, tales que k ≤ p0 <

p1 < . . . < pk+1.

1Recordemos que en general si (X, ‖ ‖) es un espacio normado, entonces existe un único
espacio de Banach X tal que existe una isometŕıa de X en Y donde Y es un subespacio
denso de X, a este espacio X se le llama la compleción de X, para una demostración de este
hecho véase [19].
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Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1. 3.1

En efecto, ‖x‖T ≥ ‖x‖m para todo m ≥ 0, por lo que ‖x‖T ≥ ‖x‖0 y

‖x‖T ≥
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
m

Al tomar el ĺımite sobre m en el lado derecho obtenemos

‖x‖T ≥
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

.

Aśı

‖x‖T ≥ máx
k∈N

‖x‖0,
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T


y sólo resta probar

‖x‖T ≤ máx
k∈N

‖x‖0,
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

 (3.1)

Si ‖x‖T = ‖x‖0 entonces se cumple la desigualdad anterior. Supongamos
que ‖x‖T > ‖x‖0 y sea n1 el primer natural tal que

‖x‖0 < ‖x‖n1 = máx

‖x‖0,
1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
n1−1

 .

Entonces

‖x‖n1 =
1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
n1−1

≤ 1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

Si ‖x‖n1 = ‖x‖T , entonces (3.1) está probado. Si ‖x‖n1 < ‖x‖T repetimos
el proceso y encontramos el primer natural n2 tal que ‖x‖n1 < ‖x‖n2 , entonces
n1 < n2 y

‖x‖n2 =
1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
n2−1

≤ 1

2
máx

k∑
j=0

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

.
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3.1 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

Si ‖x‖n2 = ‖x‖T , entonces (3.1) está probado.
Si el proceso continúa indefinidamente, obtenemos una sucesión estricta-

mente creciente de naturales (nk) tales que

‖x‖nk ≤
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

para todo k ≥ 1. Al tomar el ĺımite en el lado derecho obtenemos

‖x‖T ≤
1

2
máx

k∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
pj+1∑

n=pj+1

anen

∥∥∥∥∥∥
T

.

y (3.1) se cumple.
De lo anterior se puede deducir que para todo k ∈ N y toda sucesión

finita ‖·‖T -normalizada (uj)
k
j=1, donde uj =

∑pj+1

n=pj+1 anen, con 0 ≤ j ≤ k, y
k ≤ p0 < p1 < . . . < pk+1, se tiene que

k∑
j=1

|bj| ≥

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

bjuj

∥∥∥∥∥
T

≥ 1

2

k∑
j=1

|bj|

para toda sucesión finita de números reales (bj)
k
j=1.

Probaremos a continuación que T no contiene subespacios isomorfos a `p ni
a c0. Supongamos primero que T contiene un subespacio cerrado Y isomorfo
a `p, por tanto existe S : `p → Y un isomorfismo lineal, continuo con inversa
continua, de donde existen M1,M2 > 0 tales que

M2‖x‖p ≤ ‖Sx‖T ≤M1‖x‖p (3.2)

para todo x ∈ `p.
Consideremos (Sen)∞n=1, la cual es una sucesión en T que por (3.2) satisface

ı́nfn∈N ‖Sen‖ ≥ M2 > 0 y por el Lema 3.1.2 tenemos que ĺımn→∞ e
∗
k(Sen) = 0

para todo k ∈ N, donde (e∗k)
∞
k=1 es la sucesión biortogonal asociada a la base

(ek)
∞
k=1 de c00. Por tanto, aplicando el Teorema 2.2.14 concluimos que existe

(Senk)
∞
k=1 subsucesión de (Sen)∞n=1 que es equivalente a una sucesión básica

por bloques (vk)
∞
k=1 de (en)∞n=1, donde vk =

∑pk+1

l=pk+1 alel donde (al)
∞
l=1 es una

sucesión de reales no todos nulos y p1 < p2 < p3 < . . . Es aśı que existe C > 0
tal que

C−1

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

bjSenj

∥∥∥∥∥
T

≤

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

bjvj

∥∥∥∥∥
T

≤ C

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

bjSenj

∥∥∥∥∥
T

(3.3)
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Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1. 3.1

para todo k ∈ N y toda sucesión de numeros reales (bj)
∞
j=1.

Sea k ∈ N, claramente existe l ∈ N tal que k ≤ pl < pl+1 < . . . < pl+(k+1).
Consideremos los respectivos vl+1, . . . , vl+(k+1), usando las relaciones dadas en
(3.2) y en (3.3) concluimos que

1

2

k∑
j=1

1

j
≤

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

1

j
vl+j

∥∥∥∥∥
T

≤ C

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

1

j
Senl+j

∥∥∥∥∥
T

= C

∥∥∥∥∥S
(

k∑
j=1

1

j
enl+j

)∥∥∥∥∥
T

≤M1C

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

1

j
enl+j

∥∥∥∥∥
p

≤M1C

∥∥∥∥∥
(

1

j

)∞
j=1

∥∥∥∥∥
p

<∞,

lo cual es una contradicción pues la serie armónica no es convergente. Por
tanto, no existe subespacio de T isomorfo a `p. Con este mismo argumento y
cambiando ‖ ‖p por ‖ ‖0 se demuestra que T no contiene subespacios isomorfos
a c0.

Ahora falta probar que T no contiene un subespacio isomorfo a `1. Suponga-
mos que T contiene un subespacio isomorfo a `1, entonces por el Teorema 3.1.1
obtenemos una sucesión básica por bloques normalizada (vj)

∞
j=0 de (en)∞n=1 tal

que
k∑
j=0

|bj| ≥

∥∥∥∥∥
k∑
j=0

bjvj

∥∥∥∥∥
T

≥ 8

9

k∑
j=0

|bj|,

para toda sucesión de números reales (bj)
k
j=0. En particular, tenemos que

‖v0 + r−1(v1 + v2 + . . .+ vr)‖T ≥
16

9
(3.4)

para todo r ∈ N.
Consideremos k ∈ N y una sucesión de naturales (pj)

k+1
j=1 tal que k ≤

p1 < p2 < . . . < pk+1 y sean (Pj)
k
j=1 proyecciones tales que Pj(en) = en si

pj < n ≤ pj+1 y Pj(en) = 0 en cualquier otro caso.
Sea n0 el natural más grande que pertenece al soporte2 de v0. Si k ≥ n0,

entonces

k∑
j=1

‖Pj(v0 + r−1(v1 + . . .+ vr))‖T =
k∑
j=1

‖Pj(r−1(v1 + . . .+ vr))‖T ≤ 2.

2Recordemos que si (xn)∞n=1 es una sucesión de números reales, entonces el soporte se
define como el conjunto de numeros naturales n tal que xn 6= 0.
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3.2 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

Si k < n0, consideremos los siguientes conjuntos

δ = {i | ‖Pj(vi)‖T 6= 0 para al menos dos valores de j},

σ = {i | ‖Pj(vi)‖T 6= 0 para a lo más un valor de j}.

Ahora, como δ tiene a lo mas k − 1 elementos obtenemos que

k∑
j=1

‖Pj(v0 + r−1(v1 + . . .+ vr))‖T

≤
k∑
j=1

‖Pjv0‖T + r−1

(∑
i∈δ

k∑
j=1

‖Pjvi‖T +
∑
i∈σ

k∑
j=1

‖Pjvi‖T

)

≤ 2‖v0‖T + r−1

(
2
∑
i∈δ

‖vi‖T +
∑
i∈σ

‖vi‖T

)
≤ 2 + r−1(2(k − 1) + r − k + 1) ≤ 3 + r−1(k − 1) ≤ 3 + r−1(n0 − 1).

Por tanto si tomamos r ≥ 2n0, deducimos que

k∑
j=1

‖Pj(v0 + r−1(v1 + . . .+ vr))‖T ≤
7

2

y por como se definió ‖ ‖T obtenemos que ‖v0 + r−1(v1 + . . . + vr)‖T ≤ 7
4
, lo

cual es una contradicción a (3.4).
Finalmente dado que T tiene una base incondicional y no contiene subespa-

cios isomorfos a c0 ni a `1 deducimos del Teorema 2.5.5 que T es reflexivo.

3.2. La caracterización de Rosenthal.

En esta sección daremos una condicion necesaria y suficiente para que un
espacio de Banach X contenga un subespacio isomorfo a `1 esto fue hecho
por Haskell P. Rosenthal en 1974 3. Varias caracterizaciones fueron dadas por
Rosenthal en [25] bajo la supocisión de que X fuera separable, tiempo después
y gracias a varios matemáticos se logró probar que la separabilidad no siempre
era una condición necesaria.

3Véase [24].
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Comenzamos por probar que `1 tiene una propiedad muy importante, esta
es que la convergencia en norma y la convergencia débil son conceptos equi-
valentes lo cual en general no es cierto para espacios de Banach de dimensión
infinita como lo vimos en el caṕıtulo 1. Los espacios que cumplen esta condición
reciben un nombre especial.

Definición 3.2.1. Un espacio de Banach X tiene la propiedad de Schur si
toda sucesión (xn)∞n=1 en X que converge débilmente a 0 tambien converge en
norma a 0.

Proposición 3.2.2. La base canónica de `1, (en)∞n=1 no converge débilmente.
Más aún, ninguna subsucesión de esta base converge débilmente.

Demostración. Supongamos que existe x ∈ `1 tal que en
w→ x cuando n→∞.

Consideremos (e∗n)∞n=1 la sucesión de funcionales biortogonales asociadas a la
base canónica.

Claramente si x = (a1, a2, . . .) entonces x =
∑∞

i=1 aiei y por tanto

e∗n(x) = an

para todo n ∈ N.
Ahora, por nuestra suposición tenemos que

0 = ĺım
n→∞

e∗k(en) = e∗k(x) = ak

para todo k ∈ N, es decir x = 0. Es aśı que hemos mostrado que si la base
canónica de `1 converge débilmente a un punto, entonces ese punto es el cero.

Sea (bi)
∞
i=1 ∈ `∞ tal que bi = k 6= 0 para todo i ∈ N. Dado que el dual de

`1 es isomorfo a `∞ tenemos que f : `1 → R dada por

f(x) =
∞∑
i=1

aibi x =
∞∑
i=1

aiei

es una funcional continua de `1. De nuevo por nuestra suposición

0 = f(0) = ĺım
n→∞

f(en) = bn = k 6= 0

lo cual claramente es imposible. Por tanto (en)∞n=1 no converge débilmente en
`1.

El argumento anterior tambien sirve para probar que ninguna subsucesión
converge débilmente.
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Proposición 3.2.3. Sea (un)∞n=1 una sucesión básica por bloques normalizada
en c0 o en `p con 1 ≤ p <∞. Entonces (un)∞n=1 es estrictamente equivalente a
(en)∞n=1 la base canónica de `p o c0.

Demostración. Supongamos primero que (uk)
∞
k=1 es una sucesión básica por

bloques en `p donde 1 ≤ p <∞.
Sean 0 = r0 < r1 < r2 < . . . una sucesión de naturales y (an)∞n=1 una

sucesión de reales. De esta forma podemos escribir

uk =

rk∑
n=rk−1+1

anen k ∈ N.

Por hipótesis

‖uk‖pp =

rk∑
n=rk−1+1

|an|p = 1.

Ahora, sean m ∈ N y b1, . . . , bm ∈ R. Obtenemos que∥∥∥∥∥
m∑
k=1

bkuk

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk∑
n=rk−1+1

bkanen

∥∥∥∥∥∥
p

=

 m∑
k=1

|bk|p
rk∑

n=rk−1+1

|an|p
1/p

=

(
m∑
k=1

|bk|p
)1/p

. (3.5)

Por la Proposición 2.6.2 tenemos que (un)∞n=1 es estŕıctamente equivalente a
(en)∞n=1, más aún las igualdades en (3.5) dicen que [uk] es isométrico a `p. El
caso cuando la sucesión está en c0 es análogo.

Proposición 3.2.4. Sea (xn)∞n=1 una sucesión normalizada en `p con 1 ≤ p <
∞ o en c0. Si para toda j ∈ N

ĺım
n→∞

e∗j(xn) = 0 (3.6)

donde (e∗n)∞n=1 es el sistema biortogonal asociado a la base canónica de `p o c0,
entonces existe (xnk)

∞
k=1 subsucesión básica de (xn)∞n=1 que es estrictamente

equivalente a la base canonica de `p o c0.
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Demostración. Por el Lema 2.2.14 existe una subsucesión básica (xnk)
∞
k=1 de

(xn)∞n=1 que es equivalente a una subsucesión básica por bloques (uk)
∞
k=1 de

(en)∞n=1, la base canónica de `p o c0.
Por la Proposición 3.2.3, (uk)

∞
k=1 es estrictamente equivalente a (en)∞n=1 y

por tanto (xnk)
∞
k=1 también es estrictamente equivalente a (en)∞n=1.

Corolario 3.2.5. `1 tiene la propiedad de Schur.

Demostración. Sea (xn)∞n=1 una sucesión que converge débilmente a 0. Si (xn)∞n=1

no converge en norma a 0 podemos suponer que

‖xn‖ = 1

para toda n ∈ N. Además por hipótesis se satisface la ecuación (3.6) y por
la Proposición 3.2.4, (xn)∞n=1 contiene una subsucesión básica (xnk)

∞
k=1 que es

estŕıctamente equivalente a la base canónica de `1, y por tanto ya que conver-
gencia débil es invariante bajo isomorfismos, la base canónica de `1 convergeŕıa
débilmente a 0, lo cual es una contradicción.

Proposición 3.2.6. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach con la propiedad de
Schur. W ⊆ X es débilmente compacto si y sólo si W es compacto en la
topoloǵıa de la norma.

Demostración. Claramente si W es compacto en la topoloǵıa de la norma
entonces W es débilmente compacto.

Supongamos que W es débilmente compacto y sea (xn)∞n=1 una sucesión en
W . Por el Teorema de Eberlein-Smulian existe (xnk)

∞
k=1 subsucesión de (xn)∞n=1

que converge débilmente a x ∈ W . Dado que X tiene la propiedad de Schur
(xnk)

∞
k=1 converge en norma a x, además la topoloǵıa de la norma es metrizable.

Por lo tanto W es compacto en norma.

Corolario 3.2.7. Si (X, ‖ ‖) es un espacio de Banach reflexivo con la propie-
dad de Schur entonces X es de dimensión finita.

Demostración. Sea B la bola unitaria en X y B∗∗ la bola unitaria en X∗∗.
Dado que X es reflexivo C(B) = B∗∗, donde C es el encaje canónico. Sabemos
que el encaje canónico C considerado como función de X con la topologíıa débil
en X∗∗ con la topoloǵıa débil* es un homeomorfismo sobre su imagen, por lo
cual B es débil compacto pues B∗∗ es débil* compacto y por la Proposición
3.2.6 B es compacto en norma y por tanto X es de dimensión finita.

Definición 3.2.8. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Una sucesión (xn)∞n=1

en X es débilmente de Cauchy si ĺımn→∞ f(xn) existe para toda f ∈ X∗.
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Definición 3.2.9. Un espacio de Banach (X, ‖ ‖) es completo por sucesio-
nes débiles, que abreviaremos c.s.d, si toda sucesión débilmente de Cauchy es
débilmente convergente.

Proposición 3.2.10. Si (X, ‖ ‖) es un espacio de Banach reflexivo entonces
X es c.s.d.

Demostración. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en X débilmente de Cauchy. Es fácil
ver que (f(xn))∞n=1 es una sucesión acotada en R. Además dada f ∈ X∗ existe
Mf > 0 tal que

|C(xn)(f)| = |x̂n(f)| = |f(xn)| ≤Mf

para toda n ∈ N y C es el encaje canónico.
Por el Teorema del acotamiento uniforme (C(xn))∞n=1 es acotada y ya que C

es una isometŕıa (xn)∞n=1 es acotada. Por tanto existe M > 0 tal que (xn)∞n=1 ⊂
B(0,M), pero X es reflexivo de donde se deduce que C(B(0,M)) = B(0,M)∗∗

y por el Teorema de Alaoglu B(0,M)∗∗ es débil* compacto lo cual implica que
B(0,M) sea débil compacto.

Por el Teorema de Eberlein-Smulian (xn)∞n=1 tiene un punto débil de acu-
mulación x y por tanto (xn)∞n=1 converge débilmente a x.

Proposición 3.2.11. Si (X, ‖ ‖) es un espacio de Banach con la propiedad de
Schur entonces X es c.s.d.

Demostración. Sea (xn)∞n=1 una sucesión en X débilmente de Cauchy. Existen
rf ∈ R tal que

ĺım
n→∞

f(xn) = rf

para toda f ∈ X∗.
Si (xnk)

∞
k=1 y (xmk)

∞
k=1 son subsucesiones de (xn)∞n=1 entonces dada f ∈ X∗

tenemos que

ĺım
k→∞

f(xnk − xmk) = ĺım
k→∞

f(xnk)− ĺım
k→∞

f(xmk) = rf − rf = 0.

Es decir (xmk − xnk)∞k=1 converge débilmente a cero y por hipótesis

ĺım
k→∞
‖xnk − xmk‖ = 0.

Esto último nos dice que (xn)∞n=1 es de Cauchy. Sabemos que X es de Banach,
por tanto (xn)∞n=1 converge en norma a x ∈ X lo cual implica que (xn)∞n=1

converge débilmente a x.
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Corolario 3.2.12. `1 es c.s.d.

Definición 3.2.13. Sean S un conjunto distinto del vaćıo, X ⊂ S; M,L ⊂ N
infinitos y (An, Bn)n∈M una sucesión de pares de subconjuntos de S tal que
An
⋂
Bn = ∅ para toda n ∈M . Diremos que:

1. L está casi contenido en M si L\M = {n ∈ N | n ∈ L, n /∈M} es finito.

2. (An, Bn)n∈N es una subsucesión de pares de subconjuntos de S, si N ⊂
M .

3. (An, Bn)n∈M converge en X si para todo x ∈ X se tiene que x pertenece
a una cantidad finita de conjuntos An o x pertenece a una cantidad finita
de conjuntos Bn. Si X = S sólo se dirá que (An, Bn)n∈M converge.

4. (An, Bn)n∈M es independiente si para todo G y B subconjuntos finitos de
M disjuntos y distintos del vaćıo se tiene que(⋂

n∈G

An

)
∩

(⋂
n∈B

Bn

)
6= ∅ (3.7)

5. Si consideramos una enumeración estrictamente creciente de M dada
por M = {m1,m2, . . .} y (fmj)

∞
j=1 una sucesión de funciones de valores

reales definidas en S y uniformemente acotada, entonces denotamos por:

ĺım
M
fm(s) = ĺım

j→∞
fmj(s) ĺımMfm(s) = ĺımj→∞fmj(s)

para toda s ∈ S.4

Observación 3.2.14. El punto 2. de la definición 3.2.13 es quivalente a decir
que (An, Bn)n∈M converge en X si para todo x ∈ X

ĺım
j→∞

χAmj (x) = 0 o ĺım
j→∞

χBmj (x) = 0

La siguiente proposición muestra algunas propiedades de convergencia de
pares de subconjuntos de un conjunto.

Proposición 3.2.15. Sean S un conjunto y (An, Bn)n∈M una sucesión de
pares de subconjuntos disjuntos de S. Se cumple que:

4Aqúı ĺımn→∞an y ĺımn→∞an denotan respectivamente el ĺımite superior e inferior de
una sucesión acotada (an)∞n=1 en R.
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3.2 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

1. Si (An, Bn)n∈M converge en X entonces para todo L ⊂ M infinito tam-
bien (An, Bn)n∈L converge en X.

2. Si (An, Bn)n∈M converge en X1, X2, . . . entonces (An, Bn)n∈M converge
en
⋃∞
i=1Xi.

3. (An, Bn)n∈M converge en X = ∅.

Demostración. Inmediatas a partir de la definición.

Lema 3.2.16. Sean S un conjunto, (An, Bn)n∈N una sucesión de pares de
subconjuntos de S disjuntos, l ≥ 1 y X1, . . . , Xl subconjuntos disjuntos de S.
Si para todo 1 ≤ i ≤ l, (An, Bn)n∈N no tiene subsucesiones convergentes en
Xi, entonces existe j ∈ N y M ⊆ N infinito tal que para toda 1 ≤ i ≤ l,
(An, Bn)n∈M no tiene subsucesiones convergentes en Xi

⋂
Aj ni tampoco en

Xi

⋂
Bj para todo 1 ≤ i ≤ l.

Demostración. La prueba será por inducción sobre l. Sea l = 1 y supongamos
que (An, Bn)n∈N converge en X ⊆ S, más aún sin pérdida de generalidad
podemos suponer que S = X ya que si el resultado se prueba en este caso
entonces tambien es cierto para cualquier subconjunto de S.

Convención: Diremos que j y M subconjunto infinito de N funcionan
si (An, Bn)n∈M no tiene subsucesiones convergentes en X

⋂
Aj = Aj y en

X
⋂
Bj = Bj.

Sea n1 ∈ N = N0. Si n1 y N0 no funcionan entonces existe N1 ⊂ N infinito
tal que (An, Bn)n∈N1 converge en An1 o en Bn1 .

Sea n2 ∈ N1 tal que n2 > n1. Si n2 y N1 no funcionan entonces existe
N2 ⊂ N1 infinito tal que (An, Bn)n∈N2 converge en An2 o en Bn2 .

Nuevamente sea n3 ∈ N2 tal que n3 > n2. Si n3 y N2 no funcionan entonces
existe N3 ⊂ N2 infinito tal que (An, Bn)n∈N3 converge en An3 o en Bn3 .

Afirmamos que el proceso anterior debe de ser finito, es decir debe existir
k ∈ N tal que nk y Nk−1 funcionan.

Supongamos que no. Inductivamente podemos construir para toda k ∈ N,
nk y Nk tal que nk > nk−1, nk ∈ Nk−1, Nk ⊂ Nk−1 infinito y (An, Bn)n∈Nk
converge en Ank o en Bnk .

Consideremos los dos casos posibles:

1. K1 = {k ∈ N | (An, Bn)n∈Nkconverge en Ank}

2. K2 = {k ∈ N | (An, Bn)n∈Nkconverge en Bnk}.
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Estos conjuntos K1 y K2 pueden ser: Uno finito y el otro infinito o los dos
infinitos. Sin pérdida de generalidad supondremos que K1 y K2 son infinitos.

Ahora, sea M = {n1, n2, . . .}. Afirmamos que (An, Bn)n∈M converge en

F =

( ⋃
k∈K1

Ank

)
∪

( ⋃
k∈K2

Bnk

)
.

Sea x ∈ F entonces existe k ∈ K1 tal que x ∈ Ank o existe k′ ∈ K2 tal que
x ∈ Bnk′

. Supongamos que se cumple lo primero (el otro caso es análogo), ya
que (An, Bn)n∈Nk converge en Ank , x pertenece a una cantidad finita de An′s o
x pertenece a una cantidad finita de Bn′s donde los n′s estan en Nk. Pero M
está casi contenido en Nk para todo k ∈ N, esto implica x pertenece a lo más
a una cantidad finita de An′s o x pertenece a una una cantidad finita de Bn′s

donde los n′s pertenecen a M . Es decir (An, Bn)n∈M converge en F .
Ahora, consideremos los subconjuntos infinitos de M dados por:

1. M ′ = {nk | k ∈ K1}

2. M ′′ = {nk | k ∈ K2}.

Claramente (An, Bn)n∈M ′ es una subsucesión de (An, Bn)n∈M , además sabemos
que

⋃
k∈K1

Ank ⊂ F por tanto (An, Bn)n∈M ′ converge en
⋃
k∈K1

Ank .
Sabemos por hipótesis que (An, Bn)n∈M ′ no converge en S, por tanto existe

y ∈ S tal que

G = {n ∈M ′ | y ∈ An} H = {n ∈M ′ | y ∈ Bn}

son infinitos. De esta forma tambien y ∈
⋃
k∈K1

Ank pues si esto no fuera
cierto tendŕıamos que G = ∅ lo cual no puede ser, es decir hemos llegado a
la conclusión de que (An, Bn)n∈M ′ no converge en

⋃
k∈K1

Ank lo cual es una
contradicción. Es decir el caso para l = 1 ha sido probado.

Supongamos que el resultado es cierto para l = r, y tomemos Xi subcon-
juntos disjuntos de S para toda 1 ≤ i ≤ r + 1 que satisfacen las hipótesis del
Lema.

Convención: De nuevo diremos que j y M subconjunto infinito de N, fun-
cionan si (An, Bn)n∈M no tiene subsucesiones convergentes en Xr+1

⋂
Aj ni

tampoco en Xr+1

⋂
Bj. Además también diremos que j y M r-funcionan si

para todo 1 ≤ i ≤ r se tiene que (An, Bn)n∈M no tiene subsucesiones conver-
gentes en Xi

⋂
Aj ni tampoco en Xi

⋂
Bj.

Considerando sólo los conjuntos X1, . . . , Xr y aplicando la hipótesis de
inducción encontramos n1 y N ′1 un subconjunto infinito de N tal que n1 y N ′1
r-funcionan.
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Si n1 y N ′1 no funcionan entonces existe N1 subconjunto infinito de N ′1 tal
que (An, Bn)n∈N1 converge en Xr+1

⋂
An1 o converge en Xr+1

⋂
Bn1 .

Sabemos que (An, Bn)n∈N1 es una subsucesión de (An, Bn)n∈N por lo tan-
to (An, Bn)n∈N1 no tiene subsucesiones convergentes en X1, . . . , Xr y por la
hipótesis de inducción existe n2 ∈ N1 tal que n2 > n1 y N ′2 un subconjunto
infinito de N1 tal que n2 y N ′2 r-funcionan.

Si n2 y N ′2 no funcionan entonces existe N2 subconjunto infinito de N ′2 tal
que (An, Bn)n∈N2 converge en Xr+1

⋂
An2 o converge en Xr+1

⋂
Bn2 .

Sabemos que (An, Bn)n∈N2 es una subsucesión de (An, Bn)n∈N por lo tan-
to (An, Bn)n∈N2 no tiene subsucesiones convergentes en X1, . . . , Xr y por la
hipótesis de inducción existe n3 ∈ N2 tal que n3 > n2 y N ′3 un subconjunto
infinito de N2 tal que n3 y N ′3 r-funcionan.

Si n3 y N ′3 no funcionan se continua el proceso anterior de manera inductiva.
Afirmamos que este proceso es finito, es decir, que existe k ∈ N tal que nk y
N ′k subconjunto infinito de N funcionan.

Supongamos que no. Inductivamente podemos construir para toda k ∈ N,
nk y N ′k tal que nk > nk−1, nk ∈ N ′k−1 para k ≥ 3, N ′k ⊂ N ′k−1 infinito y
(An, Bn)n∈N ′k converge en Xr+1

⋂
Ank o en Xr+1

⋂
Bnk , por tanto podemos

suponer que (An, Bn)n∈Nk converge en Ank o en Bnk .
Observemos que esta es la misma suposición del caso l = 1 la cual nos

llevó a una contradicción, por tanto esta afirmación también es cierta. En otras
palabras, existe k ∈ N tal que nk y N ′k funcionan, más aún por construcción nk
y N ′k también r-funcionan. Es decir el caso para l = r+ 1 ha sido probado.

Teorema 3.2.17. Sea S un conjunto y (An, Bn)n∈N una sucesión de pares de
subconjuntos de S tal que An

⋂
Bn = ∅ para toda n ∈ N. Si (An, Bn)n∈N no

tiene subsucesiones convergentes entonces existe M un subconjunto infinito de
N tal que (An, Bn)n∈M es independiente.

Demostración. Adoptemos la siguiente notación: Para toda n ∈ N sea εn = ±1
definimos:

εnAn =

{
An si εn = 1
Bn si εn = −1

.

A continuación usaremos el Lema 3.2.16 para probar por inducción la siguien-
te afirmación: Para toda k ∈ N existen n1 < n2 < . . . < nk naturales y
Mk un subconjunto infinito de N tal que (An, Bn)n∈Mk

no tiene subsucesiones
convergentes en todos los 2k posibles conjuntos de la forma

k⋂
j=1

εnjAnj . (3.8)
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La razón de tomar 2k conjuntos es debido a que εnj = ±1 para toda 1 ≤ j ≤ k.

Sea k = 1. Consideremos X1 = S, por hipótesis (An, Bn)n∈N no tiene
subsucesiones convergentes en X1 y por el Lema 3.2.16 existe n1 ∈ N y M1

subconjunto infinito de N tal que (An, Bn)n∈M1 no tiene subsucesiones conver-
gentes en X1

⋂
An1 = An1 ni en X1

⋂
Bn1 = Bn1 . Es decir, la afirmación es

cierta para k = 1.

Supongamos que la afirmación es cierta para k, probaremos que es cierta
para k+1. Claramente los 2k conjuntos dados en (3.8) son todos disjuntos pues
An
⋂
Bn = ∅ para toda n ∈ N, además por hipótesis de inducción (An, Bn)n∈Mk

no tiene subsucesiones convergentes en estos mismos, por lo que podemos apli-
car el Lema 3.2.16 para el caso l = 2k y obtenemos que existe nk+1 natural tal
que n1 < n2 < . . . < nk < nk+1 y Mk+1 subconjunto infinito de Mk tal que
(An, Bn)n∈Mk+1

no tiene subsucesiones convergentes en

k⋂
j=1

εnjAnj
⋂

Ank+1
ni en

k⋂
j=1

εnjAnj
⋂

Bnk+1

para todo εnj = ±1 y 1 ≤ j ≤ k. Es decir la afirmación es válida para k + 1 y
por tanto es cierta para toda k ∈ N.

Finalmente sean M = {n1, n2, . . .} y G,B ⊂M finitos tales que G
⋂
B = ∅.

Supongamos que (⋂
n∈G

An

)
∩

(⋂
n∈B

Bn

)
= ∅. (3.9)

Sea G = {l1, . . . , lm} y B = {s1, . . . , st}. Sin pérdida de generalidad suponga-
mos que l1 < . . . < lm < s1 < . . . < st, además claramente existe k ∈ N tal
que n1 < . . . < lm < . . . < st < . . . < nk. La relación (3.9) también implica
que

k⋂
j=1

Anj

k⋂
j=1

Bnj = ∅.

El punto 3. de la Proposición 3.2.15 nos dice que (An, Bn)n∈Mk
converge en⋂k

j=1Anj
⋂k
j=1Bnj lo cual es una contradicción a la afirmación. Por tanto

(An, Bn)n∈M es independiente.

La siguiente proposición nos da una condición necesaria para saber cuando
una sucesión de funciones uniformemente acotada es estrictamente equivalente
a la base canonica de `1.
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3.2 Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1.

Proposición 3.2.18. Sean S un conjunto no vaćıo y (fn)n∈N una sucesión
uniformemente acotada de funciones definidas en S con valores reales. Supon-
gamos que existen r, δ ∈ R con δ > 0 tal que al considerar los subconjuntos de
S dados por

An = {x ∈ S | fn(x) > δ + r} Bn = {x ∈ S | fn(x) < r}

para toda n ∈ N, la sucesión (An, Bn)n∈N resulta independiente. Entonces
(fn)n∈N es estrictamente equivalente a la base canónica de `1 con la norma
del supremo.

Demostración. Sean c1, . . . , cn ∈ R tal que ‖(ci)ni=1‖1 =
∑n

i=1 |ci| = 1.
Consideremos los subconjuntos finitos de N dados por G = {i ∈ N | ci > 0}

y B = {i ∈ N | ci < 0}, estos conjuntos son tales que ambos son distintos del
vaćıo o uno de los dos es vaćıo y el otro no. Supongamos que G 6= ∅ y B 6= ∅.

Dado que (An, Bn)n∈N es indepediente, existen x, y ∈ S tal que

x ∈

(⋂
i∈G

Ai

)
∩

(⋂
i∈B

Bi

)
y ∈

(⋂
i∈B

Ai

)
∩

(⋂
i∈G

Bi

)
. (3.10)

Por definición de los Bn sabemos que fi(x) < r para todo i ∈ B, más aún
cifi(x) > cir = |ci|(−r) para toda i ∈ B. Sumando sobre todos los i ∈ B
obtenemos que ∑

i∈B

cifi(x) >
∑
i∈B

|ci|(−r). (3.11)

Por definición de los Bn sabemos que fi(y) < r para todo i ∈ G, más aún
cifi(y) < cir y por tanto −cifi(y) > −cir = |ci|(−r) para toda i ∈ G. Sumando
sobre todos los i ∈ G obtenemos que

−
∑
i∈G

cifi(y) >
∑
i∈G

|ci|(−r). (3.12)

De las relaciones (3.10), (3.11) y (3.12) podemos deducir que:

n∑
i=1

cifi(x) >
∑
i∈G

|ci|(δ + r) +
∑
i∈B

|ci|(−r)

y también

−
n∑
i=1

cifi(y) >
∑
i∈B

|ci|(δ + r) +
∑
i∈G

|ci|(−r). (3.13)
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Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1. 3.2

Sumando las dos desigualdades dadas en (3.13) obtenemos

2

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

cifi

∥∥∥∥∥
∞

≥
n∑
i=1

cifi(x)−
n∑
i=1

cifi(y)

>

(∑
i∈G

|ci|(δ + r) +
∑
i∈B

|ci|(δ + r)

)
+

(∑
i∈B

|ci|(−r) +
∑
i∈G

|ci|(−r)

)
= (δ + r)− r = δ.

Por tanto ‖
∑n

i=1 cifi‖∞ ≥
δ
2

= δ
2

∑n
i=1 |ci|. Claramente esta última desigualdad

también se cumple cuando ‖(ci)ni=1‖1 6= 0. Por tanto usando el Corolario 2.6.3
se tiene que (fn)n∈N es estŕıctamente equivalente a la base canónica de `1.
sólo basta ver los casos cuando G = ∅ y B 6= ∅ o cuando G 6= ∅ y B = ∅,
pero observemos que los argumentos anteriores siguen siendo verdaderos si
definimos la intersección indexada sobre un conjunto vaćıo como S y la suma
sobre un conjunto vaćıo como cero.

Definición 3.2.19. Sean M un subconjunto infinito de N y (fn)n∈N una suce-
sión uniformemente acotada de funciones de valores reales definidas sobre un
conjunto S. Definimos

δ(M) = sup
x∈S

(
ĺımMfm(x)− ĺımMfm(x)

)
.

Proposición 3.2.20. Sean L y M subconjuntos infinitos de N. Si L está casi
contenido en M entonces δ(L) ≤ δ(M).

Demostración. Sea L = {l1, l2, . . .} y M = {m1,m2, . . .}. Dado que L está casi
contenido en M entonces existe N ∈ N tal que {ln, ln+1, . . .} ⊂ {mn,mn+1, . . .}
para toda n ≥ N y por tanto

{fln(x), fln+1(x), . . .} ⊂ {fmn(x), fmn+1(x), . . .}

para todo n ≥ N y para todo x ∈ S. Tomando supremos obtenemos que

sup{fln(x), fln+1(x), . . .} ≤ sup{flm(x), flm+1(x), . . .}

para todo n ≥ N . De donde deducimos que ĺımLfl(x) ≤ ĺımMfm(x).
Análogamente se prueba que ĺımLfl(x) ≥ ĺımMfm(x). Por tanto

ĺımLfl(x)− ĺımLfl(x) ≤ ĺımMfm(x)− ĺımMfm(x)

para todo x ∈ S. Es aśı que δ(L) ≤ δ(M).
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Lema 3.2.21. Existe Q un subconjunto infinito de N tal que para todo L
subconjunto infinito de N casi contenido en Q se tiene que δ(L) = δ(Q).

Demostración. Supongamos que no. Usando la Proposición 3.2.20 tendŕıamos
que para todo Q ⊆ N infinito existe L ⊆ N infinito casi contenido en Q tal que
δ(L) < δ(Q).

Sea ω1 el primer ordinal no numerable. La suposición anterior nos per-
mitiŕıa construir por recursión transfinita una familia de subconjuntos de N
{Nα | α < ω1} con la propiedad de que para todo α < β < ω1, Nβ está casi
contenido en Nα y por tanto, δ(Nβ) < δ(Nα).

Claramente 0 ≤ δ(M) para todo M subconjunto infinito de N por tanto,
la familia transfinita {δ(Nα) | α < ω1} está acotada inferiormente y por tanto,
tiene un ı́nfimo:

δ = ı́nf
α<ω1

{δ(Na)}.

Sabemos que existe (αn)n∈N una sucesión de ordinales tal que δ = ĺımn→∞ δ(Nαn).
Pero para β > supn∈N αn

5 se tiene que

δ(Nβ) < δ(Nαn)

para todo n ∈ N. Es decir δ(Nβ) < δ, lo cual es una contradicción pues δ es el
ı́nfimo.

Lema 3.2.22. Sean S un conjunto, (fn)∞n=1 una sucesión uniformemente aco-
tada de funciones de valores reales definidas en S que no tiene subsucesiones
puntualmente convergentes en S, Q un subconjunto infinito de N que satisface
la conclusión de Lema 3.2.21 y δ = δ(Q)

2
≥ 0. Entonces existe M ′ ⊂ Q infinito

y un numero racional r tal que para todo L ⊂ M ′ infinito se tiene que existe
x ∈ S que satisface

ĺımLfl(x) > δ + r y ĺımLfl(x) < r.

Demostración. Supongamos que no. Observemos primero que dado que (fn)n∈N
no tiene subsucesiones puntualmente convergentes se tiene que δ(M) > 0 para
todo M ⊂ N infinito.

Sea r1, r2, . . . una enumeración de los racionales. Afirmamos que para todo
k ∈ N existe Lk ⊂ Q tal que Lk ⊂ Lk−1 y para todo x ∈ S

ĺımLkfl(x) ≤ δ + rk o ĺımLk
fl(x) ≥ rk.

5Notamos que si α y β son ordinales, α < β si y sólo si α ⊂ β. Remitimos al lector que
desee profundizar sobre este tema a [18].
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Sea k = 1. Definimos L0 = Q, como estamos suponiendo que el resultado es
falso se tiene que existe L1 ⊂ Q tal que para todo x ∈ S se cumple que

ĺımL1fl(x) ≤ δ + r1 o ĺımL1
fl(x) ≥ r1.

Supongamos el resultado cierto para k, dado que Lk ⊂ Q y por nuestra supo-
sición existe Lk+1 ⊂ Lk tal que para toda x ∈ S

ĺımLk+1
fl(x) ≤ δ + rk+1 o ĺımLk+1

fl(x) ≥ rk+1.

Es aśı que nuestra afirmación es cierta.
El argumento anterior define por inducción una sucesión decreciente de

subconjuntos infinitos de Q, L1 ⊃ L2 ⊃ . . . ⊃ Lk . . .. Tomemos para cada k ∈
N, lk ∈ Lk y consideremos L = {l1, l2, . . .}. Claramente L está casi contenido
en Lk para todo k ∈ N y por tanto

ĺımLfl(x) ≤ δ + rk o ĺımLfl(x) ≥ rk. (3.14)

para todo k ∈ N y para todo x ∈ S
Sabemos que L es un subconjunto infinito de Q y Q satisface la conclusión

del Lema 3.2.21, por lo tanto δ(L) = δ(Q) = 2δ. Sea ε = δ
2
, usando la definición

de δ(L) obtenemos que

ĺımLfl(x)− ĺımLfl(x) > δ(L)− ε.

Denotemos por a = ĺımLfl(x) y b = ĺımLfl(x). La desigualdad anterior se
puede expresar como

a > 2δ − ε+ b > b.

Dado que los racionales son densos podemos tomar un racional r tal que r > b
y r − b+ δ < 2δ − ε = 3

2
δ. Por lo tanto

b < r < r + δ = (r − b) + δ + b < 2δ − ε+ b < a.

Es decir a > δ + r y b < r, lo cual contradice a la desigualdad dada en
(3.14).

A continuación enunciamos los teoremas principales de esta sección.

Teorema 3.2.23. Sean S un conjunto distinto del vaćıo y (fn)n∈N una su-
cesión uniformemente acotada de funciones de valores reales definidas en S.
Entonces existe una subsucesión (fnk)k∈N de (fn)n∈N tal que satisface una de
las siguientes propiedades:
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1. (fnk)k∈N converge puntualmente en S.

2. (fnk)k∈N es estrictamente equivalente con respecto a la norma del supre-
mo a la base canonica de `1.

Demostración. Supongamos que la primera posibilidad no es cierta. Es decir,
para toda (fnk)k∈N subsucesión de (fn)n∈N, (fnk)k∈N no converge puntualmente
en S. Por el Lema 3.2.22 existen M ′ ⊂ Q infinito y r un numero racional tal
que para todo L ⊂M ′ infinito existe x ∈ S tal que

ĺımLfl(x) > δ + r y ĺımLfl(x) < r.

Abusando de la notación tomemos n ∈M ′ y consideremos

An = {x ∈ S | fn(x) > δ + r} Bn = {x ∈ S | fn(x) < r}.

Sea L un subconjunto infinito deM ′. Sabemos que existen {l1, l2, . . .} y {l′1, l′2, . . .}
subconjuntos de L tal que

ĺım
k→∞

flk(x) = ĺımLfl(x) > δ + r y ĺım
k→∞

fl′k(x) = ĺımLfl(x) < r.

Lo anterior implica que x pertenece a una cantidad infinita de An′s y a una
cantidad infinita de Bn′s. Es decir (An, Bn)n∈L no es convergente en S. Por
tanto la sucesión de subconjuntos de S dada por (An, Bn)n∈M ′ no tiene subsu-
cesiones convergentes. Aplicando el Teorema 3.2.17 a esta sucesión6 obtenemos
que existe M ⊂M ′ infinito tal que (An, Bn)n∈M es independiente.

Por tanto de la Proposición 3.2.18 deducimos que (fn)n∈M es estŕıctamente
equivalente a la base canonica de `1.

Teorema 3.2.24 (Rosenthal). Sea (xn)∞n=1 una sucesión acotada en un espa-
cio de Banach X. Entonces existe (xnk)

∞
k=1 una subsucesión de (xn)∞n=1 que

satisface una y sólo una de las siguientes dos alternativas:

1. (xnk)
∞
k=1 es débilmente de Cauchy.

2. (xnk)
∞
k=1 es estrictamente equivalente a la base canónica de `1.

Demostración. Sea M > 0 tal que ‖xn‖ ≤M para todo n ∈ N, denotemos por
B∗ = {x∗ ∈ X∗ | ‖x∗‖ ≤ 1}.

6Aunque el Teorema 3.2.17 se demostró para N es fácil ver que tambien es cierto para
cualquier subconjunto infinito M de N.
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Para todo n ∈ N, definimos fn : B∗ → R dada por

fn(x∗) = C(xn)(x∗),

para todo x∗ ∈ B∗ y donde C es el encaje canónico de X en X∗∗. Claramente
fn es lineal y continua para todo n ∈ N además

|fn(x∗)| = |x∗(xn)| ≤ ‖x∗‖‖xn‖ ≤ ‖x∗‖M,

para todo n ∈ N y todo x∗ ∈ B∗. Por tanto el Teorema del acotamiento
uniforme nos dice que existe M1 > 0 tal que

‖fn‖ ≤M1

para todo n ∈ N. Aplicando el Teorema 3.2.23 a S = B∗ encontramos (fnk)
∞
k=1

subsucesión de (fn)∞n=1 que satisface uno de los dos siguientes casos:

1. (fnk)
∞
k=1 converge puntualmente en B∗ y por tanto también converge

puntualmente en X∗ es decir

ĺım
k→∞

fnk(x
∗) = ĺım

k→∞
x∗(xnk),

existe para todo x∗ ∈ X∗. Por lo cual (xnk)
∞
k=1 es débilmente de Cauchy.

2. (fnk)
∞
k=1 es estrictamente equivalente a la base canónica de `1, es decir

existe δ > 0 tal que

δ
n∑
i=1

|ci| ≤

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

cifni

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

cixni

∥∥∥∥∥
para todo c1, . . . , cn ∈ R. Es decir (xnk)

∞
k=1 es estrictamente equivalente

a la base canónica de `1.

Observación 3.2.25. El que (xnk)
∞
k=1 satisfaga 1. ó 2. pero no ambas se debe

a que la base canónica de `1 no es débilmente de Cauchy, pues si lo fuera
usando que `1 es c.s.d. tendŕıamos que la base canonica de `1 seŕıa débilmente
convergente, lo cual no es cierto.

Corolario 3.2.26. Un espacio de Banach X contiene un subespacio isomor-
fo a `1 si y sólo si existe (xn)∞n=1 una sucesión acotada en X que no tiene
subsucesiones débilmente de Cauchy.
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Demostración. ⇐] Sea (xn)∞n=1 una sucesión en X que no tiene subsucesiones
débilmente de Cauchy. Por el Teorema de Rosenthal existe (xnk)

∞
k=1 que es

estŕıctamente equivalente a la base canónica de `1 y por tanto por la Proposi-
ción 2.6.2 [xnk ] es isomorfo a `1.

⇒] Supongamos que existe un subespacio cerrado Y de X isomorfo a `1,
si f : `1 → Y denota el isomorfismo, sea xn = f(en) para todo n ∈ N donde
(en)∞n=1 es la base canónica de `1.

Si existe (xnk)
∞
k=1 subsucesión de (xn)∞n=1 débilmente de Cauchy entonces

también (f−1(xnk))
∞
k=1 subsucesión de (en)∞n=1 seŕıa débilmente de Cauchy y

como `1 es c.s.d se tendŕıa que (f−1(xnk))
∞
k=1, subsucesión de (en)∞n=1, seŕıa

débilmente convergente lo cual es una contradicción.

Corolario 3.2.27. Si X es un espacio de Banach c.s.d. entonces X es reflexivo
o contiene un subespacio isomorfo a `1.

Demostración. Sea B = {x ∈ X | ‖x‖ = 1}, si (xn)∞n=1 es una sucesión en B
entonces por el Teorema de Rosenthal existe (xnk)

∞
k=1 subsucesión de (xn)∞n=1

que satiface una de las dos siguientes posibilidades:

1. (xnk)
∞
k=1 es débilmente de Cauchy y por hipótesis existe x ∈ X tal que

xnk
w→ x. Por tanto el Teorema de Eberlein-Smulian implica que B es

débilmente compacto por lo cual X es reflexivo.

2. (xnk)
∞
k=1 es estrictamente equivalente a la base canónica de `1 y por lo

tanto [xnk ] es isomorfo a `1.

Corolario 3.2.28. Si X es un espacio de Banach con la propiedad de Schur
entonces todo subespacio de X de dimensión infinita contiene un subespacio
isomorfo a `1.

Demostración. Si X tiene la propiedad de Schur entonces es c.s.d. Si Y es un
subespacio de X de dimensión infinita entonces también Y tiene la propiedad
de Schur y por el Corolario 3.2.27 se tiene que Y es reflexivo o Y contiene un
subespacio isomorfo a `1, pero si Y es reflexivo usando que Y es de Schur se
tendŕıa por el Corolario 3.2.7 que Y es de dimensión finita lo cual no puede
ser. Por lo tanto Y contiene un subespacio isomorfo a `1.
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3.3. La caracterización de Richard Haydon.

Basándose en los resultados obtenidos por Rosenthal se puede obtener otra
caracterizaćıon de espacios de Banach que contienen a `1, sólo que esta vez los
resultados son un poco más geométricos. Comenzamos demostrando un lema
que da una condición necesaria para que un espacio de Banach contenga un
subespacio isomorfo a `1.7

Lema 3.3.1. Sean (X, ‖ ‖) un espacio de Banach, S un subconjunto no vaćıo
y acotado de X∗, φ ∈ X∗∗ y r, δ números reales con δ > 0. Supongamos que si
U es un conjunto débil* abierto tal que S ∩ U 6= ∅, entonces existen ξ, η en la
cerradura débil* de la envolvente convexa de S ∩ U tales que

φ(ξ) > δ + r φ(η) < r.

Entonces X contiene un subespacio isomorfo a `1.

Demostración. Probaremos por inducción que para toda n ∈ N existen x1, . . . xn ∈
X tal que al considerar los conjuntos

Ai = {ζ ∈ S | ζ(xi) > δ + r} Bi = {ζ ∈ S | ζ(xi) < r}

para toda i = 1, . . . , n, se tiene que

V (M,N) =
⋂
m∈M

Am ∩
⋂
n∈N

Bn 6= ∅

para todo M y N subconjuntos disjuntos de {1, . . . , n}.
Dado queX∗ es débil* abierto, por hipótesis existen ξ, η ∈ conv(S ∩X∗)

∗
=

conv(S)
∗

tal que

φ(ξ) > δ + r φ(η) < r.

Denotemos por B = {x ∈ X | ‖x‖ = 1} y B∗∗ = {f ∈ B∗∗ | ‖f‖ = 1}
sabemos que C(B)

∗
= B∗∗ donde C es el encaje canónico8 . Podemos suponer

sin pérdida de generalidad que ‖φ‖ = 1, consideremos

ε1 = φ(ξ)− (δ + r) > 0 ε2 = r − φ(η) > 0.

7Véase [14].
8Obsérvese que se considera la cerradura débil* de C(B) con respecto a la topologia

débil* de X∗∗.
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Claramente U1 = {f ∈ X∗∗ | |(f−φ)(ξ)| < ε1} y U2 = {f ∈ X∗∗ | |(f−φ)(η)| <
ε2} son ambas vecindades débil* de φ. Pero φ ∈ B∗∗ y C(B) es débil* denso
en B∗∗ por lo tanto existe x1 tal que ‖x1‖ = 1 = ‖φ‖ y

|x̂1(ξ)− φ(ξ)| < φ(ξ)− (δ + r) |x̂1(η)− φ(η)| < r − φ(η),

de donde deducimos que

ξ(x1) > δ + r η(x1) < r.

Afirmamos que

A1 = {ζ ∈ S | ζ(x1) > δ + r} 6= ∅ B1 = {ζ ∈ S | ζ(x1) < r} 6= ∅.

Supongamos que A1 = ∅, dado que ξ ∈ conv(S)
∗

entonces existe (sn)∞n=1

sucesión en conv(S) tal que

ĺım
n→∞

sn(x1) = ξ(x1).

Pero sn =
∑kn

i=1 ainsin donde ain ≥ 0 y sin ∈ S para toda i con
∑kn

i=1 ain = 1 y
dado que A1 = ∅ entonces sin(x1) ≤ δ + r y por lo tanto

sn(x1) =
kn∑
i=1

ainsin(x1) ≤ δ + r

para todo n ∈ N. Tomando ĺımites de ambos lados cuando n→∞ obtenemos
que ξ(x1) ≤ δ+ r lo cual es una contradicción. Análogamente B1 6= ∅, es decir
la afirmación es cierta para n = 1.

Supongamos que es cierto para n = k, es decir que existen x1, . . . , xk ∈ X
tal que V (M,N) 6= ∅ para cualesquiera subconjuntos M y N disjuntos de
{1, . . . , k}.

A continuación demostraremos que Ai y Bi es débil* abierto en S para
toda i = 1, . . . , k.

Sea i ∈ {1, . . . , k}, por hipótesis de inducción Ai 6= ∅ denotemos por Uζ =
{x∗ ∈ X∗ | |(ζ − x∗)(xi)| < ζ(xi) − (δ + r)} para todo ζ ∈ Ai, claramente Uζ
es una vecindad débil* de ζ. Además un razomamiento sencillo muestra que

Ai =
⋃
ζ∈Ai

Uζ ∩ S

y por lo tanto Ai es débil* abierto en S, analogamente Bi es débil* abierto en
S para todo i = 1, . . . , k.

146



Caṕıtulo 3. Espacios de Banach que contienen a `1. 3.3

Recordando que la intersección finita de subconjuntos débil* abiertos es
débil* abierta, deducimos que V (M,N) es débil* abierto en S, es decir para
todo M y N subconjuntos de {1, . . . , k} existe UM,N débil* abierto tal que

∅ 6= V (M,N) = UM,N ∩ S.

Usando la hipótesis de este Lema concluimos que existe ξ(M,N), η(M,N) ∈
conv(V (M,N))

∗
tal que

φ(ξ(M,N)) > δ + r φ(η(M,N)) < r.

De igual forma al caso n=1 consideremos

εM,N = φ(ξ(M,N))− (δ + r) > 0 δM,N = r − φ(η(M,N)) > 0

para toda pareja M,N de subconjuntos disjuntos de {1, . . . , k}.
Claramente los conjuntos

VM,N = {f ∈ X∗∗ | |(f − φ)(ξ(M,N))| < εM,N}

WM,N = {f ∈ X∗∗ | |(f − φ)(η(M,N))| < δ(M,N)}

son vecindades débil* de φ para todoM,N subconjuntos disjuntos de {1, . . . , k}.
Si suponemos que ‖φ‖ = 1 entonces dado que C(B) es débil* denso en B∗∗ se
tiene que existe xn+1 ∈ X tal que ‖xn+1‖ = 1 = ‖φ‖ y también

|x̂n+1(ξ(M,N))− φ(ξ(M,N))| < φ(ξ(M,N))− (δ + r)

|x̂n+1(η(M,N))− φ(η(M,N))| < r − φ(η(M,N))

para todo M,N subconjuntos disjuntos de {1, . . . , k}.
Por tanto

ξ(M,N)(xn+1) > δ + r η(M,N)(xn+1) < r

para todo M,N subconjuntos disjuntos de {1, . . . , k}.
Un argumento similar al que se hizo para probar que A1 6= ∅ y B1 6= ∅

muestra que

An+1 ∩ V (M,N) 6= ∅ Bn+1 ∩ V (M,N) 6= ∅.

Es decir la afirmación es cierta para k + 1 y por lo tanto es cierta para todo
n ∈ N.
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Ahora consideremos la sucesión (x̂n)∞n=1 en X∗∗, la cual es acotada ya que
‖x̂n‖ = ‖xn‖ = ‖φ‖ para todo n ∈ N.

Si consideramos los conjuntos

An = {ζ ∈ S | ζ(xn) > δ + r} Bn = {ζ ∈ S | ζ(xn) < r}

los párrafos anteriores muestran que la sucesión (An, Bn)n∈N es linelamente
independiente y por tanto por la Proposición 3.2.18 se tiene que (x̂n)∞n=1 es
estŕıctamente equivalente a la base canónica de `1 y dado que C el encaje
canónico es una isometŕıa, (xn)∞n=1 sucesión en X también lo es. Es decir [xn]
el subespacio cerrado generado por la sucesión (xn)∞n=1 es isomorfo a `1.

A continuación el teorema principal de esta sección.

Teorema 3.3.2 (Haydon). Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. X no contiene subespacios isomorfos a `1.

2. Para todo C subconjunto de X∗ débil* compacto y convexo se tiene que:

C = conv(extC).

3. Para todo T subconjunto débil* compacto de X∗ se tiene que

conv(T )
w∗

= conv(T ).

Demostración. 1. ⇒ 2.] Sea C un subconjunto débil* compacto y convexo de
X∗ y supongamos que

C 6= conv(extC).

Usando que todo conjunto débil* cerrado es débil cerrado obtenemos que

C = C
w∗

= C
w∗w

= C
w

= C

es decir C es cerrado. Es aśı que se tiene la siguiente contención

conv(extC) ⊂ C.

Por lo tanto de nuestra suposición se deduce que existe x0 ∈ C y x0 /∈
conv(extC). Por el Teorema 1.8.13 existe f ∈ X∗ y γ ∈ R tal que

f(x0) < γ < f(y)
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para todo y ∈ conv(extC). Sean ϕ = −f y β = −γ, las desigualdades anteriores
muestran que

ϕ(x0) > β > sup
y∈conv(extC)

ϕ(y) ≥ sup
y∈extC

ϕ(y)

pero como x0 ∈ C se tiene que

sup
x∈C

ϕ(x) > sup
y∈extC

ϕ(y). (3.15)

Sin pérdida de generalidad supongamos que 1 = supx∈C ϕ(x). Por el Teorema
de Bishop-Phelps podemos suponer que ϕ es tal que existe ξ ∈ C tal que
ϕ(ξ) = supx∈C ϕ(x), y por tanto

F = {ξ ∈ C | ϕ(ξ) = 1} 6= ∅.

Ahora probaremos que F es una cara de C. Claramente F es convexo, sean
x1, x2 ∈ C tal que existe 0 < λ0 < 1 y

λ0x1 + (1− λ0)x2 ∈ F. (3.16)

Supongamos que x1 /∈ F ó x2 /∈ F , entonces ϕ(x1) < 1 ó ϕ(x2) < 1, suponga-
mos que ϕ(x1) < 1 por tanto

ϕ(λ0x1 + (1− λ0)x2) = λ0ϕ(x1) + (1− λ0)ϕ(x2) < λ0 + (1− λ0)ϕ(x2)

≤ λ0 + (1− λ0) = 1

lo cual es imposible por (3.16), análogamente si ϕ(x2) < 1 se llega a la misma
contradicción, es decir x1, x2 ∈ F . Finalmete, sea 0 ≤ λ ≤ 1 entonces

ϕ(λx1 + (1− λ)x2) = λϕ(x1) + (1− λ)ϕ(x2) = λ+ (1− λ) = 1

es decir F es una cara de C.
Sea K = F

w∗
y denotemos por E = extK, los dos equipados con la to-

poloǵıa débil*. Afirmamos que E ∩ F = ∅, si no fuera aśı podemos tomar
ξ ∈ E ∩ F , tomemos x1, x2 ∈ C tal que

ξ =
x1 + x2

2
.

Dado que 0 < 1
2
< 1 y F es una cara de C se tiene que x1, x2 ∈ F ⊆ K,

pero ξ ∈ E y por como se definió E obtenemos que x1 = ξ = x2. Es decir ξ
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es un punto extremo de C y por (3.15) se tiene que ϕ(ξ) < 1 lo cual es una
contradicción pues ξ ∈ F , y por tanto ϕ(ξ) < 1 para todo ξ ∈ E.

Consideremos In = {ξ ∈ E | ϕ(ξ) < 1 − 1
n
} para todo n ∈ N. Es fácil ver

que E =
⋃∞
n=1 In, además por el Teorema 1.8.26 E es un espacio de Baire y

por tanto existe N ∈ N tal que EN = IN
w∗ ∩ E tiene interior relativo a E no

vaćıo, es decir existe S débil* abierto en E tal que S ⊆ EN .

A continuación trateremos de probar que son ciertas las hipótesis del Lema
3.3.1 con S, ϕ, r = 1− 1

N
y δ = 1

2N
.

Sea V débil* abierto en X∗ con V ∩ S 6= ∅, es aśı que podemos tomar
x0 ∈ V ∩ S, pero S es débil* abierto en E, por lo cual existe O débil* abierto
en X∗ tal que S = O ∩ E. Claramente V ∩ O ∩K es una vecindad de x0 en
K, x0 es un punto extremo de K y también K es débil* compacto y convexo
por lo cual la Proposición 1.8.20 nos dice que existe una rebanada de K de la
forma W ∩K, con W = {ξ ∈ X∗ | ξ(x) > α} para algunos x ∈ X y α ∈ R tal
que

x0 ∈ W ∩K ⊆ V ∩O ∩K,

si en la contención anterior intersectamos ambos lados con E, deducimos que

∅ 6= W ∩ E ⊆ V ∩ S. (3.17)

Ahora, dado que F es débil* denso en K, existe ξ0 ∈ W ∩ F y claramente
tenemos dos casos, que ξ0 ∈ conv(W ∩ E)

w∗
o que ξ0 /∈ conv(W ∩ E)

w∗
.

Si pasara que ξ0 ∈ conv(W ∩ E)
w∗

entonces por (3.17) tendŕıamos, deno-

tando por ξ = ξ0, que ξ ∈ conv(V ∩ S)
w∗

y además, como ξ0 ∈ F , ϕ(ξ) = 1 >
1− 1

2N
= δ + r.

En caso contrario, supongamos que ξ0 ∈ K \conv(W ∩ E)
w∗

lo cual implica
que ξ0 no es un punto extremo de K, y por la Proposición 1.8.16 existen
ξ, ζ ∈ K distintos entre śı y distintos de ξ0 y 0 ≤ λ ≤ 1 tales que

ξ0 = λξ + (1− λ)ζ. (3.18)

Consideremos los siguientes subconjuntos de K:

conv(W ∩ E)
w∗

y conv(E \W )
w∗
.

Observemos primero que ξ y ζ no pueden estar ambos en conv(E ∩W )
w∗

pues como este conjunto es convexo tendŕıamos que ξ0 ∈ conv(E ∩W )
w∗

lo
cual no es cierto, también tenemos que ξ y ζ no pueden pertenecer ambos
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a conv(E \W )
w∗

pues si esto fuera cierto se tendŕıa que existen (αn)∞n=1 y
(βn)∞n=1 sucesiones en conv(E \W ) tales que

ĺım
n→∞

αn(x) = ξ(x) ĺım
n→∞

βn(x) = ζ(x),

más aún para todo n ∈ N podemos escribir αn =
∑kn

i=1 a
n
i s

n
i y βn =

∑ln
i=1 b

n
i t
n
i

donde kn, ln son naturales,
∑kn

i=1 a
n
i =

∑ln
i=1 b

n
i = 1 y sni , t

n
i ∈ E \W . De lo an-

terior podemos deducir que ξ(x) ≤ α y ζ(x) ≤ α, usando (3.18) se tendŕıa que
ξ0(x) ≤ α lo cual es una contradicción pues ξ0 ∈ W . Por tanto como ξ, ζ ∈ K =

conv(E)
w∗

= conv((E ∩W ) ∪ (E \W ))
w∗

deducimos que ξ ∈ conv(E ∩W )
w∗

y ζ ∈ conv(E \W )
w∗

o ζ ∈ conv(E ∩W )
w∗

y ξ ∈ conv(E \W )
w∗

sin perdida
de generalidad supongamos el primer caso, de donde obtenemos que ζ(x) ≤ α
y por tanto de (3.18) debe pasar que 0 < λ < 1, pues si λ = 1 entonces ξ0 = ξ
lo cual no es el caso y si λ = 0 entonces ξ0 = ζ lo cual es imposible pues
ξ0(x) > α, por tanto como F es una cara ξ ∈ F . De nueva cuenta por (3.17)

ξ ∈ conv(V ∩ S)
w∗

y además ϕ(ξ) = 1 > 1− 1
2N

= δ + r.
Ahora probaremos que A = {η ∈ S | ϕ(η) < 1− 1

N
} es débil* denso en S.

Sea s ∈ S y U1 = {η ∈ S | |(s− η)(y0)| < ε1} una vecindad de s débil* abierta
en S, como S es débil* abierto en E existe U2 = {η ∈ E | |(s − η)(yi)| <
ε2 ∀i = 1, . . . , n} una vecindad de s débil* abierta en E tal que U2 ⊆ S.
Sea U3 = {η ∈ E | |(s − η)(yi)| < máx{ε1, ε2} ∀i = 0, 1, . . . , n}, claramente
U3 ⊆ U2 ⊆ S, además U3 es una vecindad de s débil* abierta en E y como
s ∈ EN tenemos que existe η ∈ U3 ∩ IN por tanto, η ∈ S, |(s− η)(y0)| < ε1 y
ϕ(η) < 1− 1

N
de donde η ∈ U1∩A, por lo cual s ∈ Aw∗ y por lo tanto S ⊆ A

w∗

y aśı hemos probado que A es débil* denso en S, lo cual implica que existe
η ∈ V ∩ S ⊆ conv(V ∩ S)

w∗
tal que ϕ(η) < 1 − 1

N
= r. De esta forma hemos

probado que las hipótesis del Lema 3.3.1 se satisfacen y por tanto X contiene
un subespacio isomorfo a `1.

2.⇒ 3.] Dado que todo subconjunto débil* abierto de X∗ es abierto respec-
to a la topoloǵıa de la norma, deducimos que todo subconjunto débil* cerrado
de X∗ es cerrado con respecto a la topoloǵıa de la norma.

Sea T un subconjunto débil* compacto de X∗, sabemos que

conv(T ) ⊆ conv(T )
w∗

y por el parrafo anterior tenemos que

conv(T ) ⊆ conv(T )
w∗
.

Ahora como T es débil* compacto, por el Teorema 1.8.17 obtenemos que

ext
(

conv(T )
w∗)
⊆ T
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Pero tambien A = conv(T )
w∗

es débil* compacto y convexo, por lo cual nuestra
hipótesis nos dice que

conv(T )
w∗

= A = conv (ext(A)) ⊆ conv(T ).

Es aśı que
conv(T )

w∗
= conv(T ).

3. ⇒ 1.] La demostración de esta implicación esta fuera del alcance de
esta tésis puesto que hace uso de conceptos y resultados no mencionados has-
ta ahora en este trabajo, sin embargo hemos decidido poner la demostración
que presenta Richard Haydon en [14] para dar una idea de los temas que se
necesitan para entenderla.

Supongamos que existe j : `1 → X un encaje, y sea u : `1 → C[0, 1] un
mapeo cociente. Denotemos, como es usual, por δ(t) la medida en

M [0, 1] = C[0, 1]∗

que vale 1 en el punto t ∈ [0, 1]. Entonces la cerradura débil* de la envolvente
convexa de δ[0, 1] contiene todas las medidas de probabilidad en M [0, 1], mien-
tras que la cerradura en norma de la envolvente covexa de δ[0, 1] contiene sola-
mente medidas atómicas, es decir esta contenido en `1[0, 1]. Sea S = u∗δ[0, 1],
que es débil* compacto en `1∗ = `∞, de esta forma

conv(S)
∗
6= conv(S).

Finalmente, sea T cualquier subconjunto débil* compacto deX∗ tal que j∗(T ) =
S, entonces

j∗
(

conv(T )
∗)

= conv(S)
∗

pero tambien

j∗
(

conv(T )
)
⊆ conv(S)

lo cual implica que conv(T )
∗
6= conv(T ).

3.4. Algunos resultados recientes.

Para concluir este trabajo incluimos una lista de equivalencias para que un
espacio de Banach contenga un subespacio isomorfo a `1. Esta lista está tomada
de un articulo muy reciente de Rosenthal , véase [26], que ha sido enviado para
su publicación al Israel Journal of Mathematics en el 2007.
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Nuestro interés no es presentar la demostración del teorema que se enuncia
en seguida, de hecho esta fuera del marco de la tesis, si no redondear el trabajo
realizado aqúı y mostrar las posibles ĺıneas de investigación que a partir del
tema tratado se han abierto.

Antes de enunciar el teorema es necesario dar algunas definiciones y nota-
ciones importantes.

Si T : X → Y es un operador, entonces decimos que T es compacto si
para todo A subconjunto acotado de X se tiene que T (A) es relativamente
compacto, es decir T (A) es compacto, además T es llamado de Dunford-Pettis
cuando para todo A subconjunto débilmente compacto de X se tiene que T (A)
es compacto con la norma de Y . Un subconjunto acotado W de X∗ norma de
manera isomorfa a X si existe un numero real C tal que

‖x‖ ≤ C sup
w∈W
|w(x)|

para todo x ∈ X. Cuando C = 1 y ‖w‖ = 1 para todo w ∈ W decimos que W
norma de manera isométrica a X.

Una función f discontinua entre dos espacios métricos es de la primera
clase de Baire si f es el limite puntual de una sucesión de funciones continuas,
si f es real y definida en K, un espacio métrico compacto, decimos que f es
universalmente medible cuando f es medible con respecto a la compleción de
cualquier medida de Borel en K. Finalmente denotamos por c la cardinalidad
de 2ℵ0 , es decir c =

∣∣2ℵ0∣∣.
Teorema 3.4.1. Sea (X, ‖ ‖) un espacio de Banach. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. No existe un subespacio de X isomorfo a `1.

2. Toda sucesión acotada de elementos en X tiene una subsucesión débil-
mente de Cauchy.

3. Cualquier operador integral de Y a X∗ es compacto, para todo Y espacio
de Banach.

4. Cualquier operador integral de `1 a X∗ es compacto.

5. Cualquier operador integral de X∗ a X∗ es compacto.

6. Cualquier operador integral de X a Y es compacto, para todo Y espacio
de Banach.
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7. Cualquier operador integral de X a X∗ es compacto.

8. Cualquier operador de L1 a X∗ es Dunford-Pettis.

9. Cualquier operador Dunford-Pettis de X a Y es compacto, para todo
espacio de Banach Y .

10. Cualquier subconjunto débil* compacto y convexo de X es la cerradura
en norma de la envolvente convexa de sus puntos extremos.

11. Si K es un subconjunto débil* compacto de X∗ que norma de manera
isomorfa a X, entonces [K] = X∗. Donde [K] es el subespacio cerrado
generado por K.

Si además X es separable, también se tienen las siguientes equivalencias:

12. Cualquier familia incondicional en X∗ es numerable.

13. Cualquier familia incondicional en X∗ tiene cardinalidad menor que c.

14. B(X∗, `∞) tiene cardinalidad c.

15. B(X∗) tiene cardinalidad c.

16. X∗∗ tiene cardinalidad c.

17. X∗∗ tiene cardinalidad menor que 2c.

18. Si K es un subconjunto débil* compacto de X∗, (xn)∞n=1 es una suce-
sión acotada en X y consideramos (x̂n)∞n=1 la sucesión en K∗ dada por
x̂n(k) = k(xn) para todo k ∈ K y todo n ∈ N, entonces cualquier punto
de acumulación puntual de (x̂n)∞n=1 es de la primera clase de Baire.

19. Existe un subconjunto K débil* compacto de X∗ que norma de manera
isomorfa a X∗ tal que si (xn)∞n=1 es una sucesión acotada en X, entonces
(x̂n)∞n=1 tiene un punto de acumulación puntual que es universalmente
medible en K.

20. Existe un subconjunto K débil* compacto de X∗ que norma de manera
isomorfa a X∗ tal que si (xn)∞n=1 es una sucesión acotada en X, enton-
ces la cardinalidad del conjunto de puntos de acumulación puntuales de
(x̂n)∞n=1 en K es menor que 2c.
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[4] Bishop E. and Phelps R. R. The support functionals of a convex set, Proc.
Symp. Pure Maths. (Convexity) A.M.S. 7, 27-35, 1963.

[5] Choquet G. Lectures in Analysis vol. I, New York, Benjamin, 1969.

[6] Choquet G. Lectures in Analysis vol. II, New York, Benjamin, 1969.

[7] Carothers N. L. A short course on Banach space theory, London Mat-
hematical Society Student Texts, vol. 64, Cambridge University Press,
Cambridge, 2005.

[8] Dunford N. and Schwartz J. T. Linear operators. Part I, Wiley Classics
Library, John Wiley and Sons, New York, 1988.

[9] Dunford N. and Schwartz J. T. Linear operators. Part II, Wiley Classics
Library, John Wiley and Sons, New York, 1988.

[10] Dunford N. and Schwartz J. T. Linear operators. Part III, Wiley Classics
Library, John Wiley and Sons, New York, 1988.

[11] P. Enflo, A counterexample to the approximation property in Banach spa-
ces, Acta Math. 130, 309-317, 1973.

155



Bibliograf́ıa

[12] T. Figiel and W. B. Johnson, A uniformly convex Banach space which
contains no lp, Compositio Math. 29, 179-190, 1974.

[13] J. Hagler, Some more Banach spaces which contain `1, Studia Math. 46,
3542, 1973.

[14] R. Haydon, Some more characterizations of Banach spaces containing `1,
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 8, 269-276, 1976.

[15] James R. C. Bases and reflexivity of Banach Spaces, Ann. of Math. 52,
518-527, 1950.

[16] James R. C. A separable somewhat reflexive Banach Space with non se-
parable dual, Bull. Amer. Math. Soc. 80, 738-743, 1974.

[17] James R. Munkres, Topoloǵıa, Prentice Hall Inc. 2000.
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