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Resumen

En esta tesis sc presenta el control de un conjunto de robots cooperativos que
no cuentan con transductores de vclocidad; pero si con sensores de posicién
y fuerza. La tarea designada a los robots es el agarre firme de un objcto y
el scguimicnto de una trayectoria deseada en cl cspacio de trabajo usando
retroalimentacion de posicion y fucrza. El esquema de control propuesto cs un
enfoque descentralizado de posicion/fuerza explicito restringido con un obser-
vador lineal. El método propuesto sc basa en el principio de ortogonalizacién
sin contemplar la dindmica del objeto. Los robots son del tipo manipulador;
en especifico el A465 y A255 dc la marca canadiense CRS Robdtics ubica-
dos en el laboratorio de robética del Edificio de Posgrado de la Facultad de
Ingenierfa (UNAM). El observador lincal realiza una buena estimacién dc la
velocidaed en el sistcma debido a que es un observador de alta ganancia y el
control dcl sistema se valida mediantc cl Scgundo Método de Lyapunov, de
csta. manera, el controlador-obscrvador provee un seguimiento asintético en
las traycctorias prescritas y en la fuerza descada. Los resultados se obtienen
a un tiempo de muestreo de 9 miliscgundos y muestran que los errores de
posicién (en el espacio articular) son alrededor de +/- 1 grado y los errores
del observador de +/- 0.2 grados. Por otro lado también se observa que el
control cooperativo provee un scguimiento en la fuerza deseada; y aunque los
resultados son buenos, se pueden mejorar si se contempla la friccién dindamica
cn el modelo del sistema y sc disminuye el tiempo de muestreo. Por lo tanto
es posible ¢l control de robots cooperativos sin transductores de velocidad
mediante una lcy de control adecuada basada en observadores dc cstados.
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Prélogo

La cvolucién cn cicncia y tecnologia vio su inicio en la prehistoria cuando el
hombre formé sus primeras herramientas, un tanto burdas, hechas de piedra
y madera. Con ello aprendidé que tenia un cierto grado de control sobre su
habitat, de tal forma que incluso podia realizar tareas pesadas con ayuda del
mismo hombre o con el sometimiento de animales. En el transcurrir de los
afios, esta intuicion abrio paso a la idea de buscar constantemente sustitutos
que pudicran imitar su comportamicnto o en el mejor de los casos que re-
alizara el trabajo de los humanos en las diferentes instancias de interaccién
con su medio ambicnte.

Uno de los propésitos més extravagantes del hombre fue el poder dar vida
a sus artefactos y que estos poseyeran inteligencia. A este respecto una de
las primeras obras importantes fue la novela de Mary Shelley, publicada en
Inglaterra en 1817. Con el tftulo de Frankenstein, la narracién se refiere a
los csfucrzos de un cientifico, el doctor Frankenstein, para crear un monstruo
humanoide que luego produjo estragos en la comunidad.

Un siglo més tarde, aparece una criatura mecanica (automaton), fabrica-
da por un brillante cientifico llamado Rossum y su hijo, a la cual se le confia
la tarea de sustituir al humano en sus obligaciones de una forma subordi-
nada. Esta descripcién se refiere a la obra publicada en 1917 por el escritor
checo Karel Capek, denominada Rossum’s Universal Robots. Desde entonces
el término robot -derivado de la palabra checa robota que significa realizar
un trabajo- toma parte cn las historias de ciencia ficcion, y hoy en dia, da
origen a un campo de estudio muy amplio.

Entre los cscritores de ciencia ficcidon, Isaac Asimov ha contribuido con
varias narraciones relativas a robots. En 1939 este escritor ruso concibe al
robot como un autémata con aparicncia de humano, pero desprovisto de
sentimicntos; su comportamiento, dictado por un cerebro “positrénico” pro-
gramado, incursionaba cn satisfacer ciertas reglas de conducta ética. Asimov
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introdujo la palabra Robdtica como el término de la ciencia dedicado al cs-
tudio de los robots, los cuales basan su comportamiento en tres principios,
que denomind como las Tres Leyes de la Robdtica.

1. Un robot no decbe dafiar a un ser humano o, por su inaccién, dejar que
un ser humano sufra dano.

2. Unrobot debe obedecer las 6rdencs que le son dadas por un ser humano,
excepto cuando estas 6rdcnes estan en oposicion con la Primera Ley.

3. Un robot debe proteger su propia existencia, hasta donde esta protec-
cién no esté en conflicto con la Primera o Segunda Ley.

En la actualidad, la ciencia ficcion sigue teniendo tal influencia en las per-
sonas, que se sigue imaginando a un robot como un humanoide que puede
hablar, caminar, ver y escuchar. Con ello, surgen diferentes puntos de vista
como: la cncantadora compainia del robot R2D2 de la scric La guerra de
las Galazias, cl sentido amistoso o bélico que causa el filme de Yo Robot,
cl fantastico policfa Robocop o la capacidad de pensar y tomar decisiones
a libre albedrio que expresa la pelicula Inteligencia Artificial. Sin embargo,
de acucrdo con la interpretacion cientifica, dentro del cscenario de la ciencia
ficcién, un robot es visto sélo como una maquina que, indcpendientemen-
tc de su exterior, cs capaz de modificar el medio c¢n el cual opera. Asi, el
concepto de robot ha pasado de ser una visién como dispositivo mecénico
super-humano de ciencia ficcién a una rcalidad de brazo mecanico articulado
con un gran potencial de aplicaciones en un sin fin de actividades cotidianas;
pudiendo rcalizar una amplia gama de operaciones fisicas cn su alrededor.

En el campo de la manufactura debido en gran partc a los avances cn
la tecnologia de la computacion se da cl inicio de la automatizacién®. Es-
ta palabra fuc acufiada en los 40’s por la compafia de motores Ford usa-
da para describir la operacién colcctiva de varias maquinas intcrconectadas.
Desde el punto de vista formal, automatizacién es definido como: “El con-
trol automatico de la produccién manufacturada a través de varias eta-
pas; usando cquipo automatico para evitar el trabajo manual” (Spong y
Vidyasagar 1989).

Para una persona, automatizacién puede significar tajantemente cl proce-
so de recmplazar humanos por mdquinas, sin mencionar el sabor de miedo

1Unién de las palabras en inglés Automatic Motivation
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y desconfianza que esto puede provocar. Pero histéricamentc cada desarro-
llo tecnoldgico implica el incremento de la productividad con el objetivo dc
mcjorar en diferentes aspectos la calidad de vida del ser humano (aunque tal
finalidad no csté tan palpable en las diversas ramas de la automatizacién).
Es importante scfialar que la automatizacién, al ticmpo dc climinar algunos
trabajos para los obreros como: soldar, armar o cnsamblar en una linea dc
produccién, también crca trabajos de instalacién y mantcnimiento de robots,
desarrollo de lenguajes de programacién (dcel inglés; software), entre otras que
describiremos mas adclante.

Incrementalmente, automatizacién significa la introduccién de robots y
esto representa la forma més alta de automatizacién. Los robots industriales
se fabrican en una gama dc tamafios, formas y configuraciones. Pero sin lugar
a duda, los robots manipuladores son vistos con una especial atraccién, com-
parados con otras maquinas, por la simple razén de tener una inherente forma
antropomérfica. También constan de sensores de percepcidn, que son cada
vez més parecidos a los de un humano, de tal manera que hoy en dia un robot
antropomorfico conste de: brazos, manos y dedos cn la parte motriz; y en la
parte sensorial: visién y capacidad de medir fuerza aplicada. No obstantc, s
espera que los futuros robots tengan capacidades similares a las de un hu-
mano; y aunque el camino es largo, éstc cs uno de los objetivos de la robética.

La realizacién de ideas futuristas aplicadas a la robética sc vicnen limi-
tando debido a infinidad de razoncs y; aunque la tecnologia de la robética
presenta un nivel cspectacular en dreas como: visién, sensibilidad c inteligen-
cia artificial; aiin es primitiva comparada con la asombrosa adaptabilidad y
destreza de los humanos. Por tal motivo, la ganancia hasta el momento en
cl sentido de imitar a los seres humanos cs programar a los robots para quc
ejecuten tarcas simples.

Una dc las razones principales por la cual la robética tiene cierto grado de
complejidad es por su naturaleza interdisciplinaria, pucsto que combina di-
versas 4reas como: eléctrica, mecdnica, electrénica, ciencias de la informaética,
bio-ingenieria, cibernética y la ciencia del control automatico.

Con el advenimiento de los microprocesadores dc alta velocidad la aprecia-
ble mejoria en la fabricacién de robots y cl desarrollo de la investigacién cn los
campos previamente mencionados han propiciado el progreso de la robotica
aumentando su complejidad tanto conceptual como tecnolégica; incrementan-
do precision, productividad y flexibilidad. La expresién robédtica avanzada sc
enfoca al estudio de robots con caracteristicas de autonomia cuando ejecutan
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una misién, dc esta manera, la aplicacion de robots auténomos se desarrolla
en lugares fisicos o geométricos que no son conocidos a priori. También vale
la pena resaltar el emplco de robots en lugares diferentes al campo industrial,
donde los robots estdn reemplazando a los humanos. Estas tareas se dan cn
espacios que para los humanos no son practicos ni descables. Por ejemplo: En
la exploracién terrcstre y marina, cn la recuperacion y reparacion satelital,
en el desarme de artefactos explosivos o en la investigacién radioactiva, por
mencionar algunas. De la misma mancra, en el campo dc la biotecnologia se
tiene cl desarrollo de 6rganos artificiales, asi como el disefio de prétesis. Todo
csto ha llevado a un substancial y real campo de aplicacion para la teorfa de
control.

Desde los 80’s la robética y el control sc han beneficiado mutuamente.
Por un lado, robots no lineales han dado casos de estudio para el control y
por otro, cl desarrollo de robots ha dado hincapié a usar nucvos algoritmos dec
control avanzado. Por cjemplo: para robots méviles se han originado nucvas
lineas de investigacion, donde las ecuaciones que describen su movimiento,
ademés de ser no lineales, son variantes en el tiempo. En robots manipu-
ladores se desarrollan diferentes lineas de investigacién como: €l control de
robots cooperativos, control de robots manipuladores para escritura, el con-
trol de fuerza sin retroalimentacién de ésta, control de brazos para el re-
conocimicnto de superficies, ctc. Los sistemas de visién también desarrollan
lineas de investigacion dentro del campo de la robética. La descripcion y el
reconocimiento dc objetos o el seguimiento dcl extremo final de un robot
manipulador, son unas de las tantas aplicaciones de éste campo. Todo csto
ha dado las nucvas metas para el control en tarcas como: soldar, ensamblar,
afilar y esmecrilar, lo cual requicre de una medicién externa dada por visién?*
y los sensores de fucrza, o por el rcconocimiento de objetos por medio del
control posicién/fuerza.

Hoy en dia, podemos encontrar gran cantidad de literatura concerniente
al campo de la robdtica, lldmcese revistas, manuales, libros o articulos de in-
vestigacién. En todos éstos se reconocc que la mecanica y el control juegan
un papel fundamental, ya que estas disciplinas consideran el conocimiento
preliminar requerido para cl control de robots que son utilizados en apli-
caciones industrialcs o para la investigacién. Por lo tanto, los trabajos re-

2 Aqui nos referimos a cAmaras colocadas en el brazo del robot o en lugares que proveen
una buena percepcion.
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cientes tienen como objetivo presentar aspectos fundamentales, tecnologicos
e innovadores del modelado y control de robots manipuladores. Dentro de
los aspectos fundamentales se considera la cinematica, dindmice, planeacion
de trayectorias y control de movimiento. En tanto, aspectos tecnoldgicos in-
cluyen actuadores, scnsores, arquitcctura de control (software/hardware) y
algoritmos de control industrial. Finalmente la parte innovadora considera el
desarrollo de algoritmos de control avanzado para robots rigidos, flexibles y
mdviles como: control de retroalimentacion, de estructura variable, control
robusto, adaptable, control de interaccion y pasividad.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

Desde el punto de vista de la mecanica clésica, un robot estd constituido
por un sistema locomotor (piernas o ruedas) que le provee de movimiento de
traslacién y por un aparato manipulador que opera sobre objctos presentcs
en su area de trabajo. Asi, el término robot se aplica a una gran variedad
de dispositivos mecanicos como: vehiculos maéviles terrestres, manipuladores
industriales, vehiculos submarinos auténomos (AUV, siglas en inglés de Au-
tonomous Underwater Vehicle), operadores teledirigidos o teleoperados, es-
paciales, ctc. Para esta tesis, ¢l desarrollo se basa en robots manipuladores in-
dustriales antropomoérficos, los cuales tienen al menos un brazo que le provee
de movilidad, una munieca que le dota de destreza y una mano o efector final
que desarrolla una operacién requerida (Figura 1.1).

Figura 1.1: Robot manipulador A465 CRS Robotics.
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Una definicién adoptada por la Federacién Internacional de Robética bajo la
norma ISO/TR 8373 es: “Un robot manipulador industrial es una méquina
manipuladora con varios grados de libertad controlada automaticamente,
reprogramable y de multiples usos, pudiendo estar en un lugar fijo o movil,
para su emplco cn aplicaciones industriales”, (Kelly 1994).

Con base a csta descripcion, un robot puede programarse para desplazar
su brazo a través de una secuencia de movimientos con el fin de realizar
una diversidad de operaciones industriales con una gran precision. Un punto
determinante en el cual se fundamenta la aplicacion de los robots, dandoles
utilidad y adaptabilidad, es la capacidad dec ser programables. Las partes que
constituyen un robot manipulador son:

» Una estructura mecanica que consiste de una secuencia de cuerpos
rigidos (eslabones) concctados por medio de articulaciones.

= Actuadores que proveen cl movimiento del manipulador, actuando en
sus articulaciones. Tipicamente se emplean actuadores eléctricos (mo-
tores de CD); pero también sc utilizan del tipo hidraulico y neumético.

= Sensores: Internos quc miden el estado del manipulador, como posi-
cion y velocidad de cada eslabon. Ezternos que miden el estado de su
entorno, como los sistemas de fuerza y vision.

s Un sistema de control que supervisa y verifica cl movimiento del
manipulador en la cjecucion de una aplicacion especifica.

La mayoria de los robots manipuladores que se emplean en la industria
actual, aunquc sc caracterizan por una amplia diversidad de disefios, las
tareas basicas quc desarrollan son limitadas y monétonas. Su funcionalidad se
basa en la llamada operacion de tomar y colocar (del inglés; pick and place).
Sin embargo, sc tiecnen numcrosas tareas diferentes que se caracterizan por
un contacto fisico entre el extremo final del robot y un objeto (e.g. esmerilar,
trazar, escribir, afilar, pulir, etc.).

Con cl crecimiento de la robética en las dltimas dos décadas, se han
desarrollado investigacioncs cn diferentes aspectos que no sélo incluyen el
control de un robot, sino el control cooperativo de robots, envolviendo manos
con multiples dedos que proveen de destreza y versatilidad (Figura 1.2).

De esta manera, la toma y manipulacién de objetos por un conjunto de robots
(manos con varios dedos), representa la evolucién que hasta el momento se
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1.1. ANTECEDENTES 3

Figura 1.2: Control cooperativo. A la izquierda, los robots CRS A465 y A255,
respectivamente. A la derecha; la mano Utah/MIT. Fuente: Murray R., Li
Z. y Sastry S. (1994). Robotic Manipulation.

tiene en control y robdtica. Especificamente, este arreglo ticne la habilidad
para configurarse en el agarre de objetos, ademés de realizar movimientos
finos de posicién/fuerza para la manipulacién de piczas dclicadas.

1.1. Antecedentes

Varios resultados progresivos se obtuvicron en los dltimos afios para lograr
que una mano de multiples dedos sujete un objeto sin dafiarlo, Un primer
objetivo fue mantener la punta del efcctor final sobre una superficie, mante-
niendo cicrta fuerza sobre ella. Uno de los primeros pasos que se dieron en este
tipo de control fue cl esquema de control hibrido de posicién/fucrza (Raibert
y Craig 1981). El sistema de control basado en este esquema, contaba con
dos lazos de retroalimentacién para controlar por separado posicién y fuerza.
Sin embargo, se presentaron algunas respuestas inestables; una de las causas
era que no se consideraba rigurosamente el modelo del manipulador, para
vencer esta dificultad se propusieron diferentes enfoques. Por ejemplo: Khat-
ib (1987) desarrolla la formulacién en el espacio operacional, que es donde se
envuelven movimientos restringidos y fuerzas de contacto. Yoshikawa (1987)
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1.1. ANTECEDENTES 4

proponc un control hibrido dindmico que toma en cuenta la dindmica del
manipulador y considera explicitamente la restriccién para el efector final.
Por otro lado, McClamroch y Danwei (1988) desarrollan condiciones tedricas
para la estabilidad de lazo y seguimiento, usando un control retroalimenta-
do; por un lado, utilizan una modificacién del método par calculado para
cl control no lineal, y por otro, aplican un control lineal; para la primera
parte se logra obtener condiciones de seguimiento global, y para la segunda
s6lo desarrollan condiciones de seguimiento local. En Arimoto et al. (1993)
se propone el principio de ortogonalizacion para brazos articulares, éste se
da como una nocién extendida del control hibrido (posicién/fuerza) para
manipuladores bajo restricciones geométricas, ortogonalizando las senales de
retroalimentacion de posicién y fuerza en el espacio articular; la ortogona-
lizacién se realiza via una matriz de proyeccién, calculada en tiempo real,
del gradiente de la ecuacion de la superficie, de esta manera, la proyeccion
de posicién y las sciiales de error de velocidad en cl espacio articular son
perpendiculares al vector de fuerza, que es normal a la superficie en el punto
de contacto.

En lo que respecta a la medicion de la velocidad articular, muchos al-
goritmos de control asumen que los valores de las velocidades articulares
estan disponibles. No obstante, esto no es siempre posible o puede que no
sen deseable hacerlo, debido a que las sefiales provenientes de tacometros
pucden cstar contaminadas por ruido. Otro de los principales problemas es
la complcjidad de integrar una gran cantidad de sensores dentro de una ar-
quitectura pequeiia de robots articulados (manos con miltiples dedos). Como
consecuencia, surge la necesidad de estimar la velocidad articular,

Diferentes métodos de obscrvacion® sc han propucsto para estimar la ve-
locidad articular dc un robot manipulador. Por un lado estdan los basados cn
observadores de velocidad y por otro, los basados en el filtrado pasa-alto de
la informacién de la posicién del eslabdén (Queiroz et al. 1996). Dentro de
los primeros sc encuentran los obscrvadores deslizantes y los observadores no
lineales. Por ejemplo: Arteaga Pérez (2001) incluye un observador lineal de
velocidad en la ley de control, logrando un seguimiento uniforme finalmente
acotado; y aunque sus resultados, comparados con otros esquemas de control-
observador conocidos, muestran un mejoramiento en el error de seguimiento,

1Un observador es un estimador de estados; es un sistema dindmico que intenta estimar
una o todas las variables de estado
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estos son sélo simulados. En Arteaga Pérez y Mufioz (2002) sc utiliza un
observador no lineal para el control cooperativo de robots, garantizando es-
tabilidad asintética. Finalmente, Gudifio Lau et al. (2004) implementan un
control de seguimiento para robots cooperativos considerando un observador
de velocidad lincal que s basado parcialmente en ¢l modclo del robot.

1.2. Motivacidon

El agarre de objetos por un conjunto de robots requiere de una minima in-
tegracién de sensores en su arquitectura debido a difercentes factorcs como:
el costo que conlleva obtener encoders, el espacio requerido para integrar
en un manipulador més transductores y el numero de entradas/salidas que
sc puedan contencr cn las tarjetas de procesamicnto de datos. Por cllo, cn
nuestro caso se requiere de la utilizacién de un observador de estados que
reconstruya las velocidades articulares y que ademés no dependa del modelo
del sistema. Varios csquemas de obscrvadores han sido empleados en el con-
trol de robots articulados, desde los no lineales hasta los més simples pero
basados parcialmente en la dinamica del modelo.

1.3. Formulacién del problema

En cste trabajo sc plantca controlar un conjunto de robots cooperativos ubi-
cados en el Laboratorio de Robética del edificio de Posgrado de la Facultad
dec Ingenicria (UNAM). La tarca designada para los robots es ¢l agarre y
levantamicnto de una caja colocada en una posicion inicial xq para realizar
enseguida un circulo con ella. El problema se fundamenta en que el sistema
no cucnta con transductores de la velocidad de cada articulacién y por ello
la necesidad de integrar un observador dentro del esquema de control que
rcconstruya las velocidades articularcs de los manipuladores. El disefio de
observadores para robots es bastante complejo, debido a que el manipulador
es un sistema no lineal acoplado y para implementar el esquema control-
observador sélo se cuenta con encoders digitales o transductores que proveen
la. posicién de cada articulacién y dos sensores de fuerza ubicados cn la parte
final dcl extremo de cada robot, respectivamente. El control sélo se reali-
za cn las tres primeras articulaciones de cada robot debido al namero de
entradas/salidas que tienen las tarjetas de adquisicion de datos y cucnta
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con un lazo de retroalimentacién de fucrza para comparar la fuerza desea-
da que se implementa en el programa. Los experimentos sc sustentan en el
conocimiento tedrico que fundamenta cl movimiento y control de robots y
especificamente, se asume que la dinamica de los robots CRS A465 y A255
es bien conocida (Gudifio Lau et al. 2004).

1.4. Contribuciones

En esta tesis se implementa un control de robots cooperativo descentralizado
con un observador lincal. La ventaja de cstc obscrvador se caracteriza por
un lado, en su sencillez y por otro, cn no depender del modelo del sistcma.
El obscrvador provee la estimacién de la velocidad directamente en las co-
ordenadas del sistema fisico y a difcrencia de aquellos que compensan la no
lincalidad del sistema (obscrvador no lineal) éste sélo contiene la parte li-
neal. Este observador cae dentro del grupo de los llamados observadores de
ata ganancia.

1.5. Organizacién de la tesis

Esta tcsis estd organizada en cuatro capitulos en adicién a la introduccién,
donde se da una rescila general de las partes de un robot articulado, se descri-
ben los antecedentes, la motivacidn del trabajo, la formulacién del problema
y las contribuciones. En cl Capftulo 2 se presenta el modelo matemaético de
un robot que concierne a la descripcion de su movimiento. En el Capitulo 3
se presenta el modclo dindmico de un robot, donde se describen los factores
que producen su movimiento (fuerzas y torques). En el Capitulo 4 se dan
las bases dcl control y la estabilidad de un sistema de robots cooperativos.
Posteriormente, en el Capitulo 5 se presentan los resultados y conclusionces.
Por dltimo se dan los Apéndices: en el Apéndice A se describe cl modelo
dindmico dc los robots A465 y A255; y cn cl Apéndice B se muestra la
prucba de estabilidad del controlador.
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Capitulo 2

MODELO CINEMATICO

Para que un robot manipulador pueda realizar una gama de operaciones
fisicas cs necesario que se componga de varios eslabones (elementos) in-
terconectados por medio de uniones o articulaciones, formando una especie
de brazo. El movimiento de su estructura se obtiene por la composicién de
movimientos elementales de cada articulacién con respecto a la anterior. En-
tonces, uno dc los objetivos ¢s determinar cl efecto acumulativo del conjunto
de movimientos articulares con el propdsito de describir la posicion y orien-
tacién del extremo final del brazo articulado.

En cste capitulo sc presentan las herramientas matematicas basicas nece-
sarias para describir el movimiento de la geometria de un robot manipulador.
Su andlisis cinematico concierne en la descripcién de los movimientos con res-
pecto a un sistema coordenado fijo, ignorando las fuerzas y momentos que
causan el movimiento de la estructura. Esto nos lleva a distinguir entre la ci-
nemdtica y la cinemdtica diferencial. La cinemética describe la relacion entre
la posicién articular vy la correspondiente posicién y orientacién del extremo
de un robot manipulador, mientras que la cinemaética difcrencial sc refiere a
la relacién entre los movimientos articulares y los movimientos de la parte
terminal del robot en términos de las velocidades.

2.1. Cinematica directa
El problema de la cinemaética directa de un robot manipulador rigido es deter-

minar la posicién y la orientacion del extremo del manipulador, conocidas las
posiciones de los correspondientes eslabones respecto a un marco de refcren-
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2.1. CINEMATICA DIRECTA 8

cia. Los robots manipuladores consisten de una cadena cinematica de cuer-
pos rigidos llamados eslabones o elementos conectados a través de uniones
o articulaciones, las cuales permiten el movimiento entre los eslabones ad-
yacentes. Las articulaciones traen consigo dos tipos de movimientos simples:
movimicnto traslacional y movimiento rotacional®.

Figura 2.1: Representacion tipica de una articulacién de rotacion.

En csta tesis sélo se abordan articulaciones de rotacién debido a que los
robots en los cuales se basa este trabajo estan constituidos por articulaciones
de revolucién. Estas son semejantes a un balero permitiendo una rotacion
relativa alrededor de un eje (Figura 2.1). La accién de cada articulacién se
describe por medio de un ndmero real; el angulo de rotacion, que se llama
variable articular. De esta manera, la cinematica directa consiste en determi-
nar el mapeo entre la respectiva posicidn y orientacion de la parte terminal
del robot y las variables articulares (respecto a un sistema coordenado). El
numero de uniones en un brazo articulado determina su grado de movilidad y
tipicamente, un robot manipulador industrial disponc dc 6 grados de libertad
de los cuales 3 ubican la posicion del ultimo eslabdn en el espacio y 3 més
especifican su orientacién.

La configuracion bésica de un manipulador es de cadena cinemdtica abierta,
que se produce cuando sélo una sccuencia de clementos conectan a sus dos
extremos. Un extremo de egsta cadena se conecta a un elemento base, mien-
tras que el otro extremo sc conccta al cfector final (Figura 2.2).

'El primero es el movimiento lineal que describen las articulaciones prismdticas y el
segundo es un movimiento giratorio cuando las articulaciones son de revolucion,
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2.1. CINEMATICA DIRECTA 9

En robdtica, el término efector final se utiliza para describir un dispositivo
que se encuentra unido a la dltima articulacién del manipulador, permitien-
do realizar una aplicacién particular. Los efectores finales se dividen cn dos
catcgorfas: pinzas y herramientas. Las pinzas, como su nombre lo indica,
se utilizan para el agarrc dec objetos; y una herramienta se utilizaria para
realizar una operacién especifica.

Figura 2.2: Descripcién de un robot de cadena cinematica abierta.

Como sc menciond anteriormente, la cinematica directa determina la con-
figuracion particular de un robot, calculando el lugar donde se ubica su ex-
tremo, si las variables articulares son conocidas. Por lo tanto, para encontrar
las ecuacioncs quc representan la posicion del brazo, en puntos, cn relacion
con cl tiempo, los ingenieros en robética utilizan algunas consideraciones que
facilitan el cdlculo (Spong y Vidyasagar 1989). De una forma simplificada,
estas consideraciones son:

» Enumerar los eslabones de 0 a n comenzando desde la base.

» Las uniones se enumeran dec tal forma que la unién 7 conecta los es-
labones ¢ e i+ — 1.
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2.1. CINEMATICA DIRECTA 10

» La variable articular ¢-ésima se denota por ¢;, que en nuestro caso,
representa el dngulo entre elementos.

» Cada unién se mueve independientemente por un actuador?, que es
colocado en dicha unién y el movimiento de las uniones produce el
movimiento relativo de los eslabones.

» Se coloca un sistema coordenado en cada eslabén. De igual manera, se
coloca un marco incrcial en la base del robot, ¢l cual cs llamado marco
de la base y sc representa por Op — XpYo2o.

Las posiciones articularcs correspondientes a cada articulacién del robot, las
cuales son medidas por medio de trasductores (encoders) colocados en los ac-
tuadores, son agrupadas para propésitos analfticos en el vector de posiciones

g=[a & - @], (2.1)

donde n es el niimero de articulaciones.

Para determinar las ecuaciones cineméticas del brazo de un robot sc
opta por la forma maés general y simple que es el uso de las transforma-
ciones homogéneas, las cuales representan un movimiento rigido (traslacién
+ rotacién). De este modo, la cinemética directa que transforma la posicién
y orientacién del efector final al marco de referencia de la base se expresa
por la matriz de transformacion homogénca

°R,(q) °d,
OT(q) = “Ar(qr) As(aa) - " An(gn) = 0(") 1(") 22

donde "'A; € R*** con i =1,2,...,n es la matriz homogénca que transfor-
ma las coordenadas de un punto del sistema ¢ al + — 1, utilizando una matriz
por cada una de las articulacioncs del robot (Apéndice A). °R, € R¥? ¢s
la submatriz ortogonal superior izquierda que representa la rotacion del sis-
tema coordenado O, — z,y,z, con respecto al sistema de la base Og — Toyoz0,
debiendo satisfacer

"R, = ("Ro)™ = ("Ro)", (2.3)

2Un actuador es el mecanismo que provee de movimiento a los eslabones. Desde el
punto de vista préctico, serian los “misculos” del robot. Ejemplos de estos son: motores
de CD, alimentadores neumaticos o hidraulicos.
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que es una caracteristica de las matrices ortogonales y
det’R,, = +1, (2.4)

que las define como matrices rotacionales. °d,, € R¥*! es el vector que indica
la posicion del origen del sistema n ligado al efector final, medido desde el ori-
gen del sistema de referencia Oy — zqyp2o. La Figura 2.3 ilustra esta definicién
para una mano o efector final unido al brazo del robot. Con estos concep-

Figura 2.3: Sistema coordenado, centrado en el efector final para un mani-
pulador.

tos la cinemédtica dirccta queda descrita, donde el célculo de la matriz A,
se realiza utilizando la Representacién o Convencién de Denavit-Hartenberg
(Spong y Vidyasagar 1989). Esta Representacion depende de cuatro variables
denotadas por a;, d;, «; y 6;, donde = 1,2,...,n. A estos cuatro pardme-
tros se les conoce como: longitud, separacion, giro y dngulo (del inglés lenght,
offset, twist y angle). Los tres primeros son constantes, mientras que el cuar-
to pardmetro es la variable articular ¢; (para articulaciones de revolucién).
En esta Convencién cada matriz dc transformacién A; esté representada por
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cuatro transformaciones:

A, = Rot,g,Trans,q, Trans,,, Rot; o
Coi —956iCai  50iSai QAiCy;
Sa, CpiCay —CpiSq; QiSg;
— 1 1= 1w 1 13 , (2.5)
0 Sag Cai d;
0 0 0 1

dondc ¢y denota cos(:) y s el sin(-).

Para especificar el marco del cfector final O,, — z,yn2, se utilizan los vec-
tores unitarios 1, 8 y a; denominados normal, deslizamicnto y aproximacion
(por sus siglas en inglés: normal, sliding y approach). El vector a apunta
en la direccién del efector final, el vector 8 cspecifica la orientaciéon de la
pinza desdc un dedo al otro, y el tercer vector m se toma de tal forma que
se complete la definicién de un sistcma coordenado derecho. Juntos los tres
vectores forman un sistema de referencia de coordenadas rclativo al sistcma
de referencia de la base. Los vectores i, 8 y a; constituyen, respectivamente,
los ejes z, y, z del sistcma de referencia del efector final O, — z,y,2, con
respecto al sistema de coordenadas de la base.

2.1.1. Espacio articular y espacio operacional

Como sc vio en la seccién anterior, la cinemética directa establece la posi-
cién y orientacion del marco de referencia del efector final como funcion de
lag variables articularcs. Espccificamentc, es posible calcular la posicion del
cfector final por medio de la ecuacién (2.2).

Sin embargo, desde cl punto de vista préactico, resulta comin especificar
la posicién y orientacion del dispositivo terminal cuando se disefia una tarea.
Finalmente, este dispositivo terminal cs cl que sigue la trayectoria de una
tarca cncomendada. Al espacio en el cual se especifica la tarea del manipu-
lador se le llama espacio operacional o espacio cartesiano. Por otro lado, el
espacio articular o espacio de configuracion cs cl espacio donde esté definido
¢l veetor (2.1). La nocién del espacio operacional y el espacio articular per-
mite introducir el concepto de espacio de trabajo.

2.1.2. Espacio de trabajo

Respecto al espacio operacional, el espacio de trabajo cs la region descrita
por el origen del marco del efector final cuando todas las articulaciones del
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manipulador cjecutan todos los movimientos posibles (Figura 2.4). Este cspa-
cio se subdivide en dos: Espacio de trabajo alcanzable y espacio de destreza.
El primero cs la regién que puede alcanzar el extremo del manipulador con
al menos una oricntacién; para el segundo, es la regién que el extremo del
manipulador pucdc describir mientras se mantienen diferentes orientaciones.
Obviamente, cl cspacio de destreza es un subespacio del espacio de trabajo
alcanzable.

El espacio de trabajo se caracteriza por la geometria decl manipulador y
por los limites articularcs mecanicos. En otras palabras, el espacio de trabajo
alcanzable es una relacién que considera sélo la posicién con una forma.

d=d(q) Qm < ¢ < qm t=1,..,n, (2.6)

donde ¢im v gias son los limites minimo y maximo de la articulacion i.

Figura 2.4: Espacio de trabajo de un robot manipulador.

2.2. Cinematica inversa

Usando la cinemaética directa se puede calcular la configuracion del robot a
cada instante si se conocen todas las variables articulares. Por el contrario,
cuando se requiere determinar las variables articulares g; correspondientes
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a la asignacién dc la posicién d y la orientaciéon R del dispositivo terminal
del robot en el espacio operacional, sc recurre a las ecuaciones de la cine-
mdtica inverse. La solucién dc este problema cs fundamental en cl sentido
de trasladar movimientos especificos, naturalmente asignados en el espacio
opcracional, a los equivalentes movimientos del espacio articular en el cual se
basa la ejecucion dc la tarea deseada. Esto significa que se debe encontrar la
ecuacién inversa de (2.2) que habilite ¢l célculo de las variables articularcs,
ie.

q:f(tlly"‘)t'ij)v (27)
donde t;;, 4,7 = 1,...,n es el elemento ij de la matriz de transformacién
homogenc& »(q) en el espacio articular.

Las ecuaciones dc la cinematica inversa son de gran importancia desde
el punto de vista practico, por cjecmplo: cuando un robot manipulador se
comunica con otras maquinas es de gran utilidad conocer la posicién del
brazo articulado en cl espacio operacional.

2.2.1. Cinematica inversa de un robot manipulador

Un robot manipulador estd formado por un brazo que le provee de movilidad
(3 g.d.l.) y por una mufieca en la cual se basa su destreza (3 g.d.1.). En nuestro
caso, la solucién dc la cinemética inversa es de una forma cerrada si los ejes de
las tres ultimas articulaciones se intersecan cn un mismo punto. Este hecho
desacopla el problcma en dos subproblemas llamados: cinemdtica de posicion
inversa y cinemdtica de orientacion inversa (Spong y Vidyasagar 1989).

La cinematica de posicién inversa consiste en calcular la posicién del
centro de la muneca como funcidén de las tres primeras variables articulares
y de la distancia a la que sc encuentra el origen del efector final, i.e.

dm =d - dﬁa,

donde d,, determina la posicién z,y y z de la muiieca del robot; d la posi-
cién del cfector final y; a es la orientacién dada por la matriz de rotacion
R [n, 8, a] (Figura 2.5). Una vez que se ha resuelto la cinemética de posicién
inversa los valorces de las tres primceras articulacioncs [q; g2¢3]7 se resuclven de
una forma geométrica. Con estos valores la cinemética de orientacién inversa,
se obtienc dc

3Rﬁ — (ORa)wlR’
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donde R representa la matriz de rotacién expresada en términos de los dngu-
los de Euler (Spong y Vidyasagar 1989).

Figura 2.5: Posicién del centro de la muifieca, descrito por el vector p,,.

2.3. Cinematica diferencial

En la seccidn anterior revisamos las ccuaciones de la cinematica relacionan-
do, por un lado las variables articulares y por otro, la posicién y orientacién
del extremo del manipulador. En este apartado se estudian los movimicntos
diferenciales de un robot, que resultan en las relaciones de velocidad de las
diferentes partes de su mecanismo. En sintesis, la cinemdtica diferencial es-
tablece las ecuaciones de velocidad de un robot manipulador relacionando la
velocidad lineal y angular del efector final (o de cualquier otro punto) con
la velocidad de las articulaciones. Este mapeo es descrito por una matriz
llamada Jacobiana.

El jacobiano o matriz jacobiana es una de las herramientas mas impor-
tantes cn cl andlisis y control de movimiento de un manipulador, puesto que
se obtiene informacién de las caracteristicas del robot en diferentes aspec-
tos como: planeacion y ejecucion de trayectorias suaves; cn la determinacion
de configuracioncs singulares, andlisis de redundancia; en la cjecucién de
movimicntos antropomdrficos; en la derivacién de las ecuaciones dinamicas
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de movimiento y en la transformacion de las fuerzas y torques del efector
final a cada articulacién.

2.3.1. Jacobiano geométrico

La correspondencia entre la velocidad lincal y angular de la parte terminal
del ultimo eslabén se establece por la ecuacion diferencial

v-[2]-@e (28)

donde d € R3*! expresa la velocidad lineal; w € R**!, la vclocidad angular
y J(q) € R®™ cs la matriz Jacobiana. La obtencién de esta matriz usual-
mente sigue un procedimicnto geométrico basado en las contribuciones de las
velocidades articulares a la velocidad lineal y angular del extremo del ultimo
eslabon, por éste hecho, J(gq) es llamado Jacobiano geométrico del manipu-
lador. En sintesis, el Jacobiano relaciona los movimientos de una articulacion
individual a los movimientos globales del mecanismo. El Jacobiano descrito
en (2.8) se puedc particionar en vectores columna de (3 x 1) como:

Jd:| [jd e Ja ]
J= — | I dn | 2.9
] =g e 29)
donde se observa que:
d = Ju(q) q (2.10)
w = J(0) & 2.11)
Sustituyendo (2.9) en (2.8), se obtiene
| Ja o daa |
v=| % , . 2.12
] 212

En esta ecuacién es importante resaltar que el término Jy,¢; representa la
contribucién de una articulacién simple 1 a la velocidad lineal del efector final
y el término j,,¢;, similarmente, cs la contribucién a la velocidad angular del
cfector final.

El calculo del Jacobiano para manipuladores donde aplica Denavit-Hatem-
berg sc obticne de

Jg | | zisg x (d—di)
KA e a1
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2.3. CINEMATICA DIFERENCIAL 17

donde z son los vectores unitarios que representan el eje donde giran las
articulaciones y d; los vectores de posicién de cada una de las articulaciones.

2.3.2. Singularidades

El Jacobiano en la ecuacién cinematica diferencial

v =J(q)q, (2.14)
define un mapeo lineal entre el vector de las velocidades ¢ y el vector de
velocidad v = [d w]* del efector final. El Jacobiano sc rclaciona con el

tiempo, ya que los valores de cada uno de sus clementos y la magnitud del
conjunto de clementos cambia con respecto a este. En gencral, ¢l Jacobiano
es tuncion de la configuracién del brazo y para aquellas configuraciones en
las quc no ticne rango completo se llaman singularidades cinemdticas.
Estas se pueden clasificar como:

= Singularidades de contorno quc ocurren cuando el manipulador se
extiende o se contrae. Esto resulta cuando el extremo del manipulador
llega a la frontera de su espacio alcanzable. Esta desventaja se puede
evitar en la programacion de la traycctoria.

» Singularidades internas que ocurren dentro del espacio alcanzable
y son generalmente causadas por el alineamiento de dos o mas ejes de
movimiento o por la configuracién del cfector final. Al contrario de la
antcrior, cstas singularidades constituyen un problema debido a que se
pucden dar en cualquier punto dentro del espacio alcanzable.

Redundancia

La redundancia basa su determinacién cuando el ntimero de grados de mo-
vilidad es mayor que cl nimero de variables necesarias para realizar una
determinada tarea, por ejemplo: un robot manipulador industrial es intrinse-
camente redundante cuando la dimension del espacio operacional es menor
que la dimensién del espacio articular (m < n). La redundancia es un con-
cepto relativo a una tarca designada al manipulador; un robot puede ser
redundante con respecto a una tarca y pucde no serlo con respecto a otra.
Aun asi, en ¢l caso cn que m = n, un robot puede ser funcionalmente redun-
dante cuando sélo un nimero de r componentes en el espacio operacional
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2.3. CINEMATICA DIFERENCIAL 18

son utilizadas para una tarea especifica, esto es 7 < m. Un ejemplo tipico
de redundancia es el brazo humano con siete grados dc movilidad: tres gra-
dos de movilidad en el hombro, uno cn el codo y tres cn la muifieca; eso sin
considerar los grados de movilidad de los dedos.
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Capitulo 3

MODELO DINAMICO

El concepto de dindmica sc refiere a las relacioncs de aceleracién, carga
(fucrza), masa e inercia. Debido a esto, un modelo dindmico describird com-
pletamentc la cvolucién en el tiempo de un sistema mecénico. Para un robot,
su modelo dindmico cspecifica la relacion entre las fuerzas ejercidas sobre la
estructura y las posiciones articulares, velocidades y accleraciones. Contar
con un modelo dindmico ticne la ventaja de poder simular el movimiento del
manipulador, analizar su estructura y diseflar algoritmos de control. Simular
los movimientos del brazo articulado permite probar estrategias de control y
técnicas de planeaciéon de movimiento sin la necesidad de emplcar el sistema
fisico. En el anélisis del modelo dindmico resulta de gran utilidad el calculo de
fuerzas y torques para el disefio de robots prototipos; lldémese articulaciones,
transmisiones y actuadores. En nuestro caso, cl modelo dindmico permite ca-
racterizar y controlar un robot fisicamente, ademés de verificar los diferentes
csquemas de control obtenidos de la investigacion.

Para obtener las ccuaciones de movimicnto de un manipulador en el es-
pacio articular sc utilizan principalmente dos métodos. El primero se basa
en la formulacién de Newton-Euler, que tiene la desventaja de complicarse
gradualmente cuando aumenta el nimero de articulaciones. El scgundo es
la formulacién lagrangiana, que conceptualmente es simple y sistemético. No
obstante, la dindmica de un robot manipulador también puede scr descrita de
forma alternativa a las ecuaciones de Lagrange cn términos de otras variables
de estado. Esta descripcion se obticne mediante las ecuaciones de movimien-
to de Hamilton, quc a diferencia de las variables de estado de Lagrange ¢
y ¢ que ticnen una interpretacion fisica inmediata, las variables de Hamil-
ton son la posicién articular ¢ y la cantidad de movimiento (momentum)
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3.1. ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE 20

generalizado p.

Sin embargo, debido a que la mecénica lagrangiana se basa sélo en térmi-
nos de la cnergia y las ecuaciones obtenidas son independientes del marco de
referencia, resulta practico utilizar éste método.

3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

El empleo de las ecuaciones de Lagrange para ¢l modclado, requiere la nocién
dec la cnergia cinética T y la energia potencial U. El Lagrangiano L de un
sistema mecénico, que depende de las coordenadas generalizadas, se define
como la diferencia entre éstas energfas, i.e.

L=T-U, (3.1)

donde se considera que la energia potencial U es debida a fuerzas conserva-
tivas como la fuerza de gravedad o fuerzas debidas a resortes. '

Las ccuaciones de movimiento de Lagrange para un manipulador de n
g.d.l. (grados de libertad), estan dadas por:

d [OL oL .
a (3(11) - aqz :Til L= ].,...,TL (3'2)

con 7; compuesta por la fuerza generalizada'® ejercida “cxternamente” por los
actuadores cn cada articulacién y fuerzas no conservativas?. Por tiltimo, cabe
hacer notar quc se tendran tantas ecuaciones dinamicas como g.d.l. tenga el
robot.

3.1.1. Modelo dinamico de un robot

Como lo mencionamos anteriormente, el modelo dindmico de un robot especi-
fica la relacion entre fucrzas y torques articulares del actuador y el movimien-
to de la cstructura. Como el sistema de robots bajo estudio sélo consta de
articulaciones rotacionales, entonces se utilizara el vocablo de torque cuando
sc refiera a las fuerzas generalizadas.

1Se utiliza el término de fuerza para articulaciones prisméticas y torque para articula-
ciones de revolucién.

2Son las fuerzas que resisten al movimiento de un objeto, como la fuerza de friccién.
En general son las fuerzas que dependen del tiempo y la velocidad.
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3.1. ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE 21

Para un robot manipuladar de n g.d.l. formado por eslabones rigidos,
conectados por uniones libres de friccién y clasticidad, la encrgia cinética se
puede cxpresar siempre como:

K(g,4) = 50" H@)4, (33

donde H(q) € R™" es una matriz simétrica definida positiva denominada
matriz de inercia del robot manipulador. Esta matriz juega un papcl impor-
tantc tanto en el modelado dindmico como en el disciio de controladores para
robots. En ¢l primer caso, la matriz d¢ increia se encuentra fntimamente rela-
cionada con la energia cinética (ecuacién 3.3); para el segundo, se cmplean
algunas de sus propiedades para el estudio de estabilidad de sistemas de con-
trol de robots. A cstos puntos se les conoce como propiedades estructurales
del modelo.

Para la cnergia potencial, por cl momento sélo se sabc que depende del vector
de posiciones articulares.

El lagrangiano L(q, ) dado por la ecuacién (3.1) cs:

La,4) = ya"H(a)a - U(q) (3.4)

Sustituyendo (3.4) en (3.2) y tomando la derivada, se obtiene la ecuacién de
movimicnto

H(q)g+Cl(q,9)qg+g(q) =T (3.5)

donde T € R™! es el vector de torques articulares, g(q) € R™*! es cl vector
de fucrzas gravitacionalcs de la forma

g(q) = g—z (3.6)
Yy
N - .10 .1 .
C(q,q4)q = H(q)q - 555{97 H(q) g} (3.7)

es la matriz dc fuerzas centrffugas y de Coriolis®>. Una manera de obtener
C(q,q) es a través de los coeficientes o simbolos de Christoffel de primer

3En general es la fuerza que experimenta un cuerpo con masa que se desplaza sobre
otro objeto en rolacién.
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tipo (Spong y Vidyasagar 1989), definidos por:

Oh;;  Ohy  Oh,;
Cijk = % (dhu + O - 9 LJIk

- ., Lak=1,..,n, 3.8

donde h;; con i,j =1,...,n es cl clemento ij de H(q).

3.2. Modelo dinamico de un sistema de robots
cooperativos

Espccificamente, cl modelo de cada manipulador de cadena cinemdtica abier-
ta con una restriccién (Parra-Vega et al. 2000) estd dado por:

Hi(q;)q; + Ci(q;, @)@ + Dig; + 9:(q:) = 74, +J:§,-(Qi)Aiv i=1,2 (3.9)

donde 7 = 1 denota el robot A465 ¢ i = 2 el robot A255 (Figura 3.1). Y la
descripcién pare cada una de las partes de (3.9) es:

» g, € R™*! es el vector de las articulaciones gencralizadas.

» H,(q,) € R"*™ es la matriz de inercia simétrica positiva definida.
v Ci{q;,q,)q, € R"*! cs ¢l vector de coriolis y torques centrifugos.
» g,(q;) € R es el vector de los torques gravitacionales.

s D, € R%*™ g5 la matriz diagonal semidefinida positiva de acuerdo con
los cocficientes de friccidon viscosa de las articulaciones.

» 7; € R%*! cs cl vector de torques actuando sobre las articulaciones.
n J zi € R™*"™ es el Jacobiano transpuesto.

s \; € R™ cs cl vector de los multiplicadores de Lagrange (fisicamente
rcpresenta la fuerza aplicada en el punto de contacto.

Donde J,,(q,) = Vi(g;) € R™*™ es de rango completo. Y J,,(q;) se
asume Lipschitz, tal que

1T 0 (q) = Tou(@ai)ll = Lillg; = qasll = Lillgll. (3.10)
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Figura 3.1: Sistema de robots cooperativos cn cl agarre de un objeto.

V;(q,) denota el vector gradiente (o la matriz Jacobiana) de la superficie
del objcto ¢; € R™, el cual mapea un vector normal al plano tangente que
se da en el punto de contacto descrito por

2i(g) = 0. (3.11)

Nétese que la ecuacién anterior significa quc sc consideran restricciones ho-

mogéneas®. El sistema completo estéd sujeto a m restricciones holonémicas®
dadas por
v(q) =0, (3.12)
donde ¢(q) = ¢(qy, .- ,q;) € R™. Ademés note que
P, = Jp.q; = Vei(@)d; = %qi =¢(q) =0 (3.13)
cs una restriccién sin movimiento, lo cual significa
p=0. (3.14)

48i la restriccién de movimiento (3.11) se puede escribir como Y. @i(g:;) = 0, donde
¢i(g:) depende solamente de ¢, entonces la restriccién es homogénea.

5Un resiriccién que depende de g, coordenadas es llamada holonémica si es una igual-
dad de la forma (g4, ...,q,,) = 0.
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3.3. PROPIEDADES DEL MODELO DE UN ROBOT 24

El auto valor més grandc (pequefio) de una matriz se denota por Apax(-)
(Amin(+)). La norma de un vector @ de n x 1 estd dado por vectores de la

forma ||| 2 VzTx y la norma de una matriz A de m x n esté dada por la

correspondiente norma inducida || A|| £ Amix(ATA).

3.3. Propiedades del modelo de un robot

Las propicdadcs quc se dan a continuacion son de gran utilidad en el analisis
dec la estabilidad. Considerando quc las articulaciones de los robots son de
revolucion, entonces se cumplen las siguientes propiedades (Artcaga Pérez
1998).

Propiedad 3.3.1 Cada matriz H(q;) satisface My|z|? < TH;(g,)x <
M|z

v q;, T € ]an donde )\hl = VquéRﬂi )\mln(Hi)J )‘Hi é ‘vr%?()g(nﬂi /\mu.x(Hi)J Y
0« )\h.,_ S AHZ < 00. A

Propiedad 3.3.2 Con una definicidn propia de C(q,,q;), la matriz
H(q,) - 2Ci(q;,q,) es anti-simétrica.

A
Propiedad 3.3.3 El vector C,(q,, )y satisface C(q,, )y = Ci(q,, y)x ¥V
T,y € R™. VAN
v
A

Propiedad 3.3.4 Se satisface ||Ci(q;, )|| £ kallx| con 0 < kg < 00,
x e R™.

Propiedad 3.3.5 El vector q; puede ser escrito como

fl

+ (I T oty — I3 J004)) (3.15)
= (Lnjon, =I5 T o) @+ T 5T 0.

Qi(q,)a; + J::{ (9.)P:»

q;

>

donde Q(q) = I-P(q) con P(q) = J (q,)J»:(a;) ¥ = J7J, es conocida
como la velocidad restringida (Arz'moto et al. 1998) y p, estd definida como en
(8.13). J} = Jr (J o, J:g{) € R™*™ es conocida como la pseudoinversa
de J;(q) con una cota

Coi = vq.erne [ 5 ()il (3.16)
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3.3. PROPIEDADES DEL MODELO DE UN ROBOT 25

y Q, € R™*™ tiene rank (Q,) = n — m. Las dos maltrices anteriores son
ortogonales, i.e.

Qi =0

QiJ:fi =0.
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Capitulo 4

CONTROL DE UN SISTEMA
DE ROBOTS
COOPERATIVOS

La correcta ejecucién del movimiento de un robot articulado es confiada
al sistema dc control, el cual provee a los actuadores dcl manipulador los
voltajes adccuados consistentes con la trayectoria dc movimiento deseada.
Sin embargo, cl control del manipulador no se puede rcalizar sélo con el
conocimiento del modelo dindmico, sino que cs necesario de usar un lazo de
retroalimentacién que provee informacion sobre el estado actual del sistema;
cs decir, posicién, velocidad y fuerza (Figura 4.1). Las variables de posicién
y velocidad se obtienen dec encoders o transductores ubicados en las articu-
laciones de los robots. En cambio, la fuerza se mide por medio de sensores
colocados en la parte terminal de los robots.

En la préctica, el disefio de una ley de control con retroalimentacion debe
actualizar los torques aplicados a cada articulacién en respuesta a las desvia-
ciones de la trayectoria deseada, cuidando que el disefio retroalimentado ase-
gure el seguimiento de las traycctorias deseadas ¢4 en presencia de diferentes
aspectos como: crrores en las condiciones iniciales, ruido en los sensores y
pardmetros no modclados. Para disminuir el efecto de estas perturbaciones
en (Queiroz et al. 1996) se han cmplcado varias estrategias de control con
el propdsito de mejorar el desempeno de manipuladores industriales como:
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Trayectoria

de

referencia Salicla

Controlador - Planta —>

Sensor

Figura 4.1: Esquema de control retroalimentado.

[ nombre | control

PD aumentado | 7 = H(q)§s + C(q,9)a + Dg+g(q) - Kvq— K,q
Par calculado | 7 = H(q)(g4 -~ K.q — K,3) +C(q,4)q + Dq + g(q)
Hibrido T=Hq(g, - K.,q—- K.q)+C(q,9)g+ Dq+ g(q)
+JT (@)

Cuadro 4.1: Diferentes esquemas de control, donde g = g — ¢4

cl control PD aumcntado, cl método par calculado! o cl control de posi-
cién/fucrza para robots con restricciones, llamado control hibrido (Cuadro
4.1).

De esta manera, para controlar la manipulacién de un objcto por medio
de un sistema de dos robots cooperativos, el esquema propuesto es un control
de posicién/fuerza cxplicito descentralizado utilizando el principio de orto-
gonalizacién de Arimoto et al. (1993), ademés de un observador de velocidad
lineal. El control descentralizado toma cade una de las articulaciones del
robot de una forma independiente basédndose en el error entre la salida actual
q v la senial deseada q4.

1E] control par calculado transforma sistemas dindmicos no lineales en lineales. Este es
un ejemplo de la técnica més general para linealizar un sisteme por retroalimentacidn.
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4.1. Esquema de control

Como se describié en la Seccién 3.2, el modelo dindmico para un robot con
movimiento restringido estd dado por

H(q,)q; + Ci(q,, 4:)4; + Diq; + 9:(q;) = T4, +J$1-(q1'))‘ia i=12 (4.1)

Definiendo los errores de seguimiento y observaciéon como

N
q9; = 4;—dq (4.2)
A 5
2 = 4;—4q; (4.3)
(4.4)

donde g4 cs la posicidén deseada -en radianes- siendo una trayectoria suave
acotada y ¢ es la posicidn estimada de q. Otras definiciones son:

Ap, =

T

AN

P; — Pai (4.5)
Ai = Adi, (4.6)

2

dondc p; cs la posicién restringida real y py; la deseada?. Para el error de
fuerza A; es la fuerza real y Aq4; es la fuerza aplicada (deseada) por cada ma-
nipulador cn la superficie o restriccién. Utilizando la Propiedad 3.3.5 defini-
mos la sefial de referencia como

4. = Qi(a;)(qa — Ai (4 — qu:))
+ J${(qi) (D4 — BiAp,; + EAF,), (4.7)

donde A; = k;I € R™*™ con k; > 0, es una matriz diagonal positiva definida
y tanto §; como &; son constantes positivas. AF; se obtiene de

t
AF; = / Adr. (4.8)

Se define también la variable deslizante 8; como

JaY

8 = @;—qy
= Q(q.)(q+ Aig; - Aiz)
+ J;(qz') (Ap, + B:Ap, — LAF,). (4.9)

?En realidad, tanto p, como p,; y sus respectivas derivadas son cero, pero se inchuyen
para fines de anélisis.

UNAM 2006



4.1. ESQUEMA DE CONTROL

29

Como la ecuacion se divide cn dos espacios ortogonales, se puede definir

8 g 8pi + S, (410)

donde los subindices p y f son las abreviaciones de posicién y fuerza, respee-

tivamente. Derivando la senal de referencia (4.7) se obtiene

qr’i

Q;(@;) (g — Ai(@; = da:)) + I3, (@) (Pay — Bi (B; — Pas) + EAN)
L ¢

Q.:(2) (Ga; — As (@ - ga)) + J 0. (@;) (B — Bidp, + EAF)

(4.11)
donde £ € R™*™ es una matriz diagonal positiva definida.

Pucsto que las derivadas de Q, y de J ;;, no estdn disponibles, considérese
para ), quc

da
bong ... O%n,
Q; : : ; (4.12)
é)am R aamn .
g, & dq; @

donde a;jx(q) es el clemento jk de @;, con j,k = 1, ..., n;. De esta manera, sc
define

(9(1, i) (9 ni\di) .
fl(ql) qoi U = ‘(q )QDi
. dq; aq,
N
Qi(qx) = : : ) (4.13)
aaml(qi) . aamm(qi) .
aqi qoi aql qoi
donde
Qo = 4 — Az (4.14)
Adicionalmente se define
= [ A
Qi(r) = Ql(q’t) - Q(d,:) (4.15)
dayi(qy) aalm(‘];‘)r.
dq, ‘ dq, '
aaml(Qi) o aa‘mm(Qi) )
0q; ! oq, '
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con
A, .
Ti = @i~ 9o (4.16)
= 4= 8- A
A:"J.,; + Aizi.

= Lyrnplpnr  neh ,
Nétese que en (4.12), (4.13) y (4.15) sc omite g, del argumento de Q,, Q, vy
Q, por simplicidad. Ahora, en lugar de user §,; en (4.11), se define q.; de la
siguiente forma

éri = Q:(q,)(4a; — Ai(&i ~qg;)) + J;(Qi) (Da; — Bs (By — Dai) +EAN)
+ Qi(floi) (Gg — Ai (@, —qg)) + jlpi(qm’) (Pg: — Billp; + EAFY),
(4.17)

Lt A
donde J , (g,;) esté dado de manera similar a ;(g,;) en (4.13). Nétesc que

p; ¢s ain usada debido a que su valor cs conocido (p; = 0). Despejando de
la ecuacion (4.11) se tiene

Q;(g:)(dq4s — Ai(ai —qq)) + J(_,.o‘t(q'i) (Pai — Pi (Bi — Pai) + EON)

=4, — Qu(q;) (qa; — Mi (@ — qa;)) — J::_i(%) (Pa; — BilAp; + EAFY).
(4.18)
Sustituyendo (4.18) en (4.17) se obtiene
G 2 it~ Q@) @s — M@~ 90)) ~ T5,(a)) (ai — BAP; +EAF)

-

L+
+ Qi(dos) Qs — Ai(@; — i) + J ,,(4:) (Pa; — Bidp; + EAF),

(4.19)
Utilizando (4.15) cs posible obtener
&n‘ = G, +ei(m), (4.20)
donde
elr) £ ~Quri) (Ga — M@ - 20) (4:21)

=+ i
- J‘.a,-("'i) (Pa: — Bilp; + §AF,) .
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4.1.1. Controlador
En vista de que se pueden obtener la velocidad g, y la aceleracién E{r, el
controlador propuesto para cada robot es

A N . , s
T, = H(q;)a,;+ Ci(q; 4,19y + D:ig,, + 9:(q;) (4.22)

- KRi (qoi - qri) - Jgi(qi)(Adi - kF‘iAF)’
donde Kg; € R™*™ cs una matriz diagonal positiva definida y kg > 0.
Nétese que de (4.9) y (4.16)
Qoi = Qi = G —Tit+8—q,
8, - T;. (423)
Sustituyendo esta ecuacién y (4.20) en el control propuesto se obtiene

i = Hi(q,) (4, + e(r) + Cilq;, 4,4)4, + Dig,, + 9:(4;) (4.24)
~ Kg, (8 —1) - J:g‘-(q‘i)(Ad’i — kpAF).

Dinamica del controlador en lazo cerrado

Sustituyendo (4.24) en el modelo (4.1), la dindmica en lazo cerrado estéd dada
por

H(q,)(q; — 4,:) — Hi(q;)ei(r:) + Cilq;, 4;)4
—_ Ci(q‘i’ Qri)qri + D(qz - qm') == “Km(si _ 7'1')
+J5, (@) (AN + kp AF). (4.25)

Sustituyendo (4.9) se obtiene

Hi(q,)s: — Hi(q,)ei(r:) + Ci(q: 4:)4
- Ci(4;,9,)3y = —Ds; — Ky, (s; — i) + J;(‘]i)
(AX; + ke AF). (4.26)

A continuacién, tomando en cuenta que C,(q;, q,)q;
y Ci(q;, q.;)4q,,; satisfacen,

Ci(9: 44 — Ci(ai 4:4) 9

Ci(qiv qz)qt - C‘i(qi’ Qi)Qri + Ci(qi) q‘i)q”' - C‘i(qii Qri)qri

= Cilq;,¢;)8: + Ci(q;, 44:) 8,

UNAM 2006



4.1. ESQUEMA DE CONTROL 32

por la Propiedad (3.3.3), la dindmica de lazo cerrado queda descrita por

HI(qL)Sl = _Ci(qia Qi)‘gi - Ci(qia qri)si - KDRiSi (427)
+ thr‘i =+ sz(ql)(AAz + kF,,;AF.,;) + Hi(qi)ez-('ri),

donde

&

KDRi = Km + D, (428)

4.1.2. Observador lineal

El observador propuesto, que cs una modificacién del observador dado cn
Berghuis y Nijmijer (1994), estd dado como siguc

& = Qo+ Aizi+ kaiz; (4.29)
Qi = QT kadizi, (4.30)

dondc kg; cs una constante positiva.
Derivando (4.29) y sustituycndo (4.30) se obtiene

Qi = Gy + kaAizi + My + kaiz;. (4.31)
Ahora sustituyendo (4.16) y (4.20) en (4.31) sc ticne
g + MNizi — 7 = G, + €(rs) + kaldizi + Ay + kaz,
cancelando términos y agrupando
@; — G =7+ e(ry) + kai\izi + kai 2.
Finalmente de la definicién de la variable deslizante (dada en 4.9) se obtiene
8 = 7+ kgr;+ ery) (4.32)

= P+ kari = 8 — ery).

Dinadmica del observador en lazo cerrado

Multiplicando (4.32) por H;(q,), y tomando en cuenta (4.27), sc obticne

Hi(q,)r: +kaHi(q)r: = —Ci(q;,4;)8: — Ci(q;, 4.:)8: — Kpr,8:
+ Kpori+J5(@)(OXN + kpAF).  (4.33)
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Usando nucvamente la Propiedad 3.3.3 para realizar un cambio en los térmi-
nos C;(q;, 4;)8: y Ci(qi, §y)9: y recordando que 8; = §; — g

Ci(q:,9,)8:i + Ci(q;, G13) 8
= (qp q;)ri — (q“ a,)ri + Ci(q;, 4:)8: + Ci(q;, 4.:) 84
= qu 1)7"1 qw 8; + ql"l.) i+ C'(Qz‘) 8 + qn‘)st + Cz(‘]z‘) si)Qrz’
= (ql, qz)ﬁ (q“ 8; + q)ri + Cilq,, 8:)(8i + 4ys) + Cilq;, 8:)d
= Ci(q;,q,)ri — Ci(q;, 8 + §)mi + Ci(q;, 8:)(8: + 2qy,).

Finalmente (4.33) toma la forma,

Hi(q,)r;: = —Ci{a; q)r:i+Ci(gi, 8 + &) — Ci(qi, 8i +241) 9
— Kopp,8i — Hyar: + J’gi(qi)(AAi + ke AF). (4.34)

donde H 4, = ke H,(q;,) — Kgr, y Kpg, estad definido como en (4.28).

4.1.3. Analisis de estabilidad

La cstabilidad de un sistcma alrededor de un punto de equilibrio se deter-
mina por cl método directo de Lyapunov. La idea principal del método es
cstudiar la razén de cambio de la energla del sistema sin resolver explicita-
mente sus ecuaciones dindmicas. La expresién que representa la energia del
sistema cominmente se llama funcidn candidate de Lyapunov y el principio
fundamental de la cstabilidad es mostrar que csta funcién decrece conforme
transcurrc el tiempo.

Para el sistema de robots cooperativos, los puntos de equilibrio se desig-
nan como los errores de scguimiento y de observacion gq;, &i, Ap,, Ap;, AN,
z; y %;. De csta manera, de (4.9), (4.27) y (4.34) se define cl estado x para
los crrores de seguimiento y observacion como

@ = (s = AFﬂT. (4.35)

1 2

Puesto que el analisis que se realiza es local, se define la regién de interés
alrededor del origen como

Di = {; : [|@:]| £ Tmmxi} (4.36)

Nuestra meta cs mostrar que cl control-observador propuesto estabiliza cl
sistcmea alrededor de los puntos de equilibrio, garantizando quc siempre que
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el vector de estados x; tiende a cero, los error de seguimiento y de observacién
también tenderan a ccro. Probar la convergencia do los errorcs de obscrvacion
z; y %; es directo de la ecuacion (4.16), la cual es un filtro estable. No obs-
tante, los errorcs de seguimiento demandan maés atencion. Para probar su
convergencia se utiliza el siguiente Lema (Gudifio Lau et al. 2004).

Lema 4.1.1 Si x; estd acotado por T, y tiende a cero, los siguientes he-
chos se cumplen:

(a) @, y q, permanecen acotados. Ademds, si la cota Tmes, para ||| se
elige suficientemente pequenia tal que se garantice que ||g;|| < m; para
todo t, con n; una constante positiva suficientemente pequena, entonces
q,y éi también tenderdn a cero.

(b) Si, ademds, el vector de velocidad q; estd acotado, entonces AN; per-
manecerd acotado y tenderd a cero. A

De cste lema sc concluye que si el vector @; estd acotado, sus componentes
8;, 7; y AF; también lo estdn. Ademés 8;, r; y AF; tenderdn a cero si x;
CONverge.

Para sustentar el analisis de convergencia del csquema dc control, con-
sidérese la siguiente funcion candidata de Lyapunov

1
Vi(e:) = S@ M, (4.37)
donde
A Hz’(qi) 0 0
M, = 0 Hi(q,) 0 |, (4.38)
0 0 &
y Vi(x;) satisface
Amill@d® < Vi) < dallci]|® (4.39)
con
Ami 2 AR (M)
m? ZtiER"i min )
&
)\Mi = %Vr%?‘écﬂ"i)‘max(Mi)
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para ¢ = 1,2. Ahora, supéngasc quc para la regién de interés (4.36) se satis-
facc

o Vi(z;) <0
" V;(mi) =0siysolosixz; =0

Ademads, si ||@;]| € Zmax, s valida para todo tiempo y si Tmux, es suficien-
temente pequefia en el sentido del Lema 4.1.1, cntonces se puede concluir
la convergencia a cero de todas las senales de error. El siguiente tcorcma
establece las condiciones de los parametros del sistema de control que garan-
tizan la convergencia.

Teorema 4.1.1 Considérese la dindmica del sistema cooperativo dado por
(8.12) y (4.1), en lazo cerrado, con la ley de control (4.22) y el observador
(4.29)-(4.30), donde qq4; y py; son las posiciones de las restricciones de-
seadas, con derivadas Q4;, 4ai, Pai, ¥ Pa; también acotadas, y todas ellas satis-
facen la restriccidn (5.13). Considérese también los dominios dados D; € R™
definidos por (4.36) para cada subsistema, donde las cotas Tompx, t = 1,...,1,
son elegidas de acuerdo con

T < —721(11
' (1 +fiCOz‘\/n_i)
A

con = ki — |ki — B;| — v, donde k; y B, estan definidos en (4.7) y v =
coili (Vs + B;1), con co y Ly dado por (8.10)-(3.16) y ||@ull € Ve V L.
Entonces, las dindmicas y senales de error permanecen acotados y ademds
se obtiene una estabilidad asintética de los errores de sequimiento, de fuerza
y de observacidn, i.e.

(4.40)

fm §, =0 limg, =0 lm A\ =0, (4.41)
t—o00 t—ro0 t—00
tlim z;=0 tlim ;=0 (4.42)

1 las siguientes condiciones son satisfechas

Aon(KR) = pu+ 146, (4.43)
kdi _.é_ /\mﬂx(KRi)+wi (444)
)‘hi
1
£ = o+ Ana+ Zv& + 8 (4.45)
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donde w; = ,LLzri-’Yzi—I—% (Api + pa; + fhas + 71,-)2-1—(51-, con §; una constante posi-
tiva Y firi, Hai, Hair Mair Vi, Vair V3i Y Apa estdn definidos en el Apéndice B. A
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Capitulo 5

RESULTADOS

En cste capitulo, se presentan los resultados experimentales obtcnidos al
implementar el algoritmo de control posicién fuerza con un observador de
velocidad lincal en dos robots manipuladores industriales ubicados en el La-
boratorio de Robética de la Facultad de Ingenierfa (Edificio de Posgrado) de
la UNAM.

5.1. Descripcion del equipo utilizado

El equipo utilizado para comprobar la tcoria desarrollada en términos del
modelo del sistema y del algoritmo de control cooperativo se conforma prin-
cipalmente de dos robots manipuladores industriales, dos tarjetas de adquisi-
cién de datos y una computadora, Figura (5.1). Las caracteristicas de cada
uno de estos componentes se describen a continuacion:

= Robots manipuladores. El sistema de manipuladores se compone de un
robot A465 y uno A255 de la firma canadiense CRS Robotics, con ar-
ticulaciones de revolucién impulsadas eléctricamente (motores de CD)
via un sistema dc cngranaje armoénico. El primer manipulador consta
de 6 g.d.l. y el segundo dc 5 g.d.l. Cabe resaltar que en cada brazo
articulado sélo se hace uso de sus tres primeras articulaciones para la
manipulacién de un objeto. Ambos robots cuentan con transductores
de posicién dpticos (encoders) en cada articulacién. Se cuenta con dos
sensores de fuerza, de la marca JR3 con un rango dec fuerza méximo
de 100V, ubicados en cl extremo final de los robots, respectivamente
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(Figura 5.2). El sensor estd conectado a una PC por medio de una in-
terfaz (tarjcta) que provee lectura de fuerza a 1 ms. Adicionalmente,
sc utilizan protectores contra choques y fuerzas exccsivas.

i

Figura 5.1: Sistema experimental del laboratorio de Robética.

» Tarjeta de adquisicidn de datos PCI-Flex Motion-6C de N.I. Estas tar-
jetas son la interfaz de los transductores de posicion por cada articu-
lacién. Son tipo PCI y pueden controlar las articulaciones en: posicién,
velocidad, aceleracién, inicio y reporte de error. Tienen 6 salidas' y 8
entradas analdgicas multiplexadas. Los voltajes de las tarjetas entra-

da/salida puede variar de +10 V y la corriente maxima de salida es de
+10 mA.

n Computadora y lengquaje de programacion. La computadora empleada
tienc un procesador Intel Pentium IV a 2.4 MHz y el lenguaje de pro-
gramacién utilizado es bésicamente C bajo el entorno del programa
LabWindows que provee la compania de National Instrument para el
control de robots. El programa realiza sus iteraciones en 9 ms; conocido
también como tiempo de muestreo del programa.

1Utilizando 3 salidas para controlar el robot A465 y las 3 restantes para el robot A255
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Figura 5.2: Sensor de fuerza.

5.2. Descripcion de las trayectorias
de movimiento

Las trayectorias de movimiento deseadas se generan con el propoésito de guiar
los movimientos del robot de une configuracién actual a una posterior re-
querida. Comunmente, las trayectorias se describen en el cspacio operacional
del robot y en seguida sc utiliza la cinematica inversa para reconstruir los
movimientos que las articulaciones deberdn ejecutar. Para asegurar que los
valores de la velocidad y la aceleracién de la trayectoria no sean discontinuos
al inicio y final decl recorrido, se propone un polinomio de quinto orden

pa(t) = ag + art + agt® + ast® + agt* + ast’, (5.1)

cuyos coeficientes pueden ser calculados con las condiciones ty =0, ty =ty
las posiciones deseadas.

Tomando la primera y segunda derivada de (5.1) se obtiene la velocidad y
aceleracion correspondiente. ¢.e.,

pa(t) = ay + 2aqt + 3agt® + dagt? + Sayt* (5.2)
]Jd(f) = 261,2 + 6(1,3t + 12(14tz -+ 20045t3 (53)
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Evaluando (5.1)-(5.3) en un tiempo inicial ({5 = 0), se obtiene

pa(0) = ap Uy = py
pd(O) = d = a, = 0
ﬁd(O) = 20y ay =0,

donde p; es la posicién inicial.
Para un tiempo final (t; = t) los polinomio correspondientes a la posicidn,
velocidad y aceleracién (5.1)-(5.3) estdn dados como siguc:

pr = Pi+aity+aath + agth + agth + asty
= ay + 2a9ly + 3(1.31‘,32 + 44:1.4153”c + 5(15{,“}
= 20y + 6ast; + 12a4t7 + 20ast},

dondc p,(ts) se sustituye por py que cs la posicion final y ag ha sido sustituido
por p;. La correspondiente velocidad y aceleracién se igualan a cero con
el propdsito de que cl cfcctor final llegue a la posicién final deseada con
una velocidad ccro (y como consecuencia; con aceleraciéon cero). En forma
matricial se tiene

pf — pi t? t} t? as
0 = | 3t3 4t} 5t} Qs (5.4)
0 6ty 12t3 20t} as

o cn forma compacta (5.4) se pucede cscribir como una ecuacién lincal
x = Ba (5.5)

Dc esta manera conociendo la posiciones y el tiempo requerido para que el
efector final del robot lleguc de una posicién inicial p; a una final ps, se pueden
obtener los coeficientes a3, as v ay; despejando la expresion algebraica (5.5),
i.e.

a=B'z (5.6)

Por cjemplo, para los primeros dicz segundos (t = 10s), quc cs el tiempo en
el cual los robots parten de su posicién inicial (ready) y se acercan a la caja,
la Figura (5.3) muestra las trayectoria de la posicién, velocidad y aceleracion
deseada de las ecuaciones (5.1)-(5.3) para el brazo articulado A465. Con
este mismo procedimiento se obtienen todas trayectorias requeridas para la
realizacién de la tarea designada de ambos robots.
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Figura 5.3: Trayectorias polinomiales para los primeros 10 segundos dcl cfec-
tor final del manipulador A465. Para: a) Posicién. b) Velocidad. c) Acelera-
cién

5.3. Resultados experimentales

La tarea de nuestro sistema consistc en tomar un objeto (grasping), rcali-
zar un movimiento con €] (aplicando una fuerza deseada) y posteriormente,
dejarlo en la posicién original. De esta manera, el movimiento descrito por
el conjunto dec robots sc divide en dos partes: movimiento libre y movimien-
to restringido. El movimiento libre consiste en llevar el extremo de cada
manipulador a la posicion donde se encuentra el objeto (antcs del agarre),
considerdndosc una fuerza cero. Para el movimiento restringido (agarre del
objeto) el efector final se encuentra cn contacto con la restriccién o superficie
y entonces se considera cl movimiento con una fuerza aplicada cn cl objeto.
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Con el objetivo de examinar el comportamiento del esquema de control con
un obscrvador lineal se designé una tarea consistente en tomar un objeto y
realizar un circulo con él en un tiempo de 40 scgundos. El circulo tiene un
radio dc 0.05 m y es realizado mientras sc le aplica una fuerza cambiante
en cl tiempo de forma sinusoidal. Las superficies o restricciones holénomas
estén definidas por (3.12), donde las posiciones del objeto (caja) estdn dadas
por:

zp = 0.557[m)]
Tpry = 0863[77’!,]

YrLre = 0.0[m]
ZRI,R2 = 0585[771],

la trayectoria descada se describen como:
TR = 0.557 [m]
TR2 0863 [m]

yrie = 0.09sin((w(t ~t;)) — 0.05) [m]
zripe = 0.585 4 0.05 cos((w(t —t;)) — 0.05) [m],

y la fuerza descada, por:

5(t — 15)/5 15 <t <20
\ ) 5+5(t—20)/5 2 <t <25 (5.7)
SeRLE2 Y10 4 Bsin(3m(t — 25)/40) 25 <t <65 '
15 — 15(t — 65)/5 65 < t < 70

donde los subfndices R1 y R2 corresponden a los robot A465 y A255, respec-
tivamentc. Para estas posiciones se toma el marco de referencia dcl sistema
completo en la basc del robot A465 y los pardmetros de la ley de control
(4.22) y la sefal de referencia (4.7) se describen cn el Cuadro 5.1.

El experimento completo sc realiza en 85 scgundos. En los primeros 10s,
det = 0s at = 10s, los robots se acercan al objeto; en los siguientes 10s,
de t = 11s a t = 20s, los robots incrementan su fuerza de contacto para el
agarrar el objeto y levantarlo a una posicién z=0.64 m.

Para los siguientes 40s, de t = 21s a ¢t = 603, se aplica una fuerza dada cn
(5.7) mientras los robots realizan un circulo con el objeto. Postcriormente,
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Robot | A465 | A255
Kr | 60I | 13l
Kr 31 3l

¢ 0,000 | 0,0001

Cuadro 5.1: Parametros de la ley de control

de t = 665 at = 70s el objeto cs colocado en su posicidn original y la fuerza
aplicada disminuye nuevamente cn forma lineal (rampa). Finalmente, en los
ultimos 10s de t = 71s a t = 80s, los robots regresan a su posicién inicial
llamada ready (Figura 5.4).

W

il ;

Figura 5.4: Robots A465 y A255 cn su posicién inicial (steady).

Los resultados obtenidos se muestran de la Figura 5.5 a la Figura 5.8. En
la Figura 5.5 sc puede apreciar que los errores de posicién en coordenadas
cartcsianas son de +1 cm, esto debido al hecho de que el modclo del sistema,
no contempla el la friccién dindmica que se presenta en las articulacioncs
sino que sc aproxima por medio de una funcién signo. En la Figura 5.6 se
muestra el scguimiento de fuerza mientras se realiza un circulo (descrito an-
teriormente), la figura muestra un buen seguimiento sin embargo se observan
pequeiias oscilaciones alrededor de la trayectoria. En la figura 5.7 se mues-
tran los errores de obscrvacion los cuales son de £0.1 grado. Finalmente, la
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Figura 5.8 presenta la grafica de los voltajes con el fin de verificar que éstos
no se saturan durante la tarea designada a los robots.
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Robot A465 Robot A255
0.02 - - - 0.02 -
__________ _ e
| B S / L £ N l
-0.02 : ' : -0.02 ' :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
a) tls] d) tis]
0.02 0.02
E || E——— S E 1] — MM\‘\_ e
-0.02 ' ' : -0.02 : :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
b) {[s] e} {[s]
0.02 0.02
E 0t ot \\ | i “"“\ . E 0 ko
YAl
-0.02 ' ' : -0.02 : : :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
c) t[s] f) t[s]

Figura 5.5: Error de scguimicnto en coordenadas cartesianas. a) ;. b) 7. ¢)

21. d) Cig. C) ’Ijz. f) 22.
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A ’ and A A465 A 4 and A A255
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Figura 5.6: Fuerza deseada (- - -) y fuerza rcal (—). a) Fi,. b) Fyy,. c) Fi,.
d) F2.r C) ng. f) ng.
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Robot A465
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Figura 5.7: Errores dc observacién. a) §i1. b) Giz. ¢) diz. d) oy €) dao. ) dos.

[°1

(2]

o

Robot A255
I WM“\M Il Ay
0 20 40 60 80
d) tfs]

Wxijw qw‘WﬁMJkW

0 2 4 6 &
¢ ]
w‘wwwww—ww
0 N 4 6 8

8]

UNAM 2006



5.3. RESULTADOS EXPERIMENTALES 48

Robot A465 Robot A255
2 2
Y [ AV B -~ J ™
20 R, Z 0 \ \MJ
-2 -2 , .

0 20 40 60 8 0 220 4 60 &
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2 2
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b) {[s] e) {[s]
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Figura 5.8: Voltajes de control para las articulaciones de los robots. Para: a)
qu1- b) qi2. ¢) q13. d) ga1- €) gaz- f) o
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Conclusiones

El esquema controlador-observador propuesto cn esta tesis provee un scgui-
miento asintdtico en las trayectorias prescritas y en cl scguimiento de la fuerza
descada. El problema de control de robots cooperativos sin transductores de
velocidad sc ha realizado utilizando un obscrvador lineal el cual reconstruye
de una manera asintética las velocidades articulares de cada robot manip-
ulador con un crror de £0.01 grados. A pesar de ser un observador lineal
(implementado en un sistcma no lineal), realiza una bucna estimacion de la
posicién y velocidad. Esto debido a que cs un observador de alta ganancia, lo
quc significa que su dindmica dc observacién es més rapida que la velocidad
del controlador?,

La ley de control es un enfoque descentralizado de posicién/fuerza cx-
plicito, tomando en cuenta las restricciones del movimiento. Sc utiliza el
Principio de Ortogonalizacién el cudl distingue entre sefiales de posicion
retroalimentada dc schales de fuerza retroalimentada mediante una matriz
dc proyecciéon en coordenadas articularcs. El esquema de control-obscrvador
propuesto se valida con la teorfa de estabilidad de Lyapunov.

Por lo tanto es posible cl control de robot cooperativos sin transductores
de velocidad mediante una ley de control adecuada basada en observadores
de estado. Se concluye también que aunque los crrores de observacién y de
posicion son buenos, podrian mejorar si se contempla en el modelo la friccion
dinamica y se reduce cl ticmpo de muestreo.

2Es requisito para obtener un buen desempefio de un proceso, que el observador de
estados sea més rapido que el control
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Apéndice A

MODELO DINAMICO DE
LOS ROBOTS A465 Y A255

Los robots A465 y A255 de la marca canadiense CRS, son del tipo manipula-
dor con 6 y 5 grados de libertad cada uno, respectivamente® . Son actuados por
motores de corriente directa mediante trasmisiones armoénicas. Algunas de
sus especificaciones mas relevantcs sc dan en el Cuadro A.1 y su descripcién
completa sc divide en tres partes llamadas; cinemaética directa, cinematica
inversa y modelo.

A465 A255
Numero de cjes 6 5
Pcso 31Kg 17Kg
Capacidad dec carga | 2Kg 1Kg
Alcance 0.710m | 0.559m

Cuadro A.1: Caracteristicas de los robots A465 y A255.

A.1. Cinematica directa

La cinemaética directa de un robot manipulador se describe por medio de
una matriz que transforma las coordenadas de la dltima articulacién (o de

! Cabe mencionar que en el control de robots cooperativos utilizado en este trabajo solo
se emplean las primeras tres articulaciones de cada manipulador.
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cualquier otro punto) con respecto de un sistema coordenado fijo cn la base
de la primera articulacién del robot, la expresién matemadtica que define esta
matriz cs: ‘

°Ty(q) = °A1(q1) " Aa(g2) * As(ga), (A1)

donde la matriz homogénea *~! A;(¢g;) transforma las coordenadas de un punto
del sistema i al i —1 (i = 1,2, 3). Para obtener cada matriz *~* A; se utiliza la
convencién de Denavit-Hartemberg; usada cominmente para seleccionar la
oricntacién de los marcos de referencia que se colocan en cada articulacién.
La forma de la matriz estda dada por

Coi —50:iCai  SouSar i Cuy

i1 Se;  CpiCoan ~ChiSai a4 Sps
“lg, =
Sm’ Cul d(
0 0 0 1,

con Sp; = sin(f;) y Co; = cos(6;). Los demdas parametros que aparecen en la
matriz de transformacién anterior, se detallan a continuacién:

» a; es la distancia a lo largo del eje x; desde el origen 0; a la interseccién
de los cjes z; y 71

» d — ¢ determina la distancia a lo largo del eje z;_; desde el origen 0;_,
a la interseccion de los ejes z; ¥ 2z-1.

» o; es el angulo entre z;_; y z;, medido alrededor de z — i (Figura A.2).

s §; representa cl angulo entre x;_; y x; medido con respecto a z;..; (Figu-
ra A.2).

Los valores de los pardmetros anteriores se especifican en cl Cuadro A.2,
y en la Figura A.1 se muestra el diagrama dc cuerpo libre y los sistemas
coordenados ligados a cada articulaciéon. De este manera, las respectivas
matrices de transformacion son: Para el robot A465

Co1 0 Sp 0 Coz —Sp2 0 ayCp

0A1 _ Sn 0 —Cn 0 1A2 . Se2 Coz 0 252
0 1 0 0,33 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
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Figura A.1: Diagrama dc cuerpo libre.

A465 A265

a; x; di 92' a; d.,; 9,;
1] 00 [+90° [ 0.33m | 6,(t)| 0.0 |0.254m | 6y(
0.305m | 0° 0.0 | 62(t) | 0.254m 0.0 A
3] 00 | +90°| 0.0 |05(t)|025dm| 00 |6a()

b
~——

Cuadro A.2: Parametros del robot A465 y A255.

Cos 0 Sgz 0O
24 _ Sgz 0 —Chy 0
3 0 1 0 0
0 0 0 1
Y para el robot A255
Cgl 0 Sgl 0 1 0 O 112092
Seq1 0 =C, 0 01 0 apS
04 91 61 14 21002
Av=1 " 0 d A=1001 0
0 0 0 1 0 00 1
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Figura A.2: Sentido dc los dngulos «; y 6;.

1 00 CL3093
2 _ 010 a35'93
A=loo01 o

0 00 1

A.2. Cinematica inversa

Para resolver el problema de la cinemadtica inversa es necesario considcrar
que las tres ultimas articulaciones (para un robot de 6 grados de libertad) se
intersecan en un punto. De estd forma, la cinemética inversa se divide en dos
problemas simples conocidos respectivamente como: cinemdtica de posicion
inversa y cinemdtica de orientacién inversa. Dicho de otra manera, primero
se encuentra la posicién d de la interseccién de los ¢jos de la mufieca (lamado
centro de la murtieca) y despuds sc cncuentra su orientacién R.

Posicién inversa

La cinemética de posicién inversa de los robots A465 y A255 se describe por
la ecuacion

pmi = di - diR,;ai (AQ)
donde:

* Doy = [Pai>Pyi Pai]” cs cl vector de posicién del centro de la muiieca
medido desde el origen de la base del robot.
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w d; es el vector de posicién dcel efector final medido desde la base del
robot,

» d; es la distancia entre la parte terminal del robot y el centro de la
mufieca?.

» R, determina la orientacién del sistema coordenado de la dltima arti-
culacién respecto de la base. Para el caso del robot A255 se considera

R como:
-1 0 0
R= 0 -1 0 (A.3)
0 0 1

= a es el vector unitario orientado en la direccion de acercamiento del
efector final.

entonces, (A.2) da una relacion

Pz Pz — dgTis
Py | = | Py — deTs (A4)
P P, — dgTas

nétese que la ecuacién (A.4) depende de las primeras tres variables articulares
91, 92, 93.

Conocidas las componentes del vector p, se puede utilizar el enfoque gcomé-
trico para calcular las variables articulares 6,1, 6,2 y 6;3, este procedimiento
se basa en la trigonometria, Para calcular el valor de la primer variable, se
proyccta el vector p,,; sobre el plano zpy, (Figura A.3). De csta proyeccién
se tiene que

61, = arctan( Py, Py), (A.5)
donde arctan denota la funcién arco tangente de dos argumentos.
El calculo de los dngulos 8, y 63 dado 6y, se obtiene considerando el plano

formado por el segundo y tercer elemento mostrado en la Figura A.4, y como
el movimiento del elemento dos y tres es también planar, entonces

3 = arctan(D, +v1 — D?), (A.6)

“tamafio del 1ltimo eslabén + temaiio del efector final.
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; Centro de

// lo nufieca
:

Figura A.3: Proyeccién del centro de la mufieca sobre cl plano zgyq.

con
PPt (P-d) -

D
2a2d4

(A7)

Finalmente ¢, se obtiene de
6, = arctan(p, — di, \/p2 + p2 — arctan(ag sin(63), a; + a3 cos(63)) (A.8)

QOrientacién inversa

Como sc menciond anteriormente sélo las tres primeras articulaciones del
robot son controladas. De esta manera, el calculo correspondiente a la orienta-
cidn del efector final no cs necesario puesto que la orientacién de la mufieca no
se controla. Las ultimas articulaciones de los robots mantienen la orientacidén
del tercer elemento durante todos los movimientos que realiza el manipulador.

A.3. Modelo dinamico

Empleando las ecuaciones dc Euler-Lagrange para el movimiento, la ecuacién
dindmica de un manipulador estd dada por la ecuacion

Hl-(qi)éji + Ci(qz', 4,)a; + Diq; +g,(q,) = 74, (A.9)
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Zo

8 .

[o¥

-

Figura A.4: Proyeccion sobre el plano formado por el 20. y 3er. elemento.

donde sus elementos H;(q;), Ci(q,,q;) ¥ 9:(q;) son en general funcién de
las posiciones y velocidades dc todas las articulaciones, esto es g, € R™ y
d; € R™. Dicho de otra forma, los elementos de H(q,), C:i(q;, ;) ¥ 9:(q;)
son por supuesto dependicntes de la geometria del robot. A continuacion se
describen cada uno de los términos que forman la ecuacién (A.9).

Matriz de inercia generalizada H(q)

La matriz de inercia H;(q;) es una matriz simétrica definida positiva de 3 x 3,
se define como:

hii b1z g
H(q) = h21 hgz h23 y (A].O)
hs1 hay has

donde sus clementos son funcién solamente de q.
Para el robot A465 estos elemento se definen de la siguicnte manera:

hyy = 0.72899 + 0.36865 cos(2g;) + 0.36987 sin(2q; + ¢3)
- 0.162177 cos(2gs + 2¢2)

hlg - O
}1,13 =0
h21 =0
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hgp = 1.08725 + 6.0 x 107! cos(2q2) + 0.739747 sin(qs)
has = 0.36987 sin(gs) + 0.34077

h31 = O

hap = 0.36987 sin(q;) + 0.34077

hsy = 0.34077

Y los elementos de la matriz de inercia H(q) dcl robot A255 estdn dados por:
hi1 = 0.650 + 0.25 cos(2qz) + 0.05(2 cos g2 + 2 cos qs)

})r12 =0

h13 =0

th =0

}LQQ =1.1

hqs = 0.03 cos(q2 — qa)
h31 =0

hga = 0.03 cos(q2 — q3)
h33 = (.57

Matriz de coriolis y torques centrifugos C(q, q)

Es una matriz de la forma

€11 €12 C13
C(q,q)=| e co C23 |, (A.11)
C31 €32 Ca3

Sus elemcentos se determinan por:

c11 = {~0.369sin(2g2) + 0.1622sin(2g5 + 2q3) + 0.37 cos(2qz + ) }d2
+{0.185 cos(gs) + 0.1622sin(2g5 + 2¢2) + 0.185 cos(2gz + ) }ds

ca1 = {0.369 5in(2gs) — 0.1622sin(2gs + 2g7) — 0.37 cos(2gz + g3) }dr

cay = {-0.185cos(qs) — 0.1622sin(2gs + 22) — 0.185 cos(2qz + g3) }ds

12 = {—0.369sin(2q;) — 0.1622sin(2q3 + 2g2) — 0.37 cos(2q2 + g3) }da

cop = —6 x 10711 sin(2g3) g + 0.37 cos(gs)gs

c3n = —0.37 cos(q3) g

c13 = {0.185 cos(gs) + 0.1622sin(2q3 + 2g2) + 0.185 cos(2g2 + ga) }d

ca3 = 0.37 cos(qs)qa + 0.37 cos(qs)qs

c33 =0
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Y los clementos de la Matriz de coriolis y torques centrifugos C(q, ¢) del
robot A255 estén dados por:

¢ = 3.2 — 0.25 8in 2¢o¢2 + 0.05(— sin gaga — sin gags)
cig = —0.258in 2¢2¢q; — 0.05s8in g2q1

Ciy = 0.05 — sin qS‘jl

co1 = 0.25sin 2q2¢1 + 0.05sin g2q;

Con = 18

23 = 0.03 cos q2 — ¢3¢y

C31 = 0.05sin Q3ql

cyz = —0.03 cos q2 — ¢aqa

C3g = 1.2

Vector de los torques gravitacionales g(q)

Este vector se encuentra presente en robots destinados a desplazarsc fuera
del plano horizontal y su forma es:

0
9:(q) = | 24.7065c0s(g2)+11.897sin(gs + ¢3) (A.12)
11.897sin(gs + ¢3)

para el robot A465 y

g9.(q) = 0 (A.13)

para el A255.

Términos disipativos Dy F,

Los términos disipativos corresponden a la friccién viscosa y friccidn de
coulomb, estos estdn determinados para los robots A465 y A255, respec-
tivamente, por:

02 0 0 02 0 0
Di=|0 35 0| Dy=| 0 35 0 (A.14)
0 0 35 0 0 35
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Yy
fasign(qy) 5.0821sign(q;)
F.(q) = | fesign(ga) | = | 3.97254sign(q2) |, (A.15)
feasign(gs) 8.7074sign(¢s)
fersign(q,) 0.015sign(q;)
Fo(q)= | fosign(d) | = 0.8sign(g2) (A.16)
feasign(gs) 0.7sign(¢s)

Es importantc hacer notar que en el analisis de estabilidad del algoritmo
de control propuesto no se considera el término de friccién de coulomb. Sin
cmbargo, la friccién se compensa en el programa de implementacién experi-
mental.

A.4. Dinamica de los motores

El modclo dindmico relacionando el voltaje v aplicado a la armadura del
motor con el par 7 suministrado por dicho motor (Kelly 1994) esté dado por

KK, T K
TGy + fnls + =224 + —= = o, AT
Gt it a4t 5= oo (A.17)

que representa un modelo dindmico lincal simplificado de un motor de CC
con inductancia de armadura despreciable, donde

s J,, inercia del rotor (Kg m+/2)

K, constantc motor-par (N m / A)

» R, resistencia de la armadura (2)

= k, constante de contrareaccién clectromotriz (V s / rad)
= fm coeficiente de friccién con sus soportes (N-m)

= 7 par neto aplicado después del juego de engranes sobre el cje de la
carga (N-m)

g posicion angular del cje de la carga (rad)
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= r relacién de reduccién de los engrancs (cn general r >> 1)
= v voltaje de la armadura (V)

Considerando actuadorcs de CC en las n articulaciones la ecuacién (A.17)
toma la forma

Ti=—Muq; — Myq, + Mv,, (A.18)
con
M ,; = diag{Jnir?} (A.19)
. KaKb 2
My; = diag{(fm: + (_R“”)i)ri} (A.20)
) K,Ky. 1
M = diag{( Ra_)iﬁ} (A-21)

El modelo dindmico completo de un manipulador se obtiene reemplazando
de (A.18) en (A.9)

(Hz(qz) + Mni)ij + (C(Q7 Q) + D + Mbi)q + gi(qi) = Mciv (A22)

La ecuacién anterior puede ser vista como un sistema dindmico cuya entrada
es v v sus salidas son q y q.
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Apéndice B

PRUEBA DE ESTABILIDAD
DEL CONTROLADOR

Para probar que las dindmicas y sefiales de error permanecen acotados y que
ademas la estabilidad del sistema es asintdtica en los errores, es necesario
mostrar que Vl(fcl) <0 Vtyque V;(:z:,) =0 & x; = 0 en una regién D =
{x:\||@;:]| € Tmaxi}. Nétese que esto implica que x;(0) debe estar en general,
en una subregién de ID. Para llevar llevar a cabo este objetivo considérese la
siguicnte funcién candidata de Lyapunov

1
Vi(a;) 2 Em?Mi(Qi)miv (B.1)
donde
8
T; = T (B.2)
AF;
y
Hig;) 0 0
0 0 &
Sustituyendo (B.2) y (B.3) en (B.1) se tienc que
1 1
V(i) = %B?Hi(qi)si + 'ér?Hi(Qi)ri + §AF1TE¢AF2', (B.4)
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derivando csta ecuacidn se obtiene
. 1 . 1 :
Vilz:) = Es?Hi(qi)si + *éTiTHi(Qi)Ti
+ 8 Hi(q,)8 + 7] Hi(q)7: + AF] AN, (B.5)

Si ahora se sustituyen dindmicas en lazo cerrado correspondiente a las ccua-
ciones (4.27) y (4.34) cn la ccuacién anterior resulta

Vi(m:) = %S?Hi(qi)si + %'I‘Tﬂi(‘h)"‘i — 8, C(q,, 4;)s; (B.6)
- STC(Qm q.:)8; — 8] Kpri8; + 8] Kn,T;
+ SfJffi(qi)(AN + ke AF;) + 8] H(q)ei(r:) — 7] C(q,, q,)7
- T?C(qi: 8 + )T — ch(Qi, 8 +2q,;)8; — "':TFKDRiSi
— T Hogiri + 77 J0(@) (AN + ki AF;) + AFTE AN,

Para simplificar los términos en (B.6) se utiliza la definicién de K pg (ecuacién

(4.28)):

T T T T
8; Kgyry — 7 Kpri8; = 8; Kg;r; — 8; Kpp;Ty (B-7)
T T T
8; Kpir; — 8] Kn;r; — 8; Dy,
= —S;'TD’,;‘T"I;.

Ademas, sc utiliza (4.9) para dcsarrollar cl séptimo término de (B.6), i.c.
sTIT(q) (AN + ki AF;) = —AFTEAN — AFTEknAF,.  (B.S)

Empleando la Propiedad 3.2 de anti-simetria a los términos corrcspondientcs
de (B.6) se tiene que

1 . ) 1 : .
ES?Hi(Qi)Si -8, Ci(q;,q,)8:=0 y ET;'THi(Qi)Ti -7/ Ci(q;, q;)r: = 0.
Entonces, Vz(ml) toma la forma

Vilz:) = —87C(q;,q,;)s: — 8T Kpris; — 87 Dy, (B.9)

— KpniAF]§,AF; + 5] Hy(g,)ei(r))
~ 1 Ci(q, 8 + Gy)ri — 71 Ci(qy, 8 + 24,,) 8
+ rfJai(qi)Aki + /cpirg"J:i(qi)AF,v — I H g
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Antes de continuar, analicemos algunos de los términos de la expresién an-
terior. En sintesis, la funcién candidata de Lyapunov en su mayorfa depende
de los estados definidos en la ccuacién (4.35). Para los demés términos la
definicién de cotas determina su andlisis dc estabilidad.

Para verificar que K(a:,) < 0 se definen las siguientes cotas:

H1d = ||Wi||<$mnxz || (q'n qr1)|| (B]‘O)

K‘l’2i é ||miﬂlg’;:mui | (q + Qﬂ) | (Bl]‘)

B3 2 i ennnCi(@i 8 + 24, (B.12)

Ha; = ||a‘;?|‘|a‘2(m"m(1 (xmam )‘Hz (B]-B)

Dc esta forma se tiene

-8 Ci(q;, 4y)8: < pasl|8sl| (B.14)

—r7Ci(q;, 8i + @,)7i < pai|7al|? (B.15)

—r] Ci(q, 8; + 24,,)8; < g7l || 34} (B.16)

3T Kpri8i < Amin(Kri)| 81 (B.17)

Recordando que H g4, 2 ka:H;(q;) — KRr,, se tiene

—rTHygr = -r7(kaH(q;) — Kgi)r;
~rTkaH;(q)r; — rT Kpirs
< —kagidmil|7ill? + Amax(Kri) | 74112, (B.18)

donde Ap; = Agin(H;).

—AFTE kp AF; < —Apin (&) kri|| AF? (B.19)
s Hi(q)ei(r:) < ||8] N H(g) | Me(@maxa)l|7:]]
< AR Mei (Zmaxa) |85l 74|
I ERNEA (B.20)
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—8] Diri < Apillai 17, (B.21)

donde
Abi 2 A (D). (B.22)
rTI7 () kriAF; < cykpiliri| || AF]). (B.23)

Sustituyendo en la ecuacién (B.9) las cotas previamente definidas, finalmente
se obticne

V() < pllsill® = Amin(Eri)l18i]1* + Amex (D5) |71/ 8]
— Amin(€)kpl|AF | + pallrallllall + sl + paclirafl| ol
+ cricoiCul| 8[| 7| + )‘mnx(KRi)”Ti”z + CliCZiC%”Tin
+ cricoikrs |7l | AF:|| + cukri |73 |AFS]| = kgidns| 7l

(B.24)
Ordenando términos semejantes
Vi) < = (bri) = pai] 83|
- [kdi)\hi — fo; — C1iC2:Co — /\mn(KR)]H"‘in
— Amin (&) kil |AF|?
+ [Amax(D) + pai + pai + cricoiCul |73l 8|
+ [cucaikrs + crkpd |73 ||| AF|| (B.25)
Definiendo
by = ’\min(kR) — (B-Qﬁ)
02 = kqAp — po; — crila; — )‘mnx(kR) (B-27)
0311 = /\mln(fi)kFi (B28)
Yy
Vi = Amax(Di) + pai + pag + cricaiCu (B.29)
Yo = culcy + kri), (B.30)
se obtienc
V,(a:z) < - 911’”‘91“2 - 921”"'1“2 - '931'||AF¢||2 (B.31)

+  Yullrillllsll + waullrs|| | AF.
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Haciendo
b = &+ %wu (B.32)
O = 0;+ %wu + %%z‘ ' (B.33)
0 = &+ %wm (B.34)

Las definiciones de 614, 62t y 84i se realizaron para completar cuadrados, de
tal manera que

Vi) < —G&lsil® = &illmil> ~ S| AF|? (B.35)
1
—5(\/ Yl sill = Vbu|ril)?
1
“5(\/ Yoi||7ill = Vbul| AF])?

Vi) € —6;|zll?, (B.36)

lo que significa que V(x;) es negativa definida en . Es decir, ||@;|| no puede
ser mas grande que Tmyax;, de tal manera que sus errores tenderan a cero, i.e.,

sl — 0 _ (B.37)
lo que significa que
2llasll — 0 (B.38)
ollrdl =0 (B.39)
i AF -0 (B.40)

Por el Lema 4.1.1 a), esto implica que

|Ap;|l — 0 (B.41)
|Ap;|| — 0 (B.42)
llz:]| — 0 (B.43)
2] — O (B.44)
1]l — 0 (B.45)
gl — 0 (B.46)
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Como ||g; || esté acotadé, también |/g,]| lo esté, por lo que del Lema 4.1.1 b)
se concluye que

lAX] — 0 (B.47)

En conclusién cl controlador estabiliza el sistema de robots cooperativos en
la manipulacién de un objeto.
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