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Introduccion

Encontrar funciones continuas y suprectivas entre dos espacios topoldgicos
diferentes X y Y es un problema importante en las mateméticas.

En el capitulo 1, desarrollamos los conceptos béasicos a utilizar durante
todo este escrito. Estos son vistos generalmente en un primer curso de
topologia, por lo que cualquier estudiante que lo haya llevado no tendra
ningun problema durante su lectura.

En la construccién del conjunto de Cantor podemos observar que se va
haciendo cada vez més pequeno conforme seguimos repitiendo los pasos para
obtenerlo. Al terminar de construirlo pareceria que sélo nos queda "polvo" del
intervalo [0, 1]. Imaginemos ahora que recogimos este "polvo" y lo vaciamos
en un cubo, lo que veriamos es que el cubo es llenado por este polvo(!!).
Matematicamente hablando, lo que estarfamos diciendo es que existe una
funcién suprayectiva entre el conjunto de Cantor y el cubo. En el capitulo 2,
se desarrolla una generalizacién de este resultado con la "pequena" diferencia
que podemos cambiar el cubo por cualquier espacio métrico compacto y a
la funcién le podemos anadir la propiedad de la continuidad. Asimismo
caracterizamos las propiedades que hacen que un conjunto sea homeomorfo
al conjunto de Cantor.

Durante la demostracion de los principales teoremas del capitulo 2, surgié
la interrogante de que tanto se podria "copiar” la demostracién de éstos para
un espacio que fuera el producto finito o numerable espacios métricos com-
pactos, sin tomar en cuenta que este mismo es ya un compacto; especialmente
para un producto numerable. La respuesta a esta interrogante se da en la
segunda aplicacién del capitulo 3, en el que se demuestra que el producto
numerable de espacios métricos compactos es un espacio métrico compacto
porque es la imagen continua del conjunto de Cantor.

Y es que, si bien es dificil imaginar que el conjunto de Cantor "llena” al
cuadrado, es mds sorprendente ain, que el conjunto Cantor "llene” al cubo
de Hilbert. Esto es sélo parte del Capitulo 3, en el que se desarrollan apli-
caciones directas e indirectas de lo que llamaremos el Teorema de la funcién



general, entre las mds intersantes estdn: 1) La existencia de una infinidad
de conjuntos homeomorfos a Cantor; 2) Todo espacio métrico, compacto y
totalmente disconexo tiene una copia topolégica en el conjunto de Cantor;
3) Todo abierto de un continuo no degenerado contiene una copia topoldgica
del conjunto de Cantor; 4) El conjunto de Cantor es homeomorfo al espacio
{0, 1} etc.

En el capitulo 4, se desarrollan los conceptos de conexidad local, el con-
cepto de la propiedad S, la estructura bédsica de los espacios de Peano y los
continuos de Peano, para poder, junto con el Teorema de la funcién general,
caracterizar a los espacios métricos que son la imagen continua del intervalo
0,1].

Esperando entonces que este trabajo sea de agrado para el lector.



CAPITULO 1

Preliminares



0. Términos Generales

En este capitulo expondremos definiciones y resultados que se utilizaran
en los capitulos posteriores. Aunque no incluimos la demostracién de algunos
de éstos, damos una referencia en donde se pueden encontrar.

Los espacios que se usardn en adelante se denotaran por las letras X,Y
y Z respectivamente. Cuando se trate de espacios topoldgicos se usardn los
simbolos T o T para las topologias, asi pues al usar la notacién (X,T") se
tratarda de un espacio topolégico. También se da por hecho los conceptos
Ty, Ts(Hausdorff),Regular y Normal para un espacio topolégico. Cuando se
usen los espacios métricos(véase [[2], Definicién 1.2.1, pag. 40]) se usard la
notaciéon d o D para indicar a la métrica, de modo que al usar la notacién
(X, d) estaremos hablando de un espacio métrico.

Para un espacio métrico (X,d), B(r,z,X) = {y € X : d(y,2) < r}y
se escribird solamente B(r,z) cuando solo sea un espacio. Si A, B C X,
denotaremos por el didm(A) =sup{d(z,y) : z,y € A}, d(A, B)=inf{d(z,y) :
x € Ayy € B}y la nube de radio € de A denotada por N4(A,€) como,
Ny(Aje) ={r € X : d(x,a) < € para algin a € A}.

El simbolo N denotara al conjunto de los niimeros naturtales, Q al de los
nimeros racionales y R al conjunto de los nimeros reales.

Una cubierta abierta C, de un espacio topologico, es una colecciéon de
conjuntos abiertos del espacio tales que la unién de todos ellos resulta en
el espacio total. Un espacio topolégico (X,T"), es un espacio Lindeldff si
para toda cubierta abiera C de X, podemos extraer una cantidad, a lo més
numerable, de elementos de tal modo que sigan siendo una cubierta de X.

Una funcién f : Y — Z una funcién entre espacios topoldgicos es cerrada
si para todo F' cerrado de Y, f(F') es cerrado en Z. Una funcién f es un
homeomorfismo si es biyectiva y tanto f como f~! son continuas. Un espacio
topolégico (X, T') es un arco si existe un homeomormiso entre X y el intervalo
cerrado [0, 1]. Un espacio topolégico (S,I"), es homogéneo si para cada par
de puntos p, q € S, existe un homeomorfismo F': S — S tal que F(p) = q.

Un espacio topolégico (X,I') tiene la propiedad del punto fijo, si para
toda funcién continua f : X — X existe p € X tal que f(p) = p.



1. Producto cartesiano y teoremas clésicos

Definicién 1.1. Sea {(X,,I's) : @ € J} una familia de espacios topolégi-
cos, sea X = Ilpey Xo v 1o : X — X, la a — ésima proyeccién nat-
ural. Sean «y,...,q, indices de Jy U,, € Iy, para i € {1,...,n}. Definimos
(Upyy -y Us,) = N 7Y (Uy) y la topologia producto para el espacio X, que
denotaremos como 'y, por medio de la siguiente base

B ={(Usy,---s Uq,) : Uy, abierto de X,, y {a1,...,a,} C T}

Para una familia numerable de espacios métricos {(X;,d;)}2, tales
que si z;,y; € X, di(x;,y;) < 1 para cada i. Definimos en X la siguiente
métrica. Sea D : X x X — R dada por:

D(p,q) = Z 4®:9) donde p = (pi)21,q = (¢:)2, € X

j=1
Denotemos por I'p(X) a la topologia inducida por esta métrica.

Unicamente para el siguiente lema usaremos E(r, x) para denotar a los
elementos que distan de x en menos que r con respecto a la métrica d y B(r, x)
los elementos que distan de x en menos que r con respecto a la métrica d.
Asi, I'y denotard a la topologfa inducida por d y I'; a la topologfa inducida

por la métrica d.

Lema 1.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces existe una métrica
d de X, tal que I'; = I'; y que ademds didmz(X) < 1.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos d : X x X — R
tal que d(z,y) = min{d(z,y), 1}. Comprobemos primero que se trata de una

métrica.
1) d(z,y) >
2) d(w,y) =
sid(z,y) =d(z,y)y d(z,y) =0siysdlosiz=y.
y) =

3) d(x,

4) d(a:, y) < d(x, z) +07(,i, Y) para cualesquiera x,y,z € X. Sean z,y, z €
X. Los posibles valores de d(x, z) + d(z,y) son {d(z,z) + d(z,y), 1 + d(z,y),
d(z,z) +1, 2}.

0. Puesto que d(z,y) > 0 para cualesquiera x,y € X.

0 siy sélo si x = y. Veamos que, d(a:,y) = 0 si y so6lo

= d(y, z). Se sigue de la definicién.



Caso 1. Si d(z,y) < 1, entonces d(x, y) = d(z,y) y, con cualquiera de las
posibilidades se cumple que d(x y) < d(m, z) + d(z y) pues por hipétesis d
es métrica.

Caso 2. Si d(z,y) > 1, entonces d(z,y) = 1 pero, como d es una métrica
entonces 1 = d(z,y) < d(z,y) < d(z,z) + d(z,y). Por lo tanto d(z,y) es
menor que cualquiera de las posibilidades de valor de d(z, z) + d(z,y). Con
esto concluimos que d es una métrica.

Asf pues sélo resta verificar que I'y = I'z. Sean v € X, € > 0; si € > 1,
entonces B(e,z) C B(e,z), ya que si y € B(1,z), entonces d(z,y) < 1
entonces por la definicién de J se tendria que g(a:, y) = d(z,y). Por lo tanto,
d(:c y) < 1, es decir, y € B(1,x). Si € < 1, entonces simplemente tomamos

B(e, z) y, por la misma razén que con ¢ > 1, tenemos que B(e,z) C Bl(e, z).
Por lo tanto I'y C I';.

Para la otra contencién, sélo es necesario observar que B (e,2) = X si
e > 1. Si € < 1, entonces B(e,x) = B(e,x). Por lo tanto I'; C I'y. Como
d(xz,y) <1 para cualesquiera x,y € X, entonces didmp(X) < 1. O

Asi pues para un espacio métrico cualquiera podemos suponer que cua-
lesquiera dos elementos de éste distan en menos que 1.

Lema 1.3. Sea una familia numerable de espacios métricos {(X;,d;) : i €
N} tales que d;(x;, z;) < 1 para cada i y para cualesquiera dos elementos x;, z;
de X;. Entonces para el producto cartesiano de esta familia X = Il;cnX; se
cumple que I'p = I'y, donde D es la métrica definida en 1.1.

Demostracion. Primero demostremos I'y, C I'p, es decir que todo abierto
en la topologfa inducida por la métrica es también un abierto en la topologia
producto. Sea W un elemento béasico de I', es decir, tomamos W de la forma
(Uayy -y Ua,,) con U, abierto del espacio X,, parai = 1,...,.ny{a1,...,a,} C
N. Tomamos p € W.

Supongamos que p = (p;)2, € W, entonces p,, € U,,, por lo que existe
d, > 0 tal que B(0k, pi, Xz) C Uy, conk € {1,...,n}. Paracada k € {1,...,n}
elijamos v, > 0 tal que 7,2¥ < ), y tomemos § = min {v,}, este mfnimo

goooy

existe y es mayor que 0, pues {aq, ..., o, fes un conjunto finito; ahora veamos
que esta 0 hace que B(d,p, X) C W. Para ver esto, sea ¢ € B(d,p, X), con
q = (¢:)2,. Es claro, por la forma de W, que basta verificar que g,, € U,,.

4



o
Sea 1 < k < n fijo, como ¢q € B(d,p, X). Entonces D(p,q) = > % <
i=1
oo
), como % < > W tenemos que Clcx’“(gf;—’;’q“’“) < 0 entonces
j=1
Aoy, (Days Qay,) < 29 -0 < 2% Yoy, < dq, - Por lo tanto, q,, € U,,.
Ahora veamos la otra contencién. Sean x € X y ¢ > 0. Nuestro ob-
jetivo serd, encontrar W abierto relativo a I'y tal que W C B(e,z, X).

Tomamos esta ¢ > 0 para exhibir N € N tal que »_ 2% < £. Supong-

2
E>N
amos que z = (z;)$2;. Definimos W = (B(%, z1, X1), ..., B(5, 2y, Xv)) es un
abierto relativo a I'y. Veamos que W nos funciona. Sea y € W. Supongamos
que y = ()21
R i) _an diloiws) S dies)
Entonces D(x,y) = Y 42 = 37 2800l 4 %~ S0800 . Sabemos
j=1 j=1 j=N+1
que yx € B(5, 2, Xi) para 1 < k < N, ademds dy(zy,yx) < 1si k> N, por
lo tanto:
dz,y) <3 F+ 2 5<slyts<sti=c
7=1 J=N+1 j=1
y, concluimos que, W C B(e,z, X). O

Este tltimo resultado sigue siendo valido, atin si no se cumpliera que
didm(X,,) < 1, debido a 1.2.

Lema 1.4. Sea {(X;,I;) : i« € I} una familia de espacio topoldgicos
homogeneos. Entonces X = Il;c;X; es un espacio homogeneo.

Demostracion. Sean p = (p;)21,q = (¢;)72, € X. Como cada X; es ho-
mogeéneo, existe F; : X; — X; homeomorfismo tal que F;(p;) = ¢;. Definimos
F: X — X dada por F(z) = (F;(z;))2,, donde x = (x;)32,. Por lo tanto,
como cada funcién coordenada es biyectiva, F' lo es. Como cada coordenada
es continua, F' lo es y como cada coordenada tiene inversa, F' la tiene. Es
decir, F' es un homeomorfismo. [J

Proposicién 1.5. Sea {(Y,,I's) : @ € I} una familia de espacios
topolégicos y {Aap : B € J, Aap C Y,} una coleccién de conjuntos. En-
tonces H [mﬁeJ Aaﬁ] = ﬂ [Hael Aaﬁ]-

acl psedJ

Demostracion. Mostremos primero que [[[Nges Aas] C () Macr Aapl-
acl ped



Sea (2a)acr € [l[Nger Aap). Entonces z, € Nger Anp para cada a € I.
acl
Luego z, € A, p para cada 5 € J,a € 1. Por lo tanto, (24)acr € [Hlaer Aa gl

para cada 5 € J y, obtenemos con esto que, (z4)aer € () [Haer Aasl-
peJ
Ahora veamos la otra contencién. Sea (24 )aer € [ [Ilaer Aa ). Entonces
peJ
(Ta)acr € Haer Aap para cada § € J, de donde z, € A, s para cada o €

I, € J. Por lo tanto, z, € Ngey Aqp para cada o € I, y obtenemos con

esto que, (ma)aef € H [m/ﬁel Aaﬁ]- ]
acl

Teorema 1.6. (Teorema Metrizacién de Urysohn) Véase [[15], Teo-
rema 23.1, padg. 166]. Un espacio topoldgico, (Y,I') es metrizable si y sélo si
(Y,T') es regular y tiene una base numerable.

Para una referencia en espanol véase [[5], Teorema 4.8, pag 72].

Teorema 1.7. (Teorema de extensién de Tietze). Véase [[3], Teo-
rema 5.1, pdgs. 149-151]. Sea (X, T") espacio topolégico Hausdorff. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1) X es normal.

2) Para todo A C X cerrado, cada funcién f : A — R continua tiene una
extensiéon continua F' : X — R. Mds aun, si |f(z)| < ¢ para algin ¢ € R,
entonces F' puede escogerse de tal manera que |F'(z)| < ¢ para todo x € X.

2 Compactos

En la siguiente seccién, damos los principales resultados bases, que se
usardan durante todo el escrito.

Definicién 1.8. (Propiedad de Heine-Borel) Sea (X,I') un espacio
topolégico. Decimos que (X, I') cumple la propiedad de Heine-Borel si a toda
cubierta abierta C de X, se puede extraer un nimero finito de elementos que
sigan siendo una cubierta abierta del espacio X. Asi mismo, un espacio (X, T")
que tiene la propiedad de Heine-Borel también se le conoce como un espacio
topoldgico compacto.

Definicién 1.9. (Propiedad de la interseccién finita) Sea (X,I") un
espacio topolégico. Decimos que X tiene la propiedad de la interseccion finita



si para cada familia de cerrados £ = {F,|a € I} tales que N, F,, = &, existe
un nimero finito de elementos de la familia original {F,,, ..., F,,, }, tales que
N Fy, = 9.

Teorema 1.10. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1) (X,T') es un espacio topoldgico compacto.

2) (X, T) tiene la propiedad de la interseccién finita.

Demostracion. 1) implica 2). Sea £ = {F,|a € I} una familia de cerrados
de X tales que NyerFy = @, por las leyes de Morgan, X = U,er(X N\ Fy)
donde X . F, es un conjunto abierto de X. Entonces £ = {X \ F,|a € I}
es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen X \ F,,, X ~
F.,, ... X N\ F,, tales que X = U!" (X \ F,,). Usando nuevamente las leyes
de Morgan, N}, F,,, = & y esta es precisamente la definicién de que X tenga
la propiedad de la interseccién finita.

2) implica 1). Sea C = {U, |« € I} una familia de abiertos de X tales que
UaerUs = X, por las leyes de Morgan, Naer(X N U,) = @ donde X \ U, es
un cerrado de X, entonces C = {X \ Uy|o € I} es una familia de cerrados
tales que Nyer(X N U,) = @. Como X tiene la propiedad de la interseccién
finita, existen X N\ Uy, , X N Uay, ... X N U, tales que N (X \U,,) = &,
usando nuevamente las leyes de Morgan, U} ,U,, = &, de donde concluimos
que X es compacto. [

Proposicién 1.11. Sea (X,I") espacio topoldgico compacto y A C X
cerrado. Entonces A es compacto.

Demostracion. Sea C = {V3| € J} una cubierta abierta de A. Entonces
A = UC. Como cada V3 = W3 N A donde Ws es un conjunto abierto de
X, luego {Wj|8 € J} U{X \ A} es una cubierta abierta de X. Dado que
X es compacto, existen W3 ,Wp,,...,W3  que cubren a X. De modo que
también cubren a A, notemos que se puede quitar a X ~ A de esta cubierta
pues su interseccién con A es vacfa. De manera que A = [UN, W5 ] NA =
UN, [Ws, N A] = UY,Vj, y asi exhibimos una subcubierta de C. Entonces,
por definicién, A es compacto. [

Teorema 1.12. Sea (Y, Y) espacio topolégico Lindelsf y 1° numerable.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) Y es compacto.



2) (Propiedad de Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto nume-
rable de Y, tiene un punto de acumulacién.

3) (Compacto por sucesiones). Toda sucesion (z,)%° ; C Y, tiene una
subsucesion (z,, )52, de la original convergente en Y.

Demostracion. 1) implica 2). Sea A C Y. Supongamos que ningin punto
de Y es un punto de acumulacién de A. Entonces para cada = € Y, existe un
conjunto abierto U, de z, tal que Uy NA =@ siz ¢ Ay U, N A= {x} para
x € A, es decir, A es un cerrado y es un subespacio discreto de Y. Definimos
C ={U,|z € A} U (Y \ A),esta es una cubierta abierta de Y, que no puede
reducirse a una subcubierta finita. Pues, supongamos que existen un nimero
finito de abiertos Uy, Uy,, ..., Uy, U{Y \ A} tales que cubren a Y. Como A es
numerable, existe y € A tal que y # z; para i € {1,2,...,n} y entonces por
construccién de los conjuntos U,,, y ¢ U, U,, U (Y \ A) y esto contradice
que Y es compacto.

2) implica 3). Sea (x,,)2 ; una sucesién de Y. Definimos A = {z,|n € N}.
Caso 1. Si |A| < oo, entonces existe xp € A tal que z, = x,, para una
infinidad de indices y entonces el resultado se sigue trivialmente. Caso 2. Si
|A| = Rg. Por 2) A tiene un punto de acumulacién, digamos yg, y dado que Y
es 1° numerable para cada vecindad Uy, de y, existe z,, € A tal que z,, € Uy,
entonces tomamos los elementos de A que cumplan esto, de tal manera que

sea una subsucesién de (x,)3 ;.

3) implica 1). Supongamos que Y no es compacto. Sea C = {U,|a €
I} una cubierta abierta de Y, a la que no se le puedan extraer un nimero
finito de elemntos que sigan cubriendo a Y. Como Y es Lindeloff, existe
subcubierta numerable C = {U, |n € N} de C. Entonces para cada n € N,
Y\ U, U,, # @. Tomemos una sucesién (y,)s>; de elementos tales que
Yn € Y \Up_,U,,, por 3) existe una subsucesion (y,, )o—; de (yn)re; vy €Y
tales que (Yn,)pe, converge a yo. Como Y = Uy U, , existe m € N tal
que yo € U,,,. Para p suficientemente grande, con n, > m, y,, € U,,,
contradiciendo que y,, € Y\ UZiannk pues U, U,, C Uzpleank. Por lo
tanto, Y debe de ser compacto. [

Proposiciéon 1.13. Sean Y un espacio topolégico compacto, Z espacio
Hausdorff y f: Y — Z funcién continua. Entonces:

1) f(Y) es compacto. Por lo tanto, f es cerrada.

2) Si f es biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

8



Demostracion. 1) Sea C = {W,|a € A} una cubierta abierta de f(Y).
Como f es continua, f~'(WW,) es un abierto de Y. Ademds si f(Y) = UW,
entonces aplinacdo f~! tenemos que, Y = f~1{(UW,) = Uf~1(W,). Por lo
que C' = {f~*(W,) : @ € A} es una cubierta abierta de Y. Por hipétesis, Y es
compacto, entonces existen f~1(W,,), [ 1 (Way), ooy fH(Wa, ) tales que Y =
ULy f 1 (Wa,). De donde, f(Y) = f(UL fH(Wa,)) = UL f(f1(Wa,)) C
UN  W,.. Por lo tanto f(Y) es compacto.

Para la segunda parte sea A C Y cerrado y por tanto A es compacto,
entonces por la primera parte, f|4(A) es compacto. Pero fl4(A) = f(A), y
recordemos que en los espacios Hausdorff todos los compactos son cerrados,
entonces f(A) es un cerrado en Z.

2) Para esta parte solo es necesario demostrar que f~! : Z — Y es
continua. Sea U abierto de Y. Como Y \ U es cerrado, por 1), f(Y N\ U) es
cerrado de Z, f(Y \U) = Z ~ f(U) pues f es biyectiva. Por lo tanto f(U)
es un abierto de Z. [J

Lema 1.14. Sea (Z,T") un espacio topolégico compacto y Hausdorff.
Entonces Z es regular, més ain Z es normal.

Demostracion. Sean x € Z y U C Z cerrado con © ¢ U. Como Z es
Hausdorff, para cada y € U existen abiertos V,, y W, tales que x € W,y € V,
y W, NV, = @. La coleccién C' = {V,| y € U} es una cubierta abierta de
U. Al ser U cerrado, también es compacto. Entonces existen y1, 4o, ...y, € U
de manera que U C U ,V,,. Definimos V = U, V,, y W = N, W,,. Es
claro que V' y W son conjuntos abiertos de Z, y ademds, V N W = & por la
construccién del inicio. Por lo tanto, Z es regular.

Para la segunda parte. Sean E,F C Z cerrados ajenos. Como Z es
regular, para cada x € F, existen W,, V, abiertos tales que x € W, F' C V,
y W, NV, = &. La coleccién {W, : © € E} es una cubierta abierta de
E. Nuevamente por 1.11, E es compacto y existen xy, xs, ..., 2, € E para
los cuales £ C UL W,,. Los conjuntos N = UL W, v M = Nj,V,, son
abiertos talesque E C N,F C My NN M = @&. Asi pues Z, es normal. []

Lema 1.15. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces X tiene
una base numerable.

Demostracion. Para cada n, la coleccién C,, = {B(2,z) : z € X} es

una cubierta abierta de X. Para cada n, existen z%n), zé"), - zs()n) € X tales
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que X = Um(")B(— z,) para cada n,. Sea f = {B(%,2,) : k =1,2,...,m(n),
n € N}. Dado que la inién numerable de conjuntos numerables es numerable,
[ es numerable.

Definimos Z = {zl 22 , "72:1(7?()11) : n € N}. Denotemos por I's a la
topologia generada por 3. Es claro, por construccién, que I's C I'y, donde
['; es la topologia generada por la métrica d. Resta ver que se satisface la
otra contencién. Sea x € U con U abierto en la topologia I'y. Entonces
existe r > 0 tal que B(r,z) C U. Si x € Z, entonces para 0 < % <,
x € B(:,x) C B(r,z) C U con B(+,2) € B;siz ¢ Z secan € N tal
que 0 < 2 < r. Como {B(: 2 )) c i = 1,2,...,m(n)} es cubierta de X,

(n) tal que z € B(2,z )). Veamos que B(%, j(n)) C B(r,z), sea

¢ € B(;, ) d(¢,z) < d(C, J(-n))-i-d( (), 1) < 41 =2 <7 de manera
quexEB( ]())CB(Tx)CUPorlotanto I'g=Ty O

existe 2;

Definicién 1.16. Sea (Y, I') un espacio topoldgico. Se denota por:
Y= {ACY : Aes cerrado y no vacio}

Definicién 1.17. (Métrica de Hausdorff) [Vedse [12], Teorema 4.2.
péag. 53] Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos Hy : 2% x 2%¥ — R, como
sigue: Hy(A, B) =inf{e > 0: B C Ny(A,€) y A C N4(B,¢€)}. Denotaremos a
esta métrica como Hy.

Teorema 1.18. [Vedse [12], Teorema 4.13. pédgs. 59-60] Sea (X, d), es-
pacio métrico compacto. Entonces (2%, H,) es un espacio métrico compacto,
donde H, es la métrica de 1.17.

Definicién 1.19. Sean (Y,I"),(X,T) espacios topolégicos, donde X es
compacto. Decimos que X es una compactacion de Y, si existe una funcién
continua e inyectiva f : Y — X tal que f(Y) = X. Es decir, X tiene una
copia topolégica de Y densa en X. Al subconjunto X \ f(Y) se le conoce
como el residuo de la compactacién.

Lema 1.20. Sea (Z,d) un espacio métrico y compacto. Sean {C,, : n €
N} una sucesién decreciente de cerrados de Z y U conjunto abierto de Z tal
que: C =Ny ,C, C U. Entonces:

1) Existe k € N tal que Cy, C U.
2) Si C,, # () para toda n € N entonces C # ().
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Demostracion. 1) Ya que C' = N> ,C,, C U entonces por las leyes de
Morgan Z ~\ U C U2 (Z \ (), es decir, {Z \ C,, : n € N} es una cubierta
abierta del conjunto cerrado Z \ U, que es compacto por ser Z compacto. Lo
que implica que existe una cubierta finita {Z \ C,,, : i = 1,2, ..., N} de Z\U.
Sea k = méxN{n,-}. Entonces Z U C UF_(Z N C,,) Cc U_ Z N C, =

1=1,2,...,
Z N Cppues Z\NC, CZ~NCyyq,esdecir Cy CU.
2) Supongamos que C, # () para toda n € N pero que N°,C,, = 0.
Entonces U, (Z \. C,,) = Z. Aplicando 1) para Z vemos que Z = UY_ (7 \
Cy) = Z ~ Cy, lo que implica que Cy = ) contradiciendo la hipétesis. [

Proposicién 1.21. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y {F,,}>2 ;
una familia decreciente de cerrados no vacios de X. Entonces [N, F,,| = 1 si
y sélo si didm(F,,) tiende a 0 si n crece..

Demostracion. Supongamos didm(F},) no se acerca a 0. Dado que F,, 11 C
F,, didam(F,;;) <didm(F,). Entonces existen ¢ > 0 y N € N, tal que
didm(Fy) > € para k > N. Sean (pr)2y ¥ (gr)72 sucesiones tales que
d(pr,qr) > €Y pr,qx € Fyr para k > N. Como X es compacto existe
(k)2 N C (Pr)2y, tal que pg, converge a p y, ademds, p € N F,, pues
F.i1 C F,. Para (qx,)2y, existe una subsucesién (Qkij)?iN de (qx,)2y tal
que g, converge a ¢y ademds también ¢ € N°2, F,, por la misma razén que
para p. Por construccién tendriamos que d(p, q¢) > € > 0 pues d(pkij , qu-,j) > €,
entonces p # ¢, lo que contradice que | N2, F,| = 1.

Por 1.20, N2, F,, # @. Sean p,q € Ny, F,,. Entonces p, ¢ € F,, para cada
n. De donde d(p, ¢) <didm(F,) para cada n. Como diam(F},) se aproxima a
0, d(p, q) también se aproxima a 0 y dado que es una métrica esta igualdad
se da si y sélo si p = g, por lo tanto | N2, F,,| =1. O

Lema 1.22. Sean (X, d) espacio métrico y U,V C X con U compacto y
V' cerrado, no vacios. Entonces d(U,V) > 0siy sélosi UNV = 0.

Demostracion. Supongamos que d(U, V) = 0. Entonces existen dos suce-
siones (a;)2, v (b;)$2, contenidas en U y V, respectivamente tales que d(a;, b;)
se aproxima a 0 si ¢ crece. Como U es compacto, existe (a;, )72, subsucesion
de (a;)$2, tal que a;, se aproxima a a para algin a € U. Por otro lado,
d(b;,,a) < d(b;,,a; )+ d(a;,,a), pero estd tltima suma se aproxima a 0, lo
que implica que a € V, pero V = V, entonces a € U NV, lo cudl es una
contradiccién. El regreso es inmediato de la definicién. [
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Hay que notar que la condicién de que U sea compacto es indispensable,
pues en (R, dysyar), iU ={n:neN}yV = {n+% n>2c N}, cumplen
que UNV =0y d(U,V)=0.

3. Espacios de descomposicién

Definicién 1.23. Sean (S, I") un espacio topoldgico y © una coleccién de
subconjuntos de S no vacios, ajenos dos a dos tales que U ® = S. Definimos
I'®) = {A € ®:U Aes un conjunto abierto de S}. Podemos observar
claramente que se trata de una topologfa para el espacio ®. Entonces decimos
que (D,I'(D)) es una descomposicion del espacio S. Una descomposicién del
espacio S es cerrada, si todos los elementos de ® son cerrados de S.

Intuitivamente, una descomposicién es un espacio obtenido del espacio
original en donde se identifican todos los miembros de un elemento de ésta
como uno sélo. Por esta razon, las descomposiciones son frecuentemente lla-
mados espacios de identificacién. También, a menudo son llamados espacios
cociente por la relacién tan intima entre las particiones y las relaciones de
equivalencia en la teorfa de conjuntos.

Lema 1.24. Sean (S,I') un espacio topoldgico, (D,I'(®)) una descom-
posicién de S'y 7 : S — D la proyeccién natural, donde w(a) = D si a € D
(esta funcion estd bien definida pues los elementos de © son ajenos). En-
tonces I'(®) hace de 7 una funcién continua y es la topologia més grande
con esta propiedad.

Demostracion. Sea 2 € T'(D). Entonces A C © y U 2 € T". Recordemos
que 7} ({A}) = A para todo {A} € D. Por lo tanto 771(2) = U A € T. Para
la segunda parte, sea (D,Y) espacio topolégico tal que para cada V' abierto
en la topologia T, 7=1(V) € I. Como 7~ *(V) = U V, por la definicién de
I'®), VeIl'(?),esdecir, T CI'(®). O

Lema 1.25. Si un espacio Hausdorff Y es la imagen continua de un
espacio métrico compacto X, entonces Y es metrizable.

Demostracion. Sea f : X — Y funcién continua y suprayectiva. Por
1.13, se tiene que Y es compacto y, por 1.14, Y regular. Para poder aplicar
1.6, es suficiente exhibir una base numerable de Y. Por 1.15, X tiene una
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base numerable €. Para cada subconjunto finito £ de €, definimos E(L) =
Y\ f(X\UZL).

Sea p = {E(L) : L es un subconjunto finito de €}. Por la numerabilidad
de €, se obtiene que p también es numerable. Por 1.13, obtenemos que p estd
formado de conjuntos abiertos de Y. Por otro lado, sean p € U con U abierto
de Y. Por continuidad, f~!(p) es un compacto de X contenido en el abierto
f7HU). Por lo tanto, existe una familia finita £ de €, tal que f~'(p) C U
L C f~1(U). De donde obtenemos que p € E(L) C U. Asf concluimos que Y’
es metrizable. [

Definicién 1.26. Sea (S,I") un espacio topolégico. Una coleccién de
subconjuntos ® de S, es semicontinua superiormente si dados D € ® y U
conjunto abierto de S tales que D C U, existe un conjunto abierto V' tal
quesi A e ®y ANV # &, entonces A C U. Notemos que esta definiciéon
no toma en cuenta la topologia ya antes definida. Como notacién, cuando
estemos tratando con este tipo de descomposiciones sélo nos referiremos a
éstas como descomposiciones scs.

Definicién 1.27. Sean © una descomposicién de un espacio S y A C
S. Decimos que A es ®-saturado si A=U € donde € C ®. Algunos de los
resultados inmediatos son: 1) 771(€) es D-saturado para € C D, 2) A C S
es D-saturado si y sélo si A = 77 x(A)) y 3) Si A es D-saturado y A es un
abierto de S, entonces 7(A) es abierto en ®. La demostracién de éstas se
siguen de la definicién, por lo que las omitire.

Para entender un poco mejor las descomposiciones scs, se da la siguiente
proposicién.

Proposicién 1.28. Sean (S,I') un espacio topoldgico, ® una descom-
posiciéon de S'y m : S — © la proyeccién natural. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) © es una descomposicion scs.
2) m es una funcién cerrada.

3) Si D € ®, U abiertoy D C U, entonces existe V' abierto con D C V' C
Uy V es ®-saturado.

Demostracion. 1) implica 2). Sea C cerrado de S, entonces w(C) es
cerrado en D, por la definicién de T'(D) y 1.24, si y sélo si 71D \ 7(C)]
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es abierto en S. Tomemos p € 7 D \ 7(C)], entonces 7(p) € D \ 7(C).
Para nuestro objetivo, veamos que 7~ !(7w(p)) C S\ C, supongamos que
7 Hr(p)NC # @ yseayern (n(p)) NC, entonces w(p) = w(y) y n(y) €
7(C). Por lo tanto 7(p) € n(C) # &, lo que es una contradiccién, por la
eleccién de p. Dado que S\ C es un abierto tal que 7 (7(p)) C S\C'y D es
scs, existe V abierto tal que w(p) C V. Seaz € V, dado que = € 7! (7(z))NV
y 7 (m(x)) € Dpor la definicién tenemos que 7! (w(x)) C S\ C. Ahora,
veamos que si ¢ € V entonces m(z) € ® \ 7(C). Supongamos que existe
x € V tal que 7(z) € w(C), entonces existe y € C' que hace que 7(z) = 7(y).
De donde 77 (w(x)) ¢ S\ C ya que z € 7 '(n(z)), lo que contradice que
x € V pues pasarfa w(z) € 7(C). Por lo tanto p € V C 7 1[D \ 7(C)].

2) implica 3). Sean D € ® y U abierto tales que D C U. Definimos
V =a71®D\ n(S\U)]. Entonces V es abierto pues 7 es cerrada y continua.
Veamos que D C V C U.

Primero D C V. Por hipétesis D C U. Entonces S\ U C S\ D. De
donde, 7(S\U) C n(S\ D). Como D € ©, n(S\ D) =D \ n(D), por lo
tanto, (D) € ® \ 7(S \ U) y aplicando 7! tenemos que D = n~(7(D)) C
T D\ #7(S\U)] =V.

Ahora que V' C U. Sea x € V. Por definicién, 7(z) € ® \ n(S\ U).
Entonces 7(S\ U) C D \ {w(2)}, Aplicando 7!, (S\U) C 7 '7(S\U) C
71D\ {r(z)}] € S\ {z}. Concluimos asi, que x € U.

Para que V' sea ®-saturado, segin 2) de 1.27, s6lo es necesario ver que
71 (m(V)) = V. Como 7 es suprayectiva, m(7 ' (H)) = H para todo H C D,
entonces 7 1n(V) = rlr [r D\ 7(S\U)]] = 7 rr D\ 7(S\U)]] =
T D\ #(S\U)]=V.

3) implica 1). Para cumplir con la definicién lo inico que resta ver es que
side®y ANV # @ entonces A C U. Pero como V' es ®—saturado, la
lnica manera de que esto sea posible es que A C V, y como V' C U. Entonces
AcU. O

Lema 1.29. Sean (5, T") un espacio topolégico 77 y D una descomposicién
scs de S. Entonces ® es una descomposicién cerrada de S.

Demostracion. Sea A € ©. Tomamos p € A, observemos que {p} es
cerrado en S, y como 7 es cerrada, por 1.28. Entonces 7({p}) = A es cerrado
de ©, de donde W = U{C € © : C' # A} es un conjunto abierto, pero
W =S\ A. Por lo tanto, A es un cerrado de S. O
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Teorema 1.30. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y © una de-
scomposicién scs de X, entonces (D,I'(D)) es metrizable.

Demostracion. Por 1.25, sélo es necesario demostrar que (D,['(D)) es
Hausdorff. Sean Dy, Dy € ® con D; # D,. Por 1.29, Dy, Dy son cerrados
de X, como X es normal, existen dos abiertos ajenos Uy, Us de X tales que
D; C U;parai € {1,2}. Como D es scs, por 1.28, existen dos abiertos V; y V5,
abiertos de X, tales que D; C V; C U; y cada V; es ®-saturado. Si D; C V; y
D; € ®, entonces D; € w(V;) parai € {1,2}. Por otro lado V; NV, = & pues
Vi C U;, recordando 2) y 3) de 1.27, tenemos que 7(V7) y w(V2) son abiertos de
D. Ademss, (Vi) Nr(Va) = @, pues @ = ViNVy = 7w (Vy)) Nt (w(Vz))
y T es suprayectiva. [J

Definicién 1.31 (Funcién cociente). Sean (X, I'), (Y, T) espacios topo-
l6gicos y p : X — Y una funcién suprayectiva. Decimos que p es una funcion
cociente si YT es la topologfa més grande que hace de p una funcién continua.
Algunos autores llaman a esta funcién, funcién identificacién o simplemente
una identificacién. Ademds YT = {V C Y : p71(V) € T'}, la demostracién
de esta observacién es idéntica a 1.24, con las respectivas diferencias en la
notacion.

Lema 1.32. (Lema de Transgresiéon). Sean (X,I'),(Y,Y) y (Z,¥)
espacios topoldgicos, p : X — Y una funcién cociente y h : X — Z una
funcién continua. Supongamos que h(z) es constante para cada x € p~*(y)
con y € Y. Entonces: hop™!:Y — Z estd bien definida y es continua.

Demostracién. Para cada y € Y, se tiene que h o p~'(y) = {z}, pero
escribamos h o p~!(z) = 2. Por lo tanto la funcién est4 bien definida.

Sea U un abierto de Z. Necesitamos mostrar que (hop=)"" (U) es un
abierto de Y. Para eso es necesario, dado que p se trata de una funcién
cociente, que p~! [(h op )TN (U )} sea un abierto de X. Por continuidad de
h, h~*(U) es un abierto de X. Como h(x) es constante para cada z € p~(y)
cony €Y, h(z) = hoptop(x) entonces h(U) = (hop~top) ' (U) =
pLo(hop ) ' (U), por lo tanto p~! [(h op~ )~ (U)] es un abierto de X.
Asi pues h o p~! es una funcién continua. [J

Teorema 1.33. Sean (X, d;) y (Y, d2) espacios métricos compactos y
f: X — Y una funcién continua y suprayectiva. Definimos ©; = {f(y) :
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y € Y}, entonces ® es una descomposicion scs de X y D es homeomorfa a
Y.

Demostracion. Yaque f~1(Y) = X, f es suprayectivay f~'(y1)Nf " (y2) =
(), para diferentes y;,y2 € Y, tenemos que, ®y es una descomposicién de X.
Ahora veamos que se trata de una descomposicién scs. Supongamos que no.
Siguiendo 1.26, existen f~!(y) y un abierto U de X con f~(yy) C U tal
que para todo abierto V de X, existe f~1(zg) tal que f~1(z) NV # &, pero
FHz) N (X \U) # @. Notemos que f~*(yo) (por la continuidad de f) y
(X \ U) son compactos de X. Entonces por 1.22, d(f~(yo),(X \ U)) > 0.
Sin perdida de generalidad supongamos que d(f *(yo), (X \ U)) > 1. Dado
un nimero natural n, sea V,, = N(f*(yo), =, X). Entonces existen (p;)$2,
con p; € Vi para cada i € N, y ()2 C (X \ U) tales que f(py) = f(:).
Por la compacidad de X y por construccién, existe p € f~1(yo) tal que
(pi;);2, converge a p si j crece, con (p;;)52; C (pi)2;. Por 1.12, como
X \ U es cerrado, existe ¢ € X \ U tal que (qijk)z‘;l converge a ¢ si k crece,
con (gi; )iZy C (gi;);2y. Como f(pi;, ) = f(q;;,) v f es continua entonces
f(q) = yo, de donde g € f~(yo) N (X \ U) pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto ®; es una descomposicién scs.

Por 1.30, ®; es metrizable y, por lo tanto, Hausdorff. Es claro que
h = 7o f~!, donde 7 es la funcién utilizada para las descomposiciones scs,
es biyectiva. Entonces por, 1.32 y 1.13, tenemos que h : ¥ — D¢ es un
homeomorfismo. [

4. Componentes y casicomponentes

Las componentes y casicomponentes nos servirdn para demostrar el teo-
rema del cable cortado que usaremos en el capitulo 2.

Definicién 1.34. Sea (X,T') un espacio topolégico. Decimos que X es
disconero si existen E, F' C X no vacios, abiertos (cerrados), ajenos y tales
que X = E U F, notacién: X = E|F. Un espacio X, es conexo si no es
disconexo y diremos que E y F' forman una disconexién de X.

Definicién 1.35. Sea S un espacio topoldgico. Una componente del
espacio S es un conexo méximo contenido en S. Si p € S, definimos y
denotamos por C), a:
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C,=U{DCS:Desconexoype D}

Varias de las propiedades que tienen las componentes de un espacio, se
enuncian a continuacion:

Propiedades 1.36. [Véase [2], Proposicién 6.2.2. Pag. 260] Sea (S,I")
un espacio topolégico. Entonces:

C.1) Las componentes forman una particién de S.

C'.2) Las componentes de .S, son conjuntos cerrados en S.

C.3) Si C' es una componente de S'y S = U|V, con U,V abiertos ajenos
y no vacios, entonces C' C U o C C V (Este enunciado permanece vélido si
se sustituye a C' por cualquier conjunto conexo de S). Ademés, si {B, : a €

It U{B} es una familia de subconjuntos conexos de S tales que B, N B # &
para cada «, entonces B U [UaerB,| €s un conjunto conexo.

Definicién 1.37. Sea (S, I") un espacio topoldgico y sea p € S. Definimos
y denotamos la casicomponente del punto p como sigue:

Qp = N{A: A es un abierto y cerrado, con p € A}

Aligual que las componentes, las casicomponentes tienen varias propiedades
y se enuncian algunas a continuacion:

Propiedades 1.38. [Véase [2], Teorema 9.2.4, pags. 427-428] Sea (5,T")
espacio topolégico. Entonces:

@.1) Las casicomponentes forman una particién del espacio S.

(Q).2) Sea p € S entonces C, C (),. Por lo tanto toda, componente estd
contenida en una casicomponente.

@.3) Sean p,q € S. Entonces p,q € @, para alguna casicomponente
@, si y sélo si siempre que S = U|V con U,V € T' ajenos, no vacios, tal
que p € U, entonces ¢ € U. Equivalentemente, p € Q y ¢ € Q con Q y
() casicomponentes, entonces () # (J'si y sélo si existen U,V € " ajenos, con
X=UVypeUqelV.

Teorema 1.39. Sea (X,I') espacio métrico compacto. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes.
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1) Las componentes y casicomponentes coinciden. Es decir, si C'y @) son
una componente y una casicomponente, respectivamente, tales que C' C (@),
entonces C' = ().

2) (Teorema del Cable Cortado) Si existen cerrados A y B de X,
tales que ningtin conexo de X los intersecta al mismo tiempo (en particular
ninguna componente lo hace), entonces X = X; U X5, con X, X5 cerrados
ajenos, tales que A C X; y B C Xs.

Demostracion. 1) implica 2). Sean A y B cerrados de X tales que ningin
subconjunto conexo de X los intersecta. Sea p € B fijo. Por hipétesis
y Q.3), se tiene que para todo elemento a € A, p y a estdn en distintas
casicomponentes. Entonces X = E,|X \ E, con E, abierto y cerrado de
X,a € E,yp € X\ E, La familia L = {FE, : a € A} es una cubierta
abierta de A. Como A es compacto, existen ay,as, ...,a, € A tales que A C
Up_, E,, . Definimos E, = U}_, E,, , entonces E, es un abierto y cerrado que
contiene a A pero no a p. Como la eleccién de este p € B fue arbitraria,
podemos entonces definir 7 = {X \ E, : p € B}. Notemos que F es una
cubierta abierta de B, con X \ E, N A = & para todo p € B. Como B es
compacto, existen pi,ps,...p, € B tales que B C UL X \ E,, . Definimos
F = U, X \ Lk, , entonces [ es un abierto y cerrado tal que B C F'y
FNA=. Porlotanto X = F|X ~\ F con F, X \ F cerrados, ajenos y tales
que ACX N F,BCF.

2) implica 1). Sabemos, por @).2), que toda componente estd contenida
en una casicomponente. Supongamos que existen una componente C' y una
casicomponente ), con C' C @, tales que Q\C # @. Seanp € Q\Cyqe C.
Definimos A = {p}, B = {¢}. Observemos que A y B son conjuntos cerrados
de X. Como C' es una componente de X, ningin conexo puede tener a p y
q. Es decir, ningtin conexo intersecta a A y B al mismo tiempo. Entonces,
por hipdtesis, X = X; U X5 con X y X, cerrados ajenos, tales que A C X;
y B C Xs. Pero esto contradice ().3). Concluyendo que @) \ C'= @ y, por lo
tanto, Q = C. [

Lo siguiente que haremos serd demostrar que en un espacio Hausdorff y
compacto, las componentes y las casicomponentes coinciden. Y por lo tanto
en espacios métricos compactos, el Teorema del Cable Cortado se satisface.
Para una prueba por separado del Teorema del Cable Cortado véase [[12],
Teorema 5.2, pag. 72]
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Teorema 1.40. Sea (5,I') espacio topoldgico Hausdorff y compacto.
Entonces las componentes y casicomponentes coinciden.

Demostracion. Lo que trataremos, es ver que toda casicomponente () de
S, es un conjunto conexo. Supongamos que existe (), tal que ) = AU B en
donde A, B son cerrados, ajenos y no vacios. Sean x € Ay y € B, como S es
Hausdorff y compacto entonces por 1.15, S es normal, es decir, existen U,V
abiertos tales que A C U, BC V y UNV = @. Por otro lado () = (), para
p € Q. Entonces @, C (UUV).

Tomando complementos obtenemos que S~ (UUV) C S\ @Q,. Recor-
dando la definicién de @, tendriamos que S \ @, = U{E : E es abierto y
cerrado y p ¢ E}, es decir los conjuntos abiertos y cerrados que no con-
tienen a p forman una cubierta abierta de S ~ (UU V). Usando la com-
pacidad de S\ (U U V), existen Fi, Es, ..., F,, abiertos y cerrados tales que
SN (UUV)C U E; donde E; C S\ (@, paracadai € {1,2,...,n}. De esta
ultima contencién podemos observar que F; N B = &, pues B C @),.

Definimos F = U!" , F;. Entonces los conjuntos U U E, V' \ E cumplen con
que:

1) BN E = @. Esto pasa porque E; N B = & para cada i.

2) AC(UUE),BcC (V\E).Por1).

3) (DVUE)N(V\E) = @. Esto se debe a que, (DUE)N(VN(S N E)) =(UN
(VNA(SNE)UEN(VN(S\E))). Por otra parte, UN(VN(S\E)) CcUNV
yEN(VNSNE) CEN(SNE). YyaqueUNV =EN(S\E)=0,
obtenemos lo que queriamos.

4) UU E,V \ E son abiertos de S. Pues E es un abierto y cerrado en S.

5)S = (UUE)U(V\E).Seaz € S. Caso 1. Siz € E entonces z € UUE.
Caso 2. Siz ¢ E, como SN E C (UUV), entonces z €c UUV. Sixz e U
entonces v € (UUFE),siz € Ventoncesxr e VNSNE=V\E.

Por lo tanto U U E, V' \ E forman una disconexién de S, cony € V\ E'y
z € U U E, pero esto contradice ().3). Entonces ) debe de ser conexo. Por
consiguiente () estd contenida en una componente C. Pero C' C ). Con esto
el teorema queda demostrado. [

Si se desea una prueba alternativa de 1.40, véase [[2|, Teorema 9.2.4.,
pégs. 427-428]
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Definicién 1.41. Sea (X,I') un espacio topolégico. Decimos que X es
localmente conexo si para cada x € X y un abierto U de x, existe V' abierto
tal que V es conexoy x € V C U.

Lema 1.42. Sea (Z,T") espacio topolégico. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1) Z es localmente conexo.

2) Para todo U conjunto abierto de Z y Cpy es una componente de U,
entonces Cy es un conjunto abierto.

3) (Conexo en pequeno en p) Paratodap € Z, sip € U con U conjunto
abierto de Z, existe W C X conexo tal que p € int(W) C W C U.

Demostracion. 1) implica 2). Sean un abierto U de Z y Cy una com-
ponente de U. Sea y € Cy. Como Cy es una componente de U, entonces
y € U. Por 1) existe un abierto y conexo V de Z tal que p € V C U. Como
V' es conexo, entonces V' C Cpy. Es decir, a cada punto y de Cy le estamos
asociando un abierto V tal que y € V' C Cy. Por lo tanto, Cy es un abierto
de Z.

2) implica 1). Sean U abierto y p € U. Entonces, como la componente
Cy que contiene a p es un abierto y conexo de Z tal que p € Cy C U, se
cumple trivialmente 1).

1) implica 3)) El abierto W, que necesitamos es precisamente con W = V.

3) implica 2) Sean U abierto de Z, Cy una componente de U y y € Cy.
Por 3), existe un subconjunto conexo W tal que y € int(W) C W C U. Como
W C U y es conexo, se tiene que W C Cy. Porlo que y € int(W) C W C Cy.
Es decir, para cada punto de la componente estamos encontrando un abierto
(int(W)), contenido en ésta. Por lo tanto, se cumple 2). [

Proposicién 1.43. Sean (X,I') y (Y, T) espacios topolégicos, A C X
conexo y f: X — Y funcién continua. Entonces f(A) es conexo.

Demostracion. Supongamos que f(A) es disconexo. Entonces existen con-
juntos abiertos £ y F' de Y tales que f(A) = EUF, con EN f(A) # @y
Fnf(A) #o.

Por continuidad de f, f~'(E) y f~'(F) son abiertos, ademds de que,
fYE)N f7Y(F) = @. De manera que A C f~1(f(A)) = fYE)U f7Y(F),
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es decir, f~}(E) y f~}(F) son una disconexién de A, pero esto es una con-
tradiccién, pues por hipétesis A es conexo. [

Proposicién 1.44. Sean (R, dysua) vy A C R cerrado, entonces las com-
ponentes de R\ A son un conjunto numerable.

Demostracion. Sean {C,, : a € T} las componentes de R\ A. Claramente R
es localmente conexo. Entonces por 1.42, cada C, es abierto de R. Como Q es
denso, existe r, € C, NQ para cada a € J. Definimos f : {C, : a € T} — Q,
dada por f(C,) = r4. Por construccién, f estd bien definida y es inyectiva.

De manera que |J| = [{C, : a € T} = |f{Cs : a € T})| y, como
f{Cy :a€T}) CQ, tenemos que J es numerable. [

Definicién 1.45. Decimos que un espacio métrico (X, d) es un continuo
si es compacto y conexo. Si el espacio (X, d) tiene mas de un punto, decimos
que es un continuo no degenerado.

Proposicién 1.46. Sean (X,d) un continuo no degenerado y U un
abierto de X no vacio. Entonces U tiene m&ds de un punto. Ademsds, si
p,q € U con p # q, existen V;,V, C U abiertos ajenos con p € Vi, q € Vs,
V; Vi C U, y didm(V;) < § para toda § > 0.

Demostracion. Supongamos que existe p € X y un U abierto tal que
U = {p}, como X es métrico entonces {p} es un conjunto cerrado. Por la
tanto U es abierto y cerrado de X. Lo que es una contradiccion, pues X es
conexo y tiene méds de un punto.

Para la segunda parte, sean p,q € U y 6 > 0, como U es abierto y X es
métrico, existen r; y ro > 0 tales que p € B(ry,p) C U,q € B(re,q) C Uy
B(r1,p) N B(rs,q) = @. Tomamos V = B(%2,p) N B(Z,p) y W = B(2,¢) N
B( g, q), y claramente estos V, W satisfacen nuestra afirmacién. O

Definicién 1.47. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que X es
uniformemente localmente arco-conexo (ULAC) si para cada € > 0 existe
d > 0 tal que si d(z, z) < 0 entonces existe un arco A que tiene como puntos
finales a ' y 2z y ademés el didmetro de A es menor que e.
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CAPITULO 2

El teorema de la funcién general
Y

una caracterizacion de Cantor



La existencia (o no existencia) de funciones continuas y suprayectivas, es
uno de los aspectos més importantes en la teorfa de los continuos. En este
capitulo expondremos condiciones suficientes para que exista una funcién
continua y suprayectiva entre dos espacios topolégicos compactos, el teorema
de la funcién general (2.14). Este teorema (2.14), asi como los dos lemas
previos a éste, son sencillos de demostrar, mostrandonos lo 1til y poderoso
que es. Asimismo, veremos varias de sus aplicaciones directas e indirectas, a
las que les dedicaremos todo el Capitulo 3.

El teorema 2.14 y la idea de varias aplicaciones se deben a M. K. Fort,

Jr, en su tnico escrito que trata sobre este tema One — to — one mappings
onto the Cantor set en el afio de 1956, véase [4].

1. Funciones semicontinuas superiormente y
el teorema de la funcién general

Definicién 2.1. Sean (X,I'1) y (Y, ') espacios topolégicos, p € X, U
abierto de Y y F' : X — 2¥ una funcién. Se dice que F es semicontinua
superiormente en p si F(p) C U, existe V abierto de X con p € V, tal que
F(x) CU para todo x € V.

Vi U

figura 1

Bajo las mismas hipétesis, decimos que una funcién F' es semicontinua
superiormente en X, si para todo elememto p € X, F' es semicontinua supe-
riormente en p. Como notacién de ahora en adelante, sélo nos referiremos a
este tipo de funciones como una funcién scs.



Existen muchos ejemplos de funciones scs, a continuacién daremos al-
gunos de ellos y sus propiedades.

Ejemplo 2.2. Sean X =Y =Ry I'y =Ty, =Ty, con I'; la topologia
inducida por la métrica d(x,y) = |v —y|. Sea F : X — 2¥ con F(z) =
[,z + 1], entonces F es scs.

Demostracion. Sean p € R y U un abierto de R tales que F(p) =
[p,p+1] C U. Por 1.22 y, dado que F(p) es compacto, d(F(p),R ~ U) > 0.
Sea § = w. Tomamos ¢ € Bs(p). Entonces F(q) = [q,q+ 1] C
[p—0,p+ (1 +9)]. Es claro que d([p — d,p + (1+6)],R\ U) > 0. Entonces
por 1.22, [¢,q+ 1N (R~ U) = 0 y, con esto, concluimos que F(q) C U para
todo ¢ € B(4,p).

Teorema 2.3. Sean (X,I') y (Y,7T) espacios topdlogicos y f : X —
Y una funcién suprayectiva tal que f~'(y) es cerrado para cada y € Y.
Definimos £ : Y — 2% como F(y) = f~1(y). Entonces F es scs si y sélo si f
es cerrada.

Demostracion. Una propiedad muy sencilla de ver y que utilizaremos es
que si f: X — Y es una funcién, entonces f~1(Y \ B) = X \ f~!(B) para
todo B CY.

Supongamos que F es scs. Sea B C X cerrado. Entonces f(B) es cerrado
siy sélosi Y\ f(B) es abierto. Seay € Y \ f(B). Aplicando f~!, f~!(y) C
Y\ f(B)) € X\ B. Por tanto F(y) C X \ B. Como F es scs, existe V
abierto tal que F(z) C X \ B para cada z € V, es decir, f~*(z) € X \ B. Por
lo tanto, y € V. C Y\ f(B).

Sea f funcién cerrada. Sean y € Y, U abierto de X, tales que F(y) C U.
Entonces X \U C X\ F(y). Aplicando f, f(X\U) C f(X\F(y)) =Y \{y}.
Como f es cerrada, f(X \U) es un cerrado de Y. Entonces y € Y\ f(X \U),
donde Y\ f(X \ U) es un abierto de Y. Comprobemos que éste es el abierto
que necesitamos. Sea z € Y\ f(X\U). Ademds, f~'(2) C f~HY\f(X\U)) C
X\U. O

Antes de continuar, recordemos la siguiente definicion.
Definicién 2.4. Sean (X,I') y {F; : i € I} una coleccién de conjuntos de
X. Definimos y denotamos al limte superior de estos conjuntos como sigue:



lim sup F; = {y € Y : para toda vecindad W de y, F; N W # & para una
infinidad de indices}

Teorema 2.5. Sean (X, d;), (Y, dy) espacios métricos con Y compacto y
p € X. Sea F : X — 2Y una funcién. Entonces F es scs en p si y sélo si
para toda (z;)$2, convergente a p, lim sup F'(z;) C F(p).

Demostracion. Sean una funcién scs F'y (z;);-, una sucesiéon de X, con-
vergentea p. Observemos que cada F'(z;) es un conjunto de Y. Sea y €lim
sup F'(z;). Se demostrard que y € F(p) y dado que F(p) es cerrado, y € F(p).

Sea € > 0. Por la propiedad arquimediana, existe N € N, tal que % < €.
Definimos U = {z € Y : d(z,q) < + para algin ¢ € F(p)}. Claramente U
es un abierto que contiene a F(p). Como F' es scs, existe una vecindad V/
de p tal que si z € V, F(z) C U. Por otra parte dado que z; converge a p,
existe M € N tal que x € V para k > M y por lo tanto, F(zy) C U para
k> M. Sea W = B(+,y). Como y €lim sup F(z;), W N F(z;) # @ para una
infinidad de indices. Tomemos x,,, con m > M tal que F(z,,) "W # &. Sea
¢ € F(z,,) NW. Ya que ¢ € F(z,,) con m > M, cample que F(z,,) C U.
Entonces de la definicién de U, existe ¢ € U tal que dy((,q) < % Como
C S VVa dQ(Cay) < % De manera que dQ(ya(J) < d2(y7C) +d2(C7Q) < % + % =
% < e con q € F(p). Puesto que la eleccién de e fue arbitraria, concluimos

que y € F(p), pero al ser F(p) un cerrado obtenemos lo que deseabamos.

Inversamente. Supongamos que F' no es scs en p. Entonces existen (x;)
una sucesién convergente a p y un abierto U de Y con F(p) C U, para los
cuales F'(z;) N (Y \ U) # @. Por hipétesis tendriamos que lim sup F'(z;) C
F(p). Tomemos una sucesion (y;)2, tal que y; € F(z;) N (Y \ U). Por 1.12,
existe una subsucesion (y;, )72, tal que y;, converge a y, para alginy € Y\ U,
ya que Y \ U es cerrado y la sucesién original estaba contenida en este
conjunto. Veamos ahora que y €lim sup F'(z;). Consideremos B(r,y) para
r > 0. Entonces existe N € N tal que y;, € B(r,y) si & > N. Por con-
struccion, y;, € F(z;, ). Asi pues, y;, € B(r,y) N F(z;,) si k > N, es decir,
B(r,y) N F(z;) # @ para una infinidad de indices. Por lo tanto, y €lim
sup F(z;) C F(p) C U. Luegoy € UN (Y \ U), lo que es imposible. [

0o
=1

Teorema 2.6. Sean (X,I") y (Y, T") espacios topolégicos con X compacto
y una funcién scs F : X — 2Y tal que F(z) es compacto para cada z € X.
Entonces U,e x F'(z) es compacto.



Demostracion. Sea C = {U, : o € I} cubierta abierta de U,exF(x).
Como F(x) es compacto para cada x € X, existen oy, @, ..., Gy € I tales

que F(z) c UM'U,,. Definimos W, = U'")U,,,. Entonces W, C Y es abierto
y F(z) C W,. Como F es scs, existe V. abierto tal que F'(z) C W, para cada
z € V. Sea {V, : x € X} la cubierta abierta formada por estos elementos.
Por hipétesis, existen z1, xa, ..., x, € X tales que X C U,V . Entonces:
Urex F(2)=F(X) C F(U™,V,,)=Um F(V,,) C Ul W, =um, U U,
de modo que encontramos una cubierta finita con elementos de la cubierta
original. [J

Teorema 2.7. Sean (X,I") y (Y, T) espacios topolégicos Hausdorff, con
X compacto y F : Y — 2%V la funcién definida por F(y) = {y} x X.
Entonces F' es scs, donde X X Y tiene la topologia producto.

Demostracion. Sea p € Y y un abierto U de Y x X tales que F(p) C U;
es decir, {p} x X C U. Para cada x € X, existen abiertos V, de X y W,
de Y, tales que (p,z) € V, x W, C U. Notemos que C' = {W, : z € X} es
una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen xq,xs,....,x, € X
tales que U W, = X. Definimos V' = N, V... Veamos que con este abierto
nuestra definicién se satisface. Sea (z,z) con z € V y x € X. Como los
W,, forman una cubierta abierya de X, x € W, para algin i € {1,2,...,n}.
Ademsds, z € V,, para el mismo indice que x. De manera que, (z,z) €
Vi, X W, C U por construccién. Entonces (z,x) € U para cada z € X,
por lo tanto {z} x X = Uzex(z,2) C U. Asi pues, F es scs. O

Teorema 2.8. Sean (X,T'), (Y, Y) espacios topoldgicos compactos Haus-
dorff. Entonces X X Y es compacto. Por lo tanto, el producto finito de
compactos es compacto.

Demostracion. Sea F : Y — 2%V la funcién dada por F(p) = {p} x X.
Entonces, por el teorema previo, F' es scs. También es claro que F(p) es
homeomorfo a X. De modo que, F(p) es compacto para cada p € Y. Por lo
tanto, de 2.6 tenemos que U,cy F(p) es compacto. Claramente U,cy F'(p) =
Y x X.

Para la segunda parte usamos inducciéon sobre el nimero de espacios
compactos. [l

Teorema 2.9(Heine-Borel). Sean un n fijo, R” con la métrica usual y
A un cerrado y acotado. Entonces A es compacto con la métrica usual.



Demostracion. Si A es acotado, ||x|| < M para algin M € N y para cada
x € A. Como |z;| < ||z|| < M parai € {1,2,...,n} donde z = (21, z3, ...x,).
Por tanto A C [-M,M]". Es bien conocido que [—M, M| es compacto,
con la métrica usual de R, de manera que aplicando 1.1 para [—M, M|"

y tomando en cuenta 2.8, entonces [—M, M]™ es compacto con la siguiente
|z %~y

métrica d(z,y) = Y ;_; “5 para & = (21,22, ...,2n) Y Y = (Y1, Y2, - Yn)-
Por otra parte d(z,y) < ||z — y|| < 2"d(z,y) para cualesquiera z,y € R", es
decir la métrica d y la usual de R™ inducen la misma topologia para R". Asi,
[—M, M]" es compacto con la métrica usual. De 1.11, obtenemos que A es
compacto. [

Cabe mencionar que el reciproco del teorema anterior también es cierto,
para una prueba véase [[3]|, Teorema 4.2, pdg. 233].

Teorema 2.10. Sean (X, d;) y (Y, dy) espacios métricos compactos, F :
X — 2Y una funcién y sea £ = {(z,y) € X xY :y € F(z)}. Entonces F es
scs siy sélo si £ es cerrado en X X Y.

Demostracion. Sea F' una funcién scs. Entonces £ es cerrado en X X Y si
y sélosi (X x Y)\ £ es abierto. Sea (z,y) € (X x Y)\ £, por la definicién de
F, y ¢ F(x). Como Y es regular, existen dos abiertos ajenos Vi, V5 tales que
y€eViy F(z) C Va. Como F scs, existe W abierto de X tal que F(z) C Vs
para cada z € W, entonces F'(z2) NV} = & para cada z € V;. Por lo tanto
(x,y) e W x V3 C X xY \ £con W x V; abierto.

Inversamente. Supongamos que F’ no es scs. Esto significa que existen
x € X y un abierto U de Y, con F(z) C U, tal que para cada n € N,
existe z, € X con d(zy, ) < =y F(z,) N (Y \ U) # @. Construyamos, con
estos elementos, las sucesiones (x,)2; v (y,)>2, tales que x,, converge a x
Y Yn € F(x,) N (Y \U). Como Y es un espacio métrico compacto, por 1.12,
existe subsucesion (yy, )7, de (y,),-, tal que y,, converge a y para alguna
y €Y. Como (y,)>, C (Y\U),y €Y ~\U. Dado que £ es cerrado entonces
y € F(z). De donde, y € F(z)N (Y \ U), pero F(x) C U. Por lo tanto, F es
scs. [

Lema 2.11. Sean (X, d) espacio métrico compacto con la propiedad del
punto fijoy € = {f : X — X : f es continua} con la métrica uniforme

p, p(f,9) = sup{d(f(z),g(z) : * € X} para f,g € € Para cada f € €,
definimos F(f) = {z € X : f(z) = z}. Entonces F : € — 2% es scs.



Demostracion. Sean f € € y un abierto U de € tal que F(f) C U. Sea
a =mf{d(f(z),z):x € X\ U}. Si a =0, tomamos (z,)3>, C X \ U tal que
d(f(2n), zn) converge a 0 si n crece. Por 1.12, existe (z,, ) convergente a z, para
algin z € X \ U. De la continuidad de f, f(z,,) converge a f(z) y, dado que
d(f(2n), zn) converge a 0 si n crece, entonces f(z) = z. Por lo tanto z € F(f);
pero esto contradice que z € X \ U. De modo que a > 0. Veamos ahora que
si h € B(5, f,€) entonces F'(h) C U. Sea y € X \ U. De la desigualdad del
tridngulo tenemos que d(y, h(y)) > d(y, f(y)) —d(f(y),h(y)) =2 a—5 =5 >
0.

Por lo tanto, F'(h) C X \ (X \ U) = U. Concluimos asi que F es scs. [

Observacién. Sean (X, d;) y (Y, ds) espacios métricos. Hemos definido
funciones F : Y — 2%, las cudles se hemos llamado funciones scs. Por
otro lado, 2% tiene la estructura de espacio métrico(1.17), entonces se podria
pensar que una funcién scs, podria ser una funcién continua. La caracteristica
de este lema es que nos permite diferenciar una funcién scs de una funcién
continua tomando a 2% como espacio métrico. Para fijar estas ideas, sea
X = [0,1] con la métrica usual. Este espacio tiene la propiedad del punto
fijo(véase [[2], Ejercicio 9.6.26, pag. 451]) por lo que podemos aplicar este
lema, de manera que F : € q] — 200:1] g gcs.

Para cada n € N, definimos f,, : X — X dada por:

r+1 si0<zr<1-1%
@)= " st <a <

La sucesion (f,)2; cumple que f, converge a Id con la métrica p si n
crece. Si F fuera continua, tomando a 2% como espacio métrico, se tendria
que F(f,) converge, con la métrica de Hausdorff, a Id. Pero F(f,) = {1}
para cada n y F(Id) = [0,1]. Lo que implicaria que, {1} converge, en la
meétrica de Hausdorff, a [0, 1], lo cual, obviamente, es imposible.

Lema 2.12. Sean (X,T';) y (Y,T'2) espacios topoldgicos. Supongamos
que Y es Hausdorff. Sea F' : X — 2¥ una funcién scs tal que F(z) = {y.}
para cada x € X. Entonces existe una funcién continua entre X y Y.

Demostracion. Sea f : X — Y definida de la siguiente manera: f(z) = y,
donde y, es precisamente el unico elemenrto de F'(X). Sean un abierto U de
Y y p € X tales que f(p) € U. Entonces, por la definicién de f, se sigue que
F(p) CU. Por ser F scs existe V abierto de X,con p € V, tal que F(z) CU



para cualquier z € V, es decir, existe V' abierto de X tal que {y,} C U para
cualquier x € V. Pero esta es la definicién de continuidad de f. [

Teorema 2.13. Sean (X, d;) y (Y, dy) espacios métricos y compactos.
Sean F, : X — 2Y funciones scs para cada n € N tales que F,,(x) C
F,(x) para cualquier z € X. Definimos G : X — Y como sigue: G(x) =
o, F,(z) entonces:

1) G esta bien definida y es scs.
2) SiY = UzexFy(x) para cada n € N entonces Y = U,exG(x).

Demostracion. 1) Como F,(z) es cerrado y no vacio para cualquier x € X
y para cada n € N, por 1.20, N, F,,(z) es cerrado y no vacio para cualquier
x € X. Es decir, G(x) estd bien definida. Sean p € X y U C Y abierto tales
que G(p) C U.

Como Y es compacto, por la definicién de G y ya que F,,;1(p) C F,(p) por
1.20, existe N € N tal que G(p) C Fy(p) C U. Por ser Fy scs, existe V abierto
de X, tal que Fy(z) C U para cualquier x € V. Como Fj1(p) C Fi(p) se
tiene que F(x) C U para cualquier x € V), y para cada k > N. Por otro lado,
N>nFr(x) € Fy(x) CU y MisyFr(z) = N2, Fy(x) = G(z) para cualquier
x € V. Por lo tanto, V' es un abierto de X tal que G(x) € U para cualquier
x € V). es decir, G es scs.

2) Supongamos que Y = U, x F},(x) para cadan € N. Basta con demostrar
que Y C U,exG(z).

Sean ¢ € Y y n € N fijos. Como Y = U,cx F,(x), existe x,, € X tal que
q € F,(x,). Sea (x,)2, la sucesién formada por estos elementos. Como X
es compacto, existen (z,, )7, C (z,)22, y p € X tal que {x,, } converge a p.

Afirmacion. ¢ € G(p).

Supongamos que ¢ ¢ G(p). Sea U = Y\ {¢}. Entonces U es un abierto
de Y tal que G(p) C U. Por ser Y compacto y por definicién de G y por 1.20,
existe N € N tal que G(p) C Fy(p) C U. Dado que Fy es scs existe V' abierto
de X tal que Fy(x) C U para cualquier z € V. Por otra parte, se tiene que
{xn,} converge a p. Entonces existe N'€ N tal que N> N y z,, €V, para
cada k > N’ en consecuencia Fy(z,,) C U para toda k > N"> N. Lo que
implica que, por hipétesis, F),, (z,,) C U. Pero ¢ € F,, (z,, ). Entonces ¢ € U,
lo cuél es una contradiccién. Por lo tanto, Y = U,exG(z). O



Teorema 2.14 (Teorema de la funcién general)

Sean (X, dy) y (Y, d2) espacios métricos compactos y { F}, },en una familia
de funciones que cumplen las siguientes condiciones:

1) F, : X — 2Y es scs para cada n € N;

2) F,11(z) C F,(z) para cualquier = € X;

3) Y = Uzex Fy(x) para cada n € N;

4) didm[F,,(z)] converge a 0 si n crece, para cualquier x € X

Entonces existe una funcién continua y suprayectiva entre X y Y.

Demostracion. Por 1.20, N> F,(x) # & para cualquier z € X. Sean
p,q € NS, F,(z). Entonces ds(p,q) <didm[F, (x)] para cada n € N. Por 4)
se obtiene que dy(p,q) = 0 y como dy es una métrica, p = ¢. Por lo tanto
N>, F,(x) = {p,} para cualquier = € X.

Por 2.13, sabemos que para G(z) = N, F,(z) es una funcién scs. Asi
pues G (z) = {p,}. Por 2.12 aplicado a G, existe una funcién continua.

Por 2.13, se tiene que Y = U,exG(z). De modo que la funcién que nos
garantiza 2.12 también es suprayectiva. [J

2. FEl conjunto ternario de Cantor

Definicién 2.15. Se dice que un espacio topolégico S es perfecto, si es
cerrado y todos sus puntos son puntos de acumulacién.

Definicién 2.16. Sea S un espacio topolégico, se dice que S es totalmente
disconezo, si los inicos subconjuntos conexos de S son puntos. En particular,
cada componente estd formada por un punto.

El conjunto de Cantor se construye como sigue: C = NX,C;;
donde Cy = [0,1], C; = [0,1] \ (%, %) ,..., y donde cada C; se obtiene recur-
sivamente de C;_; al quitar la tercera parte central abierta de cada una de

las componentes que tiene C;_;.

Algunas de las propiedades del conjunto de Cantor se prueban en el sigui-
ente teorema.

Teorema 2.17. El conjunto ternario de Cantor C, cumple:

1) C es un espacio métrico;



2) C es compacto;
3) C es perfecto;
4) C es totalmente disconexo;

Demostracion. 1) Como C es subespacio de R, C es métrico.

2) Sabemos que [0, 1] compacto con la métrica usual. Dado que C C [0, 1]
y es cerrado pues por construccién es la interseccién de cerrados. Entonces
C es compacto con la métrica inducida por la usual.

3) Sea x € C. Entonces z € Cy. Tomamos 2y = 0 o 1, (para cualquiera
de los dos casos xg € C) de modo que x # xg, por lo que |xr — zg| < 1.
También sabemos que z € (. Entonces x esta en alguno de los intervalos
que componen a C y cuya longitud es menor igual a %, es decir, z € [0, %] o
2,1]. Sin pérdida de generalidad, supongamos que z € [0, 3]. Elegimos 1 = 0
0 % (para cualquier caso x1 € C) de modo que = # x;. Entonces |z — 1| < %
Aplicando el mismo procedimiento con x € (5. Encontramos x5, de manera
que x # 3 y que [z—x5| < g5. Siguiendo este camino, generamos (24)72, C C
tal que |z — x| < 3% Por lo tanto, x es un punto de acumulacién de C y
como la eleccién de x fue arbitraria, concluimos que C es perfecto.

4) Para demostrar este inciso, veamos que C, no puede contener intervalos
con mas de un punto. Sean z,z € C y x # z, encontremos k € N tal que
0< 3% < |z — z|. Recordando la construccién de C, vemos que la longitud
de las componentes de C; es de 3—1, Si tomamos ¢ = k, entonces = y z, estan
necesariamente en distintas componentes. Por lo que existe y € [0,1] \ C tal
que y € (x,2) o (z,x), segun sea el caso. Por lo tanto C no puede contener
intervalos.

Como todos los conexos con mds de un punto de R son intervalos(véase[[2],
Teorema 6.1.5, pag. 248]), vemos que los tnicos conexos de C, ya que C
no contiene intervalos abiertos, son puntos. Por lo tanto, C es totalmente
disconexo. [

Cabe mencionar, para nuestro propdsito, que el conjunto de Cantor tiene,
ademds, otra propiedad. Las componentes de [0, 1]\ C} es 1, las de [0, 1]\ C5 es
3, v asi sucesivamente. Es decir, el nimero de componentes de [0, 1]\ C; crece
hacia infinito conforme i también lo hace.

Esta es una propiedad que nos seréd ttil para el siguiente lema.

Lema 2.18. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces se cumplen los
siguientes enunciados:
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1) Dadon > 1, C = U, D; donde cada D; es un conjunto compacto, no
vacio y ademds D; N D; = () si i # j.

2) Para cada D;, del inciso anterior y m > 1, D; = U}, D, donde cada
D; . es un conjunto compacto, no vacio y ademas D;, N D; ; =0 si j # k.

Demostracion. 1) Sea n > 1y { suficientemente grande de tal manera
que el mimero de componentes de [0,1] \ Cy) sea mayor que n, esta ¢ existe
por la observacion previa. Tomamos 0 =1y <t <ty <..<t, 1 <t,=1
tales que cada t;, con 1 <17 < n — 1, pertenece a una y sélo una componente
de [0,1] \ Cy. Definimos D; = [t;_1,t;] N C para 1 <i < n. Dado D; es un
conjunto cerrado y C es compacto, se tiene que D; es compacto. Claramente,
D; es diferente del vacio pues t; < t;11 y cada t; estd en una séla componente
para de [0,1] \ Cy paracada 1 <i<n — 1.

También, U?:lDi = U?:l([tiflati] N C) = < ?:1 [tl 1, ])ﬂC [O, 1]ﬂC =
C. El hecho de que D; N D; = () si i # j se sigue de la construccién de los ¢;.

2) Sean m > 1y D; como se defini6é en 1); es decir, D;=[t;_1,t;] N C
con t;_1 < t; y en distintas componentes de [0, 1] \ C; para la ¢ como en 1).
Esto nos dice que existe, al menos, un intervalo de la forma [k3e1, 35} para
algin 0 < k < 3/ tal que t;_4 < % < % < t;. Retomando la definicién del
conjunto de Cantor, le quitamos un tercio central a este intervalo y a los que
van quedando etcétera, de tal manera hasta que el nimero de componentes
de [ Bl 3Z} \ C,/sea mayor que m, donde C es un paso recursivo de [ks_el, 3%]
y, asi, entonces poder tomar 50 3 L < 51 <82 < ... < Syl < Sy = 37 €N
distintas componentes de [ 5 34] \ Cy.

Observemos que s; gé C para 1 < i < m — 1. Definimos t, = #;_1,
1= 81,0, b1 = Sm1, tm = ti yD;; = [7/1, ;] N C para tener con estos
conjuntos que

m D= U ([t 5] N C) = (U™, [t;-1,4,]))NC = [ti_1,,] N C =D;.

7j=1
Aligual queen 1) D; ;N D, ; = () por la construccién de los s;. O

Proposicion 2.19. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces los conjuntos
D; de 2.18 son abiertos en C.

Demostracion. Sea n > 1, por 2.18, C = U ; D;. Retomando la prueba

de 2.18. Sabemos por construccién que t; ¢ C para i € {1,2,....,n — 1}.
Entonces, D; = [t;_1,t;] N C pero (t;—1,t;) N C =[t;_1,t;] N C puesto que
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t; ¢ C para 2 <17 <n—1.Por tanto, D; es abierto en C para2 < i <n—1.
Por lo que sélo basta verificar los casos i =1 e i = n.

Para i = 1, tg = 0 € C. Entonces, D; = [to,t1] N C, pero [tg, 1) N C =
[to,t1] N C, ya que t; ¢ C. Es decir D; es abierto en C.

Para i = n, t, =1 € C. Entonces, D,, = [t,_1,t,] N C, pero (t,_1,t,] N
C =[t,_1,t,)] N C, ya que t,,_; ¢ C. Entonces D,, es abierto en C.

Aplicando un razonamiento parecido, podemos verificar que los D; ; tam-
bién tienen la propiedad de ser abiertos en C. [J

Una de las principales aplicaciones que tiene el teorema de la funcién gen-
eral es el siguiente teorema, demostrado por primera vez por Hausdorff(véase
[8]) v Alexandrov(véase [1]), ambos lo demostraron separadamente en el
mismo ano, en 1927, que nos permitird tener varios resultados interesantes,
como el de caracterizar al conjunto de Cantor y que veremos mas adelante.

Teorema 2.20. Sea (Y, d) un espacio métrico y compacto. Entonces Y
es la imagen continua del conjunto de Cantor.

Demostracion. Sea €; = % Tomamos en Y la cubierta abierta & =
{B(e1,y) :y € Y}. Como Y es compacto, existe {y1,92,...,4n} C Y tal
que Y = U ,B(€,y;). Definimos, para nuestro propdsito, los siguientes
conjuntos, A; = B(e,y;) para 1 < i < n. Ya que B(ey,y;) C A; para cada
1 <17 < n, sesigue que Y = U ; A;. Ademas, cada A; cumple:

1) A; es compacto. Por ser un cerrado contenido en el compacto Y.
2) diam[A;] <1 con 1 < i < n. Por construccién.

Por 2.18, existen Dy, D, ..., D,, C C compactos ajenos dos a dos y con la
propiedad de que C = U}, D,.

Sea Fy : C — 2Y dada por Fi(t) = A; si t € D;. Entonces:

3) F estd bien definida y es scs. Primero, verifiquemos que Fj estd bien
definida. Esto se sigue de que D;ND; =@ coni # j. Seant € CyU CY
abierto tales que F(t) C U. Supongamos que t € D; para alguna 1 <1i <n.
Por 2.19, sabemos que D; es también un abierto de C. Este es precisamente,
el abierto que hace que F(z) C U para cualquier x € D;, pues la definicién
de F} asi lo hace ver.

4) Y = UiecFi(t). Sabemos que Y = U | A;, pero cada A; = Fi(t;) para
algin t; € D; y, ademds, U Fi(t;) C UecFi(t). Entonces Y C UiecFi(t).
La otra contencién es obvia.

12



Sean e, = 1 v S; = {B(e2,y) : y € A;}. Observemos que es una cubierta
abierta de A;. Por ser A; un compacto, existe {y;1,%iz2, ..., Yim@)} C A; tal

que A; C U;n(i)B(EQ, Yik)-

Para 1 < k < m(i), definimos A; , = B(€z, ¥ix) N A;. Demostraremos que
estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:

5) A, es compacto. Se sigue pues cada A; es un compacto.
6) A; = UZL:(ZI)AM. Dado que A; C U;":(ll)B(ez, Yix). Entonces

A = A; 0 (U Blea, yin) = Ui (Ai 0 Bea, i) ©
UZL:(?(Ai N B(e, yik)) = UZL:(?Ai,k C A

7) digm[A; ;] < 3. Se cumple trivialmente. Este mismo proceso lo podemos
hacer para toda 1 <1 < n.

Por 2.18, existen conjuntos compactos y ajenos dos a dos D; 1, D; 2, ..., Di i),
tales que D; = UZL:(?DM.

Sea Fy : C — 2Y definida de la siguiente manera: Fy(t) = A sit € D .
Entonces:

8) F; es scs. Siguiendo la misma idea que con Fi, podemos ver que Fj
estd bien definida y es scs.

9) Fy(t) C Fi(t) para cualquier t € C. Sea t € C. Entonces t € D; para
un unico ¢ € {1,2,...,n}. Por lo que Fi(t) = A;. Como D; = UZ;(?DM, existe
un unico j € {1,2,...,m(i)} tal que t € D, ;. Entonces Fy(t) = A, ; pero,
obviamente, A; ; C A;. Por lo tanto, Fy(t) C Fi(t).

10) Y = Uiec Fa(t). Sabemos que

Y = U Ay = Uy (U Ay ) = Uy (URY Fa (i) = Ui Fa(@ig)
con z;; € D;j, ya que por 2.17, C es perfecto, de modo que siempre es
posible encontrar los x; i, es decir, C es al menos numerable, de hecho C es no
numerable (Capitulo 3, Aplicacién 8). Por otro lado U; , Fy(z; k) C UrecFa(t).
Lo que implica que Y C UjecFa(t). La otra contencién es inmediata.

Siguiendo este mismo proceso con A, y notando que, también podemos

iterar 2.18, encontramos una sucesién de funciones {Fn :C—2"neN } que
cumplen:

11) F,, es scs para cada n € N;
12) F,41(t) C F,(t) para cualquier n € N.;
13) Y = UiecFiu(t) para cada n € N;
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14) didm[F,,(t)] < 5= se aproxima a 0 si n crece;

Y éstas las hipétesis del teorema de la funcién general(2.14). Es decir,
existe una funcién f : C —Y continua y suprayectiva. [

Corolario 2.21. Sea (Y,I') un espacio topolégico Hausdorff. Entonces
Y es un espacio métrico y compacto si y sélo si Y es la imagen continua
del conjunto de Cantor. Ademds, todo espacio métrico compacto (Z,d) es
homeomorfo a una descomposicién scs del conjunto de Cantor.

Demostracion. Supongamos que Y es un espacio métrico y compacto. Por
2.20, obtenemos lo deseado. Inversamente, por 1.13, Y es compacto y por
1.30, Y es métrico.

Para la segunda parte, por 2.20 existe una continua y suprayectiva h :
C — Z. Por 1.33, Z es homeomorfo a ®;, donde D), = {h7'(2) : 2z € Z} y
®}, es una descomposicién scs. [

Aplicaciones de este teorema nos permiten extender a f : C — Y a todo
el intervalo [0, 1] de manera continua. Ejemplos de este tipo los trataremos
en el capitulo siguiente.

3. Caracterizacién del conjunto de Cantor

El Teorema 2.20 nos permite ver a todo espacio métrico y compacto como
la imagen continua del conjunto de Cantor. A partir de este resultado, po-
dremos caracterizar a los conjuntos que son homeomorfos al conjunto de Can-
tor. Para esto necesitaremos de un teorema, un lema y de un refinamiento
de 2.18.

Definicién 2.22. Sea (Y, d) un espacio métrico y compacto. Se dice que
Y es un conjunto de Cantor si existe un homeomorfismo entre Y y C.

Lema 2.23. Sea Y un espacio métrico compacto y totalmente disconexo.
Entonces para cada ¢ > 0, Y se puede ver como la unién finita de con-
juntos Ky, K, ..., K,, C Y cerrados no vacios, ajenos dos a dos y tales que
didm(K;) < € para cada i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Demostremos primero que para toda y € Y y toda € > 0,
existe un abierto y cerrado M (y) tal que y € M(y) y didm(M (y)) < €. Sean
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y€Y ye>0.SeaU = B(5,y). Tomemos A = {y} y B =Y \ U, notemos
que A y B son cerrados y ajenos. Por 1.40, entonces existen X, Xy C Y
cerrados ajenos tales que ¥ = X; U Xy con {y} € X; y Y NU C X,
Tomando M(y) = X, es claro que X3 = Y N X, C Y N (Y NU) = U.
Entonces didm(X;) < e. Ademds, es claro que X; es un abierto de Y.

Tomemos, para Y, la cubierta formada por los M (y) con y € Y. Como Y
es compacto, existe {y1,ys,...,yn} C Y de tal manera que Y = U, M (y;).
Como estos M (y;) pudieran no ser ajenos hacemos lo siguiente.

Sean Ly = M(y,), y para2 < i < k, L; = M (y;) \ U, M (y;,). Como cada
M (y;) es abierto y cerrado, podemos ver que cada L; es también abierto y
cerrado. Descartando los L; vacios, y redefiniéndolos como K, obtenemos lo
deseado. [

Lema 2.24. Sean C es conjunto de Cantor y Dy, D, ..., D,, los conjuntos
obtenidos en 2.18. Sea m > 2 un entero dado. Entonces para 1 < i < n fijo,
D; se puede expresar como la unién de m conjuntos D; ; no vacios, cerrados,
ajenos dos a dos y tales que didm(D; ;) < %diém(Di) para cada 1 < j < m.

Demostracion. Fijamos 1 < ¢ < n. Sean g =min(D;) y { =méx(D;).
Como D; es un subconjunto cerrado de C, tiene méximo y minimo. Entonces
didm(D;) = |g — ¢|. Més ain g,¢ € C, por definicién de D; y dado que C
no tiene puntos aislados(2.17). Tomando en cuenta estas observaciones y
recordando que C es totalmente disconexo (2.17), podemos encontrar t; ¢ C
tal que %g + %E <t < %6 + %g. Para entender un poco més la eleccién de
esta t1, se da la siguiente figura:

| ! mide £ 2,33 g B

C2LIIE ARSI
T, 4,
¥ l

bl

|
|
T2 3 I CLFIIE
figura 2

Si m = 2, definimos D, = [g,t1] N D; y D;2 = [t1,¢] N D;, y éstos son
los conjuntos que necesitamos. Supongamos que m > 3. Por construccion,
sabemos que ¢ > 0y ¢ € D;. Como D, es abierto de C y C es perfecto,
podemos tomar puntos s; < £ con s; € C tales que 1] < 51 < s < ... <
Sm—1 < {. Por (2.17), C no contiene intervalos abiertos, entonces podemos
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encontrar t; ¢ C tales que s;_1 < t; < s; con 2 < i < m — 1. De esta forma,
tenemos una sucesion finita de puntos tg,t1, ..., t,, tales que

lo=g<ti<s1<ta<s9<..<tp1<Sn1<l=ty

Definiendo D, ; = [t;_1,t;] N D;, para cada 1 < j < m,se cumplen los
siguientes enunciados:

1) D; = UjL, D;. Esto se debe a que
D= U [t 4] N Dy = Dy N[ UL [0, 8] | = Din (g, £ = D;
2) D;;NC # 0. Yaque s; € D;; N C,y por construccion.

3) D;; son abiertos en C para cada j € {1,....,m}. Si2 < j < m —
1, [tj—htj] NnC= (tj—latj) NnC Ya que tj—lyti ¢ C. Slj =1 (resp. j = m),
[to.t1) (resp. (tm—1,t]) es un abierto de C. Entonces [to,t1) N D; = D;;
(resp. (tm—1,tm) N D; = D; ) ya que ty,t,—1 ¢ C. Por tanto el enunciado se
cumple.

4) didm(D; ;) < [t; — €| < 3|0 — g| =didm(D;) para cada 1 < j < m. Por
construccion de los D; ;, sabemos que didm(D; ;) < |t; —¢|. Y por la eleccién
de ty, también |t; — (] < 2|¢ — g|. Pero |¢ — g| =didm(D;). De manera que
obtenemos lo que deseabamos. [

Ahora, caractericemos al conjunto de Cantor.

Teorema 2.25. Sea (Y,T') un espacio topolégico Hausdorff. Entonces
Y es un Cantor si y sélo si Y es métrico, compacto, perfecto y totalmente
disconexo.

Demostracion. Supongamos que Y es métrico compacto, perfecto y to-
talmente disconexo. Sea ¢ = 1. Por 2.23, existen subconjuntos K1, Ko, ..., K,
de Y que son no vacios, cerrados, ajenos dos a dos, con didmetro menor que
€ y que cubren a Y. Sean Dy, D», ..., D,, los subconjuntos obtenidos de 2.18.

Definimos F; : C — 2¥ como F(t) = K; si t € D;, aplicando un razon-
amiento parecido al de 2.20, podemos ver que F} estd bien definida, es scs,
Y = UecFi(t) y didm(Fi(t)) < 1.

Fijamos 1 < ¢ < n. Como los K; son un numero finito de cerrados
ajenos dos a dos, también son abiertos de Y. Como Y es perfecto, entonces
didm(K;) > 0, es decir, cada K; tiene mas de un punto.

Sea ¢, = %diém(Ki). Como K; es compacto y totalmente disconexo,
podemos aplicar 2.23, para escribir a K; como la unién finita de conjuntos
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Ki1, Ki, ..., Kjmn) los cudles son no vacios, cerrados, ajenos dos a dos y con
didmetro menor que ¢;. Es necesario observar que m(i) > 2, pues no podemos
cubrir a K; con sélo un conjunto cuyo didmetro es estrictamente menor al de
K;. Entonces a partir de este m(i), por 2.24, encontremos los subconjuntos
D1, D;g, ... Di iy de D;, los cudles son no vacios, ajenos dos a dos, abiertos
y cerrados tales que didgm(D; ;) < 2didm(D;), para cada 1 < j < m(i).

Definamos F : C — 2¥ como Fy(t) = K;; si t € D;;. Aplicando un
razonamiento parecido a 2.20, podemos ver que Fj es scs, Y = UiecFi(t), v
F5(t) C Fi(t). Ademss, didm(K; ;) es menor a ¢; cuyo valor es de 1didm(K;).
Continuando con este proceso y notando que se pueden aplicar el mismo ra-
zonamiento que en 2.24 a cada subconjunto D; ;. Encontramos una familia de
funciones {F,, : n € N} que cumplen todas las condiciones de 2.14. Por lo que
podemos garantizar la existencia de una funcién f continua y suprayectiva
entre Cy Y.

Lo verdaderamente importante en cémo se construyé esta funcion, es que
podemos asegurar que f es inyectiva. Sean s,t € C, con s # t. Entonces
encontramos k € N tal que 0 < (2/3)*! < |s — t|. Retomando nuestra
construccién de la f, sea Fj. Para definir a esta funciéon Fj encontramos,
Ey\ B, ...,E, C C, tales que E; = D;;, 4, .i._,; € decir, E; resulté de la
aplicacion de k veces 2.24. Entonces:

dlé,m(Ez) :diém(Di’il’i2w.’ik71> < (%)diém(Di,il,ig,“.,ik,Q) <

(%)Qdiém<Di7il71'27.“’2'1673) < ... < (%)k_ldlém<Dz)

De manera que didm(E;) < (3)*7!, para 1 < i < ¢. Esto nos lleva a
que s y t estdn en distintas E; y E;. Por lo que, Fy(t) # Fi(s), pues la
funcién Fj, manda conjuntos ajenos en conjuntos ajenos y, como f(t) € Fy(t)
y f(s) € Fi(s), entonces f es inyectiva. Por lo tanto f es biyectiva. Por 1.13,
f es un homeomorfismo.

Inversamente. Sea I’ : C — Y un homeomorfismo. Por 1.25, Y es métrico
y compacto. Ademds Y es totalmente disconexo y perfecto, pues F' manda
conexos en conexos (1.43) y por la continuidad de F' y la de F'~!, la imagen
y preimagen de un punto limite es un punto limite. [J

Por lo tanto, hemos caracterizado a los inicos conjuntos que pueden ser
homeomorfos a conjunto Cantor.
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CAPITULO 3

Aplicaciones



Las siguientes aplicaciones, directas e indirectas, del teorema de la funcién
general(2.14) son soluciones a los problemas planteados en [[12],pdgs. 112-
114]. Para un producto de espacios métricos, al espacio producto le estaremos
asociando la topologia dada en 1.1.

3.1. Compactaciones. Sea (M,I") un espacio topolégico discreto nu-
merable. Sean (Z1,d;), (Zs,ds) espacios métricos y compactos que son com-
pactaciones de M. Supongamos que Z; \ M; y Z5 \ My son homeomorfos
al conjunto de Cantor C, donde M; y M, son las copias topolégicas de M
contenidas en Z; y Zs respectivamente. Entonces Z; es homeomorfo a Zs.

Demostracion. Denotemos a = Z;\ M, parai € {1,2}. Sea H; : C — a
un homeomorfismo para i € {1,2}. Definimos A; = H;(CNC})y Ay =
H,(CNC7), donde C} y C? son las componentes de C; y donde C; es el
primer paso de la construccién de C.

figura 3a)

Como H; es un homeomorfismo, entonces A; y A, son cerrados ajenos,
por 1.11. Entonces A; y Az son compactos, de donde, dy(A;, Ay) > 0. Asi
pues, sean:

Av=A{y € Z; : di(y, Ay) < %dl(Al,A2>}

Ay={y € Zy:di(y,As) < %d1(A1,A2)}-
Entonces:

1) A/ es un abierto y cerrado para i € {1,2}. Es claro que cada A; es
cerrado. Ademas, Ay = Z; \ (A2°U My), donde M;" C M;. Como M; es
discreto, M7 es cerrado y, por lo tanto, A;"también es abierto. De la misma
manera, podemos ver que Ay tiene la propiedad de ser abierto y cerrado.



2) A; C A/ parai € {1,2}. Por Construccién.
3) A1’'N Ay'= (). Por construccion.

4) |71\ (AU A9)| < oo. Por construccion |Z; \ (AU A9)| € M. Por
1), |71\ (AU A9)| es cerrado y dado que Z; es compacto |Z; \ (A;'U A)|
no puede ser numerable, de otro modo M; tendria un punto de acumulacion,
pero M es discreto. Es decir, |Z; \ (A1°U Ay)| < oco. Aplicando el mismo
proceso para Z, con Hs, obtenemos dos conjuntos B y By con las mismas
propiedades que los A;.

Sabemos entonces que Z; \ (41U Ay) y Z \ (By’U By) son finitos. Para
nuestro propésito, necesitamos que ambos conjuntos tengan las misma cardi-
nalidad. Como esto pudiera no suceder, hagamos lo siguiente. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que n = |Z; \ (AT U AY)| y m = |Z2 \ (ByU
By)| con m > n. Dado que M; es un discreto, numerable y denso en Z7,
tomemos {1, T, ..., Tm_n} C My N Ay elementos distintos dos a dos. Luego,
A\ {x1, 22, ..., &y} es un abierto y cerrado pues {z1,xa, ..., T;y_p} €8 un
conjunto abierto y cerrado.

Definimos A1 = A\ {z1, 22, .., Tmn}, ¥ ;1; = Ay, para tener que Z; =
A U AU {uz}Z L donde u; € 7\ (AU AY) parai € {1,2,....,n} y Ujrn = ;
parai € {1,2,...,m—n}. Es decir, {u;}"; = {x1, 22, ..., tpm_n UZ1 \ (A UAY).
Ademés, por construccion, Ay, A, y {u;}7, siguen siendo abiertos y cerrados
y ajenos, puesto solo se modificé Ay'y {1, x2, ..., T;n_n } €S un conjunto abierto
y cerrado que no estaba en As’

Definimos Bl By, B2 By'y, para asi, tener que Zy = Bl U /35; U{z}m,
donde B, = By, By = By y{zi}tt, = Zy \ (B'U By).
{z:}, sit=uy
Definimos Fy : Z; — 222 como: F) (t) = E, site 24:;
E;, site :4;;
Entonces F) es scs, puesto que Al, Ag,{u,} ", son abiertos y cerrados de
Z1 y, claramente Zy = Uyez, Fi(t) por la definicién de Fj.

Por otro lado, sean, z,y € A;. Entonces di(z,y) < dy(z,a) + di(a,b) +
di(b,y), donde a,b € A; son tales que dy(z,a) = di(z,A;) vy di(y,b) =
dl(y,@; estos elementos existen por la compacidad de A;. Por lo que,
didm(A;) < 2d;(Ay, Ay)+didm(A;); asimismo dlam( 1) < 2da(By, By)+didm(B)
para i € {1,2}.



Sean A171 = Hl(C N C%),ALQ = Hl(C N C%), A271 = Hl(C M C%),AZQ =
H,(C N C3), donde Cj es la i—ésima componente de Cy y Cs es el segundo
paso en la construccién de C.

H, A /Al’:
C: C: ﬁlf\\ v
figura 3b)

Como H; es un homeomorfismo, Ay ; y A;, son cerrados, Ay; N A;; = O si
k #] 01 7é S, Ai,j C Az y por 133, dl(Al,lu ALQ) > 0. Definimos:

A y={ye 2{1 cdi(y, Arp) < %d1(z41,1,141,2)};
A s={y e ;4: tdi(y, A1) <
Ayy={y € Z; cdi(y, Agq) <

Ay ={y € ;1; s di(y, Agp) <

di(Ai1, A12)},
di(Asz1,As2)},
di(Asz1, As2)}

Wl Wl W=

Entonces:

5) A; j es abierto y cerrado para i, j € {1,2}. Es claro que A; ; es cerrado,
ademds Ay "= Z; \ (A11 U Ay U My), donde My"C M;. Por lo tanto, A;; es

abierto, pues A; 1 UAsUM es cerrado. Asfmismo, podemos ver que A; o, As 1’
y Ay son abiertos.

6) A; ;' C A; para i,j € {1,2}. Por construccién.
) A iNA =@ sii# s o0 j#t Por construccion.
8) |/AVZ\ (Ai1"U A;2)| < oo para i € {1,2}. Se procede igual que con 4).

Aplicando argumentos parecidos a los que hicimos con :4:, :4\;, tenemos
que didm(A; ;) < 2dy(A; 1, Aig)+didm(A; ;) para i € {1,2}.

Nuevamente, aplicamos argumentos parecidos con Hs para /Bvl y /B;, para
obtener conjuntos B; 1B 9, B2 1"y B9 tales que:

9) B, ; es abierto y cerrado para i, j € {1,2};
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10) B;j C B; para i,j € {1,2};

11) B, jN Bs/=@ con j #t 01 # s;

12) |Bl \ (Bl,l/U BLQ))‘ < 0Q;

13) dlém(Bl’])) S %dg(B@l, Bz’2>+d12’lm(Bz,J) para 1€ {]., 2}

Si seguimos el mismo camino que con Z; \ (A17'U A2) y Z> \ (By'U By),
podemos suponer, ademds, que |A; \ (A;1'U A;9)| = |B1\ (Bi1'U By2)| =p
y |A2 \ (A2’1/U AQ’Q))’ = |BQ \ (Bg,l/u Bg7g)| =4dq. Por lo tanto:

Ay = A1 yU AU {ug;}0y, donde {uy i}l = Ap \ (A1 1'U Ay 5);
Ay = Az U A2’V {usg,;}L, donde {us;}_, = A \ (411U Ay 9);
By = B1yU B12'U {z1,:}0.,, donde {21}/, = B1 \ (B1s'U By2);
By = Byy’U Byy'U {25, }0_,, donde {2}, = By \ (Bay'U Ba).

Fl(t)7 SltEZl\(A1UA2)7
Sea [y : Z; — 2% dada por: Fy(t) =< {zi;}, sit=u;
Bij, site A
Podemos observar que F; es scs pues Aj 1, A1 9, Aa iAo o, {ur i by y {uei iy
son abiertos y cerrados de Z;. Ademds, Zs = Uicz, Fo(t) y Fa(t) C Fi(t), por
construccién.

Asi, encontramos una familia de funciones {F,, : n € N} tales que
cumplen las condiciones las tres primeras hipétesis de 2.14. Como diam(C N
C’) converge a 0 si n crece, H; es cerrada e inyectiva para i € {1,2} y por
1.21, didm(H,;(C N CY)) converge a 0, de manera que didm(F,(t)) converge
a 0 si n crece, para ¢ € {1,2}. Dado que los conjuntos abiertos y cerrados
que usamos para definir a F,, (por ejemplo Bj 1, By 9Bo1Bso para Fy) su
didmetro tiende a 0 cuando n crece, aseguramos la existencia de f : Z; — Z3
una funcién continua y suprayectiva. Observemos que el didmetro de los
conjuntos que se usan para definir a cada F), en el dominio(por ejemplo
Ay 1, A12) As"As o para Fy) también convergen a 0. Por lo que, la funcién
que nos aegura 2.14 , ademds de ser suprayectiva, es inyectiva. Por 1.13,
concluimos que f es un homeomorfismo. [J

En el siguiente ejercicio, hacemos la prueba de 2.20 en un producto nu-
merable de espacios compactos y métricos, para ver que el espacio producto
es, también, un espacio métrico y compacto.

3.2. Producto de Compactos. Sea {(X,,d,) : n € N} una familia de
espacios métricos compactos tales que para cada x,,, y, € X, d, (Tn,yn) < 1.



Entonces X = II7°, X, es compacto.

Demostracion. Lo que trataremos de hacer es construir una funcién G
scs del conjunto de Cantor C en 2%, de tal manera que |G(t)] = 1 para
todo elemento t € C y UiecG(t) = X, para luego usar 2.12. Durante la

demostracion, usaremos la igualdad >~ , an 2LM para todo M € N.

Sea €; = 5 Como X; es compacto, existen conjuntos cerrados, no vacios
AW AP A(1 ) que cubren a X, tales que dism(AV) < s. Por 218 y
2.19, existen conjuntos abiertos y cerrados, no vacios y ajenos dos a dos
Dy, Dy, ..., D,y que cubren a C.

Definimos F; : C — 2% como:

Fi(t) =AY x 12, X,, site D

[ estd bien definida pues los D son no vacios y ajenos dos a dos. Veamos
que I} cumple:

1) F} es scs. Sean t € C y U abierto de X, con Fi(t) C U. Sit € C,
existe un unico Dy tal que ¢ € Dy. Entonces, por definicién, Fi(z) = Fi(t)
para cada z € Dy. De manera que F(z) C U para cada z € Dy y, como Dj,
es un abierto se satisface la definicién de scs.

2) UiecFi(t) = X. Sea z = (x;)2, € X. Entonces x; € X. Como los
Agl) forman una cubierta de X, existe Ag-l) tal que z, € Ag-l) . Entonces, para
te Dy, Fi(t)= AV x I2,X, y z € AV x 112, X,

3) dism(Fi(t)) < 1. Por 1.3, T'p = I, donde D(z,y) = S, dnlonn)

n=1 2n
conx = (2;)2, yy= (yz)fo1 € X. Entonces si Fi(t) = Ail) x xII2, X :
1
digm(Fy (1) < T 4 g diim(¥n) <z oy L L4l
Sea €5 = 2i Como AE es compacto, existen conjuntos cerrados y no

2
vacios Al 1), A 12) ,A(l) (i) u€ son cubren a A(l) y tales que di&im(A(l) L

) < =
i,j 22
para 1 <i <n(l)y 1 < j < mf(i). Para esta misma ey, ex1sten cerrados y
no vacios A§2), Ag), .. A(22 que cubren a X, con dlam(A,(f)) < 5 para cada
indice k. Para m(i)n(2), por 2.18 y 2.19, existen D; ;; abiertos y cerrados,

no vacios y ajenos dos a dos, tales que cubren a D;, con 1 < j < m(i),1 <
k < n(2). Definimos F» : C — 2% como:

Fy(t) = A x AP x I®,X,, site Dy
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F, estd bien definida pues los D; ; ; son no vacios y ajenos dos a dos. Al igual
que con F}, veamos que F satisface:

4) F5 es scs. Sean t € C y U un abierto de X, con Fi(t) C U. Si
t € C, existe un unico D, tal que t € D, ;. Entonces Fy(z) = F5(t) para
2 € D; i, de manera que Fy(2) C U para z € D, y, como D, es un
abierto, se satisface la definicién de scs.

5) UtecFo = X. Sea y = (yz)l . € X. Entonces existen A C A C Xy
y A,(f C X, tales que y; € A” Y Yo € Ak , de manera que para,t € D,
y € Fy(t) :A” ><A2) x 1122, X .

6) digm(Fy(t)) < 3. Si Fy(t) = A(” x AP % T1%, X,

1

., diam (At didm( idm 1 1 oo
didm(Fy(1)) < M) SO 4 5o o ,SX“ <ELE4T

_ 1 1 1 1
@ Tt <)

7) Fy(t) C Fi(t) para todo t € C. Se cumple por la construccién y la
definicién de F5.

Para cada n, sea F, : C — 2% la n—ésima funcion construida con este
proceso. Obtenemos que cumple:

8) F, es scs;

9) F,11(t) C F,(t) para cada n;

10) X = Uiec F,(t) para cada n;

11) didm(F,(t)) < 5~ para cada n € N.

Definimos G : C — 2% dada por G(t) = N2, F,(t).

Afirmacién. G es scs y UiecG(t) = X.

Antes de comenzar con la prueba de esta afirmacion, observemos que por
construccién y por 1.21, G(t) 75 &, de manera que G estd bien definida y de
hecho |G(t)| =1 pues digm(A™ ;) converge a 0 si m crece, para toda

11,82, fm—1,]
n. Los conjuntos Al Vs im_1.j son los que usamos para definir a [}, y estos
son subconjuntos compactos de X,,.

Sean t € C y U un abierto de X tales que G(t) C U. Usando las obser-
vaciones previas tenemos que existe n € N tal que B (27, ,2t, X) C U, donde
{z} = G(t). Por 11), F,(t) C B(5s,2,X) C U. Como F, es scs, existe un
abierto V; de C, tal que F,(v) C U para = € V;. Por 9), Fy(z) C F,(x)
para N > n. De manera que Ny>,Fy(z) C U para cada = € V;. Puesto
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que, Ny>,Fn(z) = N2, Fy(x). Entonces G(z) C U para cada x € V;. Luego
entonces, G es scs.

Sea ¢ € X. Ya que q € Ui F,(t) para cada n € N, entonces g € F,(t,)
para cada n € N. Sea (t,,)°; la sucesién formada por estos elementos. Como
C es compacto (2.17), existe (t,,)72; C (tn)52, v t € C tales que {¢,,} se
converge a t si k crece.

Mostremos que ¢ € G(t). Supongamos que q ¢ G(t). Sea U = X\ {q}
abierto U de X, entonces G(t) C U. Por lo hecho previamente, existe n € N
tal que G(p) C F,(p) C U. Dado que F), es scs, existe V' abierto de X tal que
F,(z) C U para cualquier = € V, donde t € V. Por otra parte, como {¢,, } se
converge a t, entonces existe N'€ N con N'> n tal que ¢,,, € V; para cada
my > N’ En consecuencia F,,(t,,, ) C U para cualquier my > N > n, lo que
implica por hipétesis que F,,, (t,,) C U. Pero q € F,,,, (t,,,) entonces g € U,
lo cudl es una contradiccién. Asi pues X = UiecG(t).

Teniendo en cuenta lo dicho al inicio de esta demostracién y usando 1.13,
tenemos que f(C) = X es compacto. [J

Observacién. El proceso hecho en 3.2 no se puede aplicar a una famila no
numerable de espacios métricos compactos {(X,,d,) : & € I}, puesto que no
existe funcién continua y suprayectiva f : C — Il,¢;X,, por 1.25 y ya que
que no existe metrica d tal que I'y = 'y, donde I'y es la topologia producto.
Sin embargo, como es bien sabido, el enunciado es cierto para cualquier
famila de espacios topoldgicos compactos (Teorema de Tychonoff) [véase
[3], Teorema 1.4.(4), Pag. 224].

Las siguientes tres aplicaciones dan ejemplos de espacios que son "cu-

biertos" por el [0,1], es decir, para los cuales existen funciones continuas y
suprayectivas del [0, 1] en el espacio especificado. En la primera se garantiza
una funcién continua y suprayectiva del intervalo [0, 1] en el cuadrado uni-
tario, miéntras que las otras dos son extensiones de una funcién del conjunto
de cantor en el espacio dado.

En 1890, en el libro Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane,
Giuseppe Peano(véase [13]) mostré que el cuadrado unitario podia obte-
nerse como la imagen continua de un intervalo cerrado. Otras funciones
que "llenan" al cuadrado han sido construidas D. Hilbert(véase [9]), W.
Sierpinski(véase [15]), entre otros.

Cabe subrayar que el ejemplo inesperado de Peano, trajo consigo, la no-



cién intuitiva de la dimensiéon de un espacio y la precipitada busqueda de
una definicién adecuada para la dimensién de un espacio topolégico.

3.3. Curva de Peano. En esta aplicaciéon daremos las ideas esenciales
para la demostracién del teorema de Hahn-Mazurkiewicz (4.14). Sea I =
[0,1] con la métrica usual, entonces existe una funcién f : I — I? continua
y suprayectiva, donde I? también tiene la métrica usual.

Demostracion. Dividamos I? en cuatro partes, como se muestra en la
figura 4a), y denotémoslos por Ay, Ay, A3, Ay.

(0.2) (1,1)

AE‘ AB‘

4, | 4,
(0.0 (1,0

figura 4a)
Definimos F; : I — 2!° dada por:

Ay, sit=0;

A; sitd <t<iie{1,23,4};

_ {2l 4 4 ) Sy )
AO=1 40aun, si=4
Ay, sit=1;

Veamos que:
1) Fy es scs. Sean U C I? abierto y t € I tales que Fy(t) C U. Veamos
los siguientes casos:

i—1

Caso 1. t # i, para i € {1,2,3,4}. Entonces t € (Y=, ﬁ), para un tnico
i. De manera que Fi(t) = A;. Por definicién, Fi(t) = Fi(y) = A;, para

g
y € (%, %). Como Fi(t) C U, Fi(y) C U paray € (*+, %), con (7, %) un

i
14 11
abierto de I. Por lo tanto Fj es scs si t # i/4. Este caso se puede ampliar

parat =0y t = 1, observando que [0, ;11) y (%, 1] son abiertos de I.



Caso 2. t = ﬁ, para alguna i € {1,2,3,4}. Por definicién F}(t) = A;UA; ;.
Podemos observar que, también de la definicién, para y € (%, %), Fi(t) =
A; o Fi(t) = Aj41 o Fi(t) = A; U A;1. De manera que para cualquier caso,
Fi(y) C Fi(t) cony € (54, 21) y, a su vez, Fi(t) C U. Entonces Fi(y) C U
para y € (%, %) Por lo tanto, F} es scs sit = &

2) User Fy(t) = I%. Por construccién.

Ahora, dividamos a cada A; en cuatro cuadrados congruentes 4, 1, A, 2, A, 3,
A, 4, como se muestra en la figura 4b), asegurdndonos que las intersecciones
AijNAjsil<i<dyi<j<3, A4NA111<i<3, en cada caso,
sean aristas en comun de los cuadrados tomados.

(th 4} (1,2}

2.3 ABE

E

W~

A
2,1 A2,4 AB )

7

4.2

A
A£,4 AE,S A
A AE,E A4,3

(0 (1,0

figura 4b)
1

Definimos F; para t € [0, 3] como sigue:

Ay, sit=0;
AL, si It <t < & je{1,2,34}
Al,j U Al,j-i-lv sit= 11_6;

. 1.
A1,4 U A2,17 sit = 1)

Fy(t) =

De la misma manera definimos a F, para t € [i, %], etcétera. Entonces
que F5 satisface:

3) Fy es scs. Sean U C I? un abierto y ¢t € I tales que Fy(t) C U. Para
simplificar un poco las cosas supongamos, sin pérdida de generalidad, que
t € [0, 7]. Veamos los siguientes casos:
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Caso 1. t # 1, para j € {1,2,3,4}. Entonces t € (1,
J, de manera que Fy(t) = A; ;. Por definicién, Fy(t) =
y € (51, 4). Como Fy(t) C U, Fy(y) C U para y € (&1, 1), con (&2, 4) un
abierto de I. Por lo tanto, F, es scs si t # 4. Este caso se puede ampliar para

t=0yt=1, observando que [0, ;=) y (3, <) son abiertos y sirven para que

' 16 16° 16
Fy(t) C U, respectivamente.

) para un unico

j
1
»(y) = A;,; para

Caso 2. ¢ = 4, para alguna j € {1,2,3}. Por definicién Fy(t) = A;; U
Aj j+1. Podemos observar que, también de la definicién, para y € (%1, %),
Fy(t) = Ay j 6 Fy(t) = Ay j11 6 Fy(t) = A1; U Ay 1. De manera que para
cualquier caso Fy(y) C Fy(t) cony € (12, 1) y asuvez Fy(t) C U. Entonces

Fy(y) C U para y € (1, ££1). Por lo tanto F es scs si t = 2.

4) UserFy(t) = I2. Por construccion.
5) Fy(t) C Fi(t). Por construccion.

Continuando con este proceso encontramos una familia de funciones {F), :
n € N} tales que cumplen las hipétesis de 2.14. De manera que existe una
funcién continua y suprayectiva f : I — I2. [

3.4. Extension en el cubo de Hilbert. Sea H = 115,10, 1]; el cubo de
Hilbert, entonces existe una funcién continua y suprayectiva F : [0,1] — H .

Demostracion. Por 3.2, H es un espacio métrico compacto. Entonces por
2.20, existe una funcién continua y suprayectiva f : C — H. Extenderemos
f atodo el intervalo [0, 1] de manera continua. Como [0, 1] \ C es un abierto
de R con la métrica usual, [0, 1]\ C = U, (a;, b;), por 1.44.

La idea de como extender esta funcién es ilustrada a continuacién:

Sia;y b €[0,1]\ C, y ademéds f(a;), f(b;) son como se muestran en la

figura 5a) :
1(h,)
| ai,'bilé:c ; T /—‘_\- \‘|
5 », %{\/

figura ba)

Entonces definiremos F como se muestra en la figura 5b) :
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t=sa,+(1-s)h, /b_f(h )
O=s=1}) sftarH(1-syfib,) (!
4 + s i
R

a, B, Tia)

figura 5b)

Antes de continuar, sean s € [0,1] y = = (2;)3°; € H. Definimos sz =
(sx;)32,. Como 0 < x; < 1 para cada i, entonces 0 < sx; < s < 1, de modo
que 0 < sz; < 1 para cada i. Por lo tanto, sz € H. Seat € [0, 1]\ C. Entonces
t € (a;, b;), para alguna 4, por lo que t = s;a; + (1 — s;)b; con s; € (0,1).

Sea o+ [0,1]\ C — [1[0.1] dada por: (t) = s,f(ai) + (1 — )£ ().
i=1
Notemos por lo hecho antes, que efectivamente, p(t) € H.

Ya teniendo estas dos funciones f y ¢ podemos definir nuestra extension:

) s . . | f@), siteC;
Sea F : [0,1] — i];[l[O, 1] definida como sigue: F(t) := { St), sitéC
Para ver que F es continua, consideremos dos casos. Sea ty € (a;, b;) :

Caso 1. t ¢ C.

Sea {t,} -, C [0,1] tal que t, converge a t; si n crece. Como ty ¢ C,
entonces existe un unico i tal que ty € (a;,b;) . Por lo que, podemos escribir
to = soa; + (1 — sg)b; con sy € (0,1) Por otro lado, ya que ¢, converge a tg
y (a;, b;) es abierto, existe N € N tal que t; € (a;,b;) para cada k > N, de
donde ¢} se puede expresar como t; = spa; + (1 — s;)b; para cada k > N, con
Sk € (0, 1).

Supongamos que f(a;) = (24,25, ...) y que f(b;) = (yi, %5, ...). Entonces
o(tr) = (skxt + (1 — sp)yl, sprh + (1 — si)ys, ...), de aqui obtenemos que, D
es la métrica de 1.1:

'D(F(tk),f(to)) = Z ‘Skx;+(178k)y;'*g80x;+(1750)y;_)‘

27
=1

Z lsi— SOHI ‘ Z Isk— SOHZ/J

Las sumas Z > ,E Wl o pues f(a;), f(b;) € H[ 1] y sx converge a
Jj=1
(

S0 pues tj converge a to Concluimos que d(F(tx),
crece.

0)) converge a 0 si k
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Esta demostracion permanece valida si t = a; o b;, de manera que F es
continua por la derecha para el caso t = a; y F es continua por la izquierda
en el caso t = b;.

Caso 2. ty € C. Sea € > 0. Como [ es continua, existe § = d(e) > 0 tal
que para cualquier t € B(d,ty,C), D(f(t), f(ts)) < €. Veremos que esta o
funciona. Sea t € B(4, to, [0, 1]). Dividamos casos:

Caso 2.1. Sea t € C. Entonces t € B(d,ty,C), lo que implica que
D(f(t), f(to)) < €. De donde, por definicién F|c = f, D(F(t), F(ty)) < €

Caso 2.2. Sit ¢ C, entonces existe un tnico i, tal que ¢t € (a;,b;), con
a;,b; € B(4, 1o, C). Sin perdida de generalidad, supongamos que a;, entre a; y
b;, es el elemento de C mds cercano a ty, de manera que a; € B(4, tg, C). Sabe-
mos que t = s;a; + (1 — s;)b;, retomando la notacién del caso 1 y definiendo
a f(to) = (29,29, ...) obetenemos que:

o0

D(F(t), F(to)) = z ey e <z'“”“’ 4 +ZM
P2

27

X4t 0
—|str;g—jﬂ'+<u— tr>z“’z—j‘

j=1

— sD(f (@), f(te)) + (1 — s)D(f(a:), S (1)) < s + (1 — si)e = ¢

Por lo tanto, D(F(t),F(ty)) = €, es decir, F es continua en C. Pero,
ademds, también hemos demostrado que (F(t,)),-, converge a F(ty), para
cualquier (¢,)2°; que converga a to. Es decir F es continua en [0,1]. O

Entre otros conjuntos Y en los que se puede hacer esta extensién, se
encuentran los B,, definidos como, B, = {x € R" : ||2||usuar < 1}, donde ||.]|
hace de B, un espacio compacto. La siguiente aplicacién generaliza este
resultado.

Hagamos una extensién mds de una funcién que tiene por dominio al
conjunto de Cantor a todo el intervalo [0, 1].

3.5. Espacios ULAC. Sea (X,d) un continuo ULAC(1.47), entonces
existe F': [0,1] — X funcién continua y suprayectiva.

Demostracion. Es fécil ver que si (X, d) es un conexo ULAC, entonces
para cualesquiera x, y € X, existe una funcién continua H : [0,1] — X tal que
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H(0) =z y H(1) = y. Por 2.20, existe una funcién continua y suprayectiva
f:C — X. Esta funcién es la que trataremos de extender.

Sea ¢ = 1. Como X es ULAC, existe §; > 0 tal que si d(z,z) < dy,
entonces existe un arco A que tiene como puntos finales a x, z y con didmetro
menor que 1. Por la continuidad uniforme de f, para d;, existe v; > 0, sin
perdida de generalidad v, < %, tal que si [t; — ta < 7y, d(f(t1), f(t2)) < 61
De manera que, para estos puntos f(¢1) y f(t2), se satisface la condicién
ULAC.Y por lo tanto d(f(t1), f(t2)) < 1.

Sea €5 = % Entonces existe 95 > 0, que satisaface ULAC. Como f es
uniformemente continua, existe v, tal que si |t; — ta| < 75 con t1,ty € C,
entonces d(f(t1), f(t2)) < d2 y, al igual que para J;, para estos puntos se
satisface la condicién ULAC. Por lo tanto, d(f(t1), f(t2)) < i. Definimos
vy = min{yy, 2 }. Es claro que, para ,, se siguen cumpliendo las condiciones
de 5"

De esta manera construimos una sucesién de nimeros {v,, : n € N} tales
que v,.1 < V¥, ¥ V¥, convergen a 0 si n crece, puesto que v, < 3% Como
hemos visto antes, [0,1] \ C = U;2,(a;,b;). Definimos I,, = {i e N:~, ; <
b; — a; <7, }. Estos conjuntos [,, dividen a casi todos los intervalos (a;, ;) a
excepcién de los que tienen longitud b; — a; > 7. Pero este caso sélo sucede
para un nimero finito de indices puesto que (a; — b;) converge a 0 si i crece,
sin importar la numeracién que se le dé a [0, 1] \ C.

Si bj — a; > 7y, por lo dicho al inicio de la demostracién, existe una
funcién continua H; : [0,1] — X tal que H;(0) = f(a;) v H;(1) = f(b)).
Notemos que podemos modificar H; de tal forma que H; : [a;,b;] — X y tal
que Hj(a;) = f(a;) y H;(b;) = f(b;).

Para los otros casos, podemos encontrar, por construccién, un arco con
didmetro cada vez mdas pequeno. Es decir, si k € [,,, existe una funcién
continua e inyectiva Ay : [0,1] — X tal que Ax(0) = f(ag), Ax(1) = f(bx)
y didm(A([0,1])) < L. También podemos hacer que Ay : [ax, by] — X sea
una funcién continua e inyectiva, con Ag(ar) = f(ax), Ax(br) = f(br) v
didm(Ay([ay, b)) < +. Sea F : [0,1] — X dada por:

f(t), siteC;

F(t)=q Hjt), sit € (aj,b)) conb;—a; =;
Ak<t>, sité& (ak,bk) y k¢ [n;

14



Veamos que esta funcién es continua. Para esto dividdmoslo en dos casos:

Caso 1: ty ¢ C y ty € (ay, b,) para un unico indice p.
Para cualquier caso ya sea si F(t) estd definida por H;(t) o A,(t) ambas
funciones son continuas en todo el intervalo (a,,b,) .

Caso 2: tg € C.

Sea € > 0 fijo. Por la propiedad arquimediana, encontremos n € N,
tal que % < £. Por construccion, las longitudes de las componentes CJ que
son utilizadas para obtener el conjunto de Cantor, son iguales a 3% Sea C!
componente del paso C,, tal que ty € CL.

T’ I gt
c, (ap )
és
figura 6

Sea V = (to —7,, to+7,) N (int(CL), con int (C}) repecto a [0, 1]. Veamos
que este abierto cumple con la definicién de continuidad para F' :

Caso 2.1: ( € VNC entonces |( —ty| < 7,,- Lo que implica, por construc-
cién de v, que d(f(C), f(to)) < €. Dado que F|c = f, hemos concluido.

Caso 2.2: (e V\C.

Notemos que ¢ € (a,,b,) y, ademds, (a,,b,) C C! pues v, < 3% De
manera que, |ty — aq| < ¥,41 0 |to — bg| < 7v,,41. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que se satisface la primera desigualdad (figura 6). Entonces,
d(F(to), F'(C)) < d(F(to), F(aq)) + d(F(ay), F(C))-

Supongamos que (a,,b,) C C! ) asi b, — a, < 3% De manera que, q € I
para s > n pues v, < 3% Entonces existe un arco A, que tiene por puntos
finales a f(aq) y f(by) con didmetro menor que %, por construccién de las
Y- Como F(C) estd en Ay, d(F(C), f(aq)) < * < L. Por otra parte, dado que

|to — aq| < 7,41 con to,aq € C, d(f(to), f(ag)) < 75 < +, luego entonces:

d(F(to), F(ag)) +d(F(ay), F(C)=d(f(to), f(ag))+d(f(ay), F(C) < 45 <e
Por lo tanto, F' es continua en todo [0, 1] y la suprayectividad se sigue
conservando del hecho de F'|¢ es suprayectiva. [
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La siguiente aplicacién nos permite observar que todo espacio totalmente
disconexo "vive" en el conjunto de Cantor.

3.6. Espacios Totalmente Disconexos en C. Sea (Y,d) un espacio
meétrico, compacto y totalmente disconexo. Entonces (Y, d) tiene una copia
topolégica contenida en (C, dysyar)-

Demostracion. Sea e = 1. Entonces por 1.39, existen conjuhntos abiertos
y cerrados, no vacios, ajenos dos a dos Ki, Ko, ..., K,, tales que Y = U | K
y diam(K;) < 1. Luego, por 2.18, existen abiertos y cerrados, ajenos dos
a dos Dy, D, ..., D, tales que C = U}_,C;. Definimos F} : ¥ — 2€ dada
por Fi(t) = D; si t € K;. De manera semejante a como se hizo con en la
demmostracién de 2.20, F} es scs.

Supongamos que didm(K;) > 0 para algin ¢ € {1,2,...,n}. Es decir, K;
tiene mds de un punto. Sea ¢; = %diém(Ki), entonces como K; es compacto
y totalmente disconexo, existen, por 1.39, conjuntos K1, K2, ..., K ;) con
m(i) > 2, abiertos y cerrados, no vacios, ajenos dos a dos tales que K; =

U;n:(?Ki,j con didm(K;;) < ¢ = idiam(K;). Por 2.23, existen conjuntos

abiertos y cerrados, no vacios, ajenos dos a dos D;1, D; 3, ..., D; ;) tales que
D; = UMD, con dism(D, ;) < (2/3)didm(D;).
Si didm(kK;) = 0, entonces K; = {y; }, definimos D;"= {z;} para z; € D;.
Definimos F, : Y — 2€ dada por:

F2<:U) o { Di,jy sit € Ki,j;

Entonces, por construccion, Fy es scs 'y Fy(y) C Fi(y) para cada y € Y.
De esta manera construimos una familia de funciones {F}, }2° ; tales que para
cadan € N:

1) F), es scs;
2) Fupa(y) C Faly) para todo y € Y
3) didm(F},) converge a 0 si n crece oo.

Por 2.14, existe una funcién continua f : Y — C. Como el didmetro de
los conjuntos cerrados usados para la definicién de cada Fy, (D; para Fy, D, ;
para Fy) converge a 0, por construccién, podemos afirmar que f es inyectiva.

Por lo tanto, f es una inmersién, es decir, Y tiene una copia topologica en
C. O
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3.7. Producto de conjuntos de Cantor. El producto finito o nume-
rable de conjuntos de Cantor es un conjunto de Cantor.

Demostracion. Sea (X;,d;)°, una familia de espacios métricos tales que
(Xi,d;) es un conjunto Cantor. Por 1.2 podemos suponer que d; (z;,y;) < 1
para cada z;,y; € X;,¢ € N. Demostraremos que X = II32, X; es un espacio
métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

3.7.1) Compacidad y metrizabilidad de X.

Por 1.3, I'y = I'p, es decir X es métrico. Por 3.2, X es compacto con I'y.
Por lo tanto (X, D) es un espacio métrico y compacto.

3.7.2) X es perfecto.

Sean z = (z;)2; € X y € > 0 fijos. Como cada X; es perfecto, existe
y; € X; tal que d;(x;,y;) < €. Definimos y = (y;)2, € X, entonces D(z,y) =
S Gltiw) .5 L — ¢ donde D es la métrica definida en 1.1.

3.7.3) X es totalmente disconexo.

Por 3.7.1) X es compacto. Por 1.40, las componentes y casicomponentes
de X coinciden. Demostremos que las casicomponentes de X estan formadas
solamente por un punto.

Sean = = (x;)2, v vy = (v:)32, elementos de X, tales que x # y, entonces
existe 1 € N, tal que x; # y;. Como el espacio X; es totalmente disconexo,
existen U; y V; conjuntos abiertos ajenos de X; tales que X; = U; UV, con
z; € Upy y; € V. Definimos U = U; x 11,4, X; y V = V; x 11,4 X;. Por 1.1,
U y V son abiertos de X. Por construccién, z € U,y € V, UNV =gy
X =UUV. Es decir, U y V forman una disconexién del espacio X. Por lo
tanto, las casicomponentes de X son puntos.

Asi pues, X es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente dis-
conexo. Por 2.24, X es un conjunto de Cantor. Si es que sélo tuvieramos

una familia finita de espacios de Cantor, aplicamos los mismos razonamientos
anteriores. [

3.8. II22,{0,1}; es homeomorfo a C. Sea ({0,1},dysua) €l espacio
métrico y discreto de dos puntos. Entonces X = I13°,{0,1}; es un conjunto
de Cantor.

17



Demostracion. Al igual que en 3.7, demostraremos que X es un espacio
métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

3.8.1) Compacidad y metrizabilidad de X.

La demostracicién es semejante a 3.7.1)

3.8.2) X es perfecto.

Sea © = (z;)2; € X y € > 0 fijos. Entonces existe N € N tal que
> ren 55 < € Definimos y = (y;)2, € X cony; = x; parai=1,2,..,N —1
y T 7 yr para k > N y esto es posible de hacer ya que z; € {0, 1}. Con esto
tenemos, claramente, que d(z,y) = > - v 2% <econx #y.

3.8.3) X es totalmente disconexo.

Sean x = (2;)21,y = (y;)72, € X, con x # y. Como = # y entonces existe
k € N tal que z;, # yi,. Tomemos entonces U = {z;} x I1;2{0,1};,V =
{yr} x 11;2,{0, 1}; son abiertos de X, pues {4}, {yx} son conjuntos abiertos
del {0, 1}. Repitiendo el mismo argumento que en 3.7.3) tenemos lo deseado.

Por lo tanto X es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente
disconexo. Por 2.25, X es Cantor. [J

3.9. C es Homogéneo. El conjunto de Cantor C, es un espacio ho-
mogéneo.

Demostracion. Obviamente ({0, 1}, dysua;) €s un espacio homogéneo. Asi
pues, por 1.4, X =TI32,{0,1}; es un espacio homogéneo.

Sean p, q € C, sabemos por 3.8, que existe un homeomorfismo H : C —
X. Por 1.4 existe un homeomorfismo F' : X — X tal que F(H(p)) = H(q).
Definimos un homeomorfismo G : C — C, dado por G(z) = H ' o F o H(x)
que cumple que G(p) = ¢. Por lo tanto C es un espacio homogéneo. [

Hasta ahora, sélo sabemos que condiciones debemos de pedirle a un es-
pacio métrico para que sea homeomorfo a cantor. Vimos también, que el
conjunto de cantor es homeomorfo al producto numerable del conjunto dis-
creto {0, 1}. La siguiente aplicacién nos habla de como podemos formar una
infinidad de conjuntos que sean homeomorfos al conjunto de Cantor.

3.10. La relacion entre 2€ y C. Sea (X, d), espacio métrico y com-
pacto. Entonces (X, d) es un conjunto de Cantor si y sélo si 2% es un conjunto
de Cantor.
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Demostracion. Para demostrar esta aplicacién se seguirdn los siguientes
pasos.

3.10.1) (X, d) es compacto si y sélo si (2%, Hy) es compacto.

Si (X, d) es compacto, por 1.18, (QX,Hd) también lo es. Inversamente.
La funcién i : X — 2% dada por i(z) = {x}, representa a una inmersién de
X en 2%, donde i(X) es un conjunto cerrado en 2%.

3.10.2) (X, d) es perfecto si y sélo si (2%, H,) es perfecto.

Supongamos que (X, d) es perfecto. Sea D € 2% y ¢ > 0, dados. Consi-
deremos lo siguientes casos:

Caso 1. |D| = 1.

Supongamos que D = {x} para algin = € X. Como X es perfecto,
existe y # x tal que d(z,y) < 5. Entonces, para Ap = {y}, se cumple que
Hd(D, AD) < €.

Caso 2. |D| > 1. Sea D, el conjunto de puntos aislados de D. Es decir, el
conjunto de puntos w € D para los que existe 7, > 0 tal que B(r,,w)ND =
{w}.

Caso 2.1. D, # (. Sea x € D, fijo. Entonces existe r, > 0 tal que
B(ry,z) N D = {x}. Sea ry =min{r,, e}. Como X es perfecto, existe y € X
con y # x tal que y € B(rg,x). Definimos Ap = (D ~ {z}) U {y}. Entonces,
es claro que Dy € 2%, Dy # D y que Hy(D,D4) < ¢, pues D y Dy sélo
difieren de un punto y, en estos donde no coinciden, a decir y para D y x para
Dy, viven en la misma vecindad de radio e.

Caso 2.2. D, = (. Entonces, D es perfecto pues D es cerrado en X.
Sea x € D fijo. Elijamos w, € D, distinto a x, tal que d(z,w,) es menor
que §. Definamos Ap = D\ B(§,z)). Claramente Ap € 2¥, Ap # Dy
Ap C Ny(D,e). Resta ver que D C Ny(Ap,e).

Sea b € D. Dividamos nuevamente dos casos:
Caso 2.2.1. b ¢ B(3, ). Entonces b € D\ B(5,z) y habremos concluido.

Caso 2.2.2. b € B(5, ). Entonces d(b,w,) < d(b,r) + d(z,w,) < §+
donde w, € D. Por tanto b € N, (Ap,e€).
2X

£
29

Por lo tanto, es perfecto.

Inversamente. Sea z € X y € > 0, dados. Como {z} € 2% entonces
existe B € 2% con B # {x} y H4({z}, B) < €. Como B \ {x} # 0, para

19



y € B Az}, y#z, puesy € N({z},¢), y d(y,x) <e.

3.10.3) (X, d) es totalmente disconexo si y sélo si (2%, Hy) es totalmente
disconexo.

Supongamos que X es totalmente disconexo. Por hipétesis y 1.18, ten-
emos que 2% es espacio un métrico y compacto. Por 1.40, las componentes
y casicomponentes coinciden. Entonces sélo es necesario probar que las ca-
sicomponentes de 2% estdn formadas por un sélo elemento de 2.

Sean A, B € 2% con A # B. Supongamos, sin perdida de generalidad,
que B\ A # @. Seap € B\ A. Como X es totalmente disconexo y compacto,
para cada a € A existe un abierto y cerrado E, tal que a € E, pero p ¢ E,.
Tomamos la cubierta abierta de A,dada por:

L ={E,: E, es abierto y cerrado, a € A y tal que p ¢ E,}

Como A es un conjunto cerrado de X, A es compacto. Sean ay, as, ..., a, €
A tales que A C U}_,E,,. Definimos £/ = U}_, E,, entones £ es un abierto
y cerrado y ademds p ¢ E. Definimos,

U={De2:DCE}yV={Fec2*:F\E+# 2}

Antes de continuar recordemos que si E es un abierto y cerrado, entonces
Fr(E) =9 (Fr(EF) = FENX\E=FEN(X\E) = ). Demostremos que
estos conjuntos cumplen las sigueintes propiedades:

1) 2% = U U V. Por definicién.
2) Ae Uy B e V. Por construccion AC Eype BN\ E.
3) UNV = @. Por definicién.

4) U y V son abiertos y cerrados en 2%. Sea D € U. Entonces existe
{D,}2, C U tal que Hy(D,D,) < . Sea b € D fijo. Entonces, para cada
n € N, hay un b, € D,, C E tal que d(b,b,) < % Asi, b € E, como E es
cerrado b € E. Por lo tanto, D C E; es decir, U = U.

Mostremos ahora que V es cerrado. Sea I € V. Entonces existe {F},}>2, C
V tal que Hy(F, F,) < % Supongamos que F' \ F = &; es decir, F' C E.

Como F,\E # @ para cada n, tomamos ¢, € F,,\ E. Como Hy(F, F,) < %,
F, C N(F,%) por lo que existe e, € F tal que d(c,,e,) < % Como X es
compacto, por 1.12; existe {c,, }72; C {cn}i, tal que ¢, converge a ¢ para
algun c € X. Como ¢, € F;, \Ey F, N\ E C X\ FE, ce€ X\ E. Ademis,
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d(cp,en) < % entonces e,, converge a c. Por lo tanto, c € F pues e, € F. De
modoque c € X N ENF. Asice X ~ENE, lo cudl es una contradiccion
pues Fr(E) = 0. De modo que, '\ F # &. Es decir V =V.

Usando 1) y 3), tenemos que U,V son abiertos, y concluimos 4). Por lo
tanto, U, V son una separacién del espacio 2% con A C U y B C V. Asi pues,
tenemos que la casicomponente de A estd formada sélo por A.

Inversamente. Sean x,y € X, distintos fijos. Como 2% es totalmente
disconexo entonces 2% = U|V; tales que {z} € U y {y} € V, definimos:

P={zeX:{z2}eU}lyQ={weX {w}eV}

Entonces se tiene que:

5) X = PUQ. Por construccién.

6) x € Py y € Q. Por construccion.

7) PN (@ = &. Por construccion.

8) P, son abiertos y cerrados de X. Sea z € P fijo. Como U es un
abierto de 2%, existe ¢ > 0 tal que B(e, {2},2%) C U. Sea s € B(e, 2z, X).
Entonces d(s, z) < €. Por lo tanto, {2} C N({s},,2%)y {s} C N({z},¢,2%),
es decir, Hy({z},{s}) < €. Asi pues, B(e,z,X) C P. Por lo tanto, P es un
abierto. Para ver que () es abierto, se repiten los mismos argumentos, con
sus respectivas diferencias.

Usando 5) y 7) se tiene que P, () son cerrados y concluimos 8). Por
lo tanto, P y @ forman una disconexiéon de X con x € Py y € Q. Asi
que, la casicomponente de x estd formada unicamente por z. Es decir, X es
totalmente disconexo.

Luego entonces por 2.25, (X,d) es un conjunto de Cantor si y sélo si
(2%, Hy) es un conjunto de Cantor. [J

En la aplicacién 3.8, encontramos un conjunto que es homeomorfo al con-
junto de Cantor. En la siguiente, damos otro ejemplo un poco més accesible.

3.11. Cantor a partir de la sucesién armdénica. Sea X = {0} U {% :
n € N}, con la métrica usual de R. Entonces C= {4 C 2¥ : 0 € A} es un
conjunto de Cantor.

Demostracion. Seguiremos el mismo camino que en las aplicaciones 3.7 y

3.8.
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3.11.1) ¢ es compacto y métrico. Ya que (X, d) es un espacio métrico y
compacto, por 1.17 y 1.18, (2%, H,) es un espacio métrico y compacto. Por
1.11, sélo es necesario probar que C es un conjunto cerrado de 2.

Sea D € 2%\ (. Por definicién 0 ¢ D. Como D es un conjunto cerrado de
X, D debe de ser finito, de lo contrario, dado que X es compacto, tendria
un punto de acumulacién, pero el tinico punto de X que es de acumulacién
es el 0.

Sean ; = min{ : > € D} y € = 5. Mostremos que B(e, D, 2%) C 2¥\C.
Sea C' € B(e, D,2%). Entonces Hy(D,C) < e. Lo que implica que C' C
N(D,e¢); es decir, para cada = € C, existe y, € D tal que |z — y| < €. Si
0 € C entonces existe yp € D tal que yy < €. Pero, construimos e de tal

manera que € < b para cada elemento b de D. Por lo tanto, 0 ¢ C. Asi,
B(e, D,2%) c 2¥\C. Es decir, C es un cerrado de 2%.

3.11.2) C es perfecto. Sea B € (. Para demostrar este inciso, dividdmoslo
en dos casos:

Caso 1. B es finito.

Definimos C; € ¢ como C; = BU{1}. Entonces Hy(B,C}) < 1. De man-
era semejante definimos Cy € ¢ como Co = BU{%}. De donde, Hy(B, Cs) <
3. En general, definimos C; = BU{1} para tener que Hy(B,C;) <  converge
a 0 si ¢ crece. Este caso se hizo para garantizar que B # C; para una infinidad
de Cz

Caso 2. B es infinito.

Entonces B se trata de una subsucesion de la sucesién arménica junto con
el 0. Es decir B = {by, bs, ...} U{0} donde b; converge a 0 si i crece. Definimos
C; = B\ {b;}, entonces es claro que C; €C, B # C; y Hy(B,C;) converge a
0 si ¢ crece.

Por lo tanto, B es un punto de acumulacién de C.

3.11.3) C es totalmente disconexo. Demostremos que las casicomponentes
de C sélo tienen un punto y, por lo tanto, las componentes también sélo
tendran un punto.

Sean A, B € C con A # B. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
A\ B # (). Como los elementos de A y B son términos de la sucesién arménica.
Sea ;- € A\ B. Definimos U = {C' € Q: - € O}y V = {EF €C: & ¢ F}.
Mostremos que se cumplen las siguientes propiedades:
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1) UNV = @. Por construccion.
2) A€ U, B € V. Por construccién.
3) C= U U V. Por construccion.
4) U,V son abiertos de C. Sea C' € U. Por definicién - € C. Tomamos

D e B(T+1 C,2%). Lo que implica que C C N(D
para ;- € O existe # € D tal que [z —

, m) Por lo que

; pero esto es imposible,

k—oJrU7C 2 ) C U. Resta

ver que V' también es un abierto. Sea E € V. Entonces —0 ¢ E, Tomamos
1 X 1

Fe B(m,E,Q ), entonces F' C N(E, m)

F. Por definicién, para % € I debe de existir x € F tal que |z — é| <

1 1

kol < ShothorD)

a menos que r = ki Es decir, ki € D. Asi B(
0 0

Supongamos que % €

1 .. . _ 1 1

Tho(ke D)2 PETO esto tinicamente puede pasar si x = 7o €8 de(:u",k0 debe ser

un elemeto de E. Lo que es una contradiccién. Por lo tanto, % ¢ F, es decir
S X

B(srgernyy £:2%) C V.

Esto demuestra que U, V' son es una separacién de Ccon A€ Uy B € V.
Por lo tanto, C es totalmente disconexo.

Por lo tanto, C es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente
disconexo. Por 2.25, ¢ es un conjunto de Cantor. [J

3.12. Compactacién de N. Sea X = {0} U{2 :n € N}. Sea CUM
donde M el conjunto de puntos medios de las componentes de [0,1] \ C.
Entonces es C UM homeomorfo a 2.

Demostracién. Lo que haremos serd, demostrar que 2%¥ y CUM son
compactaciones de los naturales, donde los naturales tienen la métrica usual,
para despues aplicar 3.1 y concluir que son espacios homeomorfos.

Para 2%, sabemos por 3.11 que C es homeomorfo al conjunto de Cantor,
resta ver que 2%\ es discreto, numerable y denso en 2X.

3.12.1) 2¥\.C es discreto. Sea D € 2X\C. Por definicién 0 ¢ D. Como
D es un conjunto cerrado de X, D debe de ser finito, de lo contrario, dado
que X es compacto, tendria un punto de acumulacién, pero el tinico punto
de X que es de acumulacién es el 0. Sea i =min{; : ; € D}. Mostremos

que, B(; erl),D 2X) = {D} Sea C € B(po(p0+1),D 2%, entonces C e
N(D, m) Asi, para cada + € C existe = € D tal que IL-1|< po(ploﬂ).
Si 71n % n entonces |— — —| > m Como % > p—o, ademas m >
oo De manera que, |n %| m s6lo es posible cuando m = n.
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Con esto concluimos que C' = D.

3.12.2) 2%¥\.C es numerable. Sea B € 2*\(. Sabemos por lo hecho al
inicio de 3.12.1 que B debe de ser finito. Definimos B,, = {B € 2X\(C: |B| =
n}. Lo siguiente que haremos serd mostrar que cada B,, es numerable. Sean
D1, P2, .-, Pp UMeros primos distintos. Definimos f : B, — N como sigue
f(B) = II"_,p% donde B = {k—ll, é, - i} Por el teorema fundamental de
la aritmética, podemos ver que f se trata de una funcién inyectiva. Es claro
que 2X\C= U= B,,, y como la unién numerable de conjuntos numerables es

numerable, obtenemos lo deseado.

3.12.3) 2X\.C es denso en 2%. Sea A € C y e > 0 fijos. Tomamos n =
n(e) > 1 € N tal que £ < e. Definimos B = B(e) como B = {Z} U ({1 :
k=1,2..,n—1}NA). Claramente B # &, es un cerrado de X, es decir,
B € 2% y B € 2¥\.C. Lo que afirmamos es que Hy(A, B) < e. Para esto
necesitamos probar que A C Ny(B,€) y B C Ny(A, €). Demostremos primero
que A C Ny(B,e€). Seaa € A. Sia < % entonces [a— 2| <L <e Sia>2
entonces a € [{1 : k=1,2,...,n—1} N A] C B; es decir, a € B, por lo tanto,
a € Ny(B,€). Ahora mostremos que B C Ny(A,¢). Seab € B.Sib = %, como
0€ A, entonces [0 —b| ==L <e Sibe{y:k=1,2..,n—1}NA, entonces
b € A. Por lo tanto, b € N (A, ¢€). Concluyendo, con esto que, Hy(A, B) < e.

Por tanto 2% es una compactacién de los naturales, con 2%\ (2%\ C) homeo-
morfo a C.

Para ver que CUM es una compactacion de M, notemos que M es
un conjunto discreto y numerable ya que las componentes de [0,1] \ C son
abiertas y forman un conjunto numerable. Por tanto M es homeomorfo a N |

donde N tiene la topologia discreta. Resta ver, entonces, que M es denso en
CuUM.

Sean + € MUC y € > 0 fijos. Tomemos n = n(e) € N tal que 7 < e.
El caso en que x € M es trivial. Por lo que supongamos = € C, sea C,, el
n-ésimo paso en la construccién del conjunto de Cantor. Entonces z € CF,
donde C* es alguna de las componentes de C,,. Sabemos que C* tiene la forma
[+, 2. Para m,, = (3)(52 — &) € M, tenemos que d(z,m,) < o < €.

Por lo tanto C UM es una compactaciéon de los naturales. Usando la
aplicacién 3.1, obtenemos que C UM es homeomorfo a 2%. O

3.13. Cantor en todo abierto. Sean (X, d) continuo no degenerado y
sea U un abierto de X no vacio. Entonces U contiene un conjunto de Cantor.
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Demostracion. Sea un abierto no vacio U, por 1.46 existen p,qu € U
y abiertos V; 1y V5 con cerraduras ajenas tales que p; € V) C VicU y
q € Vo C Vo C Uy didam(V;) < 1. Definimos C; = Vi U V;. Para Vj,
repitiendo argumentos parecidos que con U, existen abiertos ajenos Vi; y
Via y P12, tales que p1 € Vig C Vig C Viypig € Vip C Vipg C W)
y didm(V; ;) < % Haciendo lo mismo con ¢; y Vb, obtenemos Va3, Voo y
q12 con mismas caracteristicas. Definimos Cy = [Vi1 U Vio] U [Vao U Vool
Notemos que, por construccién, Cy C (7. Continuando con este proceso,
generamos una familia anidada de conjuntos cerrados {C,, : n € N} tales que

didm(C?) < 5= donde cada C! es uno de los cerrados que forman parte de
Ch.

Definimos C = N,,_1C,,, demostremos que C cumple que:

1) C es Métrico y Compacto. Se cumple pues la sucesién es anidada y X
es métrico y compacto.

2) C es Perfecto. Esta demostracién es semejante a la demostracion de
2.24.

3) C es Totalmente Disconexo. Supongamos que é, tiene una casicompo-
nente (), con més de un punto. Sean p, ¢ € () distintos. Entonces d(p, q) > 0.
Sea n € N tal que 5~ < d(p,q). Por construccién didm(C?) < 5- donde C?,
es uno de los cerrados que forman parte de el C),. Entonces existe k tal que
p € CFyq¢ Ck.Como X es normal, existe un abierto W tal que Ckcwy
WNCY = & para j # k. Asi pues, CﬂCk CNW. Por lo tanto, COC”€ es un
abierto y cerrado de C. De donde, CﬂC’k C N (X \ C*) forma una particién
de C. Esto contradice el hecho de que p y ¢ estén en la misma casicompo-
nente () de C. Por lo tanto, las casicomponentes de C s6lo tienen un punto.
Por 1.40, las componentes de C estdn formadas por un sélo punto, es decir,
C es totalmente disconexo.

Luego C es homeomorfo a CconCcU. O

Segin el Corolario 2.21, todo espacio métrico compacto es homeomorfo a
una descomposicién del conjunto de Cantor. La siguiente aplicacién nos dice
quien es la descomposicién de C que es homeomorfa al intervalo [0, 1].

3.14. El intervalo [0, 1] y la descomposicién de C. Sea C el conjunto
ternario de Cantor, y (a;,b;) i = 1,2, ... las componentes de [0,1] \ C. Sea
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D ={{a;,b;}:i=1,2,..;U{{t} : t € C\ U2, {a;,b;}}. Entonces ® es una
descomposicién scs de C y © es homeomorfo a [0, 1].

Demostracion. Sea 1 : [0,1] — [0,1] la funcién "escalera" de Cantor,
dada por:

Para cada x € [0, 1], sea 0.a;as... su expansién ternaria; es decir, z =
> oy §, donde a; = 0,1 0 2. Sea N = N(z) € N el primer indice para el
cual ay = 1 (Sino hay tal N, sea N = 00). Definimos ¢ : [0, 1] — [0, 1] como

sigue:

o

. 1 o
F4 5y con B, =G

N

V)= %

Se puede demostrar que v es continua. Por lo tanto, ¢|c es continua
con ¥(0) = 0y (1) = 1. Ademds, |c : C —0,1] es suprayectiva ya
que ¥(a;) = P(b;) con i € {1,2,...} ysit,s € C\ U2 {a;b;}, entonces
Y (t) # ¥(s). Recordando la demostracién de 1.33, tenemos que ® = D, es
una descomposicién scs y que D, es homeomorfo a [0,1]. O
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CAPITULO 4

El Teorema de
Hahn-Mazurkiewicz



Durante la segunda mitad del siglo XIX, una curva era entendida, fre-
cuentemente, como la trayectoria de un punto que se mueve de manera con-
tinua. Tal definicién fue planteada por C. Jordan en 1887, en su libro Cours
d Analyse, vol. 111, de manera que el término "Curva de Jordan"(véase [10])
denotaba a cualquier subconjunto del plano o de un espacio que fuera la
imagen continua de un intervalo cerrado.

1. Espacios y continuos de Peano

Como ya hemos visto, todo espacio métrico compacto es una imagen
continua del conjunto de Cantor y, en consecuencia, obtuvimos la caracteri-
zacién de los conjuntos homeomorfos al conjunto de Cantor. En este capitulo,
carac-terizaremos por completo a los espacios que son una imagen continua
del intervalo [0, 1] (4.18). En el capitulo 3, en las aplicaciones 3.3,3.4 y 3.5,
vimos ya algunos ejemplos de estos espacios.

Definicién 4.1. Se dice que un espacio topoldgico (Y,I'), es un espacio
de Peano si siempre que p € X y U sea una vecindad de p, exista un conexo
y abierto C, tal que p € C' C U. Para espacios métricos, se dice (X, d) es un
espacio de Peano, si para cada p € X y ¢ > 0, existe una vecindad conexa
de p con didmetro menor a €. Un continuo es de Peano si como espacio es
de Peano. A estos espacios también se les conoce como espacios localemnete
conexos(1.41).

Definicién 4.2. Sea (X, d) espacio métrico. Se dice que un subconjunto
Y de X tiene la propiedad S, si para cada € > 0, existe un nimero finito de
subconjuntos no vacios y conexos Ap, As, .., A, tales que:

Y =UL A, y didm(A;) < € para cada i € {1,2,...,n}.

Veremos en los siguientes teoremas, que para espacios métricos com-
pactos, la propiedad S y el ser de Peano son equivalentes.

Cabe notar que la propiedad S no es una propiedad topélogica, es decir,
existen espacios métricos homeomorfos X y Y tales que X tiene la propiedad
Sy, sin embargo Y no la tiene. Por ejemplo, es el caso de los espacios:
X =(0,1) y Y =R, con la métrica usual.

Teorema 4.3. Sea (X, d) un espacio métrico que satisface la propiedad
S. Entonces X, es un espacio de Peano.



Demostracion. Soélo es necesario que se cumpla algiin enunciado de 1.42.
Veamos que cumple el tercero.

Sean p € X, y U un abierto. Entonces existe € > 0, tal que B(e,p) C U.
Como X tiene la propiedad S, para { existe una cubierta de X de conexos
no vacios Ay, Ay, ..., A, con didmetro menor que §. Sea G = U{A; : p € 4;},

veamos cumple las siguientes propiedades:

1) G es conexo. Supongamos que G = E|F para E y F abiertos de X.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que p € E. Sea A; un elemento
de la cubierta de X tal que A; C G. Por definicién, p € A; y como A; es
conexo, A; C E. Por lo tanto, G C E'y F' = (). Es decir, G es conexo.

2) diam(G) < €. Sean x,y € G. Entonces existen A;, y A;, tales que
WS Ai17 y e Ai2 ypE Aij COIlj S {1,2} De modo que d(l’,y) < d([E,p) +
dlp,y) < £+ 5 <e

) peg X\G. Claramente,ﬁ\G C Upga;An. Entonces X \ G C U 7-A,
y, ademads, Up¢A7An C Up¢A—nAn, pues los A, son un nimero finito de con-

juntos. De modo que UpgATLAn es un conjunto cerrado. Como p ¢ Up¢TnA_n,
pEX\G.

Resumiendo, obtuvimos que p € X\ (X \ G) = int(G) C G C B.(p) C U.
Por lo tanto, X es un espacio de Peano. [

La condicién de que el espacio sea de Peano no es suficiente para garan-
tizar que tenga la propiedad S. Ejemplos de esto son (R, dysuar) vy (R, d) con
d la métrica discreta. El siguiente teorema fue demostrado por primera vez
en 1920 por Waclaw Sierpinski (véase [4]).

Teorema 4.4. Un espacio métrico, compacto, no vacio (X,d) es un
espacio de Peano si y sélo si (X, d) satisface la propiedad S. En particular,
un espacio métrico conexo (X, d) es un continuo de Peano si y sélo si para
cada € > 0, X se puede escribir como la unién finita de subcontinuos con
didmetro menor que €.

Demostracion. Si X satisface la propiedad S, por 4.3, X es un espacio de
peano.

Demostremos entonces que, para cada € > 0, X se puede ver como la
unién finita de conexos con didmetro menor que e.



Sea € > 0. Para cada y € X, existe un abierto y conexo U tal quey € U, C
B(%,y), asi didm(U,) < e. Tomemos para X, la cubierta abierta formada por
estos conjuntos {U, : y € X}. Por la compacidad de X, Uy, ,U,,,...,U,,
que cubren a X, donde cada U,, es conexo y didmU,, es menor a €, para
ied{l,..,n}

Para la segunda parte del teorema tomamos simplemente la cerradura de
estos conjuntos; e inversamente, notemos que para la definicién de que un
espacio tenga la propiedad 5, no es necesario que los conjuntos conexos que se
piden, sean cerrados. Por lo que la demostraciéon de una de las implicaciones
es realmente el teorema 4.3. [

En la segunda parte del Teorema 4.4, los subcontinuos que forman la
cubierta de X, pueden no ser de Peano. Sin embargo, este "problema" puede
arreglarse, como lo veremos en la Proposicién 4.7.

Proposicién 4.5. Sean (X, d) espacio métrico, Y C X con la propiedad
SyY Cc Z CY. Entonces, Z tiene la propiedad S. Por tanto, Z es un
espacio de Peano.

Demostracion. Sea € > 0. Como Y tiene la propiedad S, Y = Ul ,A,,
donde A; es conexo, no vacfo y didm(A;) < e para i € {1,...,n}. Definimos
B; = A; N Z. Entonces:

1) B; es conexo para i € {1,...,n}. Como A; C B; C A;, y A; es conexo,
no vacio para cada i € {1,...,n}.

2) didgm(B;) < e. Yaque A; C B; C A;, didm(A;) < didm (B;) <didm(4;).

3) Z =UB;. Como Z C YyYcC UZ”:lE, obtenemos que:

Z=7ZN[U A =Ur, [ZNA] =UL, B,

Por lo tanto, Z tiene la propiedad S. [

Definicién 4.6. Sean (X, d) espacio métrico y € > 0. Una S(¢)-cadena
es una coleccién £ = {L4, Lo, ..., L,,} de conjuntos no vacios, tales que las
siguientes condiciones se cumplen:

1) LN Liy1 # 0;

2) L; es conexo para cada i € {1,2,...,n};

3) diam(L;) < 5; para cada i € {1,2,...,n}.



Si L = {Ly,Ls,...,L,} es una S(€)-cadena, llamaremos a cada L; un

eslabon de L. Siz € Ly y z € L, decimos que L es una S(e)-cadena de x a
z. Para A C X, se define al conjunto S(A, €) como sigue (figura 7):

S(A,€) = {z € X :existe una S(¢)-cadena de un punto de A a x}

.-'@’-i

figura 7
En espacios con la propiedad S, los conjuntos S(A,€) nos permitiran

construir conjuntos tan pequeinios como queramos con la propiedad S.

Proposicién 4.7. Sea (X, d) espacio métrico con la propiedad S. En-

tonces para todo A C X no vacio y € > 0, el conjunto S(A,e€) tiene la
propiedad S.

Demostracion. Sean A C X no vacio y €, > 0, fijos. Nuestro objetivo

serd, escribir S(A, €) = U, B; donde B; son no vacios, conexos y didm(B;) <

J.

Sea k € N tal que
s
1) Zfik 5 <1
Definamos el siguiente conjunto K como:

K = {z € X : existe una S(¢)-cadena de z a algin punto de A, con
a lo més k eslabones}.

Como X tiene la propiedad S, existen conjuntos conexos, no vacios Ay, ...,

Ay, con didmetro menor que 55y, que cubren a X. Sean Ey, Fj, ..., B, los
conjuntos de la cubierta para los cudles E; N K # ().

Para estos conjuntos Fj;, los siguientes enunciados se cumplen:
2) K C U, E;. Por construccion.
3) E; N K # () para cada i. Por construccion.



4) E; es conexo para cada i € {1,2,...,n}. Por construccion.

)

5) didm(E;) < 2. Por construccién.

6) B; C S(A,¢) paracadai € {1,2,....,n}. Fijemos 1 <i <nyseay € E;.
Por 3) existe z € E;NK. Entonces existe una S(¢)-cadena { L1, Lo, ..., L}, con
t <k, que une un punto de A con x. Veamos que £ = {Ly, Lo, ..., Ly L1y, =
E;} es una S(¢)-cadena. Se debe cumplir que:

7) LN Lj; # 0 para 1 < j < t. Por construccién L; N Ly # 0 para
1<j<t—1y, claramente, x € L; N Ly 1.

8) L, es conexo para 1 < j <t+ 1. Por construccién, L; es conexo para
1<j<tycomo E; =L, por4), L, es conexo.

9) didm(L;) < 57 para 1 < j < ¢+ 1. Por construccién, didm(L;) < 5;
para 1 < j < t, didm(L,y1) =didm(E;). Por otro lado, didm(F;) < 55 vy
71 < 51, ya que t < k. Por lo tanto, y € S(A4, €).

De 6) podemos ver que estos F; pudieran no ser suficientes para cubrir a
S(A,€), es por esto que definimos, para cada i € {1,2,...,n, } el conjunto p;
como sigue:

oi={M C X :a)M C S(A,e); b) MNE; #0; ¢) M es conexo; d)
dfam(M) < 2}

Ahora, definimos B; = Ugp; (p; # 0 pues E; € ;). Sea 1 < i < n fijo.
Cada B; cumple las siguientes propiedades:
10) B; es conexo para i € {1,2,...,n}. Como FE; es conexo, por definicién
de p; y por 1.36, B; = [Unep, M| U E; es conexo.
11) diam(B;) < §. Sean p,q € B;. Entonces p € M y q € M, con
M, M € ;. Por definicién de g;, existe x € M N E; y z € M'N E;. Asi:
d(p,q) < d(p, ) + d(z,y) + d(y, ) <didm(M)-+didm(E;)+didm(M) <
T4
1T 17T
Resta verificar que S(A, €) = U | B;. Por construccion, U, B; C S(A,¢).
Demostremos que S(A,¢) C U!,B;. Primero, observemos que K C
U B, pues K C U E; y U | E;, C UM B;. Seay € S(A,e), siy € K,
tenemos el resultado. Supongamos que y ¢ K. Como y € S(A,€), existe una
S(e)-cadena {Lq, La, ..., L, } de un punto de A a y. Ya que y ¢ K, entonces
m > k.



Sea H = U", L;. Mostremos que H estd g, para algin j.

13) H C S (A, ¢€). Esto se debe a que {L1, La, ..., L, } es una S (¢)-cadena.

14) H N E; # () para algun j. Por la definicién de K, L, C K. Por 2),
existe j tal que Ly N E; # (0 y, por tanto, H N E; # 0.

15) H es conexo. Aligual que en 13), {L4, Lo, ..., L,,} es una S (¢)-cadena.

16) diam(H) < 2. Por definicién H = U, L;, entonces

diam(H) < 377 didm(L;) < 327, 5 < 32, 5 < 1

Asi, H € ;. Por lo tanto, H C B; C U, B;, con y € H, es decir,

Lema 4.8. Sean (X,d) un espacio métrico, A C X no vacio y € > 0.
Entonces se satisfacen los siguientes enunciados:

1) didm(S(A,¢)) <didam(A) + 2¢;
2) Si A es conexo, entonces S(A, €) es conexo;
3) Si (X, d) tiene la propiedad S, entonces S(A, €) es un abierto de X.

Demostracion. 1) Sean p,q € S(A,€), {L1, Lo, ..., L} y {H1, Ho, ..., Hp },
S(e)-cadenas de p a = y de g a z respectivamente, con x, z € A. Entonces:
d(p,q) < d(p,x)+d(z,z)+d(z,q) < > dism(L,)+didm(A)+> " didm(H,)

<2307 5+didm(A) = 2e+didm(A).

2) Sea A conexo. Como S(A,€) es la unién de todas las S(e)-cadenas, y
cada una de éstas es conexa y, como la interseccién de cada S(€)-cadena con
A es no vacia, entonces por 1.36, S(A, €) es conexa.

3) Sea y € S(A,¢), entonces existe una S(e¢)-cadena {Ly, Lo, ..., L, } que
une un punto de A con y. Como (X, d) tiene la propiedad S, entonces, por
4.3, existe un abierto conexo U tal que y € U y didm(U) < gzmzr. Este U,
es precisamente el abierto que hace que y € U y U C S(A,¢€). Sea x € U.

Definimos {L1, L, ..., Ly, Liny1 = U} como la S(€)-cadena que une un punto
de A conz. O

Teorema 4.9. Siun espacio métrico (X, d) tiene la propiedad S, entonces
para cada € > 0, X puede escribirse como la unién finita de conjuntos conexos
con la propiedad S, y con didmetro menor a €; mas ain, éstos pueden ser
elegidos abiertos o cerrados en X.



Demostracion. Sea ¢ > 0 fija. Como X tiene la propiedad S, X puede
escribirse como la unién finita de conjuntos conexos, no vacios, A, As,
.., Ay tales que didm(A4;) < §. Por 4.7 y por 4.8, S(A;, 5) es un conexo,
abierto, didm(S(A;, §)) < € y con la propiedad S para cada i € {1,2,...,n}.
Obviamente, estos conjuntos siguen siendo una cubierta de X. Si queremos
que los conjuntos sean cerrados, simplemente tomamos la cerradura de estos

conjuntos y utilizamos 4.5. [

Teorema 4.10. Si (X,d) es un continuo de Peano, entonces para toda
e > 0, X puede escribirse como la unién finita de continuos de Peano con
didmetro menor que .

Demostracion. Sea (X, d) es un continuo de Peano. Por 4.4, (X, d) tiene
la propiedad S. Por 4.9, X se puede cubrir con un nimero finito de continuos
con la propiedad S y con didmetro menor que e. Nuevamente, por 4.4 cada
uno de estos continuos son de Peano. [J]

2. El teorema de Hahn-Mazurkiewicz

Para demostrar el teorema de Hahn-Mazurkiewicz, sélo requerimos de
4.10 y de dos resultados muy sencillos.

Definicién 4.11. Sea (X, I") un espacio topolégico. Una cadena débil es
una coleccién £ = {Ly, Lo, ..., L,,} de conjuntos no vacios tales que cumplen
la siguiente condicién:

LiNLiy; #0 paracadaie {1,2,...,n—1}

Sea L = {Ly,Ls,...,L,} es una cadena débil. Decimos que L es una
cadena débil de Ly a L,,. Sip € L,y q € L,, decimos que L es una cadena
débil de p a q. A cada L; le llamaremos un eslabon de L.

Lema 4.12. Sean (X, T") un espacio topolégicoy £ = {Ly, Lo, ..., L, } vy
S = {Fy, Fy, ..., F,,} cadenas débiles en X, tales que L; = Fj. Entonces existe
una cadena débil p de Ly a F), y tal que p = LU .

Demostracion. Cabe hacer notar que, para la definicién de cadena débil,
no requerimos que los eslabones sean todos distintos. Definimos la cadena
débil p = { Py, Ps, ..., Payin} que tiene por eslabones a P, = L; para 1 <i <
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m, Ppyi = Ly——1) para 1l <@ < m, y Py = F; para 1 < i < n. Esta
cadena claramente cumple con lo deseado. [

Lema 4.13. Sean (S,I') espacio topoldgico conexo, p,q € S y L una
familia finita de conjuntos cerrados que forman una cubierta de S. Entonces
L se puede numerar de tal forma que sea una cadena débil de p a q.

Demostracion. Como S = U L, entonces existe L; € L tal que p € L.
Definimos Lo = {L € L : existe una cadena débil de L; a C'y cuyos eslabones
estdn en L}. Nuestro objetivo serd ver que £y = L.

Definamos A =U Ly y B =U (L\ Ly). Es fécil observar, de la definicién,
que estos conjuntos son ajenos. Como L se trata de una familia finita de
cerrados, entonces tanto A como B son cerrados. Por la conexidad de S,
obtenemos que A = () o B = (). Pero p € L; € Ly, entonces B = (). Por lo
tanto, U Lo = S; es decir, Ly = L. Ya una vez teniendo esto, tomamos L' € £
tal que ¢ € L'. Entonces, ya que Ly = L, existe una cadena débil p de L; a L'.
Si U o = S concluimos. Si no se da la igualdad, entonces existe Ly € L con
Ly ¢ o, como U Ly =Sy L = Ly existe una cadena débil de Ly a Ly. Por
4.12, obtenemos una nueva cadena que contiene mds elementos de £ y, como
esta familia es finita, este proceso termina hasta tener una cadena débil R
de p a q que contiene todos los elementos de L y, por lo tanto, U R = S. [

Teniendo en cuenta el antecedente histérico dado al inicio de este capitulo
y las aplicaciénes 3.3 y 3.4, la situacion fue clarificada por H. Hahn(véase
[6]) y S. Mazurkiewicz(véase [11]), quienes obtuvieron, independientemente,
la caracterizaciéon de la conexidad local. Ademds, las primeras ideas sobre
este concepto fueron tratadas por ellos mismos. Tal resultado, es el siguiente
teorema.

Teorema 4.14 (Teorema de Hahn-Mazurkiewicz). Sea (X,d) un
continuo de Peano. Entonces X es una imagen continua del intervalo [0, 1].

Demostracion. Este resultado se basa prinicipalmente en 4.10, 4.13 y 2.14.

Seane =1y p,q € X. Por 4.10, existe una familia de continuos de Peano
L ={By, By, ..., B, }, cada uno con didmetro menor que 1 y que cubren a X.
Por 4.13, L se puede numerar como una cadena débil {A;, As,..., A, } dep a
q donde A; = By para algiin 1 < k < m y para cada 1 < i < n. Tomemos
un subconjunto de elementos {tg, t1,t2, ..., t,} de [0,1] tal que 0 = tq < t; <
ty < ...<tp1<t,=1.



Definimos Fj : [0,1] — 2% de la manera siguiente:

Ai, site (ti—lyti) con 1 S 7 S n;
. AiUAi—l-h Slt:tZCOI'l]_S’LSTL—].7
A(t) = Ay, sit=0;
An, sit=1;

Demostremos que:

1) Fy es scs. Sea U un abierto de X tal que Fi(t) C U, para algin
t € [0,1]. Hagamos dos casos:

Caso 1.1. t € (t;_1,t;) para algin 1 < i < n, tenemos, por definicién, que
Fi(z) = Fi(t) para cada = € (t;_1,t;). De modo que (t;_1,;) es un abierto
que necesitamos en [0, 1] y que cumple la definicién.

Caso 1.2. Sit=t;conl <i<n-—1, Fi(t) = A;UA;,,. Paraz €
(ti—1,tis1), los posibles valores de F(z) son A; 0 A;UA; 1 0 A;;1, de manera
que, para cualquier caso, Fy(x) C Fi(t) C U. Los casost = 0yt = 1, se hacen
de forma semejante, por lo que sélo veremos el caso t = 0. Sea = € [0,;).
Entonces, por definicién de Fi(x) = F;(0) para cualquier x € [0,%;) y como
Fi(t) C U. Entonces Fi(x) C U para cualquier z € [0,¢;). De donde, el
abierto [0,¢;) funciona para que F} sea scs en t = 0.

2) Usepo,1)F1(t) = X. Por definicién, para cada A;, existe t € [0,1] tal que
Fi(t) = A; y los A; forman una cubierta de X.

Ya que los elementos A;, forman una cadena débil de conjuntos, elegimos
meAryp € A_1NA conl<i<n.

Sea € = % Por 4.10 y por 4.13 para cada A;, obtenemos una cadena débil

{Ai1, Aig, s Ai iy} de p; @ pig1, donde cada A, ; es un continuo de Peano

y todos ellos forman una cubierta de A; con didmetro menor que % Para

cada m(i), tomamos un subconjunto de elementos {t;o,t;1,%i2, ..., tim@) } de
[ti,tiv1], tales que t; = ;0 <ti1 <tz < ... <tim@)—1 < tim@) = lis1-

Definimos F5 : [0, 1] — 2% como:

Aijy sit € (tij, tij1);

Az’,j U Az’,j+17 sit= tiJ‘ con 1l < j < m(z),
Fg(t) = Az,m(z) U Ai+1’1, sit= tO,z‘ con 2 S ) S n;

A1717 sit= O,

An’m(n), sit= 1;
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Siguiendo un razonamiento parecido al que hicimos previamente con F},
podemos ver que:

3) F es scs;

4) UtE[O,l]FZ(t) =[0,1].

Ademsds, F5(t) C Fi(t) para cada t € [0,1]. Esta ultima propiedad, se
sigue por la construccién y por la definicion de Fy(t).

Continuando por este proceso, definimos una familia de funciones {F,, :

n € N} que cumplen las condiciones de 2.14. Por lo tanto, existe una funcién
continua y suprayectiva del [0,1] en X. O

Lema 4.15. Sean S; y Sy espacios topoldgicos, f :.S; — Ss una funcién
continua y suprayectiva y C' una componente de S». Entonces f~(C) es la
unioén de algunas componentes de S;.

Demostracion. Este resultado se sigue de la igualdad:
fYC) = U{K : K es una componente de S; tal que K N f~1(C) # 0}

Obviamente, f~! (C) C U{K : K es una componente de S tal que K N
f7HC) # 0}, pues todo elemento de S estd en alguna componente. La otra
contencién la obtenemos de 1.36, 1.43 y teniendo en cuenta siempre que C
es una componente de Sy. [

Proposicién 4.16. Sean (X,d), (Y, D) espacios métricos, con X un
continuo de Peano y f : X — Y continua y suprayectiva. Entonces, Y es un
continuo de Peano.

Demostracion. Como la continuidad preserva compacidad (1.13) y cone-
xidad (1.43), sélo es necesario verificar que Y cumpla con la definicién de
espacio de Peano. Veamos que 2) de 1.42, se satisface.

Sea C' una componente de un abierto U de Y. Por 4.15, f~!(C) es la unién
de algunas componentes de f~(U), por la continuidad de f, f~*(U) es un
abierto de X. Como X es localmente conexo, satisface 2) de 1.42, entonces
para toda componente K de f~(U), se tiene que K es un abierto de X; es
decir, f~'(C) es un abierto de X. Entonces X \ f~!(C) es un cerrado. Por
1.13, f(X \ f7YC)) es cerrado. Por otro lado, f(X \ f~*(C)) =Y \ C pues
| es suprayectiva; asi que, Y \ C' es un cerrado. Tomando el complemento,
se tiene el resultado. [
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Corolario 4.17. Sean (X, d) continuo de Peano, (Y, I") espacio topoldgico
Hausdorff y f : X — Y continua y suprayectiva. Entonces Y es un continuo
de Peano.

Demostracion. Por 1.25, Y es métrico. Por 4.16, obtenemos que Y es un
continuo de Peano. [J

Teorema 4.18. Sea (X, I") espacio topoldgico Hausdorff. Entonces X es
un continuo de Peano si y sélo si X es una imagen continua del intervalo
[0,1].

Demostracion. Si X es un continuo de Peano, por 4.14, X es una imagen
continua de [0,1]. Inversamente, si X es una imagen continua del intervalo
[0, 1], por 1.25, X es métrico y por 4.16, X es un continuo de Peano. [

Teorema 4.19. Sean X y Y son continuos de Peano. Entonces, para
cualesquiera n puntos yi,v2,...,Yyn € Y y x1,%3,...,%, € X , existe una
funcién continua y suprayectiva F' : X — Y tal que F(z;) = y; para i €
{1,2,...,n}.

Demostracion. Sea {y1,yz,...,yn} C Y. Por 4.14, existe una funcién con-
tinua y suprayectiva f : [0,1] — Y. Sean {ti,ts,....,t,} C [0,1] tal que
f(t;) = y; para cada i € {1,2,...,n}. Tomemos p,q € X \ {t1,1s,...,t,} con
p#q

0, sixz=np;
Definimos h : {p, q, x1, X2, ..., x,} — [0,1] como h(x) =< 1, siz =g;
ti, six =z
Por 1.7, existe H : X — [0, 1] continua tal que H|{p,q@1@27m,xn} = h. Dado que
X es conexo, H(p) =0y H(q) = 1, se obtiene que H (X) = [0, 1], es decir
H es suprayectiva. Si definimos la funcién F' = fo H : X — Y, claramente
cumple con lo deseado. [

Corolario 4.20. Sean X y Y espacios compactos, con X un continuo de
Peano. Entonces Y es un continuo de Peano si y sélo si Y es una descom-
posicién scs de X.

Demostracion. Sea Y continuo de Peano. Por 4.19, existe una funcién
continua y suprayectiva f : X — Y. Por 1.33, Y es homeomorfo a © ¢ donde
D ={f"y):y €Y} es una descomposicién scs de X.
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Inversamente. Si Y es una descomposicion scs de X. Por 1.24, la proye-
ccién natural m : X — Y de X sobre Y es continua y suprayectiva. De
manera que, por 4.17, Y es un continuo de Peano. []
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