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Introduccion

En la actualidad, una de las mas intrigantes conjeturas de la Teoria de Graficas es la
Conjetura de Hadwiger, la cual liga el nimero cromatico de una grafica G con el maximo
orden de graficas completas menores de GG. Esto es: Si toda buena coloraciéon de una gréfica
G usa al menos n colores, entonces es posible encontrar n subgraficas, conexas disjuntas de
G, tal que cada par de ellas esta conectada por al menos una arista. En otras palabras:

Toda gréfica n-cromatica tiene a K, como menor.

En el caso n = 1, en realidad se esta hablando de una gréfica sin aristas para lo cual, el
enunciado es obvio; para el caso n = 2, también es muy facil verlo, pues cualquier grafica
conexa no trivial tiene a K5 como subgrafica, en particular la tiene como menor. Para n = 3,
sabemos que la gréfica no es un arbol, ya que si lo fuera seria 2-cromatica, no 3-cromatica,
por lo que tiene al menos un ciclo y, por lo tanto, es muy facil ver que se puede contraer a
K.

El caso n = 4 fue probado por el mismo Hadwiger y, al menos una década después, por
Dirac. Para n = 5 Wagner, muchos anos antes de que Hadwiger enunciara su conjetura,
probo que este enunciado es equivalente al teorema de los cuatro colores. En 1975 Appel y
Haken, probaron el teorema de los cuatro colores, y asi quedé demostrada la conjetura para
n = 5. Robertson, Seymour y Thomas probaron que para n = 6, la conjetura es, otra vez,
equivalente al teorema de los cuatro colores. Asi, para n = 6 también es cierta la conjetura.
Este es el mayor niimero cromatico para el cual la conjetura ha sido confirmada.

El problema también ha sido abordado desde otras prespectivas, entre las cuales se en-



cuentra considerar el nimero de independencia de la grafica. Este punto de vista ha dado
como resultado, entre otras cosas, la definicion de familias infinitas de graficas que cumplen la
conjetura, asi como una serie de propiedades que debe cumplir, si existiese un contraejemplo
a la conjetura, cuyo nimero de independencia fuera dos.

El presente trabajo expone varios de los resultados mencionados, que estan entre los més
relevantes alrededor del tema de la conjetura y se organiza de forma que en:

El primer capitulo presenta las definiciones béasicas necesarias para la obtencién de los
resultados. El capitulo dos se aboca a presentar los resultados necesarios para poder llevar a
acabo las pruebas de los teoremas principales de la tesis. El capitulo tres, presenta las pruebas
de la veracidad de la conjetura para las graficas de nimero cromético menor o igual a cinco
y se da un esbozo de la prueba para el caso en que el nimero cromatico es seis. La prueba de
este ultimo caso se omite dada su extensién (el articulo original en que se presenta la prueba
tiene ochenta paginas). Finalmente, el capitulo cuatro presenta diecinueve propiedades que
debe cumplir un contraejemplo a la conjetura que tuviera nimero de independencia dos; a la
vez que se definen familias infinitas de graficas con nimero de independencia dos que cumplen

la conjetura.



Capitulo 1

Definiciones y Preliminares

- En este trabajo, una grdfica G = (V(G), E(G)) es una pareja de conjuntos finitos, donde
a V(G) se le llama los vértices de la grafica y E(G) es llamado las aristas de G. De este
ultimo conjunto, sus elementos son parejas no ordenadas de elementos distintos de V(G); si u
y v son vértices de Gy e = (u,v) = uv es una arista de G diremos que u y v son adyacentes
y que la arista e incide en ellos.

- Si z es un vértice de G, al conjunto de los vértices de G adyacentes (o vecinos) a x, se
le denota por I'(z).

- Si e = uv es una arista de GG, entonces se dice que e une u con v y los vértices u y v son
llamados vértices finales o terminales de e. Si e; y ey son dos aristas de G, tales que tienen

un vértice terminal en comun, se dice que son aristas adyacentes.

Figura 1.1: u es adyacente a v.

- Sea G una grafica; el numero de aristas incidentes en v € V(G) es la valencia 6 grado de

v en GG, y se denota por §(v). El minimo de todos los grados de los vértices de G es el grado
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minimo de la gréfica G y se denota por 0(G).
- Se dice que dos gréficas H y G son isomorfas (G = H) si existe una biyeccién 6 : V(G) —
V(H) tal que uv € E(G) siy sélo si (u)f(v) € E(H). A 6 se le llama isomorfismo de G a H.

Figura 1.2: Graficas isomorfas

- Una grafica, en la cual cada par de vértices distintos estan unidos por una arista es

llamada una grdfica completa. A la grafica completa con n vértices se le denota por K,

Figura 1.3: Graficas completas

-El complemento G de G, se define como la grafica tal que V(G) = V(G) y una arista
estd en G siy sélo si no es una arista en G. En otras palabras, el complemento G es lo que le
falta a G' para ser una grafica completa.

- Una gréfica H es una subgrdfica de G (H CG)si V(H) CV(G)y E(H) C E(G).

- La subgrafica de G cuyo conjunto de vértices es H y cuyo conjunto de aristas es, el
conjunto de aristas de G' que tienen ambos vértices finales en H, es llamanda la subgrdfica de
G inducida por H y se denota por G[H]|.

- La grafica G menos V' C V(G), denotada por G — V', es la subgréfica obtenida de G

borrando los vértices en G de V' junto con sus aristas incidentes. Andlogamente G menos
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E' C E(G), denotado como G — E', es la subgrafica de G obtenida borrando todas las aristas
de E'. Denotaremos por G — e cuando hablemos de la subgrafica G — {e}; y anédlogamene,

G — v en lugar de G — {v}.

Figura 1.4: Graficas reestringidas a V

- Una camino en G es una secuencia finita, no nula vgejv;...e vy, cuyos términos son
alternadamente vértices y aristas tales que para todo 1 < i < k, los vértices terminales de e;
son v;_1, v;. Diremos que W = vyeqv;...e,v €s un (vg, vy )-camino; por comodidad escribiremos
a W = vg, vy, ...0;, es decir, obviaremos las aristas e;. A los vértices vy,...,v,_1 se les llama
vértices internos. El entero k es la longuitud del camino. W se dice que es un camino cerrado,
cuando vy = vg.

- Una (vg, vg)-trayectoria es un (vg, vg)- camino tal que no repite vértices. Diremos que
dos trayectorias son disjuntas cuando ningun vértice interno de una es vértice interno de la
otra.

- Sea GG una grafica arbitraria. Por una 2-trayectoria P de G, entenderemos una subgrafica
inducida de longitud dos en G.

- Un ciclo es un camino cerrado donde sus vértices internos son tales que v; # v; para
todo ¢ distinto de j. Si la longuitud del ciclo es k, se dice que es un k-ciclo.

- Decimos que una grafica es coneza si para cualesquiera dos vértices u, v de GG; existe una
(u, v)-trayectoria en G. En otro caso, diremos que G es disconexa.

- Un drbol es una gréafica conexa tal que no contiene ciclos.

- Una componente conexa de una grafica G es una subgrafica conexa maximal de G.

- Una familia de trayectorias en G se dice que son internamente disjuntas, si ningin vértice



de G es un vértice interno de mas de una trayectoria de la familia.

Figura 1.5: son 3 (z3, xs)-trayectorias disjutas 2 a 2.

- Una trayectoria que contiene cada vértices de G es llamada trayectoria Hamiltoniana,

andlogamente, un ciclo Hamiltoniano de G es un ciclo que contiene todos los vértices de G.

Figura 1.6: Ciclo Hamiltoniano

- Una arista e = zy en G, se dice que es una arista dominante si todo vértice de G es
adyacente a al menos uno de los vértices terminales de e.

- Un subconjunto S de V(G) es llamado independiente en G, si ningun par de vértices de
S son adyacentes en G. Andlogamente, un subconjunto R de E(G) es llamado independiente
si ningtn par de aristas de R son adyacentes en G.

- El ntimero de vértices en un conjunto independiente méaximo de G es llamado el nimero
de independencia de G y es denotado por a(G).

- G es a-critica si para toda arista e de G, a(G — e) > a(G).

- El clan de una gréfica G es un subconjunto S de V(G) tal que G[S] es completa.
Claramente, S es un clan de G si y sélo si S es un conjunto independiente de G.

- Una gréfica G = (V, E) se dice que es bipartita si existen X y Y, subconjuntos indepen-

dientes de V tales que V=X UY y X NY = (). Sabemos que una grafica G es bipartita si y
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solo si GG no contiene ciclos de longitud impar.
- Una grafica G plana es una gréfica dibujada en el plano de tal manera que, salvo tal vez
en los vértices, ningtin par de aristas se intersectan. Una gréafica se dice que es planar si es

isomorfa a una grafica plana.

Conjuntos de corte

- Un vértice v de G es un vértice de corte si el nimero de componentes conexas de G — v
es estrictamente mayor que el nimero de componentes conexas de G. Analogamente, una
arista de corte de G es una arista e, tal que el nimero de componentes conexas de G — e es

estrictamente mayor que el nimero de componentes conexas de G.

Figura 1.7: u, v, w, x son vértices de corte

- Un conjunto de corte de una grafica conexa G es un subconjunto V' de V' tal que G—V" es
disconexo. Un k-conjunto de corte es un conjunto de corte con k elementos. La conectividad
k(G) de G es el minimo k para el cual G tiene un k-conjunto de corte. Decimos que G es
k-conezo si k < k(G). Si uy v son vértices de G, diremos que S separa u de v, si u y v estan
en distintas componentes conexas en G — S.

- Un conjunto de aristas de corte de una grafica conexa GG es un subconjunto F’de E tal
que G — E' es disconexo. Una k-arista de G es un conjunto de aristas de corte con k-elementos.
La conectividad por aristas de G es denotada por £'(G), y se define como el minimo k tal que

existe una k-arista de G.



Coloraciones

- Una k-coloracion de G es una funcién f : V(G) — {1,2,...k}. Para cada i € {1,2, ...k},
f71(4) es llamada una clase cromdtica. Una k-buena coloracion es aquella en la que dos vértices
adyacentes le corresponden colores diferentes, es decir, si u es adyacente a v, f(u) es distinta
de f(v).

Una grafica es 1-coloreable si y sélo si G' no tiene aristas y es 2-coloreable si y sélo si es
bipartita.

-Se dird que una coloracion G es un re-nombramiento de otra coloracién, si la particion
que definen ambas coloraciones en V(G) con sus clases cromaticas es la misma.

- El ndmero cromdtico, x(G) de G, es el minimo k para el cual G tiene una buena k-
coloracién. Si x(G) = k se dice que G es k-cromdtica.

- Se dice que una grafica es critica si x(H) < x(G) para cualquer subgréfica propia H de

G. Diremos que es k -critica si x(G) =k y G es critica.

Apareamientos

- Un apareamiento M en G es un conjunto de aristas independientes de G. M es un
apareamiento de U C V(G), si cualquier vértice de U es incidente en una arista en M.
- Se dice que M es conexo si todo par de aristas de M estan unidas por al menos una

arista de G — M.

Figura 1.8:

- M es dominante si cualquier vértice en G — M es adyacente a al menos un vértice final



de cada una de las aristas de M.

Figura 1.9:

- Se dice que un apareamiento M es completo, de X a'Y (subconjuntos de V' (G)), si ningin
vértice de Y es incidente con mas de una arista de M y cada vértice de X es incidente con
una arista de M.

- Un apareamiento M se dice que es perfecto si cualquier vértice v € G es un vértice

terminal de alguna arista en M.

Figura 1.10: M es perfecto

- M es un apareamiento mdximo si en G no existe otro apareamiento M’ tal que |M| < |M’|

Figura 1.11: M es maximo

- Se dice que una grafica G es factor critica si G — x tiene un aparemiento perfecto para

todo vértice x de G.



Menores

- Sea e = wv una arista de una grafica G. Por G/e denotaremos la grafica obtenida
de G contrayendo la arista e en un nuevo vértice v., el cudl serd adyacente a todos los
vecinos de u y de v. Formalmente, G/e es la grafica (V', E') cuyo conjunto de vértices es
V' = (V —{u,v}) U{v.} y cuyo conjunto de aristas es

E' ={zy € E{z,y} N{u,v} =0} U{veyluy € E —{e} 6 vy € E — {e}}.

Figura 1.12: Contrayendo la arista e = xy

Maés generalmente, si X es una grafica y {V,|z € V(X)} es una particién de V' en sub-
conjuntos conexos tales que, para cualesquiera dos vértices z, y € V(X), existe una V,V,
arista en G si y sélo si xy € FE(X), diremos que G es un M X y escribiremos G = MX.
Los conjuntos V,, son las ramas de este M X . Intuitivamente, obtenemos X de G contrayendo

todas las ramas a un vértice singular.(figura 13)

Figura 1.13: X = M H C G, entonces H es un menor de G

- Una gréafica H es un menor 6 contraccion de GG, si H puede ser obtenida de una subgrafica
de G borrando vértices (y/o aristas) y/o contrayendo aristas, y a esto lo denotaremos como
H < G. Es decir, si X = M H es una subgréafica de otra grafica G, diremos que H es un menor
de G. (figura 1.13)

- Si G es una grafica, y reemplazamos las aristas de GG con trayectorias independientes

entre sus vértices finales (esto es, que ninguna de estas trayectorias tengan vértices internos
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en otra trayectoria 6 en (), diremos que la grafica H obtenida es una subdivision de G y la
escribimos como H = TG. Si X = T H es subgréfica de otra gréfica GG, diremos que H es un

menor topoldgico de G.(figura 1.14)

Figura 1.14: X =TH C G, entonces H es menor topoldgico de GG

- Si G es una grafica, diremos que es contraccion critica si x(H) < x(G) para todo menor

propio H de G.
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Capitulo 2

Resultados Previos

A lo largo de esta tesis, se hace mencién a ciertos teoremas, los cuales se presentan a

continuacion.

Teorema 1 Dirac (1952)Sea G una grdfica con n vértices y valencia minima ¢, tal que

n>3yd>n/2. Entonces G es Hamiltoniana.

Demostracion. La prueba la realizaremos suponiendo falso el teorema y llegando a una
contradiccion.

Supongamos que G es una grafica no Hamiltoniana con n > 3 y § > n/2 y supong-
amos también que para todo par de vértices u y v que no sean adyacentes en G, G + uv es
Hamiltoniana.

Dado que n > 3, GG no es completa, ya que toda grafica completa con al menos 3 vértices
es Hamiltoniana. Sean wu, v vértices no adyacentes en G. Por hipotesis G + e con e = wv
es Hamiltoniana. Ademads, puesto que G no lo es, cada ciclo Hamiltoniano de G + e debe
contener a e. Entonces, existe un camino hamiltoniano vy,vs,...,v,, con origen en u = v; y

final en v = v,,. Definamos

S =A{viluv;1 € E(G)}; T = {vi|vw € E(G)}.
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Noétese que dg(u) = |S]; da(v) = |T]; que v = v, ¢ Ty que v = v, ¢ S pues v,41 NO

existe, ya que n es el mayor subindice. De este modo,

(1) |[SUT| < n.
Ademas
(2) SNT =10

ya que si S NT contiene un vértice v;, ¢ = 2,...,n — 1, entonces vy, ...0;V,Vp_1...V;11V1 €S

un ciclo Hamiltoniano, lo cual no es posible por hipétesis. Usando (1) y (2) tenemos

dg(u) +dg(v) =S|+ |T| <n

lo cudl contradice nuestras hipdtesis, porque dg(u) y dg(v) > /2 y, entonces dg(u) +

5@(?}) Z 20 2 n.m

Figura 2.1:

Teorema 2 (Menger) Sea G una grdfica. Dados dos vértices x yy de G no adyacentes, el
numero minimo de vértices que separan a x de y es iqual al maximo niumero de xy-trayectorias

internamente disjuntas en G.

Demostracién. Primero obsérvese que si S es un subconjunto de V(G) tal que separa a
x de y de cardinal minimo k, es claro que en G existen a lo mas k xy-trayectorias disjuntas.

Mostraremos que si S = {wy, ws,...wx} es un conjunto de cardinalidad minima &k que
separa a x y ¥y, entonces GG tiene al menos k zy-trayectorias disjuntas.

Esta prueba la realizaremos por induccion sobre m = n+e¢, la suma del niimero de vértices

(n) y aristas (e) en G. El caso para k = 1 es claro, y en el caso cuando m = 5, se puede ver que

13



el teorema es cierto. Ahora, supongamos que para toda grafica H donde |V (H)|+|E(H)| <m
el teorema es cierto, y sea G una grafica en donde |V (G)| + |E(G)| = m.

(1) Supongamos que x y y tienen un vecino en comun z € I'(z) NI'(y). Entonces necesari-
amente z esta en S. En G — z el conjunto S — 2z es un conjunto minimo que separa = de y. Por
hipotesis de induccion, existen k — 1 zy-trayerctorias independientes en G — z. Junto con la
trayectoria xzy, entonce existen k zy-trayectorias independientes en GG como lo afirmabamos.

(2) Supongamos que I'(x) NT'(y) = 0 y denotamos por H, y H, a las componentes conexas

de G — S en las cuales estan x y y, respectivamente. (ver figura 2.2)

Figura 2.2:

(2a) Supongamos que algun elemento w; del conjunto de corte S no es vecino de x, y algin
w; de S no es vecino de y; esto implica que H, # = y que H, # y. Sea z un nuevo vértice, y
definamos G, la gréfica cuyos vértices son V(H, U S U z) teniendo las aristas de G[H, U S|

junto con las aristas zw; para toda i = 1, ...,k (ver figura 2.3).

Figura 2.3:

La grafica GG, es conexa y mas pequena que G. Como S es un conjunto de corte minimo,

todos los vértices w; tienen que ser adyacentes a algun vértice de H,. Esto muestra que
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|E(G)| < |E(G)|. Més ain, por nuestra suposicién en este caso, H, # y, con lo que |V (G,)| <
|V(G)]. Si T es cualquier conjunto que separe a x de z en G, entonces T separa a = de todos los
w; en S — (T'NS) en G. Esto significa que T separa a x de y en G. Dado que k es el tamano
de un conjunto de corte minimo, |T| > k. Como |V(G,)| + |E(G.)| < |[V(G)] + |E(G)],
por hipétesis de induccién, existen k xz-trayectorias disjuntas en G,. Este conjunto de k
trayectorias ajenas en (G,, claramente nos definen un conjunto de k trayectorias disjuntas en
H, U S, siendo cada una de ellas una xw;-trayectoria para cada i = 1,2, ..., k. Usando un
argumento andlogo encontramos k yw;-trayectorias disjuntas en H, U S. Combinando estas

trayectorias, obtenemos k zy-trayectorias disjuntas en G como se afirmaba.(figura 2.4)

Figura 2.4:

(2b)Supongamos, ahora, que todos conjunto S de corte es un subconjunto de I'(z) o de
['(y). Sea P = {z,uy,,us,...,y} una xy-trayectoria de longitud minima en G. Por lo visto
en el caso (1), P contiene al menos cuatro vértices. Definamos G, como G — ujus. Si T, el
conjunto de separacién entre x y y mas pequeno en (G, tiene tamano k, por inducciéon hemos
terminado. Supongamos que |T'| < k, entonces x y y estan conectados, todavia, en G — T,
necesariamente a través de la arista uyus. Entonces ni u; ni us son elementos de T'. También,
Tu,, =TUu y T,, =T Uus son ambos conjuntos de corte minimoes en G (de tamano k).
Entonces, T,, C I'(z) o T, C I'(y) por hipdtesis. Ahora, P es una trayectoria de longitud
minima, entonces us no es elemento de I'(x), con lo que T,, C I'(y). Mas ain, u; € I'(z),
entonces T, C I'(z). Combinando estos dos resultados tenemos que 7' es subconjunto de

I'(z) NI'(y) lo cudl contradice nuestra suposicién (2), ya que 7' no es vacio.;
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Un teorema equivalente a éste es el teorema de Hall,

Teorema 3 Hall Sea G = (V, E) una grdfica bipartita, con V- = XUY . Ezxiste un apareamien-

to completo de X a'Y, siy sdlo si |S| < |['(S)| para cualquier subconjunto S de X.

Teorema 4 Si G es una grdfica n-cromdatica minima, entonces n — 1 < §(G)

Demostracién. Supongamos que n — 1 > §(G). Por tanto existe v en V(G) tal que
dg(v) <n—2.

Sea cg_y : V(G —v) — {1,2,...,n — 1} una buena coloracién de G — v. Como I'(v)
contiene n — 2 vértices se sigue que hay algin color j € {1,2,...n — 1} que no pertenece al
conjunto {cg_,(x)|z € I'(v)}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el color que no
aparece es el 1.

Sea C': V(G) — {1,2,...,n — 1} la coloracién definida como sigue: si x es un vértice de
V(G —v), entonces, C(x) = cg_y(2); si x = v entonces C(v) = 1.

Afirmamos que C' es una buena (n — 1)-coloracién de G.

Dados z,y en V(G), supongamos que C(z) = C(y). Si z,y # v entonces C(x) = cg_(T) ¥
C(y) = ca—v(y), por lo que cg_(z) = cg_v(y) v, entonces, como cg_, es una buena coloracién
x y y no son adyacentes en G — v y por tanto no son adyacentes en G.

Siz=vyy#v,Cx)=1y C(y) = cg—(y), por lo que cg_,(y) = 1, pero 1 no pertenece
a {cg_v(2)|z € T'(v)} por lo que y no es vecino de v; lo cual significa que z y y no son
adyacentes. Con lo que nuestra afirmacién ha sido probada.

Pero entonces, se tiene que G no es n-cromatica, lo cual es una contradiccion a nuestras

hipétesis.m

Teorema 5 Tutte Dada una grifica G = (V, E), ésta tiene un apareamiento perfecto si y
solo st para todo subconjunto U de V', el numero de componentes conexas con un numero

impar de vértices en la subgrdfica inducida G — U es menor ¢ igual que |U)|.
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Teorema 6 Gallai Si |V(G)| < 2x(G) — 2 entonces, G es disconezo.

Teorema 7 Toft Sea S un conjunto de aristas de corte en una grdfica G, k-cromdtica con-
traccion-critica, y tal que G # Kj. Si |S| < 2k — 3 entonces existe un vértice v con valencia

|S| en G y tal que S es el conjunto de aristas de G incidentes en v.

Teorema 8 Si G es k-critica y S C V(G) es un conjunto de corte de G, G[S| no puede ser

completa.

Demostracidn. Si G es k-critica, entonces toda subgrafica propia H de G es (k—1)-coloreable.

Sean Hi, H», ..., H, las componentes conexas de G — S y para cada ¢ = 1,...,7 sea G; la
grafica inducida por V(H;) U S. Si G[S] es completa, toda buena (k — 1)-coloracién de G,
con i = 1,...,7, le asigna colores distintos a los vértices de S. Re-nombrando las (k — 1)-
coloraciones de cada G; de tal manera que cada vértice de S reciba en cada coloracién el

mismo color, obtenemos una buena (k — 1)-coloracién de G, lo cual no es posible.m

Teorema 9 Kuratowski (Kuratowski 1930- Wagner 1937). Si G es una grifica, las sigu-
tentes afirmaciones son equivalentes:
i) G es plana.

it) G no tiene a K5 ni a K33 como menor.

Teorema 10 Una grdfica G contiene a K5 o a K33 como menor, si y solo si, contiene a K

o a K33 como menor topoldgico.

Teorema 11 4CC Si toda grdfica plana puede ser bien coloreada (en vértices) con cuatro

colores.
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Capitulo 3

Graficas con niimero cromatico 4, 5

06

En este capitulo veremos lo siguiente:

i) Si G es una grafica con niumero cromético 4, entonces tiene a K, como menor.

ii) El teorema de los cuatro colores es equivalente a que si G es una gréfica 5-cromética,
entonces tiene a K5 como menor.

i11) Una idea general de la prueba de que si G es una gréfica con nimero cromético 6

entonces contiene a Kg como menor.

3.1. Numero Cromatico 4

Para probar este caso, supondremos que la afirmacion es falsa. Asi, sea G una grafica
4-cromaética, de orden minimo y que no contenga a K, como menor.

Dado que G es de orden minimo, se sigue que toda subgrafica propia de G es 3-coloreable,
pues si para alguna subgréfica propia H de G, x(H) = 4, tendriamos que H > K, y por lo
tanto G = Kjy.

De ahi se sigue que G es 4-cromatica critica y por el Teorema 8, que G es al menos dos
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conexa.

Caso 1 G es 2-conexa.

Sea S = {v1,v2} un conjunto de corte. Sean Hi, Ho,...H, las componentes conexas de
G — S; para cada i = 1,2...,7, sea G; la grafica inducida por V(H;) U S. Como G es 4-
cromatica critica, se sigue que cada G; es 3-coloreable, y por el Teorema 8, v; y vy no son
adyacentes.

Afirmamos que existen dos componentes conexas G; y G; tales que toda buena coloracion
de G asigna colores diferentes a v; y vs, y toda buena 3-coloracién de G; asigna el mismo
color a v1 y v9. Supongamos que la afirmacion es falsa, entonces para cada componente existe
una buena 3-coloracién que asigna los mismos colores a v; y vy; y/o para cada componente
existe una buena 3-coloracion que asigna colores distintos a vy y vs.

Si para cada componente existe una buena 3-coloracién que asigna el mismo color a vy y
V9, re-nombrando las coloraciones de cada componente, de tal manera que el color asignado
a v y vy sea el mismo para cada coloracién, obtenemos una buena 3-coloracién de GG, lo cual
contradice nuestra hipétesis.

De manera andloga, en el caso en que para cada componente exista una buena 3-coloracién
que asigne colores diferentes a vy y vy, llegamos también, a una contradiccion.

Dada la afirmacién anterior, sean G y G9 tales que toda buena 3-coloracién de Gy le
asigne distintos colores a v; y a vs; y toda buena 3-coloracién de G5 le asigne el mismo color

a U1y Va.

Figura 3.1:

Como (7 es conexa, existe una (vq,vy)-trayectoria, por lo que Gs 4+ v1v2 es menor de
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G. Como toda buena 3-coloracién de G5 le asigna el mismo color a v; y a vy, G + v1v9 €S
4-cromatica y tiene orden menor que G. Por lo tanto, Ky < G5 + vyvy y entonces Ky < Gmg.

Caso 2 (G es k-conexa con k > 3.

Como K4 A G entonces, G no es completa.

Sean x y y dos vértices no adyacentes de G. Entonces existen tres xy-trayectorias disjuntas
en G.

Sean P = (x = wo,wy,...,w, = Yy), Po» = (x = 20,21,..,2, = y) y P3 = (x =
90, q1, -, Qi, = Y), tales trayectorias. Como G es k-conexa, G — {x,y} es conexa, por lo que
existe una wyq-trayectoria, digamos (wy = 19,71, 72, ...,7, = q1) en G — {z,y}.

Sea j =max{i|r; € P, }.

Obsérvese que r; = wy € V(Fy).

Sea [ =min{i > jlr; € V(P3)}

Igualmente obsérvese que r; = g, € V(Ps) y que la trayectoria (w, = 7;,7j41,..,71 = ¢s) =
Py, es disjunta con P y Ps.

Caso 2.1 V(Py) NV (P) = 0.

Contrayendo (x = qo,q1,...,qs) a la arista zqs, (s, Gst1, .-, @1, = ¥) a la arista gy, (w; =

Tj,..r1 = ¢s) a la arista w,;y y contrayendo a P, a una arista, se forma K.

Figura 3.2:

Caso 2.2 V(P) NV (P) #0
Sea s =min{j <i <l|r; € V(P)}.

Obsérvese que 7, = z; en V(1%), y sea P; = (wy =714, ...,75 = 2;). Sea k = max{j < i <
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llr; € V(Py)}. Nétese que r, = z; en V(P) y sea Py = (2, = g, ...,71 = ¢s). Contrayendo el
segmento de P, entre z; = 1,y 2, = 1, al vértice z;z,; Ps ala arista (w; = r;)2;24; Ps a la arista
(gs = 11)2i%q; la trayectoria (v = 20, ..., 2i%4), (T = qo, ..., qs = 11) ¥ (. = wy, ..., wy = 1;) a las

aristas x(2;z,), (x1;) y xr; respectivamente y, finalmente, la trayectoria (wy, wiiq, ..., w;, =

Y= Qg Q1 qs) & la arista w,q, obtenemos a K, como menor.;

Figura 3.3:

3.2. Numero cromatico 5

En esta seccion, probaremos la siguiente equivalencia:
“El teorema de los 4 colores se cumple si y sélo si cualquier grafica que requiera 5 colores
para bien colorearse, tiene a K5 como menor”.

Para la demostracién de esta equivalencia, requerimos del siguiente resultado:
Teorema 12 Si G es una grafica 4-conexa y no plana, entonces K5 < G.

La demostracion de este resultado se encuentra al final de esta seccion. Pasemos a probar

la equivalencia.

Teorema 13 de Wagner Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(H): “Si G es 5-cromdtica entonces, K5 < G.”

(4CC): “Toda grafica plana puede ser bien coloreada (en vértices) con cuatro colores.”
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Demostracién. Que (H) = (4CC) es inmediato del teorema de Kuratowski (Teorema
15).

Inversamente, sea (4CC) verdadero y sea G una grafica 5-cromdtica que no acepta a Kj
como menor. Podemos suponer (contrayendo y borrando aristas de G, si es necesario) que
toda contraccién propia de G es 4-coloreable. Mostraremos que G es 4-conexa.

Supongamos lo contrario, que existe un conjunto de vértices de G tales que |[S| <3y G—S5
se separe en las componentes C1,Cs,...,C,, (n > 2). Podemos asumir que S es el més chico de
tales conjuntos, y de aqui que cada vértice de S esta unido a cada componente C; por una
arista. Sea C] = G[V(C;) U S], 1 <i < n. Sea T un subconjunto independiente maximal de
S en G. Obsérvese que como G es critica, S no es completa (Teorema 8), con lo que S =T
6 |T| = 2. Afirmamos que cada C! puede ser coloreada con 4-colores de tal forma que todos
los vértices de T' tengan el mismo color «;, y el color asignado a S — 7" no es a.

Escogemos i # j y contraemos Cj a un vértice ¢; entonces contraemos ¢ y 7" a un vértice
t'. Como T era maximal independiente en S, t' es adyacente a todo vértice en S —T.Y
como la grafica obtenida es una contraccién de G, puede ser coloreada con cuatro colores.
Asi, restableciendo los vértices de T' con el color de t/, el cual es diferente de todos los colores
de S — T, obtenemos una 4-coloracién de C] como afirmédbamos.

Por lo tanto, si T es un subconjunto independiente maximal de S tal que (G[S — T7)
es vacio 6 puede ser coloreado, escencialmente de una forma, entonces la 4-coloracion de los
diferentes C] pueden ser combinados para dar una 4-coloracién de G, lo cual es imposible.
Aqui la suposicion de que G no es 4-conexa ha inducido a una contradiccion.

Dado que G £ Kj, se sigue del Teorema 12 que G debe ser plana, pero entonces G es
4-coloreable por (4CC), contradiciendo la eleccion de G .+

Ahora, pasemos a probar el Teorema 12.

Demostracion. Por el teorema de Kuratowski y el Teorema 10, todo se reduce a probar

que si G' contiene una subdivision H de K3, entonces G > K. Sean A, B, C, D, E'y F' los
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vértices de H de valencia 3 (en H); y supongamos que forman los conjuntos independientes
(en H) {A,B,C} y {D, E, F}. Cada pareja de vértices en distintos conjuntos independientes,
son extremos de trayectorias ajenas en H, a las que llamaremos H-lineas.

Sea P una (AB)-trayectoria en G — {D, E, F'}. Recorriendo la trayectoria de A a B, sea
w el dltimo vértice de P en alguna H-linea que emane de A, y sea x el primer vértice después
de w en una H-linea que sale de B o C (sin pérdida de generalidad podemos suponer que de
B).

Sea P, la seccién de P de w a z. Entonces P,, no contiene ningin vértice de H en su
interior, y z # w. Existe algin vértice en {D, E, F'}, digamos F, tal que ni w ni x estdn en
una H-linea que sale de él.

Ahora, sea () una trayectoria en G —{A, B,C} de F a D o E. Recorriendo @ (iniciando
por F'), sea y el dltimo vértice de @) que esté en alguna H-linea de F'. Sea z el siguiente vértice
de @ que estd en P,, U H y sea (). la secciéon de Q) de y a z.

Caso 1 Si z ¢ P, entonces z estd en alguna H-linea de D o E.

Figura 3.4:

Supongamos que es E. Contrayendo a un punto las trayectorias (sobre las H-lineas) de z
alE deyal,dexaB,dewaAyla H-linea que va de C' a D, obtenemos a Kj.

Caso 2 Si z € P,,, tenemos dos subcasos:

Caso 2.1 w#Adbébx+#B.

Supongamos que w # A. Si z # x contraemos a un punto la seccién de P,, entre z y w,
y las trayectorias de z a B, de y a F', de A a Dy de C' a F (sobre las H-lineas), obtenemos a
K.
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Figura 3.5:

Caso 22w=Ayzr=2RB

Figura 3.6:

Recorriendo @) desde F', sea v el vértice siguiente de z que estd en H. v estd en una H-linea
de D 6 E (pero no en F, pues y es el dltimo vértice en ) con esta propiedad). Supongamos
que v estd en una H-linea que sale de E (ver fig. 3.6).

Contrayendo los vértices internos de P, ¥ @y, a un vértice (el cual serd vecino de A, B,
vy dey).

Ahora contraemos las trayectorias de v a E'y de y a F' (sobre las H-lineas); y contraemos
a un punto la H-linea que va de C' a Fv, y a un punto la H-linea que va de A a D. Asi,

obtenemos a Kj

Figura 3.7:
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3.3. Numero cromatico 6

En esta seccién, daremos un esbozo de la prueba dada por Robertson, Seymour y Thomas,
probando que la conjetura de Hadwiger es cierta para graficas de nimero cromatico 6.

Ya hemos visto que la conjetura de Hadwiger, para n = 5 es equivalente al teorema de los
cuatro colores; bueno, pues la conjetura cuando n = 6, también es equivalente al teorema de
los cuatro colores. Mas especificamente en la prueba se muestra (sin asumir el 4CC) que todo
contraejemplo minimo de la conjetura de Hadwiger, cuando n = 6 es “picudo”. Esto quiere
decir que consiste en una grafica plana con un vértice adicional que impide que sea plana. Por
otro lado, el 4CC implica que las graficas picudas son cinco coloreables. Por tanto, de acuerdo
al Teorema de los cuatro colores, no existe tal contraejemplo.

Para realizar la prueba se define lo que es una grafica de Hadwiger:

Diremos que una grafica G es una grdfica de Hadunger si,

i) G no es 5-coloreable.

it) Todo menor de G' con menos vértices que G es 5-coloreable.

iii) G' no tiene a K como menor.

Después se prueba que toda grafica de Hadwiger es picuda; escencialmente en los cinco
pasos siguientes:

Paso 1. Una grafica de Hadwiger no picuda, tiene valencia minima al menos 7 excepto,
quiza por a lo méas dos vértices de valencia 6.

Paso 2. Una grafica de Hadwiger no picuda es 7-conexa excepto, para estos (a lo més 2)
vértices de valencia 6.

Paso 3. Se encuentran diez subgraficas prohibidas, para una grafica de Hadwiger no
picuda. (fig. 3.8)

Paso 4. Existe un apareamiento perfecto en las graficas de Hadwiger no picudas.

Por una “configuracién reducible” se entenderd una subgrafica de G' (cuyos vértices, tipi-

camente, tienen valencia pequena en G) tal que le corresponde un menor propio, en donde
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Figura 3.8: Graficas Prohibidas para una de Hadwiger no picuda

cualquier 5-coloracion de éste, induce una 5-coloraciéon de GG. Una grafica de Hadwiger, por
definiciéon no puede contener una configuracién reducible.
Paso 5. Se prueba que existe una configuracion reducible o una subgrafica prohibida en

cualquier grafica de Hadwiger no picuda, y por lo tanto, no existe tal grafica.
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Capitulo 4

Graficas con nimero de independencia

2

En este capitulo se presentaran una serie de propiedades que debe de cumplir una grafica
G, si ésta fuera un contraejemplo de orden minimo a la conjetura de Hadwiger, teniendo
como hipdtesis adicional que a(G) = 2. No se ha podido demostrar que este contraejemplo
no existe.

Por otro lado, presentamos varias familias infinitas de graficas con nimero de independen-
cia 2, para las cuales, la conjetura es cierta.

Dado una gréfica G, si a(G) < 2 entonces x(G) > |V(G)|/2; ya que si se bien colorea G,
cada color podria usarse a lo mas 2 veces. De ahi vemos que

H.2 Conjetura de Hadwiger para a = 2
VG a(G) <2= Ky < G.

implica a
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H.3 Conjetura de Hadwiger para a = 2

VG - Oé(G) <2=G*r KHV(G)V?W'

Ahora pasemos a enlistar diecinueve propiedades que debe cumplir una grafica GG, con
a(G) = 2, si fuera un contraejemplo de orden minimo, con respecto a la conjetura de Hadwiger.

(1) Vo € V(G) : x(G) > x(G — x), es decir, G es vértice critica.

(2) El complemento G de G es conexo.

(3) V(G)] = 2x(G) — L.

(4) Vx € V(G) : G — z tiene un apareamiento perfecto, es decir, el complemento G de G
es factor-critico.

(5) Vay € E(G) : a(G — x2y) =3 > 2 = a(G), esto es, G es a-critica.

(6) VH, G~ Hy H # G: x(H) < x(G), es decir, G es contraccién-critica.

() x(@) = 7.

(8) G es T-vértice-conexa.

(9) 0(G) > x(G). G es x(G)-arista-conexa.

(10) G es Hamiltoniana.

(11) G es factor-critica.

(12) G no tiene apareamientos conexos dominantes distintos del vacio.

(13) w(G) < x(G) — 3.

(14) (G) = x(G) + 1.

(15) £(G) = x(G).

Ahora, sean x, y dos vértices no adyacentes en GG. Sea B el conjunto de vecinos en comuin
de x y y. Sea A = {v € GJv es adyacente a x pero no a y} sea C' = {v € G|v es adyacente a
y que no lo sean de z}.

(16) Sea b € B. Entonces b tiene al menos un “no vecino” en A y al menos un “no vecino”

en C (en particular A y C' son no vacios).
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(17) Seaa € Ay ¢ € C. Entonces a es adyacente a ¢ si y s6lo si tienen un comin “no
vecino” b € B.

(18) Si A, By C son los descritos anteriormente, entonces 2 < |A| < k—4,2 < |C| < k—4
vy 5 < |B| <2k — 7, donde k = x(G).

(19) Cualesquiera dos vértices no adyacentes z y y en G estan unidos por al menos cinco
2-trayectorias. Mds ain, toda 2-trayectoria en G es parte de un C5 inducido.

Ahora pasemos a las pruebas:

Supongamos que la grafica G es el contraejemplo de orden minimo de H.2.

Si x(G — x) = x(G) para alguna = € V(G), entonces por la minimalidad de G, vemos que

G—-—r= Kyg-o) = KygyperoG =G —x

y por lo tanto

G = K@), lo cual es imposible. Entoces,

(1) Yz € V(G) : x(G) > x(G — x), es decir, G es vértice critica. Més atin:

(2) El complemento G de G es conexo.

Supongamos que no lo es, es decir que, G es disconexo. Supongamos primero que G tiene
dos componentes, por lo tanto, G consiste en dos graficas G; y G tal que para todo x en
V(Gh) y y en V(G,) tenemos que, la arista xy estd en G (Fig 4.1) y como Gy > Ky@q,) ¥

Gy > Ky, (por la minimalidad de G), entonces G > K, (c,)+x(G2) -

Figura 4.1:

Ahora, para bien colorear a G, necesitamos al menos x(G1) colores. Como cada vértice

de GG7 estd unido a todos los vértices de Go, entonces requerimos x(G3) colores més para bien
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colorear a G, es decir, se requiere al menos x(G1) + x(G2) colores para bien colorear a G. Por
lo tanto x(G) = x(Gi1) + x(Gs) y entonces G = K, (g), lo cual no se puede. Si G tiene més
componentes, llegamos a una contradicciéon de forma anédloga. Asi G es conexa.

Ahora bien, si |V(G)| < 2x(G) —2, el Teorema 6 dice que G es disconexo, lo que contradice
(2), por lo tanto|V(G)| > 2x(G) — 1.

Si |[V(G)| = 2x(G) entonces para cualquier x € V(G), se tiene que

2x(G) = 1= V(G = 2)| < 2x(G - 2)

entonces

x(G) —

es decir,

<x(G =) < x(G),

N

X(G — x) = x(G) (dado que x es un entero) lo cual contradice (1).
Por lo tanto

(3) [V(G)] = 2x(G) — 1 (es decir, x(G) = M),
Dado que G i K,() y que |V(G)| = 2x(G) — 1 se tiene que G K(W1 = Ky

siendo asi G un contrajemplo de H.3. Por lo tanto tenemos que

Teorema 14 Las conjeturas H.2 y H.3 son equivalentes. Mas aun, cualquier contraejemplo
de H.3 es contraejemplo de H.2 y cualquier contraejemplo de orden minimo de H.2 es un

contraejemplo de H.3.

Supongamos que (7 es un contraejemplo de H.2 tal que tiene el nimero cromético més
pequeno. Entonces x(G1) < x(G), pero |V(Gy)| > |V(G)| (por la minimalidad de G). En-
tonces como a(Gy) = 2 se sigue que 2x(G) — 1 = |V(G)| < |V(G1)| < 2x(Gy), pero
X(G1) < x(G) por lo tanto la tnica opcién es que x(G) = x(G1), y esto prueba el sigu-

iente teorema:

Teorema 15 Si G es un contraejemplo mds pequeno de H.2, en términos de |V (G)|, entonces

G es un contraejemplo mds pequeno de H.2 en términos de x(G).
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Otra propiedad de G puede derivarse de que si x € V(G) entonces a(G — z) < a(G) = 2
v 2x(G — ) =2x(G) —2 = |V(G)] — 1 = |V(G — z)|, es decir, G — x tiene una (x(G) — 1)-
coloracién en la cual, cada clase de color tiene tamano exactamente dos. Es decir, cada color
se estd usando exactamente 2 veces, por lo que hay un apareamiento perfecto para G — .

(4) Vx € V(G) : G — z tiene un apareamiento perfecto, es decir, el complemento G de G
es factor-critico.

Sea zry € F(G) y H la gréfica obtenida de G contrayendo xy en un nuevo vértice z.
Entonces H tiene un vértice menos que G, con lo cual, G = H > K, ) por la minimalidad
de G. Por lo tanto x(H) < x(G).

Una (x(G) — 1)-coloracién de H da inmediatamente una (x(G) — 1)-coloracién de G — zy,
dando a z y y el color de z y dejando fijos todos los otros colores. Pero una (x(G) — 1)-
coloracién de los 2y (G) — 1 vértices de G — zy tiene al menos una clase de color con tamano
mayor o igual a tres. Por lo tanto

(5) Vay € E(G) : a(G — xy) = 3 > 2 = a(G), esto es, G es a-critica.

Finalmente, sea H un menor propio de G, es decir, G = H y H # G. Si H tiene menos
vértices que G, entonces H >~ K, (g con lo que x(H) < x(G).

Si [V(H)| = |V(G)|, entonces H C G — xy y para alguna zy € E(G) se tiene que
X(H) < x(G —zy) < x(G). Entonces en cualquier caso x(H) < x(G). Por lo tanto

(6) VH, G~ Hy H # G: x(H) < x(G), es decir, G es contraccién-critica.

Por la minimalidad de G (en cuanto al nimero cromdtico -Teorema 18), de (3) y de (6)
se tiene

(7) x(G) = 7.

(8) G es T-vértice-conexa (Teoremas 1y 2).

(9) 6(G) > x(G). G es x(G)-arista-conexa. (Teorema 7)

De (3) y (9) y del Teorema 1 obtenemos (10); el cual junto con (3) impica (11)

(10) G es Hamiltoniana.
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(11) G es factor-critica.

Ahora veremos que

(12) G no tiene apareamientos conexos dominantes distintos del vacio.

Demostracién. Supongamos que M # () es un apareamiento conexo dominante en G.
Definamos G = G —V(M). G’ es més pequena que G, por lo que, por hipétesis de induccidn,
G >~ KT%/T Por otro lado, [%,1 = [§ — |[M|]. Ahora, contrayendo a M en |M] vértices (ojo,

V(M . .
|M| = | (2 )‘), tenemos que, por ser un apareamiento conexo, al contraer M en |M| vértices,

obtenemos a K|y, pero por ser un apareamiento dominante, todos los vértices de G’ estan
unidos a cada uno de los |M| de la contraccién, asi tenemos que

G = Krg-jminn = Kryy,

lo cual es imposible, dado que G' es un contraejemplo a esta conjetura.;

Claramente una grafica H no contiene una 2-trayectoria si y sélo si toda componente de

H es una grafica completa. (ver fig. 4.2)

Figura 4.2: Sucede asi para todo vértice que se agregue. Por lo que, siempre se obtiene una
completa

Si H tiene una 2-trayectoria P = (z1,x9,23) v a(H) = 2, entonces, contrayendo P a un
vértice z, éste es adyacente a todos los otros vértices de la gréfica H, ya que si existe v € V(H)
tal que v y z no fueran adyacentes, entonces se observa que en el conjunto {v, 2z}, la grafica
inducida por este conjunto es disconexa y si a z se le desdobla a la 2-trayectoria, la grafica
inducida por {v,zy,x3} tiene 3-componentes, contradiciendo que a(G) = 2. Por lo tanto z es

adyacente a v para cada v € H — V(P). Estas observaciones nos ayudan para ver que:

Teorema 16 Sea G una grifica con o(G) < 2. Sean = |V(G)| y w = w(G). Entonces, se

cumple que:
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(a) G = Ki(winy/s1-
(b) Sin>2k—1yw>k—2, entonces G = K.

Demostracién. (a) Para el caso n = w se sigue que G es completa, y el enunciado es
trivial.

Ahora procederemos por induccién sobre n — w.

Sea K = K, la grafica completa maxima de G y sea H = G — V(K).

Si H contiene una 2-trayectoria P, entonces definimos G’ = G —V(P). Nétese que V(P)N
V(K) = (. Por lo tanto K es subgrafica de G'.

Como G’ es una grafica con menos vértices que G, y w(G) = w(G’) entonces, por hipétesis
de induccién G' = K(W(G)Jg(nfgn = K[M%ﬁ]il. Como «a(G) = 2 la gréfica resultante de
contraer P a un vértice z es igual a G mds un vértice adyacente a cualquier otro de G’.
Entonces G tiene como menor a K elGyeng = K [e(Qiny-

Si H no contiene una 2-trayectoria, entonces H es una grafica completa 6 es la union
disjunta de dos graficas completas. En ambos casos, afirmamos que 2w > n. En el primer

caso, si H es una grafica completa, es claro que 2w > n. Ahora supongamos que, H es la

union disjunta de dos gréficas completas Hy, Hs.

Figura 4.3:

Como «o(G) = 2, entonces cada vértice de K es adyacente a todos los vértices de H; 6 es
adyacente a todos los vértices de Hj.

Sea A = {v € V(K)|v es adyacente a todos los vértices de H;}

y
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B = {v € V(K)|v es adyacente a todos los vértices de Hs}.

Claramente,

[Hy| +]A] < w

|Hy| + |B| < w.

Entonces

[Hy| + [Ho| + |A] + |B| < 2w,

pero |Al+ |B| =w y n=|H |+ |Hy| +w

entonces

|Hy| + |Hs| + w < 2w

con lo que

n < 2w.

Asi entonces

3w > w + n, de donde se sigue que w > ("*Tw}, y como claramente G > K, obtenemos
(a).

(b) Para probar esto, supondremos lo contrario, es decir, G % Kj. Obsérvese que por (a)
n=2k—-1,yw=~k—2.

Dado que el conjunto de los vértices no vecinos a cualquier vértice de G, induce una gréfica
completa entonces 6(G) > k. Si k = 4, w = 2 y entonces, la vecindad de cualquier vértice
serfa independiente, contradiciendo que «(G) = 2. Si k =5 entonces n =9 y 6(G) > 5 lo que
implica que un vértice de G tiene grado al menos 6. Como el nimero de Ramsey 7(3,3) es 6
y a(G) < 2, tendriamos w > 4, lo que es una contradiccién, por tanto k > 6.

Ahora, sea K = Kj,_, una subgrafica completa méxima de G y sea H =G — V(K). Si H
no contiene una 2- trayectoria entonces H es una grafica completa 6 la union disjunta de dos
completas. Asi, siguiendo la prueba de (a) se tiene que w > [n/2] > [251] =k, lo que es

una contradiccién, pues G # K.

Si H tiene dos 2-trayectorias disjuntas por vértices, entonces contrayendo ambas 2-trayectorias,
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obtenemos un Kj, lo cual es imposible. Por tanto H no tiene dos 2-trayectorias disjuntas.

Entonces sea P = zzy una 2-trayectoria de G — V(K). Afirmamos que G — V(P) tiene
dos subgréficas completas méaximas disjuntas en vértices, K’ y K”.

Esto es evidente si G — V(K) — V(P) es una gréafica completa. Por otro lado, si G —
V(K) — V(P) es la unién disjunta de graficas completas Hy, Hy y como a(G) = 2, cada
vértice de K estd unido a todos los vértices de Hy 6 a todos los vértices de Hy. Dado que
\V(K)|+|(H1)|+|(Hs)| = 2k — 4 y w = k — 2 se tiene que en este caso la afirmacién también
es cierta.

Dado que w = k—2, z tiene un “no vecino” z’ en K’ y y tiene un “no vecino” vy’ € K. Mas
aun, por ser «(G) = 2 impica que =’ # ¢’ y que 2’y y xy’ son aristas de G (como se muestra

en la figura 4.4).

Figura 4.4:

Dado que z'y/x y y'x'y son 2-trayectorias disjuntas en G — V' (K"), los vértices x, z y y son
cada uno adyacentes a todos los vértices de H = K’ — 2’ — ' 0 a ninguno. Como a(G) < 2
podemos asumir que x es adyacente a todos los vértices de H, entonces cualesquiera dos
vértices =" y y” de H producen dos 2-trayectorias disjuntas z'z"z y v'y"y de G — (K"), lo
cudl es imposible. Nétese que |V (H)| = |[V(K')| —2 =k —4 > 2 (vimos que k > 6).

Si, por otro lado, y no es adyacente a ninguno de los vértices de H, entonces el grado de
yen G es aloméas k—3+2=k—1, contradiciendo el hecho de que §(G) > k. Nétese que y
no es adyacente a todos los vértices de K" = Kj,_, dado que w = k — 2.

Asi, obtenemos una contradiccién en todos los casos, y entonces, el enunciado (b) es

probado.;
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Como G es un contraejemplo minimo de H.2 entonces por (3) tenemos que: |V(G)| =
2x(G) — 1. Si w(G) = 2x(G) — 2, entonces, por el teorema anterior G tendria como menor a
Ky (). Por lo tanto

(13) w(G) < x(G) = 3.

Dado que los no vecinos de cualquier vértice en GG inducen una grafica completa concluimos
de las propiedades (13) y (3) que

(14) 6(G) > x(G) + 1.

Teorema 17 Sea G una grdfica conexa con o(G) = 2 y k(G) < |V(G)|/2. Entonces G

contiene un apareamiento conexo dominante no vacio.

Demostracién. Sea S C V(G) un conjunto de corte minimo en G. Obsérvese que G — S
tiene exactamente dos componentes, digamos A y B. Ademads, inducen subgraficas G[A] y
G[B] completas. Més ain, cada vértice de S es adyacente a todos los vértices de A o a todos
vértices de B.

Sean Sy = {v € S|v adyacente a todo A} y Sp = {v € S|v adyacente a todo B}. Sea
sa=|5aly sp =158l, s = S| = K(G), a = |A] y b= |B|.

Caso 1. Supongamos que sy < by sp < a. Afirmamos que existe un apareamiento
completo de S, en A y uno de S4 en B. Sea C un subconjunto de S y I'(C) todos los
vecinos de C' en A. Claramente S — C' U I'(C) es un conjunto de corte en Gy como S
es minimo, el cardinal de C' es menor o igual al cardinal de I'(C'). Asi, por el Teorema 3,
vemos que hay un apareamiento completo de S en A. De manera analoga, se ve que hay un
apareamiento completo de S, en B. Sea M4 un apareamiento completo de Sz en A y sea Mp
un apareamiento completo de Sy en B. Entonces M = M4 U Mp contiene un apareamiento
conexo dominante en G.

Claso 2. Supongamos que s4 > b, y supongamos también que a > s — b. Afirmamos que
hay un apareamiento completo de B en Sy4. Sea C' un subconjunto de B y I'(C') los vecinos

de C en S,. Enotnces SpU (B — C)UTI'(C) es un conjunto de corte de G, como S es minimo
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Figura 4.5:

sp+|B—C|+|I'(C)| > |S| = sa+sp > b+ sp; por lo que |B —C| +|I'(C)| > b por lo que
['(C) > C. Por tanto, por el teorema 3, la afirmacion se sigue. Asi, sea Mp un apareamiento
completo de B en S4. Ahora, sea Mp(B) el conjunto de todos los vértices en Sy apareados
por Mp. Entonces S — Mp(B) tiene tamano s — b < a. Por lo tanto existe un apareamiento
completo M’ de S — Mp(B) en A. Finalmente, sea M = Mp U M’'. Entonces M = Mg U M’
es un apareamiento conexo dominante en G.

Sélo falta considerar el caso s4 > by a < s—b. Pero entonces, s > a+by s+a+b = |V (G)].
Por tanto s = k(G) > |V(G)]/2, lo cual es una contradiccion.;

De (12) sabemos que G no contiene un apareamiento conexo dominante no vacio; (3) dice
que |V(G)] = 2x(G) — 1 de lo que se sigue

(15) £(G) = x(G).
V(&)

implica que £(G) < =5, con lo que se tendria un

_ V(@)1

Esto pues si £(G) < x(G) 5

apareamiento conexo dominante no vacio.

Ahora, sean z, y dos vértices no adyacentes en GG. Sea B el conjunto de vecinos en comun
de z y y. Sea A = {v € G|v es adyacente a x pero no a y} sea C' = {v € G|v es adyacente a
y que no lo sean de z}. Entonces como a(G) = 2, ambas, G[A] y G[C] son completas. Més
ain, B # () dado que G no contiene a Ky (g)|/2] como menor.

(16) Sea b € B. Entonces b tiene al menos un “no vecino” en A y al menos un “no vecino”
en C (en particular A y C' son no vacios).

Demostracién. Por (5) sabemos que G es a-critica, o sea, si zb es una arista de G,

entonces a(G — xb) = 3. El comin “no vecino” ¢ de x y b debe pertenecer a C. De la misma
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manera, se toma la arista yb, entonces el comtin “no vecino” a de y y b debe pertenecer a A.;

(17) Seaa € Ay ¢ € C. Entonces a es adyacente a ¢ si y s6lo si tienen un comin “no
vecino” b € B.

Demostracion.Si a y ¢ tienen un “no vecino” comun b, entonces ellos estan unidos por
una arista, dado que a(G) = 2. Inversamente, si a y ¢ estan unidos por una arista ac, entonces
a(G — ac) = 3, implicando un comin "no vecino”b de a y c. El vértice b debe pertenecer a B
dado que a(G) =2 4

(18) Si A, By C son los descritos anteriormente, entonces 2 < |A| < k—4,2 < |C| < k—4
v 5 <|B| <2k — 7, donde k = x(G).

Demostracién. Dado que = es adyacente a todos los vértices de A, de (13) se tiene
que w(G) < k — 3, por lo que |A] < k — 4. Andlogamente, |C| < k — 4. Pero entonces
|B| =2k —-3—|A|—|C| > 5.

Sabemos que ambos, A y C' son no vacios. Entonces, supongamos que |A| = 1. Por (16)
no existen aristas entre A y B. Por esta razén G[B] es completa. Entonces B 6 C' inducen un
Kj—5. Esto contradice la propiedad (13) .4

(19) Cualesquiera dos vértices no adyacentes = y y en G estan unidos por al menos cinco

2-trayectorias. Mdas ain, toda 2-trayectoria en G es parte de un C5 inducido.

Figura 4.6:

Demostracién. La primera parte se sigue inmediatamente del hecho de que |B| > 5y la

segunda parte es inmediata de (16) y (17) 4
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4.1. Graficas Infladas

En este capitulo presentaremos una familia infinita de graficas, y veremos que tanto ellas
como sus graficas infladas, cumple la conjetura de Hadwiger.

Dado una gréfica G, decimos que la grifica H = inf(G) es una es una grdfica inflada de
G, si cada vértice v € G es remplazado por una gréfica completa K, (6 por el conjunto vacio);
y si dos vértices v y u de G son adyacentes, entonces en H todo vértice de K, es adyacente a
todo vértice de K. La grafica completa K, con la cual se remplazé a u, es llamada un atomo
de la grafica inflada. Claramente, la grafica inflada preserva el nimero de independencia, es
decir a(H) = a(G).

Obsérvese que H.3 dice que cualquier grafica inflada H obtenida de una gréfica G' con
a(G) < 2 deberia satisfacer H = Kyjy (| /2)-

Ahora si, procedemos a definir nuestra familia infinita de graficas: Para k > 1 definimos

una familia de graficas C’g,;_ll como sigue.

Para k = 1 sea C9 = K,. Para k > 2 se define C:’f,;_ll como la grafica G, donde V(G) =
{z1,...,x3,1} y para cada 1 < i < 3k — 1, z; es adyacente a z;+; y a x;_j, donde j €

{0,k — 11,

Teorema 18 En cada grafica inflada G de C’é“,;fl, con k > 1 yn vértices, existe un apareamien-
to conexo dominante M tal que contrayendo aristas de M, obtendremos una grdfica que con-

tenga un Ky, j2).

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre k.

Para k = 1, la grafica consiste en dos grédficas completas disjuntas y, entonces G 2 K7, /9]
y M = () lo que verifica la afirmacion.

Si k = 2, escojamos el dtomo mds pequetio en C} y llamémosle B;. Ahora, se etiquetan a
los atomos restantes como By, B3, By y By en sentido de las manecillas del reloj, 6 en sentido

contrario, de tal suerte que en ese etiquetamiento |By| < |Bs|. Sea Mjun apareamiento de By
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en B, el cual cubre todos los vértices de B; y sea M, un apareamiento de By en Bj el cual

cubra todo Bjy.

Figura 4.7:

Entonces My = M; U M, es un apareamiento conexo dominante. Los vértices no apareados
forman dos graficas completas, una llamada Bj y la otra, es una subgrafica completa inducida
de B, U Bs. Se toma la mas grande de estas dos subgraficas y la renombramos como Bj.

Obsérvese que By tienen almenos

—2|B1|—-2|Ba| 4 .- :
w vértices. Entonces contrayendo todas las aristas

n—2|B1|—2|B4|
— s+

del apareamiento M se obtiene un menor (que junto con By), tiene al menos
|B1| + |B4| = n/2 vértices y es completa; con lo cual el teorema es cierto para k = 2.

Supongamos que el teorema es verdadero para toda k' < k y consideremos una grafica
inflada de Cg,;fl. Escojamos el atomo mas pequeno y llamémosle B;. El resto de los atomos
(en sentido de las manecillas del reloj, 6 en contrasentido) por B, ..., Bs,_1 de tal forma que
[V (Bai)| < [V(Biya)l.

Ahora sea M; un apareamiento de B; en By, el cual cubre todos los vértices de By, y My
un apareamiento de By, en By, el cual cubre todos los vértices de Bsy. Observemos que
My = M; U M, es entonces un apareamiento conexo dominante. Sea Dy, la grafica completa
formada por todos los vértices no apareados de By U By..

Asi, remplazando By U By,q con Dy y borrando B; y Bag, obtendremos una grafica H que

contiene como subgrafica una grafica inflada de C;f(;lfl)fl. Pero por hipédtesis de induccion, esta

grafica contiene un apareamiento conexo dominante M’ el cual al contraerlo se obtiene una
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Figura 4.8:

grafica completa con la mitad del nimero de vértices de H, siendo |V (H)| = n—2|B;|—2| Bag|.
Asi MUM'’ es un apareamiento conexo dominante en la grafica inflada C%, ;. Como |V (M)| =
2| By| + 2| Bag|, entonces M U M’ es un apareamiento conexo dominante de la gréfica inflada
de C’é“,;_ll que al contraerlo se obtiene una grafica completa en la mitad del nimero de vértices

de la inflacién y esto prueba el teorema.;
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