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1. INTRODUCCION

En los cimientos de XML reconocemos la teoria de autéomatas, la logica matematica y la teoria
de base de datos, el estudio de este lenguaje ha generado por més de una década una gran
cantidad de imbricaciones entre estas tres areas, tan inesperadas como elegantes. El estudio
de las relaciones entre los autématas y la légica formal es tan antiguo como la misma teoria
de la ciencia computacional; Turing en 1936 muestra como describir el comportamiento de su
maquina universal con una férmula expresada mediante un predicado de la légica de primer
orden, lo que le permite concluir la inexistencia de un algoritmo que decida la validez de las
proposiciones en esta logica.

XML significa lenguaje de marcas generalizado (eXtensible Markup Language). Es un lenguaje
computacional de marcado genérico, usado para estructurar informacién en un documento o
en general en cualquier archivo que contenga datos, como archivos de configuraciéon de un
programa o una tabla de datos. Constituye un estandar abierto y libre, creado por el World
Wide Web Consortium (W3C), en colaboracién con un panel que incluye representantes de
las principales compaiias productoras de software. XML fue propuesto en 1996, y la primera
especificacion se oficializé en 1998. Desde entonces su uso ha tenido un crecimiento acelerado,
y representa la base para la construcciéon evolutiva de la web actual hacia la web semantica.

El W3C es promotor de estandares que facilitan el intercambio de informaciones en la Web,
recomienda la sintaxis XML para expresar lenguajes de marcado especializados, por ejemplo:
XHTML, SVG, XSLT, MathXL. Su objetivo inicial es facilitar el intercambio automatizado
de contenido entre sistemas con informacién heterogénea (interoperabilidad). XML concebido
como una simplificacién del Lenguaje Estandar Generalizado de Marcado o SGML (Standard
Generalized Markup Language), retiene los principios esenciales de éste.

La estructura anidada de los documentos XML puede representarse mediante un arbol etique-
tado y sin anchura definida (del inglés unranked, que hemos traducido de manera indistinta
sin anchura definida o sin rango fijo). Esta caracteristica permite su analisis a partir de los
formalismos que la teoria de automatas y la légica computacional han probado para codificar,
recorrer, validar, consultar y transformar estructuras arborescentes. En este trabajo de investi-
gacion estudiamos comparativamente las cotas de la complejidad al validar documentos XML,
modelados estos como un arbol ordenado etiquetado y sin rango o anchura definida o LUOT
(Labeled Unranked Ordered Tree), mediante el sistema de tipificado DTD (Document Type
Definition). También analiza las cotas de la complejidad que encontramos al realizar consul-
tas a un documento XML mediante expresiones del lenguaje XPath. Para ambos procesos el
andlisis se hace tanto desde la perspectiva de la complejidad exclusivamente de los datos (con
un tipo fijo), como de la complejidad combinada (con datos y su tipificacion como entrada).
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Consideremos, por ejemplo, el caso de un organizador de un congreso cientifico que requiere
guardar el programa del congreso en un documento XML para subirlo a la Web y que este
disponible para su consulta. Una manera de construirlo puede ser la siguiente:

<congreso>
<apartado>
<sesion>
<presidente> V. Vianu</presidente>
<conferencia>
<titulo>0n the Power of Tree Automata</titulo>
<exponente>F. Niven</exponente>
</conferencia>
<conferencia>
<titulo>Semistructured Data</titulo>
<autores>S. Abiteboul, D. Suciu</autores>
</conferencia>
</sesion>
<descanso> Café </descanso>
<sesion>

</sesion>
</apartado>
<apartado>

</apartado>
</congreso>

El arbol que representa el documento solamente refleja la estructura sin los datos contenidos,
los requerimientos establecidos con la estructura correspondiente al evento son:

= Kl congreso se puede dividir en varios apartados.

» Cada apartado (o el mismo congreso si no esta dividido en apartados), se compone de
sesiones, cada una formada de una o mas conferencias.

= En toda sesién se tiene un presidente de sesién que conduce las conferencias y coordina
la discusion.

= Una conferencia puede tener varios exponentes, en cuyo caso se especifican el titulo y
los autores; o un solo exponente, especificando el titulo y al conferencista.

= Entre las sesiones se pueden programar descansos.

Estos requerimientos prefiguran un lenguaje de arbol sobre un alfabeto formado por las marcas
tales como congreso, apartado, sesion, presidente, etc. contenidas en el documento. En este
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modelo ignoramos los datos y tunicamente tomamos en consideracién a los elementos de la
estructura, esta descripcion en forma de lenguaje de arbol se le denomina tipo o esquema. Un
documento XML se dice que es valido, respecto a un esquema, si el documento (representado
como un arbol) pertenece al lenguaje de arbol definido por el esquema.

Podemos encontrar varios lenguajes, llamados lenguajes de esquema o tipificado XML, que
permiten describir tales requerimientos de los documentos. Esto no debe considerarse como
referencia a la sintaxis o a la semantica de estos lenguajes de esquema, sino con relacion a los
aspectos tedricos y su conexion con la teoria de autématas, en particular se deja a un lado
la representacion real de los datos que implican los documentos, es decir los tipos de datos,
ya que el enfoque de andlisis se dirige solamente a la estructura. En particular el estudio se
interesa por estos lenguajes, en aspectos tales como:

» El problema de pertenencia (membership) corresponde a verificar si un documento es
valido respecto un esquema establecido.

» El problema de la membresia uniforme corresponde a la validacién del documento re-
specto a un determinado esquema.

» El problema de tener un conjunto vacié (emptiness) corresponde al aspecto de investigar
si, para un esquema, existe algin arbol valido respecto a ese esquema.

= El problema de inclusion esta relacionado con el aspecto de si todos los documentos que
son validos para un esquema, también lo son respecto a otro esquema.

Una Definicion de Tipo de Documento o DTD (Document Type Definition) es bésicamente
una gramatica libre de contexto o CFG (Context-Free Grammar) con expresiones regulares
en el lado derecho de las reglas de producciéon. El lenguaje de arbol definido por la DTD esta
formado por todos los arboles de derivacion de su gramatica, como sabemos para una CFG el
conjunto de arboles de derivacién forman una lenguaje regular de arbol, estos conceptos los
llevamos a conjuntos sin anchura definida o rango variable

Siguiendo con el ejemplo anterior, el DTD que formaliza los requerimientos para documentos
)
que describen programas de un congreso seria el mostrado a continuacion:

<!DOCTYPE CONGRESO [

<!ELEMENT congreso (apartado + | (sesion, descanso?)+)>
<!ELEMENT apartado (sesion, descanso?)+)>

<!ELEMENT sesion (presidente, conferencia*)>

<!ELEMENT conferencia ((titulo,autores)|(titulo),exponente))>
<!ELEMENT presidente (#PCDATA)>

<!ELEMENT descanso (#PCDATA)>

<!ELEMENT titulo (#PCDATA)>

1>

Los simbolos utilizados en las expresiones en el lado derecho de las reglas se interpretan como
sigue:
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| = seleccidén, ,= secuencia, + = una o mads veces, 7= una o ninguna vez

Todos los elementos omitidos en las declaraciones (por ejemplo autores, exponente, etc.) se
asume que son #PCDATA o dato con caracter de particionado, los cuales denotan simplemente
secuencias de caracteres arbitrarios que codifican los datos dentro del documento.

La gramatica que corresponde al DTD es como sigue:

congreso — apartado™ + (sesion(descanso + €))*
apartado —  (sesion(descanso + ¢€))*

sesion —  presidente conferencia™®

conferencia —  (titulo autores) + (titulo expositor)
presidente — DATA

descanso — DATA

titulo — DATA

En la terminologia de XML, al lado derecho de una regla se le da el nombre de modelo de
contenido (content model). En estas condiciones podemos definir a un DTD como la tripleta:

con um simbolo inicial s € ¥, y un mapeo § que relaciona a cada simbolo del alfabeto ¥ a una
expresion regular formada a partir de Y. La forma mas facil de definir el lenguaje generado
por una DTD es interpretarla como un autémata de arbol tipo seto (hedge automaton) con el
conjunto de estados correspondiendo al alfabeto, sea:

Ap = (Qp,%,Qp,,Ap)

definido por: @ = ¥, Qp, = {s}, y:

Ap ={a(é(a)) — ala € L}.

Ap es un autémata tipo seto finito determinista o DFHA (Deterministic Finite Hedge Au-
tomaton), podemos definir al lenguaje L(D) definido por D para que corresponda al lenguaje
L(Ap).

Los lenguajes definidos por una DTD reciben la denominaciéon de lenguajes locales, debido
a que para un arbol ¢, la pertenencia de ¢ a L(D) se puede decidir observando todos los
subpatrones de altura 1.

No es dificil ver que estos lenguajes locales forman una subclase propia de los lenguajes re-
conocibles, todo lenguaje finito que contiene los dos arboles:

a (b (cd) y (a0 (b ( d o)

no puede definirse por una DTD ya que para toda DTD, D tal que L(D) contiene estos dos
arboles también contiene al arbol:
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a (b (cd))

La teoria descriptiva de la Complejidad Computacional enfoca su estudio desde la perspectiva
de la Légica, es decir caracteriza mediante logicas las clases de complejidad computacionales,
tradicionalmente definidas en términos de méquinas de Turing con recursos fisicos (espacio
y tiempo) acotados. Fagin en 1974 demostr6 que la clase de complejidad NP corresponde al
conjunto de problemas que pueden ser descritos mediante la 16gica de segundo orden (SO), es
decir que la complejidad computacional de un problema dado puede ser representada por la
riqueza expresiva del lenguaje que se requiere para especificar ese problema. La complejidad
descriptiva tiene una participacion fundamental en la teoria de base de datos, ya que una de
tipo relacional es una estructura logica finita y los lenguajes de consulta, que se usan con estas
bases de datos, bien estructurados en forma tabular, corresponden a extensiones de la légica
de primer orden (FO).

Un documento XML constituye una base, o depédsito, de datos semiestructurados. El aporte de
la teoria de la complejidad descriptiva consiste en poder darle una estructura matematica, en
lugar de una meramente de ingenieria (grado de utilizacién de los recursos tiempo y espacio),
a las relaciones de un lenguaje, en este caso XML, con la légica y los autématas que impone su
utilizacion bajo la perspectiva de su manipulacion como una base de datos semiestructurados,
de forma arborescente sin anchura definida y con nodos etiquetados.

El interés de esta investigacion radica en determinar la complejidad computacional a través
de los formalismos de procesamiento (es decir de un autémata) y a través de los formalismos
l6gicos (es decir un lenguaje légico) al validar y consultar documentos XML, es decir una base
con datos semi-estructurados en arboles sin anchura definida y nodos etiquetados, expresando
las consultas en un lenguaje légico, que se convertira en el autémata que compute la consulta
teniendo como entrada al documento XML.

A la codificacién de un documento XML se le considera bajo los dos enfoques recomendados
por el 3WC, la tipo cadena estructurada utilizada por DOM (Document Object Model) y la
de SAX (Simple API for XML) que consiste en una cadena representando una estructura de
apuntadores. Este trabajo no cubre direcciones de investigacion, todavia considerados como
problemas abiertos en este campo, de la codificaciéon de documentos XML a una forma de flujo
de datos (streaming).

La primera familia de problemas abordado en este estudio es la verificacion de tipos en doc-
umentos XML modelados como arboles etiquetados. Se considera el sistema de tipificacion
DTD, con dos variantes en la evaluacion de la complejidad de la validaciéon, en el primero de
ellos, el tipo es fijo y la entrada consiste solamente en el arbol de datos, en el segundo el tipo
también es parte de la entrada. Esta metodologia es usual en la Teoria de Modelos Finitos, al
primer caso se le llama la complejidad de los datos para el problema y mide la complejidad
como funciéon exclusivamente del tamano de los datos; al segundo caso se le denomina com-
plejidad combinada y da una medida méas precisa de la dificultad del problema, ya que incluye
como entrada, junto con los datos, a la tipificacion.

La misma metodologia descrita se utiliza para evaluar la complejidad teodrica de la consul-
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ta de documentos XML, mediante el lenguaje de consulta XPath. Algunos de los algoritmos
analizados para este proceso reduce un arbol con rango no definido a un caso de un arbol
con rango fijo, esto se efectiia durante la codificacion de la estructura arborecente que modela
al documento. La utilizacion del marco tedrico de la Complejidad Descriptiva implica que
limitamos nuestro estudio a procesos computacionales de tipo finito, es decir todos los objetos
relevantes de nuestro universo se deben modelar mediante estructuras logicas no infinitas. Esta
limitaciéon por otro lado nos ofrece la utilizacién de los solidos fundamentos de formalizacion
y las posibilidades combinatorias que nos ofrece la Teoria de Modelos Finitos.

Otra direccién de investigacion que queremos consignar, al considerar los fundamentos de
XML, tiene que ver con encontrar las légicas, que son equivalentes a aquellas identificadas de
forma directa, (FO y MSO), cuya evaluacién a nivel de verificaciéon de modelos es polinomial
al tamano de la formula y al del arbol. Es conocido que tanto la MSO como la FO tienen una
complejidad inconveniente en el caso de verificacion de modelos de estructuras arborecentes.
La investigaciéon en esta direccién requiere se incluya algtin tipo de légica modal, por ejemplo,
sabemos que la CTL con operador en tiempo pasado, amplia y exitésamente aplicada por la
comunidad de investigadores en la verificacion de modelos (model checking), es equivalente a
la FO en arboles sin rango fijo.



2. XML = AUTOMATAS + LOGICA + BASE DE DATOS

2.1. Conceptos Basicos

XML es un lenguaje disenado para estructurar informacion en un documento o en general en
cualquier archivo que contenga texto. Ha concitado una creciente aceptacién en los ultimos
anos por su caracter de estandar abierto y libre, creado por el Consorcio World Wide Web,
W3C, en colaboraciéon con un panel que incluye representantes de las principales compafias
productoras de software. XML fue propuesto en 1996, y la primera especificacion aparecio en
1998. Desde entonces su uso ha tenido un crecimiento acelerado, con tendencia a continuar
durante los préximos anos; hoy en dia tenemos la impresion que de repente todo el mundo lo
estd usando, o necesita usar este lenguaje. Una aplicacién primaria de XML es su uso como
estandar en el intercambio de informacién, donde esta posicionando ya como lingua franca en
este rubro.

Un documento XML puede modelarse, con base en sus reglas sintacticas, como una estructura
arborescente sin rango constante (unranked) con nodos etiquetados y ordenados, lo que permite
analizarlo a través de numerosas formalizaciones ya estudiadas por la teoria de autématas de
arbol y de la légica. XML derivado a partir del SGML, como el pionero HyperText Markup
Language (HTML) para la presentacion de documentos en los sitios Web, se diferencia de este,
aparte de su enfoque casi exclusivo hacia la presentaciéon de documentos del HTML, en que
las etiquetas (por ejemplo, < tag > ... < /tag >) dentro de un documento XML son definidas
por el mismo usuario del lenguaje, y que su interés se dirige a la descripcion de los datos y
a lo que representan. Cuando estudiamos los fundamentos de XML, solamente nos interesa
la estructura del arbol, por consiguiente omitimos el texto ubicado entre las etiquetas. Por
definicion, tenemos un arbol diferente cuando se intercambia el orden de los descendientes,
también es de hacerse notar que dada su caracteristica de no tener una anchura definida
(unranked), un nodo en un arbol XML puede tener una cantidad arbitrariamente grande de
hijos.

En este trabajo de investigacién estamos interesados en las clases de la complejidad alcan-
zadas tanto por el formalismo del procesamiento del lenguaje (es decir el autémata) como el
del formalismo de la logica empleada, ambas aplicadas al tratamiento de arboles sin anchura
definida. Su intencién, es pues, examinar el desempeno de las operaciones de navegacion, de
validacién y de consulta de documentos XML en forma de un lenguaje légico, lo cual nos
posibilita convertirlo a un autémata cuyo funcionamiento recorre, valida o consulta un doc-
umento XML. Al trabajar con documentos XML, en primer instancia nos interesa distinguir
los documentos que tienen sentido de aquellos que no lo tienen, cuando dos entidades quieren
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intercambiar informacion utilizando XML requieren como base un formato que ambas partes
aceptan. Otro requerimiento elemental consiste en recorrer un arbol para buscar a través de
todos los nodos de un documento aquellos que cumplan con una serie de condiciones en la
estructura de sus etiquetas. La intransigencia de XML con la estructura que debe tener un
tipo determinado de documentos, hace factible conservar cotas de complejidad que posibilita
implementar algoritmos que extraigan automaticamente informacién de un conjunto de docu-
mentos, por ejemplo para crear y manipular bases de datos o listados con informacién sobre
ellos.

Antes de ser lanzado XML, ya existian otros lenguajes de marcas, como por ejemplo el HT ML,
también basado en SGML. El problema de SGML, debido a su alto grado de generalidad y
flexibilidad, el analisis sintactico de un documento se vuelve complejo y dificil. XML es mas
estricto su sintaxis que SGML, lo que hace més facil la construccién de bibliotecas de programas
para procesarlo. Comparado con otros sistemas usados en la creacién de documentos, el XML
tiene la ventaja de poder ser mas exigente en cuanto a su organizaciéon, lo cual resulta en
documentos mejor estructurados. Por ejemplo en I¥TEXexisten también marcas que permiten
estructurar un documento, al identificar el nombre del autor y el titulo del documento mediante
los comandos {author} y {title} sin embargo no exhige a los redactores de documentos a
que usen estas marcas y algunos de ellos pueden introducir el titulo de forma que aparezca
visualmente igual a lo que se obtiene cuando se usa {author} y {maketitle}, sin usar esos
comandos; esto desemboca en problemas de indefinicién cuando requerimos extraer de forma
automatica el titulo de varios documentos.

La reduccién de los grados de libertad en la estructura que debe tener un tipo determinado de
documentos, hace plausible extraer informacién de varios documentos automaticamente, por
ejemplo para crear bases de datos o listados con informacién sobre una biblioteca de articulos.
Los documentos XML son archivos de texto, que en principio estan en coédigo Unicode, pero
se pueden usar otros alfabetos estandarizados como el latin-1. XML establece un conjunto de
cinco caracteres especiales:

su utilizacién de manera textual, para evitar que sean interpretados de forma especial, require
representarlos respectivamente con el siguiente conjunto de secuencias,:

{&1t; , &gt; , &quot; , &apos; &amp; }

Cada marca tiene un nombre, por ejemplo <figura>, y puede tener asociados uno o mas
atributos:

<figura archivo="fotol.jpg" tipo="jpeg">

Una diferencia importante con SGML, y en particular con HTML, radica en que los nombres
de las marcas y de sus atributos las mayusculas y mintsculas son distinguibles; <a>y <A>
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son dos marcas diferentes, es habitual usar inicamente mintsculas para los nombres de las
marcas y de sus atributos. Otra diferencia sobresaliente respecto a SGML es que en XML
ninguna marca se puede dejar abierta; o sea, por cada marca de apertura, por ejemplo <p>,
deber4 existir su marca de cierre correspondiente, </p>, que delimita el contenido de la marca.
En el siguiente ejemplo: <titulo>La mente Nueva del Emperador</titulo>, el contenido de la
marca titulo esta claramente delimitado entre <titulo>y </titulo>. Si una marca cualquiera
no contiene ningin texto, por ejemplo <hr></hr>, se puede abreviar de la siguiente forma:
<hr/>, la primera notacién también es valida, en cambio escribir inicamente <hr> o <hr/>
equivale a un error. La estructura de un documento XML es definido y validado por un esquema
de tipificado, un documento XML es por completo transformable en otro documento XML.
Su sintaxis permite reconocer y particionar su estructura por la presencia de los paréntisis
angulares (<>).

En la expresiéon XML:
<persona>Alan Turing</persona>

el contenido de la marca persona esta claramente delimitado entre <persona>y </persona>.

Por lo lo tanto XML es textual, estructurado, y extensible. Comparado con lenguajes de alto
nivel, permite representar una gran variedad de contenidos, XML tiene una sintaxis genérica
que permite extenderlo, ya que su lenguaje (vocabulario y gramatica) se puede redefinir, y al
igual que en una expresion regular, permite incluir opciones de composicion. Los principales
componentes de un documento XML son los nodos mismos que, dado su caracter de contencién
gerarquica, se pueden representar mediante un arbol. Este modelo es objeto de una definicién
muy precisa, denominado tipo o esquema, con la finalidad de permitir a los lenguajes de
programacion manipular y procesar documentos XML. Los tipos fundamentales de nodo, que
podemos identificar se presentan en el ejemplo siguiente:

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"7>

<l-- ?’’Comentario’’’ -->

<elemento-documento xmlns="http://ejemplo.org/" xml:lang=";sp">
<elemento>Texto</elemento>
<elemento>elemento repetido</elemento>
<elemento>

<elemento>Jerarquia recursiva</elemento>

</elemento>
<elemento>Texto con <elemento>elemento</elemento>mezclado</elemento>
<elemento/><!-- elemento vacio ——>
<elemento atributo="valor"></elemento>

</elemento-documento>

El procesamiento primario de un documento XML incluye su validacion, contra un sistema de
tipificado (DTD, XML Schema . . .), asi como la consulta de la informacién que contiene.Con el
objetivo de evaluar la eficiencia de los algoritmos que realizan estas funciones, es util conocer
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las cotas teodricas de complejidad, donde nos ubica su desempeiio. Este estudio se propone
examinar y evaluar tales cotas, en particular ponemos a prueba el sistema DTD para la
tipificacion de documentos, y a XPath para evaluar las cotas del proceso de consulta.

2.1.1. Definicién del Tipificado de Documento DTD

Las posibles marcas que pueden aparecer en un documento XML y los atributos que estas
pueden tener, son definidos en un apartado al inicio del mismo documento, o bien en un
archivo por separado, en ambos casos llamado Definicion del Tipo de Documento o DTD
(Document Type Definition). Todo documento XML debe indicar al comienzo el DTD que se
aplica por medio de una marca </DOCTYPE>; por ejemplo:

<IDOCTYPE xbel PUBLIC "+//IDN python.org//
DTD XML Bookmark Exchange Language 1.0//
EN//XML" "http://www.python.org/topics/xml/dtds/xbel-1.0.dtd">

Esta leyenda indica que lo que viene a continuacién en el documento es una marca zbel (con
todas sus posibles submarcas), que ha sido definida en un DTD que se llama XML Bookmark
Ezchange Language 1.0. La palabra clave PUBLIC precede al nombre oficial que se le ha
dado al DTD respectivo; en este caso esa indicacién nos da alguna informacion adicional al
nombre del DTD: el simbolo + indica que es un DTD reconocido por alguna entidad oficial,
en este caso python.org como lo indica la palabra clave IDN, el lenguaje usado en el DTD
es el inglés (EN) y la sintaxis usada es sintaxis XML. Realmente el nombre que viene entre
comillas después de PUBLIC es algo arbitrario, pero como en cada sistema existe un catalogo
SGML que identifica los DTD disponibles en el sistema, lo importante es usar exactamente
el nombre que aparezca en el catalogo. Y para aquellos documentos que usen el mismo DTD
puedan ser transportables entre sistemas conviene usar la identificacién exacta sugerida por
el autor del DTD.

Después del identificador publico (lo que esté entre comillas después de PUBLIC) puede venir
un identificador del sistema indicando el camino y nombre del archivo donde se encuentra el
DTD; en el ejemplo anterior el identifcador del sistema es un URL que indica donde se puede
encontrar el DTD usado. Un archivo DTD define siempre una o méas estructuras jerarquicas,
con una marca principal, o padre, compuesta por otras marcas, o hijos. Un documento DTD
define siempre una o mas estructuras jerarquicas, con una marca principal, o padre, compuesta
por otras marcas, o hijos. La estructura de un DTD simple, con un elemento principal <arti-
cle>. Dentro del elemento principal pueden aparecer otros elementos: <artheader>, <sect1>y
<index>, y estos a su vez se componen de otros elementos.

La estructura de un DTD simple, con un elemento principal <books>. Dentro de ese elemento
principal pueden aparecer otros elementos: <book>, y estos a su vez se componen de otros
elementos <title>, <autor>, <year>, etc.,un documento XML construido a partir de esta
estructura seria el siguiente:

<books>
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<book>
<title>Elements of Finite Model Theory</title>
<author>Leonid Libkin</author>
<year>2004</year>
<publisher>Springer</publisher>
<rank>5/5</rank>

</book>

<book>
<title>Animal Farm</title>
<author>George Orwell</author>
<year>2003</year>
<publisher>Penguin Books</publisher>

</book>

</books>

El DTD puede disenarse de forma tal que haga obligatorio el uso de algunos sub-elementos y
limitar el nimero de veces que un elemento puede aparecer y el orden de los elementos. De
esta forma el DTD puede ser bastante flexible o tan exigente como se requiera, para forzar
a los autores a cenirse a una determinada gramética. Un documento XML que especifique el
DTD usado y siga las reglas en él definidas, se dice que es un documento XML valido. Se
pueden también crear documentos que no especifiquen ningin DTD pero que sigan las reglas
minimas del XML; en este caso el documento XML se denomina conforme (conforming);
existen algoritmos para comprobar si un documento es valido, comprobar que el DTD existe
y que la estructura del documento respeta las reglas definidas por el DTD.

2.1.2. Entidades

En la seccién anterior ya hablamos de un tipo de entidades que se usan para representar
caracteres adicionales al alfabeto usado. La tinicas entidades de ese tipo que estan predefnidas
en XML son las cinco que ya mencionamos: &lt;, &gt;, &quot;,&amp;. Cualquier otra entidad
adicional que queramos usar tendra que estar definida previamente en el DTD usado. Por
ejemplo, si estamos usando el alfabeto latin-1, que incluye el caracter ©, pero no sabemos
como obtenerlo con el teclado, podremos definir una entidad &copy;. La definicién se hace
usando la marca ENTITY, de la siguiente forma

< ! ENTITY copy "&#169;" >

El ntimero decimal 169 es el cdédigo que le corresponde al caracter ©en el alfabeto latin-1;
también podriamos haber usado la representaciéon hexadecimal #xA9;. La defnicién de una
entidad como la anterior puede ya formar parte del DTD, o puede ser adicionada por el autor
del documento XML, dentro de la propia declaraciéon del DTD del documento. Por ejemplo
la fuente de un manual puede establecerse en un archivo XML con la siguiente definicién de
tipo de documento:
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<IDOCTYPE article PUBLIC "-//laespiral.org//DTD LE-document 1.1//EN"
"LE-document-1.1.dtd" [<!ENTITYcopy "&#169;">] >

Entre los paréntesis cuadrados pueden ir varias definiciones de entidades. El valor de una
entidad no esta limitado a ser un caracter, sino que puede ser cualquier texto. Por ejemplo si
definimos la entidad &qed; de la siguiente manera

<!ENTITY ged "Que es lo que queriamos demostrar'">

Cada vez que en el documento se escriba &qed;, sera substituido por el texto “Que es lo que
queriamos demostrar”. Una entidad se puede usar también para insertar el contenido completo
de un archivo en un punto del documento, si se define de la siguiente forma

<IENTITY nombre SYSTEM "archivo.txt">

El archivo puede contener inclusive marcas y cualquier otro texto que sea valido en el punto
donde aparezca &nombre;. Existen otro tipo de entidades internas, que no pueden ser usadas
en un documento XML sino tinicamente dentro de un DTD, estas comienzan por el caracter
especial % en vez de &.

2.1.3. Archivos XML

A los archivos XML se les suele dar un nombre terminado en .xml para identificarlos. Esto es
simplemente una convencion para los usuarios; el estandar XML 1.0 indica que para identificar
un archivo como XML es necesario que la primera linea tenga el siguiente contenido

< ?xml version="1.0" ? >

Dentro de esta marca puede ir otra informaciéon adicional. El alfabeto usado por defecto en
los archivos XML es el Unicode; para documentos en espaiiol serd mas conveniente usar el
alfabeto latin-1, lo cual se logra usando el atributo encoding de la marca xml

<7 xml version="1.0" encoding="iso-8859-1" 7>

2.2. Construccion de un DTD

El DTD suele estar dentro de un archivo con extensién dtd, pero puede incluso ser definido
dentro de la propia marca DOCTYPE en el documento XML. Veamos un ejemplo muy simple
de un archivo XML que incluye también el DTD
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<?xml version="1.0" encoding="iso-8859-1" 7>
<!DOCTYPE cdl[

<!ELEMENT cd (titulo, artista, pista+)>
<!ATTLIST cd fecha CDATA #IMPLIED>

<!ELEMENT titulo (#PCDATA)>

<!ELEMENT artista (#PCDATA)>

<!ELEMENT pista (#PCDATA)>

1>

<cd fecha="2001">

<titulo>Odisea 2001</titulo>

<artista>Opera Real de Londres</artista>
<pista>Apertura</pista>

<pista>0Opus 12 (versidén instrumental).</pista>
<pista>Allegreto(versién extendida).</pista>
</cd>

El elemento principal definido en el DTD es cd, el cual tiene que tener inicialmente una marca
titulo, seguida de una marca artista y finalmente seguida de una o mas marcas pista; el simbolo
mas al lado de la marca pista, en la defniciéon del elemento cd, indica que tiene que aparecer
por lo menos una vez. Otros modificadores usados son *, que significa cualquier nimero de
veces incluyendo cero, e ? que indica que puede no aparecer o aparecer a lo sumo una vez;
sino aparece ningin modifcador, la marca respectiva debe aparecer exactamente una vez. Si
queremos que el orden de los subelementos titulo y artista de cd pueda ser arbitrario podemos
usar la siguiente construccion:

<! ELEMENT cd ((titulo | artista)*, pistat) >

Pero en este caso estariamos permitiendo que aparezca més de un titulo o autor (o ninguno).
El elemento cd acepta un atributo llamado fecha. Para indicar que el contenido de un atributo
o elemento puede ser una combinacién de caracteres del alfabeto usado, empleamos la palabra
clave CDATA, en el caso de los atributos, y #PCDATA en el caso de los elementos; otras
posibilidades para el tipo de datos de los atributos son NMTOKEN, cuando solo puedan tener
valores numéricos, ID cuando sea un codigo de identificacién que tenga un valor tnico, e
IDREF cuando tenga que ser una referencia a un codigo de identificacion ya existente. Los
elementos también pueden incluir la palabra clave EMPTY cuando se trate de elementos que
no pueden tener ningin contenido. La palabra clave #IMPLIED indica que el atributo es
opcional; si fuera obligatorio se usaria en su lugar #REQUIRED, y si quisiéramos especificar
una lista de posibles valores, se pondrian entre paréntesis, separados por barras verticales,
y después de los paréntesis se escribiria el valor por defecto. Como normalmente estaremos
interesados en crear varios documentos con estructura semejante, es mejor colocar el DTD en
un archivo separado. E1 DTD del ejemplo anterior, dentro de un archivo aparte, quedaria asi:

<?xml version="1.0" encoding="iso-8859-1" 7>
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<!ELEMENT cd (titulo, artista, pista+)>
<IATTLIST cd fecha CDATA #IMPLIED>
<!ELEMENT titulo (#PCDATA)>

<!|ELEMENT artista (#PCDATA)>

<!ELEMENT pista (#PCDATA)>

Dentro del fichero del DTD se pueden usar entidades para simplificar su escritura. Por ejemplo,
una seccion del DTD LE-document-1.1.dtd es la siguiente

<IENTITY % listtype " itemizedlist | orderedlist | variablelist |

simplelist | programlisting | figure | form | table " >

<!ELEMENT article (artheader, (para | sectl | %listtype;)*, bibliography?) >
<!ATTLIST article lang CDATA #IMPLIED

xreflabel CDATA #IMPLIED

id ID #IMPLIED

parentbook IDREF #IMPLIED>

El DTD completo se puede ver en:
http://www.laespiral.org/xml/styles/LE-document-1.1.dtd

La creacién de un DTD es una tarea que requiere cuidado, no por la parte del codigo que se
tiene que escribir, sino porque el diseno de la estructura jerarquica y las marcas usadas es cru-
cial en el éxito de un DTD. En algunas aplicaciones se necesita mucha experiencia para tomar
las decisiones acertadas sobre el disenio del DTD. Afortunadamente existen muchos grupos de
expertos trabajando en la creacién de DTDs publicos que pueden ser usados libremente.

Un lider en el campo de creacién de DTDs es el propio consorcio W3C, que ya tiene varios
DTDs disponibles. Algunos de ellos son: SVG para graficos vectoriales, MathML para escritura
matematica y XHTML que es una versiéon XML del DTD de HTML. Otros DTDs importantes
creados por otros grupos son DocBook (originalmente en SGML, pero ya en version XML)
para escribir libros, especialmente manuales de software, BioML y BSML para biologia, CML
para quimica, AML y AIML para astronomia y TMX para traducciones.

Lenguajes de Paginas de Estilo

Un elemento importante para poder estructurar la informaciéon de un documento es separar el
contenido del documento de su formato. Quien esta familiarizado con KTEX sabe que una de sus
principales ventajas es que permite a los autores concentrarse en el contenido del documento,
sin tener que preocuparse mucho con la forma como serd presentado. El formato que se usa
para presentar el contenido esta definido en otro archivo, que define la documentclass, que ha
sido preparado por un experto, de manera que cualquier autor puede producir documentos de
elevada calidad tipografica sin mucho esfuerzo.

En HTML y XML ha habido también un esfuerzo por separar el contenido del formato y dar
la posibilidad de reutilizar un formato pre-definido. El formato usado lo define otro archivo
llamado una hoja de estilo (Style Sheet) usando un lenguaje propio para paginas de estilo.
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Cascading Style Sheet Language (CSSL).

CSSL es el lenguaje para paginas de estilo desarrollado por el W3C para ser usado en paginas
HTML. Un documento XML puede también hacer uso de una pagina de estilo CSS, en forma
semejante a como se hace en una pagina HTML. Pero tenemos otro estandar mas reciente
para paginas de estilo (XSL).

eXtensible Style-sheet Language (XSL)

El lenguaje de paginas de estilo que ha sido desarrollado por el consorcio W3C, para dar
formato a los documentos XML, se llama XSL. Una pagina de estilo XSL permite modificar
un documento XML, produciendo varios un resultado que puede estar en varios formatos
diferentes incluyendo el propio XML y HTML.

Una pégina de estilo XSL es también un documento XML que usa el DTD xsl:stylesheet. El
comienzo de una péagina usada para producir HT'ML podria tener el siguiente contenido

<7xml version="1.0" encoding="iso-8859-1" 7>

<IDOCTYPE xsl:stylesheet[<!ENTITY nbsp "&#160;">]>
<xsl:stylesheet version="1.0"
xmlns:xsl="http://www.w3.0rg/1999/XSL/Transform">
<xsl:output method="html" encoding="iso-8859-1"
doctype-public="//w3c//dtd html 4.0 transitional//en"/>

En este caso se ha defnido una entidad adicional que serd usada en el HTML producido, y se
ha especificado la informacion que deberéa aparecer en la marca DOCTYPE del archivo HTML
que se genere. El espacio de nombres usado; o sea la especificaciéon de marcas usadas en XSL,
se ha definido con el atributo xmlns:xsl.

Todas las marcas de XSL comienzan con la secuencia xsl:. La marca basica que realiza el
procesamiento del archivo XML, es la marca <wsl:template> que define la plantilla que se
debe usar para producir la salida de datos. Veamos un ejemplo

<xsl:template match="itemizedlist">
<ul>

<xsl:apply-templates/>

</ul>

</xsl:template>

Esta plantilla serd aplicada cada vez que aparezca una marca <itemizedlist> en el documento
XML; al texto que aparezca entre <itemizedlist> y la correspondiente </itemizelist>. En
este caso se usard la marca que crea listas de items en HTML: <ul>. La marca <wsl:apply-
templates/> hace que el procesamiento continte, aplicando todas las otras plantillas que sean
relevantes al texto que se ha seleccionado (el contenido de <itemizelist>). Algo importante que
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se debe tener en cuenta es que aunque queramos que en el archivo HTML de salida aparezca
una marca vacia como por ejemplo <br>, en la plantilla se debe escribir <br/>, pues la
plantilla hace parte de un documento XML; en la salida aparecera <br> pues el resultado se
presenta en HTML.

Si la pagina de estilo tuviera que producir ETEX en vez de HTML, la plantilla correspondiente
a la anterior seria

<xsl:template match="itemizedlist">
\begin{itemize}
<xsl:apply-templates/>
\end{itemize}

</xsl:template>

2.3. Herramientas para XML

Existen varias herramientas disponibles en software libre para trabajar con archivos XML.
Muchos programas usan la plataforma XML como un medio de intercambiar informacién o
como especificacion para escribir los archivos de configuracion.

Catalogo SGML

En un sistema en el que se usa XML para crear documentos, conviene que exista un catal-
ogo de los DTD disponibles y la informaciéon de donde encontrarlos en el sistema. En De-
bian GNU/Linux, las herramientas para crear y mantener el catdlogo vienen dentro del pa-
quete sgml-base; este paquete incluye el programa install-sgmlcatalog que serd usado por
otros paquetes que instalen DTDs, para actualizar el catalogo, que se encuentra localizado
en/etc/sgml.catalog.

Edicion de Archivos XML

Existe un paquete psgml que define un modo XML para el editor Emacs. Emacs junto con
psgml es bastante ttil para editar archivos XML. Para comenzar a escribir un documento,
el primer paso es crear un archivo con extension xml y con el siguiente contenido en las dos
primeras lineas:

<7xml version="1.0" encoding="IS0-8859-1" 7>
<!DOCTYPE article PUBLIC "-//laespiral.org//DTD LE-document 1.1//EN"
"http://www.laespiral.org/xml/styles/LE-document-1.1.dtd">

En este caso vamos a usar el DTD LFE-document, y vamos a utilizar caracteres latin-1. El
elemento principal en el documento sera <article>.
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La extension xml del nombre del archivo ha hecho que emacs entre en el modo XML depsgml,
como se puede ver en el centro de la linea de estado (la linea negra en la parte inferior) y por la
aparicion de varios menus adicionales para trabajar con XML. El modo XML se ha encargado
también de leer la linea que define el DTD y ha cargado el archivo LE-document-1.1.dtd (si
existe una copia local del DTD, se puede substituir la URL por el camino completo de esa
copia).

En el despliegue del documento se puede ver que el DTD ya ha sido leido y analizado, pues ya
ha sido identificado el elemento principal del documento: “article”; también puede ver alguna
informacion sobre el DTD y los elementos que define, en el ment DTD que presenta psgml
en Emacs. Si no aparece esa informacién, por ejemplo si comenzo6 a escribir las dos primeras
lineas en un archivo vacio, tendra primero que asegurarse de que esta usando el modo XML,
y después seleccionar la opcién “Parse DTD” en el mentt DTD (o si prefiere puede usar la
secuencia “C-cC-p”).

Después de estar en modo XML y de haber seleccionado un DTD, se puede usar una opciéon
de meni muy util que nos permite escribir el documento rapidamente; se trata de la opcion
Insert Element, en el ment “Markup”. Esta opciéon nos muestra una lista de los elementos que
son permitidos en el punto donde se encuentra el cursor; escogiendo un elemento en la lista,
son introducidas las etiquetas exigidas por ese elemento.

Analizadores sintacticos de XML /XSL

Existen varios analizadores sintacticos de XML que permiten determinar si un documento
XML es valido. Algunos ejemplos son nsgmls y rx. También existen programas que aplican
paginas de estilo XSL para transformar documentos XML en otros formatos como por ejemplo
HTML; tres ejemplos son Sablotron, Xalan y Libxslt.

Cocoon

El proyecto Apache tiene un grupo dedicado exclusivamente al desarrollo de herramientas
XML. Ya han desarrollado programas Java para analizar y transformar XML (Xercesy Xalan)
y un servelet llamado Cocoon, que procesa documentos XML y les aplica las transformaciones
indicadas por una hoja de estilo XSL para producir HTML. De esta forma se puede configurar
el servidor http de Apache para que genere cédigo HTML dindamicamente, a partir de archivos
fuente XML.

Document Object Model (DOM) y Standard API for XML (SAX).

Como ya mencionamos estos métodos se aplican para analizar sintacticamente un documento
XML. El primer método, DOM, lee el documento completo e identifica su estructura jerarquica.
El segundo método, SAX, va identificando las marcas a medida que va leyendo el documento. El
segundo método es obviamente mas rapido y consume menos recursos, pero tiene la desventaja
de que cada vez que aparece una marca debe decidir que hacer con ella, y no puede regresar
para atras en el documento.
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SAX se desarrollé con aplicaciones de servidor en mente; el servidor debe suministrar rapida-
mente el resultado de transformar un documento XML. DOM fue desarrollado con aplicaciones
de cliente en mente; por ejemplo un editor de XML necesita poder navegar en cualquier di-
reccion la estructura del documento; en este caso el método SAX no es muy tutil. Existen
varias bibliotecas disponibles que implementan un u otro método en varios lenguajes de pro-
gramacion diferentes. A continuacion se presenta un ejemplo de un programa Perl que usa el
médulo XML: DOM para sacar informacion de un archivo XML:

#! /usr/bin/perl

use XML: :DOM;

my $archivo = ’archivo.xml’;

my $parser = new XML::DOM: :Parser;

my $doc = $parser->parsefile ($archivo);

my $titulo = &extraer ($doc->getElementsByTagName ("titulo"));
my $autor = &extraer($doc->getElementsByTagName ("autor"));

sub extraer

{

my (Qelementos) = @_;

my $elemento = $elementos[0]->toString;
$elemento =- s/-[->]*>\nf//;

$elemento =- s/\nf\sx<[-<]x*$//;

return $elemento;

}

Este programa lee el archivo “xml” y extrae la informacion de las marcas titulo y autor. La
subrutina extrae la informacién y elimina las marcas que delimitan cada elemento.

2.4. Aplicaciones de XML

Son muchas las aplicaciones de XML; y con la existencia de bibliotecas para producir, analizar
y transformar XML, disponibles para varios lenguajes de programacién, cada dia se usa méas
el XML en varios campos muy diversos.

Preparaciéon de Documentos

XML es un sistema muy ttil para preparar documentos, un manual puede escribirse en XML,
al cual se le puede aplicar una hoja de estilo XSL para generar un archivo I¥TEX. Existen
varias ventajas de usar XML en vez de producir directamente un archivo KTEX.

El DTD orienta al autor en los pasos que debe seguir, al usar un editor para archivos XML e
introducir el elemento inicial, nos aparece la estructura minima que debe tener el documento; y
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en cada parte del documento podemos consultar una lista de las posibles marcas que se pueden
usar en esa seccion. XML permite ser mas exigente respecto a la estructura del documento, lo
que permite una mayor uniformidad entre diferentes documentos.

Existen programas que permiten revisar un documento XML rapidamente y descubrir errores
de sintaxis o de la estructura del documento. en I¥TEX se puede revisar la sintaxis, pero
descubrir fallas en la estructura es mas dificil. Si por ejemplo el autor definié una sub-seccion
antes de haber definido alguna seccién, o si repitio el titulo en el medio del documento, el
resultado continia siendo un archivo KTEX valido y ese tipo de errores son dificiles de descubrir
de forma automatica.

XML es mas facil de transformar en otros formatos. Por ejemplo, pasar de XML a HTML
puede ser realizado facilmente con una pagina de estilo XSL. Sin embargo cuando se trata
de documentos con bastante contenido matemaéatico, aiin no existe ningin DTD que permita
escribir ecuaciones con la facilidad y el poder disponibles en IXTEX y TEX.

Creacion de Paginas Web

Escribir una pagina HTML es una tarea facil. Pero cuando queremos construir un site comple-
to, la labor es mucho mas ardua porque es necesario tener un buen sistema de navegacién entre
las paginas e intentar crear una imagen de marca que sea consistente en todas las paginas.
A medida que el site crece, se va volviendo mas complicado su mantenimiento, y un pequeno
cambio puede implicar tener que actualizar varias paginas.

Algunas soluciones adoptadas frecuentemente son PHP (Hypertext Preprocessor) o SSI (Server
Side Includes) para introducir informacién de forma dindmica en las paginas. De esta forma
si hay informacion que es actualizada frecuentemente, esta puede entrar en forma automatica
en las paginas.

Sin embargo, no es muy conveniente convertir todas las paginas en dinamicas, ya que el site
puede llegar a tornarse muy lento debido a una sobrecarga del servidor. Las paginas dinamicas
también pueden ser dificiles de modificar porque pueden ser auténticos programas que quien
no esté muy familiarizado con su funcionamiento no los podra modificar facilmente.

XML puede ayudar a resolver estos problemas, separando el contenido de la presentacion,
se puede mantener la informacién minima y necesaria en las paginas, convirtiéndolas en mas
faciles de modificar y actualizar. La presentacién y los ments o las barras de navegacién
pueden estar contenidos en una pagina de estilo general. Con un simple comando make se
pueden generar paginas estaticas HITML a partir de las fuentes XML, cada vez que existan
cambios.

La dificultad de este método esta en la construccion de un DTD adecuado para paginas Web,
por suerte el trabajo ya esta hecho: se trata de XHTML, que es un DTD XML que describe
basicamente todas las funcionalidades del lenguaje HTML 4.0, pero con sintaxis XML. Quien
esta acostumbrado a trabajar con HTML, solo tiene que tomar en cuenta unas pocas reglas
para hacer la transferencia a XHTML:

= Nunca usar maytsculas en los nombres de las marcas
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= No dejar ninguna marca abierta; es necesario cerrarlas con la marca respectiva </.>, o
si se trata de una marca vacia, se puede usar por ejemplo <br/>

= Usar siempre comillas para delimitar el valor de los atributos
Organizacién de Informacién con Resource Description Framework (RDF)

RDF es un DTD orientado a la descripcién de recursos. Con el rapido crecimiento de la
WWW, la cantidad de informacion disponible en campos muy variados es bastante amplia.
Un problema complicado es como clasificar la informacién disponible para poder encontrarla
cuando es necesaria. Han existido intentos de crear meta-catélogos de documentos disponibles
en la Web, pero ha resultado ser una tarea muy complicada ya que las paginas Web aparecen y
desaparecen con mucha facilidad. Otro enfoque han sido los motores de biisqueda que recorren
la Web clasificando informaciéon de forma automatica. La dificultad existente es que sin un
buen resumen de lo que contiene un documento, una bisqueda automatica puede no ser muy
util. Ha habido intentos de facilitar la tarea de clasificacién de los robots, usando por ejemplo
las marcas META en el encabezado de las paginas Web.

El RDF ha sido concebido con este tipo de problemas en mente. Su objetivo es la descripciéon de
recursos disponibles; y normalmente se destina al intercambio de informacién entre sistemas,
mas que a suministrar contenido. Un ejemplo de aplicacién es en los servidores de noticias,
como por ejemplo Slashdot y Barrapunto. El listado siguiente muestra lo que se obtiene si

seleccionamos una seccién de Barrapunto, en este caso la seccion “La Espiral” y accedemos a
la URL

http://barrapunto.com/laespiral.rdf
(solamente se muestra la parte inicial del listado, para dar una idea de como es)

<?xml version="1.0"7>

<rdf :RDF
xmlns:rdf="http://www.w3.0rg/1999/02/22-rdf-syntax-ns#"
xmlns="http://my.netscape.com/rdf/simple/0.9/">

<channel>

<title>Barrapunto</title>

<link>http://barrapunto.com/</link>

<description>La informaci&#243;n que te interesa</description>
</channel>

<image>
<title>Barrapunto</title>
<url>http://images.barrapunto.com/topics/topicbarrapunto.png</url>
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<link>http://barrapunto.com/</1link>
</image>

<item>

<title>Se reactiva La Espiral</title>
<link>http://barrapunto.com/article.pl?sid=03/09/30/0058220</1ink>
</item>

<item>

<title>Traducci&#243;n de descripciones de paquetes en Debian:
unificaci&#243;n</title>

<link>http://barrapunto.com/article.pl?sid=01/09/14/0244205</1ink>

</item>

Como se puede ver, el resultado es un documento XML que usa el DTD RDF; realmente es
una pequenia implementacién de RDF, llamada RSS (RDF Site Summary), pues RDF puede
ser mucho mas complejo. Este archivo RDF sera muy facil de manipular con los procesadores
de XML/XSL y podra ser usado para extraer por ejemplo los titulares de las noticias en la
seccion.

Existen varios programas que ayudan a crear o procesar RSS. En Debian el paquete libxml-
rss-perl trae un modulo Perl que se puede usar para ese proposito.

Archivos de Configuracion

XML es una muy buena opcion para escribir archivos de configuraciéon de programas. La
existencia de bibliotecas optimizadas para extraer informacién y modificar documentos XML
facilita la tarea del programador.

Un ejemplo tipico son los archivos de confguracién usados en Glade. Glade es un programa
para construir interfaces graficas de usuario (GUI) que usan las bibliotecas graficas GTK+.
Glade tiene una interfaz grafica facil de usar, donde se pueden definir las ventanas que usara el
programa por construir y se le pueden ir colocando diferentes “widgets”. El resultado después
de definir la GUI del programa se resume en un archivo XML con el nombre del programa
y con extension “.glade”. Si mas tarde se quiere modificar la interfaz grafica del programa,
glade leera ese archivo y analizandolo recuperara toda la informacion que necesita para volver
a representar la interfaz grafica del programa.

Glade trae un ejemplo que consiste en un editor de texto. Las primeras lineas del archivo
editor.glade son asi:

<?xml version="1.0"7>
<GTK-Interface>

<project>

<name>Glade Text Editor</name>
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<program_name>glade-editor</program_name>
<directory></directory>
<source_directory>src</source_directory>
<pixmaps_directory>pixmaps</pixmaps_directory>
<language>C</language>
<gnome_support>False</gnome_support>
<gettext_support>True</gettext_support>

Notemos que no usa ningin DTD, cuando el archivo XML se crea y modifica por un programa,
normalmente no es necesario validarlo contra un D'TD, pues si el programa ya ha sido depurado,
los archivos producidos tendran siempre la estructura esperada.

Bases de Datos

Los documentos XML son una buena interfaz para proporcionar informaciéon a una base de
datos, o para almacenar copias de partes del contenido de la base de datos, en archivos de
texto. Cada campo en una tabla de la base de datos se puede hacer corresponder al contenido
de alguna marca XML. Por ejemplo podemos tener una subrutina en lenguaje Perl, con el que
se utiliza DOM para extraer informacién de un archivo XML y actualizar una base de datos

SQL.
Procesamiento Distribuido usando Simple Object Access Protocol (SOAP)

SOAP es un protocolo usado para ejecutar comandos en servidores remotos. La informacion

enviada al servidor remoto y el resultado de la ejecucion del comando se envian en documentos
XML.

Los mensajes SOAP con base en XML tienen el potencial de transformar la forma en que
programamos aplicaciones distribuidas, y como intercambiamos datos. SOAP es un mecan-
ismo que permite llamadas remotas a procedimientos, o la invocaciéon de métodos remotos,
con la misma funcionalidad que otras opciones ya establecidas y maduras como DCOM (Dis-
tributed COM), o IIOP (Internet Inter-ORB Protocol). De hecho SOAP es una plataforma
neutral, un lenguaje neutral y sin dependencia en algin modelo de objeto en particular, por
consiguiente, una aplicacién distribuida que incluya SOAP puede compartirse entre multi-
ples sistemas operativos, puede estar construida a partir de objetos de diferentes fabricantes,
escritos en diferentes lenguajes, y basado en modelos de objetos diferentes.

SOAP sobre http, por ejemplo, permite aplicaciones distribuidas a partir de dos tipos de es-
cenarios de comunicacién en la Web: consulta/respuesta (request/response) y envia-y-olvida
(fire-and-forget): En el primero el emisor invoca un método de llamada en un objeto remoto,
sin requerir un valor de contestacion, en el segundo un objeto puede establecer una comuni-
cacion bidireccional con el emisor invocando un método de llamada y recibiendo un valor de
contestacion.



3. COMPLEJIDAD, LOGICA, Y AUTOMATAS

El presente capitulo puntualiza el marco tedrico que requiere el estudio de las cotas de la
complejidad que caracterizan los algoritmos basicos de verificacién y de consulta de documen-
tos XML recomendados por el 3WC. Los conceptos por revisar se ubican en tres areas de la
Ciencia de la Computacion: Teoria de la Complejidad, Légica, y Autématas.

3.1. Complejidad Computacional

Cuando tenemos que resolver computacionalmente un problema, es posible encontrar varios
algoritmos eficaces y adecuados; evidentemente deseamos seleccionar el mejor. El enfoque a
priori, consiste en determinar la cantidad de recursos necesarios que su ejecucion requiere, en
términos de espacio de almacenamiento y del tiempo de proceso, que cada uno de los algorit-
mos necesita como funciéon del tamano de la estructura de entrada por computar. El tamano
de tal estructura corresponde formalmente al niimero de bits que se necesitan para represen-
tar a la estructura en una computadora, utilizando algin esquema de codificaciéon definido
y razonablemente compacto, consideraremos por tamaino a cualquier entero n que mida de
alguna manera el nimero de componentes de la estructura de entrada, por ejemplo; si estamos
refiriéndonos a ordenaciones, mediremos el tamanio por el nimero de componentes que hay
que ordenar; si se trata de un grafo, medimos su tamano por el nimero de nodos y aristas;
en el caso de un arreglo, el “tamano del problema” corresponde al nimero de elementos que
contiene. En el caso de problemas con nimeros en lugar del tamano hablaremos del valor del
ejemplar. Si por otra parte, tal como sucede en nuestro analisis, deseamos medir la eficien-
cia de un algoritmo, en términos de los recursos que necesita para llegar a una respuesta,
entonces esta claro que no podemos utilizar una unidad de tiempo determinada, puesto que
no se dispone de una computadora estandar a la cual se pudiesen referir todas las medidas;
una respuesta a este problema es el principio de invariancia, que afirma que dos implementa-
ciones distintas de un mismo algoritmo no diferiran en su eficiencia mas que en una constante
multiplicativa. Si esta constante fuese, por ejemplo nueve, entonces sabemos que si la primera
implementacion requiere 1 milisegundo para resolver estructuras de cierto tamano, entonces
la segunda implementacién (en una maquina diferente o en un lenguaje distinto) no requerira
mas de 9 milisegundos para resolver los mismos casos.

En general, si dos implementaciones del mismo algoritmo necesitan t;(n) y ts(n) segundos
, respectivamente, para resolver un caso de tamano n, entonces siempre existen constantes
positivas ¢ y d tales que t1(n) < cto(n) y to(n) < dti(n) siempre que n sea suficientemente
grande. En otras palabras, el tiempo de ejecucion de cualquiera de las implementaciones esta
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acotado por un multiplo constante del tiempo de ejecucion de la otra. Este principio no es
algo que se pueda demostrar, simplemente establece un hecho que puede ser comprobado por
observacion.

Los algoritmos se pueden categorizar con base en la cantidad de tiempo y de espacio en
memoria que necesita su ejecucion, es decir que tan rapido crece el tiempo y la memoria
requeridos cuando el tamano del problema crece asintéticamente. Si el tamano del problema
lo representamos por la variable n que puede tomar valores enteros no negativos, el tiempo de
ejecucion lo expresamos como la funcién ¢(n), mientras que la memoria ocupada con la funcién
s(n), la eficiencia del algoritmo se evalia a partir de la rapidez con que crecen estas funciones
cuando n va tomando valores cada vez méas grandes. La notaciéon O y sus variantes, ), © y o;
nos permiten expresar convenientemente estas dimensiones temporal y espacial relativas de la
complejidad del algoritmo en condiciones de crecimiento asintético del tamano del problema,
a continuacion las definimos:

Definicién 3.1. Sea N el conjunto de numeros enteros no negativos, n € N, f : N —
RT U {0}, y f(n) méx{[f(n)],0}. Categorizamos el comportamiento relativo de un conjunto
de funciones respecto a la funcion f con las notaciones O(f) “del orden con cota superior
marcada por f7, Q(f) “del orden con cota inferior marcada por f7, O(f) “del orden exacto de
7y o(f) “del orden inferior a f” de acuerdo a:

O(f(n))={¢9g:N—=R*U{0} | 3Fng,ceN. Vn>ng |g(n)|<c-|f(n)}. (3.1a)

Q(f(n))={9: N—->R"U{0} | Fng,ceN. ¥Yn>ng |g(n)|>c-|f(n)|}. (3.1b)

O(f(n) ={9: N—=RTU{0} | Ing,c,deN. Vn>ng,c-|f(n)]<lgn)| <d-|f(n)|}.

(3.1¢)
olf(n) = {9 N~ K" U{0) | Jim 413 ~0), .1
U
Con base a estas definiciones, se pueden establecer las siguientes relaciones:
o(fm) = O(fm) N () (3.20)
o) > () U o(f(n) (3.20)

Para contextualizar la complejidad computacional analicemos el juego de las 20 preguntas
para adivinar un ntimero. Su contricante selecciona un entero positivo menor que un millén,
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que Ud. tiene que encontrar. Se le permite un maximo de 20 preguntas con respuesta del
tipo si o0 mo, que deberan ser contestadas sin ambigiiedad por su adversario. Por ejemplo se
puede preguntar ;FEl nimero es primo?. Si se esta familiarizado con este juego, utilizara una
estrategia de divide y venceras para resolver el acertijo, dividiendo por dos, con cada una
de las preguntas, el nimero de candidatos a nimero correcto, por consiguiente, la primera
pregunta seria sEstd el numero entre 1 y 500,0007. Se puede mostrar que siempre se hallara
la respuesta con al menos las 20 preguntas permitidas; ya que el tamano n del problema
corresponde a una lista con 1,000,000 elementos, y la cantidad de preguntas a f(n) = log, n,
es decir f(10%) = [log, 10°] = 20. Encontrar el algoritmo para resolver el problema que
consistente en establecer las preguntas suficientes para deducir el nimero, es un tema que
le corresponde al arte de la Algoritmica; sin embargo el que las veinte preguntas sean o no
estrictamente necesarias, concierne a la Teoria de la Complejidad. Se puede demostrar que
nuestro algoritmo de complejidad O(logn) utilizaré casi las 20 preguntas en la mayoria de los
casos por adivinar; sin embargo, no se puede concluir, basandose en la incapacidad de este
algoritmo para resolver siempre el acertijo con menos de veinte preguntas, que no sea posible
hacerlo mediante un algoritmo mas inteligente.

Considéremos un algoritmo formado por tres pasos: inicializacion, procesamiento y finalizacion,
supongamos que su procesamiento requiere recursos, en funcion del tamano n del problema,
de acuerdo a O(n?), O(n?) y O(nlogn), respectivamente. Entonces, el algoritmo completo
necesita recursos de acuerdo a O(n? + n3 + nlogn), dichos recursos son del orden de los
recursos requeridos por la parte que consuma mas cantidad de ellos, independientemente del
tamano de la entrada, es decir:

O(n® +n® 4+ nlogn) = O(méx(n* + n® + nlogn)) = O(n?)

Al estudiar la complejidad de un algoritmo es importante empezar a simplificar y a formalizar,
tanto como sea posible, cada uno de los conceptos que intervienen; de tal manera que estos
sean claros y concisos; y puedan constituirse en un medio de analisis incremental. Esto se logra
planteando el analisis de la complejidad en terminos de Maquinas de Turing, de Lenguajes y
de arquitecturas de circuitos logicos.

Los problemas que podemos resolver mediante un algoritmo se pueden caracterizar en aquellos
que requieren un “si” o un “no” como respuesta y aquellos que requieren realizar un calculo y
dar un valor como respuesta. A los primeros se les denomina de decisiéon y a los segundos de
calculo, estos ultimos pueden replantearse también como problemas de decision al proponer
un valor en su resultado, y preguntar si éste es o no correcto. Podemos abordar cualquier
problema de decisién, pero para su procesamiento por una maquina necesitamos codificar
su entrada en forma de una cadena compuesta a partir de un alfabeto de simbolos. De esta
manera la estructura de datos bésica es una cadena (string), todas las demés estructuras de
datos se codifican y se representan mediante cadenas.

Definicién 3.2. Un alfabeto X es un conjunto finito de simbolos elementales, si y solo si al
descomponer una secuencia finita construida a partir de Y. cada uno de ellos es completamente
identificable de manera unica.
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Una cadena w es una secuencia finita de simbolos de un alfabeto . Una cadena puede carecer
de simbolos, a esta cadena € se le llama cadena vacta.

El operador denominado estrella de Kleene sobre un alfabeto X, denotado por ¥* es el
conjunto de todas las cadenas, incluyendo la vacia, formadas a partir del alfabeto 3.

Un lenguaje L es un conjunto de cadenas w sobre un alfabeto Y. Por consiguiente podemos
especificar un lenguaje infinito siguiendo el siquiente esquema:

L = {w € X*|w tiene la propiedad P}
La concatenacion de los lenguajes L, y Ly definidos sobre un alfabeto ¥ esta dada por:

L=LioLy=1L1Ly={weXlw=xo0y para cualquier x € Ly yy € Lsy}. (3.3)

La operacion estrella de Kleene sobre un lenguaje L, denotado por L* es el conjunto de todas
las cadenas obtenidas al concatenar cero o mas cadenas de L, por consiguiente:

L"={weX|w=wo---owy para cualquier k >0 y cualquier wy,...w, € L}. (3.4

3.1.1. 'Teoria de la Complejidad

La complejidad computacional tiene una trayectoria paralela al analisis y diseno sistematico
de los algoritmos, considera globalmente todos los algoritmos posibles para resolver un prob-
lema dado, incluyendo aquellos en los que ni siquiera se ha pensado todavia. Estudiando un
algoritmo podemos demostrar que el problema objeto de nuestro estudio se puede resolver en
un tiempo que esta en O(f(n)) para alguna funcién f(n) que intentamos reducir lo mas posi-
ble y encontrar su cota inferior. Al emplear la complejidad, por otra parte, intentamos hallar
una funcién g(n) tan grande como sea posible para la cual podamos demostrar que cualquier
algoritmo capaz de resolver correctamente nuestro problema en todos sus casos debe necesari-
amente requerir un tiempo que este en €2(g(n)). A esta funcién g(n) se le da el nombre de cota
inferior de la complejidad del problema en el peor de los casos. Quedamos satisfechos cuando
f(n) € O(g(n)) dado que hemos encontrado el algoritmo mas eficiente posible. Desafortu-
nadamente, en el estado actual de conocimiento, estos casos existosos no se encuentran con
frecuencia. Sin embargo, y como contraparte, de vez en cuando podemos encontrar incluso el
nimero exacto de veces que es preciso realizar una operacién (por ejemplo una comparacién),
para resolver el problema.

El objeto de estudio de la Teoria de la Complejidad, desde su enfoque clasico denominado
también estructural, consiste en la clasificacién de los problemas segun la cantidad de los
recursos computacionales aplicados a su resolucién. Considera tanto los problemas de decisién
como los de calculo: por ejemplo, decidir si existe un camino mas corto con valor inferior a
un determinado valor entre dos vértices de una gréafica con pesos, o bien calcular la longitud
o peso de ese camino. Agrupa los problemas en clases segtin los recursos utilizados por los
algoritmos que permiten encontrar su solucion. Las medidas de la complejidad se obtienen
estableciendo una cota para el tiempo que toma la ejecucion del calculo o bien el espacio en
memoria que se utiliza.
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Otro punto de vista mas reciente, analiza a la complejidad desde el angulo descriptivo; en con-
traste al enfoque clésico, los problemas de decisién se representan como conjuntos de cadenas
que conforman un lenguaje reconocido por una maquina. Una generalizaciéon natural consiste
en interesarse en conjuntos de estructuras finitas arbitrarias; por ejemplo las estructuras de
graficas, habitualmente codificadas en la maquina mediante cadenas. La complejidad descrip-
tiva caracteriza los recursos necesarios para describir un problema dentro de un marco légico.
Las medidas de la complejidad no se asocian con los medios materiales para su ejecucion, sino
a lenguajes logicos que permiten expresar una clase de problemas; una de las medidas que
utiliza es la complejidad de los cuantificadores de la féormula que define al problema. Lo que
aporta este enfoque es la demostracion que existe una correspondencia precisa con los resul-
tados obtenidos por el enfoque clésico, poniendo en evidencia las caracterizaciones logicas de
las principales clases de complejidad en tiempo y en espacio.

Una tercera via de analisis de la complejidad computacional es la desarrollada al clasificar
los problemas, definidos como predicados o funciones booleanas, por las dimensiones de los
circuitos 16gicos que se necesitan ensamblar para resolverlas. Este esfuerzo se ha formalizado
en un campo denominado teoria de la complejidad de los circuitos, la importancia de sus
estudios ha cobrado, durante la ultima década, una relevancia creciente debido a la relacion
que existe entre el tamano y profundidad de los circuitos légicos, con el tiempo de proceso en
una computadora con arquitectura de procesamiento en paralelo. Las clases de complejidad
definidas bajo este enfoque encuentran relaciones y correspondencias con las establecidas por
la teoria de la complejidad clésica.

La materia basica de la Teoria de la Complejidad consiste en determinar la cantidad de re-
cursos de computo, desde el punto de vista clasico, requeridos para resolver un problema, asi
como clasificar estos problemas de acuerdo al grado de dificultad que presenta su solucién. Los
recursos considerados son el tiempo, la memoria (espacio) y la circuiteria (o hardware). El reto
principal de la teoria de la complejidad consiste en demostrar las cotas inferiores de comple-
jidad, es decir, definir que problemas no se pueden resolver al menos que apliquemos grandes
cantidades de recursos. A pesar que es relativamente facil probar que existen problemas in-
herentemente dificiles, resulta que es mucho mas dificil probar que la solucién de problemas
relevantes en la teoria computacional presenta un elevado grado de complejidad. La teoria
de la complejidad ha tenido més éxito proporcionando evidencias duras de intratabilidad (in-
tractability) de los problemas, con base en conjeturas convincentes y ampliamente aceptadas,
los argumentos matematicos de la intratabilidad dependen de las nociones de reducibilidad
(reducibility) y de complitud (completeness), antes de revisar estos conceptos definiremos el
concepto de clase de complejidad.

A pesar que pocas cotas inferiores generales se consideran como suficientemente interesantes
para que sean traducidas en cotas inferiores concretas, la teoria de la complejidad ha con-
tribuido (1) con una forma de dividir el mundo computacional en clases de complejidad, y (2)
ha evidenciado que estas clases de complejidad son probablemente distintas. El reto nos lleva
entonces a traducir en pruebas matematicas esta evidencia.

Tipicamente, una clase de complejidad cae en dos categorias principales: (a) modelos basados
en las maquinas de Turing (TMs) y las maquinas de acceso aleatorio (RAMs), y (b) modelos
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basados en circuitos.

3.1.2. Clases Canonicas

Una clase de complejidad se define en funcién de:

1. Un modelo de cémputo, basados en una maquina, o en circuitos.
2. Un recurso (o una coleccién de recursos).

3. Una funcién conocida como cota de complejidad (complexity bound) para el recurso o
recursos.

Empezaremos a revisar la importancia de los recursos fundamentales de tiempo y espacio
para maquinas de Turing deterministas y no deterministas. Nos concentraremos en las cotas
de recursos entre logaritmico y exponencial, porque estas cotas han probado ser las mas ttiles
para entender los problemas que nos encontramos al procesar documentos XML.

Definicion 3.3. Una mdquina de Turing determinista M con k cintas (k es un entero y
k > 1), es una cuarteta M = (Q,%,9,s), en la que Q es un conjunto finito de estados, 3 es
un conjunto finito de simbolos (se dice que 3 es el alfabeto de M ), asumimos que QNY = &,

s € Q y corresponde al estado inicial; & es la funcion parcial de transferencia, § : Q x XF —
(Q U {alto, “si", “no"}) x (X x {«,—, =}k

De esta manera podemos ver que & determina la transicion de M hacia el siguiente estado
general de todos sus componentes, es decir 6(q,o1,...0%) = (p,p1,D1,..., pr, Dx) significa
que, st DT'M esta en el estado q, el cursor de la primera cadena esta leyendo un oy, que
la sequnda lee un oo, y asi sucesivamente hasta la k — ésima cadena, leyendo un oy; estas
condiciones llevan a M hacia el estado p, el cursor de la primera cadena sobrescribe en esta
p1 y se mueve en la direccion indicada por Dy, de la misma manera se realizan las operaciones
de sobrescritura y movimiento en el resto de las k cadenas.

Consideramos que Y contiene los simbolos de “espacio en blanco” Ll y de “inicio de cadena”
>, cuando este sequndo simbolo es detectado por el cursor que explora una cadena (o; = >),
stempre produce dos reacciones en automadtico: la cadena no se sobrescribe, entonces el simbolo
> nunca se borra (p; =), y el movimiento es hacia la derecha (D; =— ), es decir el cursor
nunca rebasa el simbolo > por la izquierda.

Definicién 3.4. Una mdquina de Turing no determinista N con k cintas (k es un entero y
k> 1), es una cuarteta M = (Q,%,0,s), en la que QQ es un conjunto finito de estados, ¥
es un conjunto finito de simbolos, asumimos que Q NX =, s € Q y corresponde al estado
inicial; § es una relacion de transferencia, § C Q x XF x Q x ¥F x {«, —, —1}F.

Un elemento (q, (a1,as,...,ax),q, (b1,ba, ..., bk), (M1, mo, ... ,my)) del conjunto & constituye
una transiciéon. Una descripcion instantanea « de una maquina con una cinta es una pareja
a = (¢, w.x.w'), donde x € ¥ y si wrw' esta escrito en la cinta. Esta nocién se generaliza en
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caso de maquinas con k cintas, una nociéon importante es la relacién de transicion entre dos
configuraciones instantaneas: a - o si existe una transicién que permite definir o/ a partir de
«. En el caso de una maquina no determinista, tratamos con un arbol de calculo definido
por las diferentes sucesiones posibles de transicion.

Definicién 3.5. Una maquina de Turing M acepta la palabra x = xi.x5....x, si existe
un estado de aceptacion qr € @ tal que la mdquina alcanza alguno de ellos a partir de la
configuracion inicial (qo, .T1.Ta. ... Ty).

El lenguaje L asociado a una maquina de Turing M, es el conjunto de palabras aceptado
por la mdquina M. Decimos que M dectide L si la mdquina de Turing a la entrada de una
cadena x € ¥* es capaz de detenerse en un estado de aceptacion, M(x) =“si” o de rechazo
M(z) =“no”; a L se le reconoce como un lenguaje recursivo; si solamente nos indica cuando
lo acepta y en el resto de los casos M no se detiene M(x) =", se dice que M acepta a L y
a este lenguaje se le reconoce como lenguaje recursivo enumerable.

Para una cadena de entrada z € ¥*, si tenemos que T'(x) = M* es el ntimero k de transiciones
de la maquina determinista M antes de alcanzar un estado de aceptacién o de rechazo:

Definicién 3.6. La funcion de complejidad en tiempo de la maquina M se denota por Ty :
N — N y se define como: Ty (n) = max{T(z)||z| =n}.

Si L es un lenguaje sobre el alfabeto 3 y f una funcion de N en N, tenemos las siguientes
clases de tiempo fundamentales:

L pertenece a la clase DTIME[f(n)] si existe una mdquina de Turing determinista M con k
cintas que acepta a L con una complejidad en tiempo Thy = O(f(n)).

L pertenece a la clase NTIME[f(n)] si existe una mdquina de Turing no determinista M con

k cintas que acepta a L con una complejidad en tiempo, considerando todos las trayectorias
de su drbol de calculo, Thy = O(f(n)).

Definicion 3.7. La funcion de complejidad en espacio de una maquina M se denota por
Sy N — N y se define como: Syr(n) = max{S(x)||z| = n}.

Si L es un lenguaje sobre el alfabeto ¥ y f una funcion de N en N, tenemos las siquientes
clases de espacio fundamentales:

L pertenece a la clase DSPACE[f(n)] si existe una mdquina de Turing determinista M con k
cintas que acepta a L con una complejidad en espacio Sy = O(f(n)).

L pertenece a la clase NSPACE[f(n)] si existe una mdquina de Turing no determinista M con
k cintas que acepta a L con una complejidad en espacio, considerando todos las trayectorias

de su arbol de cdilculo, el espacio utilizado en las cintas de trabajo tiene una complejidad en
espacio Sy = O(f(n)).

Para una maquina de Turing determinada, hablamos de la clase O(f(n)) en tiempo, o DTIME(O(n))
indicando la clase de lenguajes para los cuales existe una maquina determinista que termina
(aceptando o rechazando) en tiempo lineal, en funcién del tamarnio de la entrada. Por extensién
decimos que un problema esta en una clase (' si el lenguaje asociado L esta en la clase C.
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Definicién 3.8. Las clases canonicas de complejidad, con sus diferentes notaciones, son
las siguientes:

LoaSpAacE= L = DSPACE[logn] (espacio log determinista)

NLoGSpACE= NL = NSPACE[logn| (espacio log no determinista)

PTIME= P = DTIME[R®W] = ;> DTIME[n*] (tiempo polinomial)

NPTiME= NP = NTIME[R®W] = U, NTIME[n*] (tiempo polinomial no-determinista)

PSpACE= PSPACE = DSPACE[n®"] = ;> DSPACE[n*] (espacio polinomial)

ETIME= E = DTIME[2°®)] = >, DTIME[£"]

NETiME= NE = NTIME[2°")] = >, NTIME[£"]

ExPTIME= EXP = DTIME[2"""] = Uk>1 DTIME[2""] (tiempo exponencial determinista,)
NExpTiME= NEXP = NTIME[2"""] = Us>1 NTIME[2"] (tiempo exp. no determinista)
ExPSPACE= EXPSPACE = DSPACE[2"""] = Ur>1 DSPACE[2"] (tiempo exponencial)

Las clases PSPACE y EXPSPACE se definen en términos de la medida de la complejidad
DSPACE.

Por el Teorema de Savitch [Pap94, pag.149], la medida NSPACE con cotas polinomiales también
produce PSPACE, v con cota 2" produce EXPSPACE.

Como una consecuencia de la primera parte de este teorema, NP C EXP. Ninguna mejor cota
general superior que esta se conoce para lenguajes en NP. Aunque no conocemos si permiti-
mos un nodeterminismo estricto, esto incrementa la clase de lenguajes decidibles en tiempo
polinomial, el Teorema de Savitch establece que para clases en espacio, el nodeterminismo no
incrementa el poder computacional méas alla de una cantidad polinomial.

3.1.3. Complejidad en los Circuitos Légicos

La maquina de Turing constituye un modelo secuencial de cémputo, es decir efectua una sola
instruccion por etapa, como contraparte los circuitos logicos, también denominados booleanos,
constituyen un modelo de computo paralelo ya que realizan una cantidad polinomial de op-
eraciones elementales por unidad de tiempo. El conjunto de estas operaciones corresponden
a los operadores de la 16gica booleana, es decir Q = {—,V,A}. Una férmula proposicional
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(xq,x9,...,2,) es una formula construida a partir de variables booleanas xi,...,z, que
admite una descomposicion bajo la forma de un &arol binario en el que sus nodos son estas
variables z; en {0, 1} y el rbol entonces representa un circuito légico que realiza un cémputo
paralelo, ya que en cada etapa varias compuertas (nodos) realizan operaciones elementales.
Los modelos de cémputo permiten calcular entradas de tamano arbitrario. En el caso de los
circuitos, nos referimos a familias de circuitos

C:{Cl,CQ,...7Cn’...}

El circuito C), procesa todas las entradas de tamano n. Recordemos que el grado interior de
un nodo v de una grafica G es la cantidad de aristas (u, v) entrantes en v, y el grado exterior
de v es la cantidad de aristas (v, w) salientes de v.

Definicién 3.9. Un circuito légico o circuito booleano C,, es una grifica aciclica, en la
que los nodos de grado interior no nulo estin etiquetados por los elementos de ) = {—,V, A},
los modos de grado interior nulo estan etiquetados por las variables x; para i = 1,2,...,n
denominadas variables de entrada Los nodos de grado exterior nulo estdn etiquetados por
las variables yi,Yys, ... Ym, denominadas vartables de salida.

Los nodos etiquetados con V,\ y = se denominan, compuertas AND, OR y NOT respecti-
vamente.

La cantidad de aristas que llegan a una compuerta recibe el nombre de grado interior o fan-in,
la cantidad de aristas salientes es su grado exterior o fan-out

Los parametros caracteristicos de un circuito son el tamano (size) y la profundidad (depth):
El tamario S(C) de un circuito C' es la cantidad de nodos en su grdfica, mientras que la
profundidad D(C) de un circuito C' es la longitud de la trayectoria mds larga en su grdfica.

El fan-in minimo es 2 para los nodos etiquetados con A 6 V y 1 para los nodos etiquetados
por —. Su fan-out es 1 como maximo.

Un circuito con n entradas corresponde a una grafica aciclica con 2n nodos fuente, los cuales
se etiquetan como:
L1y L1y .oy Ty, Ty,

Para cada una de las compuertas g del circuito C' con n entradas esta asociado a una funcion:

f:{0,1}" — {0, 1},

definiendo por induccién sobre la longitud de la trayectoria mas larga desde una compuerta de
entrada hasta g, como sigue: Si g es una compuerta de entrada etiquetada como z;, entonces:

Fylay,...,an) =q;
Si g es una compuerta de entrada etiquetada como —x;, entonces:

Fylay,...,an) =1—q;
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Es decir:
Fylay, ... an) = fo(Fylar, ... an), ..., Fy(a1,... a,)),

donde r aristas entran a la compuerta g, f, es la funcién que etiqueta la compuerta g, y g;
es el origen de la ¢ — ésima arista que entra a la compuerta g. En particular, un circuito C'
con n entradas y k£ compuertas de salida que estan ordenados en alguna manera computa una
funcién Fg : {0,1}" — {0,1}*. Si k = 1, decimos que el circuito acepta cada uno de los bits
de la cadena a; - - - a,, para los cuales Fo(aq,...,a,) = 1,y que el circuito reconoce el conjunto
de cadenas que acepta. El circuito con 0 entradas, corresponde a un conjunto de compuertas
de salida cada una de las cuales esta etiquetada con 1 6 0.

Una trayectoria en una grafica aciclica es una serie de aristas adyacentes con la misma ori-
entaciéon. Para estos circuitos podemos generalizar al considerar las funciones definidas por:

An(Z1,Zoy .o yxy) = (T Axg A A ay)

Vo(Z1, 2o, .o xy) = (1 VT V... Vxy,)

Un circuito con fan-in n es un circuito en el que los nodos estan etiquetados con A,, o V,,. Por
consiguiente estos nodos son de grado interior n en la grafica asociada al circuito. Los valores
de las funciones A, y V,, son aquellas definidas por las férmulas precedentes.

De esta forma podemos escribir, C(xy, T, ..., z,) = y;, para notar la funcién que sobre las
entradas z;, s, ..., x, dala 1 — esima salida del circuito. A un problema de decision se asocia
una familia de circuitos con una sola salida y; y podemos interpretar a y; = 1 como el hecho
de aceptar a x, y a y; = 0, como el resultado de rechazar a x. A un problema de cémputo,
asociamos una familia de circuitos con una salida y; que definen una familia de funciones f
tal que f(z) = y en la que y = 1,42, ... Y si el circuito Cj, tiene exactamente m variables
de salida. De igual manera podemos asociar a un circuito una férmula proposicional sobre las
variables x1,xs, ..., x,, obtenida al describir las salidas del circuito por composicion sucesiva.
Sea B, = {f :{0,1}" — {0,1}} la clase de funciones booleanas con n variables. Un circuito
con una salida define una funcién f € B,, particular.

Definicién 3.10. Una funcion f € B, esta definida por un circuito C, con una salida si
cualquiera que sea x € {0,1}", f(z) = Cl(x).
La complejidad en tamano y la complejidad en profundidad de una funcion f es el tamano y

la profundidad, respectivamente, del circuito mds pequeno que define f.

Un Lenguaje L admite circuitos de tamano polinomial si existe un polinomio p(n) y una familia
de circuitos C de una salida tal que para toda x de longitud n, x € L si y solo si Cp(x) =1y

S(Cn) < p(n).

Si un lenguaje L esta en la clase P, entonces L admite circuitos polinomiales.

Supongamos una clase C de circuitos con tamafio polinomial. Un problema importante es
saber como esta definido el circuito C,, para una determinada n. Las clases de circuitos C =
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{C1,Cs,...C,, ...} considerando que son tales que la funcién para toda n describe al circuito
C,, como una grafica etiquetada y calculable en espacio logaritmico.

En una familia de circuitos, donde sus componentes tienen diferente cantidad de entradas, en
el caso donde cada circuito de la familia tiene solamente una compuerta de salida, la familia
reconoce un lenguaje L C {0, 1}*, donde LN {0,1}" es el conjunto de cadenas reconocidas por
el circuito de la familia con n entradas.(L N {0,1}" = @ si en la familia no existe tal circuito).
En el caso de varias salidas, la familia computa una funcién f : {0,1}* — {0,1}*, con la
propiedad que si u,v € {0,1}* tienen la misma longitud, entonces f(u) y f(v) tienen también
la misma longitud.

Definicion 3.11. Las principales clases de complejidad de los circuitos logicos son las sigu-
ientes:

AC® es la clase de problemas que se pueden resolver por circuitos con tamario polinomial y pro-
fundidad constante, construido a partir de compuertas AND, OR y NOT con fan-in sin cotas,
esta clase corresponde al computo con tiempo (9(log0 n) = O(1) en una computadora paralela.
La clase ACO(m) o ACC° corresponde a problemas que se resuelven por circuitos de tamano
polinomial, profundidad constante y que estan construidos con compuertas AND,OR,NOT y
MODm y fan-in no acotado. Una compuerta MODm a partir de las entradas x4, . .., x, deter-
mina si el numero de 1’s entre estas entradas es un maultiplo de m

NC! es la clase de problemas que pueden ser resueltos por circuitos con compuertas AND,OR
y NOT con fan-in dos y profundidad O(logn).

TCY es la clase de problemas que pueden ser resueltos por circuitos con umbral (threshold)
de tamano polinomial y profundidad constante. Utiliza el tipo de compuerta denominada MA-
JORITY con un fan-in sin cota.

NC® es la clase de problemas que pueden ser resueltos por circuitos construidos a partir de
compuertas AND,OR y NOT con fan-in igual a dos y profundidad O(1).

La clase AC? corresponde exactamente a los lenguajes que pueden ser especificados en 1gica de
primer orden (FO), estos circuitos son suficientemente poderosos para sumar y restar numeros
de n-bits.

Los circuitos de la clase NC' capturan exactamente la complejidad de un circuito que se
requiere para evaluar una férmula booleana, y reconocer un conjunto regular. Esta clase esta
constituida con los lenguajes reconocidos por familias de circuitos C,, > 1, con compuertas
AND y OR que en el cual cada circuito tiene una compuerta de salida, y que satisfacen las
siguientes condiciones:

C,, tiene n entradas.

Para toda n, cada una de las compuertas AND y OR tiene un fan-in de dos.

Existe £ > 0 tal que para toda n, la profundidad de C,, es menor a k e log, n.

Existe un polinomio p tal que el tamano de C,, es menor que p,.
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En los circuitos de la clase NC°, cada una de los bits de salida solamente depende de O(1)
bits de entrada del mismo circuito. Esta clase es extremadamente limitada, ya que no pueden
computar el OR légico de n bits de entrada, sin embargo esto no impide que su poder com-
putacional este muy cerca de AC’.

En cuanto a la clase TC” podemos hacer notar que captura exactamente la complejidad de la
multiplicacion, division y ordenacion de enteros, también es un buen modelo para la compuerta
MAJORITY con un fan-in sin cota, utilizada en una red neuronal.

Definicién 3.12. Una familia de circuitos C = {C1,Cy,...Cy, ...} es P-uniforme, denotado
como uP si la funcion g tal que g(n) = C,, es calculable en tiempo polinomial para n represen-
tada en notacion unaria.

Una familia de circuitos C = {C4, Cy, ... Cy, ...} es L-uniforme si la funcion g tal que g(n) = C,,
es calculable en espacio logaritmico O(logn) para n representada en notacion unaria.

L es de complejidad en tiempo paralelo y tamario f(n) si existe una familia de circuitos
C={Cy,Cy,...Cy, ...}, L-uniforme tal que para n y para toda x de tamano n: xinL siy solo
si Cy(x) =1, la profundidad y el tamano respectivamente de C,, es inferior a k.f(n).

Estas definiciones permiten establecer el resultado clasico referente a que los circuitos uni-
formes de tamano polinomial son equivalentes en poder de cémputo a una maquina de Turing
que utilizan tiempo polinomial, la misma demostracion que prueba lo anterior permite mostrar
que las clases de estos dos tipos de circuitos uniformes, P-uniforme y L-uniforme, son equiva-
lentes una a otra.

El concepto de uniformidad en las familias de circuitos, la ilustraremos con NC', sabemos
que esta clase corresponde a una familia de lenguajes que se reorganizan para algoritmos
en paralelo particularmente rapidos. Pero NC' contiene lenguages no-recursivos, de la misma
manera N sea un conjunto no-recursivo de enteros positivos, y sea C; sea el circuito con una
compuerta a; V —a;, si i € N,y a; A\ —a;, si i ¢ N. Esta familia reconocera el lenguaje
no-recursivo {w € {0,1}* : |w| € N}.

Esta situacion ocurre ya que tenemos un modelo computacional definido por una secuencia
de dispositivos indexados por la longitud de la entrada. Una manera para hacer la teoria de
la complejidad de modelos mas cercanos a la complejidad comun de una méaquina de Turing,
o a la teoria de la complejidad para modelos de computadoras con arquitectura paralela, es
necesario introducir la condicién de uniformidad.

Esto corresponde a un requerimiento que, dada n, existe un algoritmo eficiente para construir
el n — ésimo dispositivo en la secuencia. Para que se cumpla esta condicion, todo lenguaje en
NC! es recursivo. Generalmente la condicién se formula de tal manera que todo lenguaje en
NC! sea reconocido en espacio logaritmico. De la misma forma, con una condicién de uniformi-
dad apropiada, todo lenguaje reconocido por una familia de circuitos de tamano polinomial
construido a partir de compuertas AND, compuertas OR y compuertas NOT, es reconocible
en tiempo polinomial. La mayorfa de los lenguajes “naturales” en NC! se conoce que se en-
cuentran en NC' cuando se les impone esta condicién, pero existen algunas excepciones. Por
ejemplo, no se conoce como multiplicar n enteros de n-bits utilizando un espacio logaritmico;
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la construccion propuesta consistente en una familia de circuitos con profundidad logaritmica
para este problema utiliza mas espacio.

Las clases de complejidad uniformes corresponden a las familias de circuitos de profundidad
(logn)® y de tamaifio polinomial. Un problema es suceptible de ser procesado en paralelo, es
decir paralelizable, si el problema es de complejidad en tiempo paralelo (logn)®, es decir si

existe una familia de circuitos de profundidad (logn)’ y de tamafo polinomial que permite
decidirlo.

Definicién 3.13. La clase uNC' es la clase de los lenguajes L tales que existe una familia
de circuitos de fan-in 2, L — uniforme, de profundidad O(log'n) y de talla polinomial, que
acepta a L.

uNC = | JNC’

Los circuitos uNC" solamente utilizan compuertas binarias. Si las compuertas del circuito tienen
un fan-in n, es decir si se utilizan compuertas A,, o V,,, nos estamos referiendo a circuitos uAC".

Definicién 3.14. La clase uAC" es la clase de los lenguajes L tales que existe una familia
de circuitos de fan-in n, L — uniforme, de profundidad O(log'n) y de talla polinomial, que
acepta a L.

uAC = U AC!

LoGCFL es la clase de complejidad que contiene todos los problemas de decisiéon que se
pueden reducir en espacio logaritmico a un lenguaje libre de contexto (context-free language).
Esta clase esta situada entre NL y AC".

3.1.4.  Constructibilidad, Reducibilidad y Completidad
Constructibilidad

Sin la nocién de Constructibilidad ninguna teoria de complejidad significativa es posible. La
primera ensefianza que nos plantea la teoria de la complejidad (en contra de lo que la intuicién
nos indica), dice “Si tiene més recursos, no puede hacer mas”.

Teorema 3.1. Teorema de la Brecha (Gap)
Eriste una cota de tiempo computable t(n) tal que DTIME[t(n)] = DTIME[22"™].

Este teorema nos dice que existe una brecha vacia entre el tiempo ¢(n) y el tiempo doblemente
exponencial mas grande que ¢(n), en el sentido que cualquier cosa que pueda ser computada
en una cota de tiempo méas grande puede también ser computada en la cota de tiempo mas
pequena. Esto es, aun con mucho mas tiempo, no podemos computar mas. Esta brecha se
puede hacer mas grande que la doble exponencial; para cualquier r computable, se tiene una
cota de tiempo computable t tal que DTIME[t(n)] = DTIME[r(t(n))]. Proposiciones anélogas
se cumplen para las medidas NTIME, DSPACE, y NSPACE.
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Efectivamente, la prueba del Teorema de la Brecha muestra que se puede definir una cota de
tiempo t(n) tal que ninguna maquina tiene un tiempo de ejecucién que este entre t(n) y 92!
Esto nos indica la necesidad de formular solamente aquellas cotas en tiempo que realmente
describan la complejidad de una determinada méaquina.

Definicién 3.15. Una funcion t(n) es constructible-en-tiempo si existe una mdquina de
Turing determinista que se detenga después de exdctamente t(n) pasos, para cualquier entrada
de longitud n.

Una funcion s(n) es constructible-en-espacio si existe una maquina de Turing determinista
que use exactamente s(n) celdas de cintas de trabajo para cualquier entrada de longitud n.

Por ejemplo, t(n) = n + 1 es constructible-en-tiempo, Por otra parte si t;(n) y t2(n) son
constructibles-en-tiempo, entonces también lo son las funciones ¢ + to, tits, 122, v ¢ para
todo entero ¢ > 1. En consecuencia, si p(n) es un polinomio, entonces p(n) = ©(t(n)) para
alguna funcién ¢(n) polinomial constructible-en-tiempo. De la misma manera, s(n) = logn
es constructible-en-espacio, si s1(n) y s2(n) son constructibles-en-espacio, entonces también
las funciones s; + S92, $182, s72 v ¢ para todo entero ¢ > 1. Muchas funciones comunes son
constructibles-en-espacio: v. gr.: nlogn, n3, 2 nl.

La constructibilidad contribuye a eliminar una eleccién arbitraria en la definicion de las clases
basicas de tiempo y espacio. Para funciones generales en tiempo t, las clases DTIME[t] y
NTIME[t] pueden variar en funcién de las maquinas requeridas para detenerse dentro de t eta-
pas en todas las trayectorias de computo, o solamente en aquellas trayectorias con aceptacion.
Si t es constructible-en-tiempo y s es constructible-en-espacio, sin embargo con estos an-
tecedentes, DTIME[t], NTIME][t], DSPACE[s|, y NSPACE[s] pueden definirse sin pérdida de

generalidad en términos de maquinas de Turing que siempre se detienen.

Como regla general, cualquier funcién t(n) > n + 1 y cualquier funcién s(n) > logn en la
que se este interesado como una cota de tiempo o espacio, es constructible -en-tiempo o -en
espacio, respectivamente.

El Teorema de la Brecha no es el tinico caso en que la intuicion acerca de la complejidad
nos lleva a conclusiones falsas. La mayor parte de los informaticos también espera que un
objetivo del disefio de algoritmos deberia ser llegar a un algoritmo 6ptimo para un determinado
problema. En algunos casos, sin embargo, ningtin algoritmo esta remotamente cerca del 6ptimo.

Teorema 3.2. Teorema de la Aceleraciéon Incrementada

Existe un lenguaje decidible A que para toda mdquina M que decide A, con tiempo de ejecucion
u(n), existe otra maquina M' que decide A mucho mds rdpido: su tiempo de ejecucion t(n)
satisface 22" < u(n) para todo n finito.

Esta afirmacion, también, se cumple para cualquier funcién computable r(¢) en lugar de 22",
Nos dice intuitivamente que el programa M’ ejecutandose en una PC IBM antigua es mejor
que el programa M ejecutandose en el hardware mas rapido que existe actualmente, por
consiguiente no tenemos para A un mejor algoritmo, ni una funcién de complejidad en tiempo
bien definida. A diferencia del caso del Teorema de la Brecha, el fenémeno de la aceleracién
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puede ser valido para lenguajes y cotas en tiempo de interés, por ejemplo, un problema de
complejidad en tiempo acotada por t(n) = n'°®" ubicado exactamente arriba del tiempo
polinomial, puede tener aceleracion arbitraria polinomial, esto es, puede tener algoritmos de
complejidad en tiempo ¢(n)"/* para toda k > 0.

Una implicacién del Teorema de la Aceleracion es que las complejidades de algunos proble-
mas necesitan constrenirse entre las cotas superior e inferior, Para todo lenguaje A se tiene
una funciéon computable ¢, tal que para toda funcién ¢t constructible-en-tiempo, existe algu-
na maquina que acepta A dentro del tiempo ¢ si y sélo si t = (). Sin embargo, como
consecuencia tenemos que ty, por si mismo, no puede ser constructible-en-tiempo.

Reducibilidad

Una manera en la que podemos obtener una solucion para un problema es a través del con-
cepto de reducibilidad entre problemas, este procedimiento lo conocemos en la vida diaria:
para resolver un problema que no sabemos resolver facilmente, lo trasladamos, posiblemente
con otra representacion, a un escenario que nos es mas favorable. Si podemos reducir un prob-
lema a otro, podemos usar un algoritmo para el segundo problema y obtener una solucion,
y entonces transformar esta respuesta en una solucién para el primer problema. Si podemos
hacer las transformaciones en tiempo polinomial y el segundo problema puede resolverse en
tiempo polinomial, sabemos que nuestro nuevo problema también tiene una solucién en tiempo
polinomial.

Veamos un ejemplo acerca de esto para clarificar el proceso. Nuestro primer problema regresara
“si” dentro de un grupo de variables booleanas si al menos una de ellas tiene el valor de
verdadero, y regresara “no” si todas son falsas. El segundo problema consiste en encontrar el
valor mas grande en una lista de enteros. Debemos ser capaces de ver una solucién clara y facil
para cada uno de estos problemas, pero el objetivo de este ejemplo es suponer que tenemos
una solucion para el problema del entero méas grande pero no par el problema de las variables
booleanas. Podemos resolver el problema de la variable booleana reduciéndolo al problema del
entero mas grande. Empezamos tomando una instancia del problema de la variable boleana
y escribir un algoritmo de conversién que asignara, para cada variable booleana la siguiente
entrada en la lista el valor de 0 si la variable booleana es falsa y un valor de 1 si la variable
es verdadera. A continuacién utilizamos nuestro algoritmo para encontrar el valor més grande
en la lista. Veremos que la respuesta regresa dentro de la solucion al problema de la variable
booleana al responder con “si” en caso que el valor més grande es 1 y regresar no si el valor
mas grande es 0.

El problema del valor mas grande dentro de una lista puede ejecutarse en tiempo lineal, y
vemos que nuestra reducciéon también se puede realizar en tiempo lineal; por consiguiente, el
problema de la variable booleana debe también tener solucion en tiempo lineal.

De esta manera podemos decir que un problema B se reduce al problema A si existe una
transformacion R la cual, para cada entrada x de B, produce una entrada equivalente R(zx) de
A; en este planteamiento por “equivalente” queremos decir que la respuesta a R(z) considerada
como una entrada para A, “si” o “no”, corresponde a una respuesta correcta para z, la cual
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constituye una entrada de B. En otras palabras, para resolver B con una entrada x solamente
tenemos que computar R(x) y resolver A con estos antecedentes.

Otro ejemplo que podemos plantear, es la reduccion del problema de validez de una férmula
de la logica de proposiciones al problema de insatisfacibilidad: si queremos determinar si una
formula ¢ es l6gicamente valida, consideramos la transformacion hacia —¢, y determinamos si
esta ultima es o no satisfacible, recordemos que:

= ¢ es logicamente valida si y solo si —¢ es insatisfacible,

= ¢l paso de ¢ a =¢ es computable por un algoritmo general.

Con base en esto se puede generalizar el concepto de reducibilidad:

Definicién 3.16. Sean Ly C ¥} y Lo C 33. Decimos que Ly es reducible a Lo, y escribimos
Ly < Lo, si existe una funcion f de X7 en X%, tal que:

» para todo w € 3} :w € Ly & f(w) € Ly

n f X7 — X5 es computable

Podemos observar a partir de esta definiciéon que, si L; < Lo, obtenemos de manera inmediata
los siguientes hechos:

1. Lo decidible = L; decidible.

2. L; indecidible = L, indecidible.

En efecto, si, como en 1., Ly es decidible, entonces, para obtener un algoritmo de decision
para Lq, basta con computar, para cada w € 37, su imagen f(w) y decidir si f(w) € Ly. Por
otra parte, si como en 2., L es indecidible , entonces el problema méas general Lo, en el cual
estamos llevando a L; de manera efectiva (computable), tampoco puede ser decidible.

Como se ha estado prefigurando el proceso de reduccion, para que realmente sea significativa,
esta debe involucrar al computo mas débil posible, por consiguiente podemos establecer la
siguiente definiciéon:

Definicién 3.17. La reduccion acotada en espacio logn representa una reducciéon eficiente;
es decir un lenguaje Ly es reducible eficientemente al lenguaje Lo si existe una funcion R
computable, de cadena a cadena, por una maquina de Turing determinista en espacio O(logn)
de tal manera que para todas las entradas x lo siguiente es verdadero: x € Ly si y solamente
si R(x) € Ly. R representa una reduccion eficiente de Ly a Lo.

La relevancia que representa el concepto de reducibilidad al comparar clases de complejidad,
es importante tener presentes los procesos de reducciéon que nos llevan a algoritmos contiempo
polinomico.
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Teorema 3.3. Si R es una reduccion computable por una mdquina de Turing M, entonces
para todas las entradas x, M se detiene después de un numero polinomial de pasos.

Prueba: Se tienen O(nc'°6™) posibles configuraciones para M con entrada x, con n = |x|.
Ya que la maquina es determinista, ninguna configuracién se puede repetir en el proceso de
computo (debido a que tal repeticién representa que la méuina no se detiene). Por lo tanto,
el computo tiene una longitud méxima de O(n*) para una determinada k

Definicion 3.18. Una maquina de Turing con ordiculo es una mdquina de Turing equipada
con una cinta extra denominada cinta de consulta. Sea M una mdquina de Turing con ordculo
y B cualquier consulta de tipo booleano. Podemos escribir MP para denotar la mdquina de
Turing con ordculo M para un conjunto B. MP puede escribir sobre su cinta de consulta
como en cualquier cinta. En cualquier tiempo, M® puede entrar en el “estado de consulta” Si
asumimos que la cadena binaria w que codifica a la estructura A:

w = bin(A)

esta escrita en la cinta de consulta en el momento en que MP entra en el estado de consulta.
En la siguiente etapa, aparecerd 1 sobre la cinta de consulta si A € B, y 0 en el otro caso.
Por consiguiente M® puede responder en tiempo lineal a cualquier prequnta de membresia ;A
satisfase B?: el tiempo durante el que se copia a la cinta de consulta la cadena w.

Si tenemos dos consultas A y B y una clase de complejidad C, decimos que A es C-Turing
reducible a B si y sélo si existe una mdquina de Turing con ordculo M tal que MP ejecuta
en complejidad de clase C y L(MP) = A. Esto se denota por A <ruring—c B

La nocién de reducciéon se introdujo desde el origen de la teoria de la computabilidad para
clasificar los conjuntos desde el punto de vista de la recursividad. Las principales reducciones,
la m-reduccién y la reduccién de Turing entre dos lenguajes A y B, se generalizan en tiempo
polinomial.

Definicién 3.19. A es m-reducible en tiempo polinomial en B (cuya notacion es A <p
B), si existe una funcion f, calculable en tiempo polinomial, tal que para toda entrada x:

re€A siysolosif(r)e B

En estos términos, en la m-reduccion, para resolver el problema ;jz € A?, es suficiente resolver
el problema j f(x) € B?.

Definicién 3.20. A es Turing-reducible en tiempo polinomial o B, B(A <pyring—p B)
st existe una mdquina de Turing M con B como ordculo tal que para toda entrada x:

x €A ssi M acepta a x

Podemos, entonces, notar que la m-reduccién es més restrictiva que la reducciéon de Turing:
en el primer caso llamamos una vez al oraculo B, mientras que en el segundo caso se llama al
oraculo B una cantidad polinomial de veces. Existen también otras reducciones que se basan
ya sea en formulas booleanas (reduccion por tabla de verdad), o bien en férmulas de la FO
(reduccién de primer orden) con notacién <po.
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Completidad

Cuando C es una clase de complejidad débil como FO o LOGSPACE, el significado de A <¢ B
es que la complejidad del problema A es menor o igual que la complejidad del problema B. El
significado intuitivo de que A sea completo en C es que A es un problema (o una consulta)
maés dificil en C y de hecho que todo problema (o consulta) en C puede ser replanteada como
una instancia de A; de forma mas precisa tenemos:

Definicién 3.21. Completidad en una clase de complejidad: Sea A una consulta booleana, C
una clase de complejidad y <., una relacion de reducibilidad. Decimos que A es completo
dentro de la clase C a través de <., si y solo si:

1. AeCy,
2. para todo B € C, B <, A.

Por razones que todavia no se entienden bien, observan Neil Immerman y Christos Papadim-
itriou, de manera natural los problemas en las clases de complejidad importantes, como P, NP,
y NL, tienden a ser completos. La complitud se defini6é originalmente a través de reducciones
como la polinomial en tiempo (<p) y la logaritmica en espacio (< ). sin embargo los problemas
completos via estas reducciones tienden a permanecer completos via la FO (<gg).

3.2. Logica Computacional

El propésito de la l6gica en la Ciencia de la Computacion es desarrollar lenguajes para modelar
las situaciones que nos encontramos en sus diferentes areas de estudio, y de esta manera poder
razonar formalmente acerca de ellos. Este tratamiento nos permite trabajar con argumentos
validos posibilitandonos a defenderlos rigurosamente, o bien que puedan ejecutarse en una
maquina.

En funcién de la naturaleza y tipo del razonamiento que se pretende modelar, en particular su
requerimiento de expresividad, se aplican légicas ad-hoc a una determinada area de la ciencia
computacional. Generalmente una légica resulta ser extension de otra, pero habra pares de
ellas que son incompatibles, o bien se llegue a la integracion de algunas de éstas logicas.

La logica elemental o de proposiciones, misma que en forma de légica booleana formaliza el
manejo de los circuitos légicos, tiene sus limitaciones de expresividad por lo que es necesario
extenderla, para pasar a la 16gica de predicados o de primer orden (FO), en la cual se incluyen
cuantificadores (“para todos” y “existe alguno”) sobre elementos de un dominio y la posibilidad
de referirnos a propiedades de estos elementos. Al seguir con el proceso de extension de la FO,
por requerimiento de una mayor expresividad, tenemos la l6gica de segundo orden (SO), que
esta dotada con cuantificadores sobre las propiedades de los elementos, en particular con
algunas restricciones sobre la aridad de sus elementos como la SOM que trata exclusivamente
con monoides. Las logicas modales, el caso clasico es el de las modalidades “necesario” y
“posible”, en estas logicas encontramos la logica temporal, que abarca las modalidades de
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tiempo “para siempre”, “préximo”, “hasta que”, “finalmente”, al utilizarlas para formalizar los
algoritmos de la verificacién de modelos (model checking) por ejemplo, nos lleva en particular
a la lineal (LTL) y a la ramificada (CTL).

La formulacién y desarrollo de una logica incluye los siguientes elementos:

1. Sintaxis del Lenguaje: Determina el tipo de proposiciones formales que maneja la logica.
Esto se establece a nivel simbélico, dando las reglas sintacticas que permiten reconocer
y construir proposiciones admisibles.

2. Semantica: Define de manera precisa el significado de los constituyentes del lenguaje
formal, la nocién de verdad, y la nocién de consecuencia logica. Esto se logra recurriendo
a mundos (contextos, realidades, ...), donde se interpreta los simbolos del lenguaje y
otras construcciones sintacticas. Asi mismo define la nocién de consecuencia légica y de
que se concluye de que.

3. Sistema deductivo: Dada la naturaleza formal, simbdlica, de las proposiciones, se requiere
capturar las nociones semanticas de una manera sintactica formal; esto permite hacer
deducciones y determinar conclusiones admisibles a través de la manipulacion sintactica
de las proposiciones aceptadas en una determinada base de conocimientos.

4. Correspondencia entre sintaxis y semantica: Establece formalmente la correspondencia
exacta entre las formulaciones seméantica y sintactica de la nocién de consecuencia logica.
Los resultados de esta comparacién nos permiten evaluar la Correccién (Soundness) y
la Completidad (Completeness) del sistema deductivo formal; la primera propiedad no
permite deducir conclusiones indeseadas, mientras que la segunda califica que sea lo
suficientemente poderoso para derivar todas las conclusiones semanticamente admisibles.

3.2.1. Logica de Proposiciones

Para formalizar el lenguaje de la légica de proposiciones L, partimos estableciendo que su
sintaxis tiene como base un alfabeto formado por:

1. Conectivos logicos: =, A, V, —, <.
2. Simbolos de puntuacién: ), (

3. Un conjunto finito P de variables proposicionales, por ejemplo P = {p, q,r, s}

El lenguaje L(P) construido a partir de este alfabeto, esta constituido por el conjunto de
formulas bien formadas (fbf) que estan definidas (en notacion BNF), como sigue:

¢ == pl(=)(@ A O)(PV 9)|(¢ — )

donde p es cualquier proposicién atémica elemento de P y toda ¢ en el lado izquierdo de ::=
representa a cualquier fbf ya construida.
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Una férmula ¢ puede comprobarse que es una fbf, representandola por su arbol de particion,
por ejemplo para:
(((pAg)Vp) = (pV(7q)))

Si py q son elementos de P podemos formar una estructura en forma de arbol para representar
la fbf. Al tener en las hojas del arbol sola y exclusivamente proposiciones atoémicas, se confirma
que se trata de una fbf. Otra manera de confirmar la buena formacién de una férmula es que
podamos sintacticamente listar, a partir de sus proposiciones atémicas, las subférmulas de que
esta compuesta como fbf, por ejemplo, para la férmula anterior tenemos:

(PAq)
((pAq)Vp)
(—q)
PV (=q))
((pAg)Vp) = (pV(9))).
Definicién 3.22. Una asignacion de verdad o valuacién es una funcion o que mapea
del conjunto finito P de proposiciones atémicas al conjunto {0,1}: o : P — {0,1}.

Consideremos un lenguaje de proposiciones y una asignacion o : P — {0,1}, Definimos
o : L(P) — {0,1} de la misma manera: dada una formula arbitraria ¢ de L(P), el valor de

verdad de o(¢) es:

Caso Basico: Si ¢ € P (formula atémica), entonces o(¢p) es el valor o(¢) que ¢ tenia origi-
nalmente como elemento del conjunto P.

Pasos Inductivos:

Si ¢ es ), entonces o(p) =1 — o ().
Si ¢ esa(YV ), entonces o(¢p) = max{o(¢),o(p)}.
Si ¢ es a( A ), entonces o(p) = min{o(¢),o(p)}
Si ¢ es o( — @), entonces o(¢) = 0 si o()

valor 1.

1 yo(e) = 0. En caso contrario, toma el

Si ¢ es o( — @), entonces o(¢) =1 si o(¢) = a(p). En caso contrario, toma el valor 0.

Esta definicion se puede representar a través de tablas de verdad, o bién los conectivos l6gicos
pueden ser vistos como funciones que envian valores (o pares de valores) de verdad en valores

de verdad:

La negacion: f:0,1 — 0,1 talque 0 — 1,1~ 0.

La conjuncién: f, : ({0,1})* — 0,1 tal que (0,0) — 0, (0,1) — 0, (1,0) — 0, (1,1) — 1.
La disyuncién: f, : ({0,1})? — 0,1 tal que (0,0) — 0, (0,1) — 1, (1,0) — 1, (1,1) — 1.
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La condicional: f_, : ({0,1})* — {0,1} tal que (0,0) — 1, (0,1) — 1, (1,0) — 0, (1,1) ~— 1.
La bicondicional: f._, : ({0,1})* — {0,1} tal que (0,0) — 1, (0,1) — 0, (1,0) — 0, (1,1) — 1.
Notemos que de ({0,1})* — {0,1} podemos tener no solamente estas 5 funciones, sino hasta

24, que dan lugar a un total de 16 posibles conectivos distintos de dos argumentos binarios
con resultado binario, como sigue:

’P‘QHfl\fz\f3\f4\fs\f(s\fﬂfs\fsa\fm\fu\f12\f13\f14\f15\f16‘
t{y1ry41}j1y1}j1}j1}j1rj1j1rjy0}0}10/07]0}]O0]O0]|O0

rjofp1r,141}1{0}0y010]1]1 1 1 0
ojry1;1}j0j0;11}0]0]1]1 0 0 1
ojoy1r;o0}1jo0y,14,0;170}1]0 1 0 1

El significado de estas funciones se explica en la siguiente tabla.

01010
1 010
0 1 0

f1 | Es una funcién constante, se trata de una tautologia, T.(top o cima)

fo | Es la disyunciéon de p y ¢, (p V q).

fs | Es el condicional reciproco de py ¢, (p < q).

fa | Es un operador de proyeccién, su valor depende de p, fi(p,q) = p.

f5 | Es el condicional de p y ¢, (p — q).

f6 | Es un operador de proyeccién, su valor depende de ¢, fs(p,q) = ¢.

f7 | Es la equivalencia de p y ¢, (p < q).

fs | Es la conjuncién de py ¢, (p A q).

fo | Es la funcién de Sheffer o barra (stroke) de Sheffer de p y ¢, (p|q)

cuya notacion se lee: p es incompatible con ¢q. También se le denomina

funcion NAND ya que equivale a la negacién de la conjuncién.

f10 | Es la disyuncion exclusiva (o no equivalencia) de py ¢, (p @ q).

f11 | Es la negacién del operador de proyeccion cuyo valor depende de p, fio(p, ¢) = (—p)).
fi2 | Es la negacion del condicional de py ¢, =(p — q).

fi3 | Es la negacién del operador de proyeccion cuyo valor depende de ¢, fi3(p, q) = (—q)).
f14 | Es la negacién del condicional reciproco de py ¢, (=(p < q)).

f15 | Es la funcién de Peirce o barra (stroke) de Peirce de py ¢, (p | q)

cuya notacion se lee: ni p ni ¢. También se le denomina funcion NOR ya que
equivale a la negacién de la disyuncion.

f16 | Es una funcién constante, se trata de una contradiccién, L. (bottom)

Algunos de éstos conectivos resultan redundantes en el sentido que pueden ser definidos a partir
de un subconjunto de conectivos completo, es decir por medio de la composicion de funciones.
Por ejemplo los conectivos logicos del alfabeto del lenguaje de proposiciones se pueden definir
en términos de =y V, decimos que el conjunto de conectivos {—, V} es funcionalmente completo.

La pregunta que esperamos responder a través de la seméantica para los lenguajes de proposi-
ciones es ;Cuando una férmula bien formada es valida?

Definicion 3.23. Decimos que una formula ¢ de L(P) es wvdlida siempre y cuando sea
verdadera en todos los casos de su valuacion, es decir, si y solo si, para toda valuacion

o:P—{0,1}; 0(¢p) =1
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A las formulas véalidas también se le llama tautologias.

Definicién 3.24. Decimos que una formula ¢ de L(P) es satisfactible siempre y cuando
exista una valuacion o : P — {0,1} tal que o(¢) =1

Cuando una férmula no es satisfactible, decimos que es insatisfactible, es decir ninguna asig-
nacion la hace verdadera, siempre es falsa. También decimos que es una contradiccion.

Con respecto a estos conceptos tenemos los siguientes hechos:

1. ¢ es satisfactible si y s6lo si —¢ no es valida.
2. ¢ es insatisfactible si y solo si =¢ es valida.

3. ¢ es valida si y solo si —¢ es insatisfactible.

Saber si una fbf pertenece a una de estas categorias: valida, satisfacible o insatisfacible es
decidible, es decir, existe un procedimiento mecanico para determinar cuales son los elementos
que pertenecen y cuales no a uno de estos conjuntos: la forma de hacerlo consiste simplemente
en calcular la tabla de verdad de la formula en cuestion.

Definicién 3.25. Dadas dos formulas, ¢ y ¢, se dice que son légicamente equivalentes,
denotado ¢ < p, si y sélo si la bicondicional de ambas es una tautologia.

Para extender los conceptos ya revisados a un conjunto de férmulas X, basta definir qué
significa que una valuacién ¢ hace verdadero, o satisface a . Esto ocurre siempre y cuando o
hace verdadera a cada una de las formulas del conjunto. Esto se denota asi: 0 = X, y decimos
que o es un modelo. Entonces definimos:

cEYueparatodagp e X0 =X o(phi) =1

Nota: ::< significa, como en la notaciéon BNF ::= que lo que esta a la izquierda de ::<
esta definido en términos de lo que esta a la derecha del simbolo correspondiente. Toda ésta
notacion esta en el metalenguaje.

Una forma alternativa de definir la nocién de satisfaccién de un conjunto de férmulas pasa por
la extension del concepto de valor de verdad de una féormula al valor de verdad del conjunto:

() :=min{o(¢) : ¢ € L}.

Entonces podemos definir 0 ¥ & o(X) = 1.

Notemos que si ¥ es un conjunto finito de férmulas, entonces o = ¥ siempre y cuando
o haga verdadera a la conjunciéon de las férmulas de . Tal como en el caso de una férmula
aislada, > puede ser valido, satisfacible o insatisfacible, en funcién de si toda, alguna o ninguna
asignacion satisface a X, respectivamente; se entiende que P en L(P) es un conjunto finito
de proposiciones, y que por consiguiente las asignaciones son compatibles con el lenguaje, es
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decir, que son funciones de P en {0, 1}. Un conjunto de férmulas es insatisfacible también se
llama inconsistente. Por ejemplo el conjunto de formulas:

Y={pNaq),(~qVp)}

es satisfacible, ya que para la asignacion:

0o :pr— 1,q+— 1 se tiene: 0g | 2.

Sin embargo, ¥ no es valido, pues la asignacion:
o1 :p+—1,q — 0 no satisface X.

Esto ultimo lo escribimos asi: o1 ¥ X.

Definicién 3.26. Una forma argumentativa es una proceso que permite eventualmente
inferir una formula v, llamada conclusion, a partir de una sucesion finita de formulas proposi-

cionales ¢1, G2, @3, ..., ¢, denominadas premisas, esto lo denotamos por:
¢17¢27¢37"'7¢n "¢
La forma o secuencia argumentativa es valida si existe una valuacion tal que @1, s, @3, ..., Op

toman el valor de 1 y v toma el valor de 1. En caso contrario la forma argumentativa es
invdlida.

A continuacion precisamos el proceso que caracteriza aquellas proposiciones formales que son
consecuencia de (son implicadas por) un conjunto de proposiciones que representan cierto
conocimiento. El definir este concepto es una de las tareas principales de cualquier logica.

Definicién 3.27. Dado un conjunto de férmulas proposicionales ¥ = {¢1, ¢a, @3, ..., ¢n} de
L(P) y ¢ una formula de L(P). 1 es una consecuencia légica del conjunto 3 si y sélo si,
para toda valuacion o, tal que o(¢;) = 1 para toda ¢; € X, entonces o(p) = 1.

c:P—{0,1}: ok talque
En contraste con este proceso, definimos una nueva relacion:

G1, 02,03, b0 E U

El proceso semantico que representa consiste en encontrar los “valores de verdad” de las
formulas atomicas en las premisas y en la conclusion, determinando como opera el significado
de los conectivos logicos sobre estos valores de verdad.

3.2.2.  Légica de Predicados de Primer Orden o FO (First Order logic)

La logica de proposiciones solamente permite describir construcciones de lenguajes extremada-
mente simples: por ejemplo las operaciones booleanas sobre las proposiciones. Esto es insufi-
ciente para representar los procedimientos de los lenguajes utilizados en la computacion real,



3. Complejidad, Légica, y Autématas 48

la lingtiistica, las matematicas o para formalizar los fragmentos significativos del razonamiento
comun.

La logica de primer orden se puede revisar dentro del &mbito de un mismo Lenguaje L, en el
que se dan los ejemplos de términos y de féormulas. Las definiciones del conjunto de términos y
formulas son llamadas al lenguaje que incluye un simbolo de predicado binario R, un simbolo
de funcién unaria s, dos simbolos de funciones binarias + y . asi como dos simbolos constantes
¢y d. Utilizamos notacién aritmética y las reglas de prioridad habituales para los operadores
.y +.

Un lenguaje de la légica de primer orden para predicados queda esencialmente determinado
por un conjunto de simbolos iniciales, S, elegido dependiendo de lo que queramos describir, tal
como en el lenguaje de proposiciones cuando elegimos las variables proposicionales iniciales.
El conjunto de simbolos o vocabulario S seréa de la forma :

S=A{P,....f,....c,...},

donde:

P, ... son los simbolos para denotar predicados.

f, ... son simbolos para denotar funciones (operaciones).
¢, ... son nombres o constantes para denotar individuos.

Para construir el lenguaje completo asociado a S, necesitamos, aparte del alfabeto inicial 5,
los simbolos 16gicos y de separacién que estan en todo lenguaje de la FO:

1. =, A, V, —, < (conectivos logicos)

2. = (simbolo para un predicado binario especial, la igualdad)
3. 3, V (cuantificador existencial y universal)

4. x1,T9,%3,...,%, (una lista finita de varibles)

5. ), ( (simbolos de puntuacién)

Los tres primeros tipos de simbolos corresponden a los simbolos l6gicos, en el sentido que en
un contexto semantico, tienen una interpretacion fija, dada por la “légica” en contraste los
simbolos en S, que tienen interpretacion variable segiin un contexto o dominio. Las variables
se refieren a individuos del dominio donde se realiza una interpretacion del lenguaje. En un
lenguaje de la FO solamente se hace cuantificacion sobre los individuos, las logicas de orden
mayor tienen la capacidad de cuantificar también sobre las propiedades de los individuos.

Podemos mencionar como ilustracién el caso de un sistema de base de datos (DB) relacional
que utiliza un modelo ad-hoc que almacena tablas y relaciones que son consultadas (queried)
mediante una légica basada en un lenguaje, el cdalculo relacional, que precisamente tiene el
poder de un célculo de predicados de primer orden. Supongamos que tenemos una base de datos
de una compania, y una de sus relaciones es la de Reporta_A: se tienen almacenadas parejas
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(x,y), en la que x es un empleado, y y es su jefe inmediato. Las jerarquias organizacionales
tienden a complicarse dando como resultado una administraciéon con muchos niveles, en este
contexto podriamos estar interesados no en el mando inmediato sino en el jefe de un jefe
inmediato de un empleado. En el lenguaje SQL, esta consulta se puede plantear como sigue:

select Rl.empleado, R2.jefe
from Reporta_A R1, Reporta_A R2
where R1.jefe=R2.empleado

Esto representa solamente una forma diferente de expresar lo mismo que la siguiente féormula
de la logica FO:
o(x,y) = Jz(Reporta__A(z, z) AN Reporta__A(z,y)).

Continuando en el mismo sentido jerarquico, podemos preguntar por el jefe del jefe del jefe
inmediato de un empleado:

Jz13z9(Reporta_A(x, z1) A Reporta__A(z1, z2) A Reporta__A(zs,y)

En este ejemplo, tenemos mas que un simple conjunto de individuos, tenemos, ademéas una
estructura en ese conjunto que estd indicada a través de distintos atributos (relaciones) apli-
cables a los individuos; en este sentido una BD relacional no es diferente en contexto de una
estructura algebraica como la de los nimeros reales.

La FO permite construir distintos lenguajes formales, dependiendo del conjunto de simbolos
bésicos con que se inicie. Al partir con un conjunto de simbolos como el mencionado:

S=A{P,....f,....c,...},

En este conjunto tenemos listas finitas de simbolos para predicados, operaciones e individuos,
respectivamente. La tnica exigencia adicional sobre estos simbolos es que cada simbolo para
un predicado o para una operacion tenga una aridad asociada; por ejemplo si P denota un
predicado binario y f denota una operacién de 3 argumentos (es decir una aridad 3), podemos
escribirlos con sus argumentos explicitamente: P(-,-), f(-,-,-).

Las proposiciones del lenguaje formal hablan sobre objetos, también formales que correspon-
den, en el contexto semantico, a individuos de los dominios de la interpretaciéon, estos objetos
son los términos del lenguaje.

Definicion 3.28. (S finito) Son términos del lenguaje de la FO con base en S, todas las
sucesiones de simbolos construidas aplicando una cantidad finita de veces las siguientes reglas:
1. Toda variable es un término. 2. Todo nombre para individuo ¢, (c € S) es término. 3. Si f
es una operacion n-aria (f € S) y ti,ta,...t, son términos, entonces f(ty,ta, ... 1,)

En notaciéon BNF podemos escribir:

t(S) = ‘ C | f(tl,tg,...tn)
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la cual indica que un término ¢ puede estar formado por elementos de S, donde x representa
una variable, ¢ una constante (o una funcién con aridad nula), y una operaciéon f con una
aridad n > 0.

Por ejemplo si S = {<,+,-,0, 1}, son términos, entre otros: xq, 0, xg, 1, -(x1,+(x2,1)). O
bien, si n, f y g son simbolos de funciones de S, con aridad nula, unaria y binaria respecti-
vamente; entonces g(f(n),n)y f(g(n, f(n))) son términos. Y si consideramos un conjunto de
simbolos base a 0,1 con aridad nula, a s como unario, y a +, —, y a * como binarios, entonces
*(—1,4+(s(z),y)),z) es un término.

Los predicados atémicos pueden ser expresiones matematicas suficientemente precisas cuyo
tipo de datos sea booleano, por ejemplo: constantes booleanas, |, T; una simple variable
booleana b; expresiones aritméticas relacionales, z +y = 7, z/y < z; una funcién matematica
conocida con valor booleano, eof(f), vacia(p)

Los términos no son proposiciones potenciales, tan sélo denotan individuos de posibles do-
minios de interpretacion, para expresar afirmaciones necesitamos las formulas del lenguaje, las
cuales las definimos por induccién estructural como sigue:

¢ = P(ty, ta, ... 10)|(20) (0 A D) (9 V 9)|(¢ — ¢)[(Vad|(xg).

donde P , simbolo de un predicado de aridad n > 1, y t;, términos, son elementos de S'y x es
una variable. Por ejemplo si S, = {<,+,-,0,1} con las férmulas del lenguaje formal podemos
expresar propiedades de los niimeros naturales:

VaVyVz(x <y N0 <z —z-2<y-2)
Vo(x +0=2x)
Ve((0 <z V0 =uz)AJyxr <vy)

Para indicar los dominios asociados a los cuantificadores se indican como sigue: (Vo € D.P),
donde D es el nombre del dominio de valores y P es un predicado. El siguiente ejemplo de
predicado es sintacticamente correcto:

(Fp e N.(VB e {l...n}.9[0] < ¢))

Como se aprecia, en un predicado pueden aparecer variables del algoritmo que se esta es-
pecificando, en este caso se trata de variables [ibres; otras veces las variables van asociadas
a un cuantificador universal, existencial o a otros de tipo matematico, tales como sumatorias
o productos; tales variables intentan decir algo acerca de todos los valores de un cierto do-
minio, tales variables se denominan mudas o ligadas. Para distinguir las variables, tenemos la
siguiente definicion:

Definicién 3.29. Los conjuntos libres(P) y ligadas(P), correspondientes a los conjuntos de
variables libres y ligadas de un predicado P, respectivamente, se definen a partir de la estructura
sintactica de P del modo siguiente:

1. libres(P) = variables(P); ligadas(P) = &, si P es atémico.
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libres(—P) = libres(P); ligadas(—P) = ligadas(P).
libres(PQ) = libres(P) U libres(Q).
ligadas(P{OQ) = ligadas(P) U ligadas(Q).
libres(0x € D.P) = libres(P) — x.

S & e

ligadas(0x € D.P) = ligadas(P) U x.

El simbolo <y denota cualquiera de los conectivos del conjunto {—, \,V,—, <} y el simbolo O
denota cualquiera de los cuantificadores ¥ y 3. La D., antes de P, indica el dominio bajo el
cual se debe considerar a P

por ejemplo si tenemos los predicados:

P=(x+4+y+2>0),Q=3yeN.P)y R=(Vx € N.Q), es decir:
R=NVzxeNz+y+2z>0)

aplicando la definiciéon anterior, obtenemos los siguientes conjuntos de variables:
libres(P) = {z,y, 2z} ; ligadas(P) = @.

libres(Q) = {z, 2} ; ligadas(Q) = {y}.
libres(R) = {z} ; ligadas(R) = {x,y}.

La interpretacion sintactica de un predicado en FO utiliza la siguiente gramatica:

Pred::= Cuantif Pred | PredSimple
Cuantif ::= {V|3} Ident 3 Ident

PredSimple ::= ParteBicond | < ParteBicond |
ParteBicond ::= ParteCond | — ParteCond |
ParteCond ::= Termino | {VTermino}*
Termino ::= Factor | {AFactor}*
Factor ::= = Factor | PredAtomico | (Pred)

Por ejemplo tenemos la férmula: Vz((P(z) — Q(x)) A R(x,y)), las férmulas de la 16gica de
predicados se pueden representar en forma de arboles de particion.

En cuanto a la semantica de la logica FO, podemos comenzar por dar significado a los simbolos
no logicos del lenguaje. Sea S = {R,...,f,...,c,...} el conjunto de simbolos bésicos. Estos
simbolos se interpretan en estructuras.

Definicién 3.30. Dado S ={R,...,f,...,¢c,...} una estructura compatible con (o para) S
es una tupla:

U= (A RA ... f4....c4 .., enla cual:

s A es un conjunto no vacio llamado universo o dominio de la estructura.
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» Si R es simbolo para predicado n-ario, entonces R e la relacién n-aria sobre A, es decir
RA C A™ donde A™ es el producto cartesiano de A con si mismo, n veces.

» Si f es simbolo para operacién n-aria, entoncesf” es una operacién (funcién) n-aria
sobre A, es decir, f4: A" — A.

= Sic es un simbolo para constante, entonces ¢* es un elemento de A, un individuo par-
ticular del dominio: ¢ € A.

Decimos que R4, ..., fA, ..., c?, ... son las interpretaciones de R, ..., f,...,c,... en 4.

Por ejemplo, si S, = {<,+,-,0,1} es el conjunto de simbolos para hablar sobre los ntimeros
naturales, una interpretacion natural para estos simbolos es provista por la estructura de los

numeros naturales:
M= (N, <N 4N NN 1y,

los simbolos <, +,-,0,1 del lenguaje objeto se interpretan como los objetos mateméaticos que
son, denotados en el metalenguaje (mateméatico usual) a través de <N, +8 N 0N 1N vespecti-
vamente.

Notemos que:
» <N es la relacién binaria sobre N, es decir, <NC N x N.

» +..N son operaciones binarias sobre N, es decir, +V, N : N x N — N,

» OV 1N € N, es decir, son elementos de N

Un mismo lenguaje tiene muchas interpretaciones posibles, la logica debe dar cuenta de esta
diversidad. El concepto de verdad légica, tiene que ver con una aseveracion formalizada sea
verdadera en cualquier contexto, en cualquier interpretaciéon imaginable.

Ejemplo: Sea S = { P}, donde P es un predicado unario. Una estructura compatible con S es
(Z,P), donde P es el conjunto de los nimeros pares.

Para poder dar interpretacion a los términos de T'(S); es decir, dado un conjunto de simbolos
S, de la construccion del conjunto T'(S) de términos del lenguaje; partimos de una estructura:

U= (AR ... f ..M )

que da significado a los simbolos de S, y damos significado (valores) a las variables a través
de una asignacion. Esta es una funcién del conjunto de variables al dominio de la estructura:

B {x,xe,...} — A,

es decir, # da valores, que estan en el dominio de la estructura, a las variables del lenguaje.

Ejemplo: Consideremos nuevamente: S = {<,+,-,0,1}, y la estructura:
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M = (N, <N 4NN N 1,
Una posible asignacién es:

ﬁo : {$1,$2,...}—>N

definida por: Go(x;) := 2i (€ N). Por ejemplo se tiene Gy(x7) := 14 y de la misma manera
para un término mas complejo:

tenemos la siguiente interpretacion:
14+ (1N + 1Y) N 6) = 26.

Definicion 3.31. Una interpretacion para L(S) es una pareja Z = (4, 3), donde U es una
estructura compatible con S y 3 es una asignacion sobre A. La interpretacion de un término
esta basada en la estructura de términos:

1. I(c) == ct

p(z)
3. I(f(tl, Ce tn)) = fA(I(t1)7 o 7I(tn)>

2. I(x) :

Ejemplo: Consideremos: S,, = {<,+,,0, 1} y la interpretacion:
Ioz(m,ﬁo); ‘ﬁ:<N,<,+,-,O,1>, ﬁoﬁl’iHZi, Z:1,2,
Entonces para z7 4+ ((1 + 1) - z3) tenemos:

T(x7r 4+ (1 41) - 23)) := Bo(wr) + (1 + 1) - fo(3)
=14+2-6
=26 (eN).

Siempre la interpretacién de un término es un elemento del dominio de la estructura.

La siguiente nocion es la de verdad de una féormula en una interpretaciéon. Consideremos un
lenguaje de primer orden L(S), necesitamos definir la relacién (1) = ¢, en la que Z = (4, 3)
es una interptretacién compatible con S y ¢ es una férmula de L(S5), es decir la relacién "7
satisface, o hace verdadera a, o es modelo de, ¢.

Definicién 3.32. (I) | ¢ por induccion estructural en la formula ¢ de L(S), para una
interpretacion T = (U, B) compatible con L(S) arbitraria:

1. Si ¢ es una formula atomica de la forma t = s, entonces:
D Ee = (D)= T)(s)
2. S ¢ es atomica de la forma R(ty,to,. .., t,), entonces:

o = (D)., (1)) € RA.
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3. Si ¢ es de la forma —), entonces:
(I)E¢ = no (es cierto que)(I) = 9.

4. Si ¢ es de la forma (¢ A p), entonces:
e = (D)ELyU)Ee

5. Si ¢ es de la forma (¢ V @), entonces:
(D¢ = (EYol)kEe

6. Si ¢ es de la forma (Y — ), entonces:
D¢ = (DEvel)Ee

7. Si ¢ es de la forma (¢ < @), entonces:
e = ()Edved) ke

8. Si ¢ es de la forma 3z, entonces:
(I)E¢ &= existea€ A tal que: (I),(a/x) |= 1), donde:

Bly) siy#m,

a Sty =1T.

Bla/z)(y) = {
Es decir, la nueva asignacion coincide con (3 en los valores de todas las variables, excepto,

posiblemente, en el valor de x, a la cual asigna el valor a.

9. Si ¢ es de la forma Va1, entonces:

IE¢ = nparatodoacA, (I),(a/z) 1.

Por ejemplo consideremos S = {<,+,-,0,1} y la estructura | = (R, <, +,-,0,1), y la asig-
nacion:
1+ 1
B :{x1,x9,...} = Ry j2; — 5
con éstas premisas formamos la interpretacién (I) = (R, 3), y si tenemos la férmula:

31‘6(1’6 +axs < 0)
podemos examinar si es verdadera en la interpretacion establecida:
T k= Jawg(xs + x5 < 0) < exister € Rtal que,:

(R, B(z6/7)) E 26 + 28 < 0.

Es decir, si y solo si existe r € R, tal, que: r+ % < 0. Como esto es cierto, la formula original

es verdadera en la interpretacion dada.
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3.2.3.  Légica de Segundo Orden o SO (Second Order logic)

La légica de segundo orden generaliza la FO permitiendo la cuantificaciéon sobre un nuevo
tipo de variables, llamadas de segundo orden, que representan relaciones o funciones. Las
variables de primer orden z,v, 2z ... toman valores sobre un dominio D de una estructura, en
tanto que las variables de segundo orden (de aridad m) son interpretadas por relaciones (de
aridad n) sobre D o de funciones de D" en D. Como en las secciones anteriores, los simbolos
R,S,T,... se utilizan para las relaciones y f, g, h,... para las funciones. La aridad de estos
objetos, cuando aparecen en una férmula, esta dada por el contexto.

Sea Lo un lenguaje de primer orden arbitrario y K la clase de todas las estructuras para
este lenguaje. El lenguaje L se obtiene agregando a Ly un conjunto {X,Y, Z,...} de variables
de relaciones y un conjunto {f,g,h...} de variables de funciones. El conjunto de términos
del lenguaje L esta construido como uno de primer orden utilizando los nuevos simbolos de
funciones. El conjunto de las férmulas atomicas esta definido como en FO utilizando los nuevos
simbolos de las relaciones.

Definiciéon 3.33. El conjunto de las formulas de sequndo orden es el conjunto mds pequeno que
contiene las formulas atomicas y se establece por los siquientes procedimientos de construccion:

» Los conectores (-, \,V,—, <) y los cuantificadores (3,Y) sobre las variables de primer
orden.

» S7 X esuna variable de relacion y F' es una formula, entonces AXF yVXF son formulas.

w Si f es una variable de funcion y F una formula, entonces AfF yVfXF son formulas.

Por ejemplo, la féormula siguiente es una férmula de segundo orden en el lenguaje que incluye
un simbolo de relaciéon binario =F y una variable de relaciéon unaria S:

35 (3xS(x) AVxVy(S(x) AN S(y) Nz # y — Ezy))

La definicién de la satisfacilidad de una férmula se generaliza agregando las condiciones que
conciernen a la cuantificacién de segundo orden:

Definicion 3.34. Sea U una estructura-L y F una formula de sequndo orden.

» Si F es3dX G enla que X es de aridad n, entonces U |= 3XG, si existe una relacion
RY de aridad n sobre U, tal que (U,RY) = G. Si F esVX @G, entonces U VX G
si cualquiera que sea la relacion RY de aridad n sobre U, (U, RY) = G.

» Si Fes3f G enla que f tiene m argumentos, entonces U |= 3f G, si existe una
funcion fU de U™ en U, tal que (U, fY) = G. Si F esVf G, entonces U =Vf G si
cualquiera que sea la funcién fU de U™ en U, (U, fY) = G.
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Es importante notar que una férmula que comienza por una negacion, seguida por una serie
de cuantificadores de segundo orden, es equivalente a una férmula que comienza por una serie
dual de cuantificadores de segundo orden, seguida por una negaciéon, como en el caso de la
légica de primer orden, por ejemplo:

~RVSITF(R,S,T) < YRISVT-F(R, S, T)

Ejemplo. Consideremos un lenguaje que contiene una relacién binaria E y la clase de las
graficas.

1. La siguiente férmula expresa la existencia de un subconjunto S no vacio, en el cual todas
las parejas de vértices estan conectadas por una arista de la gréafica. La restriccion de
la gréafica a este subconjunto constituye una subgréafica completa, llamada también una
clique:

35 (FzS(x) AVaVy((S(x) AS(y) ANz #y) — Ezy))

2. La siguiente formula expresa que una grafica es bipartita, es decir que el conjunto de
sus vértices esta dividido en dos subconjuntos tales que para toda arista de la grafica, si
una de sus extremidades esta en uno de los subconjuntos, entonces la otra extremidad
esta en el otro subconjunto.

AS3AT(Vz((S(x) VT(x)) A (S(z) < =T(x))) AVaVy(Izy — (S(z) < T(y))))

Definicién 3.35. La ldgica SO Monddica (SOM) esta definida como la restriccion de la SO
que consiste en que todas las variables de sequndo orden tienen aridad 1.

Definicién 3.36. La ldgica SO existencial (3 SO) esta definida como la restriccion de la SO
que consiste en las formulas de la forma:

3X,...3X, ¢

donde ¢ no contiene ninguna cuantificaciéon de segundo orden. Es decir, una férmula inicia con
un prefijo existencial de segundo orden 3X; ...3X,,, v lo que le sigue es una féormula ¢ de FO.
Si, ademas, todas todas las X; tienen aridad 1, a la restriccion resultante se le denomina SO
monadica existencial (3 MSO).

Cabe mencionar que las logicas AMSO y YMSO sus formulas son respectivamente de la forma:

Ix,...3X, o

VX, .. .YX, &

en las que ¢ es de primer orden.

También se encuentran con la denominacién ¥} monadico para la IMSO (I} monadico para
vV MSO), en general X} esta formado en férmulas cuyo prefijo de cuantificadores de segundo
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orden compuesta por k£ bloques, y el primer bloque corresponde al existencial. Por ejemplo, la
férmula:

X, 3XLVY1 3200

es una féormula X}, Otro nombre bajo el que se denomina a IM SO es el de NP monddico.

3.2.4. Légica Temporal Lineal o LTL(Linear-time Temporal Logic)

La LTL es una logica temporal con conectivos que permiten referirse al futuro, modela el
tiempo como una secuencia lineal de estados, llamada trayectoria de cémputo, que se ex-
tiende de manera infinita con direccién al futuro. En general se consideran varias trayectorias,
representando diferentes futuros posibles en la evolucion del sistema.

Trabaja con un conjunto finito de férmulas atémicas, tal como {p,q,r,...}, que representan
hechos atomicos que puede realizar un sistema en particular, por ejemplo: “Proceso de medicion
M3 liberado”, “Contenido de contador C12 puesto a cero”, etc.

Definicién 3.37. La sintazis de una formula de la logica LTL esta definida inductivamente,
mediante notacion BNF, como sigue:

¢ ==L[TIpl(=0)l(¢ A D) (& V 9)|(¢ — @)|(X)|(F9)]
(Go)|(eU) (W 9)|(9R¢)

En esta definicién p corresponde a un elemento de un conjunto de proposiciones atémicas, el
conectivo X significa “en el siguiente estado” (neXt state), el conectivo F' significa “en algun
estado en el futuro”(Future state), el conectivo G significa “‘en todos los estados en el futuro”
(Globally), en cuanto a los conectivos U, Ry W son llamados “hasta que” (Until), “Liberado”
(Release) y “hasta-que débil” (Weak-until) respectivamente. Algunas féormulas bien formadas
de esta logica son:

((Fp) A (Gq)) — (pWT))
(F'(p = (Gr)) vV ((=q)Up))

En cuanto a la seméantica de la LTL se puede senalar que su interpretacion se presenta con
base en un sistema de transiciéon, como sigue:

Definicién 3.38. Un sistema de transicion M = (S,—, L) es un conjunto de estados S que
esta dotado con una relacion de transicion — (relacion binaria en S), tal que cada s € S tiene
algin s € S con s — &', y una funcion de etiquetado L : S — P(Atoms).

Los sistemas de transicion, también llamados modelos, tienen un conjunto de estados S, una
relacion —, que indica como el sistema puede ir de un estado a otro, y asociado con cada
estado s se tiene el conjunto de proposiciones atémicas L(s) con las cuales son verdaderas
en ese estado particular. Por P(Atoms) se denota al conjunto potencia de Atoms, el cual
consiste en un conjunto de descripciones atémicas. Por ejemplo, el conjunto de Atoms= {p, ¢}
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corresponde a P(Atoms) = {D,{p}, {q},{p,q}}. Una forma de ver a L es que se trata de una
asignacion de valores de verdad para todos los atomos proposicionales. La diferencia con la
valuacion en la logica de enunciados radica en que en la LTL se tiene que considerar mas de
un estado, por consiguiente la asignacion depende del estado s en que se encuentre el sistema:
L(s) contiene todas los atomos que son verdaderos en el estado s.

Una representacion para expresar toda la informacién acerca de un sistema M de transiciones
finito, es una gréafica dirigida cuyos nodos corresponden a los estados, los cuales contienen
todos los atomos de proposiciones que son verdaderos en cada uno de esos estados.

Definicién 3.39. Una trayectoria en un modelo M = (S,—, L) es una secuencia infinita de

estados S1, So, S3,... en S tal que, para toda v > 1, s; — s;11. Escribimos la trayectoria como
$1 — Sg — .... La notacion para indicar que una trayectoria inicia en s; es: .
Definicién 3.40. Sea M = (S,—, L) un modelo y m = s; — ... sea una trayectoria en M

Que 7 satisfaga una una formula LTL esta definido por la relacion = como sigue:

1.tE=T

2.mkF L

3. mEpsiysdlosipe L(sy)

4. T ¢ siy sdlo simE ¢

5. mE Q1 Nde siy solo simE o ymE oo

6. T 1V ¢ siy silo simE= ¢y om = ¢

7. T ¢1 — @9 sty solo siw = ¢y siempre que T = ¢y
8. mE X¢ siysolo sit? ¢

9. 7= Go siy sélo si para todo B> 1, 7' = ¢

10. 7= Fo siy solo si para algin i > 1 tal que ' = ¢.
11. © = U si y sélo si existe algin i > 1 tal que 7 = v y para toda j = 1,...,1 — 1

tenemos T = ¢

12. m = oW si y sélo si ya sea existe algini > 1 tal que 7 =1 y para todaj=1,...,i—1
tenemos 7 |= ¢, o para toda k > 1 tenemos que 7 |= ¢

15. = @Ry siy sdlo si ya sea que existe algin i > 1 tal que 7 = ¢ y para toda j =1,... i
tenemos 7 =1, o para toda k > 1 tenemos que 7 = 1.

Algunos ejemplos pueden ser:

G((—pasaporte V —tiket) —  X-abordar_vuelo)
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(x=0)ANadd3) — X(z=3)
solicitud —  repetir U acuce_de recibo

Definicion 3.41. Decimos que dos formulas LTL ¢ y 1) son semdnticamente equivalentes, o
simplemente equivalentes, lo que se denota como ¢ = 1), si para todos los modelos M y todas
las trayectorias ¢ en M : = ¢ si y sélo si = 1.

Algunas de las equivalencias relevantes en LTL son:

-Gop =F—¢
—-F¢ =G—¢
—Xop=X-¢
~(oUy) =—¢ R~
~(¢pRy) ==¢U—p
F(o V) =F¢oV Fy
GloANY) =Go NG
Fo=TU¢
Go =1LRo
oUY =W N Fp
WY =9Uy¢ V Go

oW =pR(¢ V 1))
PRp =pW (¢ V 1h).

3.2.5.  Légica Computacional Ramificada o CTL (Computational Tree Logic)

La légica CTL es una logica modal con ramificacién en el tiempo, esto representa que su
modelo de tiempo es arborescente en la cual el futuro no esta determinada; se tienen diferentes
trayectorias en el futuro, y cualquiera de ellas puede corresponder a la trayectoria “real” que
es ejecutada.

Como con en el analisis de las otras logicas, definiremos su sintaxis a partir de un conjunto
fijo de férmulas (o descripciones), tales como p,q,r, ..., 0 p1,pa, .. ..

Definicién 3.42. La sintaxis de una formula de la logica CTL esta definida inductivamente,
mediante notacion BNF, como sigue:

¢ ==L[Tpl(=)l(¢ A D)@V §)|(¢ — ¢)|(AXP)|[(EX )]
(AF¢)|[(EF))|(AGO)|(EG)|(A[pU])|(EloU])
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Donde p corresponde a un elemento de un conjunto de féormulas atémicas, el conectivo A
significa “en todas las trayectorias” (necesariamente), el conectivo FE significa “al menos en
una trayectoria”(posiblemente). El segundo conjunto de cuantificadores temporales, X, F', G
y U, representan “en el siguiente estado” (neXt state), “en algun estado en el futuro ” (Future
state), “en todos los estados en el futuro” (Globally) y “hasta que” (Until); respectivamente.
El par de simbolos en A[pU¢| y en E[¢pUq|, corresponde respectivamente a los conectivos
binarios AU y a EU, y deben manejarse de manera indivisible. Los simbolos X, F, G, y U
no pueden aparecer sin estar precedidas por una A o por una FE, de la misma manera, toda
A o E deben estar acompanadas por alguno de los simbolos X, F'; G, o U. Generalmente W
“hasta-que débil” (Weak-until) y R “liberar” (Release) no se incluyen en CTL pero en caso
necesario se pueden derivar.

Las prioridades vinculadas para los conectivos CTL si no se indica algo en contrario rigen como
en las 16gicas proposicional o de predicados: los conectivos unarios (-,AG, EG, AF, EF, AX,
y EX), reune el méas cercano. El préximo, en el orden que aparecen, A y V; y después los
siguientes —, AU y EU. Por ejemplo de acuerdo a esta convencion la siguiente es una fbf:

AG(q — EGTr)

no se puede escribir como:

AGq — EGr ya que ésta tltima representa a: (AGq) — (EGr)

Un ejemplo de una expresién que no corresponde a una fbf en CTL es la siguiente:
Al(rUq) A (pUT)],

esto se debe a que la sintaxis no nos permite colocar directamente una conectiva booleana, en
este caso A, en el interior de A[ ] o de E| |. A la apariciéon de una A o de una E le debe
seguir X, F', G, o U; y cuando son seguidas por U debe tener la forma A[(¢pU¢].

Notemos que los conectivos binarios AU y EU se pueden escribir con notaciones puras infija
o prefija como sigue:

01 AU@y, o AU(¢1, ¢2)

Definicién 3.43. Una sub-formula derivada de una formula ¢ de CTL es una formula v cuyo
drbol de separacion sintdctica (parse tree) corresponde a un sub-drbol del drbol de separacion
sintactica de ¢.

Por ejemplo el arbol de separacion sintactica de la formula CTL:

A[AX-pU  E[EX(p A q)U—p]
se puede representar en forma grafica para visualizar este proceso de analisis.

En cuanto a la semantica de la CTL se puede senalar que su interpretacién se presenta también
sobre un sistema de transicion.

Sea M = (S, —, L) tal modelo, s € Sy ¢ una formula CTL. La definicién de ya sea M, s |= ¢
se cumpla es recursiva en la estructura de ¢, y puede ser entendida como sigue:
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Definicién 3.44. Sea M = (S,—, L) un modelo para CTL, s en S, ¢ una formula CTL. La
relacion M, s |= ¢ esta definida por induccion estructural sobre ¢:

1.

NS v L

10.

11.

12.

13.

14.

MsET, yM,s¥E L

M, s = p siysolo sipe L(s)

M, s = ¢ siy sélo si M, s ¥ ¢

M, s = g1 A ¢ siy silo si M, s = ¢y M, s = ¢y
M, s = 61V by siy sdlo si M,s = b1 o M, s = ¢
M, s = by — by siy sélo st M,s E dy o M, s = b

M, s = AX¢ siy solo si para todo sy tal que s — s1 tenemos M, sy = ¢. Por consigu-
tente, AX nos indica “en todos los siguientes estados”.

M,s = EX¢ siy solo si para algin sy tal que s — s; tenemos M,s; = ¢. Por
consiguiente, EX nos indica “en alguno de los siguientes estados” E es dual de A
exactamente de la manera que 3 lo es para ¥V en FO.

M, s = AGo se cumple si y sélo si para todas las trayectorias sy — Sy — S3 —, ...,
donde sy es igual a s, y toda s; a lo largo de la trayectoria, tenemos M, s; = ¢. Notemos
que en cualquier trayectoria se incluye también el estado inicial s.

M, s = EG¢ se cumple siy sélo si existe al menos una trayectoria 1 — Sg — S3 —, . ..,
donde sy es igual a s, y toda s; a lo largo de la trayectoria, tenemos M, s; = ¢.

M, s = AF se cumple ¢ se cumple ssi para todas las trayectorias s — Sy — S3 —, ...,
donde sy es igual a s, existe alguna s; tal que M, s; |= ¢.

M,s = EF¢ se cumple si y sdlo si existe una trayectoria 1 — sy — S3 —, ..., donde
s1 es iqual a s, y para alguna s; a lo largo de la trayectoria tenemos que M, s; = ¢.

M, s = Alp1Ups] se cumple si y solo si para todas las trayectorias s — Sg — S3 —, . ..,
donde sy es igual a s, esta trayectoria satisface ¢1U¢s, es decir existe alguna s; a lo largo
de la trayectoria, tal que M, s; |= ¢o, y para toda j < i, tenemos que M, s; = ¢ .

M, s = Elp1Uds| se cumple si y solo st si existe alguna trayectoria s — Sg — S3 —, ...,
donde sy es igual a s, y esta trayectoria satisface ¢1U @, es decir existe alguna s; a lo
largo de la trayectoria, tal que M, s; = ¢2, y para toda j < i, tenemos que M, s; = ¢y
01 Ugs, es decir existe alguna s; a lo largo de la trayectoria, tal que M, s; = ¢1.

Dos férmulas CTL ¢ y 1 se dice que son semanticamente equivalentes si cualquier estado en
cualquier modelo que satisface una de ellas también satisface a la otra; esto se denota por

o =.

Como ejemplo se pueden mencionar las siguientes equivalencias:
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—~AF¢ =EG—¢

-EF¢p =AG—¢

~AX ¢ =EX—¢
AF¢ =A[TU¢]
EF¢ =E[TU¢|

3.3. Automatas de Arbol

Un arbol es una grafica no dirigida sin ciclos formada por un conjunto de vértices llamados
nodos, unidos entre si por aristas padre-hijo. Un nodo tiene como maximo un padre y cero o
mas hijos, las aristas conectan a los padres con cada uno de sus hijos. Tiene un so6lo nodo, la
raiz, que no tiene padre, los nodos sin hijos se llaman hojas, y los nodos que no son hojas se
denominan nodos interiores.

El hijo de un nodo es un descendiente de ese nodo, el padre de un nodo es un ascendiente o
antepasado, todo nodo puede considerarse ascendente y descendiente de si mismo. Los hijos
de un nodo se denominan hermanos y estos se ordenan de izquierda a derecha, si el nodo N
esta a la izquierda del nodo M, entonces se considera que todos los descendientes de N estan
a la izquierda del nodo M. El grado o rango de un arbol es el niimero maximo de hijos que
tienen sus subarboles, por ejemplo el grado de un arbol binario es 2.

Una vez que se ubica el nodo raiz, el arbol se puede recorrer como una estructura recursiva,
cada uno de los nodos u en el drbol constituyen en si mismos la raiz de un subdrbol T'(u). El
conjunto de todos los nodos v cuya tnica trayectoria desde v a la raiz van hacia u. El arbol
se puede recorrer de abajo hacia arriba al empezar por las hojas (subarbol con un nodo) e ir
a subarboles cada vez mayores, hasta cubrir todo el arbol (subarbol de la raiz).

Con la finalidad de formalizar los conceptos acerca de los autématas que tienen la estructura de
arbol, a continuacién establecemos los términos y notaciones propuestos en [CD+407]. Como
en las secciones anteriores, con N representamos el conjunto de los enteros positivos, y al
conjunto de cadenas finitas sobre N por N*, y la cadena vacia por €

Un alfabeto con rango es una pareja (F, Aridad) donde F es un conjunto finito y Aridad es
un mapeo F — N. La aridad de un simbolo f € F es Aridad(f). El conjunto de simbolos de
aridad p se denota por F,. Los elementos de aridad 0,1, ..., p son respectivamente llamados
simbolos constantes, unarios, binarios,...,p-arios. Asumimos que F contiene al menos una
constante, por ejemplo f(,) corresponde a una declaracién para un simolo binario f.

Sea X un conjunto de constantes llamadas variables, asumimos que los conjuntos X y Fy
son disjuntos. El conjunto T'(F,X) de terminos sobre un alfabeto con rango F y el conjunto
de variables X es el conjunto méas pequeno definido por:

- ngT(JT7X)y
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nsip>1, feF,yt,...,t, € T(F,X), entonces f(t1,...,t,) € T(F,X).

Si X = @ entonces T(F,X) también se puede escibir como T'(F) los terminos en T'(F) se
denominan terminos base (ground terms). Un termino ¢ en T'(F, X) es lineal si cada una
de las variables aparece en t una sola vez cuando mucho.

Un drbol ordenado finito sobre un conjunto de etiquetas £ es un mapeo desde un conjunto
cerrado de prefijos Pos(t) € N* hacia E. Por lo tanto un término ¢t € T(F,X) puede ser
considerado como un arbol con rango ordenado, cuyas hojas estan etiquetadas con simbolos
variables o constantes y los nodos internos estan etiquetados con simbolos de aridad positiva,
con grado exterior igual a la aridad de la etiqueta, es decir, un término t € T(F,X) puede
también definirse como una funcién parcial ¢t : N* — F U X con dominio Pos(t) que satisface
las siguientes propiedades:

= Pos(t) no esta vacio y cerrado en prefijo.
» Vp € Pos(t), si t(p) € Fn, n > 1, entonces {j|pj € Pos(t)} ={1,2,...,n}.

» Vp € Pos(t), si t(p) € X U Fy, entonces {j|pj € Pos(t)} = 0.

Cada uno de los elementos en Pos(t) se denomina una posicion. Una posicion de frontera
es una posicion p tal que Vj € N, pj ¢ Pos(t). El conjunto de posiciones de frontera se denota
por FPos(t). Toda posicién p en t tal que t(p) € X se llama una posicion de variable. El
conjunto de posiciones de variable de p se nota por VPos(t). Por Head(t) representamos al
stmbolo raiz de t el cual se define como Head(t) = t(e).

Definicién 3.45. Un Autémata de Arbol Finito No Determinista (NFTA) sobre F
es una tupla A = (Q,F,Qs, A) donde Q es un conjunto finito de estados (unarios), Qs C Q
es un conjunto de estados finales, y A es un conjunto de reglas de transicion del tipo siguiente:

f(Ch(%l), s 7Qn($n)) - Q(f(xla s 7‘1'71))7
donden >0, feF,, ¢,.q1,---,qn €Q, x1,..., 0, € X

El autémata en F evoluciona sobre términos base de F. Un automata empieza en las hojas
y se mueve hacia arriba, asociando inductivamente a lo largo del proceso un estado con cada
subtérmino. Notemos que en un NFTA no se tiene un estado inicial, pero, cuando n = 0, es
decir cuando el simbolo es una constante a, una regla de transicién tiene la forma a — g(a).
Por consiguiente, las reglas de transicion para los simbolos constantes pueden ser consideradas
como las “reglas iniciales”. Si los subterminos directos uy, ug, ..., u, de t = f(uy,ug,..., uy,)
estan etiquetados con los estados ¢i,qs, ..., q,, entonces el término t estara etiquetado por
algin estado ¢ con f(q1(z1), g2(22), ..., qn(xn)) — q(f(21, 22, ..., 2,)) € A. Por tltimo defini-
mos formalmente la relacién de movimiento para un NFTA como sigue: Sea A = (Q, F, @y, A)
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para un NFTA sobre F. La relacién de movimiento (move relation) — 4 se define como:
sea t,t’ € T(FUQ),

AC € C(FUQ), Juy,ug, ..., u, € T(F),
Elf((h(xl)a(h(x?)v s >Qn(5€n)) - Q(f(xlv s 756”)) € A7
t= C[f(QI(u1)7 QQ(u2>7 S 7qn<un))]7
t'=Clg(f(ug,ug, ... u,))l.

t—qt &

—" se refiere a una cerradura reflexiva y transitiva de — 4.

Definicién 3.46. Un automata de drbol A = (Q,F,Qs, A) es determinista si no se tienen
dos reglas con el mismo lado izquierdo ni reglas-€.

Un DFTA no es ambiguo, y tiene a lo mas una regla para cada término base, es decir para
todo termino base t, se tiene cuando mucho un estado ¢ tal que t —% q.

Un NFTA se dice que es completo si existe al menos una regla f(q1(x1), ¢2(x2), ..., gu(z,)) —
g € Aparatodan >0, f € F,, v q1,q9,...,0,. € Q. Notemos que para un DFTA se tiene
exactamente una corrida para cada término base.

3.4. Relaciones entre Clases de Complejidad

3.4.1. Las clases P y NP

Las clases P y NP establecen una cota polinomial sobre el tiempo y entonces nos refieren
a maquinas acotadas en tiempo polinomial; de la misma manera las clases L y NL definen
maquinas acotadas en espacio logaritmico, mientras que PSPACE establece maquinas acotadas
en espacio polinomial.

Dentro de estas dos clases la mas importante es la P que incluye a los problemas decidibles
en tiempo polinomial sobre una maquina de Turing determinista. La clase NP, corresponde a
la clase de problemas para el modelo de maquina no determinista, permite tomar en cuenta
numerosos problemas de célculo para los cuales no se conoce ningin algoritmo en tiempo
polinomial; la cuestion de saber si estas dos clases son efectivamente distintas ( P # NP ) es
una de las conjeturas mayores de la teoria de la complejidad.

La clase de complejidad polinomial P incluye los algoritmos que resuelven los problemas en una
cantidad razonable de tiempo, ya que tienen un orden de complejidad que puede expresarse
mediante una ecuacion polinomial. En algunos casos, tenemos algoritmos que tienen tiempo
lineal, como la busqueda secuencial, donde si se duplica la lista por ordenar, la cantidad de
tiempo que el algoritmo requiere también se duplica; tenemos, por otra parte, algoritmos que
tienen tiempo O(n?), como en los algoritmos de ordenacién, donde si el tamafio de la lista se
duplica, la cantidad de tiempo del algoritmo se incrementa por un factor de 4. Y podemos
encontrar algoritmos que tienen tiempo O(n?), como en el caso de multiplicacién de matrices,
en las que el tamano de la matriz se duplica , la cantidad de tiempo del algoritmo tomara un
incremento por un factor de 8. Aunque estos incrementos pueden ser significativos, permanecen
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relativamente bajo control. De hecho, todos estos algoritmos tienen una complejidad dentro de
O(n?), recordemos que al mencionar una funcién g(n) que esta en O( f(n)) significa que g(n) no
crece mas rapido que f(n), entonces, n? esta en O(n?). La cota inferior, sin embargo, consiste
en obtener una solucion exacta para aquellos problemas dentro de una cantidad razonable de
tiempo, los problemas para los cuales se tiene un algoritmo ejecutable en tiempo polinomial
son llamados tratables.

Sin embargo encontramos un conjunto de problemas que tienen que ejecutarse en tiempos
que son del orden factorial O(n!) o exponencial O(z™)(x > 2). En otras palabras, se trata
de problemas para los cuales no hay algoritmo conocido que los resuelva en una cantidad
de tiempo razonable de tiempo, estos problemas estan en la clase NP, la cual corresponde
a una complejidad con tiempo no determinista polinomial, se dice entonces que esta clase
incluye problemas que no son tratables. A pesar de que estos problemas toman tiempos fuera
de las espectativas de la tratabilidad, no podemos dejarlos a un lado debido a que nos los
encuentramos en aplicaciones importantes, por ejemplo, para decidir una ruta eficiente en
transportes de reparto, para desarrollar una programacion de examenes razonable, o para
programar tareas cuyas fechas de cumplimento sean eficientemente distribuidas.

Al revisar el conjunto clasico de problemas en la clase NP, el aspecto por hacer notar es
que solamente los algoritmos deterministas, que se conocen, resuelven los problemas con una
complejidad de orden exponencial o factorial, es decir algunos de estos problemas tienen una
complejidad dada por 2", donde n es el niimero de valores de entrada; en este caso, cada vez
que agregamos un valor de entrada adicional, la cantidad de tiempo que el algoritmo necesita
para resolver el problema sera doble: si ejecuta 1,024 operaciones para resolver el problema
con una entrada de 10 elementos, requerira 2,048 operaciones para resolver el problema con
una entrada de 11 elementos. Esto representa un incremento muy significativo en tiempo
correspondiente a un pequefio incremento en el tamafno de la entrada.

El nombre de no determinista polinomico para problemas de la clase NP proviene de un
proceso algoritmico de dos etapas para resolverlos. En la primera etapa se tiene un proceso no
determinista que genera una solucién posible para el problema, puede considerarse como una
propuesta aleatoria, que en algunos casos serd atinada (con la solucién 6ptima o cerca de ésta)
y en otras ocasiones serd incorrecta (una lejana de la solucién 6ptima). La segunda etapa opera
a la salida de la primera y determina si es una solucién verdadera. Individualmente ambas
etapas trabajan en tiempo polinémico, el aspecto no determinista radica en que no conocemos
cuantas veces se necesita repetir el proceso antes de obtener una solucion aceptable. Es decir,
no obstante que las etapas individualmente sean de orden polinémico, necesitamos llamarlas
un nimero de veces exponencial o factorial, lo cual nos lleva, en el caso asintético a tiempos
de tamano no tratables.

Uno de los problemas clésicos en la clase NP es el problema del agente viajero o TSP (Traveling
SalesPerson). En este problema, tenemos un conjunto finito de ciudades y un “costo” al viajar
entre cada par de ciudades por visitar. El objetivo consiste en determinar el orden en que debe-
mos recorrer todas y cada una de las ciudades en una sola ocasion, regresando a y terminando
en la misma ciudad de partida, obteniendo simultaneamente el costo total minimo del viaje.
Este problema se puede aplicar a una serie de casos concretos y practicos, como determinar el



3. Complejidad, Légica, y Autématas 66

orden que deben recorrerse las calles para realizar la recoleccién eficiente de basura, o decidir
el itinerario que un transporte debe recorrer para realizar las entregas en el tiempo mas corto
posible, o seleccionar la ruta que debe tomar un paquete de datos para que su informacion
sea transmitida a todos los nodos de una red de la manera méas expedita. Cuando tenemos
8 ciudades, se tienen 40,320 combinaciones de ciudades, y cuando el numero de ciudades por
visitar es de 10, tendremos 3,628,800 combinaciones posibles de recorrido. Para encontrar la
ruta mas eficiente, tenemos que examinar todas estas posibilidades. Supongamos que conta-
mos con un algoritmo que puede calcular el costo de viajar entre un conjunto de 15 ciudades
en un orden determinado. Si este algoritmo puede efectuar 100 de estos célculos por segundo,
tomara alrededor de cuatro siglos examinar todas las combinaciones de estas 15 ciudades y
encontrar la de mejor costo total o la méas rapida. Aun si contamos con 400 computadoras
procesando el problema, tomaria alrededor de un afio. Si requerimos incrementar a 20 ciu-
dades, necesitaremos mil millones de computadoras trabajando en paralelo por un lapso de 9
meses para encontrar la ruta mas eficiente. En este contexto, resulta mas econémico, en tér-
minos précticos, viajar por todas las ciudades en cualquier orden determinado intuitivamente,
que esperar a que el algoritmo encuentre el mejor recorrido.

Si revisamos el problema del agente viajero bajo la similitud de éste con los algoritmos de
graficas: Cada ciudad puede representarse como un nodo de la grafica, la posibilidad de viajar
entre dos ciudades se puede representar mediante las aristas de la grafica, y el costo de viajar
entre ellas se puede representar mediante un peso asignado a cada arista. Esto nos puede llevar
a pensar que el algoritmo que calcula la ruta mas corta podria resolver el problema, pero no es
asi. ;Cuadles son los dos requerimientos del problema del agente viajero que lo hace diferente al
problema de la ruta mas corta? El primero consiste en que se deben visitar todos los nodos y
el algoritmo de la ruta mas corta nos indica la manera més rapida de hacer el recorrido entre
dos nodos. Si tratamos de utilizar en forma de piezas multiples el producto del algoritmo de
la ruta mas corta, puede encontrar que, comparando las trayectorias obtenidas, un nodo se
visita mas de una vez. La segunda diferencia radica en que esperamos regresar al punto de
inicio en el problema del agente viajero, mientras que en el algoritmo de la trayectoria mas
corta no se tiene esta condicion.

.Es posible construir la trayectoria més corta sin buscar sobre todas las trayectorias posi-
bles?. En este punto, nadie ha sido capaz de implementar la construccion de un algoritmo
que efectivamente no requiera verificar todas las trayectorias potenciales. La situacion en la
que el nimero de ciudades es pequeno se puede resolver rapidamente, pero una instancia de
este problema (con una entrada restringida) que pueda ejecutarse rapidamente no significa
que exista tal algoritmo, capaz de realizar eficientemente todas las instancias del problema.
El analisis de la gran cantidad de posibles combinaciones de los nodos nos muestra que un
algoritmo determinista apto, para examinar todas las posibilidades, tomara inevitablemente
un tiempo extremadamente grande para computarlo.

La demostraciéon que un algoritmo esta en la clase NP, necesita establecer de que manera
se puede implantar el proceso de solucién a dos etapas que siguan las premisas ya descritas.
Para el problema del agente viajero, por ejemplo, la primera etapa debera generar de manera
no determinista una lista de estas ciudades, debido a que el proceso es no determinista cada
vez que se ejecuta genera una ordenacion diferente de ciudades. Este proceso de produccion
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(o adivinatorio) se puede realizar en tiempo polinomial, porque podemos mantener una lista
con los nombres de las ciudades, generar un nimero aleatorio y sacar el nombre de la ciudad
correspondiente, y a continuacién eliminar el nombre de la lista para evitar que aparezca dos
veces; este proceso se ejecuta en el orden de O(n) siendo n la cantidad de ciudades. La segunda
etapa estara encargada de determinar el costo de viajar por las ciudades, en el orden propuesto
por la primera etapa, se determina simplemente buscando el costo para cada par sucesivo de
ciudades dentro de la lista, lo cual representa una complejidad en el peor de los casos de O(n?)
. Debido a que ambas etapas son de complejidad de orden polinomial, podemos asegurar que
el problema del agente viajero esta en la clase NP. Notemos que la cantidad potencial de
veces que este proceso de solucién debe ejecutarse es la causa que se consuma tal cantidad de
tiempo.

En este punto, podemos notar que se tiene la posibilidad de aplicar este proceso de dos etapas a
cualquier algoritmo, incluso para los de la clase P. Por ejemplo, podemos realizar la ordenacion
de una lista: proponemos una lista aleatoria a partir de la original y a continuacién verificamos
si los elementos de la lista estan colocados en orden decreciente. ; Esto no hace que el problema
de la ordenaciéon sea miembro de la clase NP? Si en efecto. La diferencia entre un problema
de la clase P y uno de la clase NP es que, en el primer caso también tenemos un algoritmo
que corre en tiempo polinomial, mientras que el segundo caso no se ha encontrado. Estas
observaciones nos llevan a concluir que:

P C NP

La pregunta natural y fundamental es si la inclusion inversa es verdadera:
NP C P?

Si la respuesta fuese positiva nos llevaria a demostrar que P=NP, lo que implicaria que todos
los problemas identificados dentro de la clase NP tienen una solucién determinista en tiempo
polinomial. Como para ninguno de ellos se ha encontado todavia, ni se ha podido probar que
exista (aunque no se exhiba), se considera muy poco probable que exista, y en consecuencia
se presume que la inclusion inversa no es verdadera:

Conjetura de Cook: P S NP, es decir, P # NP.
Este es el problema abierto mas importante y famoso en la ciencia de la computacion.

El término de NP-completo se utiliza para describir el grado de dificultad de los problemas
dentro de la clase NP, estos problemas se senalan en particular debido a que si en cualquier
momento, se conjetura, somos capaces de encontrar un algoritmo determinista en tiempo
polinomial para resolver uno de ellos, implicara que todos los problemas en NP deben tener
algoritmos deterministas en tiempo polinomial.

Definicién 3.47. Un problema de decision L es NP-completo si:

1. Le NPy
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2. Todo problema de la clase NP es reducible en tiempo polinomial a L: para todo L' € NP,
se tiene:
L'<pL

Recordemos que la clase NP contiene problemas que toman un tiempo extremadamente grande
para obtener una respuesta, ya que no se ha encontrado un algoritmo capaz de resolverlos en
tiempos mas razonables. Si reexaminamos el problema del agente viajero de manera diferente,
quizas estemos en posibilidad de desarrollar un algoritmo determinista que pueda resolverlo
en tiempo polinomial. Esto mismo se podria pensar acerca de cualquiera de los problemas que
se ha demostrado estan en esta clase.

Estamos seguros que un problema es NP-completo al demostrar que todos los deméas problemas
en la clase NP se pueden transformar en el, esto no representa una tarea tan abrumadora como
parece, debido a que no tenemos que hacer esto para todo problema NP. En lugar de esto, si
tenemos un problema NP, que denominaremos A, podemos mostrar que esta en NP-completo
al reducir un problema NP-completo, que llamaremos B, al problema A. Debido a que B es
NP-completo, todo problema en NP se puede transformar al problema B. De tal manera, que al
reducir B a A, efectivamente demostramos que todos los problemas NP se pueden transformar
en A mediante un proceso a dos etapas que primero lo transforman a B. Por lo tanto, hemos
constatado que nuestro problema NP A es NP-completo.

Si hemos podido realizar una reduccién a un algoritmo en tiempo polinomial; ahora planteamos
hacer una reducciéon para un problema NP; para esto necesitamos un proceso que modifique
todos los componentes de un problema de tal manera que sean componentes equivalentes en el
otro. Esta transformacién debe preservar la informacién de tal manera cada vez que el primer
problema da un resultado positivo realice el problema transformado, y cada vez que el primer
problema da un resultado negativo sea el segundo problema.

Por ejemplo, una trayectoria de Hamilton en una grafica, es aquella que visita todos los nodos
exactamente una sola vez. Una grafica no necesita ser completa para tener una trayectoria o
circuito de Hamilton, podemos reducir el problema de un circuito de Hamilton al problema
del agente viajero (problema de la clase NP de la siguiente manera:

= Cada nodo en la grafica representa una ciudad.

= A cada arista en la grafica, le asignamos el costo, de viajar entre las dos ciudades equiv-
alentes, un valor de 1.

= Para cada par de nodos que no tienen arista conectandolos, asignamos el costo, de viajar
entre las dos ciudades equivalentes, un valor de 2.

Esto convierte a la grafica en un conjunto de ciudades interconectadas, ahora resolvemos el
problema del agente viajero que se ha planteado: si se tiene un circuito de Hamilton en la
grafica, la solucién que se obtiene serd capaz de encontrar una soluciéon viajando entre las
ciudades que tienen un costo de 1. Si no se tiene un circuito de Hamilton, la solucién del
problema del agente viajero incluird viajar entre al menos un par de ciudades con un costo
de 2. Si tenemos n nodos en la grafica, se tiene un circuito de Hamilton si la trayectoria del
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agente viajero es de longitud n, y si no se tiene un circuito de Hamilton la trayectoria tendra
una longitud mayor a n.

3.4.2. Relaciones Basicas

Se observa que para todas las funciones de tiempo t(n) y las funciones de espacio s(n),
DTIME[t(n)] € NTIME[t(n)] y DSPACE[s(n)] € NSPACE[s(n)], debido a que una maquina
determinista es un caso especial de una maquina no determinista. Ademés, DTIME[t(n)] C
DSPACE[t(n)] € NTIME[t(n)] € NSPACE[t(n)] debido a que en cada etapa, una méaquina de
Turing con k-cintas puede escribir sobre ella a lo mas en k& = O(1) celdas previamente sin
escritura. A continuacién se listan relaciones importantes, entre clases.

Sea t(n) una funcién constructible-en-tiempo, y sea s(n) una funcién constructible-en-espacio,
s(n) > logn.

1. NTIME[t(n)] C DTIME[29¢(")],

2. NSPACE[s(n)] C DTIME[29¢(")],

3. NTIME[t(n)] C DSPACE[t(n)].

4. (Teorema de Savitch) NSPACE[s(n)] C DSPACE[s(n)?].

Referente a las clases uniformes de complejidad de los circuitos 16gicos, podemos observar que:

» La clase uACC® corresponde al computo en cualquier algebra con solucién, por consigu-
iente esta clase es la subclase de uNC'.

» En la clase uNC" todo bit de salida solamnte depende de O(1) bits de entrada, por
consiguiente cualquier funcién en esta clase puede computarse por circuitos uAC’ de
profundidad dos, solamente utilizando una expansién en expresiones normalizadas DNF

o CNF.

Por lo revisado en la seccién 3.1.3, podemos ver que uNC® es extremadamente limitada, por
ejemplo estos circuitos no pueden computar el OR légico con una entrada de n bits, pero una
de las sorpresas que nos encontramos al revisar su complejidad, consiste en que, a pesar de
sus restricciones, la clase uNCY se puede considerar “cercana” en potencia computacional a la
clase uAC®, la cual conocemos es un subconjunto propio de la clase uACC®, por consiguiente
podemos plantear la siguiente relacion entre estas clases:

uACC® C uTC® C uNC!

Recordemos que la u en estas clases se refiere a la uniformidad-DLOGTIME, por ejemplo para
uAC® representa a la clase de lenguajes que son reconocidos por una familia (Gp)nen (toda
entrada de tamano n se evalia por G, compuertas) de circuitos 16gicos construidos a partir
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de compuertas AND y OR con un fan-in sin limite, tal que G,, tiene una profundidad con-
stante y un tamano polinomial en n y pueda construirse en DLOGTIME a partir de la cadena
1". uTC® tiene adicionalmente compuertas MAJORITY con fan-in sin limite. uNC' carece de
compuertas MAJORITY, la profundidad de G,, es logaritmica en n, pero el fan-in esta acotado.

En la decada de los 1970, Nicholas Pippenger [ALRO0| generaliza estas relaciones con tamaro
polinomial y profundidad polilogaritmica, y propone el siguiente teorema que expresa las
relaciones en cada nivel de la jerarquia definida por estas clases:

Teorema 3.4. [ALR00, Teorema 3.4] Para toda k > 0,
uNC* C uAC¥ C uTC* C uNCF!.

En cuanto a las relaciones entre las clases de complejidad con base en los circuitos logicos y
las clases con base en la maquina de Turing tenemos:

Teorema 3.5. [ALR00, Teorema 3.5]
uNC' C L € NL C uAC.

La siguiente figura muestra las relaciones de inclusiéon que se tienen entre las clases candnicas
de complejidad.

EXPSPACE

NEXP

EXP
| NE
PSPACE |

| E
-



4. VALIDACION DE DOCUMENTOS XML

El problema de validar un documento XML consiste en verificar, en una sola exploracion
y utilizando una cantidad de memoria fija, que su estructura cumpla con lo definido por
un sistema de tipificado (en este estudio se trata de DTD); en funcién no del tamano del
documento XML sino de la informacién de tipificado. En otras palabras la validacién la realiza
un autémata de pila o PDA (Push-Down Automaton) mediante una exploracién sobre un
documento XML, a medida que va apareciendo en forma de un tren de caracteres. El problema
tiene dos alternativas, en funcién de que la validacién incluya o no la verificacion de la buena
conformidad, llamada wvalidacion estricta (strong validation). Si se verifica que se satisface la
DTD asumiendo que la cadena de entrada corresponde a un documento XML bien formado,
nos referimos simplemente a una validacion. Podemos notar que la validacion respecto a una
DTD equivale a verificar la membresia del arbol asociado con el documento XML a un lenguaje
regular de arbol , mientras que la validacién por un autémata de estados finito o FSA (Finite
State Automaton), equivale a la aceptacion del arbol por una forma restringida de autémata
de recorrido de arbol (tree-walking automaton).

4.1. Codificacion de Documentos XML

4.1.1. La clase LocCFL

La clase LOGCFL se define como el conjunto de lenguajes reducibles en LOGSPACE a lenguajes
libres de contexto o CFL (Context-Free Languages), esta clase se caracteriza por tener una
representacion alterna con base en circuitos logicos; también es conocida por la factibilidad de
ser abordada desde la logica como componente del enfoque descriptivo de la complejidad.

Definicion 4.1. Sean A, B C ¥*. A es reducible de muchos a uno (many-one reducible)
en LOGSPACE a B (denotdo como A <!¢ B) si existe una funcién f computable con cota
LOGSPACE tal que:

Vw e ¥ (w € A< f(w) € B).

Con estos elementos se puede definir la clase de complejidad LOGCFL como:
Definicion 4.2.
LOGCFL ={ACY*:3B: CFL(A <kt B)}.

La clase LOGCFL es una clase uniforme, es decir, todos los conjuntos en LOGCFL son
recursivos.
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4.1.2. Complejidad y Légica en la Validacion XML

Para caracterizar las clases de complejidad en términos de una légica, consideraremos cadenas
como estructuras de primer orden cuyo universo consiste de un segmento inicial de los enteros
[1n], donde n es la longitud de la cadena y cada uno de estos enteros corresponde a una posicién
en la cadena. La FO sobre estas estructuras tiene acceso a un predicado unario (),(7) para cada
letra a en 3, en el que la posicion @ de la cadena corresponde a una a, Un predicado binario
< que denota el orden usual sobre los enteros y un predicado binario BIT (4, j) indicando que
el i¢m° bit de j, en su representacion binaria, tiene el valor de 1.

Immerman [Imm99] demuestra que las versiones no uniformes de FO y de CRAM[t(n)] (Con-
current Random Access Machine en tiempo paralelo ¢(n)) son iguales a AC, con base en esta
relacion se fundamenta el siguiente teorema:

Teorema 4.1. FO = uAC’

Por otra parte consideramos a FOM:

Definicién 4.3. FOM es una extension de FO que incorpora un cuantificador de mayoria M
(majority) tal que Mxzp(x) es verdadero cuando al menos la mitad de las posiciones x valida

a .
el mismo Immerman junto con Barrington y Straubing [BIS90] establecen el siguiente teorema:

Teorema 4.2. FOM = uTC°
Los siguientes predicados son susceptibles de expresarse en FOM [BIS90]:

l.x4+y==2

2. x = typ(y), es decir x es la cantidad de posiciones y de tal manera que ¢(y) se cumple.

Una funcion f : ¥* — I'* para la cual existe una constante k tal que |f(w)| < k|w| es una
reducciéon FOM si existen las formulas FOM:

= ()
. Qoa(x)

para todo simbolo a € I' tal que, para toda estructura de primer orden de una palabra w y
toda:

ie{l, - k.Jwl}, ¢(i) se cuample si y solo si:

i =|f(w)|y pa(i) se cumple si y sélo si la i-ésima posicién de f(w) es una a.

Con base a las consideraciones anteriores, ver [Loh01], tenemos que:

Lema 4.1. [LaR96]
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<r>
<a>
<b>
<c> </c>
</b> r
<c > </c> \
<c> </c> a/ \a a
DI NN
<b> </b> b < < b < =
< c> </c> ‘

< c> </c> <
< /a>
<a> <\a >

</r>

Fig. 4.1: Modelado de un documento XML

uTCY y uNC! son cerrados bajo reducciones de FOM.

En la codificacién de cadenas un bosque es una cadena bien balanceada sobre ¥ U Y. Esto se
puede verificar con base en el siguiente lema.

Lema 4.2. [BaC89]: Dada una palabra w sobre el alfabeto ¥ UY es decidible en uTC® si w
esta bien balanceado.

Del lema anterior y de la relacién FO = uAC® obtenemos la siguiente conclusion:

Existen formulas en FOM 6 y 6* tales que, para cualquier palabra w y cualquier posicién i,j
de la palabra:
w = 07(i, j)

sty sélo si 1 < j y la subpalabra de w desde la posicion i a la posicion j esta bién balanceada
Y-

w = 0(i,7) siy solow = 0*(i, j)

-eS1mo -eS1mo

asi mismo los paréntesis que cierran coinciden con el i caracter al j caracter.

4.1.3. Estructuras Arborecentes

Los documentos XML tienen una estructura en forma de arbol ordenado sin rango fijo, eti-
quetado con elementos en .



4. Validacién de Documentos XML 74

Si tenemos un arbol ¢, la cantidad de sus nodos lo representamos como |t|. El rango de un
nodo n es la cantidad de hijos del nodo. El rango de un arbol ¢ es el maximo rango de n,
sobre todos los nodos n de t.

Arboles como estructura de apuntadores. Este concepto de manera general corresponde a la
codificacién establecida por DOM (Document Object Model)[DOMO8|, ya que cada nodo es
un objeto que contiene su etiqueta y sus apuntadores hacia:

—_

. su padre (Parent)
2. a sus hijos (Child)
3. a su hermano previo (Previous-Sibling)

4. a su siguiente hermano (Next-Sibling)

Si t es un arbol, el tamafno de la estructura de apuntadores asociado a t is aproximadamente
a 4 - |t| y por consiguiente también tiene como notacién |t|.

Arboles como cadenas Una segunda codificacion es la del modelo utilizado en la interfaz de
SAX (Standard API for XML) [SAXO08]. Los documentos XML se pueden codificar mediante
la representacién de un arbol en forma de cadena utilizando las marcas de apertura y de cierre
para cada elemento. El procesamiento del documento en forma de cadena, ve una secuencia
de marcas en el orden en que aparecen en el documento. Es la representacion real del texto
de un documento XML, sin valores de datos, lo cual se traduce en una sucesiéon de marcas
de apertura y cierre. Corresponde a atravesar el arbol primero en profundidad (depth-first)
primero a la izquierda (left-first). Aplicando la notacién de [SeV02], tenemos que para cada
a € X, a representa ella misma la marca de apertura y @ representa la marca de cierre para
a. Sea Y = {ala € X}. Con esta notacién, la cadena asociada al 4rbol etiquetado del ejemplo
anterior es:

r a b ¢ ¢ b c¢c ¢ cc¢ca ab b c ¢ c ¢ aaaT

De una manera mas general, asociamos a cada arbol etiquetado una representacién en forma
de cadena denotada como [t] y se define inductivamente como sigue: si ¢ es una raiz simple
etiquetada como a, entonces [t] = a@; si consiste en una raiz etiqueta a y subarboles t; ...t
entonces [t] = a[t1]...[tg]a. Si se trata de un conjunto de arboles, se denota por L(T) el
lenguaje consiste en las representaciones en cadena de los arboles en T'.

Si t es un arbol, el tamano de [t] es dos veces la cantidad de nodos en t. Por consiguiente
también utilizamos la notacién |t| para representar al tamano de la cadena que codifica a t.

El siguiente lema nos da las complejidades de intercambiar estas dos representaciones.
Lema 4.3. (i) Dado un drbol t como una estructura de apuntador, [t| puede ser procesada

en LOGSPACE a partir de t. (i) Dado t como una estructura de cadena, la codificacion de
apuntadores se puede computar en uTC® a partir de [t].
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Prueba: Con el propésito de cambiar de la codificacion en cadena a la representacion en apun-
tadores necesitamos calcular para cada nodo (i) su primer hijo (ii) sus hermanos a la izquierda
y a la derecha (iii) su padre. Esto esta dado en LOGSPACE a partir de la representacién de
apuntador de t. Ya que FOM = uTC" podemos ver que esto se puede hacer en uTC® a partir
de la representacion de cadena de t y al obtener las formulas FOM correspondientes. A contin-
uacion identificamos un nodo de t con la posicion de los paréntesis de apertura en su palabra
codificada. Recordemos las definiciones de 6 y 6* como formulas FOM. Sea Open(i) la férmula
FOM que verifica que la posicién i esta en ¥ (como opuesto a X3).

Next — Sibling(i, j) = Open(i) V Open(j) Vi < jV Ju(0(i,u) Vu+1=j)
Previous — Sibling(i,7) = Open(i) V Open(j)Vj=1+1

Parent(i,j) = Open(i) V Open(j) Vi <iV(i=j+ 1V (j+1,i—1))

O

Notemos que la complejidad de (i) en el Lema anterior es éptima y que el computo de recorrer
un arbol en depth-first es FLOGSPACE-hard bajo reducciones uNC', donde FLOGSPACE es la
variante funcional de LOGSPACE.

4.2.  Modelado de la Tipificacion DTD

4.2.1. DTD como una Gramatica Libre de Contexto

XML, en tanto que lenguaje de programacion, puede describirse mediante una gramatica libre
de contexto o CFG (Context-Free Grammar) propia, la cual desempena un papel relevante,
debido a que forma parte del proceso de utilizaciéon del metalenguaje que realmente representa.

Definicién 4.4. Una gramdatica libre de contexto (CFG) es una cuarteta:
G=(N,%,PS)
en la que:
= N es un conjunto finito de simbolos no terminales,

s P es un conjunto finito de reglas de la forma A & o donde A€ N yae (NUXD)¥,

= S € N corresponde al simbolo inicial.

GG genera una cadena w € X* si existe una secuencia finita tal que:

G G G G
S=a; = a = = w.

Un conjunto A C ¥* es un lenguaje libre de contexto (CFL) si existe una gramética libre de
contexto (CFG) G tal que:

Vw € ¥ (w € A< w  es generada por G).
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El propésito de XML no es describir el formato de presentacién del documento, sino que
describe la seméntica del texto que puede contener. Por ejemplo el texto « Vasconcelos, 309.»
parece tratarse, entre varias opciones posibles a una direccién formada aparentemente por el
nombre de una calle y el nimero de una ubicacién, esto lo indica de la siguiente manera:

<DIRECCION> Vasconcelos, 309. </DIRECCION>

Sin embargo, no es obvio que <DIRECCION >signifique la direccién de un edificio, para aclarar
lo que significan las etiquetas y que estructuras pueden aparecer entre ellas, los usuarios de
cada especialidad con un interés comin desrrollen estandares en forma de un DTD.

El lenguaje que describe una DTD es una notacion para representar las variables y las pro-
ducciones de una CFG, a continuacion demostraremos que esta transformacién es posible:

Teorema 4.3. Una produccion que incluye una expresion reqular es posible transformarla a
un conjunto de producciones vdlidas en una CFG.

Prueba:

Paso Base: Si el cuerpo es una concatenacion de elementos, la produccion ya esta en la forma
admitida en la CFG.

Paso Inductivo: Si no es el caso base, tenemos cinco posibilidades, en funciéon del operador
final que se use.

1. La produccion tiene la forma A — Ej, Es, donde E; y FE, son expresiones permitidas
en el lenguaje de la DTD. donde se utiliza el operador concatenacion: introducimos dos
variables nuevas dentro de la gramatica, sean B y C'; remplazamos la producciéon original

por las producciones:
A— BCB — E,C — Es

2. La produccién tiene la forma A — Ej|FEs. Para el operador unién podemos transformar
la produccién en el par siguiente de producciones:

A—>E1AHE2

3. La produccién tiene la forma A — (E;)*. Introducimos una nueva variable B y reem-
plazamos esta produccion por:

A — BAA —eB — E;

4. La produccion tiene la forma A — (E;)". Introducimos una nueva variable B y reem-
plazamos esta producciéon por:

A — BAA — BB — E;
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5. La produccién tiene la forma A — (F;)?. Reemplazamos esta produccién por:

A—eA— E;

O

Por ejemplo consideremos el siguiente documento XML:

<?xml version="1.0"7>

<!DOCTYPE LIBRO [
<!ELEMENT LIBRO (P*)>
<!ELEMENT P (#PCDATA)>

1>

<LIBRO>
<P>Capitulo 1 - Introduccidn</P>
<P>Capitulo 2 - Conclusidén</P>
<P>Index</P>

</LIBRO>

La linea del DTD que contiene una expresion regular:
<!ELEMENT LIBRO (P+)>

es equivalente a las producciones:

Libro — AA — P*

La tltima de estas producciones (P+) no tiene una férmula valida en una CFG, por consigu-
iente introducimos una nueva produccion:

Libro— AA —P A | P

4.2.2. DTD y Automatas de Arbol

Consideramos que un autémata de estados finito no determinista o NFA (No-determiniatic
Finite State Automaton) y un autémata de estados finito determinista o DFA (Determiniatic
Finite State Automaton) son autématas sin transiciones € y que admiten cadenas de caracteres.
Si A es un NFA, e una expresién regular, L(A) y L(e) denotan a los lenguajes regulares
asociados. Las graméticas libre de contexto (CFG) y los lenguajes libres de contexto (CFL)
estan definidos de acuerdo a lo establecido en la seccién anterior, si se trata de una CFG, L(G)
denota al CFL asociado.

Dado que los DTDs y sus variantes proporcionan un mecanismo de tipificado para documentos
XML, usaremos dos perspectivas de tipificaciéon para arboles:
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» La primera corresponde a la propuesta por el W3C para documentos XML. Esta DTD
constituye una gramatica libre de contexto extendida, es decir que los lados derechos de
las producciones son expresiones regulares que admiten terminales y no terminales sobre
un alfabeto Y . Ya que las expresiones regulares son cerradas bajo la unién, podemos
asumir que cada una de las DTD tienen una regla tinica a — L para cada simbolo a € ¥,
denotamos a la expresion regular L para a por R,. Un documento XML satisface a la
DTD 7, o es valido respecto a 7, si para cada nodo etiquetado a, la lista ordenada de sus
hijos forman una palabra contenida en R,. Por ejemplo, el arbol etiquetado de la figura
4.1 es valido para la DTD siguiente:

r—a*
a — bc*|e
b— cle

C— €

= Kl segundo sistema de tipificado corresponde al utilizado por XML-Schema, el cual esta
constituido por un DTD extendido (EDTD) con especializacion (también llamada tipos
desacoplados), el cual, intuitivamente, permite definir el tipo de una marca para varios
casos en funcién del contexto.

Definicién 4.5. Un EDTD sobre ¥ es una tupla 7 = (3,5, 7/, 1) donde (i) ¥ y X' son
alfabetos finitos, (ii) 7' es una DTD sobre ¥'; y (iii) p es un mapeo de ¥ a 3.

Un documento con estructura de drbol t sobre ¥ satisface un EDTD 7, sit € u(SAT(7'))

Intuitivamente, Y proporciona para algunas a’s en ¥ un conjunto de especializaciones de a,
concretamente aquellas a’ € ¥/ para las cuales p(a’) = a. También p representa el homomor-
fismo inducido por p sobre las cadenas y arboles, extendido cuando se necesita para simbolos
en Y mediante p(a@') = p(a’).

Cuando consideramos solamente representaciones de cadena puede ser mas facil ver a DTD
y EDTD como graméticas libres de contexto extendidas con alfabeto de terminales ¥ U X,
alfabeto de no terminales V' = Y/ que contiene reglas de la forma S — aRga, donde S € V|
a € X, Rg es una relacion regular sobre V. Las DTDs tienen la restriccion que para cada a € X
hay una sola regla que involucra a a. Las EDTDs no tienen esta restriccién y tienen una regla
por elemento en X',

Si 7 es un (E)DTD, SAT(7) es el conjunto (regular) de arboles que satisfacen 7y L(7) es el
lenguaje sobre ¥ U Y que consiste en las representaciones de cadena de todos los documentos
de arbol en SAT(7), esto es {[t]|t € SAT(7)}.

En el caso de un autémata de arbol (TA). la definicién para los arboles con rango variable
(unranked) es como sigue, pueden ser desde-abajo-hasta-arriba (bottom-up, BU) o desde-
arriba-hasta-abajo (top-down, TD) y ya sea determinista (D) o no determinista (N).

Un autémata de arbol no determinista desde-arriba-hasta-abajo (non-deterministic top-down
tree automata, NTDTA) es una tupla (3, @, qo, ) en la que @ es un conjunto de estados finito,
Qo es el estado inicial, y § C X x @ x Q* es tal que d(a, ) es un lenguaje regular sobre () para
toda a € ¥ y cada ¢ € () (asumimos que para a € ¥ y cada ¢ € @, d(a, q) estd dada como un
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NFA). El procesamiento comienza en la raiz del arbol, en el estado inicial, y continua hacia las
hojas del arbol asignando estados a los hijos del nodo de acuerdo a su etiqueta, «, el estado
actual, ¢, y a d(a, q). El arbol se acepta si, para cada hoja n del arbol, el autémata alcanza
n en un estado ¢ tal que € esta en d(etiqueta(n),q). Un TDTA determinista (DTDTA) es un
NTDTA en el que para toda a € X y cada g € QQ y cada n € N existe una w € J(a, q) tnica
de longitud n.

Un autémata de arbol no determinista desde-abajo-hacia-arriba o NBUTA (Non deterministic
Bottom-Up Tree Automata) es una tupla (X,Q, F,d) en la que @ es un conjunto finito de
estados, F' es un conjunto de estados de aceptacion y 6 C 3 x Q* x @ en el cual {w €
¥*|d(a,w,q)} es un lenguaje regular sobre @) para cada a € ¥y toda ¢ € Q. El procesamiento
inicia en las hojas, al asignarles a cada una de las hojas de etiqueta a un estado de acuerdo a
d(a, €) y prosigue hacia la raiz del arbol asignando estados a un nodo de acuerdo a su etiqueta,
a, la secuencia de estados de sus hijos, w, y d(a,w) . El arbol se acepta si el autémata alcanza
la raiz en un estado de aceptacién. Un BUTA determinista (DBUTA) es un NBUTA en el que
cada a € ¥ y toda w € Q* existe una ¢ tinica en la que §(a, w) = gq.

Si A es un autémata de arbol (desde-abajo-hacia-arriba o cima-hacia-abajo) denotaremos
por SAT(A) al conjunto de arboles aceptados por A, y por L(A) al conjunto de cadenas de
codificacion de los arboles aceptados por A. Sea T un conjunto de arboles con rango variable
y etiquetado. T es aceptado por un EDTD si y solo si es reconocido por un NBUTA si y s6lo
si T es reconocido por un NTDTA si y s6lo si T is reconocido por un DBUTA. En este caso
decimos que se trata de un lenguaje de arbol regular. Como se muestra en [CD+07], tanto un
DTD como un DTDTA fallan al capturar todos los lenguajes regulares.

Finalmente consideramos un autémata de recorrido-de-arbol (tree-walking automata, TWA).
Un TWA no determinista (NTWA) es una tupla (2, @, F, §) en la que @) es un conjunto finito
de estados, gy es el estado inicial, F' es un conjunto de estados de aceptacién y 6 C ¥ x ) X
{raiz, hoja, hijo—izquierdo, hijo—derecho, otros} xQ x{arriba, abajo, izquierda, derecha, sin—
movimiento}. El procesamiento comienza en la raiz en el estado inicial y continua el recorrido
del arbol de acuerdo a: cuando alcanza el nodo n con etiqueta a en el estado ¢, el automata
verifica si el estatus del nodo actual es una raiz o una hoja o un hijo en el extremo izquierdo
(0 en el extremo derecho) o solamente un nodo interior, y de acuerdo a d(a, g,,status) cambia
su estado a ¢’ y se mueve hacia arriba, hacia abajo al hijo en el extremo izquierdo, hacia el
siguiente hermano, hacia el hermano anterior, o se queda sin moverse en el nodo actual del
arbol. Un TWA determinista (DTWA) es un NTWA en el que 6(a, ¢,status) es tnico para
cada a € X y para cada ¢ € Q. Se puede demostrar que NTWA y DTWA reconocen solamente
lenguajes de arbol regulares. Todavia se tiene como problema abierto la demostracion de si un
NTWA reconoce todos los lenguajes de arbol regulares.
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4.3. Complejidad de la Validacion

4.3.1. Complejidad de los Datos

En esta seccion se analiza la complejidad de los datos del problema de la validacion para los
sistemas de tipificado. Como se mencion6 anteriormente estos sistemas definen un lenguaje de
arbol regular. Por consiguiente empezamos con el caso mas general y a considerar la membrecia
de un arbol en un lenguaje de arbol regular. Esto dard las cotas superiores (upper-bounds)
(en funcién del cédigo seleccionado para el arbol de entrada) para los sistemas de tipificacién
que se han considerado. En la tltima parte de esta seccién veremos que estas cotas superi-
ores realmente coinciden para todos ellos. Por consiguiente la complejidad de los datos en el
problema de validacién no depende de la tipificacién utilizada.

Sea T un lenguaje de arbol regular. Consideremos el siguiente problema de decisién [Seg03]:

[VALy]: ENTRADA: un éarbol etiquetado
SALIDA: verdadero si y solosit € T.

La complejidad de V ALy depende de la codificacion utilizada por t. Consideremos dos codifi-
caciones para los arboles: el correspondiente al usado en DOM y al utilizado en SAX, ambos
han sido analizados. Empezamos con el caso en el que t se codifica como estructura (en arbol)
de apuntadores como mejor se ilustra la diferencia entre arboles con rango fijo (ranked) con
aquellos que carecen de rango fijo (unranked).

A t lo consideramos como una estructura de apuntadores, necesitamos verificar si t € SAT(A)
para algin autémata de arbol con rango variable A. Procedemos como sigue: primero consid-
eramos el caso en el que todos los arboles tienen un rango fijo y a continuacién reduciremos
el caso de rango variable (unranked) a un caso con rango fijo (ranked).

Asumiendo inicialmente que todos los arboles tienen un rango fijo acotado por k. Sea T" un
lenguaje de arbol regular (con rango k) arbitrario y a A como un DBUTA que reconoce a
T. Sea @ el conjunto de estados de A y T' sea (Q U {U})*, donde U corresponde a un nuevo
simbolo.

A continuacion, ¢ representa un apuntador sobre ¢t y S es una pila sobre el alfabeto I'. Si
Helyqe @, ACTUALIZA(H,q) es la funcién que remplaza al simbolo U més a la
izquierda de H por ¢. Sea < un orden total sobre los nodos de t y NEXT — SIBLING < (i)
y FIRST — CHILD < (i) sean las funciones que regresan los apuntadores hacia los nodos
con correspondencia al préximo-hermano (primer-hijo) del nodo apuntado por ¢ en funcién de
<. Inicialmente ¢ apunta a la raiz de t y S esta vacio.

Consideremos el siguiente algoritmo secuencial mediante el cual un autémata de arbol procesa
un arbol [Seg03]:

mientras verdadero hacer {
si i es una hoja hacer {
/* si i es el primero de los hermanos que se evaliia entonces empezamos
un nuevo cémputo, si no llamamos a los cémputos previos de la pila */
si i := primer — hijo. hacer H := LI
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si no H := pop; fsi
q := 0(label(i),€); H := actualiza(H, q);
mientras i no tenga siguiente — hermano- hacer {
/* Si todos los hermanos de i ya han sido evaluados podemos computar el
estado del padre(i) usando H y continuar hacia arriba*/
si ¢ es la raiz devolver ¢;fsi
i:=padre(i); q == 6(i, H);
si i es un primer — hijo. hacer H := ¥
si no H := pop fsi;
H = actualiza(H, q);
} fmientras/*fin ¢ no tiene siguiente — hermano-*/
/* 1 tiene un hermano que todavia no sido evaluado, asi que almacenamos la
evaluacién actual en la pila y continuamos */
push(H) ; i := siguiente — hermano(i);
}/*fin del hacer si ¢ es una hoja*/
/* exploracion Profundidad — primero < —primero del arbol */
si no ¢ := primer — hijo- (i) fsi /*fin si inicial*/
Hmientras /*fin mientras inicial*/

Este algoritmo particiona al arbol de la manera profundidad-primero <-primero, computando
para cada nodo, los estados alcanzados por el autémata en ese nodo. Este estado puede obten-
erse solamente cuando todos sus hijos se han procesado y la pila S se utiliza para almacenar
los computos parciales. El anélisis de los recursos que necesita el algoritmo depende de <. La
aproximacion inicial se debera hacer usando el 6rden profundidad-primero izquierda-primero
de t, (recordemos que los hermanos estan ordenados) para <. De esta manera se puede ver que
las funciones NEXT — SIBLING. y FIRST — CHILD_. son computables en LOGSPACE,
pero notemos que un elemento se introduce (pushed) en la pila S, cada vez que un primer-hijo
de un siguiente-hermano se visita. Por consiguiente la profundidad de la pila S, puede ser lin-
eal respecto al tamano de ¢, y el espacio general utilizado es O(k.|t|). Una mejor aproximacién
consiste en ordenar a los hermanos de acuerdo al tamano de sus correspondientes subarboles,
tomando en primer lugar al hermano mas grande y més a la izquierda en el caso de que
sean iguales (esta estrategia de considerar primero los subérboles més grandes es comtn en el
procesamiento de arboles).

Referente al caso en que se visita un primer-hijo de un hermano-siguiente el tamaio del sub-
arbol correspondiente se divide cuando menos entre 2. Por consiguiente la profundidad de
la pila S esta ahora acotada por log [t|. Notemos que el tamano del subarbol se puede com-
putar en LOGSPACE y por consiguiente las funciones NEXT — SIBLING. y FIRST —
CHILD_ permanecen computables en LOGSPACE. La complejidad en espacio es por consigu-
iente O(k.log |t|) el cual estd en LOGSPACE cuando k es fijo. Por lo tanto tenemos:

Lema 4.4. [GK+05] Si T representa un lenguaje reqular de drbol con rango fijo entonces
Valr estd en LOGSPACE.

Prueba: Este algoritmo no generaliza a los arboles con rango variable (unranked tree) debido



4. Validacién de Documentos XML 82

Padre

Primer Hijo iente Hermano

Fig. 4.2: Algoritmo de Travesia de un Arbol en LOGSPACE

a que es lineal en el rango del arbol el cual, en general, puede ser lineal en |t|. Por esta razén,
cuando los arboles no tienen rango fijo, y la evaluaciéon primero-profundidad <-primero esta
condenado a fallar. Con el propdsito de mantener la complejidad LOGSPACE, la travesia del
arbol se hace utilizando el siguiente 6rden: el sucesor j de un nodo ¢ es ya sea que el hijo
mas a la izquierda de 7 o bien sea su proximo-hermano en funcion de que sea o no el tamano
del subarbol con raiz en ¢ mas grande que el tamano total de los subarboles con raiz en sus
hermanos a la derecha. Se puede mostrar que el algoritmo para el caso del rango adaptado
para que la travesia esta en LOGSPACE.

Otra forma de obtener la complejidad LOGSPACE es pre-procesar al arbol con rango variable
para codificarlo como un arbol con rango fijo, esta reduccién es muy comun en la literatura
algoritmica. Sea # un nuevo simbolo y X# sea ¥ U {#}. La transformacién toma un &rbol
etiquetado con rango variable t sobre ¥ y nos proporciona un arbol binario etiquetado ¢’ sobre
¥*. La transformacién se denota por RANGO y se define inductivamente como sigue (ver
Figura 4.3): Si ¢ es un arbol vacio entonces RANGO(t) es un nodo simple etiquetado con .
Sean T y T los bosques posiblemente vacios y ¢ sea un arbol cuya raiz estd etiquetado por
a € ¥y su hijo esté en el bosque T, entonces RANGO(tT') es el arbol binario con rafz en un
nodo etiquetado por a cuyo hijo izquierdo es RANGO(T) y su hijo derecho es RAN GO(T’),

Se puede ver que RANGO es 1-1 y es particularmente importante que preserve su regularidad:

Lema 4.5. [GK+05] Dado un lenguaje reqular de darbol T el conjunto T = {t'|t' = RANGO(t)}
es también un lenguaje de arbol regular.

Esta codificacién puede realizarse en LOGSPACE, el algoritmo copia los nodos de entrada,
posiciona apropiadamente su enlace (esto puede hacerse en LOGSPACE ya que solamente los
nodos locales estan involucrados), y finalmente agrega tantos nodos # como se requiera.

Lema 4.6. [GK+05] Sea un drbol codificado por su estructura de apuntadores. Entonces la
estructura de apuntadores que codifica RANGO puede calcularse en LOGSPACE desde t.
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Fig. 4.3: De arbol con rango variable (unranked) a arbol con rango fijo

A partir de los tres lemas anteriores se plantea el siguiente resultado:

Teorema 4.4. [Seq03] Para todo lenguaje de drbol regular, si esta codificado como una es-
tructura de apuntadores, Valy esta en LOGSPACE.

La complejidad del teorema anterior es la mejor posible, como se muestra a continuacion.

Teorema 4.5. [Seq03] Existe T tal que, asumiendo que esta codificado como una estructura
de apuntadores, Valy es completo para LOGSPACE bajo reducciones uAC®.

Prueba: Sea T' la familia regular de arboles que consiste en una sola rama que forma una
cadena en el lenguaje regular a*ba*ca*. Probamos la dificultad de Valy al reducirla al siguiente
problema LOGSPACE completo bajo reducciones uAC’

ORD: ENTRADA una gréfica dirigida G = (V, E) la cual es una linea y dos nodos v;, v;
SALIDA: verdad si y solo si v; < v; en el érden inducida por la grafica.

Sea (G una gréfica dirigida que es una linea y v;, v;, dos nodos de G. G puede verse como un
arbol t y una estructura de apuntadores para t puede construirse a partir de G de la forma
obvia. Las etiquetas de los nodos de t estan puestas de tal manera que v; esta etiquetado con
b, v; esta etiquetado con c y los otros nodos estan etiquetados con a. Esta reduccion es de
primer orden, es decir FO, y por consiguiente computable en uAC’.

Se puede verificar que ORD es verdadero para G, v;, v; si y solo si ¢t € T'. Esto concluye la
prueba. [

Si el arbol t esta codificado como una cadena, y es entrada de Valr, recordemos que [¢] denota
precisamente su codificacién en cadena, el resultado que se puede plantear es el siguiente:
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Teorema 4.6. [Seg03] Para todo T, sit esta codificado como una cadena, el algoritmo Valr
esta en uNC".

Prueba: Siguiendo la misma secuencia que en la prueba anterior, como primer paso reducimos
el caso de rango variable a uno de rango fijo. La reducciéon esta basada en el siguiente Lema:

Lema 4.7. [Seg03] Sea t un drbol [RANGO(t)] computable en uTC® a partir de [t].

Prueba. Ya que FOM = uTC" (ver seccién 4.2) es suficiente que demos una formula légica
FOM que corresponda a la reduccién. Si S es un subconjunto de ¥ denotamos con Qg(i) al
predicado V,cg @a(i). Como hemos visto, dada una posicién ¢ que contiene un simbolo de X
la tinica posicién j que contiene los paréntesis de cierre es la tnica j verificando la féormula

FOM (3, j)

A continuacion identificamos un nodo del arbol por la posicion de los paréntisis de apertura
correspondiente en su palabra codificada. La siguiente formula FOM por lo tanto verifica que
un nodo ¢ es una hoja (Leaf) de t.

Leaf(i) = Qx(i) ANO(i,i+ 1)
La siguiente formula FOM verifica que un nodo i no tenga hermano derecho (NoRightSibling).

NoRightSibling(i) = 3j(0(i, j) N (Qs(j + 1) V Last(j)))

La siguiente féormula verifica que dos nodos 7 y j son hermanos (Sibling).

Sibling(i,7) = (1 < j A Ju,v0(i,u) ANO(j,0) A(u+1 =3V
*(u+1,7—1)) V(4 <iATu,v(0(i,u)A
0, v)N(v+1=iVvVO(v+1,i—1))))

Finalmente la siguiente férmula FOM verifica que j es un ancestro (Ancestor) de .

Ancestor(i,j) = Ju(j <i <uA0(j,u))

Sea t' = RANGO(t). Por definicién ¢’ contiene a lo méas dos nodos extras por nodo de ¢, por
lo tanto |[RANGO(t)| < 3.|t|. De una manera mds precisa ¢’ contiene los mismos nodos que ¢
mas los nodos etiquetados con f, uno para cada hoja de t y uno para cada nodo de ¢ que no
tiene hermano derecho. Debido a que cada nodo del arbol corresponde a 2 caracteres en su
representacion de cadena el tamano z de [t'] se puede expresar por la siguiente férmula FOM
(recordemos que los siguientes predicados se pueden expresar en FOM : x +y =zyz =1fy
©(y), el nimero de posiciones y tal que ¢(y)):

Jz,y(z =max +2x+ 2y ANx =1 iLeaf(i) Ny ="Hi NoRightSibling(i))

Sea n un nodo etiquetado por a € ¥ en t. Sea i la posicién en w’ = [t'] de la marca de apertura
de n y j sea su posicién en w = [t]. Buscamos una férmula FOM que defina i a partir de j
y de w. ¢ se computa contando la cantidad de marcas de cada tipo que ocurre antes de i en
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w’. Notemos primero que la travesia profundidad-primero izquierda-primero de t y t' pasara
por los mismos nodos en el mismo orden (asumimos que nos brincamos los nodos etiquetados
por t en t’). Por consiguiente antes de ¢ (en w’) se tienen tantas marcas de apertura como
las que tenemos antes de j (en w). Esta cantidad se denota por x en la férmula siguiente.
Antes de i encontramos tantas § como tantos nodos tenemos antes de j los cuales son ya sea
una hoja o carecen de hermano derecho, esta cantidad esta representada por y en la siguiente
férmula, notemos que cada # esta seguida inmediatamente por un § y por lo tanto cuenta por
dos caracteres. De esta manera, con el objeto de obtener i a partir de j nos queda computar la
cantidad de marcas de cerrado que deberan presentarse antes de 7. Para realizar esto, notemos
que es suficiente computar la cantidad de marcas de cerrado antes de 7 y quitar todas aquellas
que tienen un hermano que sea ancestro de n y el cual esta por consiguiente todavia no
completamente procesado por RANGO. Esta cantidad se representa por z en la siguiente
férmula. Concluimos entonces que la siguiente féormula FOM ¢, (i) proporciona las posiciones
en t' etiquetadas por a:

3H(Qu() A

r=fu u<jAQx(u)A

y="fu Fou(u<v<jA0(u,v))A (Leaf(u)V NoRightSibling(u)) A
z="fu Jv(u<jAQs(u)Ab(v,u) A

—(Jw(Sibling(v, w) A Ancestor(w, j)))) A

i=x+2y+2)

A continuacién consideremos i como la posicion en w’ de la marca de cierre de n, y a j como
su posicion en w. De nuevo necesitamos computar ¢ a partir de 7 y de w. La contabilidad
de las marcas de apertura y de los simbolos f se hace siguiendo el mismo camino anterior.
Para contar las marcas de cerrado, notemos que en w’ la marca de cierre de n ocurre cuando
el follaje completo de los hijos de n este procesado excepto para las marcas de cierre de los
hermanos a la izquierda de n. Por consiguiente la formula FOM ¢3(7) siguiente nos proporciona
las posiciones en w’ etiquetadas por @ (en esta misma féormula, 5’ representa la posicion de las
marcas de apertura de n y k la posicion de la marca de cierre del hermano més a la derecha
de n. Esto se ejecuta por la primera linea de la férmula):

Elj?jlak (Qg(j)/\e(j,,j)/\e*(]/,k>/\

(VE' k<K — —60(j',K)) A

r=fqu u<kAQs(u)A

y="fu Fv(u<v<kAbO(u,v)) A (Leaf(u)V NoRightSibling(u)) A
z="fu Ju(u <kAQs(u)A0(v,u) A (=Sibling(v,j) Vj < u)) A
i=x+2y+2)

Las féormulas para # y f se obtienen siguiendo el mismo procedimiento. Es suficiente suponer
que el nodo n en t es ya sea una hoja o carece de hijo derecho, entonces para una hoja, la
posicién actual de la marca de apertura de n en w’ se procesa como se hizo anteriormente y
se agrega 1 para #, 2 para f. Si n no tiene hijo izquierdo la posicién de la marca de cierre de
n en wt’ es computado como se hizo anteriormente, eliminando 1 para § y a 2 for 4.0J

El caso con rango fijo se prueba adaptando las técnicas utilizadas por Lohrey [Loh01] para
esta nueva codificacién, lo cual lo reduce, en uTCY, al problema de verificar la pertenencia a
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un CFL de paréntesis, y esto nos lleva a un procesamiento que esté en uNC

Con este antecedente planteado, se puede establecer lo siguiente:

Teorema 4.7. [Seq03] Para todo T, si t es de rango fijo y esta codificado como una cadena,
el algoritmo Valy esta en uNC.

Prueba. Sea T un lenguaje regular de arbol, y T” el lenguaje regular de arbol que acepta
la imagen de T' para RANGO Sea A = (X*,Q,0,q, F') un BUTA que reconoce a T". Sea
G = (Q,%% R,q) la CFG en la que R contiene ¢ — aq'q"a si y sélo si 6(a,q',q¢") = q.
Se puede ver que t € T si y sblo si [RANGO(t)]. Por consiguiente con base al lema 4.7 y
sabiendo que uTC® y uNC! son cerrados por reducciones FOM [Loh01], es suficiente mostrar
que [RANGO(t)] € L(G) se puede verificar en uNC'. Esto se puede lograr adaptando la prueba
de [Loh01] a nuestra codificacién de un arbol. Més adelante transformamos t' = RANGO(t).
Sea (3 la operacién de cadena definida inductivamente en una representacién de cadena de
arboles, los arboles son ahora binarios y completos, como sigue:

donde u y v son cadenas balanceadas.

Consideremos ahora la CFG:

G' = (Q, T U{()}, R )

donde R’ contiene a ¢ — (aq'q”) si y solo si:

q N a q/ q// a
esta en R. Es posible verificar que [t] € L(G) si y sélo si 5([t]) € L(G’), asi mismo se puede
mostrar que § es una reduccion FOM.

Sea w = [t] para un arbol binario completo. La férmula FOM que da el tamario i de w' = B(w)
esta dado por:

o= B-ﬂj Qzu(j)

La férmula FOM de las posiciones i de w’ que contiene el simbolo a € ¥¥ estan dadas por la
formula siguiente. En esta formula 7 propone la posicién en w del nodo cuya imagen para 3
es 7, x computa la cantidad de nodos que ya han sido procesados completamente por (3 antes
de alcanzar a j (notemos que cada uno de estos nodos esta codificado con 3 caracteres en
w' y todos ellos estan antes de i) e y computa los nodos que todavia no han sido procesados
completamente por [ antes de alcanzar j, concretamente los ancestros de j (notemos que cada
uno de estos nodo tiene exactamente 2 caracteres que antes de ¢ y uno después del paréntesis
de cierre).
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3 Qu(i)A

r=fudvQs(u) ANu<v<jA0(u,v)A
y = fuAncestor(u, j)A

1= 3x + 2y

@a(1)

Las formulas para “(” y para “)” se obtienen de una manera similar. Recordemos que uTCy
uNC' son cerrados bajo reducciones de FOM; por consiguiente esto es suficiente para mostrar
que w € L(G’) puede ser verificado en uNC'. En general verificar que una palabra pertenece a
un CFL esta en LOGCFL el cual se cree que es mucho méas poderoso que uNC!. G’ representa
una CFG especial, la cual consiste en una CFG de paréntisis como se define en [McN67]. Esto
resulta en que esa pertenencia a un CFL de paréntisis puede ejecutarse en uNC'. Esto concluye
la prueba del teorema. []

La cota superior del Teorema 4.6 es la mejor posible debido a que, existen lenguajes regulares
de cadena L, tal que el problema de verificar si una palabra w esta en L es completo para
uNC' bajo reducciones LOGTIME. Tal lenguaje puede encontrarse en [BIS90]. Este lenguaje
regular puede convertirse en un lenguaje regular de arbol, por consiguiente tenemos:

Teorema 4.8. [GK+05] Existe T tal que Valr es completo para uNC! bajo reducciones
DLOGTIME.

Todos los sistemas de tipificado mencionados, TA, TWA, DTD, EDTD, definen leguajes reg-
ulares de arbol. Ademas, todos ellos pueden codificar cualquier lenguaje regular de cadena y
existen lenguajes regulares para los cuales probar la pertenencia esta en uNC — completo (ver
[Str94])cuando la entrada es una cadena, y en LOGSPACE-completo cuando la entrada esta
dada como una estructura de apuntadores. Con base en los teoremas 4.4 y 4.6 obtenemos la
siguiente conclusion:

Sea 7 un DTD, EDTD, TWA, o un TA. Si el drbol de entrada esta codificado como una
estructura de apuntadores la complejidad de Val, esta en LOGSPACE, si esta codificado con
una cadena, la complejidad de Valy esta en uNC'. Estas cotas superiores constituyen la éptima
para cada uno de los sistemas de tipificado.

4.3.2.  Complejidad Combinada

En la seccion anterior la entrada consistia simplemente en la codificacién de un arbol, en esta
seccion consideramos el problema de validacién cuando la tipificacién es también parte de la
entrada. Sea C' una clase de tipificado de arboles. Por ejemplo puede ser la clase de todos los
DTDs, o todos los EDTDs o todos los autématas de arbol, etc. Mas formalmente planteamos
los siguientes problemas:

[ArbolM (C)] ENTRADA: un arbol ¢, una tipificaciéon 7 € C
SALIDA: es verdad si y sblo si t € SAT(7)

Debido a que todas las tipificaciones que hemos considerado constituyen una generalizacion de
los lenguajes regulares de cadena, es conveniente revisar la complejidad en el procesamiento
de cadenas.
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[CadenaM(C)] ENTRADA: una cadena w, una tipificacion 7 € C
SALIDA: es verdad si y sélo si w € L(7)

Lema 4.8. 1. CadenaM(DFA) es LOGSPACE-completo bajo reducciones uAC’.
2. CadenaM(NFA) es NLOGSPACE-completo bajo reducciones uAC’,

3. CadenaM(Expresion Regular) es NLOGSPACE-completo bajo reducciones uAC® (Esto se
puede derivar del punto anterior, debido a que se tiene una reduccion LOGSPACE de la
expresion reqular a un automata NFA libre de expresiones €).

Toda familia de autématas que estudiamos son extensions de automata finito sobre cadenas
por consiguiente el Lema 4.8 implica que todas las complejidades se dirigen a ser arriba de
LoGSPACE. Este lema junto con el Lema 4.3 implica que la codificacion del arbol de entrada es
irrelevante, permitiendonos utilizar arbitrariamente la codificacién de cadena o la codificacion
de apuntadores en funcién de que se requiera. Por otra parte la complejidad de ArbolM (C)
ahora dependera de C.

Recordemos que una DTD esté asociado a una expresién (tnica) regular para cada simbolo
de Y. Tenemos:

Teorema 4.9. El ArbolM(DTD) es NLOGSPACE-completo bajo reducciones uAC.

Prueba. La cota superior se demuestra como sigue. Usaremos un apuntador p; con el propdsito
de hacer el recorrido profundidad-primero del arbol de entrada. Otro apuntador py se utilizara
para particionar (to parse) a la DTD. Un apuntador extra ps sobre el arbol se usara para
procesamientos locales. Para todo nodo apuntado por p; la palabra formada por las etiquetas
de la lista de sus hijos se puede particionar en LOGSPACE utilizando p3. El apuntador p, se
posiciona a la expresion regular de la correspondiente DTD a la etiqueta apuntada por p;. Es
posible ahora verificar que la palabra apuntada por ps es de hecho en la expresién apuntada
por py en NLOGSPACE (ver Lema respectivo)

La cota inferior se deduce del hecho que el problema es obviamente mas dificil que Cade-
naM (Expresién Regular) la cual es NLOGSPACE-completo por el Lema 4.8.

Para una DTD real, en el que se requieren expresiones regulares para ser no ambiguo , o para
DTDs en el que se da un autémata determinista en lugar de una expresion regular la situacion
viene a ser mas simple:

Teorema 4.10. [Seg03] Tanto el ArbolM(DTD con DFA) como el ArbolM(XML DTD) son
LOGSPACE-completo bajo reducciones uACP.

Para el caso de un TWA la complejidad depende de que el autémata sea o no determinista.
Lo siguiente extiende el resultado para un autémata de cadena de dos vias (two-way string
automata):

Teorema 4.11. Un ArbolM(DTWA) es LOGSPACE-completo bajo reducciones uAC’, Ar-
bolM(NTWA) esta en NLOGSPACE-completo bajo reducciones uAC”
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Prueba: Asumimos que el arbol dado esta codificado en forma de una cadena. La cota inferior
se obtiene directamente del Lema 4.8. Para la cota superior, la maquina de Turing necesita
solamente dos apuntadores: uno para la posicion actual de la cabeza sobre la cadena de entrada
w, y otro apuntando al estado actual, ésto se puede hacer en LOGSPACE. Para obtener el
siguiente paso, explora de manera determinista (o no determinista) la lista de transiciones
del autémata hasta que obtenga una correspondencia al estado y a la etiqueta actual, y el
movimiento del apuntador cabeza y del apuntador de estado esten en concordancia. Todo esto
se puede hacer en LOGSPACE (0 en NLOGSPACE respectivamente).

Para un autémata de arbol sobre un alfabeto con rango ArbolM se resuelve en [Loh01]:

» Tanto un ArbolM(ConRango-NBUTA ) como un ArbolM(ConRango-NTDTA ) son LOGCFL-
completo,

s Un ArbolM(ConRango-DBUTA ) esta en LOGDCFL mientras que un ArbolM(ConRango-
DTDTA) esta en LOGSPACE-completo.

Para ArbolM(ConRango-NBUTA ), la prueba de su dificultad en [Loh01] utiliza una reduccién
desde la membrecia a un lenguaje libre de contexto. Los datos del arbol por lo tanto corre-
sponden burdamente al esqueleto de un arbol de derivacién de la palabra de entrada y desde
la CFG se construye un autémata que verifique que sin duda un arbol de derivaciéon con una
palabra de entrada se puede obtener a partir de los datos del arbol. La dificultad consiste en
lograr esto dentro de un rango acotado ya que no hay razén a priori para que el arbol de
derivacion, con una palabra de entrada, tenga un rango acotado.

Venkateswaran [Ven91] establece una prueba del resultado con base a la caracterizacién uSAC!
de LocCFL Como se ha hecho notar por varios autores, al verificar que un circuito uSAC*
evalua a verdadero sobre una palabra de entrada w reduce al encontrar un drbol prueba para
el circuito sobre w. Este drbol prueba se puede ver como un certificado que el circuito evalia
con resultado igual a 1. Esto hace evidente que, para un circuito en forma normal, el esqueleto
de todos los drboles de prueba depende solamente de n y que puede computarse facilmente
en LOGSPACE. Ahora la reduccién trabaja como sigue: dada una palabra de entrada w de
tamano n, el arbol de datos sera el esqueleto de todos los drboles de prueba correspondientes
a n, y el autémata de arbol sera isomorfico al circuito C,, y de esta manera asigna un estado
a cada nodo del arbol transformando el arbol de datos en un drbol de prueba si y solo si el
circuito evaltia a 1 teniendo a la entrada w.

Lema 4.9. [Loh01] Tanto un ArbolM(ConRango-NBUTA) como un ArbolM(ConRango-NTDTA)
estan en LOGCFL-completo.

Prueba: La cota superior se obtiene de manera directa, al considerer la cota mas baja. A
continuacién se muestra que la membrecia a un lenguaje uSAC' se puede reducir en LOGSPACE
para

ArbolM(ConRango-NTDTA) o a
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ArbolM(ConRango-NBUTA)

siguiendo un tratamiento similar. encontramos la definiciéon de forma normal y de drbol de
prueba para circuitos uSAC. Una familia uSAC! de circuitos 16gicos esta en la forma normal
o NF (Normal Form) si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. el fan-in de todas las compuertas AND es 2,

2. se puede asignar un nivel a los nodos de cada circuito de tal manera que las entradas
estan en nivel 0 y cada compuerta de nivel 7 recibe todas sus entradas desde los nodos
de nivel 7 — 1,

3. los circuitos estan estrictamente alternados entre compuertas OR y compuertas AND
(las compuertas de los niveles impares son OR y las compuertas de los niveles pares son

AND),

4. todo circuito tiene un niimero impar de niveles, por consiguiente las compuertas de salida
son AND.

Un drbol de prueba T para un circuito G de una familia uSAC en NF sobre una palabra de
entrada w es un arbol con raiz junto con una funcién de etiquetado A\ desde los nodos N de T
hasta las compuertas de GG de tal manera que:

1. la raiz de T esta etiquetada con la compuerta de salida G,

2. si A(V) = g y g es una compuerta AND entonces N tiene exactamente dos hijos Ny y
Ny tales que A(N1) v A(V3) son las compuertas de entrada de g,

3. 81 A(V) = g y g es una compuerta OR entonces N tiene un hijo tinico N; tal que A(Ny)
es una compuerta de entrada de g, y

4. cada hoja N de T esta etiquetada con una compuerta de entrada de G tal que el bit
correspondiente es 1. Intuitivamente un drbol de prueba es una prueba que muestra que
el circuito evidentemente evaliia a 1.

Podemos notar que para cada familia NF de uSAC', toda n y toda w de longitud n el arbol ¢
del drbol de prueba T de G,, teniendo como entrada a w solamente depende de n (la funcién
de etiquetado A depende de w y de G,,).

A continuacién nos dirigimos a la prueba del teorema. Sea (G, )neny una familia de circuitos
NF en uSAC' y w € {0,1}*. Sea n la longitud de w. Tenemos que computar en LOGSPACE un
arbol con rango ¢t y un NTDTA con rango A tal que t € SAT(A) si y sélo si G,, acepta a w.

Sea t,, el esqueleto del arbol de prueba para GG,, con entrada w, donde a cada nodo se le asigna
la misma etiqueta a. Sea:

A = ({a},Q, q,0) donde Q =V,
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el conjunto de compuertas de G,,, en el que ¢ es la compuerta de salida de GG, y  esté definida
como sigue:

Si g es una compuerta AND con compuertas de entrada ¢; y g2 entonces d(a, q) = {q1¢2}

Si ¢ es una compuerta OR entonces d(a, q) = {¢|¢’ es una compuerta de entrada ¢ }

Si ¢ es una compuerta de entrada de G,, entonces §(a,q) = {€} si evalua a 1 de acuerdo
con w.

Si tenemos otro caso entonces 6(a, q) = &.

Ahora estamos en posibilidad de verificar que t € SAT'(A) siy sélo si ¢, junto con el etiquetado
que se asigna a cada uno de sus nodos, el estado de A corresponde a un procesamiento de
aceptacion; forman un drbol de prueba de G,, con la entrada w si y sélo si w es aceptada por
G,,. La reduccion, entonces esta en LOGSPACE ya que t,, puede computarse en LOGSPACE a
partir de n y el computo en LOGSPACE de A se deduce a partir de la uniformidad LOGSPACE
de los circuitos uSAC.

El resultado general para arboles sin rango fijo se obtiene por reduccion al caso de rango
fijo. Recordemos el Lema 4.5. Dado un lenguaje regular de arbol T' el lenguaje de arbol
RANGO(T) es regular. A continuaciéon sobrecargamos la notaciéon de RANGO, y denota-
mos por RANGO(A) a un autémata de arbol que reconoce al lenguaje regular de arbol
RANGO(SAT(A)). Lo siguiente demuestra que la reduccién se puede procesar en LOGSPACE.

Lema 4.10. /[GK+05]

» Dado un NTDTA A, el NTDTA RANGO(A) se puede computar en LOGSPACE.

» Dado un NBUTA A, el NBUTA RANGO(A) se puede computar en LOGSPACE.

Prueba: Primero probamos el caso NTDTA dando la construccion LOGSPACE de A’ =
RANGO(A). Sea A = (3,Q, qo,d) un NTDTA. Para cada letra a € ¥ y cada estado ¢ € @ sea
A1 = (Q, A% py?, F*1 §%7) un autémata no determinista que reconoce el lenguaje regular
de cadena d(a, q), el alfabeto es @ y el conjunto de estados A*?. Sea A = |J,,A*?. Cada
estado de A’ sea una cuarteta de X x QQ x Q x A con el objetivo de grabar el lenguaje actual
A%? que se esta procesando, la letra actual, y el estado actual en este lenguaje.

Sea A’ = (X%, Q', Qo, ") el NTDTA definido por:

Q' ={{a.q,d.p)la€ 2,0 €Q,q €Q,pe At Ug.
. QO = {<a7 qo?Qap87q0>|a’ € an € Q}

<a7 qi, Qj7p8’qi><b7 q, q.lﬁapk> € 6’(@7 <b7 q, quz)) si 5b7q(‘]i7pi) = Pk-

<CL, qi, Qj7p8’qi>qﬁ € 6/(0’7 <b7 q, %I%)) si pi € Fb,q.
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45(b, 4, g, i) € 0'(a, (b, 4,43, pi)) s1 6" (g, pi) = i y Py € F9.
@:q: € 8'(a, (b, q,q;,pi)) si p; € F* y pg% € Fo,
6,(Jj7 Qﬁ) = €.

niguna otra cosa esta en ¢’.

Se puede verificar que el computo anterior es correcto, A’ corresponde a RANGO(A) y esto
puede realizarse dentro de LOGSPACE: se necesitan 4 apuntadores con el objetivo de definir
un estado de la salida, por consiguiente son suficientes 12 apuntadores para calcular la funcién
de transicién ¢'.

La prueba para NBUTA es similar. Sea A = (X,Q, F,§) un NBUTA. Par cada letra a € X y
cada estado g € @) sea:

Aa7q - (Q? Amq?pg’q? Fa7q7 6a,q)

un autémata no determinista que reconoce el lenguaje regular de cadena {w|d(a,w, q)}. Esto
es computable en LOGSPACE partiendo de A. Sea A, U, ,A%?. Cada estado de A’ serd una
tupla de ¥ x @) x A para grabar el lenguaje actual que se esta procesando y el estado actual
en este lenguaje.

Sea A’ = (X%, Q', F',§') el NTDTA definido por:

Q' ={{a,q,p)la€X,qeQ,pe A}

F'={{a,q,p)lqg € F}.

(d,q,p") €8'(b,(a,q,p)(d,d, 1)) sia=b,pe Fy 5" (qp) =p"
(a,q,p57) € 0' (8, €).

ninguna otra cosa esta en ¢'.

Se puede verificar que el computo anterior es correcto, A" es evidentemente RANGO(A) y
esto se puede realizar dentro de LOGSPACE: Se requieren 3 apuntadores para definir un estado
de la salida, por lo tanto son suficientes 9 apuntadores para computar la funcién de transicion
0'.0d

A partir de los lemas 4.10 y 4.9 se puede afirmar lo siguiente:

Teorema 4.12. Arbol(NBUTA) y ArbolM(NTDTA) estin en LOGCFL-completo bajo reduc-
ciones LOGSPACE.
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El estudio de la complejidad al evaluar la consulta de documentos XML toma como base para
este estudio a XPath (XML Path Lenguaje), recomendado por el W3C (16 de noviembre de
1999), para localizar informacién en un documento XML y navegar a través de sus elementos
y atributos. La sintaxis de XPath define partes de un documento XML, utilizando expresiones
de trayectoria (path expressions) que permiten realizar recorridos a través de ellos. Constituye
el punto de inicio de otros lenguajes de consulta tales como XSLT y XQuery, esta disenado
para que sea utilizado por XSLT, XPointer y otras aplicaciones con software de particionado
de archivos con formato XML.

5.1. Analisis del Lenguaje XPath

Las expresiones de trayectoria que utiliza XPath seleccionan nodos o conjuntos de nodos
dentro de un documento XML, incluye alrededor de 100 funciones predefinidas para trabajar
con valores de cadena, valores numéricos, comparaciones de fechas y tiempo, manipulacion de
nodos y de secuencias, asi como valores boléanos.

En XPath se distinguen siete tipos de nodos: elemento (element), atributo (attribute), tex-
to (text), espacio-con-nombre (namespace), instrucciéon de proceso (processing-instruction),
comentario (comment), y raiz del documento (document-root). Si consideramos el siguiente
documento XML:

<?7xml version="1.0" encoding="IS0-8859-1"7>
<libreria>
<libro>
<titulo idioma="ing">Elements of Finite Model Theory</titulo>
<autor>L. Libkin</autor>
<pub>2004</pub>
<precio>29.99</precio>
</libro>
</libreria>

Podemos identificar los siguientes nodos: <libreria>(nodo raiz del documento), <autor>L.
Libkin </autor>(nodo elemento), idioma=“ing” (nodo atributo). Los valores atémicos (atom-

b

ic values) son nodos sin hijos ni padre, por ejemplo: L. Libkin, o “ing”.

En XPath se definen las siguientes relaciones entre nodos:
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Parent: Todo elemento y todo atributo tienen un padre; en el ejemplo, el elemento libro es el
padre de titulo, autor, pub y precio.

Children: Todo nodo elemento puede tener ninguno, uno o mas hijos; en el ejemplo titulo,
autor, pub y precio son hijos del elemento libro.

Sibling: Es todo nodo con el mismo padre; en el ejemplo, titulo, autor, pub y precio son todos
elementos que son hermanos.

Ancestor: Es todo nodo padre, o padre del padre, etc.; en el ejemplo los ancestros del elemento
titulo son los elementos libro y libreria.

Descendant: Es un nodo hijo, o hijo de hijo, etc.; en el ejemplo los descendientes del elemento
libreria son los elementos libro, titulo, autor, afo y precio.

Las expresiones de trayectoria seleccionan nodos en un documento XML siguiendo un trayecto
en forma de etapas, de la siguiente manera:

’ Expresion ‘ Descripcién ‘

nodename | Selecciona todos los nodos hijos del nodo.

/ Selecciona a los nodos a partir del nodo raiz.

// Selecciona los nodos a partir del nodo actual que concuerda con la
seleccién sin importar donde se encuentren.

Selecciona el nodo actual.

Selecciona al padre del nodo actual.

Q@ Selecciona atributos.

Para los ejemplos a continuacion presentados tomamos como base el siguiente documento

XML:

<?xml version="1.0" encoding="IS0-8859-1"7>
<libreria>
<libro>
<titulo idioma="ing"> Elements of Finite Model Theory </titulo>
<precio>29.99</precio>
</libro>
<libro>
<titulo idioma="ing">Learning XML</title>
<precio>39.95</precio>
</1libro>
</libreria>

Ejemplos de expresiones de trayectoria:
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’ Expresion \ Resultado
libreria Selecciona todos los nodos que son hijos del elemento libreria.
/libreria Selecciona al elemento raiz de libreria.
Nota: Si la trayectoria empieza con una diagonal ( / ) representa
en todos los casos una trayectoria absoluta para un elemento.
librerfa/libro | Selecciona todos los elementos libro que son hijos de libreria.
//libro Selecciona todos los elementos libro sin importar donde se encuentren
en el documento.
librerfa//libro | Selecciona todos los elementos libro que son descendientes del
elemento libreria, sin importar que tan abajo de libreria se
encuentren.
//@idioma Selecciona todos los atributos cuyo nombre es idioma.

Los predicados en XPath se utilizan para encontrar un nodo en particular o aquel que contiene
un valor especifico, su notacién incluye paréntisis cuadrados, como ejemplos podemos tener

los siguientes:

’ Expresion XPath \ Resultado

|

/libreria/libro[1]

Selecciona el primer elemento libro que es hijo del
elemento libreria.

Nota: en las versions recientes (2005) de los
navegadores tienen implementada la convencién
que [O]representa el primer nodo, sin embargo

el estdandar del W3C establece que es [1].

/libreria/libro[last()] Selecciona el ultimo elemento libro que es hijo
del elemento libreria.

/libreria/libro[last()-1] Selecciona el tltimo elemento libro pero que es
el hijo del elemento libreria.

/libreria/libro[position()<3] Selecciona a los dos primeroselementos libro que
son hijos del elemento libreria.

//titulo[@idioma] Selecciona todos los elementos titulo que tienen
un atributo con el nombre de idioma.

//titulo[@idioma="ing”] Selecciona todos los elementos titulo que tengan
un atributo con nombre idioma y con valor de
“ing”

/libreria/libro[precio>35.00] Selecciona todos los elementos libro del elemento

libreria que tengan un elemento precio mayor a
35.00.

/libreria/libro[precio>35.00]/titulo | Selecciona todos los elementos titulo de los

elementos libro del elemento libreria que tienen
un elemento precio con un valor mayor a 35.00

Las expresiones XPath con comodines, a manera de las expresiones regulares, permiten selec-
cionar elementos XML desconocidos.
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| Comodin XPath | Descripcion |

* Concuerda con cualquier nodo.
Q* Concuerda con cualquier atributo de un nodo.
node() Concuerda con cualquier nodo de cualquier tipo.

Algunos ejemplos de expresiones de trayectoria con comodines se dan a continuacion:

’ Expresion \ Resultado ‘

/libreria/* | Selecciona todos los nodos hijo del elemento libreria.
//* Selecciona todos los elementos en el documento.
//titulo[@*] | Selecciona todos los elementos titulo que tengan cualquier atributo.

Con el operador | en una expresion de trayectoria XPath se pueden seleccionar varias trayec-
torias. A continuacion se presentan algunos ejemplos:

’ Expresion \ Resultado ‘

//libro/titulo | //libro/precio | Selecciona todos los elementos titulo y (AND)
elementos precio de todos los elementos libro.
//titulo | //precio Selecciona todos los elementos titulo y (AND)todos
los elementos precio en el documento.
/libreria/libro/titulo | //precio | Selecciona todos los elementos titulo de libro

que son a su vez elemento de libreria y (AND)
todos los elementos precio en el documento.

Un eje (Axe) en XPath define un conjunto de nodos relacionados con el nodo actual, como
sigue:

Nombre del Eje ‘ Resultado ‘

ancestor Selecciona todos los ancestros (padre, abuelo, etc.)del nodo
actual.

ancestor-or-self Selecciona a todos los ancestros (padre,abuelo, etc.) del nodo
actual y se incluye el mismo en la seleccion.

attribute Selecciona todos los atributos del nodo actual.

child Selecciona todos los hijos del nodo actual.

descendant Selecciona todos los descendientes (hijos, nietos, etc.) del nodo
actual.

descendant-or-self | Selecciona todos los descendientes (hijos, nietos, etc.) del nodo
actual y se incluye al mismo nodo en la seleccion.

following Selecciona todo en el documento después de la marca de cierre
del nodo actual.

following-sibling | Selecciona todos los hermanos después del nodo actual.

namespace Selecciona todos los nodos en el espacio con nombre del nodo actual.
parent Selecciona al padre del nodo actual.
preceding Selecciona todo lo que esta en el documento antes de la marca de

apertura del nodo actual.
preceding-sibling | Selecciona todos los hermanos antes del nodo actual.
self Selecciona al nodo actual.
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Las expresiones de Ubicacién de Trayectoria (Location Path Expression) permiten localizar
trayectorias de manera absoluta o relativa. Una trayectoria de ubicacién absoluta inicia con
una diagonal ( / ) y una relativa no la tiene, en ambos casos se compone de uno o mas
etapas, cada una separada por una diagonal: una trayectoria absoluta: /step/step/ ..., y una
trayectoria relativa step/step/.... Cada uno de las etapas se evalia contra los nodos en el

conjunto del nodo actual, cada una de ellas se compone de:

» Un eje (axis) que define la relacion triple entre los nodos seleccionados y el nodo actual)

» Una prueba de nodo (node-test) que identifica un nodo dentro del eje.

» Cero o més predicados (predicates) para una refinacion mas alla del conjunto de nodos

(node-set) seleccionado.

La sintaxis para una etapa de localizacion es:

nombre — del — eje :: prueba — de — nodo[predicado]

Ejemplos:

Ejemplo

\ Resultado

child::libro
attribute::idioma
child::*

attribute::*
child::text()
child::node()
descendant::libro
ancestor::libro
ancestor-or-self::libro

child::* /child::precio

Selecciona todos los nodos libro que son hijos del nodo actual.
Selecciona el atributo idioma del nodo actual.

Selecciona todos los hijos del nodo actual.

Selecciona todos los atributos del nodo actual.

Selecciona todos los nodos hijo de texto del nodo actual.
Selecciona todos los nodos hijos de nodo actual.

Selecciona todos los descendientes de libro del nodo actual.
Selecciona todos los ancestros de libro del nodo actual.
Selecciona todos los ancestros de libro del nodo actual
incluyéndose el mismo en la seleccion si se trata de un nodo
libro.

Selecciona todos los nietos precio del nodo actual.

Con la finalidad de revisar en su conjunto la sintaxis basica de XPath tenemos los siguientes
ejemplos, sobre el documento XML que a continuacién presentamos (archivo "books.xml"):

<?xml version="1.0" encoding="IS0-8859-1"7>

<libreria>

<libro categoria="MAT">
<titulo idioma="esp">Algebra Lineal</titulo>
<autor>Jaime Navarro</autor>
<pub>2007</pub>
<precio>30.00</precio>

</libro>

<libro categoria="L0G">
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<titulo idioma="ing">Elements of Finite Model Theory </titulo>
<autor>L. Lubkin</autor>
<pub>2005</pub>
<precio>29.99</precio>

</1libro>

<libro categoria="WEB">
<titulo idioma="ing">XQuery Kick Start</titulo>
<autor>James McGovern</autor>
<autor>Per Bothner</autor>
<autor>Kurt Cagle</autor>
<autor>James Linn</autor>
<autor>Vaidyanathan Nagarajan</autor>
<pub>2003</pub>
<precio>49.99</precio>

</1libro>

<libro categoria="WEB">
<titulo idioma="ing">Learning XML</titulo>
<autor>Erik T. Ray</autor>
<pub>2003</pub>
<precio>39.95</precio>

</libro>

</libreria>

El archivo XML lo guardamos como “libros.xml”, y considerando que lo consultamos a través
de un navegador estdndar, aplicamos el método implementation() para cargar el documento
XML y el método evaluate() para seleccionar nodos dentro del documento, de esta manera
tenemos:

xmlDoc=document.implementation.createDocument ("","" ,null);
xmlDoc.async=false;

xmlDoc.load("libros.xml");

xmlDoc.evaluate(xpath, xmlDoc, null, XPathResult.ANY TYPE,null);

Para seleccionar los titulos de todos los nodos libro, tenemos la siguiente sintaxis de trayectoria:
/libreria/libro/titulo

La siguiente expresion de trayectoria selecciona solamente el titulo del primer nodo libro bajo
el elemento libreria:

/libreria/libro[1] /titulo

La siguiente expresion de trayectoria selecciona el texto de todos los nodos precio:

/libreria/libro/precio/text()
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Para seleccionar los nodos precio con precio mayor a 35, podemos usar la siguiente expresion:

/libreria/libro[precio > 35]/precio

Si con el mismo criterio anterior (precio>35) necesitamos seleccionar los titulos de los libros,
lo podemos hacer con la expresién de trayectoria:

/libreria/libro[precio > 35| /titulo

XPath es un lenguaje con un gran cantidad de prestaciones y por consiguiente demasiado
amplio para un tratamiento tedrico, en este analisis se introducen algunas restricciones y
solamente tomamos algunas de sus propiedades claves. Corresponde de una manera general al
Core XPath definido y utilizado en otros trabajos de investigacion [GKP02] [GKPO03].

El lenguaje Core XPath soporta las caracteristicas de XPath usadas mas cominmente, con-
serva toda la potencia de navegacion en trayectorias con las condiciones impuestas por los
conectivos légicos. No considera el valor de los datos por lo que carece de la posibilidad de
concatenar cadenas y de realizar computos aritméticos sobre datos numéricos.

La sintaxis del Core XPath esta definida por la gramatica

locpath ::== 7/’ locpath | locpath '/’ locpath | locpath ’|
" locpath | lockstep.

lockstep ::= axis : :” ntst ’[" bexpr ’or’ bexpr ']’

bexpr 1= bexpr 'and’ bexpr | bexpr ’or’ bexpr |
not("bexpr’)’ | locpath.

axis ;1= 'self” | ’child’ | "parent’ |

'descendant’ | ’descendant-or-self” |

‘ancestor’ | ’ancestor-or-self’ |

"following’ | "following-sibling’

"preceding’ | 'preceding-sibling’.
“locpath” es la produccion inicial, “axis” denota las relaciones eje, y “ntst” denota las marcas
que etiquetan los nodos del documento o la estrella "’ que coincide con todas las marcas
(“pruebas de nodo”).

La principal caracteristica sintéctica de Core XPath son las trayectorias de ubicacion (location
paths). A los predicados (predicates) se les denomina también condiciones (conditions).

La principal aplicacién que conserva Core XPath es la navegacién en arboles de documento
XML. Esta se realiza utilizando las relaciones eje (axis relations), las relaciones binarias nat-
urales como “hijo” (child) y “descendiente” (descendant) entre nodos, ya explicadas; también
tienen los significados que conllevan sus nombres). El uso mas comin de XPath es el componer
las aplicaciones eje con seleccién de nodos del documento por sus marcas (“pruebas de nodo”).
Por ejemplo la expresion XPath:

/descendant :: a/child :: b

selecciona todos aquellos nodos etiquetados con b que son hijos de nodos etiquetados con a
que son a su vez descendientes del nodo raiz (indicado por la diagonal inicial).
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Las condiciones entre paréntisis cuadrados permiten aplicar restricciones adicionales en la
seleccion de nodos. Por ejemplo,

/descendant :: a/child :: bldescendant :: candnot( following — sibling :: d)]

selecciona exactamente aquellos nodos v de entre los nodos obtenidos en el resultado de
/descendant :: a/child :: b que tengan al menos un descendiente etiquetado con ¢ y que
no tengan en el arbol un hermano derecho que este etiquetado con d).

Definiciéon 5.1. La sintaxis del “Fragmento Wadler” WF se define por la gramdtica del Core
XPath con las siguientes extensiones: “bexpr” es ahora:

bexpr ::=  bexpr ‘and’ bexpr | bexpr ‘or’ bexpr | mot’(‘bexpr’)’]
locpath | nexpr relop nexpr.

expr 1= locpath | bexpr | nexpr.

nexpr ::=  ’position()’ | last()’ | number | nexpr arithop nexpr.

arithop::= '+’ =7 [ 7% [ “div’ | ‘'mod’

relop ::= =" [71="] < <= 0> U>=

“expr” (en lugar de “locpath”) es ahora la produccién inicial y “number” representa ntimeros
constantes valuados como reales.

Ya que XPath se considera principalmente como un lenguaje para seleccionar un subconjunto
los nodos de un arbol que representa el documento XML, nos podemos referir a las expre-
siones XPath como consultas (queries) XPath. Sin embargo notemos que los resultados de
una consulta XPath también pueden ser de diferentes tipos, en particular para los numéricos
y booleanos WF (asi también como cadenas de caracteres si consideramos el XPath completo).
Las expresiones XPath se evaliian con relacién a un contexto, el cual por definicién es una
tupla de un nodo-contexto (context-node) y dos enteros, que se les llama posicion-contezto
(context-position) y el tamano-contexto (context-size). Para més detalles nos podemos referir
a la documentacion del 3WC [2006], consideremos el siguiente ejemplo de consulta

child :: alposition() + 1 = last()].

Con respecto a la tripleta de contexto (v,1,7), ¢ y j se ignoran cuando la etapa de ubicacién
child::a selecciona a los hijos de v que estan etiquetados con “a”. Sea {w;,ws,...,wy,} este
conjunto de nodos, donde los indices corresponden al orden relativo de los nodos en el docu-
mento. La aplicacién de un eje provoca un cambio de contexto al aplicar la condicién [posi-
tion()+1=last()]. La condicién se pruebas para cada una de las tuplas (wy, 1,m) ... (wy,, m, m).
Seleccionandose todos aquellos nodos wy para los cuales k£ + 1 = m, esto es, seleccionara al
nodo tnico {wy,—1}.

Como parte de la formalizacién, para analizar la complejidad de XPath, enunciamos el sigu-

iente problema de decisiéon C'ons:

[Cons] ENTRADA: Dada una consulta XPath @, un arbol de datos ¢,
un contexto ¢, y un valor r como resultado.
SALIDA: La evaluacién de la consulta () sobre el arbol de datos t,
para el contexto ¢ da como resultado el valor r.
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El resultado de una consulta XPath puede ser independiente de un contexto (por ejemplo las
trayectorias de ubicacién absolutas), en este caso tenemos la posibilidad de utilizar la notacién
corta ((t) para indicar el resultado de evaluar @) en el arbol de datos t.

Denotemos con C la complejidad de la clase y consideremos a X como un fragmento de XPath.
Si el problema de decision CONS, que evaltia consultas XPath a partir del fragmento X, esta
en la clase de complejidad C o en C —di ficil o bién en C — completo, entonces podemos afirmar
que el fragmento X esta en C, en C — dificil, o en C — completo respectivamente.

El problema de evaluar una consulta XPath estd en PTime [GKP02] con respecto a la com-
plejidad combinada.

Las consultas Core XPath se puden evaluar en tiempo O(|Q] - |t|) [GKP02] en donde |Q)|
representa el tamano del arbol de datos.

Una consulta para CoreXPath puede evaluarse en tiempo O(n,q) donde n es el tamano del
documento XML y ¢ es el tamano de la consulta (query) a Core XPath. De una manera més
formal utilizaremos la siguiente gramatica de expresiones XPath:

exp == path| /path

path = step (/step)*

step = sort :: X|sort :: X[pred]

pred := pred U pred | pred U pred | = pred | exp

donde sort es un elemento de

{ parent (padre), ancestor (ancestro), ancestor-or-self (ancestro-o-el mismo), preceding (prece-
dente), preceding-sibling (hermano-precedente), self (el mismo), child (hijo), descendant (de-
scendiente), descendant-or-self (descendiente-o-el-mismo), following (siguiente), following-sibling
(hermano-siguiente) }.

Una expresiéon XPath regresa un conjunto de nodos que satisfacen sus restricciones de trayec-
toria. Nos podemos referir a [XPa08|para una seméntica mas precisa. Intuitivamente, e[e'],
cuando evaliia un nodo p, regresa los nodos n tales que la trayectoria de p hacia n verifican e
de tal manera que existe un nodo m para el cual la trayectoria desde n hasta m satisface €’.
El significado de cada etapa es intuitivo.

Dado un arbol etiquetado ¢ y una expresion XPath expresién e, denotamos por e(t) al conjunto
de nodos que satisfacen las restricciones de la trayectoria de e. De nuevo dividimos el analisis
en dos partes. La primera tratard a la complejidad de los datos al evaluar expresiones XPath
en la que la consulta es fija y solamente los datos son variables. La segunda parte considera
su complejidad combinada en la que la consulta es parte de la entrada.

5.2.  Complejidad de los Datos

Sea e una expresion de Core XPath. Consideremos el siguiente problema de decision:

[Eval(e)] ENTRADA: un arbol ¢ y un nodo n
SALIDA: verdadero si y s6lo si n € e(t).
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De nuevo la codificacion del arbol de entrada es crucial para la complejidad de los datos.
Consideremos las dos codificaciones anteriormente presentadas la tipo DOM y la tipo SAX.

Teorema 5.1. [GKP03] Sea e una expresion XPath, Si t es una cadena, Eval(e) esta en
uTCO. Sit es una estructura de apuntadores, Eval(e) esta en LOGSPACE .

Prueba: Consideremos primero el caso en el que t esta codificada como cadena. Mostramos
que Eval(e) se puede expresar mediante una férmula FOM formula ¢, (root,y) tal que ¢, i, j
F @e(x,y) siy sélo si el nodo apuntado por j en ¢ satisfacen e(t) cuando inicia la evaluaciéon
en el nodo 7. Entonces este se prueba a partir de dos antecedentes ya analizados:

» FOM = uTC°

= Si t esta en forma de estructura de cadena, la codificacién en forma de apuntador se
puede procesar en uTCY a partir de [t].

Esto se hace por induccién sobre e. Por ejemplo, si e es €' /step :: a, entonces:

pe(,y) es Fzpe (1, 2) A step(z,y) A Qa(y),

donde step(z,y) es la férmula FOM que verifica que el nodo x y y estan relacionados como lo
describe step. De la misma tenemos que si e es eq[es], entonces p.(z,y) es:

Per (2,y) N F2@e, (2, Y)

Cuando t esta dado en forma de estructura de apuntadores, la cota superior se obtiene direc-
tamente de la complejidad ya revisada en el capitulo anterior:

1. Sit esta en forma de estructura de apuntadores, [t] se puede procesar en LOGSPACE a
partir de [¢].

2. Si t esta en forma de estructura de cadena, la codificaciéon en forma de apuntador se
puede procesar en uTC’ a partir de [t]

O

Las cotas superiores planteadas por este teorema son proximas. Recordemos que de hecho
en el analisis del problema ORD, en el capitulo anterior, se verifica que en una rama, el
nodo etiquetado a ocurre antes de un nodo etiquetado b. El computo de ORD se ejecuta en
LOGSPACE-completo bajo reducciones uACP. El resultado se obtiene ya que esta propiedad se
puede expresar en XPath.

Es conveniente mencionar que el XPath completo tiene la habilidad de contar el nimero de
nodos que satisfacen una expresiéon dada y realiza pruebas sobre el resultado. Debido a que
FOM tiene también esta capacidad, extendiendo el anterior fragmento del nicleo y con los
hechos planteados, si consideramos que la aritmética permanece dentro de uTC® (en uTC?
se pueden realizar comparaciones, sumas y multiplicaciones), no afecta a los resultados del
teorema anterior.
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5.3. Complejidad Combinada

Para la complejidad combinada, e es parte de la entrada, si suponemos que el arbol esta dado
como una estructura de apuntadores, formalmente el problema que estudiaremos se plantea
como sigue:

[Eval(XPath)] ENTRADA: an XPath expresién e,
un arbol £ y un nodo n de ¢
SALIDA: verdadero ssi n € e(t).

En los siguientes algoritmos, la consulta XPath se ve como un arbol en el que cada nodo esta
etiquetado ya sea por una operacion booleana (V, A, =) o bién por una expresién de etapa
(step-expression) de la forma pred :: a donde a € X. Se construye el arbol t., correspondiendo
a una expresion del nicleo de XPath e, de manera inductiva como sigue. Si e = e;/es donde
e; es una expresion de etapa y es una expresion de trayectoria (path-expression), entoces t. se
construye sumando un nodo (raiz) nuevo de etiqueta e; a t., con una arista a la raiz de ¢,. Si
e = e1]ea]/es en la que e; es una expresion de etapa, e3 una expresion de trayectoria y es una
expresion pred (pred-expression), entonces t. se construye sumando dos nuevos nodos n y m
hacia t., y te,. Sus etiquetas son respectivamente e; y V. n es la raiz de ¢, y tiene una arista
hacia m. m tiene una arista para cada una de las raices de ¢, y t.,. Si e = e; U es entonces t,.
se construye a partir de t., y ., al agregar un nuevo nodo raiz n con etiqueta V y conectado a
las raices de t., y t.,. Los otros operadores booleanos se tratan de manera similar. Una marca
especial T se agrega para la hoja del arbol correspondiente a la tltima expresién de etapa de
la expresion de trayectoria que no aparece como un predicado. Por ejemplo el arbol asociado
a la expresion XPath

next :: aldescendent :: b U descendent :: c|/next :: d

se puede representar mediante el siguiente diagrama:

next :: a
|
/ N \
/\/ \ next ::d, T
descendant :: b descendant :: ¢

Fig. 5.1: Arbol asociado a una expresién
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Este arbol de consulta nunca se materializara, sin embargo todas las consultas se parti-
cionaran (parsed) al realizar una travesia depth-first (primero-profundidad) left-first (primero-
izquierda) del arbol correspondiente. Un apuntador hacia una expresion XPath siempre senalara
al primer caracter de una expresién de paso, o a un operador booleano, por consiguiente cor-
respondera a un nodo del arbol de consulta. Notemos que, dada una expresion XPath como
una cadena, el apuntador al nodo préximo en esta travesia depth-first (primero-profundidad)
se puede calcular en LOGSPACE a partir de la posicién actual.

Consideraremos inicialmente a las expresiones Core XPath que no contienen la negacién, es
decir sea Fval(X Path—) el caso especial de Fval(X Path) en el que las expresiones XPath no
contienen el conectivo negacién. En este caso la evaluacion se puede lograr conjeturando los
datos del nodo que corresponde a cada nodo del arbol de consulta, utilizando una pila para
almacenar los computos parciales.

Teorema 5.2. [GKP03] Eval(X Path—) esta en LOGCFL.

Prueba: Dado un apuntador ¢ en una consulta e su profundidad se define como la cantidad de
nodos del tipo expresiones de paso que ocurren en la trayectoria desde el nodo n (correspon-
diente a i) hasta la raiz del arbol correspondiente a e, incluyendo n. En el ejemplo anterior,
la profundidad del nodo etiquetado “descendent :: ¢” es 2.

Utilizando la caracterizaciéon LOGCFL de Sudborough [Sud78] y considerando un autémata de
pila (pushdown) auxiliar no determinista que reconoce a Eval(X Path) en espacio logaritmico
y tiempo polinémico. El autémata mantiene un apuntador p hacia la expresion XPath de
entrada, que realizard una travesia en preorden (preorder traversal) del arbol de consulta.
Como hemos visto, esta travesia en preorden se puede lleva a cabo en LOGSPACE. El autémata
utilizara otro apuntador ¢, sobre el arbol de entrada, que se dirige al nodo del arbol de entrada
que hara verdadera a la consulta en p. El autémata inicia posicionando a p y ¢ hacia las raices
correspondientes a la consulta de entrada y al arbol de entrada, respectivamente, operando
como sigue.

Sea p’ el sucesor de p en el recorrido en preorden de la consulta, y n el nodo apuntado
por ¢ (si no se tiene sucesor de p el autémata regresa y acepta). Supongamos primero que
p' es un descendiente de p. El autémata tiene que verificar que la expresién de trayectoria
correspondiente es verdadera. Si la etiqueta de p’ es booleana, p’ es saltada y el automata se
mueve al siguiente nodo. Si la etiqueta de p’ es una expresion de etapa, el autémata propone
un nodo n’ del arbol de entrada de tal forma que la trayectoria desde n hasta n’ satisfaga a
la expresién de etapa (si tal nodo no existe entonces el automata rechaza). Si p’ contiene la
marca especial T entonces el autémata verifica que n’ corresponde al nodo de entrada, de otra
manera lo rechaza. Entonces empuja (push) al apuntador de n’ en la pila, reposiciona (reset)
Py q asus nuevos valores p’ y ¢ y procede con el bucle principal (main loop) con estos nuevos
valores.

Ahora consideramos que p’ es un uncle (tio) de p. Sea d la profundidad actual de p y p” el
hermano de p’ quien es un ancestro de p. En este punto el autémata conoce que el subéarbol
con raiz en p”’ evalia a verdadero. Entonces el autémata posiciona a p al primer ancestro de
P’ cuya etiqueta no es un V. Sea d' la nueva profundidad de p, el autémata extrae (pops) de la
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pila en un tiempo d — d’ y posiciona a ¢ al valor en la cima de la pila. A continuacién procede
como lo hiz6 anteriormente con estos valores para p, p', q, ¢'.

Se puede comprobar que el algoritmo es correcto ya que acepta si y sélo si n € e(t). Utiliza
solamente un apuntador hacia su entrada y por consiguiente se procesa en LOGSPACE. Para
cada nodo en el arbol de consulta, exactamente hace una conjetura y una verificaciéon para
una expresion de paso. La tltima verificacién se puede hacer en un tiempo O(|t|), por lo tanto
el autémata trabaja en un tiempo O(|e| - |t|). Esto prueba el teorema. [J

Notemos en primer lugar que la variante determinista directa del algoritmo anterior trabaja en
tiempo exponencial con la maxima profundidad del arbol de consulta de la expresion XPath,
por consiguiente no es evidente todavia si Fval(X Path—) estd o no en LOGDCFL.

En [Str94] se proponen técnicas de conteo que muestran la cerradura de LOGCFL bajo com-
plemento, en una primera instancia, podemos vernos tentados a utilizar esta técnica con el
proposito de generalizar el teorema anterior, con expresiones XPath que utilizan la negacién y
el conteo. Desafortunadamente, como se muestra también en la misma referencia [Str94] | cada
una de las operaciones de conteo requiere un tiempo polinomial en funcién del tamafno de los
datos. Por lo tanto el tiempo de proceso del PDA auxiliar no determinista serd exponencial en
funcién de la negacién anidada (nested negation) y el conteo, y como consecuencia nos lleva a
una clase superior a LOGCFL (al menos que acotemos el anidamiento). Se sabe que el PDA
auxiliar no determinista procesa en espacio logaritmico y en tiempo exponencial caracterizado
por PTIME.

El teorema anterior muestra que X Path— es paralelizable y se puede realizar con recursos
limitados de memoria como LOGCFL C DSPACE(logZ). Al evaluar XPath con recursos lim-
itados es importante (para secuencias continuas o streaming XML por ejemplo, ver [SeV02]
, a continuacién se plantean dos casos especiales no triviales de Fval(X Path) que pueden
evaluarse en LOGSPACE. Sea Eval(X Path') la restriccién de Eval(X Path) en la que cada
expresion de paso tiene un ordenamiento en:

{ previous-sibling, self, child, parent, next-sibling},
o bien que Eval(X Path**) en la que cada expresion de paso tiene un ordenamiento en:
{ self, descendant, descendant-self};

. Xpath' permite solamente expresiones de paso que pueden ir a un nodo con distancia cuando
mucho de 1 desde el nodo actual, mientras que Xpath™ permite solamente etapas con grandes
distancias en el futuro.

Tenemos:

Teorema 5.3. [GKP03] Eval(X Path') es LOGSPACE. Eval(X Path**) es LOGSPACE-completo.

Prueba. En el caso de X Path! el primer paso del algoritmo elimina las expresiones de etapa
que observa backward: parent y previous sibling. Esto se puede realizar en LOGSPACE aplicando
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un algoritmo méas general que elimine todas las expresiones de paso backward en cualquier
expresion XPath. El algoritmo requiere en general tiempo exponencial pero se puede verificar
que el mismo algoritmo, cuando se restringe a expresiones de X Path! esta en LOGSPACE. Por
lo tanto podemos considerar que las expresiones X Path! solamente contienen expresiones de
etapa forward.

En ambos casos el algoritmo realiza una travesia primero-en-profundidad del arbol de la ex-
presion XPath, y para cada nodo particiona los datos utilizando un recorrido primero-en-
profundidad primero-a-la-izquierda con el propdsito de encontrar un nodo que coincida. En
cada etapa, Unicamente almacena el apuntador actual hacia el arbol y el apuntador hacia el
nodo coincidente en el arbol de datos. Esto requiere un espacio logaritmico en funcién del
tamano de la entrada. Utiliza para los computos locales espacio logaritmico extra . El proceso
consiste en que estando en coincidencia, el recorrido hacia atras (backtracking) se puede re-
alizar en LOGSPACE. En el caso de X Path', esto se realiza hacia adelante (straightforward),
ya que cada etapa se puede ejecutar en orden inverso. En el caso de Xpath™, se debe al
hecho que, para cada rama, es suficiente considerar la primer posible coincidencia, ya que la
recursion * toma a su cargo todas las demas.

Recordemos que las expresiones booleanas se pueden validar en LOGSPACE saltandose las
disyunciones tan pronto como uno de sus subarboles evaluén a 1 y sucesivamente evaluando
todos los subarboles de una conjuncion. Las negaciones se manejan de manera similar. Con
el proposito de simplificar la presentacién, a continuacién ignoraremos los nodos del arbol
etiquetado con predicado booleano y siempre evaluaremos todos sus subarboles. Utilizando la
evaluacion de la expresion booleana descrita anteriormente estamos en posibilidad, de manera
directa, a extenderlo para incluir compuertas légicas mientras mantenemos las restricciones
LOGSPACE.

El algoritmo funciona de manera similar en ambos casos. Sea next una subrutina que compute
el recorrido primero-en-profundidad del arbol de la expresion XPath. Esto se puede realizar
en LOGSPACE. Los casos de Eval(X Path') y Eval(X Path™™) solamente difieren en las sub-
rutinas backtrack y fetch.

fetch(f3, 1, j) toma como entrada dos apuntadores ¢ y j para los datos del arbol y un apuntador
0 para el arbol de consulta. Regresa un apuntador k£ hacia un nodo tal que, k sigue estricta-
mente a 7 en el orden primero-en-profundidad primero-a-la-izquierda en el arbol de datos, y
la trayectoria de i a k satisface el predicado de paso de la etiqueta de 3. Si tal nodo no existe,
regresa el valor de falso. Esta subrutina, en ambos casos, se puede llevar a cabo en LOGSPACE.

backtrack(a, i, ) toma como entrada dos apuntadores a y 3 para el arbol de consulta, de tal
manera que el padre 0 de [ es un ancestro de «, y un apuntador ¢ para el arbol de datos.
Entonces computa un apuntador hacia un nodo de datos k tal que: la trayectoria desde k
hasta ¢ satisface a la expresion de trayectoria del subconjunto de la consulta que va desde §
hasta «. En el caso de X Path! esta k es tnica y se puede computar en LOGSPACE. En el caso
de Xpath™ regresamos el ancestro de i que esta mas cerca de la raiz, de tal manera que la
trayectoria desde la raiz hasta k satisfase las restricciones de trayectoria dadas por la consulta
de la subconsulta dada por la trayectoria desde la raiz hasta §. Se puede mostrar que esta k
se computa en LOGSPACE y que esta estrategia funciona con el siguiente algoritmo:



5. Consulta de Documentos XML 107

/* initialization */
a = root(query tree)
i = root(data tree)
if label(a ) # label(i) return FALSE
/* main loop */

1 if done(ar ) return TRUE
/* process the next node of the query */
f= next( «)
/* i was the data node corresponding to o */
i = backtrack(a, i, 3)
/* it is now the data node corresponding
to the father of g */
a = father(3 )
j=7i
/* find a matching data node in
a depth-first way */

2 if (fetch(B,1i,7)) /* there is a matching j*/
then i = j;a = 3 ; goto (1)
else /* backtrack */
if i = root return FALSE
else i = backtrack(a, i)
/* i is now the data node corresponding
to the father of a */
B=a;a= father(B);j=1i
goto (2)

Con estos antecedentes, las cotas inferiores para Eval(X Path**) se comprueban por una
reduccion a ORD. OJ

5.4. XPath y Logicas Temporales

5.4.1. Légica CTL para Arboles sin Rango Fijo

Como hemos visto, los formalismos 16gicos para modelar los documentos XML se basan en la
MSO, para lo referente a su verificacion, y en la FO, en lo que respecta a su consulta. Existe una
conexion entre estas dos logicas y las logicas temporales, cuando se analizan los arboles con
rango (ranked trees), es decir aquellos drboles cuyos nodos tienen una cantidad fija de hijos.
Por ejemplo CTL es equivalente a FO sobre estructuras arborescentes con una satisfactibilidad
en EXPTIME. La conexién entre XPath y CTL ha sido ampliamente estudiada, en particular
entre las légicas LTL y CTL.

El dominio D de un drbol sin rango fijo es un conjunto finito de prefijos cerrado formado con
cadenas de nimeros naturales, tales que si s-7 € D entonces s-j € D, para todo j < 1. Si X
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es un alfabeto finito, entonces un Y-arbol sin rango fijo es una estructura de primer orden
T = (D <chs =sby <ens = (Pa)aes)
donde <., se interpreta como la relacion child (hijo):
(s <en s-i si s,s-i€D)
< como el orden de los hermanos (sibling):

(s-i<ps-(i+1) si s-(i+1),s-i€D)

Ya que los documentos XML se modelan como arboles sin rango fijo con hermanos ordena-
dos, se pueden ver como sistemas de transicién etiquetados, mas aun muchas de las tareas
que involucra la navegacién mediante trayectorias en un documento recuerda las propiedades
temporales de las trayectorias en los sistemas de transicion. En términos de expresividad, las
légicas proximas a la consulta XML son la FO y MSO. Pero desde el punto de vista eficiencia
de la evaluacion de la consulta, no son las mejores

Redefinimos la sintaxis de las logicas tipo LTL sobre un alfabeto > como:
p, ¢ =a,a € ZlpV ¢'|=| Xo| X 0|oUy'|pS¢’

Las formulas de LTL, se interpretan sobre cadenas finitas o infinitas formadas a partir de un
alfabeto Y, una formula se evaliia con base a una posicion en una cadena. Dada una cadena
s = apay ..., la semantica se define como sigue:

(s,i) Ea tsiysélosi a;=aq;

(5,7) = X, (next @) siy sélosi (s,i+1) = ¢;
w (s,0) =X psiysolosi(s,i—1) = ¢;
(s, 1)
1< k<

S,

s,1) | gong (p until ¢ si existe 7 > i tal que (s,7) = ¢ v (s,k) &= ¢ para todo
, <

la semantica de la dual pS¢’' (¢ since ¢') es que existe 7 < i tal que (s,j5) = ¢’y
(s,k) = ¢ para todo j < k <.

A continuacién consideremos la ldgica temporal en drbol TLY® definida como sigue:

o, ¢ =a,a € Ll V ¢'|m0| X, 0| X, 0|loU.0 [0S’

en donde * corresponde ya sea a ch (child) o ns (next sibling), definimos a continuacién su
semantica respecto a un arbol y a un nodo en un arbol:

» (T,s) = asiysolosi Ap(s) = q;
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s (T,5) = Xenp siy solosi (T, si) |= ¢ para alguna i
w (T,s) = X_,psiysolosi (T,5) = ¢ para el nodo s’ tal que s’ <. s;

» (T,s) E @Uany si existe um nodo s tal que s <%, ', (T,s") | ¢, y para toda s” # s

que satisfase s <%, s <%, s’ tenemos (7, s") = ¢.

La semantica de S, se define invirtiendo el orden de la semantica de U, y la seméantica de
Xns, Xogy Uns, ¥ Sns €s la misma remplanzando la relacién child (hijo) con la relaciéon next

ns’

sibling (siguiente hermano).

TL"* define naturalmente las consultas unarias sobre arboles, y también define las consultas
booleanas: decimos que T' = ¢ si (T, €) = .

Teorema 5.4. [Mar04] Una consulta unaria o booleana sobre drboles sin rango fijo es definable
en FO si vy solo si es definible en TL™.

En las légicas del tipo CTL*, tenemos dos clases de formulas: aquellas evaluadas en nodos
de un arbol, y las que son evaluadas sobre las trayectorias de un arbol. Esto es similar a la
situacion con XPath, lo cual tiene expresiones filtro evaluadas en los nodos, y expresiones de
ubicacion en trayectoria, las cuales se evalian en trayectorias de arboles XML. A continuacién
definimos dos logicas: CTL* que incluye el pasado, y la reformulaciéon de XPath a través de
una légica tipo CTL como se presenta en [Mar(4] .

El lenguaje XPath condicional [Mar04] o CXPath (Condicional XPath), se define para que
contenga formulas de nodo oy formulas de trayectoria (path formulae) (3, como:

a,¢f = a,a € X|alaVvd|ES

8.0 = Talstep|(step/?a)T|B/BBV B

en donde step (paso) es uno de los siguientes:

ns

—chs —<c_h’ ~ns 0 <

E( establece la existencia de una trayectoria , y ~ / corresponde a la composicién secuencial
de trayectorias.

Formalmente, si tenemos un arbol 7', se evalia en cada nodo una férmula nodal (esto es, defini-
mos (T, s) = «), y cada férmula de trayectoria que relaciona dos nodos (esto es, (T s, ') = ).
La semantica corresponde a lo siguiente:

T,s) = asiy sélosi Ap(s) = a;

T,s) = Ef siy solo si existe s tal que (1), s, ") = f;

(
(
(T,s,s') Elasiysélosis =5y (T,s) E a;
(T,s,s") = step siy sblosi (s,s') € step;

(

T,s,s") = (/5 siysélosipara alguna s” tenemos que (7,s,s") = 'y (T,5",s) = 35
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/ + . . . .

w (T,s,5") = (step/?a)™ si existe una secuencia de nodos:
/
S§=50,51y...,8, =S,

para k > 0, tal que cada (s;, s;11) es un paso, y (T, s;+1) | a para todo i < k.

El lenguaje Core XPath se obtiene permitiendo step® como opuesto a (step/?a)t en la defini-
cién de las férmulas de trayectoria. Notemos que debido a que step™ = (step/?verdadero),
donde:

verdadero = \/ a

a€X
tenemos que: C'oreX Path C C'X Path.

Si tenemos la expresion XPath:
( Jla [ J/o ] Je )
se puede representar en esta sintaxis por la formula nodal:
cVE=,/ %/ <L/ 7

lo cual nos dice que un nodo esta etiquetado con ¢ , y existe una trayectoria que empieza con
direccion a su padre, donde encuentra a a, y a continuacion se dirige a un descendiente de esa
a y encuentra una b.

Core XPath corresponde a XPath tal como lo define el 3WC, mientras que CXPath representa
una adiciéon a XPath propuesto en [Mar04]. Esta adicién consiste esencialmente en el operador
until de la légica temporal: por ejemplo, para representar la version estricta de until (es decir,
que en el préximo elemento de una trayectoria se cumple con aUb), podemos expresar esto
como:

<en/ NV (R /) Ta)t/ 7.

Las formulas nodales tanto de CXPath como de Core XPath definen consultas unarias sobre
arboles, esto se puede caracterizar como sigue:

Teorema 5.5. [Mar04]

s FEl poder de las formulas nodales de CXPath corresponde precisamente al poder de las
consultas unarias de FO.

s Las formulas nodales de Core XPath tiene precisamente el poder de las consultas unarias
FO? (es decir FO con dos variables) en el vocabulario:

* *
_<Ch7 _<ch7 —<Tl87 —<ns

Las légicas CTL y CTL" corresponden a légicas temporales con ramificacion que se utilizan
ampliamente en la verificacién de sistemas reactivos, y estan definidas sin conectivos hacia
el pasado. En estas logicas también se consideran tanto formulas en los nodos (denominadas
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estados) como férmulas de trayectoria, pero estéds tltimas se evaliian solamente en trayectorias
y no de manera arbitraria sobre pares de nodos.

Definimos una férmula de nodo o en CTL? . asi como férmulas de trayectorias a un hijo G,

past)’
y a un hermano f3,, como sigue:
a, = ala € X)|nalaV | EBup| EBns
ﬁcha ﬁ(/;h = a|_'ﬁch|ﬁch \ Béh|Xchﬁch|Xc_hﬁch|ﬁchUch (/:h|ﬁchschﬁ(/;h
67157 7/13 = O"_‘ﬂns‘ﬁns \ ﬁ;s|Xchﬁns‘Xc_hﬁnsyﬂnsUnsﬁgs‘ﬁnsSnsﬁ;zs

Si tenemos un arbol, una trayectoria a un hijo (child-path) 7., es una secuencia de nodos sobre
una trayectoria desde la raiz hasta una hoja, y una trayectoria a un hermano (sibling-path)
es una secuencia m,s de nodos de la forma:

s-0,...,8-(n—1)

para un nodo s con n hijos, definimos la seméantica de una férmula nodal con respecto a un
nodo en un arbol, y de una férmula de trayectoria con respecto a una trayectoria, asi como
a un nodo sobre la trayectoria (es decir, definimos la nocién de (T, 7, s) = (., en la que *
puede corresponder a ch o a ns)

T,s) E EpB, si existe una trayectoria 7, tal que s € m, v (T, 7, s) E (y;

T, 7en,S) |E Xenf si (T, 7en, ') = 5, donde s es el hijo de s en la trayectoria m.p;

T, 7en,s) | BULG si para alguna s # s tal que s’ € 7y y s <%, &', tenemos que
T 7w, s') E B,y para todo s <%, s <%, &', 8" # &', tenemos que (T, 7, ") = .

(
(
(T, wen, 8) |E X0 si (T, 7en, ') | B, donde s’ es el padre de s en mep;
(
( :
La definicion de S, v la correspondiente a las trayectorias hacia un hermano (sibling-phaths)
son analogas.

Lo siguiente se puede ver como una analogia de la equivalencia FO = CTL* para arboles
binarios finitos. Mientras que la prueba de la conexién entre un arbol con rango a uno sin rango
fijo, la traduccién directa a partir de un arbol binario falla debido a que las trayectorias sobre
las traducciones de arboles sin rango fijo, pueden cambiar de direccién entre las trayectorias
hacia un hijo y hacia un hermano, haciendo esto de manera arbitraria y de forma repetitiva.

Teorema 5.6. [BaL05] Una consulta unaria o booleana sobre arboles sin rango fijo es definible
en FO si y sdlo si es definible en CTL

past -

5.4.2. Consulta XML via Verificacion de Modelos con CTL

La opcién de realizar la consulta de documentos XML a través de la verificacion de modelos
(model checking) se puede materializar [Afa2004], debido a que uno de los principales temas de
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esta diciplina algoritmica es el de encontrar una representaciéon eficiente de modelos suscepti-
bles de ser verificados con esta disciplina. Sobre esta linea de investigacion se han desarrollado
varias técnicas, en particular la verificacion simbolica de modelos, las cuales han demostra-
do, en el caso de la consulta XML, su factibilidad teérica planteada por Libkin [Lib05] y
su implementacion, utilizando el verificador NuSMV, por Franceschet y Afanasiev [Afa2004].
Obteniendo las cotas de complejidad lineal que nos permite la aplicacion de la légica CTL,.

Los algoritmos evaluados corresponden a dos fragmentos del XPath, el lenguaje ya revisado
en este estudio, Core XPath, y el CXPath, propuesto por Marx [Mar04], que constituye una
variante mas expresiva que el Core XPath, que llega a constituir un lenguaje expresivamente
completo respecto a la FO sobre arboles XML. La sintaxis de CXPath es como sigue:

Definicion 5.2. (Lenguaje CXPath) Sea ¥ un conjunto de etiquetas que corresponde a las
marcas de los elementos XML. Una consulta CXPath es una formula generada por la primera
cldusula de la siguiente definicion inductiva.

locationpath ::=  [locationstep|locationstep|locationpath /locationstep
locationstep = axis :: llaxis :: [[pred]
pred = pred and pred|pred or pred| not pred|locationpath
axis = ¢|d|d*|(d[pred))*|([pred]d)*

dondel e LU {x} yde{],|,—,—}.

CXPath es mas expresivo que Core XPath [Mar04], Core XPath esta contenido en CXPath,
debido a que los 11 ejes de XPath se pueden definir en terminos de CXPath, como se indica
a continuacion:

self :l[pred| = € :: l[pred]
child :: l[pred] = L U[pred]
parent :: l[pred] = i U[pred]
descendant  :: l[pred| = Lo/ [* U pred]
ancestor :: l[pred] = T [pred] :: x/ 1*:: l[pred]
descendant or self :: l[pred| = 1*: U [pred]
ancestor or self :: l[pred| = 1*:: U [pred]
following sibling :: l[pred] = —k/ =% pred|
preceding sibling :: l[pred] = —x/ % [pred|
following :: l[pred| = %%/ = k) =%/ [P pred]
] =

preceding :: l[pred T/ —unx/ —*x/ % [pred]
Para cualquier relacién binaria R, denotemos su inverso como R}, es decir:
R'={ (mmn) | (n,m)eR }.
, y a R* como la cerradura transitiva y reflexiva, es decir la relacién transitiva y reflexiva mas
pequena que contiene R.

La semantica de una consulta CXPath sobre un arbol XML T esta dada por las siguientes
tres funciones definidas inductivamente simultaneas:

» {{-}}r que, dada una consulta CXPath, regresa la correspondiente relacién binaria sobre
el conjunto de nodos de T,
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» [[]]7 que dado un predicado, regresa un conjunto de nodos de T' que satisfacen el predi-
cado,

= ((-))r que, dado un eje, regresa la relacion binaria correspondiente sobre el conjunto de
nodos de T'.

Definicién 5.3. (Semdntica de CXPath [Mar04]) Sea T = (N,R;,R_,,L) un drbol XML.
Ry = (R))™', R = (R_)™" ysea L(x) = N. Sea root € N sea la raiz del drbol T. Se define
la semantica de CXPath como sigue:

{{axis = l}yr = {(n,m) € {{awis))r|m € L(1)}
{{axis :: U[pred]}}r = {(n,m) € <<ams>) |m € L(l) y m € [[pred]|r}
{{/locationstep}}r = {(n,m)|n € N y (root,m) €
{{locationstep}}r}
{{locationpath/locationstep}}r = {(n,k)|F3m.(n,m) € {{locationpath}}r y

Em, k) € {{locationstep}}r}

[[pred; and preds [predy]]r N [[preds)]r

lr =
[[predy or preds)lr = [[predi]]r U [[preds]]r
[notprellr = N\[[pred]]r
[[locationpath)]r = {n|3m.(n,m) € {{locationpath}}r}

{e)r = {lnn)neN}

((d)r = Rq

(dNr = I
((dpred)))r = {(n,m) € Rylm € [[pred]}r}*
{(lpredid) ))r = {(n,m) € Ra|n € [[pred]jr}*

El resultado de la evaluacion de una consulta CXPath ¢ sobre un arbol 7" es el conjunto:
Result(T,q) = {m|3n.(n,m) € {{q}}r}

Podemos observar que, dada una consulta ¢ = /¢/, el resultado de la consulta absoluta ¢ y la
correspondiente a ¢’ pueden diferir.

Con estos antecedentes, estamos en condiciones de traducir los modelos y consultas para
CXPath a modelos y formulas CTL. Reducimos la evaluacién de la consulta CXPath al modelo

de verificacion CTL. Como primer paso, convertimos un modelo de arbol XML a un modelo
CTL.

Definicién 5.4. (Arboles XML) Sea X el conjunto de las etiquetas correspondientes a las
marcas XML. Un drbol XML es un drbol con nodos etiquetados y hermanos ordenados:

T = (N7 RbR—HL)a

donde N es el conjunto de nodos, R € N x N es el conjunto de las aristas del drbol, R_, C
N x N es una relacion funcional que asocia cada nodo con su hermano inmediato ubicado a
la derecha (si lo tiene), y L : ¥ — P(N) es una funcion de etiquetado de nodo que asocia a
cada etiqueta un conjunto de nodos.
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Definicién 5.5. (De drboles XML a modelos CTLyy | . _y) Sea un drbol XML:
T=(N,R,R.,L)conL:%— P(N)

Definimos la traduccién de T" a una grafica etiquetada:

pa(T) = (N, (Ea)aefr.,——1 L),
con: El? E1_>7 ET = (Rl)_l, E_ = (R_,)_l
El modelo que obtenemos p;(7') corresponde en la mayoria de los casos total con respecto a:

U E

de{T7l7(77*>}

lo cual nos permite hablar de trayectorias en el modelo, la tnica excepcién es el modelo p1(T),
cuando 7" es un arbol XML con un sélo nodo, en este analisis no tomamos en consideracién
este caso.

Podemos notar que el tamano de p;(7") es linear respecto al tamano de T', y que (7)) se
puede obtener a partir de T" en tiempo lineal.

1

Dado un eje axis, sea axis™ su inverso, es decir:

y (d*)7' = (d71)*. Y para | € X U {*}, sea:
o true para [ = *,
[ para otro caso.

Definicién 5.6. (De consultas CXPath a formulas CTLg | ) Dada una consulta CXPath
q, definimos su traduccion a una férmula CTL 11(q) como se muestra a continuacion, donde

root = = X true.

7 (azxis :: 1) = A {axis™)true
71 (axis :: l[pred)]) = A {azis™ true A wy(pred)
71(/axis :: 1) = ' A {azxis™ )root
71(/axis :: l[pred]) = I' A {axis™ )root A wy(pred)
Tl(locatzonpath/axis l) = l/ A (azis™')7 (locationpath)
71 (locationpath/axis :: l[pred)) = A {axis~ )7 (locationpath) A wy(pred)
wi(predy, and preds) = wi (predy) A wy(preds)
wi(predy or preds) = wi (predy) V wy(preds)

wi (notpred) = —w (pred)
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wi(axis :: 1) = {azis)l
wi(azis :: [pred)) = (axis)(I" A wy(pred)
(o =«
(d)«a = EXja
(d") o = EUy(true, o) = EF
((d[pred])*« = EU(w;(pred), )
(([pred)d)*a = EUi(wy(pred), o)

Se puede observar que en la traduccion los casos en los que se considera un predicado, a pesar
que no siguen una definiciéon recursiva de una trayectoria de ubicacién, son exhaustivos y
deterministas. También se puede notar que la longitud de 71(q) puede obtenerse a partir de ¢
en tiempo lineal.

Asi mismo, podemos ver al eje axis en un paso de ubicacién dentro de una consulta como una
modalidad CTL observando en direccion opuesta, mientras que el eje en un paso de ubicacién
para un predicado, se puede ver como una modalidad CTL en la misma direccion. La razén
subyacente consiste en que la traduccion CTL de un predicado caracteriza los nodos que
permanecen en el inicio de esa trayectoria. De esta manera la longitud de una consulta no es
otra cosa que la profundidad de la férmula CTL correspondiente.

Por ejemplo si consideramos la consulta absoluta XPath ¢:
q = /child::libro [child::autor [following sibling::autor]]/child::titulo
Su equivalente, en la notaciéon que estamos utilizando, corresponde a:

q =/ L= libroll:: autor|—:: x/ —:: autor]]/ |:: titulo

Selecciona los nodos titulo de todos los libros con al menos dos autores.

Su traduccién 71(q) correspondera a la siguiente férmula CTL:
titulo N EX;(libro A EXyroot N EX | (autor N EX_ (true A EX_,autor))
la cual es equivalente a:

titulo N EX;(libro N EXyroot N EX | (autor N EX_EF_ autor))



6. CONCLUSIONES

Como elemento central de la globalizaciéon del intercambio informético a través de la Web,
ahora enfilada a su era seméantica, XML se consolida como su protagonista. Apuntalado tanto
por sus aspectos metalingliisticos, normativos y practicos, al igual que por los resultados
tedricos que formalizan sus bondades, salvando el amplio espectro de analisis a la que han
sido sometidos los algoritmos que le dan operatividad, incluyendo la “prueba del acido” que la
complejidad computacional permite aplicar; como reaccion equivalente a su relevancia presente
y su importancia potencial.

Esta diversa abundancia analitica de la intelligenza informéatica, reline sobre un mismo sujeto,
un rico conjunto de herramientas tedricas, que permiten dar seguimiento a una metodologia
de modelado formalizado, que combina principios de la logica, los automatas y la complejidad
computacionales, que de manera paralela permiten abordar los niveles que le siguen a la pieza
"leggo"que representa XML, en la construccion de la estructura que se construye en el marco
de la Web Semantica, como la organizacion de informacion en un Marco de Descripcion de
Recursos o RDF (Resource Description Framework), y la utilizacién de un Lenguaje para
Ontologias en la Web o OWL (Web Ontology Language).

Los procesos sobre documentos XML estudiados son la validacién mediante el sistema DTD,
y la consulta a través de un fragmento de expresiones XPath denominado Core XPath. Con el
objetivo de evaluar la eficiencia de tales algoritmos se ubican las cotas tedricas superiores de
complejidad. La importancia de analizar el lenguaje radica en que nos habilité para revisar en
detalle y al limite asintotico, estos dos procesos esenciales: Validar y recorrer un documento

XML.

La validacién, como se ha explicado, distingue los documentos XML que tienen sentido de
aquellos que no lo poseen. Un caso comiin se presenta cuando dos partes quieren intercambiar
alguna informacién utilizando documentos XML; requieren, en términos de la estructura, un
acuerdo acerca del formato de los documentos que aceptan, por ejemplo un documento con
raiz en libros tiene uno o mas hijos con etiquetas libro, cada una de las cuales deben tener
cuatro hijos con etiquetas (ordenadas) titulo, autor, fecha, y editor, y un hijo opcional con
etiqueta agotado. La clase de formalismos que hemos requerido para este proceso corresponde
a un autémata de arbol (TA) de anchura no definida no determinista (NUTA).

La consulta de un documento XML implica su recorrido, por ejemplo podemos preguntar por
todos los nodos, dentro del documento, que estan marcados con libro y tiene un hijo etiquetado
como agotado. Se ha visto que para esta navegacion, la logica que rige es la FO, esto se debe
a que sus fragmentos estan estrechamente conectados con expresiones en XPath, un lenguaje,
que en la practica, como hemos revisado, se utiliza para hacer recorridos en una estructura
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jerarquica tipo arbol.

El documento XML se modela mediante un LUOT, lo cual es una practica comun en la
literatura consultada (ver por ejemplo [Nev02] y [Suc01]), ya que permite formalizar las es-
pecificaciones de tipificacion, los lenguajes de consulta utilizan precisamente un autémata de
arbol sin rango fijo (UTA); este elemento ha posibilitado la aplicacién de los principios acerca
de estos autématas de arbol (TA) reunidos sistematicamente y formalizados en el libro de
difusion abierta y libre reunida bajo el titulo de Tree Automata Techniques and Applications
(TATA) [CD+-07], ampliamente recomendado por el Instituto Nacional de la Investigacién en
Ciencia Informética y en Control (INRIA) de Francia. Los TA con alfabeto fijo y estructura
con rango definido (ranked) han sido profusa y fructiferamente estudiados motivados por sus
aplicaciones. La generalizacion de estos automatas hacia arboles sin rango fijo se reviso en el
contexto de los algoritmos XML.

El tratamiento preliminar con que se enfrenta un documento XML, es el de su codificacién, para
esta fase se consideraron los dos modelos correspondientes a los utilizados por las aplicaciones
recomendadas por el 3WC: el primero es una estructura de apuntadores, inspirada en la usada
en el modelo SAX, la otra entrega una cadena con la sucesion de las marcas de apertura y
cierre encontradas durante el recorrido primero-en-profundidad (depth-first) de la estructura
arborescente del documento, como el utilizado en el modelo de datos DOM.

Siguiendo la metodologia de andlisis presentado por Libkin [Lib04] para modelos finitos, se
consideran dos variantes en la presentacion del problema de la verificacién XML. En la primera,
el tipo es fijo y la entrada consiste solamente en el arbol de datos (complejidad de los datos),
mide la complejidad en funciéon exclusivamente del tamano de los datos, proporcionando una
buena aproximacién al comportamiento del problema cuando el tamano del tipo se presume
que no es importante comparado al tamano de los datos. En la segunda, el tipo es variable ya
que también, junto con los datos, es parte de la entrada (complejidad combinada), su propdsito
se dirige a medir con mayor precision la dificultad del problema

El primer proceso estudiado correspondié a la verificacién, modelado mediante un arbol eti-
quetado y considerando los sistemas de tipificacion DTD y DTD extendido, su representacion
como un TA y su generalizacién hacia sus diferentes modalidades (top-down, bottom-up, de-
terminista, no determinista y walking). Consideramos dos codificaciones que reflejan los dos
modelos mas utilizados para XML: el primero es una estructura de apuntador como la usada
en el modelo DOM, la segunda es una cadena que corresponde a la sucesion de las marcas
de apertura y cierre encontradas durante el recorrido primero en profundidad (depth-first)
del arbol, como el utilizado en el modelo de datos SAX. En el exdmen de los algoritmos se
muestra, como se seniala en [GKP03], que en el problema de la validacién XML, la complejidad
de los datos depende fundamentalmente de la codificacion del arbol de entrada, ya que la clase
de complejidad involucrada corresponde a la franja inferior de la jerarquia (por debajo de
LOGSPACE). Mientras que la pertenencia de un arbol a un lenguaje definido por un TA con
alfabeto de anchura definida, estudiada en [Loh01], no puede ampliarse, de manera inmedia-
ta, a arboles con anchura o rango variable porque la codificacién utilizada para arboles con
anchura definida (una cadena basada en una notaciéon prefija del arbol) ya no es valida para
arboles sin rango fijo.
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Para la codificacion tipo DOM se muestra que, con base en [GKPO03|, para todos los sis-
temas de tipificacion aqui considerados, la complejidad del problema de validacién esta en
LOGSPACE. Para la codificacién tipo SAX encontramos que, para todos los sistemas de tipifi-
cacién considerados, el problema de la complejidad esta en uNC'. Esto por consiguiente amplia
los resultados para arboles sin rango definido con codificacion tipo SAX. La complejidad com-
binada del problema de validacién depende de la sintaxis del sistema de tipificado, ubicandose
en una complejidad que va desde LOGSPACE-completo hasta LoOGCFL-completo.

Para un NDTA sobre alfabetos con anchura definida se muestra que esta en LOGCF L-completo
utilizando una reduccién no trivial de la membresia a un lenguaje libre de contexto (CFL).
El estudio, en esta parte de la revision, confirma que la extensién no es directa como en el
caso de la codificaciéon de un autémata en arboles sin anchura definida, es mas compleja que
para arboles en un alfabeto de anchura definida, ya que cada transicion corresponde a una
expresion regular en lugar de un conjunto finito de palabras. Para un DUTA se obtienen niveles
de complejidad ligeramente superiores que para el caso de tener una anchura definida.

Otro resultado de interés que se revisa referente a la transformaciéon que requerimos de un
arbol con rango no fijo a uno con rango definido, consiste en que su codificacion se puede
ejecutar en uTC? si esta en formato SAX, y en LOGSPACE cuando es tipo DOM, asf como que
el arbol resultante se procesa en LOGSPACE.

En cuanto a la revisiéon de la complejidad tedrica de la consulta de documentos XML, con-
siderando el fragmento Core XPath, se muestra que puede evaluarse en tiempo polinomial, y
que la complejidad de los datos esta en uTCP.

Se ha examinado que la verificacion de la pertenencia de un ULT es un lenguaje de arbol
regular no es mas dificil que la verificacién de la pertenencia de una cadena en un lenguaje
regular de cadena, en consonancia con esto la complejidad de los datos de la verificaciéon de la
conformidad de un documento XML es independiente del sistema de tipificado aplicado. Asi
mismo se confirma que la codificacion utilizada para el arbol de datos es determinante y que
los dos modelos considerados nos arrojan cotas de complejidad diferentes: uno uNC'! y el otro
LOGSPACE.

En el trabajo se analiz6 la complejidad combinada para la validacion XML, observandose que
ésta no depende de la codificaciéon del arbol de entrada pero si del lenguaje de tipificacién
que se utilice, también se deduce que los niveles de complejidad del proceso varian desde
LoGSpACE-completo hasta LOGCF L-completo. En cuanto a la complejidad combinada para
la consulta XML, utilizando Core XPath, se confirma, como se establece en [GKPO03], que
corresponde realmente a P-completo, asi mismo se ratifica que el algoritmo para la evaluacion
simple de una consulta se ubica en LoGCF L-completo.

Por dltimo el estudio muestra las evidencias que la verificaciéon de modelos con CTL ofrece
una 6pciéon importante, para la evaluacion de consultas de documentos XML, con cotas de
complejidad lineal, aportando las numerosas y maduras herramientas de verificacion, que esta
dindmica y popular diciplina a logrado concitar en su desarrollo.
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