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idad, Emilio Lluis por su experiencia y a Jesús Falconi por la intuición. A
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v



vi AGRADECIMIENTOS

uno u otra manera influyeron en mi formación de matemático a través de la
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E Teoŕıa Agebraica de Números 115
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Introducción

”La matemática es la reina de las ciencias y la teoŕıa de números es la reina
de las matemáticas”.

(Gauss)

El propósito de esta tesis es describir con detalle el concepto de campo de
números no lineal N(K) del art́ıculo de T. Gendron y A. Verjovsky [1]. El cual
como veremos es una extensión natural de un campo numérico K, en el sentido
que extiende las dos operaciones de K a todo N(K) y que además, resultara
ser la proyectivización de una cierta álgebra graduada de funciones holomorfas
Har• [K].

En particular, si K = Q, veremos que N(Q) contiene las clases proyectivas
que corresponden a funciones zeta y L clásicas. Veremos también, que N(K) es
una variedad riemanniana, lo cual nos ayudara a construir una teoŕıa de Galois
para N(K) que coincide con la teoŕıa de Galois para las extensiones de K en el
sentido clásico.

Empezaremos con un repaso breve de los números p-ádicos para posterior-
mente, de manera más general, estudiar los campos locales de caracteŕıstica 0,
que como veremos son R, C o una extensión finita de Qp (Cap. 1).

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q con anillo de enteros OK .
Una valuación de K es una función

|·|ν : K −→ R≥0,

que satisface las propiedades usuales del ”valor absoluto”. Se dice que dos val-
uaciones |·|ν y |·|µ son equivalentes si definen la misma topoloǵıa. Esta relacion
define un conjunto de clases de equivalencia que llamaremos los lugares de K.
Luego, para cada lugar ν podemos completar a K con respecto a cada una de
las valuaciones |·|ν , en el sentido usual de análisis. A la completación de K en el
lugar ν la denotaremos por Kν . Luego, veremos que esta completación resulta
ser un campo local de los mencionados anteriormente.

Considerando el producto directo restringido de Kν sobre todos los lugares
ν obtenemos el anillo de adéles de K

AK =
∏
ν

′Kν .

ix



x INTRODUCCIÓN

Veremos que K se puede sumergir diagonalmente en AK como un subgrupo
discreto y cocompacto con respecto a la adición. Luego, el cociente

ŜK = AK/K,

es un solenoide que llamaremos el grupo de clases de adéles asociado a K y el
cual es isomorfo a

� El cubriente universal algebraico del toro de Minkowski TK

lim
←

Ta,

donde a corre sobre todos los ideales de OK .

� La suspensión
(K∞ × ÔK)/OK ,

donde ÔK es la completación profinita de OK .

Usando la suspensión anterior, construiremos la hiperbolización del grupo
de clases de adéles ŜK , cuyas hojas son polidiscos isomorfos a (H2)n y cuya
frontera distinguida es ŜK (Cap. 2).

Si K/Q es una extensión de Galois, mostraremos que Char(ŜK), el grupo de
caracteres de ŜK , pose una segunda operación que le da estructura de campo.
Luego, existe un isomorfismo canónico

Char(ŜK) ∼= K. (∗)

Además, si d−1
OK

= OK , donde d−1
OK

es el diferente inverso asociado al anillo de
enteros de K, se tiene que

Char(TK) ∼= OK .

Sea f ∈ L2(ŜK ,C), por análisis armónico f tiene un desarrollo en series de
Fourier ∑

aqφq,

donde q ∈ K, a ∈ C y φq ∈ Char(ŜK). De aqúı y de (∗) tenemos la inclusión
canónica

K ↪→ L2(ŜK ,C),

la cual nos permite extender las dos operaciones de K a L2(ŜK ,C). Para exten-
der a +K , usaremos el producto de Cauchy de funciones en L2(ŜK ,C), siempre
que este bien definido, y lo denotaremos por ⊕. Para el producto ×K usaremos
el producto de Dirichlet, el cual denotaremos por ⊗. Con estas dos operaciones
L2(ŜK ,C) adquiere una estructura de álgebra parcial, en el sentido de que las
operaciones ⊕ y ⊗ son solo parcialmente definidas.

Una interpretación de L2(ŜK ,C) como valores frontera de funciones holo-
morfas en ŜK , puede ser introducida a través de la noción de holomorficidad
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graduada, donde cada noción de holomorficidad esta dada en el sentido clásico.
Si K/Q es una extensión de Galois real, tenemos el grupo de signos

Θ = {+,−}n ,

donde n es el grado de la extensión de K/Q. Luego f define una (2n + 1)-tupla
de funciones F = (Fθ;F0) en la hiperbolización ŜK , donde para cada θ ∈ Θ,
Fθ es ”θ-holomorfa” y F0 = a0. Luego, al espacio de Hilbert de tales funciones
holomorfa-graduadas F , lo denotaremos por

Har• [K] =
⊕
θ∈Θ

Harθ [K]⊕ C,

el cual veremos es isomorfo a L2(ŜK ,C). Para el caso de K/Q una extensión de
Galois compleja tenemos una graduación similar aunque su construcción es un
poco más delicada.

Dado Har• [K] visto como espacio vectorial, veremos que las operaciones ⊕
y ⊗ no están bien definidas cuando estas descienden a la proyectivización usual
de de Har• [K]. Aśı que definimos una nueva proyectivización quitando, además
del 0, los elementos de traza 0 en Har• [K]. Lo cual nos define un hiperplano de
dimensión infinita

N(K) ⊂ PHar• [K] ,

que tiene estructura de doble semigrupo parcial con las operaciones ⊕ y ⊗.
Entonces, N(K) será nuestro ”campo de números no lineales” asociado a K
(Cap. 3).

Por otro lado, veremos que las funciones zeta y L definen elementos de N(K)
y el producto de Dirichlet de estas, coinside con el producto ⊗ de elementos de
N(K). Esto nos ayudara a definir algunas nociones de lo que podŕıa ser una
especie de aritmética no lineal. En particular daremos algunas nociones básicas
de una teoŕıa de unidades con respecto a los productos ⊕ y ⊗ para el anillo de
enteros no lineal N(Z) (Cap. 4).

Por construcción N(K) cuenta con las propiedad de ser una subvariedad
Riemanniana de un espacio proyectivo de dimensión infinita con la métrica
Fubini-Study. A partir de la graduación dada anteriormente, definimos un au-
tomorfismo de un campo de números no lineales N(K) como una isometŕıa
Fubini-Study que permuta la graduación y preservan las operaciones ⊕ y ⊗.

Dado K un campo numérico, denotaremos por Gal(N(K)/K), al grupo de
automorfismos de N(K) que fijan a K. Ahora, si L/K es una extensión de
Galois denotaremos por

Gal(N(L)/N(K)),

al grupo de automorfismos de N(L) que dejan fijo a N(K) (Cap. 5). Finalmente,
mostraremos que la teoŕıa de Galois de las extensiones de los campos de números
no lineales N(K) coincide con la teoŕıa de Galois de los campos clásicos en el
sentido de que si tenemos L/K una extensión de Galois entonces

Gal(N(L)/N(K)) ∼= Gal(L/K).
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Notación

En el presente trabajo trataremos de apegarnos a la notación estándar en
matemáticas, por ejemplo Z (resp. Q, R y C) denotara el conjunto de los
números enteros (resp. racionales, reales y complejos).

Convendremos, que el conjunto de los números naturales será considerado
como el conjunto N = {1, 2, 3, · · · }. Denotaremos por R≥0 (resp. R>0) al
conjunto {x ∈ R : x ≥ 0} (resp. {x ∈ R : x > 0}).

Cuando escribamos una sucesión {xi} daremos por hecho que el conjunto
de ı́ndices es el conjunto de los números naturales N, salvo que se indique lo
contrario. Dado un numero complejo z = x+ iy denotaremos por Re(z) (resp.
Im(z)) a la parte real (resp. parte imaginaria) de z y por Im a la imagen de
una función dada.

Un anillo R en el contexto de esta tesis será entendido como anillo con 1.
Diremos que K es un campo numérico si este es una extensión finita de Q, en
algunos textos a K se le llama también campo de números algebraicos. Cuando
hablemos de extensiones de Galois daremos por hecho que son extensiones fini-
tas, salvo que se indique lo contrario. Por otro lado, cuando nos refiramos a V
un K-espacio vectorial, este puede ser de dimensión infinita.

Aqúı diremos que un espacio topológico M es metrizable, si existe una
métrica en M que induce la topoloǵıa dada y M es separable si posee una base
numerable de abiertos. Cuando hablemos de campos locales nos restringiremos
al caso de caracteŕıstica 0.

xiii
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Caṕıtulo 1

Campos Locales

En este caṕıtulo daremos un repaso general de los conceptos de teoŕıa algebraica
de números que utilizaremos en el resto de la tesis. En el presente trabajo
asumiremos que el lector está familiarizado con la teoŕıa de Galois y la teoŕıa
de campos finitos. Para una referencia ver [12].

1.1 Números p-ádicos

En esta sección estudiaremos las propiedades elementales de los números p-
ádicos. Las referencias básicas de esta sección son [3] y [11].

Sea p un número primo. Un entero p-ádico es una serie formal infinita

a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ,

donde 0 ≤ ai ≤ p− 1. Al conjunto de todos los enteros p-ádicos lo denotaremos
por Zp.

Proposición 1.1. Las clases de residuos a mod pn ∈ Z/pnZ pueden ser repre-
sentadas de manera única de la forma

a ≡ a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1 mod pn,

donde 0 ≤ ai ≤ p− 1, para i = 0, 1, · · · , n− 1.

Demostración. Por inducción sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple la
Proposición. Supongamos que la Proposición es cierta para n − 1. Entonces,
por hipótesis de inducción, tenemos una representación única

a ≡ a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−2p

n−2 + gpn−1,

para algún entero g. Si g ≡ an−1 mod p tal que 0 ≤ an−1 ≤ p − 1, an−1 es
únicamente determinado por a y la congruencia de la Proposición se cumple.

1



2 CAPÍTULO 1. CAMPOS LOCALES

Cada q ∈ Z, o de manera un poco más general, cada número racional q = f
g ,

donde p no divide a g, define una sucesión de clases de residuos

s̄n = q mod pn ∈ Z/pnZ, n ∈ N.

De la Proposición 1.1 tenemos que:

s̄1 = a0 mod p
s̄2 = a0 + a1p mod p2

s̄3 = a0 + a1p+ a2p
2 mod p3

...

donde los coeficiente 0 ≤ ai ≤ p−1, son determinados de manera única. Luego,
la sucesión de números

sn = a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1, n ∈ N,

define un entero p-ádico
∞∑
ν=0

aνp
ν ∈ Zp.

A este le llamaremos la expansión p-ádica de q.
Con el fin de poder considerar a los racionales de la forma f

g , donde g = pnh
con n ≥ 1, extenderemos el dominio de los enteros p-ádicos a las series formales

∞∑
ν=m

aνp
ν ,

donde m ∈ Z y 0 ≤ aν ≤ p− 1. A estas series las llamaremos números p-ádicos
y usaremos Qp para denotar al conjunto de dichos números.

Si tenemos un número racional arbitrario q ∈ Q, lo podemos escribir como

q =
f

g
pm donde f, g,m ∈ Z, (fg, p) = 1.

Luego, dado que tenemos una expansión p-ádica para f
g , a saber

a0 + a1p+ a2p
2 + · · · ,

podemos asociarle a q el número p-ádico

a0p
m + a1p

m+1 + a2p
m+2 · · · ∈ Qp,

como su expansión p-ádica.

Corolario 1.1. Existe un mapeo canónico

Q −→ Qp,

el cual env́ıa a Z en Zp de forma inyectiva.
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Demostración. El mapeo está dado por enviar a cada q ∈ Q a su expansión
p-ádica. Luego, es claro que este mapeo env́ıa a Z en Zp. Si a, b ∈ Z tienen
la misma expansión p-ádica, se tiene que pn divide a a− b para cada n, por lo
tanto a = b.

Dado un número p-ádico
s =

∑
aνp

ν ,

lo podemos ver como una sucesión de clases de residuos

s̄n = s mod pn,

donde los términos de dicha sucesión se encuentran en los diferentes anillos
Z/pnZ.

Para cada n tenemos las proyecciones canónicas

φn : Z/pnZ −→ Z/pn−1Z,
s̄n 7−→ s̄n−1.

Es claro que φn es suprayectiva y su kernel está formado por los elementos de
Z/pnZ que son múltiplos de pn−1. Entonces la sucesión,

· · · −→ Z/pnZ −→ Z/pn−1Z −→ · · · −→ Z/p2Z −→ Z/pZ,

forma un sistema proyectivo indexado por los enteros positivos.
Luego podemos definir el ĺımite proyectivo

lim
←

Z/pnZ,

del sistema (Z/pnZ, φn) (Ver Apéndice B.1).
Asociando a cada entero p-ádico

s =
∞∑
ν=0

aνp
ν ,

la sucesión {s̄n} de clases de residuos

s̄n =
n−1∑
ν=0

aνp
ν mod pn ∈ Z/pnZ,

obtenemos la siguiente biyección

Zp
∼→ lim
←

Z/pnZ.

Notemos que lim
←

Z/pnZ es un subanillo del producto directo
∏∞
n=1 Z/pnZ,

donde la adición y multiplicación son definidas componente a componente.
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Luego identificando a Zp con lim
←

Z/pnZ obtenemos el anillo de enteros p-ádicos.
Como cada elemento q ∈ Qp admite una representación

q = pmf,

con f ∈ Zp, la adición y multiplicación en Zp se extiende a todo Qp y Qp se
convierte en el campo de cocientes de Zp.

En Zp, un entero a ∈ Z es determinado por las congruencias

a ≡ a0 + a1p+ a2p
2 + · · ·+ an−1p

n−1 mod pn,

con 0 ≤ ai ≤ p− 1. Luego, haciendo la identificación

Zp = lim
←

Z/pnZ,

el subconjunto Z se identifica con las tuplas

(a mod p, a mod p2, a mod p3, · · · ) ∈
∞∏
n=1

Z/pnZ.

Aśı, tenemos que Z es un subanillo denso de Zp. De la misma forma, Q es un
subcampo denso de Qp.

Otra ventaja de identificar a los números p-ádicos con lim
←

Z/pnZ es que si

consideramos a Z/pnZ como campo topológico con la topoloǵıa discreta, esta
induce una topoloǵıa en el producto

∏∞
n=1 Z/pnZ conocida como topoloǵıa pro-

ducto o topoloǵıa de Tychonoff [14]. Luego, lim
←

Z/pnZ adquiere la topoloǵıa

relativa del producto, la cual es conocida como la topología profinita (Ver
Apéndice B.2). En consecuencia, lim

←
Z/pnZ es un grupo profinito y por lo tanto

es un espacio de Hausdorff compacto con respecto a la topoloǵıa profinita.
Ahora, daremos una definición alternativa de los números p-ádicos a partir

del valor absoluto p-ádico.

Sea a =
b

c
; b, c ∈ Z distintos de cero. Para un primo p, fijo, podemos escribir

a = pm
a′

b′
, (b′c′, p) = 1.

El valor p-ádico de a se define como

|a|p =
1
pm

.

Al exponente m, en el valor p-ádico anterior, lo denotaremos por νp(a).
Luego, si definimos νp(0) =∞, tenemos la siguiente función

νp : Q −→ Z ∪ {∞} ,

la cual satisface que

νp(ab) = νp(a) + νp(b), νp(a+ b) ≥ min {νp(a), νp(b)} .
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La función νp es llamada la valuación exponencial p-ádica de Q.
Luego el valor absoluto p-ádico viene dado por

|·|p : Q −→ R
a 7−→ p−νp(a).

El cual, además, cumple la propiedad de ser no arquimediano o ultramétrico,
i.e. satisface

|a+ b|p ≤ max
{
|a|p , |b|p

}
,

para a, b ∈ Q.
Una sucesión de Cauchy con respecto a |·|p es por definición una sucesión

de números racionales {xn}, tal que para toda ε > 0, existe un entero positivo
n0 que satisface

|xn − xm|p < ε,

para toda n,m ≥ n0. Una sucesión {xn} en Q es llamada una nulsucesión con
respecto a |·|p si |xn|p es una sucesión que converge a 0 en el sentido usual.

Las sucesiones de Cauchy forman un anillo R, y las nulsucesiones un ideal
maximal m. Luego definimos nuevamente el campo de los números p-ádicos
como el campo de clases de residuos

Qp := R/m.

Nuevamente existe un mapeo de Q en Qp, el cual asocia a cada a ∈ Q las
clases de residuos de la sucesión constante (a, a, a, · · · ).

El valor absoluto p-ádico |·|p en Q se extiende a Qp asociando a cada elemento
x = {xn} mod m ∈ R/m el valor absoluto

|x|p := lim
n→∞

|xn|p ∈ R.

Este ĺımite existe porque
{
|xn|p

}
es una sucesión de Cauchy en R. Además,

esta es independiente de la elección de la sucesión {xn} dentro de su clase mod
m porque toda nulsucesión p-ádica yn ∈ m satisface que lim

n→∞
|yn|p = 0.

La valuación exponencial p-ádica νp en Q se extiende a una valuación expo-
nencial

νp : Qp → Z ∪ {∞} ,

que se define como sigue. Si x ∈ Qp es la clase de la sucesión de Cauchy {xn},
donde xn 6= 0, entonces

νp(xn) = − log |xn|p
la cual diverge a ∞ o es una sucesión de Cauchy en Z la cual eventualmente se
hace constante para algún n suficientemente grande pues Z es discreto.

Luego definimos
νp(x) = lim

n→∞
νp(xn) = νp(xn),
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para n ≥ n0 y tenemos que para toda x ∈ Qp

|x|p = p−νp(x).

Por lo tanto, como en el caso de los números reales tenemos el siguiente resul-
tado.

Proposición 1.2. El campo Qp de los números p-ádicos es completo con re-
specto al valor absoluto p-ádico |·|p. Es decir, toda sucesión de Cauchy en Qp

converge con respecto a |·|p.

Una propiedad que diferencia a los números reales de los números p-ádicos,
es que el valor absoluto p-ádico es ultramétrico. Este hecho nos da una nueva
forma de definir los enteros p-ádicos.

Proposición 1.3. El conjunto

Zp :=
{
x ∈ Qp : |x|p ≤ 1

}
,

es un subanillo de Qp, el cual es la cerradura del anillo de enteros Z con respecto
a |·|p en el campo de números p-ádicos Qp.

Demostración. Sea a, b ∈ Zp, entonces

|a+ b|p ≤ max
{
|a|p , |b|p

}
≤ 1,

por lo tanto a+ b ∈ Zp. Además

|ab|p = |a|p |b|p ≤ 1,

luego ab ∈ Zp. Si {xn} es una sucesión de Cauchy en Z y x = lim
n→∞

xn, entonces

|xn|p ≤ 1 implica que |x|p ≤ 1, luego x ∈ Zp. Conversamente, sea

x = lim
n→∞

xn ∈ Zp,

para una sucesión de Cauchy {xn} en Q. Como vimos en ĺıneas anteriores
|x|p = |xn|p ≤ 1 para n ≥ n0, i.e. xn =

an
bn

, con an, bn ∈ Z, (bn, p) = 1.

Eligiendo para cada n ≥ n0 una solución yn ∈ Z de la congruencia bnyn ≡ an
mod pn, tenemos que

|xn − yn|p ≤
1
pn
,

por lo tanto x = lim
n→∞

yn, de modo que x pertenece a la cerradura de Z.

Proposición 1.4. El grupo de unidades de Zp es

Z∗ =
{
x ∈ Zp : |x|p = 1

}
.

Además, para toda x ∈ Q∗p, x admite una única representación

x = pmu,

con m ∈ Z y u ∈ Z∗p.
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Demostración. Si u ∈ Zp es invertible entonces existe u′ ∈ Zp tal que uu′ = 1.
Luego

1 = |uu′|p = |u|p |u
′|p ,

de donde se sigue que |u|p = 1. Ahora, si νp(x) = m ∈ Z, entonces

νp(xp−m) = νp(x)νp(p−m) = m−m = 0.

Lo cual implica que |xp−m| = 1, i.e. u = xp−m ∈ Z∗p.

Proposición 1.5. Los ideales, no cero, del anillo Zp son los ideales principales

pnZp = {x ∈ Qp : νp(x) ≥ n} ,

con n ≥ 0.

Demostración. Sea a 6= 〈0〉 un ideal de Zp y x = pmuu ∈ Z∗p, un elemento del
ideal a con m lo más pequeño posible, esta se puede elegir aśı; pues |x|p ≤ 1,
lo que implica que m ≥ 0. Luego a = pmZp, pues y = pnu′ ∈ a con u′ ∈ Z∗p,
implica que n ≥ m, entonces y = (pn−mu′)pm ∈ pmZp.

Al principio de esta sección, definimos los enteros p-ádicos como las series
formales

∞∑
ν=0

aνp
ν , 0 ≤ aν ≤ p− 1,

las cuales identificamos con las sucesiones

s̄n = sn mod pn ∈ Z/pnZ, n ∈ N,

donde los sn eran las sumas parciales

sn =
n−1∑
ν=0

aνp
nu.

El conjunto de estas sucesiones constitúıan el ĺımite proyectivo

lim
←

Z/pnZ.

luego nosotros pod́ıamos ver a los enteros p-ádicos como elementos de este anillo.

Lema 1.1. Para todo p primo y n ≥ 0, existe el siguiente isomorfismo

Zp/pnZp ∼= Z/pnZ.

Demostración. El homomorfismo

Z −→ Zp/pnZp

a 7−→ a mod pnZp,
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es suprayectivo y tiene como kernel a pnZ. De hecho, para todo x ∈ Zp, por la
Proposición 1.3 existe un a ∈ Z tal que

|x− a|p ≤
1
pn
,

dicho de otra manera νp(x− a) ≥ n. Por lo tanto, x− a ∈ pnZp lo que implica
que x ≡ a mod pnZp. Luego, tenemos el isomorfismo

Zp/pnZp ∼= Z/pnZ.

Del Lema anterior se sigue que para cada n ≥ 1, nosotros tenemos un ho-
momorfismo suprayectivo

Zp −→ Z/pnZ.

Luego, es claro que la familia de estos homomorfismos induce un homomorfismo

Zp −→ lim
←

Z/pnZ.

(Ver Apéndice B.1) Ahora veremos que es posible identificar nuestras dos defini-
ciones dadas para Zp v́ıa la siguiente Proposición

Proposición 1.6. El homomorfismo

Zp → lim
←

Z/pnZ.

es un isomorfismo.

Demostración. Si x ∈ Zp va al cero, significa que x ∈ pnZp para toda n ≥ 1. Es
decir,

|x|p ≤
1
pn
,

para toda n ≥ 1, lo que implica que |x|p = 0 y entonces x = 0. Esto prueba la
inyectividad.

Un elemento de lim
←

Z/pnZ esta dado por una sucesión de sumas parciales

sn =
n−1∑
ν=0

aνp
ν , 0 ≤ aν ≤ p− 1.

Como vimos anteriormente, esta es una sucesión de Cauchy en Zp, la cual con-
verge a un elemento

x =
∞∑
ν=0

aνp
ν ∈ Zp.

Como

x− sn =
∞∑
ν=n

aνp
ν ∈ pnZp,
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uno tiene que x ≡ sn mod pn para toda n, i.e. x es mapeado por el elemento de
lim
←

Z/pnZ que es definido por la sucesión {sn} lo que muestra la suprayectividad.

Debemos notar que los elementos del lado derecho del isomorfismo

Zp ∼= lim
←

Z/pnZ.

están dados por series formales de sumas parciales

sn =
n−1∑
ν=0

aνp
ν , n ∈ N.

Mientras que en el lado izquierdo estas sucesiones convergen con respecto al
valor absoluto p-ádico y muestran a los elementos de Zp en el sentido usual
como series convergentes

x =
∞∑
ν=0

aνp
ν .

Una ventaja de definir a los números p-ádicos como un espacio métrico es
que Qp se convierte en automático en un grupo topológico, el cual tiene una
vecindad compacta al rededor de la identidad (a saber Zp). Luego dado que
cualquier grupo topológico es homogéneo tenemos una vecindad compacta para
todo punto en Qp y por lo tanto Qp es localmente compacto (Ver Apéndice A).

Definición 1. Una valuación de un campo K es una función

|·| : K −→ R

tal que para toda x, y ∈ K cumple que

� |x| ≥ 0, y |x| = 0 si y solo si x = 0,

� |xy| = |x| |y| ,

� |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

El valor absoluto usual |·|∞ en Q es el primer ejemplo de valuación. Otro
ejemplo, es el valor absoluto p-ádico |·|p, el cual definimos en párrafos anteriores.

Se dice que un valor absoluto en K es trivial si cumple que |x| = 1 para toda
x 6= 0 y |0| = 0.

Definiendo la distancia entre dos puntos x, y ∈ K como

d(x, y) = |x− y| ,

tenemos que K es un espacio métrico, y en particular un espacio topológico.
Diremos que dos valuaciones |·| = |·|′ son equivalentes si definen la misma

topoloǵıa, o equivalentemente, si existe una constante s ∈ R, s > 0, tal que
|a|′ = |a|s, para toda a ∈ K.
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La valuación |·| es llamada valuación no arquimediana si |n| es acotada
para toda n ∈ N, o equivalentemente, si satisface la propiedad

|x+ y| ≤ max {|x| , |y|} .

En otro caso diremos que |·| es una valuación arquimediana.

Teorema 1.1 (Ostrowski). Toda valuación no trivial de Q es equivalente a una
de las valuaciones |·|p o |·|∞.

Demostración. Sea ‖·‖ una valuación no arquimediana de Q. Luego

‖n‖ = ‖1 + · · ·+ 1‖ ≤ 1,

y existe un número primo p tal que ‖p‖ < 1, de lo contrario, de la factorización
única en primos, tendŕıamos que ‖x‖ = 1 para toda x ∈ Q∗. Luego, ‖·‖ seria
una valuación trivial. El conjunto

a = {a ∈ Z : ‖a‖ < 1} ,

es un ideal de Z el cual cumple que pZ ⊆ a 6= Z. Luego, como pZ es un ideal
maximal de Z tenemos que a = pZ. Ahora si a ∈ Z y a = bpm con (b, p) = 1,
de modo que b /∈ a, entonces ‖b‖ = 1 y por lo tanto

‖a‖ = ‖p‖m = |a|sp ,

donde s = − log ‖p‖ / log p. En consecuencia ‖·‖ es equivalente a |·|p.
Ahora, sea ‖·‖ una valuación arquimediana de Q. Entonces tenemos que,

para cualesquiera dos números naturales n,m > 1,

‖m‖1/ logm = ‖n‖1/ logn
.

De hecho, podemos escribir

m = a0 + a1n+ · · ·+ arn
r,

donde 0 ≤ ai ≤ n− 1 y nr ≤ m. Por lo tanto, observando que r ≤ logm/ log n,
pues

‖n‖r ≤ ‖m‖ = ‖n‖logm/ logn
,

y que
‖ai‖ = ‖1 + · · ·+ 1‖ ≤ ai ‖1‖ ≤ n,

tenemos la siguiente desigualdad

‖m‖ ≤
∑
‖ai‖ · ‖n‖i ≤

∑
‖ai‖ · ‖n‖r ≤

(
1 +

logm
log n

)
n · ‖n‖logm/ logn

.

Poniendo mk en lugar de m en la desigualdad anterior y sacando ráız k-ésima
en ambos lados

‖m‖ ≤
(

1 +
k logm
log n

)1/k

n1/k · ‖n‖logm/ logn
.
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Ahora si hacemos tender k a ∞ tenemos

‖m‖ ≤ ‖n‖logm/ logn
,

o
‖m‖1/ logm ≤ ‖n‖1/ logn

.

Cambiando los papeles de m y n se obtiene la identidad

‖m‖1/ logm = ‖n‖1/ logn
.

Poniendo c = ‖n‖1/ logn tenemos que ‖n‖ = clogn, luego si escribimos a c = es,
esto induce, para cada numero racional positivo x =

a

b
, una valuación

‖x‖ = es log x = |x|s∞ .

Por lo tanto ‖·‖ es equivalente al valor absoluto usual |·|∞ en Q.

1.2 Espacios Vectoriales Localmente Compactos
Sobre Qp

Sea V un Qp-espacio vectorial. Una norma en V , es un mapeo

‖·‖ : V − {0} −→ R>0

que se extiende a cero definiendo ‖0‖ = 0 y satisface las siguientes propiedades:

i) ‖ax‖ = |a| ‖x‖ (|·| = |·|p , a ∈ Qp, x ∈ V ).

ii) ‖x+ y‖ ≤ max {‖x‖ , ‖y‖} (x, y ∈ V ) (i.e. es ultramétrica).

Un Qp-espacio vectorial normado V , es simplemente un Qp-espacio vecto-
rial equipado con una norma ‖·‖ (V, ‖·‖). Esta norma define una topoloǵıa en
V , luego V se convierte en un grupo topológico con la adición. Además, la
multiplicación por escalar

V −→ V

x 7−→ ax

con x ∈ V y a ∈ Q∗p es un homeomorfismo.
Sea V = Qn

p para algún entero positivo n. Luego para cada x ∈ V , definimos

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

Esto define una norma ultramétrica en V la cual es conocida como la norma
infinita.

Dos normas ‖·‖ y ‖·‖′ en V son equivalentes si existe un isomorfismo bi-
continuo entre (V, ‖·‖) y (V, ‖·‖′) o equivalentemente, si existen dos constantes
0 < c ≤ C <∞, tal que

c ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ C ‖x‖ .
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Teorema 1.2. Sea V un Qp-espacio vectorial de dimensión finita. Entonces,
todas las normas en V son equivalentes.

Demostración. Sea V = Qn
p con la norma infinita ‖·‖∞. Mostraremos que

existe un isomorfismo bicontinuo de (Qn
p , ‖·‖∞) en cualquier Qp-espacio vectorial

normada (V, ‖·‖) de dimensión n.
Sea (ei) una base de V , con i = 1, · · · , n y x = (xi) ∈ V . Definimos el mapeo

ϕ : Qn
p → V

x 7→
∑

xiei,

el cual claramente es un isomorfismo algebraico. Aśı que basta ver que ϕ es un
isomorfismo bicontinuo. Notemos que∥∥∥∑xiei

∥∥∥ ≤ max ‖xiei‖ = max |xi| ‖ei‖ ≤ max ‖ei‖ ·max |xi| = C ‖x‖∞ ,

donde C = max ‖ei‖. Entonces, ‖ϕ(x)‖ ≤ C ‖x‖∞ luego ϕ es continuo. Final-
mente, mostraremos que ϕ es un mapeo abierto.

Sea
B =

{
x ∈ Qn

p : ‖x‖∞ ≤ 1
}
,

la bola unitaria en Qn
p . Luego, tenemos que mostrar que ϕ(B) contiene una

bola abierta centrada en 0 de radio positivo en V .
Sea S1 la esfera unitaria

S1 =
{
x ∈ Qn

p : ‖x‖∞ = 1
}
,

en Qn
p . Notemos que, S1 es un subconjunto cerrado del conjunto compacto B,

por lo tanto, S1 es compacto. Lo que implica que ϕ(S1) es compacto. Como
ϕ es biyectiva, ϕ(S1) no contiene al 0 de V . Por lo tanto, la distancia de 0 a
ϕ(S1) es positiva y el mı́nimo es alcanzado por algún punto ϕ(x0), i.e. si x ∈ S1

tenemos que
‖ϕ(x)‖ ≥ ‖ϕ(x0)‖ = ε > 0.

Si v ∈ V − {0} tiene norma ‖v‖ < ε y λv un múltiplo de v, con |λ| ≤ 1,
Entonces tenemos que ‖λv‖ < ε. En particular, si ‖v‖ < ε, λ ∈ Q y |λ| ≤ 1, se
tiene que λv /∈ ϕ(S1).

Como {ei} es una base de V , podemos escribir

v =
∑

viei = ϕ((vi)).

Sin pérdida de generalidad

0 6= |vn| = max |vi| = ‖(vi)‖∞ .

Definiendo a λ = 1/vn tenemos que λv = ϕ((vi/vn)) = ϕ(w) ∈ ϕ(S1). Lo que
muestra que el escalar λ satisface |λ| > 1, de modo que

‖(vi)‖∞ = |vn| =
1
|λ|

< 1.
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Por lo tanto, v = ϕ((vi)) con ‖(vi)‖∞ < 1, luego se tiene que v ∈ ϕ(B). En
consecuencia

B<ε(V ) ⊂ ϕ(B),

donde B<ε(V ) es la bola de radio ε con centro en 0 en V .

Corolario 1.2. Sea V y W dos Qp-espacios vectoriales normados, entonces
cualquier mapeo lineal T : V →W es continuo.

Corolario 1.3. Un isomorfismo algebraico de Qp-espacios vectoriales de di-
mensión finita es bicontinuo.

Corolario 1.4. Sea V un Qp-espacio vectorial de dimensión finita. Un sub-
conjunto S ⊂ V que es acotado con respecto a una norma en V es acotada con
respecto a cualquier otra norma en V .

Lema 1.2. El único Qp-espacio vectorial normado compacto, es el trivial {0}.

Demostración. Sea x ∈ Qp distinto de cero. Luego, x genera una ĺınea y la
norma es una función continua no acotada en esa ĺınea ya que

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ,

donde λ ∈ Qp. Lo cual muestra que el único Qp-espacio vectorial normado
compacto es el trivial {0}.

Teorema 1.3. Todo Qp-espacio vectorial normado V , que es localmente com-
pacto, es de dimensión finita.

Demostración. Sea Ω una vecindad compacta de 0 en V y escojamos un escalar
a ∈ Qp con 0 < |a| < 1 (por ejemplo a = p con |a| = 1/p). Notemos que, los
interiores de las traslaciones x+ aΩ (x ∈ V ) cubren todo el espacio. Luego, a
fortiori existe una cubierta finita de Ω de la forma

Ω ⊂
⋃

finta
(ai + aΩ).

Sea L el subespacio de dimensión finita generado por los ai. Luego este
subespacio de dimensión finita es isomorfo a un espacio normado Qd

p y por lo
tanto, es completo. En consecuencia este subespacio L es cerrado, y en el espacio
cociente Hausdorff V/L(Ver Apéndice A), la imagen A del conjunto Ω es una
vecindad compacta de 0 que satisface

A ⊂ aA ( o a−1A ⊂ A),

por consiguiente, a−nA ⊂ A por inducción. Como, |a−n| → ∞, tenemos que

A ⊂ V/L ⊂
⋃
n≥1

a−1A ⊂ A.

En particular como V/L es compacto, por el Lema 1.2, V/L = 0, entonces
V = L es de dimensión finita.
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Corolario 1.5. En un Qp-espacio vectorial normado localmente compacto, los
subconjuntos compactos son cerrados y acotados.

Demostración. Los subconjuntos compactos de cualquier espacio métrico son
cerrados y acotados, por continuidad de la función distancia. Rećıprocamente, si
V es un Qp-espacio vectorial normado localmente compacto, este es de dimensión
finita y su norma es equivalente a la norma del supremo. Pero en Qn

p todo
conjunto acotado está contenido en un (compacto) producto de bolas de Qp.
Luego los conjuntos cerrados y acotados son subconjuntos compactos de Qn

p .

Sea K/Qp una extensión finita del campo Qp. Podemos considerar a K
como un Qp-espacio vectorial de dimensión finita. Luego, cada valuación en K
que extiende el valor absoluto p-ádico de Qp es una norma en este Qp-espacio
vectorial. Por lo que, podemos aplicar todos los resultados para Qp-espacios
vectoriales vistos anteriormente.

Lema 1.3. Existe a lo más una valuación en K que extiende el valor absoluto
p-ádico de Qp.

Demostración. Sea |·| y |·|′ dos valuaciones en K que extienden el valor absoluto
de Qp. Estas dos normas deben ser equivalentes. Luego, existen constantes
0 < c ≤ C <∞ tal que

c |x| ≤ |x|′ ≤ C |x| (x ∈ K).

Remplazando a x por xn en las desigualdades anteriores tenemos que

c |xn| ≤ |xn|′ ≤ C |xn| .

Por la multiplicidad de la valuación, se tiene que

c |x|n ≤ |x|′n ≤ C |x|n ,

o
c1/n |x| ≤ |x|′ ≤ C1/n |x| .

Haciendo tender n a ∞, c1/n → 1 y C1/n → 1. Lo cual demuestra que
|·| = |·|′ .

Consideremos K una extensión de Galois de Qp y supongamos que el valor
absoluto p-ádico de Qp se extiende a una valuación en K. Luego para cada
automorfismo σ de K/Qp, podemos considerar la valuación |x|′ = |σx|. Por
la Proposición anterior, esta valuación debe coincidir con la valuación original.
Sea G = Gal(K/Qp) y para cada x ∈ K, consideremos el elemento

Np(x) =
∏
σ∈G

σx ∈ Qp,

luego, se tiene que

|Np(x)| =

∣∣∣∣∣∏
σ∈G

σx

∣∣∣∣∣ =
∏
σ∈G
|σx| = |x|n ,
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donde n = |G| = [K : Qp] = dimQp(K),

|x| = |Np(x)|1/n .

Como N(x) ∈ Qp, esta fórmula nos da una expresión explicita de como extender
el valor absoluto de Qp.

Consideremos como antes K una extensión finita de grado n del campo Qp.
La norma de x ∈ K es un homeomorfismo multiplicativo

Np : K∗ −→ Q∗p

x 7−→ Np(x),

el cual coincide con la n-ésima potencia de Q∗p(Ver Apéndice E).

Teorema 1.4. Sea K un una extensión finita de grado n sobre Qp. Para cada
x ∈ K, sea Tx el Qp-operador lineal y → xy en K. Entonces

f(x) = |Np(x)|1/n = |det Tx|1/n ,

define una valuación en K que extiende un valor absoluto p-ádico. Además, esta
es la única valuación en K con esta propiedad.

Demostración. Si a ∈ Qp, es claro que Np(a) = an, por lo tanto,

|Np(a)|1/n = |a| ,

lo que muestra que la fórmula propuesta es una extensión del valor absoluto
p-ádico. La multiplicatividad

f(xy) = f(x) · f(y),

se sigue de la multiplicatividad del determinante. Veamos ahora, que se cumple
la desigualdad ultramétrica. Para esto usaremos que K es localmente compacto,
pues Qp es localmente compacto y K es isomorfo a un producto finito de copias
de Qp. Tomemos una norma arbitraria ‖·‖ en K. Por ejemplo, consideremos una
base e1, · · · , en de K sobre Qp y usemos la norma infinita en los componentes
de la base. Como la función continua f no se anula en el conjunto compacto

Sn = {x ∈ K : ‖x‖ = 1} ,

entonces f , es acotada tanto por arriba como por abajo en Sn, i.e.

0 < ε ≤ f(x) ≤ A <∞ (‖x‖ = 1).

Para x ∈ K∗ elijamos λ ∈ Qp con ‖x‖ = |λ|. Luego, el vector x/λ tiene
norma 1,

ε ≤ f(x/λ) ≤ A (x 6= 0),
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y como f(x/λ) = f(x)/ |λ|,

ε |λ| ≤ f(x) ≤ A |λ| (x 6= 0),

ε ‖x‖ ≤ f(x) ≤ A ‖x‖ (x 6= 0).

Ahora, tomando a = ε−1 tenemos que

‖x‖ ≤ af(x) y f(x) ≤ A ‖x‖ .

Supongamos que f(x) ≤ 1 y por lo tanto ‖x‖ ≤ a. Entonces, podemos inferir

f(1 + x) ≤ A ‖1 + x‖ ≤ Amax {‖1‖ , ‖x‖} ,
≤ Amax {‖1‖ , a} = C max {f(1), f(x)} .

De manera más general, si f(y) ≥ f(x), podemos dividir por y y aplicar la
anterior desigualdad a x/y, ya que f(x/y) = f(x)/f(y) ≤ 1, tenemos

f(1 + x/y) ≤ C max {f(1), f(x/y)} .

Por último, multiplicando en ambos lados por f(y), obtenemos la desigualdad
general

f(x+ y) ≤ C max {f(x), f(y)} .
Lo cual prueba que f es una valuación. Además, como f extiende el valor
absoluto p-ádico, f es acotada, luego es una valuación no arquimediana. Por lo
tanto, la existencia y unicidad de una valuación en K/Qp quedan probadas.

Dado que existe una única extensión del valor absoluto p-ádico de Qp a una
valuación f en K/Qp, haciendo un abuso de notación, denotaremos a f como
|·|p.

Recordemos, de la sección anterior, que Zp es un anillo local con ideal max-
imal

pZp =
{
x ∈ Qp : |x|p < 1

}
,

y que sus ideales son, los ideales principales

pnZp =
{
x ∈ Qp : |x|p < p−n, con n ∈ N ∪ {0}

}
.

Sea K una extensión finita de Qp y sea Op el conjunto de todas las x ∈ K
que satisfacen una ecuación de la forma xn + a1x

n−1 + · · · + an−1x + an = 0
con ai ∈ Zp, i.e. Op es la cerradura algebraica de Zp en K. Luego el siguiente
resultado generaliza la noción de anillo de enteros Zp de Qp a un anillo Op en
K/Qp.

Proposición 1.7. Sea K una extensión finita de Qp de grado n y sea

Op =
{
x ∈ K : |x|p ≤ 1

}
,

M =
{
x ∈ K : |x|p < 1

}
.

Entonces Op es un anillo el cual es la cerradura entera de Zp en K, M es el
único ideal maximal, y Op/M es una extensión finita de Fp de grado a lo más
n.
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Demostración. De la aditividad y multiplicatividad de la norma ultramétrica,
es claro que Op es un anillo y M un ideal en Op. Sea α ∈ K de grado m sobre
Qp y supongamos que α es entero sobre Zp, i.e. αm + a1α

m−1 + · · ·+ am = 0,
con ai ∈ Zp. Si |α| > 1, tendŕıamos:

|α|mp = |αm|p =
∣∣a1α

m−1 + · · ·+ am
∣∣
p
≤ max

1≤i≤m

∣∣aiαm−i∣∣p
≤ max

1≤i≤m

∣∣αm−i∣∣
p

= |α|m−1
p .

lo cual es una contradicción. Ahora, si |α|p ≤ 1. Entonces, para todos los
conjugados de α = α1 sobre Qp se tiene que

|αi|p =
m∏
j=1

|αj |1/mp = |α|p ,

ya que todos los coeficientes del polinomio mónico irreducible de α son sumas o
diferencias de productos de αi, luego se sigue que todos los coeficientes tienen
norma |·|p ≤ 1. Como estos están en Qp entonces deben estar en Zp.

Ahora veremos que M contiene a todos los ideales de Op. Supongamos que
α ∈ Op y α /∈ M . Luego |α|p = 1, de modo que |1/α|p = 1 y 1/α ∈ Op. Luego
todo ideal que contiene a α debe contener a (1/α)α = 1, lo cual es imposible.

Notemos que M ∩ Zp = pZp lo cual se sigue de la definición. Consideremos
el campo Op/M . Recordemos que sus elementos son clases laterales izquierdas
a + M y notemos que si a y b están en Zp, entonces a + M y b + M están en
la misma clase si y solo si a − b ∈ M ∩ Zp = pZp. Luego, existe una inclusión
natural de Zp/pZp en Op/M dado por el mapeo de clases a+pZp 7→ ā+M para
a ∈ Zp. Como Zp/pZp es el campo Fp de p elementos, esto significa que Op/M
es una extensión del campo Fp.

Ahora, veamos que Op/M es de grado finito sobre Fp, de hecho, veremos
que

[Op/M : Fp] ≤ [K : Qp] .

Si n = [K : Qp] mostraremos que cualesquiera n+1 elementos ā1, ā2, · · · , ān+1 ∈
Op/M deben ser linealmente dependientes sobre Fp. Para i = 1, 2, · · · , n+1, sea
ai cualquier elemento en Op que se mapea en āi bajo la proyección Op → Op/M .
Como [K : Qp] = n, tenemos que a1, a2 · · · , an+1 son linealmente dependientes
sobre Qp:

a1b1 + a2b2 + · · ·+ an+1bn+1 = 0, bi ∈ Qp.

Multiplicando por una potencia de p adecuada, podemos suponer que todos los
bi ∈ Zp, pero que al menos un bi /∈ pZp. Entonces la imagen de la expresión
anterior en Op/M es

ā1b̄1 + ā2b̄2 + · · ·+ ān+1b̄n+1 = 0,

donde b̄i es la imagen de bi in Zp/pZp. Como al menos algún bi no está en
pZp. Se tiene que al menos un b̄i no es 0, luego ā1, ā2, · · · , ān+1 son linealmente
dependientes.
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El campo Op/M es llamado el campo de residuos de K. El cual es una
extensión de Fp de grado finito, y Op es llamado el anillo de valuación o anillo
de enteros de |·|p en K.

1.3 Medida de Haar

Para un estudio más detallado sobre la medida de Haar ver [13]. Una colección
M de subconjuntos de un conjunto X es llamado una σ-álgebra si satisface las
siguientes condiciones:

� X ∈M ,

� Si A ∈M entonces Ac ∈M donde Ac denota el complemento de A en X.

� Supongamos que An ∈M (n ≥ 1) y sea

A =
∞⋃
n=1

An,

entonces A ∈M , i.e. M es cerrado bajo uniones numerables.

De estos axiomas se sigue fácilmente que el conjunto vació está en M y que
M es cerrado bajo intersecciones finitas y numerables.

Un conjunto X con una σ- álgebra de subconjuntos M es llamado un espacio
medible. Si además, X cumple la propiedad de ser espacio topológico entonces
podemos considerar la más pequeña de las σ-álgebras B que contiene a to-
dos los conjuntos abiertos de X. Los elementos del conjunto B son llamados
subconjuntos de Borel de X.

Una medida positiva µ en un espacio medible arbitrario (X,M) es una
función µ : M → R≥0 ∪ (∞) que es numerablemente aditiva, i.e.

µ(
∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An),

donde {An} es una familia de conjuntos ajenos en M . En particular, una medida
positiva definida en los conjuntos de Borel de un espacio Hausdorff localmente
compacto X, es llamada medida de Borel.

Sea µ una medida de Borel en un espacio localmente compacto Hausdorff X
y sea E un subconjunto de Borel de X. Diremos que µ es regular exterior en
E si

µ(E) = inf {µ(U) : E ⊆ U, U abierto} .

Y diremos que es regular interior en E si:

µ(E) = sup {µ(K) : K ⊆ E, K compacto} .
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Una medida de Radon en X es una medida de Borel que es finita sobre los
conjuntos compactos, regular exterior en todos los conjuntos de Borel y regular
interior en todos los conjuntos abiertos. Además, se puede demostrar que la
medida de Radon es, regular interior en los conjuntos σ-finitos (i. e. unión
numerable de conjuntos µ-medibles de medida finita).

Sea G un grupo topológico y sea µ una medida de Borel en G. Diremos que
µ es traslación invariante por la izquierda si para cada subconjunto de Borel
E de G,

µ(sE) = µ(E),

para toda s ∈ G. La propiedad de ser traslación invariante por la derecha se
define de manera análoga.

Definición 2. Sea G un grupo topológico localmente compacto. Entonces una
medida de Haar izquierda ( resp. derecha) en G, es una medida de Radon µ en
G, distinta de cero, que además es una traslación invariante por la izquierda
(resp. por la derecha). Una medida de Haar bi-invariante es una medida de
Radon distinta de cero e invariante tanto por la izquierda como por la derecha.

Teorema 1.5. Sea G un grupo localmente compacto, entonces G admite una
medida de Haar izquierda (resp. derecha) además esta medida es única salvo
multiplicación por escalares.

Demostración. Una demostración de este resultado puede ser léıda en [2].

Proposición 1.8. Sea G un grupo localmente compacto con medida de Radon
µ distinta de cero. Luego si µ es una medida de Haar izquierda en G entonces
µ es positiva en todos los subconjuntos no vaćıos de G y∫

G

fdµ > 0,

para toda f ∈ C+
c (G), donde

C+
c (G) = {f ∈ Cc(G) : f(s) ≥ 0 : ∀ f(s) ∈ G y ‖f‖u > 0} .

1.4 Módulo de un Automorfismo

En el estudio de los campos locales y en particular su clasificación, es esen-
cial el concepto de módulo de un automorfismo. En esta sección estudiaremos
este concepto para, posteriormente, dar una clasificación de los campos locales
de caracteŕıstica 0. En esta y la siguiente sección, usaremos fuertemente las
propiedades básicas de grupos topológicos las cuales pueden ser consultadas en
el Apéndice A. Cabe mencionar que nuestro estudio de campos locales sigue la
ĺınea de André Well [5]. Otra cita que puede ser consultada para esta sección
es [2].
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Sea G un grupo localmente compacto abeliano con una medida de Haar1 µ
y consideremos un automorfismo (continuo) α de G. Si X es un subconjunto
de Borel de G, entonces αX lo es y además µ ◦ α es una medida de Haar en G.
Luego por la unicidad de la media de Haar µ ◦ α = cµ para alguna constante
positiva c ∈ R. El factor constante c, el cual es claramente independiente de µ,
es llamado el módulo de α y denotado modG(α). Luego se sigue de la definición
que

µ(αX) = modG(α)µ(X).

Un campo K, sujeto a una topoloǵıa dada, es llamado un campo topológico
si la adición y multiplicación son continuas en K ×K. Un K-espacio vectorial
V , sujeto a una topoloǵıa dada, es llamado K-espacio vectorial topológico si
las siguientes dos condiciones son satisfechas:

� El grupo aditivo 〈V,+〉 es un grupo topológico.

� El mapeo, multiplicación por escalar

K × V −→ V

(λ, v) 7−→ λv,

es continuo con respecto al producto topológico en K × V .

En particular, si nuestro grupo es un campo localmente compacto K, que
llamaremos mas brevemente campo local, cada a ∈ K∗ define un automorfismo
continuo de K dado por

K∗ −→ K∗

x 7−→ ax,

luego podemos definir el módulo asociado a dicho automorfismo, el cual deno-
taremos por modK(a). Este, se puede extender a todo K definiendo modK(0) =
0. De hecho, podemos generalizar esta idea a un K-espacio vectorial topológico
V , donde cada automorfismo está dado por el mapeo v 7−→ av, al cual le pode-
mos asociar su módulo modV (a) y que, de igual manera, podemos extenderlo a
todo V definiendo modV (0) = 0.

Lema 1.4. Dado K un campo local y a, b ∈ K tenemos que:

i) modK(ab) = modK(a)modK(b),

ii) modK(a−1) = modK(a)−1.

1Dado que G es abeliano la medida de Haar es izquierda y derecha por lo que solo nos
referiremos a ella como medida de Haar.
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Demostración. (i) Notemos que

µ(abX) = µ(a(bX)) = modK(a)µ(bX) = modK(a)modK(b)µ(X),

por otro lado
µ(abX) = µ((ab)X) = modK(ab)µ(X),

luego como µ(X) > 0, por la Proposición 1.8 podemos dividir todo entre µ(X),
de donde se obtiene que

modK(ab) = modK(a)modK(b).

(ii) La demostración de esta afirmación es equivalente a probar que

modK(a−1)modK(a) = 1.

Pero

µ(X) = µ((a−1a)X) = modK(a−1a)µ(X) = modK(a−1)modK(a)µ(X),

luego, dividiendo todo entre µ(X) tenemos lo requerido.

Proposición 1.9. Sea K un campo localmente compacto con medida de Haar
µ. Entonces modK : K → R≥0 es un homomorfismo continuo.

Demostración. Por el Lema 1.4 tenemos que modK es un homomorfismo, aśı
que solo falta probar la continuidad. Sea X una vecindad compacta de 0 en
K. Como µ es regular exterior, para todo a ∈ K y para cada ε > 0 existe un
abierto U , aX ⊆ U , tal que

µ(U) ≤ µ(aX) + ε,

Como la multiplicación es continua y X es compacto, existe una vecindad
abierta W de a tal que WX ⊆ U . Luego bX ⊆ U para todo b ∈ W . Entonces
tenemos que

µ(bX) ≤ µ(aX) + ε,

que es equivalente a

modK(b)µ(X) ≤ modK(a)µ(X) + ε.

Luego, dividiendo entre µ(X) tenemos que

modK(b) ≤ modK(a) + µ(X)−1ε.

Por lo tanto, modK es continua en cero. Además, esto muestra que para toda x
positivo la imagen inversa de (0, x) bajo modK es abierta. Por el Lema 1.4 (ii)
el siguiente diagrama conmuta

K∗
modK→ R>0

()−1 ↓ ↓ ()−1

K∗
modK→ R>0
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luego, se sigue que para toda x positiva, la imagen inversa de (x,∞) es abierta.
Por lo tanto, la imagen inversa de todo intervalo abierto es abierta. Entonces
modK es continuo.

Corolario 1.6. Sea K un campo local no discreto y sea U una vecindad abierta
del cero. Entonces, para cada ε positivo existe a ∈ U tal que 0 < modK(a) < ε.

Demostración. Notemos que la imagen inversa de [0, ε) es una vecindad abierta
de cero. Luego, la intersección con U es también una vecindad abierta de cero.
Además, K es no discreto, entonces la intersección contiene un elemento a dis-
tinto de cero, que por construcción tiene la propiedad requerida.

A partir de aqúı cuando hablemos de K nos referiremos a un campo local
no discreto, ya que es trivial verificar que cualquier espacio topológico discreto
es localmente compacto.

Proposición 1.10. Sea K un campo local y sea m un número positivo definimos

Bm = {x ∈ K : modK(x) ≤ m} .

Luego, Bm es compacto.

Demostración. Sea V una vecindad compacta de cero en K, y sea W una vecin-
dad de cero tal que WV ⊂ V . Luego por el Corolario 1.6 existe r ∈ W ∩ V tal
que 0 <modK(r) < 1 y por el Lema 1.4 (i) tenemos que

modK(rn) = modK(r)n < modK(r),

entonces rn ∈ V para todo n ≥ 1. Si r′ es un punto ĺımite de la sucesión
{rn}n≥1, modK(r′) debe ser cero, ya que modk(rn) tiene ĺımite 0 cuando n
tiende a∞. Luego la sucesión no puede tener otro punto ĺımite más que el cero,
pues está contenido en el conjunto compacto V , que tiene punto ĺımite 0.

Ahora tomemos m > 0 y a ∈ Bm; como rna tiende a cero, entonces existe
un menor entero ν ≥ 0 tal que rνa ∈ V ; si a no está en V , entonces rν−1a /∈ V ,
luego multiplicando por r tenemos que rνa ∈ V − (rV ).

Sea X la cerradura de V − (rV ), claramente X es compacto por ser un
cerrado dentro de un compacto Hausdorff y además 0 no está en X. Luego si
ponemos µ = inf

x∈X
modK(x), tenemos que µ > 0.

Sea N un entero tal que modK(r)N ≤ µ/m. Luego, si a ∈ Bm, a /∈ V y ν
definida como antes, tenemos que

modK(r)N ·m ≤ µ ≤ modK(rνa) = modK(r)νmodK(a) ≤ modK(r)ν ·m,

y como 0 < mod(r) < 1 debemos tener que ν ≤ N . Lo cual muestra que Bm
está contenido en la unión de los conjuntos compactos, V , r−1V , . . ., r−NV .
Entonces, por la Proposición 1.9 tenemos que Bm es cerrado, luego como está
dentro de un compacto Hausdorff, Bm es compacto.

Corolario 1.7. Para a ∈ K, lim
n→∞

an = 0 si y solo si modK(a) < 1.
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Demostración. Si modK(a) < 1, entonces los elementos an están en un com-
pacto B1 y además la sucesión {an} converge. Por continuidad, el ĺımite
tiene módulo cero. El rećıproco se sigue directamente de las propiedades de
modK .

Corolario 1.8. Los conjuntos Bm constituyen un sistema fundamental de vecin-
dades de cero en K.

Demostración. Sea V una vecindad compacta de cero en K y tomemos

m > sup
x∈V

modK(x),

de modo que V ⊂ Bm. Sea X la cerradura de Bm − V y pongamos

m′ = inf
x∈X

modK(x) > 0.

Luego 0 /∈ X y X ⊂ Bm. Entonces, por la Proposición 1.10 X es compacto, ya
que X es cerrado y está en un compacto Hausdorff, y 0 < m′ ≤ m. Por lo tanto,
si escogemos γ ∈ R tal que 0 < γ ≤ m′; entonces Bγ ⊂ Bm′ , Bγ ∩X = ∅ luego
Bγ ⊂ V .

Se dice que una función F : N → R es completamente multiplicativa si
F (mn) = F (m)F (n) para toda m,n ∈ N.

Proposición 1.11. Sea F una función completamente multiplicativa y supong-
amos que existe una constante A tal que

F (m+ n) ≤ A · sup {F (m), F (n)} ,

para toda m,n ∈ N. Entonces

i) F (m) ≤ 1 para toda m, o

ii) F (m) = mλ para alguna constante positiva λ.

Demostración. Para una demostración ver [2] o [5].

Lema 1.5. La función modK induce un homomorfismo abierto de K∗ en un
subgrupo cerrado Γ de R>0.

Demostración. Sea Γ y Γ’ las imágenes de K∗ y K bajo el mapeo modK re-
spectivamente. Claramente Γ es un subgrupo de R>0 y Γ’ = Γ ∪ {0}. Para
cada m > 0, Γ′ ∩ [0,m] = modK(Bm), luego por las Proposiciones 1.9 y 1.10
la intersección es compacta y por tanto Γ′ y Γ son cerrados en R≥0 y R>0

respectivamente.
Sea U el kernel de modK en K∗ (i.e. el conjunto {x ∈ K : modK(x) = 1})

y sea V una vecindad de 1 en K∗ y V ′ su imagen bajo modK . A fin de probar
que modK es un homomorfismo abierto de K∗ en Γ, mostraremos que V ′ es
vecindad de 1 en Γ. Supongamos que esto es falso, entonces existe una sucesión
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{γn} ∈ Γ − V ′ tal que limγn = 1. Para cada n, sea an ∈ K∗ tal que γn =
modK(an). Por la Proposición 1.10, la sucesión {an}, tiene por lo menos un
punto ĺımite a. Luego, es claro modK(a) = 1, es decir a ∈ U . Pero UV es una
vecindad de U , por lo que existe algún n tal que an ∈ UV , luego γn ∈ V ′. Lo
cual, es una contradicción.

Teorema 1.6. Sea K un campo local, no discreto con la medida de Haar µ
entonces:

i) Existe una constante positiva A ≥ 1 tal que:

modK(a+ b) ≤ A · sup {modK(a),modK(b)} ∀a, b ∈ K.

ii) Si A = 1, entonces modK(K∗) es discreto.

Demostración. Definamos A por la fórmula

A = sup
b∈B1

{modK(1 + b)} .

Como el supremo toma valores sobre un conjunto compacto (una traslación
de B1), entonces A es finito y mayor o igual que 1. Por otra parte, tomando
a = 1 en la desigualdad del inciso (i) podemos ver que el número definido por
está fórmula es claramente el menor valor positivo, para el cual la desigualdad
establecida se mantiene.

Para mostrar que la desigualdad en (i) es valida para a y b, es suficiente
considerar el caso en que cada a o b son distintos de cero. Supongamos que a es
distinta de cero y que modK(b) ≤ modK(a)(de otro modo b es distinta de cero
y podemos cambiar los papeles de a y b). Luego, poniendo c = a−1b, tenemos
que modK(c) ≤ 1 y a+ b = a(1 + c). Por construcción, modK(1 + c) ≤ A y por
lo tanto

modK(a+ b) = modK(a)modK(1 + c) ≤ A ·modK(a)
= A · sup {modK(a),modK(b)} .

Con lo que queda demostrado (i). Supongamos A = 1 y sea U el interior
de B1, el cual obviamente contiene a cero. Entonces, modK mapea 1 + U en
un subconjunto Γ que contiene a 1 y que también está contenido en [0, 1]. Esto
muestra que modK(1+U) es la intersección de un subconjunto abierto de R con
Γ. En particular, hay un intervalo abierto I que contiene a 1 cuya intersección
con Γ está contenida en [0, 1].

Sin embargo, 1 es un punto de acumulación por la izquierda de Γ si y solo
si es un punto de acumulación por la derecha. Por lo tanto, no puede existir un
intervalo I con estas caracteŕısticas, amenos que 1 no sea punto de acumulación
de Γ. Pero entonces el conjunto que consiste solo del 1 es abierto en Γ lo que
nos dice que Γ tiene la topoloǵıa discreta como queŕıamos.
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Si K satisface la desigualdad del Teorema 1.6 (i) de la Proposición anterior
con A = 1, diremos que K (o modK) es ultramétrico, en este caso tenemos la
siguiente desigualdad

modK(a+ b) = sup {modK(a),modK(b)} ∀a, b ∈ K,

a la cual llamaremos desigualdad ultramétrica.

1.5 Clasificación de los Campos Locales de Car-
acteŕıstica Cero

En esta sección mostraremos que los únicos campos locales de caracteŕıstica cero
son R, C o una extensión finita de Qp.

Para esto, enunciando algunas propiedades, sin demostrar, de los K-espacios
vectoriales topológicos las cuales nos serán de utilidad en lo que sigue [2], [5].

Consideremos V un K-espacio vectorial topológico donde K es un campo
local no discreto, y sea W un subespacio de V de dimensión finita n. Además,
supongamos que W tiene una base w1, w2, . . . , wn.

Consideremos el mapeo
ϕ : Kn −→W

(aj) 7−→
∑

ajwj .

Notemos que como ϕ es suma de funciones continuas, entonces se tiene que ϕ
es un isomorfismo de K-espacios vectoriales topológicos.

Proposición 1.12. Dado K, V , W y ϕ como antes, tenemos que ϕ es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales topológicos, además W es cerrado en V
y localmente compacto.

Proposición 1.13. Todo K-espacio vectorial de dimensión finita, donde K es
un campo local no discreto, puede ser equipado con una y solo una estructura
de K-espacio vectorial topológico.

Proposición 1.14. Si V es un K-espacio vectorial topológico localmente com-
pacto. Entonces V es de dimensión finita sobre K.

Corolario 1.9. Si V es un K-espacio vectorial topológico localmente compacto
se cumple que

modV (a) = modK(a) dim (V ),

para toda a ∈ K.

Demostración. Como V es un K-espacio vectorial localmente compacto por la
Proposición 1.14, V es de dimensión finita. Luego, por la Proposición 1.12 es
suficiente probar el Corolario para V = Kn. Pero, por el Teorema de Fubini
multiplicar por a(por la izquierda) en la medida de un subconjunto medible
de Kn puede ser calculada iteradamente sobre cada una de las coordenadas.
Luego, de esto se sigue que modV (a) = modK(a) dim (V ).
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Dado un campo local no discreto K, diremos que el anillo primo de K es
un subanillo P de K que se define como

PK = {m · 1K ∈ K : m ∈ Z} .

Podemos notar que si char(K) = p > 0 entonces p · 1K = 0. En general para un
campo local no discreto K nosotros podemos escribir F (m·1K) = modK(m·1K).
Luego de la Proposición 1.11 tenemos dos posibilidades para la función modK :

� modK(m) ≤ 1 para toda m, o

� hay una constante positiva λ tal que modK(m) = mλ.

Teorema 1.7. Sea K un campo local no discreto de caracteŕıstica cero, entonces
K es R, C o una extensión finita de Qp.

Demostración. Primero, dado que K es de caracteŕıstica 0 modK(p) 6= 0 para
p primo, veamos ¿por qué? Supongamos que es falso entonces existe p ∈ N tal
que modK(p) = 0 entonces como modK(p) = modK(p · 1K) luego p · 1K = 0̄
pero esto nos diŕıa que K es de caracteŕıstica p lo cual contradice el supuesto de
que K era de caracteŕıstica 0. Por lo tanto, podemos escribir modK(p) = p−t

con t > 0. Luego, dado que n se puede expresar como n = mpr, con (m, p) = 1,
tenemos que modK(n) = |n|tp donde |·|p es el valor absoluto p−ádico.

Sea |·|∞ el valor absoluto usual en R, entonces se tiene, en caracteŕıstica
cero, que para todo n ∈ N

modk(n) = |n|tν ,
donde ν es un primo p o ν =∞.

Ahora, dado el siguiente isomorfismo algebraico

Z −→ Z · 1K
n 7−→ n · 1K ,

el cual es posible extender a un isomorfismo de

Q −→ Q · 1K ⊆ K

q 7−→ q · 1K .
Luego, por lo visto al principio de la demostración, tenemos que modK induce
un mapeo

x 7→ |x|p ,
en Q. Por el Corolario 1.8 el conjunto Bt constituye una base local de 0 en
K. Luego, por la Proposición 1.13 la estructura topológica inducida en K es
idéntica a la inducida por la función distancia |x− y|ν . Entonces, como K es
localmente compacto la cerradura Q̂ de Q es precisamente la completación Qν

de Q en K con respecto a la métrica ν (Ver Apéndice A.2), por tanto Q̂ ∼= Qν

(como campos localmente compactos), luego por la Proposición 1.9, Qν es de
dimensión finita sobre K. Entonces si ν =∞, K es una extensión finita de R y
por lo tanto es R o C, en otro caso ν = p, entonces K es una extensión finita
de un campo p−ádico Qp.
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1.6 Lugares

En esta sección definiremos el concepto de lugares de un campo numérico K.
El cual será utilizado en el caṕıtulo siguiente para definir el anillo de adeles AK
asociado a K. Aqúı, daremos por hecho las propiedades básicas del anillo de
enteros OK de K y de las latices (Ver Apéndice E).

Recordemos que dos valuaciones |·| y |·|′ en K son equivalentes si existe una
constante positiva s tal que |a|′ = |a|s para toda a ∈ K o de manera equivalente
si |·| y |·|′ definen la misma topoloǵıa.

Definición 3. Un lugar ν de un campo numérico K, es una clase de equivalen-
cia de las valuaciones de K. A las clases de equivalencia no arquimedianas las
llamaremos lugares finitos, mientras que a las clases de equivalencia arquimedi-
anas las llamaremos lugares infinitos.

Por comodidad, y haciendo un abuso de notación, dada una valuación |·|ν la
denotaremos simplemente por ν. Luego, la completación de K con respecto a ν
puede ser denotada por Kν . A la extensión canónica de la valuación ν a Kν la
denotaremos también por ν y la extensión de esta a Kν , la cerradura algebraica
de Kν , la denotaremos por ν̄.

Sea L/K una extensión algebraica. Considerando un K-monomorfismo

τ : L −→ Kν ,

obtenemos, restringiendo ν̄ a τL, una extensión

ω = ν̄ ◦ τ,

de la valuación ν a L. Es decir, si ν, resp. ν̄, dados por las valuaciones |·|ν ,
resp. |·|ν̄ , donde |·|ν̄ extiende la valuación |·|ν de Kν a Kν , entonces obtenemos
en L la valuación multiplicativa

|x|ω = |τx|ν̄ ,

donde el mapeo τ : L → Kν es claramente continuo con respecto a esta valu-
ación.

Teorema 1.8 (Teorema de extensión). Sea L/K una extensión algebraica y sea
ν una valuación de K. Entonces

i) Toda extensión ω de la valuación ν puede verse como la composición ω =
ν̄ ◦ τ , donde τ es algún K-monomorfismo τ : L→ Kν .

ii) Dos extensiones ν̄ ◦ τ y ν̄ ◦ τ ′ son equivalentes si y solo si τ y τ ′ son
conjugados sobre Kν .

Demostración. Para una demostración de este Teorema ver [11].
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Dado un campo numérico K/Q, sabemos que existen n monomorfismos τ :
K → C (Ver Apéndice E). Luego, de acuerdo con el Teorema 1.8 (Teorema de
extensión) los lugares infinitos son obtenidos de los distintos monomorfismos
τ : K → C. Existen dos tipos de ellos, los lugares reales que son dados por los
monomorfismos τ : K → R y los lugares complejos que son inducidos por las
parejas de monomorfismos conjugados no reales de K en C.

A continuación, daremos una interpretación geométrica de los lugares infini-
tos conocida como Teoŕıa de Minkowski.

Consideremos el mapeo canónico

j : K −→ KC :=
∏
τ

C

a 7−→ ja = (τa),

el cual resulta de los n monomorfismos τ : K → C. Luego, el C-espacio vectorial
KC puede ser equipada con un producto interior hermitiano

〈x, y〉 =
∑
τ

xτ ȳτ .

Sea Gal(C/R) el grupo de Galois de C sobre R, el cual es generado por la
conjugación compleja

ϕ : z −→ z̄.

Podemos notar que ϕ actúa en los factores del producto
∏
τ C y también actúa

sobre el conjunto de ı́ndices τ , enviando a cada monomorfismo τ : K → C en su
correspondiente complejo conjugado τ̄ : K → C. Esto define una involución

ϕ : KC −→ KC

z = (zτ ) 7−→ z̄τ̄ .

Notemos que el producto escalar 〈·, ·〉, es equivariante bajo ϕ, i.e.

〈ϕx, ϕy〉 = ϕ 〈x, y〉 .

Ahora consideremos el conjunto de los puntos ϕ-invariantes de KC.

K∞ = {(zτ ) ∈ KC : zτ̄ = z̄τ} .

La restricción del producto interior hermitiano 〈·, ·〉 de KC a K∞ induce un
producto interior en el R-espacio vectorial K∞,

〈·, ·〉 : K∞ ×K∞ −→ R.

Al espacio euclidiano K∞ lo llamaremos el espacio de Minkowski.
Sean

ρ1, · · · , ρr : K −→ R,
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los monomorfismos reales y

σ1, σ̄1, · · · , σs, σ̄s : K −→ C,

las parejas conjugadas de monomorfismos complejos. Luego

n = r + 2s.

Sea ρ variando sobre todos los monomorfismos reales y consideremos σ un rep-
resentante de la pareja σ, σ̄ el cual varia sobre las distintas parejas de monomor-
fismos complejos. Luego como ϕ deja invariante a ρ e intercambia a σ por σ̄
tenemos la siguiente descripción de

K∞ =

{
(zτ ) ∈

∏
τ

C : zρ ∈ R, zσ̄ = z̄σ

}
,

luego existe un isomorfismo

φ : K∞ −→
∏
τ

R = Rr+2s

dado por el mapeo
(zτ ) 7−→ (xτ ),

donde xρ = zρ, xσ = <(zσ) y xσ̄ = =(zσ).
A partir de ahora, denotaremos por P∞ al conjunto de lugares infinitos

P∞ = {ν1, . . . , νr, µ1, . . . , µs} ,

donde νj , j = 1, . . . , r denota el lugar (real) asociados al monomorfismo real
de ρj : K → R y µk, k = 1, . . . , s denota el lugar (complejo) asociado al par
conjugado de monomorfismos complejos σk, σ̄K : K → C.

Sea
S1 = {z ∈ C : ‖z‖ = 1} ,

El cual tiene estructura de grupo inducida por la restricción de la multiplicación
usual en C. A S1 lo llamaremos el grupo circular. Dado el mapeo

ψ : R −→ S1

x 7−→ e2πix,

el cual es un homomorfismo suprayectivo con kernel Z, luego tenemos que

R/Z ∼= S1.

Teorema 1.9. Si L es una latiz de dimensión n en Rn entonces Rn/L es
isomorfo al n-toro Tn.
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Demostración. Sea {e1, . . . , en} un conjunto de generadores de L. Entonces
{e1, . . . , en} es una base para Rn. Definamos

ψ : Rn −→ TnK

(ajej) 7−→ (e2πiaj ),

donde j = 1, · · · , n. Luego ψ es suprayectiva y el kernel de ψ es L.

Ahora considerando el mapeo j : K → K∞, el cual resulta de tomar la
restricción de j : K → KC a K∞, tenemos que dado un ideal a de OK no
trivial2, Γ = ja es una latiz completa en K∞. Por lo tanto, dado que K∞ es
isomorfo a Rn, donde n es el grado de K sobre Q, y por el Teorema 1.9 tenemos
que

Ta = K∞/a,

es isomorfo al n-toro Tn. En particular

TK = K∞/OK ,

es conocido como el toro de Minkowski de dimensión real n.
Por otro lado, al conjunto de los lugares finitos lo denotaremos por Pfin. En

la sección 2 vimos que si ν ∈ Pfin, Kν tienen un subanillo abierto maximal

Oν = {x ∈ Kν : |x|ν ≤ 1} ,

al cual llamamos anillo de enteros de Kν .
Recordemos que el conjunto de Cantor es naturalmente homeomorfo, como

espacio topológico, al producto de una cantidad numerable de copias del espa-
cio {0, 1} donde cada una de las copias es equipada con la topoloǵıa discreta.
Este espacio puede ser identificado con el conjunto de los enteros 2-ádicos Z2.
Luego, esta caracterización del conjunto de Cantor como producto de espacios
compactos, proporciona una prueba rápida de que el conjunto de Cantor es
compacto, v́ıa el Teorema de Tychonoff [14].

Teorema 1.10. Para todo ν ∈ Pfin , Kν es localmente un conjunto de Cantor
(i.e. totalmente disconexo, perfecto y localmente compacto). Además, Oν es un
conjunto de Cantor.

Demostración. Basta probar el Teorema para Qp pues Kν puede ser visto como
Qp-espacio vectorial de dimensión n, luego este es isomorfo a n copias de Qp. De
la observación del párrafo anterior tenemos que Zp es un conjunto de Cantor,
luego dado que Qp es homogéneo existe una vecindad homeomorfa a Zp para
todo punto x ∈ Qp, de donde se sigue que Qp es localmente un conjunto de
cantor.

2Aqúı entenderemos por ideal no trivial a un ideal a 6= 0.



Caṕıtulo 2

Solenoides y Adéles

En este caṕıtulo revisaremos el concepto de solenoide asociado a un campo
numérico. Para esto describiremos tres estructuras matemáticas; la repre-
sentación de una suspensión, el cubriente universal algebraico y el grupo de
clase de adéles las cuales asociaremos a un campo numérico K y veremos que
resultan ser isomorfas. Finalmente, daremos el concepto de solenoide hiper-
bolizado. En este caṕıtulo daremos por hecho que el lector tiene conocimientos
básicos de teoŕıa de cubrientes. Para una referencia ver [14].

2.1 Cubriente Universal Algebraico

Sea p : R → S1 definido por el mapeo exponencial t 7→ e2πit y tomemos U =
S1 − {1} entonces

p−1(U) = R− Z =
∐
n∈Z

(n, n+ 1),

y para cada n
p|(n,n+1) : (n, n+ 1)→ U,

es un homeomorfismo. De manera más general, si U ⊂ S1 es cualquier abierto
distinto de S1 entonces

p−1(U) =
∐
n∈Z

Ũn y p|Ũn : Ũn → U,

es un homeomorfismo. Luego p : R → S es una aplicación cubriente cuya
fibra es equivalente a Z. Por otro lado, sabemos que π1(S1) ∼= Z y π1(R) = 1
entonces el subgrupo caracteŕıstico es la identidad, lo que implica que la clase de
conjugación caracteŕıstica C(R, p) consta de un solo elemento y la multiplicidad
de p coincide con [Z : 1] = |Z|. Luego p : R→ S1 es un cubriente universal.

Consideremos
pn : S1 −→ S1

t 7−→ tn,

31
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una aplicación cubriente de grado n, luego pn∗ : π1(S1) → π1(S1) corresponde
al homomorfismo

µn : Z −→ Z

k 7−→ nk.

De modo que, el subgrupo caracteŕıstico es nZ y la multiplicidad de pn es
[Z : nZ] = n. Este es un ejemplo de un cubriente de multiplicidad n.

Notemos que la aplicación p definida como antes, tiene como únicas trans-
formaciones cubrientes a los homeomorfismos R→ R, x 7→ x+ n, n ∈ Z por lo
que el grupo de transformaciones cubrientes

Dekp(R) ∼= Z.

Por otro lado, la aplicación cubriente pn tiene como transformaciones cubri-
entes a las rotaciones de S1 por ángulos múltiplos de 2π/n por lo que el grupo
de transformaciones cubrientes

Dekpn(S1) ∼= Z/nZ.

Sea I el conjunto de todos los ideales de Z, i.e. los conjuntos de la forma
an = nZ, y notemos que a cada ideal an le podemos asociar un espacio cubriente
de multiplicidad n, pn : R/an → S1. Luego para cualesquiera dos ideales
an, am ∈ I con an ≤ am, podemos asociarle sus correspondientes aplicaciones
cubrientes

pn : R/an → S1,

y
pm : R/am → S1.

Entonces existe una única aplicación cubriente pnm : R/am → R/an tal que
pn ◦ pnm = pm. Esto determina un sistema proyectivo {R/an, pn} cuyo ĺımite
proyectivo es conocido como el cubriente universal algebraico de S1,

S1 = lim
←

R/nZ,

con proyección canónica π : S1 → S1, determinada por las proyecciones en las
coordenadas. De la definición de limite inverso se sigue que S1 es un grupo
topológico abeliano, compacto, conexo donde cada ”hoja” es una variedad sim-
plemente conexa de dimensión uno homeomorfa al cubriente universal R de S1.

Dado que Tn, puede ser visto como el producto de n copias de S1 tenemos
el cubriente universal ρ : Rn → Tn dado por el mapeo (xj) 7→ (e2πixj ).

Sea I el conjunto de subgrupos normales de ı́ndice finito de Zn. Entonces
a cada a ∈ I le podemos asociar un espacio cubriente ρa : Rn/a → Tn. Luego,
para cualesquiera a, b ∈ I con a ≤ b, tenemos asociadas las correspondientes
aplicaciones cubrientes

ρa : Rn/a→ Tn,

y
ρb : Rn/b→ Tn.
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Entonces existe una única aplicación cubriente

ρab : Rn/b→ Rn/a

tal que ρa ◦ ρab = ρb. Lo cual determina un sistema proyectivo {Rn/a, ρa} cuyo
ĺımite proyectivo llamaremos cubriente Universal algebraico de Tn.

Sn = lim
←

Rn/a.

con proyecciones canónicas π : Sn → Tn determinadas por las proyecciones
en cada coordenada. Como en el caso anterior, es claro que Sn es un grupo
topológico, abeliano, compacto y conexo donde cada ”hoja” es una variedad
simplemente conexa de dimensión n homeomorfa al espacio cubriente universal
Rn de Tn.

De manera similar, sea K/Q un campo numérico de grado n, luego como
Zn ∼= OK , y dado que los subgrupos normales de ı́ndice finito de Zn pueden ser
identificados con ideales de OK y viceversa, el cubriente universal algebraico del
toro de Minkowski TK está dado por

lim
←

Ta.

donde a corre sobre todos los ideales de OK .

2.2 Suspensión de una Representación

En esta sección y la siguiente seguiremos la ĺınea de [29]. Una referencia alter-
nativa es [30].

Una n-laminación L es un espacio Hausdorff, 2-numerable, equipado con
un atlas maximal U = {(Uα, φα)} con homeomorfismos φα : Uα → Vα, donde
Uα ⊂ L y Vα ⊂ Rn × T , T es un espacio Hausdorff 2-numerable. Donde cada
cambio de coordenadas φαβ = φβ ◦ φ−1

α es de la forma:

φαβ(x, t) = (hαβ(x, t), fαβ(t)),

con t 7→ hαβ(·, t) una familia continua de homeomorfismos y fαβ un homeomor-
fismo.

En particular, cuando T = Rn diremos que L es una foliación. Por otro
lado, cuando T es un conjunto de cantor diremos que L es un solenoide. Una
forma más de clasificar o nombrar las laminaciones es dependiendo de hαβ . Por
ejemplo, si hαβ(·, t) es Cr (una familia de homeomorfismos diferenciables con
r-ésima derivada continua) diremos que L es una Cr − laminación.

Dado D un disco abierto de Rn y (Uα, φα) una carta, a los subconjuntos de
la forma φ−1

α (D × {t}) los llamaremos hojas locales o placas de la laminación.
Luego, el supuesto en las funciones de transición, o de cambio de coordenadas,
implica que las placas se ”pegan” apropiadamente para determinar las que lla-
maremos hojas de la laminación. Las cuales definimos como la continuación
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maximal de cambios de coordenadas de placas, que resultan ser variedades n-
dimensionales inmersas inyectivamente en L.

Si además consideramos T ′ ⊂ T abierto. Diremos que una baraja es un sub-
conjunto de la forma φ−1

α (D×T ′) y una baraja transversal es un subconjunto
de la forma φ−1

α (x× T ′).
Una métrica Riemanniana en una laminación suave es una familia γ = {γl}

de métricas Riemannianas, una en cada hoja l, que cuando la restringimos a
una baraja nos da una familia continua t 7→ γt de métricas suaves. Si L tiene
estructura de grupo topológico tal que los mapeos

(x, y) 7→ xy y x 7→ x−1

toman hojas en hojas, L es llamado grupo topológico laminado. Además, si L
es suave y los mapeos anteriores son suaves a lo largo de las hojas, L es llamado
un grupo de Lie laminado.

Sean U = {(Uα, φα)} y U′ = {(U ′α′ , φ′α′)} atlas maximales de las laminaciones
L y L′ respectivamente. El conjunto

U× U′ = {(Uα × U ′α′ , φα × φ′α′)} ,

es un atlas del espacio producto L×L′ el cual llamaremos laminación producto.
Sea G un grupo discreto de homeomorfismos de un espacio topológico Haus-

dorff 2-numerable L que actúa propia y libremente sobre L y π la proyección de
L sobre el espacio cociente M = L/G. Si U es un atlas maximal de L invariante
por la acción de G, i.e. tal que gU = U para todo elemento g de G. Entonces
existe una laminación U/G de M , de la misma naturaleza que U, y solo una tal
que si π es un homeomorfismo de un abierto U ∈ L sobre un abierto V ∈ M
entonces

(U/G)|V = π∗(U|U ).

A esta laminación la llamaremos la laminación cociente.
SeaB una variedad y F un espacio Hausdorff 2-numerable. Una representación

del grupo fundamental de B en el grupo de homeomorfismos de F , es un homo-
morfismo

ρ : π1(B)→ Homeo(F ).

Por teoŕıa de cubrientes [14], sabemos que si α : B̃ → B designa el cubriente
universal de B, entonces el grupo π1(B) actúa propia y libremente sobre el
producto B̃ × F por la acción canónica sobre el primer factor y a través de la
representación ρ en el segundo factor i.e. tenemos la siguiente acción

α · (x̃, t) = (α · x̃, ρα(t)).

Luego el espacio cociente

Lρ = (B̃ × F )/π1(B),

es una laminación llamada la suspensión de ρ. La proyección Lρ → B muestra
a Lρ como una fibra acotado con fibra F y la restricción de la proyección a cada
hoja es un mapeo cubriente.
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En particular si B = S1, el ćırculo unitario y F = Ẑ la completación profinita
de Z (ver Apéndice B), tenemos la representación

ρ : π1(S1) = Z→ Homeo(Ẑ),

definida como ρn(m̂) = m̂− n.
Como vimos en la primera sección, S̃1 = R. Luego, π1(S1) = Z actúa propia

y libremente sobre R× Ẑ. Por lo tanto, tenemos la suspensión asociada

Lρ = (R× Ẑ)/Z,

la cual llamaremos el toro solenoidal dimensión 1.
De manera más general, si tomamos B = Tn el n-toro y F = Ẑn la com-

pletación profinita de Zn. Tenemos la representación

ρ : π1(Tn) = Zn → Homeo(Ẑn),

definida como ρn(m̂) = m̂ − n. Como π1(Tn) = Zn actúa propia y libremente
sobre Rn × Ẑn. Entonces tenemos la suspensión asociada

Lρ = (Rn × Ẑn)/Zn,

la cual llamaremos el toro solenoidal de dimensión n. Dado K un campo
numérico de grado n sabemos que Ta

∼= Tn y Zn ∼= OK entonces podemos
construir la suspensión

(K∞ × ÔK)/OK ,

donde ÔK = lim←OK/a, con a corriendo sobre todos los ideales de OK .

2.3 Producto Directo Restringido

Sea J = {ν} un conjunto de ı́ndices y J∞ un subconjunto fijo y finito de J .
Además, asumamos que para cada ı́ndice ν tenemos un grupo localmente com-
pacto Gν no necesariamente abeliano y para cada ν /∈ J∞ tenemos un subgrupo
compacto abierto (cerrado) Hν de Gν (Ver Apéndice A).

Definición 4. Definimos el producto directo restringido de Gν con respecto de
Hv como sigue:∏

ν∈J

′Gν = {(xν) : xν ∈ Gν con xν ∈ Hν para casi toda ν} .

Para abreviar, denotaremos por G al producto directo restringido de Gν con
respecto de Hν . Luego, es claro que G es un subconjunto del producto directo
de Gν . Más aún, G es un subgrupo del grupo inducido por el producto directo
de los grupos Gν .

Una base de abiertos de la identidad e, consta de los conjuntos de la forma∏
Nν , donde Nν es una vecindad de e en Gν y Nν = Hν para todos salvo un

número finito de ν, luego esta define una topoloǵıa para G.
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Sea S un subconjunto finito de J que contiene a J∞, y consideremos el
subgrupo GS de G definido como

GS =
∏
ν∈S

Gν ×
∏
ν /∈S

Hν .

Lema 2.1. La topoloǵıa producto en GS es idéntica a la topoloǵıa inducida por
la topoloǵıa del producto directo restringido.

Demostración. Los básicos en GS inducidos por la topoloǵıa producto son de la
forma (∏

ν∈S
Gν ×

∏
ν /∈S

Hν

)
∩
∏

Xν , donde Xν = Gν para casi toda ν,

luego tenemos la siguiente igualdad∏
ν∈S

Gν ∩Xν ×
∏
ν /∈S

Hν ∩Xν =
∏

Nν ×
∏

Hν .

Notemos que el producto de la derecha es precisamente un básico en la topoloǵıa
del producto restringido. La prueba de que un básico en la topoloǵıa del pro-
ducto restringido induce un básico en la topoloǵıa producto es similar.

Proposición 2.1. Sea Gν y Hν como antes y sea G el producto directo re-
stringido de Gν con respecto de Hν , entonces G es un grupo localmente com-
pacto.

Demostración. Notemos que como cada subgrupo de la forma GS es localmente
compacto y dado que cada x ∈ G pertenece a un subgrupo de esa forma entonces
G es localmente compacto. La operación de grupo en G es definida entrada
a entrada por la operación en cada Gν . Luego, como cada Gν es un grupo
topológico entonces la operación definida es continua, por lo tanto, G es un
grupo topológico localmente compacto.

2.4 Adéles

En el estudio de los campos locales y globales, un problema que a menudo
se presenta es la necesidad de poder considerar varios campos diferentes si-
multáneamente, en la que cada ν puede ser un lugar finito o infinito. Como
vimos en el caṕıtulo 1 este problema puede ser resuelto para el caso de los
lugares infinitos v́ıa la teoŕıa de Minkowski. En esta sección describiremos el
concepto de Adéles, el cual nos permitirá considerar todas las completaciones
de un campo numérico en una sola estructura. Las referencias básicas en esta
sección son [2] y [6].

Sea K un campo numérico y sea Kν la completación de K con respecto al
lugar ν. Sabemos que 〈Kν ,+〉 es un grupo localmente compacto abeliano. En
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nuestro caso, Kν corresponde a R, C o una extensión finita de Qp. Además,
para todos los lugares ν ∈ Pfin , Kν admite a Oν como un subgrupo abierto y
compacto.

Al producto directo restringido de Kν sobre todos los lugares ν con respecto
a los subgrupos Oν , ν ∈ Pfin , lo llamaremos el grupo de adéles de K, el cual se
denota como AK .

Proposición 2.2. AK es un anillo topológico localmente compacto.

Demostración. Por definición de producto directo restringido AK es localmente
compacto. La propiedad de ser anillo topológico se sigue directamente de la
suma y el producto entrada a entrada inducida por la suma y el producto de
cada una de las completaciones Kν .

Proposición 2.3. Existe una inclusión diagonal de K en AK dada por el sigu-
iente mapeo

K −→ AK

x 7−→ (x, x, x, · · · ).

Demostración. El mapeo está bien definido porque siempre existe un monomor-
fismo inyectivo de K en Kν . Además, cada elemento de x ∈ K cumple que
x ∈ Oν para todos salvo un número finito de lugares ν.

Sea A∞ al conjunto de todos los elementos de AK cuyas componentes en los
lugares finitos tienen todos valor absoluto menor o igual a uno i.e.

A∞ =
∏
ν∈P∞

Kν ×
∏

ν∈Pfin

Oν .

Teorema 2.1. Dado A el anillo de adéles de Q tenemos que

A = Q +A∞ = Q + (R×
∏

p primo

Zp),

además Q ∩ A∞ = Z.

Demostración. Por la Proposición anterior es claro que podemos identificar a Q
con el subconjunto diagonal de AQ. Luego basta mostrar que dado un elemento
x ∈ AQ, existe µ ∈ Q tal que cada componente de la diferencia x− µ es entero
en los lugares finitos.

Dado que cualquier q ∈ Q se factoriza como el producto de un número finito
de potencias de primos, existe un número racional m tal que mx es entero en
todos los lugares finitos. Sea {p1, · · · pr} el conjunto de primos que dividen a m,
el cual claramente contiene a todos los primos cuya correspondiente componente
de x no es entera, y sea n1, · · · , nr una sucesión finita de números naturales.
Por el Teorema chino del residuo podemos elegir un λ ∈ Z tal que

mxj ≡ λ(modpnjj ),



38 CAPÍTULO 2. SOLENOIDES Y ADÉLES

donde xj es el componente del adéle x correspondiente al lugar pj .
Sea µ = λ/m. Luego, si escogemos cada nj al menos tan grande como el

exponente de pj en la factorización de m en Z se tiene que x−µ = m−1(mx−λ)
es entero en cada uno de los primos p1, · · · pr por construcción.

Para los otros primos el valor absoluto es idéntico al de mx− λ y por tanto
también son enteros, de donde tenemos la primera afirmación. La segunda es
inmediata, pues x ∈ Q está en A∞ si y solo si x ∈ Zp para todo primo p, lo cual
sucede si y solo si x ∈ Z.

De manera más general dado K un campo numérico se tiene el siguiente
Teorema.

Teorema 2.2 (Teorema de Aproximación). Para cada campo numérico K

AK = K + A∞,

además, K ∩ A∞ = OK .

Demostración. la prueba es similar al caso en que K = Q.

Una consecuencia inmediata del Teorema de aproximación es que

AK = K∞ ×
∏

ν∈Pfin

′Kν ,

donde
Afin
K =

∏
ν∈Pfin

′Kν ,

lo llamaremos el anillo de adéles finito.
Sea K un campo numérico y

PK = P∞ ∪ Pfin ,

el conjunto de todos los lugares de K. Notemos que cada ν ∈ PK induce, por
restricción, un lugar u = resQ ∈ PQ. Luego, esto define un mapeo

r = rK/Q : PK −→ PQ
ν 7−→ u,

de los lugares de K en los lugares de Q. Diremos que ν se encuentra sobre u o
ν divide a u (ν|u), si ν ∈ r−1(u).

Definamos M como
M =

∏
ν|u

Kν ,

luego tenemos un monomorfismo

K
ψ→M

x 7→
∑

ψν(x),

donde ψν es el monomorfismo canónico dada por la completación en el lugar ν.
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Teorema 2.3. Sea {e1, . . . , en} una Q-base de K y sea u un lugar de Q, luego
X = {ψ(e1), · · · , ψ(en)} es una Qu-base de M . Además, existe un conjunto
finito S de lugares de Q, que contiene a los lugares arquimedianos tal que para
toda u /∈ S

OM =
∏
ν|u

OKν ,

es libre sobre OQu con base X.

Demostración. Para una prueba ver [2].

Lema 2.2. Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, y fijemos una Q-base
{u1, · · · , un} de K. El mapeo natural

α :
n∏
j=1

AQ −→ AK

((xν,j)ν)j 7−→
∑
j

uj(xν,j)ν ,

es un isomorfismo de grupos topológico.

Demostración. El isomorfismo α es ciertamente un isomorfismo de espacios vec-
toriales, aśı que lo único que nos resta demostrar es la continuidad. Para cada
lugar ν de Q, definimos

Kν =
∏
w|ν

Kw,

donde w corre sobre todos los lugares de K que están sobre ν. Esto clara-
mente no es un campo pero si es un espacio vectorial sobre Qν donde Qν se
sumerge diagonalmente. Por el Teorema 2.3 tenemos que Kν admite una Qν-
base {u1, · · · , un} y por tanto un isomorfismo algebraico

αν :
n∏
j=1

Qν
∼→ Kν

(xj) 7→
∑

xjuj .

Por propiedades de espacios vectoriales topológicos αν es un isomorfismo
topológico. Definamos un subconjunto OKν de Kν como sigue

OKν =
∏
w|ν

OKw ,

luego, por el Teorema 2.3 existe un conjunto finito de lugares S0 de Q, que
contiene al lugar arquimediano, tal que para cada ν /∈ S0 el mapeo αν definido
antes induce, por restricción, un isomorfismo

αν :
n∏
j=1

Oν
∼→ OKν .
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Dado un conjunto finito S que contiene a S0, consideremos los productos

ASQ =
∏
ν∈S

Qν ×
∏
ν /∈S

Oν y ASK =
∏
ν∈S

Kν ×
∏
ν /∈S

OKν ,

luego, tomando el producto tenemos que

n∏
j=1

ASQ =
n∏
j=1

(∏
ν∈S

Qν ×
∏
ν /∈S

Oν

)
∼=
∏
ν∈S

Kν ×
∏
ν /∈S

OKν = ASK ,

para cada conjunto de lugares S. Luego la colección {αν} induce un mapeo,

αS :
n∏
j=1

ASQ
∼→ ASK ,

el cual es un isomorfismo topológico y por construcción, es compatible con la
restricción de α. Luego esto es verdad para cada S que contiene a S0 y los
conjuntos abiertos ASK cubren a AK . Por tanto, α es un isomorfismo topológico.

Si K/Q es una extensión de Galois de grado n, por el Lema anterior tenemos
los siguientes monomorfismos de espacios vectorial o anillos según sea el caso,

R ↪→ K∞, Afin
Q ↪→ Afin

K , AQ ↪→ AK ,

y el siguiente diagrama conmutativo de grupos topológicos, donde α y α| son
isomorfismos topológicos.

n∏
j=1

AQ
α−→ AK

↑ ↑
n∏
j=1

Q α|−→ K

Además, este diagrama induce los siguientes homomorfismos inyectivos

TQ ↪→ TK y AQ/Q ↪→ AK/K.

Corolario 2.1. Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, entonces

K∞ = R⊗Q K, y AK ∼= (AQ)n ∼= AQ ⊗Q K.

Demostración. Por Lema 2.2 tenemos que AK ∼= (AQ)n, además por propiedades
de producto tensorial [12] tenemos que

(AQ)n ∼= (AQ ⊗Q Q)n ∼= AQ ⊗Q Qn ∼= AQ ⊗Q K,

de manera análoga K∞ ∼= Rn ∼= R⊗Q K.
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Teorema 2.4. K es discreto en AK y AK/K es compacto.

Demostración. Por el Lema 2.2 basta dar una prueba para K = Q. Por el
Teorema 2.1 tenemos que

Q ∩

(
R×

∏
p primo

Zp

)
= Q ∩ A∞ = Z,

luego definamos

C = {x ∈ AQ : |x∞|∞ ≤ 1/2 y xp ∈ Zp para todo primo p} .

Notemos que C ⊂ A∞ entonces Q ∩ C ⊂ Z, ahora si b ∈ Q ∩ C, b ∈ Z luego
b = 0, ya que |b|∞ < 1 por lo tanto Q es discreto.

Ahora probemos la compacidad. Para esto, basta ver que cada elemento
x′ ∈ AQ es de la forma x′ = q + x con q ∈ Q y x ∈ C. Observemos que para
cada p podemos obtener un rp = zp/p

αp donde zp ∈ Z, αp ∈ N ∪ {0} y tal que∣∣x′p − rp∣∣p ≤ 1. Como x ∈ AQ podemos tomar rp = 0 para casi todo p. Luego
r =

∑
p rp está bien definida y

∣∣x′p − r∣∣ ≤ 1 para todo p. Ahora, escojamos
s ∈ Z tal que |x′∞ − r − s| ≤ 1/2, entonces q = r + s y x′ = x − b justo como
queŕıamos.

Finalmente, por la continuidad de C → AQ/Q, inducido por el mapeo co-
ciente AQ → AQ/Q, es suprayectivo. Pero C es compacto, por ser producto de
compactos, luego AQ/Q es compacto.

Al cociente ŜK = AK/K lo llamaremos el grupo de clase de adéles. Una
interpretación geométrica de este grupo, es dada a continuación.

Teorema 2.5. ŜQ es un grupo de Lie solenoidal euclidiano de dimensión 1,
isomorfo a

i) El ĺımite inverso de grupos de lie euclidianos

lim
←

R/nZ.

ii) La suspensión (
R× Ẑ

)
/Z,

donde Ẑ es la completación profinita de Z.

Demostración. (i) Sea n ∈ N y definamos el conjunto

Cn =
{
x ∈ AQ : x∞ = 0 y xp ∈ pνp(n)Zp para p <∞

}
.

Es claro que cada Cn es un subgrupo compacto pues es producto de subgrupos
compactos y además

⋂
n∈N
Cn = {0}. Luego, tenemos el siguiente isomorfismo

(ver Apéndice A)
lim
←

AQ/Cn
∼→ AQ
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((x̄p,n)p)n 7→ (lim
n
xp,n)p,

donde el ĺımite directo es también tomado sobre N con respecto a la divisibilidad.
Ahora consideremos el siguiente morfismo

lim
←

AQ/Cn
ϕ→ lim
←

(AQ)/ (Cn + Q)

an + cn 7→ an + (cn + Q).

Si q ∈ Q entonces q + cn 7→ 0 + cn + Q, por lo tanto Q ⊂ kerϕ. Ahora,
consideremos an ∈ kerϕ luego an+ cn 7→ 0 + cn+ Q, entonces para n suficiente-
mente grande tenemos que an ∈ Q luego por el primer Teorema de isomorfismo
tenemos que

(lim
←

AQ/Cn)/Q ∼= lim
←

AQ/Q + Cn

de donde se sigue el isomorfismo topológico

AQ/Q ∼= lim
←

AQ/(Q + Cn).

Ahora consideremos el siguiente mapeo

R/nZ ψn→ An/(Q + Cn)

(x̄) 7→ (x̄, 0, 0, . . .).

El cual está bien definido ya que para todo producto na, a ∈ Z, tenemos la
descomposición

(na, 0, 0, . . .) = (na, na, na, . . .) + (0,−na,−na, . . .) ∈ Q + Cn,

de donde se sigue que ψn es inyectivo. La suprayectividad se sigue del Teorema
2.1. Luego de la existencia de los isomorfismos ψn tenemos que

AQ/Q ∼= lim
←

AQ/(Q + Cn) ∼= lim
←

R/nZ,

lo que prueba que
ŜK ∼= lim

←
R/nZ.

(ii) Sea (x, γ̂) ∈ R × Ẑ, luego notemos que x define un elemento x̂ = (xn)
de lim

←
R/nZ por la proyección en cada uno de los factores. Además, γ̂ es por

definición una sucesión coherente {γ̂n} de transformaciones de cubrientes de
R/nZ→ S1. Luego, tenemos el siguiente homomorfismo

ϕ : R× Ẑ −→ ŜQ

(x, γ̂) 7→ γ̂ · x̂ = (γn(xn)),

donde kerϕ = Z, entonces por el primer Teorema de isomorfismo [12] tenemos
que (

R× Ẑ
)
/Z ∼= lim

←
R/nZ.
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Teorema 2.6. ŜK es un grupo de Lie solenoidal euclidiano de dimensión n
isomorfo a

i) El ĺımite inverso de grupos de lie euclidianos

lim
←

Ta.

donde a corre sobre todos los ideales de OK .

ii) La suspensión (
K∞ × ÔK

)
/OK .

donde ÔK es la completación profinita de OK .

Demostración. la prueba es similar a la del Teorema 2.5.

Una acción lineal de G en un K-espacio vectorial V es aquella en donde
cada transición v 7→ gv es lineal; es claro que toda acción lineal de G en V
está determinada por una representación G→ Aut(V ). En particular, la acción
ortogonal de G en Rn será una acción lineal cuyas transiciones conservan el
producto interno usual (es decir son isometŕıas) de Rn, esto es 〈gu, gv〉 = 〈v, w〉
para todo g ∈ G y todo par de vectores u, v ∈ Rn.

Sea K un campo numérico, por el Teorema 2.1 podemos escribir

K∞ ∼= R⊗Q K AK ∼= AQ ⊗Q K.

Luego podemos notar que si K/Q es una extensión de Galois, un elemento
σ ∈ Gal(K/Q) actúa en K∞ o en AK a través del mapeo

x⊗ q 7→ x⊗ σ(q)

, donde x está en R o en AQ según sea el caso.
De manera alternativa si x = (xν) ∈ K∞ entonces σ(x) = (xσν). Esta

última observación muestra el siguiente Corolario.

Corolario 2.2. Gal(K/Q) actúa ortogonalmente en K∞.

Luego la acción de σ en AK la podemos ver como el producto de las acciones
en K∞ y Afin

K .

Proposición 2.4. La imagen de OK (resp. K) es preservada por σ y tenemos
los isomorfismos isométricos (por hojas)

σ : TK → TK , σ̂ : ŜK → ŜK ,

los cuales entrelazan la proyección p : ŜK → TK en el sentido de que p◦σ̂ = σ◦p.

Demostración. Veamos primero que OK es preservado bajo σ. Por el Corolario
2.2, Gal(K/Q) actúa ortogonalmente en K∞ ∼= Rn. Entonces tenemos que
σ : K∞ → K∞ preserva el producto interior. Por lo tanto, este mapeo induce
un isomorfismo isométrico σ : TK → TK . Además, dado que las hojas de SK
son homeomorfas a K∞ tenemos que σ : K∞ → K∞ induce un isomorfismo
isométrico por hojas σ̂ : ŜK → ŜK .
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La Proposición anterior induce las siguientes representaciones

ρ : Gal(K/Q)→ Isom(TK), ρ̂ : Gal(K/Q)→ Isom(ŜK)

donde Isom(·) es el grupo de isomorfismos isométricos.

2.5 Hiperbolización

En esta sección daremos una hiperbolización del grupo de clases de adéles, la
cual usaremos en el caṕıtulo siguiente. Sea

H2 = R× i(0,∞),

el semiplano superior del plano complejo. Entonces, definimos el producto
interior hiperbólico de dos vectores u, v ∈ HQ anclados en un punto z = x+ it,
como

〈u, v〉h =
〈u, v〉
t2

,

donde 〈·, ·〉 es el producto interior usual en R2. Por lo tanto, 〈·, ·〉h nos permite
definir la norma de un vector v anclado en un punto z del semiplano superior
como

‖v‖h =
√
〈v, v〉h.

Luego podemos medir la longitud hiperbólica de una curva en H2 en forma
análoga a la usual. Si γ : [a, b] → H2 es una curva diferenciable, su longitud
hiperbólica es

lh(γ) =
∫ b

a

‖γ′(t)‖h dt.

Notemos que la forma de calcular la norma varia con el punto γ(t) en que esté
anclado el vector tangente γ′(t). Sin embargo, si la curva es suave la variación
es continua y eso da sentido al integrando. Luego dados dos puntos z1, z2 ∈ H2

la distancia hiperbólica de z1 a z2 denotada por ρh(z1, z2) es el ı́nfimo de las
longitudes de las curvas en H2 que unen a estos dos puntos. Además, se puede
ver que la distancia hiperbólica es una métrica riemanniana.

El semiplano superior H2, con la métrica hiperbólica es llamado el plano
hiperbólico. Las rectas en H2, conocidas como geodésicas, son las curvas en H2

que minimizan la distancia hiperbólica entre sus puntos.
Una transformación de Möbius es una función

T : C −→ C

z 7−→ az + b

cz + d
,

donde a, b, c, d ∈ C y ad− bc 6= 0. Las transformaciones de Möbius, pueden ser
extendidas a todo Ĉ, definiendo

T (−d
c

) = lim
z→− dc

T (z) =∞,
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cuando c 6= 0 y
T (∞) = lim

z→∞
T (z) =

a

c
.

Luego, estas transformaciones son holomorfas en todo Ĉ. Rećıprocamente, todo
biholomorfismo de Ĉ está dado por una transformación de Möbius. Es claro
de la definición, que las transformaciones de Möbius forman un grupo con la
composición conocido como el grupo de Möbius, Möb(2,C).

Alternativamente, podemos pensar en el plano hiperbólico a través del mod-
elo del disco de Poincaré. En este caso consideraremos el disco unitario

D = {z ∈ C : |z| < 1} .

La transformación de Möbius

G(z) =
z − i
−iz + 1

,

es una biyección que manda a H2 en D. Luego, se puede definir producto interior
de dos vectores u, v ∈ R2, anclados en z ∈ D, como

〈u, v〉∆ =
4 〈u, v〉

(1− r2)2
,

donde r es la distancia del punto de apoyo de los vectores al centro del disco.
Denotamos por ∆ a D equipado con la métrica inducida por el producto interior.

Notemos que debido a que Z actúa por traslación en R, esta acción se ex-
tiende trivialmente a todo H2. Lo cual da origen al toro Hiperbolizado

TQ = H2/Z ∼= ∆∗,

donde ∆∗ = ∆− {0}.
Más aún, podemos definir la hiperbolización del grupo de clases de Adéles

asociado a Q como

ŜQ = (H2 × Ẑ)/Z ∼= ŜQ × (0,∞).

De forma similar, es posible generalizar la idea de hiperbolización a K un
campo numérico de grado n sobre Q. Para ν un lugar real Kν

∼= R, definimos

Hν = R× i(0,∞),

el cual se puede equipar con la métrica hiperbólica como antes.
Para los lugares complejos µ, haremos una ligerea modificación tomando en

cuenta el álgebra del factor

Cµ = {(z, z̄) : z ∈ C} ∼= C,

En este sentido, es conveniente ver al factor (0,∞) × (0,∞) que adjuntaremos
a Cµ como un factor complejo. Sea B el ”espacio cuarto complejo”

B = {b = s+ it ∈ C : 0 < s, t} ,
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y definamos

Hµ =
{

(z, z̄)× (b,−b̄) : z ∈ C, b ∈ B
}
⊂ (C× B)× (C̄ × (−B̄)) ⊂ C2 × C2.

Lema 2.3. Dado −iH2 el semiplano derecho, podemos identificar a Hµ con
H2 ⊕−iH2.

Demostración. Sea z = x+ iy y b como antes, definimos el mapeo

(z, z̄)× (b,−b̄) 7→ 1
2

(z + z̄ + b− b̄, z − z̄ + b+ b̄),

luego
1
2

(z + z̄ + b− b̄, z − z̄ + b+ b̄) = (x+ it, s+ iy) ≡ (u, v),

y por lo tanto tenemos la identificación deseada.

Luego podemos escribir

Hµ = H2
µ ⊕−iH2

µ.

Esta identificación nos ayuda a inducir una métrica riemanniana en Hµ como el
producto de las métricas hiperbólicas de H2 y −iH2.

Diremos que una función en Hµ es holomorfa si lo es en cada una de las
variables (u, v) = (x+ it, s+ iy) por separado.

Notemos que la acción, conjugación compleja en Cµ se puede extender a Hµ

enviando a b en b, de donde tenemos que

(u, v) 7→ (u, v̄)

lo cual define una isometŕıa de Hµ.
Luego definimos la hiperbolización

HK =
∏

Hν ×
∏

Hµ
∼=
∏

Hν ×
(∏

H2
µ ⊕−iH2

µ

)
∼= K∞ × (0,∞)n.

Entonces HK tiene una estructura de polidisco complejo n-dimensional equipado
con la métrica riemanniana inducida por el producto de las métricas hiperbólicas
de cada factor.

Si ν es un lugar real nosotros denotaremos por zν = xν + itν a los puntos de
Hν , y para un lugar complejo µ escribiremos

(wµ, w̄µ) := ((zµ, bµ), (z̄µ,−b̄µ)) = (uµ, vµ).

Luego los puntos de HK los podemos escribir como z×w donde z = (z1, · · · , zr),
las coordenadas de la ”hiperbolización real”, y w = ((w1, w̄1), · · · , (ws, w̄s)) las
coordenadas de la ”hiperbolización compleja”.

Proposición 2.5. La acción del grupo de Galois Gal(K/Q) en K∞ se extiende
a una acción isométrica en HK .
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Demostración. Como Gal(K/Q) actúa ortogonalmente en K∞, entonces esta
acción permuta isométricamente los factores deK∞ ∼= Rn. Luego, σ ∈ Gal(K/Q)
actúa en HK de la siguiente forma

σ(xj , tj) = (σ(xj), tj).

Por lo tanto σ se extiende isométricamente a todo HK .

Corolario 2.3. Los subgrupos OK y K de K∞, vistos como grupos de trasla-
ciones, se extienden a traslaciones de HK las cuales son isometŕıas.

Luego tenemos el toro hiperbolizado de K

TK = HK/OK ∼= (∆∗)n = ∆n − {0} .

Más aún tenemos la hiperbolización del grupo de clase de adéles de K a la
cual llamaremos el solenoide hiperbolizado.

Ŝ = (HK × Ẑn)/K ∼= ŜK × (0,∞)n.

Proposición 2.6. Para K un campo numérico de grado n sobre Q, las inclu-
siones canónicas

TQ ↪→ TK ŜQ ↪→ ŜK ,

son isométricas salvo un factor escalar de grado n.

Demostración. La prueba se sigue del Lema 2.2.

Si K/Q es de Galois, la acción de Gal(K/Q) en TK y ŜK se extiende por
isometŕıas a TK y ŜK restringiendo a la identidad en las imágenes de TQ y ŜQ.
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Caṕıtulo 3

Campos de Números No
lineales

El propósito de este caṕıtulo es describir con detalle el concepto de campo de
números no lineal N(K) del art́ıculo de T. Gendron y A. Verjovsky [1]. El cual
como veremos es una extensión natural de un campo numérico K en el sentido
de que extiende las dos operaciones de K a todo N(K) y que además resultara
ser la proyectivización de una cierta álgebra graduada de funciones holomorfas
Har• [K]. En particular, veremos que en el caso cuando K = Q, N(K) contiene
las clases proyectivas que corresponden a funciones zeta y L clásicas.

3.1 Construcción de C [K]

Una K-álgebra A se define como un K-espacio vectorial con un producto K-
bilineal

A×A→ A

(x, y)→ xy,

tal que A obtiene una estructura de anillo con este producto y además cumple
con las siguientes propiedades distributivas.

i) (x+ y)z = xz + yz, ∀x, y, z ∈ A,

ii) x(y + z) = xy + xz, ∀x, y, z ∈ A,

iii) λ(xy) = (λx)y = x(λy), ∀x, y ∈ A y λ ∈ K.

Dado un grupo G y un campo K, definimos un álgebra de grupo K [G]
asociada a G como sigue

K [G] =

∑
g∈G

agg : ag ∈ K es 0, para casi todo g

 ,

49
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donde K [G] es un álgebra sobre K con las siguientes operaciones

i) la suma externa ∑
g∈G

agg +
∑
g∈G

bgg =
∑
g∈G

(ag + bg)g,

ii) el producto∑
g∈G

agg

�
∑
g∈G

bgg

 =
∑
g∈G

( ∑
g1g2=g

ag1bg2

)
g,

iii) multiplicación por escalar

λ
∑
g∈G

agg =
∑
g∈G

(λag)g.

De aqúı se sigue que el elemento identidad en G corresponde al 1� ∈ K [G] y
que K [G] es conmutativo si y solo si G es abeliano.

Cuando K = C y G = (Q,+) tenemos el álgebra de grupo C [Q] con el
producto

⊕ : C [Q]× C [Q]→ C [Q]

definido como∑
q∈Q

aqq

⊕
∑
q∈Q

bqq

 =
∑
q∈Q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2

)
q.

Ahora, sea G = (Q∗,×) y K = C, entonces se tiene el álgebra de grupo
C [Q∗] con el producto

⊗ : C [Q∗]× C [Q∗]→ C [Q∗]

el cual definimos como,∑
q∈Q

aqq

⊗
∑
q∈Q

bqq

 =
∑
q∈Q

( ∑
q1·q2=q

aq1bq2

)
q.

Proposición 3.1. C [Q] tiene una doble estructura de álgebra inducida por los
productos ⊕ y ⊗.

Demostración. Por definición (C [Q] ,⊕) tiene estructura de álgebra de grupo,
donde 1⊕ = 0Q. Por la misma razón, (C [Q∗] ,⊗) es un álgebra de grupo, con
1⊗ = 1Q, la cual puede extender la estructura de álgebra a todo C [Q], pues
1⊕ ⊗ f = Tr(f) el cual está bien definido en C [Q]. Además, es claro que se
comporta bien con las propiedades de álgebra.
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Ahora, si consideramos el subespacio C [Z], el conjunto de elementos f ∈
C [Q] tal que todos sus aq 6= 0 tienen indice q ∈ Z, Como Z es cerrado bajo las
operaciones +Q y ×Q restringidas a Z tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 3.1. El subespacio C [Z] es cerrado con respecto a ambas estructuras
de álgebra de grupo y por lo tanto es una doble subálgebra de C [Q].

Notemos que en todo el estudio de C [Q] nunca utilizamos el hecho de que
K = Q si no solo las propiedades de campo de este, por lo tanto, todas las
Proposiciones anteriores son validas para K un campo numérico de grado n
sobre Q. Es decir, es cierto que C [K] es una doble álgebra de grupo y C [OK ]
es una doble subálgebra de C [Q], donde OK es el anillo de enteros de K.

Teorema 3.1. Las estructuras de C-álgebra de C [Q] no obedecen la ley dis-
tributiva, i.e. existen a, b, c ∈ C [K] tales que (a⊕ b)⊗ c 6= (a⊕ c)⊗ (b⊕ c).

Demostración. Para esto basta tomar a = 1, b = 2 y c = (3 + 4). Por un lado
tenemos que (1⊕ 2)⊗ (3 + 4) = 3⊗ (3 + 4) = (3⊗ 3) + (3⊗ 4) = 9 + 12, luego
por otro lado (1⊗ (3 + 4))⊕ (2⊗ (3 + 4)) = (3 + 4)⊕ (6 + 8) = 9 + 11 + 10 + 12
el cual es diferente de (1⊕ 2)⊗ (3 + 4) = 9 + 12.

3.2 Proyectivización

Sea V un K-espacio vectorial, diremos que x está relacionado con x′, x ∼ x′, si
existe λ ∈ K∗ tal que xi = λx′i, es claro que∼ define una relación de equivalencia
para los elementos x ∈ V − {0}.

Se define el proyectivizado PV de V un K-espacio vectorial, como

PV = V − {0} / ∼ = (V − {0})/K∗.

Note que PV no es un espacio vectorial, pues no tiene neutro aditivo, luego la
estructura de grupo (V,+) se pierde al tomar su proyectivización.

Dado que C [Q] es un C-espacio vectorial podemos hablar de su proyec-
tivización,

PC [Q] = C [Q]− {0} /C∗,

Por cuestiones de notación denotemos, por [f ] a los elementos de PC [Q]
donde f ∈ C [Q].

Proposición 3.2. El producto de Cauchy ⊕ está bien definido en PC [Q].

Demostración. Consideremos f, f ′ ∈ [f ] (f = cf ′) y g, g′ ∈ [g] (g = dg′), con c
y d distintos de cero,
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f ⊕ g =

(∑
q

aqq

)
⊕

(∑
q

bqq

)
=

(∑
q

(ca′q)q

)
⊕

(∑
q

(db′q)q

)

=
∑
q

( ∑
q1+q2=q

(ca′q1)(db′q2)

)
q = cd

∑
q

( ∑
q1+q2=q

(a′q1b
′
q2)

)
q

= cd

(∑
q

a′qq

)
⊕

(∑
q

b′qq

)
= cd(f ′ ⊕ g′).

Por lo tanto f ⊕ g está bien definido.

Sea T : C [Q]→ C un mapeo definido como

T (f) =
∑
q

aq,

al cual llamaremos, mapeo de aumentación.
Sea f ∈ C [Q], f 6= 0, tal que T (f) = 0, luego

1⊕ ⊗ f = 1⊕ ⊗
∑
q

aqq =

(∑
q

aq

)
1⊕ = 0.

Por lo tanto, notemos que si proyectivizamos a C [Q] de la manera usual el
producto de Dirichlet ⊗ no está bien definido para los elementos f tales que
T (f) = 0. Por lo tanto, definiremos una nueva proyectivización como sigue.
Consideraremos el conjunto

C [Q]∗ = C [Q]− {f ∈ C [Q] : T (f) = 0}

luego definimos nuestra proyectivización como la hipersuperficie,

PC [Q] ⊇ N0 [Q] = C [Q]∗ /C∗.

Proposición 3.3. Dados f, g ∈ C [Q] tenemos que

T (f) · T (g) = T (f ⊕ g) = T (f ⊗ g).

Demostración. Para la primera igualdad tenemos que

T (f) · T (g) =

(∑
q

aq

)
·

(∑
q

bq

)
=
∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2

)
= T (f ⊕ g).

Ahora consideremos,

f =
∑
q

aqq =
∑
q<0

aqq + a0 +
∑
q>0

aqq = f− + f0 + f+.
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Notemos que a cada f+ le podemos asociar la serie de Dirichlet Df =
∑
q>0

aqq
−s.

Luego la traza de la serie de Dirichlet Df+ asociada a f+ es T (Df+) = Df+(0)
y considerando la identificación de f+ con Df+ tenemos que

T (Df+⊗g+) = T (Df+ ∗Dg+) = (Df+ ∗Dg+)(0) = Df+(0) ∗Dg+(0)
= T (Df+)T (Dg+) = T (f+)T (g+).

Dado f− =
∑
q<0

aqq, definamos

f̃− =
∑
|q|>0

aq |q| ,

luego f̃− define una serie de Dirichlet Df̃−
, y además se cumple que T (f−) =

T (f̃−) entonces T (f− ⊗ g−) = T (f̃− ⊗ g̃−) = T (f̃−)T (g̃−) = T (f−)T (g−). De
manera análoga se tiene que T (f− ⊗ g+) = T (f−)T (g+).

T (f ⊗ g) = T ((f− + f0 + f+)⊗ (g− + g0 + g+))
= T (f− ⊗ g−) + T (f− ⊗ g0) + T (f− ⊗ g+)

+T (f0 ⊗ g−) + T (f0 ⊗ g0) + T (f0 ⊗ g+)
+T (f+ ⊗ g−) + T (f+ ⊗ g0) + T (f+ ⊗ g+)

= T (f−)T (g−) + T (f−)T (g0) + T (f−)T (g+)
+T (f0)T (g−) + T (f0)T (g0) + T (f0)T (g+)
T (f+)T (g−) + T (f+)T (g0) + T (f+)T (g+)

= T (f− + f0 + f+)T (g− + g0 + g+)
= T (f)T (g).

Corolario 3.2. C [Q]∗ es cerrado con respecto a ⊕, ⊗ y la multiplicación por
un escalar λ ∈ C∗.

Demostración. Consideremos f, g ∈ C [Q]∗ de donde tenemos que T (f)·T (g) 6= 0
luego por la Proposición 3.3 tenemos que T (f⊕g) = T (f⊗g) 6= 0 lo que implica
que f ⊕ g, f ⊗ g ∈ C [Q]∗. La multiplicación por escalar se sigue de la linealidad
de T .

Corolario 3.3. N0(Q) es un doble semigrupo con las operaciones ⊕, ⊗ induci-
das por C [Q]∗.

Demostración. Por el Corolario 3.2, ⊕, ⊗ están bien definidas en N0(Q) y por
la Proposición 3.1 tenemos la asociatividad.

De manera análoga tenemos que N0(Z) es un doble subsemigrupo de N0(Q).
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Proposición 3.4. Existen dos monomorfismos canónicos

Q ↪→ N0(Q) y Z ↪→ N0(Z)

.

Demostración. El monomorfismo canónico de Q ↪→ N0(Q) está dado por el
mapeo q 7→ [q], el cual es inyectivo ya que si tenemos dos elementos [q] = [q′] en
N0(Q) esto implica que q′ = λq para alguna λ ∈ C distinta de cero y por lo tanto
q = q′ en Q. Restringiendo este monomorfismo a Z se tiene el monomorfismo
de Z ↪→ N0(Z).

Nuevamente, como en la sección anterior todas las Proposiciones pueden ser
reproducidas de manera similar si cambiamos a Q por un campo numérico K.
Lo cual nos da N0(K).

3.3 El espacio N(K)

Dada K una extensión de Galois de Q y OK el anillo de enteros de K, tenemos
una forma bilineal simétrica canónica en K visto como Q-espacio vectorial in-
ducida por la traza

(x, y) 7→ Tr(xy).

La cual nos permite asociar a cada ideal fraccional U de K el OK-módulo
dual

d−1
U = {x ∈ K : Tr(xU) ⊂ Z} .

El cual es también un ideal fraccional de K. La noción de dualidad se debe
al isomorfismo

d−1
U → HomZ(U,Z),

x 7→ (y 7→ Tr(xy)).

En particular si U = OK , tenemos el OK-módulo

d−1
OK
∼= HomZ(OK ,Z).

Luego al ideal fraccional

d−1
K = d−1

OK
= {x ∈ K : Tr(xOK) ⊂ Z} ⊃ OK ,

lo llamaremos el diferente inverso de K [11]. Nótese que el diferente inverso
en general no es un anillo si no solo un OK-módulo finitamente generado, de
hecho d−1

K es un anillo si y solo si este coincide con el anillo de enteros OK .
Consideremos el grupo circular,

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ,
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con la topoloǵıa usual. Y sea G un grupo abeliano localmente compacto. Luego
un caracter de G se define como un homomorfismo continuo

χ : G→ S1.

El conjunto de caracteres de G forma un grupo multiplicativo con la op-
eración ⊕ (producto puntual) definida como (χ ⊕ η)(a) = χ(a)η(a), que es
inducida por el producto de S1, y donde la identidad se define como el homo-
morfismo χ(a) = 1 para toda a ∈ G, el cual se denota como Char(G) (Ver
Apéndice C). Algunos ejemplos de grupos de caracteres son los siguientes.

Ejemplo 1. Char(Z) = S1 = R/Z, de manera más general, Char(Zn) ∼=
Tn = Rn/Zn como grupos topológicos. Además, por el Teorema de dualidad de
Pontryagin tenemos que,

Zn ∼= Char(Tn) =
{
χN (x) = e2πiN ·x : N ∈ Zn, x ∈ Rn

}
.

Ejemplo 2. Sea K/Q una extensión de grado n,

Rn ∼= Char(K∞) =
{
χy(x) = e2πiTr(yx) : y ∈ K∞

}
.

Nótese que como K∞ es localmente compacto por el Teorema de dualidad de
Pontryagin su grupo de caracteres es isomorfo a śı mismo como grupo topológico.

Teorema 3.2. Sea K una extensión de Galois de Q. Entonces Char(ŜK)
pose una segunda operación ⊗, para la cual tenemos la siguiente identificación
canónica

Char(ŜK) ∼= K.

Además, si d−1
K = OK , la operación ⊗ restringida a Char(TK) hace de este un

subanillo de Char(ŜK).

Demostración. Consideremos un caracter χ : ŜK → S1. Dado que K∞ ↪→ ŜK
de manera densa entonces la restricción de un caracter de ŜK a K∞ es de la
forma

x 7→ exp(2πiTr(yx)),

para algún y ∈ K∞. Además, χ queda completamente determinado por su
restricción a la hoja canónica K∞, χ 7→ χ|K∞ , y por lo tanto el mapeo es
inyectivo. Por otro lado, el caracter χ restringido a ÔK ⊂ ŜK , la completación
profinita de OK , se factoriza a través de un cociente finito. Es decir,

χ|ÔK : ÔK → OK/a→ C,

para algún ideal a ⊂ OK . Lo que significa que χ se anula en â, i.e. â ⊂ kerχ
luego para toda x ∈ ŜK , χ(x+ â) = χ(x), lo que significa que χ es constante a lo
largo de las fibras de la proyección ŜK → Ta = K∞/a. Entonces la restricción
de χ a K∞ debe de ser de la forma,

K∞ → Ta → C,
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lo que implica que y está en {y ∈ K∞ : Tr(q · a) ⊂ Z} . Ahora, afirmamos que:

Śı y ∈ K∞ y cumple que Tr(y ·K) ⊂ Q entonces y ∈ K.

Prueba de la afirmación: Consideremos una base entera α1, . . . , αn de K
y sea A la matriz invertible de n × n cuyos ij-elementos son de la forma
νj(αi), donde ν1, . . . , νn son los lugares de K. Luego por hipótesis Ay ∈ Qn,
o dado que A es invertible, y ∈ A−1Qn. Como K es de Galois todas las en-
tradas de A pertenecen a K, por lo tanto y ∈ K ⊂ K∞. Supongamos que
es falso, es decir, supongamos que y /∈ K. Luego existe algún automorfismo
σ ∈ Gal(K/Q) y una coordenada yν tal que σ(yν) 6= yσν . Sea Aν el vector
columna (ν(α1), . . . , ν(αn))T de la matriz A indexada por el lugar ν. Luego∑

Aνyν = q ∈ Qn.

La acción de σ ∈ Gal(K/Q) permuta los vectores columna Aν en la ecuación y
fija a q, pero no permuta las entradas de y. Luego existe un vector y′ 6= y para
el cual Ay′ = q. Lo que implica que el núcleo de la transformación asociada a
A es no trivial, lo cual es una contradicción pues A es invertible. Por lo tanto
y ∈ K ósea Im(χ 7→ χ|K∞) ⊂ K.

Ahora consideremos α ∈ K, arbitraria, entonces el caracter en K∞ definido
por exp(2πiTr(αx)) se extiende a ŜK . En efecto, por teoŕıa algebraica de
números [9], [11], existe un ideal entero a ⊂ OK tal que α · a ⊂ OK . Luego
el caracter exp(2πiTr(αx)) desciende a un caracter en Ta el cual compuesto con
la proyección K∞ → Ta nos da la extensión de exp(2πiTr(αx)) a todo ŜK . Por
lo tanto, el mapeo χ→ χ|K∞ identifica canónicamente a Char(ŜK) con el grupo
abeliano (K,+). Luego la operación producto de K induce un producto ⊗ en
Char(ŜK) v́ıa pull back.

Por último, si d−1
K = OK el mapeo x 7→ exp(2πiTr(yx)) identifica a Char(TK)

con OK de modo que la restricción de ⊗ a Char(TK) es cerrada y le da estructura
de anillo al grupo de caracteres de TK , el cual resulta isomorfo a OK .

El conjunto de caracteres χq ∈ Char(G) forma un sistema ortonormal com-
pleto en L2(G,C) [18]. Luego para todo f ∈ L2(G,C) existe una serie de Fourier
convergente de la forma

f =
∑

q∈ Char(G)

aq · χq,

donde
an = 〈χq, f〉 =

∫
G

χq(zw−1)f(w)dµ ∈ C.

Ejemplo 3. Consideremos a TK el toro de Minkowski con grupo de caracteres

Char(TK) =
{
χm(x) = exp(2πiTr(mx)) : m ∈ d−1

K

}
,

donde m se puede ver como un vector debido a la inclusión canónica que ex-
iste d−1

K ↪→ K∞. Donde Char(TK) es un sistema ortonormal completo en
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L2(TK ,C), y por tanto cada elemento f ∈ L2(TK ,C) se puede escribir de la
forma,

f(x) =
∑

m∈d−1
K

amexp(2πiTr(mx)),

Otro ejemplo es el caso de L2(ŜK ,C) para el cual cada f(x̂) se puede repre-
sentar como

f(x̂) =
∑
q∈K

aqχq(x̂),

donde χq ∈ Char(ŜK) y {aq} ∈ l2.

Lema 3.1. L2(TK ,C) es canónicamente un subespacio de L2(ŜK ,C).

Demostración. Notemos que como estamos en un espacio de Hilbert, la suma
‖f‖2 =

∑
|aq|2 converge con respecto a cualquier subconjunto bien ordenado

de ı́ndices de K. Luego podemos identificar a L2(TK ,C) con el subespacio de
L2(ŜK ,C) cuyas series de Fourier satisfacen que aq = 0 para q /∈ d−1

K .

Notemos del Ejemplo 3, que no es posible expresar a los elementos de
L2(ŜK ,C) en términos de la función exponencial como en el caso de L2(TK ,C).
No obstante, si restringimos f a K∞, la cual como vimos en el caṕıtulo anterior
es una hoja densa de ŜK , podemos identificar a χq(x) = exp(2πiTr(qx)) ≡ ηq,
y escribir a f como una L2 serie de Puiseaux,

f(η) =
∑
q∈K

aqη
q.

Definición 5. Sea K/Q una extensión de Galois y sea f, g ∈ L2(ŜK ,C) los
cuales se puede desarrollar como: f =

∑
aqχq, g =

∑
bqχq. Entonces, defin-

imos el producto de Cauchy como la L2 extensión del producto puntual de
funciones continuas, el cual está dado como:

f ⊕ g =
∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2

)
χq,

siempre que la suma de la derecha sea convergente en L2(ŜK ,C).

Dado f ∈ L2(ŜK ,C) denotaremos porDom⊕(f), al conjunto de g ∈ L2(ŜK ,C)
para los cuales f ⊕ g está definido.

Proposición 3.5. Existe un monomorfismo canónico con imagen densa de,

(C [K] ,⊕) ↪→ (L2(ŜK ,C),⊕).

Demostración. Consideremos el mapeo dado por:∑
q∈K

aqq 7→
∑
q∈K

aqη
q,
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de C [K] ↪→ L2(ŜK ,C), el cual induce el monomorfismo que deseamos. Además,
el mapeo es denso ya que cualquier serie finita

∑
q

aqη
q tiene asociado un rep-

resentante
∑
q

aqq en C [K] y dado que series finitas son densas en L2(ŜK ,C)

hemos probado la Proposición.

Recordemos del Teorema 3.2 que, χp ⊗ χq = χpq. En notación exponencial
ηp ⊗ ηq = ηqp = (ηp)q = (ηq)p, donde podemos notar que este producto cor-
responde a la composición de funciones usual ηp ◦ ηq, luego podemos definir el
siguiente producto.

Definición 6. Sea K/Q una extensión de Galois y sea f, g ∈ L2(ŜK ,C) los
cuales se puede desarrollar como: f =

∑
aqχq, g =

∑
bqχq. Definimos el

producto de Dirichlet como:

f ⊗ g =
∑
q

( ∑
q1q2=q

aq1bq2

)
χq,

siempre que la suma de la derecha sea convergente en L2(ŜK ,C).

Proposición 3.6. Existe un monomorfismo canónico con imagen densa de

(C [K] ,⊗) ↪→ (L2(ŜK ,C),⊗).

Demostración. La prueba es análoga a la prueba del Teorema 3.5.

De manera similar, como en el producto de Cauchy, dado f ∈ L2(ŜK ,C)
denotaremos por Dom⊗(f), al conjunto de g ∈ L2(ŜK ,C) para los cuales f ⊗ g
está definido.

Teorema 3.3. Dado f, g ∈ L2(ŜK ,C) ∩ L1(ŜK ,C) tenemos que f ⊕ g y f ⊗ g
están en L2(ŜK ,C) ∩ L1(ŜK ,C).

Demostración. Usando la desigualdad de Schwarz 1

|f ⊕ g|22 = |fg|22 ≤
∑
q

( ∑
q1+q2=q

|aq1 |
2 |bq2 |

2

)
≤
∑
q1,q2

|aq1 |
2 |bq2 |

2

=
∑
q1

|aq1 |
2
∑
q2

|bq2 |
2 =

∑
q

|aq|2
∑
q

|bq|2 <∞.

ya que el producto de dos series absolutamente sumables es sumable. De la
misma manera,

1La desigualdad de Schwarz dice que si f y G ∈ L2(G,C) entonces
∫

G |fḡ| dµ ≤{∫
G |f |

2 dµ
}1/2 {∫

G |g|
2 dµ

}1/2
[16].
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|f ⊗ g|22 ≤
∑
q

∑
q1q2=q

|aq1 |
2 |bq2 |

2 ≤
∑
q1,q2

|aq1 |
2 |bq2 |

2 =
∑
q

|aq|2
∑
q

|bq|2 <∞.

Teorema 3.4. Existe un conjunto denso P ⊂ L2(ŜK ,C) para el cual está bien
definido el producto de Cauchy ⊕ y el producto de Dirichlet ⊗.

Demostración. Sea P = C0(ŜK ,C) el conjunto de funciones continuas de ŜK en
C las cuales son densas en Lp(ŜK ,C) para todo p ∈ N. Luego, cualquier elemento
f ∈ C0(ŜK ,C) está en L1(ŜK ,C)∩L2(ŜK ,C), por lo tanto el producto de Cauchy
⊕ y el producto de Dirichlet ⊗ están bien definidos en P = C0(ŜK ,C).

Un conjunto A se dice que es un álgebra parcial si A tiene estructura de
K-álgebra con la excepción de que la operación � que le da estructura de anillo
a A solo está parcialmente definida.

Proposición 3.7. L2(ŜK ,C) tiene estructura de doble álgebra parcial de grupos
con las operaciones ⊕ y ⊗.

Demostración. Es claro que bajo el producto de Cauchy ⊕ L2(ŜK ,C), es un
álgebra parcial, pues coincide con el producto puntual de funciones el cual clara-
mente es distributivo y conmutativo con respecto a la suma usual de funciones.
Es claro que (L2(ŜK ,C),⊗) tiene estructura de anillo parcial con elemento iden-
tidad 1⊗. Aśı que solo verificaremos la conmutatividad y distributividad con
respecto a la suma usual.

(f ⊗ g)(η) =
∑
q

( ∑
q=q1q2

aq1bq2

)
ηq =

∑
q

( ∑
q=q1q2

bq1aq2

)
ηq = (g ⊗ f)(η).

Luego el producto de Dirichlet es conmutativo siempre que f⊗g sea convergente.

f ⊗ (g + h) =
∑
q

( ∑
q=q1q2

aq1(bq2 + cq2)

)
ηq

=
∑
q

( ∑
q=q1q2

aq1bq2 + aq1cq2)

)
ηq

= f ⊗ g + f ⊗ h,

siempre que el producto sea convergente. Por tanto, L2(ŜK ,C) tiene estructura
de doble álgebra parcial.

Corolario 3.4. Existe un doble monomorfismo canónico de álgebras de grupo

C [K] ↪→ L2(ŜK ,C),

con imagen densa dado por el mapeo q 7→ ηq.
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Demostración. Tanto la existencia, como la densidad de la imagen del monomor-
fismo, se sigue de las Proposiciones 3.5 y 3.6.

Dado que L2(ŜK ,C) es un espacio métrico completo y C [K] es denso en
L2(ŜK ,C) tenemos que L2(ŜK ,C) es la L2-completación de C [K].

Nótese que si restringimos el mapeo q 7→ ηq a d−1
K tenemos el monomorfismo

C
[
d−1
K

]
↪→ L2(TK ,C).

En particular si d−1
K = OK entonces tenemos que

C [OK ] ↪→ L2(TK ,C).

Por otro lado, podemos hablar de la proyectivización de L2(ŜK ,C). Definiendo

L2(ŜK ,C)∗ = L2(ŜK ,C)−

{
f : Tr(f) =

∑
q

aq = 0

}
,

y entonces tenemos que

N(K) = L2(ŜK ,C)∗/C∗,

Proposición 3.8. N(K) es un doble semigrupo parcial con respecto a ⊕ y ⊗.

Demostración. Sabemos que T (f)T (g) = T (f ⊕ g) = T (f ⊗ g) lo cual nos
muestra que el producto de Cauchy ⊕ (resp. el producto de Dirichlet ⊗) de dos
elementos f, g ∈ N(K) con traza distinta de cero tiene traza distinta de cero,
siempre que f⊕g (resp. f⊗g) sean convergentes. Luego el producto es cerrado.
Además, es claro que cumple las propiedades de semigrupo parcial con respecto
a ⊕ y (resp. ⊗) heredadas de L2(ŜK ,C).

Proposición 3.9. Existe un monomorfismo canónico

K ↪→ N0(K) ↪→ N(K),

donde N0(K) tiene imagen densa en N(K).

Demostración. El monomorfismo dado en el Corolario 3.4, q 7→ ηq, de C [K] en
L2(ŜK ,C) induce un monomorfismo de clases [q] 7→ [ηq] de N0(K) en N(K) el
cual tiene imagen densa.

Consideremos ahora el caso particular en que K = Q y consideremos f, g ∈
C0(TQ,C) ⊂ C0(ŜK ,C) con an = bn = 0 para n ≤ 0. Luego de teoŕıa anaĺıtica
de números tenemos que f y g definen, v́ıa una transformada de Mellin, las
series de Dirichlet convergentes para <(s) > 0,

Df (y) =
∑
n

ann
−2πiy =

∞∑
n=1

ann
−s,



3.4. ESPACIOS DE HARDY 61

y

Dg(y) =
∑
n

bnn
−2πiy =

∞∑
n=1

bnn
−s,

con y ∈ R y
Df⊗g = Df ∗Dg,

el producto usual de series de Dirichlet [15]. Esto nos muestra que N(Z)
con el producto de Dirichlet codifica la aritmética de las series de Dirichlet,
las L-funciones y las funciones zeta convergentes (salvo traslaciones) de teoŕıa
anaĺıtica de números clásica.

3.4 Espacios de Hardy

Sea ŜQ el solenoide hiperbolizado asociado a Q, el cual como vimos es una
laminación cuyas hojas densas L son isomorfas al disco de Poincaré. Diremos
que una función continua F : ŜQ → C es holomorfa si su restricción a L (F |L)
es holomorfa para cada hoja L. De manera equivalente dado que todas las
hojas son densas, F es holomorfa si su restricción a la hoja canónica HQ, (F |H)
es holomorfa.

Para cada elemento t ∈ (0,∞) consideremos ŜQ(t) ⊂ ŜQ ∼= ŜQ × (0,∞) el
subconjunto de puntos de ŜQ cuya coordenada imaginaria es igual a t. Dado
que ŜQ(t) ∼= ŜQ podemos dotar a ŜQ(t) de una medida de Haar unitaria, luego
Vol(SQ(t)) = 1.

Ahora dadas F,G : ŜQ → C podemos definir el siguiente producto interior
hermitiano

〈F,G〉t =
∫

ŜQ(t)

FGdµ.

Definición 7. El espacio de Hardy asociado a Q es el espacio de Hilbert definido
como

Har [Q] =
{
F : ŜQ → C : F es holomorfa y supt 〈F, F 〉t <∞

}
,

con producto interior 〈·, ·〉 = supt 〈·, ·〉t.

Notemos que dado F ∈ Har [Q], F tiene un L2-ĺımite definido en casi
todo punto cuando t → 0 (i.e. salvo un conjunto de medida cero)[18]. Luego
limt→0 F (x+ t) = ∂F (x) define un elemento frontera

∂F := f ∈ L2(Ŝ,C).

Ahora utilizando el desarrollo en series de Fourier valido aqúı podemos es-
cribir la restricción F |HQ como sigue,

F |HQ =
∑
q

aqexp(2πiq · z) =
∑
q

aq(exp(2πiqx)exp(−2πqy)) =
∑
q

aqξ
q,
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donde ξ = e2πiz la proyectivización de η. Definimos el cono positivo en R, como
el conjunto de las y tales que y > 0.

Luego notemos que las series anteriores definen un elemento de Har [Q] si
aq = 0 para toda q que no este contenida en el cono positivo en R. Luego se
sigue que ‖F‖ =

∑
q |aq|, donde ‖·‖ denota la norma de Hardy, lo que implica

la siguiente Proposición

Proposición 3.10. El mapeo F 7−→ ∂F induce una inclusión isométrica de
espacios de Hilbert.

Har [Q] ↪→ L2(ŜQ,C).

Una idea natural después de esta discusión seria el intentar tratar de con-
struir una especie de extensión holomorfa de Q a partir de Har [Q]. Lo cual
es necesario para poder describir todos los elementos de L2(Ŝ,C) como ĺımites
(elementos frontera) de funciones holomorfas.

SeaD ⊂ C un dominio, diremos que una función f : D → C es antiholomorfa
en D si f̄ : D → C es holomorfa en D.

Luego podemos notar que para cada función F : ŜQ → C de Har [Q] podemos
tomar su conjugada F̄ : ŜQ → C la cual al restringirla a HQ también tiene un
desarrollo de Fourier

F̄ |HQ =
∑
q

aqexp(2πiq · z̄) =
∑
q

aqξ
q,

donde ξ = e2πiz̄. La cual es convergente si aq = 0 para todo q ≥ 0 luego estas
funciones definen el espacio de Hardy de las funciones antiholomorfas (las cuales
están definidas en el plano inferior H− = R× (−∞, 0) el cual es inducido por el
mapeo conjugación (·) : H→ H−) el cual denotaremos como Har− [Q].

Luego a estos dos espacios los podemos indexar por el grupo de signos
{+,−} ∼= Z/2Z. Esta forma de ver a los ı́ndices nos será de gran utilidad
cuando extendamos la noción de espacios de Hardy para un campo numérico
arbitrario.

Para fijar notación a partir de ahora denotaremos por F+ (F−) a los elemen-
tos de Har+ [Q] = Har [Q] (resp. Har− [Q]) y F0 a las funciones tales que aq = 0
para toda q 6= 0. Luego cada elemento f ∈ L2(ŜQ,C) queda completamente
determinado por elementos de los espacios de Hardy antes definidos.

Corolario 3.5. Cada elemento f ∈ L2(ŜQ,C) determina una terna (F+, F0, F−)
donde

� F+ =
∑
q>0 aqexp(2πiq · z) ∈ Har [Q],

� F0 = a0 ∈ C y

� F− =
∑
q<0 aqexp(2πiq · z̄) ∈ Har− [Q] .

i.e.
L2(ŜQ,C) ∼= Har• [Q] = Har+ [Q]⊕ C⊕Har− [Q] ,

donde el producto interior es la suma directa de los productos en cada sumando.
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Una función f : Ω→ C, con Ω ∈ Cn, es holomorfa si para cada j = 1, · · · , n
y cada z1, · · · , zj−1, zj+1, · · · , zn, la función

γ 7→ f(z1, · · · , zj−1, γ, zj+1, · · · , zn),

es holomorfa en el sentido clásico de una variable en el conjunto

Ω(z1, · · · , zj−1, zj+1, · · · , zn) = {γ ∈ C : (z1, · · · , zj−1, γ, zj+1, · · · , zn) ∈ Ω} ,

[26]. Consideremos K/Q una extensión finita de Galois. Diremos que F :
ŜK → C es holomorfa si su restricción a cada hoja L (las cuales son isomorfas al
polidisco de Poincaré definido como el conjunto {z ∈ C : |zj | < 1, j = 1, · · · , n})
es holomorfa. En otras palabras F es holomorfa si su restricción a la hoja
canónica HK es holomorfa. Luego dado un vector t ∈ (0,∞)n tenemos que
ŜK(t) ∼= ŜK se puede dotar de una medida de Haar µ unitaria a ŜK(t), entonces
Vol(ŜK(t)) = 1 y podemos definir el producto interior de F,G : ŜK → C como

〈F,G〉t =
∫

ŜK(t)

FGdµ.

Luego el espacio de Hardy asociado a K se define como:

Har [K] =
{
F : ŜK → C : F es holomorfa y supt 〈F, F 〉t <∞

}
,

con producto interior 〈·, ·〉t = supt 〈·, ·〉t.
De manera similar dada F ∈ Har [K], esta tiene un L2 ĺımite definido para

casi todo punto cuando t → 0. Luego este ĺımite define un elemento frontera
∂F ∈ L2(ŜK ,C).

Si K/Q es real podemos considerar el siguiente desarrollo en series de Fourier
para los elementos de Har [K].

F |HK =
∑
q

aqexp(2πiTr(q · z)) =
∑
q

aq
∏
ν

(exp(2πiqνxν)exp(−2πqνyν)),

luego podemos abreviar como sigue

F |HK ≡
∑
q

aqξ
q,

donde ξ ≡ exp(2πiTr(z)). Nuevamente tenemos que una serie de este tipo define
un elemento de Har [K] si aq = 0 para todo q que no está contenido en el cono
positivo en K∞. Luego tenemos el encaje

Har [K] ↪→ L2(ŜK ,C).

Tratando ahora de construir a partir de Har [K] una especie de extensión
holomorfa de K, siguiendo la analoǵıa con el caso de Q, podemos remplazar
nuestro grupo de signos {+,−} por el grupo Θ = {+,−}n ∼= (Z/2Z)n y es-
cribimos CK = K∞ ⊗R C ∼= Rn ⊗R C ∼= (R ⊗R C)n ∼= Cn donde cada elemento
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lo podemos ver como z = (x1 + iy1, · · · , xn + iyn). Luego, para cada θ ∈ Θ,
definimos

Hθ
K =

{
z ∈ CK : (sign(y1), · · · , sign(yn)) = θ

}
.

Ahora asociaremos a θ un mapeo conjugación cθ : CK → CK tal que las
coordenadas de cθ(z) = z′ satisfacen que x′j+iy′j = xj+θjiyj para j = 1, · · · , n.

Proposición 3.11. El mapeo conjugación satisface que

cθ1 ◦ cθ2 = cθ1θ2 .

Demostración. Consideremos z ∈ CK . Entonces

cθ1 ◦ cθ2(z) = cθ1 ((xj + (θ1)jiyj)) = ((xj + (θ2)j(θ1)jiyj)) = cθ1θ2(z).

Sea Kθ el conjunto de elementos q cuyas coordenadas con respecto a la
inclusión K ↪→ K∞ satisface que (sign(qν1), · · · , sign(qνn)) = θ.

Ahora observemos que para los Kθ, tenemos una especie de producto el cual,
sigue la siguiente regla de multiplicación,

Kθ1 ·Kθ2 ⊂ Kθ1θ2 .

Proposición 3.12. Sea K/Q una extensión de Galois real. Entonces para toda
pareja de signos θ1, θ2 ∈ Θ,

Kθ1 ·Kθ2 = Kθ1θ2 .

Demostración. Solo falta verificar una contención, para esto vasta checar el
caso en que K = Q. Consideremos a x ∈ Qθ1θ2 luego es claro que x se puede
descomponer como x = ab donde a ∈ Qθ1 y b ∈ Qθ2 , luego x ∈ Qθ1 ·Qθ2 con lo
que se tiene la otra contención, de manera similar se prueba el caso para K una
extensión real.

De aqúı se sigue que cada elemento f ∈ L2(ŜK ,C) determina una (2n + 1)-
tupla (Fθ;F0), donde para cada θ ∈ Θ, Fθ : ŜK → C se define como una
extensión a ŜK de las siguientes funciones en HK :

Fθ(z) =
∑
q∈Kθ

aqexp(2πiTr(qcθ(z))) ≡
∑
q∈Kθ

aq(cθ(ξ))q,

donde cθ(ξ) ≡ exp(2πiTr(cθ(z))). El término análogo F0 del caso de Q es la
función constante a0.

A las Fθ las llamaremos funciones θ-holomorfas y denotaremos por Harθ [K]
al espacio de Hardy de las funciones θ-holomorfas.



3.4. ESPACIOS DE HARDY 65

Teorema 3.5. El espacio de las (2n + 1)-tuplas

L2(ŜK ,C) ∼= Har• [K] =

(⊕
θ

Harθ [K]

)
⊕ C,

es un espacio de Hilbert graduado cuyo producto interior es la suma directa de
los productos interiores en cada sumando.

Como en el caso de Q nosotros denotaremos por Har [K] al sumando de
Har• [K] con θ = (+, · · · ,+), el cual podemos notar es el espacio de Hardy de
funciones holomorfas en ŜK en el sentido ordinario de holomorficidad.

El producto de Dirichlet ⊗ se define de manera natural en Har• [K] v́ıa
una extensión de frontera, es decir, F ⊗G se define como el único elemento de
Har• [K] cuyo ĺımite (frontera) es ∂F ⊗ ∂G, siempre que este definido.

Proposición 3.13. El producto de Dirichlet se descompone en Har• [K] como
sigue:

(F ⊗G)θ =
∑

θ=θ1θ2

Fθ1 ⊗Gθ2 ,

y
(F ⊗G)0 = F (0)G0 +G(0)F0 − F0G0.

Demostración. Dado F =
∑
q∈K

aq(ξ)q y G =
∑
q∈K

bq(ξ)q,

(F ⊗G)θ =
∑
q∈Kθ

( ∑
q=q1q2

aq1bq2

)
ξq.

Luego por la Proposición 3.12 tenemos la descomposición Kθ = Kθ1θ2 = Kθ1 ·
Kθ2 de donde se sigue que:

(F ⊗G)θ =
∑

θ=θ1θ2

Fθ1 ⊗Gθ2 .

Para la segunda parte y por simplificar cálculos consideremos el caso en que
K = Q y tomemos el producto.

(F ⊗G)0 =
∑
q=0

( ∑
q=q1q2

aq1bq2

)
ξq.

Luego si q = 0 tenemos que q1 = 0 y entonces q2 puede tomar cualquier valor
de q, o que q2 = 0 y q1 puede tomar cualquier valor de q luego tenemos que

(F ⊗G)0 =
∑
q1

aq1b0 +
∑
q2

a0bq2 − a0b0 = F (1)G0 +G(1)F0 − F0G0.

donde restamos el término a0b0 ya que al correr q1 y q2 sobre todo q el término
a0b0 aparećıa dos veces.
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Nota 1. El producto de Cauchy ⊕ se define de manera análoga al producto
de Dirichlet v́ıa una extensión de frontera. Sin embargo, notemos que el pro-
ducto de Cauchy ⊕ no respeta la graduación en Har• [K], en el sentido de la
Proposición 3.13. Por ejemplo: sea K = Q y tomemos, F = ξ−1 y G = ξ + ξ2.
Luego

(F ⊕G)+ = (ξ−1 ⊕ (ξ + ξ2))+ = ((ξ−1 ⊕ ξ) + (ξ−1 ⊕ ξ2))+ = 1 + ξ.

Por otro lado

F+ ⊕G+ + F− ⊕G− = 0⊕ (ξ + ξ2) + ξ−1 ⊕ 0 = 0.

Luego (F ⊕G)+ 6= F+ ⊕G+ + F− ⊕G−.

Ahora, consideramos el caso cuando K/Q es complejo, dada F ∈ Har [K],
esta tiene un L2 ĺımite, definido para casi todo punto, cuando t → 0. Luego
este ĺımite define un elemento frontera ∂F ∈ L2(ŜK ,C).

Luego como en el caso real tenemos un desarrollo en series de Fourier para
F como sigue:

F |HK =
∑
q

aqexp(2πiTr(q · (w)))

=
∑
q

aq
∏
µ

(exp(4πiRe(qµzµ))exp(−4πIm(qµbµ))).

El cual abreviaremos como

F |HK ≡
∑
q

aqς
q,

donde ς ≡ exp(2πiTr(w)). Entonces tenemos que una serie de este tipo define
un elemento de Har [K] si aq = 0 para todo q que no está contenido en el cono
positivo en K∞. Aqúı, el cono positivo de K∞ se define como el conjunto de
las z para las cuales (zµ, z̄µ) ∈ B × B para cada lugar µ. Luego tenemos el
monomorfismo

Har [K] ↪→ L2(ŜK ,C).

A fin de extender la idea de construir a partir de Har [K] una especie de
extensión holomorfa de K. Tenemos que hacer algunas modificaciones al grupo
de signos para que nuestra graduación sea compatible con los lugares complejos.

Primero, conservaremos los signos que teńıamos para el caso real

Θ = {−,+}s ,

pero solo consideraremos s factores donde s = n/2, con n el grado de K sobre
Q. Lo cual nos ayuda a dotar de un signo (o signar) a los ejes reales. Ahora
para los ejes imaginarios consideraremos el siguiente conjunto de signos.

√
−Θ =

{
−
√
−,
√
−
}s
.
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Ahora, considerando a todos estos signos juntos tenemos

ΘC =
{√
−,−,−

√
−,+

}s
,

la cual claramente tiene estructura de grupo con el producto multiplicación
de signos y elemento identidad +. Diremos que z ∈ (R ∪ iR) − 0 tiene signo√
−,−,−

√
−,+ si z perteneces respectivamente a iR+,−R+,−iR+,R+. Luego

a ΘC lo llamaremos el grupo de signos singular.
Ahora para los puntos que no están en R∪iR, introduciremos el grupo ćıclico

de signos complejo de orden 4{√
−ε,−ε,−

√
−ε,+ε

}
,

el cual es isomorfo al grupo Z/4Z, luego diremos que z ∈ C−(R∪iR) tiene signo
complejo

√
−ε,−ε,−

√
−ε,+ε si z pertenece a iB,−B,−iB,B respectivamente.

Luego podemos definir

Ω =
{√
−ε,−ε,−

√
−ε,+ε

}s
.

El cual tiene estructura de grupo equipado con una acción dada por ΘC donde
s se entiende como la potencia con respecto a la operación suma directa de
grupos.

Ahora consideremos el siguiente isomorfismo

s : Ω→ ΘC,

dado por ”borrar” u ”olvidar” el śımbolo ε.
Como en el caso real nosotros podemos escribir CK = K∞⊗R C ∼= Cn, cuyos

puntos ahora podemos expresar como: w = ((z1, b1), · · · , (zs, bs)).
Para cada ω ∈ Ω,

Hω
K = {w ∈ CK : (sign(b1), · · · , sign(bs)) = ω} .

Como en el caso real podemos asociar a cada ω una mapeo conjugación
cω : Cω → Cω, donde las coordenadas de cω(w) = w′ satisfacen que

(z′k, b
′
k) = (zk, ωkbk),

para k = 1, · · · , s. Luego como en el caso real tenemos la siguiente Proposición.

Proposición 3.14. El mapeo conjugación satisface que

cω1 ◦ cω2 = cω1ω2 .

Demostración. La prueba es análoga al caso real.

Denotemos por Kω los elementos q cuyas coordenadas con respecto a la
inclusión K ↪→ K∞ satisfacen que:

(sign(qµ1), · · · , sign(qµs)) = ω.
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Cabe notar que si q ∈ Kω, q /∈ R ∪ iR. A diferencia del caso real la multi-
plicación graduada complexificada se comporta de la siguiente manera,

Kω1 ·Kω2 ⊂ Kω1ω2 ∪ iKω1ω2 ∪ iKs(ω1ω2).

En este caso podemos escribir

<(Kω1 ·Kω2) := (Kω1 ·Kω2) ∩Kω1ω2 ,

la ”parte real” de la graduación,

=(Kω1 ·Kω2) := (Kω1 ·Kω2) ∩ iKω1ω2 ,

la ”parte imaginaria” de la graduación, y por último

=ΘC(Kω1 ·Kω2) := (Kω1 ·Kω2) ∩Ks(ω1ω2),

la ” parte singular” de la graduación.

Proposición 3.15. Sea K/Q una extensión de Galois compleja. Entonces para
toda pareja de signos ω1, ω2 ∈ Ω,

Kω1 ·Kω2 = Kω1ω2 ∪ iKω1ω2 ∪ iKs(ω1ω2).

Demostración. Notemos que solo nos falta probar una contención. Para esto
como en el caso real, basta estudiar el caso en que K/Q es de grado 2. Consid-
eremos a x ∈ Kω1ω2 ∪ iKω1ω2 ∪ iKs(ω1ω2) y veamos que este x puede descom-
ponerse como x = ab con a ∈ Kω1 y b ∈ Kω2 . Supongamos que x ∈ Kω1ω2

escribiendo x, en notación exponencial

x = reiα = stei(α1+α2) = seiα1reiα2 ,

donde es claro que seiα1 ∈ Kω1 y teiα2 ∈ Kω2 . De manera análoga se prueba
para los casos cuando x ∈ iKω1ω2 y x ∈ Ks(ω1ω2).

De aqúı se sigue que cada elemento f ∈ L2(ŜK ,C) determina una (4s + 2 ·
2s+1)-tupla (Fω;Fθ;F0), donde para cada ω ∈ Ω, Fω : ŜK → C se define como
una extensión a ŜK de las siguientes funciones en HK

Fω(w)|HK =
∑
q∈Kω

aqexp(2πiTr(qcω(w))) ≡
∑
q∈Kω

aq(cω(ς))q,

donde cω(ς) = exp(2πiTr(cω(w))) y el śımbolo (cω(ς))q es entendido en el sentido
de multi ı́ndices. A las Fω las llamaremos funciones ω-holomorfas y F0 =
a0 es la función constante como en el caso real. Para el caso de las Fθ, que
llamaremos funciones θ-holomorfas, notemos que estas son constantes en alguna
de las variables u, v. Luego diremos que Fθ es degenerada en el sentido de que
estas se reducen a funciones de u o v separadamente.

Aqúı tenemos que para el morfismo conjugación se tiene que c+(u) = u,
c−(u) = ū, la cual es la conjugación usual para la variable u, y c√−(v) = v,
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c−
√
−(v) = −s+ iy la cual podemos interpretar como la conjugación del plano

−iH2 en el plano iH2. Por lo que, podemos definir las multiconjugaciones cθ,
con θ ∈ ΘC, en el sentido obvio coordenada a coordenada. Luego tenemos la
siguiente representación de las funciones θ-holomorfas. Para θ ∈ Θ,

Fθ(w) =
∑
q∈Kθ

aqexp(4πiTr(q · cθ(u))),

y para θ ∈
√
−Θ,

Fθ(w) =
∑
q∈Kθ

aqexp(−4πTr(q · cθ(v))),

Como en el caso real aqúı también tenemos los espacios de Hardy Harω [K]
y Harθ [K] de funciones ω-holomorfas y θ-holomorfas respectivamente.

Teorema 3.6. El espacio de las (4s + 2 · 2s + 1)-tuplas

L2(ŜK ,C) ∼= Har• [K] =

(⊕
ω∈Ω

Harω [K]

)
⊕

(⊕
θ∈ΘC

Harθ [K]

)
⊕ C,

es un espacio de Hilbert graduado cuyo producto interior es la suma directa de
los productos interiores de cada sumando.

Denotaremos por Har [K] al sumando de Har• [K] para el cual ω = (+, · · · ,+)
el cual es, como en el caso real, el espacio de Hardy de funciones holomorfas en
el sentido usual de holomorficidad. De manera análoga definimos el producto
de Cauchy y el producto de Dirichlet en Har• [K], v́ıa extensiones frontera.

Cuando ω1ω2 = ω y dado F,G ∈ Har• [K], escribiremos

<(Fω1 ⊗Gω2),

para la proyección de Fω1⊗Gω2 en la subserie indexada por q ∈ <(Kω1 ·Kω2)
y

=(Fω1 ⊗Gω2),

para la proyección de Fω1⊗Gω2 en la subserie indexada por q ∈ =(Kω1 ·Kω2).

Proposición 3.16. Dado K/Q una extensión de Galois compleja y F,G ∈
Har• [K], tenemos la siguiente descomposición,

(F ⊗G)ω =
∑

ω=ω1ω2

<(Fω1 ⊗Gω2) +
∑

ω=
√
−ω′1ω′2

=(Fω′1 ⊗Gω′2)

+
∑

ω=ω′θ′

((Fω′ ⊗Gθ′) + (Fθ′ ⊗Gω′)) .
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De manera similar para los ΘC signos,

(F ⊗G)θ =
∑

θ=θ1θ2

(Fθ1 ⊗Gθ2) +
∑

θ=
√
−s(ω1ω2)

=ΘC(Fω1 ⊗Gω2)

y
(F ⊗G)0 = F (0)G0 +G(0)F0 − F0G0.

Demostración. Consideremos F =
∑
q aqς

q y G =
∑
q bqς

q.

(F ⊗G)ω =
∑
q∈Kω

( ∑
q1q2=q

aq1bq2

)
ςq.

Luego los valores de los ı́ndices q1 y q2 son tales que cumplan la propiedad de
que q1q2 ∈ Kω.

Por la descomposición de Kω1 ·Kω2 de la Proposición 3.15, q1 y q2 tienen
que estar ya sea en la parte real o en la parte imaginaria de Kω1 ·Kω2 , ya que
la parte singular solo contiene elementos que están en algún Kθ, los cuales no
son de nuestro interés aqúı.

Primero para la parte real de la graduación, se tiene que q = q1q2 ∈ Kω1ω2 =
Kω lo cual nos da el factor ∑

ω=ω1ω2

<(Fω1 ⊗Gω2).

Ahora si ω =
√
−ω1ω2 y q ∈ =(Kω1 · Kω1) tenemos que q ∈ iKω′1ω2 ⊂

K
√
−ω1ω2 = Kω de donde tenemos el factor,∑

ω=
√
−ω1ω2

=(Fω1 ⊗Gω2).

Notemos sin embargo que debido a la acción de ΘC en Ω tenemos elementos
θ′ ∈ ΘC que cumplen θ′ω′ = ω, lo cual nos da el último factor de la suma∑

ω=ω′θ′

((Fω′ ⊗Gθ′) + (Fθ′ ⊗Gω′)) ,

.
Para la segunda parte el primer factor∑

θ=θ1θ2

(Fθ1 ⊗Gθ2),

se obtiene de manera análoga al caso real. Sin embargo, debido a la parte
singular de la descomposición de Kω1 ·Kω2 hay elementos q1 ∈ Kω1 y q2 ∈ Kω2

tal que q1q2 ∈ iKθ = K
√
−θ los cuales nos dan el factor∑
θ=
√
−s(ω1ω2)

=ΘC (Fω1 ⊗Gω2).

Por último, la tercera parte se prueba de manera análoga a la del caso
real.
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Notemos que para cada K real o complejo tenemos una subdoble álgebra
parcial Har• [OK ] ⊂ Har• [K] definida por las series de Fourier indexadas por
elementos de OK . En particular si d−1

K = OK los elementos de Har• [OK ] cor-
responden a las funciones holomorfas graduadas en el toro de Minkowski hiper-
bolizado TK .

Teorema 3.7. Sea K/Q una extensión de Galois. Entonces Har• [K] es un
espacio de Hilbert equipado con una estructura de doble C-álgebra parcial con
respecto a las operaciones ⊕ y ⊗. En particular cuando d−1

K = OK el cor-
respondiente subespacio de funciones del toro de Minkowski hiperbolizado TK ,
Har• [OK ] es un subespacio de Hilbert de Har• [K], el cual es una doble C-
subálgebra parcial.

De manera análoga al Corolario 3.4 tenemos un monomorfismo con imagen
densa

C [K] ↪→ Har• [K] .

Ahora si definimos T (F ) = F (0) un mapeo de Har• [K] → C tenemos nue-
vamente el mapeo de aumentación, luego podemos definir

Har∗• [K] = {F ∈ Har• [K] : T (F ) = 0} ,

y por lo tanto una proyectivización

N•(K) = Har∗• [K] /C∗,

la cual es isomorfa a N(K).
Luego siguiendo la filosof́ıa de las Proposiciones 3.8 y 3.9, tenemos queN•(K)

tiene estructura de doble semigrupo parcial con los productos de Cauchy y
Dirichlet. Además, se tiene el siguiente monomorfismo canónico

K ↪→ N0(K) ↪→ N•(K),

donde N0(K) tiene imagen densa en N•(K).

3.5 Campos de Números No lineales

La palabra no lineal (según [1]) proviene del hecho de la no linealidad del
producto de Cauchy y el producto de Dirichlet vista en el Teorema 3.1.

Definición 8. Un Campo de números no lineal es un doble semigrupo
parcial topológico abeliano S con respecto a dos operaciones ⊕ y ⊗ tales que
cumple las siguientes condiciones

i) Existe un campo numérico K y una inclusión densa del doble semigrupo

i : N0 [K] ↪→ S

donde i([f ]⊕ [g]) = i([f ])⊕ i([g]) y i([f ]⊗ [g]) = i([f ])⊗ i([g]) , siempre
que [f ]⊕ [g] y [f ]⊗ [g] estén definidos.
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ii) La identidad 1⊕ es el aniquilador universal para ⊗ i.e. para toda F ∈ S,
F ⊗ 1⊕ = 1⊕.

A la cerradura O de la imagen de i(N0 [OK ]) la llamaremos Anillo de
Enteros No lineal.

De manera inmediata de la definición de campo de números no lineal y de
la discusión anterior tenemos.

Teorema 3.8. Dado K un campo numérico, tenemos que N [K] es un campo
de números no lineal y N [OK ] es su anillo de enteros no lineal.

Una primera aproximación a tratar de hacer aritmética en los campos de
números no lineales seria estudiar las unidades con respecto a alguno de los
productos, para el producto de Cauchy ⊕ tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.17. El grupo de unidades de Cauchy N(K)×⊕ es un subconjunto
denso de N(K).

Demostración. Consideremos el caso de K = Q, como hemos visto,

L2(ŜQ, C) ∼= Har• [Q] = Har+ [K]⊕ C⊕Har− [K] ,

el cual contiene como subconjunto denso a Haran+ [K]⊕C∗⊕Haran− [K] el conjunto
de las funciones anaĺıticas reales las cuales tienen como subconjunto denso a las
funciones anaĺıticas libres de cero las cuales son invertibles. Entonces, tenemos
un conjunto denso de elementos invertibles de L2(ŜQ,C). Luego, tomando la
proyectivización N(K) la densidad es preservada luego tenemos lo requerido.
Un argumento análogo se sigue para K arbitrario.

El estudio de las unidades de Dirichlet es más complicado y estudiaremos
estas de forma un poco más detallada en el siguiente caṕıtulo.

Una de las ideas más importantes en la teoŕıa algebraica de números es la
construcción del campo de fracciones del anillo de enteros. Desafortunadamente
en los campos de números no lineales no es posible reproducir fielmente este
hecho, no obstante, el siguiente resultado muestra que existe un subconjunto
denso P de N(K) donde P funciona como una especie de campo de fracciones
de N(OK).

Teorema 3.9. Sea K/Q una extensión de Galois. Entonces hay un subconjunto
denso P ⊂ N(K) tal que para todo [F ] ∈ P . Existe [G] ∈ N(OK) tal que

[G]⊗ [F ] ∈ N(OK).

Demostración. Consideremos a N(K)fin el subespacio asociado a las funciones
cuyos coeficientes de Fourier son indexados por q en algún ideal fraccional
a−1OK ⊂ K.

Sea Ta el toro de Minkowski asociado a a, i.e. Ta = K∞/a. Al cual podemos
asociar el toro hiperbolizado Ta y el doble subsemigrupo N(a). Luego por
definición de a−1

a−1 = {α ∈ K : αa ⊂ OK} ,
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tenemos que dado [F ] ∈ N(K)fin cuyos coeficiente de Fourier son indexados
por a−1OK , basta considerar un elemento [G] cuyos coeficientes no cero estén
indexados por a, es decir, tenemos un [G] ∈ N(a) tal que [F ]⊗[G] ∈ N(OK).
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Caṕıtulo 4

Aritmética No lineal

Una cuestión fundamental en la teoŕıa de números, es la aritmética de la es-
tructura estudiada, en nuestro caso la aritmética de los campos de números
no lineales. En este caṕıtulo, y apoyados en la teoŕıa de series de Dirichlet
trataremos de construir una teoŕıa de unidades en el caso particular del anillo
de enteros no lineal N(Z). Lo que nos dará algunas nociones primitivas de la
aritmética los de enteros no lineales.

4.1 Funciones Aritméticas y Series de Dirichlet

El material que aparece en esta sección es clásico en teoŕıa anaĺıtica de números.
Luego, los detalles sobre los puntos tratados en esta sección pueden ser consul-
tados en [15].

Una función aritmética f , se define como una sucesión de números reales
o complejos, i.e. f : N→ C.

Un ejemplo de estas, es la función ϕ de Euler la cual se define mediante

ϕ(n) = |{m : 0 < m ≤ n, (m,n) = 1}| .

Otro ejemplo, es la función µ de Möbius la cual es definida por la siguiente
relación

µ(n) =

 1 si n = 1,
(−1)k si n = p1p2 · · · pk, con pi distintos ,

0 en otro caso.

Dadas dos funciones aritméticas f y g definimos la convolución de Dirichlet
f ∗ g como la función aritmética h, la cual esta dada por la siguiente ecuación

h(n) =
∑
d|n

f(d)g(
n

d
).

Sean f, g, h funciones aritméticas luego, tenemos que

� f ∗ g = g ∗ f ,

75
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� (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

Ahora, si consideramos la función aritmética I definida como

I(n) =
{

1 si n = 1,
0 en otro caso,

la cual llamaremos función identidad, se puede demostrar que,

I ∗ f = f ∗ I = f.

Teorema 4.1. Si f es una función aritmética con f(1) 6= 0 existe una única
función aritmética f−1, conocida como la inversa de Dirichlet de f , tal que

f ∗ f−1 = f−1 ∗ f = I.

Más aún, f−1 está dada por la siguiente fórmula recursiva

f−1(1) =
1

f(1)
, f−1(n) =

−1
f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n
d

)
f−1(d) para n > 1.

Esta fórmula es conocida como la fórmula de inversión de Möbius.

Corolario 4.1. Una función aritmética f tiene inversa si y solo si f(1) 6= 0.

Demostración. Por contradicción, supongamos que f tiene inversa y que f(1) =
0. Como f tiene inversa existe g función aritmética tal que

f ∗ g =
∑
d|n

f(d)g(
n

d
) = h(n) = I(n),

de donde se tiene que h(1) = f(1)g(1) = 1 para n = 1 y h(n) = 0 para toda
n 6= 1. Por otro lado, de suponer que f(1) = 0 tenemos que f(1)g(1) = 0 lo cual
es una contradicción. Rećıprocamente, si f(1) 6= 0 tenemos por el Teorema 4.1
que existe f−1 tal que f ∗ f−1 = I.

Si definimos la función aritmética u que llamaremos función unidad definida
por la ecuación u(n) = 1 para toda n y usando la igualdad∑

d|n

µ(d) = I(n),

tenemos que la función de Möbius es invertible, pues

µ ∗ u = I.

i.e. u y µ son inversas de Dirichlet una de la otra.
Notemos que (f ∗g)(1) = f(1)g(1) luego, si f(1) 6= 0 y g(1) 6= 0 tenemos que

(f ∗ g)(1) 6= 0, entonces el conjunto de las funciones aritméticas f con f(1) 6= 0
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forman un grupo con respecto a la convolución de Dirichlet ∗ y con elemento
identidad I.

Un importante subgrupo de estas es el de las funciones multiplicativas.
Diremos que una función aritmética f es multiplicativa si f no es idénticamente
cero y śı

f(mn) = f(m)f(n),

siempre que (m,n) = 1. Diremos que f es completamente multiplicativa si se
cumple que

f(mn) = f(m)f(n),

para toda m y n.
Notemos que el conjunto de las funciones completamente multiplicativas no

forman un grupo. Por ejemplo, consideremos la función unidad u definida como
antes. Esta, es completamente multiplicativa, pues

1 = u(nm) = u(n)u(m) = 1,

para toda m,n. Luego, como vimos antes, su inversa es la función µ(n) de
Möbius la cual no es completamente multiplicativa pues µ(4) = 0 y µ(2)µ(2) =
1.

Por otro lado, se puede probar que una función multiplicativa f es comple-
tamente multiplicativa si y solo si f−1(n) = µ(n)f(n) para toda n ≥ 1.

Una series de Dirichlet se define como una serie de la forma
∞∑
n=1

an
ns
,

donde {an} es una sucesión de números complejos, y s es una variable compleja
s = σ + it. Notemos que cada función aritmética f determina una serie de
Dirichlet Df (s) =

∑
f(n)/ns y de hecho toda serie de Dirichlet es de está

forma.

Teorema 4.2. Si la serie de Dirichlet Df (s) converge para algún s = s0 en-
tonces esta converge para toda s con Re(s) > σ0 donde σ0 = Re(s0).

Suponiendo que las series de Dirichlet convergen para alguna s, si σ0 es
el número real más chico tal que la serie converge para Re(s) > σ0 entonces
llamaremos a σ0 la abscisa de convergencia. Luego la serie de Dirichlet converge
en el plano superior a la derecha de la ĺınea σ = σ0 el cual llamaremos plano de
convergencia. Pero no converge para toda s con σ < σ0.

Dadas dos series de Dirichlet

Df (s) =
∞∑
n=1

f(n)
ns

para σ > a,

y

Dg(s) =
∞∑
n=1

g(n)
ns

para σ > b,
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en el plano donde ambas convergen tenemos que

Df (s)Dg(s) =
∞∑
n=1

h(n)
ns

,

donde h = f ∗ g es la convolución de f y g. Conversamente si

Df (s)Dg(s) =
∞∑
n=1

α(n)n−s,

está definida para toda s de una sucesión {sk} con σk → ∞ cuando k → ∞,
entonces α = f ∗ g.

Ahora mencionaremos algunos ejemplos de series de Dirichlet que usaremos
mas adelante. Sean

Du(s) = ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns
,

y

Dµ(s) =
∞∑
n=1

µ(n)
ns

,

dos series de Dirichlet, las cuales convergen absolutamente para σ > 1. En-
tonces, si tomamos f(n) = u(n) y g(n) = µ(n) tenemos que h(n) = I(n), luego

Du(s)Dµ(s) = ζ(s)
∞∑
n=1

µ(n)
ns

=
∞∑
n=1

(u ∗ µ)(n)
ns

= 1, si σ > 1.

Lo que nos dice que la función zeta de Riemann ζ(s) es invertible si σ > 1. Y
que su inversa está dada por la función

∞∑
n=1

µ(n)
n−s

.

De manera más general si suponemos que f(1) 6= 0, se tiene que existe
g = f−1 la inversa de Dirichlet de f . Luego, si consideremos sus series de
Dirichlet asociadas

Df (s) =
∑

f(n)n−s y Dg(s) =
∑

g(n)n−s,

en el plano superior en el que ambas convergen absolutamente, entonces

Df (s) 6= 0 y Dg(s) = 1/Df (s).

En particular, si f es completamente multiplicativa se tiene que f−1 =
µ(n)f(n). Luego, si Df (s) =

∑
f(s)n−s converge absolutamente para σ > σ0

entonces la serie
∑
µ(n)f(n)n−s también converge absolutamente para σ > σ0,

pues
∣∣f−1(n)

∣∣ ≤ |f(n)|, y tenemos que

∞∑
n=1

µ(n)f(n)
ns

=
1

Df (s)
, si σ > σ0.
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Diremos que una función aritmética χ : N → C es un carácter de Dirichlet
módulo k, si satisface las siguientes condiciones

� χ(1) 6= 0.

� Si a ≡ b(mod k) entonces χ(a) = χ(b).

� χ(ab) = χ(a)χ(b).

� Si (a, k) > 1 entonces χ(a) = 0.

Es claro que χ es completamente multiplicativo. Luego para cada carácter,
se tiene la serie de Dirichlet

Dχ(s) = L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)
ns

,

la cual tiene inversa dada por:

∞∑
n=1

µ(n)χ(n)
ns

=
1

L(s, χ)
, si σ > 1.

Este tipo de series son conocidas como las series L de Dirichlet.
Sin embargo, cabe notar que no existe un criterio general para las series

inversas de Dirichlet en lo que respecta a convergencia.

4.2 Unidades No Lineales en N(Z)

Consideremos el conjunto de las series de Dirichlet

Df (s) =
∞∑
n=1

ann
−s , para σ > 0.

luego podemos identificar a Df (s) con un entero no lineal

f =
∞∑
n=1

anz
n ∈ N+(Z),

donde N+(Z) es Har [Z] proyectivizado lo cual nos permite estudiar a los ele-
mentos de N+(Z) a través de las series de Dirichlet convergentes en σ > 0.

Una primera cuestión, seria estudiar bajo que condiciones un entero no lineal
f es invertible con respecto ⊗ en N+(Z). Consideremos la función aritmética
f(n) = 1/n la cual define una serie de Dirichlet

Df (s) =
∞∑
n=1

1
n
n−s = ζ(s+ 1),
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la cual, como podemos notar, es la función zeta de Riemann trasladada una
unidad hacia la derecha. Por lo tanto, como ζ(s) converge para σ > 1 entonces
ζ(s+1) converge para σ > 0, luego ζ(s+1) define un elemento en N+(Z) ⊂ N(Z)
el cual denotaremos por ζ

ζ =
∞∑
n=1

1
n
zn.

Proposición 4.1. El entero no lineal ζ, es invertible en N+(Z) ⊂ N(Z) y su
inverso está dado por el número no lineal

g =
∞∑
n=1

bnz
n,

donde bn = µ(n)/n.

Demostración. Consideremos la serie de Dirichlet

Dµ(s) =
∞∑
n=1

µ(n)
n

n−s,

la cual es convergente para σ > 0, pues de la teoŕıa de series de Dirichlet sabemos
que

∑∞
n=1 µ(b)n−s es convergente para σ > 1. Luego esta, también define un

entero no lineal g ∈ N+(Z) dado por

g =
∞∑
n=1

µ(n)
n

zn.

Ahora, considerando el producto ζ⊗g el cual podemos identificar con el producto
de Dirichlet de sus series de Dirichlet asociadas

ζ(s+ 1)Dg(s) =
∞∑
n=1

∑
d|n

1
n
d

µ(d)
d

ns =
∞∑
n=1

∑
d|n

µ(d)
n

ns

=
∞∑
n=1

I(n)
n

ns = 1,

para σ > 0.

De manera más general se tiene el siguiente resultado.

Proposición 4.2. Dado un entero no lineal f =
∑
anz

n donde an es una
función aritmética completamente multiplicativa entonces f es invertible en
N+(Z) ⊂ N(Z) y su inverso está dado por f−1 =

∑
µ(n)anzn.

Demostración. De teoŕıa de series de Dirichlet tenemos que dada Df (s), la
cual converge para σ > 0 y donde f es una función aritmética completamente
multiplicativa. Se tiene Df−1(s) la serie de Dirichlet asociada a la función
aritmética f−1 = µf la cual es la inversa de Dirichlet de f que converge para
σ > 0 y donde Df−1(s)Df (s) = 1.
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Al conjunto de números no lineales que cumplen las propiedades de la
Proposición anterior, lo llamares, el conjunto de unidades multiplicativas de
N+(Z).

Por otro lado, es conveniente notar que podemos tener dos tipos de unidades.
Para esto definamos el producto � como sigue: Dado

f =
∑
n∈Z

anz
n ∈ N(Z)

y g una serie de la forma
g =

∑
n∈Z

bnz
n

no necesariamente convergente, definimos

f � g =
∑
n

( ∑
n1n2=n

an1bn2

)
zn,

el cual no es necesariamente convergente, pero que sin embargo define una serie
formal.

Definición 9. Diremos que f ∈ N(Z) es unidad formal si existe una serie

g =
∑
n∈Z

bnz
n,

no necesariamente convergente, tal que f � g = 1⊗.

Definición 10. Diremos que f ∈ N(Z) es unidad no lineal si existe g ∈ N(Z)
tal que f ⊗ g = 1⊗.

Gracias a la teoŕıa de series de Dirichlet nosotros tenemos una forma de
caracterizar las unidades formales en N+(Z) como sigue.

Teorema 4.3. Dado un entero no lineal f ∈ N+(Z) de la forma
∑∞
n=1 anz

n es
unidad formal si y solo si a1 6= 0.

Demostración. Sabemos que dada una serie de Dirichlet Df (s) con f(1) 6= 0,
existe Df−1(s) donde f−1 es la inversa de Dirichlet de la función aritmética f ,
tal que Df (s)Df−1(s) = 1 en la intersección de los planos de convergencia de
ambas series.

Rećıprocamente, si Df (s) es una serie de Dirichlet y supongamos por con-
tradicción que f(1) = 0, entonces al hacer el producto de esta serie con cualquier
otra, por ejemplo Dg(s), tendŕıamos que f(1)g(1) = 0 es decir tendŕıamos que
el primer coeficiente del producto Df (s)Dg(s) seria cero lo cual implica que
Df (s)Dg(s) 6= 1 lo cual contradice el hecho de ser unidad formal.

Nota 2. Notemos que dada una serie de Dirichlet Df (s) =
∑
f(n)n−s, con

f(1) 6= 0, la cual converge para σ > 0 tiene inversa Df−1(s) =
∑
f−1(n)n−1

siempre y cuando esta también converja para σ > 0, de lo contrario diremos que
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Df−1(s) es solo el inverso formal de Df (s), como vimos en el Teorema anterior.
Luego es claro que estas series forman un grupo pues el producto de dos series
convergentes en σ > 0 converge para σ > 0. Luego los enteros no lineales
asociados a estas series de Dirichlet forman un grupo con ⊗ el cual llamaremos
grupo de unidades no lineales positivas y el cual denotaremos por N+(Z)×.

Nota 3. De manera análoga podemos estudiar el caso para N−(Z) sin embargo
debemos notar que N−(Z)× no es un grupo pues dados dos números no lineales

de la forma f =
∞∑
n=1

a−nz
−n y g =

∞∑
n=1

b−nz
−n, tal que su producto de Dirichlet

este bien definido, tenemos que f ⊗ g está en N+(Z). luego no podemos hablar
de un grupo de unidades en N−(Z).

Ahora estudiaremos un poco el caso cuando los elementos son no homogéneos,
los cuales son de la forma ∑

n∈Z
anz

n,

donde existen n1 > 0 y n2 < 0 con an1 6= 0 6= an2 , además a0 puede ser distinto
de cero. Para esto estudiemos algunos casos particulares.

Ejemplo 4. El entero no lineal inhomogéneo z+ z−1 no es invertible en N(Q)
en particular no lo es en N(Z).

Supongamos que es invertible. Entonces existen f ∈ N(Q) tal que f ⊗ (z +
z−1) = z pero

f ⊗ (z + z−1) = f ⊗ z + f ⊗ z−1 =
∑
q∈Q

aqz
q +

∑
q∈Q

a−qz
q

=
∑
q∈Q

(aq + a−q)zq =
∑
q∈Q

cqz
q = z,

donde cq = aq + a−q. Luego de la ecuación anterior tenemos que cq = 0 para
toda q 6= 1 y c1 = 1. En particular si n = 1 se tiene que

1 = c1 = a1 + a−1 = a−1 + a1 = c−1,

lo cual es una contradicción pues teńıamos que c−1 = 0.

Nota 4. Si consideramos la función aritmética asociada a z−1 + z, dada por la
siguiente relación,

f(n) =
{

1 si |n| = 1
0 en otro caso.

la cual es completamente multiplicativa. Para demostrar esto basta considerar
los siguientes casos; si m = 0 = n es claro que 0 = f(mn) = f(m)f(n) = 0. Si
m 6= 0 y n = 0 entonces 0 = f(mn) = f(m)f(n) = 0. Por último cuando m 6= 0
y n 6= 0 tenemos que 1 = f(mn) = f(m)f(n) = 1 lo cual muestra que f(n)
efectivamente es completamente multiplicativa.
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Notemos entonces que esta función aritmética nos da un ejemplo muy intere-
sante pues en la Proposición 4.2 hab́ıamos mostrado que si la función aritmética
asociada a un entero no lineal f ∈ N+(Z) era completamente multiplicativa
exist́ıa f−1 ∈ N+(Z) el inverso no lineal de f . Sin embargo, para elementos no
homogéneos este criterio no funciona pues z−1 + z tiene asociada una función
aritmética completamente multiplicativa y sin embargo no tiene ni siquiera in-
verso formal.

Nota 5. Otro punto interesante que hay que notar es que este ejemplo nos
muestra también un número no lineal tal que a1 6= 0 y sin embargo no es
invertible formalmente lo cual muestra que el Teorema 4.3 no se puede extender
a todo N(Z).

Si consideráramos ahora funciones aritméticas de Z → C o más general
de Q → C podŕıamos construir sus series de Dirichlet generalizadas asociadas.
Sin embargo, el ejemplo anterior nos muestra que dos Teoremas importantes
de las series de Dirichlet no podŕıan ser recuperados para esta generalización.
Este podŕıamos considerarlo como uno de los primeros resultados para series de
Dirichlet que es consecuencia del estudio de los campos de números no lineales.

Teorema 4.4. Los polinomios de la forma f = z−k + · · ·+ z−1 + z + · · ·+ zk

no son unidades.

Demostración. Supongamos que śı, entonces existe un f ∈ N(Z) tal que

f ⊗ (z−k + · · ·+ z−1 + z + · · ·+ zk) = 1,

desarrollando y agrupando por multiplicidad tendŕıamos que el coeficiente de
z que es a1 + a−1 tendŕıa que ser 1 pero por otro lado el coeficiente de z−1,
a−1 + a1 = a1 + a−1 tendŕıa que ser cero lo cual es una contradicción.

Ejemplo 5. El número no lineal inhomogéneo z2 + z−1 es unidad formal en
N(Z) pero su inverso no define un número no lineal.

Vamos a construir f tal que f � (z2 + z−1) = z. Primero, tenemos que

f � (z2 + z−1) = f � z2 + f � z−1 =
∑
n∈Z

anz
2n +

∑
n∈Z

a−nz
n

=
∑

n impar

a−nz
n +

∑
n par

an/2 + a−nz
n,

si igualamos esto con z tenemos que si n es impar a−n = 0 para toda n 6= 1 y
a−1 = 1. Ahora si n es par tenemos que an/2 + a−n = 0, o an/2 = −a−n

a2 = −a−2/2 = −a−1 = −1,
a−4 = −a4/2 = −a2 = 1,
a−2 = −a2/2 = −a1 = 0,
a4 = −a−4/2 = −a−2 = 0,
a8 = −a−8/2 = −a−4 = −1,
a−8 = −a8/2 = −a4 = 0,
a6 = −a−6/2 = −a−3 = 0,
a−6 = −a6/2 = −a3 = 0.
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de donde podemos deducir que si n < 0 entonces

an =
{

1 si n = −22k, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.

y si n > 0,

bn = an =
{
−1 si n = 22k+1, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.

Además del hecho de que an/2+a−n = 0 para toda n par, tenemos que a0 = −a0

de donde se sigue que a0 tiene que ser cero. Luego, el f que andábamos buscando
es

f =
∑
n<0

anz
n +

∑
n>0

bnz
n,

donde an y bn son como antes, el cual satisface que f � (z2 + z−1) = z, por
construcción. Sin embargo, f no es convergente y por tanto no define un número
no lineal. De manera más general.

Proposición 4.3. Dado un número no lineal de la forma zm + z−1 con m ∈ N
y m 6= 1, existe

f =
∑
n<0

anz
n +

∑
n>0

bnz
n ∈ N(Z),

donde,

an =
{

1 si n = −m2k, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.

bn = an =
{

1 si n = m2k+1, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.

tal que f es una unidad formal de zm + z−1.

Demostración. Vamos a construir f tal que f � (zm + z−1) = z. Primero,
tenemos que

f � (zm + z−1) = f � zm + f � z−1 =
∑
n∈Z

anz
mn +

∑
n∈Z

a−nz
n

=
∑

n=mk+r, r 6=0

a−nz
n +

∑
n=mk

an/m + a−nz
n,

si igualamos esto con z tenemos que si n no es múltiplo de m, a−n = 0 para toda
n 6= 1 y a−1 = 1. Ahora si n es múltiplo de m tenemos que an/m + a−n = 0,

de donde siguiendo un procedimiento similar al del ejemplo anterior, pode-
mos deducir que si n < 0 entonces

an =
{

1 si n = −m2k, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.
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y si n > 0,

bn = an =
{

1 si n = m2k+1, k = 0, 1, · · ·
0 en otro caso.

Además del hecho de que an/m + a−n = 0 para toda n múltiplo de m, tenemos
que a0 = −a0 de donde se sigue que a0 tiene que ser cero. Luego el f que
andábamos buscando es

f =
∑
n<0

anz
n +

∑
n>0

bnz
n,

donde an y bn son como antes. El cual satisface que f � (zm + z−1) = z por
construcción. Sin embargo, f no es convergente y por tanto no define un número
no lineal.

La Proposición anterior nos muestra que tenemos elementos inhomogéneos
con inversa formal y no invertibles, y que además el verificar si un elemento no
homogéneo es invertible o no, depende mucho del número en particular, o al
menos no se ve una forma clara de encontrar un criterio general para hallar las
unidades en N(Z).

Pregunta 1. ¿existen elementos inhomogéneos en N(Z) con inverso?.

Una discusión parecida para el caso de N+(Z) ⊕ N0(Z) con el producto de
Cauchy ⊗, puede ser dada v́ıa el producto de series de potencias convergentes
como en [27].

Para esto podŕıamos definir nuevamente dos tipos de unidades, las unidades
formales respecto a ⊕ y las unidades respecto a ⊕ de manera análoga a las
definidas para ⊗. Luego basados en los resultados para series de potencias
tenemos los siguientes resultados para unidades formales en N+(Z)⊕N0(Z).

Lema 4.1. Todos los enteros no lineales de la forma

f = 1−
∑
n∈N

anz
n,

son unidades formales y su inverso viene dado por la serie formal

g = 1 +
∑
n∈N

bnz
n,

donde a1 = b1 y bn = a1bn−1 + a2bn−2 + · · ·+ an−1b1 + an.

De manera más general tenemos que,

Teorema 4.5. El entero no lineal

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n,

tiene inverso formal si y solo si f(0) 6= 0.
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Sin embargo, para el caso inhomogéneo cabe notar que a diferencia del caso
del producto de Dirichlet, el principal problema con el cual podŕıamos encon-
trarnos es que cuando hacemos el producto de dos elementos f =

∑
q

aqz
q,

g =
∑
q bqz

q,

f ⊕ g =
∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2

)
zq =

∑
q

cqz
q,

tenemos que para cada q1 ∈ Z tal que q1 + q2 = q, podemos obtener un q2 =
q− q1 ∈ Z, por lo tanto, podemos tener una infinidad de productos de la forma
aq1bq2 distintos de cero para cada q. Lo cual es muy diferente del caso de ⊗
donde el número de posibilidades de elegir q1 y q2 era finito, luego no tenemos ni
siquiera la certeza de que todos los coeficientes cq del producto f ⊕ g converjan.
Lo cual hace del caso inhomogéneo de N(Z) para el producto de Cauchy un
problema más dif́ıcil.

Pregunta 2. ¿Existen elementos inhomogéneos en N(Z) con inverso respecto
al producto de Cauchy?

La idea de desarrollar una teoŕıa de unidad para anillos de enteros no lineales,
asociados a una extensión K/Q de Galois, arbitrarios apoyado en series de
Dirichlet como lo hemos hecho en esta sección nos llevaŕıa a la necesidad de
crear una teoŕıa de multiseries de Dirichlet lo cual está fuera de nuestro alcance
en este texto.



Caṕıtulo 5

Teoŕıa Geométrica de
Galois

Otra parte importante en la teoŕıa algebraica de números es la teoŕıa de Galois.
En este caṕıtulo construiremos una teoŕıa de Galois para N(K) apoyándonos su
estructura geométrica y exhibiremos el Teorema principal del art́ıculo [1], el cual
muestra que la teoŕıa de Galois de N(K) coincide con la teoŕıa de Galois clásica
del campo numérico K. Aqúı, daremos por hecho las propiedades básicas de la
teoŕıa de variedades de Hilbert las cuales pueden ser consultadas en el Apéndice
D.

5.1 El Espacio Proyectivo Complejo PH

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Es claro que H
es una variedad de Hilbert con el atlas (Id,H). Luego Harθ [K] y Har• [K] son
variedades de Hilbert con los atlas (Id,Harθ [K]) y (Id,Har• [K]) respectiva-
mente. donde los espacios Harθ [K] son sub-variedades de Hilbert de Har• [K].
De hecho, son variedades riemannianas con la métrica inducida por el producto
interior. Sin embargo, el hecho de que N(K) sea una variedad riemanniana no
es trivial. Para esto, construiremos el espacio proyectivo PH de un espacio de
Hilbert H, aśı como una métrica para este espacio. Nuestra construcción sigue
la ĺınea de [25].

Consideremos a H un espacio de Hilbert complejo con 〈·, ·〉, un producto
interior hermitiano en H.

Notemos que 〈x, y〉 en general no es real. La parte real Re 〈x, y〉 es un
producto interior definido positivo en H visto como un R-espacio vectorial. La
parte imaginaria Im 〈x, y〉 = Re 〈x, iy〉 es antisimétrica, Re 〈x, iy〉 = −Re 〈y, ix〉.
En particular Re 〈x, ix〉 = 0.

Sea
SH = {v ∈ H : 〈v, v〉 = 1} ,

87
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la esfera unitaria en H, y por H∗ = H − {0}. El espacio proyectivo complejo
PH es definido como el conjunto de subespacios 1-dimensionales complejos de
H el cual está dotado de la topoloǵıa cociente.

Por π : H∗ → PH denotaremos al mapeo el cual asocia a cada v ∈ H∗ el
elemento vC ∈ PH.

Sea v ∈ SH , luego podemos definir la carta (uv,PHv) donde

PHv =
{
p ∈ PH : 〈vp, v〉 6= 0, Np ∈ π−1(p)

}
,

y uv : PHv → Uv ⊂ H, es dada por

uv(p) =
vp
〈vp, v〉

− v.

Proposición 5.1. PH es una variedad de Hilbert compleja.

Demostración. Para dar un atlas para PH basta tomar las cartas (uv,PHv)
donde v corre sobre una base ortonormal del espacio de Hilbert H. Por como-
didad tomaremos la base canónica {ei}. Entonces podemos definir

PHi = PHei =
{
p ∈ PH : 〈vp, e〉 6= 0, vp ∈ π−1(p)

}
= {p = [v] ∈ PH : vi 6= 0} ,

i.e el espacio de todas las ĺıneas que no están contenidas en el hiperplano
{vi = 0}. Luego podemos escribir a ui = uei : PHi → Ui ⊂ H como

ui(p) =
vp

〈vp, ei〉
− ei =

(
v0

vi
, · · · , vi−1

vi
,
vi+1

vi
, · · ·

)
,

Luego tenemos el atlas (ui,PHi) el cual claramente cubre a todo PH. Aśı que
solo falta ver que los mapeos de cambio de coordenada sean biholomorfos. Sin
perdida de generalidad podemos suponer i < j,

uj ◦ u−1
i : ui(PHi ∩ PHj)→ uj(PHi ∩ PHj),

uj ◦ u−1
i (v1, · · · , vn, · · · ) = uj ([v1, · · · , vi, 1, vi+1, · · · ])

=
(
v1

vj
, · · · , vi

vj
,
vi+1

vj
, · · · vj−1

vj
,
vj+1

vj
, · · ·

)
,

de donde se sigue que uj ◦ ui es un biholomorfismo. Por lo tanto PH es una
variedad de Hilbert compleja.

Ahora, definiremos una métrica riemanniana g∗ en H∗ tomando como pro-
ducto interior g∗(v)(, ) en TvH

∗

g∗(v)(x∗, y∗) =
Re 〈x∗, y∗〉
〈v, v〉

.

Nótese que la acción multiplicativa de C∗ = C − {0} en H∗ es isométrica con
respecto a esta métrica riemanniana.
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Para cada v ∈ H∗ definimos la descomposición ortogonal

TvH
∗ = Tnv H

∗ ⊕ Thv H∗,

donde Tnv H
∗ = vC y Thv H

∗ = {x∗ : 〈x∗, v〉 = 0}. Luego

Tvπ : Thv H
∗ → Tπ(v)PH,

se convierte en un isomorfismo lineal. Para v ∈ SH la representación de
Tvπ|Thv H∗ en las coordenadas (Id,H∗) de H∗ y (uv,PHv) de PH es dado por
x∗ 7→ x∗.

Definiremos una métrica riemanniana g en PH haciendo una submersión
riemanniana π : H∗ → PH. Si p ∈ π(v); v ∈ SH ; x, y ∈ TpPH y x∗, y∗ sus
imágenes inversas en Thv H

∗ bajo (Tvπ|Thv H∗)
−1 ponemos

g(p)(x, y) = g∗(v)(x∗, y∗) = Re 〈x∗, y∗〉 .

Como z ∈ C∗ actúa en H∗ como una isometŕıa, la definición de g no depende
de la elección de v.

Ahora queremos determinar la presentación g(u) de g en una carta (u,PHv) ≡
(uv,PHv). Primero calculemos la parte principal xu de un x ∈ TpPH, p ∈ PHv.
Sea x∗ ∈ ThvpH

∗ la imagen inversa de x, con vp ∈ SH ∩π−1(p). c∗(s) = vp+sx∗,
es una curva tal que c(s) = π ◦ c∗(s) tiene como vector tangente inicial a x. Por
lo tanto,

xu =
d

ds
u ◦ c(s)|0 =

d

ds

(
vp + sx∗

〈vp + sx∗, v〉
− v
)
|0

=
〈vp, v〉x∗ − 〈x∗, v〉 vp

〈vp, v〉2
,

con
u(p) =

vp
〈vp, v〉

− v,

luego usando el hecho de que 〈x∗, vp〉 = 〈xu, v〉 = 0 tenemos que

g(u)(xu, xu) =
〈xu, xu〉 (1 + 〈u, u〉)− 〈xu, u〉 〈u, xu〉

(1 + 〈u, u〉)2
, (∗)

es igual a 〈x∗, x∗〉 = g(x, x). El elemento de la ĺınea (∗) aparece por primera vez
en [20] y [21] por lo cual la métrica riemanniana antes mencionada es conocida
en la literatura como la métrica Fubini-Study.

Teorema 5.1. N(K) es una subvariedad riemanniana de PHar [K] abierta,
densa y graduada con la métrica Fubini-Study inducida por PHar [K]. La cual a
su vez se descompone en subvariedades Nθ(K) = Har∗θ [K] /C∗ donde Har∗θ [K]
es el conjunto de las F ∈ Harθ [K] tal que T (F ) 6= 0.
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5.2 Teoŕıa de Galois No lineal

En la sección anterior vimos que N(K) es una subvariedad riemanniana de
PHar [K] con la métrica Fubini-Study.

Definición 11. Un automorfismo Ψ : N(K)→ N(K) es una isometŕıa grad-
uada con respecto a la métrica Fubini-Study que respeta las operaciones ⊕ y ⊗
siempre que estas estén definidas: i.e.

Ψ(f ⊕ g) = Ψ(f)⊕Ψ(g),

Ψ(f ⊗ g) = Ψ(f)⊗Ψ(g),

y para alguna permutación i de Θ se cumple que Ψ(Nθ(K)) = Ni(θ)(K).
Además, en los lugares complejos i debe satisfacer que i(Θ) = Θ e i(Ω) = Ω.

Si L/K es una extensión de un campo numérico de grado finito sobre Q
denotaremos por

Gal(N(L)/N(K)),

el grupo de automorfismos de N(L) que dejan fijo el subcampo no lineal N(K)
el cual llamaremos grupo de Galois No Lineal. Y denotaremos por

Gal(N(K)/K),

al grupo de automorfismos de N(K) que fijan a K.
Se dice que un operador lineal T : X → Y , donde X, Y son espacios norma-

dos, es acotado, si existe M > 0 tal que

‖Tv‖Y = M ‖v‖X ,

para toda v ∈ X. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior 〈·, ·〉 y
consideremos un operador lineal acotado T : H → H. Entonces se puede probar,
utilizando el Teorema de Representación de Riez, que existe un único operador
lineal acotado T ∗ : H → H con la siguiente propiedad

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 ,

para todo x, y ∈ H. Al operador T ∗ lo llamaremos operador adjunto.
Un operador unitario es un operador lineal acotado U : H → H, en un

espacio de Hilbert H el cual satisface que

U∗U = UU∗ = I,

donde I : H → H denota el operador identidad. Luego, son equivalentes

i) El rango de U es denso, y

ii) U preserva producto interior 〈·, ·〉 en el espacio de Hilbert H i.e. para toda
x, y ∈ H 〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉.
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Notemos de ii) que el hecho de que U preserve producto interior implica que
U es una isometŕıa. Además, de i) se tiene que existe un inverso U−1 de U
acotado, definido en el rango de U , de donde se sigue que U−1 = U∗.

Se dice que un operador lineal U : H → H, donde H es un espacio de Hilbert
complejo, es antiunitario si cumple que

〈Ux,Uy〉 = 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ,

para toda x, y ∈ H.

Teorema 5.2 (Wigner). Sea H un espacio de Hilbert complejo y PH = (H −
{0})/C∗ su proyectivización. Sea [h] : PH → PH una biyección que preserva
la métrica de Fubini-Study. Entonces [h] es la proyectivización de un operador
lineal unitario o antiunitario h : H → H.

Demostración. Para una prueba ver [22].

Teorema 5.3. Sea K un campo numérico. Entonces

Gal(N(K)/K) ∼= {1} .

Demostración. Sea σ ∈ Gal(N(K)/K). Consideremos [F ] ∈ PHar• [K]−N(K),
y sea l[F ] la única geodésica que comienza en [id⊕], la cual tiene traza distinta
de cero y termina en[F ] en tiempo t = 1 (la cual tomamos con traza cero y por
la densidad de N(K) podemos aproximarla tanto como queramos por elementos
de N(K) ) y además no pasa por ∞. Luego podemos definir a σ([F ]) como el
punto final de σ(l[F ]). Esto tiene sentido pues

lN[F ] = l[F ] ∩N(K),

es una geodésica en N(K) luego su imagen σ(lN[F ]) también es geodésica y por
tanto σ([F ]) = σ(lN[F ])(1). Luego esto extiende a σ isométrica y canónicamente
a toda la proyectivización de Har• [K]. Ahora por el Teorema de Wigner, σ es
la proyectivización de un operador lineal (anti) unitario,

σ̃ : Har• [K]→ Har• [K] .

Como σ fija a K, entonces existen múltiplos escalares λq ∈ S1 tal que

σ̃(ξq) = λq · ξq.

Pero σ es una isometŕıa que respeta el producto de Cauchy y el producto de
Dirichlet. Luego debemos tener que λ debe ser un caracter aditivo y multiplica-
tivo simultáneamente, i.e.

λq1+q2 = λq1λq2 = λq1q2 .

Pero del isomorfismo de campos CharŜK ∼= K se sigue que la única posibilidad
de que este pase es que λ sea trivial.
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Nuestro siguiente paso es probar que nuestra teoŕıa de Galois no lineal co-
incide con la teoŕıa de Galois clásica en el sentido de que

Gal(N(L)/N(K)) ∼= Gal(L/K).

Lema 5.1. Dado θ ∈ Θ y sea F ∈ Harθ [Q] tal que satisface la siguiente
ecuación funcional

F (rz) = (F (z))r,

para toda r ∈ R>0 y z ∈ HQ. Entonces F ∈ Q.

Demostración. Sin perdida de generalidad podemos suponer F ∈ Har [Q], i.e.
θ = +. Como F ∈ Har [Q], tenemos que la restricción de F a HQ tiene el
siguiente desarrollo:

F (z) =
∑
q>0

aqexp(2πiqz) =
∑
q>0

(aqexp(−2πqt))exp(2πiqx),

donde ‖F‖ =
∑
|aq|2 <∞ con la norma L2.

De la ecuación funcional F (rz) = (F (z))r tenemos que

(F (z))r = F (rz) =
∑
q>0

(aqexp(−2πqrt))exp(2πiqrx),

Si |F (z)| > 1 para alguna z, entonces la parte izquierda de la ecuación
anterior no es acotada en los puntos de la ĺınea l[z] = {rz : r ∈ R+}, mientras
que la norma de la derecha es acotada por ‖F‖ < ∞. Por lo tanto F (z) toma
valores en el disco unitario en C.

Sea
q0 = inf

aq 6=0
q;

veamos que q0 ∈ Q y aq0 6= 0. Supongamos que esto es falso y consideremos las
aproximaciones definidas como

Fε(z) =
∑

q≥q0+ε

aqexp(2πiqz),

las cuales convergen uniformemente en compactos a F . En particular, F r está
uniformemente cerca de F rε en una vecindad compacta para r ∈ [0, r0]. Por otro
lado

|F r(z)| =

∣∣∣∣∣∑
q

(aqexp(−2πqrt))exp(2πiqrx)

∣∣∣∣∣ ≤∑
q

|aq| |exp(−2πqrt)| |exp(2πiqrx)|

≤
∑
q

|aq| exp(−2πqrt) =
∑
q

|aq| exp(−2π(q + ε− ε)rt)

≈ exp(−2πεrt)
∑

q≥q0+ε

|aq| exp(−2π(q − ε)rt) ≤ exp(−2πεrt) ‖F‖ → 0,
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cuando r → 0. Pero esto es imposible pues |F r(z)| tiene ĺımite 1.
Es claro que el mismo argumento demuestra que cada A ⊂ {q : aq 6= 0}

tiene elemento mı́nimo. Luego hemos reducido nuestro problema al caso donde
el conjunto de q’s para los cuales aq 6= 0 es bien ordenado.

La expresión F (z)exp(−2πiq0z) define un elemento de Har [Q] el cual también
satisface la ecuación funcional de la hipótesis, teniendo el siguiente desarrollo:

F (z)exp(−2πiq0z) =
∑
q

aqexp(2πiqz)exp(−2πiq0z) = aq0+
∑
q>q0

aqexp(2πi(q−q0)z).

Luego la ecuación funcional implica que la suma de los términos no con-
stantes del lado derecho de la ecuación debe de ser cero. De modo que F (z) =
aq0exp(−2πiq0z). Como

F (0) = lim
r→0

F (rz) = (F (z))r = 1,

tenemos que aq0 = 1. Lo que quiere decir que F es el caracter ξq0 . Luego F ∈ Q.

En el caso de una extensión finita K/Q, se prueba de manera análoga. Lo
que se muestra es que existe q0 ∈ K tomando inf

aq 6=0
q (el cual es tomado en el

conjunto parcialmente ordenado K∞) para el cual aq0 6= 0, de donde se sigue
que F es el caracter ξq0 .

Teorema 5.4. Sea K una extensión de Galois real (compleja) de grado finito.
Dado θ ∈ Θ (θ ∈ ΘC o ω ∈ Ω) y sea F ∈ Hθ [K] (F ∈ Hω [K]) tal que satisface
la siguiente ecuación funcional

F (rz) = (F (z))r,

para toda r ∈ R>0 y z ∈ HK (w ∈ HK). Entonces F ∈ K.

Teorema 5.5 (Gendron-Verjovsky). Sea L/K una extensión de Galois de un
campo numérico de grado finito. Entonces

Gal(N(L)/N(K)) ∼= Gal(L/K).

Demostración. Sea σ ∈ Gal(N(L)/N(K)). Mostraremos primero que σ(L) = L,
donde a L lo podemos identificar con el campo de monomios [ξq], q ∈ L.

Por definición tenemos que σ(K) = K. Como σ(L) es un campo todos sus
elementos obedecen a la ley distributiva. Entonces dado [F ] ∈ σ(L) y como
σ([ξm]) = [ξm], m ∈ N, tenemos que

[F (ξm)] = [F ]⊗ [ξm] = [F ]⊗ ([ξ]⊕ · · · ⊕ [ξ])

= ([F ]⊗ [ξ])⊕ · · · ⊕ ([F ]⊗ [ξ])

= [F (ξ)]⊕ · · · ⊕ [F (ξ)] .
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Ahora dado m/n ∈ Q>0 y (·)n la n-ésima potencia respecto a producto de
Cauchy tenemos que

[
F (ξm/n)

]n
=
(

[F ]⊗
[
ξm/n

])n
=
(

[F ]⊗
([
ξ1/n

]
⊕ · · · ⊕

[
ξ1/n

]))n
=
(

([F ]⊗
[
ξ1/n

]
)⊕ · · · ⊕ ([F ]⊗

[
ξ1/n

]
)
)n

=
[
F (ξ1/n)

]n
⊕ · · · ⊕

[
F (ξ1/n)

]n
= [F (ξ)]⊕ · · · ⊕ [F (ξ)] = ([F (ξ)])m.

Notemos, por definición de automorfismo, que dado que σ respeta la grad-
uación y que cada elemento de L es homogéneo, i.e. está contenido en un
sumando fijo Nθ(L), entonces [F ] ∈ Nθ′(L), i.e. [F ] es homogéneo. Luego
podemos encontrar F ∈ [F ], F ∈ Harθ′ [L] tal que satisface la ecuación fun-
cional F (qz) = (F (z))q para toda z ∈ HL y q ∈ Q>0. La cual se extiende por
continuidad a R>0. Luego por el Teorema 5.4 tenemos que F ∈ L y σ(L) = L.

En este sentido, podemos inducir un homomorfismo

Υ : Gal(N(L)/N(K))→ Gal(L/K),

Pues τ ∈ Gal(L/K) genera un automorfismo de N(L) fijando N(K) v́ıa el
mapeo ξq → ξτ(q). Supongamos ahora que Υ(σ) = 1 para algún automorfismo
σ ∈ Gal(N(L)/N(K)), luego sigma fija a L. Entonces σ ∈ Gal(N(L)/L) = {1}.

Ahora, centraremos nuestra atención en los campos numéricos K de grado
n sobre Q y las operaciones ⊕ y ⊗ por separado.

Definición 12. Definimos Gal⊕(N(K)/K) el conjunto de isometŕıas que fijan
a K y son un homomorfismo con respecto al producto de Cauchy ⊕. De manera
análoga se define Gal⊗(N(K)/K) para el producto de Dirichlet.

Denotemos por U(Har• [K]) el grupo de operadores unitarios de Har• [K].
Notemos que la acción de r ∈ K∞ por traslación en HK , dado por z 7→ z + r
induce una acción en Har• [K] dada por

Φr(F ) =
∑
q

aqexp(2πi 〈q, z + r〉) =
∑
q

aqexp(2πi 〈q, r〉)ξq,

para
F =

∑
q

aqξ
q,

la cual induce la siguiente representación fiel

Φ : K∞ → U(Har•(K)).

i.e a cada r ∈ K∞ le asignamos el operador unitario Φr.
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Teorema 5.6. La proyectivización [Φ] de Φ define un monomorfismo

[Φ] : K∞ ↪→ Gal⊕(N(K)/K).

Demostración. Para [exp(2πi 〈z, q〉)] = [ξq] ∈ K y r ∈ K∞, tenemos que

[Φ]r ([ξq]) = [exp(2πi 〈q, r〉)ξq] = [ξq] .

Para todo [F ], [G] ∈ N(K), sean [f ] y [g] las clases proyectivas de sus fun-
ciones frontera. Luego [Φ]r ([F ]⊕ [G]) es un elemento de N(K) cuyas funciones
frontera son

[Φ]r ([f ]⊕ [g]) =

[∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2

)
exp(2πi 〈q, r〉)ηq

]

=

[∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1bq2exp(2πi 〈q1 + q2, r〉)

)
ηq

]

=

[∑
q

( ∑
q1+q2=q

aq1exp(2πi 〈q1, r〉)bq2exp(2πi 〈q2, r〉)

)
ηq

]
= [Φ]r ([f ])⊕ [Φ]r ([g]),

la cual es la función frontera de [Φ]r ([F ])⊕ [Φ]r ([G]).

De la misma manera podemos definir un flujo en N(K) con respecto a ⊗
como sigue. Para un vector x ∈ K∞ denotaremos por log |x| al vector

(log |xν1 | , · · · , log |xνn |).

si K es real o

(log |xµ1 | , log |xµ1 | , · · · , log |xµs | , log |xµs |).

si K es complejo.
Luego para

F =
∑
q

aqξ
q,

definimos
Ψr(F ) =

∑
q∈K

aaexp(2πi 〈log |q| , r〉)ξq.

El cual define una representación fiel

Ψ : K∞ → U(Har• [K]),

luego tenemos un Teorema análogo para ⊗
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Teorema 5.7. La proyectivización [Ψ] de Ψ define un monomorfismo

[Ψ] : K∞ ↪→ Gal⊗(N(K)/K).

Demostración. Para [ξq] ∈ K podemos identificar a [ξq] con [exp(2πi 〈log |q| , z〉)]
y r ∈ K∞, luego tenemos que

[Ψ]r ([ξq]) = [exp(2πi 〈log |q| , r〉)ξq] = [ξq] .

Para todo [F ], [G] ∈ N(K), sean [f ] y [g] las clases proyectivas de sus fun-
ciones frontera. Luego [Ψ]r ([F ]⊗ [G]) es un elemento de N(K) cuyas funciones
frontera son

[Ψ]r ([f ]⊗ [g]) =

[∑
q

( ∑
q1q2=q

aq1bq2

)
exp(2πi 〈log |q| , r〉)ηq

]

=

[∑
q

( ∑
q1q2=q

aq1bq2exp(2πi 〈log |q1q2| , r〉)

)
ηq

]

=

[∑
q

( ∑
q1q2=q

aq1bq2exp(2πi 〈log |q1|+ log |q2| , r〉)

)
ηq

]

=

[∑
q

( ∑
q1q2=q

aq1exp(2πi 〈log |q1| , r〉)bq2exp(2πi 〈log |q2| , r〉)

)
ηq

]
= [Ψ]r ([f ])⊗ [Ψ]r ([g]),

la cual es la función frontera de [Ψ]r ([F ])⊗ [Ψ]r ([G]).



Apéndice A

Grupos Topológicos

En este apéndice damos un resumen de la teoŕıa de grupos topológicos, necesaria
para esta tesis. Las referencias básicas son [4], [2].

Un grupo topológico es un grupo G dotado de una topoloǵıa y tal que cumple
las siguientes propiedades:

� La operación de grupo
G×G→ G

(g, h) 7−→ gh,

es un mapeo continuo.

� El mapeo inverso
G→ G

g 7−→ g−1,

es también continuo.

A.1 Propiedades Básicas

Notemos primero que la topoloǵıa es invariante bajo traslaciones en el sen-
tido de que para toda g ∈ G y U ⊆ G: las siguientes tres afirmaciones son
equivalentes:

� U es abierto.

� gU es abierto.

� Ug es abierto.

Además, dado que el mapeo inverso es también homeomorfismo, U es abierto
si y solo si U−1 =

{
x : x−1 ∈ U

}
es abierto. Un aspecto fundamental de los gru-

pos topológicos es la homogeneidad. En general, si X es un espacio topológico,

97
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Homeo(X) el conjunto de los homeomorfismos X → X y S un subconjunto de
Homeo(X), entonces se dice que X es un espacio homogéneo bajo S si para
todo x, y ∈ X, existe f ∈ S tal que f(x) = y. Si no especificamos quien es S
o si es todo Homeo(X) se dice simplemente que X es un espacio homogéneo.
Es claro que un grupo topológico G es homogéneo en el sentido de que dados
cualesquiera dos puntos g, h ∈ G, el homeomorfismo definido como traslación
por la izquierda dado por hg−1 manda g en h. De aqúı se sigue que una base
local para la identidad e ∈ G determina una base local en todos los puntos de
G y por tanto la topoloǵıa completa de G.

Algunos ejemplos de grupos topológicos son: R∗ = R − {0}, R>0 y C∗ con
respecto a la multiplicación ordinaria y la topoloǵıa euclidiana. También Rn
y Cn son grupos topológicos con respecto a la suma de vectores y la topoloǵıa
euclidiana. Algunos ejemplos más complejos son: GLn(k) y SLn(k) definidos
como sigue: dado k = R o C, n ≥ 1 y Mn(k) el conjunto de matrices de n× n,
el grupo lineal general

GLn(k) = {g ∈Mn(k) : det(g) 6= 0} ,

es un grupo topológico con respecto a la multiplicación de matrices y la topoloǵıa
euclidiana. Luego el grupo especial lineal

SLn(k) = {g ∈ GLn(k) : det(g) = 1} ,

es un subgrupo cerrado de GLn(k). Decimos que un subconjunto S de G es
simétrico si S = S−1.

Proposición A.1. Dado G un grupo topológico, tenemos las siguientes afirma-
ciones:

i) Cada vecindad U de la identidad contiene una vecindad V de la identidad
tal que V V ⊆ U .

ii) Cada vecindad U de la identidad contiene una vecindad simétrica V de la
identidad.

iii) Si H es un subgrupo de G, también lo es su cerradura.

iv) Cada subgrupo abierto de G, es cerrado.

v) Si K1 y K2 son subconjuntos compactos de G, K1K2 es compacto.

Notemos que de 1 y 2 se sigue que, toda vecindad U de la identidad contiene
una vecindad simétrica V tal que V V ⊆ U .

Proposición A.2. Sea H un subgrupo de un grupo topológico G. Si H contiene
una vecindad del elemento identidad e en G, entonces H es abierto y cerrado
en G.
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dada función arbitraria f en un grupo topológicoG, definimos sus traslaciones
izquierdas y derechas por las fórmulas

Lhf(g) = f(h−1g) y Rhf(g) = f(gh).

Si f es una función continua (real o complejo valuada) en un grupo topológico,
diremos que f es uniformemente continua por la izquierda si para cada ε > 0
existe una vecindad V de e tal que:

h ∈ V ⇒ ‖Lhf − f‖u < ε,

donde ‖·‖u denota la norma uniforme o norma del supremo1. La continuidad
uniforme por la derecha se define de manera análoga. Recordemos que Cc(G)
denota el conjunto de las funciones continuas en G con soporte compacto.

Proposición A.3. Sea G un grupo topológico. Entonces cada función f en
Cc(G) es uniformemente continua tanto por la derecha como por la izquierda.

Notemos, que la Proposición anterior caracteriza las funciones en un grupo
topológico con soporte compacto.

Proposición A.4. Sea un grupo topológico G. Luego las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) G es T1.

ii) G es Hausdorff.

iii) La identidad e es cerrada en G.

iv) Cada punto de G es cerrado.

Esta Proposición nos muestra que en los grupos topológicos los axiomas de
separación T1 y T2 (Hausdorff) tienen la misma fuerza.

Si H es un subgrupo del grupo topológico G, el conjunto G/H de clases
laterales izquierdas adquiere la topología cociente, definida como la topoloǵıa
más fuerte tal que la proyección canónica

ρ : g −→ gH,

es continua. Luego U es abierto en G/H si y solo si ρ−1(U) es abierto en G.
Luego, es claro G/H constituye un grupo topológico con respecto a la topoloǵıa
cociente.

Proposición A.5. Sea G un grupo topológico y sea H un subgrupo de G. En-
tonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1La norma uniforme o del supremo de una función acotada f , real o complejo valuada, se
define como

‖·‖u = sup {|f(x)| : x está en el dominio de f} ,
esta norma también es conocida como la norma de Chebyshev.
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i) El espacio cociente G/H es homogéneo bajo G.

ii) La proyección canónica ρ : G −→ G/H es un mapeo abierto.

iii) El espacio cociente G/H es T1 si y solo si H es cerrado.

iv) El espacio cociente G/H es discreto si y solo si H es abierto. Además, si
G es compacto, entonces H es abierto si y solo si G/H es finito.

v) Si H es normal en G, entonces G/H es grupo topológico con respecto a la
operación cociente y la topoloǵıa cociente.

vi) Sea H la cerradura de {e} en G. Entonces H es normal en G, y el grupo
cociente G/H es Hausdorff con respecto a la topoloǵıa cociente.

Cabe notar que del último inciso se deduce que cada grupo topológico se
proyecta por un homomorfismo continuo en un grupo topológico con la topoloǵıa
de Hausdorff.

Proposición A.6. Sea G un grupo topológico Hausdorff. Luego las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

i) El producto de un subconjunto cerrado F y un subconjunto compacto H es
cerrado.

ii) Si H es un subgrupo compacto de G, entonces ρ : G −→ G/H es un mapeo
cerrado.

A.2 Grupos Localmente Compactos

Recordemos que un espacio topológico es llamado localmente compacto si cada
punto admite una vecindad compacta.

Definición 13. Un grupo topológicoG que es localmente compacto y Hausdorff
es llamado grupo localmente compacto.

Notemos que dada la hipótesis de que el grupo es localmente compacto y
Hausdorff, implica que todos sus puntos son cerrados.

Proposición A.7. Sea G un grupo topológico Hausdorff. Entonces un subgrupo
H de G que es localmente compacto es cerrado. En particular, cada subgrupo
discreto de G es cerrado.

Si un grupo topológico es metrizable entonces este es un espacio Haus-
dorff y tiene un sistema fundamental de vecindades numerable de la identidad
e. Conversamente uno puede mostrar que esta condición es suficiente para la
metrizabilidad [4].

Luego un grupo metrizable G puede ser siempre completado i.e. existe un
grupo completo Ĝ y un homomorfismo j : G→ Ĝ tal que:
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� La imagen j(G) es densa en Ĝ.

� j es un homeomorfismo de G en j(G).

� Todo homomorfismo continuo f : G→ G′ en un grupo completo G′ puede
ser factorizado de manera única como f = g ◦ j : G → G′ con un homo-
morfismo continuo g : Ĝ→ G′.

Dado que Ĝ la completación de G es un grupo topológico, entonces si G es
localmente compacto este debe ser cerrado en su completación. Luego, se tiene
que un grupo localmente compacto metrizable es completo.
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Apéndice B

Grupos Profinitos

En este apéndice estudiamos a grandes rasgos el concepto de grupo profinito,
para el cual es necesario entender antes el concepto de ĺımite proyectivo. El
material aqúı presentado puede ser léıdo en [2] y [4].

B.1 Ĺımites Proyectivos

Sea I un conjunto no vaćıo. Diremos que I es un conjunto preordenado con
respecto a la relación ≤ si satisface que

� i ≤ j, ∀i ∈ I (Reflexividad),

� i ≤ j y j ≤ k ⇒ i ≤ k, ∀i, j, k ∈ I (Transitividad).

Diremos que un conjunto preordenado I es un conjunto directo si cada subcon-
junto finito de I está acotado superiormente en I.

El conjunto de los números enteros Z es un conjunto preordenado con re-
specto a la divisibilidad. Más aún, es un conjunto directo, pues todo subconjunto
finito de Z está acotado superiormente en Z por su mı́nimo común múltiplo.

Ahora supongamos que I es un conjunto preordenado de ı́ndices y sea {Gi}i∈I
una familia de conjuntos. Supongamos, además, que para cada par de ı́ndices
i, j ∈ I con i ≤ j tenemos un mapeo asociado ϕij : Gj → Gi, sujeto a las
siguientes condiciones

i) ϕii = 1Gi ,∀i ∈ I,

ii) ϕij ◦ ϕjk = ϕik, ∀i, j, k ∈ I, i ≤ j ≤ k,

luego, el sistema (Gi, ϕij) es llamado un sistema proyectivo.

Definición 14. Sea (Gi, ϕij) un sistema proyectivo de conjuntos. Entonces
definimos el ĺımite proyectivo por el siguiente conjunto,

lim
←
Gi =

{
(gi) ∈

∏
i∈I

Gi : i ≤ j ⇒ ϕij(gj) = gi

}
.
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Notemos que dado que el ĺımite inverso es un subconjunto del producto
directo, puede ser naturalmente equipado con una familia de proyecciones,

pj : lim
←
Gi → Gj .

Luego tenemos la siguiente propiedad universal del ĺımite inverso.

Propiedad Universal : Sea H un conjunto no vaćıo y un sistema de
mapeos {ψi : H → Gi}i∈I el cual es compatible con el sistema proyectivo en el
sentido de que para cada par de ı́ndices i, j ∈ I, con i ≤ j, existe

ϕij : Gj −→ Gi

tal que ϕij ◦ ψj = ψi. Entonces existe un único mapeo

ψ : H −→ lim
←
Gi

tal que para cada i ∈ I pi ◦ ψ = ψi.

Claramente el mapeo ψ está dado por

h 7→ (ψi(h))i∈I

como en el producto directo de conjuntos. Cabe notar que ni la definición ni la
Propiedad Universal de ĺımite proyectivo, afirma que dado un ĺımite proyectivo
de conjuntos este es o no vaćıo, en particular las proyecciones pueden tener do-
minio vaćıo. Pero es claro que si existe un sistema compatible {ψ : H → Gi}i∈I
con dominio no vaćıo H, entonces uno puede inferir la existencia de elementos
de la forma (ψi(h))i∈I lo que implica que el ĺımite proyectivo es no vaćıo.

Un caso de nuestro interés es cuando estos conjuntos son grupos en cuyo
caso el conjunto de mapeos es remplazado por homomorfismos de grupos y la
operación de grupos es definida entrada a entrada. Notemos, que este ĺımite
nunca puede ser vaćıo pues la identidad del producto directo está en el ĺımite
proyectivo. Es de nuestro interés también cuando nuestros conjuntos son es-
pacios topológicos, luego nuestro conjunto de mapeos, deben ser las funciones
continuas y la topoloǵıa del ĺımite proyectivo es la inducida por la topoloǵıa
producto del producto directo de espacios topológicos. De aqúı podemos de-
ducir que el ĺımite proyectivo de un sistema proyectivo de grupos topológicos
es un grupo topológico con respecto a la multiplicación entrada a entrada y la
topoloǵıa inducida por el producto topológico.

Sea G un grupo topológico y {Hn} una sucesión decreciente de subgrupos
normales de G. Luego podemos tomar Gn = G/Hn, como Hn+1 ⊂ Hn tenemos
ϕn : G/Hn+1 → G/Hn la proyección canónica. Entonces el ĺımite proyectivo de
esta sucesión es un subgrupo del producto topológico.

Ĝ = lim
←
G/Hn ⊂

∏
G/Hn,
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junto con las proyecciones restringidas ψn : Ĝ → G/Hn. Como el sistema de
mapeos cociente fn : G→ G/Hn es siempre un sistema compatible, obtenemos
una factorización f : G → Ĝ tal que fn = ψn ◦ f . Luego de la factorización de
f podemos determinar el kernel fácilmente.

kerf = f−1
(⋂

kerψn

)
=
⋂
kerfn =

⋂
Hn.

Proposición B.1. Sea G = lim←Gn el ĺımite proyectivo de grupos topológicos,
y sean ψn : G → Gn los homomorfismos canónicos. Entonces, ∩ ker ψn = {e}
y G es canónicamente isomorfo a G = lim

←
(G/kerψn).

B.2 Grupos Profinitos

Consideremos un sistema proyectivo de grupos finitos cada uno dotado con la
topoloǵıa discreta. Luego el ĺımite proyectivo tiene la topoloǵıa inducida por
la topoloǵıa producto la cual llamaremos topología profinita. Luego, el ĺımite
proyectivo adquiere una estructura de grupo topológico.

Definición 15. Un grupo topológico isomorfo a un ĺımite proyectivo de un
sistema proyectivo de grupos finitos con la topoloǵıa profinita es llamado grupo
profinito.

Proposición B.2. Sea G un grupo profinito, visto como el ĺımite proyectivo
del sistema proyectivo (Gi, ϕij). Entonces las siguientes propiedades son equiv-
alentes

i) G es Hausdorff con respecto a la topoloǵıa profinita.

ii) G es un subconjunto cerrado del producto directo
∏
Gi.

iii) G es compacto.

Una caracterización de los grupos profinitos es dada por la siguiente Teo-
rema.

Teorema B.1. Sea G un grupo topológico. Entonces G es profinito si y solo si
G es compacto y totalmente disconexo.

Teorema B.2. Sea G un grupo profinito y sea H un subgrupo de G. Entonces
H es abierto si y solo si G/H es finito. Además, las siguientes tres propiedades
son equivalentes.

i) H es cerrado.

ii) H es profinito.

iii) H es la intersección de una familia de subgrupos abiertos.

Finalmente, si se satisfacen (i)− (iii) entonces G/H es compacto y totalmente
disconexo.
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Un ejemplo de grupo profinito son los enteros p-ádicos Zp los cuales constru-
imos en el primer caṕıtulo de esta tesis. Otro ejemplo de interés para nosotros,
es el anillo de Prüfer. Consideremos los anillos Z/nZ, n ∈ N los cuales forman
un sistema proyectivo con respecto a las proyecciones Z/nZ→ Z/mZ, donde el
orden parcial en N es dado por la divisibilidad n|m. Luego el ĺımite proyectivo

Ẑ = lim
←

Z/nZ,

es conocido como el anillo de Prüfer o la completación profinita de Z. Los
grupos nẐ, n ∈ N, son los subgrupos abiertos de Ẑ y no es dif́ıcil verificar que

Ẑ/nẐ ∼= Z/Z.

Para cada n consideremos su factorización en primos n =
∏
p p

αi , luego por
el Teorema chino del residuo tenemos la siguiente descomposición

Z/nZ ∼=
∏
p

Z/pαiZ,

luego, pasando al ĺımite proyectivo tenemos que

Ẑ ∼=
∏
p

Zp.

Además, podemos notar que hay inclusión natural de Z en Ẑ v́ıa la inclusión
diagonal

Z −→
∏
p

Zp

a 7−→ (a, a, · · · ).



Apéndice C

Caracteres

En este apéndice revisaremos el concepto de caracter de un grupo abeliano
localmente compacto. Las referencias básicas son [2] y [17].

Sea S1 el grupo circular,

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ,

con la topoloǵıa usual. Y sea G un grupo abeliano localmente compacto. Luego
un caracter de G se define como un homomorfismo continuo

χ : G→ S1.

Es claro que los caracteres de G forman un grupo multiplicativo con la operación
⊕ (producto puntual) definido como (χ ⊕ η)(a) = χ(a)η(a), inducido por el
producto de S1, el cual denotaremos como Char(G).

Lema C.1. Sea χ un caracter en un grupo compacto G y µ la medida de Haar,
entonces ∫

G

χ(x)dµ =
{
µ(G) si χ es trivial en G,

0 en otro caso.

Demostración. Escojamos algún x0 ∈ G tal que χ(x0) 6= 1 y escribamos xx0

para x en la integral, luego∫
G

χ(x)dµ =
∫
G

χ(xx0)dµ = χ(x0)
∫
G

χ(x)dµ.

Fijemos un caracter χ0 ∈Char(G). Entonces una base de vecindades abiertas
de χ0 en Char(G) es dado por el conjunto de caracteres χ en Char(G) tal que

|χ(g)− χ0(g)| < ε para todo g ∈ S,

donde ε > 0 y S es un subconjunto compacto de G. Se puede probar que con esta
topoloǵıa Char(G) se convierte en un grupo topológico localmente compacto y
que cada elemento de G induce un caracter en Char(G). Más aún, se tiene el
siguiente resultado.
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Teorema C.1 (Dualidad de Pontryagin). Dado G un grupo localmente com-
pacto es cierto que

i) Char(G) es localmente compacto.

ii) Es posible identificar el grupo de caracteres de Char(G) con G i.e.

Char(Char(G)) ∼= G.

iii) Si G es compacto entonces Char(G) es discreto.

iv) Si G es discreto entonces Char(G) es compacto.

v) Si H es un subgrupo cerrado de G y H#(el aniquilador de H), consta de
los elementos de Char(G) que son triviales en H. Entonces H# es cerrado
en Char(G) y existe un isomorfismo canónico Char(H) ∼= Char(G)/H# y
Char(G/H) ∼= H#.

Corolario C.1. Todo caracter en un subgrupo cerrado de G puede ser extendido
a todo G.

Demostración. Consideremos H un subgrupo cerrado de G. Por el Teorema
C.1v, H# es un grupo cerrado de Char(G). Si ξ ∈ H#, ξ define un caracter
en G/H. Luego cada caracter define canónicamente, por composición con el
mapeo G 7→ G/H, un caracter en G.

Ejemplo 6. Sea (Z,+) con la topoloǵıa discreta. Luego, podemos definir de
forma arbitraria a χ(1) y definir χ(n) = χ(1)n, donde claramente χ es continuo.
Entonces Char(Z) = S1. Además, por el Teorema de dualidad de Pontryagin
Char(S1) = Z. De manera más general dado que OK ∼= Zn tenemos que
Char(OK) ∼= Tn como grupos topológicos.

Sea G un grupo topológico localmente compacto, µ su medida de Haar aso-
ciada y f : G→ C una función medible, entonces definimos la L2-norma como

‖f‖2 =
{∫

G

|f |2 dµ
}1/2

.

Luego el conjunto de todas estas funciones f tales que ‖f‖ < ∞ es llamado
comúnmente el espacio de funciones cuadrado integrables y es denotado por
L2(G,C).

Teorema C.2. L2(G,C) es un espacio de Hilbert con producto interior

〈f, g〉 =
∫
G

fḡdµ.

Demostración. Primero notemos que el integrando de la derecha está en L1(G,C),
pues sabemos que si p y q son exponentes conjugados 1 ≤ p ≤ ∞ y si f ∈
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Lp(G,C) y g ∈ Lq(G,C) entonces fg ∈ L1(G,C)1. Luego, 〈f, g〉 está bien
definido. Notemos que

‖f‖ = 〈f, f〉 =
{∫

G

|f |2 dµ
}1/2

= ‖f‖2 .

Además, como Lp(G,C)es completo2, tenemos que L2(G,C) es un espacio de
Hilbert.

Este resultado es valido incluso si G es un espacio medible arbitrario y µ
una medida positiva [16].

Corolario C.2. Si G es compacto entonces Char(G) ⊂ L2(G,C).

Demostración. Sea χ ∈ Char(G), luego∫
G

|χ| dµ =
∫
G

dµ = Vol(G) <∞.

Una propiedad importante de los espacios L2(G,C) es la posibilidad de de-
sarrollar análisis de Fourier sobre ellos.

Teorema C.3. El conjunto de caracteres χq ∈ Char(G) forman un sistema
ortonormal completo en L2(G,C). Luego, para todo f ∈ L2(G,C) existe una
serie de Fourier convergente de la forma

f =
∑

q∈Char(G)

aq · χq,

donde
an = 〈χq, f〉 =

∫
G

χq(zw−1)f(w)dµ ∈ C.

Demostración. Para una prueba ver [18].

Por ejemplo, tomemos el toro Tn donde

Zn ∼= Char(Tn) = {exp(2πN · x) : N ∈ Zn y x ∈ Rn} .

El cual es un sistema ortonormal completo en L2(Tn,C) luego los elementos de
f ∈ L2(Tn,C) son todos de la forma

f(x) =
∑
N∈Zn

anexp(2πiN · x).

En particular si n = 1 el conjunto

Char(T1) = Char(S1) = {exp(2πiN · x) : N ∈ Z y x ∈ R} = {cosNx, senNx} ,

de donde tenemos la teoŕıa de Fourier clásica.
1Ver [16] Teorema 3.8 .
2Ver [16] Teorema 3.11
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Apéndice D

Geometŕıa Diferencial

En este apéndice, introduciremos la noción de derivada en un espacio de Hilbert,
para posteriormente dar las nociones básicas del concepto de variedad de Hilbert.
Para un estudio detallado de calculo y geometŕıa diferencial en espacios de
Hilbert ver [23], [24], [25].

D.1 Calculo en Espacios de Hilbert

Sean H y H ′ espacios de Hilbert separables, U , V conjuntos abiertos de H y
H ′ respectivamente y consideremos el mapeo f : U → V . Se dice que f es
diferenciable en u0 ∈ U si existe Df(u0) ∈ L(H,H ′) tal que

f(u)− f(u0)−Df(u0) · (u− u0) = o(|u− u0|),

donde or satisface

lim
r→0

∥∥∥∥o(r)r
∥∥∥∥ = 0.

Diremos que f es diferenciable de clase C1 si es diferenciable para toda u ∈ U
y el mapeo u 7→ Df(u) es continuo.

Sea f : U → V y supongamos que tenemos definido el mapeo Dr−1f :
U → L(H,L(H, · · · , L(H,H ′) · · · )) (H, r − 1 veces). Si Dr−1f es diferenciable
de clase C1, entonces podemos escribir D(Dr−1)f = Drf y diremos que f es
diferenciable de clase Cr. Luego, diremos que f : U → V es diferenciable si
es diferenciable de clase Cr para toda r.

Sea U ⊂ H un abierto. Para cada u0 ∈ U definimos el espacio tangente
Tu0U de U en u0 como el conjunto

Tu0U = {(u0, X) : X ∈ H} .

Dotado con la estructura de espacio vectorial que proviene del mapeo canónico

ρ : (u0, X) ∈ Tu0U 7→ X ∈ H.
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La colección de espacios tangentes Tu0U , u0 ∈ U , es denotado por TU . El
isomorfismo canónico TU ∼= U × H hace que podamos ver a TU como un
abierto en H ×H. La proyección p : U ×H → U en el primer factor puede ser
escrita también como

τ ≡ τU : TU → U

(u0, X) 7→ u0,

luego, a τU lo llamaremos el haz tangente de U , TU el espacio tangente total
de U y τ la proyección del haz tangente.

D.2 Variedades de Hilbert

Una variedad topológica M , modelada en un espacio de Hilbert separable H
es un espacio metrizable el cual es localmente homeomorfo a H, i.e. para cada
punto de M existe una vecindad V la cual es homeomorfa a H.

Sea M una variedad topológica modelada en H. Un atlas diferenciable
para M es una familia

(ui,Mi)i∈I ,

de cartas, con las siguientes propiedades

i) (Mi)i∈I es una cubierta abierta de M .

ii) Para cada i ∈ I, la pareja (ui, Ui) implica un homeomorfismo

ui : Mi → Ui,

de Mi en un abierto Ui ⊂ H.

iii) Si tenemos Mi ∩ Mj = Mij y ui(Mij) = Uij , el mapeo de cambio de
coordenadas

uj ◦ u−1
i : Uij → Uji,

es un difeomorfismo, i.e. uj ◦ u−1
i tiene inversa diferenciable.

Diremos que dos atlas diferenciables (ui,Mi)i∈I , (uj ,Mj)i∈J para una var-
iedad topológicaM son equivalentes si su unión da un atlas diferenciable. Luego
una estructura diferenciable es una clase de equivalencia de atlas diferencia-
bles.

Definición 16. Una variedad de Hilbert es una variedad topológica equipada
con una estructura diferenciable.

Corolario D.1. Un espacio de Hilbert H es una variedad de Hilbert con el atlas
(Id,H).

Sea M una variedad de Hilbert. Sea (u,M ′) una carta que cubre el punto
p ∈ M y sea u(M ′) = U ⊂ H. Entonces Tu(p)U es llamado un representante
del espacio tangente de M en p, dado por la carta (u,M ′). Los elementos de
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Tu(p)U son denotados por (u(p), Xu(p)) con Xu(p) ∈ H. A Xup lo llamaremos la
parte principal del vector (u(p), Xu(p)). Sean (u,M ′) y (u′,M ′′) dos cartas que
cubren a p ∈M . Y pongamos u(M ′) = U , u′(M ′′) = U ′. Entonces el mapeo de
cambio de coordenadas

u′ ◦ u−1 : u(M ′ ∩M ′′) −→ u′(M ′′ ∩M ′),

determina el isomorfismo lineal

Tu(p)(u′ ◦ u−1) : Tu(p)U −→ Tu′(p)U
′.

Diremos que (u(p), Xu(p)) y (u′(p), Xu′(p)) representan el mismo vector tangente
de M en p si el último es la imagen del primero bajo Tu(p)(u′ ◦ u−1).

Un vector tangente de M en p es definido por la familia de representantes
dado por las cartas que cubren a p. El espacio tangente TpM es el conjunto de
vectores tangentes a M en p. TpM tiene estructura de espacio vectorial isomorfo
a H dado por el mapeo representante

Tpu : TpM −→ Tu(p)U,

el cual es un isomorfismo lineal. Se puede probar que la estructura de espacio
vectorial de TpM es independiente del mapeo representante elegido.

Dada una variedad de Hilbert M . Por TM denotaremos a la colección de
espacios tangentes TpM , p ∈M . Definimos

τ ≡ τM : TM −→M,

asociando a cada vector X ∈ TpM su punto base p ∈ M . τM es llamado
proyección.

El haz tangente de una variedad de Hilbert M es el mapeo

τ : TM →M.

A TM , considerado como una variedad de Hilbert, lo llamaremos el espacio
tangente total de M .

Sea f : M → N diferenciable. Diremos que f es una inmersión en p ∈ M
si Tpf es inyectivo y cerrado. Luego, diremos que f es una inmersión si Tpf es
una inmersión para todo p ∈M .

Diremos que f es una submersión en p si Tpf es suprayectivo, luego si Tpf
es suprayectivo para todo p ∈M , entonces llamaremos a f submersión.

f : M → N es llamando un encaje si este es una inmersión y si f : M →
f(M) es un homeomorfismo, donde f(M) ⊂ N está equipado con la topoloǵıa
inducida. Si un subconjuntoM de una variedad de HilbertN puede ser equipada
con una estructura de variedad de Hilbert tal que la inclusión i : M → N es un
encaje, entonces M es una sub-variedad de N .
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Apéndice E

Teoŕıa Agebraica de
Números

El material aqúı presentado es clásico en teoŕıa algebraica de números (para un
estudio más detallado ver [9] o [7] ).

E.1 Campos Numéricos

Un número complejo α es llamado número algebraico si es algebraico sobre Q,
i.e., si satisface un polinomio con coeficientes en Q. Se puede probar que el
conjunto de los números algebraicos es un subcampo de C el cual denotaremos
por A. Un subcampo K ⊂ C es un campo numérico si cumple que [K : Q]
es finito, luego dado que todos los elementos de K son números algebraicos,
K ⊂ A.

Si K es un campo numérico entonces K = Q(α1, · · · , αn) para un número
finito de números algebraicos α1, · · · , αn. Más aún se puede demostrar que
K = Q(θ) para algún número algebraico θ.

Si K = Q(θ) un campo numérico, en general, pueden existir varios monomor-
fismos de τ : K → C. Por ejemplo, si K = Q(i) tenemos dos posibilidades,

τ1 : K → C, x+ iy 7→ x+ iy,

y
τ2 : K → C, x+ iy 7→ x− iy,

para x, y ∈ Q. De manera más general tenemos el siguiente Teorema.

Teorema E.1. Sea K = Q(θ) un campo numérico de grado n sobre Q. En-
tonces, existen exactamente n monomorfismos distintos τi : K → C, i =
1, . . . , n. Además, los elementos τi(θ) = θi son las ráıces distintas del polinomio
mı́nimo de θ sobre Q.
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Demostración. Sea θ1, . . . , θn el conjunto de ráıces del polinomio mı́nimo p de
θ 1. Luego cada θi tiene un polinomio mı́nimo pi el cual divide a p, pero p es
irreducible, luego existe un único isomorfismo de campos τi : Q(θ) → Q(θi) tal
que τ(θ) = θi. De hecho, si α ∈ Q(θ) entonces α = r(θ) para un único r ∈ Q [x]
con grad(r) < n luego tenemos que

τi(α) = r(θi).

Rećıprocamente, si tenemos un monomorfismo τ : K → C, entonces τ es la
identidad en Q luego tenemos que

0 = τ(p(θ)) = p(τ(θ)),

de modo que τ(θ) es una de las θi, luego τ es una de las τi.

Sea K = Q(θ) un campo numérico de grado n sobre Q y sea α = {α1, . . . , αn}
una base de K visto como Q-espacio vectorial. Definimos el discriminante de
α como

∆ [α1, . . . , αn] = {det [τi(αj)]}2 .

Ahora si escogemos otra base β = {β1, . . . , βn} entonces

βk =
n∑
i=1

cikαi (cik ∈ Q),

para k = 1, . . . , n y det(cik) 6= 0. Luego, de las propiedades del producto de
determinantes y de las propiedades de τi tenemos que

∆ [β1, . . . , βn] = [det(cik)]2 ∆ [α1, . . . , αn] .

Además, se puede demostrar que el discriminante de cualquier base para K =
Q(θ) es racional y distinto de cero.

Un número complejo θ es un entero algebraico si existe un polinomio mónico
p(t) con coeficientes enteros tal que p(θ) = 0. Este conjunto forma un subanillo
de los números algebraicos A y lo denotaremos por B.

Para un campo numérico K escribiremos OK = K∩B y llamaremos a OK el
anillo de enteros de K. Notemos que K y B son subanillos de C. Luego tenemos
que OK es subanillo de C. Además, Z ⊆ Q ⊆ K y Z ⊆ B luego Z ⊆ OK .

Proposición E.1. Si α ∈ K entonces para algún c ∈ Z distinto de cero tenemos
que cα ∈ OK .

Corolario E.1. Si K es un campo numérico entonces K = Q(θ) para algún
entero algebraico θ.

1De álgebra sabemos que un polinomio irreducible sobre un subcampo K de C tiene todas
sus ráıces distintas [12]
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Demostración. Sabemos que K = Q(φ) para algún número algebraico φ. Luego,
por la Proposición anterior, θ = cφ es un entero algebraico para algún 0 6= c ∈ Z.
Luego Q(θ) = Q(φ).

Un criterio útil para ver cuando un número es entero algebraico en término
de su polinomio mı́nimo es el siguiente.

Proposición E.2. Un número algebraico α es entero algebraico si y solo si su
polinomio mı́nimo sobre Q tiene todos sus coeficientes en Z.

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, por el Corolario anterior
tenemos que K = Q(θ) donde θ es un entero algebraico, luego tenemos que el
polinomio mı́nimo p(θ) tiene grado n y

{
1, θ, . . . , θn−1

}
es una base para K

visto como Q-espacio vectorial.
El anillo OK de enteros de K es un grupo abeliano con la adición. Una

Z-base para (OK ,+) es llamada una base entera para K (o para OK). Luego
{α1, . . . , αs} es una base entera si y solo si toda αi ∈ OK y cada elemento de
OK es expresado de manera única de la forma

a1α1 + · · ·+ asαs,

para a1, . . . , as ∈ Z. Luego de la Proposición E.1 se sigue que toda base entera
para K es una Q-base. En particular s = n.

Teorema E.2. Cada campo numérico K pose una base entera, y el grupo aditivo
de OK es un grupo abeliano libre de rango n igual al grado de K.

Corolario E.2. La pareja OK ⊂ K es isomorfa a la pareja Zn ⊂ Qn como
grupos abelianos.

Sea L/K una extensión finita, la traza y la norma de un elemento x ∈ L se
define como la traza y el determinante, respectivamente, del endomorfismo

Tx : L −→ L

a 7−→ xa,

del K-espacio vectorial L, i.e.

TrL|K(x) = Tr(Tx), NL|K(x) = Det(Tx).

Sea K ⊂ L ⊂M una torre de extensiones de campos finitas. Entonces

TrL|K ◦ TrM |L = TrM |K

y
NL|K ◦NM |L = NM |K

En particular si K es un campo numérico tenemos que

TrK(x) =
n∏
i=1

τi(x), NK(x) =
n∑
i=1

τi(x),

con x ∈ K y τi los n monomorfismos de K → C.
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E.2 Latices

Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n. Una latiz en V es un subgrupo
de la forma

Γ = Zv1 + · · ·+ Zvm
donde los vectores v1, · · · , vm son linealmente independientes. A la m-tupla
{v1, · · · , vm} la llamaremos una base para la latiz Γ y al conjunto

M = {x1v1 + · · ·+ xmvm : xi ∈ R, 0 ≤ xi < 1} ,

lo llamaremos un dominio fundamental para Γ. Se dice que la latiz Γ es
completa si m = n.

Como podemos observar Γ es un subgrupo del grupo aditivo (R,+). Luego,
una latiz de dimensión m es un grupo abeliano libre de rango m por lo que
podemos aplicar toda la teoŕıa y terminoloǵıa de grupos libres abelianos al
estudio de las latices.

Por otro lado, también es posible dar una caracterización topológica de las
latices. Sea V = Rn equipado con la métrica usual, donde ‖x− y‖ denota la
distancia entre x y y, y denotemos la bola cerrada de radio r y centro x por
Br [x]. Recordemos que un subconjunto X ⊆ Rn es acotado si X ⊆ Br [0] para
alguna r. Diremos que un subconjunto de Rn es discreto si y solo si interseca
a cada Br [0] en un conjunto finito. Luego tenemos la siguiente caracterización
topológica de las latices.

Teorema E.3. Un subgrupo Γ ⊂ V es una latiz si y solo si Γ es discreto.

Proposición E.3. Una latiz Γ es completa si y solo si existe un subconjunto
acotado M ⊂ V tal que el conjunto de traslaciones M + γ, donde γ ∈ Γ, cubre
a todo V .

Teorema E.4. El anillo de enteros OK de un campo numérico K de grado n
sobre Q es una latiz completa en V . Más aún, todo ideal a ∈ OK , distinto de 0,
es una latiz completa en V .
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