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Introduccion

”La matemdtica es la reina de las ciencias y la teoria de numeros es la reina
de las matemdticas”.

(Gauss)

El propdsito de esta tesis es describir con detalle el concepto de campo de
nimeros no lineal N(K) del articulo de T. Gendron y A. Verjovsky [1]. El cual
como veremos es una extensién natural de un campo numérico K, en el sentido
que extiende las dos operaciones de K a todo N(K) y que ademds, resultara
ser la proyectivizacién de una cierta algebra graduada de funciones holomorfas
Har, [K].

En particular, si K = Q, veremos que N(Q) contiene las clases proyectivas
que corresponden a funciones zeta y L cldsicas. Veremos también, que N(K) es
una variedad riemanniana, lo cual nos ayudara a construir una teoria de Galois
para N (K) que coincide con la teoria de Galois para las extensiones de K en el
sentido clasico.

Empezaremos con un repaso breve de los nimeros p-adicos para posterior-
mente, de manera mas general, estudiar los campos locales de caracteristica 0,
que como veremos son R, C o una extensién finita de Q, (Cap. 1).

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q con anillo de enteros Og.
Una valuacién de K es una funcién

|'|u : K - RZO’

que satisface las propiedades usuales del ”valor absoluto”. Se dice que dos val-
uaciones |-[, y |, son equivalentes si definen la misma topologfa. Esta relacion
define un conjunto de clases de equivalencia que llamaremos los lugares de K.
Luego, para cada lugar v podemos completar a K con respecto a cada una de
las valuaciones ||, en el sentido usual de anélisis. A la completacién de K en el
lugar v la denotaremos por K,. Luego, veremos que esta completacién resulta
ser un campo local de los mencionados anteriormente.

Considerando el producto directo restringido de K, sobre todos los lugares
v obtenemos el anillo de adéles de K

Ag = H 'K,.

v

ix
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Veremos que K se puede sumergir diagonalmente en A g como un subgrupo
discreto y cocompacto con respecto a la adicién. Luego, el cociente

Sk = Ak /K,

es un solenoide que llamaremos el grupo de clases de adéles asociado a K y el
cual es isomorfo a

e El cubriente universal algebraico del toro de Minkowski T
lim Ty,

donde a corre sobre todos los ideales de Ok .

e La suspension

(Koo X OAK)/OK7
donde O es la completacién profinita de Ok

Usando la suspensién anterior, construiremos la hiperbolizacién del grupo
de clases de adéles S, cuyas hojas son polidiscos isomorfos a (H?)" y cuya
frontera distinguida es Sk (Cap. 2).

Si K/Q es una extensién de Galois, mostraremos que Char(g k), el grupo de
caracteres de SK, pose una segunda operaciéon que le da estructura de campo.
Luego, existe un isomorfismo candnico

Char(Sk) = K. (%)

Ademss, si 051( = Ok, donde 051{ es el diferente inverso asociado al anillo de
enteros de K, se tiene que
Char(TK) = OK

Sea f € LQ(SK, C), por andlisis armdnico f tiene un desarrollo en series de

Fourier
E Qg ¢q s

donde g e K,a e Cy ¢4 € Char(SK). De aqui y de (*) tenemos la inclusién
canonica

K — L*(Sk,C),

la cual nos permite extender las dos operaciones de K a LQ(S x,C). Para exten-
der a +x, usaremos el producto de Cauchy de funciones en L? (S x,C), siempre
que este bien definido, y lo denotaremos por @. Para el producto X g usaremos
el producto de Dirichlet, el cual denotaremos por ®. Con estas dos operaciones
L? (SK7 C) adquiere una estructura de algebra parcial, en el sentido de que las
operaciones @ y ® son solo parcialmente definidas.

Una interpretacién de L2(SK,<C) como valores frontera de funciones holo-
morfas en S, puede ser introducida a través de la nocién de holomorficidad
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graduada, donde cada nocién de holomorficidad esta dada en el sentido clésico.
Si K/Q es una extensién de Galois real, tenemos el grupo de signos

0= {+77}n7

donde n es el grado de la extensién de K/Q. Luego f define una (2" + 1)-tupla
de funciones F' = (Fp; Fy) en la hiperbolizacién é;g donde para cada 0 € O,
Fy es 70-holomorfa” y Fy = ag. Luego, al espacio de Hilbert de tales funciones
holomorfa-graduadas F', lo denotaremos por

Har, [K] = @Harg K]e®C,
0cO

el cual veremos es isomorfo a L(Sk, C). Para el caso de K/Q una extensién de
Galois compleja tenemos una graduacién similar aunque su construcciéon es un
poco mas delicada.

Dado Har, [K] visto como espacio vectorial, veremos que las operaciones @&
y ® no estdn bien definidas cuando estas descienden a la proyectivizacion usual
de de Har, [K]. Asi que definimos una nueva proyectivizacién quitando, ademds
del 0, los elementos de traza 0 en Har, [K]. Lo cual nos define un hiperplano de
dimension infinita

N(K) c PHar, [K],

que tiene estructura de doble semigrupo parcial con las operaciones @ y ®.
Entonces, N(K) serd nuestro "campo de ntimeros no lineales” asociado a K
(Cap. 3).

Por otro lado, veremos que las funciones zeta y L definen elementos de N (K)
y el producto de Dirichlet de estas, coinside con el producto ® de elementos de
N(K). Esto nos ayudara a definir algunas nociones de lo que podria ser una
especie de aritmética no lineal. En particular daremos algunas nociones bésicas
de una teoria de unidades con respecto a los productos @ y ® para el anillo de
enteros no lineal N(Z) (Cap. 4).

Por construccién N(K) cuenta con las propiedad de ser una subvariedad
Riemanniana de un espacio proyectivo de dimensién infinita con la métrica
Fubini-Study. A partir de la graduacién dada anteriormente, definimos un au-
tomorfismo de un campo de nimeros no lineales N(K) como una isometria
Fubini-Study que permuta la graduacion y preservan las operaciones @ y .

Dado K un campo numérico, denotaremos por Gal(N(K)/K), al grupo de
automorfismos de N(K) que fijan a K. Ahora, si L/K es una extensién de
Galois denotaremos por

Gal(N(L)/N(K)),

al grupo de automorfismos de N (L) que dejan fijo a N(K) (Cap. 5). Finalmente,
mostraremos que la teoria de Galois de las extensiones de los campos de niimeros
no lineales N(K) coincide con la teoria de Galois de los campos cldsicos en el
sentido de que si tenemos L/K una extension de Galois entonces

Gal(N(L)/N(K)) = Gal(L/K).



xii INTRODUCCION



Notacion

En el presente trabajo trataremos de apegarnos a la notacién estdndar en
matemdticas, por ejemplo Z (resp. Q, R y C) denotara el conjunto de los
nimeros enteros (resp. racionales, reales y complejos).

Convendremos, que el conjunto de los niimeros naturales sera considerado
como el conjunto N = {1,2,3,---}. Denotaremos por R>g (resp. Rsg) al
conjunto {x € R: z > 0} (resp. {x e R: x> 0}).

Cuando escribamos una sucesién {x;} daremos por hecho que el conjunto
de indices es el conjunto de los niimeros naturales N, salvo que se indique lo
contrario. Dado un numero complejo z = x + iy denotaremos por Re(z) (resp.
Im(z)) a la parte real (resp. parte imaginaria) de z y por Im a la imagen de
una funcién dada.

Un anillo R en el contexto de esta tesis serd entendido como anillo con 1.
Diremos que K es un campo numérico si este es una extension finita de Q, en
algunos textos a K se le llama también campo de nimeros algebraicos. Cuando
hablemos de extensiones de Galois daremos por hecho que son extensiones fini-
tas, salvo que se indique lo contrario. Por otro lado, cuando nos refiramos a V'
un K-espacio vectorial, este puede ser de dimensién infinita.

Aqui diremos que un espacio topoldgico M es metrizable, si existe una
métrica en M que induce la topologia dada y M es separable si posee una base
numerable de abiertos. Cuando hablemos de campos locales nos restringiremos
al caso de caracteristica 0.

xiii
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Capitulo 1

Campos Locales

En este capitulo daremos un repaso general de los conceptos de teoria algebraica
de numeros que utilizaremos en el resto de la tesis. En el presente trabajo
asumiremos que el lector estd familiarizado con la teoria de Galois y la teoria
de campos finitos. Para una referencia ver [12].

1.1 Numeros p-adicos

En esta seccién estudiaremos las propiedades elementales de los nimeros p-
adicos. Las referencias bdsicas de esta seccién son [3] y [11].
Sea p un numero primo. Un entero p-adico es una serie formal infinita

ap + aip + agp® + - -,

donde 0 < a; < p—1. Al conjunto de todos los enteros p-ddicos lo denotaremos
por Zy,.

Proposicién 1.1. Las clases de residuos a mod p™ € Z/p"Z pueden ser repre-
sentadas de manera unica de la forma

a=ag+ap+ap’ + -+ + an_1p" "' mod p",
donde 0 <a; <p-—1, parai=0,1,--- ,n—1.

Demostracion. Por induccién sobre n. Para n = 1 es claro que se cumple la
Proposicién. Supongamos que la Proposicién es cierta para n — 1. Entonces,
por hipétesis de induccion, tenemos una representacién tnica

a=ag+ap+ap®+-+an_op" 2 +gp" T,

para algun entero g. Si g = a,—1 mod p tal que 0 < a,—1 < p—1, ap_1 es
unicamente determinado por a y la congruencia de la Proposicién se cumple. [
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Cada q € Z, o de manera un poco més general, cada niimero racional ¢ =
donde p no divide a g, define una sucesién de clases de residuos

Q [~

)

S5, =qmod p" € Z/p"Z, mn eN.

De la Proposicién 1.1 tenemos que:

$51 =ag mod p
52 = ag+ aip mod p?
83 = ag+ a1p+ agp® mod p?

donde los coeficiente 0 < a; < p— 1, son determinados de manera tinica. Luego,
la sucesiéon de ntimeros

Sn=ao+ap+asp®+-+a,_1p""', neN,

define un entero p-adico
(oo}
Z a,p” € Lp.
v=0

A este le llamaremos la expansion p-adica de q.
Con el fin de poder considerar a los racionales de la forma §, donde g = p"h
con n > 1, extenderemos el dominio de los enteros p-adicos a las series formales

oo
v
E avp,
v=m

donde m € Zy 0 <a, <p—1. A estas series las llamaremos nimeros p-ddicos
y usaremos Q, para denotar al conjunto de dichos ntimeros.
Si tenemos un numero racional arbitrario ¢ € Q, lo podemos escribir como

ngpm donde fag7m€Z’ (fg’p)zl

f

Luego, dado que tenemos una expansion p-adica para <, a saber
g

ao + a1p + agp® + - -
podemos asociarle a ¢ el niimero p-adico
app™ + arp™ ! + agp™t? - € Qy,
como su expansion p-adica.
Corolario 1.1. Ezxiste un mapeo candénico
Q— Qpa

el cual envia a Z en Z, de forma inyectiva.



1.1. NUMEROS P-ADICOS 3

Demostracion. El mapeo estd dado por enviar a cada ¢ € Q a su expansion
p-adica. Luego, es claro que este mapeo envia a Z en Z,. Si a,b € Z tienen
la misma expansién p-adica, se tiene que p™ divide a a — b para cada n, por lo
tanto a = b. O

Dado un numero p-adico
=S
lo podemos ver como una sucesion de clases de residuos
S, = s mod p",
donde los términos de dicha sucesién se encuentran en los diferentes anillos

7./p" 7.
Para cada n tenemos las proyecciones candnicas

bn: Z/p"Z — ZL/p" " 7,

Sp — Sp—1-

Es claro que ¢, es suprayectiva y su kernel estd formado por los elementos de
Z/p"Z que son miiltiplos de p"~!. Entonces la sucesién,

s L)p"L — Lp" T — - — Lp* T — TP,

forma un sistema proyectivo indexado por los enteros positivos.
Luego podemos definir el limite proyectivo

imZ/p"Z,

del sistema (Z/p"Z, ¢») (Ver Apéndice B.1).
Asociando a cada entero p-adico

oo
v
s=Y_a,p,
v=0

la sucesién {5, } de clases de residuos
n—1
S5p, = Z a,p” mod p" € Z/p"Z,

v=0

obtenemos la siguiente biyeccién
Zp = UmZ/p"Z.

Notemos que limZ/p"Z es un subanillo del producto directo []’2, Z/p"Z,

donde la adicién y multiplicacién son definidas componente a componente.
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Luego identificando a Z,, con lim Z/p"Z obtenemos el anillo de enteros p-ddicos.

Como cada elemento ¢ € Q, admite una representacion
q=p"f

con f € Zp, la adicién y multiplicacién en Z, se extiende a todo Q, y Q, se
convierte en el campo de cocientes de Z,.
En Z,, un entero a € Z es determinado por las congruencias

1

a=ag+aip+asp® + - + ap_1p™ " mod p*,

con 0 < a; < p— 1. Luego, haciendo la identificacién

Zy,=lmZ/p"Z,

el subconjunto Z se identifica con las tuplas
o0
(a mod p,a mod p?,a mod p?,---) € H Z/p" L.
n=1

Asi, tenemos que Z es un subanillo denso de Z,. De la misma forma, Q es un
subcampo denso de Q.
Otra ventaja de identificar a los nimeros p-adicos con limZ/p"Z es que si

consideramos a Z/p"Z como campo topoldgico con la topologia discreta, esta
induce una topologfa en el producto [, Z/p™Z conocida como topologfa pro-
ducto o topologia de Tychonoff [14]. Luego, limZ/p"Z adquiere la topologia

relativa del producto, la cual es conocida como la topologia profinita (Ver
Apéndice B.2). En consecuencia, lim Z/p"Z es un grupo profinito y por lo tanto

es un espacio de Hausdorff compacto con respecto a la topologia profinita.
Ahora, daremos una definicién alternativa de los nimeros p-ddicos a partir
del valor absoluto p-adico.

b
Sea a = —; b, ¢ € Z distintos de cero. Para un primo p, fijo, podemos escribir
c
ma/ /]
a=p"y, (¥d,p)=1

El valor p-ddico de a se define como

1
lal, =

Al exponente m, en el valor p-ddico anterior, lo denotaremos por vp(a).
Luego, si definimos v,(0) = oo, tenemos la siguiente funcién

vp: Q — ZU{cx},
la cual satisface que

vp(ab) = vp(a) +vp(b),  vp(a+b) > min{vy(a), vy(b)} -
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La funcién v, es llamada la valuacion exponencial p-adica de Q.
Luego el valor absoluto p-adico viene dado por

|'|p : Q—R

a —— inP(a)_

El cual, ademés, cumple la propiedad de ser no arquimediano o ultramétrico,
i.e. satisface

ja+ ], < max {al,., o], }

para a,b € Q.

Una sucesion de Cauchy con respecto a ||, es por definicién una sucesion
de ndmeros racionales {x,}, tal que para toda € > 0, existe un entero positivo
ng que satisface

|Tn — Tml, <e

para toda n,m > ng. Una sucesién {z,} en Q es llamada una nulsucesién con
respecto a ||, si [z,[, es una sucesién que converge a 0 en el sentido usual.

Las sucesiones de Cauchy forman un anillo R, y las nulsucesiones un ideal
maximal m. Luego definimos nuevamente el campo de los nimeros p-adicos
como el campo de clases de residuos

Qp = R/m.

Nuevamente existe un mapeo de Q en Q,, el cual asocia a cada a € Q las
clases de residuos de la sucesién constante (a,a,a,---).

El valor absoluto p-ddico |-| » en Q se extiende a Q,, asociando a cada elemento
z ={z,} mod m € R/m el valor absoluto

2], := lim_|za], € R

Este limite existe porque {\xn\ p} es una sucesién de Cauchy en R. Adem4s,
esta es independiente de la eleccién de la sucesién {x,} dentro de su clase mod
m porque toda nulsucesién p-ddica y,, € m satisface que lim |y,| » =0

n—oo

La valuacién exponencial p-ddica v, en Q se extiende a una valuacién expo-
nencial

vp: Qp = ZU{oo},

que se define como sigue. Si z € Q, es la clase de la sucesién de Cauchy {z, },
donde z,, # 0, entonces

Vp(Tn) = —log ‘mn|p

la cual diverge a co o es una sucesién de Cauchy en Z la cual eventualmente se
hace constante para algin n suficientemente grande pues Z es discreto.
Luego definimos

vp(z) = nlggo Vp(Tn) = vp(2n),
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para m > ng y tenemos que para toda x € Q,

x|, =p~t).
p

Por lo tanto, como en el caso de los niimeros reales tenemos el siguiente resul-
tado.

Proposicién 1.2. El campo Q, de los nimeros p-ddicos es completo con re-
specto al valor absoluto p-ddico |~|p. Es decir, toda sucesion de Cauchy en Q,
converge con respecto a || ,.

Una propiedad que diferencia a los nimeros reales de los nimeros p-adicos,
es que el valor absoluto p-adico es ultramétrico. Este hecho nos da una nueva
forma de definir los enteros p-adicos.

Proposicion 1.3. El conjunto
Ly = {mer:Mpgl},

es un subanillo de Qy, el cual es la cerradura del anillo de enteros Z con respecto
a |-|p en el campo de nimeros p-ddicos Qp.

Demostracion. Sea a,b € Zy, entonces
la+0b|, < max{|a|p , |b|p} <1,
por lo tanto a + b € Z,. Ademas
|abl,, = lal, [0, <1,
luego ab € Z,,. Si {x,} es una sucesién de Cauchy en Z y x = lim x,,, entonces
n—oo
|xn|p < 1 implica que |x\p <1, luego x € Z,. Conversamente, sea

r = lim z, € Z,,

n—oo

para una sucesién de Cauchy {z,} en Q. Como vimos en lineas anteriores
. n

|z, = |zal, < 1 para n > ng, i.e. &, = s, con an,by, € Z, (bn,p) = 1.

n
Eligiendo para cada n > ng una solucién y, € Z de la congruencia b,y, = a,
mod p", tenemos que

|l’n _yn‘p S n

por lo tanto = lim y,, de modo que = pertenece a la cerradura de Z. O
n—oo
Proposicién 1.4. El grupo de unidades de Z, es
Z*:{xEZP:mp:l}.
Ademds, para toda x € Qy, x admite una tnica representacion
x = p"u,

%
conm €L yu € Ly
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Demostracion. Si u € Zj, es invertible entonces existe v’ € Z, tal que uu’ = 1.
Luego
_ o /
1= |U’U, |p - |u|p |U |p?

de donde se sigue que |u|, = 1. Ahora, si v,(x) = m € Z, entonces
vp(zp™™) = vp(@)rp(p™™) =m —m =0.

Lo cual implica que [zp™™| =1, i.e. u = xp~ "™ € Z,. O
Proposicién 1.5. Los ideales, no cero, del anillo Z,, son los ideales principales
"Ly ={r € Qp:vp(x) > n},

conn > 0.

Demostracion. Sea a # (0) un ideal de Z, y x = p™uu € Zy,, un elemento del
ideal a con m lo mas pequeno posible, esta se puede elegir asi; pues \x|p <1,
lo que implica que m > 0. Luego a = p™Z,, pues y = p"u’ € a con v’ € L,
implica que n > m, entonces y = (p"~"u)p™ € p"Z,. O

Al principio de esta seccién, definimos los enteros p-ddicos como las series
formales

oo
Zal,p”, 0<a,<p-1,
v=0

las cuales identificamos con las sucesiones
Sn, = sy, mod p" € Z/p"Z, n €N,

donde los s,, eran las sumas parciales

n—1
Sy = Z a,p™".
v=0
El conjunto de estas sucesiones constituian el limite proyectivo
liln Z/p" L.
luego nosotros podiamos ver a los enteros p-adicos como elementos de este anillo.
Lema 1.1. Para todo p primo y n > 0, existe el siguiente isomorfismo
Z,/p"Z, = L/p"L.
Demostracion. El homomorfismo
L — Lp [p" Ly

a — a mod p"Z,,
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es suprayectivo y tiene como kernel a p"Z. De hecho, para todo = € Z,, por la

Proposiciéon 1.3 existe un a € Z tal que
< 71
|z —al, < o

dicho de otra manera v,(z — a) > n. Por lo tanto, z — a € p"Z, lo que implica
que x = a mod p"Z,. Luego, tenemos el isomorfismo

Ly /" Ly = L[ p" L.
O

Del Lema anterior se sigue que para cada n > 1, nosotros tenemos un ho-
momorfismo suprayectivo
Z, — Z/p"Z.

Luego, es claro que la familia de estos homomorfismos induce un homomorfismo
Ly — hin Z/p"Z.

(Ver Apéndice B.1) Ahora veremos que es posible identificar nuestras dos defini-

ciones dadas para Z, via la siguiente Proposicién

Proposicion 1.6. El homomorfismo

Z, — limZ/p"Z.

es un isomorfismo.

Demostracion. Six € Zj, va al cero, significa que = € p"Z, para todan > 1. Es
decir,
1
ﬁ?
para toda n > 1, lo que implica que |33|p = 0 y entonces x = 0. Esto prueba la
inyectividad.
Un elemento de liin Z/p"Z esta dado por una sucesién de sumas parciales

|z, <

n—1

Snzzaypy, 0<a, <p—-1
v=0

Como vimos anteriormente, esta es una sucesién de Cauchy en Z,, la cual con-
verge a un elemento

o0
T = Z ayp” € ZLy.
v=0

Como

0
T — S, = Z a’/pll c anle

v=n
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uno tiene que x = s, mod p” para toda n, i.e. x es mapeado por el elemento de
lim Z/p"Z que es definido por la sucesién {s,, } lo que muestra la suprayectividad.

O
Debemos notar que los elementos del lado derecho del isomorfismo

Zp, = UmZ/p"Z.

estan dados por series formales de sumas parciales
n—1

Sp = E a,p’, meN.
v=0

Mientras que en el lado izquierdo estas sucesiones convergen con respecto al
valor absoluto p-ddico y muestran a los elementos de Z, en el sentido usual
como series convergentes
o0
T = E a,p’.
v=0

Una ventaja de definir a los nimeros p-ddicos como un espacio métrico es
que Q, se convierte en automético en un grupo topolégico, el cual tiene una
vecindad compacta al rededor de la identidad (a saber Z,). Luego dado que
cualquier grupo topolégico es homogéneo tenemos una vecindad compacta para
todo punto en Q, y por lo tanto @, es localmente compacto (Ver Apéndice A).

Definiciéon 1. Una valuacion de un campo K es una funcién
||: K — R
tal que para toda z,y € K cumple que
e |z >0,y |z] =0siysolosiz=0,
e |zyl = |zllyl,
o |z 4yl < ||+ yl.

El valor absoluto usual |-|_ en @ es el primer ejemplo de valuacién. Otro
ejemplo, es el valor absoluto p-ddico || p» €l cual definimos en parrafos anteriores.

Se dice que un valor absoluto en K es trivial si cumple que |z| = 1 para toda
x#0y|0]=0.

Definiendo la distancia entre dos puntos z,y € K como

d(l‘7y) = |l‘—y|7

tenemos que K es un espacio métrico, y en particular un espacio topolégico.

Diremos que dos valuaciones |-| = |-|" son equivalentes si definen la misma
topologia, o equivalentemente, si existe una constante s € R, s > 0, tal que
la|" = |a|®, para toda a € K.
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La valuacién |-| es llamada valuacién no arquimediana si |n| es acotada
para toda n € N, o equivalentemente, si satisface la propiedad

| +y| < max {Jz[, [y[}.
En otro caso diremos que || es una valuacién arquimediana.

Teorema 1.1 (Ostrowski). Toda valuacion no trivial de Q es equivalente a una
de las valuaciones ||, o [-].

Demostracion. Sea ||-|| una valuacién no arquimediana de Q. Luego
Inll =114 +1] <1,

y existe un ndmero primo p tal que ||p|| < 1, de lo contrario, de la factorizacién
Unica en primos, tendriamos que ||z|| = 1 para toda = € Q*. Luego, ||| seria
una valuacion trivial. El conjunto

a={a€Z:|al <1},

es un ideal de Z el cual cumple que pZ C a # Z. Luego, como pZ es un ideal
maximal de Z tenemos que a = pZ. Ahorasia € Zy a = bp™ con (b,p) = 1,
de modo que b ¢ a, entonces ||b|| = 1 y por lo tanto

lall = [lplI™ = lal,,,
donde s = —log ||p|| /log p. En consecuencia ||| es equivalente a || ,.
Ahora, sea ||| una valuacién arquimediana de Q. Entonces tenemos que,

para cualesquiera dos niimeros naturales n,m > 1,

||m||1/logm — Hn”l/log’n .

De hecho, podemos escribir
m=ag+an—+---+an",

donde 0 < a; <n—1yn" <m. Por lo tanto, observando que r < logm/logn,
pues
[nll” < llm]| = [ln'*s ™/ o

b

Yy que
laill = |1 +--- + 1| < a;[[1]} <n,

tenemos la siguiente desigualdad

i logm 1 1
ol < 3l ol < 37 fal -l < (14 S5 ) - e e

Poniendo m* en lugar de m en la desigualdad anterior y sacando raiz k-ésima
en ambos lados

klogm 1k 1/k logm/ logn
[m]| < 1+W n - :
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Ahora si hacemos tender k& a oo tenemos

)

I T R
[l 108 < 5™
Cambiando los papeles de m y n se obtiene la identidad

1/ 1 1/ 1
[m][*/ 8™ = |||/ 18" .

1/logn

Poniendo ¢ = ||n]| tenemos que ||n|| = ¢'°8™, luego si escribimos a ¢ = e*,

. . L. a .
esto induce, para cada numero racional positivo z = 7 una valuacion

s
el

slogx

o] = €% = ||

Por lo tanto ||-|| es equivalente al valor absoluto usual |-|  en Q. O

1.2 Espacios Vectoriales Localmente Compactos
Sobre Q,

Sea V un Qp-espacio vectorial. Una norma en V, es un mapeo
- =V = {0} — Rso
que se extiende a cero definiendo ||0]] = 0 y satisface las siguientes propiedades:
i) llazll = [al [l (-] = [-],, a € Qp, z € V).
i) ||z +y|| <max{||z],|lyll} (x,y € V) (i.e. es ultramétrica).

Un Qp-espacio vectorial normado V', es simplemente un Q,-espacio vecto-
rial equipado con una norma ||| (V;||-||). Esta norma define una topologia en
V, luego V se convierte en un grupo topolégico con la adicién. Ademas, la
multiplicacién por escalar

V —-V

Tr — ax

conz €V y a € Q, es un homeomorfismo.
Sea V' = Q) para algin entero positivo n. Luego para cada x € V, definimos
l2lloe = max fa.
Esto define una norma ultramétrica en V la cual es conocida como la norma
in finita.

Dos normas ||| y ||-|I' en V son equivalentes si existe un isomorfismo bi-
continuo entre (V,|-]) v (V,||-||') o equivalentemente, si existen dos constantes
0<c<C < oo, tal que

!/
cllzl < =" < Cll=fl.
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Teorema 1.2. Sea V un Qp-espacio vectorial de dimension finita. Entonces,
todas las normas en V' son equivalentes.

Demostracion. Sea V. = Qp con la norma infinita ||-|| . Mostraremos que
existe un isomorfismo bicontinuo de (Qy, |||/, ) en cualquier Q,-espacio vectorial
normada (V, ||-||) de dimensién n.

Sea (e;) unabasede V,coni=1,--- ,nyxz = (z;) € V. Definimos el mapeo

p:Qy =V

€T = E ZT;€;,

el cual claramente es un isomorfismo algebraico. Asi que basta ver que ¢ es un
isomorfismo bicontinuo. Notemos que

[

donde C' = max ||e;||. Entonces, [[¢(z)|| < C||z||,, luego ¢ es continuo. Final-
mente, mostraremos que ¢ es un mapeo abierto.
Sea

< max |[zie; || = max |z [le;]| < max ;] - max |z = C'|z] ,

B:{xe(@;’:ﬂxﬂmgl},
la bola unitaria en Q. Luego, tenemos que mostrar que ©(B) contiene una

bola abierta centrada en 0 de radio positivo en V.
Sea Si la esfera unitaria

S| = {xEQZ el :1}7

en Q. Notemos que, S es un subconjunto cerrado del conjunto compacto B,
por lo tanto, S7 es compacto. Lo que implica que ¢(S7) es compacto. Como
© es biyectiva, p(S1) no contiene al 0 de V. Por lo tanto, la distancia de 0 a
©(S1) es positiva y el minimo es alcanzado por algin punto ¢(x¢), i.e. siz € Sy
tenemos que

(@)l = [[o(zo)ll = € > 0.

Si v € V — {0} tiene norma ||v|]] < € y Av un multiplo de v, con |A| < 1,
Entonces tenemos que [[Av]| < e. En particular, si ||v]] <e, A€ Qy [N\ <1, se
tiene que Av ¢ ©(S7).

Como {e;} es una base de V, podemos escribir

v = Zviei = p((vi))-
Sin pérdida de generalidad
0 # |vn| = max [vi] = [|(v) | -

Definiendo a A = 1/v,, tenemos que Av = p((v;/vy)) = @(w) € ©(S1). Lo que
muestra que el escalar X satisface || > 1, de modo que
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Por lo tanto, v = ¢((v;)) con |[(v;)]l,, < 1, luego se tiene que v € p(B). En
consecuencia

B..(V) C ¢(B),
donde B..(V) es la bola de radio € con centro en 0 en V. O

Corolario 1.2. Sea V y W dos Qp,-espacios vectoriales normados, entonces
cualquier mapeo lineal T : V — W es continuo.

Corolario 1.3. Un isomorfismo algebraico de Qp-espacios vectoriales de di-
mension finita es bicontinuo.

Corolario 1.4. Sea V un Qp-espacio vectorial de dimension finita. Un sub-
conjunto S C'V que es acotado con respecto a una norma en V es acotada con
respecto a cualquier otra norma en V.

Lema 1.2. El dnico Qp-espacio vectorial normado compacto, es el trivial {0}.

Demostracion. Sea z € Q, distinto de cero. Luego, = genera una linea y la
norma es una funcién continua no acotada en esa linea ya que

Azl = (A«

donde A € Q,. Lo cual muestra que el tnico Q,-espacio vectorial normado
compacto es el trivial {0}. O

Teorema 1.3. Todo Q,-espacio vectorial normado V', que es localmente com-
pacto, es de dimension finita.

Demostracion. Sea ) una vecindad compacta de 0 en V' y escojamos un escalar
a € Q,con 0 < |a| <1 (por ejemplo a = p con |a| = 1/p). Notemos que, los
interiores de las traslaciones = 4+ af) (x € V) cubren todo el espacio. Luego, a
fortiori existe una cubierta finita de 2 de la forma

QcC U (a; + afd).
finta

Sea L el subespacio de dimensién finita generado por los a;. Luego este
subespacio de dimensién finita es isomorfo a un espacio normado (@g y por lo
tanto, es completo. En consecuencia este subespacio L es cerrado, y en el espacio
cociente Hausdorff V/L(Ver Apéndice A), la imagen A del conjunto €2 es una
vecindad compacta de 0 que satisface

AcaA (oa tAcCA),

por consiguiente, a—"A C A por induccién. Como, |a~™| — oo, tenemos que

AcV/Lc |Ja'ACA

n>1

En particular como V/L es compacto, por el Lema 1.2, V/L = 0, entonces
V = L es de dimensién finita. O
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Corolario 1.5. En un Qy-espacio vectorial normado localmente compacto, los
subconjuntos compactos son cerrados y acotados.

Demostracion. Los subconjuntos compactos de cualquier espacio métrico son
cerrados y acotados, por continuidad de la funcién distancia. Reciprocamente, si
V es un Q,-espacio vectorial normado localmente compacto, este es de dimensién
finita y su norma es equivalente a la norma del supremo. Pero en Q) todo
conjunto acotado estd contenido en un (compacto) producto de bolas de Q,.
Luego los conjuntos cerrados y acotados son subconjuntos compactos de Q. [

Sea K/Q, una extensién finita del campo Q,. Podemos considerar a K
como un QQp-espacio vectorial de dimensién finita. Luego, cada valuacién en K
que extiende el valor absoluto p-ddico de @@, es una norma en este Q,-espacio
vectorial. Por lo que, podemos aplicar todos los resultados para Q,-espacios
vectoriales vistos anteriormente.

Lema 1.3. Existe a lo mds una valuacion en K que extiende el valor absoluto
p-ddico de Q.

Demostracion. Sea |-| y |-|" dos valuaciones en K que extienden el valor absoluto
de @Q,. Estas dos normas deben ser equivalentes. Luego, existen constantes
0 <c<C < oo tal que

cle| < |z <Clz| (z € K).
Remplazando a x por z" en las desigualdades anteriores tenemos que
clz < 2" < Clam|.
Por la multiplicidad de la valuacion, se tiene que

cla|* < =™ < C 2|,

Mz < x| < €V al

Haciendo tender n a oo, ¢!/ — 1y C" — 1. Lo cual demuestra que
=1 0

Consideremos K una extension de Galois de Q, y supongamos que el valor
absoluto p-addico de @, se extiende a una valuacién en K. Luego para cada
automorfismo o de K/Q,, podemos considerar la valuacién || = |oz|. Por
la Proposicién anterior, esta valuacion debe coincidir con la valuacién original.
Sea G = Gal(K/Q,) y para cada x € K, consideremos el elemento

Ny(x) = H ox € Qp,
oG

luego, se tiene que

[Np(z)| =

HO’J?

oceG

= ][ lozl =lal",

ceG
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donde n = |G| = [K : Q,] = dimg, (K),
2| = |Ny(2)]'/"™ .

Como N(z) € Qp, esta férmula nos da una expresién explicita de como extender
el valor absoluto de Q,.

Consideremos como antes K una extensién finita de grado n del campo Q,,.
La norma de x € K es un homeomorfismo multiplicativo

Ny K" —Q,
z — Ny(),
el cual coincide con la n-ésima potencia de Qj(Ver Apéndice E).

Teorema 1.4. Sea K un una extension finita de grado n sobre Q,. Para cada
r € K, sea T, el Qy-operador lineal y — zy en K. Entonces

F(@) = [Np(@)[V™ = |det T,/

define una valuacion en K que extiende un valor absoluto p-adico. Ademas, esta
es la unica valuacion en K con esta propiedad.

Demostracion. Sia € Qp, es claro que Np(a) = a”, por lo tanto,
1
INp(@)'"" = al,

lo que muestra que la férmula propuesta es una extensién del valor absoluto
p-adico. La multiplicatividad

flxy) = f(x) - f(y),

se sigue de la multiplicatividad del determinante. Veamos ahora, que se cumple
la desigualdad ultramétrica. Para esto usaremos que K es localmente compacto,
pues @, es localmente compacto y K es isomorfo a un producto finito de copias
de Q,. Tomemos una norma arbitraria ||-|| en K. Por ejemplo, consideremos una
base ey, -+ ,e, de K sobre Q, y usemos la norma infinita en los componentes
de la base. Como la funcién continua f no se anula en el conjunto compacto

S, ={zeK:|z| =1},
entonces f, es acotada tanto por arriba como por abajo en S, i.e.
0<e<f(r)<A<oo (|z]|=1).

Para x € K* elijamos A € Q, con |z|| = |A|. Luego, el vector z/X tiene
norma 1,

e<fl@/A) <A (z#0),
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y como f(x/\) = f(z)/ |\,
N < f(2) AN (z £0),
ellll < F(x) < Allz]  (x £0).

Ahora, tomando a = ¢! tenemos que

Izl <af(z) y fz) <Al

Supongamos que f(z) <1y por lo tanto ||z|| < a. Entonces, podemos inferir

f+z) <A[l+z| < Amax {|[1]],[lz]},
< Amax {||1]|,a} = Cmax{f(1), f(x)} .
De manera mds general, si f(y) > f(x), podemos dividir por y y aplicar la
anterior desigualdad a x/y, ya que f(z/y) = f(z)/f(y) <1, tenemos

f+a/y) < Cmax {f(1), f(x/y)} .

Por tltimo, multiplicando en ambos lados por f(y), obtenemos la desigualdad
general

fle+y) < Cmax{f(z), f(y)}.
Lo cual prueba que f es una valuaciéon. Ademads, como f extiende el valor
absoluto p-adico, f es acotada, luego es una valuacién no arquimediana. Por lo
tanto, la existencia y unicidad de una valuacién en K/Q,, quedan probadas. [

Dado que existe una tinica extensién del valor absoluto p-ddico de QQ, a una
valuacién f en K/Q,, haciendo un abuso de notacién, denotaremos a f como

| : |p °
Recordemos, de la seccién anterior, que Z,, es un anillo local con ideal max-
imal

pr:{erp:|x|p<l},

y que sus ideales son, los ideales principales
p" L, = {x €Qp:fz[,<p™, conneNU {0}} .

Sea K una extensién finita de Q, y sea O, el conjunto de todas las x € K
que satisfacen una ecuacién de la forma 2" + a;z” '+ -+ ap_12+a, =0
con a; € Zy, i.e. O, es la cerradura algebraica de Z, en K. Luego el siguiente
resultado generaliza la nocién de anillo de enteros Z, de @, a un anillo O, en

K/Q,.

Proposicién 1.7. Sea K una extension finita de Q, de grado n y sea
Op:{xeK:|x|p§1},

M:{xEK:|x|p<1}.

Entonces Op es un anillo el cual es la cerradura entera de Z, en K, M es el
dnico ideal mazimal, y O,/M es una extensidn finita de F,, de grado a lo mds
n.
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Demostracion. De la aditividad y multiplicatividad de la norma ultramétrica,
es claro que O, es un anillo y M un ideal en O,. Sea o € K de grado m sobre
Q, y supongamos que « es entero sobre Z,, i.e. o™ + aa™ 1+ ... +a, =0,
con a; € Zy. Si |a| > 1, tendriamos:

lafy" = [a™], = lapa™ - 4 am|p < max la;a™ |

<i<m p

< max ‘am_z|

< — |a‘m—1 ]
1<i<m P P

lo cual es una contradicciéon. Ahora, si |a\p < 1. Entonces, para todos los
conjugados de oo = a1 sobre QQ, se tiene que

m
1
il = T eyl ™ = lad, .
j=1

ya que todos los coeficientes del polinomio monico irreducible de @ son sumas o
diferencias de productos de «;, luego se sigue que todos los coeficientes tienen
norma ||, < 1. Como estos estdn en Q, entonces deben estar en Z,.

Ahora veremos que M contiene a todos los ideales de O,. Supongamos que
a €0y yad¢ M. Luego |af, =1, de modo que [1/a|, =1y 1/a € Op. Luego
todo ideal que contiene a « debe contener a (1/a)a =1, lo cual es imposible.

Notemos que M N Z, = pZ, lo cual se sigue de la definicién. Consideremos
el campo O, /M. Recordemos que sus elementos son clases laterales izquierdas
a + M y notemos que si a y b estdn en Z,, entonces a + M y b+ M estan en
la misma clase si y solo si a —b € M NZ, = pZ,. Luego, existe una inclusién
natural de Z,,/pZ, en O,/M dado por el mapeo de clases a+ pZ, — a+ M para
a € Zy,. Como Z,/pZ, es el campo F,, de p elementos, esto significa que O,/M
es una extensiéon del campo F,,.

Ahora, veamos que O,/M es de grado finito sobre F,, de hecho, veremos
que

[Op/M : Fp] < [K : Qp].

Sin = [K : Qp) mostraremos que cualesquiera n+1 elementos a1, as, - -+ ,Gn41 €
O,/M deben ser linealmente dependientes sobre F,,. Parai=1,2,--- ,n+1, sea
a; cualquier elemento en O, que se mapea en @; bajo la proyeccién O, — O, /M.
Como [K : Qp] = n, tenemos que ai,as - - ,an+1 son linealmente dependientes
sobre Qp:

arby +asby + - 4 apg1bpi1 =0, b € Qp.
Multiplicando por una potencia de p adecuada, podemos suponer que todos los

b, € Z,, pero que al menos un b; ¢ pZ,. Entonces la imagen de la expresién
anterior en O, /M es

a1by + Ggbo + - + Apt1bpi1 =0,

donde b; es la imagen de b; in Z,/pZ,. Como al menos algiin b; no esta en
pZ,. Se tiene que al menos un b; no es 0, luego a;, a@s, - - - , ap+1 son linealmente
dependientes. O
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El campo O,/M es llamado el campo de residuos de K. El cual es una
extensién de IF,, de grado finito, y O, es llamado el anillo de valuacion o anillo
de enteros de ||, en K.

1.3 Medida de Haar

Para un estudio mas detallado sobre la medida de Haar ver [13]. Una coleccién
M de subconjuntos de un conjunto X es llamado una o-algebra si satisface las
siguientes condiciones:

e XM,
e Si A € M entonces A° € M donde A° denota el complemento de A en X.

e Supongamos que A, € M (n > 1) y sea

A= D A,
n=1

entonces A € M, i.e. M es cerrado bajo uniones numerables.

De estos axiomas se sigue facilmente que el conjunto vacié estd en M y que
M es cerrado bajo intersecciones finitas y numerables.

Un conjunto X con una o- algebra de subconjuntos M es llamado un espacio
medible. Si ademéas, X cumple la propiedad de ser espacio topoldgico entonces
podemos considerar la méas pequena de las o-dlgebras B que contiene a to-
dos los conjuntos abiertos de X. Los elementos del conjunto B son llamados
subconjuntos de Borel de X.

Una medida positiva g en un espacio medible arbitrario (X, M) es una
funcién g : M — R>o U (00) que es numerablemente aditiva, i.e.

n(lJ 4n) =D n(An),

donde {A,} es una familia de conjuntos ajenos en M. En particular, una medida
positiva definida en los conjuntos de Borel de un espacio Hausdorff localmente
compacto X, es llamada medida de Borel.

Sea p una medida de Borel en un espacio localmente compacto Hausdorff X
y sea E un subconjunto de Borel de X. Diremos que p es regular exterior en
E si

w(E) =inf {u(U): E C U, U abierto}.

Y diremos que es regular interior en E si:

p(E) =sup {u(K): K C E, K compacto} .
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Una medida de Radon en X es una medida de Borel que es finita sobre los
conjuntos compactos, regular exterior en todos los conjuntos de Borel y regular
interior en todos los conjuntos abiertos. Ademds, se puede demostrar que la
medida de Radon es, regular interior en los conjuntos o-finitos (i. e. unién
numerable de conjuntos p-medibles de medida finita).

Sea G un grupo topoldgico y sea u una medida de Borel en G. Diremos que
w es traslacion invariante por la izquierda si para cada subconjunto de Borel
FE de G,

n(sE) = p(E),

para toda s € G. La propiedad de ser traslacion invariante por la derecha se
define de manera analoga.

Definicién 2. Sea G un grupo topolédgico localmente compacto. Entonces una
medida de Haar izquierda (resp. derecha) en G, es una medida de Radon p en
G, distinta de cero, que ademds es una traslacién invariante por la izquierda
(resp. por la derecha). Una medida de Haar bi-invariante es una medida de
Radon distinta de cero e invariante tanto por la izquierda como por la derecha.

Teorema 1.5. Sea G un grupo localmente compacto, entonces G admite una
medida de Haar izquierda (resp. derecha) ademds esta medida es unica salvo
multiplicacion por escalares.

Demostracion. Una demostracién de este resultado puede ser leida en [2]. O

Proposicion 1.8. Sea G un grupo localmente compacto con medida de Radon
W distinta de cero. Luego si i es una medida de Haar izquierda en G entonces
[ es positiva en todos los subconjuntos no vacios de G y

[ tin=o,
G
para toda f € CH(QG), donde

CIHG) ={f €CG): f(5) 20: V f(s) € Gy |Ifll, > O}.

1.4 Modbdulo de un Automorfismo

En el estudio de los campos locales y en particular su clasificacién, es esen-
cial el concepto de médulo de un automorfismo. En esta seccién estudiaremos
este concepto para, posteriormente, dar una clasificacién de los campos locales
de caracteristica 0. En esta y la siguiente seccién, usaremos fuertemente las
propiedades bésicas de grupos topoldgicos las cuales pueden ser consultadas en
el Apéndice A. Cabe mencionar que nuestro estudio de campos locales sigue la
linea de André Well [5]. Otra cita que puede ser consultada para esta seccién
es [2].
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Sea G un grupo localmente compacto abeliano con una medida de Haar!
y consideremos un automorfismo (continuo) « de G. Si X es un subconjunto
de Borel de G, entonces aX lo es y ademds p o o es una medida de Haar en G.
Luego por la unicidad de la media de Haar p o a = cu para alguna constante
positiva ¢ € R. El factor constante ¢, el cual es claramente independiente de p,
es llamado el mdédulo de v y denotado modg(«). Luego se sigue de la definicién
que

#(aX) = modg(a)u(X).

Un campo K, sujeto a una topologia dada, es llamado un campo topolégico
si la adicién y multiplicacién son continuas en K x K. Un K-espacio vectorial
V', sujeto a una topologia dada, es llamado K-espacio vectorial topoldgico si
las siguientes dos condiciones son satisfechas:

e El grupo aditivo (V,+) es un grupo topoldgico.
¢ El mapeo, multiplicacién por escalar

KxV —YV

(A, v) — v,

es continuo con respecto al producto topolégico en K x V.

En particular, si nuestro grupo es un campo localmente compacto K, que
llamaremos mas brevemente campo local, cada a € K* define un automorfismo
continuo de K dado por

K*— K*
T — ax,

luego podemos definir el médulo asociado a dicho automorfismo, el cual deno-
taremos por modg (a). Este, se puede extender a todo K definiendo modg (0) =
0. De hecho, podemos generalizar esta idea a un K-espacio vectorial topolégico
V', donde cada automorfismo estda dado por el mapeo v — av, al cual le pode-
mos asociar su médulo mody (a) y que, de igual manera, podemos extenderlo a
todo V definiendo mody (0) = 0.

Lema 1.4. Dado K un campo local y a,b € K tenemos que:
i) modg (ab) = modk (a)mod g (b),

i) modx (a~!) = modg (a)~t.

IDado que G es abeliano la medida de Haar es izquierda y derecha por lo que solo nos
referiremos a ella como medida de Haar.
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Demostracion. (i) Notemos que
(abX) = p(a(bX)) = modk (a)u(bX) = mods (a)modk (b)u(X),

por otro lado
w(abX) = p((ab)X) = modk (ab)u(X),

luego como p(X) > 0, por la Proposicién 1.8 podemos dividir todo entre pu(X),
de donde se obtiene que

mod (ab) = modk (a)mod g (b).
(74) La demostracién de esta afirmacién es equivalente a probar que
modg (¢~ )modg (a) = 1.
Pero
w(X) = p((a™ a)X) = modx (a™'a)u(X) = modg (a~")modx (a) u(X),
luego, dividiendo todo entre (X) tenemos lo requerido. O

Proposicién 1.9. Sea K un campo localmente compacto con medida de Haar
. Entonces modg : K — R>g es un homomorfismo continuo.

Demostracion. Por el Lema 1.4 tenemos que modg es un homomorfismo, asi
que solo falta probar la continuidad. Sea X una vecindad compacta de 0 en
K. Como p es regular exterior, para todo a € K y para cada € > 0 existe un
abierto U, aX C U, tal que

p(U) < p(aX) + e,

Como la multiplicacién es continua y X es compacto, existe una vecindad
abierta W de a tal que WX C U. Luego bX C U para todo b € W. Entonces
tenemos que

p(bX) < p(aX) + e,

que es equivalente a
mod g (b)u(X) < modg (a)u(X) + €.
Luego, dividiendo entre u(X) tenemos que
modg (b) < modg (a) + u(X) e

Por lo tanto, mod g es continua en cero. Ademads, esto muestra que para toda =
positivo la imagen inversa de (0, ) bajo mody es abierta. Por el Lema 1.4 (%)
el siguiente diagrama conmuta

mod
K* n_)K R>O

0-*1 Lo~
Kr " Ry
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luego, se sigue que para toda x positiva, la imagen inversa de (z,c0) es abierta.
Por lo tanto, la imagen inversa de todo intervalo abierto es abierta. Entonces
modg es continuo. O

Corolario 1.6. Sea K un campo local no discreto y sea U una vecindad abierta
del cero. Entonces, para cada € positivo existe a € U tal que 0 < modg(a) < e.

Demostracion. Notemos que la imagen inversa de [0, €) es una vecindad abierta
de cero. Luego, la interseccién con U es también una vecindad abierta de cero.
Ademis, K es no discreto, entonces la interseccién contiene un elemento a dis-
tinto de cero, que por construccion tiene la propiedad requerida. O

A partir de aqui cuando hablemos de K nos referiremos a un campo local
no discreto, ya que es trivial verificar que cualquier espacio topoldgico discreto
es localmente compacto.

Proposicion 1.10. Sea K un campo local y sea m un nimero positivo definimos
B, ={x € K :modg(z) <m}.
Luego, B,, es compacto.

Demostracion. Sea V una vecindad compacta de cero en K, y sea W una vecin-
dad de cero tal que WV C V. Luego por el Corolario 1.6 existe r € W NV tal
que 0 <modg (r) < 1y por el Lema 1.4 (i) tenemos que

mod g (r") = modg (r)" < modg(r),

entonces r™ € V para todo n > 1. Si 7’ es un punto limite de la sucesién
{r"},,>1, modg(r') debe ser cero, ya que mody(r™) tiene limite 0 cuando n
tiende a co. Luego la sucesién no puede tener otro punto limite més que el cero,
pues estd contenido en el conjunto compacto V', que tiene punto limite 0.

Ahora tomemos m > 0y a € B,,; como r"a tiende a cero, entonces existe
un menor entero v > 0 tal que r”a € V; si a no estd en V, entonces r*~ta ¢ V,
luego multiplicando por r tenemos que r’a € V — (rV).

Sea X la cerradura de V' — (rV), claramente X es compacto por ser un
cerrado dentro de un compacto Hausdorff y ademdas 0 no estd en X. Luego si
ponemos j, = zlg( modg (), tenemos que p > 0.

Sea N un entero tal que modg (r)Y < u/m. Luego, sia € By, a ¢ V y v
definida como antes, tenemos que

modK(r)N -m < p <modg (r’a) = modg (r)’modk (a) < modg(r)” - m,

y como 0 < mod(r) < 1 debemos tener que v < N. Lo cual muestra que By,

estd contenido en la unién de los conjuntos compactos, V, vV, ... r~NV.
Entonces, por la Proposicién 1.9 tenemos que B,, es cerrado, luego como estéd
dentro de un compacto Hausdorff, B,,, es compacto. O

Corolario 1.7. Para a € K, lim a" =0 si y solo si modg(a) < 1.

n—oo
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Demostracion. Si modg(a) < 1, entonces los elementos a™ estdn en un com-
pacto By y ademds la sucesién {a™} converge. Por continuidad, el limite
tiene médulo cero. El reciproco se sigue directamente de las propiedades de
mOdK. ]

Corolario 1.8. Los conjuntos By, constituyen un sistema fundamental de vecin-
dades de cero en K.

Demostracion. Sea V una vecindad compacta de cero en K y tomemos

m > sup modg (z),
zeV

de modo que V' C B,,. Sea X la cerradura de B,, — V y pongamos

" = inf mod 0.
m’ = inf mo Kx(x) >
Luego 0 ¢ X y X C B,,. Entonces, por la Proposicién 1.10 X es compacto, ya
que X es cerrado y estd en un compacto Hausdorff, y 0 < m’ < m. Por lo tanto,
si escogemos v € R tal que 0 < v < m/; entonces B, C By,/, By N X = () luego
B, CV. O

Se dice que una funciéon F : N — R es completamente multiplicativa si
F(mn) = F(m)F(n) para toda m,n € N.

Proposicion 1.11. Sea F una funcion completamente multiplicativa y supong-
amos que existe una constante A tal que

Fm+n)<A-sup{F(m),F(n)},
para toda m,n € N. Entonces
i) F(m) <1 para toda m, o
ii) F(m)=m? para alguna constante positiva \.
Demostracion. Para una demostracién ver [2] o [5]. O

Lema 1.5. La funcion modg induce un homomorfismo abierto de K* en un
subgrupo cerrado I' de R~g.

Demostracion. Sea I' y 7 las imdgenes de K* y K bajo el mapeo modg re-
spectivamente. Claramente I es un subgrupo de Rso y I” = T'U {0}. Para
cada m > 0, I N [0,m] = modk (B, ), luego por las Proposiciones 1.9 y 1.10
la interseccién es compacta y por tanto IV y T' son cerrados en R>o v R
respectivamente.

Sea U el kernel de modg en K* (i.e. el conjunto {z € K : modg(z) =1})
y sea V una vecindad de 1 en K* y V' su imagen bajo modg. A fin de probar
que modg es un homomorfismo abierto de K* en I', mostraremos que V' es
vecindad de 1 en I'. Supongamos que esto es falso, entonces existe una sucesion
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{vn} € T — V' tal que limy, = 1. Para cada n, sea a, € K* tal que v, =
modg (a,). Por la Proposicién 1.10, la sucesién {a,}, tiene por lo menos un
punto limite a. Luego, es claro modg(a) = 1, es decir @ € U. Pero UV es una
vecindad de U, por lo que existe algin n tal que a,, € UV, luego v, € V'. Lo
cual, es una contradiccién.

O

Teorema 1.6. Sea K un campo local, no discreto con la medida de Haar p
entonces:

i) Existe una constante positiva A > 1 tal que:

modg (a+b) < A-sup {modk(a),modg(b)} Va,be K.

ii) Si A =1, entonces modg (K*) es discreto.

Demostracion. Definamos A por la féormula

A = sup {modg(1+0)}.
beB;

Como el supremo toma valores sobre un conjunto compacto (una traslacién
de By), entonces A es finito y mayor o igual que 1. Por otra parte, tomando
a = 1 en la desigualdad del inciso (i) podemos ver que el ntimero definido por
estd férmula es claramente el menor valor positivo, para el cual la desigualdad
establecida se mantiene.

Para mostrar que la desigualdad en (i) es valida para a y b, es suficiente
considerar el caso en que cada a o b son distintos de cero. Supongamos que a es
distinta de cero y que modg (b) < modg (a)(de otro modo b es distinta de cero
y podemos cambiar los papeles de a y b). Luego, poniendo ¢ = a~1b, tenemos
que modg(c) <1y a+b=a(l+c). Por construccién, modg (1+¢) < Ay por
lo tanto

modg(a+b) =modg(a)modg(l+c) < A-modg(a)
= A - sup {modg(a), modg (b)}.

Con lo que queda demostrado (i). Supongamos A = 1 y sea U el interior
de Bj, el cual obviamente contiene a cero. Entonces, modx mapea 1 + U en
un subconjunto I' que contiene a 1 y que también estd contenido en [0, 1]. Esto
muestra que modg (1+U) es la interseccién de un subconjunto abierto de R con
I'. En particular, hay un intervalo abierto I que contiene a 1 cuya interseccién
con I estd contenida en [0, 1].

Sin embargo, 1 es un punto de acumulacién por la izquierda de I' si y solo
si es un punto de acumulacién por la derecha. Por lo tanto, no puede existir un
intervalo I con estas caracteristicas, amenos que 1 no sea punto de acumulacion
de T'. Pero entonces el conjunto que consiste solo del 1 es abierto en I' lo que
nos dice que I" tiene la topologia discreta como queriamos. O
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Si K satisface la desigualdad del Teorema 1.6 (i) de la Proposicién anterior
con A =1, diremos que K (o mod) es ultramétrico, en este caso tenemos la
siguiente desigualdad

modg (a + b) = sup {modg(a), modg (b)} Va,be€ K,

a la cual llamaremos desigualdad ultramétrica.

1.5 Clasificacién de los Campos Locales de Car-
acteristica Cero

En esta seccién mostraremos que los inicos campos locales de caracteristica cero
son R, C o una extensién finita de Q.

Para esto, enunciando algunas propiedades, sin demostrar, de los K-espacios
vectoriales topoldgicos las cuales nos seran de utilidad en lo que sigue [2], [5].

Consideremos V' un K-espacio vectorial topolégico donde K es un campo
local no discreto, y sea W un subespacio de V de dimensién finita n. Ademsds,
supongamos que W tiene una base wy, ws, ..., Wy.

Consideremos el mapeo

Notemos que como ¢ es suma de funciones continuas, entonces se tiene que ¢
es un isomorfismo de K-espacios vectoriales topoldgicos.

Proposicién 1.12. Dado K, V, W y ¢ como antes, tenemos que @ es un
isomorfismo de K-espacios vectoriales topoldgicos, ademas W es cerrado en V.
y localmente compacto.

Proposicion 1.13. Todo K -espacio vectorial de dimension finita, donde K es
un campo local no discreto, puede ser equipado con una y solo una estructura
de K-espacio vectorial topoléogico.

Proposicion 1.14. Si V es un K-espacio vectorial topoldgico localmente com-
pacto. Entonces V' es de dimension finita sobre K.

Corolario 1.9. SiV es un K-espacio vectorial topoldgico localmente compacto
se cumple que

mody (a) = modg (a) ¥ V),

para toda a € K.

Demostracion. Como V es un K-espacio vectorial localmente compacto por la
Proposicién 1.14, V' es de dimensién finita. Luego, por la Proposicién 1.12 es
suficiente probar el Corolario para V' = K". Pero, por el Teorema de Fubini
multiplicar por a(por la izquierda) en la medida de un subconjunto medible
de K™ puede ser calculada iteradamente sobre cada una de las coordenadas.
Luego, de esto se sigue que mody (a) = modg (a) ™ (V). O
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Dado un campo local no discreto K, diremos que el anillo primo de K es
un subanillo P de K que se define como

Pr={m-1lx e K:meZ}.

Podemos notar que si char(K) = p > 0 entonces p- 1 = 0. En general para un
campo local no discreto K nosotros podemos escribir F'(m-1x) = modg (m-1g).
Luego de la Proposicién 1.11 tenemos dos posibilidades para la funcién modg:

e modg(m) <1 para toda m, o

e hay una constante positiva A tal que modx (m) = m>.

Teorema 1.7. Sea K un campo local no discreto de caracteristica cero, entonces
K es R, C o una extension finita de Q.

Demostracion. Primero, dado que K es de caracteristica 0 modg (p) # 0 para
p primo, veamos jpor qué? Supongamos que es falso entonces existe p € N tal
que modg (p) = 0 entonces como modg (p) = modg(p- 1x) luego p-1x = 0
pero esto nos dirfa que K es de caracteristica p lo cual contradice el supuesto de
que K era de caracteristica 0. Por lo tanto, podemos escribir modx (p) = p~*
con t > 0. Luego, dado que n se puede expresar como n = mp", con (m,p) = 1,
tenemos que modg (n) = |n|; donde ||, es el valor absoluto p—ddico.

Sea |-|, el valor absoluto usual en R, entonces se tiene, en caracteristica
cero, que para todon € N

mod,(n) = |nl" .

donde v es un primo p o v = <.

Ahora, dado el siguiente isomorfismo algebraico

7 — 71k
n—n-lg,
el cual es posible extender a un isomorfismo de
Q— Q- 1gkCK

qg—q-lk.
Luego, por lo visto al principio de la demostracion, tenemos que modg induce
un mapeo
T |z,

en Q. Por el Corolario 1.8 el conjunto B; constituye una base local de 0 en
K. Luego, por la Proposicion 1.13 la estructura topoldgica inducida en K es
idéntica a la inducida por la funcién distancia |« — y|,. Entonces, como K es
localmente compacto la cerradura (@ de Q es precisamente la completacién Q,,
de Q en K con respecto a la métrica v (Ver Apéndice A.2), por tanto (@ = Q,
(como campos localmente compactos), luego por la Proposicién 1.9, Q, es de
dimension finita sobre K. Entonces si v = oo, K es una extension finita de R y
por lo tanto es R o C, en otro caso v = p, entonces K es una extensién finita
de un campo p—adico Q,.

O
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1.6 Lugares

En esta seccién definiremos el concepto de lugares de un campo numérico K.
El cual sera utilizado en el capitulo siguiente para definir el anillo de adeles A
asociado a K. Aqui, daremos por hecho las propiedades béasicas del anillo de
enteros Ok de K y de las latices (Ver Apéndice E).

Recordemos que dos valuaciones |-| y || en K son equivalentes si existe una
constante positiva s tal que |a|" = |a|® para toda a € K o de manera equivalente
si |-| y |-|" definen la misma topologfa.

Definicién 3. Un lugar v de un campo numérico K, es una clase de equivalen-
cia de las valuaciones de K. A las clases de equivalencia no arquimedianas las
llamaremos lugares finitos, mientras que a las clases de equivalencia arquimedi-
anas las llamaremos lugares infinitos.

Por comodidad, y haciendo un abuso de notacién, dada una valuacién ||, la
denotaremos simplemente por v. Luego, la completaciéon de K con respecto a v
puede ser denotada por K,. A la extensién candnica de la valuacién v a K, la
denotaremos también por v y la extensién de esta a K, la cerradura algebraica
de K,, la denotaremos por .

Sea L/K una extensién algebraica. Considerando un K-monomorfismo

7:L— K,,
obtenemos, restringiendo 7 a 7L, una extensiéon

w="ror,

de la valuacién v a L. Es decir, si v, resp. 7, dados por las valuaciones ||,
resp. |-|,, donde ||, extiende la valuacién ||, de K, a K, entonces obtenemos
en L la valuacién multiplicativa

2], = |72,

donde el mapeo 7 : L — K, es claramente continuo con respecto a esta valu-
acion.

Teorema 1.8 (Teorema de extensién). Sea L/K una extension algebraica y sea
v una valuacion de K. Entonces

i) Toda extensién w de la valuacidn v puede verse como la composicion w =
vorT, donde T es algin K-monomorfismo 7 :L — K,,.

it) Dos extensiones Do T y U o1 son equivalentes si y solo si T y 7' son
conjugados sobre K, .

Demostracion. Para una demostracién de este Teorema ver [11]. O
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Dado un campo numérico K/Q, sabemos que existen n monomorfismos 7 :
K — C (Ver Apéndice E). Luego, de acuerdo con el Teorema 1.8 (Teorema de
extensién) los lugares infinitos son obtenidos de los distintos monomorfismos
7 : K — C. Existen dos tipos de ellos, los lugares reales que son dados por los
monomorfismos 7 : K — R y los lugares complejos que son inducidos por las
parejas de monomorfismos conjugados no reales de K en C.

A continuacién, daremos una interpretacién geométrica de los lugares infini-
tos conocida como Teor{a de Minkowski.

Consideremos el mapeo canénico

j:K—)K(C::H(C

ar— ja = (1a),

el cual resulta de los n monomorfismos 7 : K — C. Luego, el C-espacio vectorial
K¢ puede ser equipada con un producto interior hermitiano

<33,y) = Zx‘r:’jr

Sea Gal(C/R) el grupo de Galois de C sobre R, el cual es generado por la
conjugacion compleja
p:rz— Z.

Podemos notar que ¢ acttia en los factores del producto [[_C y también actia
sobre el conjunto de indices 7, enviando a cada monomorfismo 7 : K — C en su
correspondiente complejo conjugado 7 : K — C. Esto define una involucion

v: Kc — K¢
z=(2;) — Zr.
Notemos que el producto escalar (-,-), es equivariante bajo ¢, i.e.
(pz, 0y) = ¢ (z,y).
Ahora consideremos el conjunto de los puntos p-invariantes de Kc.
Ko={(2;) € Kc:2: =2, }.

La restriccién del producto interior hermitiano (-,-) de K¢ a K induce un
producto interior en el R-espacio vectorial K,

() Koo X Koo — R.

Al espacio euclidiano K, lo llamaremos el espacio de Minkowski.
Sean
Pl apT:K_>Ra
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los monomorfismos reales y
01,01, ,04,0¢: K — C,
las parejas conjugadas de monomorfismos complejos. Luego
n=r+2s.

Sea p variando sobre todos los monomorfismos reales y consideremos ¢ un rep-
resentante de la pareja o, ¢ el cual varia sobre las distintas parejas de monomor-
fismos complejos. Luego como ¢ deja invariante a p e intercambia a o por &
tenemos la siguiente descripcién de

Ky = {(zT) € H(C 12, €R, 25 = zg},
luego existe un isomorfismo

¢: Koo —»HR:R’"“S

dado por el mapeo

(27) — (@),
donde z, = z,, o = R(25) ¥ 25 = I(24).
A partir de ahora, denotaremos por P, al conjunto de lugares infinitos

Poo:{V17~"7VT7,U'17"'7/J'S}7

donde v, j = 1,...,r denota el lugar (real) asociados al monomorfismo real
de pj : K - Ry pg, k=1,...,s denota el lugar (complejo) asociado al par
conjugado de monomorfismos complejos oy, : K — C.
Sea
St={zeC:|z|=1},

El cual tiene estructura de grupo inducida por la restriccién de la multiplicacion
usual en C. A S lo llamaremos el grupo circular. Dado el mapeo

P :R— St

T e27rzrc’

el cual es un homomorfismo suprayectivo con kernel Z, luego tenemos que
R/Z = S*.

Teorema 1.9. Si L es una latiz de dimension n en R™ entonces R"/L es
isomorfo al n-toro T™.
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Demostracion. Sea {ej,...,e,} un conjunto de generadores de L. Entonces
{e1,...,en} es una base para R™. Definamos
. n mn
Y R" — T%

(ajej) — (e*™'),
donde j =1,--- ,n. Luego 1 es suprayectiva y el kernel de 9 es L. O

Ahora considerando el mapeo j : K — K, el cual resulta de tomar la
restriccién de j : K — K¢ a K, tenemos que dado un ideal a de Og no
trivial?, I' = ja es una latiz completa en K. Por lo tanto, dado que K. es
isomorfo a R™, donde n es el grado de K sobre Q, y por el Teorema 1.9 tenemos
que

Ty =K>/a,

es isomorfo al n-toro T™. En particular
Tx = K*/Ok,

es conocido como el toro de Minkowski de dimension real n.
Por otro lado, al conjunto de los lugares finitos lo denotaremos por Py,. En
la seccién 2 vimos que si v € Pg,, K, tienen un subanillo abierto maximal

O,={rekK,:|z|, <1},

al cual llamamos anillo de enteros de K, .

Recordemos que el conjunto de Cantor es naturalmente homeomorfo, como
espacio topoldgico, al producto de una cantidad numerable de copias del espa-
cio {0,1} donde cada una de las copias es equipada con la topologia discreta.
Este espacio puede ser identificado con el conjunto de los enteros 2-adicos Zs.
Luego, esta caracterizacién del conjunto de Cantor como producto de espacios
compactos, proporciona una prueba rapida de que el conjunto de Cantor es
compacto, via el Teorema de Tychonoff [14].

Teorema 1.10. Para todo v € Py, , K, es localmente un conjunto de Cantor
(i.e. totalmente disconexo, perfecto y localmente compacto). Ademds, O, es un
conjunto de Cantor.

Demostracion. Basta probar el Teorema para Q, pues K, puede ser visto como
Qyp-espacio vectorial de dimensién n, luego este es isomorfo a n copias de Q,. De
la observacién del parrafo anterior tenemos que Zj, es un conjunto de Cantor,
luego dado que @, es homogéneo existe una vecindad homeomorfa a Z, para
todo punto = € Q,, de donde se sigue que Q, es localmente un conjunto de
cantor. O

2 Aqui entenderemos por ideal no trivial a un ideal a # 0.



Capitulo 2

Solenoides y Adéles

En este capitulo revisaremos el concepto de solenoide asociado a un campo
numérico. Para esto describiremos tres estructuras matemaéticas; la repre-
sentacién de una suspension, el cubriente universal algebraico y el grupo de
clase de adéles las cuales asociaremos a un campo numérico K y veremos que
resultan ser isomorfas. Finalmente, daremos el concepto de solenoide hiper-
bolizado. En este capitulo daremos por hecho que el lector tiene conocimientos
bésicos de teoria de cubrientes. Para una referencia ver [14].

2.1 Cubriente Universal Algebraico

2mit

Sea p : R — S! definido por el mapeo exponencial ¢ — e y tomemos U =

St — {1} entonces
p N U)=R—-Z= H(n,n+ 1),
nez
y para cada n
Plnnt1) : (n,n+1) — U,

es un homeomorfismo. De manera més general, si U C S' es cualquier abierto
distinto de S' entonces

pil(U) = H Un y p|f]n :Up — U,

neE”Z

es un homeomorfismo. Luego p : R — S es una aplicacién cubriente cuya
fibra es equivalente a Z. Por otro lado, sabemos que 71(S') 2 Z y m (R) = 1
entonces el subgrupo caracteristico es la identidad, lo que implica que la clase de
conjugacion caracteristica C'(R, p) consta de un solo elemento y la multiplicidad

de p coincide con [Z : 1] = |Z|. Luego p: R — S es un cubriente universal.
Consideremos
pp: St — St
t—st",

31
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una aplicacién cubriente de grado n, luego p,- : 71 (S') — m1(S?) corresponde
al homomorfismo
b L — 7L

k — nk.

De modo que, el subgrupo caracteristico es nZ y la multiplicidad de p, es
[Z : nZ] = n. Este es un ejemplo de un cubriente de multiplicidad n.

Notemos que la aplicacién p definida como antes, tiene como tnicas trans-
formaciones cubrientes a los homeomorfismos R — R, z — x +n, n € Z por lo
que el grupo de transformaciones cubrientes

Dek,(R) = Z.

Por otro lado, la aplicacion cubriente p,, tiene como transformaciones cubri-
entes a las rotaciones de S! por dngulos multiplos de 27 /n por lo que el grupo
de transformaciones cubrientes

Dek,, (S*) = Z/nZ.

Sea T el conjunto de todos los ideales de Z, i.e. los conjuntos de la forma
a, = nZ, y notemos que a cada ideal a,, le podemos asociar un espacio cubriente
de multiplicidad n, p, : R/a, — S'. Luego para cualesquiera dos ideales
a,, 4, € Z con a, < a,,, podemos asociarle sus correspondientes aplicaciones
cubrientes
pn: R/a, — S,

y

Pm i R/a, — St
Entonces existe una unica aplicacién cubriente pn., : R/a, — R/a, tal que
Dn © Ppm = DPm. Esto determina un sistema proyectivo {R/a,,p,} cuyo limite
proyectivo es conocido como el cubriente universal algebraico de S*,

S' = limR/nZ,

con proyeccién canénica 7 : S! — S, determinada por las proyecciones en las
coordenadas. De la definicién de limite inverso se sigue que S' es un grupo
topolégico abeliano, compacto, conexo donde cada ”hoja” es una variedad sim-
plemente conexa de dimensién uno homeomorfa al cubriente universal R de S*.

Dado que T", puede ser visto como el producto de n copias de S! tenemos
el cubriente universal p : R® — T" dado por el mapeo (z;) — (e*™%5).

Sea 7 el conjunto de subgrupos normales de indice finito de Z". Entonces
a cada a € 7 le podemos asociar un espacio cubriente p, : R™/a — T". Luego,
para cualesquiera a,b € Z con a < b, tenemos asociadas las correspondientes
aplicaciones cubrientes

pa: R"/a— T",

pe i R"/b— T".
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Entonces existe una inica aplicacién cubriente
pab : R*"/6—R"/a

tal que pq © pap = pp. Lo cual determina un sistema proyectivo {R™/a, pq} cuyo
limite proyectivo llamaremos cubriente Universal algebraico de T™.

S" = limR"/a.

con proyecciones canénicas m : S™ — T™ determinadas por las proyecciones
en cada coordenada. Como en el caso anterior, es claro que S, es un grupo
topolégico, abeliano, compacto y conexo donde cada ”hoja” es una variedad
simplemente conexa de dimensién n homeomorfa al espacio cubriente universal
R™ de T™.

De manera similar, sea K/Q un campo numérico de grado n, luego como
7" = Ok, y dado que los subgrupos normales de indice finito de Z™ pueden ser
identificados con ideales de O y viceversa, el cubriente universal algebraico del
toro de Minkowski T estd dado por

lim T,.

donde a corre sobre todos los ideales de Ox .

2.2 Suspensién de una Representacion

En esta seccién y la siguiente seguiremos la linea de [29]. Una referencia alter-
nativa es [30].

Una n-laminacion L es un espacio Hausdorff, 2-numerable, equipado con
un atlas maximal $ = {(U,, ¢o)} con homeomorfismos ¢, : U, — V,, donde
Uy, CLyV, CR"xT,T es un espacio Hausdorff 2-numerable. Donde cada
cambio de coordenadas ¢,5 = ¢g 0 ¢! es de la forma:

(bag(l‘,t) = (hag(l‘,t), faﬂ(t)),

con t — hqg(-,t) una familia continua de homeomorfismos y f,s un homeomor-
fismo.

En particular, cuando T" = R"™ diremos que L es una foliaciéon. Por otro
lado, cuando T es un conjunto de cantor diremos que L es un solenoide. Una
forma mas de clasificar o nombrar las laminaciones es dependiendo de h,g. Por
ejemplo, si hap(-,t) es C” (una familia de homeomorfismos diferenciables con
r-ésima derivada continua) diremos que L es una C" — laminacién.

Dado D un disco abierto de R™ y (U, ¢) una carta, a los subconjuntos de
la forma ¢ (D x {t}) los llamaremos hojas locales o placas de la laminacién.
Luego, el supuesto en las funciones de transicion, o de cambio de coordenadas,
implica que las placas se ”"pegan” apropiadamente para determinar las que lla-
maremos hojas de la laminacién. Las cuales definimos como la continuacién
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maximal de cambios de coordenadas de placas, que resultan ser variedades n-
dimensionales inmersas inyectivamente en L.

Si ademds consideramos T’ C T abierto. Diremos que una baraja es un sub-
conjunto de la forma ¢ (D x T") y una baraja transversal es un subconjunto
de la forma ¢t (z x T").

Una métrica Riemanniana en una laminacion suave es una familia v = {;}
de métricas Riemannianas, una en cada hoja [, que cuando la restringimos a
una baraja nos da una familia continua t — -; de métricas suaves. Si L tiene
estructura de grupo topolégico tal que los mapeos

(,y) —xy yarea
toman hojas en hojas, L es llamado grupo topolégico laminado. Ademas, si L
es suave y los mapeos anteriores son suaves a lo largo de las hojas, L es llamado
un grupo de Lie laminado.

Sean U = {(Uy, ¢a)} y W = {(UL,, ¢.,)} atlas maximales de las laminaciones
L y L’ respectivamente. El conjunto

U W = {(Ua X Uy, b X dr)}

es un atlas del espacio producto L x L’ el cual llamaremos laminacién producto.

Sea G un grupo discreto de homeomorfismos de un espacio topolégico Haus-
dorff 2-numerable L que actia propia y libremente sobre L y 7 la proyeccion de
L sobre el espacio cociente M = L/G. Si i es un atlas maximal de L invariante
por la accién de G, i.e. tal que gl = 4 para todo elemento g de G. Entonces
existe una laminacién /G de M, de la misma naturaleza que i, y solo una tal
que si 7 es un homeomorfismo de un abierto U € L sobre un abierto V€ M
entonces

WG|y =m(Uv).

A esta laminacién la llamaremos la laminacion cociente.

Sea B una variedad y F' un espacio Hausdorff 2-numerable. Una representacion
del grupo fundamental de B en el grupo de homeomorfismos de F', es un homo-

morfismo
p:m1(B) — Homeo(F).

Por teoria de cubrientes [14], sabemos que si o : B — B designa el cubriente
universal de B, entonces el grupo m(B) actia propia y libremente sobre el
producto BxF por la accién canodnica sobre el primer factor y a través de la
representacion p en el segundo factor i.e. tenemos la siguiente accién

a- (iat) = (a : ‘%vpoz(t))'
Luego el espacio cociente
L, = (B x F)/m(B),

es una laminacién llamada la suspensién de p. La proyeccién L, — B muestra
a L, como una fibra acotado con fibra F'y la restriccion de la proyeccion a cada
hoja es un mapeo cubriente.
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En particular si B = S, el circulo unitario y F = 7 la completacién profinita
de Z (ver Apéndice B), tenemos la representacién

p:m(SY) = Z — Homeo(Z),

definida como p, () = m — n. 3
Como vimos en la primera seccién, S* = R. Luego, 71 (S!) = Z actia propia
y libremente sobre R x Z. Por lo tanto, tenemos la suspensién asociada

LP = (R X Z)/Za

la cual llamaremos el toro solenoidal dimension 1.
De manera méas general, si tomamos B = T" el n-toro y F' = Z" la com-
pletacion profinita de Z™. Tenemos la representacién

p:m(T") = Z" — Homeo(Z"),

definida como py, (1) = 7 — n. Como w1 (T™) = Z™ actia propia y libremente
sobre R™ x Z™. Entonces tenemos la suspensién asociada

L = (R" x 70)/2",

la cual llamaremos el toro solenoidal de dimension n. Dado K un campo
numérico de grado n sabemos que T, = T" y Z" = Ok entonces podemos
construir la suspensién

(Koo X OK)/OK,

donde OK = lim. Ok /a, con a corriendo sobre todos los ideales de Ok.

2.3 Producto Directo Restringido

Sea J = {v} un conjunto de indices y Jo, un subconjunto fijo y finito de J.
Ademads, asumamos que para cada indice v tenemos un grupo localmente com-
pacto GG, no necesariamente abeliano y para cada v ¢ Jo, tenemos un subgrupo
compacto abierto (cerrado) H, de G, (Ver Apéndice A).

Definicién 4. Definimos el producto directo restringido de G, con respecto de
H, como sigue:

H 'G, ={(x,) : 2, € G, con z, € H, para casi toda v} .
velJ

Para abreviar, denotaremos por G al producto directo restringido de G, con
respecto de H,. Luego, es claro que G es un subconjunto del producto directo
de G,,. Més aun, G es un subgrupo del grupo inducido por el producto directo
de los grupos G,.

Una base de abiertos de la identidad e, consta de los conjuntos de la forma
I[I1 N, donde N, es una vecindad de e en G, y N, = H, para todos salvo un
numero finito de v, luego esta define una topologia para G.
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Sea S un subconjunto finito de J que contiene a J,,, y consideremos el
subgrupo Gg de G definido como

Gs =[] G, <[] Hv-

ves vegsS

Lema 2.1. La topologia producto en Gg es idéntica a la topologia inducida por
la topologia del producto directo restringido.

Demostracion. Los bésicos en Gg inducidos por la topologia producto son de la
forma

(H G, x H Hl,> N HXV’ donde X,, = G, para casi toda v,

ves vgS

luego tenemos la siguiente igualdad

HGVﬁny HHVﬂXV:HNnyHD.

ves vgsS

Notemos que el producto de la derecha es precisamente un bésico en la topologia
del producto restringido. La prueba de que un basico en la topologia del pro-
ducto restringido induce un bésico en la topologia producto es similar. O

Proposicion 2.1. Sea G, y H, como antes y sea G el producto directo re-
stringido de G, con respecto de H,, entonces G es un grupo localmente com-
pacto.

Demostracion. Notemos que como cada subgrupo de la forma Gg es localmente
compacto y dado que cada x € G pertenece a un subgrupo de esa forma entonces
G es localmente compacto. La operacion de grupo en G es definida entrada
a entrada por la operacién en cada G,. Luego, como cada G, es un grupo
topoldgico entonces la operacién definida es continua, por lo tanto, G es un
grupo topolégico localmente compacto. O

2.4 Adéles

En el estudio de los campos locales y globales, un problema que a menudo
se presenta es la necesidad de poder considerar varios campos diferentes si-
multaneamente, en la que cada v puede ser un lugar finito o infinito. Como
vimos en el capitulo 1 este problema puede ser resuelto para el caso de los
lugares infinitos via la teoria de Minkowski. En esta seccién describiremos el
concepto de Adéles, el cual nos permitird considerar todas las completaciones
de un campo numérico en una sola estructura. Las referencias béasicas en esta
seccién son [2] y [6].

Sea K un campo numérico y sea K, la completacién de K con respecto al
lugar v. Sabemos que (K,,4+) es un grupo localmente compacto abeliano. En
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nuestro caso, K, corresponde a R, C o una extensién finita de Q,. Ademas,
para todos los lugares v € Py, , K, admite a O, como un subgrupo abierto y
compacto.

Al producto directo restringido de K, sobre todos los lugares v con respecto
a los subgrupos O, v € Py, , lo llamaremos el grupo de adéles de K, el cual se
denota como Ag.

Proposicion 2.2. Ag es un anillo topoldgico localmente compacto.

Demostracion. Por definicién de producto directo restringido A es localmente
compacto. La propiedad de ser anillo topoldgico se sigue directamente de la
suma y el producto entrada a entrada inducida por la suma y el producto de
cada una de las completaciones K. O

Proposicion 2.3. Eziste una inclusion diagonal de K en Ak dada por el sigu-
iente mapeo
K — AK

x— (T, x, 2z, ).

Demostracion. El mapeo estd bien definido porque siempre existe un monomor-
fismo inyectivo de K en K,. Ademads, cada elemento de x € K cumple que
x € O, para todos salvo un numero finito de lugares v. O

Sea A al conjunto de todos los elementos de A g cuyas componentes en los
lugares finitos tienen todos valor absoluto menor o igual a uno i.e.

A= [ Kvx [] O

VvEP~ vEPrin

Teorema 2.1. Dado A el anillo de adéles de Q tenemos que

A=Q+4.=Q+Rx [[ 2.

p primo
ademds QN A, =7.

Demostracion. Por la Proposicién anterior es claro que podemos identificar a Q
con el subconjunto diagonal de Ag. Luego basta mostrar que dado un elemento
x € Ag, existe p € Q tal que cada componente de la diferencia z — 1 es entero
en los lugares finitos.

Dado que cualquier ¢ € Q se factoriza como el producto de un niimero finito
de potencias de primos, existe un nimero racional m tal que mx es entero en
todos los lugares finitos. Sea {p1,-- - p,} el conjunto de primos que dividen a m,
el cual claramente contiene a todos los primos cuya correspondiente componente
de = no es entera, y sea ni,--- ,n, una sucesiéon finita de niimeros naturales.
Por el Teorema chino del residuo podemos elegir un A € Z tal que

ma; = A(modp;”),
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donde x; es el componente del adéle x correspondiente al lugar p;.

Sea u = A\/m. Luego, si escogemos cada n; al menos tan grande como el
exponente de p; en la factorizacién de m en Z se tiene que z—pu = m~* (mz — \)
es entero en cada uno de los primos pq, - - - p, por construccién.

Para los otros primos el valor absoluto es idéntico al de mx — A y por tanto
también son enteros, de donde tenemos la primera afirmaciéon. La segunda es
inmediata, pues z € Q estd en A si y solo si « € Z, para todo primo p, lo cual
sucede si y solo si z € Z. O

De manera més general dado K un campo numérico se tiene el siguiente
Teorema.

Teorema 2.2 (Teorema de Aproximacién). Para cada campo numérico K
Agr =K+ A,

ademds, K NA, = Ok.

Demostracion. la prueba es similar al caso en que K = Q. O

Una consecuencia inmediata del Teorema de aproximacién es que

Ap = Ko X H 'K,,

vEPfin
donde
fi ’
=11 "%
vEPsin

lo llamaremos el anillo de adéles finito.
Sea K un campo numérico y

PK = Poo U Pfin )

el conjunto de todos los lugares de K. Notemos que cada v € Pg induce, por
restriccién, un lugar u = resg € Pg. Luego, esto define un mapeo

T‘:TK/QZ PK_’PQ
Vi u,

de los lugares de K en los lugares de Q. Diremos que v se encuentra sobre u o
v divide a u (v|u), si v € r71(u).
Definamos M como
M=]] K.,

v|uw

luego tenemos un monomorfismo
K%M
vy 1hy(),

donde v, es el monomorfismo canénico dada por la completacién en el lugar v.
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Teorema 2.3. Sea {e1,...,e,} una Q-base de K y sea u un lugar de Q, luego
X = {¢(e1), - ,v(en)} es una Qy-base de M. Ademds, existe un conjunto
finito S de lugares de Q, que contiene a los lugares arquimedianos tal que para

toda u ¢ S
On =[] Ox..
v|u
es libre sobre Og, con base X.
Demostracion. Para una prueba ver [2]. O

Lema 2.2. Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, y fijemos una Q-base
{ui, -+ ,un} de K. El mapeo natural

a:ﬁA@—>AK
j=1

((x0,5)w)j — Zuj(l'y,j)y7

es un isomorfismo de grupos topoldgico.
Demostracion. El isomorfismo « es ciertamente un isomorfismo de espacios vec-

toriales, asi que lo Unico que nos resta demostrar es la continuidad. Para cada
lugar v de Q, definimos
Ku = H va

wlv

donde w corre sobre todos los lugares de K que estdn sobre v. Esto clara-
mente no es un campo pero si es un espacio vectorial sobre QQ, donde Q, se
sumerge diagonalmente. Por el Teorema 2.3 tenemos que K, admite una Q,-
base {u,--- ,u,} y por tanto un isomorfismo algebraico

n
al/ : H Ql/ Z) KV
j=1
() = Y wju;.
Por propiedades de espacios vectoriales topoldgicos «, es un isomorfismo
topoldgico. Definamos un subconjunto Ok, de K, como sigue
Ok, = [[ Ox..

wlv

luego, por el Teorema 2.3 existe un conjunto finito de lugares Sy de Q, que
contiene al lugar arquimediano, tal que para cada v ¢ Sy el mapeo «, definido
antes induce, por restricciéon, un isomorfismo

n
Qay H 0, — Okg,,.
j=1
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Dado un conjunto finito S que contiene a Sy, consideremos los productos
Ag=Jl@ xJ[o, v A%=]]K x]]Ox,
ves vgS ves vgS
luego, tomando el producto tenemos que

14~ 11 (1o~ 1)

j=1 \ves vgsS

IR

I1 5 <[] Ox. = A%,

ves vgsS

para cada conjunto de lugares S. Luego la coleccién {a, } induce un mapeo,
n
o [T A = A%,
j=1

el cual es un isomorfismo topolégico y por construccion, es compatible con la
restriccién de a. Luego esto es verdad para cada S que contiene a Sy y los
conjuntos abiertos Af( cubren a A . Por tanto, a es un isomorfismo topolégico.

O

Si K/Q es una extensién de Galois de grado n, por el Lema anterior tenemos
los siguientes monomorfismos de espacios vectorial o anillos segin sea el caso,

R— Ko, Ag — AR, Ag— Ak,

y el siguiente diagrama conmutativo de grupos topoldgicos, donde a y af son
isomorfismos topolégicos.

ﬁAQ % Ak
j=1

7 T
n
[Ie
j=1
Ademais, este diagrama induce los siguientes homomorfismos inyectivos
Corolario 2.1. Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, entonces

Demostracion. Por Lema 2.2 tenemos que Ax = (Ag)”™, ademés por propiedades
de producto tensorial [12] tenemos que

(Ag)" = (Ag ®g Q)" = Ag ®g Q" = Ag ®g K,

de manera andloga Ko, 2 R" =Z R ®q K. O



2.4, ADELES 41

Teorema 2.4. K es discreto en Ax y A /K es compacto.

Demostracion. Por el Lema 2.2 basta dar una prueba para K = Q. Por el
Teorema 2.1 tenemos que

(@ﬂ(Rx 11 Zp> =QNAyx =7,

P primo

luego definamos
C={reclhy:|re|y, <1/2y xp € Z), para todo primo p}.

Notemos que C' C A, entonces Q NC' C Z, ahorasibe QNC, b € Z luego
b=0, ya que |b|, <1 por lo tanto Q es discreto.

Ahora probemos la compacidad. Para esto, basta ver que cada elemento
2’ € Ag es de la forma 2’ = ¢+ 2 con ¢ € Q y z € C. Observemos que para
cada p podemos obtener un r, = z,/p* donde z, € Z, a, € NU {0} y tal que
‘x; — rp’p < 1. Como z € Ag podemos tomar r, = 0 para casi todo p. Luego
r = Zp rp estd bien definida y ’:B;, — r| < 1 para todo p. Ahora, escojamos
s € Z tal que |zt —r —s| < 1/2, entonces ¢ =r + sy x’ = x — b justo como
queriamos.

Finalmente, por la continuidad de C' — Ag/Q, inducido por el mapeo co-
ciente Ag — Ag/Q, es suprayectivo. Pero C es compacto, por ser producto de
compactos, luego Ag/Q es compacto. O

Al cociente Sk = Ak /K lo llamaremos el grupo de clase de adéles. Una
interpretacién geométrica de este grupo, es dada a continuacion.

Teorema 2.5. SQ es un grupo de Lie solenoidal euclidiano de dimension 1,
isomorfo a

i) El limite inverso de grupos de lie euclidianos

limR/nZ.

1) La suspension
(R X Z) /Z,
donde 7. es la completacion profinita de Z.

Demostracion. (i) Sea n € Ny definamos el conjunto
Cn = {x €EAg:Tc=0y 2, Ep”f’(")Zp parap < oo}.

Es claro que cada C, es un subgrupo compacto pues es producto de subgrupos

compactos y ademads n C. = {0}. Luego, tenemos el siguiente isomorfismo

neN
(ver Apéndice A)
lim AQ/Cn :> AQ



42 CAPITULO 2. SOLENOIDES Y ADELES

(Zp,n)p)n — (li£n Tp,n)ps

donde el limite directo es también tomado sobre N con respecto a la divisibilidad.
Ahora consideremos el siguiente morfismo

lim Ag/Cy, R lim(Ag)/ (Cn + Q)

ap, + ¢ — apn, + (¢, + Q).

Si g € Q entonces ¢+ ¢, — 0+ ¢, + Q, por lo tanto Q C kerp. Ahora,
consideremos a,, € kery luego a,, + ¢, — 0+ ¢, + Q, entonces para n suficiente-
mente grande tenemos que a,, € Q luego por el primer Teorema de isomorfismo
tenemos que

(lim Ag/Cp)/Q = lim Ag/Q + Cn

de donde se sigue el isomorfismo topoldgico
Ag/Q = lim Ag/(Q +Cy).

Ahora consideremos el siguiente mapeo

R/nZ Y A /(Q+Cn)
(z) — (z,0,0,...).
El cual estd bien definido ya que para todo producto na, a € Z, tenemos la
descomposicién
(na,0,0,...) = (na,na,na,...)+ (0, —na, —na,...) € Q+C,,

de donde se sigue que 1, es inyectivo. La suprayectividad se sigue del Teorema
2.1. Luego de la existencia de los isomorfismos v, tenemos que

Ag/Q =limAg/(Q +Cy) = limR/nZ,

lo que prueba que R
Sk = limR/nZ.

(ii) Sea (x,%) € R x Z, luego notemos que  define un elemento & = (z,)
de limR/nZ por la proyeccién en cada uno de los factores. Ademds, 4 es por
definicién una sucesién coherente {4, } de transformaciones de cubrientes de
R/nZ — S'. Luego, tenemos el siguiente homomorfismo

@:RXZ%SQ

(@,9) =4 & = (yn(zn)),
donde kery = Z, entonces por el primer Teorema de isomorfismo [12] tenemos
que

(R X Z) /22 lmR/n.
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Teorema 2.6. Sk es un grupo de Lie solenoidal euclidiano de dimension n
isomorfo a

i) El limite inverso de grupos de lie euclidianos

lim T,.

donde a corre sobre todos los ideales de Ok .

1) La suspension

(KOO x OK) /Ok.
donde Ok es la completacion profinita de O .

Demostracion. la prueba es similar a la del Teorema 2.5. O

Una accién lineal de G en un K-espacio vectorial V' es aquella en donde
cada transicién v — gv es lineal; es claro que toda accién lineal de G en V
estd determinada por una representacién G — Aut(V'). En particular, la accidn
ortogonal de G en R™ serd una accién lineal cuyas transiciones conservan el
producto interno usual (es decir son isometrias) de R™, esto es (gu, gv) = (v, w)
para todo g € G y todo par de vectores u,v € R™.

Sea K un campo numérico, por el Teorema 2.1 podemos escribir

KoogR(@QK AKgAQ(@QK.

Luego podemos notar que si K/Q es una extensién de Galois, un elemento
o € Gal(K/Q) actia en Ko 0 en Ay a través del mapeo

1@ q a8 0(q)

, donde z estd en R o en Ag segtin sea el caso.
De manera alternativa si © = (z,) € K entonces o(z) = (z,,). Esta
ultima observacién muestra el siguiente Corolario.

Corolario 2.2. Gal(K/Q) actia ortogonalmente en K.
Luego la accién de o en A la podemos ver como el producto de las acciones
en Koo y A2,

Proposicién 2.4. La imagen de Ok (resp. K ) es preservada por o y tenemos
los isomorfismos isométricos (por hojas)

o:Tkg — Tk, 5’5SK_)§K7
los cuales entrelazan la proyeccion p : Sk — Tk en el sentido de que poé = cop.

Demostracion. Veamos primero que O es preservado bajo o. Por el Corolario
2.2, Gal(K/Q) actia ortogonalmente en Ko, = R™. Entonces tenemos que
0 : Ko — K preserva el producto interior. Por lo tanto, este mapeo induce
un isomorfismo isométrico o : T — Tg. Ademds, dado que las hojas de Sk
son homeomorfas a K., tenemos que o : Ko, — K, induce un isomorfismo
isométrico por hojas & : SK — SK O
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La Proposiciéon anterior induce las siguientes representaciones
p: Gal(K/Q) — Isom(Tg), p: Gal(K/Q) — Isom(Sk)

donde Isom(+) es el grupo de isomorfismos isométricos.

2.5 Hiperbolizacién

En esta seccion daremos una hiperbolizacion del grupo de clases de adéles, la
cual usaremos en el capitulo siguiente. Sea

H? = R x (0, 00),

el semiplano superior del plano complejo. Entonces, definimos el producto
interior hiperbdlico de dos vectores u,v € Hg anclados en un punto z = x +4t,
como

(u,v)

2’

donde (-, ) es el producto interior usual en R2. Por lo tanto, (-, ), nos permite
definir la norma de un vector v anclado en un punto z del semiplano superior
como

(u,v), =

[oll, =/ {vs0)-

Luego podemos medir la longitud hiperbélica de una curva en H? en forma
andloga a la usual. Si v : [a,b] — H? es una curva diferenciable, su longitud
hiperbdlica es

b
n(y) = / I (), de.

Notemos que la forma de calcular la norma varia con el punto v(¢) en que esté
anclado el vector tangente 4/(t). Sin embargo, si la curva es suave la variacién
es continua y eso da sentido al integrando. Luego dados dos puntos z;, zo € H?
la distancia hiperbdlica de z; a zo denotada por pp(z1,22) es el infimo de las
longitudes de las curvas en H? que unen a estos dos puntos. Ademas, se puede
ver que la distancia hiperbdlica es una métrica riemanniana.

El semiplano superior H?, con la métrica hiperbdlica es llamado el plano
hiperbolico. Las rectas en H?, conocidas como geodésicas, son las curvas en H?
que minimizan la distancia hiperbdlica entre sus puntos.

Una transformacién de Mobius es una funcién

T:C—C
az+b
e —
cz+d’

donde a,b,c,d € C y ad —bc # 0. Las transformaciones de Mébius, pueden ser
extendidas a todo C, definiendo
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cuando ¢ # 0y
T(c0) = lim T(z) = 2.
Z—00 C
Luego, estas transformaciones son holomorfas en todo C. Reciprocamente, todo
biholomorfismo de C estd dado por una transformacién de Mobius. Es claro
de la definicién, que las transformaciones de Mobius forman un grupo con la
composicién conocido como el grupo de Mébius, Mob(2, C).
Alternativamente, podemos pensar en el plano hiperbdlico a través del mod-
elo del disco de Poincaré. En este caso consideraremos el disco unitario

D={zeC:|z] <1}.

La transformacién de Mobius
zZ—1
G(z) = —
(2) —iz+1’

es una biyeccién que manda a H? en D. Luego, se puede definir producto interior
de dos vectores u, v € R?, anclados en z € D, como
4 (u,v)
<u7v>A = (1 — T2)27

donde r es la distancia del punto de apoyo de los vectores al centro del disco.
Denotamos por A a D equipado con la métrica inducida por el producto interior.

Notemos que debido a que Z actia por traslacion en R, esta accién se ex-
tiende trivialmente a todo H2. Lo cual da origen al toro Hiperbolizado

To = H?/Z = A*,

donde A* = A — {0}.
Maés ain, podemos definir la hiperbolizacién del grupo de clases de Adéles
asociado a Q como

So = (H? x 2)/7Z = Sg x (0, ).

De forma similar, es posible generalizar la idea de hiperbolizacién a K un
campo numérico de grado n sobre Q. Para v un lugar real K, = R, definimos

H, =R x i(0, 00),

el cual se puede equipar con la métrica hiperbdlica como antes.
Para los lugares complejos p, haremos una ligerea modificacién tomando en
cuenta el dlgebra del factor

C,={(2,%2):2€C} =C,

En este sentido, es conveniente ver al factor (0,00) x (0,00) que adjuntaremos
a C, como un factor complejo. Sea B el ”espacio cuarto complejo”

B={b=s+iteC:0<s,t},
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y definamos
H, = {(2,2) x (b,=b) : 2 € C,b€ B} C (Cx B) x (C x (—B)) c C* x C*.

Lema 2.3. Dado —iH? el semiplano derecho, podemos identificar a H,, con
H? @ —iH?.

Demostracion. Sea z = x + iy y b como antes, definimos el mapeo

1 _ _
(2,2) x (b, =b) — 5(z+5+b—b,z—2+b+b),

luego
1 - -
5(,z+2+b—b,z—2+b+b) = (x +it, s + iy) = (u,v),
y por lo tanto tenemos la identificacién deseada. O

Luego podemos escribir
2 2
H, = H, ® —H,.

Esta identificacién nos ayuda a inducir una métrica riemanniana en H,, como el
producto de las métricas hiperbélicas de H? y —iH?2.

Diremos que una funcién en H,, es holomorfa si lo es en cada una de las
variables (u,v) = (z + it, s + iy) por separado.

Notemos que la accién, conjugacién compleja en C,, se puede extender a H,
enviando a b en b, de donde tenemos que

(u,v) — (u,D)

lo cual define una isometria de H,.
Luego definimos la hiperbolizacion

Hi = [T8, < [T, = T8, x (T B2 @ —iH2 ) = K x (0,00)".

Entonces H tiene una estructura de polidisco complejo n-dimensional equipado
con la métrica riemanniana inducida por el producto de las métricas hiperbélicas
de cada factor.

Si v es un lugar real nosotros denotaremos por z, = x, +it, a los puntos de
H,, y para un lugar complejo p escribiremos

(w/uwu) = ((Z;ubu)a (2;4» _BM)) = (uwvu)'

Luego los puntos de Hg los podemos escribir como z X w donde z = (21, -+ , 2,.),
las coordenadas de la ”hiperbolizacién real”, y w = ((wy,@1), -+ , (ws, Ws)) las
coordenadas de la ”hiperbolizacion compleja”.

Proposicién 2.5. La accidn del grupo de Galois Gal(K/Q) en Ko se extiende
a una accion isométrica en Hy .
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Demostracion. Como Gal(K/Q) actiia ortogonalmente en K, entonces esta
accién permuta isométricamente los factores de K, = R"™. Luego, o € Gal(K/Q)
actia en Hy de la siguiente forma

o(zj,t;) = (o(z;),t5).
Por lo tanto o se extiende isométricamente a todo Hp . O

Corolario 2.3. Los subgrupos Ox y K de K, vistos como grupos de trasla-
ciones, se extienden a traslaciones de Hy las cuales son isometrias.

Luego tenemos el toro hiperbolizado de K

Tk =Hg /O =2 (A")" = A" —{0}.
Mas aun tenemos la hiperbolizacién del grupo de clase de adéles de K a la
cual llamaremos el solenoide hiperbolizado.
S = (Hg x Z")/K = Sk x (0,00)".

Proposicion 2.6. Para K un campo numérico de grado n sobre Q, las inclu-
siones candénicas
TQ — TK 6@ — GK,

son isométricas salvo un factor escalar de grado n.

Demostracion. La prueba se sigue del Lema 2.2. O

Si K/Q es de Galois, la accién de Gal(K/Q) en Tx y Sk se extiende por
isometrias a Tx y Sk restringiendo a la identidad en las imagenes de Tg y Sq.
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Capitulo 3

Campos de Niumeros No
lineales

El propdsito de este capitulo es describir con detalle el concepto de campo de
nimeros no lineal N(K) del articulo de T. Gendron y A. Verjovsky [1]. El cual
como veremos es una extensién natural de un campo numérico K en el sentido
de que extiende las dos operaciones de K a todo N(K) y que ademds resultara
ser la proyectivizacién de una cierta algebra graduada de funciones holomorfas
Har, [K]. En particular, veremos que en el caso cuando K = Q, N(K) contiene
las clases proyectivas que corresponden a funciones zeta y L clasicas.

3.1 Construccién de C K]

Una K-dlgebra A se define como un K-espacio vectorial con un producto K-

bilineal
AxA— A

(z,y) — xy,

tal que A obtiene una estructura de anillo con este producto y ademds cumple
con las siguientes propiedades distributivas.

i) (x+y)z=2z+yz, Vax,y,z€A,
i) z(y+2) =zy+zz, Vr,y,z€ A,
iii) Mzy) = (Az)y =z(\y), Vr,yec AyreK.
Dado un grupo G y un campo K, definimos un dlgebra de grupo K |G|
asociada a GG como sigue
KI[G] = Z agg : ag € K es 0, para casi todo g » ,

geG

49
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donde K [G] es un algebra sobre K con las siguientes operaciones

i) la suma externa

Z agg + Z bgg = Z(ag +bg)g,

geG geG geG

ii) el producto

S| & [T bos :z<z aglbm)g,

geG geG geG \g192=g

iii) multiplicacién por escalar

A T agg =" (Aag)g.

geG geG

De aqui se sigue que el elemento identidad en G corresponde al 1o € K [G] v
que K [G] es conmutativo si y solo si G es abeliano.

Cuando K = Cy G = (Q,+) tenemos el algebra de grupo C[Q] con el
producto

¢:ClQIxC[Q—-C[Q]

definido como

S aa | @ [Tt :z< 5 aqlb%)q.

q€Q q€Q q€Q \q1+q2=¢

Ahora, sea G = (Q*, x) y K = C, entonces se tiene el dlgebra de grupo
C[Q*] con el producto

®:ClQ7]xCQ"] - C[Q]

el cual definimos como,

> agg | @ | > be :Z( > aqlbq2>q.

q€Q q€Q q€Q \q1-92=¢q

Proposicién 3.1. C[Q] tiene una doble estructura de dlgebra inducida por los
productos & y Q.

Demostracion. Por definicién (C[Q],®) tiene estructura de dlgebra de grupo,
donde 1g = 0g. Por la misma razén, (C[Q*],®) es un algebra de grupo, con
lg = lg, la cual puede extender la estructura de dlgebra a todo C[Q], pues
lg ® f = Tr(f) el cual estd bien definido en C[Q]. Ademds, es claro que se
comporta bien con las propiedades de algebra. O
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Ahora, si consideramos el subespacio C[Z], el conjunto de elementos f €
C Q] tal que todos sus a, # 0 tienen indice ¢ € Z, Como Z es cerrado bajo las
operaciones +q y Xg restringidas a Z tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 3.1. El subespacio C[Z] es cerrado con respecto a ambas estructuras
de dlgebra de grupo y por lo tanto es una doble subdlgebra de C[Q].

Notemos que en todo el estudio de C[Q] nunca utilizamos el hecho de que
K = Q si no solo las propiedades de campo de este, por lo tanto, todas las
Proposiciones anteriores son validas para K un campo numérico de grado n
sobre Q. Es decir, es cierto que C[K] es una doble dlgebra de grupo y C[Ok]|
es una doble subdlgebra de C[Q], donde Ok es el anillo de enteros de K.

Teorema 3.1. Las estructuras de C-dlgebra de C[Q] no obedecen la ley dis-
tributiva, i.e. existen a,b,c € C[K] tales que (a ®b) @ c # (a B ¢) @ (b c).

Demostracion. Para esto basta tomar a =1, b =2y ¢ = (3 +4). Por un lado
tenemos que (1®2)® (34+4)=3® (3+4)=B®3)+ (3®4) =9+ 12, luego
por otro lado (1® (3+4))®(2®(3+4))=3+4)®(6+8) =9+11+10+12
el cual es diferente de (1®92)® (3+4) =9+ 12. O

3.2 Proyectivizacion

Sea V un K-espacio vectorial, diremos que x estd relacionado con z’, x ~ ', si
existe A € K* tal que x; = Az}, es claro que ~ define una relacién de equivalencia
para los elementos z € V — {0}.

Se define el proyectivizado PV de V un K-espacio vectorial, como
PV =V {0}/ ~= (V—-{0})/K".

Note que PV no es un espacio vectorial, pues no tiene neutro aditivo, luego la
estructura de grupo (V,+) se pierde al tomar su proyectivizacion.

Dado que C[Q] es un C-espacio vectorial podemos hablar de su proyec-
tivizacion,

PC[Q] = C[Q] —{0}/C",

Por cuestiones de notacién denotemos, por [f] a los elementos de PC[Q]

donde f € C[Q].
Proposicién 3.2. El producto de Cauchy ® estd bien definido en PC[Q).

Demostracion. Consideremos f, f' € [f] (f =cf') v 9,4" € [9] (9 = dg’), con ¢
y d distintos de cero,
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o = (5 (50 - (500 ()
= Zq: (q +zq::q(ca’ql)(db’ ) q= cdz (q %: q aqlb;2)> q
= cd<za;q> (Zb ) f'ed).

Por lo tanto f & g est; bien definido. O

Sea T : C[Q] — C un mapeo definido como
= Z ag,
q

al cual llamaremos, mapeo de aumentacion.
Sea f € C[Q], f # 0, tal que T(f) =0, luego

lg®@f=1e® ) amq= (Za,,) lg = 0.
q q

Por lo tanto, notemos que si proyectivizamos a C[Q] de la manera usual el
producto de Dirichlet ® no estd bien definido para los elementos f tales que
T(f) = 0. Por lo tanto, definiremos una nueva proyectivizacién como sigue.
Consideraremos el conjunto

ClQ =ClQ - {feC[Q]:T(f) =0}
luego definimos nuestra proyectivizacion como la hipersuperficie,
PC[Q] 2 No [Q] =C[Q]" /C.
Proposicién 3.3. Dados f,g € C[Q] tenemos que
T(f)-T(g) =T(f®g9)=T(f®9).
Demostracion. Para la primera igualdad tenemos que
T(f)-T(g) = <Z) : (qu> = Z( > b> =T(feg).
q q q \aqi+g2=¢g

Ahora consideremos,

f= Zaqq—Zaqq+ao+Zaqq—f + fo+ fy-

q<0 q>0
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—S

Notemos que a cada f, le podemos asociar la serie de Dirichlet Dy = Z aqq

q>0
Luego la traza de la serie de Dirichlet Dy, asociada a fi es T'(Dy, ) = Dy, (0)
y considerando la identificacién de f; con Dy, tenemos que

T(Dyi@g.) = T(Dy,*Dg,)=(Dy, x Dy, )(0) =Dy, (0)x Dy (0)
= T(Df+)T(Dg+) =T(f+)T(g+)-

Dado f_ = Zaqq, definamos
q<0

- = Zaq‘ﬂa

lg|>0

luego f_ define una serie de Dirichlet D¢ , y ademds se cumple que T'(f-) =

T(f_) entonces T(f_ ©9_) = T(f- ®§.) = T(F)T(3-) = T(f_)T(s_). De
manera analoga se tiene que T(f- ® g4+) = T(f-)T(g9+).

T(fog) = T(f-+fo+fr)®(9-+90+3+))

= T(f-®@9-)+T(f-®g0) +T(f- ®g4)
+T'(fo® g-) +T(fo® go) + T(fo®g+)
+T(f+ @ g-) + T(f+ ® go) + T(f+ ® g4)

= T(f-)T(9-) +T(f-)T(g0) + T(f-)T(9+)
+T(fo)T(9-) +T(fo)T(g0) + T(fo)T(9+)
T(f+)T(g9-) +T(f+)T(g0) + T(f+)T(9+)

= T(f-+ fo+ f+)T(9- +go+9g+)

= T(f)T(g).

O

Corolario 3.2. C[Q]" es cerrado con respecto a &, ® y la multiplicacién por
un escalar A € C*.

Demostracion. Consideremos f, g € C[Q]" de donde tenemos que T'(f)-T'(g) # 0
luego por la Proposicién 3.3 tenemos que T(f ®g) = T(f®g) # 0 lo que implica
que f®g, f®g e ClQ]". La multiplicacién por escalar se sigue de la linealidad
de T O

Corolario 3.3. Ny(Q) es un doble semigrupo con las operaciones &, ® induci-
das por C[Q]".

Demostracion. Por el Corolario 3.2, @, ® estan bien definidas en No(Q) y por
la Proposicién 3.1 tenemos la asociatividad. O

De manera anéloga tenemos que No(Z) es un doble subsemigrupo de No(Q).
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Proposicion 3.4. Ezisten dos monomorfismos candnicos

Q—No(Q) y Z<— No(Z)

Demostracion. El monomorfismo canénico de Q — Ny(Q) estd dado por el
mapeo q — [g], el cual es inyectivo ya que si tenemos dos elementos [¢] = [¢] en
Np(Q) esto implica que ¢' = Aq para alguna A\ € C distinta de cero y por lo tanto
q = ¢’ en Q. Restringiendo este monomorfismo a Z se tiene el monomorfismo
de Z — N()(Z) O

Nuevamente, como en la seccién anterior todas las Proposiciones pueden ser
reproducidas de manera similar si cambiamos a Q por un campo numérico K.
Lo cual nos da No(K).

3.3 El espacio N(K)

Dada K una extensién de Galois de Q y Ok el anillo de enteros de K, tenemos
una forma bilineal simétrica candnica en K visto como Q-espacio vectorial in-
ducida por la traza

(z,y) — Tr(xy).

La cual nos permite asociar a cada ideal fraccional i de K el Og-mddulo
dual

0 ={re K :Tr(zld) CZ}.

El cual es también un ideal fraccional de K. La nocién de dualidad se debe
al isomorfismo

0, — Homy (U, Z),
z = (y — Tr(zy)).
En particular si 4 = Ok, tenemos el Og-mébdulo
051 = Homz (Ox, Z).
Luego al ideal fraccional
0 =050 ={z € K:Tr(20k) C Z} D Ok,

lo llamaremos el diferente inverso de K [11]. Nétese que el diferente inverso

en general no es un anillo si no solo un Og-mdédulo finitamente generado, de

hecho b;{l es un anillo si y solo si este coincide con el anillo de enteros Ok
Consideremos el grupo circular,

St={z€C:|z| =1},
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con la topologia usual. Y sea G un grupo abeliano localmente compacto. Luego
un caracter de G se define como un homomorfismo continuo

x:G — St

El conjunto de caracteres de G forma un grupo multiplicativo con la op-
eracién @ (producto puntual) definida como (x ® n)(a) = x(a)n(a), que es
inducida por el producto de S!, y donde la identidad se define como el homo-
morfismo x(a) = 1 para toda a € G, el cual se denota como Char(G) (Ver
Apéndice C). Algunos ejemplos de grupos de caracteres son los siguientes.

Ejemplo 1. Char(Z) = S' = R/Z, de manera mas general, Char(Z") =
T"™ = R™/Z"™ como grupos topoldgicos. Ademds, por el Teorema de dualidad de
Pontryagin tenemos que,

Z" = Char(T") = {xn(z) = ™" " : N € Z",x € R"}.

Ejemplo 2. Sea K/Q una extensién de grado n,
R™ = Char(K) = {Xy(x) = 2miTrve) .y e KOO} .

Nétese que como K, es localmente compacto por el Teorema de dualidad de
Pontryagin su grupo de caracteres es isomorfo a s{ mismo como grupo topoldgico.

Teorema 3.2. Sea K una extension de Galois de Q. Entonces Char(Sg)
pose una sequnda operacion ®, para la cual tenemos la siguiente identificacion
canonica

Char(Sk) = K.

Ademds, si DI_(I = Ok, la operacion ® restringida a Char(Tg) hace de este un
subanillo de Char(Sk).

Demostracion. Consideremos un caracter x : SK — S1. Dado que Ko — SK
de manera densa entonces la restriccién de un caracter de S kK a Ko es de la
forma

x — exp(2miTr(yx)),

para algin y € K,. Ademds, x queda completamente determinado por su
restriccién a la hoja canénica Koo, X — X|k., ¥ por lo tanto el mapeo es
inyectivo. Por otro lado, el caracter y restringido a Ok C Sk, la completacién
profinita de O, se factoriza a través de un cociente finito. Es decir,

X|()K O — Ok /a— C,

para algtin ideal a C Og. Lo que significa que x se anula en a, i.e. @ C kery
luego para toda z € Sk, x(z+a) = x(z), lo que significa que x es constante a lo
largo de las fibras de la proyeccién Sk — To = Koo /a. Entonces la restriccién
de x a K., debe de ser de la forma,

Ky — Ty — C,
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lo que implica que y estd en {y € K, : Tr(q-a) C Z} . Ahora, afirmamos que:
STy € Ky y cumple que Tr(y - K) C Q entonces y € K.

Prueba de la afirmacion: Consideremos una base entera ajy,...,q, de K
y sea A la matriz invertible de n X n cuyos ij-elementos son de la forma
vj(a;), donde vy, ..., v, son los lugares de K. Luego por hipétesis Ay € Q",
o dado que A es invertible, y € A71Q". Como K es de Galois todas las en-
tradas de A pertenecen a K, por lo tanto y € K C K. Supongamos que
es falso, es decir, supongamos que y ¢ K. Luego existe algin automorfismo
o € Gal(K/Q) y una coordenada y, tal que o(y,) # Y- Sea AY el vector
columna (v(ay),...,v(ay,))T de la matriz A indexada por el lugar v. Luego

ZA”yV =q e Q"

La accién de o € Gal(K/Q) permuta los vectores columna A” en la ecuacién y
fija a g, pero no permuta las entradas de y. Luego existe un vector y’ # y para
el cual Ay’ = q. Lo que implica que el ntcleo de la transformacién asociada a
A es no trivial, lo cual es una contradiccién pues A es invertible. Por lo tanto
y € K ésea Im(x — x|k.,) C K.

Ahora consideremos « € K, arbitraria, entonces el caracter en K, definido
por exp(2miTr(ax)) se extiende a Sk. En efecto, por teorfa algebraica de
ndmeros [9], [11], existe un ideal entero a C Ok tal que - a C Og. Luego
el caracter exp(2miTr(ax)) desciende a un caracter en T, el cual compuesto con
la proyeccién Ko, — Ty nos da la extension de exp(2miTr(az)) a todo Sk. Por
lo tanto, el mapeo x — x|k, identifica canénicamente a Char(§ K ) con el grupo
abeliano (K, +). Luego la operacién producto de K induce un producto ® en
Char(Sk) via pull back.

Por tltimo, si 0" = Ok el mapeo x +— exp(27iTr(yx)) identifica a Char(T )
con Ok de modo que la restriccién de ® a Char(Tg ) es cerrada y le da estructura

de anillo al grupo de caracteres de Tk, el cual resulta isomorfo a Og.
O

El conjunto de caracteres x, € Char(G) forma un sistema ortonormal com-
pleto en L?(G, C) [18]. Luego para todo f € L?(G,C) existe una serie de Fourier
convergente de la forma

f = Z Qg * Xq»

g€ Char(G)
donde
o0 = (v ) = [ xo(w ) fw)du e
Ejemplo 3. Consideremos a Tk el toro de Minkowski con grupo de caracteres
Char(Tg) = {xm(z) = exp(2miTr(mz)) : m € 05'},

donde m se puede ver como un vector debido a la inclusién canénica que ex-
iste 0}1 — Ks. Donde Char(Tk) es un sistema ortonormal completo en
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L?*(Tg,C), y por tanto cada elemento f € L*(Tg,C) se puede escribir de la
forma,

flz) = Z amexp(2miTr(mz)),

mevy

Otro ejemplo es el caso de L? (SK, C) para el cual cada f(&) se puede repre-
sentar como
F@) = agxq(@),
q€K

donde x, € Char(Sk) v {a,} € I2.
Lema 3.1. L?(Tg,C) es canénicamente un subespacio de L*(Sk, C).

Demostracion. Notemos que como estamos en un espacio de Hilbert, la suma
2 2 - . .

I fII” = 3" lag|” converge con respecto a cualquier subconjunto bien ordenado

de fndices de K. Luego podemos identificar a L?(Tx,C) con el subespacio de

L?(Sk, C) cuyas series de Fourier satisfacen que a, = 0 para ¢ ¢ 0. O

Notemos del Ejemplo 3, que no es posible expresar a los elementos de
L2(Sk, C) en términos de la funcién exponencial como en el caso de L(Tg, C).
No obstante, si restringimos f a K, la cual como vimos en el capitulo anterior
es una hoja densa de Sk, podemos identificar a x,(z) = exp(2riTr(qz)) = 77,
y escribir a f como una L? serie de Puiseaux,

f(n) = Z aqn?.

qeK

Definicién 5. Sea K/Q una extensién de Galois y sea f,g € L*(Sk,C) los
cuales se puede desarrollar como: f = > agXq, 9 = > bgxq- Entonces, defin-
imos el producto de Cauchy como la L? extensién del producto puntual de
funciones continuas, el cual estd dado como:

VS 3] [ SE I
q q1+q2=q
siempre que la suma de la derecha sea convergente en L2 (S x,C).

Dado f € LQ(SK, C) denotaremos por Domg (), al conjunto de g € Lz(SK, C)
para los cuales f @ g estd definido.

Proposicion 3.5. Eziste un monomorfismo candénico con imagen densa de,
(C[K],®) < (L*(Sk,C), ®).

Demostracion. Consideremos el mapeo dado por:

> aga Y agn’,

qeK qeK
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de C[K] < L2(Sk,C), el cual induce el monomorfismo que deseamos. Ademas,

el mapeo es denso ya que cualquier serie finita Z aqn? tiene asociado un rep-
q
resentante Zaqq en C[K] y dado que series finitas son densas en L2(Sk, C)

q
hemos probado la Proposicion. O

Recordemos del Teorema 3.2 que, X, ® Xq = Xpg- En notacién exponencial
P @nl =n?® = (n?)? = (n?)?, donde podemos notar que este producto cor-
responde a la composiciéon de funciones usual n? o n9, luego podemos definir el
siguiente producto.

Definicién 6. Sea K/Q una extensién de Galois y sea f,g € LQ(SK,(C) los
cuales se puede desarrollar como: f = > agxy, § = Y. bgXe. Definimos el
producto de Dirichlet como:

f®g= Z ( Z aqlqu> Xa»
q q192=¢
siempre que la suma de la derecha sea convergente en L2 (S x,C).

Proposiciéon 3.6. Eziste un monomorfismo candénico con imagen densa de
Demostracion. La prueba es analoga a la prueba del Teorema 3.5. O

De manera similar, como en el producto de Cauchy, dado f € LQ(SK,(C)
denotaremos por Domg (f), al conjunto de g € L?(Sg, C) para los cuales f ® g
esta definido.

Teorema 3.3. Dado f,g € L2(SK,(C) N Ll(SK7(C) tenemos que f O gy f®g
estdn en L*(Sk,C) N L' (Sk, C).

Demostracion. Usando la desigualdad de Schwarz !

2 2 2 2 2 2
If@gly=1[fgls < Z ( Z |ag,|” [bgs | ) < Z |ag,|” [bg, |
q

q1+q2=q q1,92
2 2 2 2
:Z‘am‘ Z‘bq2| :qu‘ Z‘bq| < 0.
qQ q2 q q

yva que el producto de dos series absolutamente sumables es sumable. De la
misma manera,

La desigualdad de Schwarz dice que si f y G € L2?(G,C) entonces fG\fgﬂdu <
. 2 1/2 2 1/2
{Je 1 an} " {519 du} " 116,
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2 2 2 2 2 2 2
f®gly < Z Z |ag, |” |bg,|” < Z |ag,|” |bg,|” = Z |aq] Z |bg|” < oo
q

q 4q192=9q q1,92 q

O

Teorema 3.4. Eriste un conjunto denso P C L*(Sg,C) para el cual estd bien
definido el producto de Cauchy & y el producto de Dirichlet ®.

Demostracién. Sea P = Cy(Sk, C) el conjunto de funciones continuas de Sg en
C las cuales son densas en LP (S x,C) para todo p € N. Luego, cualquier elemento
f € Co(Sk,C) estaen L' (S, C)NL2(Sk, C), por lo tanto el producto de Cauchy
@ y el producto de Dirichlet ® estdn bien definidos en P = C’O(SK, C). O

Un conjunto A se dice que es un dlgebra parcial si A tiene estructura de
K-algebra con la excepcion de que la operacién ® que le da estructura de anillo
a A solo estd parcialmente definida.

Proposicién 3.7. L? (SK, C) tiene estructura de doble dlgebra parcial de grupos
con las operaciones @ y ®.

Demostracion. Es claro que bajo el producto de Cauchy & LQ(SK,C)7 es un
algebra parcial, pues coincide con el producto puntual de funciones el cual clara-
mente es distributivo y conmutativo con respecto a la suma usual de funciones.
Es claro que (L2(Sk, C), ®) tiene estructura de anillo parcial con elemento iden-
tidad 1g. Asi que solo verificaremos la conmutatividad y distributividad con
respecto a la suma usual.

(f @ g)(n) :Z< > b) ! =Z< > b) 17 = (g® f)(n).

q 4=4q192 q 9=4192

Luego el producto de Dirichlet es conmutativo siempre que f®g sea convergente.

Z ( Z ag, (bg, + CQ2)> n?

q 4=q192

Z ( Z a(I1bq2 + G’QICQQ)> 77q

q 4=q192

= f@g+fah,

f®(g+h)

siempre que el producto sea convergente. Por tanto, L? (S x, C) tiene estructura
de doble algebra parcial. O

Corolario 3.4. Ezxiste un doble monomorfismo candnico de dlgebras de grupo
C[K] — L*(Sk,C),

con imagen densa dado por el mapeo q — n.
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Demostracion. Tanto la existencia, como la densidad de la imagen del monomor-
fismo, se sigue de las Proposiciones 3.5 y 3.6. O

Dado que LQ(SK,(C) es un espacio métrico completo y C[K] es denso en
L?(Sgk, C) tenemos que L%(Sk,C) es la L?-completacién de C [K].
Notese que si restringimos el mapeo g — n? a 0]_(1 tenemos el monomorfismo

C[0x'] = L*(Tk,C).
En particular si 0;{1 = Ok entonces tenemos que
C [OK} — L2(TK,(C).

Por otro lado, podemos hablar de la proyectivizacién de LQ(S x, C). Definiendo
L*(Sk,C)* = L*(Sk,C) — {f TTr(f) =) ag= o} :
q
y entonces tenemos que
N(K) = L*(Sk,C)*/C*,

Proposicién 3.8. N(K) es un doble semigrupo parcial con respecto a & y .

Demostracion. Sabemos que T(f)T(g) = T(f ® g9) = T(f ® g) lo cual nos
muestra que el producto de Cauchy @ (resp. el producto de Dirichlet ®) de dos
elementos f,g € N(K) con traza distinta de cero tiene traza distinta de cero,
siempre que f@® g (resp. f®g) sean convergentes. Luego el producto es cerrado.
Ademais, es claro que cumple las propiedades de semigrupo parcial con respecto
a @y (resp. ®) heredadas de L(Sk, C). O

Proposiciéon 3.9. Eziste un monomorfismo candénico
K — Ny(K) — N(K),
donde No(K) tiene imagen densa en N(K).

Demostracion. El monomorfismo dado en el Corolario 3.4, ¢ — n?, de C[K] en
L?(Sk,C) induce un monomorfismo de clases [q] — [9] de No(K) en N(K) el
cual tiene imagen densa. O

Consideremos ahora el caso particular en que K = Q y consideremos f, g €
Cy(Tq,C) C CO(SK, C) con a,, = b, = 0 para n < 0. Luego de teoria analitica
de numeros tenemos que f y g definen, via una transformada de Mellin, las
series de Dirichlet convergentes para R(s) > 0,

o
Df(y) = Z ann—27riy = Z ann—s’
n n=1
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Dg(y> = Z bnn_me = i byn”?,
n n=1

cony€Ry
Dygg = Dy * Dy,

el producto usual de series de Dirichlet [15]. Esto nos muestra que N(Z)
con el producto de Dirichlet codifica la aritmética de las series de Dirichlet,
las L-funciones y las funciones zeta convergentes (salvo traslaciones) de teoria
analitica de nimeros clésica.

3.4 Espacios de Hardy

Sea é)’@ el solenoide hiperbolizado asociado a Q, el cual como vimos es una
laminacién cuyas hojas densas L son isomorfas al disco de Poincaré. Diremos
que una funcién continua F : Gg — C es holomor fa si su restriccién a L (F|)
es holomorfa para cada hoja L. De manera equivalente dado que todas las
hojas son densas, F' es holomorfa si su restriccién a la hoja canénica Hg, (F|m)
es holomorfa.

Para cada elemento ¢ € (0,00) consideremos So(t) € Sg = Sg x (0,00) el
subconjunto de puntos de é@ cuya coordenada imaginaria es igual a t. Dado
que Sg(t) = Sg podemos dotar a Sg(t) de una medida de Haar unitaria, luego
Vol(Sg(t)) = 1.

Ahora dadas F,G : é@ — C podemos definir el siguiente producto interior
hermitiano

(F,G),= | FGdp.
So(t)
Definicién 7. El espacio de Hardy asociado a Q es el espacio de Hilbert definido
como

Har [Q] = {F : é@ — C: F es holomorfa y sup, (F, F), < oo}7

con producto interior (-,-) = sup;, (-, .>t_

Notemos que dado F € Har[Q], F tiene un L2-limite definido en casi
todo punto cuando ¢ — 0 (i.e. salvo un conjunto de medida cero)[18]. Luego
lim¢_o F'(z +t) = OF (z) define un elemento frontera

OF := f € L*(S,C).

Ahora utilizando el desarrollo en series de Fourier valido aqui podemos es-
cribir la restriccién F|g, como sigue,

Flu, = Z aqexp(2miq - z) = Z aq(exp(2migz)exp(—2mwqy)) = Z agg?,
q q q
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donde ¢ = €2™%* la proyectivizacién de 7. Definimos el cono positivo en R, como
el conjunto de las y tales que y > 0.

Luego notemos que las series anteriores definen un elemento de Har [Q] si
aqg = 0 para toda ¢ que no este contenida en el cono positivo en R. Luego se
sigue que [|F'|| = 3_, |aq|, donde [|-[| denota la norma de Hardy, lo que implica
la siguiente Proposicion

Proposicién 3.10. El mapeo F' —— OF induce una inclusion isométrica de
espacios de Hilbert. .
Har [Q] — L*(Sq, C).

Una idea natural después de esta discusion seria el intentar tratar de con-
struir una especie de extensién holomorfa de Q a partir de Har [Q]. Lo cual
es necesario para poder describir todos los elementos de LQ(S, C) como limites
(elementos frontera) de funciones holomorfas.

Sea D C C un dominio, diremos que una funcién f : D — C es antiholomor fa
en Dsi f: D — C es holomorfa en D.

Luego podemos notar que para cada funcion F' : é@ — C de Har [Q] podemos
tomar su conjugada F : é@ — C la cual al restringirla a Hg también tiene un
desarrollo de Fourier

Flu, = Z aqexp(2miq - Z) = z agé?,
q q
donde £ = 2™, La cual es convergente si a, = 0 para todo ¢ > 0 luego estas
funciones definen el espacio de Hardy de las funciones antiholomorfas (las cuales
estan definidas en el plano inferior H™ = R x (—00,0) el cual es inducido por el
mapeo conjugacién (+) : H — H™) el cual denotaremos como Har_ [Q].

Luego a estos dos espacios los podemos indexar por el grupo de signos
{+,—} & Z/27Z. Esta forma de ver a los indices nos serd de gran utilidad
cuando extendamos la nocién de espacios de Hardy para un campo numérico
arbitrario.

Para fijar notacién a partir de ahora denotaremos por F (F_) a los elemen-
tos de Har, [Q] = Har [Q] (resp. Har_ [Q]) y Fj a las funciones tales que aq = 0
para toda g # 0. Luego cada elemento f € L2(SQ,(C) queda completamente
determinado por elementos de los espacios de Hardy antes definidos.

Corolario 3.5. Cada elemento f € L*(Sg, C) determina una terna (Fy, Fy, F_)
donde

o Fy =3 . oaqexp(2miq - z) € Har [Q)],
e [h=ap€Cuy
o FL =3 _asexp(2mig- z) € Har_ [Q)].

i.€.
L*(Sg,C) = Har, [Q] = Har, [Q] & C & Har_ [Q)],

donde el producto interior es la suma directa de los productos en cada sumando.
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Una funcién f: Q — C, con Q2 € C", es holomor fa si paracadaj=1,--- ,n
y cada 21, -+ ,2j—1, Zj+1," " , %n, la funcién
v f(zlv"' y Zj—157s Zj4+1" " 72’"),

es holomorfa en el sentido clasico de una variable en el conjunto

Q(Zla"' y Zj—1yZj4+1," " 7Zn) :{VEC(Zlv y Zg—157Ys Zj4+1s" 7" aZ’!l) EQ},

[26]. Consideremos K/Q una extensién finita de Galois. Diremos que F :
Sx — C es holomorfa si su restriccién a cada hoja L (las cuales son isomorfas al
polidisco de Poincaré definido como el conjunto {z € C: |z;| <1, j=1,--- ,n})
es holomorfa. En otras palabras F es holomorfa si su restriccion a la hoja
canénica Hy es holomorfa. Luego dado un vector ¢ € (0,00)" tenemos que
Sk (t) = Sk se puede dotar de una medida de Haar y unitaria a Sk (t), entonces
Vol(Sk(t)) = 1 y podemos definir el producto interior de F,G : G5 — C como

(F,G), :/ FGdy.
Sk (t)
Luego el espacio de Hardy asociado a K se define como:
Har [K] = {F : Sk — C: F es holomorfa y sup, (F, F), < oo} ,

con producto interior (-,-), = sup; (-, "),

De manera similar dada F' € Har [K], esta tiene un L? limite definido para
casi todo punto cuando ¢t — 0. Luego este limite define un elemento frontera
OF € L2(Sk,C).

Si K/Q es real podemos considerar el siguiente desarrollo en series de Fourier
para los elementos de Har [K].

F‘HK = Z aqexp(QWiTr(q ' Z)) = Z Qg H(eXP(QWquxu)eXp(—277(11/3/1/)),

q v

luego podemos abreviar como sigue
= § q
F‘HK = aqf 3
q

donde & = exp(27iTr(z)). Nuevamente tenemos que una serie de este tipo define
un elemento de Har [K] si a, = 0 para todo ¢ que no estd contenido en el cono
positivo en K. Luego tenemos el encaje

Har [K] — L?(Sk, C).

Tratando ahora de construir a partir de Har [K] una especie de extensién
holomorfa de K, siguiendo la analogia con el caso de QQ, podemos remplazar
nuestro grupo de signos {+,—} por el grupo © = {+,—}" = (Z/2Z)" y es-
cribimos Cx = Koo ®r C 2 R" @ C = (R ®g C)™ = C™ donde cada elemento
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lo podemos ver como z = (x1 + iy1, - ,&n + iyn). Luego, para cada 0 € O,
definimos

HY, = {z ¢ CK : (sign(y1),- - ,sign(y,)) = 6} .

Ahora asociaremos a 6 un mapeo conjugacién ¢y : Cx — Cg tal que las
coordenadas de cg(2) = 2’ satisfacen que 2’ +1iy = x;+0;iy; paraj =1,--- ,n.

Proposicion 3.11. El mapeo conjugacion satisface que
Cp, © Coy = CO,0,-

Demostracion. Consideremos z € Cg. Entonces

co, © o, (2) = cp, (x5 + (601)5iy;)) = (x5 + (02);(01)5iy;)) = co,0,(2)-
O

Sea K el conjunto de elementos ¢ cuyas coordenadas con respecto a la
inclusién K — K, satisface que (sign(q,,),- - ,sign(q,,)) = 6.

Ahora observemos que para los K, tenemos una especie de producto el cual,
sigue la siguiente regla de multiplicacion,

K% K% c K%%.

Proposicién 3.12. Sea K/Q una extension de Galois real. Entonces para toda
pareja de signos 01,0, € O,

K% . K% = g%,

Demostracion. Solo falta verificar una contencién, para esto vasta checar el
caso en que K = Q. Consideremos a z € Q%1% luego es claro que z se puede
descomponer como x = ab donde a € Q% y b € Q%2 luego = € Q% - Q% con lo
que se tiene la otra contencion, de manera similar se prueba el caso para K una
extensién real. O

De aqui se sigue que cada elemento f € L2(Sk,C) determina una (2" + 1)-
tupla (Fy; Fp), donde para cada 6 € O, Fp : G — C se define como una
extension a Gk de las siguientes funciones en H :

Fy(z) = ) agexp(2miTr(ges(2))) = Y aqleo(€)),

geK?® geK?

donde ¢y(§) = exp(2miTr(cg(z))). El término andlogo Fy del caso de Q es la
funcién constante ag.

A las Fy las llamaremos funciones 6-holomor fas y denotaremos por Harg [K]
al espacio de Hardy de las funciones #-holomorfas.
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Teorema 3.5. El espacio de las (2" + 1)-tuplas

L*(Sk,C) ~ Har, [K] = (EB Harg [K]) ®C,

es un espacio de Hilbert graduado cuyo producto interior es la suma directa de
los productos interiores en cada sumando.

Como en el caso de Q nosotros denotaremos por Har [K] al sumando de
Hare [K] con 8 = (+,- -+ ,+), el cual podemos notar es el espacio de Hardy de
funciones holomorfas en & k en el sentido ordinario de holomorficidad.

El producto de Dirichlet ® se define de manera natural en Har, [K] via
una extension de frontera, es decir, F' ® G se define como el tnico elemento de
Har, [K] cuyo limite (frontera) es OF ® 0G, siempre que este definido.

Proposicién 3.13. El producto de Dirichlet se descompone en Hare [K] como
Stque:

(FRG)y= Y Fy @Gy,
6=0162

(F & G)O = F(O)Go + G(O)F() - F()GQ.
Demostracion. Dado F' = Z ag(§)?y G = Z by (€)Y,

qEK qeEK
(F®G)= Z ( Z aqlbq2> &4
geEK? \q=q1q2

Luego por la Proposicién 3.12 tenemos la descomposicién K¢ = K902 = 0 .
K7 de donde se sigue que:

(F®G)g = Z Fp, ® Gy, .
0=0165

Para la segunda parte y por simplificar calculos consideremos el caso en que
K =Q y tomemos el producto.

(F®G)o= Z < Z aqlb%) &,

q=0 \¢=q1q2

Luego si ¢ = 0 tenemos que ¢ = 0 y entonces g puede tomar cualquier valor
de g, o que g3 = 0 y ¢1 puede tomar cualquier valor de ¢ luego tenemos que

(F ® G)o = Z aqlbo + Zaoqu — aobo = F(l)GQ + G(l)Fo — F()Go.

q1 q2

donde restamos el término agby ya que al correr q; y g2 sobre todo ¢ el término
apbg aparecia dos veces. O
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Nota 1. El producto de Cauchy @ se define de manera andloga al producto
de Dirichlet via una extensién de frontera. Sin embargo, notemos que el pro-
ducto de Cauchy @ no respeta la graduacién en Har, [K], en el sentido de la
Proposicién 3.13. Por ejemplo: sea K = Q y tomemos, F = £71 y G = £ 4 £2.
Luego

(FoG)=E"0E+))r=(("o)+E o)) =1+¢
Por otro lado
FioG +F G =08+ +ta0=0.
Luego (F&G)y #FL &G, +F_aG_.

Ahora, consideramos el caso cuando K/Q es complejo, dada F € Har [K],
esta tiene un L? limite, definido para casi todo punto, cuando ¢ — 0. Luego
este limite define un elemento frontera dF € L2(Sg, C).

Luego como en el caso real tenemos un desarrollo en series de Fourier para
F' como sigue:

Fla, = Y agexp(2miTr(q- (w)))
= Z aq H(exp(47riRe(quzM))exp(—47r1m(q“b“))).

q I3

El cual abreviaremos como
Flu, = E aqgs?,
q

donde ¢ = exp(27iTr(w)). Entonces tenemos que una serie de este tipo define
un elemento de Har [K] si a, = 0 para todo ¢ que no estd contenido en el cono
positivo en K. Aqui, el cono positivo de K, se define como el conjunto de
las z para las cuales (z,,z,) € B x B para cada lugar p. Luego tenemos el
monomorfismo

Har [K] — L*(Sk, C).

A fin de extender la idea de construir a partir de Har [K] una especie de
extensién holomorfa de K. Tenemos que hacer algunas modificaciones al grupo
de signos para que nuestra graduacién sea compatible con los lugares complejos.

Primero, conservaremos los signos que teniamos para el caso real

0= {7a+}s7

pero solo consideraremos s factores donde s = n/2, con n el grado de K sobre
Q. Lo cual nos ayuda a dotar de un signo (o signar) a los ejes reales. Ahora
para los ejes imaginarios consideraremos el siguiente conjunto de signos.

V=0 = {—v= V7).
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Ahora, considerando a todos estos signos juntos tenemos
@C - {ﬁ? _7 _ﬁ’ +}S )

la cual claramente tiene estructura de grupo con el producto multiplicacion
de signos y elemento identidad +. Diremos que z € (R U4R) — 0 tiene signo
V=, —, —+/—,+ si z perteneces respectivamente a iR, , —R ., —iR, R,. Luego
a Oc lo llamaremos el grupo de signos singular.

Ahora para los puntos que no estdan en RUiR, introduciremos el grupo ciclico
de signos complejo de orden 4

{V—€,—€6,—vV—€,+€},

el cual es isomorfo al grupo Z/47Z, luego diremos que z € C— (RUR) tiene signo
complejo /—e€, —€, —y/—€, +€ si z pertenece a B, —B, —iB, B respectivamente.
Luego podemos definir

Q = (=6, —e, /=6, +¢} .

El cual tiene estructura de grupo equipado con una accién dada por ©¢ donde
s se entiende como la potencia con respecto a la operacién suma directa de
grupos.

Ahora consideremos el siguiente isomorfismo

5:0 — O¢,

dado por ”borrar” u ”olvidar” el simbolo e.

Como en el caso real nosotros podemos escribir Cx = K, ®g C = C", cuyos
puntos ahora podemos expresar como: w = ((z1,b1),- -, (25, bs)).

Para cada w € €,

% ={w € Ck : (sign(by), - ,sign(bs)) = w}.

Como en el caso real podemos asociar a cada w una mapeo conjugacion
¢, : C, — C,, donde las coordenadas de ¢, (w) = w’ satisfacen que

(lec’ b;c) = (Zkv wkbk)»
para k =1,---,s. Luego como en el caso real tenemos la siguiente Proposicién.
Proposicion 3.14. El mapeo conjugacion satisface que
Cwy O Con = Coyuws-
Demostracion. La prueba es analoga al caso real. O

Denotemos por K“ los elementos g cuyas coordenadas con respecto a la
inclusiéon K — K, satisfacen que:

(Sign(qm), T 7Sign(qu)) =w.
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Cabe notar que si ¢ € K¥, ¢ ¢ RUR. A diferencia del caso real la multi-
plicacion graduada complexificada se comporta de la siguiente manera,

K@ K92 C K992 UK UK @)

En este caso podemos escribir

R(K“ - K92) i= (K- K2) 0 K12,

la "parte real” de la graduacién,

(K- K@) i= (K1 - K¥2) NiK“1%2,

la ”parte imaginaria” de la graduacién, y por tltimo

%@C(le _sz) = (K“’l _sz) mKﬁ(UJ]UJg)’
la ” parte singular” de la graduacién.

Proposicién 3.15. Sea K/Q una extension de Galois compleja. Entonces para
toda pareja de signos wi,ws € €1,

K“' - K92 = K992 UiK@1@2 U Ko@),

Demostracion. Notemos que solo nos falta probar una contencién. Para esto
como en el caso real, basta estudiar el caso en que K/Q es de grado 2. Consid-
eremos a © € K« UjK“1w2 JiK5“12) v veamos que este z puede descom-
ponerse como x = ab con a € K“' y b € K¥. Supongamos que z € K“1“2
escribiendo z, en notacién exponencial

x = re'® = gtetlarta) = getorpgioz

donde es claro que se’® € K“ y te’®? € K“2. De manera analoga se prueba
para los casos cuando z € iK¥1%? y ¢ € K5(@iw2), O

De aqui se sigue que cada elemento f € L2 (SK, C) determina una (4% 4 2 -
2% +1)-tupla (F,; Fy; Fy), donde para cada w € Q, F,, : G — C se define como
una extension a Gk de las siguientes funciones en Hg

Fo(w)lie = ) agexp(@miTr(qe,(w)) = Y aqlew(),

qeEKv qgeEK™¥

donde ¢, () = exp(2miTr(c, (w))) y el stmbolo (¢, (s))? es entendido en el sentido
de multi indices. A las F,, las llamaremos funciones w-holomorfas y Fy =
ap es la funcién constante como en el caso real. Para el caso de las Fy, que
llamaremos funciones #-holomorfas, notemos que estas son constantes en alguna
de las variables u, v. Luego diremos que Fy es degenerada en el sentido de que
estas se reducen a funciones de u o v separadamente.

Aqui tenemos que para el morfismo conjugacién se tiene que ci(u) =

U,
c—(u) = 14, la cual es la conjugacién usual para la variable u, y ¢ —(v) = v,
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C_\/:(’U) = —s + iy la cual podemos interpretar como la conjugacién del plano
—iH? en el plano {H2. Por lo que, podemos definir las multiconjugaciones ¢y,
con 0 € O¢, en el sentido obvio coordenada a coordenada. Luego tenemos la
siguiente representacion de las funciones #-holomorfas. Para 6 € O,

Fp(w) = Z agexp(4miTr(q - co(u))),
geK?

y para 0 € \/—0,

Fp(w) = Z agexp(—4nTr(q - co(v))),

Como en el caso real aqui también tenemos los espacios de Hardy Har,, [K]
y Harg [K] de funciones w-holomorfas y 6-holomorfas respectivamente.

Teorema 3.6. Fl espacio de las (4° + 2 - 25 + 1)-tuplas
L*(Sk,C) = Har, [K] = (@ Har,, [K}) @ (@ Hary [K}) ® C,
weN €O

es un espacio de Hilbert graduado cuyo producto interior es la suma directa de
los productos interiores de cada sumando.

Denotaremos por Har [K] al sumando de Har, [K] parael cual w = (4,--- ,+)
el cual es, como en el caso real, el espacio de Hardy de funciones holomorfas en
el sentido usual de holomorficidad. De manera analoga definimos el producto
de Cauchy y el producto de Dirichlet en Har, [K], via extensiones frontera.

Cuando wyws = w y dado F, G € Har, [K], escribiremos

R(Fo, ® Go,),

para la proyeccién de F,,, ®G,,, en la subserie indexada por g € (K- K*2)

S(Fo, ® Guy),
para la proyeccién de F,,, ®G,,, en la subserie indexada por g € S(K“t-K“2).

Proposicién 3.16. Dado K/Q una extension de Galois compleja y F,G €
Har, [K], tenemos la siguiente descomposicion,

(FOGu= > R(F,0GCu)+ >  S(FyeGuy)

wW=wiwz w=v—wiw)

+ Y (Fo ®Go) + (Fyr @ Gur)).

w=w'0’
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De manera similar para los O¢ signos,

(FeG)y= Z (Fo, ® Go,) + Z %@C(FW1®GW2)
6=0162 9:\/:5(0.)10.)2)

(F®G)o = F(0)Gy + G(0)Fy — FoGo.

Demostracion. Consideremos F'=3_ aqc?y G =} byc?.

(F®G)‘*’: Z < Z alhqu> gq.

qeK“ \qi192=¢q

Luego los valores de los indices g1 y g2 son tales que cumplan la propiedad de
que qi1g2 € K*.

Por la descomposicién de K“' - K*2 de la Proposicién 3.15, ¢; y g2 tienen
que estar ya sea en la parte real o en la parte imaginaria de K“* - K“2, ya que
la parte singular solo contiene elementos que estdn en algiin K9, los cuales no
son de nuestro interés aqui.

Primero para la parte real de la graduacién, se tiene que ¢ = q1q2 € K“1“2 =
K% lo cual nos da el factor

> R(F, ©Gu,).

wW=wiw2

Ahora si w = v—wiws y ¢ € (K - K“1) tenemos que ¢ € iK“1%2 C
KV—w192 — K% de donde tenemos el factor,

> S(F,, ©Gu,).
w=v—wiws
Notemos sin embargo que debido a la accién de O¢ en () tenemos elementos
0’ € ©¢ que cumplen #'w’ = w, lo cual nos da el Ultimo factor de la suma

> (Fuwr ® Go) + (For © Guy)) s

w=w’’
Para la segunda parte el primer factor
> (Fy, © Goa),
0=010,

se obtiene de manera andloga al caso real. Sin embargo, debido a la parte
singular de la descomposicién de K“! - K“2 hay elementos ¢; € K“! y ¢ € K“?2
tal que q1g2 € iK% = KV~ los cuales nos dan el factor

Z Sec (Fw1 ® Gw2)~
9:\/j5((.d1(.u'2)

Por dltimo, la tercera parte se prueba de manera analoga a la del caso
real. O
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Notemos que para cada K real o complejo tenemos una subdoble algebra
parcial Har, [O| C Har, [K] definida por las series de Fourier indexadas por
elementos de Of. En particular si 93" = O los elementos de Har, [Ox] cor-
responden a las funciones holomorfas graduadas en el toro de Minkowski hiper-
bolizado Tk .

Teorema 3.7. Sea K/Q una extension de Galois. Entonces Hare [K| es un
espacio de Hilbert equipado con una estructura de doble C-dlgebra parcial con
respecto a las operaciones & y ®. FEn particular cuando 01}1 = Ok el cor-
respondiente subespacio de funciones del toro de Minkowski hiperbolizado T,
Har, [Ok] es un subespacio de Hilbert de Hare [K], el cual es una doble C-
subdlgebra parcial.

De manera andloga al Corolario 3.4 tenemos un monomorfismo con imagen
densa
C|[K] — Har, [K].

Ahora si definimos T'(F) = F(0) un mapeo de Har, [K] — C tenemos nue-
vamente el mapeo de aumentacién, luego podemos definir

Har, [K] = {F € Har, [K]: T(F) = 0},
y por lo tanto una proyectivizacion
No(K) = Har| [K] /C",

la cual es isomorfa a N(K).

Luego siguiendo la filosofia de las Proposiciones 3.8 y 3.9, tenemos que N, (K)
tiene estructura de doble semigrupo parcial con los productos de Cauchy y
Dirichlet. Ademas, se tiene el siguiente monomorfismo canénico

K — No(K) — No(K),

donde Ny(K) tiene imagen densa en N, (K).

3.5 Campos de Numeros No lineales

La palabra no lineal (segin [1]) proviene del hecho de la no linealidad del
producto de Cauchy y el producto de Dirichlet vista en el Teorema 3.1.

Definiciéon 8. Un Campo de niimeros no lineal es un doble semigrupo
parcial topolégico abeliano S con respecto a dos operaciones @ y ® tales que
cumple las siguientes condiciones

i) Existe un campo numérico K y una inclusién densa del doble semigrupo
i:NY[K]— S

donde i([f] & [g]) = i([f]) @ i([g]) y i([f] @ [g]) = i([f]) ®i([g]) , siempre
que [f]D[g] v [f]®[g] estén definidos.
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11) La identidad lg es el aniquilador universal para ® i.e. para toda F' € S,

A la cerradura O de la imagen de i(N°[Ox]) la llamaremos Anillo de
Enteros No lineal.

De manera inmediata de la definicién de campo de nimeros no lineal y de
la discusién anterior tenemos.

Teorema 3.8. Dado K un campo numérico, tenemos que N [K] es un campo
de ndmeros no lineal y N [Ok] es su anillo de enteros no lineal.

Una primera aproximacién a tratar de hacer aritmética en los campos de
nameros no lineales seria estudiar las unidades con respecto a alguno de los
productos, para el producto de Cauchy & tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.17. El grupo de unidades de Cauchy N(K)é es un subconjunto
denso de N(K).

Demostracion. Consideremos el caso de K = @, como hemos visto,
L?(Sq, C) = Har, [Q] = Har, [K] ® C @ Har_ [K],

el cual contiene como subconjunto denso a Har" [K]@C*@Har?" [K] el conjunto
de las funciones analiticas reales las cuales tienen como subconjunto denso a las
funciones analiticas libres de cero las cuales son invertibles. Entonces, tenemos
un conjunto denso de elementos invertibles de L? (SQ,(C). Luego, tomando la
proyectivizacién N(K) la densidad es preservada luego tenemos lo requerido.
Un argumento anélogo se sigue para K arbitrario. O

El estudio de las unidades de Dirichlet es mas complicado y estudiaremos
estas de forma un poco mas detallada en el siguiente capitulo.

Una de las ideas méas importantes en la teoria algebraica de ntimeros es la
construccién del campo de fracciones del anillo de enteros. Desafortunadamente
en los campos de nimeros no lineales no es posible reproducir fielmente este
hecho, no obstante, el siguiente resultado muestra que existe un subconjunto
denso P de N(K) donde P funciona como una especie de campo de fracciones
de N(OK)

Teorema 3.9. Sea K/Q una extension de Galois. Entonces hay un subconjunto
denso P C N(K) tal que para todo [F] € P. Existe [G] € N(Og) tal que

[G]® [F] € N(Ok).

Demostracion. Consideremos a N (K) sy, el subespacio asociado a las funciones
cuyos coeficientes de Fourier son indexados por ¢ en algin ideal fraccional
aflOK C K.

Sea T, el toro de Minkowski asociado a a, i.e. Ty = K, /a. Al cual podemos
asociar el toro hiperbolizado ¥, y el doble subsemigrupo N(a). Luego por
definicién de a~!

at={acK:aaCOg},
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tenemos que dado [F| € N(K)y;, cuyos coeficiente de Fourier son indexados
por a~ 1Ok, basta considerar un elemento [G] cuyos coeficientes no cero estén
indexados por a, es decir, tenemos un [G] € N(a) tal que [F|®[G] € N(Og). O
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Capitulo 4

Aritmética No lineal

Una cuestién fundamental en la teoria de nuimeros, es la aritmética de la es-
tructura estudiada, en nuestro caso la aritmética de los campos de nitimeros
no lineales. En este capitulo, y apoyados en la teoria de series de Dirichlet
trataremos de construir una teoria de unidades en el caso particular del anillo
de enteros no lineal N(Z). Lo que nos dard algunas nociones primitivas de la
aritmética los de enteros no lineales.

4.1 Funciones Aritméticas y Series de Dirichlet

El material que aparece en esta seccion es clasico en teoria analitica de ntimeros.
Luego, los detalles sobre los puntos tratados en esta seccién pueden ser consul-
tados en [15].

Una funcion aritmética f, se define como una sucesién de niimeros reales
o complejos, t.e. f: N — C.

Un ejemplo de estas, es la funcién ¢ de Euler la cual se define mediante

on)={m:0<m<n, (mn)=1}.

Otro ejemplo, es la funcién p de Mobius la cual es definida por la siguiente
relacién

1 sin=1,
pw(n) = (—1)k sin = pips---pr, con p; distintos ,
0 en otro caso.

Dadas dos funciones aritméticas f y g definimos la convolucion de Dirichlet
f * g como la funcién aritmética h, la cual esta dada por la siguiente ecuacion

hn) = 3 Fd)g(%).

d|n
Sean f, g, h funciones aritméticas luego, tenemos que
o frg=ygxT,

(0]
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o (fxg)xh=Ffx(gxh).

Ahora, si consideramos la funcién aritmética I definida como

Hm={1 sin=1,

0 en otro caso,

la cual llamaremos funcion identidad, se puede demostrar que,

Isxf=f«I=f

Teorema 4.1. Si f es una funcidn aritmética con f(1) # 0 existe una Unica
funcion aritmética f~1, conocida como la inversa de Dirichlet de f, tal que

fef Tt =ftep=
Mds ain, f~1 estd dada por la siguiente formula recursiva

7y = 7(11), ft(n) = —f_(il) El f (%) f~4d) paran > 1.
d|n
d<n

Esta formula es conocida como la formula de inversion de Mobius.
Corolario 4.1. Una funcion aritmética f tiene inversa si y solo si f(1) # 0.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que f tiene inversa y que f(1) =
0. Como f tiene inversa existe g funcién aritmética tal que

Fxg =" f(d)g(5) = hin) = I(n),
d|n

de donde se tiene que h(1) = f(1)g(1) = 1 paran = 1y h(n) = 0 para toda
n # 1. Por otro lado, de suponer que f(1) = 0 tenemos que f(1)g(1) = 0 lo cual
es una contradiccién. Reciprocamente, si f(1) # 0 tenemos por el Teorema 4.1
que existe f~! tal que f* f~! = 1. O

Si definimos la funcién aritmética u que llamaremos funcion unidad definida
por la ecuacién u(n) = 1 para toda n y usando la igualdad

> p(d) = I(n),
d

tenemos que la funcién de Mobius es invertible, pues
pwru=1I.
t.e. u y p son inversas de Dirichlet una de la otra.

Notemos que (f*g)(1) = f(1)g(1) luego, si f(1) # 0y g(1) # 0 tenemos que
(f % 9)(1) # 0, entonces el conjunto de las funciones aritméticas f con f(1) # 0
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forman un grupo con respecto a la convolucién de Dirichlet % y con elemento
identidad 1.

Un importante subgrupo de estas es el de las funciones multiplicativas.
Diremos que una funcién aritmética f es multiplicativa si f no es idénticamente
cero y si

f(mn) = f(m)f(n),
siempre que (m,n) = 1. Diremos que f es completamente multiplicativa si se
cumple que

f(mn) = f(m)f(n),

para toda m y n.

Notemos que el conjunto de las funciones completamente multiplicativas no
forman un grupo. Por ejemplo, consideremos la funcién unidad u definida como
antes. Esta, es completamente multiplicativa, pues

1 =u(nm) = u(n)u(m) =1,

para toda m,n. Luego, como vimos antes, su inversa es la funcién u(n) de
Mébius la cual no es completamente multiplicativa pues p(4) =0y u(2)p(2) =
1.

Por otro lado, se puede probar que una funcién multiplicativa f es comple-
tamente multiplicativa si y solo si f~1(n) = u(n)f(n) para toda n > 1.

Una series de Dirichlet se define como una serie de la forma

oo
an
2
n=1

donde {a,} es una sucesién de niimeros complejos, y s es una variable compleja
s = o + it. Notemos que cada funcién aritmética f determina una serie de
Dirichlet D¢(s) = > f(n)/n® y de hecho toda serie de Dirichlet es de estd
forma.

Teorema 4.2. Si la serie de Dirichlet Dy(s) converge para algin s = sg en-
tonces esta converge para toda s con Re(s) > oo donde oy = Re(so).

Suponiendo que las series de Dirichlet convergen para alguna s, si og es
el nidmero real mas chico tal que la serie converge para Re(s) > o( entonces
llamaremos a g la abscisa de convergencia. Luego la serie de Dirichlet converge
en el plano superior a la derecha de la linea 0 = o el cual llamaremos plano de
convergencia. Pero no converge para toda s con o < oy.

Dadas dos series de Dirichlet
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en el plano donde ambas convergen tenemos que

h(n).

Dj(s)Dy(s) = >
n=1
donde h = f * g es la convolucién de f y g. Conversamente si
Dy(s)Dy(s) = > _ aln)n™*,
n=1

estd definida para toda s de una sucesién {sx} con o — oo cuando k — oo,
entonces o = f x g.

Ahora mencionaremos algunos ejemplos de series de Dirichlet que usaremos
mas adelante. Sean

Duls) =) =3
n=1
y oo
DM(S) = Z MT(;L)v

dos series de Dirichlet, las cuales convergen absolutamente para o > 1. En-
tonces, si tomamos f(n) = u(n) y g(n) = p(n) tenemos que h(n) = I(n), luego

DL(D(e) = ¢y 30 A 3 L)y gy

n=1

Lo que nos dice que la funcién zeta de Riemann ((s) es invertible si o > 1. Y
que su inversa esta dada por la funcion

i pn)

De manera més general si suponemos que f(1) # 0, se tiene que existe
g = f~! la inversa de Dirichlet de f. Luego, si consideremos sus series de
Dirichlet asociadas

Dy(s)=> fnn™ 'y Dy(s)=> glnn*,
en el plano superior en el que ambas convergen absolutamente, entonces
Dy(s) #0 'y Dy(s) =1/Dy(s).

En particular, si f es completamente multiplicativa se tiene que f~' =
pu(n)f(n). Luego, si Ds(s) = > f(s)n~* converge absolutamente para ¢ > oy
entonces la serie Y p(n) f(n)n~° también converge absolutamente para o > oy,
pues |f~1(n)| < [f(n)], y tenemos que

, sl o > op.

o p(n)f(n) 1
nz::l ns ~ Dy(s)
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Diremos que una funcién aritmética x : N — C es un caracter de Dirichlet
modulo k, si satisface las siguientes condiciones

o x(1) #0.

o Sia=b(mod k) entonces x(a) = x(b).
o x(ab) = x(a)x(b).

o Si (a,k) > 1 entonces y(a) = 0.

Es claro que x es completamente multiplicativo. Luego para cada carécter,
se tiene la serie de Dirichlet

o~ X(n)
DX(S) = L(87X) = Z ns I
n=1
la cual tiene inversa dada por:
Saln L
n=1 nS L(S’ X) ’ .

Este tipo de series son conocidas como las series L de Dirichlet.
Sin embargo, cabe notar que no existe un criterio general para las series
inversas de Dirichlet en lo que respecta a convergencia.

4.2 Unidades No Lineales en N(Z)

Consideremos el conjunto de las series de Dirichlet
o0
Dy(s) = Zann_s , para o > 0.
n=1

luego podemos identificar a Ds(s) con un entero no lineal
o0
F= 3 e € Ny (@),
n=1

donde N, (Z) es Har [Z] proyectivizado lo cual nos permite estudiar a los ele-
mentos de N4 (Z) a través de las series de Dirichlet convergentes en o > 0.

Una primera cuestion, seria estudiar bajo que condiciones un entero no lineal
f es invertible con respecto ® en Ny (Z). Consideremos la funcién aritmética
f(n) = 1/n la cual define una serie de Dirichlet

Dy¢(s) = Z n~*=((s+1),

3=
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la cual, como podemos notar, es la funcién zeta de Riemann trasladada una
unidad hacia la derecha. Por lo tanto, como ((s) converge para o > 1 entonces
¢(s+1) converge para o > 0, luego ((s+1) define un elemento en N, (Z) C N(Z)
el cual denotaremos por ¢
o0
=
n=1

Proposicién 4.1. El entero no lineal ¢, es invertible en Ny(Z) C N(Z) y su
inverso estd dado por el nimero no lineal

S
9= Z b 2",
n=1

2"

S|

donde b, = pu(n)/n.

Demostracion. Consideremos la serie de Dirichlet
— p(n)

D = E ——n°

H(S) —~ n n 9

la cual es convergente para o > 0, pues de la teoria de series de Dirichlet sabemos
que Yo7 u(b)n% es convergente para o > 1. Luego esta, también define un
entero no lineal g € N1 (Z) dado por

— u(n) ,
g = 2"
25,

Ahora, considerando el producto (®g el cual podemos identificar con el producto
de Dirichlet de sus series de Dirichlet asociadas

RS DOEC ) FEE Sl DL I
d|n

n=1 d|n n=1

para o > 0. O
De manera mas general se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.2. Dado un entero no lineal f = > a,z™ donde a, es una
funcion aritmética completamente multiplicativa entonces f es invertible en
N, (Z) C N(Z) y su inverso estd dado por f=1 =" u(n)a,z".

Demostracion. De teoria de series de Dirichlet tenemos que dada Dy(s), la
cual converge para 0 > 0 y donde f es una funcién aritmética completamente
multiplicativa. Se tiene Dj;-1(s) la serie de Dirichlet asociada a la funcién
aritmética f~' = uf la cual es la inversa de Dirichlet de f que converge para
o0 >0y donde Dy-1(s)Ds(s) = 1. O
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Al conjunto de numeros no lineales que cumplen las propiedades de la
Proposicién anterior, lo llamares, el conjunto de unidades multiplicativas de
N, (7).

Por otro lado, es conveniente notar que podemos tener dos tipos de unidades.
Para esto definamos el producto @ como sigue: Dado

f=Zanz" e N(z)

nez

g= anz”

neZ

y g una serie de la forma

no necesariamente convergente, definimos

f®gzz< Z anlbn2> Z",

n ning=n

el cual no es necesariamente convergente, pero que sin embargo define una serie
formal.

Definicién 9. Diremos que f € N(Z) es unidad formal si existe una serie

9= Z b 2",

nez
no necesariamente convergente, tal que f @ g = 1g.

Definicién 10. Diremos que f € N(Z) es unidad no lineal si existe g € N(Z)
tal que f®g=1g.

Gracias a la teoria de series de Dirichlet nosotros tenemos una forma de
caracterizar las unidades formales en N, (Z) como sigue.

Teorema 4.3. Dado un entero no lineal f € N1(Z) de la forma y_," | a,z" es
unidad formal si y solo si aq # 0.

Demostracion. Sabemos que dada una serie de Dirichlet Dy (s) con f(1) # 0,
existe D;-1(s) donde f~! es la inversa de Dirichlet de la funcién aritmética f,
tal que Dy(s)Ds-1(s) = 1 en la interseccién de los planos de convergencia de
ambas series.

Reciprocamente, si Dy(s) es una serie de Dirichlet y supongamos por con-
tradiccién que f(1) = 0, entonces al hacer el producto de esta serie con cualquier
otra, por ejemplo Dgy(s), tendriamos que f(1)g(1) = 0 es decir tendrfamos que
el primer coeficiente del producto Dy(s)Dy(s) seria cero lo cual implica que
Dy(s)Dy(s) # 1 lo cual contradice el hecho de ser unidad formal. O

Nota 2. Notemos que dada una serie de Dirichlet Dy(s) = Y~ f(n)n™*, con
f(1) # 0, la cual converge para ¢ > 0 tiene inversa Dy-1(s) = Y. f~!(n)n~!
siempre y cuando esta también converja para o > 0, de lo contrario diremos que
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D¢-1(s) es solo el inverso formal de Dy(s), como vimos en el Teorema anterior.
Luego es claro que estas series forman un grupo pues el producto de dos series
convergentes en o > 0 converge para ¢ > 0. Luego los enteros no lineales
asociados a estas series de Dirichlet forman un grupo con ® el cual llamaremos
grupo de unidades no lineales positivas y el cual denotaremos por N, (Z)*.

Nota 3. De manera andloga podemos estudiar el caso para N_(Z) sin embargo
debemos notar que N_(Z)* no es un grupo pues dados dos nimeros no lineales
o0

o

de la forma f = Z a_nz "yg= Z b_,z"", tal que su producto de Dirichlet
n=1 n=1

este bien definido, tenemos que f ® g estd en N4 (Z). luego no podemos hablar

de un grupo de unidades en N_(Z).

Ahora estudiaremos un poco el caso cuando los elementos son no homogéneos,
los cuales son de la forma
E anz",

nez
donde existen nq > 0y ny < 0 con an, # 0 # ay,,, ademés ag puede ser distinto
de cero. Para esto estudiemos algunos casos particulares.

Ejemplo 4. El entero no lineal inhomogéneo z + z~! no es invertible en N(Q)
en particular no lo es en N(Z).

Supongamos que es invertible. Entonces existen f € N(Q) tal que f ® (z +
27 1) = 2 pero

fRG+zN=foz+foz! :Zaqzq—i—Za,qzq
q€Q q€Q

_ a_ a_
= E (ag +a_g)z? = g cq?? =z,
q€Q q€Q
donde ¢; = a4 + a—q. Luego de la ecuacién anterior tenemos que ¢, = 0 para
toda g # 1y ¢; = 1. En particular si n = 1 se tiene que
l=caa=a1+a_1=a_1+a1 =c_1,
lo cual es una contradiccién pues teniamos que c_; = 0.

Nota 4. Si consideramos la funcién aritmética asociada a 2! + z, dada por la

siguiente relacién,
_J1  sin|=1
fln) = {0 en otro caso.

la cual es completamente multiplicativa. Para demostrar esto basta considerar
los siguientes casos; si m = 0 = n es claro que 0 = f(mn) = f(m)f(n) = 0. Si
m # 0y n =0 entonces 0 = f(mn) = f(m)f(n) = 0. Por dltimo cuando m # 0
y n # 0 tenemos que 1 = f(mn) = f(m)f(n) =1 lo cual muestra que f(n)
efectivamente es completamente multiplicativa.
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Notemos entonces que esta funcién aritmética nos da un ejemplo muy intere-
sante pues en la Proposicién 4.2 habiamos mostrado que si la funcién aritmética
asociada a un entero no lineal f € N, (Z) era completamente multiplicativa
existia f~1 € N4 (Z) el inverso no lineal de f. Sin embargo, para elementos no
homogéneos este criterio no funciona pues z—! 4 z tiene asociada una funcién
aritmética completamente multiplicativa y sin embargo no tiene ni siquiera in-
verso formal.

Nota 5. Otro punto interesante que hay que notar es que este ejemplo nos
muestra también un numero no lineal tal que a; # 0 y sin embargo no es
invertible formalmente lo cual muestra que el Teorema 4.3 no se puede extender
a todo N(Z).

Si consideraramos ahora funciones aritméticas de Z — C o mas general
de Q@ — C podriamos construir sus series de Dirichlet generalizadas asociadas.
Sin embargo, el ejemplo anterior nos muestra que dos Teoremas importantes
de las series de Dirichlet no podrian ser recuperados para esta generalizacion.
Este podriamos considerarlo como uno de los primeros resultados para series de
Dirichlet que es consecuencia del estudio de los campos de nimeros no lineales.

Teorema 4.4. Los polinomios de la forma f =2z"% 4 427 424 .- 4 2F
no son unidades.

Demostracidn. Supongamos que si, entonces existe un f € N(Z) tal que
fRE 4+t a4 42 =1,

desarrollando y agrupando por multiplicidad tendriamos que el coeficiente de
z que es a; + a_; tendrfa que ser 1 pero por otro lado el coeficiente de 271,
a_1 + ay = a1 + a_y tendria que ser cero lo cual es una contradiccion. O

Ejemplo 5. El nimero no lineal inhomogéneo 22 + 2~ es unidad formal en
N(Z) pero su inverso no define un nimero no lineal.
Vamos a construir f tal que f @ (22 + 271) = 2. Primero, tenemos que

fo(+zY=foL+foz = Zaan”—l—Za,nz”
nez nez

= Z a_nzn+ Z an/2+a_nzn,

T impar T par

si igualamos esto con z tenemos que si n es impar a_, = 0 para todan # 1y

a_1 = 1. Ahora si n es par tenemos que Opjo+a_pn=0,00a,2=—-a_p

ag = —a_g9/p=—a_1=—1,

a_y = —a4)3 = —az =1,

a—p = —ag;=—a1 =0,
ay = —a_ypp=—a_o =0,
a5 =—a_gpy=—a_4=—1,

a_g = —agjy = —as =0,
ag = —a_gp = —a—3 =0,

a—¢ = —agp=—az=0.
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de donde podemos deducir que si n < 0 entonces

{1 sin=-2% k=0,1,---
An =

0 en otro caso.
y sin >0,
A b sin=2% k=01,
M0 en otro caso.
Ademds del hecho de que a,, /5 +a_,, = 0 para toda n par, tenemos que ag = —ag

de donde se sigue que ag tiene que ser cero. Luego, el f que andabamos buscando

es
f= Z apz” + Z bn2",

n<0 n>0

donde a,, y b, son como antes, el cual satisface que f @ (22 + 271) = 2, por
construccién. Sin embargo, f no es convergente y por tanto no define un niimero
no lineal. De manera maés general.

Proposicién 4.3. Dado un nimero no lineal de la forma z™ + 271 conm € N

ym # 1, existe

F=Y anz"+> by2" € N(Z),

n<0 n>0

donde,

1 sin=-m?, k=0,1,---
0 en otro caso.

b~ — 1 sin=m*t k=0,1,---
T 0 en otro caso.

tal que f es una unidad formal de 2™ + 2z~ 1.

Demostracion. Vamos a construir f tal que f @ (2™ + z71) = 2. Primero,
tenemos que

foE"+:HY=fo"+for = Zanzm"—FZa_nz"
nez nez

= Z a_p2" + Z Apm + a_n2",

n=mk+r, r#0 n=mk

si igualamos esto con z tenemos que si n no es multiplo de m, a_,, = 0 para toda
n# 1y a_;=1. Ahora si n es miltiplo de m tenemos que ay, /., +a—, =0,

de donde siguiendo un procedimiento similar al del ejemplo anterior, pode-
mos deducir que si n < 0 entonces

o — 1 sin=-m? k=0,1,---
710 en otro caso.



4.2. UNIDADES NO LINEALES EN N (Z) 85

ysin >0,

b —a — 1 sin=m2* k=01,
0 en otro caso.

Ademas del hecho de que a,,/, +a_, = 0 para toda n miltiplo de m, tenemos
que ag = —ag de donde se sigue que aq tiene que ser cero. Luego el f que

andabamos buscando es
f= g anz" + g b, 2",
n<0 n>0

donde a,, y b, son como antes. El cual satisface que f @ (2™ + z7!) = 2 por
construccién. Sin embargo, f no es convergente y por tanto no define un niimero

no lineal.
O

La Proposicién anterior nos muestra que tenemos elementos inhomogéneos
con inversa formal y no invertibles, y que ademads el verificar si un elemento no
homogéneo es invertible o no, depende mucho del ntimero en particular, o al
menos no se ve una forma clara de encontrar un criterio general para hallar las
unidades en N(Z).

Pregunta 1. jexisten elementos inhomogéneos en N(Z) con inverso?.

Una discusién parecida para el caso de Ny (Z) @ Ny(Z) con el producto de
Cauchy ®, puede ser dada via el producto de series de potencias convergentes
como en [27].

Para esto podriamos definir nuevamente dos tipos de unidades, las unidades
formales respecto a @ y las unidades respecto a @& de manera andloga a las
definidas para ®. Luego basados en los resultados para series de potencias
tenemos los siguientes resultados para unidades formales en Ny (Z) ® No(Z).

Lema 4.1. Todos los enteros no lineales de la forma
f=1- Z a,z",
neN
son unidades formales y su inverso viene dado por la serie formal
g=1+ Z bn2",
neN
donde a1 = b1 y by, = a1bp—1 + asbp_—o+ -+ an_1b1 + an.
De manera més general tenemos que,

Teorema 4.5. El entero no lineal
f(Z) = Z anz",
n=0

tiene inverso formal si y solo si f(0) # 0.
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Sin embargo, para el caso inhomogéneo cabe notar que a diferencia del caso
del producto de Dirichlet, el principal problema con el cual podriamos encon-
trarnos es que cuando hacemos el producto de dos elementos f = Zaqzq,

q

9= Zq bgz1,

fog= Z ( Z aqlb,h) 21 = Zcqzq,

q q1+492=q q

tenemos que para cada q; € Z tal que q1 + g2 = ¢, podemos obtener un ¢y =
q— q1 € Z, por lo tanto, podemos tener una infinidad de productos de la forma
g, bg, distintos de cero para cada ¢g. Lo cual es muy diferente del caso de ®
donde el niimero de posibilidades de elegir ¢; y gs era finito, luego no tenemos ni
siquiera la certeza de que todos los coeficientes ¢, del producto f @ g converjan.
Lo cual hace del caso inhomogéneo de N(Z) para el producto de Cauchy un
problema mas dificil.

Pregunta 2. ;Euxisten elementos inhomogéneos en N(Z) con inverso respecto
al producto de Cauchy?

La idea de desarrollar una teoria de unidad para anillos de enteros no lineales,
asociados a una extensiéon K/Q de Galois, arbitrarios apoyado en series de
Dirichlet como lo hemos hecho en esta seccién nos llevaria a la necesidad de
crear una teoria de multiseries de Dirichlet lo cual estd fuera de nuestro alcance
en este texto.



Capitulo 5

Teoria (Geométrica de
Galois

Otra parte importante en la teoria algebraica de niimeros es la teoria de Galois.
En este capitulo construiremos una teorfa de Galois para N (K) apoyandonos su
estructura geométrica y exhibiremos el Teorema principal del articulo [1], el cual
muestra que la teorfa de Galois de N(K) coincide con la teoria de Galois cldsica
del campo numérico K. Aqui, daremos por hecho las propiedades bésicas de la
teoria de variedades de Hilbert las cuales pueden ser consultadas en el Apéndice
D.

5.1 El Espacio Proyectivo Complejo PH

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Es claro que H
es una variedad de Hilbert con el atlas (Id, H). Luego Harg [K] y Har, [K] son
variedades de Hilbert con los atlas (Id,Hary [K]) v (Id,Hare [K]) respectiva-
mente. donde los espacios Harg [K] son sub-variedades de Hilbert de Har, [K].
De hecho, son variedades riemannianas con la métrica inducida por el producto
interior. Sin embargo, el hecho de que N(K) sea una variedad riemanniana no
es trivial. Para esto, construiremos el espacio proyectivo PH de un espacio de
Hilbert H, asi como una métrica para este espacio. Nuestra construccion sigue
la linea de [25].

Consideremos a H un espacio de Hilbert complejo con (-,-), un producto
interior hermitiano en H.

Notemos que (x,y) en general no es real. La parte real Re(x,y) es un
producto interior definido positivo en H visto como un R-espacio vectorial. La
parte imaginaria Im (z, y) = Re (z,iy) es antisimétrica, Re (z,iy) = —Re (y, iz).
En particular Re (x,iz) = 0.

Sea

Sy={veH: (vv)=1},

87
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la esfera unitaria en H, y por H* = H — {0}. El espacio proyectivo complejo
PH es definido como el conjunto de subespacios 1-dimensionales complejos de
H el cual estd dotado de la topologia cociente.

Por m : H* — PH denotaremos al mapeo el cual asocia a cada v € H* el
elemento vC € PH.

Sea v € Sy, luego podemos definir la carta (u,,PH,) donde

PH, = {p € PH : (v,,v) #0, N, € 7 (p)},

vy uy : PH, — U, C H, es dada por
Up

(vp, v)

uy(p) =

Proposicion 5.1. PH es una variedad de Hilbert compleja.

Demostracion. Para dar un atlas para PH basta tomar las cartas (u,,PH,)
donde v corre sobre una base ortonormal del espacio de Hilbert H. Por como-
didad tomaremos la base candnica {e;}. Entonces podemos definir

PH; =PH,, = {p € PH : (vp,e) #0, v, €7 '(p)} = {p=[v] € PH : v; # 0},

i.e el espacio de todas las lineas que no estdn contenidas en el hiperplano
{v; = 0}. Luego podemos escribir a u; = u., : PH; — U; C H como

V. (¥ Vi— V;
D 0 i—1 i+1
u?(p): € (a"'ava"')?

<Up7€i> 0T [ V4 V5

Luego tenemos el atlas (u;, PH;) el cual claramente cubre a todo PH. Asi que
solo falta ver que los mapeos de cambio de coordenada sean biholomorfos. Sin
perdida de generalidad podemos suponer 7 < 7,

ujou; ' u(PH; NPH;) — u;(PH; NPH;),

1 _

Uj O Uy; (v1,~~,vn,~')—u]'([111,~-,vi,l,v¢+1,~~~})
At Vi Vi1 Vj—1 Vjt1
== R )

Uj Vi U Uj Uj

de donde se sigue que u; o u; es un biholomorfismo. Por lo tanto PH es una
variedad de Hilbert compleja. O

Ahora, definiremos una métrica riemanniana g* en H* tomando como pro-
ducto interior g*(v)(,) en T, H*

* * *\ Re<x*,y*>
gy = =

Noétese que la accién multiplicativa de C* = C — {0} en H* es isométrica con
respecto a esta métrica riemanniana.
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Para cada v € H* definimos la descomposicién ortogonal
T,H*=T"H*®T"'H",
donde T"H* = vC y ThH* = {x* : (x*,v) = 0}. Luego

Tym : TP H* — Tr(PH,

se convierte en un isomorfismo lineal. Para v € Spg la representaciéon de
Tymlrn g~ en las coordenadas (Id, H*) de H* y (uy,PH,) de PH es dado por
¥ — x*,

Definiremos una meétrica riemanniana g en PH haciendo una submersion
riemanniana 7 : H* — PH. Sip € n(v); v € Su; =,y € T,PH y z*, y* sus
imAgenes inversas en T"H* bajo (Tom|png+)~" ponemos

9(p)(x,y) = g"(v)(2",y") = Re (z",y7) .

Como z € C* actia en H* como una isometria, la definicion de g no depende
de la eleccién de v.

Ahora queremos determinar la presentacién g(u) de g en una carta (u, PH,) =
(uy, PH,). Primero calculemos la parte principal =, de un z € T,PH, p € PH,.
Sea z* € Tpr* la imagen inversa de x, con v, € Sy N7t (p). c*(s) = v, + sz*,
es una curva tal que ¢(s) = moc*(s) tiene como vector tangente inicial a x. Por
lo tanto,

ru= Luoc(s)o = 2 (<”P+S$> —v> lo

ds vp + ST*, v

_ {vp,v)a" — (2%, v) v,

= . ,
{vp, v)

con
Up
u(p) = -,

(p) (0, 0)

luego usando el hecho de que (z*,v,) = (x4, v) = 0 tenemos que

<xu7xu> (1 + <u7 u>) — <$u,u> <u7 xu)
(1 + (u,u))? ’
es igual a (z*, 2*) = g(x, x). El elemento de la linea () aparece por primera vez

en [20] y [21] por lo cual la métrica riemanniana antes mencionada es conocida
en la literatura como la métrica Fubini-Study.

(%)

() (T, Tu) =

Teorema 5.1. N(K) es una subvariedad riemanniana de PHar[K| abierta,
densa y graduada con la métrica Fubini-Study inducida por PHar[K]. La cual a
su vez se descompone en subvariedades No(K) = Hary [K] /C* donde Hary K]
es el conjunto de las F' € Harg [K] tal que T(F) # 0.
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5.2 Teoria de Galois No lineal

En la seccién anterior vimos que N(K) es una subvariedad riemanniana de
PHar [K] con la métrica Fubini-Study.

Definicién 11. Un automor fismo ¥ : N(K) — N(K) es una isometria grad-
uada con respecto a la métrica Fubini-Study que respeta las operaciones & y ®
siempre que estas estén definidas: i.e.

V(fog) =V(f) oY),

V(f®g)=Y(f)®¥(9),

y para alguna permutaciéon i de © se cumple que W(Ny(K)) = Ny (K).
Ademéds, en los lugares complejos @ debe satisfacer que i(©) = © e i(Q2) = Q.

Si L/K es una extensién de un campo numérico de grado finito sobre Q
denotaremos por

Gal(N(L)/N(K)),

el grupo de automorfismos de N (L) que dejan fijo el subcampo no lineal N(K)
el cual llamaremos grupo de Galois No Lineal. Y denotaremos por

Gal(N (K)/K),

al grupo de automorfismos de N(K) que fijan a K.
Se dice que un operador lineal T : X — Y, donde X, Y son espacios norma-
dos, es acotado, si existe M > 0 tal que

[Tolly = Mol x

para toda v € X. Sea H un espacio de Hilbert con producto interior (-,-) y
consideremos un operador lineal acotado T : H — H. Entonces se puede probar,
utilizando el Teorema de Representacién de Riez, que existe un dnico operador
lineal acotado T* : H — H con la siguiente propiedad

(Tz,y) = (z,T"y) ,

para todo x,y € H. Al operador T* lo llamaremos operador adjunto.
Un operador unitario es un operador lineal acotado U : H — H, en un
espacio de Hilbert H el cual satisface que

U =0U"=1,
donde I : H — H denota el operador identidad. Luego, son equivalentes
i) El rango de U es denso, y

ii) U preserva producto interior (-, -) en el espacio de Hilbert H i.e. para toda
z,y € H (Uz,Uy) = (z,y).
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Notemos de i7) que el hecho de que U preserve producto interior implica que
U es una isometrfa. Ademds, de i) se tiene que existe un inverso U~! de U
acotado, definido en el rango de U, de donde se sigue que U~ = U*.

Se dice que un operador lineal U : H — H, donde H es un espacio de Hilbert
complejo, es antiunitario si cumple que

(Uz,Uy) = (x,y) = (y, ),

para toda x,y € H.

Teorema 5.2 (Wigner). Sea H un espacio de Hilbert complejo y PH = (H —
{0})/C* su proyectivizacion. Sea [h] : PH — PH una biyeccion que preserva
la métrica de Fubini-Study. Entonces [h] es la proyectivizacion de un operador
lineal unitario o antiunitario h : H — H.

Demostracion. Para una prueba ver [22]. O

Teorema 5.3. Sea K un campo numérico. Entonces
Gal(N(K)/K) = {1}.

Demostracion. Sea o € Gal(N(K)/K). Consideremos [F'] € PHar, [K]—N(K),
y sea l[p) la tinica geodésica que comienza en [idg], la cual tiene traza distinta
de cero y termina en[F] en tiempo ¢ = 1 (la cual tomamos con traza cero y por
la densidad de N(K) podemos aproximarla tanto como queramos por elementos
de N(K) ) y ademés no pasa por co. Luego podemos definir a o([F]) como el
punto final de o(I[f]). Esto tiene sentido pues

I =l N N(K),

es una geodésica en N(K) luego su imagen a(l[%) también es geodésica y por
tanto o([F]) = U(Zf}])(l). Luego esto extiende a o isométrica y canénicamente

a toda la proyectivizacién de Har, [K]. Ahora por el Teorema de Wigner, o es
la proyectivizacién de un operador lineal (anti) unitario,

& : Har, [K] — Har, [K].
Como o fija a K, entonces existen multiplos escalares \, € S! tal que
G(E7) = Aq - &7

Pero o es una isometria que respeta el producto de Cauchy y el producto de
Dirichlet. Luego debemos tener que A debe ser un caracter aditivo y multiplica-
tivo simultdneamente, i.e.

>‘111 +q2 — >‘ql /\qz = /\qlqz-

Pero del isomorfismo de campos CharSk =~ K se sigue que la tnica posibilidad
de que este pase es que A\ sea trivial. O
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Nuestro siguiente paso es probar que nuestra teoria de Galois no lineal co-
incide con la teoria de Galois clasica en el sentido de que

Gal(N(L)/N(K)) = Gal(L/K).

Lema 5.1. Dado 6 € © y sea F € Harg[Q] tal que satisface la siguiente
ecuacion funcional

F(rz) = (F(2))",
para toda v € Rso y 2z € Hg. Entonces F' € Q.

Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer F' € Har [Q), i.e.
§ = +. Como F € Har[Q], tenemos que la restriccién de F a Hg tiene el
siguiente desarrollo:

F(z) = Z aqexp(2miqz) = Z(alep(fZﬂ'qt))eXp(Zﬂ'iqx),
>0 q>0

donde ||F|| =3 \aq|2 < 00 con la norma L?.
De la ecuacién funcional F(rz) = (F(z))" tenemos que

(F(2))"=F(rz) = Z(aqexp(—27rq7"t))exp(27riqrm),
q>0

Si |F(z)| > 1 para alguna z, entonces la parte izquierda de la ecuacién
anterior no es acotada en los puntos de la linea I,) = {rz:r € R, }, mientras
que la norma de la derecha es acotada por |F|| < co. Por lo tanto F(z) toma
valores en el disco unitario en C.

Sea

= inf ¢
q0 aq;éoq’

veamos que gp € Q y aq, # 0. Supongamos que esto es falso y consideremos las
aproximaciones definidas como

F.(z)= Z aqexp(2miqz),
q=>qo+e

las cuales convergen uniformemente en compactos a F. En particular, F" estd
uniformemente cerca de F en una vecindad compacta para r € [0, 7). Por otro
lado

|F"(2)| = Z(aqexp(—27rq7‘t))exp(2ﬂ'iq7“x) < Z laq| |exp(—2mgrt)| lexp(2migrz)|
a a

< Z lag| exp(—2mqrt) = Z lag| exp(—27(q + € — €)rt)
q q

~ exp(—2mert) Z lag| exp(—27(q — €)rt) < exp(—2mert) | F|| — 0,
q2qo+e
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cuando r — 0. Pero esto es imposible pues |F"(z)| tiene limite 1.

Es claro que el mismo argumento demuestra que cada A C {q:a, # 0}
tiene elemento minimo. Luego hemos reducido nuestro problema al caso donde
el conjunto de ¢’s para los cuales aq # 0 es bien ordenado.

La expresién F'(z)exp(—2migpz) define un elemento de Har [Q] el cual también
satisface la ecuacion funcional de la hipdtesis, teniendo el siguiente desarrollo:

F(z)exp(—2migoz) = Z aqexp(2miqz)exp(—2migoz) = ag,+ Z agexp(2mi(g—qo)z).
q a>qo

Luego la ecuacién funcional implica que la suma de los términos no con-
stantes del lado derecho de la ecuacién debe de ser cero. De modo que F(z) =
ag,exp(—2migoz). Como

F(0) = lim F(rz) = (F(z))" =1,

tenemos que a4, = 1. Lo que quiere decir que F es el caracter £%°. Luego F' € Q.
O

En el caso de una extensién finita K/Q, se prueba de manera andloga. Lo

que se muestra es que existe ¢o € K tomando inf ¢ (el cual es tomado en el
aq

conjunto parcialmente ordenado K ) para el cual aq, # 0, de donde se sigue
que F' es el caracter £9.

Teorema 5.4. Sea K una extension de Galois real (compleja) de grado finito.
Dado 0 €© (0 €Oc ow € Q) y sea F € Hy [K| (F € H, [K]) tal que satisface
la siguiente ecuacion funcional

F(rz) = (F(2))",
para todar € Rsg y 2z € Hg (w € Hg). Entonces F € K.

Teorema 5.5 (Gendron-Verjovsky). Sea L/K una extension de Galois de un
campo numeérico de grado finito. Entonces

Gal(N(L)/N(K)) = Gal(L/K).

Demostracion. Sea o € Gal(N(L)/N(K)). Mostraremos primero que o(L) = L,
donde a L lo podemos identificar con el campo de monomios [£9], ¢ € L.

Por definicién tenemos que o(K) = K. Como o(L) es un campo todos sus
elementos obedecen a la ley distributiva. Entonces dado [F]| € ¢(L) y como
a([&™]) = [§€™], m € N, tenemos que

[FEM] =Flel"=Fe({{do---o)

=(Flolhe---o(FleE)
=[F]o---a[F(E)].
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Ahora dado m/n € Qs¢ y (-)" la n-ésima potencia respecto a producto de
Cauchy tenemos que

Fem] = (meferr) = (me (oo o))
= (e ferhe--e e [em))"

= [pem)] e e [FEm]
=[F©le o [FE) = (FO)™

Notemos, por definiciéon de automorfismo, que dado que o respeta la grad-
uacion y que cada elemento de L es homogéneo, i.e. estd contenido en un
sumando fijo Ny(L), entonces [F] € Ng/(L), i.e. [F] es homogéneo. Luego
podemos encontrar F' € [F], F € Hary [L] tal que satisface la ecuacién fun-
cional F(qz) = (F(%))? para toda z € H y ¢ € Q. La cual se extiende por
continuidad a Rs¢. Luego por el Teorema 5.4 tenemos que F' € L'y o(L) = L.

En este sentido, podemos inducir un homomorfismo

Y : Gal(N(L)/N(K)) — Gal(L/K),

Pues 7 € Gal(L/K) genera un automorfismo de N (L) fijando N(K) via el
mapeo &4 — £7(9), Supongamos ahora que Y(o) = 1 para algtin automorfismo
o € Gal(N(L)/N(K)), luego sigma fija a L. Entonces o € Gal(N(L)/L) = {1}.

O

Ahora, centraremos nuestra atencién en los campos numéricos K de grado
n sobre Q y las operaciones @ y ® por separado.

Definicién 12. Definimos Galg (N (K)/K) el conjunto de isometrias que fijan
a K y son un homomorfismo con respecto al producto de Cauchy &. De manera
andloga se define Galg (N (K)/K) para el producto de Dirichlet.

Denotemos por U(Har, [K]) el grupo de operadores unitarios de Har, [K].
Notemos que la accién de r € K, por traslacién en Hg, dado por z +— z + 1
induce una accién en Har, [K]| dada por

O,.(F) = Z agexp(2mi (q,z + 1)) = Z agexp(2mi (q,7))&7,

q q

F=> ag,
q

la cual induce la siguiente representacién fiel

para

¢ : Koo — U(Hare (K)).

i.e a cada r € K le asignamos el operador unitario ®,..
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Teorema 5.6. La proyectivizacion [®] de @ define un monomorfismo
[?] : Koo — Galg(N(K)/K).
Demostracion. Para [exp(2mi(z,q))] = [€1] € K y r € K, tenemos que
(@], ([£7]) = [exp(2mi (q,))§"] = [€7].

Para todo [F], [G] € N(K), sean [f] y [g] las clases proyectivas de sus fun-
ciones frontera. Luego [®]  ([F]® [G]) es un elemento de N(K) cuyas funciones
frontera son

T

[@], ([f]®[9]) =

Z( > %%) exp(2mi <q77">)77‘1]

q q1+92=q

— lz ( Z aq, bg,exp(2mi (g1 + Q2,7">)> Uq]

q q1+492=q

[R5 et o

q1+4q2=q

= [@],. (/) @ [®],. (lg]),

la cual es la funcién frontera de [®], ([F]) ® [®], ([G)).
O

De la misma manera podemos definir un flujo en N(K) con respecto a ®
como sigue. Para un vector z € K, denotaremos por log |z| al vector

(log ‘xull [ alog |an|)'

si K esreal o

(1Og |x,u1‘ 710g |xlt1| sy 710g “Tﬂs 710g |le‘5 )

si K es complejo.
Luego para

F=> a9,
q

definimos

U, (F) = agexp(2mi (log|q| , ))&
geEK

El cual define una representacién fiel
U : Ko — U(Har, [K]),

luego tenemos un Teorema anilogo para ®
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Teorema 5.7. La proyectivizacion [¥] de U define un monomorfismo
V] : Koo — Galg(N(K)/K).

Demostracion. Para [€7] € K podemos identificar a [£9] con [exp(27i (log |q] , 2))]
y 17 € Ky, luego tenemos que

(W], ([€)) = [exp(2mi (log q] ,7))€] = [€°].-

Para todo [F], [G] € N(K), sean [f] y [g] las clases proyectivas de sus fun-
ciones frontera. Luego [¥], ([F]® [G]) es un elemento de N(K) cuyas funciones
frontera son

@], ([fl®g]) = [Z( > aqlb@) exp(27i <10g|q|,7“>)77q1

q 9192=9

= [Z ( Z Qqy bQQeXp(QWi <10g |Q1Q2| 7T>)> nq]

q q192=4q

= [Z( > ag,bg,exp(2mi (log |1 +10g|q2|,7“>)> nq]

q q192=9

= [Z( > ag,exp(2mi (log |q| ,))bg, exp(2mi (log | g2 ,r))) nq]

|
=[], (7)) @ [, (lg]),
la cual es la funcién frontera de [¥], ([F]) ® [¥], ([G]).



Apéndice A
Grupos Topoldgicos

En este apéndice damos un resumen de la teoria de grupos topoldgicos, necesaria
para esta tesis. Las referencias basicas son [4], [2].

Un grupo topoldgico es un grupo G dotado de una topologia y tal que cumple
las siguientes propiedades:

e La operacién de grupo

GxG—G
(g, h) — gh,
es un mapeo continuo.
¢ El mapeo inverso
G—G
g—g "

es también continuo.

A.1 Propiedades Basicas

Notemos primero que la topologia es invariante bajo traslaciones en el sen-
tido de que para toda g € G y U C G: las siguientes tres afirmaciones son
equivalentes:

e U es abierto.
o gU es abierto.
e Ug es abierto.

Ademas, dado que el mapeo inverso es también homeomorfismo, U es abierto
siysolosiU™! = {sc cxte U} es abierto. Un aspecto fundamental de los gru-
pos topoldgicos es la homogeneidad. En general, si X es un espacio topolégico,

97
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Homeo(X) el conjunto de los homeomorfismos X — X y S un subconjunto de
Homeo(X), entonces se dice que X es un espacio homogéneo bajo S si para
todo z,y € X, existe f € S tal que f(x) = y. Si no especificamos quien es S
o si es todo Homeo(X) se dice simplemente que X es un espacio homogéneo.
Es claro que un grupo topolégico G es homogéneo en el sentido de que dados
cualesquiera dos puntos g,h € G, el homeomorfismo definido como traslacién
por la izquierda dado por hg~! manda g en h. De aqui se sigue que una base
local para la identidad e € G determina una base local en todos los puntos de
G y por tanto la topologia completa de G.

Algunos ejemplos de grupos topoldgicos son: R* = R — {0}, Ryg y C* con
respecto a la multiplicacién ordinaria y la topologia euclidiana. También R™
y C™ son grupos topoldgicos con respecto a la suma de vectores y la topologia
euclidiana. Algunos ejemplos més complejos son: GL, (k) y SL, (k) definidos
como sigue: dado k=R o C, n > 1y M,(k) el conjunto de matrices de n x n,
el grupo lineal general

GL,(k) = {g € My (k) : det(g) # 0},

es un grupo topolégico con respecto a la multiplicaciéon de matrices y la topologia
euclidiana. Luego el grupo especial lineal

SL, (k) = {g € GLy (k) : det(g) = 1},

es un subgrupo cerrado de GL, (k). Decimos que un subconjunto S de G es
simétricosi S = S~L

Proposicién A.1. Dado G un grupo topolégico, tenemos las siguientes afirma-
ciones:

i) Cada vecindad U de la identidad contiene una vecindad V' de la identidad
tal que VV C U.

it) Cada vecindad U de la identidad contiene una vecindad simétrica V' de la
identidad.

i11) Si H es un subgrupo de G, también lo es su cerradura.
iv) Cada subgrupo abierto de G, es cerrado.
v) Si K1 y Ko son subconjuntos compactos de G, K1 K5 es compacto.

Notemos que de 1 y 2 se sigue que, toda vecindad U de la identidad contiene
una vecindad simétrica V tal que VV C U.

Proposicién A.2. Sea H un subgrupo de un grupo topoldgico G. Si H contiene

una vecindad del elemento identidad e en G, entonces H es abierto y cerrado
en G.
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dada funcién arbitraria f en un grupo topoldgico G, definimos sus traslaciones
izquierdas y derechas por las férmulas

Lunf(9)=f(h"'g) vy Runflg) = f(gh).

Si f es una funcién continua (real o complejo valuada) en un grupo topoldgico,
diremos que f es uniformemente continua por la izquierda si para cada € > 0
existe una vecindad V' de e tal que:

heV = [Lnf - fll, <e.

donde ||-||,, denota la norma uniforme o norma del supremo'. La continuidad

uniforme por la derecha se define de manera andloga. Recordemos que C.(G)
denota el conjunto de las funciones continuas en G con soporte compacto.

Proposiciéon A.3. Sea G un grupo topoldgico. Entonces cada funcién f en
C.(G) es uniformemente continua tanto por la derecha como por la izquierda.

Notemos, que la Proposicién anterior caracteriza las funciones en un grupo
topoldgico con soporte compacto.

Proposicion A.4. Sea un grupo topolégico G. Luego las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) GesT.

i1) G es Hausdorff.
it1) La identidad e es cerrada en G.
iv) Cada punto de G es cerrado.

Esta Proposicién nos muestra que en los grupos topoldgicos los axiomas de
separacién T7 y To (Hausdorfl) tienen la misma fuerza.

Si H es un subgrupo del grupo topoldgico G, el conjunto G/H de clases
laterales izquierdas adquiere la topologia cociente, definida como la topologia
mas fuerte tal que la proyeccién canoénica

p:g— gH,

es continua. Luego U es abierto en G/H si y solo si p~1(U) es abierto en G.
Luego, es claro G/H constituye un grupo topoldgico con respecto a la topologia
cociente.

Proposicion A.5. Sea G un grupo topolégico y sea H un subgrupo de G. En-
tonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1La norma uniforme o del supremo de una funcién acotada f, real o complejo valuada, se
define como
IIll, =sup{|f(x)|: x estd en el dominio de f},

esta norma también es conocida como la norma de Chebyshev.
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i) El espacio cociente G/H es homogéneo bajo G.
it) La proyeccion candnica p: G — G/H es un mapeo abierto.
iii) El espacio cociente G/H es Ty si y solo si H es cerrado.

iv) El espacio cociente G/H es discreto si y solo si H es abierto. Ademds, si
G es compacto, entonces H es abierto si y solo si G/H es finito.

v) Si H es normal en G, entonces G/H es grupo topoldgico con respecto a la
operacion cociente y la topologia cociente.

vi) Sea H la cerradura de {e} en G. Entonces H es normal en G, y el grupo
cociente G/H es Hausdorff con respecto a la topologia cociente.

Cabe notar que del dltimo inciso se deduce que cada grupo topoldgico se
proyecta por un homomorfismo continuo en un grupo topoldgico con la topologia
de Hausdorft.

Proposicion A.6. Sea G un grupo topologico Hausdorff. Luego las siguientes
afirmaciones son verdaderas:

i) El producto de un subconjunto cerrado F y un subconjunto compacto H es
cerrado.

1) Si H es un subgrupo compacto de G, entonces p : G — G/H es un mapeo
cerrado.

A.2 Grupos Localmente Compactos

Recordemos que un espacio topolédgico es llamado localmente compacto si cada
punto admite una vecindad compacta.

Definicién 13. Un grupo topolégico G que es localmente compacto y Hausdorff
es llamado grupo localmente compacto.

Notemos que dada la hipétesis de que el grupo es localmente compacto y
Hausdorff, implica que todos sus puntos son cerrados.

Proposiciéon A.7. Sea G un grupo topoldgico Hausdorff. Entonces un subgrupo
H de G que es localmente compacto es cerrado. En particular, cada subgrupo
discreto de G es cerrado.

Si un grupo topolégico es metrizable entonces este es un espacio Haus-
dorff y tiene un sistema fundamental de vecindades numerable de la identidad
e. Conversamente uno puede mostrar que esta condicién es suficiente para la
metrizabilidad [4].

Luego un grupo metrizable G puede ser siempre completado i.e. existe un
grupo completo G y un homomorfismo j : G — G tal que:
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e La imagen j(G) es densa en G.
e j es un homeomorfismo de G en j(G).

e Todo homomorfismo continuo f : G — G’ en un grupo completo G’ puede
ser factorizado de manera tnica como f =goj: G — G’ con un homo-
morfismo continuo g : G — G’.

Dado que G la completacién de G es un grupo topolégico, entonces si G es
localmente compacto este debe ser cerrado en su completacion. Luego, se tiene
que un grupo localmente compacto metrizable es completo.
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Apéndice B
Grupos Profinitos

En este apéndice estudiamos a grandes rasgos el concepto de grupo profinito,
para el cual es necesario entender antes el concepto de limite proyectivo. El
material aqui presentado puede ser leido en [2] y [4].

B.1 Limites Proyectivos

Sea I un conjunto no vacio. Diremos que I es un conjunto preordenado con
respecto a la relacion < si satisface que

o i <j,Viel (Reflexividad),
e i <jyj<k=1i<Ek, Vijkel (Transitividad).

Diremos que un conjunto preordenado I es un conjunto directo si cada subcon-
junto finito de I estd acotado superiormente en I.

El conjunto de los niimeros enteros Z es un conjunto preordenado con re-
specto a la divisibilidad. Maés atin, es un conjunto directo, pues todo subconjunto
finito de Z esté acotado superiormente en Z por su minimo comun multiplo.

Ahora supongamos que [ es un conjunto preordenado de indices y sea {G},.;
una familia de conjuntos. Supongamos, ademads, que para cada par de indices
i, € I con i < j tenemos un mapeo asociado ¢;; : G; — Gy, sujeto a las
siguientes condiciones

D) ¢ =lg,,Viel,
luego, el sistema (G;, ¢;;) es llamado un sistema proyectivo.

Definicién 14. Sea (G;,;;) un sistema proyectivo de conjuntos. Entonces
definimos el limite proyectivo por el siguiente conjunto,

lim G; = {(gi) € HGi 1< = 0i(95) :gi}~

iel

103



104 APENDICE B. GRUPOS PROFINITOS

Notemos que dado que el limite inverso es un subconjunto del producto
directo, puede ser naturalmente equipado con una familia de proyecciones,

p; :limG; — Gj.
Luego tenemos la siguiente propiedad universal del limite inverso.

Propiedad Universal : Sea H un conjunto mo vacio y un sistema de
mapeos {; : H — Gy}, el cual es compatible con el sistema proyectivo en el
sentido de que para cada par de indices i,7 € I, con i < j, existe

vij : G — G
tal que @;; 0 Y; = ;. Entonces existe un inico mapeo
Yv:H— lgn G;
tal que para cada i € I p; o = ;.
Claramente el mapeo v esta dado por

ho— (Yi(h))ier

como en el producto directo de conjuntos. Cabe notar que ni la definicién ni la
Propiedad Universal de limite proyectivo, afirma que dado un limite proyectivo
de conjuntos este es o no vacio, en particular las proyecciones pueden tener do-
minio vacio. Pero es claro que si existe un sistema compatible {¢ : H — G},
con dominio no vacio H, entonces uno puede inferir la existencia de elementos
de la forma (¢;(h));cr lo que implica que el limite proyectivo es no vacio.

Un caso de nuestro interés es cuando estos conjuntos son grupos en cuyo
caso el conjunto de mapeos es remplazado por homomorfismos de grupos y la
operacion de grupos es definida entrada a entrada. Notemos, que este limite
nunca puede ser vacio pues la identidad del producto directo estd en el limite
proyectivo. Es de nuestro interés también cuando nuestros conjuntos son es-
pacios topolégicos, luego nuestro conjunto de mapeos, deben ser las funciones
continuas y la topologia del limite proyectivo es la inducida por la topologia
producto del producto directo de espacios topolégicos. De aqui podemos de-
ducir que el limite proyectivo de un sistema proyectivo de grupos topoldgicos
es un grupo topoldgico con respecto a la multiplicacién entrada a entrada y la
topologia inducida por el producto topolédgico.

Sea G un grupo topoldgico y {H,} una sucesién decreciente de subgrupos
normales de G. Luego podemos tomar G,, = G/H,,, como H, 1 C H, tenemos
¢@n : G/Hp4+1 — G/H, la proyeccién canénica. Entonces el limite proyectivo de
esta sucesién es un subgrupo del producto topoldgico.

G =1mG/H, c [[G/H,,
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junto con las proyecciones restringidas v, : G- G /H,. Como el sistema de
mapeos cociente f,, : G — G/H, es siempre un sistema compatible, obtenemos
una factorizacién f : G — G tal que fn =y, o f. Luego de la factorizacién de
f podemos determinar el kernel facilmente.

kerf = f~! (n keripn) = ﬂkerfn = ﬂHn

Proposicion B.1. Sea G = lim._ G,, el limite proyectivo de grupos topolégicos,
y sean ¥, : G — G, los homomorfismos candnicos. Entonces, N ker ¢, = {e}
y G es candnicamente isomorfo a G = lim(G/keri,,).

B.2 Grupos Profinitos

Consideremos un sistema proyectivo de grupos finitos cada uno dotado con la
topologia discreta. Luego el limite proyectivo tiene la topologia inducida por
la topologia producto la cual llamaremos topologia profinita. Luego, el limite
proyectivo adquiere una estructura de grupo topoldgico.

Definicién 15. Un grupo topoldgico isomorfo a un limite proyectivo de un
sistema proyectivo de grupos finitos con la topologia profinita es llamado grupo
profinito.

Proposicion B.2. Sea G un grupo profinito, visto como el limite proyectivo
del sistema proyectivo (G, ;). Entonces las siguientes propiedades son equiv-
alentes

i) G es Hausdorff con respecto a la topologia profinita.
it) G es un subconjunto cerrado del producto directo [|G;.
iii) G es compacto.

Una caracterizacion de los grupos profinitos es dada por la siguiente Teo-
rema.

Teorema B.1. Sea G un grupo topolégico. Entonces G es profinito si y solo si
G es compacto y totalmente disconezo.

Teorema B.2. Sea G un grupo profinito y sea H un subgrupo de G. Entonces
H es abierto si y solo si G/H es finito. Ademds, las siguientes tres propiedades
son equivalentes.

i) H es cerrado.
it) H es profinito.
iii) H es la interseccion de una familia de subgrupos abiertos.

Finalmente, si se satisfacen (i) — (#ii) entonces G/H es compacto y totalmente
disconezo.
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Un ejemplo de grupo profinito son los enteros p-ddicos Zj, los cuales constru-
imos en el primer capitulo de esta tesis. Otro ejemplo de interés para nosotros,
es el anillo de Prifer. Consideremos los anillos Z/nZ, n € N los cuales forman
un sistema proyectivo con respecto a las proyecciones Z/nZ — Z/mZ, donde el
orden parcial en N es dado por la divisibilidad n|m. Luego el limite proyectivo

Z =1mZ/nZ,

es conocido como el anillo de Priifer o la completacién profinita de Z. Los
grupos nZ, n € N, son los subgrupos abiertos de Z y no es dificil verificar que

Z/nZ = L) 7.

Para cada n consideremos su factorizacién en primos n = Hp pi, luego por
el Teorema chino del residuo tenemos la siguiente descomposicion

z/mz =] z/r*z,
P
luego, pasando al limite proyectivo tenemos que

112

p

Z

1

Ademés, podemos notar que hay inclusién natural de Z en Z via la inclusién

diagonal
z— 1]z,
p

a+— (a,a, ).



Apéndice C
Caracteres

En este apéndice revisaremos el concepto de caracter de un grupo abeliano
localmente compacto. Las referencias bésicas son [2] y [17].
Sea S! el grupo circular,

St={z€C:|z| =1},

con la topologia usual. Y sea G un grupo abeliano localmente compacto. Luego
un caracter de G se define como un homomorfismo continuo

x:G — St
Es claro que los caracteres de G forman un grupo multiplicativo con la operacion

@ (producto puntual) definido como (x @ 7n)(a) = x(a)n(a), inducido por el
producto de S?, el cual denotaremos como Char(G).

Lema C.1. Sea x un caracter en un grupo compacto G y p la medida de Haar,
entonces @)
_ Ju(G) si xestrivialen G,
/Gx(x)d,u o { 0 en otro caso.

Demostracion. Escojamos algun zop € G tal que x(zp) # 1 y escribamos zxg
para z en la integral, luego

/C;X(x)duz/GX(mO)d“:X(xU)/GX(x)dM
O

Fijemos un caracter yo €Char(G). Entonces una base de vecindades abiertas
de xo en Char(G) es dado por el conjunto de caracteres x en Char(G) tal que

Ix(9) — x0(g)| < € para todo g € S,

donde € > 0y S es un subconjunto compacto de G. Se puede probar que con esta
topologia Char(G) se convierte en un grupo topoldgico localmente compacto y
que cada elemento de G induce un caracter en Char(G). Més atin, se tiene el
siguiente resultado.
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Teorema C.1 (Dualidad de Pontryagin). Dado G un grupo localmente com-
pacto es cierto que

i) Char(G) es localmente compacto.

it) Es posible identificar el grupo de caracteres de Char(G) con G i.e.

Char(Char(G)) = G.

iii) Si G es compacto entonces Char(G) es discreto.
i) Si G es discreto entonces Char(G) es compacto.

v) Si H es un subgrupo cerrado de G y H? (el aniquilador de H ), consta de
los elementos de Char(G) que son triviales en H. Entonces H* es cerrado
en Char(G) y existe un isomorfismo candnico Char(H) = Char(G)/H* y
Char(G/H) = H”.

Corolario C.1. Todo caracter en un subgrupo cerrado de G puede ser extendido
a todo G.

Demostracion. Consideremos H un subgrupo cerrado de G. Por el Teorema
C.1v, H*# es un grupo cerrado de Char(G). Si & € H#, ¢ define un caracter
en G/H. Luego cada caracter define candnicamente, por composicién con el
mapeo G +— G/H, un caracter en G. O

Ejemplo 6. Sea (Z,+) con la topologia discreta. Luego, podemos definir de
forma arbitraria a x(1) y definir x(n) = x(1)”, donde claramente x es continuo.
Entonces Char(Z) = S'. Ademds, por el Teorema de dualidad de Pontryagin
Char(S') = Z. De manera més general dado que Ox = Z" tenemos que
Char(Og) =2 T™ como grupos topoldgicos.

Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, i su medida de Haar aso-
ciada y f : G — C una funcién medible, entonces definimos la L?-norma como

151, = { [ 107 an}

Luego el conjunto de todas estas funciones f tales que ||f|] < oo es llamado

comunmente el espacio de funciones cuadrado integrables y es denotado por
L?*(G,C).

Teorema C.2. L%(G,C) es un espacio de Hilbert con producto interior

(f,9) = /Gfédu-

Demostracion. Primero notemos que el integrando de la derecha estd en L' (G, C),
pues sabemos que si p y g son exponentes conjugados 1 < p < ooy si f €
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LP(G,C) y g € LYG,C) entonces fg € L*(G,C)'. Luego, (f,g) estd bien
definido. Notemos que

T { / Ifzdu}m Il

Ademds, como LP(G,C)es completo?, tenemos que L?(G,C) es un espacio de
Hilbert. O

Este resultado es valido incluso si G es un espacio medible arbitrario y u
una medida positiva [16].

Corolario C.2. Si G es compacto entonces Char(G) C L*(G,C).

Demostracion. Sea x € Char(G), luego

/\X|d,u:/d,u:\/01(G)<oo.
G G

O

Una propiedad importante de los espacios L?(G, C) es la posibilidad de de-
sarrollar andlisis de Fourier sobre ellos.

Teorema C.3. El conjunto de caracteres xq € Char(G) forman un sistema
ortonormal completo en L*(G,C). Luego, para todo f € L*(G,C) existe una
serie de Fourier convergente de la forma

f= Z Qg * Xq>

g€Char(G)
donde
on = () = [ aleu™) ) e €.
Demostracion. Para una prueba ver [18]. O

Por ejemplo, tomemos el toro T™ donde
Z" = Char(T") = {exp(2aN -z) : N € Z" y x € R"}.

El cual es un sistema ortonormal completo en L?(T", C) luego los elementos de
f € L3(T™,C) son todos de la forma

flz) = Z anexp(2miN - z).
Nezr
En particular si n = 1 el conjunto

Char(T") = Char(S*) = {exp(27iN -2) : N € Z y x € R} = {cosNx,senNz} ,

de donde tenemos la teoria de Fourier clésica.

Ver [16] Teorema 3.8 .
2Ver [16] Teorema 3.11
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Apéndice D
Geometria Diferencial

En este apéndice, introduciremos la nocién de derivada en un espacio de Hilbert,
para posteriormente dar las nociones basicas del concepto de variedad de Hilbert.
Para un estudio detallado de calculo y geometria diferencial en espacios de
Hilbert ver [23], [24], [25].

D.1 Calculo en Espacios de Hilbert

Sean H y H' espacios de Hilbert separables, U, V conjuntos abiertos de H y
H' respectivamente y consideremos el mapeo f : U — V. Se dice que f es
diferenciable en ug € U si existe D f(ug) € L(H, H') tal que

f(u) = fuo) = Df(uo) - (u —uo) = of|u = uol),

donde o, satisface

lim ||—=

r—0

o(r)

-0

Diremos que f es diferenciable de clase C" si es diferenciable para toda u € U
y el mapeo u — D f(u) es continuo.

Sea f : U — V y supongamos que tenemos definido el mapeo D"~ 1f :
U— L(H,L(H,-- ,L(H,H")---)) (H, r — 1 veces). Si D"~ f es diferenciable
de clase C!, entonces podemos escribir D(D"~1)f = D" f y diremos que f es
diferenciable de clase C". Luego, diremos que f : U — V es diferenciable si
es diferenciable de clase C" para toda 7.

Sea U C H un abierto. Para cada ug € U definimos el espacio tangente
Ty, U de U en ug como el conjunto

Tu, U ={(up, X): X € H}.
Dotado con la estructura de espacio vectorial que proviene del mapeo canénico

p:(ug,X) € Ty U — X € H.
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La coleccién de espacios tangentes Ty, U, uo € U, es denotado por TU. El
isomorfismo canénico TU = U x H hace que podamos ver a TU como un
abierto en H x H. La proyecciéon p : U x H — U en el primer factor puede ser
escrita también como

T=15:TU - U

(UO,X) = Ug,

luego, a 7y lo llamaremos el haz tangente de U, TU el espacio tangente total
de U y 7 la proyeccion del haz tangente.

D.2 Variedades de Hilbert

Una variedad topolégica M, modelada en un espacio de Hilbert separable H
es un espacio metrizable el cual es localmente homeomorfo a H, i.e. para cada
punto de M existe una vecindad V la cual es homeomorfa a H.
Sea M una variedad topolégica modelada en H. Un atlas diferenciable
para M es una familia
(ui, Mi)ier,

de cartas, con las siguientes propiedades
i) (M;)ier es una cubierta abierta de M.
ii) Para cada ¢ € I, la pareja (u;, U;) implica un homeomorfismo
u; : My — Uy,
de M; en un abierto U; C H.

iii) Si tenemos M; N M; = M;; y u;(M;;) = Uij;, el mapeo de cambio de
coordenadas
uj Oufl Uiy — Uy,

es un difeomorfismo, i.e. u; ou; ! tiene inversa diferenciable.

Diremos que dos atlas diferenciables (u;, M;)icr, (u;, M;);cs para una var-
iedad topoldgica M son equivalentes sisu unién da un atlas diferenciable. Luego
una estructura diferenciable es una clase de equivalencia de atlas diferencia-
bles.

Definicién 16. Una variedad de Hilbert es una variedad topoldgica equipada
con una estructura diferenciable.

Corolario D.1. Un espacio de Hilbert H es una variedad de Hilbert con el atlas
(Id,H).

Sea M una variedad de Hilbert. Sea (u, M’) una carta que cubre el punto
pe€ M yseauM')=U C H. Entonces Ty, ;U es llamado un representante
del espacio tangente de M en p, dado por la carta (u, M’). Los elementos de
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Tyu(pyU son denotados por (u(p), Xy () con X,y € H. A X, lo llamaremos la
parte principal del vector (u(p), X u(p) y). Sean (u, M') y (v, M”) dos cartas que
cubren a p € M. Y pongamos u(M') = U, u'(M") = U’. Entonces el mapeo de
cambio de coordenadas

' out tu(M' N M") — W/ (M" N M),
determina el isomorfismo lineal
Tu(p) (u' o uil) : Tu(p)U — Tu’(p) U'.

Diremos que (u(p), Xuep)) ¥ (4 (p), Xy (p)) representan el mismo vector tangente
de M en p si el tltimo es la imagen del primero bajo T, ) (u’ o u™h).

Un wvector tangente de M en p es definido por la familia de representantes
dado por las cartas que cubren a p. El espacio tangente T, M es el conjunto de
vectores tangentes a M en p. T, M tiene estructura de espacio vectorial isomorfo
a H dado por el mapeo representante

Tyu : TyM — Ty, U,

el cual es un isomorfismo lineal. Se puede probar que la estructura de espacio
vectorial de T, M es independiente del mapeo representante elegido.

Dada una variedad de Hilbert M. Por T'M denotaremos a la coleccién de
espacios tangentes T, M, p € M. Definimos

T=1y:TM — M,

asociando a cada vector X € T,M su punto base p € M. Tp es llamado
proyeccion.
El haz tangente de una variedad de Hilbert M es el mapeo

T:TM — M.

A TM, considerado como una variedad de Hilbert, lo llamaremos el espacio
tangente total de M.

Sea f: M — N diferenciable. Diremos que f es una inmersion en p € M
si T, f es inyectivo y cerrado. Luego, diremos que f es una inmersién si T, f es
una inmersién para todo p € M.

Diremos que f es una submersion en p si T, f es suprayectivo, luego si T}, f
es suprayectivo para todo p € M, entonces llamaremos a f submersion.

f: M — N es llamando un encaje si este es una inmersiéon y si f : M —
f(M) es un homeomorfismo, donde f(M) C N estd equipado con la topologia
inducida. Siun subconjunto M de una variedad de Hilbert N puede ser equipada
con una estructura de variedad de Hilbert tal que la inclusién ¢ : M — N es un
encaje, entonces M es una sub-variedad de N.
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Apéndice E

Teoria Agebraica de
Nuimeros

El material aqui presentado es cldsico en teoria algebraica de ntimeros (para un
estudio més detallado ver [9] o [7] ).

E.1 Campos Numéricos

Un ndimero complejo a es llamado ndmero algebraico si es algebraico sobre Q,
i.e., si satisface un polinomio con coeficientes en Q. Se puede probar que el
conjunto de los nimeros algebraicos es un subcampo de C el cual denotaremos
por A. Un subcampo K C C es un campo numérico si cumple que [K : Q)
es finito, luego dado que todos los elementos de K son numeros algebraicos,
K CA.

Si K es un campo numérico entonces K = Q(aq,- -+, a,) para un nimero
finito de numeros algebraicos ai, -+ ,a,. Maés aun se puede demostrar que
K = Q(0) para algin ntmero algebraico 6.

Si K = Q(6) un campo numérico, en general, pueden existir varios monomor-
fismos de 7 : K — C. Por ejemplo, si K = Q(4) tenemos dos posibilidades,

:K—-C, x+iy—x+ 1y,

n: K—C, x+iy—x—1y,
para x,y € Q. De manera mas general tenemos el siguiente Teorema.

Teorema E.1. Sea K = Q(0) un campo numérico de grado n sobre Q. FEn-
tonces, existen exactamente n monomorfismos distintos 7; : K — C, i =
1,...,n. Ademds, los elementos 1;(0) = 0; son las raices distintas del polinomio
minimo de 6 sobre Q.
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Demostracion. Sea 01,...,0, el conjunto de raices del polinomio minimo p de
6 '. Luego cada 6; tiene un polinomio minimo p; el cual divide a p, pero p es
irreducible, luego existe un tnico isomorfismo de campos 7; : Q(0) — Q(6;) tal
que 7(6) = 6;. De hecho, si a € Q(¢) entonces a = r(f) para un tinico r € Q []
con grad(r) < n luego tenemos que

Reciprocamente, si tenemos un monomorfismo 7 : K — C, entonces 7 es la
identidad en Q luego tenemos que

de modo que 7(0) es una de las 6;, luego 7 es una de las 7;. O

Sea K = Q(f) un campo numérico de grado n sobre Q y seaae = {a, ..., }
una base de K visto como Q-espacio vectorial. Definimos el discriminante de
@ como

Alay, ..., o) = {det [r;(e)]}>.

Ahora si escogemos otra base § = {f1,...,0,} entonces

Be = ciwai (cir €Q),

i=1

para k = 1,...,n y det(c;r) # 0. Luego, de las propiedades del producto de
determinantes y de las propiedades de 7; tenemos que

AlBr, ..., B = [det(cie)> Ao, ..., om].

Ademas, se puede demostrar que el discriminante de cualquier base para K =
Q(0) es racional y distinto de cero.

Un nimero complejo 8 es un entero algebraico si existe un polinomio ménico
p(t) con coeficientes enteros tal que p(f) = 0. Este conjunto forma un subanillo
de los nimeros algebraicos A y lo denotaremos por B.

Para un campo numérico K escribiremos O = K NB y llamaremos a O el
anillo de enteros de K. Notemos que K y B son subanillos de C. Luego tenemos
que Og es subanillo de C. Ademds, ZC QC K y Z C B luego Z C Ok

Proposicion E.1. Sia € K entonces para algin ¢ € Z distinto de cero tenemos
que ca € Og.

Corolario E.1. Si K es un campo numérico entonces K = Q(0) para algin
entero algebraico 6.

IDe 4lgebra sabemos que un polinomio irreducible sobre un subcampo K de C tiene todas
sus raices distintas [12]
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Demostracion. Sabemos que K = Q(¢) para algin nimero algebraico ¢. Luego,
por la Proposicién anterior, f = c¢ es un entero algebraico para algin 0 # ¢ € Z.

Luego Q(68) = Q(¢). 0

Un criterio util para ver cuando un nimero es entero algebraico en término
de su polinomio minimo es el siguiente.

Proposicion E.2. Un numero algebraico a es entero algebraico si y solo si su
polinomio minimo sobre Q tiene todos sus coeficientes en Z.

Sea K un campo numérico de grado n sobre Q, por el Corolario anterior
tenemos que K = Q(6) donde 6 es un entero algebraico, luego tenemos que el
polinomio minimo p(#) tiene grado n y {1,9, e ,9"‘1} es una base para K
visto como (Q-espacio vectorial.

El anillo Ok de enteros de K es un grupo abeliano con la adicién. Una
Z-base para (O, +) es llamada una base entera para K (o para Og). Luego
{ai,...,as} es una base entera si y solo si toda a; € Ok y cada elemento de
O es expresado de manera tnica de la forma

ajoy + -+ AsQs,

para ai,...,as € Z. Luego de la Proposicién E.1 se sigue que toda base entera
para K es una QQ-base. En particular s = n.

Teorema E.2. Cada campo numérico K pose una base entera, y el grupo aditivo
de Ok es un grupo abeliano libre de rango n igual al grado de K.

Corolario E.2. La pareja O C K es isomorfa a la pareja Z' C Q™ como
grupos abelianos.

Sea L/K una extensién finita, la traza y la norma de un elemento = € L se
define como la traza y el determinante, respectivamente, del endomorfismo

T,:L — L
a — xa,
del K-espacio vectorial L, i.e.
Trpx () = Tr(Ty), Nipjx(z) = Det(T;).
Sea K C L C M una torre de extensiones de campos finitas. Entonces
Trr i o Tragp = Tryx

y
Nrigo Ny = Nuk

En particular si K es un campo numérico tenemos que
n n
Trg(z) = [[7i(z), Ni(z)=> m(2),
i=1 i=1

con x € K y 7; los n monomorfismos de K — C.
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E.2 Latices

Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n. Una latiz en V' es un subgrupo
de la forma
I'=%2v+ -4 Zvy,

donde los vectores vy, - ,v,, son linealmente independientes. A la m-tupla
{v1,++, v} la llamaremos una base para la latiz I' y al conjunto

M={ziv1+  +2pom:x; ER, 0<x; <1},

lo llamaremos un dominio fundamental para I'. Se dice que la latiz ' es
completa si m = n.

Como podemos observar I' es un subgrupo del grupo aditivo (R, +). Luego,
una latiz de dimensién m es un grupo abeliano libre de rango m por lo que
podemos aplicar toda la teoria y terminologia de grupos libres abelianos al
estudio de las latices.

Por otro lado, también es posible dar una caracterizaciéon topologica de las
latices. Sea V = R" equipado con la métrica usual, donde ||z — y|| denota la
distancia entre x y y, y denotemos la bola cerrada de radio r y centro x por
B, [z]. Recordemos que un subconjunto X C R™ es acotado si X C B, [0] para
alguna r. Diremos que un subconjunto de R™ es discreto si y solo si interseca
a cada B, [0] en un conjunto finito. Luego tenemos la siguiente caracterizacién
topoldgica de las latices.

Teorema E.3. Un subgrupo I' CV es una latiz si y solo si I es discreto.

Proposicion E.3. Una latiz I’ es completa si y solo si existe un subconjunto
acotado M C 'V tal que el conjunto de traslaciones M + ~, donde v € I, cubre
a todo V.

Teorema E.4. FEl anillo de enteros Ok de un campo numérico K de grado n
sobre Q es una latiz completa en V. Mds ain, todo ideal a € Ok, distinto de 0,
es una latiz completa en V.



Bibliografia

— = =
w —

—
e

1]

=

=

=

© oo

L L e R = = A .5)

T.M. Gendron and A. Verjovsky Geometric Galois Theory, Nonlinear Num-
ber Fields and a Galois Group Interpretation of the Idele Class Group
(World Scientific, 2005)

D. Ramakrishnan and R. J. Valenza, Fourier Analysis on Number Fields
(Springer-Verlag, 1999)

J.P. Serre, A course in arithmetic (Springer-Verlag, 1973)

N. Bourbaki, Topologie Générale (Hermann, Editeurs des Sciences et des
Paris, 1974)

A. Weil, Basic Number Theory (Springer-Verlag, 1973)

J. W. S. Cassels y A. Frolich (eds.),Algebraic Number Theory (Academic
Press, 1986)

P. Samuel, Théorie Algébraique des Nombres (Herman, Editeurs des Sci-
ences et des Paris, 1966)

A M. Robert,A Course in p-adic Analysis (Springer, 2000)

I. Stewart, Algebraic Number Theory (chapman and Hall, 1987)
S. Lang, Algebraic Number Theory (Springer-Verlag, 1994)

J. Neukirch, Algebraic Number theory (Springer-Verlag, 1999)

S. Lang, Algebra (Springer-Verlag, 2002)

P. R. Halmos, Measure Theory (Springer-Verlag, 1974)

C. Prieto, Topologia Bdsica (Fondo de Cultura Economica, 2003)

T. M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory (Springer-Verlag,
1976)

[16] W. Rudin, Real and Complex Analysis (McGraw-Hill, 1991)

[17] H.P.F. Swinnerton-Dyer, A Brief Guide to Algebraic Number Theory (Cam-

bridge University Press, 2001)

119



120 BIBLIOGRAFIA
[18] Y. Katznelson, An Introduction to Harmonic Analysis (Cambridge Univer-
sity Press, 2004)

[19] S. de Neymet, Introduccidn a los grupos topoldgicos de transformaciones
(SMM 2005)

[20] G. Fubini, Sulle metriche definite da una forma Hermitiana (att; Ist.
Veneto 6, pp 501-513, 1904)

[21] E. Study, Kiirzeste Wegeimkomplezen Gebiet, (math. Ann 60, pp 312-377
1905)

[22] E. Wigner, Gruppentheorie und ihre anwendung auf die Quantenmechanik
der Atomspektren (J.W. Edwards, 1944)

[23] J. Dieudonné Foundations of Modern Analysis (Academic Press, 1969)
[24] S. Lang, Foundamentals of Diferential Geometry (Springer-Verlag, 1999)
[25] W.P.A. Klingenberg Riemannian Geometry (Walter de Gruyter, 1995)
[26] S.G. Krantz Function Theory of Several Complex Variables (AMS, 2001)
[27] R. Remmert, Theory of Complex Functions (Springer-Verlag, 1990)

[28] G.D. Villa, Introduccion a la Teoria de las Funciones Algebraicas (Fondo
de Cultura Economica, 1990)

[29] C. Godbillon, Feuilletages. Etudes géométriques (Birkhsuser, 1991)
[30] A. Candel y L. Conlon, Foliations I (AMS, 2000)



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Campos Locales
	Capítulo 2. Solenoides y Adéles
	Capítulo 3. Campos de Números no Lineales
	Capítulo 4. Aritmética no Lineal
	Capítulo 5. Teoría Geométrica de Galois
	Apéndices
	Bibliografía

