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Introduccion

Si buscamos invariantes topoldgicos contravariantes, los mas sencillos
serian el grupo de funciones continuas del espacio X al grupo abeliano
G denotado Map(X, G) (asociandole a G la topologia discreta). Este inva-
riante nos mide la cantidad de componentes conexas de X cuando éste es
localmente conexo. Entonces es muy natural que consideremos grupos con
una estructura topoldgica diferente, y los primeros que se nos vienen a la
mente son los grupos de los reales y complejos.

No nos vayamos confundir y pensemos que como los reales o los com-
plejos son los primeros grupos topolégicos abelianos con los que trabaja-
mos, resulte que dichos invariantes asociados sean triviales. Estono sucede,
ya que tanto los reales como los complejos tienen mds estructura que la de
un simple grupo topolégico discreto, y es esta estructura adicional la que
nos permite recobrar la informacién de los espacios. Para el caso en el que
los espacios topolégicos son compactos y Hausdorff se tiene un Teorema
hermoso que dice: “dos espacios son homeomorfos si y s6lo sisus anillos de
funciones continuas son isomorfos”. Lo cual nos lleva al primer problema
de la tesis, ya que con este resultado tenemos que, estudiar los espacios se
vuelve tan dificil como estudiar sus anillos asociados. El resultado es de
Gelfand y Kolmogorov, y lo desarrollan Gillman y Jerison en su libro —Rings
of Continuous Functions-.

Entonces lo que vamos a hacer a lo largo de las siguientes péaginas
es estudiar las acciones de esos anillos de funciones. Lo que da pie a
la investigacion de los médulos proyectivos finitamente generados con
coeficientes en el anillo de funciones continuas.

En la basqueda de médulos y las relaciones que tienen con respecto
al espacio original, encontramos algunos resultados entre ellos y los ha-
ces vectoriales cuando el espacio base es compacto y Hausdorff. Dichos
resultados se obtienen al estudiar un funtor de la categoria de haces vecto-
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riales a los médulos de secciones. Para ampliar la informacién presentada
en la tesis uno puede recurrir al articulo Richard G. Swan llamado —Vector
Bundles and Projective Modules—, y el libro de Marcelo Aguilar, Samuel
Gitler y Carlos Prieto titulado —Algebraic Topology from a Homotopical
Viewpoint.

Juntando estas ideas surge la necesidad de comparar la teoria K topo-
l6gica y la teoria K algebrdica. Las cuales estdin muy relacionadas entre si.
Como veremos més adelante.

Cabe mencionar que este trabajo estd escrito pensando en que el lector
tiene estudios basicos en Topologia y Algebra.



Capitulo 1

Espacio estructural de un anillo y
modulos proyectivos

En este capitulo, se desarrollaran algunos conceptos generales sobre
anillos conmutativos con uno, asi como un espacio asociado a ellos, lla-
mado espacio estructural. Después estudiaremos los médulos proyectivos,
y algunas de sus propiedades.

1.1. Espacio estructural

Trabajaremos con anillos conmutativos con 1 y homomorfismos entre
los anillos que siempre mandan el uno en el uno.

Definicién 1.1.1 (Ideal primo) ¥ es un “ideal primo” o “primo” si P es ideal
yPC Aysixy € Pentoncesx € Poy € R.

Definicion 1.1.2 (Ideal maximal) M es un “ideal maximal” si M es ideal, AC
A y no existe a ideal tal que M C a C A.

tesis

Lema 1.1.1
Sea P un ideal en el anillo A. Entonces P es un ideal primo si y s6lo si A/P
es un dominio entero.
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Lema 1.1.2
Sea M un ideal en el anillo A. Entonces M es un ideal madximal si 0 y sélo
si A/M es un campo.

Demostracién. Sea 0 # ¥ € A/ & x ¢ M < 1 = ax + m para alguna
aeEAyunameMe—a-x=1
.. A/Mescampo. m

Lema 1.1.3
Sea M un ideal maximal. Entonces  es un ideal primo.

Demostracién 1. MM es maximal & A/M es campo, en particular dominio
entero = M es ideal primo. m

Demostracién 2. Sean x,y € A tal que x - y € M. Supéngamos que x no
pertenecea M & dJa € A,m € Mtal que 1 = ax +m.

& y =axy +my pero xy € N = axy € M
yme M= yme M.

— yeM
.. Mes primo. m

Proposicién 1.1.4
Sea A es un anillo no trivial(A # 0). Entonces A tiene un ideal maximal.

Demostracién. Sea X~ = {a C Ala ideal y a # A}. Le damos a T el orden

parcial estdndar (por contencién). Claramente X # () ya que 0 es un ideal y
0+A.

Sea (a,)aen Una cadena ascendente, esto es,que para cualesquiera v, a1 €
A se tiene que a,, C 0y, O qUe 0y, C ay,.

Sea 0 = Uyept, €s un ideal, porque trivialmente es un grupo abeliano y
sia € ay x € A tenemos que xa € a ya que existe @ € A tal quea € q,, lo cual
implica que xa € a,. Ademédsa# Ayaquel ¢ a,Va € A = 1 & Ugepty = a.
por lo tanto L tiene elementos maximales. Claramente si a € X es un
elemento maximal = a es un ideal maximal de A. m

Corolario 1.1.5
Sea a un ideal diferente del anillo A entonces existe # maximal tal que a
estd contenido en M.
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Demostracién. Considéremos ¢ : A — A/q, la proyeccion cociente. Ob-
servemos que ker(¢) = a. Como a # A = A/a # 0. Entonces existe f#t C A/a
ideal maximal.

Definimos M = ¢~ (). Tenemos que M es trivialmente es un ideal y
ademds a C M ya que a = ¢~1(0) = ker(¢).

M es maximal ya que si 1 C o es ideal entonces dr € o tal que r ¢ M =
O(ry=7¢ M= Tbe Alatal que 1 = b7 + 17 con 11 € M.

Se sigue que (o) = A/a. Entonces 0 = Ayaquesioc # A = 1 ¢ o pero
Po)=Ala= Jaeotalquepa) =1 1-acaperoaCo=>1-a¢€
0 & 1 € 0. Esto es un absurdo, la contradiccién viene de suponer que
o#FA. m

Corolario 1.1.6
Sia es un elemento del anillo A y no es unidad entonces existe M (ideal
maximal) contenido en A tal que a pertenece a .

Sea A un anillo y sea S,,,x(A) el conjunto de todos los ideales maximales.
SiE C Aentonces se denota V(E) el conjunto de todos los ideales maximales
de A tales que contienen a E.

Observemos que si E C A y a es el ideal generado por E (1 =< E >)
entonces V(E) = V(a). Es claro ya que E C a = V(E) D V(a); ysil D E
es ideal maximal, esto implica que (1 O a = V(E) C V(a) por lo tanto
V(E) = V(a).

Construccién de una topologia al espacio S,,,.(A). Ahora queremos dar
una topologia al espacio S.x(A).
1. Nétemos que si E; C A para toda i en I (conjunto de indices) entonces
V(UE)) = NV(E))
i€l i€l
ya que si

meV(UIEi) — M>D LJIEi<=>jIBIDEiVieI<=>
1€ 1€
MeV(E)Viel & Mec DIV(Ei)

1€
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2. Siaybson ideales de A. Entonces V(a) U V(b)) = V(aNb) = V(ab). Ya
quesiMe V@UV(E) =>MeV(@oMeV(p)=>MDadoMDOL.

= MDOaNt=MeV(@nNb)
= MDab = Me V().

Sile Vienb) = MDaNb. Supongamos M Da= Me V() = Me
V(a) U V(0).

Ahora supongamos que MM 2 a = da € atal que a ¢ M pero Vb € b se
tienequeabcaNtC M =>beMVbebt=>MOI=>Me V() = Me
V(a) U V(6). De manera andloga V(ab) C V(a) U V(5).

3. V(A) = 0 porque, si M es maximal entonces M ¢ A.

V(< 0>) =V({0}) = Syux(A) ya que, para todo M ideal maximal de A,
0 e M.

Luego, se puede definir una topologia a S,..x(A) cuyos cerrados son
T ={V(a)la Cc A} (1.1)

y cuyos abiertos son:
T ={V(a)la C A}. (1.2)

Definicién 1.1.3 (S,,,:(A)) Al espacio (Syax(A), T) se le llama espacio estructu-
ral del anillo A y lo denotamos simplemente como Smax(A). También lo denotaremos
como X por ser un espacio topoldgico.

Sea E C A, denotaremos por Xg = V(E)* = {t c X|M 3 E,E D A}.

Lema 1.1.7
Sea {Xy|f € A} es una base de los abiertos S x(A).

Demostracion.

1. XN X, = Xy, ya que

XrN X, Vi<f>nVicg>)=V(f>UV(<g>))

V(< f8>)" = Xpg
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2. X; = V(AX = X

Corolario 1.1.8
{V¢|f € A} son una base de la familia de cerrados del S,,;x(A). NoTACION:

V(f) = X§ = (M e Su(A)f € M) (1.3)

Demostracion. La demostracion es inmediata del Lema anterior. m

Proposicién 1.1.9
Sea A es anillo conmutativo con 1. Entonces S,..(A) es compacto.

Demostracién. Sea {X[};c; un cubierta abierta de X.

S o=NgV(< fi>) & IMeXMoO<fi>Viel
= fAMeXMD fViel

ImeXIMo(fliel}=E

<E>=A

=
=
existe una combinacién lineal de elementos de E que es 1.

Sean {fi,, fi,,---, fi,li € I} los que dan esa combinacion lineal entonces
V< >NV fo>) N V(< f, >) =00

U]’721V(< fij >)=X.
Por lo tanto S,,(A) es compacto. m

Proposicién 1.1.10 (Algunas propiedades del S,,,,(A).)
1. X = Xy & f es unidad.

2. ¢ = Xy & f esnilpotente.
Demostracion.

1. X=X;=V(< f>) e V(< f >)0 & f es unidad.
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2 ¢0=Xs=V(f>)=VKf>=Xe dnff' =0 fes
nilpotente.

Teorema 1.1.11 (Invariancia algebrdica de S,,,)
Sean A, B anillos conmutativos con uno. Si A es isomorfo a B entonces
Smax(A) es homeomorfo a S,,,,(B).

Demostracién. Supongamos que W : A — B es un isomorfismo de anillos
conmutativos. Definimos W* : S,,,.(B) — S,uux(A) como W*(M) = W-1(M).
A continuacién necesitamos demostrar que:

1. W* ESTA BIEN DEFINIDA.

Consideremos
A — B -5 B/, (1.4)

donde 7 : B — B/#M es la proyeccién al cociente. Luego entonces
n°W(A) = B/M, pero el ker(n°W) = W~1(M) ya que W es isomorfismo.
Por lo tanto B/M es isomorfo a A/W~' ().

2. W* ES CONTINUA.

Supongamos que M € U 1(V(f)) = V(M) € V(f) =

= V(M) eV(f)
= fevlm
— Y(f)em
= MeV(¥()
= VI (V(f) = V(¥(f)) (1.5)

Luego entonces W* es continua y de manare analoga (W™!)* es conti-
nua la cual es la inversa de W".

Finalmente por 1y 2 se tiene que S,,,x(A) es homeomorfo S,.«(B).
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1.2 Médulos proyectivos

1.2. Moddulos proyectivos

Recordemos que unR-médulo A eslibre, si es isomorfo a una suma directa
de copias de R.

Nota 1.2.2 Sea A un R-médulo libre, si Ra; = Ry si A = QBIRai, entonces
1€
{a; € Ali € I} es base de A.

Entonces decimos que los elementos de A se escriben como sumas de
combinaciones lineales de elementos de su base, es decir

a= Zi’lﬂi

i€l

donde las r; son casi todas iguales a cero. Entonces a se puede escribir de
forma tnica por elementos de una de sus bases, de manera analoga a lo
que se hace en algebra lineal con la suma de vectores.

Proposicion 1.2.1
Sea X = {a; € Ali € I} una base de un A R-médulo libre. Si B es un R-moédulo

y f : X = B hay un tinico morfismo f : A — B que extiende a f.

A

J\\alf
N
f X

X—B

Diagrama 1.1: Base de modulos libres

Demostracién. La demostracién es completamente rutinaria, se define f; :
Ra; — B como ra; — rf(a;), claramente f; es morfismo. Como A = ]_[Rai,
entonces definimos f : A — B como f = of: gRai — B,y claramentileste
es un morfismo asi que sia = Zf’iﬂi entonces f (a) = Z fi(ria;) = Zri f(a;) por
lo que f siextiende a f. La unilgdad estd en que si gle:IA — B, qltelle extiende

a f entonces g(a) = g(%riai) = %rig(a,') = %ri fla;) = f (a). m

La Proposicion anterior es conocida por algunos autores como la propie-
dad universal de los médulos libres. Pero para fines del proyecto usaremos
otra que es muy importante.
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Corolario 1.2.2
Sea X = {a; € Ali € I} una base de un A R-médulo libre. Si f,g: A — B, son
morfismos de R-médulos tales que f(a;) = g(a;) entonces f = g.

Proposicion 1.2.3
Cada R-médulo M es cociente de un R-médulo libre.

Demostracién. Consideremos a F como el médulo libre generado por la
base de los elementos M (olvidandonos de la estructura aditiva y multi-
plicativa por escalares, a este conjunto se le conoce como UM donde U es
“el funtor olvidadizo”), entonces F = [] Rm. Sea f : UM — M definida

melM
como f(m) = m esto implica, por la Proposicién 1.2.1, hay un morfismo de

M :f:F — Mel cual extiende a f, pero f es sobreyectiva, entonces f también
lo es. Por el primer Teorema de isomorfismos tenemos que f(F)/ ker(f) = M.
n

Proposiciéon 1.2.4
Sea F un R-médulo libre, g : B — C es un morfismo suprayectivoy f : F —
C es un morfismo. Entonces existe ¢ : F — B tal que g°¢ = f. Es decir el

2l

B—»C——>0

Diagrama 1.2: Proyectividad de médulos libres

Diagrama 1.2 conmuta.

Demostracién. Sea X = {x; € F|i € I} una base de F. Como g es suprayectiva
para cada x; en X, existe b; en B, tal que g(b;) = f(x;) entonces definimos
Y : X — B como Y(x;) = b;. Entonces por la Propocisién 1.2.1 tenemos
que existe ¢ : F — B morfismo de R-médulos tal que extiende a 1. Pero
$°P(x;)) = g°YP(x;) = g(b)) = f(x;), por el Corolario anterior tenemos que

o=/ m

Definicién 1.2.3 Sea P un R-mddulo decimos que P es proyectivlo si cada que
g : B — C sea un morfismo suprayectivo, y si f : P — C es un morfismo ,
entonces existe ¢ : P — B tal que g°¢ = f.

Corolario 1.2.5
Sea F un R-mdédulo libre. Entonces F es un R-médulo proyectivo.
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R

B—»C——0

Diagrama 1.3: Médulo proyectivo

Proposicién 1.2.6
Sea P un R-médulo proyectivo. Si Py C P es un sumando directo, entonces
Py es R-médulo proyectivo.

Demostracién. Consideremos los Diagramas 1.4 y 1.5: como P; es sumando

Py
Al
B—»C——0
Diagrama 1.4: Diagrama de la Proposicién 1.2.6
directo P, entonces podemos extender a f de la siguiente manera:
f_l P=P 19D P 2 C

como (p1,p2) — f(p1), pero P es proyectivo entonces

P, @ P,

A

B C 0

Diagrama 1.5: Suma directa de médulos proyectivos

Luego existe ¢ : P — B la cual hace conmutar el Diagrama 1.5, pero
¢lp, : Py — B hace conmutar el Diagrama 1.4. Entonces P; es proyectivo. m

Proposicién 1.2.7
Sea P un R-médulo proyectivo, f : B — P es un morfismo suprayectivo de
R-médulos. Entonces B = ker(f) ® P’, donde P’ = P.

Demostracién. Para esta demostracion podriamos usar muchas cosas,por
ejemplo el Teorema de retractos, pero lo probaremos usando la definicién.
Consideremos el Diagrama 1.6:
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P

A

B—»P——0

Diagrama 1.6: Diagrama de la Proposicién 1.2.7

como Idp es biyectiva en particular es inyectiva, entonces ¢ es inyectiva.
Sea P’ =)Im(¢p) = P (por ser ¢ inyectiva).

1. PPNker(f) =0€B.Sibe P Nker(f) = f(b) =0,perobe P’ =Py
fr = ¢! (por la conmutatividad del diagrama)= b = 0.

2. P’ + ker(f) = B, como f es suprayectiva tenemos que B/ ker(f) = P
con el isomorfismo inducido por f. Sea b € B, entonces f([b]) = p € P.
Pero ¢(p) = p’ € P’, y ademads f°¢(p) = p, lo cual implica que [b—p’] €
ker(f), entonces b —p’ = k € ker(f) = b =p’ + k € P’ + ker(f).

Por lo anterior tenemos que B = ker(f) @ P’. m

Proposicién 1.2.8
P es un R-médulo proyectivo si y sélo si es sumando directo de un R-
médulo libre.

Demostracién. Por la Proposiciéon 1.2.3 tenemos que P es cociente de un
modulo libre y por la Proposicion anterior tenemos que P es sumando
directo de cualquier médulo del cual sea cociente. A

Para el regreso suponemos que P es un sumando directo de un médulo
libre. Pero todo médulo libre es proyectivo, entonces por la Proposiciéon
1.2.6 P es proyectivo.A =



Capitulo 2

Anillo de funciones

En este capitulo veremos que cuando un espacio es compactos y Haus-
dorff entonces se puede reconstruir a partir de su anillo de funciones conti-
nuas (con valores reales o complejos). Para fines practicos, consideraremos
que K es el campo de los ntimeros reales o de los complejos, tomando en
cuenta que éstos son espacios topolégicos con la métrica euclidiana.

2.1. Anillo de funciones

Definicién 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico no vacio. Denotamos por C(X) el
anillo de funciones continuas a K, es decir,

CX) ={flf : X — K}

tal que f es continua.

Le queremos dar estructura de anillo conmutativo a C(X) por lo que
necesitamos definir las operaciones suma y producto.

Definicién 2.1.2 Definiremos las operaciones “+” y “-” que van de:

+: CX)XCX) — CX)

CX)x C(X) — C(X) 2.1)

como:
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1. f+g: X — Kcomo f + g(x) = f(x) + g(x),
2. f-g: X— Kcomo f-g(x) = f(x)g(x)

Dichas operaciones estdn bien definidas ya que claramente son funciones con-
tinuas, porque la suma y el producto son continuas en KK, y estas operaciones
son una composicion de funciones continuas. También utilizaremos la siguiente

notacion f' g = fg

Lema 2.1.1
Sea X un espacio topolégico. (C(X), +,°) es un anillo conmutativo con 1

Demostracién. Sean f, g, h € C(X)

1. (C(X), +) es grupo abeliano:

a) (f +g) +h=f+(g+h), porlaasociatividad de K;
b) f+g= g+ f,porlaconmutatividad de K;

¢) 0: X — K como 0(x) = 0¥x € X (la funcién constante, por lo
tanto continua),0 € C(X); f +0(x) = f(x)+0(x) = f(x)+0 = f(x),0
es el neutro.

d) Sea f € C(X) entonces definimos —f : X — K como x — —f(x)
entonces f + —f(x) = f(x) + (—f(x)) =0Vx,xe X. = f+—f =0.

por lo tanto (C(X), +) es grupo abeliano.
2. (fg)h = f(gh) por la asociatividad de K;
3. fg = gf por la conmutatividad de K;

4. 1: X — K, como 1(x) = 1Vx, x € X (la funcién constante 1, por lo
tanto continua); f1(x) = f(x)1(x) = f(x)1 = f(x) lo que quiere decir
que tiene neutro multiplicativo;

5. f(g+h) = fg+ fh por la distributividad de K tenemos que C(X) es
un elemento de AnC1.

Definicién 2.1.3 Sea ¢ : X — Y una funcién continua. Definimos ¢* :
C(Y) — C(X) como ¢*(f) : f°¢. La funcion ¢*(f) estd en C(X) pues es la
composicién de funciones continuas.
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Lema 2.1.2
Sean X, Y espacios topolégicos y ¢ : X — Y una funcién continua. Enton-
ces ¢ : C(Y) — C(X) es un homomorfismo de anillos.

Demostracién. Sea f, g € C(Y).

O (f+ 8w = f+8(PW) = flP(x)+8(P(x) = f7P(x) + g°P(x)

(N + ¢ (Qw = (@' (/) + P (@

por lo tanto ¢* es morfismo de grupos.

P (f9w = f8(P(x) = f(Pp(x))g(P(x))
[ (087 0(x) = ¢*(flw P (§)w
()P (&)

por lo tanto ¢* es morfismo de anillos conmutativos.

Sea 1 € C(X) (la funcién constante 1) entonces ¢*(1)(x) = 1(¢p(x)) = 1.
Por lo tanto ¢* es morfismo de anillos conmutativos con 1. m

Proposicién 2.1.3

Tenemos un funtor contravariante de la categoria de espacios topolégicos
a la categoria de anillos conmutativos con 1, que asocia a X +— C(X) y a
o: X — Y, : C(Y) — C(X).

Demostracién. Sean X, Y, Z espacios topolégicosyp : X — Yy : Y — Z
continuas. Entonces ¢* : C(Y) — C(X) y ¢ : C(Z) — C(Y) implican que
oY : C(Z) — C(X) si f € C(Z) entonces

P oy(f) = W) =¢(fP)
(fre =) =W eoy(f)

claramente manda Id : X — Xenld : C(X) — C(X). m

Luego, el funtor de la Proposicién 2.1.3 es un invariante topolégico, es
decir, X = Y = C(X) = C(Y).
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2.2 Ceros de funciones

Notemos que si f7}(0) = 0 & f es invertible o unidad ya que si

(x) # 0 = -L est4 definido en K. Entonces sea f™! : X — K como
f®

f(x)! = ﬁ y esta funcion es continua ya que 1 es continua y f' es la
composicién de funciones continuas.

Tenemos que C(X) es un conjunto con muchas propiedades ya que le
podemos dar estructura de KK espacio vectorial definiendo la multiplicacién
por escalar como la multiplicacién en la imagen.

Si K son los niimeros reales le podemos construir un orden parcial de la
siguiente manera f > g siysoélosi f(x) > g(x) para toda x en el espacio, esta
relacion de orden se sigue del orden de los niimeros reales. Ademads esta
relacion no varia bajo traslaciones. Es decir, f > g & f +h > ¢+ h para
toda h en C(X). Tiene una clase positiva la cual es cerrada bajo producto, si
f >0y g >0implica que fg > 0.

2.2. Ceros de funciones

Definicion 2.2.1 Sea f en C(X), definimos los ceros de f como f~1(0) = Z(f) =
Zx(f) = {x € X|f(x) = 0}. Si Y subconjunto de X, es un nulo si existe f en C(X)
tal que Zx(f) = Y. Usaremos la siguiente notacion, si E esta contenido en C(X)

ZIE1= N 2(f).

Proposicion 2.2.1
X es completamente regular si y sélo si {Z(f) C X|f € C(X)} es una base de
cerrados para la topologia.

Demostracion.

= Sea E C X un cerrado, entonces para toda x en el complemento de E
existe f, en C(X) tal que E C Z(fy) y fx(x) = 1 — por ser X completa-
mente regular. Esto implica que x ¢ Z(f,) entonces E = n Z(f.)-A

X€EC

& SiEesuncerrado y x pertenece E€ entonces E = n Z( ;) entonces existen
1€
ienly fien C(X) tales que fi(x) =a # 0y fi(E) = 0.

Por lo tanto X es completamente regular.A
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Proposicién 2.2.2
Sea X un espacio topoldgico, f, g en C(X);

SIS N

. Z(f) = Z(f?) = Z(f") = Z(|f]) para toda n en N, para compleja Z(f) =

Z(f);
Z(0) = X;
Z(1) = 0;

Z(f8) = Z(f)V Z(3);
Z(ff+887) = Z(fl+1gh) = Z(f) N Z(g) = Z(f f7) N Z(38")-

Demostracion.

4. Supongamos que x pertenece a Z(fg), entonces fg(x) = f(x)g(x) =0y

como K es un campo tenemos que f(x) = 0 o g(x) = 0, por lo tanto x
estd en Z(f) o Z(g) con lo cual x pertenece a Z(f) U Z(g).

Supongamos que x € Z(f) U Z(g), entonces x pertenece a Z(f) o Z(g)
lo que quiere decir que f(x) = 0 o g(x) = 0, por lo tanto fg(x) = 0 lo
cual significa x estd en Z(fg).

1. Por induccién sobre n. Si n = 1 es trivial. Supongamos que Z(f) =

Z(f"1). Entonces por la 4, Z(f") = Z(f f*') = Z(f) U Z(f"') = Z(f)

por la hipétesis de induccion.

Si x pertenece a Z(f~), siy s6losi f7(x) = 0 = f(x) si y s6lo si x esta

en Z(f).

5. Supongamos que x € Z(ff~ + g¢~), entonces ff~ + gg(x) = ff (x) +

g9 (x), pero ff(x) y gg~(x) son mayores o iguales que cero (en los
reales), asi que ff (x) = g¢~(x) = 0y por 1) x pertenece a Z(f) N Z(g).
La otra contencion estd dada porque si x estd en Z(f) N Z(g), entonces
x se encuentra en Z(f f~) N Z(gg~) con lo cual tenemos que ff(x) +
88 (x) = 0, por lo tanto x pertenece a Z(f f~ + gg")

Supongamos x pertenece a Z(|f| + |g]), entonces |f| + |gl(x) = |f](x) +
Ig(x), pero | fI(x) y Ig](x) son mayores o iguales que cero (en los reales),
asi que |f](x) = |gl(x) = 0 pero ésto pasasiy sdlosi f(x) = g(x) =0siy
sOlo si x estd en Z(f) N Z(g) con lo que queda demostrado el Teorema.
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2.2 Ceros de funciones

Proposicién 2.2.3
Sea X compacto el C C(X) un ideal. Entonces Z[I] # 0

Demostracién. Sea fi, fo,..., fn € I, Z(f1) N Z(f2)... N Z(f,) = Z(f1f] +
fofy + ...+ fuf,) donde g € I entonces Z(g) # 0, luego {Z(f), f € I} tiene la

propiedad de la interseccién finita.Esto implica que Z[I] # 0. m

Definicién 2.2.2 Sean X un espacio topologico, y p un punto en X, denotamos
M, al conjunto de todas las funciones que se anulan en p es decir:

=1{f € CX)f(p) = O} (2.2)

Lema 2.2.4
Sea X un espacio topolégico y p un punto en X. Entonces M, es un ideal
de C(X).

Demostracién. Si f y ¢ estan en |, entonces f(p) = ¢(p) = 0 con lo que
f =28 = f(p) — g(p) = 0 por lo tanto f — g estd en M,.

Supongamos que f estd en M, y que ¢ € C(X) entonces p pertenece a
Z(fg) por la Proposicién 2.2.2. Con lo que concluimos que ¥, es ideal. m

Proposicion 2.2.5
Sea p en X. Entonces ¥, es un ideal maximal de C(X).

Demostracién. Definimos ¢ : C(X)/M, — K.! de la siguiente manera
O(f + M,) = f(p), esta funcion esta bien definida ya que si

f~h = f-hemm,

= (f-hp =
= f(p)—hip) =
= f(p) = hp).

Luego ¢ es homomorfismo entre anillos dado que

L ¢o(f +g+ M) =(f+9(p) = flp) +8(p) = O(f + M) + P(g + M),
ICX) /M, = {f + M| f € C(X)}
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2. ¢(f - g+ M) =(f-9p) = f(P)gp) = P(f + M,)P(g + M),
3. p1+Mm,) =1(p) = 1;

Ademas ¢ es inyectiva ya que si

o(f) =) = f(p)=hp)
& f-h{p)=0
— f~h

Y ¢ es sobre ya que si se toma un elemento r en KK entonces ¢ evaluada en
la clase de equivalencia de 7 es igual a r, es decir ¢(7 + M,) = r. Luego ¢
es isomorfismo. Por lo tanto M, es maximal. =

Proposicién 2.2.6
Sea X compacto y Hausdorff, ! un ideal maximal de C(X). Entonces Z[]
consiste de un sélo elemento de X.

Demostracién. Supongamos que p # qy que p, q en Z[f!] entonces existe f
en 1, tal que f(p) = 0y f(gq) = 1 por ser X completamente regular. Luego
M, > Myaque f(7) #0. m

Corolario 2.2.7
Definimos
V:X — S5,,(C(X)) como

b g, (2.3)

Si X es compacto la funcién WV es biyectiva.
Demostracién. En base a las proposiciones 2.2.6 y 2.2.5 la demostracion es
inmediata. m

Teorema
Sean X y Y espacios topolégicos compactos y Hausdortf, X es homeomorfo
a Y si y sélo si los anillos C(X) y C(Y) son isomorfos.

Demostracion.

27 : X — K definida como #(x) = r
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2.2 Ceros de funciones

= Un sentido de la doble implicacién es claro, ya que si X es homeomorfo
a Y por la Proposicién 2.1.3 tenemos que un funtor contravariante
de la categoria de espacios topoldgicos a la de anillos conmutativos
con uno, por lo que espacios homeomorfos se les asocian anillos
isomorfos. A

& Por el Corolario 2.2.7 la funcion ¥ : X — S,,,:(C(X)), ver ecuacién 2.3,
es una biyeccién. Demostraremos que W es un homomorfismo:

1. W Es coNTINUA. Sea V(f) un elemento de la base de cerrados (ver
1.1.7) entonces demostraremos que W~(V(f)) = Z(f). Suponga-
mos que p € YV 1(V(f)) & ¥(p) € V(f) =

= M, eV(f)
— femMm,
= f(p)=0
= peZf)

2. W Es cerraDA. Como W es biyectiva entonces basta con probar
que ¥ manda elementos basicos cerrados en cerrados. Como X
es compacto y Hausdorff, X es completamente regular.

Sea f € C(X) entonces 1, € W(Z(f)) e p € Z(f) =

= f(p=0
= feM,
= M, V(.

Por lo tanto:

W(Z(f) =V (2.4)

Por lo tanto W es homeomorfismo. Por el Teorema 1.1.11 S,,,,(C(X))
es homomorfo a S5,,,,(C(Y)). Luego se concluye que X es homeomorfo
aYall



Capitulo 3

Haces vectoriales y mddulos de
secciones

La idea de haces vectoriales viene de generalizar el concepto de haz
tangente de una variedad. En este capitulo definiremos y estudiaremos
los haces vectoriales y los morfismos que hay en esta categoria. Daremos
condiciones suficientes para poder construir una métrica Riemanniana, y
veremos algunas propiedades del médulo de seccioon de los haces vecto-
riales, incluyendo una caracterizacién de los segundos en términos de los
primeros. Al igual que en el capitulo anterior K denota a los R o a los C.

3.1. Morfismos entre haces vectoriales

Definicién 3.1.1 Un K-haz vectorial & sobre un espacio topolégico X consta
de un espacio E() (espacio total), una funcién continua y sobre p : E(§) — X
(llamada proyeccion) , y que en cada fibra p~(x) = F,(&) (denotada como F,
si no es necesario especificar el haz), tiene una estructura de espacio vectorial de
dimension finita. Estos objetos necesitan satisfacer las siguientes condiciones:

1. Para cada x en X, existe una vecindad U, de x, un niimero natural n y un
homeomorfismo ¢y : p~(Uy) — U, X K" tal que el siguiente diagrama con-
muta' Al conjunto {(Uy, ¢,)|x € X} se le conoce como sistema trivializador
y a los abiertos del sistema se les conoce como cubierta trivializadora.

!Se denot/o Res(p) = ply-1(u)
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3.1 Morfismos entre haces vectoriales

P (UL) —— o Uy X K

Diagrama 3.1: Diagrama de haces.

2. Para cada y en Uy, ¢xly1(y) 2 p~'(y) — {y} X K" es un isomorfismo de I
espacios vectoriales.

La dimensién de cada fibra es localmente constante, asi que es constante
en cada componente conexa de X. Si X es conexo entonces es constante.

Definicién 3.1.2 Un subhaz vectorial de & consta de un subconjunto E; C E(&)
tal que para cada x en X, la E; N F. (&) es un K-subespacio vectorial. Ademds se
tiene que plg, es un haz vectorial con la estructura de subespacio vectorial en cada
fibra inducida por &.

Definicién 3.1.3 Un morfismo de K-haces vectoriales f : & — 1 se define como
una funcion continua de f : E(§) — E(n) tal que el siquiente diagrama conmuta
Y fle e : Fx(&) — Fx(n) es una funcion lineal de K espacio vectorial.

E@&) ———E@m)

N

Diagrama 3.2: Morfismo de K-haces vectoriales.

Definicién 3.1.4 Una seccién de & sobre A C X subconjunto, es un funcion
continua s : A — E(&) tal que p°s(x) = Idx(x) = x

Definicién 3.1.5 Sea & un haz vectorial, decimos que una familia de secciones
{s1,...,84} son una base local sobre x, si existe una vecindad U de x tal que para
cada y en U, se tiene que {s1(y), . ..,s,(y)} es una base F,(&).

Siempre existe una base local sobre cada punto x, ya que hay una
vecindad U y un homeomorfismo ¢ : p~(U) — U x K" de manera que
tomando las secciones oi(y) = (y,e;) coni=1,...,n; donde {ej,...,e,} esla
base canénica de K". Se puede definir s; = ¢~°0; formando una base local.
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Entonces si s es una seccion de & sobre U se tiene que s(y) = a1(y)s1(y) +
... +a,(y)s,(y) donde a;(y) € K y la suma esté definida en el K-haz vectorial
de F, (&), ademds como s es continua se tiene que 4; es continua.

Lema 3.1.1 (Cambio de coordenadas)
Si{s1,...,sq}u es una base local de x y f{ey,...,e,} es la base canénica =
dA : U - GL,K continua tal ques; = A - ¢;

Demostracién. S;(y) = 2?21 a;i(y)ej(y) entonces y 4 (a;i(y)) pero (a;i(y)) €
GL,K por lo tantoA es continua tal que entrada por entrada es continua. m

Observemos que de la demostracion anterior se deduce que A™! también
es continua porque GL,K es un grupo topolégico. De manera andloga si
S1,...,5, €s una base local de £ en x y t;,...,t, es una base local de n en
xy f: & — neslineal en fibras entonces es una vecindad de x, f(si(y)) =
Z]’Ll a;i(y)ti(y) y si f es continua entonces g;; son continuas. Si ademaés
f : & — n es biyectiva entonces tenemos que A(y) = (a;;) € GL,K. Lo cual
generaliza el Lema de Cambio de Coordenadas a isomorfismos entre haces
vectoriales.

Entoces se tiene que existe A™' : UNV — GL,K = f(ti(y) =
Z;‘:la *; (Y)sj(y) y ax;j es continua Yi,j] = f‘llum/ es continua y como
fYunv es continua en una cubierta, = f~! es continua.

Lema 3.1.2

Sean ty,...,t; secciones de & sobre U vecindad de x tal que t1(x), ..., t(x)
son linealmente independientes, entonces existe una vecindad V de x tal
que para toda y en V,t1(y), . . ., tr(y) son linealmente independientes.

Demostracién. Sean sj,...,s, una base local de x entonces ti(y) =
Y71 4ii(y)s;(y) para toda y en una vecindad de x. Esto implica que hay una
submatriz A’(x) de (2;;) de dimensién kxk no es singular (i.e. det A" # 0). En-
tonces como el determinante es una funcién continua tenemos que existe
V, vecindad de x tal que detA’(y) # 0,Yy,y € V. Luego se deduce que
t1(y), ..., t(y) es linealmente independiente siy € V. m

Teorema
Sea f : & — 1 un morfismo de haz vectoriales entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. Imf es un subhaz de .
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3.1 Morfismos entre haces vectoriales

2.

3.

4.

ker f es un subhaz de €.
La dimension de las fibras de la Imf es localmente constante.

La dimension de las fibras de el ker f es localmente constante.

Demostracion.

3) &

1) =

3)=

3)=

4): Tenemos que F,(&) y F.(1) son espacio vectoriales y f|r, ) es lineal.
Entonces

dim(F,(&)) = dim(Im(f|r,(5)) + dim(ker(flr,())) (3.1)

Como dim(E()) es localmente constante luego dim(Im)f es local-
mente constante si y solo si dim(ker(f)) es localmente constante de
manera andloga el regreso. A

3)y 4): Como la Imf es un subhaz de 1 entonces la dim(Im(f)) es
localmente constante de manera andloga 2) = 3) y 4). A

1) : Primero vamos a demostrar que para toda x en X existe una base
localdeImf.Seans;y, ..., s, unabaselocal de x en &. Sea kla dimension
de la fibra de Im(f) en x. Supongamos f(si(x)), ..., f(sk(x)) son lineal-
mente independientes en F,(Im(f)). Sea t3,...,t, una base local de 1
en x y que estdn ordenadas tal que f°s1(x), ..., f°sk(x), tis1(x), . .., ta(x)
son linealmente independientes, por el Lema 3.1.2 existe una vecin-
dad de x donde son una base local sobre el haz . Entonces fs, ..., fsi
son una base local de Im(f) restringidas a una vecindad de x y con
esto es claro que Im(f) es un subhaz de 1. A

2): Seans;y, ..., s, labaselocal de x en £ como en la parte anterior (i.e.
f°s1,..., f°sksonunabaselocal de x en V delaimagen de f). Entonces
fGs)(x) = Zl;:l a;j(x)° f(s{(x)), Vi,i > k. Notemos que s; = s; — 21;:1 a;js,
estd en el ker(f) porque f(si(y)) = f(si — Y aijs{(y))Vy € V pero f es
un morfismo de haces vectoriales = f es lineal en fibras = f(si(y)) =
f(si(y)) — Z';zl a;j(y) f(sj(y))Yy € V y ¥i > k. Por lo tanto s? sii > k esta
en el kernel de f.

Ahora bien s;,,,...,s;, son linealmente independientes Vy. Ya que

si y € V se tiene ax1(y)si,,(y) + ... + au(y)s;,(y) = 0. Con lo que
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tendriamos que:

k
0 = aps1(Y)se41(y) — Z A1k (V)8;(Y) + .. + au(Y)sm(y)
j=1

k
- Z A (Y)n(Y)3;(y)-
j=1

Después ordenamos y reagrupamos y obtenemos que

0=B1W)s1(y) + ... + Br(W)sc(y) + A1 W)k () + - - + An(Y)s(y)

donde Bi(y) = Liti a] ozl(y) pero 0 estd en combinacién lineal en
F (&) y {si}, es linealmente independiente = a; = 0Vi > ky f8; =
0Vj < k ademas esto es para toda y € V. Por lo tanto 5;_,...,s;, son
linealmente independientes.

Luego, como dim F (&) = dim(J f) + dim(ker f) entonces {s’ (y) [

generan el ker f(y)¥y € V. Por lo tanto s}, , ..., s;, son una base local
X en el ker f. Con lo que concluimos f es un subhaz vectorial de &.

AR

Corolario 3.1.4

Sean &, 1 haces vectoriales, si f : £ — 1 es un morfismo de haces vectoriales
que hace conmutar el diagrama 3.2, tal que dimgF,(Im(f)) = k. Entonces la
dimygF,(Im(f)) > k para toda y en alguna vecindad de x.

Demostracién. Por 3) = 1) del Teorema 3.1.3 tenemos que f°s1(x), ... f°si(x),
son linealmente independientes y se pueden extender a una base de F,(n).
Entonces f°s;(x), ...f°sk(x), ts1(x), ...t,(x) son una base, la cual por el Lema
3.1.2 son una base local. Por lo que la dimgF,(Im(f)) > k si y estd en el
abierto donde las secciones anteriores son base. m

En general, no es cierto que un morfismo de haces vectoriales tiene al
kernel y a la imagen en la categoria de haces vectoriales. Por ejemplo si
X =1Idonde, I =[0,1], £ = I X K con p(x,y) = x, y considérese la funcién
f & — & definida de la siguiente forma f(x, y) = (x,xy). Claramente el
diagrama de la Figura 3.3 conmuta, pero la imagen de f en cada fibra es
de dimensién 1, excepto en x = 0 donde la dimensién de la fibra de la
imagen es cero. Entonces Im f no puede ser un subhaz vectorial porque la
Imf tendria que tener estructura de haz y la dimensién no es localmente
constante.
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Diagrama 3.3: Diagrama del ejemplo

Proposicién 3.1.5

Sean V, W espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente. Con-
sideremos L(V, W) el espacio vectorial de las funciones lineales de V en
W con su topologia natural. Sea X un espacio topolégico. Entonces una
funcién A : X — L(V, W) es continua si y sélo si la funciona : XXV — W
es continua donde a(x,v) = A(x)(v).

Demostracion.

= Supongamos que A es continua y consideremos la composiciéon
XXV ->LVW)XV -V

definidas como:
(x,0) = (A(x),v) = AX)(v).

Entonces la primera es continua por hipétesis y la segunda es conti-
nua por la bilinealidad. Por lo tanto a es continua.A

& Supongamos que a4 es continua y sean {vy,...,7,} una base de V' y
{wy, ..., wy} una base de W. Luego A : X — L(V, W) es continua si las
entradas de A en la representacion matricial de cada A(x) es continua.
Consideremos una pareja (i, j) y la funcién de X en K dada por

x —><a(x, u)), w; >=< Ax)(u;), w; >,

donde <, > es el producto interior en W definido por la base {wy, ...,
w,,} y la entrada (i, j) de la matriz A(x) es < A(x)(u;), w; >. Pero dado
que a es continua entonces cada entrada es continua. Por lo tanto A
es continua. A

Proposicién 3.1.6 (Isomorfismo de haces)

Sean & = (E(&),p, X) y n = (E(n), 9, X) K-haces vectoriales y f : £ — 1 un
morfismo de haces. 5i f es un isomorfismo en cada fibra entonces f es un
isomortismo de haces.
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Demostracion. Sean

:p () — UxK" (32)
g tU) = UxK" ‘
trivializaciones locales de & y 7 respectivamente. Consideremos ¢ - f -
¢ UX K" — Ux K" que es de la forma (x,w) — (x,a(x,w)) donde
a:UxK'"— K"

Entonces tenemos que f|,1 es continua si y s6lo si i - f - ¢~' es
continua, que a su vez es contina si y sélo si a lo es. Entonces como ¢, ¢
y f son isomorfismos lineales en cada fibra entonces la restriccién a, :=
alyxu : K" — K" es un isomorfismo. Por lo tanto la funcién asociada
aA:U— GL,K c L(K",K"). Entonces por la Proposicion 3.1.5 a es
continua si y sélo si A es continua. Por ser GLL,KK un grupo topolégico la

. . A -1
funcién inversa es continua. Supongamos U — GL,K — GL,K es una
funcién continua que representa al morfismo f~!. Con lo que podemos
concluir que f~! es continua. =

Definicién 3.1.6 Sean & y 1 K-haces vectoriales. La suma de Whitney de & y
1, que se denota como & ® 1), es el haz vectorial cuyo espacio total es E(E ® 1) =
{(e1,e2) € E(&) X E(n)lps(er) = py(e2)}. La proyeccion p : E(E ® 1) — X estd
definida como p(e1, e2) = pe(er) = py(ez). Claramente F(E © 1) = Fi(&) X Fx(1),
que es un espacio vectorial sobre K.

Para ver que es localmente trivial tomemos (Ue, ¢¢), (U, ¢y), trivializacio-
nes de & y 1 alrededor x respectivamente. Entonces:

Gg:p;(Us) — U XK'y

oy p(Uy) — Uy x K™, (33)

que estdn definidas como:

ex v (peleo), Pele) y
ey F= (pyley), Poley)). (3.4)

Entonces (;Z),g y ‘2’0 son continuas.

DEriNtMOS s X ¢ = p ! (Ue N U)X py (U N U,) — (Ug N U)X KX K™
como (e1, e2) — (pe(er), plez), Pele), Pylen))-

P X P, es continua.
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Entonces g X Oylyrw,nu, : P~ (Us N Uy) — (Ug N U,)* X K" X K™ pero
la imagen estd en A(U: N U,) X K" X K™ ya que si (e1, e2) € E( @ 1) entonces
pe(e1) = py(e) consideremos it : A(U: NU,) X K" x K™ — U: N U, x K" x K™
como la proyeccion en las iiltimas tres coordenadas.

Definimos ¢z ®¢,, := 1 - (¢ X py) la cual es continua, por lo que P, es un
homeomorfismo y su inversa estd dada por (x,v1,v;) > (gbgl(x, v1), gb;l(x, 02))
que es continua, dado que es continua entrada por entrada. Y claramente cumple

con plp—l(uémuq) = 115(Ps ® Py). Si (e1,€2) y (e3,e4) € Fr(E® M) y A € K tenemos
que

Qs @ ¢,7((el, ex) + Aes + e4)) Qs @ cpn((el + Aes, e + /\64))

(x, Peler + Aes), Pyler + /\64))

(x, Peler) + Ae(es), Pylea) + Apy(es))

(%, Peler), Boler)) + (x, Adeles), Ady(es)
(2, Beler), yled)) + Ax, beles), dylen)) =
s @ Pyler, ) + APs ® Py(es, ea). (3.5)

Por lo tanto ¢z ® Pylr,can) es K lineal pero g @ Py lr, o) €s biyectiva, entonces
es un isomorfismo de I espacios vectoriales.

Definicién 3.1.7 Una métrica Riemanniana en un K-haz vectorial & es una
funcién continua ( , ) : E(E® &) — K que tiene la propiedad de que ( ,
Nexe, @ Fx X Fy = K es un producto interior (o hermitiano). Es decir, que estd
dado por un producto interior (, )y : Fx X Fy — K el cual varia continuamente en
X.

Lema 3.1.7

Sea V un K-espacio vectorial (,) : VXV - Ky (,): VxV - K
productos interiores (o hermitiano para el caso en el que K sea el campo
de los complejos) detinido positivo y sea o un real positivo entonces:

I. a(,): VXV — K es un producto interior (o hermitiano)

IL. (,)+(,):VxV — K es un producto interior (o hermitiano)

Demostracién. Sean 1, v, w en V, k en K y a un real positivo.

L1. (a(v,w))” = a(v,w)” = a(w,v),
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L.2. a(v,w + u) = a((v,w) + (v,u)) = a(v,w) + a(v, u),
L3. a(kv,w) = ak(v,w) = ka(v, w) y a(v, kw) = ak™ (v, w) = k~a(v, w),

I4. a(v,v) >0yaquea >0, (v,0) >0y a(v,v) =0siysélosi(v,v) =0siy
sélosiv = 0.

IL1. ((v,w) + (0o, w))” = (v,w)” + (v, w)” = (w,v) + (W, V),

I1.2. (v, w+u)+w+u)=(,w)+ (,u)+(v,w)+(v,u)y=(v,w)+ (v,u) +
(v, w) + (v, u),

IL3. (kv, w)+<kv, w) = k(v, w)+k{v, w) = k((v, w)+<v,w))y (v, kw)+{v, kw) =
k= (v, w) + k (v, w) = k™ ((v, w) + (v, w)),

IL.4. (v,v)+(v,v) > 0yaque (v,v) >0,{v,v) >0y (v,0)+(v,v) = 0siy sélo
si(v,v) =0y (v,v) =0siysoélosiv=0.

De manera inductiva podemos generalizar II del Lema 3.1.7) a una
cantidad finita y posteriormente a una combinacién lineal con escalares
todos positivos. m

Proposicion 3.1.8
Sea ¢ un K-haz vectorial sobre un espacio paracompacto X. Entonces &
tiene una métrica Riemanniana.

Demostracién. Sea {(Uy, P4)}aca un sistema trivializador de &. Definimos
un producto interno en cada p~'(U,) de la siguiente manera:

Tenemos un homeomorfismo ¢, : p~'(U,) — U, X K", que manda
fibras en fibras mediante un isomorfismo K lineal. Sean v;,v, vectores
en p~(x). Definimos <vy, 0p>,y = <TPu(01), TP4(v2)>, donde <,> es el
producto interno estandar en K" y 7 : U, X K" — K" es la proyeccién.
Este producto interno es continuo ya que la funcién y de

E(€®&)a = {(01,v2) € p (Ua) X p  (Un)lp(01,v2)}

en K dada por y(v1, v2) = <01, 02> ;) €5 cONtinua, pues es la composi-
cion de
<1>
EE®8), L K'x K" 23 K,
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donde f(v1,v2) = (MPa(v1), TPa(v2)) es claramente continua y <,> es
continua por ser bilineal.

Como X es paracompacto, podemos suponer que la cubierta {Uy}qen
es localmente finita y que tenemos una particiéon de la unidad {A,}aen,
subordinada a esta cubierta. Definimos <vy, v,>, = )., Ao(p(v1))<01, V2> 4 -
Para ver que este producto es continuo, veamos que sucede con un punto
x, € X, entonces hay una vecindad V de x; que sélo intersecta a un nimero
finito de soportes sop(A,,) C Uy, i =1,...,r. Consideremos VN U, N...N
U,, = U, entonces en el subespacio

E(E® &)y = {(v1,v2) € p ' (U) x p~ (U)p(v1) = p(v2)}

tenemos que <vy,v,> Y A, p(01)<01, V>4, que por el Lema 3.1.7 es un
producto interior y que es continuo, pues es una suma de funciones conti-
nuas. Como los abiertos E(& @ &)y cubren a E(E @ &) el producto interno es
continuo. m

Definicién 3.1.8 Si & es un K haz vectorial sobre X con un producto interior (
, ), y{s1,80 : U — E(n)} son secciones tales que (s1,s;) : U — K es la funcion
constante cero, es decir (s1,52) = (51,52)(y) = 0 para toda y en U entonces decimos
que s1, Sp son secciones ortogonales.

Definiciéon 3.1.9 Sea & un K haz vectorial sobre X con una métrica riemaniana
(,) ylvi: U — EM)I0 < i < n} son una base local de x en X, decimos que
{vi: U — E(n)|0 < i < n}, son una base local ortogonal de x, si para todo i # j se
tiene que v;, v; son secciones ortogonales.

3.2. Moédulos de secciones y métricas riemannia-
nas

Sea X un espacio y consideremos C(X) = Ck(X) el anillo de funciones
continuas de X al campo K.

Definicién 3.2.1 Si & es un K-haz vectorial sobre X, definimos I'(E) como el
conjunto de todas las secciones de & sobre X.

Proposiciéon 3.2.1
I'(€) es un C(X)-moédulo.
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Demostracion. Dadas s;,s, secciones &, definimos (s; + s5)(x) = s1(x) +
s»(x). Para ver que s; + s, es una seccién de &, observemos que un sistema
trivializador {U,, ¢} para &. Consideremos la composicion ¢gs;ly, : Uy —
U, x K", que es de la forma ¢;s;(x) = (x, 5/(x)). Entonces tenemos funciones
continuas:

idua XS

u, Y, U, xK'x K" — U, x K", (3.6)
donde ¢(x) = (x,51(x),52(x)) y S eslasuma en K". Por otro lado ¢;,(s1+52)|u, :
U, — U, x K", esta dado por

Pa(s1+5)(x) = Pals1(x) + 52(x)) = Pas1(x) + Pas2(x)
= (x,51(%) + (x,52(x)) = (x,51(x) + 52(x))
(idu, X S)°P(x).

Por lo tanto
Oq - (51 + 52)|u, (3.7)

es continua. Como ¢, es un homeomorfismo (s; +,)|i;, €s continuo, enton-
ces s; + S, es continua. m

Proposicién 3.2.2
Sea & un K-haz vectorial sobre X. Sea <,> : E(§ ® £) — K una métrica
Riemanniana. Entonces existe

() : T(&) xT'(&) — C(X) (3.8)
donde
(51,52) X — K (39)
estd definida como
(s1,52) %) = (51(2), 52(x)) (3.10)

Demostracion. Sean sq,s, € I'(§), consideremos s : x — E(E & &) como

X (sl(x), sz(x)). s es continua ya que es continua en E(&) X E(&). Tenemos
que s es una seccion de & ® &. Consideremos la siguiente composicion

XS EE®d) B K (3.11)

pues y es continua y la composicién es continua. Por lo tanto (s1,s;) es
continua. m

Proposicién 3.2.3

Sea & un K-haz vectorial sobre X. Sea <,> : E(§ ® £) — K una métrica
Riemanniana. Sean sy, 55,53 en I'(§) y a(x) en C(X). Entonces la ecuacién 3.8
tiene las siguientes propiedades:



30

3.2 Médulos de secciones y métricas riemannianas

1. (51,52) = (52,51)7,
2. (s1,52 +53) = (51,52) + (51 +53),
3. (as1,82) = a(s1,82) y (81,a82) = a~(s1,52),

4. SisestdenI'(&) tal ques(x) # 0 para toda x en X entonces (s, s) € Cr(X)
y(s,8)(x) =0

Demostracion.

1. Seax en X entonces (s1,52)(x) = (51(x), 52(x))x = (52(x), 51(x)); = (52,51)" (%),

4. Sea x en X entonces (s,5)(x) = (s(x),s(x)),, dado que es un producto
interior (o hermitiano) estd en R y es mayor igual que cero.

Lema 3.2.4
I' es un funtor entre la categoria de IK-haces vectoriales sobre X y la categoria
de C(X)-moédulos

Demostracién. Claramente I' manda objetos en objetos, sélo falta ver que
respeta las reglas de composicion de dichas categorias.

1. Si f : & — n entonces se define I'(f) : T'(§) — I'(n) de la siguiente
manera

I(f)(s) = f7s

la cual es claramente una seccién ya que f es continua y manda fibras
en fibras entonces s(x) € F (&) y f(s(x)) € Fx(n). Seaa € C(X), y 51,5, €
['(£) entonces I'(f)(as + s2)(x) = f(asy + s2)(x) = f(a(x)s1(x) + s2(x)) =
) f(1() + f600) = a@TOE) + THENE = al(fs) +
I'(f)(s2)(x) por ser f lineal en fibras. Asi que I' manda morfismos
en morfismos

2.8 f:&—>nyg:n— centoncesI'(f°g) : I'(E) — I'(c) y por definicién
aplicado a una seccién s en I'(§) tenemos que: I'(f°g)(s) = (f°g)°s =
f(8%) = f°(I(g)(s)) = T(A)IT()(s)) = I'(f)°T(g)(s), asi que respeta las

reglas de composicion.
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3. Sild: : £ = & es la identidad entonces I'(Id;) : I'(§) — I'(€) aplicada
a una seccion s sobre X tenemos que I'(Id:)(s) = Id:°s = s = Idr()(s).
Asi que manda la identidad en la identidad.

OBSERVACION. Si £ es el producto sobre X, es decir, E(£) = X X K" entonces
I'(€) es un C(X)-moédulo libre con generadores ¢; = (x,e;)) con0 <i <n,ye;
es el i-ésimo vector candnico de K". Si & es un haz trivial, £ es isomorfo al
haz producto y por el Lema 3.2.4 I'(£) es un C(X)-moédulo libre.

Lema 3.2.5

Sea X un conjunto paracompacto y & es un K haz vectorial. Entonces para
cada x en X existe una vecindad U de x y secciones {s; : U — E(&)|0 < i < n}
las cuales forman una base local ortonormal.

Demostracion. Sea (, ) una méetrica riemaniana de ¢; si x estd en X en-
tonces, existe U vecindad de x y secciones {s; : U — E(&)|1 < i < n} las
cuales forman una base local. Definimos el siguiente conjunto de funcio-
nes {s; : U — E(&)0 <i<n}

S1 = S,

;L (52:57) ,

S, = §,— S )Sl,

¢ = g — (s 5 )S _ (53,53)8,

30T ST S T Gt (3.12)
(sus’ ) (sn,8")

S’/,l — Sn _ n—1 S/ _ 17 o7

’ 7 oo ’ /7 .
(sn 1S 1) n (51’51) 1

Primero tenemos que demostrar que estas funciones estdn bien defini-
das, que para toda y en U, si(y) # 0, que {s!(y)[1 < i < n} es linealmente
independiente y s/(y) es una combinacion lineal de {s;, s; 1, ...51}, para esto
lo haremos de manera inductiva:

s; claramente esté bien definida ya que s| = s;, ademadses evidente que
s1 es linealmente independiente para toda v en U, lo cual implica que
s1(y) # 0.y s7(y) es una combinacion lineal de s;.

s, estd bien definida ya que si y esta en U entonces (s/,s)(y) =
I (y),si(y) = (5,(v),s,(y)) # 0 el producto interior del haz vectorial es
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un producto interior definido positivo para cada fibra, y como s1(y) esta en
la base del espacio F, tenemos que s;(y) # 0.

Ademas s)(y) # 0 ya que sino

0 =s5(y) = 5,(y) — %(y)%(y) =s,(y) — iz z; (v)s, (v),

seria una combinacion lineal del cero en F y esto contradice al hecho de
que sy, s, son linealmente independientes en F,.

Si Ay, Ay estan en K y se tiene que 0 = A157(y) + A255(y) es una combina-
cién lineal entonces:

(SZI S;)
’

0 = Aisi(y) + Aa(s,(y) = 38, (v)
(32/ S;)
= Asi(y) + Aas,(y) — o s (s, ()

1771

(SZ/ S;)
= (b= B )si(y) + Aas, ()

171

es una combinacion lineal de cero en términos de s; y s,. Por lo que podemos
(Sz,S, )

decir que A; — /bm(y), A, = 0. Lo cual implica que A; = 0y A, = 0.
171
Entonces el conjunto {s;(y), s2(y)} es linealmente independiente.
Y claramente s’,(y) es una combinacion lineal de s;(y) y s2(y).
Suponemos que el Teorema es cierto para las i < n — 1; Es decir que s/
estd0 bien definida, (s/(y),s/(y)) # 0, y que {s/(y)[i < n — 1} es linealmente
independiente para toda y en U.

Entonces como (s/(y), s/(y)) # 0 esta bien definida s;,.

s,(y) # 0 ya que si

(Sn,57)

(51,5 i
' (5,5

= 5,(y) =su(y) - G

e}
I

W)s'_(y)—...

W)s;(y)

n-17 ;—1 )

n-1 n-1
$:y) + ) At i) + -+ AaW)si(y) = suy) + Y_Siwdsi(y)
j=1 i=1
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la cual seria una combinacién lineal de cero con elemento de {s,(y)
,8n-1(Y), ..., 51(y)} no trivial ya que el coeficiente de s,(y) es uno.

Como s;(y) esta en F, claramente es una combinacién lineal de elemen-
tos de {s,(v), 8u-1(y), ..., s1(¥)}. y como s,(y) # 0 tenemos que (s (y), s’ (y)) # 0

Si A; son escalares en K tales que

e}
Il

n n-1
Y Asi() = Ausy () + Y Aisi(v)
i=1 i=1

Gws ) o (ws)
m(y)sﬂ(y) . ( 1’ 1)(y) (y)) + ZAS (y

(Sn/8,) (Sn, 5)
CREB A )

+ ;A Zé ()si(y)

n-1
= Ausu(y) + ZT Ai, y)si(y),
i=1

= /\n(sn(y) -

= Ausu(y) + Ay y)s, (v)

con 7(A;, ), 6j(y) en K. Lo cual implica que A, = 0 ya que {s,(v), 5u-1(y), ...

,81(y)} es linealmente independiente en F,. Entonces tenemos que 0 =
n-1

Z Aisi(y) pero por hipétesis de induccion {s!_,(y),s/,_,(v),...,s1(y)} son un

con]unto linealmente independiente. Se sigue que A; = Oparai <n-1,y
como A, = 0, tenemos que {s;(y),s;_,(),...,s](y)} es linealmente indepen-
diente.

El {s] : U — E(&)|0 < i < n} son secciones ya que (, ) es una funcién
continua, son combinaciones lineales de s; las cuales eran secciones.

Como {s! : U — E(&)|0 < i < n} son n secciones linealmente mdepen—
dientes forman una base local, y ademas ésta es ortogonal ya que (s, s7) =
sii # j. Lo cual también lo probaremos por induccién sobre el ntimero de
elementos:
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sin = 1 claramente son una base ortogonal, si n = 2 tenemos que,

(55,85 = (s;,sz—(sf’sj) 57) = (51,5,) ~ ((2' xl

1771 1/ 1)

)~ (s7,s))

(51,8,) = (52,8))” = (51,8,) = (51,8,) = 0

Suponemos que {s; : U — E(¢)|1 < i < n — 1} son secciones ortogonales
dos a dos. Entonces con51deramos i<n-1,

C o (5u5.,) (w5
(s,,8) = Su— & s )S”_"'_(si,s;)(sl'si)
, (mi_l) ;o (Su,5)
= (Sn,Si)—m(Sz,Si)—... (S S)(l,sz)
= (sw,5) - i f)<s,> (51,57) = (50,57) = 0

Se sigue que {s! : U — E(¢)|1 < i < n} son una base local ortogonal en UL

S
(s;,s!) # 0. Por lo tanto {5; : U — E(E)Il < i < n} son una base ortonormal
enlU. m

Definimos §; : U — E(&) como §; = 8, que esta bien definida porque

Teorema 3.2.6
Si X es paracompacto, cualquier 1 subhaz vectorial de & = (E(&,p, X)) es
un sumando directo.

Demostracién. Sea (, ) una métrica Riemanniana de &. Entonces podemos
definir una funcién 7 : E(£) — E(n) como 7, : Fx(&) — Fy(1) la proyeccién
ortogonal. Supongamos que las secciones {s;ls; : U — E(1),1 < i < n}
forman una base local ortonormal en x. Entonces tenemos que si p(v) esta
en U, entonces 71(v) esta definido de la siguiente manera:

() = Y (0, 5:(p(0)))yysi(p(©) (3.13)
i=1

Pero esta funcion varfan continuamente en v, ya que solamente depende
dela (,) y de las secciones las cuales varian continuamente en U.
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Ademads 7t es lineal en fibras y cumple que p°rt = p. Por lo tanto es un
morfismo de KK-haces vectoriales, tenemos comoI1: & — 1 es suprayectiva
entonces por el Teorema 3.1.3 n* = ker(n) es un subhaz vectorial de &.
Ademas es claroque £ = n@n" yaquep’ : E(n®n*) — X, definida como
pler,e2) = pler) = plea) y claramente F,(n @ %) = Fx(n) @ F(1°) = Fi(€) ya
que tenemos que F,(n*) = ker(rt,). m

3.3. Mboébdulos de secciones sobre espacios norma-
les y Hausdorff

El objetivo de esta seccién es probar que si X es normal y Hausdorff, I
induce un isomorfismo entre Hom(&, n) = Homcxy(I'(E), T'(n))

Lema 3.3.1

Sea X un espacio normal y Hausdorff. Sea U una vecindad de x, y sea s
una seccién de & sobre U. Entonces hay una seccién s’ de & sobre X y W
vecindad de x, W C U], tal que s’|y = s|w.

Demostracién. Por ser X normal y Hausdorff existen abiertos V, W que son
vecindades de x tales que V ¢ U, W c V. Por el Lema de Urysohn existe
f: X = [0,1] continua tal que f(W) =1y f(X—V) = 0, entonces definimos
s’ : X — E(&) como

son ) f)s(x) si o xel
S(x)_{(_)(x):O si xeX-V.

Ademds V c U, entonces tenemos que sixestaien UNX -V =U-V,
se sigue que f(x)s(x) = 0 = 0(x), por el Lema del pegado tenemos que s’
es continua y por como estd definida tenemos que s’ es una seccién sobre
X. Six estd en W, se tiene que s'(x) = f(x)s(x) = 1s(x) = s(x) que es lo que
queriamos. =

Corolario 3.3.2

Sea X un espacio normal y Hausdorff. Para cada x en X, existen secciones
51,52, ...,5, en (&) tales que alguna vecindad de x forman una base local de
X.
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Demostracién. Por el Lema 3.3.1 existe una seccién 3; € I'(£) y una vecindad
U; c U tal que 3j|y, = s;. Entonces las secciones 3; forman una base local en
Uunthn..nU,. =

Corolario 3.3.3
Sea X un espacio normal y Hausdorft, f, g : £ — 1 morfismos de haces. Si

I'(f) =T(g) : I'(&§) = I'(n), entonces f = g.

Demostracién. Sea e € E(E), si p(e) = x entonces existen ay, ..., a, € K tales
que a151(x) + ... + a,5,(x) = e, con s;..., 5, una base local de x en U. Definimos
s : U — E(&) de la siguiente manera: s(y) = a151(y) + ... + a,5,(y), notemos
que s es una seccién sobre U. Pero s(x) = a351(x) + ... + a,5,(x) = e, por
el Lema 3.3.1 tenemos que existe W C U vecindad de x y s’ : X — E(¢&),
seccién de & sobre X, tal que s/|[w = s|w, entonces s’(x) = e. Pero f(e) =

fo5'(x) = T(f)(s")(x) = T()(s")(x) = &°5'(x) = g(e). m

Lema 3.3.4

Sea X un espacio normal y Haussdorff. Sea s en I'(§), supéngamos que
s(x) = 0. Entonces hay secciones sy, ...,s¢ en I'(§), y funciones a,...,a; en
C(X), tales que a;(x) = 0, para todaien{l,..k} ys =a;s1 + ... + @k

Demostracién. Por el Corolario 3.3.2 tenemos que existen s, ..., s, € I'(),
que forman una base local para una vecindad U; de X. Entonces si y € U,

tenemos que s(y) = ).bi(y)si(y). Consideremos el haz producto X X K,
i=1

notemos que las secciones del haz producto I'(X X K) estan en biyeccion
con C(X). La biyeccion manda una funcién a : X — K en la seccién
sqa(x) = (x,a(x)). De esta manera las funciones b; : U; — K se pueden
poner como secciones sobre U; del haz X X K y por el Lema 3.3.1, se
pueden extender a funciones 4; : X — K, de manera que a;|y, = bjly, con
U, c U, vecindad de x, ademads a;(x) = b;(x) = 0, ya que 51(x), ..., s,(x) son
linealmente independientes en F,(&). Definimos: s : X — E(&) como:

n

S'(y) = s(y) = ) _aiy)si(y).
i=1

Notemos que s’ se anula en U,.

Entonces por ser X espacio de Tychonoff, tenemos que existe V vecindad
abierta de x, tal que V C Uy, y a € C(X), tal que a(x) = 0y a(X - V) = 1. Con
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lo que

s=uas’ + Zaisi,

i=1
yaque;siy € V, entonces tenemos que a(y)s’(y)+ iai(y)s,'(y) = Zn:ai(y)si(y) =
i=1 i=1

s(y), yaque V C Uy; siy € X — V entonces a(y)s’(y) + iai(y)si(y) =1s"(y) +
i=1

g”laxy)si(y) . s(y)—éaxy)si(ywg"laxy)si(y) = 5(). Y comoa(x) = 0, entonces

tenemos lo que queriamos. m

Corolario 3.3.5

Sea X un espacio normal y Hausdorff. 8, el ideal de C(X) formado por
las funciones que se anulan en x un punto fijo del espacio. Entonces
['(&)/MI(E) = Fi(&), y el isomortismo estd dado por s — s(x).

Demostracién. Definimos ¢ : I'(§) — F,(£) como s N s(x). Notemos
que ¢ es morfismo de C(X)-moédulos ya que @(s1 + asz) = (51 + as)(x) =
51(x) + a(x)s2(x) = @(s1) +a(x)p(s2) = @(s1) +ap(s,), y se baja al cociente por
el Lema 3.3.4. Entonces ¢ : I'(£) /M, I'(&) — F.(&) es suprayectiva ya que ¢
lo es por la demostracién del Corolario 3.3.3. Falta ver que ¢ es inyectiva;
si p([s1]) = p([s2]) &= s1(x) = s2(x) & 51 = $2(x) =0 € Fy & [s1 — 2] €
M, I'(E) & [51] = [s2]. Por lo tanto ¢ es una biyeccién. m

Teorema 3.3.6
Sea X un espacio normal y Hausdortf. 5i F : I'(§) — I'(n) es un morfismo
de C(X)-médulos, entonces hay un tnico morfismo IK-haces vectoriales

f:&—>ntalqueF =TI(f).
Demostracién. La existencia esta dada por la siguiente construccion:

T(&) 5 T(n) — T(1)/MI()

para un x en X. Ahora notemos que si s(x) = 0 € F,(£) entonces F(s)(x) =
0 € F.(n), lo que implica que podemos bajar a F al cociente, es decir, induce
una funcién en el cociente.

F:T(&)/MI(E) — T(n)/M.I(n)

pero por el Corolario 3.3.5 tenemos que hay una funcién f, : F,(&) — Fi(n)y
como es un morfismo de Cg(X)-modulos tenemos que es KK-lineal. Entonces
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la coleccién de todas estas funciones nos da una funcién f : E() — E(n) la
cual es lineal en fibras. Ahora bien si s pertenece a I'(£), entonces (f°s)(x) =
fxs(x) = F(s)(x) por construccién entonces F = I'(f).

Para ver la continuidad de f, sea e en E(&). Por el Corolario 3.3.2 existen
secciones sy, ..., s, € I'(£) que son una base local en una vecindad U de p(e),

entonces tenemos que ¢ = Zn]ai(p(e))si(p(e)) donde a; € C(X). Por lo tanto

fle) = f(Za(P(e))S (p(e))) = Zf (p(e)si(ple))) = Za(P(e))f (si(p(e))), pero

f(si) = F ), lo que quiere dec1r que f(s;) es una secc1on de 1 sobre X, y
como todos los términos son continuos en ¢, tenemos que f es continua en
p~1(U). Como los abiertos U cubren a X, los abiertos p~(U) cubren a E(&) y
entonces f es continua.

La unicidad esta dada por el Corolario 3.3.3. m

Corolario 3.3.7
Sean X un espacio normal, Hausdortf y &, n IK-haces vectoriales sobre X.
Entonces & es isomorfo a 1) si y sélo siI'(¢) es isomorfo aI'(n).

Demostracién. Si & = 1, por ser I' un funtor, tenemos que I'(§) = I'(7).

SiF:T(&) — I'(n) es morfismo, entonces existe un tinico morfismo de
KK-haces vectoriales f : £ — 1 tal que F = I'(f), y como F es isomorfismo,
entonces F! : (1) — I'(¢) también es morfismo, y ademds induce un
tnico morfismo de K-haces vectoriales f' : 1 — &, pero Idre = F7'°F =
IL(f")°I(f) =T(f°f),y Id: cumple esta condiciéon entonces f°f = Id: : £ —
&, de manera andloga f°f’ = Id, : n — 1. Por lo tanto f™' = f’ lo cual
implicaque £ =1. =

3.4. Moédulos proyectivos de secciones

Aqui probaremos que si X es compacto y Hausdorff, los C(X)-médulos
que pueden verse como I'(£), para algtin haz &, son exactamente los mo6-
dulos proyectivos finitamente generados.

Proposicién 3.4.1
Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Sea & un K-haz vectorial sobre X.
Entonces hay un epimorfismo f : €' — &, donde €" es el haz producto de
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dimension n sobre X.

Demostracion.

Para cada x en X, sean s, 1, ..., Sy x, € I'(§) secciones de & que forman una
base local sobre una vecindad abierta U, de x. Por ser X compacto hay un
numero finito de U, que forman una cubierta abierta. Luego entonces hay
un ntmero finito de seccioness;, ..., s, € I'(§) tales que s1(x), ..., 5,(x) generan
F,(&) para toda x en X. Sea €" el haz vectorial producto E(¢") = X X K",
sabemos que I'(¢") es libre y que tiene n generadores dados por ¢; = (x, ¢;).
Entonces definimos f: Y - T(f)donde Y = {&; = (x,e)le; € K", 1 <i<n}y
e; es el i-ésimo vector candnico de K" como: f (e;) = s;, entonces f se puede
extender a I'(€") ddndonos un morfismo de C(X)-modulos. Por el Teorema
3.3.6, éste induce un morfismo de KK-haces vectoriales f : €" — &. y como
f(@;) = s, entonces tenemos que f es sobre. m

En esta demostracién probamos un poco més sy, ..., s, € I'(£) generan a
I'(€). Lo cual es bastante importante, ya que m’as adelante lo utilizaremos.

Corolario 3.4.2
Sea X un espacio compacto y Hausdorff y & un IK-haz vectorial sobre el
espacio. Entonces & es sumando directo de algtin haz trivial €.

Demostracién. Por la Proposicién anterior (3.4.1) tenemos que existe € haz
trivial y un morfismo de haces f : € — & que es sobreyectivo. Como la
dimensién de las fibras es localmente constate entonces por Teorema 3.1.3
el ker f es un K-subhaz vectorial de €, y por el Teorema 3.2.6 (como X es
compacto) es un sumando directo de €. Asi que € = N @& &’, con 1) = ker f.
Entonces f|s : & — & es inyectiva y como f era sobre, entonces f|: es
isomorfismo. Lo cual quiere decir que &’ = &. m

Corolario 3.4.3
Sea X compacto, Hausdorff y £ un KK-haz vectorial sobre X. Entonces I'(£)
es finitamente generado y proyectivo como C(X)-mddulo.

Demostracién. Por el Corolario 3.4.2 tenemos que I'(£) es sumando directo
de I'(e) que es un C(X)-médulo libre. Por el Corolario 1.2.5 I'(e) es un
modulo proyectivo y por la Proposicién 1.2.6 I'(£) es un médulo proyectivo,
pero por la demostracién de la Proposicién 3.4.1 es finitamente generado.
n
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Teorema 3.4.4

Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Sea P un C(X)-médulo, P es
isomorfo a algun I'(§) (moédulo de secciones de un K-haz vectorial) si y
solo si P es finitamente generado y proyectivo.

Demostracién. Si P es isomorfo a I'(£), entonces por el Corolario anterior
(3.4.3) P es finitamente generado y proyectivo.

Supongamos ahora que P es finitamente generado y proyectivo. Enton-
ces P es un sumando directo de un C(X)-médulo libre F por el Teorema
1.2.8. Lo que implica que hay un endomorfismo g : F — F tal que Im(g) = P
y glp = P (una retraccion de F a P). Por otro lado F = I'(¢) con € un K-haz
vectorial trivial. Por el Teorema 3.3.6 hay un tnico morfismo f : € — € tal
que I'(f) = g. Como g°g = g entonces, por el Teorema 3.3.6, tenemos que
f°f = f. Sea & = Imf, para ver que & es un K-subhaz vectorial basta con
probar que dimg F,(&) es localmente constante. Entonces € = £ @ 17 donde
n = ker(f) lo cual implicaria que P = ImI'(f) = I'(£).

Como f°f = f,entonces 1) = ker(f) = Im(Ild.— f). En efecto si e pertenece
al ker(f) entonces Id. — f(e) = Idc(e) = e, por lo tanto ker(f) C Im(Id. — f). Si
e pertenece a la Im(Id. — f), entonces existe un e; en € tal que Id. — f(e;) = e.
Pero:

flde = f(e)) = f(e)
fde)er) = ffler) = f(e)
fler) = fler) = fle)

0 = £

donde 0 estd en F,(p(e)) (con x = p(e)). Asi que ker(f) = Im(ld. — f). Cla-
ramente como F,(€) = F,(&) ® Fx(n) (suma directa de espacios vectoriales).

Supongamos que dimg F.(&) = h y que dimg F,() = k. Entonces € L €
por el Corolario 3.4.3, aplicado a f y a Id. — f, tenemos la dimg F,(&) > h, y
la dimg F,(1) > k para toda y en una vecindad de x. Pero

dimg Fy(e) = dimg F, (&) + dimg F.(n) = h + k (3.14)

por lo que concluimos que & y k son localmente constantes en esa vecindad
de x. Entoncesla dimensién delas fibras de la Im( f) es localmente constante.
Entonces & es un K subhaz vectorial y P = ImI'(f). m



Capitulo 4

La teoria K

En este capitulo relacionaremos las ideas vistas en los capitulos 2 y 3,
dando pie a estudiar la teoria K topolégica y la teoria K algebraica.

4.1. Construccion de Grothendieck

En el capitulo anterior vimos K haces vectoriales y los morfismos que
hay en esta categoria, lo que estudiaremos ahora es un funtor el cual
se le asocia a la categoria de haces vectoriales que consiste en darle una
estructura de semigrupo a las clases de isomorfismo de K haces vectoriales
sobre X.

A continuacion le asociaremos a un semigrupo abeliano un grupo abe-
liano de manera similar a como se le asocia a los niimeros naturales, los
ndmeros enteros.

Definicién 4.1.1 Sea A un semigrupo abeliano. Definimos una relacion en A X A
de la siguiente manera: (a;,b1) ~ (az,by) & Actal quea; +by+c=a, + by +¢,
con ay, az, b1, by, c en A. Se verifica facilmente que es una relacion de equivalencia.

Definicién 4.1.2 Sea A un semigrupo abeliano y sea A’ = A X A/.. La suma se
define como [a,b] + [a', V'] =[a+a’, b+ 1'].

Lema4.1.1
Sea A un semigrupo abeliano. Entonces(A’, +) es un grupo abeliano.
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Demostracién. Primero, veamos que la operacién esta bien definida. Esto
esporquesia+f+ci =a+b+c,ya +p +c =a +b +c, entonces
a+a +p+p +a+ca=a+a +b+b +c +c. Lo cual implica que + esta
bien definida.

La asociatividad se sigue de que A es asociativo.
Claramente el neutro est4d dado por [0, 0].

Sila, b] € A’ entonces [a,b]+[b,a] = [a+D,b+a] =[0,0] yaquea+b+0 =
b +a + 0, pues comunta, por lo tanto existen los inversos

Como A es abeliano, es claro que A’ es abeliano. m

Lema 4.1.2
Sea ¢ : A — A’ definida como a + [a,0]. Entonces ¢ es morfismo de
semigrupos.

Demostraciéon. ¢p(a+b) = [a+b,0] = [a,0]+[b, 0] = p(a)+p(b). Y ¢p(0) = [0, 0]
[ ]

Nota 4.1.3 A la pareja (As, @) se le conoce como la construccion de Grothendieck
del semigrupo A.

Proposicion 4.1.3
Sea A un semigrupo abeliano, entonces la construccién de Grothendieck
(A7, ®) cumple con la siguiente propiedad universal.

Si G esun grupo abeliano y siy : A — G es un morfismo de semigrupos,
entonces existe un tinico homeomorfismo de grupos ' : A’ — G que hace
conmutar el siguiente diagrama.

A

| N

A-5-G
Y

Diagrama 4.1: Propiedad Universal de Grothendieck

Demostracién. Definamos y’ : A” — G como y'([a, b]) = y(a) — y(b), Y’ esta
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bien definida ya que si [4, b] = [a, B] entonces

a+p+c = a+b+c
y@a+p+c) = yla+b+c)
y@+yPB)+y) = yla)+y®d)+y(©)
y@+yP) = y)+y@®)
y@) -y = yl@)-yp)
Y'([a,0]) = y'([a, B])

por lo tanto )’ es funcién. Claramente es un homomorfismo de grupos y
hace conmutar el diagrama anterior.

Supongamos que ¢ : A* — G es un homomorfismo tal que ¢°¢ =y,
entonces ¢([a,0]) = v(a), y ([0, b]) = p(—[b,0]) = —y(b) con lo que

¢([a,b]) = (la,0] +[0,0])

= ¢([a,0]) + ¢([0, b])
y(@) =y ()
y'([a, b])

porlotantop =)’. m

4.2. Haces vectoriales y teoria K

Definicién 4.2.1 Sea K* el limite directo o colimite de los espacios vectoriales
K". Dado un espacio X consideremos el producto X X K% y la proyeccion I1 :
XX K* — X. A esta proyeccion la podemos considerar como el haz producto de
dimension infinita sobre X y se denota por €.

Supongamos ahora que X es compacto y Hausdorff y consideremos un
K-haz vectorial £ sobre X. Por el Crolario 3.4.2 sabemos un haz 7 tal que
E®n = € C €*. De manera que € es isomorfo a un subhaz de €. Por lo tanto
las clases de isomorfismo de K-haz vectorial sobre X forman un conjunto
que denotaremos Vect(X).

Definicién 4.2.2 Definimos una suma en Vect(X) como

[El+Dnl=[Een]



44

4.2 Haces vectoriales y teoria K

Esta suma estd bien definida, ya quesi & = &' yn = n’ entonces E&n = £'®n'. Hay
un elemento neutro que es la clase [€°], donde €° es el haz producto de dimension
cero. Asi Vect(X) es un semigrupo abeliano pues xi ®n = n® &.

Definicién 4.2.3 Sea X un espacio compacto y Hausdorff, entonces K(X) se
define como el grupo abeliano dado por la construccién de Grothendieck aplicado
a Vect(X).

A K(X) se le llama la teoria K topolégica del espacio X

4.2.1. Lateoria K de un anillo

Sea A un anillo conmutativo con 1y consideremos los A-médulos pro-
yectivos finitamente generados. Si P es un A-médulo proyectivo finita-
mente generado, entonces es un sumando directo de un médulo libre
finitamente generado. Es decir existe Q tal que P & Q = A" estd contenido
en A*, donde A® es igual al colimite de A". De esta manera cada clase
de isomorfismo de médulos proyectivos finitamente generados [P], tiene
un representante que es un submoédulo de A®. Por lo tanto las clases de
isomorfismo forman un conjunto que denotamos por Proy(A).

Definicién 4.2.4 Sea A un anillo conmutativo con 1. Definimos una suma en
Proy(A) como
[M] + [N] = [M & N].

Esta suma estd bien definida y el elemento neutro es la clase [{0}].

Definicién 4.2.5 Sea A un anillo conmutativo con 1, definimos K(A) como el
grupo abeliano dado por la construccion de Grothendieck aplicado a Proy(A). Al
grupo abeliano K(A) se le llama la teoria K algebrdica de A (en dimension cero).

Nota 4.2.6 Sea X un espacio compacto y Hausdorff; consideremos el anillo A =
C(X). Entonces tenemos definidos K(C(X)) y K(X), que estdn relacionados en el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.1
Sea X un espacio topolégico compacto y Hausdorff. Entonces K(X) =
K(C(X)).

Demostracién. Por el Teorema 3.4.4 y el Corolario 3.3.7 existe la funciéon
f 1 Vect(X) — Proy(C(X)) dada por [{] — [I'(£)] 1a cual, en clases, es una
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biyeccién. Entonces basta con probar que es un homomorfismo, para que
tengamos un isomorfismo de semigrupos.

f([C° = X]) = [0], por el Teorema 3.4.4.

fEen) [L(E®n]=[T()&I(n)]

(L] + [T = fIE] + fIn]

Por la propiedad universal de la construccion de Grothendieck tenemos
que f induce un isomorfismo f : K(X) S K(C(X)) m

Nota 4.2.7 Este teorema nos da realmente dos resultados. Uno para haces reales
que da un isomorfismo K(Cr(X)) = KO(X), donde KO(X) es la teoria K topoldgica
definida con haces reales. Y otro para haces complejos K(C¢(X)) = K(X), donde
K(X) es la teoria K topolégica definida en haces complejos.
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