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Introduccion

La nocién de singularidad de hipersuperficie Newton no-degenerada fue
introducida a mediados de los 70’s por F. Ehlers [4] y A. Kouchnirenko [12].
Propiedades de estas singularidades se estudian en varios articulos, por ejem-
plo [11]. En el articulo [12] Kouchnirenko demuestra que el ntimero de Milnor
de una superficie se puede calcular en funcién del poliedro de Newton de la
funcion que la define.

La nocién de singularidad interseccion completa Newton no-degenerada
fue introducida por Khovanskii [10] a finales de los 70’s. Varios resultados
sobre este tipo de singularidades fueron publicados en las tltimas décadas del
siglo XX [14, 18]. En el libro [17], M. Oka hace un compendio de resultados
sobre este tipo de singularidades.

Una de las propiedades mas importantes de las singularidades no- dege-
neradas es que su resolucién se puede describir en funcién del abanico de
Groebner asociado a los generadores de la variedad [13, 17, 18].

Las singularidades de intersecciéon completa siguen siendo un objeto de
estudio en la actualidad, autores como C. Bivia-Ausina, M. Ruas, M. Saia
y W. Zuniga-Galindo [1, 19, 20] han publicado diversos resultados reciente-
mente.

En este trabajo extendemos la nocion de Newton no-degenerado a varie-
dades no necesariamente de interseccién completa describiendo su resolucién

en términos del abanico de Groebner del ideal que la define.

Demostramos que nuestra definicién es en verdad una extension. Demos-
tramos que un ideal Newton no-degenerado segun las definiciones anterio-

VI



VII

res es no-degenerado para nuestra definicién y damos ejemplos que son no-
degenerados para nuestra definicién y que no lo son para las definiciones
anteriores.

En el teorema 5.17, probaremos un resultado sobre la desingularizacion
de variedad Newton no-degenerada extendiendo un resultado conocido en el
caso de intersecciones completas probado en [17].

Mas precisamente, demostramos que si V' = Z(I) es la variedad defini-
da por un ideal Newton no-degenerado y > es un refinamiento regular del
abanico de Groebner de I, entonces se satisface que

1.- La transformada estricta V de V por la modificacion torica asociada
a % es no singular (Teorema 5.17); y

2.- Un cono o € ¥ esta contenido en la variedad tropical asociada a I si
y solo si la transformada estricta de V' interseca al toro candnico contenido
en el divisor asociado a ¢ (Teorema 5.18).



Capitulo 1

Polinomios y series con
exponentes en un grupo.

1.1. Series con exponentes en un grupo.
Sea (A, +,-) un anillo y sea (I',®) un grupo. Denotaremos por I'4 al
conjunto de las aplicaciones de I" en A,
Ca:={f:T — A; f aplicacién}.

El conjunto I' 4 tiene estructura de grupo con la suma definida como sigue:
Sif,gely lasumade fyges f+g:I— Avy— f(v)+9(7).

Cada elemento f : ' — A de I'4, se puede identificar con una serie
fo) =Y a (1.1)
~yel'
donde a, := f(vy) € A. Usando esta identificacion, llamaremos a los elementos

de I' 4, series con coeficientes en A y exponentes en I

Definicién 1.1. Sea f € I'4. El soporte de f (en I') es el subconjunto de I'
dado por

e(f) ={rel: f(y) #0}.

Si identificamos f con la serie 1.1, se tiene

e(f) ={yeTl:a, #0}
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El subconjunto de I' 4 dado por
Fin(T'4) :={f € T'4 : f tiene soporte finito}

es un subgrupo de (I' 4, ®).

Los elementos de Fin(I"4) se llaman polinomios con coeficientes en
A y exponentes en I y se puede expresar como

f(z) = Zavaf’, Al < o0, a, € A

YEA

El producto de dos elementos f, g € Fin(I"4) se define como la aplica-
cion

frg: T — A,
Y = Za@,@:'y f(Oé) g(ﬁ)

Con esta definicién (Fin(I'4),+, ) tiene estructura de anillo.

Ejemplo 1.2. Sea I' = Z" y A un anillo.

1.- A las aplicaciones en Fin(Z') se les denomina Polinomios de Lau-
rent con coeficientes en A en n variables con coeficientes en \A. El conjunto
de estas aplicaciones se denota por

A[xl,xl_l,...,xn,xgl].

2.- Sea Alzy, ..., z,] el subconjunto de Fin(Z%) dado por
Alzy, .., z,) = {f € Fin(Z);e(f) c N"}.

A los elementos de Az, ..., z,] se les llama Polinomios en n variables con
coeficientes en A.

3.- El subconjunto de F'in(Q") dado por
Alz1, .oy z0)” = {f € Fin(QY); e(f) C (Qs0)"}

es un subgrupo de Q7. Los elementos de Ay, ..., x,]" son llamados Poli-
nomios de Puiseux en n variables con coeficientes en A.
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Otros ejemplos de series son:

Ejemplo 1.3. 1.- El anillo de series formales en n variables con coeficientes

en A,
Allz1, .., z]] ={f € Z7; «(f) C N"}.

6.- El anillo de Series de Puiseux en n variables con coeficientes en A,

Allry, o za)]” = {f €Q%; 3k € N,a € Z tal que &(f) C %(Zm)"}. (1.2)

1.2. Ordenes en anillos de series.

Sea (I', <) un conjunto ordenado.

Se dice que un conjunto C' C I' estd acotado inferiormente si y sélo si
existe v € I" tal que v < ¢ para toda c € C.

Observacién 1.4. Si C esta acotado inferiormente, entonces todo subcon-
junto de C' esta acotado inferiormente.

Un conjunto C' C I' es bien ordenado si para todo subconjunto C' C C
acotado inferiormente, existe un elemento ¢y € C” tal que ¢y < ¢ para toda
c € C'. En este caso se dice que < es un buen orden para C'y que ¢ es el
minimo de C".

Diremos que un conjunto C' C I" es casi bien ordenado si para todo
subconjunto €' C C acotado inferiormente, existen elementos ¢4, ..., ¢, € C'
no comparables entre sf tales que ¢; < ¢ para toda c € C"\{cy, ..., ¢, }. En este
caso diremos que < es un casi buen orden para C'. El conjunto {cy, ..., ¢, }
es el conjunto minimal de C'.
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Observacién 1.5. Si (I', <) es un conjunto totalmente ordenado, entonces
todo conjunto C' C I' casi bien ordenado es bien ordenado.

Si C' es bien ordenado (respectivamente casi bien ordenado), todo sub-
conjunto suyo es bien ordenado (respectivamente casi bien ordenado).

Observacién 1.6. Si C, D C I son casi bien ordenados (respectivamente
bien ordenados), entonces

1) C'U D es casi bien ordenado (respectivamente bien ordenado),

2) C®D:={c®d;ce C,de D} es casi bien ordenado (respectivamente
bien ordenado),

3) Si C'y D estédn acotados inferiormente, entonces para toda v € C ® D
el conjunto {(¢, d) € C ® D;c® d =~} es finito.

Sea (I', ®, <) un grupo ordenado. Llamaremos series con soporte casi
bien ordenado y exponentes en I' al conjunto

Ac(Ty, <) :={f € T4 : e(f) es casi bien ordenado y acotado inferiormente}

y llamaremos series con soporte bien ordenado y exponentes en I' al
conjunto

AcBo(T' 4, <) :={f € T4 : e(f) es bien ordenado y acotado inferiormente}.

Como consecuencia de la proposiciéon 1.6 inciso 1), los conjuntos
Ac(T 4, <), AcBo(I' 4, <) son subgrupos de I" 4. Ademads, por los incisos 2) y
3) de la observacién 1.6, tiene sentido definir el producto de la misma manera
que se definié en (1.1). Teniéndose que

Ac(T' 4, <), AcBo(T' 4, <) son anillos. (1.3)

Observacién 1.7. Para cualquier orden definido en I', se tiene que

Fin(T'4) C AcBo(I' 4, <) C Ac(I' 4, <).
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Ejemplo 1.8. Sea I' = Z con el orden usual <. En este caso por la observa-
cién 1.5 todo conjunto casi-bien ordenado de Z es bien ordenado por lo que
Ac(Ziy, <) = AcBo(Zy, <).

1.- Las series formales en 1 variable con coeficientes en un anillo A son
series con soporte bien ordenado. Es decir,

Allz]] € AcBo(Z4, <).

2.- Sea K un campo. El campo de fracciones de las series en una varia-
ble con coeficientes en K coincide con el anillo de series con soporte bien
ordenado. Es decir,

K((z)) = AcBo(Zx).

3.- El anillo de las series de Puiseux en 1 variable con coeficientes en A
estd contenido propiamente en las series con soporte casi bien ordenado con
coeficientes en Q. Es decir,

Allz]]” € Ac(Qua, <) (1.4)

. - o : .
Definicién 1.9. Sea f =} ;) @ax® una serie con soporte casi bien orde-
nado y coeficientes en I'. La restriccién de f al subconjunto minimal de su
soporte se denomina parte inicial de f. Es decir,

In(f) := Z anx”.

ace(f) elemento minimal

Si f € AcBo(T' 4), es decir f tiene soporte bien ordenado, la parte inicial
In(f) = a,z® es un monomio al que se le llama el primer término de f.
El orden de f se define como

Ord(f) :=mine(f) eT.
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1.3. El w-orden.

Un vector w € R" define de forma natural una relacién de orden en R™:

Se tiene que (R", 4+, <,) es un grupo ordenado.
Observaciéon 1.10. El orden definido por w € R" es el mismo que el orden

definido por w" € R” si y sélo si existe A € R tal que w = '

Sea K un campo.
Siw € (Rsp)™ se tiene que N™ es casi bien ordenado y acotado inferior-
mente como subconjunto de (R", <,), por lo tanto,

Kllzy, .ozl € (] Ac(Rg, <o)

wE(R>o)"

Ejemplo 1.11. Sea ¢(z,y) = Y., .n2'y" € R[[z,y]]. Sea w = (—1,—1). El
conjunto, £(f) = {(4,7);7 € N} no es acotado inferiormente bajo el w—orden,
es decir, ¢ & Ac(RE, <(_1,-1))-

Definicién 1.12. Sea f un polinomio en n variables con coeficientes en K y
sea w € R". La w-parte inicial de f es la parte inicial de f como elemento
de Ac(Rg, <,,). Si f(z) =), a,z®, se tiene como consecuencia,

In, .= Z aax”, (1.5)

{wee(f)CR™;w-a=v, f}

donde
vo(f) =min{w-a:aece(f) CR"} (1.6)

es llamado el w-orden de f.
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Observacién 1.13. Si e(f) estd bien ordenado, v,(f) = w - Ord(f) y en
general In,f = In(f).

Ejemplo 1.14. Sea f(z,y) = 2> + 2y +y" + 3> € Rlz,y] C RZ . Si
w = (1,0), entonces v,(f) =0y In,f=1y"+y>

Ejemplo 1.15. Sea f(z,y,2) = 222 + zy22 + 4> +y" C R, v, 2].

Se tiene Ing 1,0y f(z,y,2) = 2?2 y Inpoq f(z,y,2) =y*+y" , mientras
que In(l,l,?)) f(xuyvx) - y2' o

Proposicién 1.16. Sea f € Klzy,...,z,] vy sea w € (R50)". Si a € R.y,
entonces

Ing(f) = Ina(f).

Demostracion.

El soporte de In,(f) es igual al conjunto
{pnee(f)ip-w<B-wVpee(f)l

Como a € R+, se tiene

(o)) = {nes(fip-w<p PVYae(f)} (1.7)
— fpecflip-aw<Boaw VBe(f))  (18)
- 5<Inaw(f)>. 0 (1.9)

Lema 1.17. Sea f € K[zy,...,2,] y secaw ="+ 4+¢e" € R" donde €’ es
el j—ésimo elemento de la base candnica de R™. Existe g € K[z, ..., x,] con
g(x1, ..., 2,0,...,0) = 0 tal que
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Demostracion.
Sea f € Klx1, ..., z,] el polinomio dado por f(z) = >~ c ) aar® donde
x® =zt alr.
El soporte de In,(f) es igual al conjunto
e(Ino(f)) = {pee(flip-w<p-wViee(f)}
= {peelf)iprnt -t < Bt + 00 VIce(f)}

Por lo tanto, se puede expresar como la union

e(f) = e \elnu(f)U
{a€e(In,(f));;=0,i>r+1}U
{aee(In,(f)); 3j>r+1 tal que a; > 0}.

Sea

g= E Aox]t -

{ace(Inu (H)\e(Inw (f))}

Separando los exponentes en la expansion de f se tiene que

F(z1y oy @ i1,y ooy ) = G(X1, oy Ty Ty 1y ey Ty)

+ E Aoy -

{a€e(Inw(f)); a;=0, i>r+1}

aq (e%
+ g AaTy * ot T

{a€e(Iny(f)); 3j>r+1 con a;>0}

= g(xb ooy Ty Ty 1 73711) + Inw(f) O

Siaee(f)\e(Iny(f)), entonces existe j > r + 1 tal que o; > 0, por lo
que g(z1,...,x,,0,...,0) = 0. Con esto termina la demostracién.

Notemos que como consecuencia se tiene

f(x1, o200, .0,0) = Ingrsr g yon () (21, oy 2, 0, .0, 0). (1.10)
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Definicién 1.18. Se dice que un vector w = (wy, ..., w,) € R™ tiene coor-
denadas racionalmente independientes si y solo si Z?:l Aiw; = 0 con
NEQ, i=1,...n= \;=0 paratodot=1,...,n.

Proposicion 1.19. Si w € R" tiene coordenadas racionalmente indepen-
dientes, entonces (Q", <,) es un grupo totalmente ordenado.

Demostracion.
Supongamos que existen «, 5 € N" tales que w-a = w - = v,(f). Como
consecuencia (o — ) -w = >""  (o; — f;)w; = 0 con a; — 3; € Q para toda 1.

Como w es racionalmente independiente, esto implica que a; — 3; = 0
para toda i, es decir, « = . O

Por la observacion 1.5 si w es racionalmente independiente, entonces el
soporte de f € Ac(Qf, <,) es bien ordenado. Por lo tanto, In, f es siempre
un monomio.

1.4. El poliedro de Newton.

Sea K un campo algebraicamente cerrado.

Sea f una serie formal en n variables con coeficientes en K.

flz) = Z oz,

aeN"

donde z = (21, ..., xn), @ = (1, .oy ), ¥ =27 - - a0 (1.11)

y aq € K.

El poliedro de Newton analitico Iy (f) de f es la envolvente convexa
del conjunto de exponentes de f més el primer ortante. Es decir,

Lo(f):=Comv( | J {a+Rs)"}).

{QGE(f);aa #0}
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0.2)

(2.0

Figura 1.1: El poliedro de Newton T', (f) del polinomio f = z* + y? + xy3.

Ejemplo 1.20. En las figuras 1.1 y 1.2 aparecen los poliedros de Newton de
f=2>+y*+aydy f =23+ 22%y% — 3zy + y? respectivamente.

0.3

@y
|

(3.0

Figura 1.2: El poliedro de Newton T'y (f) de f = x® + 22%y* — 3xy + °.

La frontera de Newton I'(f) de f se define como la unién de las caras
compactas del poliedro de Newton I', (f).

NOTA. Cuando se trabaja en geometria global se considera la envolven-
te convexa del conjunto de exponentes de f sin sumar el primer ortante.
Llamaremos a este poliedro, el poliedro global de f.

Ejemplo 1.21. En las figuras 1.3 y 1.4 aparecen los poliedros de Newton de
f=a+23y—2xy3+2%y° —aty* —3y> y f = 2® +y? + xy? respectivamente.

Sea P C (R>)™ un poliedro convexo.
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(2.5)

0.3)

(1.0)

Figura 1.3: El poligono de Newton global de f = x + 23y — 2zy3 + 2%y —
a:4y4 — 3y3.

(1,3)

0.2

(2,0

Figura 1.4: El poligono de Newton global de f = 22 + y? + xy°.

Definicién 1.22. Dado w € (R>)" llamaremos w—hiperplano soporte de
P al hiperplano dado por

Tw(P) ={z € (R50)" :w-2z =k} donde k :=min{w - o;a € P}. (1.12)

El w-hiperplano soporte es el tinico hiperplano ortogonal a w que toca a Py
tal que P queda del lado positivo.

Llamaremos w—cara de P al conjunto
A,(P) = PNm,(P).
Se tiene, Ordy(P) = min{a -0;a € P} =0, por lo que
mo(P) ={z € (R>0)" : 0- 2 =0} = (Rxo)".
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Por lo tanto, la 0—cara de todo poliedro P es Ay(P) = P.

Ejemplo 1.23. Sea f = 2? + y? + xy® y sea [',(f) el poliedro de Newton
de f. La (1,1)—cara Aq1)(I'+(f)) es igual a la frontera de Newton I'(f). Es
decir,

F(f) = A(l,l)(r-l-(f))

(0.2) D

(2,0)
Figura 1.5: La frontera de Newton T'(z? + y* + x1?).

Ejemplo 1.24. Sea f = 23 + 22%y* — 3xy + y* y sea ', (f) el poliedro de
Newton de f. La unién de las caras A 2)(I'+(f)) v Apy(T'4+(f)) es igual a
la frontera de Newton I'(f). Es decir,

L(f) = Dap (MU Aen T4 (f

Observacion 1.25. Sea f(z) = ) a,x* una serie formal en n variables con
coeficientes en K. La w—parte inicial de f es igual a la serie f restringida a
la w—cara de 'y (f). Es decir,

In,(f) = Z Ao, (1.13)
el (I'+(f))

teniéndose que variando w € (R>)™ se obtiene un nimero finito de posibles
partes iniciales de f. Estas partes iniciales estan en correspondencia con las
caras del poliedro I', (f).
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0.3)

bl

1 (1,2)
(11 )

3.0)

Figura 1.6: La frontera de Newton I'(z3 + 22%y? — 3zy + 3).



Capitulo 2

Poliedros, conos y abanicos.

2.1. Conos poliédricos.

Definicién 2.1. Decimos que un vector v = (vy,...,v,) € Z" es primitivo
si el maximo comun divisor de sus entradas es 1.

Ejemplo 2.2. El vector (2,8,4) € Z3 no es primitivo, pero (—3,7,8) € Z3
st lo es.

Observacién 2.3. Un vector v € Z" es primitivo si el segmento abierto
{A ;X € (0,1)} no tiene puntos con coordenadas enteras.

Definicién 2.4. Sean v!,...,v* € R". El cono Cono(v?,...,v") generado

por los vectores v!, ... v% es (vl,... vF)p_ , es decir,

Cono(v',...,v") == {tiv! + ...+ % t; €ERsp, i =1,...,k} CR™

Un conjunto o C R” es un cono poliédrico si existen v!,... 0% € R"
tales que o = Cono(v!,. .. v*).

La dimensiéon de o es la dimensiéon del minimo subespacio lineal que lo
contiene y se denota por dim(o).

14
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Ejemplo 2.5. El cono Cono((1,0)) C R? corresponde al semieje {(z,0) €
R2; 2 > 0}, por lo que tiene dimensién igual a 1.

Ejemplo 2.6. El cono Cono((1,0,0),(0,1,0)) C R® esta contenido en el
plano {(a,b,0);a,b € R} pero no esta contenido en ningtin subespacio lineal
de dimensién 1. Por lo tanto, Cono((1,0,0), (0,1,0)) tiene dimensién igual a
2.

Figura 2.1: El cono generado por v;.

)/

Figura 2.2: El cono generado por vy, vs.

Sea ¢ C R™ un cono poliédrico, el interior relativo Int,. (o) de o es el
interior de o como subconjunto del subespacio lineal de R™ generado por o.
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Definicién 2.7. Sea ¢ C R™ un cono poliédrico. El cono dual del cono o
es

o' ={feR":f-v>0,YVvEor}. (2.1)

Sio = Cono(P!,..., P"),entonces 3 € 0¥ < (3-P/ > Oparatodaj=1,...,n.

Existen vectores Q', ..., Q" € Z" tales que 0¥ = (Q', ..., Q")r.,, es decir,
0¥ es un cono (Ver por ejemplo [8]).

Ejemplo 2.8. Sea 7, = Cono((0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) C R3. Se tiene

7 = {(a,b,c) €ER*b>0,c>0,a+b+c>0}
= {0(-1,1,0)+¢(—=1,0,1) + (a+b+¢)(1,0,0);a € R, b,c € Rxo}
= <<_17170)7<_17071)7<17070>>R20-

Definicién 2.9. Sea ¢ C R" un cono poliédrico.

i) El cono o es racional si se pueden elegir vectores v!,... v% € Z"
1

k
tales que o = Cono(v, ..., v").
ii) El cono o es fuertemente convexo si no contiene ningin subespacio
lineal no trivial, es decir, si o N (—o) = {0}.

Si 0 C R™ es un cono poliédrico racional, existen v!,...,v* € Z" primi-
tivos tales que o = Cono(v?, ..., v*). Este conjunto se puede elegir minimal
en el sentido de que Cono({v',..., v 1 vl . v") C 0.

Si ademds o es fuertemente convexo, este conjunto minimal de generado-
res {vl,...,v*} estd univocamente determinado y sus elementos reciben el
nombre de vértices de 0. Denotaremos por Vert(o) al conjunto de vértices
de o.

Si un cono racional o estd contenido en el primer ortante (Rs()”, es
necesariamente fuertemente convexo y tiene sentido hablar de su conjunto
de vértices.
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Ejemplo 2.10. El cono 0 = Cono((2,8,4),(—3/2,7/2,4),(—1,15,12)) C
R3 es fuertemente convexo y tiene como vértices a los vectores (1,4,2) y

(—3,7,8).
En lo que sigue o serd un cono fuertemente convexo contenido en R".

Definicién 2.11. Se dice que 7 C ¢ es una cara de o si y sélo si existe una
forma lineal no negativa en todo o tal que 7 = {{ =0} No.

Si 7 # {0} es una cara de ¢ = Cono(v',...,v*), entonces existe un
subconjunto {i1, ...,4;} C {1,...,k} tal que 7 = Cono(v®,... v").

Ejemplo 2.12. Sean o = (Rx()" el primer ortante y e' = (1,0, ...,0),¢e* =

(0,1,0,...,0),...,e" = (0, ...,0, 1) los vectores de la base canénica de R". Para
cada subconjunto I = {iy,...,it} C {1,...,n}, el cono simplicial

E; = Cono(e", ..., e") (2.2)

es una cara de o.

Ejemplo 2.13. Sea o como en el ejemplo 2.10.

Las caras de dimensién 1 de o son Cono((1,4,2)) y Cono((—3,7,8)). El

cono o tiene una tnica cara de dimensién 0 dada por {(0,0,0)}.
Definicién 2.14. Un cono o es simplicial si el conjunto de sus vértices
{v!,...,v*} es linealmente independiente, es decir, o es simplicial si

f vértices de o = dim/(o).

Ejemplo 2.15. El cono
7= Cono((1,1,0),(~1,1,0),(0,1,1),(0,1,-1)) C R
no es simplicial.

Ejemplo 2.16. El cono o = Cono((1,4),(2,3)) C R? es simplicial.
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Sean P!, ..., P* € Z". El determinante de P!, ---  P¥ se define como el
maximo comun divisor del valor absoluto de los determinantes de los menores
kx k de la matriz entera nxk, (P, ---, P¥)y se denota por det(P!,--- , PF).

Observacién 2.17. En el caso k = n, el det(P!, .- P*) es igual al de-
terminante estdndar médulo signo. Ademds, det(P') = 1 si y sélo si P! es
primitivo.

Ejemplo 2.18. Sean P' = (1,2,5), P? = (3,4,5) € Z*. La matriz
1 3

(P',P%)=| 2 4 | tiene como menores 2 x 2 a las matrices
5 5

(23)(33)0(53)

Por lo tanto, det(P!, P?) = med{2, 10,10} = 2.

Ejemplo 2.19. Sean Q' = (1,1,5), Q* = (1,2,8) € Z3. La matriz

tiene como menores 2 X 2 a las matrices

(@, Q%) =

(1) (5s)v(58)

Por lo tanto, det(Q', Q?) = med{1,3,2} = 1.

[ G a—
00 MO

Diremos que un cono o es regular si es simplicial y el determinante de
sus vértices es igual a 1.

Ejemplo 2.20. El cono o = Coono((1,2,5), (2,4,5)) C R? no es regular. (Ver
el ejemplo 2.18)

Ejemplo 2.21. El cono 0 = Cono(Q*, Q%) C R? con Q',Q* como en el
ejemplo 2.19 es regular.
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2.2. Abanicos.

Definicién 2.22. Se dice que una coleccion ¥ de conos poliédricos en R™ es
un abanico si:

i) Cada cara de un cono poliédrico en ¥ es un cono poliédrico pertene-
ciente a X;

ii) La interseccién de cualesquiera dos conos poliédricos o, 7 € 3 es una
cara de o y de 7.

Si ¥ es un abanico y o, 7 € X, entonces 0 N7 = (Vert(o) N Vert(r))

RZO .

Sea Vert(X) la unién de los conjuntos de vértices de los conos en X.
Llamaremos a Vert(X) el conjunto de vértices de X.

Definicién 2.23. Diremos que un abanico X es completo si

(Rx0)" = J o

NOTA. La nocién de completo se utiliza en general para abanicos ¥ tales
que [J,e5, 0 = R™. Nosotros utilizamos sélo el primer ortante porque vamos
a hacer un estudio local.

Definicién 2.24. Un abanico X es completo regular si es completo y todo
cono o € X es regular.

Algunos autores [Oka] utilizan el nombre subdivision cdnica simplicial
reqular para designar a un abanico completo regular.

Ejemplo 2.25. Sea E; como en el ejemplo 2.12. 3, = {E; I C {1,2,....,n}}
es un abanico completo regular llamado el abanico completo regular trivial
de (Rzo)n.
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Ejemplo 2.26. El abanico > C (Rsg)? formado por la unién de los conos
1 = Cono(e?, e, P), 1, = Cono(P,e',e*), 73 = Cono(P,e', e?),

donde P = (1,1,1) y e!,e? e* son los vectores de la base candnica, es un
abanico completo regular.

Definicién 2.27. Un abanico T es un refinamiento de un abanico X si
cada cono de X es unién de conos en Y.

El abanico T es un refinamiento regular de X si T es un refinamiento
de ¥ y todo cono de T es regular.

El siguiente resultado se puede ver en [17, Cap. 2|.

Teorema 2.28. Todo abanico tiene un refinamiento regular.

2.3. Abanicos asociados a poliedros.

Sea P C (Rx()™ un poliedro convexo con P = Conv({a; + (R>0)"}) para
algin conjunto finito {o;} C N™.

Definicién 2.29. Para cada cara C' de P, la cerradura del conjunto
0(C) :=={w € (Rxp)" : law-cara de P es C'}

€S un cono.

El conjunto de conos dado por

Y(P) :={0(C): C es cara de P}

es un abanico llamado el abanico dual de P.

El i— esqueleto X;(P) del abanico ¥(P) es

Y (P) = U{a € X(P) :dim o := i}.
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Sea P € (R>()™ un poliedro y sea ¥(P) el abanico dual asociado a P. Si
o € 3(P) es un cono y w, W' pertenecen al interior relativo de o, entonces
A,(P) = A_(P), por lo tanto, tiene sentido definir la o—cara A,(P) de P
como

A, (P) := Ay(P) (2.3)

con w € Int.q(0).

Existe un mapeo natural biyectivo entre
{Conos del abanico dual ¥(P) de P} — {Caras de P}

definido de la siguiente manera:

o€ N(P) — A, (P).

Notemos que dim(o) = codimgn (A, (P)).

Observacién 2.30. El cono 7 € 3(P) es una cara de o € 3(P) si y sélo si
A, (P) es cara de A (P) C P.

Notacién 2.31. Si P es el poliedro de Newton I', (f) de f € K[[z1, ..., x,]],
denotaremos por 7, (f) a m,(P) y por ¥(f) al abanico dual ¥(P) de P.

Sea f € K[xy, ..., z,]. Como consecuencia de (2.3),si ¢ € 2(f)y w, w €
Int,q (o), entonces In,(f) = In (f), teniendo sentido definir

In,(f)=1In,(f) con w € Int,(o).

Es decir, las posibles partes iniciales de f variando w € (R>()" se correspon-
den con los conos del abanico dual de f.

Observaciéon 2.32. Por la observacion 2.30 se tiene que:

Sioc € ©(f) y 7 esuna cara de o, entonces &(In,(f)) Ce(In.(f)).(2.4)



Capitulo 3

Abanico de Groebner y
tropicalizacion.

3.1. El abanico de Groebner.

En esta seccion definimos el abanico de Groebner. Este abanico es la
extension natural del abanico dual del poliedro de Newton de una funcién
para ideales arbitrarios.

Sea K un campo algebraicamente cerrado.

Sea I C K|z, ..., z,] un ideal. Dado w € R", el ideal w—inicial de I se
define como el ideal generado por las w—partes iniciales de los polinomios en
I, es decir,

In,l =(In,f:fel). (3.1)
Se define en (Rx()" una relacién de equivalencia de la siguiente manera:

wr~w e Ingl =0nyl .

Dado w € (Rs¢)", la cerradura C,(I) en R” de su clase de equivalencia
Cw([) = {u € (R20>n7 jﬁu[ = jﬁw[}
es un cono poliédrico y el conjunto

{C : C es clase de equivalencia ~ de (Rxo)"}

22
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es un abanico. [15, 21]
El abanico de Groebner (en (R()") del ideal I se define como
Y(I) = {C : C es clase de equivalencia ~ de (R()"} U{E;; Ic{1,2,...,n}},

donde Ej es como en el ejemplo 2.12.

Ejemplo 3.1. Sea I = (f) donde f(x,y,z) = 2> + y* + 2°.
Los conos de dimensién maximal 3 del abanico de Groebner de I estan
dados por

7 := Cono(e?, e®, P), 1 := Cono(e',e®, P), 13 := Cono(e', e*, P),

donde e! = (1,0,0),¢* = (0,1,0),e* = (0,0,1), P = (1,1,1) € R3. En cada
cono, las partes iniciales de f estan dadas por

[nTl(f):x27 [n72<f):y2, [nT3<f):Z2.

Los conos de (/) de dimensién 2 estdn dados por

3. p = Cono(e®, P), 7 p = Cono(e', P), Ty p = Cono(e?, P),

113 := Cono(e', e®), 14 := Cono(e',e®), 13 := Cono(e?, e*),

[nTs,P(f) = 2° + y27 [nTl,P(f) = y2 + 2?
En estos conos, Ing, .(f) =2+ 2% In. ,(f) =y

[nTl,Q (f) = Z27 ]n72,3<f) = 2%
Los conos de (/) de dimensién 1 estdn dados por

o1 = Cono(e'), oy = Cono(e?), o3 = Cono(e*), o, = Cono(P).
En estos conos,

InUl(f) =z’ +f927 Inaz(f) :y2+22>
Ing,(f) = 2?2 + 22, Ing, (f) = o2 4y + 22
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Observacién 3.2. Sea I C K[z, ...,x,] un ideal. Si o € ¥(I) es un cono y
w, w € Int,y(o), entonces para toda f € I se tiene

Ing,(f) = Iny(f), (3.2)

teniendo sentido definir para cada f € I,
Ing(f) = In,(f) con w € Int.q(0).

Es decir, el abanico de Groebner ¥(I) es un refinamiento del abanico X(f)

para cada f € 1 .

Si I = (f) C K[zy,...,z,] es un ideal principal, entonces In,l = (In,f).
Por lo tanto, dos vectores w,w’ € (Rsq)" satisfacen w ~ w' si y sélo si
pertenecen al mismo cono del abanico 3( f). De lo anterior se tiene la siguiente
observacion.

Observacién 3.3. Si [ es un ideal principal generado por f € K[z, ..., x,],
entonces el abanico de Groebner ¥(I) coincide con el abanico dual X(f) de

Iy (f), es decir,
Y((f)) = X4 (f)-

Observacién 3.4. El cono 7 € (/) es una cara de 0 € X(I) si y sélo si
para toda f € I se tiene

e(Ing(f)) C e(In-(f)). (3-3)

Como consecuencia se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5. Si o € () es un cono con vértices P!, ... P* entonces
para toda f € I se tiene

e(Inpi(f)) # 0. (3.4)

k
=1

(2
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Observacién 3.6. Sean v',...,v® € o con ¢ € X(I) un cono. Para toda
f €1, se tiene

(e(Tna(h) #0. (35)

Demostracion.

Sea f € I. Sean vy, ...,vs € 0 con o € L(f).
i) Siwv; € Int,e (o), entonces E(Ina(f)) = z—:([nvi(f)).

ii) Si existe 7 cara de o tal que v; € 7, entonces £(In,(f)) C e(In.,(f)).

Por lo tanto,

s

me(jnvi(f)) D e(Ing(f)) # 0.

i=1

Como el abanico de Groebner (1) es un refinamiento de X(f), entonces
para cada f € I

S

ﬂs([nw(f)> S e(Ing(f)) £0. O

i=1

Lema 3.7. Sea f € Klxy,...,x,] y supongamos que vy, ...,vs € (Rsg)™ son

vectores dados tales que ﬂlez—:(lnam(f)> # 0 para toda (ay,...,as) €
(Rso)". Se tiene que

S

M (100 () = 2 (0010 (). (3.6)

i=1
Demostracion.

El resultado es inmediato de la linealidad

(av1 + -+ avs) - a=av; - a+ -+ asvs - . O
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Proposicién 3.8. Sean vy,...,vs € ¢ con o € X([) un cono. Si w €
Int,e(Cono(vy, ..., vs)), entonces para toda f € I se tiene

vl

5(1%( f)) - g(mw( f)). (3.7)

=1

Demostracion.

Por la observacion 3.6 para toda f € I se tiene

S

Ne () #0.

i=1

Sea w € Int,e(Cono(vy,...,vs)). Existen ay,...,as € Ryg tales que w =
avy + - - - + asvs. Por la proposicién 1.16 se tiene que

ﬁ5<lnvi<f)) = ﬁ5<lna¢v¢(f)>- (3.8)

1= 1=

Por 1ultimo, aplicando el lema 3.7 se tiene que

S

N (1) ==2(1nu(5). ©

i=1

Proposicién 3.9. Sea 3 un abanico regular que refina a (/) y 7 € ¥ un
cono con vértices P!, ..., P". Si w € Int,y(7), entonces para toda f € I se
tiene

T

e(mpi( f)) - g(mw( f)).

i=1

Demostracion.

Como ¥ es un refinamiento de X(I), existe un cono o € X(I) tal
que 7 C o. Por lo tanto, los vértices de 7 estdn contenidos en o, es decir,
Pl...,P"€o0.Siwé€ Int,y(T), entonces por la proposicién 3.8 se tiene que

Ne(mm(h) = e(1nulh)

i=1
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para toda feI. 0O

NOTA. Cuando un ideal I esta contenido en el anillo de polinomios, las
definiciones anteriores tienen sentido para toda w € R"™, no sélo para w en el
primer ortante. Al abanico que resulta de tomar las clases de equivalencia en
R™ lo llamaremos abanico de Groebner global del ideal I.

Ejemplo 3.10. Vamos a calcular el Abanico de Groebner global del ideal
I ={(f) CR[z,y] donde f =z + z3y — xy® + 2%y° — 2ty* € Rz, ).

El abanico de Groebner de I = (f) es regular y tiene como vértices a los
vectores (_37 1)7 <_17 _2)7 (17 _1)7 (37 1)7 <_17 2)

Los conos de dimensién 2 de este abanico son o1, 09, 03, 04, 05. Los conos
de dimensién 1 son 7, 79, 73, 74, 75. (Ver la figura 3.1)

Figura 3.1: El abanico de Groebner de I = (f) C R[x,y| con f =z + 23y —
oy + 22y — ahy).



28 CAPITULO 3. ABANICO DE GROEBNER Y TROPICALIZACION.

En cada cono las partes iniciales estan dadas por

y

Ing,(f) = y°,
Ing,(f) ==,
Ing,(f) = 13?/7

Ejemplo 3.11. Sea I = (f1, fo, f3) C C[x,y, z, w]| donde

filz,y, 2, w) :nyrxw—yw,fg:xz—wQ,fgzyz—yw—IUQ.

Con ayuda del programa Gfan [9] fue posible calcular el abanico de Groeb-
ner global de este ideal. El resultado obtenido se puede encontrar en el
Apéndice A.1.

3.2. Campos valorados.

Definicién 3.12. Dado un campo (K, +, -) y un grupo ordenado (I', <), una
aplicaciéon v : K — I" U {oo} es una valoracién de K en I' si satisface:

i) v(a-b) = v(a) + o),
ii) v(a+b) > min{v(a),v(b)}.

iii) v(a) =00 < a=0.
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Decimos que (K, v) es un campo valorado con grupo de valores conte-
nido en I' si v : K — I'U {00} es una valoracion.

Ejemplo 3.13. Sea K un campo. La aplicacién

U K — FU{OO}
aeK" 0,
0 — 00.

es una valoracién llamada la valoracion trivial.

Observacién 3.14. La unica valoracién v : C — R U {oo} definida de C a
R es la trivial.

Ejemplo 3.15. Si K es un campo contenido en AcBo(I"4) C I'y4, la aplica-
ciéon orden Ord: K — T', es una valoracion.

Ejemplo 3.16. Sea K(x1, ..., x,) el campo de fracciones de las series formales
en n variables. Dado w € R", la aplicacion

v:K(zy, ..., ) — RU {00}, (3.9)
Plz) — VP — 1,
0~ WP e (3.10)

donde v, es como en (1.6) es una valoracion.

3.3. Tropicalizacién de un ideal.

En 7" = R U {o0}, se definen las operaciones a &b = min(a,b) y
a®b=a+bparaa,beT.Setiene que (T,®) y (T,®) son semigrupos con-
mutativos. Mas aun 7' es idempotente, es decir a ¢ a = a, para toda a € T'.

Seaa €T.Setienea®oo=a y a®0 = a, es decir, existen elementos
neutros para las operaciones @&, ® definidas en 7. Como la distributividad
también se cumple, se tiene que (7, @, ®) es un semianillo.



30 CAPITULO 3. ABANICO DE GROEBNER Y TROPICALIZACION.

Definicién 3.17. Un polinomio de Laurent con coeficientes en 7" dado por
F(z) = ®acrcznta®x® € Tlay, 27" 20, 2] con |[A| < 00y ay € R, induce

una aplicacién F7 : R® — T definida de la siguiente manera :

.— (o4 (679
.— EBaeACznaCV@xll @@:L’n

L — Daerczrla © Z°
= min{a,©r* O .02 a e ANCZ"}

= min{a,+a-z;a € A},

donde +, - denotan a la suma usual y el producto interno en R y R", respec-

tivamente.
A esta aplicacién F7 se le llama la funcién tropical definida por F.

Dada o € A, definimos

Ca ZI{ZERn;CLa+a~z§CLa/+OZI'Z,VO/GA},

la restriccion FT|CQ :Cy, — T de F7 esta definida por z — an + a - 2.
Teniéndose que F'7 es una funcién lineal a trozos.

Definicién 3.18. La hipersuperficie tropical V7 (F) asociada a F es el
lugar de no linealidad de la funcién tropical F7, es decir,

VI(F):= |J {2eR%an+a-z=a,+a" -2 <ap+a -z Vo €A},

{a,a’ €A, aza’}

La hipersuperficie tropical V7 (F') esta contenida en la unién de un ntime-

ro finito de hiperplanos de R".

Ejemplo 3.19. Sea F = 002®0023y®002y>@00 2%y D00 ry* € Tz, y)].
Sean Ty, Ty, T3, T4, T5 como en la figura 3.1.
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Si (21, 22) € Int,e(12), se tiene que f(2) = z; = 2
Si (21, 22) € Int,e(73), se tiene que f(2)
Si (21, 22) € Int,e (1), se tiene que f(z) =z

Si (21, 22) € Int,(7s), se tiene que f(z) = 2725 = 2

Por lo tanto, la hipersuperficie tropical V7 (F') de
F=00z ®002 @00z’ ® 0027y & 00 2'y*
es la unién de los conos 11, 79, 73, 74, 75. (Ver la figura 3.1)
Sea (K,v) un campo valorado y sea f un polinomio en n variables con

coeficientes en K de la forma f(z) = >_ . ;) paz®. La tropicalizacién de
f es la aplicacion

Tf = @aes(fﬂ)((pa) Oz T" —T. (311)
La variedad tropical asociada a f se define como

VT(f) = VI(T]).

Ejemplo 3.20. Sea [ = (T3 +t5+10) 22+ (2+t)zy + (2t 2 +4+1)y? € Kz, ]
con K = CJt,¢t7!]. Consideremos la valoracién v : C[t,t7!] — R, ¢, —
Ord(y,). La tropicalizacion de f es

Tf=30220001y® (-2) 0y’

La variedad tropical asociada a f es el lugar de no linealidad de 7 f y
corresponde a la unioén de las tres rectas que se muestran en la figura 3.2.
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Figura 3.2: La variedad tropical asociada a f = (7¢3+° +t*0)2? + (2+t)zy +
(2t 2+ 4+ 1)y

Ejemplo 3.21. Sea f(x,y) = 3 jyee(py @is2"y’ € Clr,y] donde a;; € C*.
Siv:C — R es la valoracién trivial, la tropicalizacion de f es
Tf =&en0 @'y € Tla,yl.
Por lo tanto, la tropicalizacién de f se puede ver como una aplicacién
T flge : R2 — R,
(V1:72) = Bjeen0 +im + 2 = min{(i,7) - (11,72); (i, 7) € (f)}
= Ord(y, ) (f)-

En lo que sigue nos restringiremos al caso en el que K = C.

Procediendo de manera analoga al ejemplo anterior, si f es un polinomio
en n variables con coeficientes en C, entonces se tendra que la tropicalizacion
de f corresponde a la aplicacion

Tf: TV — T,
v+ ord, f.

Sea [ € Clzy, ..., z,,]. Como In,(f) es un monomio si y sélo si w pertenece
al interior relativo de un cono maximal o, se tiene que

w € VT (f) <= In,(f) no es un monomio. (3.12)
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Por lo tanto, V7 (f) es el (n — 1)—esqueleto 3, _1(f) del abanico dual del
poliedro de Newton de f.

Definicién 3.22. Sea I C Clxy,...,x,] un ideal. La variedad tropical
asociada a I se define como

VT(I) := (| VT(f) CR".

fel

Por la relacion (3.12),

VT(I) ={w e R": In,(f) no es un monomio Vf € I}.

Proposicién 3.23. Sea I C Clzy,...,x,] un ideal. Sea w € Int,q(o) con
o C X(I) un cono, se tiene que

w € VT(I) < o c VT(I).

Demostracion.
=] Supongamos que o C VT(I).
Como Int,q(0) C o, si w € Int.q(0), entonces w € VT(I).

<] Sea ¢ C X(I) wun cono. Sea w € Int,(c) y supongamos que
w € VT(I), es decir, para toda f € I la w—parte inicial In,(f) no es un
monomio.

Siw e Int,q (o), entonces para toda f € I se tiene

Ing(f) = Iny(f).
Por lo tanto, w" € VT(I).

Sea v € o\ Int,(0). Existe 7 € 3(I) cara de ¢ tal que v € 7. Por la
observacion 3.4, para toda f € [ se tiene que

e(Iny(f)) = e(Ino(f)) C e(In-(f)) = e(Iny(f))-

Por lo tanto, para toda f € I existe g5 € Clxy, ..., z,] tal que

In,(f) = Inu(f) + g;.
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Luego, para toda f € I el polinomio In,(f) no es monomial. Es decir,
ve VT(I).

Por lo anterior, se tiene que o = Int,q (o) U <a \ Intrel(a)) C VI(I). O

La siguiente proposicién nos ayudara a expresar la variedad tropical aso-
ciada a un ideal en funcién de los ideales w—iniciales.

Proposicién 3.24. El ideal J C C|xy, ..., | no tiene monomios si y s6lo si
V(J)N(C*)™ # 0.
Demostracion.

<] Siazx® € Jy z € V(J), entonces az" ...z = 0 por lo que existe i
tal que z; = 0. Luego, z ¢ (C*)™.

=] Supongamos que V' (J) N (C*)™ = . Entonces V(J) C J—{z; = 0}.

Como consecuencia de la proposicién 3.24, para todo ideal I C Clxy, ..., z,,),
se tiene

VT(I) = {weR":
= {welR":

n, (/) no contiene ningin monomio} =

Por lo tanto,

VT(I) = {w € R" : Z(In,(I)) N (CH)" # B} (3.13)

n, (/) tiene ceros fuera de los hiperplanos coordenados}.



Capitulo 4

Variedades Newton
no-degeneradas.

4.1. Hipersuperficies no-degeneradas: Un re-
sultado de Kouchnirenko.

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea K* := K\ {0}.

Sean f1, fa, ..., fn € K|x1,...,2,]. El conjunto de ceros de fi, fo, ..., fn
es el lugar donde se anulan simultaneamente estos polinomios. Es decir,

Z(f1, for s fr) = {x = (21, ..., 2,) € K" fi(x) = folz) = ... = fu(z) =0}

Sea I C K[zy,...,z,] un ideal. La variedad algebraica definida por I
es

Z(I):={x = (x1,...7,) €K"; f(x) =0,V f eI} =) Z(f).

fel

Observacién 4.1. Si I = (fi, fo, ..., fu), entonces Z(1) = Z(f1, fa, .., fn)-

Sea f € Kz, ..., x,] con f(x) = >, aar® y sea I't(f) el poliedro
de Newton de f. Definimos la parte poligonal principal de f al infinito

35
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como el polinomio f, = Zaef‘(f) anx®. El polinomio f € Klxq,...,z,] es
conveniente si para toda ¢ = 1,2,...,n existe n; > 1 tal que el monomio
x;" tiene coeficiente diferente de cero en f.

Dado un polinomio conveniente f, el conjunto I'_(f) se define como la
envolvente convexa de 0 union el soporte de f. Es decir,

I (f):= Conv({Q} U e(f)).

El conjunto I'_(f) C (R>()™ es un poliedro.

Sea P un poliedro compacto en R". El niimero de Newton del polie-
dro P se define como :

v(P) = nlol,(P) — (n — D)ol _1(P) + -+ + (=1)"" ol (P) + (—1)",

donde vol,,(P) es el volumen n—dimensional del poliedro P y voli(P) es la
suma de los volimenes k—dimensionales de las intersecciones de P con todos
planos de la forma

{(x1,..;xn) €RY gy =+ =y, =0, {iy,....ix} C{1,2,...,n}}.

Dado un polinomio conveniente f € K[z, ..., z,], se define el nimero de
Newton de f como

Si f es un polinomio no necesariamente conveniente, el polinomio f +
Bt + -+ -4 By es conveniente para alguna m > 1. En este caso se define
el namero de Newton de f como

v(f) = sup{v(f+ prz" + -+ Buzlt);m > 1}.

Definicién 4.2. Un polinomio f € Klzy, ..., 2,| es Newton no-degenerado
si para cada cara A C I'(f) del poliedro de Newton los polinomios

(flg_x{)Ma s (acn%)m no se anulan simultdneamente en (K \ {0})*.
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Observaciéon 4.3. Si f es un polinomio Newton no-degenerado, entonces f
no tiene singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

Una hipersuperficie algebraica V' C K" es Newton no-degenerada
si el polinomio que la define es Newton no-degenerado.

Dado f € K|zy, ..., x,], el nimero de Milnor de f se define como

or 91
dxy” 7 Oy,

Muyzmmey%%M( ).

El ntimero de Milnor de un polinomio es finito si y s6lo si el conjunto de
los puntos criticos de f en K\ {0} es finito . En el caso analitico complejo
y en el algebraico, pu(f) = oo significa que el punto 0 es una singularidad no

aislada de Z(f).

En el articulo [12, Teo. 1,15, p,6], Kouchnirenko demuestra lo siguiente.

Teorema 4.4. Sea [ € K[zy, ..., x,] un polinomio conveniente. Se tiene

i) SiK es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica 0, entonces

u(f) < v(f).

ii) St la parte poligonal principal de f al infinito es no degenerada, enton-
ces u(f) = v(f). En particular, p(f) < co.

4.2. Variedades no-degeneradas de intersec-
cién completa.

Definicién 4.5. Una variedad algebraica V' C K" de dimensién n — k es
una interseccién completa si existen polinomios f; € K|zy,...,z,]| con
i=1,.. ktales que V.= Z(f1,..., fr).

Ejemplo 4.6. Una hipersuperficie siempre es una variedad de interseccién
completa.



38 CAPITULO 4. VARIEDADES NEWTON NO-DEGENERADAS.

La siguiente definicién fue introducida por Khovanskii en [11].
Definicién 4.7. Una aplicacién f : K* — K* dada por

f: K — K*
z = (fil@), . fi(2))

con f; € Klzy,...,z,| para i = 1,2, ...,k es Newton no-degenerada para
w € (Rsg)™ sila variedad Z(Ingfi, ..., In,fi) es interseccién completa y no
tiene singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

La aplicaciéon f es Newton no-degenerada si Z(fi,..., fr) es una va-
riedad interseccion completa y f es Newton no-degenerada para toda w €

(R>0)".
Ejemplo 4.8. Sea

f: C — C?
(@,y) — (z,y) ¥

g: C* — C?
(z,y) +— (2°+9° +ayd + 23y — 2222, xy® + 23y — 22%y?).

Para cada vector w € (Rs¢)?, la w—parte inicial de f tienen sus ceros
dentro de los hiperplanos coordenados, por lo tanto la funcién f es una
aplicacion Newton no-degenerada.

La aplicacién g no es Newton no-degenerada ya que para el vector w =
(1,1), la variedad Z(In,g) tiene singularidades en los hiperplanos coordena-
dos.

Definicién 4.9. Se dice que una variedad interseccién completa V
de dimension n — k£ es Newton no-degenerada si existen fi,...,fr €
K[z1,...,x,] con V- =Z(f1, ..., fx) tales que la aplicacién dada por

f: K — K"

es Newton no-degenerada.
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Observacion 4.10. La definicién de variedad de interseccién completa New-
ton no-degenerada depende de aplicaciones Newton no-degeneradas. Si “nos
equivocamos” eligiendo el sistema de generadores, una variedad no degene-
rada puede "parecer” degenerada.

Ejemplo 4.11. Sean f y g como en el ejemplo 4.8. Se tiene que

Z(f) =H{(0,0)} = Z(g),

por lo que la variedad V' = Z(g) puede parecer degenerada aunque sea no
degenerada.

4.3. Variedades en K" Newton no-degeneradas.

En esta seccién introduciremos la nocién de variedad (no necesariamente
de interseccién completa) Newton no-degenerada. Esta definicién, a diferen-
cia de aquella dada por Khovanskii no depende de la existencia de un sistema
de generadores con las propiedades dadas del ideal que define a la variedad.

Definicién 4.12. Decimos que un ideal I C K|z, ...,z,] es Newton no-
degenerado si para toda w € (R>¢)",

i) La variedad Z(Jn,I) definida por el ideal Jn, I no tiene singularidades
en (K*)" 'y

ii) La dimensién de Z(I) es igual a la dimensién de Z(JIn,[), es decir,
dim Z(I) = dim Z(In,I).
Siw=(1,1,...,1) € R", entonces la variedad Z(Jn,I) es llamada el cono
tangente a la variedad Z(I) y se cumple que dim Z(I) = dim Z(In,I).

Hasta el momento no hemos podido demostrar que para toda variedad Z(I)
y para toda w € (R>()" esta condicién se satisfaga.
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Ejemplo 4.13. Las distintas partes iniciales de 2° + y* + 2% € C[z, y, 2] son
22?22 % P a? + 22 92+ 22 y 2 + y? + 22, Estos polinomios no tienen
singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

Por lo tanto, el ideal I = (z* + y? + 2?) C Cl[z,y, 2] es un ideal Newton
no-degenerado.

Definicién 4.14. La variedad V' = Z(I) C K" es Newton no-degenerada
si el ideal I C K]z, ...,x,] es Newton no-degenerado.

Ejemplo 4.15. Sea I = (f1, fa, f3, f1) C Clz,y, z,w] donde fi(z,y,z,w) =
Tz, fg([[’,@/,Z,’LU) = Tw, fg(x,y7z,w) =Yz, f4(x,y,z,w) = yw.

La variedad V = Z(I) C C* es una variedad algebraica de dimensién 2 for-
mada por dos planos en C* que se intersectan en un punto. Esta variedad
tiene una singularidad aislada en 0 y no tiene singularidades en (C*)*.

Para cada w € (Rxg)?, se tiene que
Inwfi = fia 1= 1a273a4'

Esto sucede porque cada polinomio f;, ¢ = 1,2,3,4 es monomial. Por lo
tanto, para toda w € (Rsg)* se tiene que dim Z(In,I) = dim Z(I).

La variedad definida por I no es interseccion completa ya que una va-
riedad compleja de interseccion completa de dimension 2 con singularidades
aisladas es necesariamente normal. La variedad V no es normal ya que su
normalizacion es la union disjunta de los dos planos.

Por lo anterior, la variedad V' es Newton no-degenerada con nuestra de-
finicién.

Ejemplo 4.16. Sea I = (fi, fo, f3) C Clz,y,z,w| donde fi(z,y,z,w) =
Ty + 2w — yw, fo = vz — w?, f3 = yz — yw — w?. La variedad Z(I) C C* no
es de interseccion completa y tiene dimension igual a 2.
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El abanico de Groebner del ideal I se calculé en el ejemplo 3.11. Usando
el programa Gfan [9] se pudieron calcular los distintos ideales iniciales de I
(Ver Apéndice A.2).

Con la ayuda del programa Singular [7] se pudo comprobar que estos

ideales iniciales definian variedades algebraicas de dimension compleja igual
a 2 sin singularidades en (C*)%.

Por lo tanto, Z(I) C C* es Newton no-degenerada bajo nuestra definicion.



Capitulo 5

Resolucion torica de variedades
no-degeneradas.

En el siguiente capitulo contruiremos la modificacion térica 7 : X — C"
asociada a Y. Esta aplicaciéon es un morfismo birracional que nos permite de-
singularizar a la variedad V. Méas informacion sobre este tipo de aplicaciones
se puede encontrar en [2, 3, 16].

5.1. Morfismos racionales monomiales y conos.

Dada una matriz M = (M, ;) € Mat,,(Z). Utilizaremos la notacién

M= (Mjy,...M;,) €Z" y M’ = (My;,... M, ) €Z"

J

para sus filas y columnas respectivamente.

A cada matriz M € Mat,x,(Z) le asociaremos un morfismo racional
Y o C" —-» C™ que no siempre esta definido en todo C". Su restriccion,

Ut = ]y 1 (CH" — (C)"

Mt M?
(z¥ x

T sy M)

es un mapeo regular bien definido.

42
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Proposicién 5.1. El morfismo ¥ es bi-regular (isomorfismo) si y sélo si el
cono generado por las filas de M es regular.

Demostracion.

Sean M, P € Mat,«,(Z). Se tiene

Yy o Pp = Yyp

donde MP es el producto de matrices en Mat,,(Z). Por lo tanto, el mor-
fismo ¢ es bi-regular si y sélo si existe M™' € Mat,x,(Z), es decir si y
solo si det M = +1. O

Sea o el cono generado por las filas de M. Utilizaremos la notacién 1),
para designar al morfismo . Es decir,

Yo: C" --» Cm
y = Ym(y).

Observaciéon 5.2. Sea M € Mat,,x,(Z) y sea J C {1,...,n} el conjunto de
subindices j para los que la fila j—ésima de M tiene entradas no negativas,
es decir, J = {j € {1,...,n}; Mj € (Z>o)"}. El morfismo 1, es regular en y
si y sélo si

yeC'(xJ) ={yeC":y, #0, i € J}, (5.1)

donde J¢ denota al complemento de J en el conjunto {1, ...,n}.

Ejemplo 5.3. Sean 71,75 y 73 los conos que aparecen en el ejemplo 2.26. Es
decir,

71 = Cono(e?, %, P), 75 = Cono(P, e*,e*), 13 = Cono(P, e, %),

donde P = (1,1,1)y e, e? e* son los vectores de la base canénica de R?.
Sean M, My y M3 las matrices 3 x 3 dadas por
e? P P
M, = e My = e! ,Mas = el

P e’ e?
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Para cada cono 7y, 72,73 los morfismos v, estan definidos como
Uy, (t1, ta, t3) = g, (T, ta, ts) = (B3, tats, tots);

Yoy (1, t2, t3) = Yan, (1, o, t3) = (tate, t1, tits); y
Yoy (1, T, t3) = Yy (1, o, ts) = (tita, tits, t1).

Como los conos 71, T, T3 son regulares se tiene que los morfismos ¥, , ¥, ¥r,
son birracionales. Ademds, estos morfismos son regulares en todo C? ya que
Ti, T2 v T3 estan contenidos en el primer ortante.

Los morfismos inversos estan dados por

U (b1, o, t3) = Uiy, (B, o, t3) = (8 Mo, 17 s, 1)
U (b, ts) = Ui, (Bt t3) = (o, 1ty 85 )5
VLt ts) = W, (tr, ta, t3) = (B, tats ' bty )

y son bi-regulares en
C'(+{1}) ={y € C" 1y # 0},

5
C*"(x{2}) = {y € C" : yo # 0}, (5.3
C"(+{3}) ={y € C" : yn # 0}, 5

respectivamente.

5.2. Variedad torica asociada a un abanico re-
gular.

Sea X un abanico completo regular. En esta seccién construiremos la
variedad torica X = Xy, asociada a X.

En lo que sigue, 91 denotaré al conjunto de conos de dimensién maximal
nen ¥y o serd un cono en I con vértices P!, ..., P". Denotaremos por C”
al espacio afin de dimensién n con coordenadas ¥, = (Yo.1, -, Youn)-
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En la unién disjunta
Ll
oeM

definimos una relacion de equivalencia de la siguiente manera:

Dados u, € CI! y u, € C, u, ~ u, si

i) El morfismo birracional -4, : C* — C" es bi-regular en u, € C?
y ademas

i) u, = ¢;1¢a(u0)'

La variedad térica Xy asociada a X es el espacio cociente de Ll,conC?
por la relacion de equivalencia anterior. Es decir,

XE = uaegn(:g/ ~ .

Como los morfismos de pegado son biholomorfismos, X es una variedad
compleja (Ver por ejemplo [17]) con cartas coordenadas determinadas por los
elementos de M. Cada carta (CZ,y,) se llama la carta coordenada térica
asociada a o € M.

Dados 0 = Cono(P',...P") € M y 7 = Cono(Q',...,Q") € M, el
morfismo -1, de cambio de cartas satisface

U e = Pgibpt = Yion-19pr = Yoy tpr = Prpo-1y = Prop-1)-1ys

donde Q y P son las matrices n x n que tienen como columnas a P!, ..., P
y Q' ..., Q" respectivamente.

Por lo tanto 11, se corresponde con el morfismo Y(n;) donde

Pr=>"\gQ. (5.5)
k=1

La variedad Xy es una variedad algebraica suave (Ver por ejemplo [17,
Cap. 2]) y recibe el nombre de variedad térica porque existe un encaje na-
tural ¢ : (C*)" — X del toro (C*)" compatible con la identificacién ~. Este
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morfismo es un encaje candnico ¢, : (C*)” — (C)* en cada carta y estd de-
finido por ¢,(2) = 1, 1(2). La imagen de ¢ es un abierto denso en Xy al que
llamamos toro maximal y lo denotamos por 71, .

5.3. Divisores asociados a conos.

Sea Y un abanico completo regular y sea 991 el conjunto de conos de
dimensién maximal n en X.

Dados 7,0 € M, sea { P!, ..., P’} = Vert(c) N Vert(r), es decir, TN o =
Cono(P, ..., P?).

Proposicién 5.4. La matriz A = ()\;;) correspondiente al morfismo de
cambio de carta -1, es de la forma A = ( % ;\k/ > donde I es la

matriz identidad s x s y A" es una matriz unimodular. El morfismo ¥4,
esta dado por
Y, Cno—

Yo = (wla'-'awn)

donde
n Aij L
— Yo,i Hj:3+1 yUJ , S1 1S -
w; = n i . ) ( ) )
Hj=s+1 Yoi > si s+1<i<n.

Sea J = {1, ..., s}. Por la observacién 5.2, el morfismo 11, es regular
en C(xJ¢) para J ={1,...;s} ¥y

U e (Ch(xJ)) = C(+J%). (5.7)

La demostracién de esta proposicién es consecuencia de (5.5).
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Por (5.7), si P! € 7N o, dentro de los divisores {y,; = 0} en (C*)* y
{y-1 =0} C (C)*, los conjuntos

Cl(xJ) N {Yo1 =0} ={Yo1 =0;¥5; #0, 7 > s} ¥

Cr(xJ)N{yr1 =0} = {yr1 = 0;y-; #0, j > s}

se identifican en la variedad torica asociada a Y.

Ejemplo 5.5. Sean 7,75 y 73 los conos del ejemplo 2.26:

7 = Cono(e?, e, P), 7 = Cono(P,e', e), 73 = Cono(P,e',e?).

Los morfismos v YW, (o Y4, de cambio de carta estdn definidos por

7?;7?733 C?’g, — C

T2

U (b, b, t3) = UM (tita, itg, ) = (tits, bats ' 55Y)

77Z)7T11 1/)7'3 : C?’g, - CS

717

Ut (b1, to, t3) = Ut (tita, tits, t1) = (tsty ' 15 tats).

Dado o = Cono(P?!, ..., P") € M, para cada vértice P’ de o consideramos
el divisor en C; dado por

E(P'0) :={y, € C* : y,; = 0} C C™. (5.8)
Dado P € Vert(¥), la unién

E(P):= |J EP;o0) (5.9)

oceM
PeVert(o)

forma un divisor en Xy, al que llamaremos el divisor excepcional asociado
a P. Este divisor es localmente una hipersuperficie irreducible por lo que es
irreducible en Xs..
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Ejemplo 5.6. Sean 71,75 y 73 los conos del ejemplo 2.26. Es decir,

1 = Cono(e?, e, P), 7 = Cono(P,e*,e?), 3 = Cono(P, e*, e?).

En el cono regular 73 = C'ono(P, €', €?) se tiene

07 Yrs,25 y7'3,3> € 623}7

E(P;75) = {(
E(el; T3) = {(y7'3,17 07 yT3,3) S (C?—?,},
E(62; T3) - {(y7'3,17 Yrz,2, 0) S C?—S}

El pegado es
¢;21¢T3 : E(P;ng) — E\(P;Tg)
(07 Yrz,25 yT3,3) — (07 Yrs,2 yr_;:sa yr_;:S) Yy

@Z)T_llzﬁm : E(P;ng) — E(P;Tl)
(07 Yrs,2, y7'3,3) = ( Yrs,3 y;3327 y;;mo)

El divisor E(P) intersecta a las cartas C3, C3 | €2, y no esté contenido

en ninguna de ellas.

Dados P!, ..., P* € Vert(Y), el divisor asociado a Cono(P!, ..., P*) se

define como
~ k: ~
E(P', .. P =\EP). (5.10)

El toro candénico asociado a Cono(P!, ..., P¥) contenido en el divisor

E(P,..., P es
k
E (P U E(P). (5.11)

E(P',...PY = (E(P) -
PeVert()\{P1,..,Pk}
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Dado un cono 7 € ¥ de dimensién arbitraria, usaremos la notacién

E(r):== (] EP)y

PeVert(r)

E(r)y = (] E®@)\ U E(P).

PeVert(r) PeVert(S)\{P1,..,Pk}

~

Si o € M, entonces F(o)* es igual al origen de coordenadas de la carta
Cp.

5.4. La modificacion asociada a un cono.

Sea 0 C (R>g)™ un cono regular de dimensién n.
Sea P la matriz que tiene como columnas a los vértices P!, ..., P" de o.
En la secciéon 5.2 definimos el morfismo 1, : C* — C™ como

1% Ct— Cn>
Y= th(y )7

donde P! denota a la matriz transpuesta de P.

Observacién 5.7. Sea f(z) = >_ . (s aus2" € Clay, ..., x,] donde 2t =
ot xkn . Se tiene

Foto(@) = 3 aup(afy .. (zFiym (5.12)
pee(f)
= au ([ ([l (5.13)
nee(f) i=1 =1

= Z auyfxfl“---xfn“: Z a,z” ", (5.14)

nee(f) pee(f)



50CAPITULO 5. RESOLUCION TORICA DE VARIEDADES NO-DEGENERADAS.

Dado v € (R>()™, de la ecuacién (5.14) se sigue que,

e(Iny(fots)) = {P'uePe(f);(Pu) v (P9) v, Voee(f)}
= {P'uePe(f))ip- (Pv) <d-(Pv), V5 ce(f)}
= P Apee(f);p- (Pv)<d-(Pv), Voee(f)}

Luego,
In,(f o y) = Inpy(f) o 1s. (5.15)
Tomando v = €’ el i—ésimo vector de la base candnica de R" se tiene que

Ing(fowy) = (Inpi(f))o,.

Por la ecuacién (5.14) se tiene

n
1,y . o
fo¢a(y) — < a,u,fyf 1 Pl(f)._.yg y Vpn(f)) | | yiP (f)
nee(f) ;

Denotaremos por h, s al polinomio

1—y n
ha,f(y) — au,fyf n=vpr(f) .yP p=vpn(f) (5.16)
pee(f)
Es decir,

n

Fovo(y) = hos(y) [T "

i=1

El polinomio h, s no es divisible por y; para ninguna i =1,2,....n ya
que vpi(f) =min{P" - «a:a€e(f) CR"}.

Dado un vector P en o, definimos el polinomio hp, y mediante la siguiente
ecuacion:

Inp(f) 0 e(y) = hpos(y) - [T v

=1
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Es decir,

Pl' —V f n, —Upn
heos(y) = Y augy T yopmven ), (5.17)
pee(Inp(f))

Observacién 5.8. Dado un vértice P/ de o, el polinomio hp; ,; es de la
forma

Pl' -V " —Vpn
hpjymf(y) = E Qu,fY1 pvpr(f) yf; p=vpn(f) (5.18)
pee(Inp;(f))

En cada monomio de hpi, ;(y) el exponente de y; es Py — vpi(f) = 0,
por lo tanto el polinomio hp; , ¢(y) no contiene a la variable y;.

Ejemplo 5.9. El cono 0 = (P,e!,e?) C (Rx0)® es un cono regular. Sea
f=a*+y*+ 2* € Clz,y, 2]. Se tiene

fove(x,y,2) = flay,xz,2) = 2%y* + 2?2* + 2% = 2*(y* + 2° + 1).

Por lo tanto, hs,(z,y, 2) := y* + 22 + 1.

5.5. La modificacion torica asociada a un aba-
nico.

Sea > un abanico completo regular de (R>g)" y sea 9 el conjunto de los
conos de dimensiéon maximal en . Sea X la variedad toérica asociada a .
Vamos a definir una proyeccion de Xy, en C".

Dado u € Xy, sea 0 € ¥ tal que u € CI y sean (U1, ..., Usp) las
coordenadas de u en C}}. Definimos

m: Xy — C",

U= 1/)0(u0,17 a3) ua,n)‘
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La aplicacion 7 estd bien definida ya que si v € C? N C? se tiene que

¢0’(u0',17 ceey ua,n) - ¢T¢;1¢U(u0}17 ceey ua,n) - ¢T(U/T,17 ceey uT,TL)‘

Definicién 5.10. El morfismo 7 : Xy, — C" es llamado la modificacion
torica asociada a X.

Teorema 5.11. El morfismo 7 : Xy, — C" es un morfismo propio birracio-
nal.

La demostracion de este teorema se puede encontrar por ejemplo en [17,
Cap.2]. El morfismo 7 es bi-regular fuera de los hiperplanos coordenados de
Cn.

Definicién 5.12. Dada una variedad V C C", la transformada total de
V' bajo la proyeccién 7 se define como 7 1(V).

Sea V* C V el conjunto de puntos en V' que se encuentran fuera de los
hiperplanos coordenados, es decir,

V=V —Z(xy - xp)
La transformada estricta de V bajo la proyeccién m se define como
V= {1V},
donde A denota la cerradura algebraica de A.
Dado P € Vert(X) y el correspondiente divisor excepcional E(P) de P

bajo la modificacion térica m : Xy, — C", definimos el divisor estricto
asociado a P como

Ey(P):=E(P)NV.
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Observacién 5.13. Sea f un polinomio en n variables con coeficientes en
C. El polinomio f no es divisible por ningtin monomio no trivial, si y sé6lo si

Z(f) = Z(f). (5.19)

Sea ¢ un cono maximal de ¥ y sea (CZ,y,) la carta coordenada térica
asociada a 0. Se tiene

T H((C))NCy = (v (C") N Cy)".
Por lo tanto, en cada carta C7, la transformada estricta es
VNCr =y (V) (5.20)

Como consecuencia se tiene:

Observacién 5.14. Si V = Z(I) C C" es una variedad, se tiene

VNC"={y, € C": hys(ys) = 0, para toda f € I}. (5.21)

Ejemplo 5.15. Sea V = Z(f) con f = 2% + y* + 2? como en el ejemplo 5.9
y sea ¢ = Cono(P,e!,e?). En la carta (C2,1,), se tiene

Ev(P)NC;y = {(0,Y02,Yo3) € Cy - 93,2 + yc2r,3 +1=0},
EV(el) N Ci = {(ya,h Oa yU,S) € Ci : yg73 + 1= O}a
Ev(e®)NCL ={(Yo1,Y02,0) € CL 1 y2, +1 =0}

VNG ={y, €C3 92, +42,+1=0}
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5.6. Resolucion torica de singularidades New-
ton no-degeneradas.

Sea V' C C™ una variedad Newton no-degenerada con una singularidad
aislada en 0 y sea I C Clxy, ..., z,] el ideal que define a V.

Sea > un abanico regular que es un refinamiento del abanico de Groebner
de I que por lo tanto es completo. Sea 7y, : X5 — C" la modificacién torica
asociada a 2.

Dado un cono o € ¥ con vértices P!, ..., P" por la observacién 3.6
para toda f € I se tiene que
e(Inpi(f)) # 0. (5.22)

=1

Proposicién 5.16. Sea ¥ un abanico regular que refina a (/) y 7 € ¥ un
cono con vértices P!, ..., P". Sea ¢ € ¥ un cono de dimensién maximal que
contiene a 7. Si w es un vector en el interior relativo Int,.(7), entonces para
toda f € I el polinomio

ho.o.r (4) (5.23)

no contiene a las variables yq, ..., y,.

Demostracion.

Sea f € I un polinomio de la forma f(z) =>_ s aur2". ComoT C 0 €
¥, entonces existen P! .. P" € (Rs()" tales que 0 = Cono(P?, ..., P"). El
polinomio A, es de la forma

Pl p—v,1(f) " m
hw,a,f(y) = Z a#:fyl # IV L yTI; M P (f)
uee(Inu(f)
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Siw € Int,q(7) es de la forma a; P! + - - -, P", por la proposicién 3.8, se
tiene

s s

g<1naipi( f)) - ﬂg@m( f))

i=1 =1

8<Inw(f))

para toda f € I.

Es decir, los exponentes p € 8([ N, (f )), y por consiguiente los exponentes
de hy, o f, satisfacen

M'Pj:VPj(f)a j:]-?‘“aT?

donde vp;(f) denota al P/—orden de f.

Por lo tanto,

Pr+1. —Vpy (f) "o
hw,a,f(y) = Z A, fYrs1 p=vprei\J) oL yf; n—vp (f) 0
pee(Tm(f))

El siguiente resultado es una extensién del teorema enunciado en [17] para
variedades interseccion completa Newton no-degeneradas.

Teorema 5.17. Sea I C Clxy,...,x,] un ideal y sea 3 un refinamiento
regular del abanico de Groebner de I. St V = Z(I) es una variedad Newton

no-degenerada, entonces la transformada estricta V de V' por la modificacion
torica ™ asociada a Y es no singular.

Demostracion del Teorema.

Supongamos que dim (V) =n — k.

Sea o = Cono(P',...,P") un cono de dimensién n en ¥ y sea
Yy : C? — C" la restriccién de 7 a la carta (CZ, y,).

Seaue VN Cy. Por la observacién 5.14,

VNCr={y, eC": ho ¢(yo) = 0, para toda f € I}.
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Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar las coordenadas de C" de
manera que

w= (U, .., Uy, 0,...;0) con u; #0, i =1,....,r para alguna 1 <r <n.

Sea u el punto de (C?)* dado por u' = (uy,...,u, 1,...,1). Como los
vértices de o tienen coordenadas no negativas, es decir P!, ..., P" € (Rx()",
se tiene que ¥, (u') € (C*)".

Sea P el vector en (R>()" dado por

pP:=prttyprt2 ... 4 pn

Sean f1,.., fs € I tales que
jan = <[’I7,Pf1, ey [npfs>.
Estos polinomios existen porque el anillo C[zy, ..., z,] es Noetheriano.

Por hipétesis, la variedad Z(I) es Newton no-degenerada, es decir, la
variedad Z(Jnpl) tiene dimensién n — k y no tiene singularidades en (C*)™.
Por lo tanto, existe {iy,...,it} C {1, ..., s} tal que la matriz jacobiana

Jac([np(fil), . Inp(fl-k)) (wa(u/)) tiene rango igual a k.

Dado f(z) = c.(p) u 2" € Clzy, ..., 2] , se tiene
- Vpi(f
Inp(f) o ¥ (ys) = hros(yo) - [T v,
i=1
Por el lema 3.7, se tiene

Plyy—vo1(f T —U o
hpoy(Yo) = > gy, "Iy P (5.04)
ey e(mpi ()
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Es decir, para toda f € I el polinomio hp, £(y,) no contiene a las variables
Yor+1, - Yo Por lo tanto

0 hP,cr,f
a Yo,i

ahpaf

aya,z( W)=0, i=r+1,..,n (5.25)

(u) =

Sea v:=e" T 4?4 ...+ e Por (5.15), para toda f € I se tiene que

Inv(f Owa) = InP(f) Owa'

Luego,

]i[yupZ (/i) ITLU Ufj)(yO') = [nv (thJ ya ]i[yupZ o ) - Inv(fj Owa)(ya)

= InP(fj) ¢O’(y0') para tOdaj = U1y ey U
De donde,

0 In,hg, g, ) (u,)

k= Rango(]ac([np(fil), s Inp(fik))>(wa(u,)) = Rango( T50r

Dado f € I, el soporte de h, s es igual a

e(hos) = {(P" - pp—=vpi(f)s s P" = vpn(f)); 1€ ()}

Los elementos (P -y — vpi(f), ..., P" - — vpn(f)) en el soporte de
In,(hy f) satistacen que

n

(Pl',LL—I/Pl(f),...,Pn'/L—Vpn(f)> ‘v = Z (P pw—vpi(f)) es minimo.

i=r+1

Como N, e(Inpi(f)) # 0, existe p € (f) tal que

P = wpi(f)
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para toda j > r 4+ 1, es decir, v,(In,hy ¢) = 0. Por lo tanto, se tiene que
[nvha,f(ya,b Y ya,n) = [nvha,f(ya,b o Yours 07 Y O)

para toda f € I. En particular para cada f;, € [ con l =1, ..., k se tiene que

0 (Inyhmfil) , 0 (Invhg,fil (Yot ees Yo 0, ory 0)) ,
T ot) iy = o ()
yU’Z yU,Z
B 3(]nvha,fl.l (yavl,...,yg,r,o,...,O))

= =1.2.....7.
T (u) para i J2, T

Por el lema 1.16, para cada polinomio f; con [ = 1,..., k existe un poli-
nomio g, . tal que
iy

Inv(hmfil) + gho,fil = hU,fil‘

Por (1.10), se tiene que gn, , (Yo,1,-- Yo, 0,...,0) = 0. Luego, para | =
Jiy
1,2,....,k ypara ¢ =1,...,r se tiene

0 (Invha,fj(ya,la oy Yours 07 B O)) (u) _ aha,fj (ya,la vy Yours Oa ) 0)

a ya,i a ya,i (U) .
Por lo tanto,
0 (Inyhe f, , Ohy .
(Tn’fl)(u)z 3y;f (u) parai=1,2, .. (5.26)

Sustituyendo las igualdades (5.25) y (5.26) se sigue que
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kE = Rango(Jac(Inp(fil), o Inp(fik))>(7ra(u/)) :Rango<

3Inyha7fi, ,
]> U

aya,i
8Inuha’fi 8Inuha’fi 8Invh(,,fi 8Inuha’fi
83/0,1 ; (U/) 8ya,r : (UI) 8ya,r+l ; (U/) T 8yc,n ; (U/)
= Rango : : : :
8Invh07fi Blnvhgyfi 8Invhayfi 8Invhgyfi
0Yo,1 - (u,) 0Yo,r : (u/) Bya,r+1k (u,) T 0Yo,n : (u,)
Ohs,f, Ohs,y,
—Bya,ll (u) Tyer (u) 0 ... 0
~ Rango| I
Ohg. . Ohg, g,
S (u) Grk(u) 0 ... 0
Oho,f, Ohsy,
8ya,l1 (u) 6yd,rl u)
= Rango : :
dh dh

o, fi
8y0,:k (u)

i
a;U,ik (u)

Por lo tanto, para cada carta (CZ,y,) los puntos u € VN Cy son puntos
no singulares. Es decir, la transformada estricta V' es no singular.O

Teorema 5.18. Sea V = Z(I) la variedad compleja singular definida por un
ideal I Newton no-degenerado. Sea Y un abanico reqular completo que refina
al abanico de Groebner de I. Se satisface:

VNE(P,...,P ) #0 < Cono(P,...,P") C VI(I) N (Rs)"  (5.27)

Demostracion del Teorema.

=] Supongamos que V N E(P, ..., P")* # ().
Por la igualdad (3.13), se tiene

VT(I) N (Rxp)" = {w € (Rx0)" : Z(In, (1)) N (C*)"™ £ 0}.
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Sea w € Intrel(Oono(Pl, s PT)) , es decir, w =a;P'+---+a,P" con
ay,..,a, € (Rsp). Vamos a demostrar que existe un punto y € (C*)" tal que

Ingf(y)=0, ¥V fel.

Sea o € 3 un cono de dimensién maximal n tal que P!, ..., P" € Vert(o),
es decir, 0 = Cono(P', ..., P", P™™' .. P™) con P™™! .. P" € (Rs()". Por el
lema 5.14, se tiene

VNCr={y,eC": ho f(yo) = 0, para toda f € I}. (5.28)

Por hipétesis, en la carta (CI,y,) asociada al cono o existe un vector
w=1(0,...,0, U1, ...,u,) € E(P', ..., P")* con u € V. Es decir,

r+1,,__ n
hop(u) = 3 appury, "7l Z 0 paratoda f € 1.
pee(f)

Si f €l esdelaforma f(x) =3 ;) aurz", entonces

T v
Ing(f) © Yo(Yo) = hwo,r(Ys) - Hya,i‘) )
i=1
donde aplicando la proposicién 5.16 el polinomio A, s es de la forma

prtl—p , f " on
hw,U,f(yU) = Z alhfya,rJrlu " +1( ) et yf:,n peve (f) (529)
neNizy enpi(f))

Por lo tanto se tiene

0 = hesp(u)= ) gl PO ()
nee(f)
_ Z aﬂ’fufii—l'N*Vprle(f) oy e (f)
rENi—1e(Inpi(f))
= Do g(u).
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Sea ' el punto de (C?)* dado por u' = (1,...,1,U41, ..., u,). Por la
definicién de ¢, se tiene que 1, (u') € (C™)*. Por la proposicién 5.16, el
polinomio hy, , ¢ no depende de las coordenadas y, 1, ..., Yo,r. Luego, se tiene
que

hw,a,f(u/) = hyo f(u) =0 para toda f € I.

Por lo tanto, (Iny(f)) © ¥y (4) = hue (') - TIy uf*? = 0. Bs decir,
hemos demostrado que

Int,q(Cono(P*, ..., P")) € VT(I) N (Rxo)™.

Por la proposicién 3.23, se tiene que
Cono(P', ..., P") C VT(I) N (Rxp)"

con lo que demostramos la primera implicacion.

<] Sea 7 := Cono(P?, ..., P") un cono contenido en la variedad tropical
asociada a I.

Dada w € 7, por (3.13), se tiene
Z(Inu(f)) N (C)" #0

para cada f € I.
Sea P = P+ ...+ P". Como P € 7 C VT(I), se tiene que existe
z € (C*)" tal que
Iny(f)(z) =0

para cada f € I.

Sea o = Cono(P!,...,P", ..., P") un cono simplicial de dimensién maxi-
mal del abanico X. Sea y = (y1,...,yn) € (C2)* tal que ¥, (y) = .

Como

n

0= [nP(f)(Z) = Inp(f) © wa(y) = hP,a,f(y) : H@/;Pi(f)

=1
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con y € (C)*, se sigue que hp, ¢(y) =0 para toda f € I.

Por lo tanto, existe y = (y1,...,yn) € (C2)* tal que

PT+1~ —Vpr " o
0=hpeys(y) = Z A, fYpi1 novpra(h) o Preu—vpn (/)
peNizy enpi(f))

para toda f € I.

Sea u = (0,...,0,Yr41,...,Yn). Vamos a demostrar que h, s(u) = 0 para
toda f € I.

Si f € I, entonces

hop(u) = > gty "l e )
pENI_1e(Inpi(f))
n Z au’fOPl-u*V}ﬂ . . uS"‘/‘*”P”(f)
pee(f)—{NiZe(npi(f))}
_ Z a%fyrlz:l“'ufvprﬂ(f) o yTI;"-u*VPn(f)
pENI_e(Inpi(f))
= hpes(y) =0.

Por lo tanto, hemos demostrado que para la carta asociada a o O 7, existe
un punto v € VN C* N E(P!, ..., P")*. Como consecuencia,

VNEP, .. P #£0. O

Hay que observar que en este tltimo resultado no usamos la hipotesis
de que para toda w € (R>q)", el ideal Z(Jn,(I)) tiene dimensién igual a la
dimensién de Z(I).



Apéndice A

Calculos.

A.1. Calculo del abanico de Groebner global
del ejemplo 3.11.

Sea I = (fi, fo, f3) C Clx,y, z,w] donde
fl(x7yasz) =y + 2w —yw, fo = w2 _w27f3 = yz—yw_U}Q'

Para calcular el abanico de Groebner global asociado a I, es necesario
calcular las bases de Groebner reducidas del ideal I. Para obtener las bases de

Groebner reducidas del ideal I se ejecuta el siguiente comando en el programa
Gfan [9]:

gfan
Q[x7 y7 Z7 w]
{zy + 2w — yw, vz — w? yz — yw — w?}

Los datos obtenidos fueron los siguientes. La bases de Groebner reducidas se
guardaron en el archivo BasesGroebner.tzt.

Q[I7 Y; %, w]{

{yw + w? —yz,x2 — w? zy + w* — yz + 2w},
{w? — zz,yw — yz + 2,29y — Y2 + TW + 72},
2

{yz — w? — yw, rw — yw + xy, v2 — W?},

63
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{w? — zz,yw — yz + xz, 2w — yz + 12 + 1Y, 222 + y*2 — 22Y2 — WY?},
{w? + yw — yz, 2w — yw + xy, T2 + Yyw — Yz},
{w? — zz,yw — yz + xz, 2w — yz + 2 + 1Y, 0Y* — Y*2 + 20y2 — T2},
{w? —xz,yw — yz + 22, 9%z — 2xyz — 2y? + 222, 30 — Yz + 22 + Y},
{yw — 2w — zy,yz — w? — 2w — Y, v2 — W},
{w? —zz,yw — 2w — 7Y, Yz — TW — T2 — XY},
{yz — w? — yw,zy — yw + zw, xz — w?}}
Para calcular el abanico de Groebner global del ideal I se introduce el

siguiente comando:
gfan < BasesGroebner.tzt | gfan_topolyhedral fan

Aplicando este procedimiento a cada una de las bases de Groebner reduci-
das de I, se tuvo el mismo resultado. Los datos de salida fueron los siguientes:

-application PolyhedralFan
-version 2.2

-type PolyhedralFan
AMBIENT DIM: 4

DIM: 4

LINEALITY SPACE: (1,1,1,1)
LINEALITY DIM: 1

RAYS:

(1,0,0,0) 20
(=1,-1,0,0) 1
(0,1,0,0) 12
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Dimension 1

{

Dimension 2
{0}
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}
{7}

Dimension 3
{02}
{46}
{06}
{05}
{07}
{36}
{14}
{17}
{57}
{13}
{16}
{34}
{24}
{25}
{26}
{27}
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Maximal Dimension
{246}
{257}
{134}
{136}
{346}
{057}
{026}
{025}
{1247}
{0167}

Significado de los datos del archivo de salida. Esta informacién se puede
encontrar en la pagina:
http:/ /www.math.tu-berlin. de/~jensen/software/qgfan/qgfan.html

AMBIENT DIM: La dimensién del espacio vectorial en el que se en-
cuentra el abanico.

LINEALITY SPACE: El generador del espacio lineal comun entre los
conos del abanico.

LINEALITY DIM: La dimension del espacio lineal comtn entre los conos
del abanico.

RAYS: Cada linea denota un cono de dimensiéon una mas grande que la
del Lineality Space, generado por (1,1,1,1) y el vector respectivo.

CONES: Cada linea representa un cono en el abanico. Cada linea mues-

tra el conjunto de vértices del cono al cual hay que agregarle el vértice
(1,1,1,1).

A.2. Calculo de la dimension de los ideales
w—1iniciales.

En el archivo BaselGroebner.txt se guardé la primera base de Groebner
reducida del ideal I junto con vector (1,1,1,1):
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Q[I‘, y? Z7 w]
{yw + w? —yz, 22 — w* xy + w? — yz + 2w}
1,1,1,1]

Para calcular los generadores del ideal (1, 1,1, 1)—inicial y guardarlos en
el archivo Ideallni.txt, se ejecuta el comando:

gfan_initial forms — —ideal < BaselGroebner.txt > Ideallni.txt

Los datos obtenidos fueron los siguientes:

Q[Zl? y? Z7 w]
{yz — w? —yw, vz — w? ry — yw + 2w}

Con ayuda del programa Singular [7], es posible calcular la dimensién
sobre el campo de los complejos de un ideal dado. El siguiente comando
permite obtener tal informacion.

ring v = (complex), (z,y,  w), dp;

ideal I =yxz—w? —yxw,v*2—w?, xxy —y*w+x *w,
dim(std(I));

El dato de salida es: 2.

El procedimiento descrito en esta seccion se desarrollé para los vectores
en (Rs) en el interior relativo de cada cono del abanico de Groebner de [ y
para cada base reducida de /. En cada caso, la dimensién obtenida fue igual
a 2. Por lo que concluimos que la variedad Z(I) es una variedad Newton
no-degenerada.
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