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Introduccion

De manera informal, el Teorema de Renovacion de Blackwell podriamos enunciarlo
de la siguiente manera. Una habitacién estd iluminada por un foco. Cuando éste se
funde, uno nuevo es instalado inmediatamente. Entonces, conforme pasa el tiempo,
el numero de focos instalados en un intervalo de tiempo de longitud h tendera a %,

donde m es el tiempo promedio de vida de un foco.

En el presente trabajo presentamos la prueba de dicho Teorema, la cual la hare-
mos mediante la técnica de Acoplamiento lo que significa la construccién conjunta
de dos o més variables aleatorias (o procesos), por lo general, con el fin de deducir
las propiedades de las variables individuales o de conocer mejor las similitudes de la
distribucién o las relaciones entre ellas.

Un acoplamiento de una coleccién de variables aleatorias X; con ¢ € I (donde [
es un conjunto cualquiera de indices) es una familia de variables ()’(\'1, 1€ I), tal que
X; 4 )A(z con i € I. Notemos que sélo )A(i es copia de la X;, mientras que toda la
familia (X;; i € I) no es una copia de (X;; i€ I). En otras palabras, la distribu-
cién conjunta de )A(i no necesariamente es la misma que la distribucién conjunta de X;.

Para llevar a cabo esta prueba, dividimos este trabajo en tres partes. La primera, el
Capitulo 1, donde se concentra toda la teoria de Renovacién necesaria para la prueba
final, ésta visién general de la Teoria de Renovacién la elaboramos apoyandonos en
la bibliografia [Re|, [Ho|, bdsicamente.

En el Capitulo 2, presentamos la prueba del Teorema de Blackwell, con fundamen-
tos de Estacionariedad y Acoplamiento, en base a [At] y con apoyo de [Br], [Ch],
[Fe].

Finalmente en el Capitulo 3 elaboramos una coleccion de resultado necesarios para el
desarrollo de todo el trabajo presentado.



Capitulo 1
Preliminares: Teoria de Renovacion

El objetivo de este capitulo es dar una visién general de la Teoria de Renovacién, la
cual nos permitird conocer los conceptos necesarios para la demostracién del Teorema
de Blackwell que llevaremos a cabo en el siguiente capitulo para lo cual nos apoyamos
principalmente en [Re] y [Ho].

Sea {Y,, | n = 0} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (v.a's i. e i.d’s) que sélo toman valores no negativos y con distribucién
comun F'(z). Suponemos que

F(0-)=0 y F(0)<1

Notacién 1.0.1. F(0—) = lim F(x); o de forma equivalente, para cada n > 0,

z—0~
PY,<0)=0 y PY,=0)<1.
Para cada n > 0, definimos
(1) Spn=Yo+---4+Y,

a {S,}x_, lo llamaremos proceso de renovacion.

Los procesos son llamados retrasados cuando P(Yy > 0) > 0, en otro caso son
llamados puros , y Sy =0 =Yj.

En esta seccién revisaremos algunos puntos necesarios para el cdlculo de cantidades
relacionadas con los procesos de renovacion. Sea U : R — R una distribucion tal que
sucede uno y sélo uno de los siguientes puntos:

1) U es absolutamente continua (AC). Es decir, existe una densidad
u: R — R que satisface que u(z) = 0y es tal que Sg u(x)de <o V T'>0
yparab>0>=a, ocurre U(b)—U(a)= SZ u(s)ds. Entonces

v e

r g(z)U(dz) = r g(z)dU(z) = J g(x)u(z)dz.

0 0 0
1



Preliminares

2) U es discreta(d). Es decir, existen puntos {a;} y pesos {w;} con w; < oo, tal
que
;Lin% [U(a; +h) —Ul(a; —h)] =: U({a;}) = w;.

U(z) satisface
1:0<a; <z

La distribuciéon U(z) es constante excepto en los puntos a;, donde se pre-
sentan saltos de tamafio w;. Entonces

| @) = [ g@av @ = ¥ gta)u:

3) U es una combinacién de la forma
U(z) = aUac () + BUa(x)

donde Uy (x) es AC con densidad uac(x) y Uy es discreta con puntos {a;}
y pesos {w;} y a > 0,5 > 0. En este caso

§9(x)U(dx) = {g(x)dU(x)
= afg(x)Uac(dz) + B§g9(2)U(a(dz))

= afg(@)uac(z)dr + B3 g(ai)w;.

Durante el desarrollo de este trabajo utilizaremos variables como las antes men-
cionadas.

§ 1.1 Convoluciones

Sabemos que una funcién g : R — R es localmente acotada si es acotada en
intervalos finitos. por ejemplo: si g es una funcién continua, entonces g es localmente
acotada y toda funcién escalonada es localmente acotada.

Definiciéon 1.1.1. Sea g localmente acotada y F' una distribucién. La convolucién
de F' y g es la funcién

(F9) = |

t t

g(t—z)F(dx) =J g(t—z)f(x)dz para t =20 y F con densidad f.

0 0

Algunas propiedades de la convolucién son:

1) (F = g) es localmente acotada; de hecho

sup | (F s g)(s) |< ( sup | g(s) |) F()

0<s<t 0<s<t

Sea || g |l¢:= sup | g(s) | finita para todo ¢, pues g es localmente acotada.
0<s<t



§1.1 Convoluciones 3

Entonces para todo s <t

| (F = g)(s) |

|SS g(s — x)F(dw)|
§o 1 9(s — ) F(dx) |

gl §o Fldz) =[l g || F(t) <

N

N

2) Si g es acotada y continua, entonces F # g es continua, puesto que
(F#g)(t) = E(g(t—Y1)) donde Y; tiene distribucién F'. Luego, si t,, converge
a t, por continuidad de g, g(t, — Y1) converge a g(t — Y1) casi seguramente!
y por ser g acotada y el Teorema de convergencia dominada? concluimos

E(g(tn =Y1)) = (F # g)(tn) = E(g(t = Y1)) = (F * g)(t).

3) (Convolucidn de dos distribuciones que corresponde a suma de v.a's):
Sean X; y X, independientes con F; distribuciéon de X;, ¢« = 1,2. En-
tonces X1 4+ X5 tiene distribucién F} = F5 puesto que para t =0

P(X1 + X ﬁt) = P((Jil,l‘Q)E {(x,y)eR|x+y<t})

= § Fy(dz)F>(dy)
{(2,y)eR2 |z +y<t}

_ SO[ "R dy)] Fi(dz) = § Fa(t — ) Fy(d)

de donde F} # Fy = Fy = F}

n
4) Sean Xi,...,X, i. e i.d's con distribucién comin F. Entonces Y, X; tiene
i=1
distribucién F™*
. Donde definimos F™* como:
1) Fz* = Fl * F2
ii) Fnx — anl* % Fn

5) Si F; es AC con densidad f;, i = 1,2 entonces F; = Fy es AC con densidad

(f » fo)(t Jflt— Valy dy—ffzt— V1 (y)dy

yéase definicién 3.0.1 en el Apéndice
2Véase Teorema 3.0.9 en el Apéndice
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Para revisar esto, observemos que:

(FL=Fy)(t) = § S f1(z) f2(y)dzdy

{(z,y)eR? [z +y<t}

= [ @ | fa()dy

§o |5, /1 (u = y)du] fa(y)dy

§o L6 £2(0) 11 (u = y)dy] du
= ngl*fQ(y)dy

Maés aun, si F' es AC para alguna distribucién G, F = G es AC. Para
verificar esta afirmacién basta con reemplazar fi por fy fa(y)dy por G(dy)

FeO)O) = § [l flu—y)Gldy)|du
= I G* f(u)du

§ 1.2 Transformada de Laplace

Definicion 1.2.1. Sea X una variable aleatoria no negativa con distribucion F. La
transformada de Laplace de X o F es la funcién definida en R por

ve
F(\) := E(e™X) = J e M F(dx), para A >0
0

A < 1 asf F(\) < o0 para todo

Notemos que puesto que e~*¥(@) < 1, entonces e~
A>0.

Algunas propiedades son:

1) Distintas distribuciones tienen distintas transformadas de Laplace; para re-
visar la afirmacién hagamos y = e¢~* y notemos que conforme z va de 0
a o0,y vade 1l a0. Ademds definamos la funciéon de probabilidad G en el
intervalo (0, 1] por G(y) =1 — F(x), de donde:

5'6) 1
PO = [ ) = | y6lay)
0 0
Por otro lado G esté determinada de forma tnica por sus momentos, los
cuales estdn dados por F'(k). Por tanto el conocimiento de F'(1), F'(2),...
determina a G, y por consecuencia a F'.



§1.2 Transformada de Laplace 5

2) Sean X; y X variables aleatorias independientes con funciones de distribu-
cién Fy y F5 respectivamente. Entonces

(Fy Fy)(\) = E(e MXatXa))

— E(efAXlefAXg)
por la independencia de X; y X5 obtenemos que

E(e—>\Xle—>\X2) — E(e—)\Xl)E(e—)\Xg)

= F(VEW)
Por lo tanto (F} * F5)(\) = Fy(\)Fa(\).

Maés atn, para todo n = 0 si F' es una distribucién ocurre
(F)(A) = (F(A)".

La demostracién la haremos por induccién sobre n.
Para n = 2 tenemos que

(FZ)(N) = (F» F)(A) = FQO)EF(\) = F()?

por la afirmacién anterior.

Ahora supongamos cierta la proposicion para n = k, es decir
Fk#(\) = F(\)*. Luego
(Fr+Dx)(\) =  (FF* « F)())
= FRPO)
n=2
TSN L2 0
= FOTEQ)
_ ﬁv(/\)kﬂ
3) Para A > 0, por el Lema de Fubini® y dado que tenemos argumentos posi-
tivos:
d* ~ *
1" LBy = J 2" F(de)
dam 0

Luego por convergencia monétona®

ndn 7

lim (—1) F(\) = L’f« 2"F(dz) < o0

A—>C W

En particular si F es distribucién de X entonces E(X) = —F'(0) y
E(X?) = F"(0), y as sucesivamente.

3Véase el Lema 3.0.15
4véase en el apéndice 3.0.8
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4) Para una distribucién F, tenemos que

fo e M F(a)de = §7 e [{_, Fldu)] da

0 u=0

= S::(] [Sx e‘”dsc] F(du)

T=u

= Tl S5 F(du)

u=0

F(n)
A

De donde §; e™**(1 — F(z))dz = 171?(’\)

Ahora podemos extender estas notaciones a distribuciones arbitrarias y medidas U
en R,. Supongamos entonces que U(z) es no-decreciente en [0,00) y sea
U() := lim U(x); notemos que quiza U(00) > 1. Si existe a = 0 tal que

T

e
J e MU (dx) < o
0

para toda A > a, entonces

s8]

U\ :=Lle’”U(da:), A>a

es llamada la transformada de Laplace de U. Y si no existe tal a, entonces decimos
que la transformada de Laplace es indefinida.

§ 1.3 Contando Renovaciones

Esta seccién se enfoca en propiedades de variables aleatorias N(t), donde N(t) es la
funcién que cuenta el ntimero de renovaciones en el periodo [0, ¢]. Tomemos S,, como
se definié en (1).

x*L
N(t) = > 1i0.q(Sn)
n=0

Donde N(t) la podemos escribir como méx{k : Sy < t}. E(N(t)) es llamada una
funcion de renovacion. Notemos que si Sy = 0, entonces ¢t = 0 es contado como una
renovacién. En este caso

(2) U(t):=FE (2 1[07,5](5”)) Ful):im? Z P(S, <t) = Z F™(t).
n=0 n=0 n=0

En el caso de un proceso retrasado, si Sy = Y; con distribucién G, entonces la
funcién de renovacién es:
o8] o8]
V(t)= > P(Sn<t) = D (G F"™D*)(t) = G« U(1).

n=0 n=0
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Con U(t) como definimos en (2). Las siguientes relaciones entre S,, y N(t) permite
caracterizar N (t) para determinar el comportamiento de {S,,}

{N(t) < nj = {5, >},

SNy-1 St < S cuando N(t) =1,
{N(@t)=n}={S,1<t<S,} si n=1.
Notemos que [N(¢) < n] depende tnicamente de Sp,...,S, v no de los siguientes

Sn+1,Sn+2,- -

Teorema 1.3.1. Sea F una funcion de distribucion. Para todo t = 0

o0
1) Y A"F™*(t) < 00 para v < ﬁ.

n=0
2) Parat > 0 la funcidn generadora de momentos de N (t) existe, en particular

todos los momentos de N(t) son finitos y U(t) < oo

Demostracion.

1) Sea vy < ﬁ fijo. Entonces:

lim F(\) = lim ([F(0) = F(0)]- 14§ e " F(dz))

A—> L A—> 0
_ . LAz
= F(0) +){’L_)Triso e~ F(dx)
— )

Por tanto para todo A\ grande es posible elegir ’yﬁ (\) < 1, dado que
)\lim F()\) = F(0) para todo € > 1 podemos encontrar L € R tal que si
—>

A > L entonces F()\) < eF(0). Tomemos & = ﬁ(o) > 1, entonces:

YB(A) < 12F(0) = ~ (vFl(O)> F(0) =1

Por lo tanto, para toda A\ > L tenemos que 713(/\) <1
Luego

€L o0 €L
DIATE(t) = Y AMP(Sy <t) = Y 4" P(er = e M)
n=0 n=0

donde S,, =Y1 + - +Y,, So =Yy =0.
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Por la desigualdad de Markov® para variables aleatorias no-negativas

oL xL —ASnp
3 ,ynP(efz\Sn > e*/\t) < Y 7nE(e )
n=0

PESv
n=0

y por la independencia de las Y;
At n —AS At n At
e ATE(e”"") = e [’yF(A)] =e <A> < @
nZ::o nZ::o 1—~yF(A)
puesto que yF()\) < 1.

2) Por el Lema 3.0.4 es suficiente demostrar que P(N(t) > n) es exponencial-
mente acotada. Sea v € R tal que ﬁ >~ > 1, como el inciso anterior, de
donde tenemos que

lim A" F™*(t) =0
n—~0
Asi existe ng tal que para n = ng
Fn*(t) < ,y—n _ e—nln’y.

Por otro lado [N(t) = n] = [S,, > t], entonces con Yy = 0 tenemos que para
n > no,

P(N(t) > n) = P(S, <t) = F'"(t) < e 27
Y con k =1 tenemos que

P(N(t) > n) < ke_cn..

Teorema 1.3.2. Supongamos E(Y1) = p = S(ﬁf xF(dx) < o0. La media del tiempo
entre arribos tal que,

1) Si P(Yy < o0) =1 entonces

N(t) )
< —> —, cuando t —> o0 casi sequramente.
o

2) Sivar(Yy) = 0? < o, entonces N(t) ~ N (%, %2), es decir

N(t) -1+
limP | —— <2 | = N,(0,1)(x)

t—0 <t02 ) 3
e
donde N;(0,1) es la funcidn de distribucion normal estdndar.

Demostracion.

8Véase Desigualdad 3.0.3 en el Apéndice
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1) Por la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros °

— llm Yo + Yl+;7:+y”

lim S»
n—x n—ox

= lim X 4 [ijm Bt — 04y =y

n—w0 n—aoC

Por otro lado, N(t) tiende a oo cuando t tiende a c0; puesto que para
cualquier natural n y G la distribucién de Yy

L= lim (G« F")(t)

= limP(S, <t) = limP(N(t) >n)

t—o0 t—o0

P (limN(t) > n) .

t—0

dado que N(¢) tiende a ¢ y es mondtona no decreciente. Por tanto

1 = P (tlzm N(t) > n) para cualquier natural n, donde tenemos que
— 0

P (tlimN(t) = oo) = 1. Por tanto N(¢) tiende a 0o cuando ¢ tiende a co.

—L

Entonces

N
lim N _ lim Yo + : —Yi =
t—oo N(t) t—w | N(t) = N(t) a
pero
Snw—1 N(t)—1 t SN ()

<

SNwy-1 St <Snp) ©

N(t)-1 N(t) gW N(t)

cuando t — 00, los extremos de la desigualdad convergen a p casi segura-
mente'® y por lo tanto ﬁ —> u, cuando t — 00, de donde

N{(t 1
limL = —.
t—ox n
2) Recordemos que {N(t) < n} = {S, > t} y que por el Teorema Central del
Limite !
lim P (222 < ) = Ny (0,1)(a)
n—oo U\/ﬁ = =X ’

donde N, (0,1) es una distribucién Normal con media 0 y varianza 1. Luego

N(t)— 1L 275% t

P Lf‘sx —p N(t)gac(U?)) + .
(z) =) T
e

Véase 3.0.2

10vgase definicién 3.0.1
Hygase 3.0.5
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1
Si hacemos ¢(t) =« (”2t) 4t

s T tenemos que

Sgay — 1g(t) St ug(t)>
g3 (1) ag? (1)
Asi serd suficiente demostrar que si g¢(t) tiende a oo entonces
Z(t) := t;g“;%g) tiende a —x puesto que en este caso la convergencia uni-
forme en el Teorema del Limite Centrall?

PN < 9(0) = Py > 1) = P (

implica

P (75_/119(15) > Z(t)) — 1 — N_Z(O, 1) = Nx(ov 1)
og” (1)

Nl

Luego g(t) =z (U—%) + ﬁ ~ ﬁ cuando t — 0. Por otro lado tenemos que

3

a1
bl (222 2
t—ng(t) _ H(L( u3 ) +”)

og?(t) )

Z(t)

1 1
_pa(o?uT2 o pw(a®uTR)2

= = —T
og2 (1) o(t)?
Por lo tanto lim P <N(t)_t“_11 < x> = N,(0,1).
n—uw (tgzﬂf3)2 | |

Teorema 1.3.3 (Elemental de renovacidn). Sea E(Y1) = pu < 0. Entonces

limw = limw = l
t— I i

con Yy < 0.

Existen muchas formas para proceder con esta demostracién, una es usar el Teorema,
de Renovacion de Blackwell, el cual serd demostrado més tarde. Sin embargo; la
siguiente es una demostraciéon basada en truncacion.

Demostracién. Por el Lema de Fatou!? y el Teorema 1.3.2 tenemos
1 N(t E(N(t Vit
—=F <h’m inft()> < lim infM = lim inf#

M t—w t—w t—x

n o8]
Por otro lado, si Y =0, Y* =Y; A b, S§ =0, Sy = X Y*, N*(t) = 3] X[0,957,
i=1 i=1

V*(t) = E(N*(t)). Entonces dado que Y;* = Y; A b tenemos que S, = S¥y
N*(t) = N(t).

12vgase 3.0.5
13véase 3.0.6
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Ahora observemos que E(S;‘Q*(t)) = E(Y*)E(N*(t)) = E(Y;*)V*(¢) por la identi-
dad de Wald 4, por lo tanto, usando el Lema de Fatou '°

*
lim sup@ < lim supvf(t)
t—xL t—w
B(s%,.,)
—  limsup—2*®/
b HEO)
* *
= limsup E(SN*(t)’ﬁYN*(“)
t—0 tE(Yl*)
* *
— limsup B(S%x) P ()
t—oxL tE(Yl*)
* *
= limsup E(SN*(t)—l) + E(YN*(t))
o tE(Y®) tE(Y)")
. E(Yn)Ab)
< limsu b+
S HMSIDIEYE) T IE(VIAY)
_ 1
B(Y{*)"

Hagamos tender b a oo, asi que por el Teorema de Convergencia Moné6tonal®

E(Y1 Ab) — E(Y1) = p. Por tanto

Vi(t 1
lim supL < -,
t—C 1%
luego
1 Vit Vit 1
— < liminfﬁ < limsupﬁ < —.
H tow t—ox t 2
Por lo tanto lim sup@ = i n

t—o0

My/gase 3.0.7
15vgase 3.0.6
16ygase 3.0.8



Capitulo 2
Acoplamiento y Teorema de Renovacién.

El Teorema de Renovacién nos habla acerca del nimero esperado de visitas de una
caminata aleatoria en un conjunto. En los afios 1970’s aparece una interesante técni-
ca llamada “Acoplamiento”. Esta técnica permite hacer directas y elegantes pruebas
del teorema ergédico de cadenas de Markov. En este sentido, permitiremos al proceso
evolucionar hasta que se aproxime a un proceso “agradable”, cuyo comportamiento es
conocido, entonces se “aparean” los dos procesos de tal forma que sus distribuciones
marginales no son perturbadas. Consecuentemente podemos formar conclusiones so-
bre el proceso marginal.

En vista de la estrecha relacién entre el teorema ergédico y los teoremas de reno-
vacion, no es sorprendente que los argumentos de Acoplamiento den también lugar a
una prueba directa del Teorema de Renovacién, y el propésito de este trabajo es dar
la prueba. Los argumentos son naturales, y accesibles.

Una novedad de la prueba aqui mostrada es que utiliza acoplamiento y estaciona-
riedad directamente para producir los dos lados del teorema de renovaciéon. Aunque
se utilizan las tradicionales variables, lo hacemos en una forma maés sencilla que la del
habitual argumento que extiende el caso de un lado al caso de dos lados.

En la dltima parte de este capitulo demostraremos el Teorema de Renovacion de
Blackwell que es una generalizacion del Teorema 1.3.3, probado en el capitulo anterior.
La prueba serd autocontenida, apoydndonos en textos como [Fe|, [Bal, [Ch] y [Ho].
De ahora en adelante tengamos presente que nuestro objetivo serd la demostracién
del Teorema de Blackwell que presentaremos mas a adelante.

§ 2.1 Contando Medidas

Sean X7, Xs, ... una sucesién de v.a’s i. e i.d's, no aritméticas tal que E(]X;]) < oo
y a menos que se indique lo contrario E(X1) = u > 0, S, = X1 + Xo + -+ + X,,,

13
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So = 0. Donde entenderemos como distribucion aritmética', una distribucién de pro-
babilidad discreta concentrada en un conjunto de puntos de la forma +nh, donde
h>0yn=12,.... Es decir, es aquella donde su conjunto de posibles valores son
multiplos enteros de algin ndmero. Ademds supongamos que P(X; > 0) = 1. Para
algin conjunto A de Borel?, sea m(A) = |[&n A| donde & = (S, S1, . ..) es un conjun-
to de puntos aleatorios en R. Si A = («, 3) con —0 < @ < 8 < 00 escribiremos 7(a, 3).

Sea
1 si S,€eA
AalSn) = { 0 si S,¢A.
o8]
Entonces el nimero de renovaciones en A estard dado por w(A) = Xa(Sn),

también definida como el niimero de puntos en & N A.

Teorema 2.1.1. Teorema de Renovacion de Blackwell
Si E(X1) = p, entonces:

e=8  cyando t —

0 cuando t — —o0.

E(n(a+t,0+1)) = {

Los siguientes son conceptos que nos seran de mucha utilidad para la demostracién
de nuestra version del Teorema de Blackwell.

Teorema 2.1.2. Transitoriedad
Dadas la hipdtesis antes mencionadas, supongamos ademds que E(X7) # 0, entonces
E(m(a, B)) < 0.

Demostracién. Por la Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros® sabemos que %’” tiende
a E(X1) cuando n tiende a o0 c.p.1. Ademds por hipStesis F(X;) # 0 de donde:

P(S, € (a,8) para una infinidad de wvalores de n)= P(n(a,) =) =0

Luego A = (a,f) es transitorio, de donde se sigue que P(w(a,f3) = o) = 0

y E(r(a,3)) = J%A (donde p,, es la probabilidad de ir del conjunto inicial
AA

B al conjunto A en un numero finito de pasos). Para verificar esto, sabemos que

0<p,, <1*porser A transitorio, luego:

P(r(a,8) =) = lim P(r(A)>n)
= lim pppiit =0

Por otro lado

LA.V. Prokhorov Encyclopedia of Mathematics, Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York
ISBN 1-4020-0609-8

2Véase apéndice definicién 3.0.10

3Véase Teorema 3.0.2 en apéndice

4Rick Durrett, Essentials of Stochastics Processess, Springer-Verlag New York, p.p.41
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joal
A
o
I
s
3
!
2
=
I
S

o0
= Zl anApzzl(l - pAA)

= A <
1=paa ’

Por lo tanto E(mw(a, 5)) < .

Teorema 2.1.3. Recurrencia
Dadas la hipdtesis antes mencionadas, si E(X1) =0, entonces (o, 5) "G # & c.p.1.

Demostracién. Por la Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros® 2= tiende a E(X;)
cuando n tiende a oo, pero E(X;) = 0 entonces

P(S, € (a,8) para una infinidad de valores de n) = P(mw(a,f) = ©0) =1,

por tanto A = («a, ) es recurrente. Entonces, E(n(a,3)) = oo para verificar esto,
recordemos que p,, = 1% es decir, la probabilidad de ir de A a A en un ntimero
finito de pasos es 1. Asi:

P(r(A) =) = 1lim P(x(A4) =n)

n—aoo

= lim n—1
n*)%pBApAA

= lm py, =pga
n—w0

en particular P(m(A) = o0) = 1. Luego si una v.a. no negativa tiene probabilidad
positiva de ser infinita entonces su esperanza es infinita, asi E(m(A)) = oo. Asi, si
E(X) = 0, el ntimero esperado de visitas de S, al intervalo A = («, ) es infinito, por
tanto AnG # . m

Podemos pensar intuitivamente que el siguiente Lema, nos permitira acotar la pro-
babilidad de que el nimero de renovaciones en un intervalo dado sea mayor que una
constante k. Antes definimos la traslacion de un conjunto A como
A—a={r:x=y—a YV ye A} donde A = («, ).

Lema 2.1.4. Sea A = (a,f8) con —0 < o < 8 < 0. Existe A < o tal que
P(m(A—a) = k) < P(n(=X\A) = k)

Demostracién. Sea
N - inf{n:S, e A—a} si S, e A—apanelN
7] o si Sp¢ A—aV¥n=0.

5Véase 3.0.2en el Apéndice
6Rick Durrett, Essentials of Stochastics Processess, Springer-Verlag New York, p.p.41
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Entonces

v el
1+ Xa_a(Sy si N, < 0
r(A—a)={ 1T, 2, FaelS)
0 si N, =0

Asi, para k > 1, tomemos X' = max{Sn,,b—a + Sy, }, pero b < a por tanto, sea
N=b—a+Sy,. Sea A > X

P(r(A—a) > k) = P(i XAa(Sn)zk,Na<oo>+P(0>k,Na=oo)

n=0
v el
< P Xaxn(Sn—Sn,) =2k, Ny <0
n=~Ng,
o0
< P ( S Xean(Sa) 2 k)

Como {S,, — Sy, | n = N,} segun la definicién 3.0.11 es una copia en distribucién de
{Sn | » = 0} y dada la existencia de 0 < A < oo tal que A —a — Sy, < (—A, A) pues
Sn, € A—ay A es acotado, derivamos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.5. E(n(—\,\)) < @ para alguna 0 < A < o0

Demostracién. Como dijimos al principio E(X;) > 0, entonces por Transito-
riedad” tenemos que E(m(—\,\)) < © m

Proposicion 2.1.6.

limE(r(A—a))=0 cp.l.

a—a

Demostracién. Por definicién de Integrabilidad Uniforme®, ya que S,, converge a
o y A es acotado, entonces F(m(A — a)) tiende a 0 cuando a tiende a c0. g

"Véase el resultado 2.1.2
8Véase definicién 3.0.13 en el apéndice
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Ahora definamos:

na,4) = E(n(A—a))

N = inf(n:S, >0),

Z = S, donde S,, >0
via,A) = E(J:jll Xala+Sy,)).

v(a, A) es el nimero esperado de visitas al intervalo A—a antes que S,, sea positivo.

Lema 2.1.7. p(a,A) = v(a,A) + E(u(a + Z,A)) donde Z = Sy y A = (o, B) con
—o0 < a<f<oo.

Demostracion.

[s's) N-—-1 ox©

D Xa(a+S,) = D) Xala+S,)+ Y Xala+Sy)
n=1 n=1 n=N

Tomando valor esperado de ambos lados

w(a,A) = v(a,A)+E ( iN Xa(a+ Sn))

n=

e
= V(G,A)+E< XA(G+Sn+SN—SN)>
n=N
o0
= z/(a,A)+E(Z XA(a+Sn+SN)>
n=0
pues {S, — Sy : m = N,...,N + 1} tiene la misma distribucién que

{Sn:n=0,1,...} luego es independiente de N y Sy.
Por lo tanto u(a, A) = v(a, A) + E(u(a + Z,A)). m

Ahora bien, sea
Z; = Sy donde N =inf(n:S, >0)

es decir, {Z1, Zs,...,Z,} son n copias de Sy. Entonces, T, = Z1 + -+ + Z;, donde
Z1,Zo,..., 7 son i. e i.d's y positivas.

s}
Lema 2.1.8. p(a,A)=F (Z v(a +Tk,A)>
k=0
Demostracion. Es suficiente demostrar que:

n—1

wa, A) = E (Z v(a+ Ty, A)) + E(u(a + Ty, A))
k=0

por induccién sobre n
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Sin =1 se tiene que

E (:;: v(a + Tk)> Y E(ua+Tp, A) = E(a,A)+ E(ula+ T, A))

= E((a,A)) + E(u(a+ Z, A))

que por el Lema 2.1.7, se cumple y dado que T} = Z; = Z.

Hipotesis de Induccién
Supongamos cierto para n, entonces se cumple que

=F (nz_:l V(a—i-Tk.,A)) + E(u(a +T,, A))

P.D.
wla, A) =FE (Z via+ Tk,A)> + E(u(a + Thi1, A)).
k=0
Ahora, bien:

E < S u(a + T, A)> + E(u(a+ Toar, A) =
k=0

E (njl v(a + T, A)) + E(W(a+ T, A)) + E(p(a+ Ty, A))
k=0

N-1
dado que v(a +T,,A) = E < >, Xala+ T, + Sk)) y
k=0

wla+ Ty, A) = E(n(A—(a+Thi1))) (i Ala+ T, +Sk))

Tenemos que

M=

B( £ va 4 i) + Eu(o + Trin A)

B
Il

0

1

3
|

” +H70+E@w+ﬂwm+Eww+RHAD

>
Il

(

(%

- (S varnn)
(
(=(;

N-—1

+
&=

Xala+ T, +Sk)>)

k=0

|
TN

s

D Xala+Topr + Sw))
0
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Por otro lado, por el Teorema de Fubini’ y dado que los argumentos son positivos,

E (E (Zg{j Xala+ T, + Sk))> +FE (E (é}o Xala+ Ty + Sk)))

- E (E (Nz_le(a + T, + Sk)

k=0
entonces

[ve]
> Xala+Thyr + Si)
k=0

+ kﬁ Xala+Thi1 + Sk)>>

=0

XA(a+Tn+1 + So) +XA(CL+T"+1 + 51) + -

pero Z,+1 = Sy, Sp = 0, ademas

S1~ SN41,9 ~ SNn42,93 ~ Sny3, -

De donde

o0

XA(a + Tn+1 + Sk)

k=0

Entonces

gge

N-1
E(E<Z Xala+ T, + Sk) +
k=0

=F (E (EOXA(G + T, + Sk)>>

Por lo tanto

1.

9Véase 3.0.15

Xala+T,+Sy)+Xala+T, + Syi1) +---

oL

> Xala+ T, + Sk)
k=N

oL

Xala+Tn+ Sk)+ X, Xala+Ther + Sk))>
k=0

oL

Y Xala+ T, + Sk))>

k=N

28]

E(u(a+T,, A))

n

B (£ va 4 o)) + B (ulat T, A)
k=0

B ('S v+ 1) + B ula + T, 4)
k=0

p(a, A)

Xala+ Ty + Zpy1 +S0) + Xala+ Ty + Zpy1 + S1) + -+



20 Acoplamiento y Teorema de Renovacion

Por el Lema 2.1.4 u(-, A) es acotada; ya que:

na,A) = E(x(A-a))

I
> -
iR

kP(n(A—a) = k)
0

= P(r(A—a)=1)
+ P(r(A—a)=2)+P(r(A—a)=2)

+ P(r(A—a)=3)+P(r(A—a)=3)+P(r(A—a)=23)

= P(A—a)21)+P(m(A—a)=2)+Pr(A—a)=3)+

k=1

< 3 Plr(A—a) > k)
k=0

< 3 Plr(=A\ ) = k)
k=1

= E(m(—X,\)) < oo por la Proposicién 2.1.5

Por la Proposicién 2.1.6 p(a, A) tiende a 0 cuando a tiende a co. Asi cuando T,
tiende a 0, E(u(a + T,, A)) tiende a 0
Por tanto cuando n tiende a o

e8] oL
pla,A) = E (Z via+ Tk)) + E(ula+ Ty, A) = E ( v(a+ Tk))
k=0 k=0
Ahora sean: [ ]
Zy v.a. positiva con distribucién Fy
F la distribucién de Z;, ¢ > 1
Fxk la distribucién de T, k£ > 1 entonces
Fy « F*k es la distribucién de Zg + Z; + -+ Zy y
(s8]
Uo la “Medida de Renovacién”asociada donde Uy(t) = Y, (Fp = F**(t))
k=0
Lema 2.1.9.

v e
w(Zo, A JVSAUO ds)
0
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Demostracion.

vel

E(u(Zy,A)) = E (Z v(Zoy + T, A)) Por el Lema 2.1.8

o0
= Y EWw(Zy+Tx,A)) Por el teorema de Fubini
k=

I
P18

EWw(Zo+Zi+ -+ Zy, A))

>
Il
=}

T u(s, A) (Fo = F**) (ds)

=
Il

I
8
S N

v(s, A) 2 (Fy = F**) (ds) Por el Teorema de Fubini
k=0

I

Il
o8

1/(3 A)Uy(ds)

Notemos que los argumentos de las ecuaciones anteriores son todos positivos, es por
ello que podemos utilizar el Teorema de Fubini'®. Por lo tanto

E(u(Zy, A —S (s, A)Up(ds) m

§ 2.2 Estacionariedad

Considere el proceso de renovacién U(x) = 2 F*™(x) y ecuaciones de la forma

Z =z+F«Z;ie Z(t) = 2(t) +S(t) Z(t—x)dF (x) donde suponemos que z esta acotada
sobre intervalos acotados, es decir,

sup |z(t)| <o ¥V T <
0<t<T

Teorema 2.2.1. (Ecuacidn de Renovacidn)

1) U(t) < oo para todo t.
2) Z = U #z es la unica solucidn con soporte en Rt que estd acotada sobre
intervalos acotados.

Demostracién. Si el proceso es puro tenemos que Yy = 0, luego S,, = Y1 +---+Y,,.
Entonces V z € R™ existe n tal que P(S,, < z) < 1, es decir, Yz € RT existe r tal que
F*" < 1. Es evidente que F'** tiende a 0 cuando r tiende a co. Entonces

10y gase Teorema 3.0.15
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Ulzx) = Z F*(z) <r ) F*F(x)
n=0 k=0

porque  F*r=DFU@y 4 ... 4 FETR() < pF*rGE=D+ (1) Ahora
F*F(t) = P(S), < t) tiende a 0 cuando k tiende a o0, entonces

S Prk(t)

U(t) < (r(1 — F*’"(t))’“fi (1) STz F*r(t)

Proponemos la solucién Z(t) = U * z(t) y revisamos que:

< 0

o0
F*ZzF*U*zzF*ZF*”*z=F*z+F*2*z+---=U*z—z
n=0

es decir, Z es una solucién acotada sobre intervalos acotados por que:

€0
sup [U s 2(z)] = sup | 3§ 2(z—y)dF*"(y)
z€[0,t] z€[0,t] In=0
& ot
< sup Sode*"(y)‘
z€[0,t] In=0
= k-U(t)<ow

donde k = sup |z(s)|. Para verificar la unicidad, tomemos V otra solucién acotada
O<s<t

sobre intervalos acotados. Entonces V = 2+ F«Vy Z -V =24+ F«(Z-V) de
donde ¥V n ocurre:

Z-V=z4+F"%(Z-V)
Z —V estd acotada sobre intervalos acotados, entonces Z — V' esta acotada en [0, ¢],
luego:

(Z-V)t) = [§o(Z V)t —x)dF*(z)
< 12 - V|(t - 2)dF*(z)
< § kdF*(z)

tiende a 0 cuando n tiende a 0.
|

Sea N(t) el numero de visitas de la secuencia {Zy + Z1 + - + Z, | n = 0} al
intervalo [0, t]; entonces:
ve
N(t) = Z X[O,t](ZO +Z1 4+ + Zn)
n=0
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de donde,

o
E(Z X[O,t](ZO + 721+
n=0

2
OM(\

n=

o
) P(Zo+T,<t)
n=0

S (R« F*00) (1)
n=1

go (Fo » F¥™) (1)
Us(t).

E (X[()’t](Zo +Z1+

+2,))

+ Zy))

Por lo tanto la funcién Uy(t) es igual al valor esperado de N (t).

Por otro lado,

Up(t) =

De donde Up(t) cumple la Ecuacién de Renovacién 2.2.1. Por tanto:

Uo(t) = Fo(t) + f Uo(t — y) F(dy)

o

3 (Fo = F*™) (t)

n=0

Fy+ ﬁ (Fo = F*™) (1)

n=1

X

Fo+ Fx Y (FoxF*™)(t)

n=0

Fo+ F = Uo(t)

t

23

Es la unica solucidon, la cual es acotada en conjuntos acotados. En particular si

tomamos

Fy

1 t
- 7 ) B P

podemos ver que Uy(t) = % es la solucién.
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Puesto que

Fo+§oUs(t —y)F(dy) = g0z o[l — F)ldy + 5, 525 F (dy)

= 2 S0+ mim b (F) + t£(y) — yf () dy

= w5+ me S0 (CFW) + (=) f(y) dy

Sea g(y) = (t —y) - F'(y) entonces ¢'(y) = (t —y) - f(y) — F(y) y asi
E(tzl) + ﬁ S(t) (=F(y)+ ft—y)fly)dy = E(tzl) + E(lzl) é d%gy) dy

Debido a que g(0) = (t — 0) - F(0) = ¢ - F(0)
g(t) = (t —t) - F(t) = 0. Por lo tanto si Fy
Up(t) = % es la tnica solucion a la ecuacion de Renovacién
Uo(t) = Fo(t) + F = Uo(2).

0 dado que F(0) = 0 entonces
ﬁ S(t)[l — F(y)]dy entonces

Asi

%w+o—%W+ﬂ=£&5‘§&5:g@S

con 0<a<p

es decir, el valor esperado del nimero de visitas de {Zy + - - - + Z,,} depende sélo de la
longitud del intervalo y no de su localizacion. En este sentido el proceso de Renovacién
(Zo+ -+ Zy;n = 0) es llamado Estacionario.

Comenzando con un punto Zj, que ya no es un punto constante sino variable
aleatoria tenemos, analogamente,

Lema 2.2.2. Si Zy tiene funcion de distribucion Fy tal que

By = gz |, 1= e

entonces

B(u(Z, A)) = % J: u(s, A)ds

Demostracion. Sabemos que por el Lema 2.1.9
1

E(u(Zo, A)) = B(Z) LI v(s, A)Uo(ds)
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y por el hecho de que Uy(t) = % tenemos que

Bu(zo, ) = [ vt Ayl = = [ ot v

Lema 2.2.3.

N-—1
E(N(ZOaA)) = E(lZ )E (Z m[(A - Sn) N R+])
1 n=0

Demostracién. Sabemos que

N-1
v(a,A) = E (Z Xala+ Sn)>

n=0
y por el Lema 2.2.2

E(u(Zo,A)) = gz o v(s A)ds

© N—-1
1 - N-1
= ol X E(@a(s+5,))ds
1 N-1 o©
= TEO So E(Xa(s+ Sn))ds

N—-1
— o E <n20 {7 Xa(s + Sn)ds>

puesto que los argumentos son todos positivos, por el Teorema de Fubini'! se cumple
lo anterior. Pero
1 si s+S,eA 1 si seA—S,
Xals + Sn) _{ 0 si s+S,¢A |0 si s¢ A—S,

entonces SSC Xa(s+S,)ds = m[(A—S,) n R*] donde m(-) es la medida de Lebesgue'?.
Por tanto

1 N-1
E(v(Zy, A)) = FZ )E (Z m[(A—Sn) mR+]>
1 n=0

Hygase el Teorema 3.0.15
12y/gase definicién 3.0.16
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Lema 2.2.4. Si Ac R™T, entonces

B(u(Zo, 4)) = 4
1
Demostracién.
Como n < N tenemos que S, < 0y dado A € R* tenemos que A — S,, € R*; por
tanto m[(A —S,) nRY] =m(A - S,).
Por el Lema 2.2.3

N-—-1
Bz ) = g ( % mlA-5,) n®)
N-—-1
_ E(lzl)E(nZOm(A—Sn)>

Luego, por la Identidad de Wald!® tenemos que

1

E(N)E(m(A = 5y,))

y dado que la medida de Lebesgue es invariante bajo traslaciones tenemos que
E(m(A—S,)) =m(A).
de donde

m(A)

pero sabemos que F(X;) = p y ademds Z; = Sy, por tanto

E(u(Zo,A)) = E(N) -

Y por la Identidad de Wald'* podemos ver que:

B, A0 = B E(J@g()xl) - 21(()?1)) - mLA)

§ 2.3 Acoplamiento

Sea §p =a+ Sy y = 2o + S, conn =0,1,.., donde S, = X; + --- 4+ Xj, con
{Xi}y {Xi} i eid’s e independientes de Zy como las definimos antes.

L3véase 3.0.7
My/gase 3.0.7
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Sabemos que por el Lema 2.2.4, que para t suficientemente grande
o
Bz a+0) = B( S Xanin))
n=0

m(A+t)
I

m(A)
m

Queremos mostrar entonces que

Lema 2.3.1.

pa, A+t = Y Xapi(gn) —

{ ™A cuando t tiende a o
n=0

0 cuando t tiende a — o0
donde m(-) denota la medida de Lebesgue, como hasta ahora.

Demostracién.
Ya que E(|X;|) < oo, dado ¢ > 0, por Recurrencia

15

, aplicada a la secuencia

M=inf{n:|& —nn| <e} <o cpl

Ahora bien, sea

f | & para n <M
" §y — My T 1 para n>M

De donde {£,} Z {¢,} puesto que
paran < M &, =&, de donde &, ~ §, paran < M
paran>M &, =&, —ny, +n

bn = a+S,—Z0—5, +Zy+ Sn

a+S, +Xys1+Xnrpo+-+X, con n>M

y dado que {X;} ~ {X;} tenemos que

on
3
|

a+ S, +Xys1+ X2+ + X, con n>M

[l

a+ S,

= fn

15y gase Teorema 2.1.3
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Luego

n=M+1

n=M+1

donde A =¢,, —n,, v ademds |A| < e. Y puesto que

E(ji(Zy, A)) = E (Z XA(nn)>
n=0

y ademas
E(i XA(A+nn)) =E<i Xa-aln ))
=M =M
tenemos que
lu(a, A) — E(i(Zo, A))|
= (L) (S smm) -5 (E xm)]
- ‘E<§ Xa(€ )) +E <n%+ Xa a(n )> +E(% Xa-an ))



§2.3 Acoplamiento 29

< ‘E <§0 XA(én)> - F < % XAA(UTL))‘

n=0

n ‘E ( i XAA(nn)> —E (néjo XA(TM)‘

() e (Eren)

n=0

+IE((Zo, A= A)) = E(i(Zo, A))|

Ahora tomamos A = (a,3) con —0 < a < b < 00 y puesto que |A| < & tenemos
que —e<A<e & e£>-A>—¢ luego

at+e>a—A>a—c¢

y
b+e>b—-—A>b—c¢
Por tanto
A"=la+eb—clcA-Acla—¢eb+e]=A"

Luego

(s8] x> (s8]

Z Xa-(mn) < Z Xa-alm) < Z Xa+(1n)

n=0 n=0 n=0
Asi

2 (S0 am) = (£ 2am)| = 1Bt 4= 2) = Bl )

< E((nn, AT)) — E(u(n, A))|
= [0 - =) por el Lema 2.2.4
- e
o
< 2
= oo

Por otro lado:
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B (2 ) -5 (2 xaalm)]
= [p (S @) -r( S x@am) -2 (Exam)
= [p (3 x@) 5 (5 xaaom)
= (£ men) -5 (£ ue)
2 |5 (£ a) -5 (£ ai@n)| -0

Pues notemos que:

A+ 7y
= (§NI+1 - 77M+1) + (ZO + Sn)

= [(a+Sras1) — (Zo+ Sare1)] + (Zo + S,)

= a+SM+1_SJVI+1+Sn

= a+Xi+ o+ X, - Xi— =X X+ X e X

a+ X1+ o+ X+ X+ + X,

— A+ X4 A X, X+ X))

a+ S, =&,

Y si reemplazamos A por A + ¢t tenemos que

u(a,A+t)—M <§
1 1

Esto prueba la primera parte del Lema 2.3.1 (La segunda parte la probaremos por la
Proposicién 2.1.6).
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Tenemos que:
E(n(A+t—a)) = pla,A+1)

De donde, cuando ¢ tiende a —oo, entonces (a — t) tiende a oo y por la Proposicién
2.1.6, E(m(A+t—a)) = E(r(A + d)) tiende a 0 cuando a’ tiende a oo con ¢’ = a—*t.
Por lo tanto:

S m™(A) cuando t tiende a o©
JA+1t) = X n m
e ) nz::O Artln) — { 0 cuando t tiende a — o0

Esto completa la demostracién del Teorema
|



Capitulo 3
Apéndice.

Esta seccién es un compendio de los teoremas, lemas, proposiciones y definiciones
bésicas, necesarios para el desarrollo del presente trabajo; se presentan por orden de
aparicién.

Definicién 3.0.1. (Convergencia casi segura)
Se dice que una sucesion X, de variables aleatorias converge casi seguramente a la

. . . . D R C.S.

variable aleatoria X si P ( lim X, = X) = 1. En este caso se escribira X,, — Y
n—aoc

Claramente si una sucesion X, converge casi seguramente a X, entonces cualquier

subsucesion de X,, también converge casi seguramente a X.

Teorema 3.0.2. (Ley Fuerte de los Grandes Ntimeros)
Kolmogorov. Sea X1, Xa,... una sucesion de v.a’s independientes, de varianza fini-

2

2
ta, esperanza nula y tales que Y Z—’; < 0, donde 02 es la varianza de X,,. Entonces:
n=1

4<1 4<2 ‘fn c.s.
——>
n

0

n
Demostracién. Para cada n € N sea S, = > X} y, para cada ¢ > 0, sea:
k=1

Aaz{weQ:‘Sn(w) >
n

para una infinidad de valores de wvalores de n}

Definamos:

Bn,sz{weQ:‘Skliw)>s

Evidentemente se tiene:

para alguna k €N tal que 27! <k<2”}

Ac={weQ:we B, para una infinidad de valores de valores de n}

33
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Utilizando la desigualdad de Kolmogorov ! se tiene:

%> ¢]

= P max |Sk|>k6]

| 2n—l<k<2m

P(B,.) = P| mix

| 2n—l<k<2m

= P| méax |Sk|>€2”_1]

_Qn—l <k$2n

< P| méx |Sg|>e2" 1]
| 1<k<2n
< 5222%1/&7“(52") = ﬁ > o
k=1

s o0 2" 0
. 4 4
Asique Y P(Bne) < 5 Y 53w 2, 02 = = 3, 0 > 5% Sea ng el més
n=1 n=1 k:l k=1 {nelN|k<2"}
pequeno nimero natural tal £ < 29, entonces
1 | 4 4
I AT
2n 22n 22n0 k2
{nelN|k<2"} n=mng
Asi que
x> o0
- 1 % o2
2 Zk

Uk 22’!L < 4 B < 00.

k=1 {nelN|k<2"} k=1

Por lo tanto
o0 08
2
P(B,.) < Y o? > — <o
n=1 k=1 {neN|k<2n}

Luego P(A.) = 0, por Lema de Borel-Cantelli %; por otro lado sabemos que si X,
una sucesién de v.a’s entonces X,, <5 0 si y s6lo si

P({weQ:|X,(w)| > e para una infinidad de valores de n}) =0,

por lo tanto, n" £50.
]

yéase la desigualdad 3.0.17
2Véase el Lema 3.0.18



§3.0 Apéndice. 35

Proposicién 3.0.3. (Desigualdad de Markov)
Sea X es una variable aleatoria que toma sdlo valores no negativos, entonces para
cualquier valor a > 0

E(X)

P(X >2a) <
(X>a)< =

Demostracion.

E(X) = §; xF(dz)
= (oaF(dz) + 1 xF(dz)
> (X aF(dr)
> (7 aF(dz)
= aP(X >a)

Por tanto E(X) > aP(X > a) m

Lema 3.0.4. (Existencia de funciones generadoras de momentos)
Una variable aleatoria Z tiene una funcién generadora de momentos si y solo si para
algin k > 0,c > 0 y para todo x > 0 se tiene que

P(Z>zxz) <ke ™

Demostracion. Podemos verificar esto notando que si la funcién generadora de
momentos existe en (0,6), entonces para 6 < 6 tenemos

P(Z > z) = P(e?? > &%) < E(eP%)e™%
por la desigualdad de Markov 3. Para k = E(e?) entonces P(Z > z) < ke™%*.
Para el regreso, supongamos que la distribucién Z esta acotada exponencialmente,
i.e.
P(Z <x)<ke ™
Entonces para 6 < ¢

E(e%%) < 0w < E(e%% —1) < w0

3Véase 3.0.3
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Sin embargo,

E@%% —-1) =E (S Oeeul[uéz]du>
0

Fubini § 0e?“P(u < Z)du
0

o8]
< { 0¥ ke~ "du
0

0]
= 0k § e"“e~"du
0

60
=0k | el?=9udu < oo.
0

Lo anterior es valido dado que todos los argumentos son positivos, asi podemos aplicar
el Lema de Fubini* g

Teorema 3.0.5. (Teorema del Limite Central)
Sea X1, Xa,... una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas de varianza finita. Entonces:

X et X, - 1 r 1
lim ( Lt np < x) = e,éyzdy
n—oo a\/ﬁ -

donde 1 y 02 son la media y la varianza comin respectivamente de X1, Xo, - -

Demostracion. Supondremos que la funcién generadora de momentos de X; existe

en una vecindad de 0. Sea Z,, = Xl*'ofij%"_"“ v ¢ la funcién generadora de momentos

comun de X1, X, ... entonces:

aa\/T

Asi que

iz, ) = o (12)] - 2 [ (52)] - S

4ygase el Lema 3.0.15
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Utilizando la regla de I’Hé6pital se tiene que

lim In (Mg, (t) = in@@ﬁ{mw(o@ﬁ)—“}

n—aoo P

I

[N}
—~

|

"t e (5m) ~ iy [ Gl

- 2 =
De lo cual concluimos que
lim Mg (t) = ez’
n—ao

Asi que Z,, converge en distribucién a una variable aleatoria con funcién generadora de

142 . . . e
momentos dada por M (t) = e2?", es decir, una variable aleatoria X con distribucién
normal estdandar. Lo que significa que

. X+ -+ X, —npu ) 1 f”” 1.2
lim <z =— e 2Y (d
< 0'\/E V2T J_o v

n—-7a

Lema 3.0.6. (Lema de Fatou)

1) Si {fix} es una sucesidn de funciones medibles no negativas, entonces
JHka < @Jfk

2) Si{fx} es una sucesion de funciones medibles no positivas, entonces
Jmfk > mJ,fk

Demostracion.

1) Sea g, = Wf{fm, fm+1,.-.}, entonces g,, < f,, cuando m < n; por consi-
guiente { g, dp < § fodp para m < n. Asi que

ngd,u < lim infffmd,u.

Puesto que la sucesién g, es creciente y converge a lim inf f,,, el Teorema de
la Convergencia Monétona 3.0.8 implica que

J(h’m inf fp)du = h’mjgmdu < lim infjfndu
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2) Sea gm = sup{fm, fm+1,...}, entonces g, = f, cuando m > n por consi-
guiente { g, dp = § fodp para m = n. Asi que

ngdﬂ 2 limsup f fmdp

Puesto que la sucesion g, es decreciente y converge a lim sup f,,, el Teorema
de la Convergencia Mondétona 3.0.8 implica que

J(h’m sup fn)dp = h’mjgmdﬂ/ = lim supjfndu

Proposicion 3.0.7. (Identidad de Wald)
Supongamos {X,, :n = 1} i. e i.d.’s, con 0 < E(X;) < 00 y N = inf{n : S, > 0}
entonces E(N) < o0 y

N

E(Sy)=E (Z Xn> = E(N)E(X,)

n=1

Demostracion. Sea

1 si N<n
Xn(N) =

0 si N>n.

N e

De donde > X, = > X, X.(N)
1
<

n=1 n
Puesto que [i < N] =[N < i]¢ =[N <i—1]¢, depende sélo de X7, Xs,...,X;—1 se
tiene que X; y X;(INV) son independientes. Por tanto:

p(Lx) = %
= B(X))

0

E(X:)E(X;(N))

-
Il
-

I
&
>
18

-
Il
-

I
=
=

e

I
=
=

%

>
P8
g
=

I
>

= B

<.
—
~.
Il
=

31

-
Il

o
g
ol
=27
= %
2
Il
=
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Teorema 3.0.8. (Convergencia Mondtona)
Sea f, una sucesion mondtona creciente, convergente a f, entonces:

ffdu = limff,Ldu
Demostracion. Puesto que f, < fn,+1 < f entonces
| i< [ fussdu < [ s
para todo n € N. Entonces, tenemos

lim supffnd,u < ffd,u

n—aoo

Por otro lado, sea « € (0,1) y ¢ una funcién medible que satisface que 0 < ¢

Definamos, para cada n, a:

Ap = {z € X|fu(z) = ap(z)}

Asique A, € X, A, € A,11y X =JA,, de donde

f apdy < f Fudpt < f fdu
A, A,

Puesto que A,, es mondtona creciente y su unién es X:

Jgoduz lim f pdu
n—ao An
Luego

aftpd/i < n@”f; JA frndp < n@x\ff”du

39

Como esto se cumple para todo a con 0 < a < 1, entonces {@du < lim § f,dp.
n—3ao

Como ¢ es una funcién arbitraria que satisface que 0 < ¢ < f, concluimos que:

ffndu = sup f edp < lim jfndﬂ
© n—ao0

Por lo tanto

f fdp = h’mf Fadp

Teorema 3.0.9. Teorema de Convergencia Dominada

Sea f, una sucesion de funciones integrables la cual converge casi en todas partes a
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una funcion real f medible. Si existe una funcion integrable g tal que |fn| < g para
todo n, entonces f es integrable y

| s =10 | g
Demostracién. Redefiniendo las funciones f,, f sobre un conjunto de medida 0

podemos asumir que la convergencia toma lugar en todo X entonces f es integrable.
Como g + f, = 0, podemos aplicar el Lema de Fatou 3.0.6 para obtener

Sgdp+S§fdu = §(g+ fdp <liminf §(g + f,.)dp
= liminf ({gdp + § fudp)

§gdp + lim inf (S fnd,u)

de/i < lim inf <J fnd,u>

Puesto que g — f,, = 0, la otra parte del Lema de Fatou 3.0.6
Sgdu—§fdp = §(g— fdu <limsup {(g — fn)dp

limsup (§gdp — § frdp)

Por lo tanto,

— Sgdlu + lim sup (S fndu)

deu = limsup <J fnd,u>
lim sup <J fnd,u> < deu < lim inf (J fnd,u>
fei (] 1)

de donde

entonces

Por lo tanto

Definicion 3.0.10. (Conjunto de Borel) Sea B un conjunto de nmiimeros reales. Una
o-dlgebra de Borel es la o-dlgebra B generada por los intervalos abiertos (a, 3) en R.
La o-dlgebra de Borel es también generada por todos los intervalos cerrados [«, 5] en
R. A los conjuntos de B se les llama Conjuntos de Borel. A una medida definida en
la o-dlgebra de todos los conjuntos de Borel se le conoce como medida de Borel

A una media definida en la o-algebra de todos los conjuntos de Borel se le conoce
como medida de Borel.



§3.0 Apéndice. 41

Definicion 3.0.11. (Convergencia en distribucién)

Se dice que una sucesion X, de variables aleatorias converge en distribucion a la

variable aleatoria X si lim Fxp(z) = Fx(z) para cualquier numero real x en el cual
n—aoo

. _ D
Fx es continua. En este caso escribiremos X,, — X.

Obviamente si una sucesiéon X,, converge en distribucién a X, entonces cualquier
subsucesién de X,, también converge en distribucién a X

Proposicion 3.0.12. Sea X,, una sucesion de variables aleatorias tal que X, D, x
D
y X, — Y entonces Fx = Fy

Demostracion. De la definicién 3.0.11 de convergencia en distribucién se sigue
inmediatamente que Fx(z) = Fy(z) para cualquier ntimero real z tal que Fx y Fy
son continuas en z. Pero como el conjunto de discontinuidades de Fx y de Fy es
a lo mas numerable, entonces el conjunto de niimeros reales z para los cuales tanto
Fx como Fy son continuas en z es denso en R. El resultado se sigue entonces de la
continuidad por la derecha de Fx y Fy. m

Definicién 3.0.13. (Integrabilidad Uniforme)
Sean X, una familia de v.als, cont € T, donde T es un conjunto arbitrario de indices,
es llamada uniformemente integrable si y sélo si

lim | X¢|dP =0 uni formemente en T
A% Jix,|>A

Teorema 3.0.14. La familia X; es uniformemente integrable si y sélo si las siguien-
tes condiciones se satisfacen:

1) E(|X¢]) es acotada en T
2) ¥Ye>036() >0 tal que para todo E € §, donde § es la o—dlgebra generada
por el espacio de probabilidad.

siP(E) < 6(e) entonces {J (|Xt|)dP} es acotada
E teT

Teorema 3.0.15. (Fubini)
Sea f una funcion continua con dominio rectangular A = [a,b] X [c,d]. Entonces

Jffxydydm-fffxydmdy—fffxy

Demostraciéon. Primero demostraremos que

Lb J;d flz,y)dydx = ffRf(x,y)dxdy
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Sea ¢ = yop < y1 < ... < yp = d una particién de [¢,d] en n partes iguales.
Definamos

d
F(o) = | Sy
Entonces .
F@)= 3 [

k=0"YYk
Usando el Teorema de valor medio para integrales, para cada x fija y cada k, tenemos

J%Hﬂ%w@=ﬂ%MWWMH—%%

Yk
donde el punto yg () pertenece a [yk, yr+1] que puede depender de x, k y m. Hemos
demostrado hasta ahora que

n—1

F(z) =Y f(@,ye(x) Wre1 — ur)-

k=0
Por definicién de integral

Lb F(z)dx = Lb Uj f(z,y)dy] dr = n@oc:i:F(pj)(IHl — ;)

donde @ = 29 < --- < z, = b una particién de [a,b] en n partes iguales y p; es
cualquier punto en [z, z;4+1]. Luego, hacemos c;r = (ps, yx(pj)) € Rjk, y tenemos

que:
n—1

F(p;) = > F(ejn) Wrer — y)-
k=0
Por lo tanto
O fey)dyde = | F)de
= aim S F() @y — a))

J

n—1n—1

= lm > > fler)(Yer1 —ye)(@ir1 — z5)

= §§p f(z,y)dzdy.

Asi hemos demostrado que

‘[jJ:if(x,y)dydx - J‘J;(f(x,y>dydx

f Lb f(z,y)dzdy = f fR f(z,y)dzdy

Andlogamente para
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Definicion 3.0.16. Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue es la forma estandar de asignar una longitud, drea, o volumen
a los subconjuntos del espacio euclideano. A los conjuntos que se les puede asignar
un tamano se denominan Lebesgue-medibles.

La medida de Lebesgue en R" tiene las siguientes propiedades:

1)
2)

m(A) = 0 para todo conjunto Lebesgue-medible A

Si A es un producto cartesiano de intervalos I x ls X ... x l,,, es Lebesgue-
medible y m(A4) = |l1] - |l2| - - - [ln], donde |I| denota la longitud del intervalo
l.

Si A es una unién disjunta de conjuntos finitos o contables Lebesgue-medibles
entonces A es Lebesgue-medible y m(A) es igual a la suma (o serie infinita)
de las medidas de los conjuntos correspondientes.

Si A es Lebesgue-medible, A¢ también lo es.

Si Ay B son Lebesgue-medibles, y A € B, entonces m(A) < m(B)

Las uniones e intersecciones contables de conjuntos Lebesgue-medibles son
asimismo Lebesgue-medibles

Si A es un subconjunto abierto o cerrado de R™ entonces es Lebesgue-
medible.

Si A es un conjunto Lebesgue-medible con m(A) = 0 (o conjunto nulo), todo
subconjunto de A es también un conjunto nulo.

Si A es Lebesgue-medible y a es un elemento de R"”, la traslacion definida
por A+a={x+a:xe A} es también Lebesgue-medible y, mds atin, tiene
la misma medida que A.

Proposicion 3.0.17. Desigualdad de Kolmogorov
Sean X1, Xo,...,X,, nv.als independientes de varianza finita y € cualquier nimero
real positivo, entonces:

, 1
P [éljagxn [S; — E(S;)] >¢e| < ?var(Sn),

J
en donde, para j€1,2,...,n, S; = > X,.
i=1

Demostracién. Primero supongamos que E(X}) = 0 para cualquier k € 1,2,...,n.
Entonces también se tiene E(Sy) = 0 para cualquier k € {1,2,...,n}. Sea

1<k<n

Ay = {w € Q: méx [Sk(w)| < 5}

y, para k € {1,2,...,n}

Az{weQ: méx |S;(w)| <e, |Sk(w)|>€}

1<) <k—1
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en donde 1méx0|,5’j(w)| = (. Entonces los eventos Ay, Ag, ..., A, son mutuamente ex-
SVAS

n
cluyentes y A = |J Ag. Asi que:

k=1
Bt = B(st 5 )
k=1

= > E(SiX,,)
k=1

= Z E ((Sk + Sn — Sk)QXAk)
k=1

= E ((Si + QSk(Sn — Sk) + (Sn — Sk)Q)XAk)
k=1

= 3 E(SiXa,) +2 X E(Sk(Sp — Sk)Xa,) + 2 E((Sp — Si)?Xa,)
k=1 k=1 k=1

Pero como X7, Xs,...,X, son independientes y de esperanza finita, tenemos que

SkXa, v An — Sk son independientes y tienen esperanza finita, de manera que:
E(Sk(Syn — Sk)Xa,) = E(SkXa,)E(S, —Sk) =0

Por lo tanto

var(S,) = E(S?V) > E(S2X,) = kglE(S,fXAk) + kgl E((S, — Sk)?Xa,)
> ¥ B(S2Xa) > Y 2E(Xa,) = £ 3 P(4y) = e2P(A)
k=1 k=1 k)1

de donde se sigue el resultado. Para el caso general, sea Yy, = X, — E(Xj) para

k € {1,2,... ,n}. Entonces las v.ats Y1,Ys....,Y, son independientes, tienen va-
J J

rianza finita » Y; = > (X; — E(X;)) y E(Y;) = 0 para cualquier j € {1,2,... n}.
i=1

1= i=1
. . .. J .
de manera que si € es cualquier nimero real positivo y S; = Z X; para cualquier

1=1
>4

J
E%var <Z YZ> = E%var(Sn)
i=1

j€{1,2,... n}, entonces:

j
Y

P | max |Sj—E(Sj)|>€] = P[méx
i=1

1<j<sn 1<j<sn

YA\

Lema 3.0.18. de Borel- Cantelli .

Sean A1, As, ... una sucesion de conjuntos tales que Y, P(A,) < o0, entonces:
n=1
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P({weQ:we A, para una infinidad de valores de n}) =0

Demostracién.
Sea A ={weQ:we A, para una infinidad de valores de n}. Para cada m € N,
e .z , .
sea By, =, _,, An. entonces la sucesion de eventos B,, es mondtona decreciente y

A=N"_, Bm, asi que:

o0 €L XL
P(A):P(ﬂ Bm>= lim P( An>< lim > P(A,) =0
m—>L m—>L

m=1 n= n=m
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Conclusiones

El teorema de Blackwell fue primero probado por Blackwell (1948) aunque casos es-
peciales fueron también tratados por Técklind (1985) y Doob (1948). Muchas pruebas
han sido propuestas desde entonces, y la menos complicada prueba analitica llegé ha
ser una basada en el Teorema de Choquet. La primera prueba probabilistica es pre-
sentada por Lindvall (1977). Esta cubre el caso de la media finita y fue basado en una
version de épsilon-acoplamiento de Hewitt-Savage.

Athreya, McDonald y Ney (1978) consideran los dos casos y proponen el estable-
cimiento de la exitosa técnica de acoplamiento aplicando recurrencia de una variable
con media cero, a la diferencia de dos variables aleatorias independientes, el problema
es que es necesario que esta diferencia no se reticula. Berbe (1979) afiade un nimero
geométrico de longitud 0, para hacer esta diferencia no reticula. Thorrison (1987)
extiende el trabajo de Lindvall a el caso de media infinita.

Lindvall y Rogue (1996) dan a la prueba un elegante toque introduciendo la idea
de suma geométrica.

Una simple consecuencia del Teorema de Blackwell es el también llamado Teorema
Fundamental de Renovacién, que es también usado para derivar resultados de con-
vergencia en distribucién. La primera extensiéon completa del Teorema de Blackwell
al proceso de renovacién de Markov es dada por Shirenkov (1984); basado en Andlisis
de Fourier, donde presenta dos pruebas probabilisticas con acoplamiento como un
ingrediente principal.
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Tabla de notaciones

variables aleatorias

variables aleatorias independientes

independientes e idénticamente distribuidas

variable aleatoria absolutamente continua

variable aleatoria discreta

la transformada de Laplace de la distribucién F'

esperanza de la variable aleatoria X

convolucién de F' y g

el tiempo a la n-ésima renovacién

ntimero de renovaciones en el periodo [0, ]

esperanza de N (t) para un proceso puro

esperanza de N (t) para un proceso retrasado

numero de renovaciones en el conjunto [0,¢]

numero esperado de renovaciones dentro del intervalo A — a
nimero esperado de visitas al intervalo A — a, antes de que
S, sea positivo

medida de Lebesgue

con probabilidad 1

funcién caracteristica de S sobre el intervalo A
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