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INTRODUCCION

Desde sus origenes, el hombre ha tenido la necesidad de medir las cosas que lo rodean,
ya sea medir longitudes, medir el tiempo, etc. Ademas de cuantificar sus recursos.
Algunos de estos recursos son seres vivos que utiliza para su bienestar.

Todos los seres vivos se reproducen bajo cierto patron, la pregunta que nos hacemos es:
¢, Cual es ese patron?

Se ha observado que la cantidad de seres vivos (poblacion) a través del tiempo depende
de muchas cosas tales como la especie, los recursos en el ecosistema, el clima, etc. A la
variacion en la cantidad de individuos de una poblacién a través del tiempo, bajo las
variables antes mencionadas, se le conoce como “dinamica de poblacién”.

Conforme el tiempo ha transcurrido y conforme las matematicas se han desarrollado, el
hombre las ha utilizado como herramienta para entender dicha dindmica.

Fue a partir del siglo XVII con el surgimiento de las ecuaciones diferenciales cuando se
empezaron a hacer modelos mas elaborados para calcular la cantidad de individuos en
cierto tiempo t. Entendiendo como modelo a una expresion matematica, en particular
una funcién que arroja como resultado la cantidad de individuos en el tiempo t.

Las decisiones a tomar en el presente, muchas veces dependen de la cantidad de
individuos con que se cuente en el futuro. Por eso la importancia de conocer la cantidad
de individuos a futuro.

En las siguientes péginas trataremos algunos modelos de poblacion tomando al tiempo
como variable independiente, vista primero como variable discreta y posteriormente
como variable continua.



CAPITULO 1
MODELOS DE POBLACION EN TIEMPO DISCRETO

1.1 CONCEPTOS PRELIMINARES

Entenderemos como poblacién al conjunto de individuos vivos de cierta es-
pecie en un tiempo t. Dicha poblaciéon varia conforme transcurre el tiempo
(puede crecer, decrecer o permanecer constante).

Por consiguiente decimos que la poblacién estd en funcién del tiempo. A
esta variacién de la poblacion se le denomina "Dindmica de poblacién".

Es muy importante el estudio de la dindmica de poblacién de ciertas especies,
pues al conocer el comportamiento de la dindmica poblacional podemos inferir
la cantidad de individuos en un futuro (corto, mediano o largo plazo), es decir,
podemos predecir el comportamiento de la poblacién (nmimero de individuos).

Definicién: Entenderemos como ciclo reproductivo al intervalo de tiempo
que una hembra de cierta especie (puede ser un individuo bisexual o unicelu-
lar) tarda en reproducirse, dicho ciclo comprende desde el momento en que la
hembra es fertilizada, incluyendo el periodo de gestacién y la lactancia (si es
que existen), hasta el momento en que la hembra estd dispuesta y es capaz de
volver a reproducirse.

La duracién del ciclo reproductivo depende de la especie que estemos estu-
diando.

Ejemplos:
a) En organismos unicelulares (bacterias, protozoarios, celulas, etc) el ciclo
dura
desde unos minutos hasta horas.
b) En mamiferos pequefios (perros, gatos, etc) el ciclo es de semanas.
¢) En mamiferos grandes (elefantes, ballenas, humanos, etc) el periodo tarda

meses.



Geomeétricamente el ciclo reproductivo se puede observar de la siguiente
forma:

o
\

Y

Duracion del ciclo reproductivo

F= La hembra es fertilizada y empieza la gestaciéon

N= Nace el nuevo ser y empieza la lactancia (si es que la hay)
L= Finaliza la lactancia

F*= La hembra es fertilizada nuevamente

Se tiene que F<N§F*, ademas N<L<F". Si N=L se entiende que no se
desarrolla la lactancia.

Al intervalo de tiempo que va del nacimiento de la nueva cria hasta el mo-
mento en que este es capaz de reproducirse serd llamado periodo de juventud.
Cuando finaliza el periodo de juventud se dice que el organismo es maduro
(adulto), es decir, ya es capaz de reproducirse.

En resumen, observamos que la poblacién estd en funcién del tiempo, el cual
empezard a transcurrir en nuestros modelos a partir de que iniciemos nuestras
observaciones con una poblacién inicial. El tiempo se medird de forma discreta
en intervalos iguales a la duracién del ciclo reproductivo.

F*



1.2 PRIMER MODELO
Para plantear el primer modelo de poblacién aceptamos lo siguiente.

Definicién:

P,, :=Poblacién de hembras al final del n-ésimo ciclo reproductivo (variable).
v := Tasa promedio de nacimientos, v > 0, v constante.

1 := Tasa promedio de mortalidad, p > 0, p constante.

Py := Poblacién inicial, Py > 0 (parametro)

Suponemos para este modelo que la poblacién de machos (nimero de ma-
chos) es igual a la poblacién de hembras, ademds, suponemos que el periodo de
juventud de las crias es igual al intervalo tiempo que va desde su nacimiento
hasta el final de ese mismo ciclo reproductivo. Al final del periodo de juventud
las hembras serdn capaces de reproducirse.

proponemos lo siguiente:

P =Fy+vFy — ubPy
factorizando P,

P =Py(1+v—p).
Sea (1 + v — u) = ¢, entonces,

Suponemos que la poblacién en el n-ésimo ciclo es propocional a la poblacién
del ciclo anterior,es decir, ¢ es constante, entonces tenemos el siguiente modelo:

Es claro que ¢ > 0 pues de lo contrario la poblacién serfa negativa, lo cual
no tiene sentido.

Procedemos a encontrar una solucién para este modelo:

Sabemos que

Py =P, = ¢((¢)Po)



asl
PQ = Qazpo.

Anslogo para Pj

Py = Py = ¢((p*)Py)

P3 = §03P0.

Aplicando n veces este razonamiento recursivo tenemos la solucién siguiente

Pn = (,DTLP(). (13)

Analizamos a ¢ para encontrar la dindmica del modelo en los casos ¢ <
1,¢o>1y ¢=1cuandon — oo

Caso 1)

Sea ¢ < 1,tomando limites
limy, 00 P, = limy, 00 (0" Py) = Pplimy, 00 0™ = Po(0) =0
tenemos que
lim,, o P, = 0.
Esto implica que la poblacién tiende a extinguirse conforme el tiempo tran-
scurre, esto se dd cuando
p<l1
1+v—p<1

v—p<0
v<p

Concluimos que sf la tasa promedio de nacimientos es menor a la tasa prome-
dio de muertes, la poblacion se extingue conforme n — oo.



Caso 2)
Sea ¢ > 1,anédlogo al caso anterior

limy, 00 Pr, = limy, oo (0" Py) = Py limy, o0 " = 00

tenemos que

lim,, oo P, = 00.

Por lo tanto, la poblacién tiende a poblar todo el espacio donde habita
conforme el tiempo transcurre, esto se da cuando

p>1
1+v—-—p>1
v—pu>0
v>u

Concluimos que si la tasa promedio de nacimientos es mayor a la tasa prome-
dio de muertes, la poblacién satura su medio ambiente cuando n — oo.

Caso 3 )

Sea ¢ = 1,tenemos

tenemos que

limy, o P, = Pp.



Esto nos dice que la poblacién permanece constante (en equilibrio) conforme
el tiempo transcurre, esto se da cuando

p=1
l1+v—p=1
v—pu=0
v=p

Se concluye que si la tasa promedio de nacimientos es igual a la tasa promedio
de muertes, la poblacién estd en equilibrio cuando n — oo.

Este modelo es limitado, dado que no toma en cuenta aspectos tales como
la tasa de nacimientos segiin la edad de las hembras, la tasa de mortalidad de
acuerdo a la edad de los individuos, etc.

Algunos de estos aspectos seran utilizados en modelos posteriores.



1.3 SEGUNDO MODELO

Es importante tomar en cuenta que la tasa promedio de nacimientos de las
hembras estd en funcién de su edad, es decir, una hembra ya madura tiene més
crias que una hembra que acaba de salir de la juventud o que una hembra que
estd a punto de dejar de reproducirse.

También es importante observar que la tasa promedio de mortalidad de
individuos recién nacidos es diferente a la tasa de mortalidad de los adultos.

Pardametros como los anteriores son utilizados en el siguiente modelo.

De ahora en adelante, se entenderd por hembras adultas a las hembras con
capacidad de reproducirse y por hembras jévenes, a las hembras que atin no
pueden reproducirse.

Igual que en el primer modelo, suponemos que la poblacién de machos es
igual a la poblacién de hembras, y que el periodo de juventud de las crias es
igual al intervalo de tiempo que va desde su nacimiento hasta el final de ese
mismo ciclo.

Definicién:
P; , := nimero de hembras jévenes al final del n-ésimo ciclo.

P, » := nimero de hembras adultas al final del n-ésimo ciclo.

k := cantidad promedio de hembras nacidas de una hembra adulta en un
ciclo.

o’ := tasa promedio de mortalidad de las hembras jévenes, 0 < o < 1.

B := tasa promedio de mortalidad de las hembras adultas, 0 < 8’ < 1.

a =1— ' = tasa promedio de sobrevivencia de las hembras jévenes.

B =1— ' = tasa promedio de sobrevivencia de las hembras adultas.

a, B v k son constantes.

Utilizando la informacién anterior proponemos el siguiente modelo expresado
por un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, donde las incégnitas
son series de tiempo (funciones evaluadas en tiempo discreto).

Pj,n = kPa,nfl
Pa,n = O‘Pj,nfl + ﬂPa,nfl (14)
Expresando el modelo en forma matricial, tenemos:
P, = AP, . (1.5)



donde P
> j7n o 0 k
P7L<Pa,n> A< o 8 )

_ P;
Py = ( PJ ’0> = poblacién inicial de hembras jovenes y adultas. Procedemos
a,0
(1

como en .1),y (1.2) para llegar a (1.3):

. m=an
Py = APy, = A(APy) = A 2P,

Asi

P, — A"P,. (1.6)

La ecuacién (1.6) es como la ecuacién (1.3), excepto que hemos sido capaces
de distinguir entre las tasas promedio de sobrevivencia de jévenes y adultas.

Ejemplo 1: Tomemos una especie de aves, donde cada hembra adulta pro-
duce tres crias hembras por ano (recordar que suponemos que el nimero de
machos es igual al nimero de hembras, ademds aqui el ciclo reproductivo dura
un afo), suponemos « = 0.4 y 8 = 0.6. Como un ave joven no tiene tantas
probabilidades de sobrevivir como una adulta, tenemos que o < 3. Asf :

0 3
A_<0.4 0.6)'

Asumiremos que inicialmente hay diez hembras adultas (y diez machos) y
no hay jévenes, utilizaremos un programa para calcular hasta el ciclo 20 (el pro-
grama utilizado es Scientific Workplace), ademés redondearemos las cantidades
al mayor entero menor o igual de la cantidad obtenida.

E=<&(%)<%):(?>

Asf que P;; = 30, P,1 = 6, el total de hembras después de un ano es 36 y
la razén entre jévenes y adultas es 5 a 1.

En el segundo ano,



P,
En la tabla siguiente hemos evaluado la razon # y la razén 7

)

g

18
15.6

T,, es el total de hembras al final del n-ésimo afio.

) , lo cual se redondea a (

a,n

Pj,n Tn,
n Pj,n Pa,n Tn Pa N Tnfl
0 0 10 10 0 —
1 30 6 36 5.0 3.6
2 18 15 33 1.2 0.91
3 45 16 61 2.81 1.84
4 48 27 65 1.77 | 1.06
) 81 35 116 2.31 1.78
6 105 53 158 1.98 | 1.36
7 159 73 232 2.17 1.46
8 219 107 236 2.04 1.01
9 321 151 472 2.12 2.0
10 | 453 219 672 2.06 1.42
11 657 312 969 2.10 1.44
12 1 936 450 1386 | 2.08 | 1.43
13 | 1350 644 1944 | 2.09 1.40
14 | 1932 926 2858 | 2.08 1.47
15 | 2778 | 1328 | 4116 | 2.09 1.44
16 | 3984 | 1908 | 5892 | 2.08 | 1.43
17 | 5724 | 2702 | 8426 | 2.11 1.43
18 | 8106 | 3910 | 12016 | 2.07 1.42
19 | 11730 | 5588 | 17318 | 2.08 | 1.43
20 | 16764 | 8044 | 24808 | 2.08 1.43

1

n

n—1

18
5 )

, donde



Pjn

De la tabla podemos conjeturar que la razén se estd aproximando a

a,n
la constante 2.08, mientras que la poblacién total se va incrementando en 43%
cada ano, procederemos a determinar si esto estd sucediendo realmente.

Primero, veamos al caso general (1.6). Procedemos a calcular los valores
propios de la matriz A pues se puede ver a la matriz como un operador de R? a
R2?, es decir, A : R? — R2.

-2 k

|AI>\|‘ PR

‘ N —BA—ak=0

Resolviendo para A

\ B+ V3% + dak
12 = 5 -

' 2

Por la naturaleza de «, 8y k tenemos que /> + 4ak > 3, asi los valores
propios son reales y distintos, uno es positivo y otro es negativo, ademas,
[A1] > |A2] donde A; es el valor propio positivo.

A estos valores propios se les asocia un vector propio Vi y V5 respectivamente,
los cuales forman un conjunto linealmente independiente, puesto que vectores
propios asociados a distintos valores propios forman un conjunto linealmente
independiente, ademds en este caso como el dominio de A tiene dimensién dos
tenemos que el conjunto de estos dos vectores propios son una base para R2.
Por lo tanto, podemos poner al vector inicial como combinacién lineal de los
vectores propios, en simbolos matematicos:

P(J = a1V1 + a2‘/2.
Donde a; y ag son nimeros reales. Luego (1.6) se puede ver como

Pn =A "(alVl + 0,2‘/2) (17)

10



Lo siguiente es demostrar que A define un operador lineal.

P.D. que A(cX +Y) = cAX + AY, dondeX—(il > ,Y_(?h ) y
2

Y2
ceR.
" Sea, ) )

0 cr1+y1 \ _ ckxa + kyo _
AlX +Y) = (04 ﬂ)(CfL’eryQ>_(Cazl+ayl+05$2+5yz)_
ckxo n kyo _ ko n kyo _

caxy + ¢y ayr + By azy + By ayr + By

(o 5)(5)+(a 5)(h)-eaxsar
a «

-. la matriz A define un operador lineal.

Como

AVi =W

A2V = A (AV) = A V1) = MAV = M (M 1) = X2V

Aplicando el metodo anterior n pasos llegamos a

AV = XIVA, AV = ATy
sustituyendo esto en (1.7) y utilizando la linealidad de A obtenemos

P = a1 \{Vi + ag Ay Va (1.8)

11



Podemos escribir (1.8) como
_ " A2\ "
Pn = )\1 (a1V1 + /\7 ag‘/g). (19)
1

Como

1
hace grande. Asf para n grande,

1

. AN .
< 1, se tiene que (;) se hace muy pequeno conforme n se

Pn %Gq)\?vl. (110)

Esto significa que conforme el tiempo transcurre la distribucién de edades se
estabiliza y es proporcional a V. Cada grupo de edad cambiara por un factor Aq
cada ano. Asi mientras el tiempo tiende a infinito la ecuacién (1.6) actia como
la ecuacién (1.3). En el corto plazo, antes de la "estabilidad" hay numerosas

A
oscilaciones. La magnitud de estas oscilaciones depende de la magnitud de 22

1
la cual es negativa y esto explica las oscilaciones.

Extrapolando lo antes dicho a nuestro ejemplo inicial

Tenemos A\* — (0.6)A — 1.2 =0

0.6++v036+48 0.6++5.16
2 - )

A2 = 5

asf que \; = 1.435 y Ao = —0.835. Esto explica el 43% en el incremento de
la poblacién, lo cual se observa en la 1iltima columna de la tabla.

12



Correspontiente al valor propio A\; = 1.435, calculamos

[ -1435 3 z1 ) _ (0
(A—1.4351)V; = ( 04  —0.835 ) ( T2 > B < 0 >

. . 1 .
resolviendo el sistema, tenemos que V; = ( 0.478 ) es un vector propio.

(0835 3 @\ [0
similiarmente para V3, (A 4+ 0.835)V% = ( 04 1.435 ) ( o ) = < 0 ) )

1 .
—0.278 ) es otro vector propio.

resolviendo el sistema, tenemos que Vo = <

Si se desea trabajar con una matriz diagonal D equivalente a A, sabemos
por conocimientos previos de dlgebra lineal que la matriz D = B~'AB, donde
B es la matriz formada por los vectores propios, es decir:

1435 0 (1 1 \ '/ o0 3 1 1
0 -0835 )\ 0478 —0.278 04 06 )\ 0478 —0.278 )

P
Note que en V; tenemos 0T178 ~ 2.08. Esto explica la razén —2"

en la quinta
a,n
columna de la tabla.
Analizamos a \; para encontrar equilibrios en el modelo en los casos A\; <

1,A1 > 1y A =1, pues sabemos que P, ~ a1 A7 V.

13



Caso 1)

Sea A\ < 1.

2
)\1:@<1,M<2—ﬁ,ﬁ2+4ak<(2—ﬁ)2

simplificando 4ak < 4 — 443, despejando k,

1-p

(07

k<

(1.11)

1—
Concluimos que si k < 7/8, la poblacién se extingue cuando n — oc.
e

Caso 2)

Sea A1 > 1,andlogo al caso 1 despejamos k:

1-p

(67

k>

11—
Se concluye que si k& > J, la poblacién satura su medio ambiente cuando
n — 00. @
Caso 3)

1-p

Sea A1 = 1,del mismo modo tenemos que k = ——
e

-8

1
Se concluye que si K = ——, la poblacién permanece constante conforme
e

el tiempo transcurre.

En nuestro ejemplo: tenemos o = 0.4, B = 0.6, asf se satisface lo siguiente:



De esta forma queda argumentado que la poblacién crece conforme el tiempo
trascurre.

Este modelo es limitado, dado que no toma en cuenta aspectos, tales como
la tasa de nacimientos segin la edad de las hembras no obstante sean fértiles o
no, la tasa de mortalidad también segin la edad de los individuos, etc.

El siguiente modelo es la generalizacién del segundo modelo, a este modelo
se le conoce como modelo de Leslie.

15



1.4 TERCER MODELO (Modelo de Leslie)

En el modelo de Leslie de crecimiento de poblacién, las hembras son dividi-
das en m grupos de edad, en lugar de solo dos. Se asume que todos los intervalos
de edad son de igual longitud. Asi si M afios es la edad fertil méxima (teorica-
mente) alcanzable por una hembra de la especie, entonces cada grupo de edad

representa un intervalo de M/m afios. Nombramos los m grupos de edad por
G1,Gs,Gs, ..., Gy, Entonces tenemos:

Grupo Edad representada
en terminos de un intervalo
Gy [0, 24)
G2 [%7 %)
2M 3M
Gs (5 o)

Gt [(m—mQ)M7 (m,—ml)M)

G [M, M]

Las hipdtesis que haremos son muy similares a las hechas en el modelo
anterior:

Definicién (Tiempo de observacion):

Observamos a la poblacién en intervalos de tiempo, los cuales son iguales a
la longitud de los grupos de edades. Asi

to =20
tl_Q%
b =0
b

Definicién (Variables de poblacién):

P;,, = Nimero de hembras en el i-ésimo grupo de edad G;, despues del
n-esimo periodo de tiempo.

16



Definicién (Nacimientos):

k; = Numero promedio de crias hembras nacidas en un solo periodo de
tiempo de una hembras en G;.

Suponemos que k; >0 €Vie{l,2,..,m}

Definicién (Hipotesis de sobrevivencia):
B; = proporcién de hembras en G; que sobreviven para entrar al (i+1)-ésimo
grupo de edad, Gj41.

Observamos que,

0<f, <1

Suponemos que 3, > 0 pues de otra forma no habria hembras en el (i + 1)-
ésimo grupo de edad.

Ahora ponemos todos estos hechos juntos. Primero, jcudntas hembras hay
en G despues del n-ésimo periodo?. Es decir, jcuél es P; ,,7.

Se tiene que,

Pi,n = klpl,n—l + k2P2,n—1 + ...+ k’rrLPTTL,’Vl—l (112)

Adem3s el nimero de hembras en G; 41 en el tiempo ¢, es igual al nimero
de hembras en G; en el tiempo t,_1 quienes sobreviven para entrar a Gj1.
Asi

b

PiJrl,n = ﬁiPi,nfl (113)

17



Ahora definimos

Py ki ko K,

P, 6. 0 0
P, = y A= '

Pon 0 0 Bm1 O

Entonces las ecuaciones (1.12) y (1.13) pueden ser escritas en la forma com-
pacta como

P, = AP, _; (1.14)
es decir
Py, ki ko . . . ko, Piy_q
Pg’n ﬂl 0 P . 0 Pgﬁnfl
Pn 0o 0 . . By O Pon—1

Dicha expresién matricial, es nuestro modelo. Si Py es un vector dado que
representa el nimero inicial de hembras en cada grupo de edad, vemos inmedi-
atamente de (1.14) que:

P, = AP,
Py = AP, = A*Py
Py — AP, = A3D,

P, = AP, = A"P,

18



P, = A"P, (1.15)

Note la similaridad entre la ecuacién (1.15) y la ecuacién (1.6).
Como dijimos en un principio, en el caso de la matriz A de 2 x 2, tiene dos
valores propios A1 y Ay con A1 > 0, Aa <0y [A1] > |Aa].

Cuando esto sucede decimos que A; es un valor propio estrictamente dom-
inante. Desafortunadamente, este hecho no siempre sucede para una matriz
Amzm St m > 2. Varias cosas pueden ser desfavorables. Primero, la matriz A,
definida en (1.14), puede, y frecuentemente, tener valores propios complejos.
Segundo, si \; es el valor propio con el valor absoluto mas grande, podemos
tener otro valor propio A; con |A;| = |A;|. Sin embargo, el siguiente teorema (el
cual es demostrado en el apendice), resuelve la mayoria de las dificultades.

TEOREMA 1.
Sea A definida por (1.14), ademds suponemos lo siguiente:
(i) k; >0 Vi=1,23,..m.
(ii) por lo menos dos sucesivos k;s son estrictamente positivos, es decir, hay
un
nimero j tal que k; >0y kj11 > 0.
(1)) 0< B, <1 Vi=1,23,..,m.
Entonces:
(a) La matriz A tiene un tunico valor propio positivo \.
(b) A1 es simple, es decir, A1 tiene multiplicidad algebraica uno.
(¢) El correspondiente vector propio Vi de Ay, es un vector con compo-
nentes
positivos (reales).
(d) Cualquier otro valor propio A\; de A, con i # 1, satisface |\;| < Ap.

Con este teorema, podemos analizar este sistema mé&s complicado. Ademads
podemos suponer que A tiene n vectores propios linealmente independientes,
(sin embargo, si A no es diagonalizable, es necesario obtener los vectores propios
generalizados y posteriormente obtener la forma canénica de Jordan), es decir,
suponemos que A es diagonalizable. Sean Vi, Vs, ..., V,, los vectores propios de
A. Entonces como Py € R™, y {V1,Va,...,V;u} es una base en R™, existen
constantes C4, Cs, ..., C,,, tales que

P0201V1+CQV2+"'+Cme. (1.16)

Aplicando la definicién de vector propio,
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AW, =\, Vi=1,2,3,..m (1.17)

sustituyendo (1.16) y (1.17) en (1.15), obtenemos

P, =A"Py = A"(C1V1 + CoVo + -+ Cr Vi)

P = CLNVL 4 CodiVa + -+ + Cop A Vi (1.18)

Factorizando A7,

o )\ n m n
P, = \! {Cﬂfl + Oy <;) Vot o+ Chm <§) Vm} (1.19)
1 1

i

Pero, del teorema 1 (d), tenemos que

: A\
< 1, asi que ™ — 0 cuando
1

n — oo, V¢ = 2,3, ...,m. Luego, para n grande se tiene,

P, ~ Ci ATV (1.20)

Observamos que al transcurrir el tiempo la distribucién de edades se esta-
biliza y es proporcional a V;. Cada grupo de edad cambiard por un factor Ay
cada ano. Ademads si normalizamos V7, es decir, que sus componentes sumen
uno, dichos componentes nos dirdn el (eventual) porcentaje de hembras en cada
uno de los m grupos de edad. Finalmente analizaremos a A;.

Caso 1) Si A1 > 1, la poblacién eventualmente crecerd.
caso 2) Si A\; =1, la poblacién es estable y.
caso 3) Si A\; < 1, la poblacién eventualmente decrecera.

Ejemplo 2: Apliquemos esto a un modelo de crecimiento de poblacién
humana. Para simplificar el ejemplo, asumimos que ninguna mujer menor a 15
afios y mayor a 45 puede tener hijos. Ademds tomaremos solo los siguiente
grupos de edades:
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Entonces obviamente k; = 0. Ademds supondremos que ko = 2, k3 = 0.5,
6, =0.8y By =0.7. Luego la matriz A estd dada por

0 2 05
A=108 0 0
0 07 O

Para obtener los valores propios, calculamos las raices del polinomio carac-
teristico dado por

-A 2 05
det(A—A)=]08 X 0 |=-X+16)A+028=0.
0 07 -\

Las raices de este polinomio son

A o=1.3447
Ao = —0.178 56
A3 = —1.1661

notemos que

A1 =1.3447 > | Ao = 0.17856 y [Ay| = 1.3447 > |5 = 1.166 1.
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Para encontrar Vi, resolveremos el siguiente sistema

—1.3447 2 0.5 T 0
A-MDVi=| 08 —1347 0 z | = 0
0 0.7 —1.3447 T3 0

—1.3447x1 + 225 + 0.523 0

0.8x1 —1.3447x5 = 0

0.7x9 — 1.3447x5 0

Una solucién al sistema homogéneo cuando damos el valor z3 = 1 es 21 =

3.228 y x5 = 1.921. Como z1 + x2 + z3 = 6. 149, mutiplicamos por 6149 alp
para obtener el vector propio normalizado U ’
3.228
3.228 . 0.524 96
1 1
Uy =5 149V1 = 5149 1.921 | = @ = | 0.31241
: : 1 6.149 0.16263
6.149

Asi concluimos lo siguiente:

(i) Después de muchos afios la poblacién crecerd con una tasa de crecimiento
aproximada de 34.47 porciento en cada periodo de tiempo de 15 afos.

(ii) El porcentaje de mujeres menores de 15 afnos serd, eventualmente de
52.49, menores de 30 y hasta 15 anos representaran el 31.24 porciento, y las
mujeres de entre 30 y 45 anos representardn el 16.26 porciento.

Con el ejemplo anterior concluimos este capitulo, observamos que los tres
modelos tratados anteriormente atin tienen sus limitaciones, una de ellas es que
se supone que los organismos se reproducen en intervalos de tiempo discreto.
Aunque existen muchas especies que se comportan de esta forma (ejemplo: Las
tortugas que se reproducen en un solo ciclo anual y en masa, etc.) existen
otras poblaciones que se reproducen de forma continua, es decir, en periodos
de tiempo continuo. En el capitulo siguiente se extrapolan los tres modelos
anteriores utilizando el concepto de intervalos de tiempo continuo.
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CAPITULO 2
MODELOS DE POBLACION EN TIEMPO CONTINUO

En este capitulo desarrollaremos tres modelos de crecimiento de poblacién a
tiempo continuo, estos modelos son muy parecidos a los del capitulo uno, pero
con ciertas variantes de importancia que los hacen maés eficientes.

2.1 PRIMER MODELO (Continuo)

Para plantear el primer modelo de poblacién tenemos lo siguiente.

Definicién:

P(t) := Poblacién de individuos en el tiempo t.
v := Tasa de nacimientos, v > 0.

1 := Tasa de mortalidad, p > 0.

P(0) := Poblacién inicial, P(0) = Py, P(0) > 0.

proponemos lo siguiente:

& —uP—puP
a0k
factorizando P
dP
2 pPly—
g (v—p)

sea (v — pu) = ¢ > 0, llamada tasa de crecimiento que se supone constante
para toda t > 0, entonces,

dP

&P 2.1
priatd (2.1)

Esta es una ecuacién diferencial muy conocida. Aunque a simple vista sea
una ecuacién sencilla que se puede solucionar por el método de separacién de
variables, es muy ttil como modelo de varios fenémenos (decaimiento radioac-
tivo, tasas de interes, etc.). Dicha ecuacién es el modelo planteado.

Procedemos a solucionar la ecuacién (2.1)



separando variables

dP
= = pdt
7 = et

dpP

10gP+k1 :@t+k2,

integrando

de donde

despejando P

log P = ot + ko — k1
P = eipt+k2—k1 — esﬂt-‘rk”

donde ko — k1 = k, asi

P(t) = ke, (2.2)
Utilizando la condicién inicial, esto es, P(0) = Py
P(0) = e*e?(0) = ¢k = P,
por lo tanto
ek =P (2.3)
Sustituiyendo (2.3) en (2.2) llegamos a lo siguuente
P(t) = Pye?". (2.4)

Esta 1ltima ecuacién es la solucién a nuestro modelo, muchas veces llamado

modelo logistico. A continuacién procedemos a analizar el comportamiento de
(2.4) para encontar la dindmica del modelo a partir de la naturaleza de ¢ la
tasa de crecimiento, tomada como un pardmetro.

Caso 1)

Sea ¢ < 0,tomando limites



lim; oo P(t) = limy_ oo Poe??t = Pylimy o e?t = Py(0) =0
tenemos que
lim; o P(t) =0
Por lo tanto, la poblacién tiende a extiguirse conforme el tiempo transcurre,
esto se da cuando ¢ < 0, es decir,
v—pu<0

v<

Concluimos que cuando la tasa de nacimientos es menor a la tasa de muertes,
la poblacién se extingue cuando ¢t — co. Geométricamente el comportamiento
se observa de la siguiente manera:

PO




Caso 2)

Sea ¢ > 0, andlogo al caso anterior

lim; oo P(t) = limy oo Ppe?t = Pylimy o e?t = Py(00) = 00

tenemos que

lim;_, o P(t) = 0.

Se observa que la poblacién tiende a poblar todo el espacio donde habita
conforme el tiempo transcurre, esto se da cuando

>0
v—pu>0
v>u

Concluimos que la poblacién satura su medio ambiente conforme t — oo y
cuando la tasa de nacimientos es mayor a la tasa de muertes. Geométricamente
el comportamiento se observa de la siguiente manera:

P




Caso 3)

Sea ¢ = 0, tenemos

lim; oo P(t) = limy oo Poe?? = Pylimy o et = Py(1) = Py

luego

limy oo P = Fo.

Esto nos dice que la poblacién permanece constante (en equilibrio) conforme
el tiempo transcurre, esto se da cuando

Se concluye que la poblacién estd en equilibrio cuando ¢ — oo y la tasa de
nacimientos es igual a la tasa de muertes.Gréficamente

PO




2.2 SEGUNDO MODELO (Continuo)

Tomando ahora en consideracién al igual que el segundo modelo discreto,
que la tasa de nacimientos depende de la edad de las hembras, asi como la
tasa de sobrevivencia, procedemos a plantear el modelo utilizando los mismos
conceptos de ciclo reproductivo del capitulo uno.

Definicion:

P;(t) := Poblacién de hembras jévenes en el tiempo t.

P,(t) := Poblacién de hembras adultas en el tiempo t.

k := Tasa de nacimiento de las hembras adultas, k > 0.

o' := Tasa de mortalidad de las hembras jévenes, 0 < o < 1.
B’ := Tasa de mortalidad de las hembras adultas, 0 < 8’ < 1.
a =1 — o/ = Tasa de sobrevivencia de las hembras jévenes.

B =1— ' = Tasa de sobrevivencia de las hembras adultas.
P;(0) = P,y =Poblacién inicial de hembras jévenes.

P, ,(0) = P, o =Poblacién inicial de hembras adultas.

Utilizando la informacién anterior proponemos el siguiente modelo expresado
por un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con dos
incégnitas, donde las incégnitas son funciones que dependen del tiempo.

dpP, t_ P 1P (2.5)
ag TP

En términos matriciales tenemos

dp;
7 | _ (0 Kk P;
& |-(05)(%) e
dt
0 k . . . .
Donde A = a B es la matriz de coeficientes asociada al sistema,

procedemos a encontrar la solucién de la misma forma que en el modelo discreto
y bajo el mismo anélisis de la matriz A.

|A— I\ =

’ Ak M _Br—ak=0

5>\’



Resolviendo para A

\ B+ +dak
2= ———F .

' 2

Tenemos por la naturaleza de «a, 8 y k que los valores propios son reales
y distintos, Ay > 0y A < 0, ademds, || > |A2| donde A; es el valor propio
positivo.

La solucién general de P;(t) es:

Pj(t) = C’le)‘lt + CQ@AQt.

Para algunos C7,Cy € R. Sustituimos esta expresién en la primera ecuacién
de (2.5) para obtener P,(t). (Cuando escribamos P, entenderemos que P, esta
en funcion del tiempo, es decir, P,(t), andlogo para P;).

dP;
=J _ kP
dt kPa

01)\16>‘1t + CQ)\Qe)\zt = kP,.

Por lo tanto la solucién para P, es

Cih Co )
Pa t) = A1t )\zt'
(t) 5 ¢ + ¢
Esto significa que podemos escribir la solucién general de (2.5) como

Pj(t) = Cle/\lt + 02€A2t
P(t) Cl,jl et 4 02;:2 et 27)

Aplicamos las condiciones iniciales para encontar los valores de Cy y Cy
obtenemos



Pj(0) = Pjo=C1+ Cs

CGih Cos
=k Tk

P,(0) =P,y

Despejando C; de la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda

(Pjo — C2)\ n CaXo

PaO_

o k k
Luego
kP o — PjoM kP o — PjoM
Cop=—27 "1 - (O =Py —2 2272 2.8
2 )\2 — )\1 9 1 7,0 )\2 — )\1 ( )
Ya que A\; > 0y Ay < 0, tenemos que cuando ¢ — oo, resulta que
Caer2t — () 02;\2 ettt
y
Pj(t) ~ C’le)‘lt
Ci\ 2.9
Pa(t) 1 le)\lt ( )

P,
A continuacién hacemos el cociente FJ para saber en que proporcién se

a
encuentran las jévenes y las adultas cuando ¢ — oo.

&N Cle)‘lt . 1 . C1k _ﬁ
P, Cl)\le)\lt Cinvi O M
k k
Pk
—_ ~ —. 2.10
b (2.10)



k
Asi la proporcién en que se encuentran los dos grupos de edad es de —. A
1
continuacién realizamos un ejemplo para este segundo modelo continuo.

Ejemplo 3:

Tomaremos la misma problemética del ejemplo uno del primer capitulo con
los mismos valores, para comparar y observar la diferencia y el funcionamiento
de los dos modelos.

0 3 . . . .
Sea A = 04 06 la matriz de coeficientes asociada al sistema de ecua-
ciones diferenciales de primer orden y P;o = 0, F,0 = 10 son las condiciones
iniciales. A continuacién calculamos las raices del polinomio caracteristico que

no son otra cosa que los valores propios.

> W T B
|A—I)\|_’O.4 0.6)\‘_)\—(0.6))\—1.2_0.
\ 06++036+48 0.6++/5.16
1,2 = = .

: 2 2

Obtenemos A\; = 1.435 y Ay = —0.835. Luego sustimos estos y las condi-
ciones iniciales en (2.8) para encontar los valores de las constantes de la solucién
general.

3(10) — 0(1.435) 3(10) — 0(1.435)

Cr=0- 0835 _1ta35° = o835 1435

C1 = Cy = 13.216.

Ahora sustituimos en (2.7) para obtener la solucién general

P;(t) = 13.216e435 4 13.216¢ 0835
WelA&Bt " (13216)(*0.835)670.83&

Pat) = 3 3

Por lo tanto la solucién general es



P;(t) = 13.216e435 4 13.216¢ 0835

P,(t) = 6.321 7e! 435 — 3,678 5¢~0-835¢ (2.11)

Si t tiende a infinito llegamos a (2.9) para este ejemplo y tenemos que la
poblacién se comporta de la siguiente manera

P;i(t) ~ 13.216e!-435
P,(t) ~ 6.321 7el435,

A continuacién sustituimos los valores correspondientes en (2.10) para saber
la proporcién en que se encuentran las hembras jovenes y las adultas.

Esto significa que hay aproximadamente 2 hembras jovenes por cada hembra
adulta.

En lo siguiente calculamos los vectores propios asociados a los valores propios
/\1 y /\2.

[ —1435 3 ) _ (0
(A —1.4351)V; = ( 04  —0.835 ) ( T3 ) B ( 0 )

1 . .
resolviendo el sistema. V; = ( 0.478 ) es el vector propio asociado a Aj.

Similiarmente para Va, Vo = (A + 0.835]) = ( 0.835 3 > ( 1 ) _

04 1435 )\ o
0 1
(0)"/2_<—0.278>'
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Por 1ltimo, si tomamos los vectores propios, como los vectores de direccién
de dos rectas que pasan por el origen del plano con ejes P; y P, (poblacién

J

de jovenes y adultas) se obtiene el plano fase del incremento de hembras

a
jovenes respecto a las adultas.

Las ¢rbitas dadas por (2.11) son hipérbolas, vemos que si ¢ — oo, entonces
£ — oo al mismo tiempo que y — oco. La siguiente figura ilustra el plano fase de
(2.11) y algunas ¢rbitas que dependen de la poblacién inicial. Ademds se sabe
que si tenemos valores propios de signos contrarios se trata de un punto silla.
Es importante decir que s6lo nos interesa el primer cuadrante de nuestro plano
fase, dado que no existen poblaciones negativas.

adultas

vl
AN

Plano fase de (2.11)

Si se desea trabajar con una matriz diagonal D equivalente a A, podemos
calcularla. Sabemos por conocimientos previos de dlgebra lineal que la matriz
D = B7'AB, donde B es la matriz formada por los vectores propios, es decir:

1435 0 (1 1 '/ o0 3 1 1
0 —0835 ) \ 0478 —0.278 04 0.6 )\ 0478 —0278 )



Asi tenemos un sistema ortogonal y en este caso el plano fase se observa en
la figura siguiente:

adultas

jovenes

Plano fase delsistema ortogonal
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2.3 TERCER MODELO (Continuo)

En la seccién 1.4, las hembras son divididas en m grupos de edad, en lugar
de sélo dos. Seguiremos la misma légica que en el modelo de dicha seccién. Se
asumird que todos los intervalos de edad son de igual longitud. Nombramos los
m grupos de edad por G1,Gs9,Gs, ..., Gp.

Las hipétesis que haremos son muy similares a las hechas en el tercer modelo
discreto:

Definicién (Tiempo de observacion):
Observamos a la poblacién en intervalos de tiempo, los cuales son iguales a
la longitud de los grupos de edades.

Definicién (Variables de poblacién):
P;(t) = Numero de hembras en el i-ésimo grupo de edad G; en el tiempo t.

Definicién (Nacimientos):
k; = Tasa de nacimiento de crias hembras nacidas de hembras en G;.
Suponemos que k; >0 €Vie {1,2,..,m}

Definicién (Hipdétesis de sobrevivencia):
B; = Tasa de sobrevivencia de hembras en G, que sobreviven para entrar al
(i 4+ 1)-ésimo grupo de edad, G;11.

Tenemos,

0<8, <1

Suponemos que 3, > 0 pues de otra forma no habria hembras en el (i + 1)-
ésimo grupo de edad.

El incremento de hembras que hay en G en el tiempo t quedan expresadas
por la ecuacién

dPy(t)
dt

= k1 Py(t) + kaPo(t) + oo + ki P (2) (2.12)

13



Adems3s el incremento de hembras en G4 en el tiempo ¢ es proporcional al
nimero de hembras en G; en el tiempo ¢ . Asi

dP;(t
dt( ) = B, Pi11(t) (2.13)
Ahora definimos
dPy(t)
gt P (1)
dPs(t) Po(t)
dP(t) dt Plo) = .
at ’ B
AP, (1) Puu(t)
dt
ki ko ko
B: 0 0
y A=
0 0 ﬂmfl 0

) _ 4P 2.14
0 _ apw) (2.14)
es decir
dPy (1)
gt ki ko . Pi(t)
da(t) B, 0 0 Py(t)
di .
APy (£) 0 0 B 0 Pyu(t)
di

14



A esta ultima expresién matricial la tomaremos como nuestro modelo. Se
tiene que esta expresion es un sistema lineal de m ecuaciones diferenciales de
primer orden, al cual le daremos solucién en los siguientes renglones. Sea P
un vector dado que representa el nimero inicial de hembras en cada grupo de
edad.

AF
P s A )
Baséndonos en [4] cap. 5 tenemos por definicién que e = "7 e esta
serie es absolutamente convergente. Ademds enunciamos el siguiente teorema,
también de [4] cap. 5 cuya demostracién se encuentra en la referecia antes

mencionada.

TEOREMA 2.
Sea A un matriz vista como un operador en R™, entonces, la solucion del

P(t)

d _
problema de valor inicial 5 = AP(t), P(0) = Py € R™ es Pye! y es una

solucion unica.

Para facilitar el calculo de e procedemos a diagonalizar A. Pero si no se
pudiera diagonalizar buscamos su forma canénica de Jordan como en [3] cap 6.
Para lo cual mencionamos el teorema siguiente.

TEOREMA 3.

Para cualquier operador A en R™ hay operadores dnicos S, N en R™ tales
que A=S+N, SN=NS, N es semisimple, es decir, su polinomio caracteristico
tiene raices distintas, y N es milpotente de orden n, es decir, N™ = 0 para
alguna n € N.

Ahora bien, supongamos que A estd en su forma canénica de Jordan, y sea

dP(t
Ay, un Ap—bloque de Jordan de tamafio p x p, entonces el sistema di ) =

AP(t) se observa de la siguiente manera

A1
P, 1
PQ/ 1 )\1
P, Ak
: = 1
/. 1 )\k
Pk:-‘rp
E/ \
P, /
1
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Luego, si en cada A\y—bloque de Jordan aplicamos el teorema 3, tenemos

Ak
A}\k: 1 :Akl—i_N)\k'
1 A
Donde
0
1
Ny, =
1 0
P — P,
. * dP, (t) k
Sea Py, = : ) T : € R?, las entradas k hasta
Phe+p l;+p
— dP(t)
k de P(t
tpde P()y —,
P (0) Ch, 1
Ademis, sea Cy, = Py, (0) = E = : , aplicando el
Pk-‘r;v(o) C)\pr

teorema 2 a Ay, , tenemos que

P = ot AT, — e MINT, — Oy (el 371 YN
Ap = € Ap =€ € A — /\k(e Zj:o 1 )=
1
t
t2 :
Cy eI ar - —
tn—l t2
n! 2! t
1
t
t2 Ckk,l
etel 2! :
: : CAMP
tn—l t2 .
a3

16



Dado que N es nilpotente de grado n. En coordenadas las solucién de
Py (1)
Piya(t)

Py, () = ' se observa como sigue

Pry(t)

-1
tl

Py(t) = e Z ECAk,j—i (2.15)
i=0

Vijelk,..k+phV A ke {l,...q
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Ejemplo 4:

Con la misma logica del ejemplo tres, tomamos los mismos valores y los
mismos supuestos del ejemplo dos del primer capitulo, para comparar y observar
la diferencia y el funcionamiento de los dos modelos.

Gy : [0,15)
Gy : [15,30)
Gs :  [30,45).

Entonces obviamente k; = 0. Ademds supondremos que ke = 2, k3 = 0.5,
6: =0.8y By =0.7. Luego la matriz A estd dada por

0 2 05
A=108 0 O
0 07 O

El modelo se observa de la forma siguiente

dP;

—— = ko Py + k3 P
dth o + K33
.
e

Las raices del polinomio caracteristico calculadas anteriormente estan dadas
por

A 2 1
det(A—A)=]08 —X 0 |=-X+1.6)A+028=0.
0 07 —\
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A =1.3447
Ao = —0.178 56
A3 =—1.1661

Los vectores propios Vi, Vo y V3 asociados a A1, A2 y A3 respectivamente son

0.83050 0.05508 4 0.78082
0.49409 |, | —0.24679 |y | —0.53566
0.2572 0.9675 0.321 54

Sea B la base { Vi, Vo, V3 } de R? y sea T= S+N como en el Teorema 3,
en B-coordenadas S tiene la matriz

1.3447 0 0
S1 = 0 —0.178 56 0
0 0 —1.1661

Sea Sy la matriz de S en coordenadas estdndar, entonces

S| = PSQPil.

Donde P es la transpuesta inversa de la matriz cuyos renglones son V1, Vo y
V3. Por lo tanto

0.83050  0.49409  0.2572
(Pt =1 0.055084 —0.24679 0.9675
0.78082 —0.53566 0.32154

)

0.8305 0.055084  0.78082
Pl =1 049409 -0.24679 —0.53566
0.2572 0.9675 0.32154

0.56927  0.95687  0.21167

P=1 —-0.38476 0.085880 1.0774
0.70236 —1.0238 —0.30114

Asi
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So = P‘lSlP =

0.00003 9355 2.0000 0.49999
So = 0.79998 0.000032708  0.00001 0256
0.000008977 8 0.699 98 —0.00001 0995

Podemos ahora encontar la matriz Ny de N en la base estandar de R?,

No=A—-5 =
0 2 05 0.00003 9355 2.0000 0.49999
08 0 O — 0.799 98 0.000032708  0.00001 0256 =
0 07 O 0.000008977 8 0.699 98 —0.00001 0995
—0.00003 9355 0 0.00001
Ny = 0.00002 —0.000032708 —0.00001 0256
—0.000008 977 8 0.00002 0.00001 099 5

Redondeando para simplificar los calculos

No

%
oo o
oo o
coo

Se observa que a Ny la podemos tomar como nilpotente de orden uno , pues
Ny =~ 0.

20



Ademas

-1
€SD — €P S1P _ P—1651P —

0.8305 0.055084 0.78082

eSo = 049409 —0.24679 —0.53566
0.2572 0.967 5 0.32154
61‘ 3447 0 0
0 670.178 56 0
0 0 6_1' 166 1

0.56927  0.95687  0.21167
—0.38476 0.085880 1.0774
0.70236 —1.0238 —0.30114

El producto de estas tres matrices da como resultado, la matriz cuyas colum-
nas son las siguientes,

0.548417e~ 11661 — 0.0211941e0-17856 4 0.472779¢!-3447
C1= | —0.376226e 161 4 0.0949549¢ 017856 4 (0.281271¢!-3447

0.225837¢ 11661 — 0.372255¢ 017856 4 0.146416¢! 3447
—0.799404¢~-1661 + 0.00473061e 017856 4 0.794681¢-3147

Cy = 0.548409¢ 11661 — 0.0211943¢~0-1786 4 0.47278¢!-3447
—0.329193¢ 11661 1 0.0830889e 017856 + 0.246107e!-3447
—0.235136¢ 11961 + 0.0593475¢~0-17856 1 0.175792¢!-3447

Cs = 0.161309¢~1-1661 _ 0.265892¢~0-17856 | (0.104584¢ 13447
—0.0968286¢ 11661 1 1.04238¢ 7017856 1 (.0544415¢1-3447

Ahora calculamos e™° = I + N, por definicién de exponencial y por que
Nyes nilpotente de orden uno, asf,

100 0 00 1 00
eflo=f0 10 |+[0o00]|=[010
0 01 0 00 0 01
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Finalmente, obtenemos

e = e50tNo — gSopNo — (Cl, CQ, 03).[ = (Cl, Cs, 03)

ES mads dificil calcular e*4, t € R. reemplazando A por tA convierte a Sy en
tSo, No en tNy y asi sucesivamente; el punto es que la misma matriz P es usada
para todos los valores de t. Obtenemos

etd = etSoetNo = (C, Ch, CH)T

Esto nos da como resultado la matriz cuyas columnas son las siguientes

0.548417¢~ 11661t _ ().0211941¢~0-17856t 1 (0.472779¢!-3447¢
Ct = —0.376226e= 11661 1 (0.0949549¢~0-17856¢ 1 ().281271¢!-3447¢

0.225837¢~1-1661% — (.372255¢ 0178561 4 (.146416¢!-3447
—0.799404¢ 11661t 4 0.00473061e~0-178561 4 ().794681¢!-3447¢

Ch = 0.548409¢~ 11661t _ () 0211943~ 0-17856 1 (). 4727813447
—0.329193¢~1-1661% 1 (0.0830889¢~0-17856t 1 ().246107e!-3447¢
—0.235136e~ 11661t 1 0.0593475e~0-17856t 1 ().175792¢!1-3447¢

Ct = 0.161309¢~ 11661 _ () 265892 ~0-17856¢ 1 () 104584¢!:3447¢
—0.0968286¢ 11661 4 1.04238¢ 01786 1 0.0544415¢! 3447t

La solucién a nuestro sistema de tres por tres esta dado en terminos de e*4.
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APENDICE

A.1. TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS

En esta seccién, demostraremos el Teorema central del Capitulo uno, para
lo cual, definimos lo siguiente.

Definicién:
Sean A = (a;;), B = (b;j) matrices:

A S B si Q5 S bij Vl,j
A < B si ai; < bij VZ,]

Definicién:
Sea Ay, una matriz, Ax = TAT ! donde T es una matriz cuadrada de
nrn.

Definicién:
Sea A = (a;j), denotamos por A* a la matriz A* = (|a;;|).

Definicién:
Una matriz de permutacién II es obtenida al permutar las columnas de una
matriz identidad.

Definicién:
Una matriz cuadrada Az, (n > 2) es irreducible si no existe una matriz de

permutacién II tal que A = ITAII"! = ( Aél ﬁ;z > donde A1y y Ags son

cuadradadas.



TEOREMA:

Sea A > 0 irreducible. Entonces

1.- A tiene una raiz v > 0.

2.- r puede ser asociada a un vector propio xy > 0.

3.- Si « es cualquier otro valor propio de A, |a| < 7.
4.- T es una raiz simple.

DEMOSTRACION:

1) Para mostrar que A tiene una raiz caracteristica r > 0 primero mostraremos

lo
siguiente:
la) P.D.Sic,z#0, 2z € R", Ayzp > Opsp entonces Az > 0.
air - Qin 1
Sea A = , x = entonces Az =
anl e Gpn Tn
D oisg A1t
D1 Gniti
Supongamos que Az =0 entonces >.. ;awz; =0 Vk € {1,..,n}.
Ademads como z # 0 implica que existe z; # 0 y como Az = 0, tenemos
en

particular que a1 = ask = -+ = ank = 0 lo que implica que la columna
k—eésima de A es una columna de ceros, esto conduce a que A no es
irreducible, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto Az > 0.

Ahora procedemos a demostrar lo siguiente.

1b) P.D. A tiene una raiz caracteristica r > 0.

1

SeaS={zeR" /x>0, xz;=1}. Siz €S definimos T(x) = P

donde
p(x) € R, p(x) >0y p(x) determina que T'(z) € S.

Ax



Se observa que p(x) = |Ax|, pues Az € R y al multiplicar a Az por
1

[ Az p(2)
que se obtiene es un vector de norma uno esto implica que T'(x) € S.
(Por (1la) p(x) existe para cada x € S pues Az > 0).

lo

Como T'(z) € S se tiene que T'(z) es una transformacion continua de S en
si

mismo. Asi por el Teorema del punto fijo de Brower (Ver [3]), hay un
g € S con

1
xo =T(x9) = MAQZQ. Tomamos r = p(xg). Sabemos que si T'(z) = Az
0
esto

implica que A es un valor propio y como r = p(z¢) cumple esta propiedad

r es
una raiz caracteristica de A, r > 0.

2) P.D. A r se le puede asociar un vector propio zg > 0.

Supongamos que después de aplicar una apropiada matriz de permutacion
II

)

tenemos zg = 0

Sea Anzg, tenemos que lo siguiente:

5>,£€Rk,k<n,f>0y:c0comoen(1b).

Anzo = DA 'zy = HAII Iz = [MAzg = Ip(zg)xe dado que zg es
punto fijo.

Ast Anzg = p(zg)lzg = 72, en forma matricial se tiene.

Ay Ap i3 _ ré
Donde A1; y Ago son submatrices cuadradas. Al realizar el producto que
esta del
lado izquierdo de la igualdad se tiene que A€ = 0 = As; = 0, lo cual

contradice
la irreducibilidad de A. Por lo tanto £ € R"™ y ¢ > 0.



3) P.D. Si « es cualquier rafz caracteristica de A, |a| < 7.

Sea Anzn, Bnan, 0 < B < A. Mostraremos primero que si 8 es una raiz
caracteristica de B, entonces, |8] < r.

Sabemos que si AT es irreducible tiene una raiz caracteristica r, > 0 con

un
vector propio xz; > 0 tal que ATxl =7riT].
Sea [ una rafz caracteristica de B. Entonces Sy = By.
Tomando valores absolutos y usando la desigualdad del tridngulo tenemos:
(i) I8ly" < By* < Ay*  asi
(i) |8 zTy* < 2T Ay* = raTy*
Dado que 27 A = (ATx1)T = (ryz1)T = ri2t.
Por lo tanto |8 2T y* < rizfy* = |8 < ry.
Poniendo B = A obtenemos |a| < 71, « raiz caracteristica de A. En
particular

r < ry y similarmente vy <7, luego 71 = 1.

4) P.D. r es raiz simple.

Para mostrar esto primero comprobaremos los siguiente:

4a) P.D. Si B es una submatriz propia de A y 8 una raiz caracteristica de

B, |8 <.

sélo

B 0

[ es también una raiz caracteristica de la matriz B = < 0 0

) , es decir,

aumentamos renglones y columnas a B para hacerla de las mismas
dimensiones que A.

Como A es irreducible, B < Ap para alguna II apropiada y |3 < r (por

por lo tanto si B es submatriz principal de A entonces |5] < 7.



4b) P.D. r es rafz simple de ¢(t) = det(A — It) = 0.

Sea v(r) la derivada de v(r) la cual se puede ver como la suma de los

menores de (n—1)z(n—1) del determinante det(A—Ir) si al detterminante
lo

ponemos en terminos de sus menores desplazandonos por la diagonal
principal.

Sea A; una de las submatrices principales de orden (n — 1)z(n — 1) de A.
Por (4a) det(A; — It) no puede desaparecer para ¢t > r, de donde det(A4; —
Ir)y>0

y '(r) > 0. Asf no puede haber otra raiz del mismo valor que r. Por lo
tanto r

es rafz simple.



A.2 Polinomio caracteristico de grado n.

A menudo nos encontramos con el problema de encontrar las raices de un
polinimio de grado n, lo cual la mayoria de las veces resulta complicado si dicho
polinomio no tiene raices enteras y mucho menos raices reales.

Por consiguiente necesitamos metodos numéricos para aproximarnos a dichas
soluciones.

A continuacién damos el algoritmo y un ejemplo en el programa Mathemat-
ica 6 para encontrar raices de polinomios para una matriz de 12 x 12.

En los siguientes renglones se define el tipo de matriz.

L = Table[0, {12}, {12} ;

Clear[a];

Do[Part[L, 1, j] = alj] , {j, 1, 12}];
Clear[b];

Do[Part[L, j + 1, j] = b[j], {j, 1, 11} |;
L // MatrixForm

Se construye el polinomio caracteristico y un polinomio auxiliar que nos
uyudara a encontar los valores propios.

p[\[A]_] = Det[\[A]*IdentityMatrix[12] - L]

Clear[c]; Dolc[j] = Product[bli], {i, 1, j}], {j, 1, 11}];
a\[A]_] =
a[l]/\[A] + Sumla[j]*c[j - 1]/\[A"), {); 2, 12}]

Asignamos las tasas de sobrevivencia

{all], a[2], a[3], a[4], a[5], a[6], a[7], a[8], a[9], a[10], a[11],
a[12]}
= {0, 0.045, 0.391, 0.472, 0.484, 0.546, 0.543,
0.502, 0.468, 0.459, 0.433, 0.421};
{b[1], b[2]. b[3], b{4]. bl5]. bl6]. b[7], b{s]. b[o]. b[10], b{11]}
= {0.845, 0.975, 0.965, 0.950, 0.926,
0.895, 0.850, 0.786, 0.691, 0.561, 0.370};

Se grafican tanto el polinomio caracteristico como la funcién auxiliar

Plot[q[\[Lambda]], {\[Lambdal, 0, 2}, PlotRange -> {0, 10}];
Plot[p[\[Lambda]], {\[Lambda], -2, 2}, PlotRange -> {-2, 2}];

Por tdltimo obtenemos los valores propios

Eigenvalues[L].



CONCLUSIONES

Antes que nada cabe mencionar la importancia de la tasa de crecimiento. Aunque la
utilizamos no sefialamos explicitamente como obtenerla. La mayoria de las veces se
obtiene mediante el analisis estadistico cuya principal herramienta es la observacion. La
obtencion de esta tasa depende de la técnica estadistica que se esté aplicando.

Por otra parte, la observacion no sélo nos sirve para realizar muestras y realizar el
analisis antes mencionado, sino también para tomar en cuenta una gran cantidad de
factores o variables de las cuales depende la dinamica de la poblacion.

Y mientras mas y mejor se observe a la poblacion que se este estudiando, mas y mejor
sera la comprensiéon de las variables que influyen en el numero de individuos, y asi
diferenciar las variables mas importantes del resto de ellas.

A lo largo de este trabajo y conforme fuimos avanzando en el desarrollo de los modelos
fuimos tomando en cuenta mas variables tales como la fertilidad de las hembras, la
edad, la mortalidad, etc. Y por consiguiente obteniendo modelos mas elaborados que
representan y asemejan mejor la dinamica de una poblacion real.

La solucidon y comprension de estos modelos seria casi imposible sin la ayuda de

herramientas matematicas. Y asi como se fueron complicando los modelos nos vimos en
la necesidad de utilizar matematicas mas elaboradas como lo fueron el &lgebra matricial,
la teoria de vectores propios, el teorema de Perron-Frobenius, métodos para solucionar
sistemas de ecuaciones diferenciales de nxn, etc.

Estos modelos tienen en la actualidad una enorme importancia en la industria
alimenticia, pero estos modelos no sélo se pueden aplicar en este ramo para saber la
cantidad de individuos de una especie, sino para saber la cantidad de individuos con
ciertas caracteristicas.

Podemos extrapolar nuestro trabajo al sector médico para saber la cantidad de personas
con cierta enfermedad, donde la tasa de nacimiento sera sustituida por la tasa de
contagio o tasa de nuevos casos por llamarla de alguna manera.

Finalmente cabe recalcar que el tercer modelo continuo que se encuentra en el capitulo

dos de este trabajo, es un modelo no publicado hasta el dia de hoy en ninguna literatura
conocida.
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