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1. Resumen

En esta tesis estudiamos la construccién de Guillot en [6, pag. 277] de una variedad Zp
que compactifica a la variedad I'\SL(2,C) de dimensién compleja 3 y de una accién
de SL(2,C) en Zr que extiende a la accién de multiplicacién a la derecha de SL(2,C)
en I"\SL(2,C), donde I' € SL(2,C) es un subgrupo discreto y sin torsién. Bajo
estas condiciones decimos que Zr es una compactificacion equivariante de I'\SL(2, C).
Como la accién de I' en I'\SL(2,C) es transitiva, entonces la accién de SL(2,C) en
Zr identifica a la variedad I'\SL(2, C) con una érbita, esto es, tiene una 6rbita de la
misma dimensién de Zr, decimos entonces que Zr es un espacio cuasihomogéneo de
SL(2,C).

El estudio de estos espacios es interesante ya que, como Guillot prueba en [6,
pag. 255, si I' € SL(2,C) es un grupo kleiniano no elemental y libre de torsién y
si M es cualquier variedad que es una compactificacién equivariante de I'\SL(2, C),
entonces existe una funcién continua y SL(2,C)-equivariante de M sobre Zr; por
lo que en este sentido la compactificacién equivariante Zr de I'\SL(2,C) es la més
pequena de todas las compactificaciones equivariantes de I'\SL(2, C).

En la segunda seccion estudiamos condiciones suficientes para que el espacio de
orbitas de una accién de un grupo de biholomorfismos sobre una variedad diferenciable
compleja sea una variedad diferenciable compleja de dimensién igual a la de la varie-
dad original, como ejemplo veremos la accién en un grupo de Lie G de un subgrupo
discreto I' C G inducida por la multiplicacion del grupo; veremos que de manera
natural G actia por la derecha en I'\G mediante la accién inducida por la multipli-
cacion del grupo.

En la seccién 3 estudiamos la estructura de variedad diferenciable real de SL(2, C)
y encontramos algunas relaciones entre las acciones de un subgrupo I' € SL(2,C) en
CP',H3 CP'UH? y SL(2,C). Definimos el dominio de discontinuidad, a un grupo
kleiniano y al conjunto limite.

En la seccién 4 encajamos a SL(2,C) en una cuddrica K de CP* y definimos
acciones derecha e izquierda de SL(2,C) en K que extienden a la multiplicacién por
la derecha y por la izquierda en SL(2,C), esto es, K es una compactificacién biequi-
variante de SL(2,C) y encontramos para cada grupo kleiniano I' C SL(2, C) libre de
torsion, un abierto Ur C K, invariante bajo la accién izquierda de I', tal que I' actia
satisfaciendo las condiciones estudiadas en la seccién 2 y el cociente Zr = I'\Ur es una
variedad diferenciable de dimensién 3 compleja que contiene a la variedad I'\SL(2, C)
como subespacio denso. Mostramos que SL(2,C) actia en Zr extendiendo la accién
de SL(2,C) en I'\SL(2,C); bajo estas condiciones decimos que Zr es una extensién
equivariante de I'\SL(2, C).

En la seccién 5 encontramos condiciones suficientes en las acciones de I' en H? y en
CP' para que la extensiéon Zp equivariante de I'\SL(2, C), sea una compactificacion
equivariante de I'\SL(2, C), para ello estudiamos la compactificacién por puntas de
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variedades diferenciables.

Finalmente en la seccién 6 damos ejemplos en los que utilizando las condiciones en-
contradas en la seccion 5, Zr es compacta: el grupo generado por una transformacion
hiperbdlica, cierto grupo fuchsiano y un grupo de Schottky.



2. Variedades Cociente

En esta seccién estudiaremos condiciones que nos garantizan una estructura de va-
riedad diferenciable compleja en el espacio de orbitas de una accién de un grupo
de biholomorfismos sobre una variedad diferenciable compleja tal que el espacio de
orbitas tenga la misma dimensién que la variedad original.

Como ejemplo estudiaremos la acciéon en un grupo de Lie de un subgrupo discreto
inducida por la multiplicacién del grupo; veremos que de manera natural el grupo
actia en el espacio de 6rbitas. De hecho, el objetivo principal de esta tesis es estudiar
la construccién de Guillot en [6, pag. 277] de una compactificacién de este espacio
de orbitas (para SL(2,C) y ciertos subgrupos discretos) y una extensién de la accién
del grupo en él, esto es, estudiar espacios cuasihomogéneos de SL(2,C) que sean
compactos.

Durante toda esta seccién, sea M una variedad diferenciable compleja de di-
mensiéon k, G un grupo de biholomorfismos de M, donde e es el biholomorfismo
identidad. De manera natural G actia por la izquierda en M mediante la accién
¢»:GxM— M, ¢(g,z) :=g(x).

Las definiciones y resultados de las dos primeras subsecciones tienen su versién
R-diferenciable o simplemente topoldgica, esto es, existen resultados similares para el
caso en el que sélo estemos interesados en la estructura R-diferenciable o puramente
topoldgica y no en la C-diferenciable. También existen generalizaciones, por ejemplo
por Lee en [8, pag. 153].

2.1. Condiciones para definir una estructura de variedad

Siguiendo a Thurston en [10, pag. 154], decimos que G actiia de manera propiamente
discontinua en M si para todo K C M compacto se tiene que para todo g € G, ex-
cepto quizd para un ntmero finito, K NgK = (). La definicién anterior no es estandar,
por ejemplo Beardon en [11, pdg. 94|, bajo las mismas condiciones dice que G actia
de manera discontinua en M.

Decimos que G es libre de torsion si no tiene elementos de orden finito. Decimos que
G actia de manera libre en M si para todo = € M, el estabilizador St(z) :={g € G :

gz =} = {e}.

Si G es libre de torsién y actiia de manera propiamente discontinua en M, en-
tonces G actiia de manera libre en M, ya que si x € M, g € St(x), g # e, entonces
como G es libre de torsién, {¢g"} C G es una sucesién de elementos distintos, tal que
para todo n € N, ¢"(x) = x; pero si esto sucede, como los puntos son compactos, se
contradice el hecho de que G actiia de manera propiamente discontinua en M.

Consideremos en M la relacion de equivalencia ~ definida de la siguiente mane-
ra: z,y € M, x ~ y siy sélo si existe g € G tal que g(x) = y; denotaremos por
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x ~ y a dos elementos x,y € M que no estan relacionados. Definimos el espacio de
orbitas G\ M como el conjunto de clases de equivalencia determinadas por ~, esto es,

G\M = {[z] : z € M}.

Durante ésta y la siguiente subseccién supondremos que G actiia de manera libre
en M.

Proposicion 1 St G actia de manera libre en M. Son equivalentes:

1. G actua de manera propiamente discontinua en M.

2. Se tienen las siguientes dos condiciones:

a) Para todo x € M existe U C M abierto tal que x € U y para todo g € G, g # e,
tenemos que U N gU = .

b) Para todos x,y € M en distintas G-orbitas existen abiertos U,V C M que con-
tienen a x y a y, respectivamente, tales que para todo g € G se tiene que UNgV = ().

Demostracion:

=) Supongamos que G actia de manera propiamente discontinua en M. Sea x € M,
como M es localmente compacto, existe K C M compacto y U C M abierto tal que
xr € U C K, entonces como G actiia de manera propiamente discontinua en M, U

interseca a lo mas a un nimero finito de sus G-trasladados. Sean g1, go, . . ., gx € G los
tinicos elementos de G, distintos de e, tales que para todo j =1,...,k, UnNg;U # 0;
como G actia de manera libre en M y M es Hausdorff, para todo j = 1,...k,

g;x # x 'y existen V;, W; abiertos ajenos que contienen a x y a g;x, respectivamente,
por lo que U; := V; N gj_lw es un abierto que contiene a x tal que U; N g;U; = 0.
Entonces V := U N ﬂ;?:lUi es un abierto que contiene a x tal que para todo g €
G, g#e, VNgV =0; porlo que se satisface a).

Sean x,y € M dos puntos no relacionados; como M es localmente compacto y
Hausdorff, existen abiertos ajenos Uy, Uy que contienen a x y a y, respectivamente y
un compacto K C M tal que U; U U, C K, entonces para todo g € GG, excepto para
un numero finito, Uy N gU; # 0. Sean gy, ..., gi € G los tnicos elementos no triviales
de G tales que para todo j = 1,....k, Uy Ng;U; # 0; para cada j = 1,...,k, sean
Ui, U, ; abiertos ajenos de M tal que gz € Uy ;,y € Us; (los cuales existen ya que
M es Hausdorff y x ~ y). Entonces (71 =U;N ﬂ?zlgj_lUl,j y [72 =UsN ﬂ?leQJ son
abiertos de K que contienen a x y a y respectivamente, tales que [72 no interseca a
ningun trasladado de 171; por lo que se cumple b).

<) Supongamos que se satisfacen los incisos a) y b) y que existe un compacto
K C M que lo intersecan un numero infinito de sus G-trasladados; por lo que existe
una sucesion {g,} C G de elementos distintos de G tales que g,x, € K N g, K y por
compacidad existen subsucesiones de {z,} y de {g,z,} convergentes, supongamos
T, =2 € Kygyr, —ye K. Entonces z ~y o x ~y:

Si existe ¢ € G tal que y = gz, entonces x,, — = y ¢,T, — gz, por lo que por
continuidad de ¢ y porque es una accién, x, — ry ¢ 'g,z, — x; sea U un abierto
que contiene a x con la propiedad a), entonces existe N € N tal que para todan > N,
x, € U, g gpx, € U, por lo que g g 2z, € U N g tg,U, en contradiccién a como
escogimos a U.
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Si x y y no estan en la misma G-Orbita, sean U,V C M abiertos ajenos con la
propiedad b) que contienen a z y a y, respectivamente, como x,, — Ty ¢pTn — Y,
existe N € N tal que para todon > N, z, € U, g,z, € V, por lo que g,z, € VNg,U,
en contradiccién con b). Por lo que para todo compacto K C M, K no interseca a
ninguno de sus G-trasladados. U

Maskit en [2, pag. 15] dice que la accién ¢ es libre y discontinua si se satisface la

condicién 2, inciso a), de la Proposicién anterior.
Siz € My U C M es un abierto que contiene a x con la propiedad a) de la
Proposicion anterior, decimos que U es un buen abierto para x; claramente para todo
g,h € G, g# h, hUN gU = (). Tenemos también que para todo z € M y {g,} C G
sucesion de elementos distintos, {g,z} no converge en M, ya que si existe y € M tal
que g,z — y, entonces existe N > 0 tal que para todo n,k > N, gpx € U N gg, U,
contradiciendo nuestra eleccién de U.

En la siguiente subseccion veremos que si G actia de manera propiamente discon-
tinua en M, entonces el espacio de orbitas es una variedad diferenciable compleja de
dimensién igual a la de M; el inciso a) de la Proposicién anterior nos permitira definir
las cartas coordenadas y el inciso b) lo utilizaremos para probar la condicién de que
el espacio sea Hausdorff.

Notemos que hasta ahora no hemos utilizado la estructura diferenciable de M.

En ciertas ocasiones, la condiciéon de que G actiie de manera propiamente discon-
tinua en M es equivalente a la condicién a) de la Proposicién anterior, daremos dos
ejemplos donde esto sucede:

1) Si M admite una métrica riemanniana que hace que G actie por isometrias,
esto es, tal que para todo g € G, ¢, : M — M, ¢4(x) := ¢(g,x) es una isometria;
esto ya que si se satisface a), x « y y si para cualesquiera dos abiertos U y V de
x vy y, respectivamente, existe un G-trasladado de V' que interseca a U, entonces
podemos construir una sucesién {g,} C G de elementos distintos tales que g,y — x,
contradiciendo a).

2) Si consideramos la accién por la izquierda de un subgrupo I' de transforma-
ciones de Mébius en un abierto CP' invariante bajo la accién del subgrupo. En [2,
pag. 16], Maskit justifica este hecho recordando que las transformaciones de M&bius
mandan circulos en circulos y que si U C €2 es una bola abierta con la propiedad
a) vy {g.} € PSL(2,C) cualquier sucesién de elementos distintos, como {g,U} son
todos ajenos, entonces ) Area(gnU) < Area(Sz), por lo que lim,,_, Area(gnU) =0;
entonces si no se satisface b), podemos encontrar z,y € M, x ~ y y una sucesion
{gn} € PSL(2,C) de elementos distintos tal que g,y — x, contradiciendo a).

Sin embargo en general lo anterior no es cierto y el siguiente ejemplo nos ilustra
esta situacion.

Ejemplo. Consideremos en R? — {0} la accién del grupo de difeomorfismos G =
{(z,y) — (2"x,27"y) : n € Z}. Sea (x,y) € R2—{0},siz #0, y #0y U C R*—{0}
es por ejemplo el rectangulo abierto con centro en (z,y), lado horizontal |z|/8 y
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lado vertical |y|/8, o si x = 0 y U es por ejemplo el cuadrado de centro (0,y) y
lado |y|/8, entonces para todo g € G distinto de la identidad, U N gU = ; el caso
y = 0 es andlogo; entonces se satisface la condicién a) de la Proposicién anterior. Sin
embargo si (,0), (0,y) € R? — {0}, para cualesquiera dos abiertos ajenos U y V que
contengan a (x,0), (0,y), respectivamente, existen iterados por la accién del grupo
que van acercandose al origen y U se alarga horizontalmente y V' verticalmente tanto
como queramos, por lo que no se satisface la condicién b) de la Proposicién anterior.

Proposicién 2 Si G actia de manera libre y propiamente discontinua en M # 0,
entonces G es a lo mads numerable; si M es compacto, G es finito.

Demostracion:

Supongamos que G actia de manera libre y propiamente discontinua en M # (). Para
toda x € K, p: G — Gz, p(g) := gz, es claramente sobreyectiva; si g, h € G tal que
gr = hx, entonces g 'h € St(x) = {e}, esto es, g = h y p es inyectiva; por lo que
G esté en correspondencia biyectiva con Gx. Como G actia de manera libre, propia
y discontinua en M, existe un buen abierto U que contiene a x tal que para todo
ge G, g#e, UNgU =0, por lo que Gz es un subespacio discreto de M y como un
subespacio discreto de un espacio segundo numerable es a lo mas numerable, entonces
Gz, y por tanto GG, es a lo mas numerable.

Supongamos G = {¢1,...,0n, ...}, donde todos los g; son distintos, supongamos
que M es compacta; si G es infinito entonces Gz = {x, g1z, go, . . . , gn, . . .} es infinito
y todos los elementos de la sucesién son distintos elementos de un compacto, por lo
que existe y € M y una subsucesion {g,,r}, tal que lim;_.. g,z = y y se contradice
el inciso a) de la Proposicién anterior; por lo que G es finito. Il

2.2. El espacio de d6rbitas es una variedad

Consideramos en el espacio de 6rbitas G\ M la topologia cociente. Durante toda esta
subseccion supondremos que G actiia de manera libre y propiamente discontinua en
M y que m: M — G\M es la proyeccién usual definida por 7(z) := [z].

Proposicion 3 St G actia de manera libre y propiamente discontinua en M, en-
tonces G\M admite una estructura de variedad diferenciable compleja que hace que
la proyeccion sea un cubriente y un biholomorfismo local entre variedades complejas.

Demostracion

Por la Proposicién 2, G es a lo mds numerable. Sea G = {g1,...,9n,...} v sea
B ={B,...,B,...,} una base numerable de M tal que para toda m € N, B,, es
un buen abierto; si é; := UngnBm/ ~, entonces B= {B\l, . ,é;, ..., } es una base
numerable de G\ M.

Mostraremos ahora que G\M es Hausdorff; si [z], [y] € G\M, [z] # [y], entonces
por la Proposicion 1 existen U,V C M abiertos que contienen a z y a y respectiva-
mente, tales que para todo h,g € G, h # g, gU N hV = {); entonces U := U, g,U/ ~,
V := U,g,V/ ~ son abiertos ajenos de G\M que contienen a [z] y a [y], respectiva-
mente.
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Definamos B := {(V,¢y)} atlas de G\M de la siguiente manera: Sea A :=
{(U,¢p)} atlas de M, podemos suponer que A es tal que para toda U € A, U es
un buen abierto; si A no cumpliera con esto, consideramos el atlas obtenido al inter-
secar los abiertos de A con abiertos que satisfagan esta condicion y las restricciones de
las cartas a estos abiertos. Para cada (U, ¢y) € A, sea V' := Uyen 9,U/ ~. Claramente
para todan € N, 7|, : g,U — V es homeomorfismo y por tanto, m : M — G\M es
un cubriente. Entonces ¢y := ¢y o 7T|(}1 es un homeomorfismo.

Para ver que los cambios de coordenadas son biholomorfos, basta notar que si
(Va, ¢y, ) es otra carta de G\ M, correspondiente a la carta (Us, ¢,) de M, que inter-
seca a (V, @), entonces hay dos posibilidades:

La primera es que UNUsy # ), en cuyo caso ¢y ogzb(,; = ¢y ogzbl}gl es biholomorfo (ya
que M es variedad diferenciable compleja y ¢y o (b(}; es un cambio de coordenadas).

La otra posibilidad es que U NU, = 0; entonces existe k € N tal que g,UNU, # ()
y ¢y o (/5‘_/21 =¢pyog, o gb(}; es biholomorfa, ya que GG es un grupo de biholomorfismos
de M.

Por tltimo, 7 : M — G\M es un biholomorfismo local, ya que si (U, ¢),) € Ay
(V,¢},) es la carta en G\ M correspondiente, entonces ¢y oo (/5(}1 = (bl_]l opy =1 es
biholomorfa. 0

Si la variedad M tiene frontera, bajo las mismas hipdtesis de Proposicion anterior,
la demostracién anterior nos dice que G\M es una variedad de dimension igual a la
de M con frontera G\0M.

2.3. El Ejemplo

En esta subseccién daremos el ejemplo mencionado al principio de esta seccién. Con-
sideremos como variedad diferenciable compleja a un grupo de Lie complejo G de
dimension k, esto es, un grupo que sea también una variedad diferenciable tal que
la funcién producto y la funciéon inversa sean diferenciables; consideremos la accion
suave por la izquierda inducida por la multiplicacién a la izquierda de un subgrupo
deLiel' CG,¢:T'xG— G, ¢(v,9) ;= g. Claramente como I' es un subgrupo
de G, I' actiia de manera libre en G.

Sabemos que en G siempre podemos definir una métrica riemanniana invariante
bajo multiplicacion a la izquierda por cualquier elemento del grupo, denotémosla por
d, por lo que I' actua por isometrias en G y por lo comentado en la subseccion anterior,
la condicién de que I' actiie de manera propiamente discontinua en GG es equivalente
a la condicién a) de la Proposicién 1.

Proposicion 4 ' C G es un subgrupo discreto si y solo si I' actia de manera pro-
piamente discontinua en G.

Demostracion:
=) Seag € G,r:=1/4- inf e 2.{d(g,79)}, si r = 0 existirfa una sucesiéon {g,} C T’
de elementos distintos tales que ¢,9 — ¢ y por continuidad de la accién ¢ tendriamos
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que g, — e, contradiciendo que I' es discreto, por lo que r > 0; ademas la bola de
centro ¢ y radio r no interseca a ninguno de sus ['-trasladados; por lo que se cumple
la condicién a).

<) Si e € G entonces existe U C G tal que e € U y para todo g,h € I, g #
h, gU N hU = (b, en particular, para todo g € T', gU NT" = {g}, esto es I es discreto.
O

Entonces por la Proposicién 3, si I' C G es discreto, I'\G admite una estructura de
variedad diferenciable compleja que hace que la proyeccién 7 : G — I'\G, w(z) := [z]
sea un cubriente y un biholomorfismo local entre variedades complejas. En lo que
resta de esta subsecciéon supondremos que este es el caso.

Afirmamos que G actia por la derecha en T'\G de manera suave y transitiva
mediante

A:T\G x G — I\G, A([h],q) = [hg]. (1)

donde h, g € G. Para convencernos de esto notemos que A estd bien definida, ya que
sih € G, hh™ € T siy solo si hgg™'h™! € T; es accién ya que A([h],e) = [h] y si
g€aG, )\()\([h], 9),9) = M[hgl,9) = [hgg] = )\([h], g); es holomorfa ya en cartas es el
producto del grupo de Lie G; si [h], [s] € T'/G entonces A([h], h~'s) = [s]. Por lo que
'\ G es un espacio homogéneo de G, esto es, A es transitiva.

Como mencionamos al principio de esta seccién estamos interesados en estudiar
la construccién de Guillot en [6, pag. 277] de una variedad Zr que contenga a la va-
riedad T'\SL(2,C) como subespacio denso y una accién X de G en Zp que extienda a
A, esto es, tal que para todo [z] € I'\G, g € G se tiene que i o A([z],g) = X(z([:c]), 9),
donde i : '\G' — Zr es la inclusién. En este caso decimos que Zr es una eztension
equivariante de T\G, si Zr es compacto decimos entonces que Zr es una compacti-
ficacion equivariante de IT'\SL(2,C). Bajo estas condiciones, como A es transitiva y
Zr y T'\G tienen la misma dimensién, se tiene de forma inmediata que existe una
6rbita de la accién A de la misma dimensién que Zr, decimos entonces que Zr es
un espacio cuasthomogéneo de SL(2,C) o un espacio cuasihomogéneo compacto de
SL(2,C), segin sea el caso.
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3. SL(2,C)

En esta seccién estudiamos la estructura de variedad diferenciable real de SL(2,C), le
damos una estructura de variedad diferenciable real a SL(2, C)/SU(2), estudiamos las
acciones izquierdas de un subgrupo I' € SL(2,C) en SL(2,C)/SU(2),CP' y en H? y
algunas relaciones entre estas acciones y la acciéon en SL(2, C) estudiada en la seccion
anterior. En particular, vemos que la proyeccién usual SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2)
es un fibrado trivial con fibras compactas y conexas, ['-equivariante, resultado que
utilizamos en esta seccién para probar que I' actia de manera propiamente dis-
continua en SL(2,C) si y sélo si I' actia de manera propiamente discontinua en
SL(2,C)/SU(2); con la anterior encontraremos en la seccién 4 una variedad Zr que
contenga a I'\SL(2,C) como subespacio denso.

Veremos también que I'\SL(2,C) — I'\(SL(2,C)/SU(2)) es un fibrado con fi-
bras compactas y conexas, resultado que utilizaremos en la seccién 4 para calcular
el espacio de puntas de I'\SL(2,C) y encontrar condiciones bajo las cuales Zr es
compacto.

Estudiamos también acciones de grupos kleiniano en CP', H? y en CP' U H? y la
relacién entre los dominios de discontinuidad, conjuntos limite y variedades cociente
correspondientes.

3.1. Accidonde ' C SL(2,C) en SL(2,C)/SU(2)

Sea SL(2,C) el grupo especial lineal, esto es, el grupo de matrices de 2 x2 con entradas
complejas y determinante 1; sabemos por topologia diferencial que es un grupo de Lie
de dimension 3 compleja; sea SU(2) C SL(2,C) el grupo especial unitario, subgrupo
de matrices que preservan el producto hermitiano en C2, por algebra lineal sabemos

e SU(2) = {( 5 . ) - SL(Q’C)}'

Sea A el grupo afin definido por

A:{(a: ab )eSL(z,C):aeR+}.

Nl

Alser SU(2) y A subgrupos cerrados con las topologias de subespacio de SL(2, C),
de acuerdo con el Teorema del subgrupo cerrado, enunciado por Lee en [8, pg. 392],
son subgrupos de Lie encajados en SL(2,C) (visto como grupo de Lie real). Es claro
que tanto SU(2) como A tienen dimensién real 3.

Proposicién 5 FEl grupo SL(2,C) es difeomorfo como variedad diferenciable real a
A x SU(2).

Demostracion:
Podemos escribir toda matriz en SL(2,C) como producto de una matriz en A multi-
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plicada por una matriz en SU(2), a saber, si

A:(Z g) € SL(2,C)

a b\ [ |a] b;‘fl ‘Z—il 0 B a [ -
(ea)=(% |a'1|1)<o o) (50) @)

donde si ¢ # 0, entonces § = (|¢|* + 1)*%, a=dBc !, a =aa—bB3, by =af +bay
si d # 0, entonces @ = (|£]* + )"z, B =cad ™, a, = ao — b3, by = aff + ba .

Como la A N SU(2) es s6lo la matriz identidad, toda matriz en SL(2,C) se
escribe de forma tnica como el producto de una matriz en A por una matriz en
SU(2), entonces estd bien definida la transformacién ® : SL(2,C) — A x SU(2),
®(A) = (B,C),si Ae SL(2,C), A= BC, Be A, C € SU(2); ademés como los co-
eficientes de las matrices B y C' dependen R-diferenciablemente de los coeficientes de
la matriz A, ® es suave. Claramente su inversa ®1 : A x SU(2) — SL(2,C) definida

por la multiplicacién de matrices, es también suave; por lo que ¢ es un difeomorfismo.
O

entonces

Existen teoremas que generalizan los resultados de la seccién 1 (ver [8, pags. 153,
160]) dandonos condiciones para definir de manera tinica una estructura de variedad
diferenciable en el espacio de érbitas de una accién suave G x M — M, donde G es
un grupo de Lie (de dimensién no necesariamente 0, como lo supusimos en la sec-
cién 1) sobre una variedad diferenciable M, tal que la proyeccién 7 : M — G\M
sea una submersién. A continuacion encontraremos de una manera mas directa esta
estructura diferenciable para el espacio de dérbitas SL(2,C)/SU(2) de la accién suave
SL(2,C) x SU(2) — SL(2,C) inducida por el producto en el grupo y mostraremos
que la proyeccién @ : SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2) es un fibrado trivial con fibras
compactas y conexas; lo que nos servird para mostrar que si I' C SL(2,C) es un
subgrupo, entonces I' actiia por la izquierda mediante la multiplicacién del grupo de
manera propiamente discontinua en SL(2,C) siy sélo si I' actia por la izquierda en
SL(2,C)/SU(2) de manera propiamente discontinua mediante la accién inducida por
la multiplicacién del grupo.

Si H es un grupo que actiia por la derecha en las variedades diferenciales M y
Ny f: M — N es una funcién; decimos que f es H-equivariante si para todo
a € M, u € H se tiene que f(a-u)= f(a)-u

Proposicion 6 Bajo las condiciones del parrafo anterior la funcion J?: M/H —
N/H, f([z]) == [f(x)] estd bien definida.

1) Si f es inyectiva entonces ]? es inyectiva.

Ademds si H es un grupo de homeomorfismos de M y de N

2) Si f es continua y H actia de manera propiamente discontinua en N, entonces H
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actia de manera propiamente discontinua en M.

3) Si f es sobre y propia y H actia de manera propiamente discontinua en M, en-
tonces H actia de manera propiamente discontinua en N.

4) Si f es sobre y continua, entonces f es sobre y continua. Si f es un homeomorfis-
mo, entonces f es un homeomorfismo y H actia de manera propiamente discontinua
en M si y solo si H actia de manera propiamente discontinua en N.

5) Si H es un grupo de difeomorfismos de M y de N y H actia de manera libre,
propiamente discontinua en M y f es un difeomorfismo, entonces f es un difeomor-
fismo.

Demostracion:
f esta bien definida ya que si a,b € M, u € H, b =a - u, entonces f(b) = f(a-u) =
fla) - u. .

1) Si f es inyectiva y f(b) = f(a) - u, entonces f(b) = f(au) y b = au; esto es, f
es inyectiva.

2) Si existe un compacto K C M que interseca a un numero infinito de sus
H-trasladados, entonces f(K) es un compacto que interseca a un ntimero infinito de
sus H-trasladados.

3) Si existe un compacto K C M que interseca a un numero infinito de sus
H-trasladados, entonces como f~'(K)-u = f~'(K - u), tenemos que f~'(K) es un
compacto que interseca a un numero infinito de sus H-trasladados.

4) Se sigue de la definicién de topologia cociente y del hecho de que f sea continua
o homeomorfismo.

5) Por la Proposicion 3, M/H y N/H son variedades diferenciables. Si [z] € M/H,
(U, év) es una carta de M que contiene a z y (U, $p) una carta de N que contiene
a f(z), sean (V,¢v) v (V, ¢7) las cartas correspondientes de M/H y N/H que con-
tienen a [z] y a [f(z)], respectivamente estudiadas en la seccién anterior; entonces
¢y o fo ¢y = ¢y o f o dy es un difeomorfismo. 0.

Si H es un grupo que actia por la izquierda en las variedades diferenciables M
y N, f: M — N una funcién, definimos de manera analoga a como lo hicimos para
acciones derechas, el que f sea H-equivariante; claramente la Proposicién anterior es
valida en este caso.

Notemos que SU(2) actia por la derecha en A x SU(2) de manera natural por

(A x SU(2)) x SU(2) — A x SU(2)
(a,s),t — (a,st)
Consideremos a los espacios de érbitas correspondientes de las acciones derechas de
I'en SL(2,C)/SU(2) y en (A x SU(2))/SU(2) con la topologia cociente. Afirmamos

que el difeomorfismo ® de la Proposicién 5 es SU(2)-equivariante, ya que siu € SU(2),
a,b e SL(2,C), b = au, entonces ¢(b) = ¢(a)-u; por lo que por la Proposicién anterior

d: SL(2,C)/SU(2) — (A x SU(2))/SU(2), ®([z]) := [®(z)]
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es un homeomorfismo.

La funcién proyeccién 7 : A x SU(2) — A, para toda x € SU(2), a € A,
7(a, ) = a, es un fibrado trivial con fibra compacta SU(2), por lo que si identificamos
las fibras, obtenemos el homeomorfismo

71 (Ax SU(2))/SU2) — A.7((B,C) SU(2)) := =(B,C) = B, (3)

si Be A,C € SU(2).

Definamos en (A x SU(2))/SU(2) la estructura de variedad diferenciable de A,
esto es, si (U, $) es una carta de A, entonces (771 (U),¢ o 7) es una carta de (A x
SU(2))/SU(2), de la misma manera podemos definir en SL(2,C)/SU(2) una estruc-
tura diferenciable declarando que ® es un difeomorfismo, por lo que 7 : SL(2,C) —
SL(2,C)/SU(2), 7(g) := gSU(2) es un fibrado trivial con fibra compacta y conexa
(ya que 7 y 7 son isomorfos como fibrados y SU(2) es compacto y conexo).

Si ' € SL(2,C) es un subgrupo, entonces I' actia por la izquierda en SL(2,C)
y en SL(2,C)/SU(2) mediante la accién inducida por la multiplicacién del grupo
p: I'x (SL(2,C)/SU(2)) — SL(2,C)/SU(2), p(.lg]) := [rg], ya que [g] = [g]
implica que [yg] = [vg] y p(¥,p(7.[9])) = p(3,[79]) = [Avg] = p(77,[9]); ademas
como 7(vg) = v7gSU(2) = y7(g), 7 es un fibrado I'-equivariante y por la Proposicién
6, I' actia de manera propiamente discontinua en SL(2,C)/SU(2) si y sélo si I' es
un subgrupo discreto de SL(2,C). Por lo anterior y por la Proposicién 4, obtenemos
la siguiente Proposicién:

Proposicién 7 Si ' C SL(2,C) es un subgrupo, entonces
7:SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2),

7(g) := [g] es un fibrado trivial con fibra compacta y conexa, I'-equivariante; si T es
discreto y libre de torsion entonces T'\ (SL(2,C)/SU(2)) es una variedad diferencia-
ble.

Proposicién 8 Si ' C SL(2,C) es un subgrupo discreto y libre de torsion, entonces
7:T\SL(2,C) — T'\ (SL(2,C)/SU(2)) es un fibrado con fibra compacta y coneza.

Demostracion:

Observemos primero que como 7 es ['-equivariante, sobre y continua, por la Proposi-
cién 6, 7 esta bien definida, es sobreyectiva y continua; por la Proposicién 3, ten-
emos que las funciones m : SL(2,C) — I'\SL(2,C), m(x) := [z], x € SL(2,C) y
7o 1 SL(2,C)/SU((2) — I'\(SL(2,C)/SU(2)), ma(y) :=[y], y € SL(2,C)/SU(2) son
cubrientes; ademds tenemos que 7' ([y]) = Uzer—1(y[2] = m (77" (y)). Como I actia
de manera libre y propiamente discontinua en SL(2,C)/SU(2), entonces existe U
abierto de SL(2,C)/SU(2) que contiene a [y] tal que no interseca a ninguno de sus I'-
trasladados; por lo que ¢! () contiene a lo mas un representante de cada punto, esto
es, si x,z € 71 (y) entonces x » z, por lo que mlﬂq(y) es inyectivo y como m; es un
difeomorfismo local entonces 71|, -1, es un difeomorfismo e identificamos a y con [y],

por lo que 7 ([y]) = m(77}(y)) & 771 (y) = ySU(2) ~ {y} x SU(2) = {[y]} x SU(2).
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Como I' actia de manera propiamente y discontinua en SL(2,C)/SU(2), si [y] €
I'\(SL(2,C)/SU(2)), entonces existe U C SL(2,C)/SU(2), y € U abierto que no
interseca a ningun I-trasladado, por lo que V := UgrgU/ ~ es un abierto de
I"\(SL(2,C)/SU(2)) que contiene a [y]; por la misma razén que para la fibra de
un punto, m|z—1(y) son difeomorfismos, por lo que U=V y 7 (V) = m (771 (U)) ~

7N U)=UxSU(2) =V x SU(2) O

3.2. Acciones en CP' y en H?, grupos kleinianos

Claramente {I,—1} C SL(2,C) es un subgrupo discreto, entonces por la seccién 1
sabemos que PSL(2,C) := SL(2,C)/{I,—1} es una variedad de dimensién 3 com-
pleja tal que m : SL(2,C) — PSL(2,C) es un cubriente 2 a 1 y un biholomorfismo
local entre variedades complejas; como {I, —I} es un subgrupo normal en SL(2,C),
entonces PSL(2,C) es un grupo. Ademsés el producto es diferenciable ya que en coor-
denadas se ve como el producto en SL(2,C), por la misma razén, la transformacién
inversa [g] — [g7!] es diferenciable. Por lo que PSL(2,C) es un grupo de Lie y 7 es
un homomorfismo de grupos de Lie.

Identificamos a PSL(2,C) con el grupo Mob(S?) de transformaciones de Mdbius
mediante el isomorfismo p : PSL(2,C) — Mob(S?) definido por

a b az+b
H
c d cz+d

La accién por la izquierda de SL(2,C) en CP!, ¢ : SL(2,C) x CP* — CP', definida

o((20)bn)mperoicena

define una accién por la izquierda de PSL(2,C) en CP! por biholomorfismos de CP*
(transformaciones de Mobius), ¢ : PSL(2,C) x CP' — CP', ¢([g], [z : 1]) := ¢(g, [z :
1]), [9] € PSL(2,C), [z : 1] € CP".

SiI' € SL(2,C) es un subgrupo libre de torsién, entonces como 7|r es un difeo-
morfismo local inyectivo, es un difeomorfismo entonces, I' es isomorfo como grupo de
Lie a 7(I'). Adem4s la accién ¢ de ' en CP' es igual a la accién ¢ de 7(I') en CP';
por lo tanto utilizaremos a I' y n(I') y a ¢ y $ indistintamente. Existe un resulta-
do reciproco a este, que nos garantiza el levantamiento de subgrupos kleinianos de

Mo6b(S?) a SL(2,C), hablaremos de esto en el capitulo 5.

Sea I' C SL(2,C) un subgrupo, estudiaremos ahora la accién de T' en H?. La
inversién cldsica en S' = RU{oc} con centro en 0 y radio 1, es la funcién definida por
x +— 1/x, donde asumimos 1/0 = 0o, 1/00 = 0. Podemos definir también la inversion
en intervalos de arbitrario centro ¢ y radio r, mediante x — ¢+ r%/(x — ¢).
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Definimos para n = 2, 3, las inversiones en S" = R" U {co} en arbitrarias (n — 1)-
esferas en S", considerando todos los rayos que emanan del centro de la esfera y
definiendo la inversion en cada rayo justo como lo hicimos en dimension 1.

De acuerdo con Seade y Ramirez en [5, pag. 16] , toda inversién en una (n — 1)-
esfera en S” es un difeomorfismo de S™ que preserva dngulos (conforme) y esferas de
todas las dimensiones.

Por variable compleja sabemos que Mob(S?) es el grupo formado por todas las
composiciones pares de inversiones en circulos en CP'. Definimos de manera angloga
a Mob(S?) como el grupo formado por todas las composiciones pares de inversiones en
esferas y a su subgrupo Mob(B?) como el grupo formado por todas las composiciones
pares de inversiones en esferas que preservan a B2, de acuerdo con Seade y Cano en [5,
pag. 16], estas son esferas ortogonales a S%. Toda esfera ortogonal a S? determina un
tinico circulo en S? y viceversa, hemos dado una idea de la prueba del muy conocido
Teorema de extensién de Poincaré [5, pag. 17].

Teorema 9 Mob(B?) ~ Mob(S?).

En particular Mob(S?) actiia en B® U S? por difeomorfismos conformes, dejando
a B3 y a S? invariantes.

Por geometria hiperbélica sabemos que B? y H? admiten una métrica riemanniana,
llamada métrica hiperbdlica cuyas isometrias son precisamente Mob(S?) = PSL(2, C).
Ademis existe un difeomorfismo conforme entre B* US? y H? U CP' (composicién de
dos proyecciones estereogréficas), que manda isométricamente a B* en H?; por lo que
podemos definir una tinica accién de PSL(2,C) en H*U CP! tal que el difeomorfismo
entre B3 U S? y H? U CP* sea PSL(2,C)-equivariante. Sea p: PSL(2,C) x H* — H?
esta accion restringida a H®. Sea p : SL(2,C) x H?* — H? la accién suave de SL(2,C)
en H3, definida por p(g, z) := p(n(g),z), donde g € SL(2,C), x € H3, 7 : SL(2,C) —
PSL(2,C) es el cubriente anterior.

Por la misma razén que para CP', si I' ¢ SL(2,C) es libre de torsién, identi-
ficamos la accién de p de I' en H? con la accién p de «(T') en H3. Es bien sabido
que p es transitiva y con subgrupo de isotropia SU(2), entonces por [8, pag. 162],
p: SL<27(C)/SU(2) - H37 ﬁ([BD = ﬁ([A]) = p(B, <0707 1)) = p(A, <0707 1)) € H?,,
donde B = AU € SL(2,C), U € SU(2) y

a b
A'_<O a_1>EA,a>O, (4)
es un difeomorfismo. Como p es la evaluacion de la transformacién de Mobius deter-
minada por A en el punto (0,0,1) y la transformaciéon de Mébius correspondiente a
A es Ta(z) = a®z + ab, se extiende a H? como una homotecia por a? seguida de una
traslacién en por (ab,0) € H?, por lo que p([B]) = T4((0,0,1)) = (ab,a?) € C x R,

Proposicién 10 Para todo subgrupo I' C SL(2,C) libre de torsion, el difeomor-
fismo p : SL(2,C)/SU(2) — W3, p([A]) = (ab,a?), donde A es como en (4), es
I'-equivariante. I es discreto si y solo si I' actia de manera propia discontinua en
H3. Si T C SL(2,C) es un subgrupo discreto libre de torsion, entonces T\H? es una
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variedad diferenciable de dimension real 3, la funcion p : T\(SL(2,C)/SU(2)) —
D\H?, p([z]) = [p(z)], = € SL(2,C)/SU(2) es un difeomorfismo y la funcién
U : T\SL(2,C) — T\H?, ¥(ly]) := pon(ly]), y € SL(2,C), donde T es como
en la Proposicion 8 (pdg. 16), es un fibrado con fibras compactas y conezas.

Demostracion:
Es I'-equivariante ya que

p(v, p([B])) = p(v, p([A])) = p(v, p(A,(0,0,1))) =

= p(v4,(0,0,1)) = p([vA]) = p(+[A]) = p(v[B]).

Como por 7 la proyecciéon 7 : SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2) es un fibrado trivial
con fibras compactas y conexas, p o T es sobre, continua y propia, entonces por la
Proposicién 6, I' actiia de manera propiamente discontinua en SL(2,C) si y s6lo si I’
actia de manera propiamente discontinua en H?, y por la seccién 1, sabemos que I’
actia de manera propiamente discontinua si y sélo si I' es discreto.

Como p es un difeomorfismo I'-equivariante, por el inciso (5) de la Proposicién
6 (pag. 14), p es un difeomorfismo; ademds por la Proposiciéon 8, 7 es un fibrado
con fibras compactas y conexas, por lo que ¥ es un fibrado con fibras compactas y
conexas. O

Sea I' C SL(2,C) subgrupo libre de torsién. Definimos el dominio de discon-
tinuidad de la accién ¢ : I' x CP* — CP', denotado por €2, como el conjunto de todos
los puntos z € CP' tales que existe un abierto U ¢ CP',z € U que no interseca
a ninguno de sus I['-trasladados; cabe mencionar que esta definicién no aplica si hay
torsién en el subgrupo I'. Notemos que © es un abierto de CP!, ya que si z € CP*
y U es el abierto de la definicién anterior, entonces U C €2, por lo que €2 es una
variedad de dimensién 1 compleja. Ademads ) es [-invariante, esto es ¢(I" x ) = Q,
va que si g € I';xz € (2, entonces existe U abierto de €2 tal que x € U y para todo
h el h+#e UNhU = (), entonces gU es abierto de Q que contiene a gz y para
todol e T, Il #£e, gUNIgU = (), porlo que gr € Q;siz € Qy g e I', como
gr € Q, entonces z = g gz, por lo que x € ¢(I' x Q). Entonces I' actiia en €,
dlrxa @ ' x Q —  satisfaciendo la condicién a) de la seccién 1, por lo que por los
resultados de la secciéon 1, I' actiia de manera propiamente discontinua en €2; ademés
Q es el abierto I-invariante mas grande contenido en CP' con tal propiedad y I'\Q
es una variedad diferenciable de dimensién compleja 1.

Estamos interesados en considerar subgrupos I' € SL(2,C), tales que su dominio
de discontinuidad €2 sea no vacio, en este caso diremos que I' es un grupo kleiniano;
un enfoque moderno (que no adoptamos en esta tesis) es definir a un grupo kleiniano
como un subgrupo discreto de SL(2,C).

Proposicion 11 Si ' es un grupo kleiniano entonces I' es un subgrupo discreto de

SL(2,C).

Demostracion:
Siguiendo a Maskit en [2, pdg. 18], supongamos I" kleiniano y no es discreto, entonces
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existe una sucesion {g,} de elementos todos distintos de I, tales que g,, — e; entonces
para toda z € CP', g,z — z, por lo que toda vecindad de z contiene infinitos
trasladados, en particular z ¢ €. Concluimos que Q = (). 0.

Proposicién 12 Para todo g € SL(2,C), T y gT'g™! son isomorfos como grupos de
Lie. Mas aun, I' es un grupo kleiniano libre de torsion con dominio de discontinuidad
Q en CP' si y sélo si gLg™" es un grupo kleiniano libre de torsion con dominio de
discontinuidad g(Q) en CP* y T\Q es biholomorfo a gT'g~"\g(9).

Demostracion:

Identifiquemos a g € SL(2,C) con 7(g) € PSL(2,C). Como la multiplicacién por
g es un difeomorfismo de SL(2,C) en si mismo y la conjugacién es un isomorfismo,
entonces I' y gI'g~! son isomorfos como grupos de Lie. Notemos que si ¢ : I' x Q —
Q, ¢(v,z) :=7(x), y €T, z € Qeslaaccion de I' en su dominio de discontinuidad €2,
entonces I actda ¢(Q) mediante ¢ : I x g(Q) — ¢(Q), ¢(v,2) :=go~yog (z), v €
I, = € ¢g(Q), por lo que por construccién, el biholomorfismo g : Q@ — ¢(Q) es
I'-equivariante; por los resultados de esta secciéon I' actia de manera propiamente
discontinua en ¢(2) y por la I'-equivarianza de g y por definicién de 2, g(€Q) es el
abierto méas grande con tal propiedad, por lo que g(£2) es el dominio de discontinuidad
de ¢ y '\ es biholomorfo a I'\g(€2). Ademés la accién ¢ es exactamente igual a la
accién de g'g™! en g(Q) definida por ¢ : gT'g™' x g(Q) — ¢(Q), o(gvg~ ' z) =
goyog Nz), yeT, x e g(Q), por lo que gT'g~" es un grupo kleiniano con dominio
de discontinuidad ¢(2) en CP' y I'\Q es biholomorfo a gI'g~\g().

Por lo que estudiar la accién ¢ es lo mismo que estudiar la accién ¢. En particular
como toda transformacién de Mabius tiene uno o dos puntos fijos, entonces 2 # CP*,
por lo que si b € CP', podemos suponer que b ¢ Q, ya que si () contuviera a b, en-
tonces si ¢ ¢ 0y g es una transformacién de Mobius tal que g(c) = b (la cual siempre
existe), considerar al grupo kleiniano I' con dominio de discontinuidad €2 es igual a
considerar al grupo kleiniano gI'g! con dominio de discontinuidad g(£2). En ocasiones
simplificaremos los calculos suponiendo que oo ¢ €. O

Decimos que un punto z € CP' es un punto lémite del grupo kleiniano I si existe
z € Oy existe {g,} C T todos distintos, tales que g,z — z. El conjunto de puntos
limites correspondiente a I" lo denotamos por A = A(T") y lo llamamos conjunto limite
de I en CP'. Claramente QN A = ), ya que si z € Q, existe un abierto que contiene a
lo més un I'-trasladados de cualquier punto, mientras que si w € A todo abierto que
contiene a w contiene infinitos I'-trasladados de algin punto. Es muy bien sabido que
CP' = A U Q (Maskit en [2], pag. 24).

Decimos que un dominio A C € es un dominio fundamental de la acciéon ¢ de I’
en (2 si:
1) Para todo z € Q existe g € ', w € A tal que ¢(g,w) = 2.
2)Siz,we Ay gel tal que ¢(g,w) = z, entonces g es la identidad.
Decimos que el grupo kleiniano I' es cocompacto si I'\Q2 es compacto.
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3.3. Accién de grupos kleinianos en H? U CP!

Supongamos que I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano libre de torsién. Como men-
cionamos en la subseccién anterior, podemos pensar a I' como subgrupo de Mob(S?) y
hacerlo actuar en B3US? por difeomorfismos que preservan angulos, circulos y esferas,
donde S? y B? son subespacios invariantes y las restricciones de 3 : I'x B3US? — B3US?
a estos subespacios invariantes son las acciones en CP' y B? estudiadas en la seccién

anterior (¢ y p).

Teorema 13 Si I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano libre de torsion y Q C CP' es
el dominio de discontinuidad de la accién de T' en CP*, entonces I' actia de manera

propiamente discontinua en B> U Q y el cociente T\(B* U Q) es una 3-variedad con
frontera T'\S).

Demostracion:

Mostraremos que se satisfacen las condiciones 2.a) y 2.b) de la Proposicién 1 (pag. 8)
para los puntos en B? U ). Como I' actiia de manera libre y propiamente discontinua
en B3, la condicién a) se satisface para todos los puntos en B? y la condicién b) se
satisface para cualquier pareja de puntos no relacionados en B3.

Para ver que la condicién a) se satisface para puntos en 2, sea x € 2, sea S una
bola abierta en € con centro en = que sea un buen abierto de I' en CP!, sea B la bola
euclidiana abierta de B? U § con centro en z y que interseca a CP' en B, entonces
como I manda esferas ortogonales a S? en esferas ortogonales a S? y € es invariante,
B es un abierto de B? U Q2 que no interseca a ninguno de sus I'-trasladados.

Para ver que la condicién b) se satisface para cualquier pareja de puntos en (2;
si z,y € ) son dos puntos no relacionados, entonces como I' actiia de manera libre
y propiamente discontinua en el espacio [-invariante {2, existen dos bolas abiertas
S1,5 C € que contienen a x y a y, respectivamente, tales que S; no interseca a
ningtn I'-trasladado de Sy; sean B; y B, las bolas euclidianas abiertas de B? U con
centro en = y y, que intersecan a CP' en S; y en S,, respectivamente; entonces por
lo anterior y como I manda esferas ortégonales a S? en esferas ortégonales a S?, B,
no interseca a ningun I'-trasladado de B,.

Para ver que la condicién b) se satisface para cualquier pareja de puntos que
consistan de un punto en € y otro en B?; si # € Q,y € B?, si suponemos que para
cualesquiera dos abiertos U C QUB?, V C B3, z € U,y € V existe un trasladado de V
que interseca a U, entonces un nimero mﬁmto de trasladados de V' intersecan a U, ya
que si s6lo un nimero finito lo hacen podemos definir otros abiertos UcC U, Vc V,
zeU Y € V tales que ningun trasladado de v interseque a U Escojamos bolas
euclidianas {U,,} en B* U con centro en z y radio euclidiano que tienda a 0 y bolas
hiperbdlicas {V},} con centro en y y radio hiperbdlico tendiendo a 0. Sea {g,} C I'
una sucesion de elementos distintos tales que U, N ¢,V,, # (), entonces como toda
bola hiperbdlica es una bola euclidiana y I' actia por isometrias hiperbélicas en B?,
{9V} es una sucesién de bolas euclidianas que se acercan a la frontera de B* U Q,
por lo que el radio euclidiano es mas chico que el radio hiperbdlico de g, V,, a medida
que n crece y, como el radio hiperbdlico tiende a 0, el radio euclidiano tiende a 0 y
gny — x con la métrica euclidiana; por lo que y ¢ €0, ya que como hemos probado,
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existe un abierto en B? U Q que contiene a x que no interseca a ninguno de sus I'
trasladados, en particular este abierto contiene a lo mas un trasladado de cualquier
punto.

Entonces por la Proposicién 3 (pdg. 10), I'\(B? U Q) es una 3 variedad con frontera
Q. O

Decimos que un grupo kleiniano I' C SL(2,C) es convezo cocompacto si T'\(B> U Q)
es compacto.
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4. Espacios cuasihomogéneos de SL(2,C)

A partir de ahora y el resto de esta tesis, estudiaremos algunos de los resultados
de Guillot en [6]. En esta seccién estudiamos la construccién de Guillot en [6] de
una extensién equivariante Zr de I'\SL(2,C), donde I' C SL(2,C) es un subgrupo
discreto, libre de torsién. En la siguiente seccion estudiaremos condiciones suficientes
para que Zp sea compacto y daremos algunos ejemplos. Guillot prueba en [6, 225] que
sil' € SL(2,C) es un subgrupo discreto, libre de torsién, no elemental (esto es, |A| >
3) y M es cualquier compactificacién equivariante de I'\SL(2, C), entonces existe una
transformacién sobre y SL(2, C)-equivariante M — Zr; esto es la compactificacién Zr
de Guillot. En este sentido la més chica de todas las compactificaciones equivariantes
de SL(2,C), de ahi la importancia de tal construccion.

4.1. Una compactificacién biequivariante de SL(2,C)

El grupo SL(2,C) actia en SL(2,C) por la derecha y por la izquierda por biholo-
morfismos mediante las acciones inducidas por el producto en el grupo; SL(2,C) no
es compacto, en particular la sucesion

A, = ( 0 ) € SL(2,C)
0 3
no contiene ninguna subsucesion convergente.
En esta subseccién encajamos a SL(2,C) en CP* y estudiamos una compactifi-
cacion K de SL(2,C) y una extension de las acciones de SL(2,C) en SL(2,C) a K,
esto es, estudiaremos una compactificaciéon biequivariante de SL(2,C) en CP*,

Consideremos en CP*, la cuédrica, definida por K := {[xg : 2, : &o : o3 : 4] €
CP* : 1104 —Tox3—x3 = 0}, observemos que K estd bien definida como subconjunto de
CP?, ya que el polinomio ;24 — Tos — 72 es homogéneo. A continuacién mostraremos
lo prometido en el parrafo anterior y la demostracion constituye lo que resta de esta
subseccidn.

Proposicion 14 Se tiene lo siguiente:
a) K es una subvariedad diferenciable encajada cerrada en CP* de dimension compleja
3, por lo tanto compacta.
b) Podemos encajar a SL(2,C) en K mediante la funcion f: SL(2,C) — K definida
por

A—=liz:y:z:w|

donde
A= ( vy ) € SL(2,C).
Z W

Ademds SL(2,C) es abierto y denso en K.
¢) B:= K — SL(2,C) es una subvariedad diferenciable encajada en K de dimension
compleja 2, biholomorfa a CP' x CP!.
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d) Las acciones de SL(2,C) en SL(2,C) inducidas por el producto por la derecha
y por la izquierda del grupo se extienden de manera natural a acciones derecha e
izquierda, por biholomorfismos, de SL(2,C) en K, esto es, K es una compactificacion
biequivariante de SL(2,C). SL(2,C) y B son invariantes bajo tales acciones.

Demostracion:

Supongamos [zg : 1 : Tg : 3 : x4] € K, como no todos los x; pueden ser cero,
supongamos que x4 # 0, sea (U, ¢y), U = {[yo :y1 : 42 : y3 : 1] € CP* ¢ : U —
C* Y([yo : y1 = y2 : ys 1)) == (vo,¥1,%2,93) la carta usual del proyectivo tal que
(2o : 21 1 T2 1 w3 1 24) € U. Consideremos la funcién f : C* — C*, f(yo, y1, Yo, y3) =
(Yo, ¥1 — Y2¥3 — Y2, Y2, y3); como para todo Y € C* det(Dyf) = 1, entonces f un

biholomorfismo local, mas atin, su inversa es f~'(zq, 21, 22, 23) := (20,21 + 2223 +
22,29, 23); por lo que f es un biholomorfismo.
Entonces p : U — C, p := f o1, es claramente un biholomorfismo, ademas

p(UNK) = p(U)N {y; = 0}; por lo que K es una subvariedad encajada de CP* de

dimensién compleja 3 y plunk : UNK — C%, plonk([yo : y1 : Y2 1 ¥ 1 1]) = (yo, Y2, Y3)
es una carta de K; una parametrizacién de un abierto de K que contiene a [z : 21 :
T : X3 x4), T4 # 0 estd dada por

J:C = K, j(Yo,Y2y3) = [Yo: Yays + Y5 Y2t ys : 1] (5)

Otras parametrizaciones de abiertos que contienen a [z : 1 : T3 @ T3 : x4] estdn
dadas por

1+ Yoy
E(y1,92,y3) = [1: 11 iyziy:sif], xo # 0.
y1,y2,93) = [Yo : Lyt Yz  voys — 45, a1 # 0.
m(yby%ys) = [3/0 cy s Liyiys — y(z) : y4], xy # 0.
(Y1, Y2,y3) = [Wo Y1 i yiya —Yg 2 1y, w3 #0.

Sea p: C° — C, p(xo, 1,79, T3, 24) := 1174 — ToT3 — x5 y ~ la relacién de equi-
valencia en C® dada por estar en la misma recta compleja que pase por el origen, por
lo que como p~*(0) es saturado, K = p~'(0)\ ~ es cerrado en CP*, por lo que, K es
compacto. Por lo que probamos en inciso a).

Encajemos a SL(2,C) en K de la siguiente manera, consideremos la funcién f :
SL(2,C) — K definida por
A—=l:z:y:z:w)
donde

A= ( vy ) € SL(2,C)
Z w

Notemos que f estd bien definida, ya que si zw —yz = 1, entonces [1 1z :y: z:

w] € K; ademds f en unas coordenadas que contienen a A (si suponemos = # 0) se

expresa de la siguiente manera: (las otras coordenadas son similares):

1+yz 14+ yz

(x,y,2) = (z,9, 2, )= [liz:y:z: | = (2,9, 2).
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Claramente f es una inmersion inyectiva y vista en cartas es homeomorfismo sobre
su imagen, por lo que es un encaje, esto es, un biholomorfismo sobre su imagen.

Como {[1: 2 : oy : 3 : 24] € CP*} es abierto en CP* y SL(2,C) = {[1 : x; : a5 :
x5 : x4) € CP*} N K, entonces SL(2,C) es abierto en K.

K es una compactificaciéon de SL(2,C), ya que si x :=[0: x1 : x5 : x5 : 1] € B,
entonces de acuerdo con la definicién de p|ynk, toda vecindad de x en K contiene
elementos en K cuya primera coordenada homogénea no es nula, por lo que interseca
a SL(2,C); esto es SL(2,C) es denso en K. Por lo que probamos b).

Sea © := f(SL(2,C)) = SL(2,C), B:= K —©. Entonces B = {[0: z1 : 9 : 3 :
Ty] i wwy — w3 — 02 =0} = {[x1 : 22 : 23 : 4] : 24 — 2273 = 0}. Ya que K = {[0:
T, T2 T3 £E4] : .’E1$4—Z‘2$3—02 = O}U{[l X1 X9 LT3t 5174] : $1$4—$2Z‘3—12 = 0}
y este tltimo conjunto es exactamente ©. A lo largo de esta tesis identificaremos a ©
con SL(2,C).

Probaremos ahora que B := K — O es una subvariedad diferenciable encajada en
K de dimensién 2 compleja biholomorfa a CP' x CP'.

Sifzy:ay:x3: x4 € Bywy # 0, entonces {[y1 : y2 : ys : ya] € B} N{ys # 0} =
{lvi s ve:ys : 1] € B} = {[yoys : y2 : y3 : 1]}, entonces si [0 : zy : x5 : 23 : 1] € B,
siguiendo la notacién del inciso a), p: U — C*, p(U N B) = p(U) N {yo = 0,4y, = 0},
B es una subvariedad encajada en K (y en CP*) de dimensién compleja 2 y ¢y :
BN {ys # 0} — C?, definida por

[yl Y2 1 Y3 1] - (y1 - y2y37y27y3) - (92,93)

es una carta coordenada que contiene a [0 : xy : X9 1 x5 : 1] € B. ¢o : BN {yy #
0} — C2 ¢o([y1 : 1: ys: ya]) := (y1,v4) es otra carta coordenada y ¢s0 ¢5* : C2 —
C2, ¢4 0 ¢35 (y1,94) = (1/y4, 1) es un cambio de coordenadas.

Construiremos ahora un biholomorfismo entre B y CP* xCP*. Sea A : CP'xCP' —
B, A([z : w],[s:t]) :==[zs: 2t : ws : wt]. Observemos que A estd bien definida ya que
(zs)(wt) — (zt)(ws) = 0y A([Az : Aw], [es : €t]) = [Azes @ Azet : Awes =  wet] = [zs :
2t cws - wt] = A([z : w], [s : t]). Ademés A es inyectiva ya que si [Z: @], [ : ] € CP*
tal que [2s : 2t : ws : wt] = [Z5 : 2t : W3 : W] entonces si suponemos que z, s, 2,5 # 0
(los otros casos son similares), existe A € C* tal que

AS AS _ AZ AZ~
Z=—2z, WwW=—w, S§=—8§, t=—1,
s s
por lo que [z : w] = [Z: @]y [s:t] =[5:1t. A es sobreyectiva, ya que si [0 : 2; :
To 1 X3 : 4] € B, si suponemos x4 # 0 entonces [0 : x1 : @ 1 w3 1 4] = [0 xox3/T4

@y xg : xg) Y A[wo/xy 2 1), 5 24]) = [0 1 (waw3)/m4) : @ @ 3 1 4). Ademds A en
coordenadas se ven de la siguiente manera:

(z,8) = (2,9), (z,t) = (1), (w,s)— (s,w), (w,t)— (t,w).

Por lo que como para toda p € CP' x CP!, det(D,A) # 0 entonces, A es biholo-
morfismo local biyectivo y por tanto un biholomorfismo. Por lo que hemos probado
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¢). A lo largo de esta tesis identificaremos a B con CP* x CP".

Las acciones de SL(2,C) sobre SL(2,C) inducidas por la multiplicacién a la
izquierda y a la derecha del grupo, se extienden de manera natural a una acciéon
izquierda ¢ de SL(2,C) sobre K y a una accién derecha ¢ de SL(2,C) en K:

¢:SL2,C)x K - K, ¢:KxSL2,C)—>K (6)
?Z(A, [20:21:29: /]\) [20 : azy + bzs : azy + bZ4 cz +dzs cz + dz4]
d([z0: 21 1 22 ] A) =[z0:az + ¢z : b21 + dzg az3 + Czy : bz3 + dz4]

Q) Q)

b\ -~ b
A:((Z d),A:( C/[)ESL(Q,(C), [ZQ Z1 - R2 123 . Z4]EK.

Afirmamos que ¢ y qg son acciones bien definidas y SL(2,C) y B son subvariedades
invariantes bajo estas acciones.

Para ver que ¢ es una funcién bien definida, notemos que si A € SL(2,C) fijo
y llamamos ¢4 = &\{A}XK, si [20 @ 21, 22, 23, 24] € O, entonces, como el producto de
matrices de determinante uno tiene determinante uno, ¢ a([z0 0211 201 23 24]) € O.

Silz0: 21 : 221 23 1 24] € B, verifiquemos carta a carta que ¢4([zo : 21, 20, 23, 24]) €
B; ¢4 se ve en una carta de la siguiente manera:

(z,8) = ([z:1],[s:1]) — [0:2s8:2z:s8:1]
—[0:s(az+b):az+b:s(cz+d):cz+d| € B,

ya que s(az + b)(cz + d) — ((az + b)s(cz + d) = 0. En las otras cartas, ocurre algo
similar

(w,t) = [0:a+bw:tla+bw): c+dw:t(c+ dw)],
(z,t) = [0:az+0b:tlaz +b):cz+d:tlcz+d)],

Por lo que efectivamente ¢ estd bien definida y SL(2,C) y B son invariantes; lo
mismo sucede para ¢. R

Si[zo:zl:22123:24]6[(,@5(][20:21122:23:24]):¢([20:21:22:
23:24},1):[zo:z1:22:23:24]'51AA€SL(2C) sizi=l2:2:2:2:
z4) € SL(2,C) entonces ¢(A4, d(A, 2)) = G(AA, z) y gf)( ( A), A) = (z AA) ya que
el producto en SL(2,C) es asociatlvo, siz:=1[0:2s:2:s:1] € B, notemos que la
funcién ¢ vista en una carta coordenada se ve de la siguiente manera:

(5,8) = ([z: 1, [s: 1)) = [0:28:2:5:1] — [0 Jartb aztb oy

cz+d cz+d’
az+b az+b
01 o1 e
H({cz—i—d }’[S ])_><cz+d’8>’
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por lo que ¢ en B, en la primera coordenada es la accién ¢ de SL(2,C) en CP' en
coordenadas vista en la seccion anterior y, en la segunda coordenada es la identidad;
por lo tanto si

a b ~ ab
A= ( ’ d) e SL(2,C), A:(6 3) e SL(2,C),

y Ty y T; las transformaciones de Mobius correspondientes, entonces ¢ en coorde-
nadas de B satisface

S(A, 64, (2,5)) = B(A, (T3(2),8) = (Ta 0 Tx(2),8) = (Ty5(2),8) = $(AA, (2, 9)).
gg en cartas en B se ve de la siguiente manera

~ ~ as—+c¢
o((z,s), A :(Z,A—A).
((z5), 4) bs +d

Sin embargo esta representacion de ¢ no nos revela su caracter se accion; con el
objetivo de obtener una expresién de ¢ en B que si lo haga, consideremos el cambio
de coordenadas p : (z,s) — (z,—1/s), entonces ¢ visto en estas nuevas coordenadas

se ve R R
A = = = — =< ]
¢((Z,S), ) p((z7 ds—b)> <Z7 _Es+a> )

por lo que como SL(2, C) acttia por la derecha en CP' mediante 3 : CP* x SL(2,C) —
CP', B([z: 1], A) := [T;*(2) : 1], si A€ SL(2,C) y T4 su transformacién de Mobius
correspondiente, entonces como la accion <$ en coordenadas de B se ve en la primera
coordenada como la identidad y en la segunda coordenada como la accién 3, por la
misma razén que para @, ¢ es accion.

Sea ¢ la accién ¢ vista en coordenadas, esto es si i : C* — SL(2,C)

be+1 b

i((b, ¢, d)) = ( ’ d) € SL(2,C)

es una parametrizaciéon de SL(2,C), por (5) sabemos que j : C* — K, j(yo, y2,y3) =
[Yo : Y2ys + ¥4 : y2 : Y3 : 1] es una parametrizaciéon de K entonces (i X j) : C* x C* —
SL(2,C) x K es una parametrizacion de SL(2,C) x K, por lo que ¢5 = (i x j)~' o
gpo(ixj)y

o((b, e, d), (Yo, y2,3)) = (i X j)—l(E(A, [Yo : yoys + ?Jg typ iy 1)) =

o 1 ays +b cy?
X ! s, 3 + bys) - : 0 .1
i) cys +d  cys+d (a(ygyg +40) + y3) cys +d Ys + cys +d

( Yo ay2+by Y )
cpt+d cyp+d 7 cys+d
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donde

a b be+1
A_(c d)GSL(Q,(C),a— y

y como cada una de las tres funciones coordenadas anteriores es holomorfa, la accién ¢
es holomorfa. Més atin, si A € SL(2,C) fijo, entonces ¢4-1 : K — K es por la misma
razén holomorfa y claramente es inversa de b4, por lo que ¢4 es un biholomorfismo,
lo mismo sucede con (b A= ¢| K x{a}- Hemos demostrado d) O

4.2. Un abierto donde I' actia de manera propiamente dis-
continua

Para cada grupo kleiniano I' € SL(2, C) libre de torsién, construimos en esta subsec-
cién un abierto Ur C K donde I actia, via ¢, de manera propiamente discontinua (y
por tanto libre), vemos también que Ur es el abierto més grande con tal propiedad; de
esta manera utilizando los resultados de la seccién 1, Zr := I'\Ur serd una variedad
diferenciable de dimensiéon 3 compleja. Sea €2 el dominio de discontinuidad de I' en
CP!: abusaremos un poco de la notacién y denotaremos por ¢ a cualquier restriccién
de la accién ¢ : SL(2,C) x K — K estudiada en la subseccién anterior.

Proposicién 15 Up := SL(2,C) U (Q x CP') es abierto de K, T'-invariante donde
I' actia, via ¢, de manera propiamente discontinua.

Demostracion:
Como A x CP' es un compacto contenido en el espacio K que es Hausdorff, entonces
A x CP! es cerrado, por lo que su complemento U, es abierto. En las secciones 1
y 2 definimos acciones de I' en SL(2,C), en SL(2,C)/SU(2), en H® y en CP', por
las proposiciones 7 y 10, las funciones 7 y p son continuas y I'-equivariantes, donde
7:SL(2,C) — SL(2,C)/SU(2), 7(g) :=1[g9] y p: SL(2,C)/SU(2) — H3, p([A]) :=
(ab, a?), si
a b
geSL(z,(C),A:< _1>€.A.
0 a
Ademss la accién de I' en CP' x CP' definida mediante la accién ¢ (la accién de
I' en CP' por transformaciones de Mobius) en el primer factor y la identidad en el
segundo, hace a la proyeccién 3 : CP' x CP' — CP', B([z : 1],[w : 1]) := [z : 1], ([z
1], [w : 1]) € CP* x CP" una funcién T-invariante con respecto a 3 y a ¢.
Por lo que la funcién ¢ : K — H?* U CP*

(o) ={  ponlo g€ SL(2,0),
[z :1] ([z: 1],[w: 1]) € CP* x CP',

es continua por pedazos en SL(2,C) y en CP* x CP'. Ademas § es I-equivariante en
los subespacios I'-invariantes SL(2,C) y CP' x CP', por lo que 0 es I'- equivariante
Mostraremos ahora que § es continua; supongamos que a,, := [yo : y2y3 + 8

ys 1] = [1:0 228 oy 28 L] € S1(2,C), tal que ay, = [yo : y2ys + 5 : Yo * ys
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1 —=100:yys:ye:ys: 1] = ([y2: 1], [yz : 1]) = (y2,y3) =: a € B (esto tltimo es en
coordenadas). Queremos probar que lo anterior implica que 6(a,,) — d(a) = yo.
Siguiendo lo calculado en (2) en la pagina 14 y por la definicién de p, si y3 # 0,

sta) =pe ([( 51 HE)]) = Guac o)

lai| = Y ya1by = — + Yo;
ysly/ e +1 Ys\/ or 1

por lo que a,, — a implica que yy — 0, esto es, d(a,,) — (y2,0).

Entonces ¢ es continua y I'-equivariante; ademds como H?* U Q es abierto en
H? U CP', entonces Ur = 6 (H? U Q) es abierto en K y como §(SL(2,C) U
(2 x CPY)) = H3U Q y T actiia de manera propiamente discontinua en Q U H?,
tenemos por la Proposiciéon 6, que I' actiia de manera propiamente discontinua en

Ur = SL(2,C) U (Q x CP"). 0

donde

4.3. Una extensién equivariante de I'\SL(2,C)

Sea I' € SL(2,C) un grupo kleiniano libre de torsion, sea 2 el dominio de discon-
tinuidad de I' en CP", en la subseccién anterior demostramos que U := SL(2,C) U
(Q x CIP’l) es un abierto de K, I'-invariante, via ¢, donde I' actia de manera pro-
piamente discontinua. Por lo que I' actiia de manera libre y propiamente discon-
tinua en la variedad Ur y por la Proposicién 3, I'\Ur es variedad diferenciable de
dimensién 3 compleja. Ademds, como SL(2,C) y Q x CP! son invariantes bajo I,
y como [' actia en B en el primer factor y como la identidad en el segundo, en-
tonces ¢ : I'\(Q x CP') — (T'\Q) x CP',¢([z,y]) := ([z],y) es un biholomorfis-

mo. Por lo que I\Up = T'\ (SL(Q,(C) U (9 x (CIP’l)) — I\SL(2,C) UT\(Q x CP!) ~
I\SL(2,C)U(I'\Q x CP'), en particular I'\SL(2,C) C I'\Ur. Ademés como SL(2,C)

es denso en Ur (ya Ur es abierto y denso en K), entonces I'\SL(2,C) es abierto y
denso en I'\Ur. O

Sean ¢ y QAS las acciones por la izquierda y por la derecha, respectivamente, de
SL(2,C) en K, estudiadas en las subsecciones anteriores

¢:SL2,C)x K - K, ¢:KxSL2C)—>K

Proposicién 16 El grupo SL(2,C) actia por la derecha en T'\Ur, mediante 2
M\UrxSL(2,C) — I'\Ur, definida por \([Z], A) := [¢(Z, A)], para toda A € SL(2,C),
Z =|20:21:20: 23 24] € Ur.

Demostracion:
Observemos primero que Ur es invariante bajo la accién ¢ ya quesi Z := [z : 21 : 29 :

~

23 24 € Up; si Z € SL(2,C), para todo A € SL(2,C), ¢(A,Z) € SL(2,C) C Ur;
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si Z € B, entonces Z = (z,s) € Q x C (visto en coordenadas), por lo que para todo
Ae SL(2,C)
ds —b

—cs+a

O(z,5), A) = (2,
Afirmamos que ¢ : I' x Up — Ur y (E : Ur x SL(2,C) — Ur conmutan, ya

que si [z0 @ 21 @ 22 1 23 ¢ 2] € SL(2,C), es sélo la asociatividad de matrices y si
[ZO 21 %9 ZZ4]€By

A:(‘C‘ Z)GSL(Z,C), 21:(

en coordenadas de B tenemos que

)eQx C cC Ur.

Q) Q)

b
- SL(2,C
d)é (2,C),

— -~ ~

B4, 6((2,5), A)) = B(B(A, (2, 5)), A) = (“”b, df‘ll>.

cz+d —cs+a

Notemos que \ esté bien definida; si Z, 7€ Ur, Z ~ 7 , entonces existe v € I" tal
que ¢(vy, Z) = Z, por lo que
6(1,6(2,A)) = 3(8(1, Z), A) = 6(Z, A),

esto es, ¢(Z, A) ~ ¢(Z, A).
Finalmente observemos que A es accién ya que

)

~

AMGZ]A) ) AQ&Zzﬂ}ﬁ) [6(6(2, A), A)] = [6(2, AD)] = \(1Z], AA).

Proposicién 17 La variedad T\ SL(2, C)U(T\QxCP') es una extension equivariante
del espacio homogéneo I'\SL(2,C) y un espacio cuasihomogéneo de SL(2,C).

Demostracion:
Sea i: T\ SL(2,C) — T'\ SL(2,C) U (I'\ Q x CP') la inclusién; por las definiciones
de las acciones A y A de SL(2,C) en I'\SL(2,C), si Z,A € SL(2,C)

ioAN[Z],A) =i([ZA4)]) = [ [1:az1 +czg: bz +dzg : azz + czy : bzz + dzy] } =

A([2), A) = i(|2)), A).

Por que la variedad Zp := T'\SL(2,C)U(T/Qx CP') es una extensién equivariante
de T'\SL(2,C) y un espacio cuasihomogéneo de SL(2,C). O

Ahora buscaremos subgrupos I' C SL(2,C) kleinianos y libres de torsion, tales
que I'\Ur sea compacto; para esto estudiaremos la compactificacién por puntas de va-
riedades diferenciables y encontraremos condiciones suficientes para que esto suceda.
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5. Compactificacién por puntas

A continuacién, durante toda esta seccidon, estudiaremos las ideas y resultados de
Guillot en [6] y de Raymond en [7].

Las variedades diferenciables compactas presentan una serie de facilidades para
trabajar con ellas en matematicas; tales espacios tienen una multitud de propiedades
utiles, las cuales se utilizan a la hora de demostrar teoremas o cuando se realizan
construcciones. Por ello estamos interesados en encontrar condiciones bajo las cuales
la variedad Zr, construida por Guillot en [6] y estudiada por nosotros en la seccién
anterior, es compacta.

Sabemos que un espacio topolégico Hausdorff, localmente compacto, que no sea
compacto, siempre se puede compactificar por un punto; sin embargo estamos intere-
sados en saber cudndo la variedad Zp = T'\SL(2,C)U(I'\Q x CP') es una compactifi-
cacién de T'\SL(2,C) y, como I'\Q x CP* tiene més de un punto, la compactificacién
por un punto no nos sirve.

Por otro lado, la compactificaciéon por puntas de variedades diferenciables, estu-
diada en esta secciéon nos dara condiciones suficientes para que nuestra variedad Zp
sea compacta.

La idea geométrica intuitiva de una punta en un espacio topolégico es muy sencilla,
sin embargo, formalizarla no lo es tanto. Intuitivamente puede pensarse de la siguiente
manera: si K := {K,,} es una sucesion creciente de compactos anidados (que cumplen
ciertas propiedades que veremos mas adelante), a medida que la sucesién de compactos
crece, las componentes conexas de M — K,, van haciéndose mas chicas y posiblemente
dividiéndose o desapareciendo; de esta manera formamos un arbol en el que cada
componente conexa de M — K, representa una arista que se ramifica en mas aristas
si M — K, 11 consta de mas componentes conexas contenidas en M — K, y cada rama
infinita representa a una punta.

Por ejemplo, como el complemento de cualquier compacto contenido en R tiene
dos componentes conexas, el arbol que se forma tiene dos ramas infinitas, por lo que R
tiene dos puntas; mientras que como el complemento de cualquier compacto contenido
en C es conexo, el arbol que se forma tiene s6lo una rama infinita, por lo que C tiene
una punta.

Durante toda la seccion M y N seran arbitrarias variedades diferenciables, sin
frontera y conexas.

En esta seccién formalizaremos la definicién de punta de M dada en el péarrafo
anterior, daremos una topologia en el espacio M unién el espacio de puntas de M,
mostraremos que este espacio es una compactificacién de M y que esta construccién
siempre la podemos hacer. Veremos que M es compacto si y s6lo si no tiene puntas;
que si K es una subvariedad encajada compacta de M y M — K tiene un nimero finito
de puntas entonces, M es compacta si y sélo si el nimero de puntas de M — K es igual
al nimero de componentes conexas de K. Este tiltimo resultado nos dara la respuesta
a lo que buscamos (ver el final de la seccién anterior), ya que si I'\Q2 es compacto
y T\SL(2,C) tiene un nimero finito de puntas, entonces como I'\Q2 x CP' es una
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subvariedad encajada compacta de Zr, bajo estas condiciones, Zr serd compacto siy
sélo si el numero de puntas de I'\SL(2, C) es igual al nimero de componentes conexas
de I'\Q.

Finalmente veremos que si existe un fibrado entre las variedades M y N con fibras
conexas y compactas entonces, el espacio de puntas de M es igual al espacio de puntas
de N y recordando el fibrado de la Proposicién 10, pag. 18, entre I'\SL(2,C) y T'\H?3,
podremos calcular el espacio de puntas de I'\SL(2, C) y compararlo con el nimero de
componentes compactas de I'\(2; es aqui donde el estudio de variedades de dimensién
real 2 y 3 nos da informacién sobre el estudio de variedades de dimensién 3 compleja.

En la siguiente seccion daremos ejemplos de grupos kleinianos libres de torsiéon
para los cuales, utilizando estos argumentos, la variedad Zr es compacta.

5.1. Existencia de la compactificacion por puntas

La siguiente Proposicion nos dara mas adelante la existencia de la compactificacién
por puntas de variedades diferenciables.

Proposicién 18 FEriste una sucesion creciente de compactos

{K, : K, C M, K, compacto : para toda n € N, K, C K, 1}, tal que:

1) M =U,K, =U,K; y K, C K.

2) Para todan € N, M — K,, tiene un nimero finito de componentes conexas.
3) Se tiene que M es compacta si y sdlo si esta unidon es finita

Demostracion:

Sabemos por topologia diferencial que para toda variedad diferenciable M existe
una funcién suave y propia f : M — Rt U {0}; por el Lema de Sard sabemos que
Lebesgue-casi todo punto en R*U{0} es valor regular, sea n; € R*U{0} valor regular
de f, tal que f~'(ny) # 0. Como f~([0,n1)) vy f~'((ny1,00)) son abiertos en M, son
subvariedades encajadas de M de dimension igual a la de M y sin frontera, por lo
que todos los puntos son interiores, por lo que Fr(f~'([0,n])) C f~'(n1); como n,
es valor regular, f~!(n;) es subvariedad encajada compacta de codimension 1.

Siz e ft(n1) — Fr(f~'([0,n1])) entonces existe U C M, z € U tal que para
todo u € U, f(z) < ny, pero esto no puede suceder ya que z serfa un punto critico,
en contradiccién a como escogimos a ny. Sea K; := f~!([0,n4]). Por lo anterior
Fr(f=1([0,n1])) = f~(n4), entonces K; es una subvariedad encajada compacta de M
con frontera f~!(ny) y como f~!(ny) tiene un nimero finito de componentes conexas
(porque si no lo fuera se contradiciria el hecho de que es una subvariedad encajada
compacta), entonces M — K tiene un nimero finito de componentes conexas, una
por cada componente de f~!(n;).

Notemos que M es compacta si y sélo si f es acotada .

=) f(M) Cc R" U{0} compacto, por tanto acotado.

<) Si f es acotada, entonces existe H € R* tal que M = f~1([0, H]), por lo que,
como f es propia, M es compacto.
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Sea {n;} una sucesién estrictamente creciente de valores regulares de f, tales que
lim;_,, n; = 00, entonces como M es conexa, pueden suceder dos cosas, la primera es
exista L € N, tal que para todo | > L, f~*(n;) = 0 (si M es compacto) y la segunda
es que para todo [ € N, f~1(n;) # 0 (si M no es compacto).

Para todo [ € N Sea K, := f~*([0,n]). Entonces por los mismos argumentos
que para ni, si f1(n;) # 0, tenemos que K,, es una subvariedad compacta con
frontera f~1(n;) compacta y con un nimero finito de componentes conexas, por lo
que M — K, tiene un numero finito de componentes conexas; si f~(n;) = 0, entonces
F74([0,ny]) = M. Por lo que se cumple 2.

Claramente, M = f~YRT U {0}) = f~Y(U[0,n])) = UK,, = f~H(U[0,n;)) C
UK, Kn = f7H([0,m]) € f7([0,7041)), esto es, se cumple 1).

Claramente M es compacto si y s6lo si la unién anterior es finita (se cumple 3).
O

Supongamos K C M compacto. Si C' C M — K es una componente conexa, dire-
mos que C' es una componente conexa acotada si C' es compacta o equivalentemente,
C' es una componente conexa no acotada si C' no es compacta.

Dada una sucesion creciente de compactos {K, : K, C M },en, diremos que la
sucesion tiene la propiedad A si cumple lo siguiente:
1) M =UKy =U Ky Ko C K.
2) Para toda o € N, M — K, tiene un nimero finito de componentes conexas.
Observemos que la Proposicion 18 nos dice que en una variedad diferenciable,
siempre existen sucesiones crecientes de compactos con la propiedad A.

Proposicién 19 Sea K := {K,} sucesion creciente de compactos con la propiedad
A. Entonces se tiene que

1) Para todo K C M compacto existe n € N tal que K C K.

2) M es compacta si y solo si existe L € N tal que M = K.

3) St F'C M es cerrado, F es compacto si y solo si existe n € N tal que F C K.

Demostracion:
1) Si K € M compacto y no es cierto que exista n € N tal que K C K, entonces
para todo n € N, K — K, tiene infinitos elementos.

Seax; € K— Ky, x9 € K — Ky, x5 # x1; para todan € N, sea z, € K — K,,, x,, #
x; para todo j < m; como K es compacto y {z,} C K, existe una subsucesién
convergente, supongamos x,, — x; por definiciéon de la propiedad A existe m € N
tal que x € K, , esto es, existe U abierto que contiene a x tal que U C K,, y como
x, — x entonces existe N € N tal que para todon > N, x, € U C K,,. Por lo que
para toda n > maz{N,m}, x, € K¢ C K¢, y x, € U C K,,, lo cual es evidentemente
una contradiccion.

2) =) Se sigue directamente del inciso 1. <=) Es trivial.

3) =) Es sélo el inciso 1). <) si existe n € N tal que F' C K, entonces F es
compacto. ]
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Bajo las condiciones de la Proposicién anterior, si F' C M es un compacto, diremos
entonces que la sucesiéon de compactos K con la propiedad A eventualmente se come
a F.

5.2. El Espacio de Puntas

Fijemos por el momento una sucesién K := {K,,} de compactos con la propiedad A.
En esta subseccion definimos un conjunto B al que llamamos espacio de puntas de
M, que depende de la sucesién de compactos I, y una topologia en B que lo hace
compacto. En la siguiente subseccién definiremos una topologia en X := M U B que
extendera a lade M y ala de B, esto es, tal que las topologias de M y B como subespa-
cios de X sean justo las que teniamos y mostraremos que el espacio topoldgico X no
depende de la sucesién de compactos K, lo que nos facilitara el calculo de este espacio.

Para toda o € N, sea A, := { A’ }I'*, la coleccién de todas las componentes conexas
no acotadas de M — K,. Si o, € N, a < (3, entonces por definicion de la sucesién de
compactos {K,} con la propiedad A, K, C Kp, sea 72 : Az — A, el mapeo natural
que manda cada componente no acotada Aiﬁ de M — Kj a la tnica componente no
acotada A, de M — K, que contiene a A%. Entonces el sistema {A,, ¢} define un
limite inverso de conjuntos:

Bi=limA, = {(Alr)e: Ya A €A, V7,8 v<f Af C A}
= {(A)o: Ya Al €A, V.8, v<B nl(A])=AD}

que es claramente un subconjunto de [ ], Aq; los elementos de B los llamamos puntas
de M vy el conjunto B lo llamamos el espacio de puntas de M.

Si a € B, para toda o € N, sea m, : B — A, la proyeccion en la a- ésima
coordenada, entonces claramente para todo o, 3 € N, v < 3, 7% o T3 = Mg

Proposicién 20 Sea A%, una componente conexa de M — K,; A%, es una componente
conerxa acotada si y solo si existe n € N tal que A’, C K,

Demostracion:
=) es justo la Proposicién 19. B
<) Si AY, C K, entonces, A, C K, por lo que A%, es compacto.

Proposicion 21 Para todo @ € N consideremos a A, con la topologia discreta,
[1, Aa con la topologia producto de Tychonoff y a B con la topologia de subespacio
(denotémosla 7'31), entonces B es compacto con respecto a Tpy.

Demostracion:

Sabemos que para todo o € N, A, es finito. Supongamos F := {V, }, cubierta abierta
de B, tomemos arbitrario Vs € F, entonces existe basico [[,Us N B € 75,, [[, Ua N
B C V, tal que para todo o € N, excepto para un numero finito, U, = A, . Entonces,
como [ [, U, cubre a todos excepto a un nimero finito de puntos en [ [, Aq, [ [, UaNB,
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y por lo tanto V, cubre a todos excepto a un numero finito de elementos en B;
tomemos un elemento de F por cada elemento en B no contenido en V'; entonces
formamos una subcubierta finita de F. O

Proposicién 22 Para todo o, 3 € N, a < 3, w2 : Az — A, es sobre.

Demostracion:

Sea a, € N, a < By A! una componente conexa no acotada de M — K,, esto
es, A’ no es compacto; sean Aé, ..., Aj todas las componentes conexas de M — K
contenidas en A’. Si para todo j = 1,...,s se tiene que AJB es acotada, entonces
como A, C KzgU AU ... UAY, tenemos que A, C KzU AU ... U/I%; por lo
que A! es un cerrado contenido en un compacto, por tanto es compacto. Por lo tanto
habria una contradiccion. O

5.3. Compactificaciéon por puntas

Definiremos ahora una topologia en X = M U B, veremos que esta topoloia exten-
dera las topologias que tenemos definidas en M y B; mostraremos que X es una
compactificacion de M y que, M es compacto si y sélo si no tiene puntas.

Veremos también que esta compactificacién no depende de la sucesién de com-
pactos con la propiedad A que escojamos, que si K es una subvariedad encajada
compacta de M, el espacio de puntas de M — K es igual al espacio de puntas de M
mas k puntos aislados, donde k es el nimero de componentes conexas de K y final-
mente mostraremos que si 7 : M — N es un fibrado diferenciable entre variedades
diferenciables con fibras compactas y conexas entonces, los espacios de puntas de M
y N son homeomorfos.

Para todoa € B, a € N, sea Ag(‘” := 74(a), la componente no acotada de A, que
es la a-ésima coordenada de a, sea B el conjunto de puntas de b € B tales que
Ta(b) = A2 Sea B la coleccién de todos los abiertos de M y de todos los conjuntos
de la forma N := A2@ ) Bala),

Proposicion 23 La coleccion B es una base para una topologia en X que extiende
la topologia de M y la de B.

Demostracion:

Claramente la interseccion de dos abiertos de M es abierto de M y B cubre a X; si
Ng, Nf € B no tienen puntas en comun, entonces la interseccion es abierto de M
y por tanto elemento de B. Para todo a@ € N, sea A, := {A) : i =1,...,n,} la
coleccién de todas las componentes conexas no acotadas de M — K, ; por propiedades
de conexidad para todo a, 3, a # 3, paratodoi=1,...,n4,j = 1,...,n5, A%, C Al

A/Jé c Al 6 AN Ag = (). Esto es, para cualesquiera dos componentes conexas no
acotadas no ajenas, una estd contenida en la otra. Por lo anterior, si a,b € B son
puntas distintas y N := Ag(”) U B, Nf = Ag(a) U B*% son dos elementos no

ajenos de B, si suponemos que a < (3, entonces Nbﬁ C N2, por lo que N ﬁNbﬂ = NbB.
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Claramente la topologia en X extiende a la de M; de igual manera la topologia
en X extiende a la de B, ya que una base de B con la topologia de subespacio de
X es la coleccin {N® N B}aenaen, una base de la topologia 751 es {B*} enaen v
NN B = B*@, O

Teorema 24 Fl espacio X es Hausdorff y compacto.

Demostracion:
Probaremos primero que X es Hausdorff; sean a,b € B Funtas distintas, sea a :=
min{n € N : mo(a) # 7a(b)}, entonces A5™ U B® y A2y B®) son dos abiertos
ajenos de X que contienen a a y a b, respectivamente.

Supongamos que C es una cubierta abierta de basicos de X; como B es compacto,

existe una subcoleccién finita C; 1= {AR @)y Bm(@) A7)y @} de € que
cubre a B, donde a4, ...,a; € B, paratodai=1,...k,sea Cy; := AZZ(C”)UB”Z'(‘“), sea
U:=Ur,C1 a:=mazx{n;:j=1,...,k}, queremos ver que X — U es compacto.

Si U contiene a todas las componentes conexas de M — K, entonces terminamos
(ya que sélo faltaria por cubrir un compacto). Si existe una componente conexa A
de M — K, no contenida en U, entonces como las componentes conexas o son ajenas
o una esta contenida en la otra, A no interseca a U, como para todo o, 3 € N,a <
B, © : Ag — A, es sobre, si A fuese no acotada existirfa una punta en B cuya
a-ésima coordenada es A y que no esta contenida en U; lo cual es una contradiccién;
entonces A es acotada.

Por lo que X — U es un cerrado y es la union de K, con un ntmero finito de
componentes conexas acotadas de M — K,, por lo que X — U es la unién de K,
con un numero finito de compactos (las cerraduras de algunas componentes conexas
acotadas de M — K,), por lo tanto X — U es compacto y podemos encontrar una
subcoleccién finita de C que lo cubra y unirla con C; y asi encontrar subcubierta finita
de X. 0

Teorema 25 La variedad M es compacta si y sdlo si no tiene puntas (B =10).

Demostracion:
=) Supongamos que M compacto, entonces por la Proposicién 19 existe L € N tal
que M = K. Por lo que para toda o > L la tinica componente conexa de M — K, es
(), por lo que no hay componentes conexas no acotadas y por lo tanto no hay puntas,
esto es B = ().

<) Si no hay puntas, entonces para toda o € N, A, = (), ya que si existe n € N
tal que A!, € A,, como para toda 7,3, v < [, 7T5 es sobre, por lo que existiria
una punta; entonces M es igual a K7 unién las componentes conexas M — K; (todas
acotadas), por lo tanto, M es compacto. O

Teorema 26 Si K := {K,} y K := {K,} son dos sucesiones crecientes de compactos
en M con la propiedad A, B y B los espacios de puntas correspondientes y X := MUB
y X := M U B las compactificaciones por puntas correspondientes; entonces X ~ X.

Demostracion:
Sea a € B,a = {A}*, A3?,... A% ...}, entonces para todo n € N, A% es una com-
ponente conexa no acotada de M — K,,, deseamos definir una punta a € B. Para
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todo j € N, sea nj o= min{n € N : K C K.}, sea AJ la tinica componente
conexa de M — KJ que contiene a AnJ ; entonces como para todo n € N, Af»

es una componente conexa no acotada, entonces para todo n € N A““ es una
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componente conexa no acotada. Como para todo j € N, AaJ D An]’ D AnJ 0

Ajff D Anjﬁl, entonces A N Ajfll # () y como todas las componentes conexas de-

terminadas por K := {K,} son ajenas o una estd contenida en la otra, A ”1 C Aaj

Porloquea:—{AZ’{l,... Afh , . }GB Sea F : X—>X F(x) :—:USl:UEM,
F(a) := asia € B. Por lo anterlor F esta bien definida; adems es inyectiva, ya
que si a,b € B, a # b, sean; == min{n € N: K, C K, y A% # A} sea

I :=min{n € N: K,, C K,}, entonces g?l” # Ezl por lo que @ # b.

Mostraremos ahora que F' es un homeomorfismo; supongamos NS basico que
contiene a la punta a = (a,) € B definida como antes, N = A% U B% Sea my :=
min{n € N: K, C f?n} Supongamos sin pérdida de generalidad (s6lo para simplificar
la notacién) que hay 3 componentes conexas no acotadas de M — [A(ml contenidas en
A% entonces existen @, /b\, ¢eB , con my-ésima coordenadas las componentes conexas

no acotadas de M — K m, contenidas en A%, denotadas por A\%l , .%Alffﬁl , A\fﬁ;l . Entonces
F(N2) = A% B U Bbn U Bém = A% U NI U NG U NZ™ es abierto es X, ya
que B = {z € B : 1, (z) = Apit} es abierto en B, (al igual que Bbm y BPm) y

= A U B es béasico en X (al igual que NEml y NZ') . Por lo que F es abierta

e inyectiva. Definamos ahora G : X — X de la misma manera en que definimos £,
solo intercambiando los papeles de B y B, entonces GG es abierta e inyectiva por la
misma razén que F' lo fue. Deseamos ver que F'y GG son inversas. Si a € B definida
como antes, sea b := G o F(a) € B, b= {A" A% ...}, supongamos que a # b, sea
[ € N tal que Ab’ #+ A ,seam :=min{n € N: K| C I?n}, entonces si como antes,
a:= Fl(a), Wm(a) = C A%, entonces por construccién de Go F'(a), la coordenada
l-ésima de G o F(a) es la unica componente conexa de M — K que contiene a AA es
A% contradiccion. Entonces G o F' es la identidad, de la misma manera se muestra
que F o G es la identidad. Por lo que F' es un homeomorfismo. 0

Proposicion 27 Si K C M es una subvariedad encajada compacta y conexa. En-
tonces el espacio de puntas de M — K es homeomorfo a la union del espacio de puntas
de M mds un punto aislado.

Demostracion:

Sea Bj; el espacio de puntas de M, By, _k el espacio de puntas de M — K; daremos
una funcion F : By, — Bj/_k, mostraremos que es un homeomorfismo sobre su
imagen y que By _x — F(B)y) es un punto aislado.

Sea A := {K,} una sucesién de compactos en M con la propiedad A; como K
es una subvariedad encajada compacta de M, por topologia diferencial sabemos que
existe en M una vecindad tubular UK de K de radio € > 0 (para algin ¢ > 0),
tal que UK C M; para toda n € N, sea UK, vecindad tubular de K de radio =
K, = K,N (M — UK,) es compacto y como N, UK, = N, UK, = K, entonces
M—-K=U,(M-UK,), M- K=U,(M -UK,) =U,(M -UK,)°.



38 5 COMPACTIFICACION POR PUNTAS

Afirmamos que M — K = U, (Kn N (M — UKn)> =U, (Kn N(M — UKn)) . Para
probar esta ultima afirmacién observemos de manera trivial que es suficiente probar
que M — K C U,(M — UK,)°. Supongamos x € M — K, entonces por lo anterior
y recordando que A es una sucesién de compactos con la propiedad A, tenemos que
dn,m € Ny U,V abiertos de M, tal quex €e U C M —UK,, x € V C K,, y, como
M—-UK, C M —-UK,41, K, C K1, si k:= max{n,m}, entonces x € UNV C
KN (M -UKy).

Por lo que { K. ;L} es una sucesion creciente de compactos en M — K con la propiedad
A.

Sia:=(a,) = (A2, € By; definiremos F(a) € By_x; como UK es compacto,
existe N € N tal que UK C Ky, entonces o > N, Ag(“) = m,(a) es también una
componente conexa no acotada de M — K., entonces V o > N sea (F(a))q := AZ™.
Para toda o < N, sea (F(a)), la tinica componente conexa no acotada de M — K,
que contiene a A%(a); claramente F(a) € By—k.

Supongamos a € By B*@ = {b € B : 1,(b) = a(a)} basico de By, que contiene a
a;sia > N, entonces F(B*@) = BoF(@): gi o < N, sean ANt AN fodas Tas
componentes conexas no acotadas contenidas en Ag"(“), para algunas ay, ..., a; € By,
entonces B4 = Uk BN@) y F(B2@) = Uk BN(F(@)) por 1o que F es abierta; sea
F(a) € F(B), B*¥@) un bésico de My;_x que contiene a F(a), si & > N, entonces

Ffl(Ba(F(a))) = B*@) si q < N, sean Ag((fl()al)), e ,Ag((i()“’“)) todas las componentes

conexas no acotadas contenidas en A;((Z)(a)), para algunas F'(ay), ..., F(ax) € F(By),
entonces BoW(@) = kb pNF(@) ¢ p-l(pa@)) = gk BN@) por lo que F es
continua; por tanto es un homeomorfismo sobre su imagen.

Como para todo o > N hay exactamente una componente no acotada de M — K;
distinta de las provenientes de M, a saber, UK, — K, entonces ¢ := {UK, — K}, es
una puntade M — Ky (UKy — K)N BN es un bésico de By_g tal que la tnica
punta que contiene es a ¢, por lo tanto c es aislada.

Por lo que el espacio de puntas de M — K es igual al espacio de puntas de M
unién un punto aislado. 0

Proposicién 28 Si en la Proposicion anterior, K tiene k componentes conexas, en-
tonces, el espacio de puntas de M — K es igual al espacio de puntas de M mds k
puntos aislados.

Demostracion:
Para cada componente conexa compacta de K escojamos vecindades tubulares ajenas
y utilicemos la misma idea de la Proposicion anterior. O

Proposicion 29 Si K es una subvariedad encajada compacta de M, tal que M — K
tiene un numero finito de puntas. Entonces, M es compacta si y solo si el nimero de
puntas de M — K es igual al numero de componentes conexas de K.

Demostracion:
Por la Proposicion 28, si Ny;_ g < oo es el nimero de puntas de M — K, entonces
M tiene un numero finito de puntas, sea Nj; el numero de puntas de M; como toda
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subvariedad encajada compacta K tiene un numero finito de componentes conexas,
si C'k el nimero de componentes conexas de K se tiene por la Proposicion 28 que
Py_g = Py + Ck.

Por lo que Py = Ck siy sélo si Py = 0siy s6losi M es compacto (Proposicién
25). O

Proposicion 30 Si 7 : M — N es un fibrado diferenciable entre variedades diferen-
ciables, con fibras compactas y conexas, entonces los espacios de puntas de M y de
N son homeomorfos.

Demostracion :

Mostraremos primero que 7 es abierta; utilizando el hecho de que toda variedad es
localmente conexa y la hipdtesis, existe una cubierta abierta {Us} de N y un compacto
K tal que para todo 3 7' (Upg) = Uz x K y que Uy es conexo. Sea m3 1= 7|—1(1,);
como 7 : Ug x K — Upg es una proyeccion, entonces es abierta, por lo que si es
cualquier abierto U C M, U = Ug(n (Ug) N U), ©(U) = Ugmg(m 1 (Us) NTU) es
abierto; por lo que 7 es abierta. Mostraremos ahora que 7 es una funcién propia y
que la preimagen de conexos es conexa.

Supongamos que L C N es un compacto, sea {z,} C 7~ 1(L) , entonces {m(z,)} C
L, por lo que existe subsucesién convergente, supongamos m(z,) — x € L, entonces
existe U C N abierto, tal que z € Uy 77 }(U) = U x K y existe N € N tal que
para todon > N, z, € 7 Y(U) =~ U x K; sean z,, € U,y, € K tal que z, = (z,,, yn),
entonces para todo n > N,x, € U; como {y,} C K existe subsucesin convergente,
supongamos ¥y, — y € K, entonces claramente z, = (z,,y,) — (z,y) € U X Ky
(z,y) € 7 Y(L). Por lo que 7~!(L) es compacto.

Supongamos que A C N es conexo, entonces para todo 3, Cz = Uz N A es
conexo, por lo que A = UgCp, para toda 3, 7 '(Cs) ~ Cz x K es conexo y
7Y (A) = Ugn 1(Cp). Por todo lo anterior, una separacién de 7~ !(A) induce bajo
7 una separacién en A, por lo que 77!(A) es conexo.

Supongamos { K} una sucesién creciente de compactos de N con la propiedad
A, entonces como 7 es propia, {7 1(K,)} es una sucesién creciente de compactos.
Queremos ver que tiene la propiedad A; tenemos que
M=7YN)=rYU,K,) =U,7m HK,), M =7 YN) =71 U,K?) = U, 7 (K?),
7 HK2) C (mY(K,))°, porlo que M = U, (77 }(K,))° y paratodan € N, 77 }(K,) C
(7 (o)),

Ademas para todan € N, si A}, ..., A} son las componentes conexas de M — K,,,
entonces como preimagen de conexos es conexo, m *(A7}),...,m ' (A}) son conexos,
ademds de ser ajenos y como conexos van en conexos, si 7' (A7) Un~" (A7) es conexo,
entonces A} U A7 serfa conexo, por lo que 771 (A7), ..., 771 (A}) son las componentes
conexas de M — 7~ 1(K,). En particular, si K, := 7—'(kK,), entonces {K,} es una
sucesion creciente de compactos en M con la propiedad A.

Afirmamos que 7 '(A) = 771(A). Si x € 71(A), sea V abierto que contiene
a m(x), entonces por continuidad, 771(V') es un abierto que contiene a z, por lo
que existe y € 7 1(V) N 71(A), por lo que n(y) € VN A, esto es x € 7 1(A). Si
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r € 77 1(A), sea U abierto que contiene a x, entonces como 7 es abierta, F(U) es un
abierto que contiene a m(z), por lo que existe a € ANm(U), esto es, existe u € U, tal
que a = 7(u), por lo que u € U N7 1(A), esto es, z € 7~ 1(A).

Por lo que como 7 es propia y continua y, por el parrafo anterior, para todo
neN,j=1,... k A"escompactasiy solosi 7 '(A7) = 7~ 1(A") es compacto.
Con todo esto A} es una componente conexa no acotada de N — K, si y sélo si
W‘l(A;?) es una componente conexa no acotada de M — K;L; por lo que tenemos de
manera natural una biyeccion entre las puntas, si By, By son los esFaCios de puntas
de M y N, respectivamente, a = {A2"}, € By < @ = {7 ' (4A0")},, € By que
induce una biyeccion entre los basicos (y por tanto entre los abiertos) de los espacios

de puntas By, By, B™® « B™@), O
5.4. Condiciones bajo las cuales la variedad Zr := I'\Ur es
compacta

En esta breve subseccién continuamos el estudio de la construccién de Guillot en [6]
de una compactificacién Zr equivariante de I'\SL(2, C), un espacio cuasihomogéneo
compacto de SL(2,C).

Supongamos, como en la seccién 4, que I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano libre
de torsién con dominio de discontinuidad Q en CP', sea Zp = I'\Up = I'\SL(2,C) U
(T\Q2 x CP') la variedad diferenciable construida en la seccién 4, la cual mostramos
que es una extensiéon equivariante de I'\SL(2,C). A continuacién utilizaremos los
resultados de la seccién 3 y de la subseccién anterior para encontrar condiciones
suficientes bajo las cuales la variedad Zr es compacta.

Proposicién 31 Supongamos que T\Q es compacto y que T\IH® tiene un mimero
finito de puntas. El niimero de puntas de T'\ H? es igual al nimero de componentes
conexas de I'\ Q si y sdlo si la variedad Zr es compacta.

Demostracion:

Es muy bien sabido que SL(2,C) es conexo, por lo que I'\SL(2,C) es conexa. Como
H? es conexo, entonces I'\H? es conexo; ademas como SL(2, C) es denso en Ur (porque
lo era en K) entonces Ur, y por tanto Zr es conexo. Por lo que tiene sentido hablar
del espacio de puntas de I'\SL(2,C) y de ['\H?.

Supongamos que I'\Q es compacto y que I'\H? tiene un niimero finito de pun-
tas; por la Proposicién 10 en la pag. 18, existe un fibrado ¥ : T\SL(2,C) — I'\H?
con fibras compactas y conexas, por lo que por la Proposicién 30 en la pagina 39,
el espacio de puntas de I'\H? es homeomorfo al espacio de puntas de I'\SL(2,C) y
como I'\H? tiene un ntimero finito de puntas, entonces el nimero de puntas de '\ H?
es igual al nimero de puntas de I'\SL(2,C). Como (I'\Q2) x CP' es una subvariedad
encajada compacta de Zr y como ['\SL(2,C) tiene un nimero finito de puntas, por
lo anterior y por la Proposiciéon 29 en la pagina 38, Zr es compacto si y sélo si el
nimero de puntas de I'\H? es igual al ntimero de componentes conexas de I'\ (). O

Notemos que si I' es cocompacto y el nimero de puntas de I'\H? es igual al niimero
de componentes conexas de I'\Q2 entonces, I' es convexo cocompacto; ésto se sigue de
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la Proposicién 29, de que I'\2 es una subvariedad encajada compacta de T'\ (B? U Q)
y de que T\(B* U Q) =T'\B* UT'\Q.
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6. Espacios cuasihomogéneos de SL(2,C) que son
compactos

Supongamos, como en la seccién 3 y 4, que I' C SL(2,C) es un grupo kleiniano sin
torsiéon. Hemos encontrado en la seccién anterior condiciones suficientes para que la
extension equivariante Zr de I'\SL(2,C), dada por la construccién de Guillot en [6]
y estudiada en la seccion 3, sea compacta; en esta seccion estudiamos ilustramos esta
situacion, esto es, estudiamos subgruppos I' C SL(2, C) kleinianos y libres de torsién
en los que se tiene que I'\Q) es compacto, I'\H? tiene un nuimero finito de puntas y
el ntimero de puntas de T'\H? es igual al niimero de componentes conexas de I'\;
por lo que por la Proposicion 31, Zr es compacto.

Si ' € SL(2,C) es un grupo kleiniano libre de torsién y g € SL(2,C), donde
Ur = SL(2,C) U (2 x CP') es el abierto, considerando en la seccién 3, -invariante
mas grande contenido en K donde I' actiia de manera propiamente discontinua, en-
tonces por la Proposicién 12, pag. 20, gI'g~! es un grupo kleiniano sin torsién con
dominio de discontinuidad g(Q), Uyry—1 = SL(2,C) U (g(Q2) x CP') y Ur es biholo-
morfo a Uyr,-1. Sabemos que I' actiia en Ur por la izquierda via ¢ (definida en la
seccién 3). Existe ademds una tnica accién de I' en Uyp,-1 que hace al biholomorfismo
¢g : Ur = Ugrg—1, ¢4(Z) := ¢(g, Z) sea I'-equivariante con respecto a esta accion y ¢,
a saber, esta accién esta dada por ¢* : I' x Uyrg—1 — Uyrg-1, ¢*(7,Z) == ¢(9797 1, Z),
por lo que por la Proposicién 6, pdg. 14, ¢; : I\Ur — I'\Uyrg-1, ¢5([Z]) = [¢4(Z)] es
un biholomorfismo; claramente I'\U,r,-1 es igual al espacio cociente resultante de la
accién ¢ : gI'g™" x Uypg-1 — Uyrg—1, por lo que I'\Ur es biholomorfo a gT'g™"\U,ry-1.
Ademés sabemos que SL(2,C) actia por la derecha en T'\Ur y en gI'g~\(gl'g™1) y
como ¢ y qg conmutan, el biholomorfismo (5; es SL(2,C)-equivariante. Por lo que la
extension equivariante de I'\SL(2,C), dada en la construccién de Guillot en [6], de
subgrupos kleinianos conjugados, es la misma.

Por los resultados de la seccién 1y 2, 7 : SL(2,C) — PSL(2,C), w(g) :==1g], g €
SL(2,C) es un cubriente 2 a 1, un biholomorfismo local y un homomorfismo de grupos
de Lie. Siguiendo a Kra en [9], sabemos que todo grupo kleiniano T'cPS L(2,C) libre
de torsion se puede levantar a un grupo kleiniano I' C SL(2, C) libre de torsién. Por lo
que estudiaremos ciertos grupos kleinianos T cPS L(2,C) libres de torsién tales que
el nimero de puntas de T'\H? sea igual al niimero de componentes conexas de T\ y
con el levantamiento dado por [9], obtendremos asi, grupos kleinianos I' C SL(2,C)
libres de torsién, tales que la extensién equivariante Zr de I'\SL(2, C) sea compacta.

Decimos que una transformaciéon de Mobius g €Mob(S?) es lozodrémica si tiene
exactamente dos puntos fijos, uno atractor y otro repulsor.

Proposicién 32 (/3] pdg. 2)
Si g eMib(S?), son equivalentes:
1) g es lozodrémica.
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2) g es conjugada a z — Nz, con A € C, |\| > 1.
3) Sit es la traza de la transformacion (esto es, la traza de la matriz asociada a la
transformacion g), entonces t € C\ [—2,2].

Si g € M es loxodromica, decimos que es hiperbolica si la A de la Proposicién 32
es real, esto es, A € R. Cabe mencionar que algunos autores llaman hiperbdlicas a
todas las transformaciones loxodrémicas.

Consideremos una coleccién de g > 1 pares de circulos mutuamente disjuntos en
CP', {Cy,C, ... ,Cy, C;}, con interiores mutuamente disjuntos. Para cada indice i,
escojamos una transformacion A; €M6b(S?) que mande C; a su pareja C; y mande
el interior de C; al exterior de su pareja. El grupo I' := (A4;,..., A,) finitamente
generado, es llamado un grupo de Schottky de género g. El muy conocido Lema del
ping pong (consultar a Beardon en [11, pags. 102,103 y 104]) nos dice que todo grupo
de Schottky es un grupo libre, esto es, no tiene relaciones.

SiT' C PSL(2,C) es kleiniano tal que el conjunto limite de la accién de I en CP'
estd contenido en algin circulo en CP', entonces decimos que T es fuchsiano.

A continuacién daremos 3 ejemplos en los que I'\§2 es compacto y el nimero de
puntas de T\H? es igual al niimero de componentes conexas de I'\§2, por lo que por
la Proposicién 31, Zr es compacto

Ejemplo 33 Grupo generado por una transformacion hiperbdélica.

Siguiendo a Seade y a Ramirez en [4], consideremos g €Mo6b(S?) hiperbdlica, supon-
gamos que los puntos fijos son —1 y 1, con —1 repulsor y 1 atractor, supongamos
g € PSL(2,R), digamos g = foho f71 h(z) := X2, A € R, |\| > 1, f(2) =
(2 —1)/(z + 1). Sabemos que g fija el semiplano superior H? y que la dindmica del
semiplano inferior H? es la misma que la de H? reflejada en el eje real. Asf que estu-
diaremos primero a I' := {g) actuando en H? y luego en CP!. Sea E la tnica geodésica
hiperbélica en H? que une los puntos —1 y 1; para cada punto = € E existe una tinica
geodésica C, ortogonal a £ que pasa por el punto z; la familia C := {C, }.cg es ajena
v UyepCy = H2. Como ademéds las transformaciones de Mobius mandan circulos
en circulos (en particular geodésicas hiperbdlicas en geodésicas hiperbdlicas), son
conformes y g fijaa —1y 1, E es invariante bajo g y ¢ manda geodésicas de la familia C
en geodésicas de la misma familia. F es llamado el eje de la transformacion hiperbdlica
ya que para cada z € H? existe un tnico z € F y un tnico w € Cy(x), consistente
con el hecho de que las transformaciones de Mob(S?) preservan la orientacién, tal que
2 € Oy, w € Cyyy y d(z,2) = d(w, g(x)) (donde d es la distancia hiperbélica), por lo
que w = g(z); lo anterior se ilustra en la figura 1.

Actuando T' en CP', como la érbita de cualquier punto distinto de 0 e oo bajo la
transformacion h esta contenida en un rayo que emana del 0, entonces la 6rbita de
cualquier punto distinto de —1 y 1 bajo g esta contenida en algin circulo que une —1
y 1.

Por lo que podemos imaginar a g como una transformacién que aleja circulos que
contienen a —1, acercandolos a 1, agrandandolos y luego encogiéndolos.
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Figura 1: Dinamica de la transfirmacion hiperbdlica g.

h(z)=2z

Figura 2: Dindmica de la transfirmacién hiperbélica h en CP' y en CP' U B?.

Lo més natural serfa que, si F es la semiesfera en H? de didmetro determinado
por E, g represente en Mob(]B3) a la transformacion que manda esferas ortogonales a

E en esferas ortogonales a E alejandolas de —1 y acercandolas a —1.

De hecho este es el caso, para convencernos de esto basta normalizar la transfor-
macién g para obtener la transformacién hiperbélica h(z) := k?z, [k| > 1,k € R (ver
figura 2), por lo que si fi(z) := 1/z, fo(2) := k?/z, entonces h = f, 0 f1, por lo que
por el Teorema de extensién de Poincaré, h €Mob(B?) es la inversién en el la esfera de
radio 1 seguida de la inversion en la esfera de radio k, por lo que la dindmica de h es la
igual en cualquier rayo que emane del 0. Componiendo con el difeomorfismo conforme
entre B® US? y H® U CP', imaginamos a g actuando en B* U S? — {polos} alejando
semibolas en B3 U'S? — {polos} ortogonales a S* de centro un polo y acercandolas al
otro polo (ver figura 2).

Entonces I tiene como dominio de discontinuidad = CP* — {—1,1} en CP', un
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Figura 3: Dominio fundamental del grupo I' generado por una transformaciéon
hiperbélica en B? U CP'.

Figura 4: Construccion de la superficie compacta orientable de género 2

dominio fundamental un anillo A, es cocompacto ya que I'\Q2 = T? (El toro), el cual
tiene una componente conexa, I'\B? es un toro sélido abierto, el cual tiene una punta
y T\(B3 U Q) es un toro sélido cerrado (ver figura 3).

Ejemplo 34 Fuchsiano de Genero g > 2.

Consideremos en H? un octégono regular, con lados formados por geodésicas hiperbéli-
cas, tal que la suma de sus angulos interiores sea 27, enumeremos los lados en sentido
contrario a las manecillas del reloj (ver figura 4), sea g; la transformacién hiperbdlica
que manda el lado 1 en el lado 3, g» la que manda el lado 2 en el lado 4, g5 la que
manda el lado 5 en el 7y g la que manda el 6 en el 8. Sea I' := (g1, 92, g5, gs) acta
en CP' con dominio de discontinuidad € igual a H? U H?, un dominio fundamental
en CP' igual al octdgono y I'\Q2 = T? U T? (donde T? es el Toro) es compacto y tiene
dos componentes conexas; Beardon formaliza lo anterior en [11, pags. 268-270].

Por como vimos que se extendfan las transformaciones hiperbélicas a B2 U2, sean
C1,...,Cg las semibolas abiertas contenidas en B3 U ) determinadas por los lados del
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Figura 5: Dominio fundamental de la accién del grupo fuchsiano en B3 U Q

octdgono, entonces D := (B*UQ) — U, C; es un dominio fundamental de la accién en
B2 U (ver figura 5), e imaginamos a D bajo la accién de I en B U trasladdndose
por todo B2 U viajando por los ejes de traslacion determinados por los generadores
de T, por lo que T'\B?® ~ T? x R, que como fibra sobre R con fibras compactas y
conexas T?, tiene dos puntas, y I'\(B3UQ) ~ T? x [0, 1]; Marden formaliza lo anterior
en (3, pag. 74]

Tomando un 4g-agono, podemos generar un grupo I' C PSL(2,C) con dominio de
discontinuidad 2 = H2UH?, tal que T'\ 2 sean dos superficies compactas orientables
de genero g y T'\(B? U Q) igual al producto de la superficie compacta orientable de
género g por R.

Ejemplo 35 Schottky de Génerop > 1

Consideremos un grupo de Schottky de genero p; supongamos que los circulos de la
familia

C:={C,C,...,CpC}
son como en la definiciéon de grupo de Schottky y las transformaciones A; de la

definicién son hiperbélicas. Entonces I' actiia en CP' con dominio de discontinuidad
Q0 = CP'\ K, donde K es un conjunto de Cantor; un dominio fundamental de
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Figura 6: Dominio fundamental del grupo de Schottky en el disco de Poincaré y en
B* U CP'.

I en CP' es CP' menos los interiores de todos los elementos de C, I' \ © es una
superficie compacta orientable de género p, el cual tiene una componente conexa. Si
C:= {Cl, Cl, . Cp, C ) es la coleccién de todas las esferas en B* U Q determinadas
por todos los arculoa de C, entonces, un dominio de fundamental de I' en B3 U Q
es igual a B® U Q) menos los interiores de todas las esferas de C, I' \ B? igual a un
g-toro sélido abierto, el cual tiene una punta y I'\ (B3UQ) es igual a un g-téro sélido
cerrado; ver figura 6.
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