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1. Resumen

En esta tesis estudiamos la construcción de Guillot en [6, pág. 277] de una variedad ZΓ

que compactifica a la variedad Γ\SL(2, C) de dimensión compleja 3 y de una acción
de SL(2, C) en ZΓ que extiende a la acción de multiplicación a la derecha de SL(2, C)
en Γ\SL(2, C), donde Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo discreto y sin torsión. Bajo

estas condiciones decimos que ZΓ es una compactificación equivariante de Γ\SL(2, C).
Como la acción de Γ en Γ\SL(2, C) es transitiva, entonces la acción de SL(2, C) en
ZΓ identifica a la variedad Γ\SL(2, C) con una órbita, esto es, tiene una órbita de la
misma dimensión de ZΓ, decimos entonces que ZΓ es un espacio cuasihomogéneo de

SL(2, C).
El estudio de estos espacios es interesante ya que, como Guillot prueba en [6,

pág. 255], si Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano no elemental y libre de torsión y

si M es cualquier variedad que es una compactificación equivariante de Γ\SL(2, C),
entonces existe una función continua y SL(2, C)-equivariante de M sobre ZΓ; por

lo que en este sentido la compactificación equivariante ZΓ de Γ\SL(2, C) es la más
pequeña de todas las compactificaciones equivariantes de Γ\SL(2, C).

En la segunda sección estudiamos condiciones suficientes para que el espacio de

órbitas de una acción de un grupo de biholomorfismos sobre una variedad diferenciable

compleja sea una variedad diferenciable compleja de dimensión igual a la de la varie-

dad original, como ejemplo veremos la acción en un grupo de Lie G de un subgrupo

discreto Γ ⊂ G inducida por la multiplicación del grupo; veremos que de manera

natural G actúa por la derecha en Γ\G mediante la acción inducida por la multipli-

cación del grupo.

En la sección 3 estudiamos la estructura de variedad diferenciable real de SL(2, C)
y encontramos algunas relaciones entre las acciones de un subgrupo Γ ⊂ SL(2, C) en
CP

1, H3, CP
1 ∪ H

3 y SL(2, C). Definimos el dominio de discontinuidad, a un grupo

kleiniano y al conjunto ĺımite.

En la sección 4 encajamos a SL(2, C) en una cuádrica K de CP
4 y definimos

acciones derecha e izquierda de SL(2, C) en K que extienden a la multiplicación por

la derecha y por la izquierda en SL(2, C), esto es, K es una compactificación biequi-

variante de SL(2, C) y encontramos para cada grupo kleiniano Γ ⊂ SL(2, C) libre de
torsión, un abierto UΓ ⊂ K, invariante bajo la acción izquierda de Γ, tal que Γ actúa

satisfaciendo las condiciones estudiadas en la sección 2 y el cociente ZΓ = Γ\UΓ es una

variedad diferenciable de dimensión 3 compleja que contiene a la variedad Γ\SL(2, C)
como subespacio denso. Mostramos que SL(2, C) actúa en ZΓ extendiendo la acción

de SL(2, C) en Γ\SL(2, C); bajo estas condiciones decimos que ZΓ es una extensión

equivariante de Γ\SL(2, C).

En la sección 5 encontramos condiciones suficientes en las acciones de Γ en H
3 y en

CP
1 para que la extensión ZΓ equivariante de Γ\SL(2, C), sea una compactificación

equivariante de Γ\SL(2, C), para ello estudiamos la compactificación por puntas de
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variedades diferenciables.

Finalmente en la sección 6 damos ejemplos en los que utilizando las condiciones en-

contradas en la sección 5, ZΓ es compacta: el grupo generado por una transformación

hiperbólica, cierto grupo fuchsiano y un grupo de Schottky.
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2. Variedades Cociente

En esta sección estudiaremos condiciones que nos garantizan una estructura de va-

riedad diferenciable compleja en el espacio de órbitas de una acción de un grupo

de biholomorfismos sobre una variedad diferenciable compleja tal que el espacio de

órbitas tenga la misma dimensión que la variedad original.

Como ejemplo estudiaremos la acción en un grupo de Lie de un subgrupo discreto

inducida por la multiplicación del grupo; veremos que de manera natural el grupo

actúa en el espacio de órbitas. De hecho, el objetivo principal de esta tesis es estudiar

la construcción de Guillot en [6, pág. 277] de una compactificación de este espacio

de oŕbitas (para SL(2, C) y ciertos subgrupos discretos) y una extensión de la acción
del grupo en él, esto es, estudiar espacios cuasihomogéneos de SL(2, C) que sean
compactos.

Durante toda esta sección, sea M una variedad diferenciable compleja de di-

mensión k, G un grupo de biholomorfismos de M , donde e es el biholomorfismo

identidad. De manera natural G actúa por la izquierda en M mediante la acción

φ : G×M → M, φ(g, x) := g(x).

Las definiciones y resultados de las dos primeras subsecciones tienen su versión

R-diferenciable o simplemente topológica, esto es, existen resultados similares para el

caso en el que sólo estemos interesados en la estructura R-diferenciable o puramente

topológica y no en la C-diferenciable. También existen generalizaciones, por ejemplo

por Lee en [8, pág. 153].

2.1. Condiciones para definir una estructura de variedad

Siguiendo a Thurston en [10, pág. 154], decimos que G actúa de manera propiamente

discontinua en M si para todo K ⊂ M compacto se tiene que para todo g ∈ G, ex-
cepto quizá para un número finito, K∩gK = ∅. La definición anterior no es estándar,
por ejemplo Beardon en [11, pág. 94], bajo las mismas condiciones dice que G actúa

de manera discontinua en M .

Decimos que G es libre de torsión si no tiene elementos de orden finito. Decimos que

G actúa de manera libre en M si para todo x ∈M , el estabilizador St(x) := {g ∈ G :

gx = x} = {e}.

Si G es libre de torsión y actúa de manera propiamente discontinua en M , en-

tonces G actúa de manera libre en M , ya que si x ∈ M, g ∈ St(x), g 6= e, entonces
como G es libre de torsión, {gn} ⊂ G es una sucesión de elementos distintos, tal que

para todo n ∈ N, gn(x) = x; pero si esto sucede, como los puntos son compactos, se
contradice el hecho de que G actúa de manera propiamente discontinua en M .

Consideremos en M la relación de equivalencia ∼ definida de la siguiente mane-

ra: x, y ∈ M, x ∼ y si y sólo si existe g ∈ G tal que g(x) = y; denotaremos por
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x � y a dos elementos x, y ∈ M que no están relacionados. Definimos el espacio de

órbitas G\M como el conjunto de clases de equivalencia determinadas por ∼, esto es,
G\M := {[x] : x ∈M}.

Durante ésta y la siguiente subsección supondremos que G actúa de manera libre

en M .

Proposición 1 Si G actúa de manera libre en M . Son equivalentes:

1. G actúa de manera propiamente discontinua en M .

2. Se tienen las siguientes dos condiciones:

a) Para todo x ∈ M existe U ⊂ M abierto tal que x ∈ U y para todo g ∈ G, g 6= e,
tenemos que U ∩ gU = ∅.
b) Para todos x, y ∈ M en distintas G-órbitas existen abiertos U, V ⊂ M que con-

tienen a x y a y, respectivamente, tales que para todo g ∈ G se tiene que U ∩ gV = ∅.

Demostración:

⇒) Supongamos que G actúa de manera propiamente discontinua en M . Sea x ∈M ,

como M es localmente compacto, existe K ⊂ M compacto y U ⊂ M abierto tal que

x ∈ U ⊂ K, entonces como G actúa de manera propiamente discontinua en M , U
interseca a lo más a un número finito de sus G-trasladados. Sean g1, g2, . . . , gk ∈ G los

únicos elementos de G, distintos de e, tales que para todo j = 1, . . . , k, U ∩ gjU 6= ∅;
como G actúa de manera libre en M y M es Hausdorff, para todo j = 1, . . . , k,
gjx 6= x y existen Vj, Wj abiertos ajenos que contienen a x y a gjx, respectivamente,
por lo que Uj := Vj ∩ g−1

j W es un abierto que contiene a x tal que Uj ∩ gjUj = ∅.

Entonces V := U ∩ ∩k
j=1Ui es un abierto que contiene a x tal que para todo g ∈

G, g 6= e, V ∩ gV = ∅; por lo que se satisface a).
Sean x, y ∈ M dos puntos no relacionados; como M es localmente compacto y

Hausdorff, existen abiertos ajenos U1, U2 que contienen a x y a y, respectivamente y
un compacto K ⊂ M tal que U1 ∪ U2 ⊂ K, entonces para todo g ∈ G, excepto para
un número finito, U2 ∩ gU1 6= ∅. Sean g1, . . . , gk ∈ G los únicos elementos no triviales

de G tales que para todo j = 1, . . . , k, U2 ∩ gjU1 6= ∅; para cada j = 1, . . . , k, sean
U1,j, U2,j abiertos ajenos de M tal que gjx ∈ U1,j, y ∈ U2,j (los cuales existen ya que

M es Hausdorff y x � y). Entonces Û1 := U1 ∩∩
k
j=1g

−1
j U1,j y Û2 := U2 ∩∩

k
j=1U2,j son

abiertos de K que contienen a x y a y respectivamente, tales que Û2 no interseca a

ningún trasladado de Û1; por lo que se cumple b).

⇐) Supongamos que se satisfacen los incisos a) y b) y que existe un compacto

K ⊂ M que lo intersecan un número infinito de sus G-trasladados; por lo que existe
una sucesión {gn} ⊂ G de elementos distintos de G tales que gnxn ∈ K ∩ gnK y por

compacidad existen subsucesiones de {xn} y de {gnxn} convergentes, supongamos
xn → x ∈ K y gnxn → y ∈ K. Entonces x ∼ y o x � y:

Si existe g ∈ G tal que y = gx, entonces xn → x y gnxn → gx, por lo que por
continuidad de φ y porque es una acción, xn → x y g−1gnxn → x; sea U un abierto

que contiene a x con la propiedad a), entonces existe N ∈ N tal que para toda n ≥ N ,

xn ∈ U, g−1gnxn ∈ U , por lo que g−1gnxn ∈ U ∩ g−1gnU , en contradicción a como

escogimos a U .
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Si x y y no están en la misma G-órbita, sean U, V ⊂ M abiertos ajenos con la

propiedad b) que contienen a x y a y, respectivamente, como xn → x y gnxn → y,
existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N, xn ∈ U, gnxn ∈ V , por lo que gnxn ∈ V ∩gnU ,
en contradicción con b). Por lo que para todo compacto K ⊂ M , K no interseca a

ninguno de sus G-trasladados. �

Maskit en [2, pág. 15] dice que la acción φ es libre y discontinua si se satisface la

condición 2, inciso a), de la Proposición anterior.

Si x ∈ M y U ⊂ M es un abierto que contiene a x con la propiedad a) de la
Proposición anterior, decimos que U es un buen abierto para x; claramente para todo
g, h ∈ G, g 6= h, hU ∩ gU = ∅. Tenemos también que para todo x ∈ M y {gn} ⊂ G
sucesión de elementos distintos, {gnx} no converge en M , ya que si existe y ∈ M tal

que gnx → y, entonces existe N > 0 tal que para todo n, k ≥ N, gkx ∈ U ∩ gkg
−1
n U ,

contradiciendo nuestra elección de U .
En la siguiente subsección veremos que si G actúa de manera propiamente discon-

tinua en M , entonces el espacio de órbitas es una variedad diferenciable compleja de

dimensión igual a la de M ; el inciso a) de la Proposición anterior nos permitirá definir
las cartas coordenadas y el inciso b) lo utilizaremos para probar la condición de que
el espacio sea Hausdorff.

Notemos que hasta ahora no hemos utilizado la estructura diferenciable de M .

En ciertas ocasiones, la condición de que G actúe de manera propiamente discon-

tinua en M es equivalente a la condición a) de la Proposición anterior, daremos dos
ejemplos donde esto sucede:

1) Si M admite una métrica riemanniana que hace que G actúe por isometŕıas,

esto es, tal que para todo g ∈ G, φg : M → M, φg(x) := φ(g, x) es una isometŕıa;
esto ya que si se satisface a), x � y y si para cualesquiera dos abiertos U y V de

x y y, respectivamente, existe un G-trasladado de V que interseca a U , entonces
podemos construir una sucesión {gn} ⊂ G de elementos distintos tales que gny → x,
contradiciendo a).

2) Si consideramos la acción por la izquierda de un subgrupo Γ de transforma-

ciones de Möbius en un abierto Ω ⊂ CP
1 invariante bajo la acción del subgrupo. En [2,

pág. 16], Maskit justifica este hecho recordando que las transformaciones de Möbius

mandan ćırculos en ćırculos y que si U ⊂ Ω es una bola abierta con la propiedad

a) y {gn} ⊂ PSL(2, C) cualquier sucesión de elementos distintos, como {gnU} son
todos ajenos, entonces

∑
n Área(gnU) < Área(S2), por lo que ĺımn→∞ Área(gnU) = 0;

entonces si no se satisface b), podemos encontrar x, y ∈ M, x � y y una sucesión

{gn} ⊂ PSL(2, C) de elementos distintos tal que gny → x, contradiciendo a).

Sin embargo en general lo anterior no es cierto y el siguiente ejemplo nos ilustra

esta situación.

Ejemplo. Consideremos en R
2 − {0} la acción del grupo de difeomorfismos G =

{(x, y) 7→ (2nx, 2−ny) : n ∈ Z}. Sea (x, y) ∈ R
2−{0}, si x 6= 0, y 6= 0 y U ⊂ R

2−{0}
es por ejemplo el rectángulo abierto con centro en (x, y), lado horizontal |x|/8 y
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lado vertical |y|/8, o si x = 0 y U es por ejemplo el cuadrado de centro (0, y) y
lado |y|/8, entonces para todo g ∈ G distinto de la identidad, U ∩ gU = ∅; el caso
y = 0 es análogo; entonces se satisface la condición a) de la Proposición anterior. Sin
embargo si (x, 0), (0, y) ∈ R

2 − {0}, para cualesquiera dos abiertos ajenos U y V que

contengan a (x, 0), (0, y), respectivamente, existen iterados por la acción del grupo

que van acercándose al origen y U se alarga horizontalmente y V verticalmente tanto

como queramos, por lo que no se satisface la condición b) de la Proposición anterior.

Proposición 2 Si G actúa de manera libre y propiamente discontinua en M 6= ∅,
entonces G es a lo más numerable; si M es compacto, G es finito.

Demostración:

Supongamos que G actúa de manera libre y propiamente discontinua en M 6= ∅. Para
toda x ∈ K, ρ : G → Gx, ρ(g) := gx, es claramente sobreyectiva; si g, h ∈ G tal que

gx = hx, entonces g−1h ∈ St(x) = {e}, esto es, g = h y ρ es inyectiva; por lo que

G está en correspondencia biyectiva con Gx. Como G actúa de manera libre, propia

y discontinua en M , existe un buen abierto U que contiene a x tal que para todo

g ∈ G, g 6= e, U ∩ gU = ∅, por lo que Gx es un subespacio discreto de M y como un

subespacio discreto de un espacio segundo numerable es a lo más numerable, entonces

Gx, y por tanto G, es a lo más numerable.
Supongamos G = {g1, . . . , gn, . . .}, donde todos los gi son distintos, supongamos

queM es compacta; siG es infinito entoncesGx = {x, g1x, g2x, . . . , gnx, . . .} es infinito
y todos los elementos de la sucesión son distintos elementos de un compacto, por lo

que existe y ∈ M y una subsucesión {gnj
x}, tal que ĺımj→∞ gnj

x = y y se contradice
el inciso a) de la Proposición anterior; por lo que G es finito. �

2.2. El espacio de órbitas es una variedad

Consideramos en el espacio de órbitas G\M la topoloǵıa cociente. Durante toda esta

subsección supondremos que G actúa de manera libre y propiamente discontinua en

M y que π : M → G\M es la proyección usual definida por π(x) := [x].

Proposición 3 Si G actúa de manera libre y propiamente discontinua en M , en-

tonces G\M admite una estructura de variedad diferenciable compleja que hace que

la proyección sea un cubriente y un biholomorfismo local entre variedades complejas.

Demostración

Por la Proposición 2, G es a lo más numerable. Sea G = {g1, . . . , gn, . . .} y sea
B = {B1, . . . , Bm, . . . , } una base numerable de M tal que para toda m ∈ N, Bm es

un buen abierto; si B̂m := tngnBm/ ∼, entonces B̂ = {B̂1, . . . , B̂m, . . . , } es una base
numerable de G\M .

Mostraremos ahora que G\M es Hausdorff; si [x], [y] ∈ G\M, [x] 6= [y], entonces
por la Proposición 1 existen U, V ⊂ M abiertos que contienen a x y a y respectiva-

mente, tales que para todo h, g ∈ G, h 6= g, gU ∩ hV = ∅; entonces Û := tngnU/ ∼,

V̂ := tngnV/ ∼ son abiertos ajenos de G\M que contienen a [x] y a [y], respectiva-
mente.
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Definamos B := {(V, φV )} atlas de G\M de la siguiente manera: Sea A :=

{(U, φU)} atlas de M , podemos suponer que A es tal que para toda U ∈ A, U es

un buen abierto; si A no cumpliera con esto, consideramos el atlas obtenido al inter-

secar los abiertos de A con abiertos que satisfagan esta condición y las restricciones de

las cartas a estos abiertos. Para cada (U, φU) ∈ A, sea V := tn∈N gnU/ ∼. Claramente
para toda n ∈ N, π|gnU : gnU → V es homeomorfismo y por tanto, π : M → G\M es

un cubriente. Entonces φV := φU ◦ π|−1U es un homeomorfismo.

Para ver que los cambios de coordenadas son biholomorfos, basta notar que si

(V2, φV2
) es otra carta de G\M , correspondiente a la carta (U2, φU2

) de M , que inter-

seca a (V, φ), entonces hay dos posibilidades:
La primera es que U ∩U2 6= ∅, en cuyo caso φV ◦φ

−1
V2

= φU ◦φ
−1
U2
es biholomorfo (ya

que M es variedad diferenciable compleja y φU ◦ φ−1
U2

es un cambio de coordenadas).

La otra posibilidad es que U ∩U2 = ∅; entonces existe k ∈ N tal que gkU ∩U2 6= ∅
y φV ◦φ−1

V2
= φU ◦ g−1

k ◦φ−1
U2

es biholomorfa, ya que G es un grupo de biholomorfismos

de M .

Por último, π : M → G\M es un biholomorfismo local, ya que si (U, φ|U ) ∈ A y

(V, φ|V ) es la carta en G\M correspondiente, entonces φV ◦ π ◦ φ−1
U = φ−1

U ◦ φU = I es
biholomorfa. �

Si la variedad M tiene frontera, bajo las mismas hipótesis de Proposición anterior,

la demostración anterior nos dice que G\M es una variedad de dimensión igual a la

de M con frontera G\δM .

2.3. El Ejemplo

En esta subsección daremos el ejemplo mencionado al principio de esta sección. Con-

sideremos como variedad diferenciable compleja a un grupo de Lie complejo G de

dimensión k, esto es, un grupo que sea también una variedad diferenciable tal que

la función producto y la función inversa sean diferenciables; consideremos la acción

suave por la izquierda inducida por la multiplicación a la izquierda de un subgrupo

de Lie Γ ⊂ G, φ : Γ × G → G, φ(γ, g) := γ · g. Claramente como Γ es un subgrupo

de G, Γ actúa de manera libre en G.
Sabemos que en G siempre podemos definir una métrica riemanniana invariante

bajo multiplicación a la izquierda por cualquier elemento del grupo, denotémosla por

d, por lo que Γ actúa por isometŕıas en G y por lo comentado en la subsección anterior,

la condición de que Γ actúe de manera propiamente discontinua en G es equivalente

a la condición a) de la Proposición 1.

Proposición 4 Γ ⊂ G es un subgrupo discreto si y sólo si Γ actúa de manera pro-

piamente discontinua en G.

Demostración:

⇒) Sea g ∈ G, r := 1/4 · ı́nfγ∈Γ,γ 6=e{d(g, γg)}, si r = 0 existiŕıa una sucesión {gn} ⊂ Γ

de elementos distintos tales que gng → g y por continuidad de la acción φ tendŕıamos
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que gn → e, contradiciendo que Γ es discreto, por lo que r > 0; además la bola de

centro g y radio r no interseca a ninguno de sus Γ-trasladados; por lo que se cumple
la condición a).
⇐) Si e ∈ G entonces existe U ⊂ G tal que e ∈ U y para todo g, h ∈ Γ, g 6=

h, gU ∩ hU = ∅, en particular, para todo g ∈ Γ, gU ∩ Γ = {g}, esto es Γ es discreto.

�

Entonces por la Proposición 3, si Γ ⊂ G es discreto, Γ\G admite una estructura de

variedad diferenciable compleja que hace que la proyección π : G → Γ\G, π(x) := [x]
sea un cubriente y un biholomorfismo local entre variedades complejas. En lo que

resta de esta subsección supondremos que este es el caso.

Afirmamos que G actúa por la derecha en Γ\G de manera suave y transitiva

mediante

λ : Γ\G×G → Γ\G, λ([h], g) := [hg]. (1)

donde h, g ∈ G. Para convencernos de esto notemos que λ está bien definida, ya que

si ĥ ∈ G, ĥh−1 ∈ Γ si y sólo si ĥgg−1h−1 ∈ Γ; es acción ya que λ([h], e) = [h] y si
ĝ ∈ G, λ(λ([h], g), ĝ) = λ([hg], ĝ) = [hgĝ] = λ([h], gĝ); es holomorfa ya en cartas es el
producto del grupo de Lie G; si [h], [s] ∈ Γ/G entonces λ([h], h−1s) = [s]. Por lo que
Γ \G es un espacio homogéneo de G, esto es, λ es transitiva.

Como mencionamos al principio de esta sección estamos interesados en estudiar

la construcción de Guillot en [6, pág. 277] de una variedad ZΓ que contenga a la va-

riedad Γ\SL(2, C) como subespacio denso y una acción λ̂ de G en ZΓ que extienda a

λ, esto es, tal que para todo [x] ∈ Γ\G, g ∈ G se tiene que i ◦ λ([x], g) = λ̂(i([x]), g),
donde i : Γ\G → ZΓ es la inclusión. En este caso decimos que ZΓ es una extensión

equivariante de Γ\G, si ZΓ es compacto decimos entonces que ZΓ es una compacti-

ficación equivariante de Γ\SL(2, C). Bajo estas condiciones, como λ es transitiva y

ZΓ y Γ\G tienen la misma dimensión, se tiene de forma inmediata que existe una

órbita de la acción λ̂ de la misma dimensión que ZΓ, decimos entonces que ZΓ es

un espacio cuasihomogéneo de SL(2, C) o un espacio cuasihomogéneo compacto de

SL(2, C), según sea el caso.
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3. SL(2, C)

En esta sección estudiamos la estructura de variedad diferenciable real de SL(2, C), le
damos una estructura de variedad diferenciable real a SL(2, C)/SU(2), estudiamos las
acciones izquierdas de un subgrupo Γ ⊂ SL(2, C) en SL(2, C)/SU(2), CP

1 y en H
3 y

algunas relaciones entre estas acciones y la acción en SL(2, C) estudiada en la sección
anterior. En particular, vemos que la proyección usual SL(2, C) → SL(2, C)/SU(2)
es un fibrado trivial con fibras compactas y conexas, Γ-equivariante, resultado que

utilizamos en esta sección para probar que Γ actúa de manera propiamente dis-

continua en SL(2, C) si y sólo si Γ actúa de manera propiamente discontinua en

SL(2, C)/SU(2); con la anterior encontraremos en la sección 4 una variedad ZΓ que

contenga a Γ\SL(2, C) como subespacio denso.
Veremos también que Γ\SL(2, C) → Γ\(SL(2, C)/SU(2)) es un fibrado con fi-

bras compactas y conexas, resultado que utilizaremos en la sección 4 para calcular

el espacio de puntas de Γ\SL(2, C) y encontrar condiciones bajo las cuales ZΓ es

compacto.

Estudiamos también acciones de grupos kleiniano en CP
1, H

3 y en CP
1 ∪ H

3 y la

relación entre los dominios de discontinuidad, conjuntos ĺımite y variedades cociente

correspondientes.

3.1. Acción de Γ ⊂ SL(2, C) en SL(2, C)/SU(2)

Sea SL(2, C) el grupo especial lineal, esto es, el grupo de matrices de 2×2 con entradas
complejas y determinante 1; sabemos por topoloǵıa diferencial que es un grupo de Lie

de dimensión 3 compleja; sea SU(2) ⊂ SL(2, C) el grupo especial unitario, subgrupo

de matrices que preservan el producto hermitiano en C
2, por álgebra lineal sabemos

que

SU(2) =

{(
α β
−β̄ ᾱ

)
∈ SL(2, C)

}
.

Sea A el grupo af́ın definido por

A =

{(
a− 1

2 b

0 a
1

2

)
∈ SL(2, C) : a ∈ R

+

}
.

Al ser SU(2) yA subgrupos cerrados con las topoloǵıas de subespacio de SL(2, C),
de acuerdo con el Teorema del subgrupo cerrado, enunciado por Lee en [8, pg. 392],

son subgrupos de Lie encajados en SL(2, C) (visto como grupo de Lie real). Es claro
que tanto SU(2) como A tienen dimensión real 3.

Proposición 5 El grupo SL(2, C) es difeomorfo como variedad diferenciable real a

A× SU(2).

Demostración:

Podemos escribir toda matriz en SL(2, C) como producto de una matriz en A multi-
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plicada por una matriz en SU(2), a saber, si

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2, C)

entonces

(
a b
c d

)
=

(
|a1|

b1a1

|a1|

0 |a1|
−1

)( |a1|
a1

0

0
|a1|
ā1

)−1(
α β
−β̄ ᾱ

)−1

(2)

donde si c 6= 0, entonces β = (|d
c
|2 + 1)−

1

2 , α = dβc−1, a1 = aα − bβ, b1 = aβ + bᾱ y

si d 6= 0, entonces α = (| c
d
|2 + 1)−

1

2 , β = c̄ᾱd̄−1, a1 = aα− bβ̄, b1 = aβ + bᾱ .

Como la A ∩ SU(2) es sólo la matriz identidad, toda matriz en SL(2, C) se
escribe de forma única como el producto de una matriz en A por una matriz en

SU(2), entonces está bien definida la transformación Φ : SL(2, C) → A × SU(2),
Φ(A) := (B, C), si A ∈ SL(2, C), A = BC, B ∈ A, C ∈ SU(2); además como los co-
eficientes de las matrices B y C dependen R-diferenciablemente de los coeficientes de

la matriz A, Φ es suave. Claramente su inversa Φ−1 : A×SU(2)→ SL(2, C) definida
por la multiplicación de matrices, es también suave; por lo que Φ es un difeomorfismo.

�

Existen teoremas que generalizan los resultados de la sección 1 (ver [8, págs. 153,

160]) dándonos condiciones para definir de manera única una estructura de variedad

diferenciable en el espacio de órbitas de una acción suave G×M → M , donde G es

un grupo de Lie (de dimensión no necesariamente 0, como lo supusimos en la sec-

ción 1) sobre una variedad diferenciable M , tal que la proyección π : M → G\M
sea una submersión. A continuación encontraremos de una manera más directa esta

estructura diferenciable para el espacio de órbitas SL(2, C)/SU(2) de la acción suave
SL(2, C) × SU(2) → SL(2, C) inducida por el producto en el grupo y mostraremos
que la proyección π̄ : SL(2, C) → SL(2, C)/SU(2) es un fibrado trivial con fibras

compactas y conexas; lo que nos servirá para mostrar que si Γ ⊂ SL(2, C) es un
subgrupo, entonces Γ actúa por la izquierda mediante la multiplicación del grupo de

manera propiamente discontinua en SL(2, C) si y sólo si Γ actúa por la izquierda en

SL(2, C)/SU(2) de manera propiamente discontinua mediante la acción inducida por
la multiplicación del grupo.

Si H es un grupo que actúa por la derecha en las variedades diferenciales M y

N y f : M → N es una función; decimos que f es H-equivariante si para todo

a ∈M, u ∈ H se tiene que f(a · u) = f(a) · u

Proposición 6 Bajo las condiciones del párrafo anterior la función f̂ : M/H →

N/H, f̂([x]) := [f(x)] está bien definida.

1) Si f es inyectiva entonces f̂ es inyectiva.

Además si H es un grupo de homeomorfismos de M y de N
2) Si f es continua y H actúa de manera propiamente discontinua en N , entonces H
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actúa de manera propiamente discontinua en M .

3) Si f es sobre y propia y H actúa de manera propiamente discontinua en M , en-

tonces H actúa de manera propiamente discontinua en N .

4) Si f es sobre y continua, entonces f̂ es sobre y continua. Si f es un homeomorfis-

mo, entonces f̂ es un homeomorfismo y H actúa de manera propiamente discontinua

en M si y sólo si H actúa de manera propiamente discontinua en N .

5) Si H es un grupo de difeomorfismos de M y de N y H actúa de manera libre,

propiamente discontinua en M y f es un difeomorfismo, entonces f̂ es un difeomor-

fismo.

Demostración:

f está bien definida ya que si a, b ∈ M, u ∈ H, b = a · u, entonces f(b) = f(a · u) =
f(a) · u.

1) Si f es inyectiva y f(b) = f(a) · u, entonces f(b) = f(au) y b = au; esto es, f̂
es inyectiva.

2) Si existe un compacto K ⊂ M que interseca a un número infinito de sus

H-trasladados, entonces f(K) es un compacto que interseca a un número infinito de

sus H-trasladados.

3) Si existe un compacto K ⊂ M que interseca a un número infinito de sus

H-trasladados, entonces como f−1(K) · u = f−1(K · u), tenemos que f−1(K) es un

compacto que interseca a un número infinito de sus H-trasladados.

4) Se sigue de la definición de topoloǵıa cociente y del hecho de que f sea continua

o homeomorfismo.

5) Por la Proposición 3, M/H y N/H son variedades diferenciables. Si [x] ∈M/H,

(U, φU) es una carta de M que contiene a x y (Û , φ
Û
) una carta de N que contiene

a f(x), sean (V, φV ) y (V̂ , φ
V̂
) las cartas correspondientes de M/H y N/H que con-

tienen a [x] y a [f(x)], respectivamente estudiadas en la sección anterior; entonces

φ−1
V ◦ f̂ ◦ φ

V̂
= φ−1

U ◦ f ◦ φ
Û
es un difeomorfismo. �.

Si H es un grupo que actúa por la izquierda en las variedades diferenciables M
y N , f : M → N una función, definimos de manera análoga a como lo hicimos para

acciones derechas, el que f sea H-equivariante; claramente la Proposición anterior es

válida en este caso.

Notemos que SU(2) actúa por la derecha en A× SU(2) de manera natural por

(A× SU(2))× SU(2)→ A× SU(2)

(a, s), t 7→ (a, st)

Consideremos a los espacios de órbitas correspondientes de las acciones derechas de

Γ en SL(2, C)/SU(2) y en (A× SU(2))/SU(2) con la topoloǵıa cociente. Afirmamos
que el difeomorfismo Φ de la Proposición 5 es SU(2)-equivariante, ya que si u ∈ SU(2),
a, b ∈ SL(2, C), b = au, entonces φ(b) = φ(a)·u; por lo que por la Proposición anterior

Φ̂ : SL(2, C)/SU(2)→ (A× SU(2))/SU(2), Φ̂([x]) := [Φ(x)]
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es un homeomorfismo.

La función proyección π : A × SU(2) → A, para toda x ∈ SU(2), a ∈ A,
π(a, x) = a, es un fibrado trivial con fibra compacta SU(2), por lo que si identificamos
las fibras, obtenemos el homeomorfismo

π̂ : (A× SU(2))/SU(2)→ A, π̂((B, C) SU(2)) := π(B, C) = B, (3)

si B ∈ A, C ∈ SU(2).
Definamos en (A × SU(2))/SU(2) la estructura de variedad diferenciable de A,

esto es, si (U, φ) es una carta de A, entonces (π̂−1(U), φ ◦ π̂) es una carta de (A ×
SU(2))/SU(2), de la misma manera podemos definir en SL(2, C)/SU(2) una estruc-

tura diferenciable declarando que Φ̂ es un difeomorfismo, por lo que π̄ : SL(2, C) →
SL(2, C)/SU(2), π̄(g) := gSU(2) es un fibrado trivial con fibra compacta y conexa
(ya que π̄ y π son isomorfos como fibrados y SU(2) es compacto y conexo).

Si Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo, entonces Γ actúa por la izquierda en SL(2, C)
y en SL(2, C)/SU(2) mediante la acción inducida por la multiplicación del grupo

ρ : Γ × (SL(2, C)/SU(2)) → SL(2, C)/SU(2), ρ(γ, [g]) := [γg], ya que [g] = [ĝ]
implica que [γg] = [γĝ] y ρ(γ̂, ρ(γ, [g])) = ρ(γ̂, [γg]) = [γ̂γg] = ρ(γ̂γ, [g]); además
como π̄(γg) = γgSU(2) = γπ̄(g), π̄ es un fibrado Γ-equivariante y por la Proposición

6, Γ actúa de manera propiamente discontinua en SL(2, C)/SU(2) si y sólo si Γ es

un subgrupo discreto de SL(2, C). Por lo anterior y por la Proposición 4, obtenemos
la siguiente Proposición:

Proposición 7 Si Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo, entonces

π̄ : SL(2, C)→ SL(2, C)/SU(2),

π̄(g) := [g] es un fibrado trivial con fibra compacta y conexa, Γ-equivariante; si Γ es

discreto y libre de torsión entonces Γ\ (SL(2, C)/SU(2)) es una variedad diferencia-

ble.

Proposición 8 Si Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo discreto y libre de torsión, entonces

π̃ : Γ\SL(2, C)→ Γ\ (SL(2, C)/SU(2)) es un fibrado con fibra compacta y conexa.

Demostración:

Observemos primero que como π̄ es Γ-equivariante, sobre y continua, por la Proposi-

ción 6, π̃ está bien definida, es sobreyectiva y continua; por la Proposición 3, ten-

emos que las funciones π1 : SL(2, C) → Γ\SL(2, C), π1(x) := [x], x ∈ SL(2, C) y
π2 : SL(2, C)/SU(2) → Γ\(SL(2, C)/SU(2)), π2(y) := [y], y ∈ SL(2, C)/SU(2) son
cubrientes; además tenemos que π̃−1([y]) = ∪x∈π̄−1(y)[x] = π1(π̄

−1(y)). Como Γ actúa

de manera libre y propiamente discontinua en SL(2, C)/SU(2), entonces existe U
abierto de SL(2, C)/SU(2) que contiene a [y] tal que no interseca a ninguno de sus Γ-
trasladados; por lo que φ̄−1(y) contiene a lo más un representante de cada punto, esto
es, si x, z ∈ π̄−1(y) entonces x � z, por lo que π1| ¯π−1(y) es inyectivo y como π1 es un
difeomorfismo local entonces π1| ¯π−1(y) es un difeomorfismo e identificamos a y con [y],

por lo que π̃−1([y]) = π1(π̄
−1(y)) ≈ π̄−1(y) = ySU(2) ≈ {y}×SU(2) = {[y]}×SU(2).
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Como Γ actúa de manera propiamente y discontinua en SL(2, C)/SU(2), si [y] ∈
Γ\(SL(2, C)/SU(2)), entonces existe U ⊂ SL(2, C)/SU(2), y ∈ U abierto que no

interseca a ningún Γ-trasladado, por lo que V := ∪g∈ΓgU/ ∼ es un abierto de

Γ\(SL(2, C)/SU(2)) que contiene a [y]; por la misma razón que para la fibra de

un punto, π1|π̄−1(U) son difeomorfismos, por lo que U ≈ V y π̃−1(V ) = π1(π̄
−1(U)) ≈

π̄−1(U) = U × SU(2) ≈ V × SU(2) �

3.2. Acciones en CP
1 y en H

3, grupos kleinianos

Claramente {I,−I} ⊂ SL(2, C) es un subgrupo discreto, entonces por la sección 1

sabemos que PSL(2, C) := SL(2, C)/{I,−I} es una variedad de dimensión 3 com-

pleja tal que π : SL(2, C) → PSL(2, C) es un cubriente 2 a 1 y un biholomorfismo
local entre variedades complejas; como {I,−I} es un subgrupo normal en SL(2, C),
entonces PSL(2, C) es un grupo. Además el producto es diferenciable ya que en coor-
denadas se ve como el producto en SL(2, C), por la misma razón, la transformación
inversa [g] 7→ [g−1] es diferenciable. Por lo que PSL(2, C) es un grupo de Lie y π es

un homomorfismo de grupos de Lie.

Identificamos a PSL(2, C) con el grupo Möb(S2) de transformaciones de Möbius
mediante el isomorfismo ρ : PSL(2, C)→ Möb(S2) definido por

[(
a b
c d

)]
→

az + b

cz + d

La acción por la izquierda de SL(2, C) en CP
1, φ : SL(2, C)× CP

1 → CP
1, definida

por

φ

((
a b
c d

)
, [z : 1]

)
:= [az + b : cz + d]

define una acción por la izquierda de PSL(2, C) en CP
1 por biholomorfismos de CP

1

(transformaciones de Möbius), φ̂ : PSL(2, C)× CP
1 → CP

1, φ̂([g], [z : 1]) := φ(g, [z :
1]), [g] ∈ PSL(2, C), [z : 1] ∈ CP

1.

Si Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo libre de torsión, entonces como π|Γ es un difeo-
morfismo local inyectivo, es un difeomorfismo entonces, Γ es isomorfo como grupo de

Lie a π(Γ). Además la acción φ de Γ en CP
1 es igual a la acción φ̂ de π(Γ) en CP

1;

por lo tanto utilizaremos a Γ y π(Γ) y a φ y φ̂ indistintamente. Existe un resulta-

do rećıproco a este, que nos garantiza el levantamiento de subgrupos kleinianos de

Möb(S2) a SL(2, C), hablaremos de esto en el caṕıtulo 5.

Sea Γ ⊂ SL(2, C) un subgrupo, estudiaremos ahora la acción de Γ en H
3. La

inversión clásica en S
1 = R∪{∞} con centro en 0 y radio 1, es la función definida por

x 7→ 1/x, donde asumimos 1/0 =∞, 1/∞ = 0. Podemos definir también la inversión

en intervalos de arbitrario centro c y radio r, mediante x → c+ r2/(x− c).
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Definimos para n = 2, 3, las inversiones en S
n = R

n ∪ {∞} en arbitrarias (n− 1)-

esferas en S
n, considerando todos los rayos que emanan del centro de la esfera y

definiendo la inversión en cada rayo justo como lo hicimos en dimensión 1.

De acuerdo con Seade y Ramı́rez en [5, pág. 16] , toda inversión en una (n − 1)-

esfera en S
n es un difeomorfismo de S

n que preserva ángulos (conforme) y esferas de

todas las dimensiones.

Por variable compleja sabemos que Möb(S2) es el grupo formado por todas las

composiciones pares de inversiones en ćırculos en CP
1. Definimos de manera análoga

a Möb(S3) como el grupo formado por todas las composiciones pares de inversiones en

esferas y a su subgrupo Möb(B3) como el grupo formado por todas las composiciones

pares de inversiones en esferas que preservan a B
2, de acuerdo con Seade y Cano en [5,

pág. 16], estas son esferas ortogonales a S
2. Toda esfera ortogonal a S

2 determina un

único ćırculo en S
2 y viceversa, hemos dado una idea de la prueba del muy conocido

Teorema de extensión de Poincaré [5, pág. 17].

Teorema 9 Möb(B3) ' Möb(S2).

En particular Möb(S2) actúa en B
3 ∪ S

2 por difeomorfismos conformes, dejando

a B
3 y a S

2 invariantes.

Por geometŕıa hiperbólica sabemos que B
3 y H

3 admiten una métrica riemanniana,

llamadamétrica hiperbólica cuyas isometŕıas son precisamente Möb(S2) = PSL(2, C).
Además existe un difeomorfismo conforme entre B

3 ∪ S
2 y H

3 ∪CP
1 (composición de

dos proyecciones estereográficas), que manda isométricamente a B
3 en H

3; por lo que

podemos definir una única acción de PSL(2, C) en H
3∪CP

1 tal que el difeomorfismo

entre B
3 ∪ S

2 y H
3 ∪ CP

1 sea PSL(2, C)-equivariante. Sea ρ̄ : PSL(2, C)×H
3 → H

3

esta acción restringida a H
3. Sea ρ : SL(2, C)×H

3 → H
3 la acción suave de SL(2, C)

en H
3, definida por ρ(g, x) := ρ̄(π(g), x), donde g ∈ SL(2, C), x ∈ H

3, π : SL(2, C)→
PSL(2, C) es el cubriente anterior.

Por la misma razón que para CP
1, si Γ ⊂ SL(2, C) es libre de torsión, identi-

ficamos la acción de ρ de Γ en H
3 con la acción ρ̄ de π(Γ) en H

3. Es bien sabido

que ρ es transitiva y con subgrupo de isotroṕıa SU(2), entonces por [8, pág. 162],
ρ̂ : SL(2, C)/SU(2) → H

3, ρ̂([B]) = ρ̂([A]) := ρ(B, (0, 0, 1)) = ρ(A, (0, 0, 1)) ∈ H
3,

donde B = AU ∈ SL(2, C), U ∈ SU(2) y

A :=

(
a b
0 a−1

)
∈ A, a > 0, (4)

es un difeomorfismo. Como ρ̂ es la evaluación de la transformación de Möbius deter-
minada por A en el punto (0, 0, 1) y la transformación de Möbius correspondiente a
A es TA(z) = a2z + ab, se extiende a H

3 como una homotecia por a2 seguida de una
traslación en por (ab, 0) ∈ H

3, por lo que ρ̂([B]) = TA((0, 0, 1)) = (ab, a2) ∈ C× R
+.

Proposición 10 Para todo subgrupo Γ ⊂ SL(2, C) libre de torsión, el difeomor-

fismo ρ̂ : SL(2, C)/SU(2) → H
3, ρ̂([A]) = (ab, a2), donde A es como en (4), es

Γ-equivariante. Γ es discreto si y sólo si Γ actúa de manera propia discontinua en

H
3. Si Γ ⊂ SL(2, C) es un subgrupo discreto libre de torsión, entonces Γ\H3 es una
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variedad diferenciable de dimensión real 3, la función ρ̄ : Γ\(SL(2, C)/SU(2)) →
Γ\H3, ρ̄([x]) := [ρ̂(x)], x ∈ SL(2, C)/SU(2) es un difeomorfismo y la función

Ψ : Γ\SL(2, C) → Γ\H3, Ψ([y]) := ρ̄ ◦ π̃([y]), y ∈ SL(2, C), donde π̃ es como

en la Proposición 8 (pág. 16), es un fibrado con fibras compactas y conexas.

Demostración:

Es Γ-equivariante ya que

ρ(γ, ρ̂([B])) = ρ(γ, ρ̂([A])) = ρ(γ, ρ(A, (0, 0, 1))) =

= ρ(γA, (0, 0, 1)) = ρ̂([γA]) = ρ̂(γ[A]) = ρ̂(γ[B]).

Como por 7 la proyección π̄ : SL(2, C) → SL(2, C)/SU(2) es un fibrado trivial

con fibras compactas y conexas, ρ̂ ◦ π̄ es sobre, continua y propia, entonces por la

Proposición 6, Γ actúa de manera propiamente discontinua en SL(2, C) si y sólo si Γ
actúa de manera propiamente discontinua en H

3, y por la sección 1, sabemos que Γ

actúa de manera propiamente discontinua si y sólo si Γ es discreto.

Como ρ̂ es un difeomorfismo Γ-equivariante, por el inciso (5) de la Proposición

6 (pág. 14), ρ̄ es un difeomorfismo; además por la Proposición 8, π̃ es un fibrado

con fibras compactas y conexas, por lo que Ψ es un fibrado con fibras compactas y

conexas. �

Sea Γ ⊂ SL(2, C) subgrupo libre de torsión. Definimos el dominio de discon-

tinuidad de la acción φ : Γ×CP
1 → CP

1, denotado por Ω, como el conjunto de todos

los puntos x ∈ CP
1 tales que existe un abierto U ⊂ CP

1, x ∈ U que no interseca

a ninguno de sus Γ-trasladados; cabe mencionar que esta definición no aplica si hay

torsión en el subgrupo Γ. Notemos que Ω es un abierto de CP
1, ya que si x ∈ CP

1

y U es el abierto de la definición anterior, entonces U ⊂ Ω, por lo que Ω es una

variedad de dimensión 1 compleja. Además Ω es Γ-invariante, esto es φ(Γ× Ω) = Ω,

ya que si g ∈ Γ, x ∈ Ω, entonces existe U abierto de Ω tal que x ∈ U y para todo

h ∈ Γ, h 6= e, U ∩ hU = ∅, entonces gU es abierto de Ω que contiene a gx y para

todo l ∈ Γ, l 6= e, gU ∩ lgU = ∅, por lo que gx ∈ Ω; si x ∈ Ω y g ∈ Γ, como

gx ∈ Ω, entonces x = g−1gx, por lo que x ∈ φ(Γ × Ω). Entonces Γ actúa en Ω,

φ|Γ×Ω : Γ × Ω → Ω satisfaciendo la condición a) de la sección 1, por lo que por los
resultados de la sección 1, Γ actúa de manera propiamente discontinua en Ω; además

Ω es el abierto Γ-invariante más grande contenido en CP
1 con tal propiedad y Γ\Ω

es una variedad diferenciable de dimensión compleja 1.

Estamos interesados en considerar subgrupos Γ ⊂ SL(2, C), tales que su dominio
de discontinuidad Ω sea no vaćıo, en este caso diremos que Γ es un grupo kleiniano;

un enfoque moderno (que no adoptamos en esta tesis) es definir a un grupo kleiniano

como un subgrupo discreto de SL(2, C).

Proposición 11 Si Γ es un grupo kleiniano entonces Γ es un subgrupo discreto de

SL(2, C).

Demostración:

Siguiendo a Maskit en [2, pág. 18], supongamos Γ kleiniano y no es discreto, entonces
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existe una sucesión {gn} de elementos todos distintos de Γ, tales que gn → e; entonces
para toda z ∈ CP

1, gnz → z, por lo que toda vecindad de z contiene infinitos

trasladados, en particular z /∈ Ω. Concluimos que Ω = ∅. �.

Proposición 12 Para todo g ∈ SL(2, C), Γ y gΓg−1 son isomorfos como grupos de

Lie. Más aún, Γ es un grupo kleiniano libre de torsión con dominio de discontinuidad

Ω en CP
1 si y sólo si gΓg−1 es un grupo kleiniano libre de torsión con dominio de

discontinuidad g(Ω) en CP
1 y Γ\Ω es biholomorfo a gΓg−1\g(Ω).

Demostración:

Identifiquemos a g ∈ SL(2, C) con π(g) ∈ PSL(2, C). Como la multiplicación por

g es un difeomorfismo de SL(2, C) en si mismo y la conjugación es un isomorfismo,
entonces Γ y gΓg−1 son isomorfos como grupos de Lie. Notemos que si φ : Γ × Ω →
Ω, φ(γ, x) := γ(x), γ ∈ Γ, x ∈ Ω es la acción de Γ en su dominio de discontinuidad Ω,

entonces Γ actúa g(Ω) mediante φ̂ : Γ× g(Ω)→ g(Ω), φ̂(γ, x) := g ◦ γ ◦ g−1(x), γ ∈
Γ, x ∈ g(Ω), por lo que por construcción, el biholomorfismo g : Ω → g(Ω) es
Γ-equivariante; por los resultados de esta sección Γ actúa de manera propiamente

discontinua en g(Ω) y por la Γ-equivarianza de g y por definición de Ω, g(Ω) es el
abierto más grande con tal propiedad, por lo que g(Ω) es el dominio de discontinuidad

de φ̂ y Γ\Ω es biholomorfo a Γ\g(Ω). Además la acción φ̂ es exactamente igual a la

acción de gΓg−1 en g(Ω) definida por φ̄ : gΓg−1 × g(Ω) → g(Ω), φ̄(gγg−1, x) :=
g ◦ γ ◦ g−1(x), γ ∈ Γ, x ∈ g(Ω), por lo que gΓg−1 es un grupo kleiniano con dominio

de discontinuidad g(Ω) en CP
1 y Γ\Ω es biholomorfo a gΓg−1\g(Ω).

Por lo que estudiar la acción φ es lo mismo que estudiar la acción φ̄. En particular
como toda transformación de Möbius tiene uno o dos puntos fijos, entonces Ω 6= CP

1,

por lo que si b ∈ CP
1, podemos suponer que b /∈ Ω, ya que si Ω contuviera a b, en-

tonces si c /∈ Ω y g es una transformación de Möbius tal que g(c) = b (la cual siempre
existe), considerar al grupo kleiniano Γ con dominio de discontinuidad Ω es igual a

considerar al grupo kleiniano gΓg1 con dominio de discontinuidad g(Ω). En ocasiones
simplificaremos los cálculos suponiendo que ∞ /∈ Ω. �

Decimos que un punto x ∈ CP
1 es un punto ĺımite del grupo kleiniano Γ si existe

z ∈ Ω y existe {gn} ⊂ Γ todos distintos, tales que gnz → x. El conjunto de puntos
ĺımites correspondiente a Γ lo denotamos por Λ = Λ(Γ) y lo llamamos conjunto ĺımite

de Γ en CP
1. Claramente Ω∩Λ = ∅, ya que si z ∈ Ω, existe un abierto que contiene a

lo más un Γ-trasladados de cualquier punto, mientras que si w ∈ Λ todo abierto que

contiene a w contiene infinitos Γ-trasladados de algún punto. Es muy bien sabido que

CP
1 = Λ ∪ Ω (Maskit en [2], pág. 24).

Decimos que un dominio ∆ ⊂ Ω es un dominio fundamental de la acción φ de Γ

en Ω si:

1) Para todo z ∈ Ω existe g ∈ Γ, w ∈ ∆̄ tal que φ(g, w) = z.
2) Si z, w ∈ ∆ y g ∈ Γ tal que φ(g, w) = z, entonces g es la identidad.
Decimos que el grupo kleiniano Γ es cocompacto si Γ\Ω es compacto.
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3.3. Acción de grupos kleinianos en H
3 ∪ CP

1

Supongamos que Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano libre de torsión. Como men-

cionamos en la subsección anterior, podemos pensar a Γ como subgrupo de Möb(S2) y

hacerlo actuar en B
3∪S

2 por difeomorfismos que preservan ángulos, ćırculos y esferas,

donde S
2 y B

3 son subespacios invariantes y las restricciones de β : Γ×B
3∪S

2 → B
3∪S

2

a estos subespacios invariantes son las acciones en CP
1 y B

3 estudiadas en la sección

anterior (φ y ρ̄).

Teorema 13 Si Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano libre de torsión y Ω ⊂ CP
1 es

el dominio de discontinuidad de la acción de Γ en CP
1, entonces Γ actúa de manera

propiamente discontinua en B
3 ∪ Ω y el cociente Γ\(B3 ∪ Ω) es una 3-variedad con

frontera Γ\Ω.

Demostración:

Mostraremos que se satisfacen las condiciones 2.a) y 2.b) de la Proposición 1 (pág. 8)

para los puntos en B
3 ∪Ω. Como Γ actúa de manera libre y propiamente discontinua

en B
3, la condición a) se satisface para todos los puntos en B

3 y la condición b) se

satisface para cualquier pareja de puntos no relacionados en B
3.

Para ver que la condición a) se satisface para puntos en Ω, sea x ∈ Ω, sea S una

bola abierta en Ω con centro en x que sea un buen abierto de Γ en CP
1, sea B la bola

euclidiana abierta de B
3 ∪ Ω con centro en x y que interseca a CP

1 en B, entonces
como Γ manda esferas ortogonales a S

2 en esferas ortogonales a S
2 y Ω es invariante,

B es un abierto de B
3 ∪ Ω que no interseca a ninguno de sus Γ-trasladados.

Para ver que la condición b) se satisface para cualquier pareja de puntos en Ω;

si x, y ∈ Ω son dos puntos no relacionados, entonces como Γ actúa de manera libre

y propiamente discontinua en el espacio β-invariante Ω, existen dos bolas abiertas

S1, S2 ⊂ Ω que contienen a x y a y, respectivamente, tales que S1 no interseca a

ningún Γ-trasladado de S2; sean B1 y B2 las bolas euclidianas abiertas de B
3 ∪Ω con

centro en x y y, que intersecan a CP
1 en S1 y en S2, respectivamente; entonces por

lo anterior y como Γ manda esferas ortógonales a S
2 en esferas ortógonales a S

2, B1

no interseca a ningún Γ-trasladado de B2.

Para ver que la condición b) se satisface para cualquier pareja de puntos que

consistan de un punto en Ω y otro en B
3; si x ∈ Ω, y ∈ B

3, si suponemos que para

cualesquiera dos abiertos U ⊂ Ω∪B
3, V ⊂ B

3, x ∈ U, y ∈ V existe un trasladado de V
que interseca a U , entonces un número infinito de trasladados de V intersecan a U , ya
que si sólo un número finito lo hacen podemos definir otros abiertos Û ⊂ U, V̂ ⊂ V ,
x ∈ Û , y ∈ V̂ tales que ningún trasladado de V̂ interseque a Û . Escojamos bolas
euclidianas {Un} en B

3 ∪Ω con centro en x y radio euclidiano que tienda a 0 y bolas

hiperbólicas {Vn} con centro en y y radio hiperbólico tendiendo a 0. Sea {gn} ⊂ Γ

una sucesión de elementos distintos tales que Un ∩ gnVn 6= ∅, entonces como toda
bola hiperbólica es una bola euclidiana y Γ actúa por isometŕıas hiperbólicas en B

3,

{gnVn} es una sucesión de bolas euclidianas que se acercan a la frontera de B
3 ∪ Ω,

por lo que el radio euclidiano es más chico que el radio hiperbólico de gnVn a medida

que n crece y, como el radio hiperbólico tiende a 0, el radio euclidiano tiende a 0 y

gny → x con la métrica euclidiana; por lo que y /∈ Ω, ya que como hemos probado,
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existe un abierto en B
3 ∪ Ω que contiene a x que no interseca a ninguno de sus Γ

trasladados, en particular este abierto contiene a lo más un trasladado de cualquier

punto.

Entonces por la Proposición 3 (pág. 10), Γ\(B3 ∪ Ω) es una 3 variedad con frontera
Γ\Ω. �

Decimos que un grupo kleiniano Γ ⊂ SL(2, C) es convexo cocompacto si Γ\(B3 ∪ Ω)
es compacto.
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4. Espacios cuasihomogéneos de SL(2,C)

A partir de ahora y el resto de esta tesis, estudiaremos algunos de los resultados

de Guillot en [6]. En esta sección estudiamos la construcción de Guillot en [6] de

una extensión equivariante ZΓ de Γ\SL(2,C), donde Γ ⊂ SL(2,C) es un subgrupo

discreto, libre de torsión. En la siguiente sección estudiaremos condiciones suficientes

para que ZΓ sea compacto y daremos algunos ejemplos. Guillot prueba en [6, 225] que
si Γ ⊂ SL(2,C) es un subgrupo discreto, libre de torsión, no elemental (esto es, |Λ| ≥
3) yM es cualquier compactificación equivariante de Γ\SL(2,C), entonces existe una
transformación sobre y SL(2,C)-equivarianteM → ZΓ; esto es la compactificación ZΓ
de Guillot. En este sentido la más chica de todas las compactificaciones equivariantes

de SL(2,C), de ah́ı la importancia de tal construcción.

4.1. Una compactificación biequivariante de SL(2,C)

El grupo SL(2,C) actúa en SL(2,C) por la derecha y por la izquierda por biholo-
morfismos mediante las acciones inducidas por el producto en el grupo; SL(2,C) no
es compacto, en particular la sucesión

An =

(
n 0

0 1

n

)
∈ SL(2,C)

no contiene ninguna subsucesión convergente.

En esta subsección encajamos a SL(2,C) en CP
4 y estudiamos una compactifi-

cación K de SL(2,C) y una extensión de las acciones de SL(2,C) en SL(2,C) a K,
esto es, estudiaremos una compactificación biequivariante de SL(2,C) en CP

4.

Consideremos en CP
4, la cuádrica, definida por K := {[x0 : x1 : x2 : x3 : x4] ∈

CP
4 : x1x4−x2x3−x

2

0
= 0}, observemos queK está bien definida como subconjunto de

CP
4, ya que el polinomio x1x4−x2x3−x

2

0
es homogéneo. A continuación mostraremos

lo prometido en el párrafo anterior y la demostración constituye lo que resta de esta

subsección.

Proposición 14 Se tiene lo siguiente:

a) K es una subvariedad diferenciable encajada cerrada en CP
4 de dimensión compleja

3, por lo tanto compacta.

b) Podemos encajar a SL(2,C) en K mediante la función f : SL(2,C)→ K definida

por

A 7→ [1 : x : y : z : w]

donde

A =

(
x y
z w

)
∈ SL(2,C).

Además SL(2,C) es abierto y denso en K.

c) B := K − SL(2,C) es una subvariedad diferenciable encajada en K de dimensión

compleja 2, biholomorfa a CP
1 × CP

1.
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d) Las acciones de SL(2,C) en SL(2,C) inducidas por el producto por la derecha

y por la izquierda del grupo se extienden de manera natural a acciones derecha e

izquierda, por biholomorfismos, de SL(2,C) en K, esto es, K es una compactificación

biequivariante de SL(2,C). SL(2,C) y B son invariantes bajo tales acciones.

Demostración:

Supongamos [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] ∈ K, como no todos los xi pueden ser cero,

supongamos que x4 6= 0, sea (U, ψU), U := {[y0 : y1 : y2 : y3 : 1] ∈ CP
4, ψ : U →

C
4, ψ([y0 : y1 : y2 : y3 : 1]) := (y0, y1, y2, y3) la carta usual del proyectivo tal que

[x0 : x1 : x2 : x3 : x4] ∈ U . Consideremos la función f : C
4 → C

4, f(y0, y1, y2, y3) :=
(y0, y1 − y2y3 − y2

0
, y2, y3); como para todo Y ∈ C

4 det(DY f) = 1, entonces f un

biholomorfismo local, mas aún, su inversa es f−1(z0, z1, z2, z3) := (z0, z1 + z2z3 +
z2
0
, z2, z3); por lo que f es un biholomorfismo.
Entonces ρ : U → C, ρ := f ◦ ψ, es claramente un biholomorfismo, además

ρ(U ∩K) = ρ(U) ∩ {y1 = 0}; por lo que K es una subvariedad encajada de CP
4 de

dimensión compleja 3 y ρ|U∩K : U ∩K → C
3, ρ|U∩K([y0 : y1 : y2 : y3 : 1]) = (y0, y2, y3)

es una carta de K; una parametrización de un abierto de K que contiene a [x0 : x1 :
x2 : x3 : x4], x4 6= 0 está dada por

j : C
3 → K, j(y0, y2, y3) = [y0 : y2y3 + y2

0
: y2 : y3 : 1]. (5)

Otras parametrizaciones de abiertos que contienen a [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] están
dadas por

k(y1, y2, y3) = [1 : y1 : y2 : y3 :
1 + y2y3

y4
], x0 6= 0.

l(y1, y2, y3) = [y0 : 1 : y2 : y3 : y2y3 − y2
0
], x1 6= 0.

m(y1, y2, y3) = [y0 : y1 : 1 : y1y4 − y2
0
: y4], x2 6= 0.

n(y1, y2, y3) = [y0 : y1 : y1y4 − y2
0
: 1 : y4], x3 6= 0.

Sea p : C
5 → C, p(x0, x1, x2, x3, x4) := x1x4 − x2x3 − x2

0
y ∼ la relación de equi-

valencia en C
5 dada por estar en la misma recta compleja que pase por el origen, por

lo que como p−1(0) es saturado, K = p−1(0)\ ∼ es cerrado en CP
4, por lo que, K es

compacto. Por lo que probamos en inciso a).

Encajemos a SL(2,C) en K de la siguiente manera, consideremos la función f :

SL(2,C)→ K definida por

A 7→ [1 : x : y : z : w]

donde

A =

(
x y
z w

)
∈ SL(2,C)

Notemos que f está bien definida, ya que si xw − yz = 1, entonces [1 : x : y : z :
w] ∈ K; además f en unas coordenadas que contienen a A (si suponemos x 6= 0) se

expresa de la siguiente manera: (las otras coordenadas son similares):

(x, y, z)→ (x, y, z,
1 + yz

x
)→ [1 : x : y : z :

1 + yz

x
]→ (x, y, z).
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Claramente f es una inmersión inyectiva y vista en cartas es homeomorfismo sobre
su imagen, por lo que es un encaje, esto es, un biholomorfismo sobre su imagen.

Como {[1 : x1 : x2 : x3 : x4] ∈ CP
4} es abierto en CP

4 y SL(2,C) = {[1 : x1 : x2 :
x3 : x4] ∈ CP

4} ∩K, entonces SL(2,C) es abierto en K.
K es una compactificación de SL(2,C), ya que si x := [0 : x1 : x2 : x3 : 1] ∈ B,

entonces de acuerdo con la definición de ρ|U∩K , toda vecindad de x en K contiene

elementos en K cuya primera coordenada homogénea no es nula, por lo que interseca

a SL(2,C); esto es SL(2,C) es denso en K. Por lo que probamos b).

Sea Θ := f(SL(2,C)) ≈ SL(2,C), B := K −Θ. Entonces B = {[0 : x1 : x2 : x3 :
x4] : x1x4 − x2x3 − 02 = 0} = {[x1 : x2 : x3 : x4] : x1x4 − x2x3 = 0}. Ya que K = {[0 :
x1 : x2 : x3 : x4] : x1x4−x2x3− 0

2 = 0}∪{[1 : x1 : x2 : x3 : x4] : x1x4−x2x3− 1
2 = 0}

y este último conjunto es exactamente Θ. A lo largo de esta tesis identificaremos a Θ

con SL(2,C).
Probaremos ahora que B := K −Θ es una subvariedad diferenciable encajada en

K de dimensión 2 compleja biholomorfa a CP
1 × CP

1.

Si [x1 : x2 : x3 : x4] ∈ B, x4 6= 0, entonces {[y1 : y2 : y3 : y4] ∈ B} ∩ {y4 6= 0} =
{[y1 : y2 : y3 : 1] ∈ B} = {[y2y3 : y2 : y3 : 1]}, entonces si [0 : x1 : x2 : x3 : 1] ∈ B,
siguiendo la notación del inciso a), ρ : U → C

4, ρ(U ∩B) = ρ(U) ∩ {y0 = 0, y1 = 0},
B es una subvariedad encajada en K (y en CP

4) de dimensión compleja 2 y φ4 :
B ∩ {y4 6= 0} → C

2, definida por

[y1 : y2 : y3 : 1]→ (y1 − y2y3, y2, y3)→ (y2, y3)

es una carta coordenada que contiene a [0 : x1 : x2 : x3 : 1] ∈ B. φ2 : B ∩ {y2 6=
0} → C

2, φ2([y1 : 1 : y3 : y4]) := (y1, y4) es otra carta coordenada y φ4 ◦ φ
−1
2

: C
2 →

C
2, φ4 ◦ φ

−1
2
(y1, y4) = (1/y4, y1) es un cambio de coordenadas.

Construiremos ahora un biholomorfismo entreB y CP
1×CP

1. Sea Λ : CP
1×CP

1 →
B, Λ([z : w], [s : t]) := [zs : zt : ws : wt]. Observemos que Λ está bien definida ya que

(zs)(wt) − (zt)(ws) = 0 y Λ([λz : λw], [εs : εt]) = [λzεs : λzεt : λwεs : λwεt] = [zs :
zt : ws : wt] = Λ([z : w], [s : t]). Además Λ es inyectiva ya que si [z̃ : w̃], [s̃ : t̃] ∈ CP

1

tal que [zs : zt : ws : wt] = [z̃s̃ : z̃t̃ : w̃s̃ : w̃t̃] entonces si suponemos que z, s, z̃, s̃ 6= 0

(los otros casos son similares), existe λ ∈ C
× tal que

z =
λs̃

s
z̃, w =

λs̃

s
w̃, s =

λz̃

z
s̃, t =

λz̃

z
t̃,

por lo que [z : w] = [z̃ : w̃] y [s : t] = [s̃ : t̃]. Λ es sobreyectiva, ya que si [0 : x1 :
x2 : x3 : x4] ∈ B, si suponemos x4 6= 0 entonces [0 : x1 : x2 : x3 : x4] = [0 : x2x3/x4 :
x2 : x3 : x4] y Λ([x2/x4 : 1], [x3 : x4]) = [0 : (x2x3)/x4) : x2 : x3 : x4]. Además Λ en

coordenadas se ven de la siguiente manera:

(z, s)→ (z, s), (z, t)→ (z, t), (w, s)→ (s, w), (w, t)→ (t, w).

Por lo que como para toda p ∈ CP
1 × CP

1, det(DpΛ) 6= 0 entonces, Λ es biholo-

morfismo local biyectivo y por tanto un biholomorfismo. Por lo que hemos probado
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c). A lo largo de esta tesis identificaremos a B con CP
1 × CP

1.

Las acciones de SL(2,C) sobre SL(2,C) inducidas por la multiplicación a la

izquierda y a la derecha del grupo, se extienden de manera natural a una acción

izquierda φ̄ de SL(2,C) sobre K y a una acción derecha φ̂ de SL(2,C) en K:

φ̄ : SL(2,C)×K → K, φ̂ : K × SL(2,C)→ K (6)

φ̄(A, [z0 : z1 : z2 : z3 : z4]) = [z0 : az1 + bz3 : az2 + bz4 : cz1 + dz3 : cz2 + dz4]

φ̂([z0 : z1 : z2 : z3 : z4], Â) = [z0 : âz1 + ĉz2 : b̂z1 + d̂z2 : âz3 + ĉz4 : b̂z3 + d̂z4]
si

A :=

(
a b
c d

)
, Â :=

(
â b̂

ĉ d̂

)
∈ SL(2,C), [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ K.

Afirmamos que φ̄ y φ̂ son acciones bien definidas y SL(2,C) y B son subvariedades

invariantes bajo estas acciones.

Para ver que φ̄ es una función bien definida, notemos que si A ∈ SL(2,C) fijo
y llamamos φ̄A := φ̄|{A}×K , si [z0 : z1, z2, z3, z4] ∈ Θ, entonces, como el producto de

matrices de determinante uno tiene determinante uno, φ̄A([z0 : z1 : z2 : z3 : z4]) ∈ Θ.

Si [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ B, verifiquemos carta a carta que φ̄A([z0 : z1, z2, z3, z4]) ∈
B; φ̄A se ve en una carta de la siguiente manera:

(z, s)→ ([z : 1], [s : 1]) → [0 : zs : z : s : 1]

→ [0 : s(az + b) : az + b : s(cz + d) : cz + d] ∈ B,

ya que s(az + b)(cz + d) − ((az + b)s(cz + d) = 0. En las otras cartas, ocurre algo

similar

(w, t)→ [0 : a+ bw : t(a+ bw) : c+ dw : t(c+ dw)],

(z, t)→ [0 : az + b : t(az + b) : cz + d : t(cz + d)],

Por lo que efectivamente φ̄ está bien definida y SL(2,C) y B son invariantes; lo

mismo sucede para φ̂.

Si [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ K, φ̄(I, [z0 : z1 : z2 : z3 : z4]) = φ̂([z0 : z1 : z2 :

z3 : z4], I) = [z0 : z1 : z2 : z3 : z4]; si A, Â ∈ SL(2,C), si z := [z0 : z1 : z2 : z3 :

z4] ∈ SL(2,C) entonces φ̄(A, φ̄(Â, z)) = φ̄(AÂ, z) y φ̂(φ̂(z, A), Â) = φ̂(z, AÂ) ya que
el producto en SL(2,C) es asociativo; si z := [0 : zs : z : s : 1] ∈ B, notemos que la
función φ̄ vista en una carta coordenada se ve de la siguiente manera:

(z, s)→ ([z : 1], [s : 1])→ [0 : zs : z : s : 1]→

[
0, s

az + b

cz + d
:
az + b

cz + d
: s : 1

]

→

([
az + b

cz + d
: 1

]
, [s : 1]

)
→

(
az + b

cz + d
, s

)
,
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por lo que φ̄ en B, en la primera coordenada es la acción φ de SL(2,C) en CP
1 en

coordenadas vista en la sección anterior y, en la segunda coordenada es la identidad;

por lo tanto si

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), Â =

(
â b̂

ĉ d̂

)
∈ SL(2,C),

y TA y T
Â
las transformaciones de Möbius correspondientes, entonces φ̄ en coorde-

nadas de B satisface

φ̄(A, φ̄(Â, (z, s))) = φ̄(A, (T
Â
(z), s)) = (TA ◦ TÂ

(z), s) = (T
AÂ
(z), s) = φ̄(AÂ, (z, s)).

φ̂ en cartas en B se ve de la siguiente manera

φ̂((z, s), Â) =

(
z,
âs+ ĉ

b̂s+ d̂

)
.

Sin embargo esta representación de φ̂ no nos revela su carácter se acción; con el

objetivo de obtener una expresión de φ̂ en B que śı lo haga, consideremos el cambio

de coordenadas ρ : (z, s) → (z,−1/s), entonces φ̂ visto en estas nuevas coordenadas

se ve

φ̂((z, s), Â) = ρ

((
z,
ĉs− â

d̂s− b̂

))
=

(
z,

d̂s− b̂

−ĉs+ â

)
;

por lo que como SL(2,C) actúa por la derecha en CP
1 mediante β : CP

1×SL(2,C)→
CP

1, β([z : 1], A) := [T−1
A (z) : 1], si A ∈ SL(2,C) y TA su transformación de Möbius

correspondiente, entonces como la acción φ̂ en coordenadas de B se ve en la primera

coordenada como la identidad y en la segunda coordenada como la acción β, por la
misma razón que para φ̄, φ̂ es acción.

Sea φ̄2 la acción φ̄ vista en coordenadas, esto es si i : C
3 → SL(2,C)

i((b, c, d)) =

(
bc+1

d
b

c d

)
∈ SL(2,C)

es una parametrización de SL(2,C), por (5) sabemos que j : C
3 → K, j(y0, y2, y3) =

[y0 : y2y3 + y2
0
: y2 : y3 : 1] es una parametrización de K entonces (i× j) : C

3 ×C
3 →

SL(2,C) ×K es una parametrización de SL(2,C) ×K, por lo que φ̄2 = (i × j)−1 ◦
φ̄ ◦ (i× j) y

φ̄((b, c, d), (y0, y2, y3)) = (i× j)−1φ̄(A, [y0 : y2y3 + y2
0
: y2 : y3 : 1]) =

(i× j)−1
([

y0
cy2 + d

:
1

cy2 + d

(
a(y2y3 + y2

0
) + by3

)
:
ay2 + b

cy2 + d
: y3 +

cy2
0

cy2 + d
: 1

])

(
y0

cy2 + d
,
ay2 + b

cy2 + d
, y3 +

cy2
0

cy2 + d

)

(7)
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donde

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), a =

bc+ 1

d

y como cada una de las tres funciones coordenadas anteriores es holomorfa, la acción φ̄
es holomorfa. Más aún, si A ∈ SL(2,C) fijo, entonces φ̄A−1 : K → K es por la misma

razón holomorfa y claramente es inversa de φ̄A, por lo que φ̄A es un biholomorfismo,

lo mismo sucede con φ̂A := φ̂|K×{A}. Hemos demostrado d) �

4.2. Un abierto donde Γ actúa de manera propiamente dis-

continua

Para cada grupo kleiniano Γ ⊂ SL(2,C) libre de torsión, construimos en esta subsec-
ción un abierto UΓ ⊂ K donde Γ actúa, v́ıa φ, de manera propiamente discontinua (y
por tanto libre), vemos también que UΓ es el abierto más grande con tal propiedad; de
esta manera utilizando los resultados de la sección 1, ZΓ := Γ\UΓ será una variedad
diferenciable de dimensión 3 compleja. Sea Ω el dominio de discontinuidad de Γ en

CP
1; abusaremos un poco de la notación y denotaremos por φ̄ a cualquier restricción

de la acción φ̄ : SL(2,C)×K → K estudiada en la subsección anterior.

Proposición 15 UΓ := SL(2,C) ∪ (Ω × CP
1) es abierto de K, Γ-invariante donde

Γ actúa, v́ıa φ̄, de manera propiamente discontinua.

Demostración:

Como Λ×CP
1 es un compacto contenido en el espacio K que es Hausdorff, entonces

Λ × CP
1 es cerrado, por lo que su complemento Uγ es abierto. En las secciones 1

y 2 definimos acciones de Γ en SL(2,C), en SL(2,C)/SU(2), en H
3 y en CP

1, por

las proposiciones 7 y 10, las funciones π̄ y ρ̂ son continuas y Γ-equivariantes, donde
π̄ : SL(2,C) → SL(2,C)/SU(2), π̄(g) := [g] y ρ̂ : SL(2,C)/SU(2) → H

3, ρ̂([A]) :=
(ab, a2), si

g ∈ SL(2,C), A =

(
a b
0 a−1

)
∈ A.

Además la acción de Γ en CP
1 × CP

1 definida mediante la acción φ (la acción de
Γ en CP

1 por transformaciones de Möbius) en el primer factor y la identidad en el

segundo, hace a la proyección β : CP
1 × CP

1 → CP
1, β([z : 1], [w : 1]) := [z : 1], ([z :

1], [w : 1]) ∈ CP
1 × CP

1 una función Γ-invariante con respecto a β y a φ.
Por lo que la función δ : K → H

3 ∪ CP
1

δ(g) :=

{
ρ̂ ◦ ¯π(g) g ∈ SL(2,C),

[z : 1] ([z : 1], [w : 1]) ∈ CP
1 × CP

1,

es continua por pedazos en SL(2,C) y en CP
1×CP

1. Además δ es Γ-equivariante en
los subespacios Γ-invariantes SL(2,C) y CP

1 × CP
1, por lo que δ es Γ-equivariante.

Mostraremos ahora que δ es continua; supongamos que ay0
:= [y0 : y2y3 + y

2

0
: y2 :

y3 : 1] = [1 : y2y3

y0

+ y0 :
y2

y0

: y3

y0

: 1

y0

] ∈ SL(2,C), tal que ay0
= [y0 : y2y3 + y2

0
: y2 : y3 :
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1] → [0 : y2y3 : y2 : y3 : 1] = ([y2 : 1], [y3 : 1]) = (y2, y3) =: a ∈ B (esto último es en

coordenadas). Queremos probar que lo anterior implica que δ(ay0
)→ δ(a) = y2.

Siguiendo lo calculado en (2) en la página 14 y por la definición de ρ̂, si y3 6= 0,

δ(ay0
) = ρ̂ ◦

([( |a1| b1a1

|a1|

0 |a1|
−1

)])
= (b1a1, |a1|

2)

donde

|a1| =
|y0|

|y3|
√

1

|y3|2
+ 1

, ya1b1 =
y0

y3
√

1

|y3|2
+ 1

+ y2;

por lo que ay0
→ a implica que y0 → 0, esto es, δ(ay0

)→ (y2, 0).
Entonces δ es continua y Γ-equivariante; además como H

3 ∪ Ω es abierto en

H
3 ∪ CP

1, entonces UΓ = δ−1(H3 ∪ Ω) es abierto en K y como δ(SL(2,C) ∪
(Ω × CP

1)) = H
3 ∪ Ω y Γ actúa de manera propiamente discontinua en Ω ∪ H

3,

tenemos por la Proposición 6, que Γ actúa de manera propiamente discontinua en

UΓ = SL(2,C) ∪ (Ω× CP
1). �

4.3. Una extensión equivariante de Γ\SL(2,C)

Sea Γ ⊂ SL(2,C) un grupo kleiniano libre de torsión, sea Ω el dominio de discon-

tinuidad de Γ en CP
1, en la subsección anterior demostramos que UΓ := SL(2,C) ∪

(Ω × CP
1) es un abierto de K, Γ-invariante, v́ıa φ̄, donde Γ actúa de manera pro-

piamente discontinua. Por lo que Γ actúa de manera libre y propiamente discon-

tinua en la variedad UΓ y por la Proposición 3, Γ\UΓ es variedad diferenciable de

dimensión 3 compleja. Además, como SL(2,C) y Ω × CP
1 son invariantes bajo Γ,

y como Γ actúa en B en el primer factor y como la identidad en el segundo, en-

tonces ψ : Γ\(Ω × CP
1) → (Γ\Ω) × CP

1, ψ([x, y]) := ([x], y) es un biholomorfis-

mo. Por lo que Γ\UΓ = Γ\
(
SL(2,C) ∪ (Ω× CP

1)
)
= Γ\SL(2,C) ∪ Γ\(Ω× CP

1) ≈

Γ\SL(2,C)∪(Γ\Ω×CP
1), en particular Γ\SL(2,C) ⊂ Γ\UΓ. Además como SL(2,C)

es denso en UΓ (ya UΓ es abierto y denso en K), entonces Γ\SL(2,C) es abierto y
denso en Γ\UΓ. �

Sean φ̄ y φ̂ las acciones por la izquierda y por la derecha, respectivamente, de

SL(2,C) en K, estudiadas en las subsecciones anteriores

φ̄ : SL(2,C)×K → K, φ̂ : K × SL(2,C)→ K

Proposición 16 El grupo SL(2,C) actúa por la derecha en Γ\UΓ, mediante λ̂ :

Γ\UΓ×SL(2,C)→ Γ\UΓ, definida por λ̂([Z], A) := [φ̂(Z,A)], para toda A ∈ SL(2,C),
Z = [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ UΓ.

Demostración:

Observemos primero que UΓ es invariante bajo la acción φ̂ ya que si Z := [z0 : z1 : z2 :

z3 : z4] ∈ UΓ; si Z ∈ SL(2,C), para todo A ∈ SL(2,C), φ̂(A,Z) ∈ SL(2,C) ⊂ UΓ;
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si Z ∈ B, entonces Z = (z, s) ∈ Ω× C (visto en coordenadas), por lo que para todo

A ∈ SL(2,C)

φ̂((z, s), A) = (z,
ds− b

−cs+ a
) ∈ Ω× C ⊂ UΓ.

Afirmamos que φ̄ : Γ × UΓ → UΓ y φ̂ : UΓ × SL(2,C) → UΓ conmutan, ya

que si [z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ SL(2,C), es sólo la asociatividad de matrices y si

[z0 : z1 : z2 : z3 : z4] ∈ B y

A =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C), Â =

(
â b̂

ĉ d̂

)
∈ SL(2,C),

en coordenadas de B tenemos que

φ̄(A, φ̂((z, s), Â)) = φ̂(φ(A, (z, s)), Â) =

(
az + b

cz + d
,
d̂s− b̂

−ĉs+ â

)
.

Notemos que λ̂ está bien definida; si Z, Z̃ ∈ UΓ, Z ∼ Z̃, entonces existe γ ∈ Γ tal

que φ̄(γ, Z) = Z̃, por lo que

φ̄(γ, φ̂(Z,A)) = φ̂(φ̄(γ, Z), A) = φ̂(Z̃, A),

esto es, φ̂(Z,A) ∼ φ̂(Z̃, A).

Finalmente observemos que λ̂ es acción ya que

λ([Z], e) = [φ̂(Z, e)] = [Z]

λ(λ([Z], A), Â) = λ([φ̂(Z,A)], Â) = [φ̂(φ̂(Z,A), Â)] = [φ̂(Z,AÂ)] = λ([Z], AÂ).

�

Proposición 17 La variedad Γ\SL(2,C)∪(Γ\Ω×CP
1) es una extensión equivariante

del espacio homogéneo Γ\SL(2,C) y un espacio cuasihomogéneo de SL(2,C).

Demostración:

Sea i : Γ \ SL(2,C)→ Γ \ SL(2,C) ∪ (Γ \ Ω× CP
1) la inclusión; por las definiciones

de las acciones λ y λ̂ de SL(2,C) en Γ\SL(2,C), si Z,A ∈ SL(2,C)

i ◦ λ([Z], A) = i([ZA]) =
[
[1 : az1 + cz2 : bz1 + dz2 : az3 + cz4 : bz3 + dz4]

]
=

λ̂([Z], A) = λ̂(i([Z]), A).

Por que la variedad ZΓ := Γ\SL(2,C)∪(Γ/Ω×CP
1) es una extensión equivariante

de Γ\SL(2,C) y un espacio cuasihomogéneo de SL(2,C). �

Ahora buscaremos subgrupos Γ ⊂ SL(2,C) kleinianos y libres de torsión, tales

que Γ\UΓ sea compacto; para esto estudiaremos la compactificación por puntas de va-
riedades diferenciables y encontraremos condiciones suficientes para que esto suceda.



31

5. Compactificación por puntas

A continuación, durante toda esta sección, estudiaremos las ideas y resultados de

Guillot en [6] y de Raymond en [7].

Las variedades diferenciables compactas presentan una serie de facilidades para

trabajar con ellas en matemáticas; tales espacios tienen una multitud de propiedades

útiles, las cuales se utilizan a la hora de demostrar teoremas o cuando se realizan

construcciones. Por ello estamos interesados en encontrar condiciones bajo las cuales

la variedad ZΓ, construida por Guillot en [6] y estudiada por nosotros en la sección

anterior, es compacta.

Sabemos que un espacio topológico Hausdorff, localmente compacto, que no sea

compacto, siempre se puede compactificar por un punto; sin embargo estamos intere-

sados en saber cuándo la variedad ZΓ = Γ\SL(2, C)∪ (Γ\Ω×CP
1) es una compactifi-

cación de Γ\SL(2, C) y, como Γ\Ω×CP
1 tiene más de un punto, la compactificación

por un punto no nos sirve.

Por otro lado, la compactificación por puntas de variedades diferenciables, estu-

diada en esta sección nos dará condiciones suficientes para que nuestra variedad ZΓ

sea compacta.

La idea geométrica intuitiva de una punta en un espacio topológico es muy sencilla,

sin embargo, formalizarla no lo es tanto. Intuitivamente puede pensarse de la siguiente

manera: si K := {Kn} es una sucesión creciente de compactos anidados (que cumplen
ciertas propiedades que veremos más adelante), a medida que la sucesión de compactos

crece, las componentes conexas de M−Kn van haciéndose más chicas y posiblemente

dividiéndose o desapareciendo; de esta manera formamos un árbol en el que cada

componente conexa de M −Kn representa una arista que se ramifica en más aristas

si M −Kn+1 consta de más componentes conexas contenidas en M −Kn y cada rama

infinita representa a una punta.

Por ejemplo, como el complemento de cualquier compacto contenido en R tiene

dos componentes conexas, el árbol que se forma tiene dos ramas infinitas, por lo que R

tiene dos puntas; mientras que como el complemento de cualquier compacto contenido

en C es conexo, el árbol que se forma tiene sólo una rama infinita, por lo que C tiene

una punta.

Durante toda la sección M y N serán arbitrarias variedades diferenciables, sin

frontera y conexas.

En esta sección formalizaremos la definición de punta de M dada en el párrafo

anterior, daremos una topoloǵıa en el espacio M unión el espacio de puntas de M ,

mostraremos que este espacio es una compactificación de M y que esta construcción

siempre la podemos hacer. Veremos que M es compacto si y sólo si no tiene puntas;

que si K es una subvariedad encajada compacta de M y M−K tiene un número finito

de puntas entonces, M es compacta si y sólo si el número de puntas de M−K es igual

al número de componentes conexas de K. Este último resultado nos dará la respuesta

a lo que buscamos (ver el final de la sección anterior), ya que si Γ\Ω es compacto

y Γ\SL(2, C) tiene un número finito de puntas, entonces como Γ\Ω × CP
1 es una
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subvariedad encajada compacta de ZΓ, bajo estas condiciones, ZΓ será compacto si y

sólo si el número de puntas de Γ\SL(2, C) es igual al número de componentes conexas
de Γ\Ω.

Finalmente veremos que si existe un fibrado entre las variedades M y N con fibras

conexas y compactas entonces, el espacio de puntas de M es igual al espacio de puntas

de N y recordando el fibrado de la Proposición 10, pág. 18, entre Γ\SL(2, C) y Γ\H3,

podremos calcular el espacio de puntas de Γ\SL(2, C) y compararlo con el número de
componentes compactas de Γ\Ω; es aqúı donde el estudio de variedades de dimensión
real 2 y 3 nos da información sobre el estudio de variedades de dimensión 3 compleja.

En la siguiente sección daremos ejemplos de grupos kleinianos libres de torsión

para los cuales, utilizando estos argumentos, la variedad ZΓ es compacta.

5.1. Existencia de la compactificación por puntas

La siguiente Proposición nos dará más adelante la existencia de la compactificación

por puntas de variedades diferenciables.

Proposición 18 Existe una sucesión creciente de compactos

{Kn : Kn ⊂M, Kn compacto : para toda n ∈ N, Kn ⊂ Kn+1}, tal que:

1) M = ∪nKn = ∪nK
◦

n y Kn ⊂ K◦

n+1.

2) Para toda n ∈ N, M −Kn tiene un número finito de componentes conexas.

3) Se tiene que M es compacta si y sólo si esta unión es finita

Demostración:

Sabemos por topoloǵıa diferencial que para toda variedad diferenciable M existe

una función suave y propia f : M → R
+ ∪ {0}; por el Lema de Sard sabemos que

Lebesgue-casi todo punto en R
+∪{0} es valor regular, sea n1 ∈ R

+∪{0} valor regular
de f , tal que f−1(n1) 6= ∅. Como f−1([0, n1)) y f−1((n1,∞)) son abiertos en M , son

subvariedades encajadas de M de dimensión igual a la de M y sin frontera, por lo

que todos los puntos son interiores, por lo que Fr(f−1([0, n1])) ⊂ f−1(n1); como n1
es valor regular, f−1(n1) es subvariedad encajada compacta de codimensión 1.

Si z ∈ f−1(n1) − Fr(f−1([0, n1])) entonces existe U ⊂ M , z ∈ U tal que para

todo u ∈ U, f(z) ≤ n1, pero esto no puede suceder ya que z seŕıa un punto cŕıtico,

en contradicción a como escogimos a n1. Sea K1 := f−1([0, n1]). Por lo anterior

Fr(f−1([0, n1])) = f−1(n1), entonces K1 es una subvariedad encajada compacta de M
con frontera f−1(n1) y como f−1(n1) tiene un número finito de componentes conexas
(porque si no lo fuera se contradiciŕıa el hecho de que es una subvariedad encajada

compacta), entonces M − K1 tiene un número finito de componentes conexas, una

por cada componente de f−1(n1).

Notemos que M es compacta si y sólo si f es acotada .

⇒) f(M) ⊂ R
+ ∪ {0} compacto, por tanto acotado.

⇐) Si f es acotada, entonces existe H ∈ R
+ tal que M = f−1([0, H]), por lo que,

como f es propia, M es compacto.
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Sea {nl} una sucesión estrictamente creciente de valores regulares de f , tales que
ĺıml→∞ nl =∞, entonces como M es conexa, pueden suceder dos cosas, la primera es

exista L ∈ N, tal que para todo l ≥ L, f−1(nl) = ∅ (si M es compacto) y la segunda

es que para todo l ∈ N, f−1(nl) 6= ∅ (si M no es compacto).

Para todo l ∈ N Sea Knl
:= f−1([0, nl]). Entonces por los mismos argumentos

que para n1, si f−1(nl) 6= ∅, tenemos que Knl
es una subvariedad compacta con

frontera f−1(nl) compacta y con un número finito de componentes conexas, por lo

que M−Knl
tiene un numero finito de componentes conexas; si f−1(nl) = ∅, entonces

f−1([0, nl]) = M . Por lo que se cumple 2.

Claramente, M = f−1(R+ ∪ {0}) = f−1(∪l[0, nl]) = ∪lKnl
= f−1(∪l[0, nl)) ⊂

∪lK
◦

nl
, Knl

= f−1([0, nl]) ⊂ f−1([0, nl+1)), esto es, se cumple 1).

Claramente M es compacto si y sólo si la unión anterior es finita (se cumple 3).

�

Supongamos K ⊂M compacto. Si C ⊂M −K es una componente conexa, dire-

mos que C es una componente conexa acotada si C̄ es compacta o equivalentemente,

C es una componente conexa no acotada si C̄ no es compacta.

Dada una sucesión creciente de compactos {Kα : Kα ⊂ M}α∈N, diremos que la

sucesión tiene la propiedad A si cumple lo siguiente:

1) M = ∪αKα = ∪αK◦

α y Kα ⊂ K◦

α+1.

2) Para toda α ∈ N, M −Kα tiene un número finito de componentes conexas.

Observemos que la Proposición 18 nos dice que en una variedad diferenciable,

siempre existen sucesiones crecientes de compactos con la propiedad A.

Proposición 19 Sea K := {Kα} sucesión creciente de compactos con la propiedad

A. Entonces se tiene que

1) Para todo K ⊂M compacto existe n ∈ N tal que K ⊂ Kn.

2) M es compacta si y sólo si existe L ∈ N tal que M = KL.

3) Si F ⊂M es cerrado, F es compacto si y sólo si existe n ∈ N tal que F ⊂ Kn.

Demostración:

1) Si K ⊂ M compacto y no es cierto que exista n ∈ N tal que K ⊂ Kn, entonces

para todo n ∈ N, K −Kn tiene infinitos elementos.

Sea x1 ∈ K−K1, x2 ∈ K−K2, x2 6= x1; para toda n ∈ N, sea xn ∈ K−Kn, xn 6=
xj para todo j < n; como K es compacto y {xn} ⊂ K, existe una subsucesión

convergente, supongamos xn → x; por definición de la propiedad A existe m ∈ N

tal que x ∈ K◦

m, esto es, existe U abierto que contiene a x tal que U ⊂ Km y como

xn → x entonces existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N, xn ∈ U ⊂ Km. Por lo que

para toda n ≥ max{N, m}, xn ∈ Kc
n ⊂ Kc

m y xn ∈ U ⊂ Km, lo cual es evidentemente

una contradicción.

2) ⇒) Se sigue directamente del inciso 1. ⇐) Es trivial.

3) ⇒) Es sólo el inciso 1). ⇐) si existe n ∈ N tal que F ⊂ Kn, entonces F es

compacto. �
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Bajo las condiciones de la Proposición anterior, si F ⊂M es un compacto, diremos

entonces que la sucesión de compactos K con la propiedad A eventualmente se come

a F .

5.2. El Espacio de Puntas

Fijemos por el momento una sucesión K := {Kn} de compactos con la propiedad A.
En esta subsección definimos un conjunto B al que llamamos espacio de puntas de

M , que depende de la sucesión de compactos K, y una topoloǵıa en B que lo hace

compacto. En la siguiente subsección definiremos una topoloǵıa en X := M ∪ B que

extenderá a la deM y a la de B, esto es, tal que las topoloǵıas deM y B como subespa-

cios de X sean justo las que teńıamos y mostraremos que el espacio topológico X no

depende de la sucesión de compactos K, lo que nos facilitara el cálculo de este espacio.

Para toda α ∈ N, sea Aα := {A
i
α}

nα

i=1 la colección de todas las componentes conexas

no acotadas de M −Kα. Si α, β ∈ N, α < β, entonces por definición de la sucesión de
compactos {Kα} con la propiedad A, Kα ⊂ Kβ, sea πβ

α : Aβ → Aα el mapeo natural

que manda cada componente no acotada Ai
β de M − Kβ a la única componente no

acotada Ai
α de M − Kα que contiene a Ai

β. Entonces el sistema {Aα, φβ
α} define un

ĺımite inverso de conjuntos:

B := ĺım
←−

Aα := {(A
iα
α )α : ∀ α Aiα

α ∈ Aα, ∀ γ, β, γ < β A
iβ
β ⊂ Aiγ

γ }

= {(Aiα
α )α : ∀ α Aiα

α ∈ Aα, ∀ γ, β, γ < β πβ
γ (A

iβ
β ) = Aiγ

γ }

que es claramente un subconjunto de
∏

α Aα; los elementos de B los llamamos puntas

de M y el conjunto B lo llamamos el espacio de puntas de M .

Si a ∈ B, para toda α ∈ N, sea πα : B → Aα la proyección en la α- ésima
coordenada, entonces claramente para todo α, β ∈ N, α < β, πβ

α ◦ πβ = πα.

Proposición 20 Sea Ai
α una componente conexa de M−Kα; Ai

α es una componente

conexa acotada si y sólo si existe n ∈ N tal que Ai
α ⊂ Kn

Demostración:

⇒) es justo la Proposición 19.

⇐) Si Ai
α ⊂ Kn entonces, Āi

α ⊂ Kn, por lo que Āi
α es compacto.

Proposición 21 Para todo α ∈ N consideremos a Aα con la topoloǵıa discreta,∏
α Aα con la topoloǵıa producto de Tychonoff y a B con la topoloǵıa de subespacio

(denotémosla τB1), entonces B es compacto con respecto a τB1.

Demostración:

Sabemos que para todo α ∈ N, Aα es finito. Supongamos F := {Vη}η cubierta abierta

de B, tomemos arbitrario Vβ ∈ F , entonces existe básico
∏

α Uα ∩B ∈ τB1
,

∏
α Uα ∩

B ⊂ V , tal que para todo α ∈ N, excepto para un numero finito, Uα = Aα . Entonces,

como
∏

α Uα cubre a todos excepto a un número finito de puntos en
∏

α Aα,
∏

α Uα∩B,
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y por lo tanto V , cubre a todos excepto a un número finito de elementos en B;
tomemos un elemento de F por cada elemento en B no contenido en V ; entonces
formamos una subcubierta finita de F . �

Proposición 22 Para todo α, β ∈ N, α < β, πβ
α : Aβ → Aα es sobre.

Demostración:

Sea α, β ∈ N, α < β y Ai
α una componente conexa no acotada de M − Kα, esto

es, Āi
α no es compacto; sean A1

β, . . . , As
β todas las componentes conexas de M −Kβ

contenidas en Ai
α. Si para todo j = 1, . . . , s se tiene que Aj

β es acotada, entonces

como Ai
α ⊂ Kβ ∪ A1

β ∪ . . . ∪ As
β, tenemos que Āi

α ⊂ Kβ ∪ Ā1

β ∪ . . . ∪ Ās
β; por lo

que Āi
α es un cerrado contenido en un compacto, por tanto es compacto. Por lo tanto

habŕıa una contradicción. �

5.3. Compactificación por puntas

Definiremos ahora una topoloǵıa en X = M ∪ B, veremos que esta topolóıa exten-
derá las topoloǵıas que tenemos definidas en M y B; mostraremos que X es una

compactificación de M y que, M es compacto si y sólo si no tiene puntas.

Veremos también que esta compactificación no depende de la sucesión de com-

pactos con la propiedad A que escojamos, que si K es una subvariedad encajada

compacta de M , el espacio de puntas de M −K es igual al espacio de puntas de M
más k puntos aislados, donde k es el número de componentes conexas de K y final-

mente mostraremos que si π : M → N es un fibrado diferenciable entre variedades

diferenciables con fibras compactas y conexas entonces, los espacios de puntas de M
y N son homeomorfos.

Para todo a ∈ B, α ∈ N, sea A
α(a)
α := πα(a), la componente no acotada de Aα que

es la α-ésima coordenada de a, sea Bα(a) el conjunto de puntas de b ∈ B tales que

πα(b) = A
α(a)
α . Sea B la colección de todos los abiertos de M y de todos los conjuntos

de la forma Nα
a := A

α(a)
α ∪Bα(a).

Proposición 23 La colección B es una base para una topoloǵıa en X que extiende

la topoloǵıa de M y la de B.

Demostración:

Claramente la intersección de dos abiertos de M es abierto de M y B cubre a X; si

Nα
a , Nβ

b ∈ B no tienen puntas en común, entonces la intersección es abierto de M
y por tanto elemento de B. Para todo α ∈ N, sea Aα := {Ai

α : i = 1, . . . , nα} la
colección de todas las componentes conexas no acotadas de M −Kα; por propiedades

de conexidad para todo α, β, α 6= β, para todo i = 1, . . . , nα, j = 1, . . . , nβ, A
i
α ⊂ Aj

β,

Aj
β ⊂ Ai

α ó Ai
α ∩ Aj

β = ∅. Esto es, para cualesquiera dos componentes conexas no
acotadas no ajenas, una está contenida en la otra. Por lo anterior, si a, b ∈ B son

puntas distintas y Nα
a := A

α(a)
α ∪ Bα(a), Nβ

b := A
β(a)

β ∪ Bα(a) son dos elementos no

ajenos de B, si suponemos que α ≤ β, entonces Nβ
b ⊂ Nα

a , por lo que Nα
a ∩Nβ

b = Nβ
b .
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Claramente la topoloǵıa en X extiende a la de M ; de igual manera la topoloǵıa

en X extiende a la de B, ya que una base de B con la topoloǵıa de subespacio de

X es la coleccin {Na
α ∩ B}α∈N,a∈B, una base de la topoloǵıa τB1 es {B

α(a)}α∈N,a∈B y

Na
α ∩B = Bα(a). �

Teorema 24 El espacio X es Hausdorff y compacto.

Demostración:

Probaremos primero que X es Hausdorff; sean a, b ∈ B puntas distintas, sea α :=

min{n ∈ N : πα(a) 6= πα(b)}, entonces A
α(a)
α ∪ Bα(a) y A

α(b)
α ∪ Bα(b) son dos abiertos

ajenos de X que contienen a a y a b, respectivamente.
Supongamos que C es una cubierta abierta de básicos de X; como B es compacto,

existe una subcolección finita C1 := {A
n1(a1)

n1
∪Bn1(a1), . . . , A

nk(ak)

nk ∪Bnk(ak)} de C que

cubre a B, donde a1, . . . , ak ∈ B, para toda i = 1, . . . k, sea C1,i := A
ni(ai)

ni ∪Bni(ai), sea

U := ∪k
i=1C1,i, α := max{nj : j = 1, . . . , k}, queremos ver que X − U es compacto.

Si U contiene a todas las componentes conexas de M −Kα, entonces terminamos

(ya que sólo faltaŕıa por cubrir un compacto). Si existe una componente conexa A
de M −Kα no contenida en U , entonces como las componentes conexas o son ajenas
o una está contenida en la otra, A no interseca a U , como para todo α, β ∈ N, α <
β, πβ

α : Aβ → Aα es sobre, si A fuese no acotada existiŕıa una punta en B cuya

α-ésima coordenada es A y que no está contenida en U ; lo cual es una contradicción;
entonces A es acotada.

Por lo que X − U es un cerrado y es la unión de Kα con un número finito de

componentes conexas acotadas de M − Kα, por lo que X − U es la unión de Kα

con un número finito de compactos (las cerraduras de algunas componentes conexas

acotadas de M − Kα), por lo tanto X − U es compacto y podemos encontrar una

subcolección finita de C que lo cubra y unirla con C1 y aśı encontrar subcubierta finita
de X. �

Teorema 25 La variedad M es compacta si y sólo si no tiene puntas (B = ∅).

Demostración:

⇒) Supongamos que M compacto, entonces por la Proposición 19 existe L ∈ N tal

que M = KL. Por lo que para toda α ≥ L la única componente conexa de M −Kα es

∅, por lo que no hay componentes conexas no acotadas y por lo tanto no hay puntas,
esto es B = ∅.
⇐) Si no hay puntas, entonces para toda α ∈ N, Aα = ∅, ya que si existe n ∈ N

tal que Ai
α ∈ Aα, como para toda γ, β, γ < β, πβ

γ es sobre, por lo que existiŕıa

una punta; entonces M es igual a K1 unión las componentes conexas M −K1 (todas

acotadas), por lo tanto, M es compacto. �

Teorema 26 Si K := {Kn} y K̂ := {K̂n} son dos sucesiones crecientes de compactos

en M con la propiedad A, B y B̂ los espacios de puntas correspondientes y X := M∪B
y X̂ := M ∪ B̂ las compactificaciones por puntas correspondientes; entonces X ≈ X̂.

Demostración:

Sea a ∈ B, a = {Aa1

1
, Aa2

2
, . . . Aan

n , . . .}, entonces para todo n ∈ N, Aan
n es una com-

ponente conexa no acotada de M − Kn, deseamos definir una punta â ∈ B̂. Para
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todo j ∈ N, sea nj := mı́n{n ∈ N : K̂j ⊂ Kn}, sea Â
âj

j la única componente

conexa de M − K̂j que contiene a A
anj
nj ; entonces como para todo n ∈ N, Aan

n

es una componente conexa no acotada, entonces para todo n ∈ N, Âân
n es una

componente conexa no acotada. Como para todo j ∈ N, Â
âj

j ⊃ A
anj
nj ⊃ A

anj+1

nj+1
y

Â
âj+1

j+1 ⊃ A
anj+1

nj+1
, entonces Â

âj

j ∩ Â
âj+1

j+1 6= ∅ y como todas las componentes conexas de-

terminadas por K̂ := {K̂n} son ajenas o una está contenida en la otra, Â
âj+1

j+1 ⊂ Â
âj

j .

Por lo que â := {Â
ân1

n1
, . . . , Â

ânj
nj , . . .} ∈ B̂. Sea F : X → X̂, F (x) := x si x ∈ M ,

F (a) := â si a ∈ B. Por lo anterior F está bien definida; adems es inyectiva, ya

que si a, b ∈ B, a 6= b, sea n1 := mı́n{n ∈ N : K̂1 ⊂ Kn y Aan
n 6= Abn

n }, sea

l1 := mı́n{n ∈ N : Kn1
⊂ K̂n}, entonces Â

âl1

l1
6= Â

b̂l1

l1
por lo que â 6= b̂.

Mostraremos ahora que F es un homeomorfismo; supongamos Nα
a básico que

contiene a la punta a = (an) ∈ B definida como antes, Nα
a = Aaα

α ∪ Baα , Sea m1 :=

mı́n{n ∈ N : Kα ⊂ K̂n}. Supongamos sin pérdida de generalidad (sólo para simplificar

la notación) que hay 3 componentes conexas no acotadas de M − K̂m1
contenidas en

Aaα
α , entonces existen â, b̂, ĉ ∈ B̂, con m1-ésima coordenadas las componentes conexas

no acotadas deM−K̂m1
contenidas en Aaα

α , denotadas por Â
âm1

m1
, Â

b̂m1

m1
, Â

ĉm1

m1
. Entonces

F (Nα
a ) = Aaα

α ∪ B̂âm1 ∪ B̂ b̂m1 ∪ B̂ ĉm1 = Aaα
α ∪Nm1

b̂
∪Nm1

â ∪Nm1

ĉ es abierto es X̂, ya

que B̂âm1 := {x ∈ B̂ : πm1
(x) = Â

âm1

m1
} es abierto en B̂, (al igual que B̂ b̂m1 y B̂ ĉm1 ) y

Nm1

â := A
âm1

m1
∪B̂âm1 es básico en X̂ (al igual que Nm1

b̂
y Nm1

ĉ ) . Por lo que F es abierta

e inyectiva. Definamos ahora G : X̂ → X de la misma manera en que definimos F ,
sólo intercambiando los papeles de B y B̂, entonces G es abierta e inyectiva por la

misma razón que F lo fue. Deseamos ver que F y G son inversas. Si a ∈ B definida

como antes, sea b := G ◦ F (a) ∈ B, b = {Ab1
1

, Ab2
2

, . . .}, supongamos que a 6= b, sea

l ∈ N tal que Abl

b 6= Aal
a , sea m := mı́n{n ∈ N : Kl ⊂ K̂n}, entonces si como antes,

â := F (a), πm(â) := Aâm

â ⊂ Aal
a , entonces por construcción de G◦F (a), la coordenada

l-ésima de G ◦F (a) es la única componente conexa de M −Kl que contiene a Aâm

â , es

Aal
a , contradicción. Entonces G ◦ F es la identidad, de la misma manera se muestra

que F ◦G es la identidad. Por lo que F es un homeomorfismo. �

Proposición 27 Si K ⊂ M es una subvariedad encajada compacta y conexa. En-

tonces el espacio de puntas de M−K es homeomorfo a la unión del espacio de puntas

de M más un punto aislado.

Demostración:

Sea BM el espacio de puntas de M , BM−K el espacio de puntas de M −K; daremos

una función F : BM → BM−K , mostraremos que es un homeomorfismo sobre su

imagen y que BM−K − F (BM) es un punto aislado.

Sea A := {Kn} una sucesión de compactos en M con la propiedad A; como K
es una subvariedad encajada compacta de M , por topoloǵıa diferencial sabemos que

existe en M una vecindad tubular UK de K de radio ε > 0 (para algún ε > 0),

tal que ¯UK ⊂ M ; para toda n ∈ N, sea UKn vecindad tubular de K de radio ε
n
;

K
′

n := Kn ∩ (M − UKn) es compacto y como ∩nUKn = ∩n
¯UKn = K, entonces

M −K = ∪n(M − UKn), M −K = ∪n(M − ¯UKn) = ∪n(M − UKn)
◦.
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Afirmamos que M −K = ∪n

(
Kn ∩ (M −UKn)

)
= ∪n

(
Kn ∩ (M −UKn)

)◦
. Para

probar esta última afirmación observemos de manera trivial que es suficiente probar

que M − K ⊂ ∪n(M − UKn)
◦. Supongamos x ∈ M − K, entonces por lo anterior

y recordando que A es una sucesión de compactos con la propiedad A, tenemos que
∃ n, m ∈ N y U, V abiertos de M , tal que x ∈ U ⊂ M − UKn, x ∈ V ⊂ Km y, como

M − UKn ⊂ M − UKn+1, Kn ⊂ Kn+1, si k := máx{n, m}, entonces x ∈ U ∩ V ⊂
Kk ∩ (M − UKk).

Por lo que {K
′

n} es una sucesión creciente de compactos enM−K con la propiedad

A.
Si a := (aα) = (A

α(a)
α )α ∈ BM ; definiremos F (a) ∈ BM−K ; como ¯UK es compacto,

existe N ∈ N tal que ¯UK ⊂ KN , entonces α ≥ N , A
α(a)
α = πα(a) es también una

componente conexa no acotada de M −K
′

α, entonces ∀ α ≥ N sea (F (a))α := A
α(a)
α .

Para toda α < N , sea (F (a))α la única componente conexa no acotada de M −K
′

α

que contiene a A
N(a)

N ; claramente F (a) ∈ BM−K .

Supongamos a ∈ B y Bα(a) = {b ∈ B : πα(b) = α(a)} básico de BM que contiene a

a; si α ≥ N , entonces F (Bα(a)) = Bα(F (a)); si α < N , sean A
N(a1)

a1
, . . . , A

N(ak)

ak todas las

componentes conexas no acotadas contenidas en A
α(a)
a , para algunas a1, . . . , ak ∈ BM ,

entonces Bα(a) = ∪k
i=1B

N(ai) y F (Bα(a)) = ∪k
i=1B

N(F (ai)), por lo que F es abierta; sea

F (a) ∈ F (B), Bα(F (a)) un básico de MM−K que contiene a F (a), si α ≥ N , entonces

F−1(Bα(F (a))) = Bα(a), si α < N , sean A
N(F (a1))

F (a1)
, . . . , A

N(F (ak))

F (ak)
todas las componentes

conexas no acotadas contenidas en A
α(F (a))

F (a)
, para algunas F (a1), . . . , F (ak) ∈ F (BM),

entonces Bα(F (a)) = ∪k
i=1B

N(F (ai)) y F−1(Bα(F (a))) = ∪k
i=1B

N(ai), por lo que F es

continua; por tanto es un homeomorfismo sobre su imagen.

Como para todo α ≥ N hay exactamente una componente no acotada de M −K
′

α

distinta de las provenientes de M , a saber, UKα −K, entonces c := {UKα −K}α es

una punta de M −K y (UKN −K) ∩ BN(c) es un básico de BM−K tal que la única

punta que contiene es a c, por lo tanto c es aislada.
Por lo que el espacio de puntas de M − K es igual al espacio de puntas de M

unión un punto aislado. �

Proposición 28 Si en la Proposición anterior, K tiene k componentes conexas, en-

tonces, el espacio de puntas de M − K es igual al espacio de puntas de M más k
puntos aislados.

Demostración:

Para cada componente conexa compacta de K escojamos vecindades tubulares ajenas

y utilicemos la misma idea de la Proposición anterior. �

Proposición 29 Si K es una subvariedad encajada compacta de M , tal que M −K
tiene un número finito de puntas. Entonces, M es compacta si y sólo si el número de

puntas de M −K es igual al número de componentes conexas de K.

Demostración:

Por la Proposición 28, si NM−K < ∞ es el número de puntas de M − K, entonces

M tiene un número finito de puntas, sea NM el número de puntas de M ; como toda
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subvariedad encajada compacta K tiene un número finito de componentes conexas,

si CK el número de componentes conexas de K se tiene por la Proposición 28 que

PM−K = PM + CK .

Por lo que PM−K = CK si y sólo si PM = 0 si y sólo si M es compacto (Proposición

25). �

Proposición 30 Si π : M → N es un fibrado diferenciable entre variedades diferen-

ciables, con fibras compactas y conexas, entonces los espacios de puntas de M y de

N son homeomorfos.

Demostración :

Mostraremos primero que π es abierta; utilizando el hecho de que toda variedad es

localmente conexa y la hipótesis, existe una cubierta abierta {Uβ} deN y un compacto

K tal que para todo β π−1(Uβ) ≈ Uβ ×K y que Uβ es conexo. Sea πβ := π|π−1(Uβ)
;

como πβ : Uβ × K → Uβ es una proyección, entonces es abierta, por lo que si es

cualquier abierto U ⊂ M , U = ∪β(π
−1(Uβ) ∩ U), π(U) = ∪βπβ(π

−1(Uβ) ∩ U) es
abierto; por lo que π es abierta. Mostraremos ahora que π es una función propia y

que la preimagen de conexos es conexa.

Supongamos que L ⊂ N es un compacto, sea {zn} ⊂ π−1(L) , entonces {π(zn)} ⊂
L, por lo que existe subsucesión convergente, supongamos π(zn) → x ∈ L, entonces
existe U ⊂ N abierto, tal que x ∈ U y π−1(U) ≈ U × K y existe N ∈ N tal que

para todo n ≥ N, zn ∈ π−1(U) ≈ U ×K; sean xn ∈ U, yn ∈ K tal que zn = (xn, yn),

entonces para todo n ≥ N, xn ∈ U ; como {yn} ⊂ K existe subsucesin convergente,

supongamos yn → y ∈ K, entonces claramente zn = (xn, yn) → (x, y) ∈ U × K y

(x, y) ∈ π−1(L). Por lo que π−1(L) es compacto.
Supongamos que A ⊂ N es conexo, entonces para todo β, Cβ := Uβ ∩ A es

conexo, por lo que A = ∪βCβ, para toda β, π−1(Cβ) ≈ Cβ × K es conexo y

π−1(A) = ∪βπ−1(Cβ). Por todo lo anterior, una separación de π−1(A) induce bajo
π una separación en A, por lo que π−1(A) es conexo.

Supongamos {Kn} una sucesión creciente de compactos de N con la propiedad

A, entonces como π es propia, {π−1(Kn)} es una sucesión creciente de compactos.

Queremos ver que tiene la propiedad A; tenemos que
M = π−1(N) = π−1(∪nKn) = ∪nπ

−1(Kn), M = π−1(N) = π−1(∪nK
◦

n) = ∪nπ
−1(K◦

n),

π−1(K◦

n) ⊂ (π−1(Kn))
◦, por lo que M = ∪n(π

−1(Kn))
◦ y para toda n ∈ N, π−1(Kn) ⊂

(π−1(Kn+1))
◦.

Además para toda n ∈ N, si An
1
, . . . , An

k son las componentes conexas de M −Kn,

entonces como preimagen de conexos es conexo, π−1(An
1
), . . . , π−1(An

k) son conexos,

además de ser ajenos y como conexos van en conexos, si π−1(An
i )∪π−1(An

j ) es conexo,

entonces An
i ∪An

j seŕıa conexo, por lo que π−1(An
1
), . . . , π−1(An

k) son las componentes

conexas de M − π−1(Kn). En particular, si K
′

n := π−1(Kn), entonces {K
′

n} es una
sucesión creciente de compactos en M con la propiedad A.

Afirmamos que π−1(Ā) = ¯π−1(A). Si x ∈ ¯π−1(A), sea V abierto que contiene

a π(x), entonces por continuidad, π−1(V ) es un abierto que contiene a x, por lo
que existe y ∈ π−1(V ) ∩ π−1(A), por lo que π(y) ∈ V ∩ A, esto es x ∈ π−1(Ā). Si
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x ∈ π−1(Ā), sea U abierto que contiene a x, entonces como π es abierta, F (U) es un
abierto que contiene a π(x), por lo que existe a ∈ A∩ π(U), esto es, existe u ∈ U , tal
que a = π(u), por lo que u ∈ U ∩ π−1(A), esto es, x ∈ ¯π−1(A).

Por lo que como π es propia y continua y, por el párrafo anterior, para todo

n ∈ N, j = 1, . . . , k; Ān
j es compacta si y sólo si π−1(Ān

j ) =
¯π−1(An

j ) es compacto.

Con todo esto An
j es una componente conexa no acotada de N − Kn si y sólo si

π−1(An
j ) es una componente conexa no acotada de M − K

′

n; por lo que tenemos de

manera natural una biyección entre las puntas, si BM , BN son los espacios de puntas

de M y N , respectivamente, a := {A
n(a)
a }n ∈ BN ↔ â := {π−1(A

n(a)
a )}n ∈ BM que

induce una biyección entre los básicos (y por tanto entre los abiertos) de los espacios

de puntas BM , BN , Bn(a) ↔ Bn(â). �

5.4. Condiciones bajo las cuales la variedad ZΓ := Γ\UΓ es

compacta

En esta breve subsección continuamos el estudio de la construcción de Guillot en [6]

de una compactificación ZΓ equivariante de Γ\SL(2, C), un espacio cuasihomogéneo
compacto de SL(2, C).

Supongamos, como en la sección 4, que Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano libre
de torsión con dominio de discontinuidad Ω en CP

1, sea ZΓ = Γ\UΓ = Γ\SL(2, C) ∪
(Γ\Ω× CP

1) la variedad diferenciable construida en la sección 4, la cual mostramos

que es una extensión equivariante de Γ\SL(2, C). A continuación utilizaremos los

resultados de la sección 3 y de la subsección anterior para encontrar condiciones

suficientes bajo las cuales la variedad ZΓ es compacta.

Proposición 31 Supongamos que Γ\Ω es compacto y que Γ\H3 tiene un número

finito de puntas. El número de puntas de Γ \ H
3 es igual al número de componentes

conexas de Γ \ Ω si y sólo si la variedad ZΓ es compacta.

Demostración:

Es muy bien sabido que SL(2, C) es conexo, por lo que Γ\SL(2, C) es conexa. Como
H
3 es conexo, entonces Γ\H3 es conexo; además como SL(2, C) es denso en UΓ (porque

lo era en K) entonces UΓ, y por tanto ZΓ es conexo. Por lo que tiene sentido hablar

del espacio de puntas de Γ\SL(2, C) y de Γ\H3.

Supongamos que Γ\Ω es compacto y que Γ\H3 tiene un número finito de pun-

tas; por la Proposición 10 en la pág. 18, existe un fibrado Ψ : Γ\SL(2, C) → Γ\H3

con fibras compactas y conexas, por lo que por la Proposición 30 en la página 39,

el espacio de puntas de Γ\H3 es homeomorfo al espacio de puntas de Γ\SL(2, C) y
como Γ\H3 tiene un número finito de puntas, entonces el número de puntas de Γ\H3

es igual al número de puntas de Γ\SL(2, C). Como (Γ\Ω)×CP
1 es una subvariedad

encajada compacta de ZΓ y como Γ\SL(2, C) tiene un número finito de puntas, por
lo anterior y por la Proposición 29 en la página 38, ZΓ es compacto si y sólo si el

número de puntas de Γ\H3 es igual al número de componentes conexas de Γ\Ω. �

Notemos que si Γ es cocompacto y el número de puntas de Γ\H3 es igual al número

de componentes conexas de Γ\Ω entonces, Γ es convexo cocompacto; ésto se sigue de
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la Proposición 29, de que Γ\Ω es una subvariedad encajada compacta de Γ\(B3 ∪Ω)
y de que Γ\(B3 ∪ Ω) = Γ\B3 ∪ Γ\Ω.
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6. Espacios cuasihomogéneos de SL(2, C) que son

compactos

Supongamos, como en la sección 3 y 4, que Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano sin
torsión. Hemos encontrado en la sección anterior condiciones suficientes para que la

extensión equivariante ZΓ de Γ\SL(2, C), dada por la construcción de Guillot en [6]
y estudiada en la sección 3, sea compacta; en esta sección estudiamos ilustramos esta

situación, esto es, estudiamos subgruppos Γ ⊂ SL(2, C) kleinianos y libres de torsión
en los que se tiene que Γ\Ω es compacto, Γ\H3 tiene un nuúmero finito de puntas y

el número de puntas de Γ\H3 es igual al número de componentes conexas de Γ\Ω;
por lo que por la Proposición 31, ZΓ es compacto.

Si Γ ⊂ SL(2, C) es un grupo kleiniano libre de torsión y g ∈ SL(2, C), donde
UΓ = SL(2, C) ∪ (Ω × CP

1) es el abierto, considerando en la sección 3, Γ-invariante

más grande contenido en K donde Γ actúa de manera propiamente discontinua, en-

tonces por la Proposición 12, pág. 20, gΓg−1 es un grupo kleiniano sin torsión con

dominio de discontinuidad g(Ω), UgΓg−1 = SL(2, C) ∪ (g(Ω) × CP
1) y UΓ es biholo-

morfo a UgΓg−1 . Sabemos que Γ actúa en UΓ por la izquierda v́ıa φ̄ (definida en la

sección 3). Existe además una única acción de Γ en UgΓg−1 que hace al biholomorfismo

φ̄g : UΓ → UgΓg−1 , φ̄g(Z) := φ̄(g, Z) sea Γ-equivariante con respecto a esta acción y φ̄,
a saber, esta acción esta dada por φ̄∗ : Γ×UgΓg−1 → UgΓg−1 , φ̄∗(γ, Z) := φ̄(gγg−1, Z),
por lo que por la Proposición 6, pág. 14, φ̄∗

g : Γ\UΓ → Γ\UgΓg−1 , φ̄∗
g([Z]) := [φ̄g(Z)] es

un biholomorfismo; claramente Γ\UgΓg−1 es igual al espacio cociente resultante de la

acción φ̄ : gΓg−1×UgΓg−1 → UgΓg−1 , por lo que Γ\UΓ es biholomorfo a gΓg−1\UgΓg−1 .

Además sabemos que SL(2, C) actúa por la derecha en Γ\UΓ y en gΓg−1\(gΓg−1) y

como φ̄ y φ̂ conmutan, el biholomorfismo φ̄∗
g es SL(2, C)-equivariante. Por lo que la

extensión equivariante de Γ\SL(2, C), dada en la construcción de Guillot en [6], de
subgrupos kleinianos conjugados, es la misma.

Por los resultados de la sección 1 y 2, π : SL(2, C)→ PSL(2, C), π(g) := [g], g ∈
SL(2, C) es un cubriente 2 a 1, un biholomorfismo local y un homomorfismo de grupos

de Lie. Siguiendo a Kra en [9], sabemos que todo grupo kleiniano Γ̂ ⊂ PSL(2, C) libre
de torsión se puede levantar a un grupo kleiniano Γ ⊂ SL(2, C) libre de torsión. Por lo

que estudiaremos ciertos grupos kleinianos Γ̂ ⊂ PSL(2, C) libres de torsión tales que
el número de puntas de Γ\H3 sea igual al número de componentes conexas de Γ\Ω y

con el levantamiento dado por [9], obtendremos aśı, grupos kleinianos Γ ⊂ SL(2, C)
libres de torsión, tales que la extensión equivariante ZΓ de Γ\SL(2, C) sea compacta.

Decimos que una transformación de Möbius g ∈Möb(S2) es loxodrómica si tiene

exactamente dos puntos fijos, uno atractor y otro repulsor.

Proposición 32 ([3] pág. 2)

Si g ∈Möb(S2), son equivalentes:

1) g es loxodrómica.



44 6 ESPACIOS CUASIHOMOGÉNEOS DE SL(2, C) QUE SON COMPACTOS

2) g es conjugada a z 7→ λ2z, con λ ∈ C, |λ| > 1.

3) Si t es la traza de la transformación (esto es, la traza de la matriz asociada a la

transformación g), entonces t ∈ C \ [−2, 2].

Si g ∈ M es loxodrómica, decimos que es hiperbólica si la λ de la Proposición 32

es real, esto es, λ ∈ R. Cabe mencionar que algunos autores llaman hiperbólicas a

todas las transformaciones loxodrómicas.

Consideremos una colección de g ≥ 1 pares de ćırculos mutuamente disjuntos en

CP
1, {C1, C

′

1
, . . . , Cg, C

′

g}, con interiores mutuamente disjuntos. Para cada ı́ndice i,

escojamos una transformación Ai ∈Möb(S
2) que mande Ci a su pareja C

′

i y mande

el interior de Ci al exterior de su pareja. El grupo Γ := 〈A1, . . . , Ag〉 finitamente
generado, es llamado un grupo de Schottky de género g. El muy conocido Lema del
ping pong (consultar a Beardon en [11, págs. 102,103 y 104]) nos dice que todo grupo

de Schottky es un grupo libre, esto es, no tiene relaciones.

Si Γ ⊂ PSL(2, C) es kleiniano tal que el conjunto limite de la acción de Γ en CP
1

está contenido en algún ćırculo en CP
1, entonces decimos que Γ es fuchsiano.

A continuación daremos 3 ejemplos en los que Γ\Ω es compacto y el número de

puntas de Γ\H3 es igual al número de componentes conexas de Γ\Ω, por lo que por
la Proposición 31, ZΓ es compacto

Ejemplo 33 Grupo generado por una transformación hiperbólica.

Siguiendo a Seade y a Ramı́rez en [4], consideremos g ∈Möb(S2) hiperbólica, supon-
gamos que los puntos fijos son −1 y 1, con −1 repulsor y 1 atractor, supongamos

g ∈ PSL(2, R), digamos g = f ◦ h ◦ f−1, h(z) := λ2z, λ ∈ R, |λ| > 1, f(z) :=
(z − 1)/(z + 1). Sabemos que g fija el semiplano superior H

2 y que la dinámica del

semiplano inferior H
2

− es la misma que la de H
2 reflejada en el eje real. Aśı que estu-

diaremos primero a Γ := 〈g〉 actuando en H
2 y luego en CP

1. Sea E la única geodésica

hiperbólica en H
2 que une los puntos −1 y 1; para cada punto x ∈ E existe una única

geodésica Cx ortogonal a E que pasa por el punto x; la familia C := {Cx}x∈E es ajena

y ∪x∈ECx = H
2. Como además las transformaciones de Möbius mandan ćırculos

en ćırculos (en particular geodésicas hiperbólicas en geodésicas hiperbólicas), son

conformes y g fija a −1 y 1, E es invariante bajo g y g manda geodésicas de la familia C
en geodésicas de la misma familia. E es llamado el eje de la transformación hiperbólica

ya que para cada z ∈ H
2 existe un único x ∈ E y un único w ∈ Cg(x), consistente

con el hecho de que las transformaciones de Möb(S2) preservan la orientación, tal que

z ∈ Cx, w ∈ Cg(x) y d(z, x) = d(w, g(x)) (donde d es la distancia hiperbólica), por lo
que w = g(z); lo anterior se ilustra en la figura 1.

Actuando Γ en CP
1, como la órbita de cualquier punto distinto de 0 e ∞ bajo la

transformación h está contenida en un rayo que emana del 0, entonces la órbita de

cualquier punto distinto de −1 y 1 bajo g está contenida en algún ćırculo que une −1
y 1.

Por lo que podemos imaginar a g como una transformación que aleja ćırculos que
contienen a −1, acercándolos a 1, agrandándolos y luego encogiéndolos.
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Figura 1: Dinámica de la transfirmación hiperbólica g.
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Figura 2: Dinámica de la transfirmación hiperbólica h en CP
1 y en CP

1 ∪ B
3.

Lo más natural seŕıa que, si Ê es la semiesfera en H
3 de diámetro determinado

por E, g represente en Möb(B3) a la transformación que manda esferas ortogonales a

Ê en esferas ortogonales a Ê, alejándolas de −1 y acercándolas a −1.

De hecho este es el caso, para convencernos de esto basta normalizar la transfor-

mación g para obtener la transformación hiperbólica h(z) := k2z, |k| > 1, k ∈ R (ver

figura 2), por lo que si f1(z) := 1/z̄, f2(z) := k2/z̄, entonces h = f2 ◦ f1, por lo que
por el Teorema de extensión de Poincaré, h ∈Möb(B3) es la inversión en el la esfera de

radio 1 seguida de la inversión en la esfera de radio k, por lo que la dinámica de h es la
igual en cualquier rayo que emane del 0. Componiendo con el difeomorfismo conforme

entre B
3 ∪ S

2 y H
3 ∪ CP

1, imaginamos a g actuando en B
3 ∪ S

2 − {polos} alejando
semibolas en B

3 ∪ S
2 − {polos} ortogonales a S

2 de centro un polo y acercándolas al

otro polo (ver figura 2).

Entonces Γ tiene como dominio de discontinuidad Ω = CP
1−{−1, 1} en CP

1, un
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Figura 3: Dominio fundamental del grupo Γ generado por una transformación

hiperbólica en B
3 ∪ CP

1.

Figura 4: Construcción de la superficie compacta orientable de género 2

dominio fundamental un anillo A, es cocompacto ya que Γ\Ω = T
2 (El toro), el cual

tiene una componente conexa, Γ\B3 es un toro sólido abierto, el cual tiene una punta

y Γ\(B3 ∪ Ω) es un toro sólido cerrado (ver figura 3).

Ejemplo 34 Fuchsiano de Genero g ≥ 2.

Consideremos enH
2 un octágono regular, con lados formados por geodésicas hiperbóli-

cas, tal que la suma de sus ángulos interiores sea 2π, enumeremos los lados en sentido
contrario a las manecillas del reloj (ver figura 4), sea g1 la transformación hiperbólica
que manda el lado 1 en el lado 3, g2 la que manda el lado 2 en el lado 4, g5 la que
manda el lado 5 en el 7 y g6 la que manda el 6 en el 8. Sea Γ := 〈g1, g2, g5, g6〉 acta
en CP

1 con dominio de discontinuidad Ω igual a H
2 ∪ H

2

−, un dominio fundamental

en CP
1 igual al octágono y Γ\Ω = T

2 ∪T
2 (donde T

2 es el Toro) es compacto y tiene

dos componentes conexas; Beardon formaliza lo anterior en [11, págs. 268-270].

Por como vimos que se extend́ıan las transformaciones hiperbólicas a B
3∪Ω, sean

C1, . . . , C8 las semibolas abiertas contenidas en B
3∪Ω determinadas por los lados del
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Figura 5: Dominio fundamental de la acción del grupo fuchsiano en B
3 ∪ Ω

octágono, entonces D := (B3∪Ω)−∪8i=1Ci es un dominio fundamental de la acción en

B
3 ∪Ω (ver figura 5), e imaginamos a D bajo la acción de Γ en B

3 ∪Ω trasladándose

por todo B
3 ∪Ω viajando por los ejes de traslación determinados por los generadores

de Γ, por lo que Γ\B3 ≈ T
2 × R, que como fibra sobre R con fibras compactas y

conexas T
2, tiene dos puntas, y Γ\(B3∪Ω) ≈ T

2× [0, 1]; Marden formaliza lo anterior
en [3, pág. 74]

Tomando un 4g-ágono, podemos generar un grupo Γ ⊂ PSL(2, C) con dominio de
discontinuidad Ω = H

2∪H
2

−, tal que Γ \Ω sean dos superficies compactas orientables

de genero g y Γ\(B3 ∪ Ω) igual al producto de la superficie compacta orientable de
género g por R.

Ejemplo 35 Schottky de Género p ≥ 1

Consideremos un grupo de Schottky de genero p; supongamos que los ćırculos de la
familia

C := {C1, C
′

1
, . . . , Cp, C

′

p}

son como en la definición de grupo de Schottky y las transformaciones Ai de la

definición son hiperbólicas. Entonces Γ actúa en CP
1 con dominio de discontinuidad

Ω = CP
1 \ K, donde K es un conjunto de Cantor; un dominio fundamental de
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Figura 6: Dominio fundamental del grupo de Schottky en el disco de Poincaré y en

B
3 ∪ CP

1.

Γ en CP
1 es CP

1 menos los interiores de todos los elementos de C, Γ \ Ω es una

superficie compacta orientable de género p, el cual tiene una componente conexa. Si
Ĉ := {Ĉ1, Ĉ

′

1
, . . . , Ĉp, Ĉ

′

p} es la colección de todas las esferas en B
3 ∪ Ω determinadas

por todos los ćırculos de C, entonces, un dominio de fundamental de Γ en B
3 ∪ Ω

es igual a B
3 ∪ Ω menos los interiores de todas las esferas de Ĉ, Γ \ B

3 igual a un

g-toro sólido abierto, el cual tiene una punta y Γ\ (B3∪Ω) es igual a un g-tóro sólido
cerrado; ver figura 6.
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