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Resumen

En esta tesis estudiaremos el oscilador salino, descrito por Martin en los afios 70 [14]. El
oscilador salino consta esencialmente de dos recipientes, el mas pequeno con un orificio en
su base, contiene agua y sal y esta suspendido dentro del méas grande que a su vez contiene
agua destilada. Inicialmente el agua esta al mismo nivel en los dos recipientes, debido a la
diferencia de densidades el agua salada del recipiente méas pequeno pasa al recipiente con
agua dulce, formando un chorro. Después de cierto tiempo, el flujo se suspende y se origina
un flujo ascendente de agua dulce que pasa al recipiente con agua salada, seguido a su vez
de otro chorro de agua salada que baja hacia el agua dulce, y asi sucesivamente. El periodo
de estas oscilaciones casi no cambia durante horas, dias o incluso semanas dependiendo de
los parametros experimentales, hasta que el sistema llega al equilibrio cuando las densidades

del agua se igualan.

El oscilador salino es méas que una curiosidad hidrodindmica, como lo bautizé Martin en un
principio, dado que al ser un oscilador experimental no lineal lejos del equilibrio, nos ayu-
da a la comprension de estos sistemas, pues es facilmente reproducible y presenta muchos
fenémenos caracteristicos como un ciclo limite, bifurcacion, cuasiperiodicidad, multiplicacion

del periodo y acoplamientol[3, 15, 16, 22, 25].

La motivacién del estudio del oscilador salino se debe también a que es un buen imitador de

sistemas bioldgicos y fisioldgicos, como el del sentido del gusto, ritmos circadianos, sincroni-
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zaciéon de excitacion neuronal y latidos de células cardiacas [18, 9, 24, 26].

Esta tesis se basa en resultados y observaciones experimentales reportados en la literatura y
en los resultados de los experimentos realizados en los laboratorios de Biofisica de sistemas
excitables y de Hidrodindmica de la Facultad de Ciencias de la UNAM, asi como en el labo-
ratorio de Reologia del IIM , en la UNAM. En esta tesis intentamos hacer un modelo tedrico
del sistema para poder predecir los resultados del oscilador y comprender un poco mas este

oscilador no lineal.

En los antecedentes de esta tesis hacemos una revisién bibliografica de lo que se ha hecho
y se sabe del oscilador. En el capitulo dos se da un repaso de la teoria que describe este
sistema hidrodinamico. En el capitulo tres planteamos un modelo para el oscilador salino.
En el modelo trabajamos con la ecuacién de Navier-Stokes sobre dos lineas de corriente, a
partir de lo cual llegamos a dos ecuaciones de tipo Bernoulli, una que utilizamos para mo-
delar la dinamica del chorro de “subida” y la otra para modelar el chorro de “bajada”. En
los capitulos cuatro y cinco, resolvemos las ecuaciones numéricamente, comparamos con los
resultados experimentales y reportados en la bibliografia y concluimos la validez y relevancia

de nuestro modelo.
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Capitulo 1

Antecedentes

El oscilador salino consiste en un sistema hidrodindmico que oscila debido a diferencias de
densidades. El sistema a estudiar estd compuesto por dos vasos o recipientes cilindricos de
vidrio, el interno de radio r, lleno de agua con sal con densidad pg, sostenido dentro de otro
recipiente cilindrico de mayor profundidad de radio R > r, lleno de agua destilada con den-

sidad pg.

Inicialmente el nivel superior en los dos recipientes es el mismo, hq (figura 1.1). El recipiente
interno con agua salada tiene un pequeno orificio en su base. Cuando se destapa el orificio,
la evolucion del sistema provoca un cambio h(t) en los niveles. La diferencia de densidades,
y por tanto de pesos, provoca que el agua salada empiece a bajar por el orificio dentro del
agua dulce. Debido a la diferencia entre los indices de refraccion del agua salada y la desti-
lada, se observa un chorro que baja dentro del agua destilada(figura 1.2(a)). El tiempo de
duracion del primer chorro varia de minutos a horas dependiendo de las caracteristicas de
cada oscilador, como el tamano de los recipientes, el area del orificio, la concentracién de la
sal y el nivel o altura inicial del agua salada. Después de cierto tiempo, el proceso se invierte
y se observa ahora un chorro de agua destilada que sube hacia el agua salada (figura 1.2(b)),
seguido de otro de agua salada que baja al agua destilada, y asi sucesivamente. Es decir que

el sistema oscila entre puntos de equilibrio mediante chorros de agua que suben y bajan. Una
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(a) Foto del oscilador salino del Laboratorio (b) Diagrama del oscilador.
de Hidrodindmica de la Facultad de Cien-
cias de la UNAM.

Figura 1.1: Foto y esquema del oscilador salino.

vez que el oscilador estda en marcha y estable, el periodo de las oscilaciones, que puede ser de
algunos segundos o minutos, casi no cambia a lo largo de horas o dias. La duraciéon de cada
oscilador depende de las dimensiones del sistema, pues el oscilador se detiene conforme las

densidades del agua dentro de los recipientes se igualan.

(a) chorro de bajada. (b) chorro de subida.

Figura 1.2: Fotos del oscilador del Laboratorio de Biofisica de sistemas excitables de la
Facultad de Ciencias de la UNAM.
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1.1. Primera descripcion del oscilador

En este capitulo hacemos una revison de lo reportado por diversos autores sobre el oscilador,
centrando més la atencién en los trabajos de Martin [14], Yoshikawa [24] y Gonzalez et al. [3].
Martin fue el divulgador del fenémeno y el primero en trabajar con él. Yoshikawa es quien
mas ha trabajado en el oscilador y mejores resultados ha obtenido. Ademas, utilizaremos sus
resultados y paramétros experimentales para evaluar y comparar nuestro modelo. Gonzalez
et al. describieron el comportamiento del oscilador ante perturbaciones, sus resultados nos
serviran para poner a prueba nuestro modelo. Mencionaremos también trabajos de otros
autores para facilitar la comprensién de todo el fenémeno, asi como la motivacién de este

trabajo.

En 1970 Martin describe el oscilador salino como un oscilador auto excitado, desencadenado
por una inestabilidad de Rayleigh-Taylor [14]. El equilibrio de un sistema donde el fluido de
menor densidad se encuentra debajo del de mayor densidad es inestable, pues ante cualquier
perturbacion las fuerzas boyantes vencen a la tensién superficial. La inestabilidad de la in-

terface entre los dos fluidos es la inestabilidad de Rayleigh-Taylor [7, 10].

Martin experimenté con una variedad de recipientes con agua salada, como jeringas, vasos
con pipetas, latas con agujeros, etcétera, que al sumergirlos parcialmente en un recipiente con
agua dulce presentan una serie de oscilaciones de amplitud finita. Estas oscilaciones estan
dadas primero por un chorro de agua salada que baja dentro del agua dulce, seguido de un

chorro de agua dulce que sube dentro del agua salada.

Segin Martin, el sistema oscila entre dos posiciones de equilibrio hidrostatico. En la primera,
la aguja de la jeringa, o pipeta, esta llena de agua salada, y en la segunda, de agua sin sal. Sin

embargo ambos equilibrios son inestables, pues cualquier intrusion de agua dulce o salada,
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provoca un desplazamiento que crece inicialmente de manera exponencial hacia arriba o hacia

abajo, hasta llegar al otro punto de equilibrio.

De acuerdo a lo que indica Martin en su articulo, el brinco entre estas dos posiciones de equi-
librio se da debido a la inestabilidad convectiva de Rayleigh-Taylor. Utiliza un resultado de
Taylor, que dice que un tubo vertical que contiene una solucién salina cuya densidad aumenta
con la altura es convectivamente inestable si el nimero de Rayleigh salino es mayor a 67.94.
En sus experimentos Martin encontré que para el oscilador salino el niimero de Rayleigh era
del orden de 10°. De esta forma, el sistema, es altamente inestable desde el punto de vista con-
vectivo. Argumenta que esta inestabilidad es la que saca al sistema de equilibrio, provocando
las oscilaciones. Sin embargo, conforme avanza el tiempo pasan més ciclos u oscilaciones, con
lo que la diferencia de densidades va disminuyendo hasta dejar de dominar la inestabilidad
de Rayleigh. Asi pasa de un ntimero de Rayleigh supercritico a uno critico, originando la
formaciéon de dos chorros simultaneos en la aguja, uno que sube y otro que baja. Después de
un mayor tiempo el nimero de Rayleigh se vuelve subcritico, la conveccion se detiene y el

sistema llega a un equilibrio estable.

Para analizar el flujo en el oscilador, lo divide en dos partes. Primero el caso en el que sélo
hay un flujo hacia arriba o uno hacia abajo, de modo semejante al que procederemos en este

trabajo. Y luego, en el que existen los dos flujos a la vez, el cual no estudiaremos en esta tesis.

Debido a que las longitudes de las agujas son mucho mayores que los radios de estas, utiliza el
perfil de velocidades de un flujo de Hagen-Poiseuille que depende del tiempo para encontrar
la ecuaciones que gobiernan los flujos. El flujo de Hagen-Poiseuille es el flujo en un tubo
largo con seccion transversal circular constante, provocado por la accion de una diferencia de

presiones impuesta en los extremos del tubo (que en este caso depende del tiempo). De for-
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ma que se supone que tanto el flujo como las condiciones a la frontera tienen simetria axial [4].

A partir de argumentos de balance de momento e incluyendo correcciones debido a la inercia
y la viscosidad, Martin encuentra dos ecuaciones adimensionales que gobiernan las oscilacio-
nes. Una de bajada y otra de subida. Ademas considera la diferencia de presiones entre los
extremos de la aguja, la cual incluye como la diferencia de las presiones hidrostaticas menos
una presion dinamica. Esta presion dinamica es equivalente a la energia que se disipa en el
cambio abrupto de meter y sacar el agua de los extremos de la aguja, y esta dada por el
cambio de presion necesario para sacar el fluido de un tubo hacia un reservorio infinito, méas
la diferencia de presién necesaria para meter el fluido al tubo desde un reservorio infinito. Al
resolver las ecuaciones de gobierno para el caso del amortiguamiento viscoso, encuentra una
ecuacion para el periodo de las oscilaciones, independiente de la diferencia de densidades.
Los experimentos confirman que el periodo no depende de la diferencia de densidades, pero
muestran que los resultados dados por la ecuacion sélo coinciden de forma cualitativa con los
experimentos. Para el caso del amortiguamiento no-lineal tampoco hace buenas predicciones
sobre el periodo, pero de nuevo, cualitativamente sus resultados estdan de acuerdo con los

experimentos.

1.2. El trabajo de Yoshikawa

Yoshikawa parece ser el autor que més trabajos tiene publicados sobre el oscilador salino
(23, 25, 22, 24]. En 1989 se interes6 en el oscilador salino como una herramienta pedagégica
para que los estudiantes conocieran y entendieran conceptos de dindmica no-lineal lejos del
equilibrio [23]. Presenta dichos fendmenos en un experimento que se puede reproducir con
facilidad. En este mismo articulo menciona que el fenémeno se puede seguir o monitorear

con un par de electrodos de plata Ag/AgCl. Las oscilaciones del agua van acompanadas de
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una diferencia de potencial que cambia a la par con el cambio de direccién del chorro.

En sus siguientes trabajos cambi6 ligeramente el dispositivo experimental. En lugar de utilizar
jeringas con agujas utilizé un recipiente con un pequeno orificio en su base. Dos anos después
escribe del oscilador y su importancia experimental en dindmica no lineal [25]. Afirma que
la naturaleza de las oscilaciones es gravitacional, debida a la diferencia de densidades y la
fuerza boyante, no a la presion osmotica. Lo cual comprueba al colocar aceites de diferentes
densidades y observar el fenémeno. También observo que al aumentar el tamano del orificio
se daba una bifurcacién, al llegar a un punto en el que el chorro de bajada y subida ocurren
al mismo tiempo. Este fenomeno ya habia sido observado por Martin cuando la diferencia de

densidades disminufa en su dispositivo [14].

Al igual que Martin, Yoshikawa modela al oscilador utilizando un flujo de Poiseuille para
medir el cambio de presiones en el chorro. Mantiene constantes las densidades de los fluidos
y llega a dos ecuaciones no lineales de segundo grado, una para el chorro de subida y otra
para el de bajada. Ambas ecuaciones incluyen una funcion de la velocidad del nivel del agua
salada. De acuerdo a Yoshikawa, dicha funcién es la fuerza necesaria para acelerar el fluido
alrededor del orificio, la cual es esencial para inducir el fenémeno oscilatorio. Sin embargo,
al ser dificil de evaluar o estimar cualitativamente su efecto, supone que la fuerza de acele-
racién es proporcional a la velocidad del nivel de agua salada y lo resuelve numéricamente.

Encuentran asi resultados que cualitativamente son satisfactorios [25].

Mas tarde acoplaron dos osciladores salinos (utilizaron dos vasitos rellenos de solucién salina
con agujeros, dentro de un solo recipiente con agua destilada), y encontraron que el modo
de las oscilaciones depende del area de la superficie libre de agua dulce [22]. Acoplando dos

ecuaciones de Rayleigh y, resolviendo numéricamente, encontraron comportamientos simila-
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res al experimental.

En su trabajo mas importante y completo sobre el oscilador salino [24], Yoshikawa et al.

realizaron una serie de experimentos y una simulacién numérica en un flujo tridimensional.

En los experimentos observaron las oscilaciones esperadas. Primero un flujo de agua salada
hacia abajo, que después de aproximadamente un minuto, se detuvo. Pronto empezé un flujo
de agua dulce hacia arriba, el cual se detuvo varios segundos después para volver a dar inicio

al flujo hacia abajo y asi sucesivamente durante docenas de veces. El periodo de la oscilacion,

100 7

50um

Level of saline water (1m)

480 500 520 540 560

t (sec)

Figura 1.3: Imagen tomada de [24]. Resultados experimentales en el cambio ritmico del
nivel del agua salada en el recipiente interno. La lineas punteadas representan ajustes expo-
nenciales individuales, durante el flujo de subida y el de bajada z(t) oc ek + const

de 24 segundos, se mantuvo practicamente constante a lo largo de todo el experimento. La
duracién del periodo aumenta menos del 10 % después de dejar el sistema oscilando durante
varias horas. El cambio en el tiempo del nivel del agua salada en el vaso interior se midié con
un medidor laser. Se observé que dichos cambios eran de alrededor de 50um y se ajusté cada

medio ciclo con una exponencial.
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La simulacién numérica que realizaron es obtenida resolviendo la ecuacién de Navier-Stokes,
la de difusion y la de conservacién de masa, en donde ya no consideran que las densidades
sean constantes en el tiempo. Trabajaron en coordenadas cilindricas y utilizando la aproxi-
macién de Boussinesq, despreciando las diferencias de densidad en todos los términos que no
incluyen a la gravedad. Resolvieron el sistema dado por las ecuaciones de Navier-Stokes, la
de continuidad, y la de conservacion de masa, utilizando un software de dinamica de fluidos

basado en diferencias finitas.

En la simulaciéon numérica utilizaron coeficientes y valores iniciales similares a los de sus
experimentos para poder comparar los resultados. Ademaés, observaron las oscilaciones espe-
radas, pero con un periodo de oscilacion de 41 segundos. Basandose en los cambios del nivel
de agua encontraron que en cada ciclo sale el 0.16 % del agua salada, mientras que en los
experimentos salia el 0.12%. En su simulacién también encontraron que el nivel del agua

salada oscilaba con una amplitud aproximada de 50um.

La mayor discordancia que encontraron entre el experimento y los resultados de su simulacion
fue la diferencia entre los periodos de oscilacion, siendo el primero de 24 segundos y el segun-
do de 41. Yoshikawa argumenta que esto puede deberse al hecho de que en el experimento
el orificio por el que pasa el agua tiene irregularidades que afectan el flujo laminar y como
consecuencia el periodo cambia. Ademds, menciona que algunos factores de la simulacion
numérica como el tamano y forma del arreglo, asi como las condiciones a la frontera, afectan

la duracion del periodo.

A partir de la velocidad promedio en el orificio que encontraron en sus simulaciones, estiman

que el nimero de Reynolds del oscilador es menor que 20, por lo que la turbulencia no tiene
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efectos considerables en el fenémeno.

En el analisis y descripcion de los cambios en el flujo, consideran que el balance de momen-
tos sobre todo elemento de fluido tiene cuatro componentes: La conveccion, los gradientes de
presion, la viscosidad y la gravedad. A partir de estos se pueden describir los efectos de la ace-
leracion. Los términos debidos a la conveccion y a la viscosidad frenan la oscilacion, mientras
que los de presion y gravedad aceleran al flujo. De los resultados numéricos encuentran que los
cuatro términos son proporcionales a la velocidad del flujo, excepto en el momento en el que
el flujo cambia de direccién. A partir de lo cual proponen que la aceleracion es proporcional a

la velocidad, de donde se justifica el comportamiento exponencial mencionado anteriormente.

En el articulo discuten el mecanismo del cambio de direccién del flujo [24]. A partir de sus
resultados numéricos, estiman la forma de la fuerza viscosa, de presién y de gravedad. Lle-
gando asi a una ecuacion diferencial para la diferencia entre el nivel del agua salada y su

posicion de equilibrio, la cual corresponde a la ecuacién de Rayleigh:

S A% B _u2x, (1.1)

donde X (t) es la altura del agua dentro del recipiente de agua salada, A, B y wy son cons-
tantes positivas, pero A y B son parametros libres para cada experimento y wy depende de

otros parametros del oscilador, como el cociente entre las densidades.

En la ecuacion de Rayleigh, el término a la izquierda junto con el iltimo término del lado
derecho de la ecuacién corresponden a un oscilador, mientras que el término de en medio
corresponende a las fricciones “negativa” y positiva, pues dependen de la velocidad a la que

se mueve el nivel del agua.
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Asi, Yoshikawa concluye que el oscilador salino puede ser descrito por la ecuacion de Ray-
leigh, que las oscilaciones se originan debido a la inestabilidad gravitacional causada por que
el agua salada esta arriba de la dulce, y que la disipacién de energia del sistema se debe al

efecto de la viscosidad.

1.3. Perturbaciones del oscilador mediante pulsos

Gonzélez, Arce y Guevara perturbaron al sistema experimental con pulsos de agua [3]. Dichos
pulsos consisten en inyectar un 0.1 % del volumen total de agua en el fondo del recipiente
externo, para después retirar exactamente el mismo volumen, de forma que la cantidad de
agua no cambie después de cada pulso . El tiempo de duracion de un pulso es de 1.3 segun-
dos, mientras que el periodo natural de su oscilador Ty es de alrededor de 35 segundos. Los

periodos los miden con electrodos que registran la diferencia de potencial debida a los chorros.

Perturbaron el oscilador tanto con pulsos individuales, como con trenes de pulsos. Al aplicar
trenes de pulsos con diferentes tiempos 7}, entre los pulsos, encontraron que después de un
transitorio el oscilador se acopla al tren de pulsos. Estableciéndose asi un ritmo entre ambos,
que llaman phase locking o bloqueo de fase, de la forma N:M, donde los valores de N y M
dependen de la relacién 7,/T; (Figural.4). N se refiere al nimero de pulsos o perturbaciones

y M a los ciclos que da el oscilador en respuesta los pulsos.

Los pulsos individuales los aplicaron en diferentes momentos de la oscilacién, es decir en
diferentes tiempos T, medidos desde el inicio de un ciclo, a lo largo de un periodo Tj y luego
dejaron al sistema regresar a su estado natural. Estos pulsos provocan un reinicio o corri-
miento de fase. Se define la fase original de la oscilacién como &= T,./T, y la nueva fase

&* = 1-T,/Ty+1T./Ty, donde la longitud del ciclo perturbado 77 es el tiempo entre el marca-
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Figura 1.4: Imagen tomada de [3]. Bloqueos de fase para diferentes tiempos T},. Muestra
el cambio del potencial (azul) respecto a los pulsos(rojo) para diferentes tiempos T, entre los
pulsos.

dor de inicio de una oscilacién inmediatamente anterior al pulso al marcador inmediatamente
posterior al pulso. Encontraron experimentalmente la gréfica de inicio de fase (¢ vs.® ') a

partir de lo cual hicieron un ajuste (Figura 1.5).

Los resultados presentados por Gonzalez et al. nos servirdn para poner a prueba nuestro

modelo, al perturbarlo de forma andloga.

1.4. Otros trabajos sobre el oscilador salino

Alfredsson y Largerstedt usaron un arreglo experimental similar al de Yoshikawa y analizaron
el periodo de las oscilaciones y su dependencia con distintos pardmetros adimensionales [1].
Encontraron que cuando el area del orificio es muy pequena en comparacién con las areas de

los recipientes, la viscosidad juega un papel importante. Y que cuando los recipientes son lo
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Figura 1.5: Imagen tomada de [3]. (a)Reinicio de fase a tres valores diferentes del intervalo
de acoplamiento T, (arriba, 29.6 s; abajo izquierda, 3.4 s; abajo derecha, 37.1 s). (b) Graficas
de T1/Ty vs. la fase vieja &= T./T, (izquierda) y Ty/Ty vs. ® (derecha). (¢) Gréfica de la
nueva fase® * vs.® . La curva es la curva de transicion.

suficientemente grandes la tension superficial es irrelevante.

Experimentalmente encontraron que el periodo o tiempo de cada ciclo estd dado por

T' = O + Coll3 T,

donde T" esta escalado como 71" = T(%)l/2 y II; = %, =2 10, = 9;%3.

A;
DondeA p es la diferencia de densidades, p la densidad del fluido en el recipiente externo
(agua destilada), ® el didmetro del orificio por donde pasa el agua, A;. el area reducida de

los recipientes dada por

Air = Az<1 — AZ/A()),

donde A; es el area del recipiente interno, Aq el area del recipiente externo, g la aceleracion

de la gravedad y v = u/p la viscosidad cinemdtica del agua destilada . Los valores que en-
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contraron para las constantes son C] = 6.10, Cy = 6 x 103, ny = —0.385, ny = —0.78 y

ns = —0.16.

Sin embargo, aclaran que esta ecuacién no ajusta tan bien como quisieran, por lo que debe
de haber un tercer término de correccion, que no les fue posible encontrar a partir de los
datos experimentales que obtuvieron. Se observa la necesidad de este tercer término ya que
la ecuacién no describe el flujo cuando la viscosidad tiende a cero, ni cuando la amplitud del
chorro es grande en comparacion al diametro del orificio® . El primer término gobierna el
chorro cuando las amplitudes son del mismo orden de magnitud que el didmetro del orificio

®, v el segundo término incorpora los efectos de la viscosidad.

Steinbock, Lange, y Rehberg utilizaron el arreglo experimental de Martin para flujos lentos,
donde las oscilaciones son de minutos y no de segundos, de forma que la viscosidad y capila-
ridad juegan un papel mas importante que en los flujos rapidos del oscilador de Yoshikawa.
Observaron que la diferencia de alturas o puntos de equilibrio se desplaza un poco hacia
arriba [20]. Este desplazamiento se debe a que a lo largo del experimento se da una recom-
binacién entre el agua dulce y la salada, pues para compensar el cambio de presién debido a
la salida de agua salada del recipiente, entra una cantidad mayor de agua dulce al recipiente.
Esta recombinacion afecta el criterio del equilibrio de presiones, desplazando hacia arriba los

puntos de equilibrio inestables.

Justifican las oscilaciones con la inestabilidad de Rayleigh y resuelven un sistema en coorde-
nadas rectangulares en dos dimensiones para no tener que trabajar en tres dimensiones en

cilindricas. A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y de difusion de la sal, llegan a una

expresion h, — hy = % <1 — Z—d> L, que relaciona la amplitud de las oscilaciones (distancia

entre el punto de equilibrio inestable y el nivel critico en el cual el flujo se invierte), con el
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cociente de densidades y el largo del tubo o jeringa L entre el reservorio de agua salada y el

de agua dulce.

Miyakawa y Yamada trabajaron de forma numérica y experimental con osciladores acoplados
[15, 16]. En el primer trabajo colocaron dos sistemas (osciladores) iguales que se conectan
mediante una ventana entre los recipientes de agua salada. Para el tratamiento numérico
acoplaron dos ecuaciones de Rayleigh. Agrandando la ventana, encontraron los acoplamien-
tos cuasi-periddico, en fase, biestable y fuera de fase. En el segundo usaron 36 osciladores
acoplados, colocando 36 recipientes pequenos con agua salada y uno de agua dulce, cuya
area es el parametro de acoplamiento. Cuando el area del recipiente de agua dulce era muy
grande respecto a los recipientes de agua salada, el acoplamiento era muy débil por lo que no
observaron una sincronizacion de fase. Para valores menores del area del recipiente de agua
dulce respecto a los de agua salada encontraron que coexistian el estado de antifase y varios

estados de grupos o clusters asimétricos.

Aoki hace un tratamiento matematico del oscilador utilizando métodos de teoria de singula-

ridad y teorfa de bifurcacién para estudiarlo [2].

Cervellata y Solda utilizaron dos osciladores acoplados para construir una pila de voltaje

alterno con un voltaje de 55mV y un periodo de treinta segundos [6].

Upadhyay et al. proponen que la diferencia de potencial eléctrico se debe a potenciales que
fluyen o streaming potentials, producto de una doble capa eléctrica [21]. Esta consiste de dos
capas paralelas de iones. La primera capa es la de superficie, que coincide con la superficie
del capilar. La segunda capa es la difusa, que esta dentro del agua y funciona como pantalla

eléctrica de la primera. La capa difusa se forma de los iones libres que se encuentran en el
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fluido por atraccion eléctrica y ruido térmico. La doble capa se forma sobre el capilar, de
modo que cuando los liquidos fluyen hacia arriba y hacia abajo, arrastrando con ellos la fase
movil de la doble capa, se genera una separacion de carga. La direccién de la separacion de
carga es distinta cuando el chorro sube que cuando el chorro baja, de manera que la diferencia

de potencial oscila junto con el chorro .

Al igual que Yoshikawa et al. [23], Morén-Villarreyes et al. utilizaron el oscilador salino co-
mo una herramienta educativa o pedagogica para estudiantes de ingenieria quimica, dado
que introduce de manera sencilla la dindmica no lineal y algunas herramientas de esta en
el estudio de la teorfa del caos [17]. Ademads, proponen que los estudiantes realicen mejoras

tecnologicas en el dispositivo experimental.

Roy et al. utilizaron el oscilador salino para caracterizar y cuantificar el gusto [18]. Sugieren
que el oscilador salino imita el mecanismo de percibir los cuatro sabores basicos, dulce, aci-
do, amargo y salado. Muestran que las amplitudes del potencial eléctrico en el oscilador se
correlacionan bien con los logaritmos de los indices relativos de sabor, como la concentracion

de las sustancias de cada categoria de sabor.

Rincon y Fajardo variaron la concentracién molar de la sal entre uno y cinco moles. Co-
mo resultado de esta variacién encontraron que para el oscilador con capilar, el periodo no
depende de la concentracién [11]. Esto lo justifican teéricamente utilizando un flujo de Hagen-
Poiseuille y argumentando que los cambios en las densidades, que se dan como resultado de
los cambios de concentracion, se compensan con los provocados por la viscosidad, de forma
que al modificar la concentracién de la sal en el agua, los tiempos de las oscilaciones practi-

camente no se ven afectados.
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Los trabajos mencionados en este capitulo nos muestran la relevancia del oscilador salino, y
la informacién que se ha recabado acerca de su dindamica. En el siguiente capitulo revisaremos
la teoria o marco tedrico necesario para mas adelante poder plantear nuestro propio modelo

del oscilador y comparar nuestros resultados con los presentados aqui.
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Capitulo 2

Marco Teoérico

El oscilador salino es un sistema fisico fuera de equilibrio, donde hay dos especies quimi-
cas diferentes, el agua y la sal. Asi que vamos a estudiar un sistema no homogéneo, por lo
que es importante la presencia de procesos difusivos en las ecuaciones de hidrodinamica que
utilicemos. En el marco tedrico trataremos de presentar y justificar el uso de la teoria y de

las ecuaciones que utilizaremos mas adelante que incluyan el ya mencionado proceso difusivo.

Al igual que la termodinamica esta basada en la ley de conservacién de energia y en la ley de
la entropia, la descripcion de los procesos fuera de equilibrio también debe de ser construida
sobre estas dos leyes. Sin embargo es necesario formular dichas leyes de forma adecuada,
asi como también las ecuaciones fenomenoldgicas. Las ecuaciones fenomenoldgicas relacionan
los flujos termodinamicos con las fuerzas termodindmicas, y en combinacién con las ecua-
ciones de balance nos llevaran a las ecuaciones de la hidrodinamica que nos competen. Para
esta derivacién nos basaremos en los primeros capitulos del libro de de Groot y Mazur [12],

en el caso simplificado en que no hay reacciones quimicas.
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2.1. Leyes de conservacion

Como la teoria a utilizar se va a aplicar a sistemas macroscopicos con propiedades descritas
por funciones continuas en el espacio y el tiempo, las leyes de conservacién deben de estar
formuladas localmente dado que tanto la masa como el momento pueden cambiar localmente

y en el tiempo.

2.1.1. Conservacion de masa

Vamos a encontrar la ecuacién de balance de masa para un sistema con varias especies
enumeradas por k, la cual nos da la relacion que existe entre el cambio de masa dentro de
un volumen a partir de los flujos de masa a través de dicho volumen y las posibles fuentes o
sumideros que puedan existir de cada especie.

Para un sistema con n componentes, el cambio de masa de la k-ésima componente en el

tiempo, dentro de un volumen V', esta dado por:

d \%4 14 apk
— dV = —dV, 2.1
at | P at (2.1)

donde p;, es la densidad de la k-ésima componente.

Esta cantidad en el lado derecho, equivale a la suma del flujo de la especie k£ en el volumen V'
a través de su superficie €2 y por la produccion de k£ en las reacciones quimicas que ocurren
dentro del volumen V. Debido a que en el oscilador salino no existen dichas reacciones
quimicas, no las tomaremos en cuenta. De modo que la evolucion de la masa de la k-ésima
especie esta dada por

v Ipk

Q

donde df2 es un vector de magnitud df2 normal a la superficie y que apunta hacia afuera de

V' y vk es la velocidad de la k-ésima componente. El signo menos se debe a que dado que
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d(2 apunta hacia afuera del volumen, que la velocidad vaya en la misma direccién que df2

implica una salida de flujo del volumen V' y por lo tanto una perdida.

Aplicando el teorema de Gauss a la integral de superficie obtenemos

\%4 8pk: \%

Dado que la relacién (2.3) se cumple sin importar el volumen sobre el cual se haga la integral,

entonces la relacién diferencial también es valida y nos da la siguiente ecuacién de balance,

Opx

ot V- (prvi)- (2.4)

Sumando sobre las n sustancias k se obtiene la FEcuacion de Continuidad.

o _

5 =~V (V) (2.5)

donde p es la densidad total dada por la suma de las densidades sobre todas las componentes

n

P = Z Pk> (2.6)

k=1
y v la velocidad baricéntrica o del centro de masa que es un promedio de las velocidades de

cada componente

- PrVk
v=>" = (2.7)
k=1

La ecuacién (2.5) expresa el hecho de que la masa total se conserva, es decir, que la masa
total de un elemento de volumen del sistema sélo puede cambiar si existe un flujo de masa a

través de la superficie del elemento de volumen.
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Para escribir la ecuacién de conservacion de masa, en términos de los flujos de masa, definimos

la derivada material (también derivada sustancial, total o lagrangiana).

d 0
%—§+V-V. (2.8)

La derivada material tiene dos partes, la derivada parcial en el tiempo, que representa la

tasa de cambio en cualquier punto fijo, y una parte que nos da los cambios debidos a que el

baricentro se mueve con velocidad v dentro del fluido.

También es necesario definir el flujo de difusién de una sustancia k respecto a su movimiento

baricéntrico:
Jk = pk(vk — V). (29)

Lo que nos permite escribir las ecuaciones de balance de masa (2.4) de una forma alternativa:

dpi

=V v =V T (2.10)

mientras que la ecuacién de continuidad (2.5) queda

L= pv.v. 2.11
o Vv (2.11)

Si ademas utilizamos fracciones de masa c; dadas por:

n
Cp = %, donde ch =1, (2.12)
k=1

y utilizando la ecuacién de continuidad (2.11), observamos que la ecuacién de balance de

masa (2.10) toma la forma

o)., k=12 .. (2.13)



Que nos dice que el cambio de la fraccién de masa o concentracién de la k-ésima componente
se debe al balance del flujo difusivo Jyi de dicha componente. Es decir que, si en un elemento
de volumen el flujo difusivo de la componente k -ésima que entra es igual al que sale, entonces

la concentracién ¢, de dicha componente se mantiene constante en el tiempo.

Utilizando la definicién para el volumen especifico v = %, la ecuacién (2.11) puede ser escrita

como
dv

Wy 2.14

Py =Vv (2.14)

Ademds, sustituyendo la velocidad baricéntrica (2.7) en el flujo difusivo (2.9) y sumando

sobre todas las componentes, se tiene que:

Y he=) _mvic—vY p=0 (2.15)
h=1 =1 =1

La ecuacién (2.15) nos dice que sélo n — 1 de los n flujos de difusién son independientes.
De igual forma, inicamente n — 1 de las ecuaciones (2.13) son independientes, y la n-ésima
ecuacion independiente describiendo el cambio de densidad de masa del sistema es la ecuacion

(2.14) o (2.11).

Finalmente, como consecuencia de la ecuacién de continuidad (2.5) y utilizando la definicién
de derivada material (2.8), tenemos que para cualquier propiedad local a del sistema, ya sea
una cantidad escalar, una componente vectorial o tensorial, se cumple la siguiente relacién

da  Oap
pa = W +V- (apv). (2.16)

Esta relacién (2.16) nos serd de mucha utilidad més adelante.

2.1.2. La ecuacion de movimiento

La ecuacién de movimiento es aquella que relaciona el cambio temporal de momento de una

porcion del fluido con la suma de las fuerzas actuando sobre dicha porcion. Es decir,
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dv
FAGEIE P S (2.17)

dt

k

donde v es la velocidad baricéntrica, dv/dt es la aceleracién del centro de gravedad, P es el
tensor de presién o menos el tensor de esfuerzos. El tensor de presién P resulta de las inter-
acciones cercanas de las particulas que dan origen a las fuerzas superficiales macroscoopicas
(Como se suele hacer en hidrodindmica, supondremos que P es simétrico como consecuencia

del balance de momento angular [4]). F es la fuerza de cuerpo, por unidad de masa, ejercida

sobre la especie k.

Si se considera que las fuerzas de cuerpo son conservativas, derivables de un potencial ¢y
independiente del tiempo, como en el sistema en estudio, entonces:

961

F, = =V, o

= 0. (2.18)

Utilizando el resultado de la ecuacién (2.16) reescribimos la ecuaciéon de movimiento (2.17),

dpv
La cual tiene la forma de una ecuacion de balance de densidad de momento pv. La cantidad
pvv + P se puede interpretar como el flujo del momento, donde pvv es la parte convectiva,

y a la suma de las fuerzas ), ppFx como la fuente del momento.

Proyectando la ecuacién de movimiento (2.17) con la velocidad baricéntrica, es posible deri-

var una ecuacion de balance para la energia cinética del centro de masa.

=—-V- (P-v)+P:Vv+ Z ppFy - v, (2.20)
P
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donde el producto bilineal esta definido por
P:Vv = ZPa Zpﬁa (a,8 =1,2,3). (2.21)

Y otra vez con ayuda de la relacién (2.16), la ecuacién (2.20), que nos dice como cambia o

evoluciona la energia cinética, toma la forma

il = -V 11}2,0v +P-v]|+P:Vv+ Zkak V. (2.22)
ot 2 -

Ahora es necesario establecer una ecuacion para el cambio en el tiempo de la densidad de
la energia potencial dada por la suma de las densidades de las energias potenciales de cada
componente: pp = >, pr¢r. Esta se obtiene de la ecuacion de balance de masa de cada
componente (2.4), la definicién del flujo de masa (2.9) y del hecho de que las fuerzas sean

conservativas, ecuacién (2.18), pues:

0p¢ Z oKV - (V).

Por definicion pyvy = Ji + prv, por lo tanto,

8pgz5 Z (Tkdk + pkdrVe) + Ik - VO + prv - Vo

O Judr) = V- (pgv) — ZJk Fr—> pFr-v.
K

De forma que la ecuacién para el cambio de la energia potencial queda

% =-V <p¢v+23k¢k> _ZJk'Fk_ZPka'V- (2.23)
k k k

Que nos dice que el cambio de la densidad de energia potencial depende de la pérdida debida
al trabajo ejercido por la fuerza de cuerpo Fy, sobre el fluido y los flujos por las fronteras.
Ya se tienen las ecuaciones tanto para la energia cinética (2.22) como para la energia potencial

(2.23), de forma que para encontrar la ecuacién de balance de energia se suman:

Ip(50° + ¢)

1
T = -V [p(§v2 +o)vV+P-v+ zk: OrpJp] +P Vv — %:Jka. (2.24)
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Esta ultima ecuacién nos dice que la suma de la energia cinética mas la potencial no se
conservan, dado que tiene términos fuente. Y como es una Ley universal de la fisica que la

energia se conserva, nos falta considerar otro tipo de energia en el balance de energia.

2.1.3. Conservacion de energia

Por el principio de conservacion de energia, la energia dentro de un volumen V' sélo puede
cambiar si hay un flujo de energia a través de la frontera {2de V. De forma que el cambio en

el tiempo de la energia esta dado por

d 1% 174 Q
2 cav = [ %~ [ 1. .40 2.25
aw ] P ot

donde e es la energia total por unidad de masa y J, el flujo total de energia.

Utilizando el teorema de Gauss, se obtiene la ecuacion de conservacién en su forma diferencial,

dpe

—=-V-J, 2.26

ot ‘ (2.26)
donde la energia total e estd dada por la suma de la energia cinética %1)2, potencial ¢ e interna
u, la cual desde un punto de vista microscopico representa la energia debida a vibraciones

térmicas y a las interacciones de corto alcance entre las particulas dentro de un elemento de

fluido.

1
e= 51)2 + o+ u. (2.27)

Desde el punto de vista macroscépico la relaciéon (2.27) es simplemente la definicién de la

energia interna u, extendida al caso fuera de equilibrio.

Por otro lado, el flujo total de energia j;,, se debe a una parte convectiva pev, a la potencia
debida los elementos de fluido vecinos P - v , a un flujo de energia potencial debido a la

difusién ), ¢rJx v a un flujo de calor Jq
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Je:pev+P-V+Z¢ka+Jq. (2.28)
k

Utilizando las ecuaciones de balance de energia cinética y potencial (2.24), conservacién de
energfa (2.26), energia total (2.27) y flujo de energia (2.28), se llega a la ecuacién de balance

para la energia interna u

Opu

o =~V (puv+Jg) =P VV—f—zk:Jk-Fk. (2.29)

Para escribir la ecuacion de balance de energia (2.29) de otra forma que nos serd ttil mas

adelante, se divide el tensor de presiones en una parte hidrostatica escalar p y un tensor II.

P =pI+11, (2.30)

donde 7 es la matriz identidad.

Sustituyendo en la ecuacién de balance de energia (2.29)

opu
%:—V- (Puv+Jq)—pV-v—H:VV+;Jk'Fk'

Utilizando la ecuacién (2.16) y

dgq

que define a dq como el calor agregado por unidad de masa. Se tiene

du dq

pE:p%—pV-v—H:Vv%—zk:Jk-Fk. (2.32)

Sustituyendo la ecuacién de balance de masa en su forma (2.14) y dividiendo entre la densidad

p se obtiene la Primera Ley de la Termodindamica

du dq dv
E—%—p%—vﬂ.VV—l-U%:Jk'Fk (2.33)
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(Recordando que v = % es el volumen especifico.)

Esta ley nos dice que, el cambio de la energia interna se debe al cambio o intercambio de
calor dq y al trabajo ejercido tanto por las fuerzas externas, como por los elemento de fluido
de sus alrededores.

Ya establecimos algunos de los principios basicos de la mecanica, como son conservacion
de masa y momento, asi como también la conservacién de la energia, pieza clave de la ter-
modinamica, pero aun nos falta introducir el concepto de entropia, lo cual haremos en la

siguiente seccién.

2.2. Ecuacién y Balance de Entropia

En esta seccién introduciremos a la entropia y su ecuacion de balance, dado que la produccion
de entropia esta asociada a las relaciones fenomenolégicas. Como ya habiamos mencionado
antes, las relaciones fenomenolégicas establecen una correspondencia entre las fuerzas y los
flujos termodinamicos, y junto con las ecuaciones de balance, nos permiten determinar la

evolucion de todas las variables termodinamicas locales, por ejemplo la evolucién de la den-

sidad.

2.2.1. Segunda Ley de la Termodinamica

De acuerdo a los principios de la Termodinamica, para cualquier sistema macroscopico en
equilibrio, se puede introducir una funcién de estado S, llamada entropia con las siguientes

propiedades.

El cambio de la entropia dS de un sistema estd dado por la entropia proveniente de sus

alrededores d..S, mas la producida dentro del sistema d;S":

S = d.S + d;S. (2.34)
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La Segunda Ley de la Termodindmica dice que en equilibrio o para procesos reversibles d;S

debe de ser cero y positivo para procesos fuera del equilibrio o irreversibles, de forma que,
d;S > 0. (2.35)

En cambio, dependiendo de la interaccién con sus alrededores d.S puede se negativa, posi-
tiva o cero. Sin embargo, para un sistema adiabatico (un sistema aislado, en el que no hay

intercambios de calor con sus alrededores) d.S = 0 de forma que
as > 0. (2.36)

Para un sistema cerrado, en el cual solo es posible un intercambio de calor con sus alrededores,

de acuerdo al teorema de Carnot-Claussius:

dQ
d.S = =, (2.37)

donde d@ es el calor proveido al sistema por sus alrededores y T es la temperatura absoluta.
De forma que de las ecuaciones (2.34) y (2.35) se sigue que para un sistema cerrado

ds > %. (2.38)

Para sistemas en donde también puede haber intercambio de materia con los alrededores, el
cambio de entropia debido a sus alrededores d.S contiene también un término relacionado
con el transporte de materia, sin embargo el teorema de Carnot -Clausius no se aplica a
dichos sistemas (pues no son cerrados), pero las afirmaciones dadas por (2.34) y (2.35) por

si solas son validas.

En la termodinamica de los procesos irreversibles uno de los principales objetivos es relacionar
la produccién de entropia d;S, con los diversos fendmenos irreversibles que pueden ocurrir
dentro del sistema. Para lo cual primero escribimos las ecuaciones de entropia de forma que

las cantidades extensivas del sistema sean funciones continuas de las coordenadas espaciales.
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1%
S:/ psdV,
d;

S Q

R / T - 02, (2.39)
d; v

Zlf :/ odV.

Donde s es la entropia por unidad de masa, J, es el flujo total de entropia por unidad

de area y unidad de tiempo, y o es la produccién de entropia por unidad de volumen y tiempo.

Utilizando (2.39) reescribimos (2.34) y (2.35) en sus formas locales, para lo cual suponemos
que (2.34) y (2.35) se cumplen también para partes infinitesimales del sistema. Es decir
que las leyes que son validas para los sistemas macroscopicos en equilibrio, son validas para
partes infinitesimalmente pequenas de dicho sistema, pues suponemos que estas pequenas

partes estan en equilibrio local.

Ops

T V- Jsiot + 0, (2.40)

o>0. (2.41)

Por simplicidad reescribimos (2.40) de la forma

ds

Py = -V Js+o, (2.42)

donde el flujo de entropia Jg es la diferencia entre el flujo total de entropia J; ;¢ y un término

convectivo psv

Js = Jst0t — psv. (2.43)

Para encontrar expresiones explicitas del flujo Jg y la fuente o de la entropia necesitamos

relacionar el cambio de entropia con las variaciones de las propiedades del sistema.
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2.2.2. Ecuacién de Balance de Entropia

Para sistemas en equilibrio sabemos que la entropia esta bien definida a partir de las va-
riables extensivas que definen al sistema macrocopico completamente. Para los sistemas que
consideramos anteriormente dichas variables son la energia interna wu, el volumen especifico

v, v las fracciones de masa c;:

s = s(u,v, cx) (2.44)
En equilibrio ademés se cumple la ecuacion de Gibbs:

Tds = du + pdv — Z prdcy, (2.45)

k=1

con p la presiéon en equilibrio, y u el potencial quimico del componente k.

Ahora suponemos que, aunque el total del sistema no esté en equilibrio, dentro de él existen
pequenos elementos de masa que estan en equilibrio local, para los cuales, si se siguen a lo

largo de su centro de gravedad, se cumple

ds du  dv <~ do
y L "y 2.46

i at P ;Mkdt (2.46)
Sustituyendo du/dt de la primera ley (2.33) y de la ecuacion de calor (2.31) y dcy/dt del

balance de masa en su forma (2.13) en la ecuacién de Gibbs (2.46) obtenemos

ds vy, 1 1 ¢ 1 <
— ——H:VV—FT;Jk'Fk—F?;MkV'Jk (2.47)

Pae =T T
La cual podemos escribir en la forma de una ecuaciéon de balance agrupando los términos de

forma que una parte de la ecuacién sea una divergencia.

ds B Jq—zk,uka 1 1 - M ) 1 .
por ==V (# —5J, VT T;Jk-(TV? Fi) = =10: Vv, (248)

Al comparar con la ecuacién de balance de entropia (2.42) encontramos que el flujo de

entropia, y la produccién de entropia estan dados por:

1 n
=7 <Jq - Z’LLka> : (2.49)
k=1
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1 1 ¢ [k -
U:_ﬁjq.VT_?ZJk.(TV?—Fk)—fH.VVZO. (2.50)

k=1

En principio la separacién de (2.47) en la divergencia de un flujo y una fuente parece un poco
arbitraria. Sin embargo se deben de cumplir una serie de requerimientos que hacen tnica
esta separacién, como es el hecho de que la produccion de entropia debe de ser cero para un

sistema en equilibrio e invariante bajo transformaciones de Galileo.

La ecuacién (2.49) muestra que para sistemas abiertos, el flujo de entropia Jg, est4 compuesto
de dos partes; el flujo de calor reducido J, /T, y una parte relacionada con el flujo de difusién
de masa Jy. En la produccién de entropia (2.50) reconocemos tres contribuciones diferentes,
el primer término relacionado con la conduccion de calor, el segundo con la difusion y el ter-

cero esta conectado con los gradientes de velocidad del flujo que dan lugar a un flujo viscoso.

La estructura de la ecuacion para la fuente de produccion de entropia o es la de una forma
bilinear, la cual consiste en la suma de productos de dos factores. Uno de estos factores es
un flujo, ya sea de calor, de difusiéon, de momento o el tensor de presiéon que provoca un flujo
viscoso. El otro factor en cada término esta relacionado con el gradiente de una variable de
estado intensiva; al gradiente de temperatura, de potencial quimico y de velocidad, y puede
contener una fuerza de cuerpo Fy. A estas cantidades, que van multiplicando a los flujos
en la expresién de la produccién de entropia (2.50) se les llama fuerzas termodindmicas o

afinidades a las cuales denotaremos de manera general como X.

La produccién de la entropia (2.50) se puede escribir de maneras alternativas, las cuales seran
utiles cuando introduzcamos las relaciones fenomenolédgicas. La fuerza termodinamica Xy que

multiplica al flujo de difusion Jy se puede reescribir al desarrollar la expresién V(uy/T)
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v (%) = Vi — (%) VT, (2.51)

si ademads utilizamos el hecho de que Fy es conservativa (2.18) podemos introducir la cantidad
i = . — Py, (2.52)

y utilizando la primera definiciéon para el flujo de la entropia (2.49) podemos escribir la

produccion de la entropia en la forma:

To=-Jg-VT => Ju (Vi —11: Vv)

k=1 (2.53)
=Y JX.

En esta forma Xy la fuerza conjugada al flujo de difusion Jy es tinicamente un gradiente del

potencial fiy.

2.3. Ecuaciéon de Gibbs-Duhem.

El hecho de que existan gradientes de concentracion y potencial quimico nos provoca gra-
dientes de presion, la ecuacién de Gibbs-Duheim nos dice como es la relacion entre dichos

gradientes.

Tenemos que la funcion de la energia libre de Gibbs especifica esta definida por:
g=u-+pv—Ts, (2.54)
y utilizando la ecuacion de Euler, que nos dice

u ZTS—pU+ZMka,
=1

obtenemos que la funcion especifica de Gibbs esta dada por la suma sobre las especies de la
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pareja de variables termodindamicas potencial quimico-concentracion,

9= Z HkCr
k=1

= 0g = Z(,ukéck + CrOp).

k=1

(2.55)

Por otro lado, diferenciando la funcién de Gibbs (2.54) obtenemos
0g = du + pév + pév — T'ds — séT,
sustituyendo en la ecuacion de Gibbs (2.45) tenemos
0g = —sdT + vop + i LOC, (2.56)
k=1

que nos dice cémo es el cambio de la funcién especifica de Gibbs respecto a los cambios de

las variables termodindmicas intensivas.

Igualando las relaciones que habfamos obtenido para la funcién de Gibbs (2.55) y (2.56), se

obtiene la ecuaciéon de Gibbs-Duhem

Z PRy, = —psdT + op, (2.57)
2

o0, si la temperatura es constante,

> ou(Vi)r = (Vp)r. (2.58)

k

La ecuacién de Gibbs-Duhem es una relacién termodinamica que nos serd 1til para, a partir
de las relaciones fenomenolégicas que veremos en la siguiente seccién (seccién 2.4), encontrar
la ecuacién de difusion, asi como para relacionar los gradientes de densidad con los gradien-
tes de presion, pues basicamente nos dice qué diferencias o gradientes de potencial quimico

provocan diferencias o gradientes de presion.
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2.4. Relaciones Fenomenolégicas

Dado que cuando el sistema esta en equilibrio termodinamico, todas las fuerzas termodinami-
cas independientes son cero, la producién de la entropia o desaparece. Si nos fijamos en la
ecuacién (2.50), se requiere que los flujos de o desaparezcan simultdneamente con las fuerzas

termodindmicas.

En muchos fenémenos irreversibles y bajo diversas condiciones se ha encontrado empirica-
mente que los flujos irreversibles son funciones linearles de las fuerzas termodinamicas. Asi,
que si nos restringimos a la region lineal, la cual cerca del equilibrio incluso describe a aque-
llos fendémenos que no se encuentran dentro de este régimen, podemos considerar de manera

general la siguiente ecuacion fenomenolédgica:

Ji =Y LyXy. (2.59)
k

Donde J; y Xj son las componentes de los flujos y las fuerzas termodindmicas y a L se
le llaman los coeficientes fenomenolégicos. Las relaciones expresadas en (2.59) son las ecua-
ciones fenomenoldgicas, que junto con las ecuaciones de balance nos permiten en principio
determinar la evolucion en el tiempo de todas las variables de estado termodinamicas locales

del sistema.

Aunque en principio todas las componentes de los flujos termodinamicos pueden ser combi-
naciones lineales de todas las componentes de las fuerzas, no todos los flujos y fuerzas tienen
el mismo caracter tensorial, es decir que no todas se comportan igual ante transformaciones
lineales como rotaciones y reflexiones, por lo cual la simetria espacial del sistema material
tiene como consecuencia que las componentes de los flujos no dependan de todas las compo-
nentes de las fuerzas. A este hecho se le llama el principio de simetria de Curie y para sistemas

isotropicos se tienen las siguientes ecuaciones fenomenoldgicas que describen conduccion de
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calor, difusién y sus efectos cruzados (Recordando que sélo n — 1 de los flujos de difusién son

independientes J,, = — Z;i Jx ):
VT n—1
Jq/ = —quﬁ — Z qu[V(Mk - ,LLn)T - (Fk - Fn)]/Tv (260)
k=1
VT n—1
Ji = _Liqﬁ - Z Lig[V (e — pn)r — (Fic — Fo)] /T, (2.61)
k=1
o utilizando (2.52)
VT n—1 VT n—1
Jg = —Lgq T2 Zqu (i — pin)7) /T, Ji = _LiQW o ZLM[V(’J’“ — tin)r]/T.
k=1 k=1

(2.62)
Para encontrar las ecuaciones fenomenolégicas que nos faltan es necesario dividir al tensor

simétrico de presién viscosa en una tensor diagonal y uno con traza igual a cero,
I = N7 + 11, (2.63)

donde el escalar ' es un tercio de la traza del tensor de presion II y el tensor II tiene traza
cero. A partir de esta division obtenemos una ecuacion fenomenolégica que relaciona las
componentes del tensor de presién (con traza igual a cero) I con las del tensor simétrico del

gradiente de la velocidad (Vv)?,

- L . L 81}5 vy 2 6?}7

y otra ecuacion fenomenoldgica que describe los procesos de la viscosidad

M= —lypy—o, (2.65)

L y l,, son los coeficientes fenomenoldgicos respectivos.
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A partir de la simetria espacial, el principio de Curie establece qué tipo de efectos cruzados
pueden haber en las relaciones fenomenoldgicas. Es decir, nos dice de cudles fuerzas termo-

dinamicas pueden depender cada uno de los flujos.

De forma andloga a como la simetria espacial nos dio, mediante el principio de Curie, ciertas
relaciones que simplifican las ecuaciones fenomenoldgicas, la simetria temporal nos ofrece
las relaciones reciprocas de Onsager, las cuales establecen conexiones entre los coeficientes

fenomenolégicos.

2.5. Ecuaciones de Navier-Stokes y de difusion

A partir de las ecuaciones de balance y las relaciones fenomenolégicas vistas en las secciones
anteriores vamos a derivar la ecuacion de difusion y la de Navier-Stokes, ya que describen la

hidrodinamica del oscilador salino.

2.5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes

Para encontrar la ecuacion de Navier-Stokes reescribimos la ecuacién de movimiento (2.17),
cambiando al tensor de presion por sus componentes hidrostatica, viscosa escalar y viscosa

vectorial, P = pZ + M7 + II:

dv

P =-Vp-VN-v I + pg, (2.66)

donde la fuerza de cuerpo es la gravedad g y es la misma para ambas especies (sal y agua).
Sustituyendo las relaciones fenomenoldgicas para la presién (2.64) y (2.65) en la ecuacién

(2.66), llegamos a la ecuaciéon de Navier-Stokes:

d 1
pd—‘t’ = —Vp+pg +nViv + (gn - m) V(V-v), (2.67)
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donde n = L/2T y n, = l,,/T son los coeficientes viscosos. La ecuacién de Navier-Stokes,
representa el balance de momento y relaciona los campos de velocidades y de presion con las
fuerzas de cuerpo sobre el sistema. En el caso de un flujo incompresible el tltimo término
se anula, pues al mantenerse constante la densidad a lo largo de todo el flujo, el volumen
de todos los elementos del fluido permanece inalterado a lo largo de su movimiento. Esto

implica que V - v = 0.

Esta ecuacion es el pilar de la hidrodinamica y vamos a partir de ella para modelar el osci-

lador salino en el capitulo tres. Sin embargo, nos falta incluir la ecuacién de difusion.

2.5.2. La ecuacion de difusiéon

En el oscilador salino tenemos temperatura constante y iinicamente dos especies, sal y agua,
asi que las relaciones fenomenoldgicas se simplifican y sélo uno de los flujos difusivos es
independiente. A partir de la ecuacién (2.61) tenemos que la relaciéon fenomenolégica para el

flujo difusivo de la sal esta dado por

V(,LLsal - ﬂagua)
T 7

Jou1 = — L (2.68)

pues Fga1 = 8 = Fagua-

Utilizando la ecuacién de Gibbs-Duheim (2.57) para dos especies a temperatura 17"y presién
p constantes podemos escribir el gradiente de la diferencia entre los potenciales quimicos en

términos de la concentracién

aﬂsal
v(:usal - Magua) = ac—lvcsah (269>

pues como estamos en un sistema diluido cyg., = 1; sustituyendo esta ecuacién en la relacién

fenomenoldgica del flujo difusivo de la sal (2.68), llegamos a la Ley de Fick que nos dice que
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el flujo difusivo esta dado por el gradiente de la concentracion
Jsa1 = —DVesal, (2.70)

_ Lss a/‘sal
donde D = = ot

De forma que al sustituir la ley de Fick (2.70) en la ecuacién de balance de masa (2.13)

llegamos a la ecuacién de difusion

dcsal

T DV?cyq, (2.71)

esta ecuacién nos indica que la variacién en el tiempo de la concentracién de la sal ¢y va

como su laplaciano.

Para derivar la ecuacién de difusién utilizamos que los gradientes de presion son cero, sin
embargo en el oscilador la presién varia, por lo que es necesario justificar la validez de la
ecuacién de difusion mediante otros argumentos, utilizando condiciones que se den o apro-
ximen a las del oscilador salino. En las zonas donde vamos a estudiar el problema difusivo,

podemos aproximar el flujo por un flujo unidireccional y a la densidad como p = p(r).

Para un flujo unidireccional con simetria axial v = v,€,, por incompresibilidad (V - v = 0),

se cumple que v, = v,(r), entonces de la ecuacién de Navier-Stokes (2.67) tenemos

B v, (r) . v, 10 [ ov.,\] .
Vp——p[ ET +g} ez+n[az2 —|—;§ <7“ 67“)] €., (2.72)

debido a que la parte a la derecha sélo tiene componente en la direccién z, Vp = 226, lo
0z

cual implica que p = p(z). Si ademds estamos en un caso en el que p = p(r), entonces, dado

que todos los términos a la derecha dependen tnicamente de r, y p = p(z), tenemos que la

relacién (2.72) se cumple si cada lado es igual a una constante, es decir Vp = cte.
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Dado que la presién no es constante, de la ecuacién de Gibbs-Duheim tenemos

1 | Opsa
V(Nsal - ,U/agua) = [L

ey Vst = VP} , (2.73)

Cagua
que al sustituir en la relacién fenomenoldgica (2.68) encontramos que el flujo difusivo de la

sal estd dado por (recordando que estamos es un sistema diluido, ¢qguq =~ 1)

Jsal = -

Lss 8,usal
T aCsal

Vesa — VP] . (2.74)

Como VP = cte, su Laplaciano es cero V2P = 0, asf que al meter el flujo difusivo (2.74) en

la ecuacién de balance de masa (2.13), recuperamos la ecuacién de difusion (2.71).
Agregando la ecuacion de difusién a la de Navier-Stokes y la de Gibbs-Duhem ya planteamos

las ecuaciones que utilizaremos para el desarrollo de nuestro modelo del oscilador salino, el

cual se da en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Planteamiento del problema

Como ya habiamos mencionado en la introduccion, el oscilador salino con el que vamos a
trabajar es como el de Yoshikawa [24] y el de Gonzélez y Arce [3]. Un esquema se puede ver en
la figura 3.1 donde A es el darea de la superficie libre de agua salada, B la del agua destilada,
a la del orificio por el que se da el intercambio entre los dos recipientes, h la altura del agua
salada , p, es la densidad del agua salada, py la del agua destilada, las cuales no dependeran de
cuantas oscilaciones hayan pasado debido a que el intercambio de sal en una oscilaciéon es muy

pequeno y sélo nos interesa analizar el problema cuando esté oscilando con periodo constante.

Figura 3.1: Diagrama del oscilador
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Vamos a atacar el problema dividiéndolo en dos partes, primero nos fijamos en el chorro que
baja, y luego en el que sube. Ambos problemas los vamos a atacar integrando las ecuaciones

de Navier-Stokes sobre lineas de corriente.

La idea de trabajar sobre lineas de corriente y utilizar la ecuaciéon de Bernoulli, viene de
la solucién que utilizan en varios libros de texto (véase [4] Capitulo 6, seccion 6.3) para el
vaciado de un tanque por un orificio lateral. Tanto para el chorro de subida, como para el
de bajada, nosotros utilizaremos la linea de corriente que pasa por el centro del chorro y

asi poder aprovechar la geometria axial del sistema.
Partimos de la ecuacién de Navier-Stokes (2.67), la cual reescribimos:

d

donde p, la densidad del fluido, es ps 0 pg dependiendo si estamos en el caso en el que el

chorro baja o sube, % es la derivada material dada por (2.16), v es la velocidad del flujo, o
es el tensor de esfuerzos y f la suma de las fuerzas de cuerpo, en este caso solo la gravedad.
Consideramos que el flujo es incompresible, pues suponemos que el volumen de todas las
porciones del fluido no cambia a lo largo de su movimiento dado que dentro del chorro la

densidad del fluido es constante.

V.-v=0. (3.2)

En este caso los fluidos son Newtonianos y el tensor de esfuerzos estda dado por la presién y

el gradiente de velocidades,
o=—pl+pu[Vv+ (Vv)]. (3.3)

Como ya habiamos mencionado la fuerza de cuerpo es la gravedad, la cual se puede expresar
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como menos el gradiente de la funcién potencial = pgz, (tomamos a z = 0 en la base del
recipiente de agua salada).

Entonces, la ecuacién de Navier-Stokes (3.1) queda

?)_‘t, +v-Vv=-V (g + gz) +vV3v. (3.4)

El segundo término del lado izquierdo lo podemos cambiar utilizando la propiedad vectorial
(v-V)v=V (v?/2) = v x w, (3.5)

donde w = V x v es la vorticidad del flujo.

Ahora, dado que las lineas de corriente cumplen con ser paralelas al vector velocidad, si pro-
yectamos e integramos la ecuacién (3.4) sobre una linea de corriente .S, donde la tangente de
la linea de corriente estd dada por S = v/|v|, tenemos entonces que, como S - (v X w) = 0,

la integral se reduce a:

2
/g.(g_‘t’dSJr/g.v(%)dS:—/S-V<§+gz)ds+/y5’-v2vd6‘. (3.6)

A partir de esta ecuacion encontraremos una ecuacién para cuando el chorro va de bajada
y otra para cuando va de subida. Debido a la simetria axial del oscilador tenemos v =
U6, + v,€,, ademads el eje axial Z es una linea de corriente. De forma que si tomamos al eje
axial como la linea de corriente S sobre la cual vamos a integrar la ecuacién de Navier-Stokes,
la integral (3.6) se simplifica. Entre otras cosas la proyeccién del laplaciano de la velocidad

sobre el eje, presente en el término viscoso, expresado en coordinadas cilindricas se reduce a:

v, 0%, 10v.
6, Viv=2" +_U|r0+1im[— “}

022 Or? r—0 |7 Or

0*v 0*v (3.7)
o z 2 z

|: 022 or? :|'r0 ’



Ahora queda hacer la integral dada por la ecuacién (3.6) sobre la linea de corriente para

encontrar las ecuaciones que modelen la evolucién de la altura h.

3.1. Ecuacién de bajada

Vamos a encontrar una ecuacion para el chorro de agua salada que baja dentro del recipiente

de agua dulce, fijAndonos en la dinamica del agua salada, es decir la ecuacién de bajada.

Figura 3.2: Esquema para el chorro de bajada con la linea de corriente que va de h a —z,
sobre la que integramos la ecuacién de Navier-Stokes.

Como mencionamos anteriormente, si hay simetria axial, el eje axial Z es una linea de co-
rriente dentro del chorro de agua salada, que tomamos desde abajo de la base del recipiente
z = —zp hasta la altura, o nivel del agua z = h en el recipiente interno (figura 3.2). De forma
que en este caso, la densidad del fluido en la linea de corriente va a ser la salada p, y dS = dz,
S.V = % y S.v=u,. Sustituyendo lo anterior en la integral de linea de la ecuacion de
Navier-Stokes (3.6) se obtiene:

b o o fv? o (p o To% 0*v
2 d — | = |dz=— — [ = d = = 4+ 2-Z21dz. (3.
—20 8t Z+/zo 82 ( 2 ) : /zo 82 (ps " gz) Z+/ZO P |:8Z2 i 87’2 :| ’ (3 8)
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Como podemos observar, algunos de los términos de la igualdad son directamente integrables,
de forma que los términos que nos causan problemas son el primero, que nos indica que el
flujo no es estacionario, al tener una derivada respecto al tiempo, y la segunda parte del lado

derecho que nos da una contribucién de la viscosidad, de forma que la ecuacién (3.8) queda:

h _
., Ot 2 Ps 2 Ps (3.9)
o (Ov(h)  Ovi(=20)\ Nz h a%zdz 0 '
p 0z 0z pJ_ o2 7

donde I’ es la velocidad de los elementos de fluido en A (la prima indica derivada en el tiempo
y h = h(t)), es decir la velocidad con la que baja el nivel del agua en el recipiente de agua
salada, p., es la presion en la superficie del agua salada, que corresponde con la presion
atmosférica, p(—zp) es la presion en z = —zy, es decir la presién del chorro a una distancia
2o debajo del orificio, y v,(—2p) es la magnitud de la velocidad en este mismo punto. La
velocidad v,(—z2p) la podemos estimar utilizando un argumento de conservacién de masa.
Tenemos que la pérdida de agua en el recipiente (dada por el drea del recipiente A, y la
velocidad a la que disminuye el nivel de agua h'), es la cantidad de agua que pasa por el
orificio de drea a, es decir YA = [v,dA, de donde estimamos que la velocidad media del
agua a la salida del orificio esta relacionada con la velocidad a la que baja el nivel de agua
del recipiente por medio de las dreas vy = h'’ S, y considerando que el mismo gasto se da en
cualquier secciéon transversal del chorro para una zona que abarca la salida del orificio y —zg,

el punto hasta el cual integramos, entonces:
A
v.(—20) ~ h'—, (3.10)
o

De esta forma, los tinicos términos que nos faltan por estimar en la ecuacién (3.9) son el

inercial dado por
b du,

P 3.11
Lo (3:11)

o7



la presién debajo del orificio, p(—zp) y el viscoso dado por:

p (Ov.(h)  Ov.(—2) u/h 0?v,
- — 2— . 12
p ( 0z 0z * p.J_ ., Or? dz (3.12)

Los cuales estimaremos en las siguientes secciones, utilizando ideas de flujo potencial, la ecua-
ciéon de Gibbs-Duheim y analizando la forma de la velocidad cuando r — 0, para evaluar la

aportacion del término viscoso.

3.2. Ecuaciéon de subida

Ahora vamos a encontrar la ecuacion para el chorro de agua dulce que sube dentro del reci-
piente de agua salada, fijindonos en la dindmica del agua dulce, es decir, encontraremos la

ecuacion de subida.

Figura 3.3: Esquema para el chorro de subida con la linea de corriente que va de —[ a zy,
sobre la que integramos la ecuacién de Navier-Stokes.

En la subida, la linea de corriente S también va a ir a lo largo del eje Z (S = ¢,), pero ahora

dentro del agua dulce, desde una profundidad —I donde el agua esta en reposo, hasta una

o8



distancia zy, por arriba del orificio (figura 3.3). De forma que para esta linea de corriente

%)

35 S.v= v,, pero ahora la densidad es p; , de

también se cumple que dS = dz, S.V =

manera que, en este caso la integral de linea de la ecuacién de Navier-Stokes (3.6) queda:

% Ov, o9 (02 9 (p oy [0, 0%,
L dz+/_l EP (5) dz——/_l EP (I0—d+gz>dz+/_l P’ [822 +28r2}dz. (3.13)

Integrando las partes que estan completas directamente, y utilizando que v(—1) = 0:

/ZO avzdz + lv(20)2 + pla) _p(h) +9(z0 +1)

ot 2
-1 o Pd Pd (3.14)
_Hav(zo)_Qﬁ/Oavde_o
p 0z p ), orz " 7

donde p(—I) es la presién en el recipiente de agua dulce a una profundidad —I donde el agua
estd en reposo y la presion es hidrostatica, dada por la atmosférica y el peso del agua dulce

por encima de dicho punto, es decir

p<_l) = Datm T gpd(hext + l), (315)

donde h.,; es la altura o nivel de agua del recipiente de agua dulce, y por conservacién de

volumen total V', esta relacionado con el nivel del recipiente de agua salada h mediante:

V = Bhext + Ah:

V — Ah (3.16)
= he:pt — B .

Sustituyendo la presion en —[ en la ecuacion (3.15,) y la altura externa dada por la ecuacion

(3.16), en la ecuacién de subida (3.14)

0 1 — Ah
Ov. dz 4+ ~v(2)? + p—(ZO) _ Patm +g <z0 v )

ot 2 B
l o Pd Pd (3.17)
1 Ov(zo) w7 0%,
- — —2— dz = 0.
p 0z pJ_ Or?

Donde, al igual que en la ecuacién (3.10), por conservacién de masa v(2g) &~ h'2 v los términos
, ) 0 a

que nos falta estimar, son el inercial:
v
—Zdz, 3.18
/_l or” (3.18)
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la presién arriba del orificio, p(zy) y el viscoso:

. “ o,
HU(ZO)+2M v

. 1
> 0 5] o dz (3.19)

Términos que son muy similares a los que nos falta estimar en la ecuacion de bajada, por lo
que en las siguientes secciones utilizaremos los mismos métodos y argumentos parecidos para

estimarlos, que los que utilizaremos para estimar los términos que nos faltan en la ecuacion

de bajada.

3.3. El término inercial

El término inercial estd dado por el area bajo la curva del cambio temporal de la velocidad
del chorro a lo largo del eje de simetria. De los experimentos se observa que, lejos del orificio,
la velocidad es uniforme, es decir, lejos del orificio el fluido se mueve aproximadamente como
un cuerpo rigido con velocidad A’ y aceleracion h”, comportamiento que no se da cerca del
orificio, donde el flujo convergente es mucho mas rapido y la velocidad debe llegar a ser del
orden de éh’ . Utilizando el mismo argumento de conservaciéon de masa que en la seccion 3.1

podemos aproximar la aceleracién cerca del orificio por gh” , de manera que es razonable

v,
ot

pensar que las curvas de velocidad v, y aceleracion cualitativamente se ven como en la
figura (3.4).
De manera que una buena aproximaciéon del area bajo la curva, tanto entre h y —zy como

entre 2y y —I[, estd dada por la suma del area del tridngulo de altura fh” y base L mas el

area de un rectangulo de altura éh” y base zg.

v, A, (L

Donde el area del triangulo es el equivalente a la integral de linea de h a cero o cero a —I[

y el rectangulo de cero a —zy o de cero a zy dependiendo si estamos en la bajada o en la subida.
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Vi Vz
Alah

AloH

(a) Forma de la velocidad sobre el gje axial. (b) Forma de la aceleracién sobre el eje
axial.

Figura 3.4: Gréficas cualitativas de la velocidad y la aceleracién en el eje Z.

Sin embargo, nos falta saber cémo es que escala L en relacién al tamano del orificio. Para
lo cual vamos a utilizar el conocido problema del tanque vaciandose y del flujo potencial a
través de una apertura [8]. En el problema del tanque vaciandose, se observa que el chorro se
contrae poco después de salir del agujero, este efecto llamado la “ vena contracta” se predice
adecuadamente usando flujo potencial, es decir que el flujo potencial rescata las escalas y
dimensiones del problema real a pesar de despreciar viscosidad y asumir un flujo irrotacional

bidimensional.

Se encuentra (Apéndice A), que el potencial complejo F(z) para el flujo potencial a través

de una apertura (figura 3.5) esta dado por:

F(z) = _QC;ZU log [Cosh [log (Uﬁ) — m” +iC.lU. (3.21)

dF
Pero lo que nos interesa en este caso es la velocidad compleja para darnos una idea de cémo
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Figura 3.5: Flujo potencial a través de una apertura en dos dimensiones.

dF

es el perfil de velocidades de nuestro chorro. La velocidad compleja estd dada por W = <

de manera que derivamos respecto a z el potencial (ecuacién (3.21)) y reconocemos que

dz __
d_F_l/W7

W(z) (3.22)

_dr 20 U2 —-w?21 U dW
S dr o |UH+WE| W2 dz
Adimensionalizamos con el radio del agujero [, y la velocidad del chorro lejos del agujero U,

de manera que la ecuacién (3.22) queda

dQ Q2 [1+Q?
7 A {—1 —921 , (3.23)
dondeW:QU,z:ZlyA:QTCC.

Pasando la ecuacién a su forma integral y resolviendo por fracciones parciales obtenemos:

1 1+1Q
Z—A[—ﬁ+zlog(1_i9>]+0, (3.24)
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donde C' es una constate de integracién.

Recordando que Z = X + Y y Q= u — iv, observamos que X = 0 es una linea de corriente,

de forma que, Q= —iv, Z =Y y:

Y:A{—%+log(1+v)] +C. (3.25)

1—w

Graficando esta ecuacién obtuvimos un perfil de velocidades para el chorro en su eje axial

(Figura 3.6).

Velocidad Potencial

-0.1 -

-02 -

-03 -

04 |

06

07 | 4

08 |- 4

09 B

Figura 3.6: Componente vertical de la velocidad sobre el eje Z para el flujo potencial, a través
de un orificio.

En la grafica 3.6 podemos observar que el perfil de velocidades coincide cualitativamente con
el supuesto en la figura 3.4 y que la distancia caracteristica en la que se da el cambio abrupto
de velocidad va de Y = —2 a Y = 2 de forma que es de cuatro veces el radio del orificio

I = +/a/m, lo cual nos da el valor estimado de L en la ecuacién (3.20), la cual queda:

. A A
/ %Ut dz ~ QhNE + h”gZo. (326)
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Estos resultados respaldan la suposicién razonable que considera que los cambios sensibles
del estado de movimiento de los elementos de fluido al aproximarse al orificio se dan en

distancias escaladas con el radio del orificio.

3.4. La presion en el chorro

Ya estimamos el término inercial, pero aun nos falta estimar cémo va la presiéon P(—zy) y
P(zp) en el chorro en nuestras ecuaciones de movimiento (3.9) y (3.14).

La ecuacién de Gibbs-Duhem (2.58), nos dice que los gradientes de potencial quimico pro-
ducen gradientes de presién. De forma que los gradientes de presion son proporcionales a los
gradientes en la concentracién de sal; utilizando que la concentracion y la densidad estéan

relacionadas via la ecuacién (2.12) llegamos a:

VP x Vp. (3.27)

Esta ecuacién nos dice que la diferencia de presiones entre dos puntos muy cercanos, que
pueden estar, uno inmediatamente dentro del chorro (en la frontera interna del chorro), y
el otro inmediatamente fuera del él (en la frontera externa del chorro), es proporcional a la
diferencia de densidades entre estos mismos puntos. Es decir que para puntos muy cercanos

el cambio en la presion es proporcional al cambio en la densidad
AP ~ K,,Ap. (3.28)

Donde (vedse Apéndice B)A p = p; — ps cuando el chorro va hacia abajo,A p = ps — pg
cuando va hacia arriba, y la constante de proporcionalidad K,, es negativa, pues el salto en

la densidad se compensa con el salto en la presion.

Por otro lado sabemos que un flujo de densidad constante, unidireccional, incompresible y

con simetria axial, s6lo depende de la coordenada radial, es decir v = v,(r)é€,, algo que apa-
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rentemente sucede dentro de los chorros. La ecuaciéon de Navier-Stokes (3.1) nos dice que
para este tipo de flujos, la presion sélo depende de la componente z, es decir que al mover-
nos radialmente de un punto a otro la presién no cambia mientras la densidad se mantiene
constante. En el oscilador esto implica que si a una distancia zy del orificio el flujo es unidi-
reccional dentro y fuera del chorro (figura 3.7), entonces todos los puntos fuera del chorro a
estd misma altura, tendran la misma presion. Ademas, todos los puntos dentro del chorro a
esta altura, tendran una presiéon P;,; = P(2) que difiera de la presién externa P..;, debido
unicamente al gradiente de densidades que existe en la frontera del chorro (ecuacién 3.28).
Esto nos lleva a estimar la presion en zy de la forma:
P(20) = Pint = Peat — AP

(3.29)
>~ Fegt — KppAp-

Figura 3.7: Esquema del flujo. Pasando la zona donde se crean vértices, el flujo es unidirec-
cional.

Observaciones experimentales muestran que cerca del orificio se forman vértices alrededor

del chorro (figura 3.8). Elegimos una distancia zy del orificio que supere estos vortices, tal
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que podamos aproximar (con sustento en observaciones experimentales) al flujo en zy por un

flujo unidireccional (figura 3.7).

Figura 3.8: PIV de los vértices que se forman alrededor del chorro a la salida del orificio. Las
lineas paralelas indican el ancho del chorro. Realizado por Martha Yadira Salazar Romero
en el Laboratorio de Reologia del IIM de la UNAM.

Asi tenemos que, a una distancia zy de la base del recipiente pequeno, la presién en el eje
Z es igual a la presion en la frontera interna del chorro. Y la presiéon en la frontera externa
del chorro es la misma que lejos del chorro. Lejos del chorro, consideremos que el agua
estd en reposo y la presion es la estatica dada por la suma de la presiéon atmosférica mas la

hidrostatica. Es decir la presion externa en —z esta dada por:
Pext(_z()) = Pum + gpd(he:rt + 20)7 (3'3())

y en 2y por:

Pext(ZO) - Patm + gps(h - ZO)~ (331)
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De manera que de acuerdo a (3.29) y (3.30) la presién en el chorro en la ecuacién de bajada

queda estimada por:

P(—ZO) = Pum + gpd(hext + ZO) - KpP(Pd - ps)a

y usando (3.16)

V — Ah
P(—ZO) = Pam + gpd (T + Zo) + Kpp(ps - pd), (332)
y en la ecuacion de subida como
P(20) = Fatm + gps(h — 20) = Kpp(ps — pa)- (3.33)

Una vez que ya tenemos una estimacién para la presion en el chorro, tanto en la ecuacién de

bajada P(—zp) como en la de subida P(z), sélo nos queda tratar con el término viscoso.

3.5. El término viscoso

En principio, queremos desechar la viscosidad, dado que su efecto es frenar o amortiguar al
sistema y tnicamente buscamos modelar su comportamiento mientras la diferencia de densi-

dades y el periodo de las oscilaciones se mantengan constantes.

La primera parte de los términos viscosos (ecuaciones (3.12) y (3.19)) estd dada por el cambio
a lo largo del eje Z de la velocidad. En la seccion 3.4 mencionamos que dentro de los chorros,

en la vecindad de zy, el campo de velocidades es aproximadamente de la forma, v =v.€,, y

Ov(—20)
0z

Oz (20)

por incompresibilidad v, = v,(r), de modo que ~ 0~ =57, por lo menos lejos de

donde el chorro impacta, mientras que en la secciéon 3.3 mencionamos que para la ecuacion
de bajada, cerca de la superficie el agua, se mueve como un cuerpo rigido. Lo cual pudimos

observar, para flujo potencial en la figura 3.6, pues lejos del orificio la pendiente de la grafica
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es muy cercana a cero, lo cual significa que 8”5—?” ~ 0. Asi que el término viscoso se reduce a
ho 92
0-v,
pi / =4z, (3.34)
pJ_ ., Or
en la ecuacién de bajada vy,
20 82113
ot =4z, (3.35)
pJoy Or
en la de subida.
Como ya habiamos mencionado antes, la velocidad es méxima en r = 0, de forma que

%(r = 0) = 0 para toda z, ademas, las observaciones muestran que lejos del orificio el chorro
es uniforme, supondremos que el perfil de la velocidad cerca del eje es lo suficientemente chato
(figura 3.9) como para que %M:O = 0 lejos del agujero. La tinica aportacion de la viscosidad
seria cerca del orificio, donde los elementos de fluido sufren una deformacién considerable.
Sin embargo vamos a suponer que incluso cerca del orificio el perfil de velocidades es lo
suficientemente plano como para anular los términos viscosos (3.34 y 3.35), pues no queremos

que se amortigiien las oscilaciones, ademas de que no tenemos una mejor aproximacién para

el término.

Una vez despreciado el término viscoso, y sustituyendo en la ecuacién de bajada (3.9) y en la
de subida (3.14), las ecuaciones para la presion en —zy, ecuacién (3.32) y zp, ecuacién (3.33)
respectivamente, asi como la velocidad en estos mismos puntos, ecuacion (3.10), y el término
inercial, ecuacién (3.26), llegamos a las siguientes ecuaciones diferenciales en h, la altura del

nivel del agua del recipiente de agua salada:

2 2
h”é (2\/§+ zo> +h7 1— (g) + hg <@g+1)
“NyT Ps (3.36)

Pd paV Ps — Pd
—l—gzO(l——)—g———K =0,
) ps B P g

para la bajada, y
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Vz

Figura 3.9: Forma en la que v, depende del radio alrededor del eje axial lejos del orificio.

A 2 [ AN? A
h'— (2\/§—|—zo> +%(—) + hg (&+§>
“ T @ Pa (3.37)

Ps 14 Ps — Pd
+ gz (1——)—9——[( =0,
’ 1% B " pa

para la subida.

De forma que ya encontramos un par de ecuaciones que modelan el sistema. Ahora, para ver

que tan bien lo hacen, resolveremos el sistema (3.36, 3.37) numéricamente y compararemos

con los resultados experimentales disponibles.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

En el capitulo anterior encontramos dos ecuaciones diferenciales que modelan la evolucion de
nuestro sistema, una para la subida y otra para la bajada del chorro de agua. En este capitulo
primero resolveremos numéricamente al sistema de ecuaciones (3.36), (3.37), para encontrar
la dindmica de las oscilaciones dada por nuestro modelo y comparar estos resultados con
los resultados tanto numéricos como experimentales de Yoshikawa [24]. Una vez resuelto el
sistema lo perturbaremos de forma andloga a lo hecho por Gonzalez y Arce [3] y analizare-
mos la informacion que nos dé nuestro modelo respecto a la observacién experimental. Para
resolver las ecuaciones, primero necesitamos simplificar la manipulacién del sistema, lo que

lograremos adimensionalizando las ecuaciones.

4.1. Adimensionalizacion

Las ecuaciones de bajada (3.36), y subida (3.37), en su forma adimensional, estan dadas por:

LH=dc—H(1+bd) —Q(1—d)+e(d—1)— %H2(1 —a?), (4.1)
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Lﬁzc—H(b%—%Z)—Q(é—l)—i—e(é—l)—%ﬂaa% (4.2)

Las variables adimensionales estan dadas por:

g h
=t /L H=_—
TNy ho’

(4.3)
- dH . d*H
H=— H=—
dr’ dr?’
y las constantes estan definidas por:
A A
== h= —
= B’
V
c=—, d= @,
BhO Ps
(4.4)
€= ﬁ? Q - _&a
ho gho

A 2 z
Lo A (o)
ho \V/7Ta  «
Las ecuaciones tienen una primera integral que se puede resolver analiticamente, dicha solu-

cién se encuentra en el Apéndice C.

Cada ecuacién tiene un punto de equilibrio, que se da para un valor constante de H; para la
bajada:
cd—Q(1—d)—e(l—d)

H,,, = 1,
beq 1+ bd ’ (4.5)

y para la subida por
cd—Q(1—d)+e(l—d)

1+ bd (46)

Hseq =

72



El analisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio esté en el Apéndice D.

En nuestro modelo las oscilaciones se dan por que cada ecuacién tiene un punto de equilibrio
diferente, de forma que nos va a arrojar oscilaciones alrededor de estos dos puntos. Esperamos
que debido al término inercial la amplitud de las oscilaciones sea un poco mayor que la
distancia entre los puntos de equilibrio, pues cada solucion se pasa un poco de su punto de

equilibrio. La distancia entre los puntos de equilibrio esta dada por,

€(1—d)

AH.,, = Hyey — Hyey = 22—
eq seq beq bd+1

(4.7)

Asi que la amplitud de las oscilaciones aproximada porA H,, depende tanto de los cocientes
entre las densidades y entre las areas de los recipientes como de la distancia caracteristica e

necesaria para superar los vortices.

4.2. Primeros resultados.

Resolvimos numéricamente las ecuaciones (4.1) y (4.2) sin perturbar utilizando los mismo
pardmentros experimentales que Yoshikawa [24]. Es decir en la figura (3.1) A = 15.9cm?,
B = 62.63cm?, a = 7.85 x 1073em?, ps = 1.11-%55, pg = 1.0-245, hg = 5.0cm y utilizando la

cm??
ecuacién (4.7) ajustamos € = 0.6%{%r = 6 x 1073 para que la amplitud de las oscilaciones

~ Ah,, estuviera alrededor de los 50m observados experimentalmente.

Para los calculos numéricos utilizamos Runge-Kutta de orden cuatro, con la condiciéon de que
cuando la velocidad H es negativa el programa resuelvas la ecuacién de bajada, y cuando es

positiva resuelve la de subida.

Los resultados de dichos calculos numéricos se observan en la figura 4.1, donde podemos ob-
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h(cm)
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tiempo(segundos)

(a) Primera descarga y oscilaciones subsecuentes
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=
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80 85 9% 95 100 105
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(b) Acercamiento a un par de ciclos.

0.002

0.0015 | B
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z
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-0.0015 4

-0.002 L L L L L

80 85 90 95 100 105

tiempo(segundos)

(¢) Variacién de la velocidad del chorro.

Figura 4.1: Soluciones numéricas para los siguientes valores de los parametros adimensionales:
a=2025,b~0.18, c~ 1.18, d =~ 0.9, e = 0.006, Q) = 0.17, L = 52.65 que corresponden a los
pardmetros del dispositivo experimental de Yoshikawa et al. [24].
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servar que las oscilaciones no son simétricas y tienen la misma forma que la de los resultados

experimentales reportados por Yoshikawa (Figura 1.3) [24] y Martin [14].

Encontramos que el valor de la constante de proporcionalidad entre el gradiente de presiones
y densidades () unicamente sube y baja los puntos de equilibrio, pero la amplitud, forma y
periodo de las oscilaciones se mantienen constantes para todo valor positivo de @) tal que los

puntos de equilibrio de H estén entre 0 y 1.

0.004

0.003 B

0.002 -

0.001 + e

h'(cm/s)

-0.001 -

-0.002 -

-0.003
4.55 4.555 4.56 4.565 4.57 4.575

h(cm)

Figura 4.2: Plano Fase: Ciclos limite para tres alturas iniciales diferentes. Los puntos indican
los puntos fijos o de equilibrio de cada ecuacion. La grafica corresponde a los parametros
adimensionales en la ecuaciones (4.1) y (4.2) a = 2025, b ~ 0.18, ¢ ~ 1.18, d =~ 0.9, ¢ = 0.006,
Q) = 0.17, L = 52.65 que corresponden al dispositivo experimental de Yoshikawa et. al [24].

En la figura (4.2) graficamos el plano fase para tres alturas iniciales del nivel de agua sa-
lada. El plano fase nos muestra los tres tipos diferentes de condiciones iniciales. Cuando la
condicion inicial esta por encima de los puntos de equilibrio provoca un chorro hacia abajo
hasta llegar a los niveles de oscilacion. La altura h disminuye llegando a su ciclo limite desde

abajo a la derecha. Cuando la condicién inicial estd entre los dos puntos de equilibrio, podria
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pasar cualquiera de las dos situaciones, que el chorro subiera hacia la condiciéon de equilibrio
de subida o bajara hacia la de bajada. Sin embargo, el cddigo estd programado para que
pruebe primero si las condiciones son aptas para que se de una caida, de esta forma en el
plano fase se observa que va desde adentro del ciclo limite hacia el primer punto de equilibrio
disminuyendo su velocidad. La tercera condicion inicial posible es que el nivel del agua salada
esté por debajo de su posicién de equilibrio, de forma que primero se da un chorro que sube
hacia el ciclo limite donde se dan las oscilaciones, es decir, que llega a su ciclo limite desde

arriba a la izquierda.

En el plano fase (figura 4.2) notamos que para las condiciones y pardmetros usados la inercia
no tiene un papel muy importante, pues las trayectorias se van directo al ciclo limite sin
ningiin rodeo. Repetimos nuestra simulacién cambiando el valor de a y L y manteniendo
constantes los demas parametros adimensionales, lo cual en el experimento equivale a au-
mentar «, el drea del orificio. En el plano fase de estd simulacién (figura 4.3) observamos que
las trayectorias dan un pequeno rodeo antes de llegar al ciclo limite del oscilador. Lo cual

nos dice que la inercia es mas relevante para orificios de mayor tamano.

Recuperando las dimensiones, tenemos que la amplitud de las oscilaciones es de 52.5um y el
periodo de 12.1 segundos, que es la mitad del encontrado experimentalmente por Yoshikawa
(24 segundos). Observamos que en cada oscilacién, el tiempo de subida es de 5.9 segundos y
el de bajada de 6.2 segundos, es decir que el tiempo de bajada es mayor que el de subida.
Esta asimetria también la encontré Yoshikawa en sus resultados numéricos, sin embargo en
sus resultados experimentales y en los experimentos realizados en el laboratorio de Biofisica
de la Facultad de Ciencias de la UNAM la asimetria encontrada es la contraria. Sin embargo
en los resultados experimentales realizados en el laboratorio de hidrodindmica de la facultad

de ciencias de la UNAM la asimetria encontrada en los tiempos es la misma que la que nos
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Figura 4.3: Plano Fase: Ciclos limite para tres alturas iniciales diferentes. Los puntos indican
los puntos fijos o de equilibrio. La grafica corresponde a los parametros adimensionales en la
ecuaciones (4.1) y (4.2) a ~ 126.6, b ~ 0.18, ¢ ~ 1.18, d = 0.9, ¢ = 0.006, Q = 0.17, L ~ 13.2
que corresponden al dispositivo experimental de Yoshikawa et. al [24] con un orifico de area

0.126cm?2.
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dan nuestros resultados numéricos. Asi que los resultados experimentales que nos dicen como

es la asimetria no son concluyentes.

De forma que los resultados del modelo tienen los mismos pros y contras que las simulaciones
completas de Yoshikawa. Aunque de manera general describen la forma de las oscilaciones,
tienen un error del 50 % en el periodo, nosotros por debajo del experimental y Yoshikawa por
encima. Ademads, ninguno de los resultados explica y refleja de manera correcta la asimetria

en los tiempos de subida y de bajada.

Para probar nuestro modelo mas allé de lo ya mencionado, encontramos numéricamente cémo
dependen los periodos de los pardmetros adimensionales a, by d en la ecuacién (4.4), para lo
cual, variando uno de estos parametros y dejando fijos los demds, encontramos el valor del

periodo y graficamos (figura 4.4).

En 4.4(a) observamos como varia el valor del periodo dependiendo del valor de a, para dife-
rentes densidades del agua salada. Variar el valor de a equivale a variar el cociente o relacion
entre el area del vaso de agua salada y valor del area del orificio «, conforme aumenta el
valor de « disminuye el de a. Dado que o < A la grafica no tiene nigin sentido fisico para
valores iguales o menores a uno, en realidad sélo esperamos que sea valida para a >> 1.
(Pues cuando el orificio es muy grande ya no se observa un chorro que oscila, sino dos chorros
simultdneos, uno que baja y otro que sube, que es un fenémeno que no estamos intentando
modelar.) Experimentalmente se ha observado que entre menor sea « el periodo dura més, lo
cual coincide con el comportamiento creciente de T'(a) que nos da los célculos numéricos de
nuestro modelo. Como podemos observar, el modelo predice un comportamiento lineal para

200 < a.
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La figura 4.4(b) nos dice cémo cambia el periodo de acuerdo al cociente de las éreas libres de
agua dulce y agua salada. De acuerdo a nuestro modelo, si mantenemos constante el tamano
del recipiente de agua salada y aumentamos el tamano del recipiente recipiente exterior, el
periodo aumenta, ahora, si reducimos el tamano del recipiente externo hasta que sea del

mismo tamano que el interno, el periodo se reduce y se va acercando asintoticamente a cero.

Por 1ltimo en 4.4(c) tenemos cémo varia el periodo con el cociente de densidades. La grafica
s6lo tiene sentido fisico para 0.83 < d, debido al punto de saturaciéon de la sal en el agua,
ps < 1.2g/em? de forma que 0.83 < d. 4.4(c) nos indica que para dichos valores el periodo
aumenta conforme d disminuye o ps aumenta. Para valores de d mayores que 0.83, en la
bibliografia encontramos resultados experimentales para el experimento con jeringas, es decir
para un oscilador tipo Martin. Dichos resultados estan dados por Rincon et al. e indican
que no se observa un cambio considerable en el periodo [11], sin embargo en su dispositivo
experimental la viscosidad tiene un efecto mucho mayor que en el nuestro, por lo que no
podemos basarnos en estos resultados experimentales. Sin embargo, sabemos que en d = 1
no debe de haber oscilaciones por lo que el periodo se debe de ir a cero o a infinito. En la

figura 4.4(c) en efecto observamos que en el extremo se va a cero.

Para tratar de verificar nuestros resultados hicimos una serie de experimentos sencillos en
diferentes osciladores para tratar de encontrar el comportamiento del periodo. Utilizamos
agua salada de cinco densidades diferentes y realizamos una serie de experimentos en los
cuales no observamos el comportamiento predicho por nuestro modelo, y tampoco encon-
tramos un comportamiento o tendencia clara en dichos experimentos. Entre los problemas
que encontramos en los experimentos fue que al no ser lo suficientemente grandes ninguno
de los dos recipientes, los efectos del fondo y superficie afectaban directamente al chorro.

El comportamiento de los chorros cerca de la superficie o en el fondo no es considerado en
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nuestro modelo. Para refutar experimentalmente un comportamiento similar al predicho por
4.4(c), seria necesario hacer una serie de experimentos con un mayor control de la densidad
del agua y con recipientes suficientemente grandes para que los bordes y la difusién no afecten

el experimento.

La tnica comparaciéon que podemos hacer de los resultados dados por la figura 4.4, es con lo
obtenido por Lagerstedt et. al [1], en donde se reporta que para a y b el periodo es creciente,
como se observa en 4.4(a) y 4.4(b). Sin embargo, Lagerstedt encontr6 que para d el periodo

es decreciente, al contrario de lo que encontramos en 4.4(c).

El siguiente paso es perturbar al sistema para ver si responde como los experimentos repor-
tados por Arce, Gonzalez y Guevara [3]. Para lo cual primero lo perturbaremos con un tinico

pulso y después con un tren de pulsos equidistantes en el tiempo.

4.3. Perturbacién del sistema con un solo pulso y curva
de reinicio de fases

Perturbamos al modelo del oscilador salino con un tnico pulso que fisicamente consiste en
inyectarle un volumen de agua al recipiente externo y un tiempoA ¢ después sacéarselo [3].
De forma que después de la perturbacién creada por el pulso, el volumen total de agua sea
el mismo que el del sistema sin perturbar y que los pulsos no causen un efecto acumulativo
en el volumen de agua. Numéricamente, la perturbacién consiste en cambiar el valor de ¢
(4.4); el parametro adimensional que contiene al volumen del sistema en las ecuaciones de
bajada (4.1) y de subida (4.2), durante un nimero de pasos equivalentes al lapso de tiempo
en el experimento. Para comparar con los resultados experimentales el pulso durard el 3.7 %
del tiempo que encontramos que dura periodo natural del oscilador (T = 12.1 segundos). El

volumen del pulso serd del 0.11 % del volumen de agua que contiene el sistema. Al igual que
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Figura 4.5: Efecto de los pulsos a tres intervalos diferentes de acoplamiento T..

en el trabajo de Gonzélez et al., metimos el pulso en diferentes etapas de la oscilacién.

Al meter el pulso en el principio de la oscilacién (figura 4.5(b)), cuando el chorro va hacia
abajo, este provoca que se invierta momentaneamente la direccion del chorro. En cambio al
introducir el pulso cuando el chorro va subiendo el sentido del chorro no se ve afectado, pero
si su duracion, debido a que al meter el pulso la velocidad del chorro aumenta y llega a su
estado de equilibrio en un tiempo menor que el que le toma de forma natural al oscilador.
Cuando el sistema es perturbado al final de la oscilacién (figura 4.5(c)), cuando el chorro
va subiendo y esta a punto de invertir su sentido, la perturbaciéon provoca que el punto de
equilibrio suba, y por lo tanto la duracion del chorro aumente un poco. Al tiempo T, desde el

inicio del ciclo en el que se mete el pulso se le llama intervalo de acoplamiento. El tamano de
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este intervalo provoca que el tiempo de la siguiente oscilacion T} se vea afectada de diferentes
formas. Para ver dicha reaccion se crea la curva llamada de reinicio de fases y se compara

con la observacion experimental dada por Gonzalez et al.

La curva de reinicio de fases nos dice cémo responde el sistema a un tinico pulso a diferentes
intervalos de acoplamiento T.. La fase vieja estd dada por el cociente del intervalo de acopla-
miento y el periodo natural del oscilador sin perturbar Tp, es decir = T./Tj. La fase nueva

nos da la reaccién ante la perturbacion y esté definida por® " =1 — T3 /Ty + T,/ To.

Con nuestros resultados numéricos creamos la curva de reinicio de fases. Asi como las gréficas
que nos dicen como cambia directamente las duraciones T} y T, de la primera y la segunda

oscilacién después del pulso (figura 4.6).

Del comportamiento del modelo observamos que el valor de () afecta a la curva de reinicio
de fases, desplazandola un poco horizontalmente y cambiando radicalmente los valores cerca
de los extremos. Para valores de la fase vieja cerca de cero o de uno, el valor de la () puede
cambiar la fase vieja de valores cercanos a cero a valores cercanos a uno. Asi, que ajustamos
ala Q = 0.017 de acuerdo a los resultados experimentales que muestran que para valores de

la fase vieja® , cercanos a 0 o 1, la fase nueva® ', esta alrededor de 1.

La comparacién de nuestros resultados numéricos con los experimentales muestra que la for-
ma cualitativa de las graficas coincide. Sin embargo nuestras graficas muestran cambios mas
abruptos, que las dadas por los resultados experimentales (figura 1.5), que son mucho més
suaves. Aunque se rescata el comportamiento general de la curva de reinicio de fases, nos
damos cuenta que en nuestros resultados para® = 0 se da un salto o discontinuidad que

no se observa en los resultados experimentales, las razones de dicha discordancia pueden ser,
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primero que en los resultados experimentales (figural.5) en las gréficas equivalentes a las
figuras 4.6(a) y 4.6(b) no se observan puntos tan cercanos al cero, y segundo que estamos
perturbando nuestro sistema justo cuando el programa estd cambiando entre la ecuacion
de bajada y subida. Este cambio es artificial e instantaneo en el modelo, por lo que no se
pretende reflejar el comportamiento del chorro durante el cambio de direccion. La duracion
del cambio de direccién del chorro es del orden de nuestras perturbaciones, de forma que en
® = 0 empezamos a meter el pulso mientras utilizamos la ecuacién de bajada y lo sacamos
mientras utilizamos la de subida. Asi que no consideraremos este punto en la comparacion

de resultados.

La figura 4.6(a) nos muestra que de acuerdo a nuestros cdlculos numéricos el efecto general
de los pulsos sobre el oscilador es reducir el tiempo T3 de la oscilacién que ocurre durante el
pulso. Sin embargo 7} aumenta cuando el pulso cae muy cerca del final de la oscilacién, es
decir para® > 0.98. El aumento de 77 respecto a Ty cuando el sistema es perturbado hacia
el final de la oscilacién se debe a que el pulso se inyecta cuando el chorro va de subida y el
nivel de agua salada h esta llegando a su maximo. Al incrementar el volumen de agua en el
recipiente externo, aumenta la presiéon abajo y el punto de equilibrio sube, de forma que el
chorro sigue subiendo durante otro pequeno intervalo de tiempo. Dicha situacién corresponde

a la figura 4.5(c).

En la figura 4.6(b) observamos cémo al perturbar el sistema al principio (® < 0.12) y al final
(P > 0.72) de la oscilacién, al sistema de ecuaciones le toma més tiempo recuperarse que
cuando las perturbaciones se dan a la mitad del periodo (0.12 < ® < 0.72), donde el sistema
regresa a su estado natural tan solo una oscilacion después del pulso. Esto muestra que el

ciclo que sigue el sistema es un atractor bastante fuerte.
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Al igual que en los resultados de Gonzalez et al. dados en la figura 1.5, la curva de reseteo
de fases nos indica los tres comportamientos basicos que dio el oscilador (figura 4.6(c)). Para
0 <® <05 es mucho mayor que ® y corresponde a un comportamiento del tipo mos-
trado en la figura 4.5(b), donde la duracién de T es claramente menor que la de Tj. Para
0.5 <P <0.98,0 ' es s6lo un poco mayor que ® y, corresponde a un comportamiento como
el de la figura 4.5(a), donde el tiempo 7} se reduce un poco respecto a Ty. El dltimo tipo de
comportamiento se da para 0.98 < & < 1, que corresponde a un comportamiento del tipo de
el de la figura 4.5(c), en el cual T} es un poco mayor a Ty. A diferencia de los experimentos,

el intervalo de la fase vieja ® donde se da este iltimo comportamiento es mas reducido.
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Figura 4.7: Comparacion de la curva resetéo de fases entre los resultados experimentales
expl, exp2, exp3, que son los conjuntos de datos de tres realizaciones diferentes del mismo
protocolo experimental realizado por Gonzalez et. al [3] y los resultados del modelo para
pulsos del 0.1 % y 0.05% del volumen total de agua.

Buscando una mejor coincidencia con los resultados experimentales variamos el volumen de
los pulsos y comparamos nuestros resultados con los experimentales. La mejor coincidencia

la encontramos para pulsos del 0.05 % del volumen del agua. En la figura 4.7 comparamos
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nuestros resultados con tres series de resultados experimentales obtenidos por Gonzélez et. al.

Encontramos que los pulsos del 0.05 % del volumen total de agua son los que mejor se ajustan
a los resultados experimentales, ya que al inyectar pulsos de porcentajes mayores, el compor-
tamiento para® > 0.5 queda por encima de los resultados experimentales, tal como sucede
en la figura 4.7 para pulsos del 0.1 % del volumen. Mientras que para pulsos de volimenes
menores al 0.05%, se forman picos al principio de la curva y los resultados para® < 0.5
quedan por debajo de los resultados experimentales. Esto se debe a que el pulso no es lo
suficientemente grande para cambiar el sentido del chorro, s6lo disminuye un poco el tiempo

de subida o de bajada, lo cual provoca que el valor de la fase nueva sea pequeno.

En la comparacién de resultados (figura 4.7) observamos que para 0.50 < ® < 0.55 en los
resultados numéricos se forma un pequeno pico, del cual no hay evidencia en los resultados
experimentales. Este pico lo atribuimos a que las perturbaciones se dan cuando estamos cam-
biando artificialmente entre la ecuacién de bajada y subida, y como habiamos mencionado
antes, nuestras ecuaciones no pretenden reflejar el comportamiento del oscilador en tiempo

cercanos al cambio de direccion del chorro.

Ya que vimos que de forma general la curva de reinicio de fases calculada con nuestro modelo
se aproxima bastante bien con la encontrada de forma experimental, ahora veremos cémo

reacciona nuestro sistema de ecuaciones ante trenes de pulsos.

4.4. Perturbacion con un tren de pulsos

Para ver cémo funciona nuestro modelo ante perturbaciones, en comparacién con los resulta-
dos experimentales, modificamos el programa para simular una serie de pulsos equivalentes

a los dados por Gonzalez et. al., donde también se investigd la respuesta del oscilador ante
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un tren de pulsos.

De nuevo, cada pulso consiste en aumentar el 0.1 % el volumen del agua destilada durante
un lapso del 3.7 % del periodo natural del oscilador (Ty = 12.1 segundos) dado por nuestro

modelo. Al periodo del tren de pulsos o tiempo entre pulso y pulso le llamamos 7,.

Vimos la respuesta de nuestro modelo ante diferentes tiempos 7T}, utilizando los mismos pe-
riodos 7, que utilizaron Gonzalez et al. para comparar con las de la figura 1.4. En las figuras
4.8 v 4.9 se observa la respuesta peridédica del oscilador ante los trenes de pulsos después del
transitorio, que se da al inicio de los trenes. La duracién del transitorio varia dependiendo

de T, y el momento en el que se aplica el primer pulso.

En la primera figura 4.8, se muestran las respuestas para trenes de pulsos con 7}, < Tj. Para
T, = 0.61; (figura 4.8(a)), y T, = 0.57; (figura 4.8(b)) observamos un ritmo 1:1. Decimos
que es un ritmo 1:1 cuando ante un pulso el oscilador reacciona con sélo un pico o cresta.
Vamos a contar los ritmos utilizando las gréficas de velocidad (gréficas a la derecha), pues
en los experimentos midieron los ritmos de acuerdo al cambio en el voltaje. El cambio en el
voltaje equivale a un cambio en la direccién de la velocidad, que en las graficas equivale a
cruzar el cero. Cuando T}, = 0.3T; (figura 4.8(c)) observamos un ritmo 2:1, es decir, un pico
por cada dos pulsos, que coincide con los resultados experimentales, al igual que el ritmo 2:2
que se da cuando T, = 0.27; (figura 4.8(d)). Por dltimo para T, = 0.1575, donde el tiem-
po entre pulsos es menor a dos segundos, no encontramos ningin ritmo claro. Al comparar
con los resultados experimentales, encontramos que sélo los resultados de las figuras 4.8(a),
4.8(c) v 4.8(d) coinciden. Reconocemos que para T, = 0.157, nuestros resultados no estan
nada cercanos a los experimentos, donde encontraron un 1:1. Creemos que esto se debe a que

nuestro sistema no modela adecuadamente el cambio de direcciéon del chorro, y cuando los
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Figura 4.8: Respuesta del oscilador ante trenes de pulsos del 0.1% del volumen del agua
a diferentes frecuencias T, < Tp. A la izquierda la variacién de la altura del nivel del agua
salada y a la derecha la velocidad con la que cambia dicha altura. La linea horizontal equivale
a velocidad cero y la verde a los pulsos.
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(e) 1:2T,/To = 1.9.

Figura 4.9: Respuesta del oscilador antes trenes de pulsos de diferentes frecuencias T;, > Tp.
A la izquierda la variacién de la altura del nivel del agua salada y a la derecha la velocidad
con la que cambia dicha altura. La linea horizontal equivale a velocidad cero y la verde a los

pulsos. Las escalas no son las mismas que en 4.8.
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pulsos son tan frecuentes, el tiempo de transicién que dura el cambio de direccién del chorro
adquiere mayor importancia. También es interesante notar que debido a lo frecuente de los

pulsos, la amplitud de las oscilaciones decrece.

En la figura 4.9 vemos la respuestas a trenes de pulsos con T, > Tj y el tipo de ritmos que
se dan en este caso. Aqui solo coinciden con los experimentos las respuestas mostradas en
las figuras 4.9(a), 4.9(c) y 4.9(e). Pero las otras dos al menos se parecen a los resultados

experimentales, que para T, = 1.25T¢ y T,, = 1.6} reportan ritmos 2 : 4.

Debido a que el aplicar un pulso més pequeno nos dio resultados que se ajustaron mejor a los
resultados experimentales, repetimos la simulacién del tren de pulsos, ahora con pulsos del

0.05 % del volumen de agua. Los resultados de esta simulacién estan en las figuras 4.10 y 4.11.

Para T, < T, (figura 4.10) el \inico cambio importante que observamos, al reducir el tamaifio
de los pulsos a la mitad, se dio cuando los pulsos son mas frecuentes. Para T, = 0.27j (figura
4.10(d)) no hay coincidencia con los resultados experimentales y para T, = 0.15T; (figura
4.10(e)) podemos reconocer un ritmo 2:1, sin embargo, no coincide con el 1:1 observado en
los experimentos. Para T, < T}, (figura 4.11) sélo cambi6 el ritmo en la figura 4.11(a) donde

al reducir el volumen a la mitad paso de ser un 1:2 a un 2:3.
De forma que para ninguno de los voliimenes diferentes de pulsos nuestros resultados numéri-

cos coincidieron del todo con los experimentales. Sin embargo, la curva de reinicio de fases

que obtuvimos de forma numérica se ajusta bastante bien con la dada de forma experimental.
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Figura 4.10: Respuesta del oscilador antes trenes de pulsos del 0.05 % del volumen a diferentes
frecuencias T, < Tj. A la izquierda la variacién de la altura del nivel del agua salada y a la
derecha la velocidad con la que cambia dicha altura. La linea horizontal equivale a velocidad
cero y la verde a los pulsos.
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Figura 4.11: Respuesta del oscilador antes trenes de pulsos del 0.05 % del volumen a diferentes
frecuencias T, > Tj. A la izquierda la variacién de la altura del nivel del agua salada y a la
derecha la velocidad con la que cambia dicha altura. La linea horizontal equivale a velocidad
cero y la verde a los pulsos (La escala del tiempo es diferente que la de la figura 4.10).




Capitulo 5

Conclusiones

Para modelar el oscilador salino, dividimos a cada oscilacion en dos partes. Un chorro de agua
salada que baja dentro del agua destilada y un chorro de agua destilada que sube dentro del
agua salada. Esta separacion se utiliza para estudiar el fendmeno en muchos de los trabajos
sobre el oscilador salino realizados previamente por otros autores que se encuentran en la
bibligrafia de esta tesis. Lo original de este trabajo es que utilizamos la idea de la ecuacion
de Bernoulli al integrar la ecuaciéon de Navier-Stokes sobre una linea de corriente, de esta

forma, aprovechamos la simetria axial del sistema fisico.

En la integral de la ecuacion de Navier-Stokes sobre las lineas de corriente, despreciamos
el término viscoso y aproximamos los términos de la integral con base en flujos ideales y
unidireccionales. Esto nos llevé a un par de ecuaciones que en su forma adimensional estan
dadas por (4.1), y (4.2), que tienen dos parametros libres, estos son € y ) (ecuacién (4.4)).
El modelo que planteamos intenta describir mediante una ecuacién el chorro de bajada y
mediante la otra el de subida, pero no la transicion entre estos. Cada una de estas ecuaciones
tiene un punto de equilibrio distinto, sin embargo ninguno de estos dos puntos de equilibrio
son puntos de equilibrio del sistema fisico, donde unicamente hay un punto de equilibrio
estéatico, que se da cuando no existe ningiin chorro y las presiones alrededor del orificio en el

agua salda y en el agua destila, se igualan. Este punto de equilibrio no es estable, y es debido
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a la inestabilidad de Rayleigh-Taylor que el sistema no permanece en equilibrio estatico, y
entra en un situaciéon dinamica que intenta llevar al sistema de regreso hacia su equilibrio
estatico. Es decir que mientras que en la situacion estatica la inestabilidad de Rayleigh saca

al sistema de su equilibrio, en la dindmica busca regresar a este equilibrio estatico.

A partir de las dos ecuaciones con diferentes puntos de equilibrio, nos fue posible modelar
las oscilaciones del fenémeno, y encontramos que la forma cualitativa de estas oscilaciones es

igual a la reportada por Martin [14] y por Yoshikawa [24].

La amplitud y periodo de nuestras oscilaciones estan dados por uno de los limites de la inte-
gral de linea. El limite de la integral lo ajustamos de forma que quedara en una zona donde
el flujo alcance su maxima intensidad y sea aproximadamente unidireccional. Sin embargo,
este limite acabd siendo muy relevante. De manera que, aunque debe de estar dentro de un
intervalo dado por los pardmetros del experimento, es un pardametro libre que ajustamos para
obtener una amplitud de oscilacién correspondiente a la experimental. A cambio de obtener
una amplitud que coincidiera con la experimental, nuestro modelo nos dio un periodo de la
mitad del observado en los experimentos. Creemos que esta reduccién del periodo se debe a
que, al hacer la integral sobre el eje del chorro, no consideramos lo que pasa en la frontera de
este y por lo tanto despreciamos la viscosidad. El trabajo de la viscosidad es frenar o alentar

al chorro, de forma que al tomarle més tiempo cada oscilacion el periodo aumenta.

Otro efecto que acabamos despreciando en nuestro modelo fue el de la difusion de la sal
del chorro. Pues al tratar de incluirlo acabamos concluyendo que los tiempos caracteristi-
cos del fenémeno difusivo eran mucho mayores que los tiempos de cada oscilacion. Por lo
que acabd siendo irrelevante en nuestras ecuaciones, donde consideramos que las densida-

des se mantenian constantes durante todo el experimento. Debido a que la sal que baja en el
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chorro se deposita al fondo del recipiente, la densidad se mantiene constante cerca del orificio.

Utilizando los pardmetros experimentales de Yoshikawa [24] encontramos que el sistema llega
directamente a un estado de oscilaciones uniformes después de la primera bajada (figura 4.2)
y que la amplitud de las oscilaciones es practicamente la misma que la distancia entre los
puntos de equilibrio, por lo que la inercia que estimamos utilizando flujo potencial no fue muy
importante, sin embargo al aumentar tinicamente el tamano del orificio, la inercia tomé un

papel mas importante, y al sistema le tomé un poco més de tiempo llegar a su ciclo limite.

Con el modelo exploramos cémo depende el periodo de oscilacién de los parametros adimen-
sionales a, b y d (ecuacién (4.4)), que representan dos razones de areas y una de densidad
respectivamente. Numéricamente encontramos que el periodo es creciente respecto a a y de-

creciente respecto a by d. Nos falta evidencia experimental para comprobar estas predicciones.

Para evaluar nuestro modelo y ver como respondia ante perturbaciones, simulamos la inyec-
ciéon de pulsos y trenes de pulsos tratando de imitar el trabajo experimental de Gonzélez
et al. [3]. La gréfica de reinicio de fases que encontramos numéricamente es muy similiar
a la experimental, salvo por algunos detalles. Fue utilizando esta grafica que ajustamos al
parametro libre (), este parametro libre salié de considerar la diferencia de presiones debida
a la diferencia de densidades. Después observamos que disminuir a la mitad el volumen de
los pulsos o perturbaciones mejora el ajuste de la grafica de reinicio de fases. Al tratar de
reproducir la respuesta del sistema ante los trenes de pulsos, obtuvimos un acuerdo parcial
con los resultados experimentales. Esto lo atribuimos a la importancia que toma el cambio
de direccién del chorro ante los trenes, que en nuestro modelo estd incluido de forma muy
artificial y no describe el proceso de desaparicién de un chorro y aparicion del otro, lo que

toma tiempos similares a la duracion de los pulsos.
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Resumiendo, podemos concluir que nuestro modelo da la dindmica general del oscilador
salino, la grafica de reinicio de fases, y predice un comportamiento del periodo en términos

de areas y densidades, cuyo alcance desconocemos por la falta de evidencia experimental.
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Apéndice A

Flujo potencial [8]

Los flujos potenciales en dos dimensiones, son flujos ideales, incompresibles e irrotacionales
(V x v = 0), de forma que se puede ver a la velocidad del flujo como la derivada de una

funcion potencial de velocidad®

Vo =v. (A.1)

Ademas, se introduce la funcién de corrienteV , tal que:

Ux:g_qjv
y A2
Uy:—%,

de forma que se satisface la ecuacién de continuidad V - v = 0 inmediatamente. De manera
que ambas funciones, la potencial y la de corriente cumplen con la ecuacién de Laplace,

V2® = 0, V2¥ = 0. Combinando las dos se define el potencial complejo:

F(z) =P(z,y) +i¥(z,y), (A.3)

donde z = z +iy. F(2) es una funcién analitica ya que ® y ¥ cumplen con las condiciones

de Cauchy-Riemann.
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La derivada de este potencial es la velocidad compleja W,

dF
W=—
dz
0P n OV
= — 11—
Or Oz (A.4)
_ov 0P
Oy Zay
= Uy — 10y,

la cual nos da el perfil de velocidades del flujo, ya que su parte real equivale a la componente

x de la velocidad y menos la parte imaginaria corresponde a la componente y de la velocidad.

Para encontrar el potencial complejo del flujo a la salida de un orifico, se hacen una serie de
mapeos a diferentes planos que lleven a las lineas de corriente a formas mas sencillas donde
sea mas facil encontrar el potencial. Primero haremos un mapeo al plano hodoégrafo, dado
justamente por el reciproco de la velocidad compleja, luego haremos una transformacién lo-

garitmica, seguida de la transformacion de Schwarz-Christoffel.

La transformacion de Schwarz-Christoffel mapéa de manera conforme la parte superior del
plano complejo £ a un poligono en z. La funcién de mapéo que le corresponde es la solucion

de la siguiente ecuacion diferencial:

dz

e R (SR (A5)

Donde K es una constante, a, b, ¢, etcetera, son los puntos en el plano £ que corresponden a

los vértices de un poligono en el plano z, y «, 3, 7, etcetera son los angulos que subtienden.

Una vez realizados estos tres mapeos, encontramos el potencial complejo de forma implicita,
y al derivarlo para encontrar la velocidad compleja llegamos a una ecuacion diferencial para

W que nos es posible resolver analiticamente y de esta forma encontramos tanto el perfil de
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velocidades del flujo como el factor de contraccion.

Comencemos por el plano hodégrafo o diagrama de velocidad. Donde la presién se mantiene

constante a lo largo de las lineas de corriente que corresponden con superficies libres.

El mapeo al plano hodégrafo ( esta dado por:

z v v,
dF =~ W Va2

El plano ¢ esta dado por el reciproco de la velocidad compleja W = u — iv = e ¥v/u2 + 02

C=U (A.6)

adimensionalizado con U la magnitud de la velocidad constante del chorro fuera y lejos de la

apertura.

Figura A.1: Plano Z.

Esta transformaciéon mapea las lineas de corriente libres en el plano z B'C" y BC' (Figura

A.1) a un circulo unitario en el plano ¢ (Figura A.2) . Sobre dichas lineas de corriente la
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presién es constante, de forma que de acuerdo a la ecuacion de Bernoulli la magnitud de la
velocidad u? + v? es constante. Dado que lejos de la apertura la magnitud de la velocidad
del chorro es U, entonces sobre las lineas de corriente libres u? 4+ v? vale U2, de forma que
sobre estas lineas ¢ = e, que es justamente la ecuacién del circulo unitario. Ahora, para ver
a que parte de dicho circulo van las lineas de corriente nos fijamos en los angulos que tienen

los vectores de velocidad en el plano z.

Sobre la linea de corriente A’B’ el flujo va hacia la derecha, de forma que el dngulo del
vector de velocidad es 045 = 0,27 , y AB va hacia la izquierda, entonces el angulo es
04 = my tanto II', comoB’'C" y BC van hacia abajo, de forma que el dngulo del vector es
011 = Opcr = Opc = 31/2. De aqui podemos observar que las lineas de corriente libres van
a la parte inferior del circulo, pues BC va de 7 a 37/2 y B'C’ de 27 a 37/2.

A partir de los dangulos notamos también que las lineas de corriente A’B’ y AB estan sobre el
eje real en el plano ( y que dado que A" y A en z estan muy lejos de la abertura la velocidad
u? 4+ v? en dichos puntos es cero, de manera que en ¢ valen oo y —oo respectivamente, donde

el signo estd dado por €45’ y €45 respectivamente.

Ya s6lo falta ver a donde va la linea de corriente I1’, ya sabemos que va a estar sobre el
eje imaginario pues €1 = —i. Dado que I esta muy lejos del chorro, la velocidad en dicho
punto vale cero, de forma que en I { = —ioco, y en I’ el chorro es uniforme y con velocidad

constante U de forma que en I’ { = —i.

Observamos que en ¢ = —i identificado por I’, C'y C' hay un sumidero y que las principales
lineas de corriente fueron mapeadas en lineas radiales o el circulo unitario, de manera que el

flujo puede ser mapeado a una configuracién plana mediante una transformacion logaritmica:
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Figura A.2: Plano (.

(' =log( =log R+ if. (A7)

Donde R = U/v/u2 + v? de forma que ¢ = Re®

Esta transformacién mapea las lineas radiales en ¢ (Figura A.2) a lineas horizontales en (’

(Figura A.3) dadas por ¢’ = log R+ifr y al medio circulo a una linea vertical dada por ' = i6.

Esta configuracion corresponde al flujo en un canal semi-infinito debido a un sumidero en el

centro del final del canal en el punto C’, C, I'.

an A

I'C I
C

2n A
B

Figura A.3: Plano (.

Para resolver dicha configuracion aplicamos la transformacién de Schwarz-Christoffel, pero

primero la trasladamos al origen, para en lugar de tener un canal semi-infinito que en el eje y
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vaya de 7 a 2im, lo haga de 0 a 7. Por lo que en la transformacién de Schwarz-Christoffel en
lugar de usar la variable ¢/ utilizamos ¢ = ¢’ —im. Ahora para llevar el rectdngulo ABCC' B’ A’

en el plano ¢ al eje z en el plano ¢” con el punto B en 1y B’ en —1 los valores de la ecuacién

(A.5) toman los valores a = 1, b= —1, a = 7/2 y § = 7/2 de forma que la transformacién
queda.
C . . K
= KC- 1) ()= (A8)
d¢ [~
¢—1
Integrando
{ = Kcosh™'¢" + D. (A.9)

Con D una constante de integracion. Para encontrar los valores de K y D sustituimos en

(A.9) los valores correspondientes en B

de donde obtenemos que D =0y en B’

(=in¢ 7 =-1,
de donde obtenemos que K = 1. De esta forma, invirtiendo la ecuacién y sustituyendo
¢ = ¢’ — im llegamos a

"= cosh({’ — im) = —cosh (. (A.10)

La configuracién que resulta en el plano (7 (Figura A.4) es la de un sumidero en (7 = 0 para

la cual su potencial complejo esta dado por
m
F(¢) = —%log 7+ k. (A.11)

Agregamos la constante k£ para poder escoger a I’ como la linea de corriente ¥ = 0 y la

equipotencial que pasa por BB’ como ® = 0.
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Figura A.4: Plano (.

Para encontrar el valor de las lineas de corriente utilizamos la propiedad que dice que el
volumen del fluido que pasa entre dos lineas de corriente es igual a la diferencia de los valores
de dichas lineas de corriente. Dicho volumen, para las lineas de corriente A’B'C" y I’ (Figura
A.5) esta dado por C.IU donde C. es el factor de contraccién del chorro y [ el radio del agujero
entonces tenemos que

0— Ve = CUU.

Y para el flujo entre II' y ABC

Vype — 0= C.lIU,

de donde
Vg = —Coll,

Vype = CIU.

Entonces en B: ® = 0, V= C.IU, (" =1y como F({7) = &+ ¥ entonces de la ecuacién
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Figura A.5: Geometria de las lineas de corriente libres.

(A.11) tenemos

m
CIU = = 1og(1) + &,
iCLU 27T0g()+

(A.12)
=k =14C.lU.
Yen B:®=0 V= —C.IU, (" = —1, entonces
—iCIU = —23 log(—1) + k,
T (A.13)

— —iCIU = —% + k.

De (A.12) y (A.13) encontramos los valores de k = iC.IU y m = 4C,lU. Sustituyendo ademés
(”(z) = — cosh [log (U2£)] en el potencial (A.11)

20U

P(z) = == log [cosh [log (Uj—?) - mH +iCLIU. (A.14)

Asi, tenemos el potencial complejo para el flujo a través de un orificio, y a partir de aqui se
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T

—13» que se aproxima muy bien a las obser-

encuentra que el coeficiente de contraccion C., es

vaciones experimentales, en donde se encuentra una contraccién de 0.611 [8].
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Apéndice B

Difusion

Debido a que nuestro sistema tiene dos especies, la sal y el agua, se da el proceso de difusién
de la sal en el agua destilada, de forma que es importante analizar los efectos provocados
por dicho fenémeno en cada oscilacién. En especial nos interesa ver como cambia el perfil de
densidades de los chorros en el tiempo que dura cada oscilacion, pues el perfil de densidades

nos va a dar informacion de como es la presion durante las oscilaciones.

Cuando el chorro va de subida el agua dulce se deposita en la superficie y no hay difusién cerca
del orificio, pues el chorro de agua destilada arrastra hacia la superficie todas las particulas
de sal que “intenten entrar” al chorro. Durante la bajada tenemos un chorro de agua salada
dentro del agua destilada, que en principio, no podemos analizar el fenémeno con la ecuacion
tradicional de difusion, dado que las particulas de sal estan dentro de un flujo hidrodindmico.
De acuerdo a Santamaria-Holek et al. [19] la difusién de particulas brownianas en un flujo

estda dada por la siguiente ecuacion:

0 = =
a—’t)z—v- VAV (D-Vp)+ V- (pV- D), (B.1)
donde p es la densidad, vq la velocidad del flujo y D el tensor de difusién definido como:

D

(B.2)
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Con Dy el coeficiente de difusién de la sal cuando estd en agua en reposo, € depende de
las relaciones fenomenolégicas, en especial del coeficiente de Onsager que relaciona el flujo
difusivo en el subespacio de la velocidad en el espacio fase con la velocidad de las particulas
dentro del flujo, (3 es el coeficiente de friccion y el cero arriba indica que es la parte simétrica

y sin traza del tensor.

Nos interesa el proceso difusivo para estimar la evolucion de la presion en la vecindad del
chorro. Observaciones muestran que en la regién de interés el flujo de agua salada sélo tie-
ne velocidad vertical y por simetria e incompresibilidad esté velocidad sélo depende de la

componente 7, entonces v = v,(r)€, y la ecuacién de difusiéon (B.1) se reduce a:

2 2 2
%:Do[aer@_ 0°p (1+6)8vz+1@}

or2 ' 922 9roz B or  ror (B.3)

Si suponemos que localmente el perfil de la densidad es igual a lo largo del eje z, entonces

?p _ P?p _
922 0 y ordz

0 entonces la ecuacion se reduce a la ecuacién de difusién en reposo:

2
[0 100 ®a
Asi que en este caso, la ecuacién (B.1) que involucra la velocidad del flujo en el proceso
difusivo, no nos dijo nada nuevo. Debido a la geometria del problema, utilizando la aproxi-
macién mas simple en la que v = v,(r)é, y p = p(r) la ecuacién de difusién “dindmica” (B.1)

se reduce a la ecuacién de difusién en reposo (B.4), la cual resolveremos para estimar los

tiempos caracteristicos del proceso difusivo.

El problema que queremos resolver es el de la difusiéon de la sal del chorro en el agua des-
tilada, de forma que consideramos que en el chorro, la densidad se mantiene constante y es
ps- El dominio donde vamos a resolver la ecuacién de difusién (B.4) va del radio del chorro
(r =ro), al radio del recipiente externo o de agua destilada (r = r;). Inicialmente (en t = 0)

la densidad es la de agua destilada p;. Para las condiciones de frontera, sabemos que en
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la frontera del chorro r = rg, la densidad es (para todo tiempo), la salada p(rg) = ps, sin
embargo, en r = ry la condiciéon a la frontera no es tan clara, por lo que vamos a plantear
el problema difusivo para dos condiciones diferentes en la pared del recipiente r = r;. La
primera posible condicion a la frontera es que debido a la estratificacion, lejos del orifico no
llega la sal, de forma que en r = r; se mantiene la densidad del agua destilada p(r1) = pg. La

segunda es que el cambio de la densidad en la pared es muy suave de forma que en %M = 0.

Asi que tenemos que tenemos dos fenémenos difusivos a resolver: (a) La ecuacién de difusién
(B.4). Condicién inicial p(r) = pg en t = 0. Condiciones a la frontera p(rg) = ps v p(r1) = pa
para 0 < t. (b) La ecuacién de difusién (B.4). Condicién inicial p(r) = pg en t = 0. Condi-

ciones a la frontera p(ro) = ps y %M = 0 para 0 < t.

La solucién analitica para (a) se puede encontrar en el libro de Carslaw y Jaeger [5] y esta da-

da por:

_ psIn(ry/r) + paln(r/ro) . - _ JO(TlOén)J(](T()Oén)UO(TOén>eiDoa%t
=T g R T R - e ¢ B

p(r,t)

n=1

donde las «, son las raices de Uy(ra) = Jo(ar)Yo(ary) — Jo(ary)Ye(ar), con Jy y Yy las

funciones de Bessel de orden cero.

El primer término de la solucion representa el limite al que tiende la distribucion de la den-
sidad si dejaramos al sistema llegar a su estado estacionario. El segundo término nos dice
como llega la solucion a su estado estacionario, este término va decayendo como una suma

de exponenciales.
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Figura B.1: Perfil de densidad para diferentes tiempos tomando los primeros 41 términos de
la suma de la solucién dada por (B.5). El radio del chorro es 0.05¢m y el radio del recipiente
o distancia a la frontera es 5.78cm.
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Figura B.2: Acercamiento cerca del chorro de radio 0.05¢m de la figura (B.1).
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Para ver cémo cambia en el tiempo el perfil de densidades tomamos los primeros 41 términos
y graficamos para diferentes tiempos, utilizando la constante de difusiéon para la sal en agua
Dy = 1.484 x 10~°cm? /s. Observamos que debido a que la solucién estéd dada por una serie
infinita de funciones de Bessel e inicialmente la solucién es un escalén, al tomar un ntmero
finito de términos encontramos que no podemos representar el salto en el perfil de densidades
debido a la presencia del chorro. En las figuras B.1 y B.2 observamos también la solucion
estacionaria, que es hacia donde tiende el sistema. Ademas, podemos ver cémo la gréafica dada
por los primeros términos de la solucién analitica para tiempos mayores, en este caso 500
segundos, ya no oscila y es suave, siendo mas cercana a la grafica de la solucién estacionaria,

que las graficas obtenidas para tiempos menores.

Al ser resultado de una serie infinita, la solucién analitica tiene mucho “ruido” cerca de ry,
que es la zona que nos interesa, dado que queremos saber como es el cambio de la densidad
cerca del chorro durante la duracién de cada chorro. De forma que resolvimos la condicion
(a) utilizando diferencias finitas centradas para la parte radial y Euler para la evolucién tem-
poral. Validamos nuestro cédigo con los resultados de la solucién analitica para un tiempo

de 500 segundos.

Cambiamos el codigo para ahora resolver la condicién (b) y graficamos el perfil de densidades
para diferentes tiempos (figura B.3) y el cambio de la densidad al doble de la distancia al
chorro (figura B.4). En la figura B.3 podemos observar que para distancia mayores al doble
del tamano del orificio en los tiempos que dura la oscilacién (menos de un minuto) el aumento

en la densidad es muy pequeno.

La figura B.4 se enfoca iinicamente en el aumento de la densidad a una distancia rq del chorro,

la primera nos dice como aumenta durante la primera media hora, y la segunda en el primer
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Figura B.3: Perfil de densidad para diferentes tiempos, la distancia representada en el eje x,
esta adimensionalizada con el tamano del orificio.

minuto. Dado que esperamos que el chorro dure menos de treinta segundos, es importante
observar que a una distancia ro (es decirr = 2rg) en los primeros treinta segundos la densidad
no llega ni al 10 % de su maximo. Utilizamos este resultado en la seccién 3.4, donde para
estimar la presion consideramos que la densidad fuera del chorro se mantiene practicamente
constante. Es decir, despreciamos a los pequenisimos cambios de densidad, esto implica que
la diferencia entre la densidad fuera y dentro del chorroA p = peyt — pine €8 constante durante
los tiempos caracteristicos de nuestras oscilaciones. Las observaciones muestran una interface
que delimita al chorro con claridad y que no se mueve sensiblemente mientras no se de el

cambio de direccién, lo que parece confirmar que el proceso difusivo es relativamente lento.
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Figura B.4: Perfil de densidades para los radios 1.3ry, 1.67¢, 27 y 2.5r.
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Apéndice C

Primera integral

Las ecuaciones de movimiento de nuestro modelo (3.36) y (3.37), se pueden integrar una vez
analiticamente. En este apéndice haremos dicha integracion.

Las ecuaciones (4.1) y (4.2) son de la forma
H = —BH? — vH. (C.1)

Donde, en la ecuacién de bajada (4.1)

de+ (Q+¢€)(d—1)
1+ bd ’

C.2

_1+bd 1—a? (C2)

=T T

H=H-

y en la ecuacién de subida (4.2)

de+ (Q —¢€)(d—1)
1+0bd ’ (C.3)

Ahora definimos la funcién U(H) tal que, U(H) = H(7), de forma que,

. dH  dUH)dH
He == g~ VU (C.4)

Sustituyendo el resultado dado por la ecuacién (C.4) en la ecuacién (C.1) y definiendo w = U?

llegamos a la siguiente ecuacién diferencial lineal

117



dw

T = 2= 20w, (C.5)

la cual podemos resolver analiticamente, para asi llegar a la siguiente ecuacion diferencial de

dH 2_ om0 1

Donde K es una constante de integracién que depende de las condiciones iniciales.

primer orden para H
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Apéndice D

Estabilididad de los puntos de
equilibrio

En el capitulo 4 encontramos un punto de equilibrio (4.5) para la ecuacién de bajada y un

punto de equilibrio (4.6) para la ecuacién de subida, de los cuales analizaremos su estabilidad.

Para analizar la estabilidad de los puntos de equilibrio utilizaremos la forma (C.1) de las
ecuaciones, de manera que podemos ver ambas ecuaciones (la de subida y la de bajada),

como el siguiente sistema de primer orden:

(F) - (% ) (7) = (ve). o

donde el punto de equilibrio del sistema de ecuaciones es el origen

-0

Aproximamos el sistema no lineal cerca del punto equilibrio por un sistema lineal dado por

A= (_07 (1)) , (D.3)

encontramos los valores propios de la matriz,

la matriz

r=—iyy  yra =iy7. (D.4)
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Dado que tanto en la ecuacién de bajada (C.2) como en la de subida (C.3) v > 0, ambos
valores propios de la matriz son imaginarios, de forma que los puntos de equilibrio de la
linealizacion de ambas ecuaciones son centros o puntos silla, por lo que mediante el analisis
de la parte lineal de la ecuacién no podemos determinar la estabilidad de los puntos de
equilibrio. De manera que el comportamiento atractor de los puntos de equilibrio es debido

a la parte no lineal de la ecuacién.
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