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Introduccion

Cada tema matematico siempre es fascinante y tanto mds cuando se conjuntan varias
ramas matemdticas para abordarlo. Aqui se hard evidente como el dlgebra y la geometria
juegan de manera sincronizada para dar vida a la nocién de grupo de Lie, idea de la cual
se parte para dar un acercamiento preciso al concepto de variedad homogénea, que es el
tema medular de este trabajo.

Uno de los objetivos que se buscd es dar un acercamiento cuidadoso, sencillo de
leer y entender, de los conceptos de grupos de Lie y adlgebras de Lie, por lo cual en el
primer capitulo se introducen los nociones bdsicas en que se asientan y los fundamentos
relacionados con estos temas (grupos, homomorfismos, variedades diferenciales, espacio
tangente, formas diferenciales, etc.), las cuales suelen de manera habitual formar parte
de los cursos bdsicos de dlgebra moderna y geometria diferencial; ademds se exhiben
algunos ejemplos de grupos y dlgebras de Lie, asi como los resultados e ideas necesarias
para construir el concepto de variedad homogénea. Para este fin se traté de ser puntual
y claro en las definiciones de traslaciones izquierdas, campos invariante por la izquier-
da, mapeo exponencial, accién, grupo de isotropia, representacién adjunta y subgrupo
cerrado, debido a ser de vital importancia al ser utilizados con bastante frecuencia en la
prueba de los resultados que se exhiben y para los cuales se buscé dar demostraciones
detalladas y claras.

Por otra parte se prueba formalmente (lo cual no suele aparecer en la literatura)
como las variedades de Grassmann, las variedades de Stiefel, los grupos clasicos, S",
asi como los espacios proyectivos son variedades homogéneas; ademés de dar algunas
de sus caracteristicas geométricas y topoldgicas (a través de la teoria de homotopia).

Para finalizar, en el Gltimo capitulo se introducir un resultado de verdadera impor-
tancia el cual no es mencionado en la literatura relacionada con variedades homogéneas;
asi el propésito a seguir fue describir y dar una demostracién constructiva, clara y con-
cisa de que el haz tangente de una variedad homogénea de igual manera es una variedad
homogénea.

En cuanto al trabajo total, se tratd de que estuviese autocontenido por lo cual se en-
contraran referencias cruzadas y en los casos donde sdlo se postulan teoremas o proposi-
ciones se dan citas para su consulta.



Capitulo 1

Instrucciones para armar

No te he dicho nada,
para que lo encuentres
por ti solo.

“Visteme de infinito el corazon...”
Juan Luis Guerra.

Antes que nada debemos introducir los fundamentos necesarios para desarrollar las
nocidnes de grupo de Lie, dlgebra de Lie y variedad homogénea, los cuales son los temas
principales que se abordan en este trabajo. Asi para bien entender los conceptos ante-
riores se requiere de las nociones primarias en teoria de grupos y geometria diferencial,
para lo cual comenzaremos de forma breve y concisa con los conceptos de grupo, homo-
morfismos de grupos, variedades diferenciales, la diferencial de una funcién, el espacio
tangente y haz tangente, difeomorfismo y formas diferenciales, entre otras; conjunta-
mente daremos varias ideas relacionadas a estos temas que nos serdn de gran utilidad a
lo largo del trabajo para construir y abordar las variedades homogéneas, las cuales son
nuestro objetivo principal.

1.1. Grupos

Definicion 1.1. Por una operacién binaria sobre un conjunto no vacio G, entenderemos
una funcién:
H:GxXG -G

(a,b) = p(a, b),

diremos que u es asociativa si:

u(u(a, b), c) = u(a, u(b, c)) para cualesquiera a, b, c € G.
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Tendremos por un grupo a una pareja (G, u) de un conjunto no vacio y una operacion
binaria asociativa, donde G contiene un elemento neutro o identidad, e € G, para el cual
se satiface lo siguiente:

i.- u(e,a) =a = u(a,e) paracadaa € G.
ii.- Para todo a € G existe un unico elemento, a € G tal que
u(a,a) = e = u(a,a)
1

a tal elemento lo llamaremos el inverso de a y serd denotado pora = a™".

Una pareja (a, b) € G se dice que conmuta si

u(a,b) = (b, a),
asi, si toda pareja en el grupo (G, u) conmuta, G serd llamado un grupo abeliano.

Definicion 1.2. Sean (G, ) y (G, ) dos grupos. Una funcién ¢ : G — G es un homo-
morfismo si para cualesquiera a, b € G:

¢(u(a, b)) = u(p(a), @),

que interpretamos diciendo que la funcién ¢ es compatible con las operaciones de los
grupos. Si ¢ es un homomorfismo inyectivo es nombrado un monomorfismo, si ¢ es un
homomorfismo suprayectivo diremos que es un epimorfismo; mientras tanto, si ¢ es un
homomorfismo biyectivo es nombrado un isomorfismo y en este caso acordaremos que
Gy G son grupos isomorfos y lo denotaremos por G = G.

Teorema 1.1. Sea ¢ : (G,u) — (5,,17) un homomorfismo.
(i).- p(e) =¢ donde’e es el elemento neutro en G.
(ii).- Para todo a € G se cumple con  @(a™") = p(a)~'.

(iii).- Sia € Gyn € Z entonces ¢(a") = p(a)".

Para una prueba de este teorema verificar [Ro]

Definicion 1.3. Un subgrupo (H,u) de un grupo (G, u), es un subconjunto no vacio de
G que satisface:

(i).- Para cualquier 4 € H necesariamente 4~ € H.
(ii).- Para cualesquiera g, h € H implica que u(g,h) € H.

En adelante quedard entendido, al hacer referencia a un grupo, que éste implicita-
mente lleva asociado una operacion, por lo cual la omitiremos y s6lo nos limitaremos a
denotar a todo grupo por medio del conjunto G que lo define.



1.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES 7

1.2. Variedades diferenciables

Definicion 1.4. Un espacio localmente euclidiano M de dimension n es un espacio
topolégico M que en cada punto posee una vecindad homeomorfa a un subconjunto
abiertode R”. Si ¢ : U ¢ M — R”, es un homeomorfismo, con U abierto, ¢ es llamado
una transformacidn coordenada y el par (U, ¢) es llamado un sistema coordenado.

Definicién 1.5. Una estructura diferenciable F de clase C¥ (1 < k < co) sobre un espa-
cio localmente euclidiano M es una coleccion de sistemas coordenados {(Uy, ¢,) : @ €
A} que satisfacen las siguientes propiedades:

(a) UUQ:M

aeN

(b) ¢qo0 golgl es C* para todo @, 8 € A.

(¢) La coleccién .# es maxima con respecto a (a) y (b); esto es, si (U, ¢) es otro
sistema coordenado tal que @ o ¢! y ¢, 0¢~! son C* paratodo @ € A,

entonces (U, ¢) € .%.

Definicién 1.6. Una variedad diferenciable de dimensién n de clase C* es una pareja
(M, .7) que consiste de un espacio localmente euclidiano de dimensién n y segundo
numerable (i.e., un espacio cuya topologia tiene una base numerable), equipado con una
estructura diferenciable .% de clase C*.

Nos limitaremos en lo sucesivo a denotar a una variedad diferenciable sencillamente
por M e implicitamente la asumiremos de clase C*.

Definicion 1.7. Sea U c M abierto. Decimos que f : U — R es una funcién C* sobre
U y escribimos (f € C®(U)) sif o ¢~! es C* para cada funcién coordenada ¢ sobre M;
Una funcién ¢ : M — N es llamada diferenciable de clase C* si goy es una funcién C*
sobre ¢! para toda funcién g € C* definida sobre conjuntos abiertos de N. De manera
equivalente, la funcién continua ¢ es C* si'y solo si ¢ oy o 7~! es C* para cada funcién
coordenada 7 sobre M y ¢ sobre N.

A excepcidn que se indique lo contrario, en adelante M y N denotardn variedades
diferenciables. Por otra parte, se puede probar que la composicién de dos funciones
diferenciables es de nuevo diferenciable; y recordemos que ¢y : M — N es C™ si y sélo
si para cada m € M existe una vecindad U de m para la cual |y es C™.

Ademads supondremos que nuestra variedades son normales, metrizables y paracom-
pactas; con esto ultimo aseguramos la existencia de particiones de la unidad sobre nues-
tras variedades.
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1.3. Vectores tangentes y la diferencial

Para poder definir un vector tangente en un punto a una variedad, primero veamos
a un vector v con componentes (vq, ... vy) en un punto p € R como un operador sobre
funciones diferenciables. De manera mas precisa, si f es diferenciable en una vecin-
dad de p, asignamos a f el nimero real v(f) que es la derivada direccional de f en la
direccién v en p. Esto es:

0 0
v(f):vl—f +...+vd—f ,
6}’] P 6rdp

donde cada r; es una funcién coordenada. Esta operacidn del vector v sobre funciones
diferenciables satisface dos propiedades importantes que la hacen ser una derivacion
lineal sobre funciones:

v(f +Ag) = v(f) + Av(g) (aditividad),

v(f-g) = f(p)v(g) + g(p)v(f) (regla de Leibniz),

siempre y cuando f y g sean funciones diferenciables alrededor de p. Para ser mads
preciso, estamos tomando derivadas direccionales del punto p en vecindades arbitraria-
mente pequeias.

Definicion 1.8. Sea (U, ¢) un sistema coordenado con funciones coordenadas {xy, ..., x4},
yme U.Paracadai € {1,...,d}, definimos un vector tangente (0/9x;) |, € T,nM por
0 Afop™)
(_ )( = foy )
(‘)x,- m (‘)r,- @(m)

para cada funcién f € C* sobre una vecindad de m. T, M denota el conjunto de todos
los vectores tangentes a M en m y es llamado el espacio tangente a M en el punto m. La
ecuacion anterior se interpreta como la derivada direccional de f en m en la direccion
coordenada x;, con lo que si v € T, M tenemos

d d
V= Zl v(x,-)a—Xi

puesto que {0/dx;} |, es una base del espacio T,,M; y asi entonces existe una coleccién

’
m

de ntimeros reales ay, . .., a4, que depende de ¢, tales que
d _
a(fop™)
()= Y el
; Coan m

Luego el espacio tangente 7, M es de dimension finita y ademds dim T,,M = dim M.

Definicion 1.9. Por una curva vy entenderemos una parametrizacién y no solamente un
conjunto de puntos en una variedad M. Asi una curva y es una funcion:

y:[0,1]CR > M:t (1),
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una curva es C® si vy es una funcién C*.
Supondremos de ahora en adelante que toda curva es infinitamente diferenciable, y que
para cada t € [0, 1] existe un tnico vector tangente a y(¢) a quien se har4 referencia por

. , dy
1), t —.
y@®, Y@ o arl,

La Diferencial Seay : M — N de clase C* y m € M. La diferencial de ¢ en m es
una funcion lineal:
dlﬁ . TmM — Tw(m)N

definida de la siguiente forma: si tomamos v € T,,M, tenemos que dy/(v) sera simple-
mente un vector tangente en (m); explicitamente lo que hacemos es tomar el vector
tangente v(p) a una curva diferenciable @ en el punto p € M y asociarle el vector tan-
gente v(¥(p)) de la curva Y(a). También podemos ver como opera sobre funciones. Sea
g € C*(U), donde U es vecindad de y/(m). Definimos dy(v)(g) por

dy(v)(g) = v(g o).
Por otra parte se define la transformacion dual
oy : T;(m)N - T M

de manera usual como
Y (w)(v) = w(dy(v))

donde w € T*

w(m)N yveT,M.

Definicion 1.10. (Difeomorfismo) Sean M y N variedades diferenciables. Una funcién
¢ : M — N esun difeomorfismo si ésta es biyectiva, diferenciable y con inversa biyectiva
y diferenciable (por supuesto C®). ¢ es un difeomorfismo local en m € M si existen
vecindades, U de M y V de ¢(m), para las cuales ¢ : U — V es un difeomorfismo.

Teorema 1.2. Sea ¢ : M — N una funcion diferenciable y m € M tal que dyl,, :
TuM — TyumyN es un isomorfismo. Entonces ¢ es un difeomorfismo local en m. |

Para verificar la prueba del teorema (1.2) se puede consultar [Wa].

Definicion 1.11. Sea M y N variedades diferenciables y ¢ : M — N es una funcién
suave.

(i).- ¢ es una inmersion si la diferencial de|,, : T,;M — TN €s una transforma-
cién no singular en cada punto m € M.

(ii).- La pareja (M, ¢) es una subvariedad de N si ¢ es una inmersion inyectiva.

(iii).- En suma al inciso anterior, si ¢ es un homeomorfismo sobre ¢(M) C N, decimos
que ¢ es un encaje.
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Haz tangente Sea M de clase C* con estructura diferencial .% . Definimos

M) = |_| T,.M

meM

donde LI denota la unién disjunta; ademads se tiene la proyeccion natural siguiente:
a:t(M) - M, a(v)=m si veT,M, (1.1)

Sea (U, ¢) € .% con funciones coordenadas {xi,..., x4}. Se define @ : 7 (U) -» R¥
por
o) = (X1 (), . . ., Xg(mw(V)), dx1(v), . . ., dxq(v))

para todo v € 7~'(U). Se probari en el capitulo cuarto que mediante estas funciones
y abiertos se tiene una estructura diferenciable y de este modo t(M) con la estructura
diferenciable descrita por las funciones ¢, es llamado el haz tangente de la variedad M.
Siy : M — N es una funcién C*, entonces la diferencial de i define una funcién de
clase C* entre los haces tangentes

dy : t(M) — 1(N),

donde dy(m,v) = dyr,,(v) paratodo v € M.

1.4. Campos vectoriales

Definicion 1.12. Un campo vectorial X a lo largo de una curva « : [a,b] — M es una
funcién X : [a,b] — ©(M) que levanta a, esto es, m o X = @, donde 7 es la proyeccion
canodnica descrita en la ecuacién (1.1). Un campo vectorial es suave (diferenciable de
clase C*) a lo largo de @, si la aplicacion X : [a,b] — T©(M) es C*. Un campo vectorial
X sobre un conjunto abierto U en M es un levantamiento de U sobre t(M), esto es, una
funcién X : U — (M) tal que 7 o X es la identidad en U. De manera més sencilla, un
campo vectorial en una variedad asocia a cada punto p € M un vector X(p) € T,M C
t©(M). Otra alternativa es pensar a los campos vectoriales como una funciéon X : D —» F
de el conjunto D de funciones diferenciables en M al conjunto ¥ de funciones en M,
que definimos de la siguiente manera

X)p) = Z“f(”)g_){,-(”) para todo f € D.
Asi un campo vectorial X es diferenciable (C®) si X € C*(U,T(M)). El conjunto de
campos vectoriales suaves forma un espacio vectorial sobre R; si X es un campo vec-
torial sobre U y m € U, entoces X, := X(m) es un elemento de T,,M, por lo que si
f € C*(U), entonces X(f) es una funcién en U cuyo valor en m es justa y precisamente

Xin(f)-

Proposicion 1.1. Si X es un campo vectorial sobre M entonces lo siguiente es equiva-
lente:
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(a) XesC™.

(b) Si (U, x1,...,Xy) es un sistema coordenado de M y si {a;} es una coleccién de
funciones en U definida por

entonces a; € C*(U).
(c) SiVesabiertoen My f € C*(V), entonces X(f) € C7(V). [ ]
Uno puede encontar en [Wa] la demostracién de la proposicién (1.1).

Teorema 1.3. Existe una correspondencia uno a uno entre campos vectoriales sobre
una variedad diferencial M y el conjunto de derivaciones. Especificamente si D es una
derivacion entonces existe un vinico campo vectorial X sobre M tal que Df = X f para
toda funcion f € C*™. [ |

La demostracién del teorema previo se encuentra en [Ga].

El corchete de Lie Si Xy Y son campos vectoriales suaves sobre M, definimos el
campo vectorial [X, Y], llamado el corchete de Lie, por

[X, Y1 (f) = Xn(Y ) = Yin(X ).

Proposicion 1.2. Sean X, Y campos vectoriales suaves sobre una variedad diferenciable
M:

1. [X, Y] es de nuevo un campo vectorial suave C>(M).
2. Si f,g € C™(M), entonces [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y — g(Y )X.
3. [X,Y] = —-1Y, X] (antisimétrica).

4. [IX,YLZ]I+ Y. Z], X] +[IZ,X],Y] =0  para cualesquiera campos vectoriales
X, Y, Zen M. u

Una prueba bastante precisa se encuentra en [Do02].

Definicion 1.13. Sea X un campo vectorial suave sobre M. Una curva suave a en M es
una curva integral de X si
a(t) = X (a(1))

para toda ¢ en el dominio de a.

Definicion 1.14. Seay : M — N de clase C*. Los campos vectoriales suaves, X definido
sobre la variedad M y Y en la variedad N son llamados y-relativos si dyo X =Y oy.
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Definicion 1.15. (La derivada de Lie) Sean X y Y campos vectoriales sobre una
variedad M denotemos por X, el grupo a un pardmetro de transformaciones asociadas a
X (.e,X : R — Gtal quedX, C Xy X, es un homomorfismo), la derivada de Lie del
campo Y con respecto a X en el punto m € M se define mediante:

dX_ (Yx,m)-Y, 4
(L.Y) =lim () =2
m t—0 t dt

(ax., (Yx,m)) -

Proposicion 1.3. Si X es un campo vectorial suave sobre una variedad M, entonces

t=0

L,Y = [X, Y] para cada campo vectorial suave Y sobre M. [

Consultar [Wa] para una prueba.

1.5. Formas diferenciales

Las formas diferenciales vienen relacionadas directamente con el concepto de traba-
jo de un campo a lo largo de una trayectoria o el flujo de un fluido sobre una superficie.
En lo que nos concierne, no podriamos bien trabajar y entender los grupos de Lie sin
la nocién de formas diferenciales. Los conceptos que nos son necesarios sobre formas
diferenciales son los de multiplicacion exterior y diferenciacion exterior.

Sea V un espacio vectorial real de dimension n, denotemos por £, w a dos vectores
en V; en lo sucesivo tendremos por A; a un elemento en R.

Definicion 1.16. Una forma exterior de grado p, o sencillamente una p-forma, es una
funcién de p vectores que es p-lineal y antisimétrica:

w:VP >R
w(/llé:l + /1221,52’ v "fp) = /llw(é:l’é‘:% o ’é:p) + /lzw(g;l’é:% v "fp)

iy, ---.61,) = CD'wr, ., )

donde:
0 sila permutacion (iy, ..., ip) es par;
V=
1 sila permutacion (iy, ..., ip) es impar.
Una p-forma la denoraremos por w?”.

El conjunto de todas las p-formas en R” forman un espacio vectorial real si se
introducen las operaciones de suma

(w1 + W2)(§) = wi(§) + wa(§), E=8&1,....8, &R,
y multiplicacién por escalares
(Aw)(&) = Aw (&), A€ R.

Ahora introduciremos la operacién de producto exterior o multiplicacién exterior para
formas. Si w” es una p-forma y w? es una g-forma, entonces nuestro producto exterior
w? A w? serd una (p+q)-forma. Nuestra operacion de multiplicacién cumplird con :
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1. W’ Aw? = (-1’19 AP (anticonmutatividad);
2. (/llwf+/lzwg)/\wr = Alwf/\w’wlzwp/\aﬂ (distributividad);
3. (WP AWDAW" = OP AN(WIAWT) (asociatividad).

Definicion 1.17. El productor exterior w” A w? de una p-forma con una g-forma
w?, ambas tomadas en R", es la (p + g)-forma, que evaluada en los vectores &;, ..., &),
Epits o éprg € R esigual a

(@ AWDEL - bprg) = D (D' WP 6)0UE ),

donde iy < ... <ipy j1 < ... < jglit,...,ip, j1,---, Jq) €8 una permutacion de los
nimeros (1,2,....,p+q);y

. 0  sila permutacion (iy, ..., ip, j1,..., Jg) €S par,
1 sila permutacion (iy, ..., ip, j1,..., jg) esimpar.
Veamos ahora a T, M como un espacio vectorial real y recordemos que las com-
ponentes {gl-};;l del vector tangente ¢ € T, M son los valores de las diferenciales {dx,-};’:1
sobre el vector &.

Definicion 1.18. Una p-forma diferencial wP|x en un punto x € M es una p-forma exte-
rior en el espacio tangente T, M.

Asi pues una p-forma diferencial es una funcién suave de la variedad M al dual
T, M del espacio tangente a M en m. Ademads el conjunto de p-formas diferenciales
sobre una variedad constituyen un espacio vectorial (no necesariamente de dimensién
finita). Ahora tomemos w una p-forma diferencial. En cada punto x puede ser expresado
de manera Unica en términos de una base.

Teorema 1.4. Cada p-forma diferencial sobre el espacio R", con un sistema coordenado
{xi}'_ |, puede ser escrito de manera tinica en la forma

o = Z a,-l,m,,-p(x)dx,-l VANPINAAN dx,'p,

[1<...<ip
donde los coeficientes diy...i, SON funciones suaves en R".

La prueba de este ultimo teorema puede ser consultada en [Ar].






Capitulo 2

Grupos de Lie
El fin: variedades homogéneas

“...la historia no dice quién fue el malvado.
No sé atin quién asesind el corazon de...”
Konstantino Kavafis.

Los grupos de Lie son importantes y utiles, ademds de bellos; pues se asientan en dos
de las ramas matemdticas mds grandes: el dlgebra y la geometria. En esta seccién nos
enfocaremos al desarrollo primario de los grupos de Lie, que es una de las clases mas
importantes de las variedades diferenciables los cuales ademds admiten una estructura
de grupo (desde el punto de vista del dlgebra) cuya operacién de grupo es diferenciable.
Se tratard también la estrecha relacidn que existe entre dlgebras de Lie y grupos de Lie,
ademads de encaminarnos para construir una variedad homogénea, en base a la teoria de
los grupos de Lie.

2.1. Grupos de Lie

Definicion 2.1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable provista con una es-
tructura de grupo, para la cual la transformacién

p:GXG—-G

(0, 7) = @(o,7) = o7

paratodo o, 7€ G,

es C™.

Afirmacion 2.1. La condicién de diferenciabilidad sobre ¢ : GXG — G : (0, 7) ot !
es equivalente a pedir que las funciones de multiplicacién e inversiéon en G

y:GXG—->G:(o,T)— 0T Yy c:GoG:om 0!

15
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sean diferenciables.

Demostracion: Supongamos que ¢ € C™, entonces g es solo la restriccion

1

PlieyxG : (e,0) = o~ para todo o € G,

y donde e € G es el elemento neutro; mientras tanto y(o, 7) = ¢(o, g(t71)); asi tanto ¢
como y son C*. Por otra parte, si gy v son C®, entonces ¢ = y(c, §(7)) es composicion
de funciones diferenciables y por tanto ¢ € C. |

Notacion Denotaremos por gl(n, [F) a la variedad formada por todas las matrices de
nxn con coeficientes en el campo IF; con la estructura diferenciable dada por la biyeccion
natural con RUm B* donde se entenderd a dim IF por la dimensién del campo F sobre
]R, dll’Il]R IF.

Ejemplos 2.1.1. (a) El grupo general lineal Sea F un campo conmutaivo y
V un espacio vectorial sobre IF. Un isomorfismo lineal o transformacion lineal e
invertible de un espacio vectorial V en si mismo es una funcién

¢: VoV talque ¢(v+pv)=ev)+ppv);, PeF;

el conjunto de todas las transformaciones lineales operadas mediante la composi-
cién forman el grupo

GL(V) = Aut(V) ={¢ : V —> V| ¢ es lineal e invertible}

(Aut(V) representa el conjunto de automorfismos) conocido como el grupo de
grupo general lineal. Expresamos por

gl(n, F) = {(al.j);i, j=1{1,...,n}| a, € F}

al conjunto de matrices de orden n, con entradas en el campo [F; que con respecto a
la suma y multiplicacién de matrices forman un anillo. Al elegir una base 8 = {b,}
de GL(V) y asociar la funcién inyectiva y, : GL(V) — sl(n,F) dado por

v =@)  eb)=ab,
i
la cual respeta el producto u operacién, ademads su imagen coincide con el grupo
de matrices invertibles denotado por GL(n, IF), luego entonces obtenemos un iso-
morfismo y haciendo uso de la funcién determinante

det : gl(n,IF) - F
para caracterizar a Gl(n, [F) se tiene

GL(V) 2= GL(n,F) = {A € gl(n,F) | det A # 0},
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asi toda transformacidn lineal estd representada por una matriz invertible. En par-
ticular si se restringe al subconjunto formado por aquellas A para las cuales el
det A = 1, tenemos el subgrupo cerrado

SL(n,F) = {A € GI(n,F) | det A = 1}

conocido como el grupo especial lineal

Por otra parte si en el espacio vectorial V se asocia una funcién
(,Y: VXV —>F
tal que

@ u,vy=0y (v,my=0v=0;
(b) (u,v) ={v,u) y si F=C (u,v) ={v,u);

(©) (au+v,w) =alu,w)+{v,w) para cualquier @ € F

diremos que es un espacio con producto interior sobre [F, en el caso complejo es
conocido como producto hermitiano.

Si consideramos una transformacion lineal ¢ € GL(V), donde V es un espacio
vectorial que admite un producto interior, y ¢ preserva el producto interior (i.e.,
(p(u), p(v)) = (u,v)) diremos que es una transformacion unitaria y el conjunto de
todas ellas lo denotamos por

Un) = {¢ € GL(V) | {(¢(u), p(v)) = (u,v) para cualesquiera u, v € V},
que en términos de matrices lo expresamos por
U, F) = {A € GIn,F)|A = A"},

en caso que F = {R, C} denotamos por U(n,C) := U(n) y Un, R) = O(n) al
grupo unitario complejo y al grupo ortogonal real, ambos de orden n, respectiva-
mente. Ahora bien otro subgrupo que obtenemos si hacemos simplemente

U, F) N SL(n,F) = SU®, F)

es el llamado grupo especial unitario.

Asi a GL(n, F) podemos asociarle de manera natural una estructura diferenciable y
bajo las operaciones de multiplicacion de matrices (para este caso sea g,; la funcion
coordenada global que a cada o € gl(n, F) asigna la ij-ésima entrada, por lo que
para o, T € GL(n,F) la entrada g,.j(a'T‘l) es una funcién racional en términos de
2.(0) y g,(7) que en ningdn punto es singular y se sigue (0, 7) = o7~ es C*, una
prueba mads precisa se halla en [Ga] y [Wa]), obtenemos el primer grupo de Lie por
excelencia. Por consiguiente GL(n, R) y GL(n, C), los grupos general lineal real
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(b)

(c)
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y complejo respectivamente, serdn nuestros primeros grupos de Lie, vistos como
variedades con dominio en R" y C” = R>". Al tomarnos las restricciones de la
funcién anterior sobre SL(n, F), U(n, F) y SU(n, IF) también resulta diferenciable,
y por consiguiente también resultan grupos de Lie.

Si tomamos dos grupos de Lie G y H, el producto G X H es también un grupo
de Lie; en primera instancia G X H resulta una variedad con la estructura respec-
tiva de variedad producto (para una descripcion detallada consultar [Do0O1]) y si
asociamos la operacion del producto directo

p: (GXxH)Xx(GxH) > GxH

p (6, ), (s, 9) = (55, 99)
paracadag, #€G y ¢, U, € H,lafuncién

u:(GXH)YX(GxH)—->GxH

1 (69, (s, 9)) = (g7, 99
es C¥ paracadag, #€G y cadag,, ¥, € H.

El conjunto C — {0}, con la operacion compatible de multiplicacién, resulta un
grupo de Lie. Con lo que si nos fijamos en ' = {zeC|lzl = 1} c C con
la multiplicacién inducida, obtenemos un grupo de Lie, por lo que con lo anterior
T" = 8! x ... x 8! es otro grupo de Lie bajo la operacién compatible del producto

n—veces
directo, el cual es conocido como el n-ésimo toro plano.

El campo de los cuaterniones o nimeros de Hamilton, es un campo no conmu-
tativo y consiste de un espacio vectorial real de dimensién cuatro con una base
(1,1, j, k), cuyos elementos son de la forma

a+bi+cj+dk con a,b,c,d €R;

los cuales se suman entrada a entrada y su producto (visto como polinomio) satis-
face:

2= P ==l

ij = —ji =k
jk = —kj =i
ki = —ik =

Al conjunto de elementos descritos anteriormente con las operaciones respecti-
vas lo denotamos por H. El conjunto H por ser un espacio vectorial, admite una
estructura de variedad diferenciable, dada por la biyeccién natural

X:]R4—>]H:(a,b,c,d)|—>a+bi+cj+dk.
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Y H admite una estructura de grupo con la suma y H* := H — {0} es un grupo con

el producto anteriormente descrito; en ambos casos la funcién ¢((o, 7)) = ot !

es C*,para(o,7) € (H,+) y (o, 7) € (H*,:). Y asi (H, +) y (H*, -) son grupos de
Lie.

(d) La variedad R? con la estructura de grupo dada por la operacién
u:R?*xR? - R?: ((a,b), (c,d)) — (a+exp(b)c,b + d)
es un grupo de Lie. Sélo es necesario verificar que la funcién
I R*xR* - R?: ((a,b), (c,d)) = ((a,b),(c,d)™)

es C* y donde (c,d)”! denota al elemento inverso con respecto a la operacion .
Es sensato el mencionar que bajo la operacion u el elemento neutro es (0, 0) y los
inversos estan dados por (ﬁ?‘h) —b) para cada (a,b) € R?. En seguida para 1 se
tiene

((a, b), (¢, d)) = (a + exp(b) - W&), b— d)

que es una funcion de clase C*, pues es composicién de funciones suaves puesto
exp(b) # 0 paratodo b € R.

Definicion 2.2. Un dlgebra de Lie g sobre R (o sobre C) es un espacio vectorial real (o
complejo) junto con un operador bilineal

[, l:sxg—08 (llamado el corchete de Lie)

tal que para todo X, Y, Z € g se cumple con:
(@) [X,Y]=-[YX] (anticonmutatividad)
) [[X,Y],Z]+[[Y, Z], X]1+[[Z, X], Y] = 0. (identidad de Jacobi)
Definicion 2.3. Un algebra de Lie g es abeliana si [X,Y] = QO paratodo X,Y € g

La importancia principal del dlgebra de Lie radica en el hecho de que por cada grupo
de Lie se asocia de manera natural un dlgebra de Lie, de igual dimensién , que distingue
muchas de las propiedades del grupo de Lie.

Ejemplos 2.1.2.

(a) De la definicién previa, tenemos que todo espacio vectorial, al que se le asocia un
corchete de Lie tal que [X, Y] = O para cualesquiera elementos en este espacio,
serd un dlgebra de Lie (abeliana).

(b) El espacio vectorial de Gl(n, IF) dotado con el corchete [A, B] = AB — BA forma
un algebra de Lie.
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(¢) El espacio euclidiano R dotado con los siguientes corchetes de Lie:
(i) [y, 2).(x1,y1,20] = (21 = 2y1, 261 = X218, Xy1 = yX1)
(i—)  [Ony, (e y,z0] = vz — zy1, 2(zx — xz1), 2(xyn — yxi))
son ejemplos de dlgebras de Lie.

Definicion 2.4. Una funcion lineal D : g — g de un algebra no asociativa g sobre
si misma, es llamada una derivacion lineal de g si

D(xy) = (Dx)y + x(Dy) paracada x,y,7 € 8.

(d) El conjunto de todas las derivaciones de un dlgebra g es un dlgebra de Lie bajo la
operacién de suma, multiplicacién por escalares y por el corchete definido por

[D1,D2] = Dy-Dy — D - Dy,
donde D; y D, son derivaciones en g y (- ) denota la composicién entre ellas.

Definicion 2.5. Sea G un grupo de Lie y o € G. Una traslacién izquierda por o y una
traslacion derecha por o son respectivamente las funciones /, y 7, de G definidos por:

ly :G—> G:p op,
re:G—=>G:pm po
para todo p € G.

Puesto que I, y r, son funciones diferenciables y sus inversas resulta ser trasla-
ciones izquierdas y derechas respectivamente, dadas de manera explicita por /-1 y -1,
entonces /[, y 7, resultan ser difeomorfismos.

Definicion 2.6. Un campo vectorial X sobre G es llamado invariante por la izquierda
si para cada p € G, X es ly-relativo (ver definicion (1.14)); inmediatamente se sigue el
siguiente diagrama conmutativo:

dl
T.G —=T,G
XT TX
G ; G
0

Al conjunto de campos vectoriales invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie
G serd denotado en adelante por la expresion g.

Proposicion 2.1. Sea G un grupo de Lie y tomemos el conjunto de todos los campos
invariantes por la izquierda g. Entonces se satisface:
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(a) g es un espacio vectorial real, y la funcién
a:8—->T.G: X X(e)
es un isomorfismo de g con 7,G; y por consecuencia dim § = dim T,G = dim G.
(b) Los campos vectoriales invariantes por la izquierda son suaves.

(c) El corchete de Lie de dos campos vectoriales invariantes por la izquierda es de
igual manera invariante por la izquierda.

(d) g forma un dlgebra de Lie bajo el corchete de Lie sobre campos vectoriales.

La demostracién de la proposicién anterior puede hallarse en [Wa].

Definicion 2.7. Se define el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G como el dlgebra de Lie
g de campos invariantes por la izquierda sobre G. De manera alternativa se puede tomar
a el algebra de Lie de G como el espacio tangente 7,G con la estructura de dlgebra de
Lie inducida por el isomorfismo dado por la proposicién (2.1 (a)) de g sobre 7.G, visto
como un isomorfismo de algebras de Lie; o mds sencillamente se tomara el algebra de
Lie de un grupo de Lie G como el espacio tangente en e, T.G, provisto con el corchete
de Lie como producto.

Definicion 2.8. Una forma w sobre un grupo de Lie G es llamada invariante por la
izquierda si satisface
dlyw =w

para cada p € G y donde 0 es la transformacion dual descrita en la definicién (1.3). De-
notaremos al espacio vectorial de p-formas invariantes por la izquierda sobre G mediante
la expresion

Ep

1 inv

(G)
y definiremos
dim G
* — P
El inv(G) T Z El inv(G)
p=0
Las 1-formas invariantes por la izquierda son también conocidas como formas de
Maurer-Cartan.
Observacion: Una forma w sobre un grupo de lie G puede ser vista como una fun-
cién descrita de la siguiente manera:

w:1(G)— s

v dly(v) con veT,G,
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lo cual implica que dl,(v) € T,;G, y se tiene que

) (a'lp(v))

dlipey1 (dlp(v))
dl 1 (v)

w(v)

Olp(w)(v)

donde w(v) € g. Asi efectivamente el efecto de w es invariante bajo traslaciones izquier-
das y este prefijo estd bien definido.

Proposicion 2.2. Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie.
(a) Las formas invariantes por la izquierda son suaves.

(b) Ej,, (G) es una subdlgebra del dlgebra de E*(G) de todas las formas suaves sobre
G, y la transformacion w — w(e) es un isomorfismo de dlgebras entre E}, (G)
y A(G)) (el dlgebra exterior, para una descripcion mds detallada ver [Wa]). En

particular, dicha transformacion da un isomorfismo natural de E 11 (G) con G}y
my

1

1 (@) como el espacio

por consiguiente con 8. De esta forma consideraremos E
dual del dlgebra de Lie de G.

(¢) Si w es una I-forma invariante por la izquierda de X de un campo vectorial inva-
riante por la izquierda, entonces w(X) es una funcion constante sobre G, y esta
constante es precisamente el efecto que w tiene sobre X cuando w es considerado
como un elemento del espacio dual de g como en el inciso anterior.

(d) SiweE!. (G)yX,Y en, entonces tenemos que

1 inv

dw(X,Y) = —w[X, Y].

(e) Sea Xi,...,Xy una base de y con base dual w,...,ws para E lll.nv(G). Entonces
existen constantes c;ji tales que

M=

[Xi, Xj1 = ) cijuXk.
k=1
(Las cjj, son llamadas constantes estructurales de G con respecto a la base X; de

u.) Estas satisfacen

Cijk + Cjik = 0, 2.1
Z(Cijrcrks + CjkrCris + Ckircrjs) =0. (2.2)

r

Las derivadas exteriores de las w; estdn dadas por las ecuaciones de Maurer-
Cartan

dw; = Z Cjkiwi N\ Wj.
Jj<k
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Demostracion: Sea w € E[*W y 7, 0 € G, entonces se tiene:
wly = 8y (w)r = w(dly).
Por otra parte definamos las funciones:

2.2)
0 : 1(G) X 1(G) — 1(G)

(oo ), (7,v) = (o7, dre(p) + dl(v))

con 0, 7T€G, ueT,Gy v e T:H,ydonde dr:(u), dl,(v) denotan las diferen-
ciales de las traslaciones derecha e izquierda respectivamente. Observemos que
dr:(u), dly(v) € Ty, por lo que 0 es una funcién bien definida, ademds haciendo
uso de la afirmacién (2.1) la primera entrada resulta una funcién diferenciable y
por tanto tamb{en la funcién 0.

2.3)
rXxid :1(G) = G X 1(G)

(o, 1) & (o, (o, 1))

2.4
v : G X1UG) = 1(G) X 1(G)

(@ () P ((@,0), (0, 7))

Las funciones 7 X id y y por construccién son diferenciables (para vy utilizamos nueva-
mente la afirmacién (2.1)). Ahora podemos ver a una forma w que es invariante por la
izquierda como composicién de aplicaciones C*:

w(dly(v) =00y o (xxid)p,v),

y se ha demostrado el inciso (a).
Para (b), se tiene que « es lineal, ademas como dl, es un difeomorfismo tenemos
s - *
que para cualesquiera w, w € E7, (G)

w A w(e) = 8l (w A w)(e) = dl,w(e) Adlyw(e) = w(e) A w(e)

por lo que se obtiene un homomorfismo de 4lgebras.
a es inyectiva:
si w(e) = w(e), entonces para cada o € G, por la observacion previa

w(o) = w(e) = wle) = w(o)
asi w = w y tenemos un isomorfismo de algebras. En particular
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que por definicién es el espacio dual del dlgebra de Lie.
Ahorapara(c)y (d),sean X, Yeg,c e Gywe E llinv(G) entonces

w(X(0)) = w(X o l5(e)) = w(dly X(e)) = dl,(w)(X(e)) = w(X(e))
luego w(X) es constante en G. Por otro lado se tiene que
dw(X,Y) = —w[X, Y] — Y(w(X)) + X(w(Y)),

donde los dos ultimos términos se anulan por ser w(X) y w(Y) constantes y esto demues-
tra el inciso (d). Puesto que [X;, X;] € g, podemos expresar el corchete como combi-
nacién de la base {X;}, por lo tanto

d
[Xi, X;] = Z Cijk Xk
k=1
donde las constantes c;j; se relacionan de forma directa con los campos elegidos; las
ecuaciones (2.1) y (2.2) se siguen de aplicar la caracterizacién de la anticonmutatividad
de el corchete de Lie y la identidad de Jacobi, respectivamente. Por ltimo si se toman
cualesquiera dos bésicos en el dlgebra de Lie y aplicamos (d) se sigue que

dwi(Xe, Xj) = —wil Xy, X|]

= -w; Z CrjiXi

i

= Z Ckjiwi(Xi)

]

Z ckjiwg N wj(Xg, Xj),
J<k

que expresa la derivada exterior en relacion con las ecuaciones de Maurer-Cartan. [

2.2. Homomorfismos

Definicion 2.9. Una funcién ¢ : G — H es un homomorfismo de grupos de Lie si ¢

es una funcién C* y un homomorfismo de grupos. Llamaremos a ¢ un isomor fismo si

ademds ¢ es un difeomorfismo. Un isomorfismo ¢ : G — G es llamado un automor fismo.
Si H = Aut(V) para algin espacio vectorial V, o si H = Gl(n,C) o Gl(n,R) , entonces

un homomorfismo ¢ : G — H es llamado una representacion del grupo de Lie G. Si

ademds ¢ es una transformacidn inyectiva, diremos que la representacion es fiel.

Definicion 2.10. Si gy b son dlgebras de Lie, una aplicacion ¢ : g — b es un homomor-
fismo de dlgebras de Lie si es lineal y preserva el corchete de Lie, es decir:

YIX, Y] = [Y(X), y(Y)] paratodo X, Y € g.

Ademads si i es biyectiva diremos que es un isomor fismo y un isomorfismo de g en
si mismo sera llamado un automor fismo.
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Sea ¢ : G — H un homomorfismo. Dado que ¢ manda al neutro de G en el
neutro de H, la diferencial dy es una transformacién lineal entre los respectivos espacios
tangentes; y ademds, por medio de las identificaciones naturales de dichos espacios en
los neutros con sus dlgebras de Lie, la transformacién dy : T.G — T.H induce una
transformacion lineal en sus respectivas algebras

de:g — b,

donde si X € p, entonces d(X) es el tnico campo vectorial invariante por la izquierda
sobre H tal que
dp(X)(e) = dp(X(e)).

2.3. Subgrupos de Lie

Definicion 2.11. (H,¢) es un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G si
(a) H esun grupo de Lie,

(b) (H,¢) es una subvariedad de G,

(¢) ¢ : H — G es un homomorfismo de grupos de Lie.

(H, g) es llamado un subgrupo cerrado de G, si ademas, g(H) es un subconjunto cerrado
de G. Sea g un algebra de Lie. Un subespacio b C g es una subdlgebra si [X,Y] € b
para todo X, Y € b. Una subdlgebra h C g claramente forma un dlgebra de Lie bajo el
corchete inducido por 5.

Proposicion 2.3. Sea G un grupo de Lie conexo y U una vecindad de e. Entonces

donde U" consiste de todos los n — productos de elementos de U. (Decimos que U
genera a G). [ |

La proposicion (2.3) la podemos reinterpretar de la siguiente manera:

Lema 2.1. Si U, es cualquier vecindad de e de un grupo de Lie G conexo, entonces cada
elemento o € G puede ser representado de la forma o = o - - - 0y, para algunan € N y
donde o1, ...0, € U,.

Demostracion: Sea U, una vecindad de e y tomemos el conjunto Ue‘1 ={reqG| =
o ! con o € U,} que estd formado por todos los inversos de U,. Ahora tomemos la
vecindad simétrica U, = U, N U,;' y P C G el conjunto de todos los productos finitos
o1 - - - 0, donde por supuesto ahora estamos tomando oy, ...,0, € 5; % es un conjunto

abierto debido a que para cada T € P se tiene una vecindad abierta dada por U, C P.
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Sea 7 un elemento en la cerradurade P yseao € PN U, (ya que 7 pertenece a la
cerradura de P cualquier vecindad abierta de 7 intersecta a #, en particular si se toma
7U,, y se asegura que efectivamente £ N 7U, esun conjunto no vacio). Puesto que U, es
simétrica tenemos que o't € U, cP y entonces T € P; luego entonces ¥ es también
un conjunto cerrado, y por lo tanto P = G. [

Y este ultimo argumento es suficiente para probar la proposicion (2.3).

Teorema 2.1. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y seag C g una subdlgebra.
Entonces existe un tinico subgrupo de Lie conexo(H,s) de G tal que dg(b) = b. [ |

Teorema 2.2. Si un subgrupo abstracto de A de un grupo de Lie G tiene una estructura
de variedad que hace a (A, i) una subvariedad de G con la inclusion (i), entonces existe
una unica estructura de variedad, donde A es un grupo de Lie y en consecuencia (A, i)
es un subgrupo de Lie de G. |

Se puede consultar el libro [Wa] para encontrar una prueba de los teoremas (2.1) y
(2.2).

2.4. EIl mapeo exponencial

El objetivo primordial de la siguiente discusién es definir una funcién del 4dlgebra
de Lie g asociada con grupo de Lie G sobre este tltimo. Dicha funcién es llamada el
mapeo exponencial y la imagen para cada X € g bajo éste, es denotado por exp(X); la
importacia primordial del mapeo exponencial radica en que por cada subalgebra de un
algebra de Lie, éste asociard de manera tnica un subgrupo de Lie a través del mapeo
exponencial.

Definicion 2.12. Témese a R como grupo aditivo y G un grupo de Lie. Un homomor-
fismo ¢ : R — G es llamado un subgrupo a un pardmetro de G

Teorema 2.3. Sea G un grupo de Lie y & su respectiva dlgebra de Lie. Para cada X € s,
existe un tinico homomorfismo

h=hx:R->G

que es diferenciable en t = 0y satisface

dh
—| = X(e).
arlo (e)

Para una prueba del teorema (2.3) se puede consultar [Du].
Observacion: % define una curva sobre G, por lo que el espiritu del teorema (2.3) es
dar una curva solucion para el campo vectorial X donde el vector tangente en 0 sea X(e).
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Definicion 2.13. Si G es un grupo de Lie y g su respectiva dlgebra de Lie, para cada
X € u, se define el elemento exp(X) € G como:

exp(X) = hx(1),
dhy

dr 10
el teorema (2.3) es tnico). Por ello se define el mapeo exponencial del 4lgebra de Lie g

donde Ay : R — G es un homomorfismo de grupos de Lie tal que = X(e) (que por

sobre el grupo de Lie G mediante la aplicacién descrita por
exp:g—>G

X — exp(X).

Denotemos ahora a expy(?) := h,(f) el subgrupo a un pardmetro del grupo de Lie G.
Si se define el homomorfismo del dlgebra de Lie de R y g mediante:

v:R—pg
d
/ld—r - AX(e),
se tiene que
d
d A—| = AX(e),
1) - o
para lo cual inmediatamente resulta el siguiente teorema:
Teorema 2.4. Sea X € g del grupo de Lie G. Entonces
(@) exp(tX) = expy(9) paracadat € R.

(b) exp: 3 > Ges C” ydexp:n, — T.G es la identidad (con las identificaciones
usuales), ademds exp da un difeomorfismo de una vecindad de O en g con una
vecindad de e en G.

(¢) Iy oexpy es lavinica curva integral de X que toma el valor o en 0. Como una con-
secuencia particular se tiene que todo campo vectorial invariante por la izquierda
siempre es completo.

(d) Tomemos un homomorfismo de grupos de Lie
:G—-H,
entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

H
Texp
b

G-

exp T
8

[

dy
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Demostracion: Comenzaremos por (¢). En un inicio se afirmé que d expx (/l%) =
AX, por lo cual exp,, es una curva integral de X que en particular exp, (0) = e, por lo que
expy es la Unica curva integral de X para la cual el exp, (0) = e y dexp,(0) = X(e); es
también claro, pues X € g,

d(l, oexp,) =dl, (exp,)od(exp,) =dl (exp,) o X = X ol (exp,)

y I, o exp, es también una curva integral de X y obviamente /_expy(0) = o-.
En otra instancia tomemos los subgrupos a un parametro de G, definidos por

@) =exp (1) y (1) = exp,(sr) s,t€R,

¢ cumple con ser la tinica curva integral de sX tal que ¢(0) = e, mientras tanto

d d
14 Eh =deXpX SE’ = sX| expy (s1)>

entonces ¥ es curva integral de sX talque ¥(0) = e, entonces por unicidad ¢ = . Si
hacemos t=1

exp(sX) = expy (1) = expy(s) para cualquier s € R.
Para demostrar (b) definamos el siguiente campo vectorial suave
Vi = X(0),0) €T GDy
y asociamos el grupo a un pardmetro de transformaciones a dicho campo, dado por:

V! (1, o expy (1), X) teR,

X

que se caracteriza que para cada o € G se tienen curvas integrales que pasan por (o, X)
y para cualquier ¢ € R es suave. Ahora sea 7 : G X 5 — G la proyeccién candnica,
entonces si ¢ = 1 y nos fijamos en el campo (e, X), entonces

mo V(:X) = exp (X)

y la suavidad del mapeo exponencial se sigue de que lo exhibimos como composicién
de transformaciones C*. Para ver que d exp = id basta ver que d exp, : Toy =8 — 8
y como d exp no se anula en 0, y por el teorema de la funcién inversa aseguramos que
exp es un difeomorfismo local. Por dltimo, para el subgrupo a un parimetro de H (es
composicion de homomorfismos) ¢ — ¢ o exp (tX) define una curva suave con vector
tangente en 0 dado por

dg o exp (tX)|, = de(d exp (tX)],) = de(X(e)).
Por otra parte como dp(X) € b;

t = exp H(dp(X))



2.4. EL MAPEO EXPONENCIAL 29

es un subgrupo a un pardmetro dado por una curva integral de do(X) que cumple con
€XPy,x (0) = (dp(X))(e) y por unicidad se tiene

p(exp (X)) = exp (1(dp(X))).

]
Observacion: Como consecuencia de teorema 2.4(a) y dado que expy es un homomor-
fismo, se tiene las siguientes igualdades:

(@) exp(t, +1,)(X) = (exp t,X)(exp t,X) paratodot,, t, € R.

(b) exp(~tX) = (exp tX)! paracadat € R.

Esto dltimo teorema nos da una herramienta para caracterizar a cualquier subgrupo
de un grupo de Lie a través del mapeo exponencial, en particular aqui se tendrd gran
interés en los subgrupos cerrados.

Teorema 2.5. Sea A cualquier subgrupo de G y a un subespacio de 8. Si U es una
vecindad de 0 € g difeomorfa bajo el mapeo exponencial con una vecindad V de e y se
supone que

exp(UNa)=ANYV,

entonces A con la topologia relativa es un subgrupo de Lie de G y a su correspondiente
dlgebra de Lie.

Demostracion: El subgrupo (A tendra una estructura diferenciable tal que (A, i) es
una subvariedad de G, donde i es la inclusién de A en G. Con esta estructura de variedad
sobre A y dado que es un subgrupo, A resulta un subgrupo de Lie de G. Ahora, pues la
inclusién es una funcién diferenciable, se tiene el diagrama conmutativo:

A

exp T
a

por lo que si se toma la transformacién

Q

exp

g —

[

di

g =explunm:UNs—->VNA

resulta un difeomorfismo y por tanto a vendra a ser el dlgebra de Lie de A. En extra se
tiene que
F ={AN (J'V,go_1 ol,)| o€ A

es una estructura diferenciable para el subgrupo A.
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El mapeo exponencial sobre Gl(n,C), Gl(n,R) El mapeo exponencial para los
grupos de matrices gl(n, C) y gl(n, R) estd dado explicitamente por la serie de potencias
descrita por:

(o] A n
exp (tA) = Z % 2.3)
n=1 ’

Lo anterior realmente tiene sentido pues la serie converge de manera uniforme, para cada
A € gl(n, C) en una regi6n acotada de gl(n, C) (i.e., para cada A tal que |x, (A)| < u, con

. x..(AF
lo que la serie }; —5— converge).

Sean B € Gl(n, C) y la funcién continua
¢, : C— BC :gl(n,C) — sl(n,C)

(es sélo una traslacion izquierda), y se denota la k-ésima suma parcial de la serie en la
ecuacion (2.3) por

k A n
s=y L,
n=0 ’

y es claro
lim §,(4) = exp (4) = ¢*.

ahora si B € Gl(n, C), por lo anterior se sigue
BB = B(kh’m Sk(A))B_l = lim (BS,(A)B ") = P45

Ademds dado que toda matriz es equivalente a una matriz triangular superior (i.e.
a;j = 0sii> j), odeigual manera, para cada matrix cuadrada A, podemos exhibir B €
ul(n, C) para la cual se cumple que BAB™! es triangular superior y por ello también eBAB!
es una matriz triangular superior, entonces los elementos de la diagonal se describen por
{et }_,» con 4; las componentes diagonales de BAB7'. Y al aplicar la funcién det :

gl(n,C) — C resulta

n
—1 . n . —1
det (eBAB ) = l_l el = eZi-1 i = Traza (eBAB ) ,
i=1

por dltimo si A, B € gl(n, C) conmutan entonces:

Ya con todas las propiedades anteriores, para cada A € gl(n, C) se define la funcién

¢, : R - Gi(n,C)

fl—)étA
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la cual es diferenciable y:
dy
d—;(t) =Alg, () =dly oA

y satisface que ¢, (0) = I con vector tangente en 0 igual a A. ¢, define un homomorfismo,

(s+HA — esAetA

g s+ =e = @, ()¢, (1)

por lo que resulta un subgrupo a un pardmetro de G/(n, C). En consecuencia el mapeo ex-
ponencial para el dlgebra de Lie gl(n, C) sobre Gl(n, C) estd dado por la exponenciacién
de matrices:

exp(A) = A para A € gl(n, C).

Si se restringe a representaciones de grupos de Lie, es decir si elegimos un homomorfis-
mo ¢ : G — Gl(n,C) y X € u, entonces por el teorema (2.4 (d))

o dp(X)"
poexp(X) = expdi(X) = )

n=0

con todo sentido, pues dp(X) € gl(n, C).

Abhora bien, ya que se describié de aplicar el mapeo exponencial sobre matrices, pode-
mos aplicarlo explicitamente sobre los grupos clédsicos, en particular los subgrupos de
Gl(n,C) (de manera conjunta los subgrupos de Gl(n, R)). Empecemos por dar algo de
denotacion, sea A € gl(n, C) se denota la matriz transpuesta de A como A’ y la matriz
conjugada de A por A. En primera instancia Gl(n, R) C Gl(n, C) y respectivamente para
las dlgebras de Lie gl(n, R) C gl(n, C). Aplicando el teorema (2.4(b)), se escoge U vecin-
dad de 0 en gl(n, C) difeomorfa bajo el mapeo exponencial a V, vecindad de I € Gl(n, C),
con U lo suficiente pequeiia tal que para cualquier A € U también se verifica que A, A
y —A se encuentran en U, asi tomemos pues U:=U'nUnN(-U)N U. Entonces obten-
emos el subgrupo de Lie Gl(n,R) con su respectiva dlgebra de Lie gl(n, R), mediante
exp(U N8l(n, R)) = Gl(n,R) N V.

Se caracteriza ahora las siguientes subdlgebras y subgrupos de gl(n, C) y Gl(n, C) res-

pectivamente:

(A)  Las matrices antihermitianas u(n) ={A e gl(n,C) | A+A" = 0}.
(B) Matrices de traza 0 fl(n) = {A € gl(n,C) | traza A = 0}.
(C) Matrices antisimétricas on)={A epl(n,C)| A+ A = 0}.
(@) El grupo unitario Un) ={A € Gl(n,C) |A7l = I}.
(b)  El grupo lineal especial Sln) ={A € Gl(n,C) |det A = 1}.

(¢) El grupo ortogonal complejo O(n) = {A € Gl(n,C) |A71 = Ar}.
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Comencemos por exponenciar las subalgebras descritas; si A € u(n) y nos enfocamos
en las matrices cercanas a Id, es decir A € (u(n) nU ), entonces bajo exp(A) resolvemos

o N s —
- (5A]- 58

n=o n=o

que

y en suma, pues A’ = —A, concluimos
7 -1
(") = (")

t _
(eA)eA:eAeA:eozl

que deriva en er e (Um)NV); por otro lado si B = e e (Um)NV) yAE€ l7, por
construccién de U se tiene que —A = A', debido ha que

ademas

eA=B'=B =
que implica A € (u(n) nNU ) Se concluye entonces que
exp(UNum) =UmNV,

asi U(n) es un subgrupo de Lie cerrado de Gi(n, C) cuya algebra de Lie esta descrita por
u(n). Para la subdlgebra (C) si de igual manera A € o(n) N U , entonces resulta

y se sigue que
exp(A € o(m)NT) = O0m)N V.

Entonces el grupo ortogonal lineal resulta un subgrupo de Lie, donde su algebra de
Lie estd descrita por el grupo de matrices antisimétricas. Para finalizar, del hecho que
det(e?) = ™4 para A € (f I(n) N U) se tiene

det (eA) =1

con lo cual confirmamos que las matrices con traza igual a cero forman el dlgebra de Lie
del grupo especial lineal S I(n).

2.5. Subgrupos Cerrados

Dado cualquier subgrupo a un pardmetro ¢ : R — G de un grupo de Lie G, éste
resulta C* si sélo pedimos la continuidad de ¢ (basta mostrarlo en una vecindad de 0
haciendo uso del mapeo exponencial, una prueba de esta afirmacién puede hallarse en
[Wa]) y en un intento por generalizar lo anterior a dimensiones mayores (i.e., ¢ : R" —
G) aseguramos la diferenciabilidad de cualquier homomorfismo continuo entre grupos
de Lie.
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Teorema 2.6. Si ¢ : G — H es un homomorfismo continuo entre grupos de Lie, entonces
peC™.
Demostracion: Sea G un grupo de Lie de dimensién n y tomando una base {X,-}:;]
de g se define la funcién
a:R">G
n

t,....t)— l_[exp X))
i=1
que es C*™ por construccion. Por el teorema (2.4 (b)) @ es un difeomorfismo en una
vecindad V de O y una componente U de e € G, ademds es un homomorfismo por

n

[ [(exp , +7x)

i=1
n

[ T6exp %)) (exp 7))

[]_[ exp (1.X,) []_l exp (tTX,-)] .

i=1

a(t,....t)+@,....7))

Ahora observemos el siguiente diagrama:

UcG-—2—~H

7
expT
VCR

Por lo anterior ¢ o @ es C* y podemos ver a ¢ := (¢ o ) o @~

como composicion de
funciones suaves en U. Se concluye utilizando traslaciones izquierdas, tanto en G como

H, la suavidad de ¢ mediante

lov = lpry 0o @ o ly-1ly,

asi ¢ € C*” en todo G. |

Es importante hacer la aclaracién que todo grupo de Lie del que hacemos uso es
localmente euclidiano y segundo numerable.

Pues ya hemos visto que todo homomorfismo de grupos de Lie se comporta de mane-
ra natural con respecto a cada campo vectorial invariante por la izquierda (Si¢ : G - H
y X € g entonces dp(X) € b) y ademads identifica las formas invariantes de los grupos
en cuestion (dy| Ell ©
ecuaciones de Maurer-Cartan.

=F 11 . (H)), y con ello también las constantes estructurales y las

Asi cualquier subgrupo abstracto de un grupo de Lie se le asocia una estructura de
variedad que naturalmente lo convertird en un grupo de Lie; por ello el siguiente teorema:
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Teorema 2.7. Un subgrupo cerrado A de un grupo de Lie G es asi mismo un grupo de
Lie con una tinica estructura diferenciable de subvariedad de G (i.e., una pareja (A, ¢)
tal que ¢ : A — G es C™ e inyectiva, y dy es no singular para cada o € G) y
T,A={Xenlexp (X)e A paratodote R}.

Demostracion: Sea U vecindad de e en G. Al tomar las traslaciones izquierdas de U
podemos generar a G, por consecuencia del teorema (2.3). Asi |J ¢ [, (U) = G y como
[, oexp es C*, obtenemos un atlas para G descrito por {/_(U), [ o exp}sec; por otra
parte, si se define’a = {X € g| exp (1X) € A} y observamos una vecindad V de 0 € g,
y del hecho que exp : V — U es un difeomorfismo, entonces V N'a es una vecindad
de 0 con respecto a la topologia de ‘A, por lo cual, al tomar traslaciones izquierdas y
restringiéndonos a los elementos de A, es facil ver que

Ul,, oexp (VNa)=HA,

PEA

y con ello tenemos un atlas para A, ({/, o exp (V N'@), 1, o exp},en), que hereda la dife-
renciabilidad de la operacion de grupo de G (('5,?) ot leC®cona,Te ﬂ), por lo
tanto A es también un grupo de Lie y por construccion T, A = a que es el dlgebra de Lie
de A. [

El teorema (2.7) nos dice que todo grupo cldsico que es un subgrupo cerrado de
Gl(n, F) es un grupo de Lie. La importancia de caracterizar a los subgrupos cerrados
radica en que a partir de estos se construyen los espacios homogéneos, motivacién del
presente trabajo.

Proposicion 2.4. Sea (H, p) un subgrupo de Lie de G, y sea X € 8. X € do(b) si y sdlo
siexp tX € ¢(H) para todo t. [

Consultar [Wa] para una prueba de la afirmacién anterior.

Teorema 2.8. Sea ¢ : G — K un homomorfismo de grupos de Lie. Si A = ker(y) y
a = ker(dy), entonces A es un subgrupo de Lie cerrado de G con dlgebra de Lie a.

Demostracion: Puesto que A C G es un subgrupo cerrado y ademds como
TaG ={X en:exp (tX) € Aparatodo t € R}
entonces
Y (exp (tX)) = e, = exp (tdy (X)) para cualquier 7 € R,

y donde e, denota el neutro del grupo K. Por el siguiente diagrama conmutativo

Acc-l -~k

exp T T exp

TﬂGQng&
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que ocurre si y s6lo si dy(X) = 0y por lo tanto X € a. En consecuencia A es un grupo
de Lie cerrado y a es su respectiva dlgebra de Lie . [ |

2.6. La representacion adjunta
Definicion 2.14. Sea M una variedad y G un grupo de Lie .

(a) Una funciéon u: G x M — M de clase C* que cumple con:

ulor,m) = u(o, u(tm)), y ule,m)=m paratodoo,re Gyme M,

se llama una accion izquierda de G sobre M. Para la accidn anterior y un elemento
o €q,

o M-M
m — (o, m)

es un difeomorfismo de M. Ademads se dice que m, € M es un punto fijo de la
accion u, si

u, (my) =my paracada o € G.

(b) Sean:G — My n, (m)=n(c,m), una accion izquierda. Dicha accién es llamada
efectiva si e € G es el tnico elemento para el cual ;, = id,,, y es una accién
transitiva, si para cada m y n € G siempre existe un o € G tal que 17, (m) = n.

(¢c) Seam, e My
Hy = {o € Gy, (my)) = mg},

0

Hy,, es un subgrupo de Lie cerrado de G conocido como el grupo de isotropia en
m,.

El teorema que a continuacion se postula es pilar fundamental del trabajo, pues en
base a este resultado se construye la representacion adjunta que serd mas que recurrida
de aqui en adelante en la demostracion de varios resutados; una prueba a esto puede ser
consultada en [Ga] y [Wal].

Teorema 2.9. Sea u : G — M una accion izquierda con punto fijo m, € M. Entonces la
funcion definida mediante

¢:G— Au(Tyy M) : o - (dp,) ,

o

es una representacion de G. [ ]
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Definicion 2.15. (Grupo Pepe Isotropicasas) Sean : G X M — M una accién izquierda
y H’"o el grupo de isotropia de m,; la accién 7| H,, es una accién de Hm0 sobre M con
punto fijo m, y:

m

a: H’"o - Aut(TmO M) donde a(o)=dnIr M

es una representacion. Asi, al grupo a(H,, ) de transformaciones lineales de Tmo M en
si mismo lo llamamos el grupo isotropicasas lineal o mejor conocido como grupo de
isotropia lineal en m,,.

Definicion 2.16. (La representacion adjunta) Ademas de las acciones izquierda y derecha
de G sobre si mismo, existe la accién por conjugacién. Asi un grupo de Lie G actua so-
bre si mismo de la siguiente manera:

a, o} xGcGxG -G

(o,7) > oro L.

Distinto a las acciones izquierda y derecha, la accidén por conjugacién preserva puntos,
es decir, a_(7) = 7; el neutro es un punto fijo de la accion a_(7).
Asf la siguiente aplicacion:

Ad:G - Aul(g) : 0+ da,l g,

es una representacion de G sobre Aut(y), llamada la representacion adjunta de G. Se
denota a la diferencial de la representacion adjunta mediante:

d(Ad) := ad : g — End(y),
donde [End(y) es el conjunto de endomorfismos o funciones lineales de g en si mismo.

En lo sucesivo se denotard por Ad(c) := Ad,_ y ad(X) = ad, .
Inmediatamente se tienen los siguientes diagramas conmutativos derivados del teo-
rema (2.4):

G —2% Aur(y) GG
expT Texp expT Texp
g — End(g) y g8 Al 8

o

Para Ad y a, se tienen las siguiente propiedades:
a,(p7) = a,(p)a,(7),
ag:(p) = ag © ar(p),

para esta dltima igualdad al diferenciarla se optiene

Ad_(p) = Ad, o Ad_(p),
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en consecuencia Ad y a, son homomorfismos; mientras tanto del segundo diagrama, al
elegir X € g, resulta

exp (tfAd_(X)) = a, o (exp (X)) = oexp (tX)o L.

Proposicion 2.5. Sean G un grupo de Lie y g su respectiva dlgebra de Liey X, Y € 5.

Entonces
ad,(Y)=[X,Y].

Demostracion: S6lo necesitamos mostrarlo en e € G:

d
ad, (Y), = (— Ad(exp tX)) Y,
dtli=o
a Ad,,, ,(Y(e)
= - e
dt =0 exp tX
d
= E I=Od (aexp tX) (Y(e))
d
= E‘ [=0d (rexl:’ (*tX)) (d (lexp tX(Y(e))))
d
- E’ [=0d (rexp (*tX)) (Y °© lexp tX)
d
- dr t=0d (X.,) (YX,@) y por la definicién (1.15)
= (LyY)(e) aplicando la proposicion (1.3) se sigue que
= [X,Y],,
y donde X, denota el grupo a un pardmetro de difeomorfismos asociados con X. =

Con lo anterior asociamos ad, Y con la derivada de Lie de dos campos vectoriales y

por lo tanto al corchete de Lie.

Definicion 2.17. Sea G un grupo de Lie , g su respectiva dlgebra de Lie y A un subgrupo
de G:

(a) A es un subgrupo normal si cAc~! = A para cualquier o € G.
(b) Se denota el centro de G por:

Z, ={0c€G:ot =10 paratodo 7 € G}

(¢) Y al centro de g mediante:

Zg ={Xepn:[X,Y] =0paratodo Y € G}



38 CAPITULO 2. GRUPOS DE LIE

En virtud de lo anterior tenemos lo siguiente:
Teorema 2.10. Sea G un grupo de Lie conexo:
(a) Z, = ker (Ad).
(b) A =7Z, esun subgrupo de Lie cerrado y su respectiva dlgebra de Lie es a = Zg.
(¢) G es un grupo abeliano siy solo si g lo es.

Demostracion: Sea o € Z, y X € g. Entonces
exp (tX) = o(exp (tX))O'_l = exp (fAd_(X)), paratodo x € R.

Y al diferenciar esto tltimo se sigue que X = Ad_(X) y también o € ker (Ad), de modo
que Z,, C ker (Ad). Ahora bien si o € ker (Ad) se asegura de nuevo la igualdad anterior,
y al tomarnos una vecindad lo suficiente pequefia de e € G, o conmuta ahi y puesto
que G es conexo, podemos extenderlo mediante traslaciones izquierdas y entonces o
conmuta con todo elemento de G. Por lo tanto o € Z, y Z,, = ker (Ad).

Para (b) es inmediato ver que Z; es un subgrupo cerrado y su dlgebra de Lie a
estd dada por ker (ad) que coincide con Zg. El inciso (¢) se sigue si Z, = G. [

Proposicion 2.6. Sean X,Y € g. Si [X, Y] = 0 entonces exp(X + Y) = exp(X) exp(Y).

Demostracion: La subdlgebra a C g generada por {X, Y} es abeliana, y por consi-
guiente también el subgrupo de Lie conexo exp () C G. Sea

. R—>G

t — (exp tX)(exp tY),

que resulta de clase C*° y ademads:

a(t+ )

(exp (t + s)X)(exp (t + 5)Y)
(exp tX)(exp sX)(exp tY)(exp sY)
a(ta(s)

Por otra parte, sea
vy:GXG—-G

(o,1) P 0T,

y como
dyX,Y)=dy(X,0)+(0,Y) =X +Y,

entonces
da’(t) = d’yl((exp tX)(exp lY))(X’ Y) = t(X + Y)

y exponenciando resulta a(t) = exp #(X + Y). [ |
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Proposicion 2.7. Sea's un dlgebra de Lie con centro trivial, entonces g es el dlgebra de
Lie de algiin grupo de Lie G.

Demostracion: Comencemos definiendo la funcion
ad, : g — End(m) : ad, (Y) — [X, Y], para cualesquiera X,Y €4,
para la cual observamos
ad, (Y+2)=[X,Y+Z]=[X,Y]+[X.Z] =ad(Y) + ad,(Z) paratodoX,Y,Z € s,

asi ad es un homomorfismo que por poseer centro trivial es evidentemente inyectivo;
entonces tenemos que ad es una representacion fiel de g en End(g). Ahora bien, haciendo
uso del mapeo exponencial obtenemos

Aut(n)

T exp

g —= End(g)

y recordando que Aur(g) = Gl(n, R) para algin n € N, y del hecho que existe un grupo
de Lie G para el cual tenemos una representacion fiel

Ad: G — Aut(s) paraelcual dAd = ad;

resulta el siguiente diagrama conmutativo:

G —2% Au®)

CXPT Texp

g —= End(y)

2.7. Edificando una variedad homogénea

Es tiempo de entrar en materia, y para ver como construir y definir una variedad
homogénea es necesario introducir los conceptos de rebanada, distribucion y variedad
integral, ademds de postular el Teorema de Frobenius sobre distribuciones el cual nos
serd de gran utilidad para la construccién de una variedad homogénea.

Definicion 2.18. Sea M una variedad de dimensiond > 1y c € {1,...,d}:
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(a) Sea (U, ¢) un sistema coordenado en M, con funciones coordenadas {x, }j: Lyac
©(U). Si definimos el conjunto

S={qeUlx(q)=r(a) con ic{c+1,...,d}},
entonces el subespacio S € M junto con el sistema coordenado
{(xls:k=1,...,c}
forman una subvariedad de M llamada rebanada del sistema coordenado (U, ¢).

(b) Una distribucién & de dimension c, en la variedad M, es la eleccién de un su-
bespacio de dimensién ¢, denotado por Z(m) C T, M para cada m € M. Una
distribucién Z es suave si para cada m € M existe una vecindad U de m y campos
vectoriales {X, };1 de clase C™ sobre U que generan a & en cada punto de U. Sea X
un campo vectorial sobre M, se dice que X pertenece a la distribucion 7 (X € 9)
si X, € ZY(m) paracualquier m € M.

(c) Sea Z una distribucién suave y X, Y € & campos vectoriales suaves. Si [X, Y] € &
entonces Z se dice una distribucion involutiva o completamente integrable.

(d) Una subvariedad (N, ¢) C M es una variedad integral de una distribucién & si

de(T N) = D(¢(n)) para cadan € N.

Teorema 2.11. (Frobenius) Sea & una distribucion C®, involutiva de dimension c sobre
la variedad M y m € M. Entonces existe una variedad integral de 9 que pasa por m.
De hecho, existe un sistema coordenado rectangular (U, @) con centro en m (i. e., (U)
resulta un abierto rectangular de R?), y con funciones coordenadas {x, }il tales que las
rebanadas

X, = constante  paratodoi€{c+1,...,d}

son variedades integrales de 9. Y si (N, ) es una variedad integral conexa de D tal que
W(N) C U, entonces y(N) estd contenida en una de las rebanadas ya mencionadas.

La demostacién del teorema de Frobenius se puede consultar en [Wa].

Teorema 2.12. Sea H un subgrupo de Lie cerrado del grupo de Lie Gy sea
G/H ={cH : 0 € G} el conjunto de clases laterales modulo H.

Y sea
n:G—->G/H:ow— ocH.

la proyeccion natural sobre el espacio cociente. Entonces G|H tiene una tinica estruc-
tura de variedad diferenciable tal que:

(a) mes C™.
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(b)

Existen secciones suaves locales de G/H en G; es decir, si cH € G/H entonces
existe un vecindad W de oH y una funcion de clase C*, k : W — G, para la cual
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G—-~G/H

| A

74

Demostracion: Si dim G = dy dim H = k, se tiene que dim G/H = d — k.

Q0

(B)

En primera instancia dotamos a G/H con la topologia para la cual un conjunto W
es abierto si y s6lo si 77!(W) es un conjunto abierto en G. Asi 7 es una funcién
abierta (i.e., si W es abierto entonces (W) también) puesto que:

7t @) = | wh,

heH
y entonces (W) es abierto en G/H.

G/H también hereda las propiedades de ser un espacio Hausdorft y segundo nu-
merable (consultar [Ka] y [Wa]).

G/H es un espacio localmente euclidiano: Sea O una distribucion en G determi-
nada por b, el dlgebra de Lie de H; puesto que D = b, entonces D es involuti-
va e inmediatamente, por el teorema de Frobenius, existe un sistema coordenado
rectangular (V, o) alrededor de e € G, en donde se cumple que si (N, ¢) es una
variedad integral de D en (V, 0), ésta resulta una rebanada alrededor de e € G, es
decir, si {x,}
ciones coordenadas {x,|y : i = 1,...,d — k}. Dado que H es un subgrupo de Lie

son las funciones coordenadas de (V, o) entonces (N, ¢) tiene fun-

cerrado, con la topologia relativa, podemos elegir a la vecindad V lo suficiente-
mente pequefia para la cual se cumpla con:

VNH=N.

Ahora escogemos vecindades de e. U y V,, con respecto al sistema coordenado
(V,0) tales que
VV'cv y U'UcvV,

y suponemos que o, 7 € U estin en la misma clase lateral médulo H (o € 7H).
Entonces
tloe(V,nH)=(V,nN).

Y asi o € 7(V, N N), ademads esta ultima es una variedad integral conexa de D
que esta contenida en V. Por lo tanto 7(V, N N) vive en una tnica rebanada de
V y en ella también encontramos a o y 7; por lo que cada clase lateral de G/H
tendra su propio sistema coordenado, y (U, o) es el sistema que necesitamos para
oH.
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d

Sea S c R? la rebanada de ¢(U) donde las funciones coordenadas {x;, = O}/_: kel

y definamos la siguiente funcién (continua):
R X (%)

o OQ_I(O').

0! el cual es un homeomorfismo pues es composicién de homeomorfismos, y
denotamos a su inversa simplemente por

o0:n(U)—>Sc R

Con lo que (n(U),0) es de hecho un sistema coordenado alrededor de la clase H
en G/H; para extender dicho sistema utilizamos traslaciones por la izquierda pero
ahora sobre G/H, de la siguiente manera:

I :G/H—GJ/H
pH — opH, paratodoo €G.

dondel: es un homeomorfismo en G/H inducido por /_; en suma, para cada clase
laterales ocH € G/H se describe la siguiente aplicacion:

0., :G/H— ]Rd_k,

O = (507;-1) lT,(:r(U)).

Asi (l—(r (m(U)) ,Z)'(rH) es un sistema coordenado alrededor de o H.

Ahora basta verificar que los cambios de coordenadas de los sistemas coordenados
sobre las clases laterales de G/H, que se traslapan en G, son diferenciables. Por lo
que tomamos dos sistemas coordenados

(’l; (ﬂ(U)),EOH) y (Z (n(U)) ,ETH) para cualesquiera o, 7 € G,

y una vecindad ~
V=3, (I @) T =)

donde se traslapan. Sea h €V, entonces
1,0l og l(h)en(U),
y en suma, podemos exhibir g € H tal que
oo (g e U

y con ello, existe una vecindad ‘W de h € V, lo suficiente pequefia, donde todos
sus elementos cumplen con la propiedad anterior, es decir,

ool (W)yg c U,
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por ello, es suficiente comprobar que los cambios de coordenadas son suaves en

W. Pero mostrar que (@H og !

es composicion de funciones de clase C™:

) 'w es de clase C*™ se reduce a verificar que en si,

[}

w

=(moeer ol o)

w

(@ 02.)

donde 7, es la proyeccién canénica de o(U) sobre el factor S, que claramente es
C®. Por lo tanto se sigue el resultado sobre V'y

(@H ° 5;;) |V es de clase C*.

Finalmente, la familia

(0 x)).2.0), 6

da una estructura de variedad diferenciable sobre G/H.

(D) Dando esta estructura a G/H, la proyeccion r : G — G/H es C*, ya que n1l;_(v)
es simplemente

T

woy =(@noeol ) .

que es composicién de funciones de clase C*. Mientras que si
k=1 o Q_l 05
* o oH?

ésta define una seccion suave local de G/H en G para la vecindad W := z(n(U )
de cH € G/H, es decir, o k(W) = id|,,.

(€) Por tltimo, como ya es costumbre, sea G/H con la estructura anterior que la con-
vierte en variedad y (G/H), con otra estructura diferenciable que satisface las
propiedades (a) y (b). Entonces se puede construir el diagrama a continuacion:

G/H<"—¢G

N

W —= (G/H),

puesto que id es un difeomorfismo, y puede expresarse localmente como composi-
cién de secciones suaves locales en G seguidas de «, y por tanto (G/H), = G/H;
es decir, la estructura es tinica.

Definicion 2.19. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de Lie cerrado de G. Si la
variedad G/H tiene una Unica estructura de variedad, que satisface la propiedades (a) y
(b) del teorema anterior, es llamada una variedad homogénea o espacio homogéneo.
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Definicion 2.20. Una funcién es diferenciable en G/H siy s6lo si f o 7 es una funcion
C* sobre G.

Teorema 2.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de Lie cerrado y normal de G.
Entonces la variedad homogénea G|H con su estructura natural de grupo es un grupo
de Lie .

Demostracion: Puesto a G/H se le asocia una estructura unica de variedad, sélo es
necesario probar que la estructura de grupo cociente satisface que la funcién:

3:G/HXxG/H - G/H

(cH,7H) — (cH)(tH)™' = o7 'H,

para cualesquiera clases laterales o H,7H € G/H, es de clase C*. Que desde un punto
de vista un tanto intuitivo, la diferenciabilidad se hereda a la variedad homogénea por la
conmutatividad de H. De entrada tenemos que la funcién:

0:GXG—-G

(o,7) > ot}

es C™. Por otro lado, sean ‘W _y W, vecindades de cH y TH respectivamente y defi-

nameos:
(W(T L) G W, L G
id id
G/H y G/H

secciones locales de G/H en G (7 es la proyeccién natural), que son funciones C*.
Entonces podemos expresar a ¢ como:

V=mopo(d, x1)

composicion de funciones C*. Por lo tanto G/H es un grupo de Lie. [

Teorema 2.14. Sea y : G X M — M una accion izquierda y transitiva de un grupo de
Lie sobre una variedad M. Si m, € M y H es su grupo de isotropia, entonces la funcion:

(:G/H—>M:0Hw y (m,), paracada cH € G/H.
es un difeomorfismo.
Demostracion: En primera instancia observemos que £ es una funcién bien definida
Xon(my) = x, Oy, (my)) = x, (m,) para cualquier h € H.

{ es biyectiva:
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(a) Sil(ocH) = {(tH) entonces:

X X, (my) = (mg)
Xy, (my) = (m,)
loeH
rloH=H

T 'H=0H

X, (my) = x,(my,)

t ¢ 0 ¢C¢Q

y por tanto ¢ es inyectiva.
(b) Dado que y es una accion transitiva se sigue que { es sobre.

Por lo que resta ver que £ € C™ y por supuesto d{ es no singular en cada clase lateral cH.
Pero que ¢ € C* equivale a probar que { o 1 € C*, donde por supuestor : G — G/H es
la proyeccion natural. Para este fin utilicemos la inclusion

iO:G—>G><{m0}

m,
o (o,my)

que claramente es un difeomorfismo y entonces se tiene

G/H

donde
{on(o) =¢(oH) = x,(my) = x o, (0)

lo que nos dice que ¢ o 7 es composicion de funciones C* y por ende € C*. Ahora, en
virtud del siguiente diagrama:

HcG—"—>G/H—~

M
T exp T exp T exp

bcC g THG/H?TmOM

observamos

(*) ker d7T|g = b donde, por supuesto, b es el dlgebra de Lie de H. (Para esto ultimo:
Sea X € b, para el cual

exp(tX) e HimoexptX = H paratodo f € R,

por lo cual 7|, = H es constante en G/H y entonces d71'|b = 0. En suma, uti-

lizando traslaciones izquierdas, se extiende lo anterior para cada o € G y resulta
kerdnl, , = cH.)
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Asi, para probar que ¢ o 7 es no singular, basta verificar que ker d({ o 7r)|g = b, y después
extenderlo en todo G bajo traslaciones izquierdas; pero para verificar lo anterior que
b c kerd( o 7r)|g es inmediato, pues al igual con 7, ({ o 7)|, = m, es constante y en
consecuencia d({ o 7T)|I> = 0. Por otra parte si nos fijamos en v € kerd({ o 7r)|g yXep

parael cual v = lim,_, exp(¢X), entonces

t—0
{ o m(exp(tX)) = m, para todo f € R.
Ademas la curva definida por r — exp(zX) bajo la aplicacidn { es constante, luego:

d(l om)(X)(exp(tX)) =0 paratodot € R,

y se concluye que d{ es no singular en todo G/H y { es un difeomorfismo. |



Capitulo 3

Variedades homogéneas

“Hasta en mi contra, estoy de parte tuya:
soy tu aliado mejor cuando me hieres.”
Rubén Bonifaz Nufio

Con toda la rigurosidad que es requerida, después de describir como se constituye y
construye una variedad homogénea, es momento de ocuparnos de exhibir varios ejem-
plos importantes y precisos de variedades homogéneas; y haciendo alusién al titulo de
este capitulo la finalidad es hablar en primera instancia sobre algunas variedades, para
a continuacion mencionar y caracterizar algunas de sus propiedades topolégicas que las
distinguen.

En lo sucesivo se denotard por F a cualquiera de los campos conmutativos 0 no
{R, C, H}. Asi para cada n € N se puede, de manera habitual, asociarle una estructura
diferencial al espacio vectorial IF", e identificar IF* como una subvariedad de F"*! bajo
la inclusién correspondiente:

]Fn—l ’*> F" *‘> ]Fn+1
Dotemos a [F* con el producto interior usual (en sus respectivos casos), que en adelante
se denotard por {, ).

En un caso un tanto més general definamos el grupo unitario (en el ejemplo (2.1.1)
hay una primera identificacién) a través de

U, F) = { o€ Gln,F)| oo = Id}. 3.
De este modo, y recordando que:
(CW), W = (v,0’(w)),  para o € Gl(n, ),

se observa los elementos o € U(n, IF) preservan la longitud de los vectores, asi como los
angulos entre ellos:

(o), c(W))r = (v, Fo’(w))]F =(v,w). paracualesquierac € Un,F), yv,w e F

47
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(@) Si F = R, la ecuacién (3.1) hace referencia al grupo ortogonal real, al que se
denotara mediante O(n).

(b) Para IF = C, en la ecuacion (3.1) se identifica precisamente al grupo unitario com-
plejo U(n).

(¢) Mientras tanto si F = H, la ecuacién (3.1) define el grupo simpléctico, que se
denota por Sp(n).

Por lo que no es de extraiar considerar las siguientes inclusiones que se utilizaran en
la siguiente seccidn para ser identificadas con algunas variedades y caracterizar varias
de sus propiedades:

Un,F)—>Un+1,F) paratodoneN.

a través de

U, F) — >

Un,F) :
1

3.1. Variedades de Stiefel

Definicién 3.1. Se denota por V(") al subespacio vectorial de IF"¥ que consta de k-
adas (v;, ..., vx) de vectores v; € [F", que son ortogonales entre si, es decir,

(vi,vi)p = 6;; parai,je{l,... .k},

donde
1 sii=}]
0ij = o
0 si i#]
es la delta de Kronecker; a estos espacios se les da el nombre de variedades de Stiefel.

Vi(E") = {(v1,...,v)lvi € F" y (vi,v))F = 6;j}

Una forma de ver como esta constituida una variedad de Stiefel, es desde un punto
de vista geométrico.

Tomemos un ejemplo sencillo: para el caso k = 1 sencillamente nos percatamos que
s6lo se describe a $7"~!, donde ¢ es la dimensién del campo F sobre R (en lo sucesivo
se tomard esta convencidn con respecto a la dimensién de cualquier campo para el que
se haga referencia), y se tienen las identificaciones correspondientes

(Vl (]Rn) ~ Sn—l, (V] (Cn) ~ SZn—l’ (V] (]Hn) ™~ S4n—1.
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Para el caso de la segunda variedad de Stiefel, se toma ademads todos los vectores ortonor-
males a $*~!, que se obtienen al intersectar $"~! con el hiperplano IF*~! los cuales son
precisamente aquellos que pertenecen a $°"~D~1 1o cual describe la siguiente relacion:

(Vz(]Fn) ~ Scn—l x Sc(n—l)—l’

con esta misma légica se puede ver geométricamente a una variedad de Stiefel como
el sencillo producto de esferas de las dimensiones adecuadas y asi se describe las rela-
ciones:

(a) (Vk(]Rn) ~ Sn—l % S(n—l)—l X oo X S(n—(k—l))—l’
(b) (Vk(Cn) ~ SZn—] X SZ(H—])—] oo X Sz(”_(k_l))_l’
(a) (Vk(]I_In) =~ S4n—1 % S4(n—])—l O % S4(n—(k—l))—1 )

Esto da pauta para calcular la dimensién de Vi (IF"*) la cual es

= (k+1)
dimka(lF")z;(c(n—i)—l)zck(n— 5 )

ademds se cumple que una variedad de Stiefel es suave por ser producto de variedades

diferenciables; por ello la siguiente afirmacion:

Proposicion 3.1. Para 1 < k < ny todo n € N, Vi (F") admite una estructura de
varidedad diferenciable. [ ]

Para k fijo se tienen de manera inmediata las identificaciones:
(Vk(]l:k)%(vk(]l:kﬂ) i . i; Vi(F") i s (Vk(]FnH) i >

donde porsupuesto i denota las inclusiones respectivas.

La intencién de las observaciones previas es demostrar que toda variedad de Stiefel
es una variedad homogénea y como extra se identificardn éstas en el proceso con algunos
grupos clésicos.

Para este fin definamos la siguiente funcion:

;- Un,IF) — Vi(F")

o (o(er),...,o(e))

¥} asi definida, es una funcién lineal y puesto que dim Vi (F") < dim U(n, ), resulta
una funcién continua y suprayectiva. Inmediatamente se obtiene el siguiente diagrama:

oy
U, F) Vi(F")

l Js

U+ 1,F) T>%(1F"+l)

k
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donde i, y i, son las inclusiones, de modo que el diagrama es conmutativo. La funcién
¥} aplica a cada matriz unitaria sobre la base ortogonal que consta de la imagen de ésta
sobre los primeros k vectores candénicos de [F".

Proposicion 3.2. Sean o, 7 € U(n, F), entonces:
Wi(o) = (1) siy sélosi o =w-7donde w € Idy X U(n — k,F)

Demostracion: 3 (0) = 9 (1) & o(e;) = 7(e;) para i € {1,...,k}; que es equiva-
lente a pedir que 7! - o(e;) = e; parai € {1,...,k}, pero como ¥} no es inyectiva, en-
tonces debemos encontrar todas las matrices unitarias que dejan invariantes los primeros
k vectores canénicos de IF"?, pero éstas son precisamente las de la forma

Id, X U(n — k, F) = | 1ok ,

U@ - k,TF)
lo que nos dice que dos matrices son equivalentes si y s6lo si coinciden en las primeras
k columnas, entonces todas las matrices w de la forma Id; X U(n — k, IF), describen exac-
tamente la accién anterior y para ellas tenemos o = w - 7. [

Lo anterior define una relacion de equivalencia, y las clases laterales son precisa-
mente de la forma o (U(n — k, IF)) para o € U(n, IF) y las describen exactamente (19’,:)‘1 .
¥, (o). En este punto, ya se describié como estd actuando U(n — k, F) sobre U(n, F), y
ademds U(n—k, F) = Idy xU(n—k, IF) es un subgrupo cerrado (y por ello un grupo de Lie
por el teorema (2.7)); entonces U(n, IF)/U(n —k, IF) es una variedad homogénea. Adema4s
se tiene que dimU(n,F)/U(n — k,IF) = dim Vi (IF*) por ello la prueba del siguiente
teorema es inmediata bajo estos argumentos y haciendo uso del teorema (2.14).

Teorema 3.1.
9y : U(n,IF)/U(n - k,F) = Vi (F")

oc(Umn -k F) - (o(ey),...,ole))
es un difeomorfismo.m

Asimismo se tienen las identificaciones siguientes derivadas del resultado prelimi-
nar:

U(n,F)/U(n - k, F) d Vi (F")

l Ji

Un+ 1,F)/Un+1 -k, F) V(P

n+1
ﬂk

Todo lo anterior, dice exactamente que toda variedad de Stiefel es una variedad ho-
mogénea y es justo escribir:

Proposicion 3.3. Sea F un campo. Si 1 < k < n para cada n € N, V,(IF") es una
variedad homogénea. [
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La accion de O(n) sobre $"!

De entrada, veamos cémo Gl(n, IF) actda por la izquierda, mediante multiplicacién
de matrices, sobre IF”. Esto se detalla a través de:

n:Gln,F) xF' —» F'

(o) o) =0V

y 17 es una accién diferenciable.
Antes de proseguir recordemos el siguiente teorema que se puede consultar en [Wa]:

Teorema 3.2. Sean M y N variedades difenciables. Supongamos que ¢ : N — M es
C*, que (X, ¥) es una subvariedad de M y que ¢ se factoriza a través de (X, ), es decir,
@(N) C Y(X). De que Y es inyectiva, existe una tinica funcion ¢, : N — X tal que
Yo, = ¢. Ademds si ¢, es continua, entoces es también C* y ¢, es continua Si Y es un

encaje.
N—" M
x\ Y
X

Entonces al tomarnos la accién 7 restringida sobre el espacio O(n) x $"~! y la in-
clusién i : $"~' — R”, hace ver que 7 se factorizard a través de $"~!' y por ello el
diagrama a continuacién es conmutativo:

O(n) x $! R"
$n—1

Ademads por el teorema (3.2), ¢ es C* y define una accién diferenciable
©:0m)x$" 1 — ¢l

Observacién: Se tiene que ¢ es una accion transitiva: seap € $" 1,y B := {v1,...,v,)
una base ortonormal del espacio R”, donde el primer elemento de esta base es pre-
cisamente v; = p. Para la base 8 tomemos la matriz @ € O(n) tal que a(e;) = v;
para i € {I,...,n}. Asi para cualesquiera dos elementos p,0 € $"! podemos tomar
@p,ay € O(n) con la propiedad antes descrita. Dado que las matrices son invertibles,
tenemos

p=a,-a;'©.

En suma, si o es de la forma Id X O(n — 1), o(e1) = ey, se sigue cumpliendo

p=a, o-a, Q)
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En este momento nuestro interés es ver como actia el grupo ortogonal O(n) sobre
§"=1, por lo que el tltimo comentario nos da una primera aproximacién del grupo de
isotropia de cada elemento en la esfera; ademads el grupo de isotropia vendrd a ser el
mismo para cada v € $"~! (por transitividad), por lo que basta calcularlo para algin
elemento de $"~! (en particular para e;).

Para calcular el grupo de isotropia de e, basta con encontrar las matrices de la forma
Id X O(n — 1). Si por otra parte o(e;) = e; entonces las entradas o;; = Oparal < iy
011 = 1, pero como o es ortogonal, esto implica que ’; O'i. = 1porloqueoy; =0y por
tanto o € IdxO(n—1). En primera instancia, se hizo mencion de que O(n—1) resultaba de
manera natural y sencilla un subgrupo cerrado de O(n), de esta forma podemos construir
la variedad homogénea O(n)/O(n — 1) y asi, bajo la accién ¢, la funcién descrita por:

¢ :0(n)/O(n—1) - $"!

a(0(n - 1)) = o(er)

es un difeomorfismo, asimismo concluimos que toda esfera es una variedad homogénea.
Lo cual no es de sorprender puesto que $"~! estd descrita por la variedad de Stiefel
Vi(R").

Cabe mencionar que también podemos distinguir a $"~! a través de otro cociente,
dado en torno al grupo especial unitario que denotamos y definimos a continuacién

SU(, F) .= {0 € Un,F)|deto = 1}.

De igual manera, si F = R o IF = C denotamos por SO(n) y SU(n) a los grupos especial
ortogonal real y al especial unitario complejo respectivamente.

Proposicion 3.4. Para F = {R, C}, las variedades homogéneas
SUn,F)/SUn -k, F) y Umn,F)/Un -k, F) parak < n,
son variedades difeomorfas.
Demostracion: La restriccion de la aplicacion
¥} : SU(n, F)/SU(n - k,F) = U(n,F)/U(n - k,TF)

resulta un difeomorfismo. [ ]

Con ello tenemos las siguientes identificaciones de las variedades homogéneas:

(a) SiF =R,
Vi(R") = O(n)/O(n — k) = SO(n)/SO(n — k)

$" ! = V(R = O(n)/O(n — 1) = SO(n)/SO(n — 1)
SO(n) = V,-1(R")
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(b) SiF=C,
V(€ = Um)/U(n - k) = SU(n)/SU(n — k)
$2~1 = (") = Un)/U(n — 1) = SU(n)/SU(n — 1)
SU(n, F) = V,-1(C")
(¢) SiF=H,

Vi(H") = Sp(n)/Sp(n — k)
$*1 = Y, (H") = Sp(n)/Sp(n — 1)

3.2. Variedades de Grassmann

Otro ejemplo de gran relevancia entre los espacios homogéneos estd dado por las
variedades de Grassman o variedades grassmannianas y el fin de esta seccién es de-
mostrar como ellas son espacios homogéneos y también identificarlas con los espacios

proyectivos.
Definicion 3.2. Para cada (vi,...,v) € Vi(F") denotemos por Py, ., el subespacio
de dimensién k en [F* generado por la base relativa {vy, ..., v}. Se define la k—variedad

de Grassmann denotada por:
Gk(F") = {Pq,..v S (1, .., ve) € Vi(F)},

como el conjunto de todos los hiperplanos de dimensién k en [F”; al que proveemos de
la méxima topologia para la cual la proyeccién

m: Vi(F") - Gi(F")
V15 v) 2 Proy vy
es una funcién continua y suprayectiva.

Haciendo uso de dicha proyeccion analicemos el diagrama siguiente:

n

U, F)/U(n - k,TF) i Vi(F")

R ln
Gr(F")

donde y; = 7 o ¥} es suprayectiva, propiedad derivada del hecho que ¢, es un difeo-

morfismo (ver teorema (3.1)).

Proposicion 3.5. Para las clases laterales o (U(n — k,F)) y a (U(n — k,IF)) se tiene la
siguiente relacién de equivalencia:

yi(o) =yi(@) © o =11, a

donde
7, €ldy xUm—-kF) y 7, €Uk F)xId,— .
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Demostracion: Sean #/(0) = (o(ey),...,0(er), F(@) = (aler),...,aler)) €
Vi (IF"); entonces se tiene

P{a'(el) ..... o(ey)) = P{a/(el) ..... ae)) @O =T,y O-(ei) = Tza’(ei) para i€ {l, . ’k}a

donde 7, es de la forma Id; X U(n — k,F). Ademds sabemos que una transformacién
ortogonal deja invariante a cualquier plano, pues manda una base ortogonal en otra, que
sigue generando el mismo subespacio; asi obtenemos al tomar 7, € U(k, IF) X Id,—x que
oy T,- T, « generan el mismo subespacio de dimension k, es decir

Vi (o) = yi(T, T, ).

Como consecuencia de la relacién anterior tenemos que

UGn, B/ (Uk, F) x Un — &, F)) — Go(F")

es una biyeccion continua y puesto que los espacios anteriores son compactos (se puede
verificarse en [Br] y [Hu]), se cumple el siguiente teorema.

Teorema 3.3. La funcion
v : U, F)/ (U(k,F) x U(n - k,F)) = Gk(F")

descrita por la relacion

.....

define un difeomorfismo. [

Es necesario hacer la observacion que (U(k, F) x U(n — k, F)) resulta un subgrupo
cerrado del grupo de Lie U(n, IF), lo que implica que las k-variedades de Grassmann son
variedades homogéneas. Ademads se derivan los siguientes diagramas conmutativos del
resultado ulterior:

U(n, ]F)/U(n -k, F) i Vi (IF")
UG B (UG ) X UGn = k) ——— Gu(F")
U, B/ (UG, F) x UGn - k, F)) G

| I

U+ 1,F)/(Uk,F) xUmn+ 1 -k,F) ———— Gr(F1)
7

k
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donde las funciones i, e iz son inclusiones en los respectivos espacios. No es (muy)
complicado el darse cuenta que para k = 1, G(IF") define a el espacio proyectivo IFP"~!,
pues nos tomamos de esta manera el conjunto de todas las direcciones de IF* que equivale
a la relacién: v, w € F" estan relacionados si y sélo si v = Aw para algin A € F — {0}, y
las clases laterales son precisamente el conjunto de recta 6 1-planos en IF* que pasan por
el origen. Asi hemos demostrado también que:

Proposicion 3.6. Para G, (IF") con k = 1 se tiene las identificaciones:
(a) G1(R") = RP"! el (n — 1)-espacio proyectivo real.
(b) G1(C") = CP*! el (n — 1)-espacio proyectivo complejo.
(¢) Gi(H") = HP" ! el (n — 1)-espacio proyectivo quaternionico.

que son variedades homogéneas. [ |

3.3. Entre el espacio cubriente y el grupo fundamental

Comenzaremos esta seccion con algunas definiciones de gran relevancia para enten-
der el concepto de grupo fundamental. Tal concepto asocia a cada espacio topoldgico
un grupo, no necesariamente abeliano, que nos hablara de la estructura del mismo y que
ademds resultard un invariante (til para catalogar a los espacios topolégicos y por ello a
las variedades homogéneas que son de nuestro interés.

Para abrir pauta, empecemos por introducir la nocién de espacios topoldgicos pun-
teados, que forman una categoria donde los objetos consisten de parejas (X, x,) donde
X es un espacio topolégico y x, € X es llamado el punto base. Un morfismo en esta
categoria es una funcion continua ¢ : (X, x,) — (¥,y,) que preserva los puntos base, es
decir, ¢(x,) = y,. Si M es un espacio topoldégico Hausdorff, definimos una trayectoria,
como una funcién continua « : [0, 1] — M; se dird que una trayectoria @ : [0,1] —» M
es cerrada si el punto inicial y el punto final coinciden, es decir, @(0) = a(1), en cuyo
caso nos referimos a las trayectorias cerradas como lazos.

Definicion 3.3. Si M y N son espacios topoldgicos y ¢, : M — N son funciones
continuas, definimos una homotopia h : ¢ ~~  como alguna funcién continua

h:Mx[0,1] >N talque h(x,0)=@x)yh(x,1)=u(x),

por lo cual diremos que dos funciones ¢ y ¢ son homotopicas si existe una homotopia
h : ¢ ~ s entre ellas.

En particular, si @ : [0,1] - My g : [0,1] — M son trayectorias homotdpicas,
pediremos que la homotopia / : @ ~» § deje invariantes los extremos:

h0,1) = a0) =B0) y h(l,1) = a(l) = B(1).

Es sencillo ver que la relacién de ser homotdpicas es de equivalencia.
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Definicion 3.4. Entenderemos por una funcion trivial a toda aquella funcion sobre un
espacio topolégico M que sea constante. Diremos que un espacio topolégico M es con-
traible si la funcién identidad id : M — M es homotdpica a una funcidn trivial.

Definicion 3.5. Un espacio topolégico M es conexo por trayectorias si para cualesquiera
dos puntos x,y € M podemos exhibir una trayectoria « : [0,1] — M que cumple con
a(0) = xy a(l) = y. M es simplemente conexo si cumple con ser conexo por trayectorias
y ademas dada cualquier curva cerrada (lazo) @ : [0,1] — M, existe una homotopia
h: a ~ x,, donde x, denota la funcion trivial f(x) = x_o.

Desde un punto de vista intuitivo, un espacio que es simplemente conexo es aquél
en donde todo lazo alli definido, lo podemos contraer continuamente a un punto.

Proposicion 3.7. Sea M un espacio conexo por trayectorias. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

(i) Todo lazo en M es homotdpico a un lazo trivial.

(i) Si ¢ : ' — M es una funcién continua, entonces es homotdpica a una funcién
trivial. u

Se puede consultar [Sp] para encontar una prueba.

Definicion 3.6. Sean M y N espacios topoldgicos, y 7 : N — M una funcién continua y
suprayectiva:

Decimos que 7 es una aplicacion cubriente si N es un espacio simplemente conexo y
localmente conexa por trayectorias y se satisfacen los siguiente requerimientos:

(i) Param € My U, vecindad de m, n~' (U, ) es la unién disjunta de conjuntos
abiertos U, no vacios, en N

N Uu,) = u U. donde I es algiin conjunto de indices no vacio.
iel

(ii) Las restricciones  : U, — U, son homeomorfismos para toda i € 1.

(iii) 7~'(m) es un conjunto discreto para cada m € M.

Sim: N — M es una aplicacion cubriente, entonces diremos que M es el espacio
base de la aplicacion cubriente y N se designa como cubierta o espacio cubriente; en
tanto que 7~ (m) es denominada la fibra sobre el punto m. Decimos que la cubierta N
es trivial si N = (M x F) donde F es un espacio discreto. En el caso de estar toman-
do cualquiera de las restricciones m : U, — U, hacemos referencia a que la funcién
cubriente es locamente trivial.

Proposicion 3.8. Para 7 : N — M una aplicacion cubriente se cumple:
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(a) Sia:[0,1] - M esuna trayectoria, y si p € ! (a(0)), entonces existe una Unica
trayectoria@ : [0,1] > Ntalqueroa =ay a0) = p

T

N M

5 /

[0,1]

(b) Si 'CY,E : [0, 11 — N son trayectorias para las cuales a(0) = E(O) y si las trayectorias
proyectadas moa' y o3 son homotGpicas, entonces @ y 8 también son homotdpicas.

Demostracion: Si podemos identificar a N = (M X F) donde F es un conjunto
discreto entonces la trayectoria que buscamos estd dada por a(¢) : [0,1] > (M X F),t
(a(?), c) con ¢ una constante en F. En otro caso, observamos que la trayectoria ([0, 1])
es compacta y como la transformacién cubriente es locamente trivial, entonces existe un
nimero finito de conjuntos abiertos en M que cubren a la curva ([0, 1]), denotemos por
{(LI,»};’: , @ dicha cubierta y ademds tomemos una particion 0 = 1) <t < --- <1, = 1
de [0, 1] tal que a ([#;-1,#;]) C U;. Por otra parte tenemos que la fibra 7' (m) es discreta
lo que implica que la restriccién de 7 sobre cada U; es una aplicacion cubriente trivial
la cual 7~!(U;) levanta una porcién de la curva a, es decir, Y ([tie1, ) © Y (U,);
por ello mismo, nos tomamos la curva formada por la unién de estas porciones en N 'y
optenemos la curva @ deseada.

Para (b) se toma la funcién y : [0, 1]X[0, 1] —» M tal que y(¢,0) = a(r) y y(t, 1) = B(z)
dondew =noaypB=n O,E, entonces por (a), 7~ (y) define una homotopia para & yE. [ |

Proposicion 3.9. Si M es un espacio simplemete conexo, N es conexo por trayectorias
y m: N — M es una aplicacion cubriente, entonces  es un homeomorfismo.

Demostracion: La proyeccion 7 es suprayectiva; solo resta comprobar que 7 es in-
yectiva. Sea m € M y supongamos que 1,7 € 7~ (m), puesto N es conexo por trayec-
torias existe @ : [0,1] — N tal que @(0) = ny a(l) = n'y como M es simplemente es
conexo y (a(0)) = n(a(1)) = m entonces 7 o & es homotdpica a un punto. Asi pues @ es
una trayectoria cerrada y n = n. Por lo tanto tenemos un homeomorfismo. [

Teorema 3.4. Sea (M, m,) un espacio topoldgico punteado y conexo por trayectorias,
para el cual podemos exhibir para cada punto una vecindad contraible. Entonces exis-
te un unico espacio N, con la propiedad de ser simplemente conexo y una aplicacion
cubrientem : N — M. ]

Para el teorema anterior consultar [Sp] para una demostracién detallada.

Recordemos algunas ideas y resultados con respecto a variedades diferenciables y
cubrientes, que se derivaran a los grupos de Lie, por su estructura inherente de variedad
diferenciable.
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Teorema 3.5. Todo grupo de Lie conexo posee un espacio cubriente simplemente conexo,
que también resulta un grupo de Lie y la aplicacion cubriente es un homomorfismo. ®

Proposicion 3.10. Tomemos dos grupos de Lie conexo, G y H, y un homomorfismo
¢ entre ellos. Entonces ¢ es una aplicacion cubriente si y s6lo si dp : g — b es un
isomorfismo. [

Teorema 3.6. Sean G y H grupos de Lie con 8y b sus respectivas dlgebras de Lie, y G
simplemente conexo. Tomemos ¥ : 8 — b un homomorfismo. Entonces existe un tinico
homomorfismo 6 : G — H para el cual d¥ = 6. [

Las demostraciones de las dltimas tres afirmaciones pueden ser consultadas en [Wa].

Definicion 3.7. El grupo fundamental o primer grupo de homotopia de un espacio
topolégico M (que de ahora en adelante se denotara por 7, (M)) consiste de las clases de
homotopia de todos los lazos en M. En el caso en que M es un grupo de Lie, tomamos
los lazos que parten de la identidad.

Teorema 3.7. Sean Gy H grupos de Lie, con G simplemente conexo. Sea G, una vecin-
dad de e € G. Si ¢ : G, = H es un homomorfismo local entonces se puede extender a

un homomorfismo global ¢ : G — H. |

La demostracion del teorema previo se sigue del hecho de que el grupo de Lie G es
generado por G, (ver teorema (2.3)).

Teorema 3.8. Supongamos que M es un grupo de Lie conexo por trayectorias y que
cada o € G se tiene una vecindad contraible. Entonces el cubriente universal G admite
una estructura de grupo para la cual la inclusion natural n,(G) — G y la proyeccion
7:G — G son homomorfismos. Ademds kern = nt,(G)

Demostracion: Sean «,8 : [0,1] — G trayectorias alrededor de la identidad, es
decir, @(0) = B(0) = e, y definamos la trayectoria multiplicativa

v:[0,1] > G

1= a B = ar) B1)

la cual cumple con que y(0) = e. Si @, B, @ yﬁson trayectorias en G que son homotdpicas
por parejas, es decir, existen 2 : @ ~» @'y j : f ~» 3 homotopias entre ellas, entonces
a- By a- B seran trayectorias homotGpicas y la funcion de homotopia estard dada por

= h()j(0).

Dotemos a G con una operacioén que lo transforma en un grupo (podemos tomarla dife-
renciable, asi G serd un grupo de Lie). Para ver que 7 es un homomorfismo, sea G, una
vecindad de e. Al elegir cualesquiera dos trayectorias @, 8 : [0, 1] — G, las fibras 77! (@)
y n71(B) definen trayectorias en 7~(G,) pues suponemos a G simplemente conexo; se
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obtiene asi que al proyectar la curva definida por 7! (a)- 77! (8) sobre G resulta a(7)- 5(¢),
que siendo estrictos escribimos como:

7 (77 @- 7' B) = 7 (77 (@) 7 (77 B).

y ello verifica que la proyeccién es un homomorfismo.
Para ver que m,(G) coincide con la fibra en G, y la inclusién es un homomorfismo,

sean py g lazosene (p,q: [0,1] = G, p(0) = g(0) = p(1) = g(1) = e), y
h:[0,1]x[0,1] > G

(s, 1) = p(s$)q(?)

que en particular si s = ¢ se tiene que h(z, f) = p(¢)- g(¢) es un lazo que resulta homotdpico
a cualquier trayectoria que une a h(0,0) y h(1, 1), en especifico a la dada por

h(25,0) = p2s) s €[0,1];

y=poq:[0,1]1 -Gt
h(1,2t - 1) = q(21) te[3,1].

donde © denota la concatenacién de trayectorias. Se sigue asi p(f)q(t) = y(t) = p(H)©q(?),
y se observa que la operacion en el grupo fundamental 7, (G) es compatible con la ope-
racion en G y que la inclusion es también un homomorfismo. Es de gran importancia el
evidenciar fuertemente que el nicleo ker  es precisamente 7, (G). |

Con la informacién ya a la mano, calculemos algunos grupos fundamentales para las
variedades de nuestro interés.

Proposicion 3.11. Sea $” la esfera de dimension n. Entonces, paran > 2, $" es simple-
mente Conexo y m, SH=z

Id si n>2,

1 (8" = ]
Z si n=1.

Demostracion: Identifiquemos a $' como subgrupo de C visto éste tltimo como un
grupo de Lie, entonces
p:R— St exp (2mit)

es una aplicacion cubriente (ver [Pr]). Puesto que R es simplemente conexo y contraible,
R es el cubriente universal de $'. También S es un grupo de Lie, con la estructura in-
ducida por C — {0}. Asi ¢ vendrd a ser un homomorfismo de grupos de Lie y entonces
el keryp = m, (Sl) resulta Z. Para ver que 3", con n = 2, es simplemente conexo nos
tomamos una trayectoria @ : [0, 1] — $" y la funcion ¢, : §" — {p} — R" descrita por la
proyeccidn estereografica tomada desde el punto p, que pediremos no esté en la imagen
([0, 1]); @, es un difeomorfismo y tenemos que ¢, o « resulta una trayectoria, ademas
por ser de manera mds que natural R"” un espacio simplemente conexo, ¢, o @ vendrd a
ser homotdpica a un punto. Asi queda demostrada la primera afirmacién. [ |
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Definicién 3.8. Denétese por H(n, F) := {0 € Gl(n,F) |o = 7} al conjunto de matrices
Hermitianas de orden #.

Proposicion 3.12.
(a) El grupo SU(2) es simplemente conexo.
(b) El grupo SO(3) no es simplemente conexo y tenemos 7, (SO(3)) = Z,.

Demostracion: Si describimos a

SUQ) = {(_“E Z]

lo podemos identificar con $° mediante el homeomorfismo:

a,beC t.q. |a? + b = 1}

¢ :SUQR) - §* c?

(—aB Z ) - (a,b),

entonces SU(2) es simplemente conexo. Para el segundo inciso, SU(2) actia sobre el
espacio de dimensién 3 de matrices Hermitianas

HO2,C) = {(y . yjf) e HQ.C),x v,z € IR},

de traza cero, mediante
v : SUQ) x H°(2,C) —» H°(2,C)

(o, h) > oho !,

y para la funcion
v, : H°2,€) - H°(2,C)

he— 0']10'_1,

aunado a que deto- = deto! = 1, v, preserva en H"(2, C) la forma cuadritica definida
positiva:
qg:H’2,C) > R*

h —deth = x> +y> + 2%

entonces Y, es una transformacién ortogonal real de H°(2,C) y asi se tiene un homo-
morfismo y : SU(2) — S0(3). Puesto que las dimensiones de estos espacios son iguales,
v es un homeomorfismo local, ademds ker(y) = {+Id, —Id}, y también y cumple con ser
una aplicacién cubriente. Luego se sigue por (a) que SU(2) es el cubriente universal de
S0(3) y por tanto ker(y) = ,(S0(3)) = Z, [ |
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Teorema 3.9. Sea H*(n,F) el espacio de matrices Hermitianas definidas positivas de
orden n. Si o € GL(n, F), entonces podemos representar a o de manera vinica como T+,
donde u € Un,F) y v € H*(n,F). Ademds f :H*(n,F) x Un,F) —— GL(1,F) es
un homeomorfismo.

Demostracion: Iniciemos haciendo mencién de que una matriz es definida posi-
tiva si todos sus valores propios son reales positivos. Sea o € Gl(n, F), se tiene que
o € H*(n,F) y haciendo uso del teorema espectral (ver [Fr]) podemos descomponer
la matriz anterior como

oo = kK !, donde « € U(n,F) y 7 es diagonal real.

7 es la matriz en cuya diagonal estdn contenidos los valores propios de og”.

1

Observemos que k' = &', lo cual permite reescribir la descomposicién como sigue

oo = kyk kyk ! = (K’yK_l) (K’yK_l)t , donde y2 =T,

y v sigue siendo una matriz diagonal positiva. De esta manera si T = kyx~! se sigue

— = _ —t (=] -l '
cr =T ertlo=7 (o-t) = (TO' 1) = (7'0"1)

entonces 4 = 7' € U(n, IF) y tenemos la descomposicién que buscdbamos (la cual se
conoce como la descomposicion de Cartan).

Ahora demostremos la unicidad: como no es de extrafiar supongamos que no es
Unica, entonces se tiene Tu = T con 1,7 € H*(n,IF) y u, i € U(n,F); haciendo los
célculos respectivos se tiene

~—1 _ =~ —t(—t

TUL =TS TK=T (K )_l = (K_IT)t = K_lT, donde /Jﬂ_l =k e Umn,F),

entonces

P=mlr=1" © T=ryireH (1 F).

Y concluimos asi que la descomposicidn es Unica. Puesto que la multiplicacién de ma-
trices es continua, se tiene que f es un homomorfismo. Ademas f € C*. [ |

Teorema 3.10. Se tiene para F = {R, C}:
7, (GL(n,C)) =, (U(n)) vy,

n, (SL(n,F)) = nr, (SU®n, F)).

Antes de empezar con la demostracion, es importante decir que el espiritu del teore-
ma es hacer ver que el grupo fundamental de un grupo de Lie conexo G es igual al grupo
fundamental del maximo subgrupo compacto de G.
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Demostracion: Puesto que f : H*(n, C) x U(n) —— GL(n,C) es un difeomorfis-
mo, tenemos que 7, (H*(n,C) x U(n)) = n, (GL(n, C)), asi encontrar el grupo funda-
mental de GL(n, C) se reduce a calcular 7, (H"(n,C) x U(n)) y como el primer grupo
de homotopia de un producto cartesiano de dos espacios topoldgicos es el producto de
los respectivos grupos de homotopia (consultar [Sp]) y ademas tenemos que H™*(n, C)
es simplemente conexo, ello implica

7, (GL(n,C)) = 7, (H"(n,C) x U(n)) = nr, (U(n)).
de igual manera si tomamos la restriccién
[ H*(n,F) x SU(n,F) — SL(n, F)
se demuestra la segunda parte. [
Proposicion 3.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo de Lie cerrado. Si la variedad
homogénea G/H es difeomorfa a una esfera $” para n > 3, entonces r,(G) = n,(H).
Demostracion: La proyeccion natural 7 : G — G/H descrita por o — oH es

un mapeo fibrado; por lo que tenemos la siguiente sucesién exacta (para verificar la
existencia de tal sucesion ver [Sp]):

n, (G/H) 7, (H) 7, (G) —— ., (G/H)

y dado que G/H = §", el primero y segundo grupo de homotopia son triviales y por
tanto 7, (G) = x,(H). [ |

Teorema 3.11. Los grupos SU(n) son simplemente conexos para toda n € N; por otra
parte
{ Z sin=2;
7, (SO(n)) = _

Z, sin>?2.
Demostracién: De manera natural SO(2) = $! y como ya probamos r, (Sl) =
Z., asi como, SO(3) = Z,. Ahora bien dado que SO(n) actia transitivamente sobre
YV1(R") = §"!, bajo la accién 9", donde el grupo de isotropia es SO(n — 1), probamos
que SO(n)/SO(n — 1) = g1 por lo que se sigue inductivamente que x, (SO(n)) =
n, (SO(n — 1)) = Z,. Por otro lado se tiene que SU(n, F)/SU(n—1) = $?*~! y puesto que
SU(2) es simplemente conexo, hacemos la distincion 7, (SU(n, F)) = 7, (SU(@n — 1)) = 1
y en consecuencia todo SU(n, IF) es simplemente conexo para toda n. [
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3.4. Niveles de homotopia

Definicion 3.9. Sea ¢ : X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos.
Denotemos por [go]))f a la clase de homotopia de la funcién ¢. Definimos el n-ésimo
grupo de homotopia (n > 1) del espacio topoldgico X, y que denotaremos en lo posterior
mediante 7, (X), como el grupo formado por [cp]i", es decir, las clases de homotopia de
todas las funciones continuas de la n-esfera sobre el espacio X. Para n = 1 la definicién
coincide con la de grupo fundamental ver definicién (3.7).

Proposicion 3.14. Sea F = {R,C} los grupos Sl(n,F), Gl(n,C), Gl(n,R)*, Sp(n),
SO(n), U(n) y SU(n) son conexos.

En el estudio referente a grupos de Lie, es frecuente utilizar una sucesién de homo-
topia aplicada a un haz (G,n,G/H) (para una descripcion detalla de un haz ver [Hu])
mediante el siguiente teorema.

Teorema 3.12. Sea p : E — B un mapeo fibrado, y x, € p‘l(bo) = F la fibra de p
sobre b, € B. Entonces existe un homomorfismo natural entre los grupos de homotopia
descrito por

0:m(B,b)) — r, _ (F,x,),

tal que la siguiente sucesion de homotopia es exacta:

n (B, x,) —>n (B,b)) —2>n_ (F.x,) ——>n, (Ex,).

Tanto en [Hu] como [Sp] se encuentra una prueba para el teorema (3.12).
Haciendo uso del teorema (3.12) se sigue inmediatamente los siguientes resultados:

Proposicion 3.15. Sea G un grupo de Lie conexo y un subgrupo de Lie H. Entonces
existe la siguiente sucesion exacta de grupos

n,(G/H) = n,(H) — n,(G) = = (G/H).
[
Proposicion 3.16. Sin (G/H) = n,(G/H) = Id entonces r,(G) = n,(H). [ ]

Un caso particular para la dltima afirmacién es la proposicién (3.13). Por ello mismo
el célculo del grupo fundamental de los siguientes grupos clésicos es bastante sencillo.

Proposicion 3.17.  (a) 7,(Sl(n,C)) = 7,(SU(n)) = n,(Sp(n)) = Id ;

(b) 7, (Gl(n,C)) = n,(U(n)) = n,(Sp(n,R)) =Z;
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Demostracion: Consideremos el cociente Gl(n, C)/GI(1, C) para n € N, éste resulta
homeomorfo a C" — {0} y de igual manera las variedades homogéneas Sl(n, C)/SI(1, C)
y Sp(n, C)/Sp(1, C). Asi m,(C" — {0}) = m,(C" — {0}) = Id paran > 2y por tanto:

7,(Gl(n,C)) = 7, (GI(1,C)) = n,(C" - {0}) = Z,

7, (Sl(n, ©)) = 7, (SI(1, ©)) = 7, ({e}) = 1d,
7, (Sp(n,€)) = 7, (Sp(1, ©)) = 7, ({e}) = Id,

en el dltimo caso n lo tomamos par. Por otra parte si consideramos el hecho
SUn,F)/SU@n — k,F) = U, F)/Un -k, F)  para k <n,

entonces U(n)/U(n — 1) = $?"~!, y asf el primer y segundo grupo de homotopia son
triviales lo cual deriva en

7, (U(n)) = 7,(U)) = x,(8") = Z.
Ademds observemos que

Z sin=2;

7,(Gl(n,R)*) = 7,(SO(n)) = {
V) sin> 2.

Mas atin, podemos escribir a Gl(n, R)* como Sl(n, R) x {AId,, : A > 0}, por ello tenemos

7, (Gl(n, R)*) = 7, (SI(n, R) x {AId,}) = 7, (Sl(n, R))

3.5. Grupos de homotopia de variedades de Stiefel y gru-
pos clasicos

Con frecuencia se hace uso de las inclusiones naturales
Un,F)——>Un+1,F) y SU@n,F) —L - SU@m + 1,F)
y la proyeccidn natural entre variedades de Stiefel
Prit Virt B — V@™

(V],...,Vk+1) = (vl""9vk)

que de forma bastante natural esta tiltima funcién resulta un mapeo fibrado, y de aqui par-
timos para construir los mapeos fibrados posteriores donde aparece explicitamente la
fibra

i p
Un, IF) ——Un + 1, F) & Vyy  (F) —— V (F+) = oD



3.5. HOMOTOPIA DE VARIEDADES DE STIEFEL Y GRUPOS CLASICOS 65

y para F = {R, C}

SUGF) ——> SU(1 + 1,IF) =V, (F*1) “ 7y (F+1) = §e0+D-1,

donde c es la dimension sobre R del campo [ requerido y p, es la proyeccion candnica
en la primera entrada, la cual es composicidon de mapeos fibrados Vet F = VP,
Asi mismo utilizando estos mapeos fibrados y las inclusiones naturales de U(n) y SU(n, IF)
en sus subsecuentes espacios respectivos y aplicando el teorema de sucesiones de homo-
topia (teorema (3.12)) se sigue:

Teorema 3.13. Las inclusiones naturales para g € N
Un,F) —>U(n +¢,F)

SU(n, F) —=SU(n + ¢, F),
para g € N, inducen homomorfismos entre los grupos de homotopia
7.(Un, F)) —— n,(U(n + ¢, F))
7.(SUn, F)) —— n.(SU(n + ¢, F)),
los cuales son epimorfismos para i < (n+1)k—2y resultan isomorfismos sii < (n+1)k-3.

Demostracion: Comencemos la prueba para ¢ = 1. Por la afirmacién previa al teo-
rema, los siguientes son mapeos fibrados

U(l’l +1,F) L Sc(n+l)—1

SU®n + 1,F) AN gen+1)-1

donde Ia fibra esta dada por U(n, F) y SU(n, IF) de forma respectiva; por ello al tomar la
sucesion de homotopia sobres estos mapeos fibrados se cumple con:

., (S(n+1)k—1) — 71, (Un, F)) — 7, (U(n + 1,IF)) —> 7. (S(n+l)k—1)

7., (8" 1) —— 7, (SU(, F) — 7, (SU(n + 1, F)) —— r, (S¢+Dk-T)

Para ver si se tienen epimorfismos basta con observar que (S(””)k”) = Jldsii <

k(n+1)—1, e isomorfismos si observamos r,, , (S(”“)k“) =Jdsii+]1 <k(n+1)—-1,que
interpretaremos como que el i-ésimo grupo de homotopia de U(n, IF), SU(n, IF) resulta
trivial. Para probar los casos restantes sobre g se toman ahora las factorizaciones

U, F) — U+ 1,F) —— - > U@ + ¢, F) = Vg (F*9)
Py

(Vln(]l::n+q) ~ S(n+q)k—1
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SUM,F) ——>SU(n + 1,IF) —— - — > SU(n + ¢, IF) = V, g1 (F*9)

Py

£

(Vl (]Fn+q) ~ S(n+q)k—l

que de igual manera son mapeos fibrados y obtenemos las sucesiones:

T, (S(n+Q)k—1) —T (U@, F)) —— T Um+q,F)) —— m, (S(n+q)k—1)

T, (S(n+q)k—l) ——7,(SUn, F)) —— 7, (SU(n + ¢,F)) ——n, (S(n+q)k—1) .

Aplicando directamente la sucesién de homotopia al mapeo fibrado descrito por
Un,F) — Un+q) =V, (F*)— vV (F"),

en donde la dltima aplicacién que se toma es la proyeccion candnica en los primeras g
entradas, se concluye el teorema a continuacion.

Teorema 3.14. 7; ((V ., (]F”*q)) = Jdparai<cn+1) -2
Demostracion: Dandonos cuenta de que la fibra descrita por la proyeccion estd dada

por U(n, F) y aplicando la sucesiéon de homotopia se obtiene

7., (8") — m(U(n, F)) <= 7,(U(n + ¢, F)) — 1,(V(F™*)) — ., (U(n, F)) LA

.. j) T, (U(n +q, ]F)) — T, (St) ,

donde t = c(n+q) — 1.

En virtud del teorema (3.13) si i < ¢(n + 1) — 2 la aplicacién « es un homomorfismo
sobre y § resulta en un isomorfismo, por ello 7, ,(U(n,IF)) y 7,(U(n,IF)) son triviales y
en consecuencia ,(V,(IF"?)) = Id. [ |

Ahora analicemos la inclusién de la variedad Vi (IF") sobre Vi, (F"*!) por medio
de la funcién
¢ 1 ViF") = Vi (F™)

(V],...,Vk) = (Vl,...,Vk,eyH_])

donde e es por supuesto el k + i-ésimo vector candnico de F**!; adem4s tomemos la
proyeccién natural sobre el tltimo factor de Vi (F+1)

Oks1 : Vi (B = v (F™)
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V15 Vi) P (Vi)
Ok+1 €s un mapeo fibrado, donde la fibra para cada elemento v, estd determinada por

Vi(F1), en particular si se toma la composicion g1 © ¢:

Ok+1

Vi(F") _% Vi1 (FH) —— (Vl(]l::nﬂ) ~ geln+1)-1

donde ¢ es la dimesién de [F sobre R. Por esto dltimo, la fibra para ey, estd descrita
precisamente por Vi (IF"); por consiguiente, como g1 €s un mapeo fibrado, bien se
puede aplicar el teorema (3.12) y optener la sucesion de homotopia:

T (ST 2 i (Vy (FF)) —— M Vi(E") — mi( Vi (F7)) — -+

e s 7T[((V1(]Fn+])) ~ ﬂi(sc(n+l)—])

en donde por el comentario previo el punto base es exactamente ey .

La virtud de esta sucesion de homotopia es que detrds se encuentra justo el calculo
de las homotopias de esferas, que es bastante sencillo, asi es facil observar que si i <
c(n + 1) — 2 el grupo de homotopia 7;, (S D1y = 7,1 (V (F)) es trivial. Mds atin
se puede obtener los grupos de homotopia de las variedades de Stiefel debido al hecho
que

T Vi(F") —> m( Vi1 (B1))

resulta por el teorema (3.13) un isomorfismo para los indices i < c(n+ 1) —2; asi hacien-
do alusioén a todas las consideraciones mencionadas se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 3.15. El homomorfismo

T Vi(F) —E 2 Vi (F1))

es un isomorfismo para i < c(n + 1) — 3. [ |

Otra vez se observa, para los indices indicados, que los grupos de homotopia 7; (Vi (IF"))

son triviales. Pero no todos los grupos de homotopia de las variedades de Stiefel son
triviales, he aqui un ejemplo bastante amplio derivado de la afirmacién escrita a conti-
nuacion:

Proposicion 3.18. Para los siguientes grupos de homotopia se cumple:

i Z si k=16 (n—k) es par;
(@) -k (Vi(R")) = ) .
7, si k>2y (n—k) esimpar.

(b) m2(n-k)+1(Vi(C")) = Z,

(©) ma(n-r+3(Vi(H")) = Z.
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Demostracion: Para (b), calcular los grupos de homotopia no triviales de Vi (C") es
una implicacién directa del teorema (3.15), pues se cumple con:

2m—-k)+1<2n-1 para k> 1,

asi
T21—ky+1 (Vi(€") —— 701 +1(Vis 1 (C*H1)

es un isomorfismo, por ello, para k = 1 y para toda n € IN:
201 (V€)= 7201 (87 2= 70, (V2(C™) 2 Z,
ademds se tiene para k = 2 el isomorfismo
12n-3(V2(C") —— 13, 3(V3(C™* 1))
y al tomarnos m = n — 1
Tom-1(V2(C"1)) = 103, 3(Va(C") = Z,

por lo que al repetir este razonamiento se observa que para calcular 72(;,—k)+1(Vi(C"))
solo era necesario calcularlo para el caso k = 1; de esta manera se cumple

7om-ky+1(Vi(C)) = Z.
Para (c), se observa que
m(VidH")) =1d sii<4n—-k) +2,

por el teorema (3.14). Puesto que H es de dimensién real 4, aplicando el teorema (3.15),
se obtiene la desigualdad i < 4n + 1, lo cual se satisface para todo k < n en la expresién

4n—-k)+4 <4n+1,
y se obtienen los isomorfismos
Tan-ky+3(Vi(H")) —— man-iy43(Vir 1 (H™ 1))

Por esto dltimo y en un razonamiento totalmente andlogo al caso (Vi(C")), calcular el
grupo de homotopia m4,—)+3(Vi(IH")) se reduce al caso en que k = 1, y se sigue que:

Tan—t+3(Vi(H") = T4 1 (Vi(HY) = 14018 = 2.

Comentario: En la version real, los primeros grupos de homotopia no triviales son
T k(Vi(R")conl <k <n.Enelcasok =1

Tt (VI(RM) = 7,-1(8" 1) = Z,
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en los demds casos, es suficiente con mostrarlo para k = 2, como consecuencia del
teorema (3.15), pues n —k < n — 2 para k > 2 y se tiene los isomorfismos

Tk (Vi(R™)) — 7,1 (Vip 1 (R™1)),

aunque no sucede lo mismo que en los casos anteriores, aqui son necesarias algunas
herramientas un tanto mds sofisticadas para esta tarea, pues no es posible desgajar como
es el pegado topoldgico de Vi (R") y ello depende de la paridad de k 'y n — k ; por esto
mismo s6lo hacemos aqui el comentario. Para una verificacion del resultado, el resto de
la prueba se encuentra en [Hu].

]






Capitulo 4

Divertimento en el haz tangente

“Till my ghastly tale is told,
this heart within me burns.”
Coleridge

La finalidad que ahora nos motiva es demostrar, con el mayor rigor posible, un resul-
tado muy util e importante (desde mi opinién), debido a que afiade una cantidad consi-
derable de variedades homogéneas a las ya citadas en el capitulo que antecede a éste. El
resultado involucra el hecho de que la variedad dada por el haz tangente de una variedad
homogénea es de igual manera homogénea. Para ello se comenzard demostrando que
el haz tangente de una variedad suave admite una estructura diferenciable, para después
construir un grupo de Lie muy particular y especial, § X G, que actuard de manera natural
y transitiva sobre el haz tangente.

Sea M" una variedad diferenciable. Anteriormente en el capitulo se habia definido
el conjunto:

M) ={(p,v):peMyveT,M}
como el haz tangente de una variedad M. Ahora mostraremos que t(M) admite una

estructura diferenciable.

Teorema 4.1. El haz tangente de cualquier variedad diferenciable es nuevamente una
variedad diferenciable.

Demostracion: Sea M" una variedad (no vacia) de dimensioén n y {(Uy, ¢a)}eca la
estructura diferenciable de M. Denotemos por (x., ..., x?) las coordenadas locales para

n
cada punto p € U, y por { d } la base asociada al espacio tangente de ¢,(Ua) para
i=1

7
dxy )i

cada @ € A. Definamos la funcién
Go 2 Uy XR" = 1(M)

71
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n
(x(lr,...,xg,yl,...,yn) - cpa(x(ly,...,xZ),;yi{di%}];
la primera entrada es de antemano un difeomorfismo y la segunda es solo la diferencial
dpe(y). Ademas el conjunto U, X R" es abierto en R?" por lo cual obtenemos cartas
locales para ©(M) descritas por (U, X R", ¢, ) para cada a € A.
Abhora veremos que efectivamente {(U, X R", ¢o)},cp define una estructura diferen-
ciable para t©(M). En primera instancia, se sigue del hecho de que

U 0oUo) =M 'y deylp,R" =Ty m  con py € Uy

aeA

que

| $a(Ua xR") = w(M),

aeA

por ello solo resta verificar que el cambio de coordenadas resulta ser un difeomorfismo,
para lo cual tomamos

(P, V) € Pa(Ua x R") N ¢p(Up x R");

asi podemos escribir al elemento (p,v) desde dos puntos de vista, dependiendo de la
carta que tomemos,

(P, V) = (@alX0), dpa(ya)) = (wp(xp), dep(yp))

donde x, son las coordenadas locales con respecto a U, y xg lo son con respecto a Up,
Y Ya»¥s € R". Por ende se tiene el siguiente diagrama

(M)

(%o ’jy W%)

]RZn e 1 ]R2n

y explicitamente:

g (5" dey")
(905 o @, dggo d%l)
(50 02" dgs o 9.1

dpo '

Puesto que (¢g o @;1) € C* también lo es Gp o ®,', y en consecuencia (M) es una var-
iedad diferenciable; en afiadidura por construccién de T1(M) se observa que dim(t(M)) =
2n. [ |
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Definicion 4.1. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable, si la funcién
¢ : GXM — M es una accidn, diremos que G actiia diferenciablemente sobre M si ¢ es
una funcién diferenciable. Para cada m € M el conjunto:

G(m) = {¢(0o,m) € Mo € G}
denotar4 la 6rbita de m bajo la accién de G.

Definicion 4.2. Siu : G X M — M es una accién izquierda de un grupo de Lie G sobre
una variedad diferenciable M de dimensién n, decimos que G actiia con rango mdximo
sobre M si

duly (TyG) = TemM paracada o€ G, y me M,

es decir, la accién de G sobre M genera un espacio de dimension 7.

Teorema 4.2. Sean G un grupo de Lie y M una variedad conexa y diferenciable de di-
mensiond. Si u: GXM — M es una accion transitiva sobre M, entonces la componente
conexa G, de la identidad también actia transitivamente sobre M

Demostracion: Ante todo observemos que para cada m € M el rango de y,, es de
igual dimensién que la variedad M, por ser u transitiva. Mientras tanto se demostré en
el lema (2.1) que paracada o € M, 0 = 01 ---0f con 0; € G, y alguna k € IN; luego ,
dado que para cualesquiera m,n € M

Us(m)=n paraalguna o€ G  entonces Hoyo (M) = 1

Puesto que G, es conexa y abierta (podemos suponer que G, es simétrica como en la
demostracion del lema (2.1)) se sique que ug,(m) es una vecindad conexa de n y dado
que M es una variedad conexa y la accién u es transitiva, solo tenemos una Orbita y
ademas

Hg,(m) =M paracada me M,

por lo cual podemos afirmar que existe o € G, tal que

Uz(m) =n  paracualesquiera m,n € M.

4.1. EIl haz tangente de una variedad homogénea es una
variedad homogénea
El grupo de Lie (g X G) Sea G un grupo de Lie y g su respectiva dlgebra de

Lie. Definimos el producto semidirecto de los elementos anteriores, que en lo sucesivo
denotaremos por G := g X G, provisto con la operacion binaria dada por:

p:GXG— G: (X, 0),Y, 1)~ (X+Ad_(Y),07) paratodo X,Y €g, y 0,7 €G.
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Afirmacion 4.1. G es un grupo de Lie con dicha operacion.

Demostracion:Debido a que g es un espacio vectorial, sencillamente podemos dotar-
la de una estructura de variedad diferenciable; asi G tendra de manera natural la estruc-
tura de variedad producto. Mientras que la operacién p define una estructura de grupo:

El neutro claramente estd dado por (0, ¢) y para cada (X, o) € G, los inversos estan
dados por (X, o)l = (=X, 07 (en la segunda entrada, se deriva de que G es
grupo, en tanto, en la primera hacemos uso del hecho que Ad es un homomorfis-
mo).

Para continuar, debemos ver que la operacion
pP:GXG—>G
(X,0), (Y, 7)) > (X + Ad,(-Y),0r™')  paratodo X.Y €y, y 0,7 €G,
es diferenciable, lo cual se sigue si demostramos que
v, igXxg—-8:(X,Y)— (X+Ad (-Y)) paracadao € Gy cualesquieraX,Y €y,

es una funcién suave. En la segunda entrada el cardcter de suavidad sobre

pL:G><G—>G:(0',1-)»—>o-7'_1

es claro. Asi, la diferenciailidad de v _, es consecuencia de que g es un espacio vectorial
y v, define un campo vectorial de clase C* para cada o € G. En conclusién p es C* y
por lo tanto G es un grupo de Lie. [

Teorema 4.3. Sea G un grupo de Lie y & su dlgebra de Lie . Si G actiia transitivamente
y con rango mdximo sobre una variedad diferenciable M, entonces G actia transitiva-

mente y con rango mdximo sobre el haz tangente de M.

Demostracion:Sean
u:GXM-—-M

(oy,m) > om paraceG, ymeM

una accién izquierda de G sobre M, y
6,:G—->M
o> om paracadam € M,

las correspondientes restricciones para cada punto m € M. En particular al aplicar la
accion 6, en e € G se tiene el siguiente diagrama:

9m
G——M

expT Ta@
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donde exp denota el mapeo exponencial definido sobre una variedad diferenciable (con-
sultar [Do0O1]).

Se denota ademds, para cada X € g la expresion Y(m) = df, (X), que define un
campo vectorial suave sobre M; en lo sucesivo T©(M) hard referencia al haz tangente de
la variedad M. Asi pues, definamos en el espacio t(M) una accién izquieda de G, descrita
mediante

n:Gxt1M)— (M)

(X, 0),v) = (de, (v)) + X)(om(v)) para cada v € ©(M),

en donde 7 denota la proyeccién canénica de t(M) sobre M, es decir

am:tM)-> M

nvy=mevel M,

o, :M—->M

m +— om, para cada o € G;

con ello resultan los siguientes diagramas conmutativos:

M—"—>M G—">M
&b &b expT &P
T,M T, M y 8= T

donde se hace evidente que tanto d¢_(v) como X (om(v)) pertenecen a T__ M y damos

on(v)

cuenta de que la funcién 7 esta bien definida y es diferenciable.
Afirmacion 4.2. 7 es una accién izquierda.
Demostracion:

(@) n((0,e),v) =v para todo v € ©(M).
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() ParacadavetM)talqueveT M

m

(X, o) X,1),v) = (X,0).(Y,7),v)
= (X+Ad (Y),01),v)
= dps(v) + (X + Ad, (V)(oT7(v))
= dpsdp:(v) + dOseny(X + Ad(Y))
= dpgdpr(v) + dOorn)(X) + dOgenqy(Ad, (Y))
= dpsdp:(v) + dOsrn)(X) + dpodOrr)(Y)
= doy (de(v) +db,,, (V) + X(oTa(v)
= dpy (de(v) +db,,, (V) + X(o n(d:(v) + d6,,, (Y)))

Tn(v)

= (X, 0),(decv) + db,,,, (D))
= n(X,0),n((Y,7),v))

Con esto mostramos que G actia diferenciablemente sobre T(M).

Supongamos en este momento que G actiia transitivamente, entonces para cualesquiera
v,w € ©(M) tales que n(v) = my m(w) = n, existe un o € G para el cual on(v) = n(w); y
afiadiendo que G actia con rango mmaximo, entonces existe X € g con la propiedad

do

w(w)

X) =w—dp, (),
y al despejar:
w=dp,(v)+db,, (X)=dp,v)+db,, (X)=n(X 0),v),

vemos que G actda transitivamente sobre t(M).

Para ver que G actia con rango mdximo, sea U, una componente abierta conexa
de e € G. Puesto que G = U U, entonces U, actiia con rango méaximo sobre M. Sea
U.(m) la 6rbita del punto m bajo la accién de U,; U.(m) es una subvariedad abierta de M
y ademads afirmamos que U, actia transitivamente y con rango maximo sobre U, (m) para
cada m € M. Por otra parte, denotemos por G, a una componente conexa de (0, e) € G;
de igual manera la accioén de G, es transitiva sobre cada t(U.(m)) y por la conexidad de
G, esta actiia con rango médximo en cada ©(U.(m)). Ahora, de manera natural, podemos
ver a T(M) como la unién

M) = | WUemy),

meM
en donde a cada t(U.(m)) es posible asociarle una estuctura de subvariedad de t(M).
Asi podemos asegurar que para cada m € M, t(U,.(m)) actda con rango maximo sobre
t©(M); lo que implica que también G actia con rango maximo en t(M). [
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Un comentario pertinente, derivado de la definicién de la accién 7, es que para cada
veT M c (M) el grupo de isotropia de v, estd dado precisamente por H, = b x H
donde H,, es el grupo de isotropia de m € M bajo la accién de G y b es el dlgebra de Lie
correspondiente.

Seanm € M, H, su grupo de isotropia y para cadav € t(M) talque v € T M si
o € H y X € entonces:

n((X,o),v) =id(v) +db (X) =v
0

(d6,,(X) = 0 puesto que

on(v)

es una funcion constante en todo H, ).

Teorema 4.4. Sean G un grupo de Lie y H un subgrupo de Lie cerrado, con g y b las
dlgebras de Lie respectivas. Si G/H estd dotado con la estructura diferenciable que la
convierte en una variedad homogénea (ver definicion (2.19)), entonces de igual modo

©(G/H) es una variedad homogénea.

Demostracion: Dado que H es un grupo de Lie, podemos construir como antes, el
grupo de Lie H = b X H con la operacién p antes descrita. Entonces H serd de forma
natural un subgrupo cerrado de G. Luego, podemos proveer al cociente G/H con una
estructura de variedad homogénea descrita en el teorema (2.12). Con ello al asociar la
accion y, descrita en el teorema anterior, sobre G/H, resulta que n : G X ©(G/H) —
©(G/H) es una accion transitiva y por el comentario previo, al tomarnos para v, € ©(M)
el grupo de isotropia 7—(V0 =bx H,, concluimos que

n?

g/?{vo = 1(G/H).
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Tabla de Notacion

Abreviacién Descripcion Definicién
N conjunto de nimeros naturales {0, 1,2,...}
7 conjunto de ndimeros enteros {...,—1,0,1,2,...}
3" la n-ésima esfera o vectores de dimensién n de norma
unitaria
R, R” conjunto de niimeros reales y el espacio euclidiano n
dimensional
(0 espacio complejo de dimensién n
e el elemento neutro o identidad de un grupo page 6
c> conjunto de funciones infinitamente diferenciables page 7
M, N por lo general denotan variedades diferenciables page 7
- la i-ésima derivada page 8
T.M espacio tangente a la variedad M en el punto m page 8
{dx;} base del espacio tangente page 8
©(M) el haz tangente de la variedad M page 10
X Y Z denotan campos vectoriales sobre variedades o campos
invariantes por la izquierda
[, 1,[X,Y] el corchete de Lie de dos campos vectoriales page 11
(L,Y),, la derivada de Lie del campo Y con respecto al campo  page 12
X en el punto m
w? forma diferencial de orden p page 12
G, H el grupo de Lie G y el subgrupo de Lie H page 15
gl(n, F) el conjunto de todas las matrices con entradas en F page 16
GL(V) el grupo de transformaciones lineales de un espacio  page 16
vectorial V en si mismo
Aun(V) conjunto de automorfismos de un espacio vectorial page 16
Gl(n,F) el grupo general lineal sobre el campo [F o conjuntode ~ page 16
todas las matrices invertibles con entradas en F
SI(n, F) grupo singular lineal, o conjunto de matrices en  page 17
Gl(n, F) cuyo determinante es 1
U@, F) grupo unitario,o espacio de todas las matrices o trans-  page 17
formaciones unitarias
H" campo de nimeros hamiltonianos n dimensional page 18
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TABLA DE NOTACION

Abreviacion Descripcion Definicién
;] algebra de Lie de un grupo de Lie page 19
D:g—4y derivacién lineal sobre el algebra g page 20
ly, 7o traslaciones izquierda y derecha respectivamente, so-  page 20
bre un grupo de Lie
T.G espacio tangente en la identidad de un grupo de Lie page 21
Ef Q) el espacio de p-formas invariante por laizquierda sobre ~ page 21
un grupo de Lie
Cijk constantes estructurales page 22
U, G, componente o vecindad conexade e € G page 25
eXpy, exp(X) mapeo exponencial sobre un campo vectorial X page 27
m la proyeccién canénica
Ad representacion adjunta page 36
ad la diferencial de la representacion adjunta page 36
Zg el centro algebraico de un grupo de Lie page 37
Zy el centro algebraico de un dlgebra de Lie page 37
G/H una variedad o espacio homogéneo page 43
ocH clase lateral de o médulo H en una variedad ho- page 44
mogénea
Vi(F") la k-ésima variedad de Stiefel sobre el espacio F” page 48
G (F") la k-ésima variedad de Grassman sobre el espacio F” page 53
(X, x0) espacio topoldgico punteado page 55
T, el n-ésimo grupo de homotopia page 63
G el grupo productode 5y G page 73
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