LY o UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

Teorema de Minkowski y aplicaciones

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
ROLANDO GOMEZ MACEDO

DIRECTOR DE TESIS:
MARIA DEL CARMEN HERENDIRA GOMEZ LAVEAGA

2009




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Gomez

Macedo

Rolando

57-35-96-62

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

Dra.

Maria del Carmen
Gomez

Laveaga

Dr.

Hugo Alberto
Rincon

Mejia

Dr.

Juan
Morales
Rodriguez

Dra.

Bertha Maria
Tome
Arreola

Dr.
Alejandro
Alvarado
Garcia

Teorema de Minkowski y aplicaciones
92 p.
2009



Teorema de Minkowski y aplicaciones.

Rolando Gomez Macedo.
Facultad de Ciencias UNAM
2009



Agradecimientos

A mis padres Adolfo y Emma pues gracias ha ellos tengo la vida y he podido alcanzar esta meta.

A mi hermana Norma, sabes que se te quiere mucho morena.

A mi novia Lupita, gracias por estar incondicionalmente conmigo. Sélo puedo decirte que te amo
chaparrita.

A mi mejor amigo Ernesto, que siempre estuvo ahi en los momentos de estrés. Gracias por todas
horas de compania en el cubo se ha tomado la molestia de ser mi mejor amigo.

A Carmen G6émez que ademas de se mi directora de tesis a resultado ser una segunda madre en mi
vida. No podia pasar el momento para agradecer a Luis Colavita por todas esas charlas tan amenas
e instructivas.

Hugo Alberto Rincén que ademds de ser un estupendo profesor durante mi carrera es un gran
amigo.

Ana Irene Ramirez por ensefiarme el maravilloso mundo de la geometria.

Leopoldo Morales y Cesar Guevara pues cada uno me ha ensefiado valiosas lecciones de la vida.

A toda la banda que he conocido durante mi estadia en la facultad de ciencias.



Indice

Introduccion

Capitulo 1.  Preliminares
§ 1.1 Conceptos y resultados béasicos .
§ 1.2 Divisibilidad en anillos .
§ 1.3 Modulos sobre dominios de ideales principales
§ 1.4 Resultados de campos.

Capitulo 2. Anillo de enteros algebraicos
§ 2.1 Enteros algebraicos
§ 2.2 Anillos de Dedekind .
§ 2.3 Grupo de clases de ideales

Capitulo 3. Teorema de Minkowski
§ 3.1 Subgrupos discretos de R”
§ 3.2 Eltoro cociente .
§ 3.3 Teorema de Minkowski R
§ 3.3.1 Aplicaciones en teoria de nimeros clasica .
§ 3.3.2 Finitud del grupos de clases de un campo numérico
Conclusiones
Tabla de notaciones

Bibliografia

Indice alfabético

it

v

OO0 = =

23
30

39
39
43
59

67
67
70
76
77
79
85
86

89
91



Introduccion

En el afio de 1896, el matemdtico aleman Hermann Minkowski (1864 — 1909) presenta la obra
Geometrie der Zahlen (Geometria de los nimeros). Entre los enunciados entrega Minkowski en esta
obra, encontramos el teorema que a continuacién exponemos en su forma moderna

Teorema.(Minkowski) Sean G un subgrupo discreto de R" de dimension n'y X un subconjunto
acotado, simétrico y convexo de R". Si

V(X) > 2"V(G)!,

entonces X n G # 0.

En su ”Geometria de los nimeros” Minkowski incorpora la Geometria a la naciente Teoria de los
Ntmeros, haciendo que emergiera la rama de las matemdticas que ahora se conoce como Geometria
de los Niimeros.”

“Las ideas del espacio y el tiempo que deseo exponer ante Vds. han brotado
del suelo de la fisica experimental, y ahi reside su fuerza. Son radicales. En lo
sucesivo el espacio por si mismo, y el tiempo por si mismo estan condenados a
desvanecerse en meras sombras, y s6lo un tipo de unién de ambos mantendra una
realidad independiente. ”’

Hermann Minkowski, 21 de septiembre de 1908.

El presente trabajo de tesis tiene como una de sus metas principales demostrar el Teorema de
Moinkowski y presentar algunas de sus aplicaciones en la Teoria de Niimeros.

El Capitulo 1 comienza mostrando algunos ejemplos de anillos y médulos, a la vez que se hace
una sintesis de conceptos 'y resultados bdsicos de ambas teorias. En la seccion 2 de este Capitulo,
se hace un estudio minucioso del concepto de divisibilidad en un anillo. Se definen los concepto
de elemento primo y de elemento irreducible en un dominio entero y se difenrencian. Se presenta
al nocion de factorizar en irreducibles en un anillo, para luego presentar la definicion de Dominio
de Factorizacion y la de Dominio de Factorizacion Unica y se dan algunas equivalencias de éste
tltimo concepto que serdn de gran utilidad en lo posterior del trabajo. En la seccion 3 Capitulo 1 se
generalizan algunos resultados cldsicos de la Teoria de Grupos Libres a la Teoria de Modulos Libres
sobre un Dominios de Ideales Principales. Para terminar de presentar los preliminares generales,
la seccion 4 del Capitulo I presenta algunos resultados sobre la Teoria de Campos, particularmente
los relacionados a las extensiones de morfismos de campos y las raices de polinomios irreducibles
sobre campos de caracteristica 0 que se usardn a lo largo del trabajo.

El Capitulo 2 esta dedicado totalmente al estudio de Dominios de Dedekind. Primero se presen-
tan el concepto de entero algebraico sobre un dominio entero, que claramente esta inspirado en el
estudio que se hizo en los finales del siglo XVIII sobre los enteros algebraicos de los campos numéri-
cos de Q. Se introducen los conceptos de traza, norma y discriminante y se aplican a los anillo de
Dedekind. Por uiltimo se define lo que es un ideal fraccionario de un anillo de Dedekind y se muestra
que el conjunto de ideales fraccionarios no nulos es un grupo abeliano, con el que se construye el
grupo de clases de ideales de un dominio de Dedekind.

En el Capitulo 3 se hace una caracterizacion topologica de los subgrupos discretos de R" para
después se definir el volumen de un subgrupos discretos de R". Después se demuestra el teorema

"Donde V(X) y V(G) representan el volumen de X y de G en R”.

2Algunos autores refieren que los métodos geométricos en la Teoria de los Nimeros ya habian sido introducidos por
Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859).



Introduccion.

de Minkowski y se presentan tres aplicaciones de éste en la teoria de niimeros siendo tal ves la mas
importante la demostracion de la finitud del grupos de clases de ideales de un campo numérico de

Q.



Capitulo 1
Preliminares

§1.1 Conceptos y resultados bdsicos.

Para el desarrollo de este trabajo se suponen conocidos los conceptos bdsicos de grupos, anillos,
campos 'y modulos; asi como la teoria de espacios vectoriales.

Salvo que se indique lo contrario, a lo largo del trabajo, los anillo se considerardn anillos con-
mutativos con uno, donde el elemento unitario del anillo es distinto del cero del anillo. También es
conveniente serialar que al considerar S un subanillo de un anillo R, el elemento unitario de S debe
ser el elemento unitario del anillo R.

A continuacion, se presenta un resumen de resultados bdsico de la teoria de anillos, que serdn
usados a lo largo trabajo. Se comienza dando una serie de ejemplos de anillos, que por su naturaleza
nos proveerdn de una gama variada ejemplos.

Ejemplo 1.1.1. Como primer ejemplo, se enumeran algunos anillos bien conocidos.

1) El anillo de los nimeros enteros, Z.
2) El campo de los niimeros racionales, Q.
3) El campo de los niimeros reales, R.
4) El campo de los niimeros complejos, C.

Siendo bien sabido que Z € Q € R < C. Ademads se considerard el conjunto de los niimeros
naturales comoN = {0, 1,2,...}.

Ejemplo 1.1.2. Seade ZyZ[vd] = {a+WdeC|abeZ}.
Si para a + Wd,d +b\deZ [\/g] se definen
(a+b\/;i) + (a’ +b’\/3) =(a+d)+ (b+b)\d

y
(a + b\/ﬁ) . (a' + b'\/a) := (ad' + bb'd) + (ab’ + a'b)\d.
Se tiene entonces que (Z [\/;l ] ,+,+,0,1) es un anillo conmutativo con uno.

Notese que Z [\/E] = 7Zsiy solo sind e Z.
En el siguiente ejemplo se construye un modelo del anillo de series formales con coeficientes en
un anillo R.

Ejemplo 1.1.3. Si R es un anillo. El conjunto de series sobre el anillo R esta dado por:
R[[x]] = {f :N — R | f es funcion}.
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Dados f(x),g(x) € R[[x]] y n € N, se definen
D (f+8)n) = f(n) +g(n).

y
2) (f-8)(n) := HZ>O fk)g(D). (Nétese que kZZ>O (f(K)g(D) = Xj—o(f(n = 1)g(/)))
k+l/:n kJ;l/:il

Si consideramos la funciones 0(x), 1(x) : N — R dadas respectivamente por:

0(n) =0 para todo neN 'y 1(n)= {(1) SiAn:(? .
St

Tenemos que con las operaciones definidas (R[[x]], +, -, 0(x), 1(x)) satisface el ser un anillo conmu-
tativo con uno.
Ahora, para cada n € N, consideremos el elemento en R[[x]] dado por

X" :N — R definida por x"(m) = {l S

0 si m#n

Y dado f(x) € R[[x]], tdmese

2 f(n)x" : N — R dada por (Z f(n)x”) (m) = Z f(n)x"(m).

n=0 n=0

Claramente f(x) = 3.2, f(n)x" y es entonces que

R[[x]] = {Zn;o a,x" | a, € R para todo n € N} .

Usando el hecho de que x" - x™ = x"t" y las definiciones de + y - en R[[x]]. Tenemos que dados
S yanx", >  byx" € R[[x]], las operaciones quedan determinada como sigue:

Z;‘;O anx" + 2;0 byt = Z::O(an + b))
y

(anzo anx") ’ (an:o bnxn) - an:o (ijo(a”*jb-" )) X

Al usar esta notacion, la suma y producto en R[[x]], imitan formalmente las correspondientes
operaciones de las series analiticas estudiadas en los cursos bésicos de célculo. Por tal razén, a
R[[x]] se le llama el anillo de series formales con coeficientes en R.

Definicion 1.1.4. Si X es un conjunto no vacio, R es un anilloy f : X — R una funcion. El
soporte de f(x) esta dado por:

sop(f(x)) = {xe X | f(x) # O}.

Se dice que f(x) es de soporte finito, si sop(f(x)) es un conjunto finito.

Ejemplo 1.1.5. Si R es un anillo, el conjunto de polinomios con coeficientes en R, esta dado por:
R[x] = {f(x) € R[[x]] | f tiene soporte finito }.

Si f(x), g(x) € R[x], entonces existen ny,m, € N tales que f(n) = 0sin > nyy g(m) = Osi
m = mg. Y asi se tiene que

(f+g)k) = f(k) +g(k) =0 paratodo k= mdx {ns,mg}

y
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ny+mg+k
(f-g)(ng+mg+k) T Z fli)g(ng +mg +k—i)=0 paratodo keZ*.
jem1.13 &4

De donde se tienen que sop(f(x) + g(x)) y sop(f(x) - g(x)) son finitos.
Evidentemente las funciones

0(n) =0 para todo neN 'y 1(n)= {(1) Si.n:(? )

son elementos de R[x]. Entonces (R[x], +,-,0(x), 1(x)) es un subanillo de R[[x]], llamado el anillo
de polinomios con coeficientes en R.

Abhora, dado f(x) € R[x] — {0}, como sop(f(x)) es un conjunto finito, entonces existe n € N tal
que n = mdx sop(f). A n se le llama el grado f y se le denota por grad(f). Nétese que f(n) # 0
sin = grad(f(x))y f(m) =0sim > grad(f).

Luego si adoptamos la notacién se sumas formales ya discutida para R[[x]] en el Ejemplo 1.1.3,
cada elemento en f(x) € R[x] — {0}, se puede expresar de manera tinica como

) =Y a,
i=0

donde n = grad(f(x)).

Proposicion 1.1.6. Si Ry R’ son anillos isomorfos, entonces

1) R[|x]] es isomorfo a R'[|x]].
2) R[x] es isomorfo a R'[x].

Observacién 1. 1.7. Si R es un anillo la funcién ¢ : R — R[x] que a cada elemento r € R le
r sin=0

asocia la funcién ¢, : N — R dada por ¢,(n) = { es un morfismo inyectivo de anillo.

0 sin#0
Asi tenemos que R[x] contiene una copia isomorfa de R que denotaremos simplemente por R y es

entonces posible pensar que R  R[x].

Ejemplo 1.1.8. Es posible generalizar el concepto de anillo de polinomios a varias indeterminadas,
definiendo recursivamente para cada n € N, con n > 2, el anillo de polinomios en n indetermi-
nadas x1,..., X, con coeficientes R, por

R[x1,...,x,] = R[x1, ..., xp—1][Xa]-

Ejemplo 1.1.9. También se generaliza el concepto de anillo de polinomios en varias variables, como
sigue; para cada n € ZT, consideramos R[x1,...,x,], el anillo de polinomios en n indeterminadas
con coeficientes en R. Ahora definimos el conjuntos de polinomios con una infinidad numerable de
indeterminadas {x, }nen, por

o0
R[x,] = U R[x1,. .., %]
n=1
Para definir las operaciones, hay tomar en cuenta que si
f(xr),8(xx) € R[xx],
existen n,m € Z% tales que f(x,.) € R[x1,...,x,] y 8(x) € R[x1,...,%y]. Evidentemente

f(x), g(x0) € R[x1, X2, s Xnae(nam) ]

y asi la suma y producto de f(x,,) y g(x ) en R[x, ], estardn dados por la suma y producto de f(x,)
y 8(xx) en R[x1, X2, . . ., Xpax(nm)]- Por la Observacién 1.1.7 tenemos que las operaciones estdn bien
definidas y es entonces que con estas operaciones (R[xy ], +, -, 0(x), 1(x)) es un anillo conmutativo
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con uno, llamado el anillo de polinomios en una infinidad numerable de indeterminadas con
coeficientes en R.

Los ejemplos 1.1.5, 1.1.8y 1.1.9 pueden ser generalizados como sigue:

Ejemplo 1.1.10. Si M un monoide conmutativo con neutro e y R es un anillo. Consideremos
RM]={f: M — R|sop(f) es finito}.
Parame My f, g € R[M], definase
(f +8)(m) := f(m) +g(m) y (f-g)(m):= > f(p)-g(q)

P.gEM
pq=m

Si definimos las funciones 0,1 : M — R como sigue:
1 sin=
0(m) =0 paratodo me M y 1(n) = { e
0 sin#e
entonces tenemos que (R[M],+,-,0,1) es un anillo conmutativo con uno, llamado el anillo de
monoide R[M].
Ahora, para m € M, considérese
1 sin=
X" : M — R dada por x"(n) = { e
0 sin#m
Es posible ver que todo elemento de f € R[M] con soporte no vacio, se puede expresar de manera
unica por

f= f(m)xm
i=0
donde n es el cardinal del conjunto sop(f)y {mi1,...,m,} = sop(f).

Ejemplo 1.1.11. Si X es un conjunto no vacio, R es un anillo y
RY = {f: X — R| f es funcion },
es posible dar estructura de anillo a R¥, a partir de la estructura de anillo de R. Esto se hace, definien-
dopara f,ge R yxe X
(f+8)(x) = f(x) +8(x) y (f-8)(x) :=f(x) - g(x).
Si definimos las funciones 0,1 : X — R respectivamente por 0(x) = 0y 1(x) = 1 para todo

x € X. Entonces (XX, +,,0, 1) es un anillo conmutativo con uno.

Recordemos que, dado un anillo R y X subconjunto de R, el ideal generado por X en R, estd dado
por:

(X = {Zrixi€R|neN, rieRyxieX}.
i=1

Proposicion 1.1.12. Sea X un subconjunto de un anillo R e I un ideal de R. Son equivalentes pa-

ral:

1) I es el ideal generado por X.
2) X € 1ysiJesunideal de R que contiene a X, entonces I < J.

3 1=
XcJ
J esideal de R

Corolario 1.1.13. Sean X y Y subconjuntos de un anillo R. Entonces:
1) X>c(Y)siXcyY.
2) LX) = (X



§1.1 Conceptos y resultados basicos. 5

Dados I 'y J ideales de un anillo R, la suma y el producto de I con J son definidos respectivamente
por
I+J={x+yeR|xelyyelJ}

e
n
IJ:{ZizlxiyieRMielyyieJ}.

Proposicion 1.1.14. Sea R un anillo, 1 y J ideales de R y X y Y subconjuntos de R. Entonces
1) I+ J,1J el nJsonideales de R.
2)lJcInJcCI+J.
3) XuY)y=<{&)+<{¥).
También recordemos que si f : R —> S es un morfismo de anillos, quedan definidos dos conjun-
tos intrinsecos a f. El niicleo (o kernel) de f dado por

ker(f) = {re R | £(r) = O},
v la imagen de f dado por
Im(f)={f(r)e S | reR}.

El niicleo de f es un ideal de R, mientras que la imagen de f es un subanillo de S".

Proposicion 1.1.15. Sea f : R —> S es un morfismo de anillos. Entonces f es inyectivo si y solo si
ker(f) = {0},

Si I es un ideal de un anillo R, estos determinan un anillo R/I llamado el anillo cociente de R por
I, y cuyos elementos son de la forma

r+I={r+seR|sel},
conreR donder+1=r +1siysélosir—r €l
Adicionalmente se tiene que la funcion
n: R —> R/l dada por n(r) = r+ 1 para todo r € R,
es un homomorfismo sobreyectivo de anillos, llamado la proyeccion candnica de R sobre R/I y cuyo
niicleo es I.

Para terminar este predmbulo de anillos, enunciamos cuatro importantes teoremas de la teoria
de anillos.

Teorema 1.1.16 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f : R —> S un homomorfismo de anillos.
Entonces existe un iinico morfismo inyectivo de anillos f : R/ker(f) — S, tal que f = f o,
donde rt proyeccion candnica de R sobre R [ker(f).

Teorema 1.1.17 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea I un ideal de un anillo Ry S un subanillo
de R. Entonces, [ 'S es un ideal de S, S + I es un subanillo de R y

S/InS)=(S + 1)L

Teorema 1.1.18 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean Iy J ideales de un anillo R, tales que I < J.
Entonces,

1) J/I={r+1€R/I|reJ}esunidealdeR/I

2) (R/1)/(J/I) es isomorfo a R/J.

Teorema 1.1.19 (Teorema de correspondencia). Sea R un anillo e I un ideal de R. La corresponden-
cia que asocia a cada ideal J de R que contiene a I el ideal J/I de R/I, es biyectiva.

'Dado que se esta trabajando con anillos conmutativos con uno, si f : R — § es un homomorfismo de anillos, se pide
que f(1g) = ls.
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Si R es un anillo e I un ideal de R, I es un ideal propio si (0) € I ¢ R. Un ideal maximal, es un
ideal propio tal que no existe ningiin ideal propio J de R que lo contenga propiamente. Es decir, [
es un ideal maximal de R si I & Ry cada vez que I S J € R con J ideal de R, se tiene que I = J o
J=R

Proposicion 1.1.20. Sea I un ideal de un anillo R. Entonces, I es un ideal maximal de R si y solo si
R/I es campo.

Para dar término esta seccion, evocaremos algunos resultados de la teoria de médulos. Y al igual
que como se hizo para los anillos, se comenzard dando una serie de ejemplos.

Ejemplo 1.1.21. Dado un campo k. Todo espacio vectorial sobre k, es en particular un k-mddulo.
Ejemplo 1.1.22. Todo grupo abeliano es un Z-mdédulo.

Ejemplo 1.1.23. Si R es un anillo, S es un subanillo de R, / un ideal de R y M un monoide conmu-
tativo, se tiene que:

1) I es un R-médulo y un S -médulo.

2) R/I es un R-médulo, un S-médulo y un S /(S n I)-médulo.
3) R[[x]], R[*1,- .., %u] ¥y R[x+] son R-médulos y S-mddulos.
4) R[[x]] y R[x«] son R[x]-mddulos.

5) R[M] es un R-médulo y un S-médulo.

Ejemplo 1.1.24. Sean M y N son R-médulos y Hom(M, N) el conjunto de morfismos de R-médulos
de M en N. Definiendo para r € Ry ¢ € Hom(M, N)

ro : M — N por (ro)(m) = ro(m),
Hom(M, N) adquiere estructura de R-médulo.

Ejemplo 1.1.25. Consideremos {M;},., una familia no vacia de R-médulos y X ,.; M; su producto
cartesiano. Para (m;), (n;) € X ,; M; y r € R, tdmese

(mi)ier + (mi)ier = (m; + ni)icr y r(mi)ier = (rmy)ier.

Con estas operaciones, X ;.; M; adquiere estructura de R-mddulo, el cual se denota por [ [,., M; y es

nombrado el producto directo de la familia {M;}

i€l
i€l
Definicion 1.1.26. Sea {M;},.; es una familia no vacia de R-modulos. Sim = (m;)ic; € [ |,c; M, el
soporte de m, esta dado por

sop(m) = {iel|m; #0}.

Un elemento en | [,.; M; tiene soporte finito, si su soporte es un conjunto finito.

iel
Ejemplo 1.1.27. Sea [ |
sea

ic1 M; el producto directo de una familia no vacia de R-médulos {M;},.;, y

PM ={me HMi | sop(m) es finito }.

i€l i€l
Dado que para todo m,n € [ [,; M;
sop(m + n) € sop(m) v sop(n) y sop(rm) < sop(m),

se tiene que @P),; M; es un submédulo de [ [,.; M; llamado la suma directa de la familia {M;}

i€l iel*
Observacion 1.1.28. Notese que si {M;},; es una familia no vacia de R-médulos e / es un conjunto

finito, entonces [ [;c; Mi = @,e; Mi.
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Si X es un subconjunto de un R-modulo M, el submédulo generado por X en M estd dado por:

<X>: {lerixi|n€N, rieRyxieX}.

Proposicion 1.1.29. Sean X un subconjunto de un R-modulo M 'y N un submddulo de M. Son
equivalentes

1) N es el submodulo generado por X.

2) X © N ysiL es un submodulo de M que contiene a X, entonces N € L.
3) N= ) L

XCcL
L es submédulo de M

Corolario 1.1.30. Sean X y Y subconjuntos de un R-médulo M. Entonces:
1) &X>c(YysiXcV.
2) (X)) = (X).
Dado un R-moédulo My N y L submédulos de M, la suma de N con L estd dada como sigue:
N+L={n+leM|neNylel}

Proposicion 1.1.31. Sea M un R-mddulo, N y L submddulos de M y X y Y subconjuntos de R.
Entonces

1) N + L es un submodulo de M.
2) XuYy=<{X)+<Y).

Es posible extender el concepto de suma de submddulos a una familia arbitraria de submodulos
como sigue; si {M;},., es una familia de una familia no vacia de R-médulos de un médulo M, la
suma de la familia esta dada por:

k + . . .
ZM,» = {anlmin eEM|keZ" iy,....ixel y myeM; para 1 < j Sk}.
iel

Asi como sucede en la teoria de anillos, dado un morfismo de R-modulos, f : M — N, quedan
definidos dos importantes conjuntos asociados a f. El niicleo (o kernel) de f dado por:

ker(f) = {me M | f(m) = 0}

y la imagen de f, que estd determinada como sigue:
Im(f) ={f(r)eS | reR}.

El niicleo de f es un un submodulo de M, mientras que la imagen de f lo es de N.

También ocurre que si M es un R-modulo y N un submodulo de M, queda determinado el R-
modulo cociente M /N, cuyos elementos son de la formam+ N = {m+n e M | n € N} para algiin
me M, donde my + N = myp + N siy solo simy —my € N, ysir € R sedefine r(m+N) :=rm+N.
Ademds la funcion

n: M — M/N dada por n(r) = r + N.

es un homomorfismo sobreyectivo de R-modulos, cuyo niicleo es N. A ©t también se le nombra la
proyeccion candnica de M sobre M/N.

Incluso existen las respectivas versiones de los teoremas de isomorfismos y el teorema de corres-
pondencia, que a continuacion se enuncian.

Teorema 1.1.32 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f : M — N un morfismo de R-mddulos
con niicleo K. Entonces existe un vinico morfismo de R-médulos f : M/K — N tal que f on = f,
donde m: M — M /K es la proyeccion candnica de M sobre M /K.
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Teorema 1.1.33 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean N y K R-submodulos de M. Entonces
N/(N n K) es isomorfoa (N + K)/K.

Teorema 1.1.34 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean Ny K submddulos de un R-modulos M tales
que N < K. Entonces K/N = {k+ N € M/N | k € K} es un submédulo de M/Ny (M/N)/(K/N)
es isomorfo a M/K.

Teorema 1.1.35 (Teorema de correspondencia). Sea M un R-modulo y N un submodulo de M. La
correspondencia que asocia a cada R-submddulo L de M que contiene N el R-submddulo L/N de
M/N, es biyectiva.

La suma directa de modulos es de gran importancia en el estudio de los modulos, es por eso que
es importante contar con algunas equivalencias.

Teorema 1.1.36. Sean M un R-médulo y {M;}c; una familia de R-submddulos de M. Son equiva-
lentes
1) La funcion ¢ : @,.; Mi — M definida por ¢ ((m;)ic;) = Y.;c; mi es un isomorfismo de
R-modulos.
2) M =3 MiyM;() > M; = {0}
ieN\{j}
3) Todo elemento m € M se puede escribir de manera tinica como
m=mj +---+m,
conm; € M;, y je {1,...,n}, para algiinn € N.
Proposicion 1.1.37. Sea {M;}ic; una familia de R-submédulos de M tal que M = @ M,. Suponga-
icl
mos que {N;}cr es una familia de submddulo de M tales que N; € M; paratodo iy sea N = Zie[ N;.
Entonces:

1) N =@ Ni.
2) M/N = @;; (Mi/N;).

§ 1.2 Divisibilidad en anillos.

Historicamente, el concepto de divisibilidad, surge ante la necesidad de repartir cantidades. Se
sabe que el concepto de divisibilidad de los niimeros es conocido ya desde tiempos remotos. Por
ejemplo, los egipcios conocian los niimeros pares e impares y los hindiles ya conocian criterios
para discriminar si un niimero era divisible por tres, siete o nueve.

Es el matemdtico griego Euclides, en los libros VII, VIII y IX de los Elementos, quien sienta los
conceptos bdsicos de la teoria de niimeros y demuestra los teoremas bdsicos, entre ellos el que ahora
se conoce como Teorema Fundamental de la Aritmética y que versa asi

Teorema 1.2.1. Cualquier niimero entero mayor que 1 puede escribirse de manera tinica, salvo el

orden, como producto de niimeros primos®.

Ya posteriormente matemdticos de gran talla, como Pierre de Fermat (1601-1665), Leonhard Eu-
ler (1707-1783), Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), entre
otros, trabajaron arduamente en lo que ahora se conoce como teoria de los niimeros y cimentaron
lo que actualmente se conoce como teoria algebraica de niimeros.

La generalizacion de la divisibilidad a cualquier anillo se puede hacer de manera por demds
natural.

2Su versién original aparece en el libro IX de los Elementos como la Proposicién 14 y dice: Si un niimero es el menor
medido por nlimeros primos, no serd medido por ningtin otro nimero primo fuera de los que le median desde un principio
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Definicion 1.2.2. Dado un anilloR y r,t € R, se dice que r divide a t y se denota por r | t, si existe
seRtalquers =t.

Proposicion 1.2.3. En un anillo R se tiene que:

1) 1 |tparatodoteR.

2) Sir|syr|t entoncesr|s—+tyr]| st
3) Sir|syo |t entonces ro | st.

4) Sir|s+tyr]|s, entoncesr|t.

5) Sir|sys|t entoncesr|t.

Indiscutible es la importancia que juegan el cero y el uno en un anillo. Ahora veremos el papel
que tienen sus divisores en el estudio de la divisibilidad de un anillo.

Definicion 1.2.4. SiR es un anillo, r € R — {0} es un divisor propio de 0 si existe s € R — {0} tal
quers = 0.

Ejemplo 1.2.5.

1) Sean € Z, n > 2. Si n es un nimero no primo, entonces m € Z, es un divisor propio de
cerosiysélosintmy (n,m) # 1.

2) Sea R un anilloy f(x) € R[x] — {0}. Entonces, f(x) es un divisor propio de cero si y sélo
si existe r € R — {0} tal que rf(x) = 0.

Definicion 1.2.6. Dado un anillo R y r € R, r es un nilpotente si existe n € Z" tal que r* = 0.

Ejemplo 1.2.7.

1) SeaneZ,n>=2yn=p{ ---p} donde p; es un nimero primo para cada i € {1,...,r}.
Si n es un nlimero no primo, entonces m € Z, es nilpotente si y s6lo sim = pf b p/f con
Bi = lparacadaie {1,...,r}.

2) Si R esun anilloy f(x) € R[x] con f(x) = ap + ajx + -+ + a,x". Entonces f(x) es
nilpotente si y s6lo si a; es nilpotente en R para cadai € {1,...,r}.

3) Si R es un anillo, X un conjunto no vacio y f € RX. Entonces f es nilpotente si y s6lo si
f[X] esta contenido en el conjunto de elementos nilpotentes de R.

Definicion 1.2.8. Sea R un anillo, u € R es unaunidad, si existe v € R tal que uv = 1. A una unidad
de un anillo R, también le suele llamarsele un elemento invertible de R.

Proposicion 1.2.9. Sea R un anillo y r € R. Entonces r es una unidad en R si y solo si rR = R.

Proposicion 1.2.10. Las unidades de un anillo R forman un grupo con el producto del anillo como
operacion, llamado el grupo de unidades de R y el cual se designa por U(R).

Ejemplo 1.2.11.

1) SiR = Z, entonces U(Z) = {—1,1}.
2) Si K es un campo, entonces U(K) = K\{0}.
3) Sean € Z,conn > 2. Entonces m € Z, es una unidad en Z, si y sélo si (n,m) = 1.
4) Sid e Z, entonces a + d € U(Z[\/d]) siy s6lo si a®> — db* = % 1. En particular,
I) sid = —1 setiene que U(Z[—1 ]) = {1,—1,i,—i} (donde i € C).
II) paratodod € Z~ cond # —1, se tiene que U(Z [vd |) = {1,—1}.
5) SeaRunanilloy f(x) = ap + ajx + --- + a,x" € R[x]. Entonces f(x) es una unidad en
R[x] siy s6lo si ag es una unidad en R y a; es nilpotente paracadai € {1,...,n}.
6) Sea Run anilloy f(x) = >, a:x' € R[[x]]. Entonces f(x) es una unidad si y sélo si ag
es una unidad en R.
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7) Sea R un anillo, X un conjunto no vacio y f € R*. Entonces f es una unidad en RX si y
solo si f[X] esta contenida en las unidades de R.

Ejemplo 1.2.12. Sea K un campo y K[[x]] el anillo de series formales con coeficientes en K. Para
cadan € Z*, el anillo dado por R = K[[x]]/{x") es un anillo que tiene la peculiaridad de que todo
elemento en R es una unidad o es un elemento nilpotente.

Definicion 1.2.13. Un anillo que no tiene divisores propios de cero se llama dominio entero.

Proposicion 1.2.14. Sea R un anillo. Son equivalentes para R

1) R es un dominio entero.
2) Six,y € R son tales que xy = 0, entonces x =00y = 0.
3) Dados x,y,z € R, si xy = xzy x # 0, entonces y = z

Ejemplo 1.2.15.

1) Z es un dominio entero.

2) Paracadad € Z, Z [\/d ] es un dominio entero.

3) Todo campo es un dominio entero. En particular Z, es un dominio entero si y solo si p es
un ndmero primo.

4) D es un dominio entero si y s6lo si D[x] es un dominio entero.

5) D es un dominio entero si y s6lo si D[x,,] es un dominio entero.

6) D es un dominio entero si y sélo si D[[x]] es un dominio entero.

7) Si (M, +) es un monoide totalmente ordenado (con el orden compatible con +) y D es un
dominio entero, entonces D[M] es dominio entero.

Proposicion 1.2.16. Todo dominio entero finito es campo.

Es en los miimeros enteros donde surge el concepto de elemento primo®, después al estudiar el
anillo de polinomios K[x], para K un campo, aparece un concepto muy parecido al de niimero
primo, el de polinomio irreducible.

La importancia de los niimeros primos se manifiesta a través del Teorema Fundamental de la
Aritmética. En la version andloga de este teorema en el anillo de polinomios con coeficientes en
un campo K, se muestra el valioso papel que juegan los polinomios irreducible en K|x]. Ahora se
hard una distincion entre los conceptos de elemento primo y elemento irreducible en un anillo, lo
que mds adelante se justificard mostrando que estos conceptos en general no coinciden.

Definicion 1.2.17. Sea R un anillo, r € R irreducible en R, si r ¢ U(R) y cada vez que r = st con
s,t € D, se tiene que s € U(R) ot € U(R).

Obsérvese que si R es un anillo que no es campo, entonces 0 no es irreducible.

Definicion 1.2.18. Sea R un anillo, p € R esprimo enR, sip # 0, p ¢ U(R) y cada vez que p | st
cons,te D, setienequep |sop |t

Proposicion 1.2.19. Si D es un dominio entero, entonces todo elemento primo en D es irreducible.

Demostracion. Sea p € D un elemento primo y supongase que p = st con s,t € D. Dado que
p -1 = st entonces p | sty como p es primo en R, tenemos que p | s o p | t. Sin pérdida de
generalidad se puede suponer que p | s, luego entonces existe s' € D tal que s = ps'. Al sustituir
esta ultima igualada en p = st, se obtiene que p = ps't. Ahora, D es un dominio enteroy p # 0,
entonces de la Proposicion 1.2.14, se concluye que 1 = s't. Es decirt € U(D) y por lo tanto se tiene
que p es irreducible. g

3Ver los Elementos de Euclides Libro VII definicién 12.
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Tanto en el anillo de los enteros, como en el anillo de polinomios con coeficientes en un campo,
los conceptos de primo e irreducible son equivalentes. Pero en general estos conceptos no coinciden
en un dominio entero, como lo muestra el siguiente

Ejemplo 1.2.20. Sea K un campo y sea
D = {er_l a,-(x3)”’(xy)s”(y3)"' eK[x,y]|ai e K ri,si,tiuneN con i=1,... ,n}

el dominio entero generado por {x3, xy,y*} y K en K[x,y]*. Nétese que xy es irreducible en D, no
obstante xy | X*y* y xy ¥ x* y xy 1 y>.
Definicion 1.2.21. Sea R un anillo, r, s € R son asociados en R, si existe u € U(R) tal que r = us.
Ejemplo 1.2.22.

1) Sizi,z € Z, se tiene que z; es asociado de zp si y s6losi | z1 |=| z2 |.

2) Si K es un campo, y f(x),g(x)) € K[x]. Entonces f(x) es asociado a g(x) si y sélo si

existe a € K — {0} tal que f(x) = ag(x).

Proposicion 1.2.23. Sea R un anillo. Entonces

1) res asociado a r para todo r € R.
2) Sir es asociado a s, entonces s es asociado a r.
3) Siresasociado a sy s es asociado a t, entonces r es asociado a t.

Proposicion 1.2.24. Sean ry s dos elementos asociados en un anillo R. Entonces
1) r es divisor propio de cero si'y solo si s es divisor propio de cero.
2) res una unidad si 'y solo si s es una unidad.
3) resirreducible siy solo si s es irreducible.
4) res primo siy solo si s es primo.
Proposicion 1.2.25. Sea D un dominio entero y r, s € D. Entonces:
1) Siry ssonirreducibles en Dy r | s, entonces r es asociado a s.
2) Siresasociadoas, s+ 0yrt = sparaalgunat € D, entoncest € U(R).
3) Siresasociadoasyt|r, entoncest | s.

Proposicion 1.2.26. Sea D un dominio entero y r, s € D. Entonces
1) Siry s son asociados en D, entoncesr | sy s |r.

2) Sir | S, § | ryr # 0, entonces ry s son asociados en D.

Una lectura que se puede hacer de la anterior proposicion es que en un dominio entero los ele-
mentos asociados son indistinguibles desde el punto de vista de la divisibilidad.
Por la Proposicion 1.2.3 incisos (2) y (3), se obtiene, que dado r € R, el conjunto
rR={rseR|seR},
es un ideal de R, llamando ideal principal generado por r en R.

Definicion 1.2.27. SeaR un anillo. Un ideal I de R es un ideal principal si I = rR para algiinr € R.
R se dice que es un anillo de ideales principales si todo ideal de R es principal.

Ejemplo 1.2.28.
1) El anillo de los enteros Z, es un anillo de ideales principales.
2) Si K es un campo, entonces K, K[x] y K[[x]] son anillos de ideales principales.

D se puede construir formalmente tomando M el monoide multiplicativo en K[x,y] generado por {x3, Xy, y3} y luego
considerar D = K[M].
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3) Si R es un anillo de ideales principales e I es un ideal de R, entonces R/I es un anillo de
ideales principales. En particular Z, es un anillo de ideales principales para cadan € Z™.

Proposicion 1.2.29. Sea R un anillo y r,t € R. Entonces r | t si'y solo si tR € rR.

En vista de la Proposicion 1.2.29, es posible hacer un tratamiento de la divisibilidad en un anillo,
a través del conjunto de ideales principales del anillo.

Proposicion 1.2.30. Sea D un dominio enteroy r,s € D — {0}. Entonces rD = sD si 'y sélo siry s
son asociados.

Observacion 1. 2.31. Sea R un anillo y p € R un elemento primo y consideremos pR el ideal
principal generado por p en R. Si st € pR, para algtin s,f € R, como p | st y es p un primo en R, se
concluye que p | s o p | t. Luego, usando la Proposicién 1.2.29 obtenemos que s € pRo t € pR.

La propiedad dada en la Observacion 1.2.31 para un elemento primo de un anillo R inspira la
siguiente

Definicion 1.2.32. Un ideal P de un anillo R, es un ideal primo, si cada vez que st € P se tiene que
sePoteP.

Proposicion 1.2.33. Sea I un ideal de un anillo R. Son equivalentes para [

1) I es un ideal primo de R.
2) Sis,teRysélytél entonces st ¢l
3) R/I es dominio entero.

Corolario 1.2.34. En un anillo todo ideal maximal es un ideal primo. (Ver Proposicion 1.1.20)

Corolario 1.2.35. En un anillo finito todo ideal primo es maximal. (Ver Proposiciones 1.1.20 y
1.2.16)

Para mostrar el hecho de que existen ideales primos que no son maximales, es suficientes con-
siderar D un dominio entero que no sea campo y xD[x] el ideal principal generado por x en D|x].
Luego, como D[x]/xD[x] es naturalmente isomorfo a D, por la Proposicién 1.2.33 tenemos que
xD[x] es un ideal primo. Ahora dado que D no es campo, de la Proposicion 1.1.20 obtenemos que
xD[x] no es maximal.

Teorema 1.2.36. Sea R un anillo y r € R. Entonces,

1) si R es dominio entero, r es irreducible en R si y sélo si rR es un ideal maximal en el
conjunto de ideales principales propios de R.
2) pes primo en R si 'y solo si pR es un ideal primo.

Demostracion.

1) =) Sea r € R irreducible en R y supongamos que rR € sR G R para algiin s € R. Como
rR € SR, de la Proposicion 1.2.29, existe t € R tal que st = r'y como r es irreducible,
entonces s € U(D) ot € U(D). La Proposicion 1.2.9 muestra imposibilidad de que s
sea una unidad en R, pues estamos suponiendo que sR G R. Luego entonces t € U(R).
Asiry s son asociados en R.

Ahora, como D es un dominio entero, de la Proposicion 1.2.30, se obtiene que
rR = sR. Por lo tanto rR es maximal en el conjunto de ideales principales propios de
R.

<) Supongamos que rR es un ideal maximal en el conjunto de ideales principales propios
de Ry sean s,t € R tales que r = st. Como en particular s | r, de la Proposicion
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1.2.29 concluimos que rR S sR. Siendo rR maximal en el conjunto de los ideales
propios de R, entonces rR = sR o sR = R. Analizaremos los dos casos,
I) SirR = sR, dado que R es dominio entero, de la Proposicion 1.2.30, se obtiene
que r es asociado de s 'y como r = st, de la Proposicion 1.2.25 inciso (2)
concluimos que t € U(R).
Il) Si sR = R, por la Proposicion 1.2.9 se tiene que s € U(R).
Por lo tanto r es irreducible en R.
2) =) Esla Observacion 1.2.31.
<) Sean p, s,t € R tales que pR es un ideal primo de Ry p | st.
Supongamos que p 1 sy que p 1 t, entonces por la Proposicion 1.2.29, se deduce
que s ¢ pRy que t ¢ pRy ast por la Proposicion 1.2.33 tenemos que st ¢ pR, lo que
contradice el hecho de que p | st. Porlo tanto p | s o p | t, es decir p es un elemento
primo de R. -

Corolario 1.2.37. Sea D un dominio entero'y r € D\U(D). Entonces r no es irreducible si y sélo si
existe s € D tal que rD G sD G D.

Corolario 1.2.38. En un anillo finito, todo elemento primo es irreducible. (Ver Corolario 1.2.35)

Corolario 1.2.39. En un dominio de ideales principales un elemento es primo si y solo si es irre-
ducible. (Ver Proposicion 1.2.19)

Una de las metas de esta seccion, es la de encontrar condiciones en un dominio entero para
que en él se pueda enunciar una proposicion semejante al Teorema Fundamental de la Aritmética
(Teorema 1.2.1).

Definicion 1.2.40. Se D un dominio entero y d € D. Se dice que d se factoriza en irreducibles en
D siexistenn € Z* yry,...,r, € D irreducibles en D, tales que d = ry ---r,. Un dominio en el
que cada elemento no nulo que no es una unidad se factoriza en irreducibles se llama un dominio de
Jactorizacion.

Con el siguiente ejemplo ilustraremos la existencia de dominios enteros en los que la factorizacion
en irreducibles no es posible.

Ejemplo 1.2.41. Consideremos el monoide M = (Q* u {0}, +), K un campo y tomemos K[M].
Por el Ejemplo 1.2.15 tenemos que K[M] es un dominio entero.

Como ya se menciond en el Ejemplo 1.1.10, si f'y g son elementos de K[M] con soporte no vacio,
entonces

f=fla)x y g=> gbi)x"
i=0 i
donde

n=|sop(f)|, m=|sop(g)| {ar,....an} = sop(f) y {b1,....by} = sop(f).

De hecho, como M es un monoide totalmente ordenado, podemos suponer que a; < --- < a, y
que by < -+ < by,. Asi es fécil ver que si f y g son elementos de K[M] tales que |sop(f)| = 2o
|sop(g)| = 2, entonces |sop(fg)| = 2.

Tomemos a € QT y x* € K[M]. Veremos que x* no es una unidad en K[M]. Para ello proced-
eremos por reduccién al absurdo y asi supongamos que existe f € K[M] tal que x*f = 1. Como
|sop(1)] = 1, es necesario que |sop(f)| = 1, de donde se concluye que f = ax’ cona € Ky
B € Q* U {0}. Luego entonces ax®*# = 1, de donde obtenemos que a = 1 y @ + = 0. Y como
a € QT, concluimos 8 = —a € Q~, que es un absurdo ya que 8 € QT U {0}. Por lo tanto x” no es
una unidad en K[M].
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Notemos que si @ € Q, entonces x® no es irreducible pues x* = x2x?, donde x> ¢ U(K[M])
dado que § € Q.
Ahora estamos en condiciones de mostrar lo que se prometié. Para ello supongamos que x se

puede factorizar en irreducibles, y sean fi,..., f, € K[M] irreducibles tales que
X = fl o 'fn~
Dado que |sop(x)| = 1, se debe tener que |sop(f;)| = | paracadai€ {1,...,n},yasi f; = a;x* con

a; € Ky a; € QT para cada i que ya hemos visto no son irreducibles. Por lo tanto x no se factoriza
en irreducible en K[M]. Es decir

Entonces tiene sentido preguntarse si existen condiciones bajo las cuales en un dominio entero se
de la factorizacion en irreducibles.

Definicion 1.2.42. Sean D un dominio entero y r, s € D tales que r | s, r es un divisor propio de s
sisfr.

Proposicion 1.2.43. Sean D un dominio enteroy r, s € D. Se tiene que:

1) Sir|syexistet € D— U(D) tal que rt = s entonces r es un divisor propio de s.
2) res un divisor propio de s si’y sélo r | sy ry s no son asociados.
3) r es un divisor propio de s si'y sélo sD & rD. (Ver Proposiciones 1.2.29 y 1.2.30)

Definicion 1.2.44. Un dominio entero D cumple con la condicion finita de divisores (CFD) si D
no contiene sucesiones {d, } e de elementos en D tales que d,, sea un divisor propio de d,,.

El Ejemplo 1.2.41 muestra la existencia de dominios enteros que no tiene la CFD.

Proposicion 1.2.45. Sea D un dominio entero que cumple con la CFD. Si s € D — ({0} u U(D)),
entonces existe r irreducible en D tal que r | s.

Demostracion. Sea s € D — ({0} v U(D)), si s es irreducible, como s = s - 1 la proposicion se
cumple trivialmente. Asi que supongamos que s es reducible, por lo tanto existen
ag,bg € D — ({0} v U(D)) tales que s = apby. Si ap o0 by son irreducibles, hemos terminado.
Si no, como ay y by no son irreducibles. Considerando ay existen a1, by € D — ({0} U U(D)) tales
que ay = a\ by y nuevamente, si a; o by son irreducibles ya se ha terminado. Si no, entonces a; y b
no son irreducibles y podemos continuar el proceso.

La afirmacion es que este proceso tiene que producir un elemento irreducible en D que divide a
s en un numero finito de pasos, ya que sino fuera asi, obtendriamos una sucesion infinita {a, }nen
de elementos de D — ({0} v U(D)) tal que a,,1 es un divisor propio de a,, lo que contradice la
hipotesis u

Teorema 1.2.46. Si D es un dominio entero que cumple con la CF D, entonces D es un dominio de
factorizacion.

Ahora se introducird una clase de anillos en los cuales para el caso de ser dominios enteros, se
puede asegurar que satisfacen la CFD y en consecuencia un dominio de factorizacion.

Definicion 1.2.47. Un anillo R se dice que R es un anillo noetheriano si todo ideal de R es finita-

mente generado. Es decir, R es noetheriano si para todo ideal I de R, existenn € Z" yry,...,r, €1,
tales que (ry,...,ryy = L.
Ejemplo 1.2.48.

1) Todo anillo de ideales principales es un anillo noetheriano. En particular el anillo de los
enteros Z es un dominio entero noetheriano.
2) Todo anillo finito es un anillo noetheriano.
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Teorema 1.2.49. Para un anillo R, son equivalentes

1) R es un anillo noetheriano.

2) Toda sucesion creciente (respeto a la inclusion) de ideales de R se estaciona. Es decir, si
{I;}jen es una familia de ideales de R tales que I, I, para cada n € N, entonces
existe n, € N tal que I, = I,,, para todo n = n,,.

3) Toda familia no vacia de ideales de R (con el orden parcial dado por la inclusion) tiene
un maximal.

Teorema 1.2.50. Sea D es un dominio entero. Si D es noetheriano, entonces D cumple CFD.

Demostracion. Para verificarlo, se procederd por contradiccion. Entonces supongamos que D es
noetheriano y no cumple la CFD. Asi, podemos encontrar una sucesion {d, },cn de elementos en D
tales que dy1 | dy para cadan € Ny d, | es un divisor propio de d,,.

Ahora, para cada n € N, tomemos el ideal principal d,D. Como d,1 | d,, de la Proposicién
1.2.29 tenemos que d,D S d,, 1Dy de la Proposicion 1.2.43 (3) que cada una de estas contenciones
es propia. Asi se tendria que {d,D},cy es una sucesion estrictamente creciente de ideales de D,
contradiciendo la hipotesis de que D es un dominio noetheriano. Por lo tanto D cumple la CFD. g

Corolario 1.2.51. Si D es un dominio entero noetheriano, entonces todo elemento no nulo que no
sea una unidad en D se factoriza en irreducibles en D. (Ver Proposicion 1.2.46)

Corolario 1.2.52. Si D es un dominio de ideales principales, entonces todo elemento no nulo que
no sea una unidad en D se factoriza en irreducibles en D.

El siguiente resultado cldsico del Algebra Conmutativa, nos permite exhibir una gran cantidad
de dominios enteros que cumplen CFD.

Teorema 1.2.53 (Teorema de las bases de Hilbert). Sea R un anillo. Entonces
R es noetheriano si 'y sélo si R[x] es noetheriano.

Corolario 1.2.54. Sea R un anillo. Entonces, R es noetheriano si'y sélo si R[xi, ..., X,] es noethe-
riano para todon € Z.%.

Ejemplo 1.2.55.
1) Todo dominio de ideales principales cumple la CF D. En particular el anillo de los enteros
Z cumple la CFD.
2) Si D es un dominio noetheriano, entonces D[x, ..., x,] cumple la CFD.

Definicion 1.2.56. Consideremos D un dominio de factorizacion y supongamos que parad € D —
(({0} v U(D)) se tiene que:

/ /
d:rl...rn y d:rl...rm

son dos factorizaciones de d como producto de irreducibles en D. Se dice que las factorizaciones
son esencialmente iguales sin = m y existe una permutacion « en el conjunto {1, ...,n} tal que r;
es asociado de r/, W)’

Si D es un dominio de factorizacion, D es un dominio de factorizacion tinica (DF U), si para todo
d e D — (U(D) u {0}), cualesquiera dos factorizaciones de d como producto de irreducibles en D,
son esencialmente iguales..

Ejemplo 1.2.57. Sea K un campo y sea D el dominio entero generado por {x*, xy,y*} y K en K[x]
(Ver Ejemplo 1.2.20). Claramente xy, x> y y* son irreducibles en D y x’y* = (xy)(xy)(xy), donde
xy no es asociado x> ni con y*. Por lo tanto las dos factorizaciones no son esencialmente iguales y
entonces D no es un DFU.



16 Preliminares
El siguiente teorema, es un resultado cldsico atribuido a Carl Friedrich Gauss, que nos es iitil,
para dar ejemplos de anillo de factorizacion tinica.
Teorema 1.2.58. Si D es un DFU, entonces D[x] es un DFU.
Corolario 1.2.59. Si D es un DFU, entonces D[xy, ..., x,] es un DFU para cadan € Z.

Ejemplo 1.2.60.
1) Z[xi,...,x,] esun DFU paracadan € Z*.

2) Sik esun campo k[x,...,x,] esun DFU paracadan e Z*.
3) Sik esun campo k[x ] es un DFU. Nétese que este es un dominio de factorizacién tnica
que no es un dominio noetheriano, pues si para cada n € N definimos I, = {xy, ..., X,), se

tiene que {I,};en es una cadena de ideales de k[x.,] que no se estaciona.

La tarea que emprenderemos a continuacion es la de encontrar propiedades que caractericen a
un DFU.

Teorema 1.2.61. Sea D un DFU. Entonces d es un elemento irreducible en D si 'y solo si d es un
elemento primo en D.

Demostracion.

=) Supongamos que D es un DFU, r € D un elemento irreducible en D'y que r | st con

s, t € D.

Sis=00t=0, trivialmente r | s o r | t. Asi que podemos suponer s # 0yt 0.

Sis # 0yt #0, podria suceder que s € U(D) ot € U(D). Sin pérdida de generalidad
supongamos que s € U(D) y sea u € U(D) es tal que su = 1. Como r | st, por la
Proposicion 1.2.3 inciso (3) tenemos que ru | u(st) = ty ya que r | ru, entonces por
transitividad (Proposicion 1.2.3 inciso (5)) concluimos que r | .

Por ultimo supongamos que s,t € D — ({0} v U(D)) y seaz€ D — ({0} v U(D)) tal
que rz = st. Como D es un anillo de factorizacion vinica podemos escribir

S:pl"‘Pn, t:ql"'qm9 yerl...r‘Y

donde n,m,k ¢ Z* y Di»qj, 11 € D son elementos irreducibles en D parai = 1,...,n,
j=1,....myt=1,...,k Entonces

r(rl"'rk) = (Pl"'Pn)(QI"'CIm),

por la unicidad de la factorizacion como producto de elementos irreducibles en D, se
deduce entonces que existe algin i, € {1,...,n} o j, € {1,...,m} tal que r es asociado a
pi, 0 1 es asociado a qj,. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r es asociado
a p;, para algin i, € {1,...,n} y entonces por la Proposicion 1.2.26 inciso (1) se tiene
que r | p;, y de aqui concluimos que r | s. Por lo tanto r es un elemento primo en D.

<=) Es la Proposicién 1.2.19. 4

Si D esun DFU y p es un irreducible en D, tomemos
M, = {up |ue UD)}.

Claramente r € My, si 'y sélo si r es asociado con p. Luego por la Proposicion 1.2.24 inciso (3),
tenemos que todos los elementos de M, son irreducibles. Es entonces que

I' = {M, € D | p es irreducible en D},
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es una particion en el conjunto de los elementos irreducibles de D. Si f es una funcion de eleccion’
en T, el conjunto dado por ¥ = {f(M) € D | M € I'} satisface que dado r un irreducible en D,
existe un'y solo un elemento p € ‘B tal que r es asociado con p. A una eleccion de dicho conjunto B
se le llama un conjunto de representantes de irreducibles, lo que abreviaremos por CRI en D.

Si D esun DFU y {pi}ier € B esun CRI de D. Dado d € D — (U(D) u {0}) y

d=riry- -1, (2.1

una factorizacion en irreducibles en D. Para cada i € {1,...,n} tomemos p;, el respectivo represen-
tante de rj en B. Como r; y p;; son asociados, existe u; € U(D) tal que r; = u;p;,. Reemplazando
estas ultimas igualdades en la igualdad (2.1), obtenemos que

d = (u1pi,)(u2pi,) - - - (Uapi,) = upi, piy - -~ pi,» donde u = ujus---u, € U(D). (2.2)

Como algunos de los irreducibles que aparecen en la igualdad (2.2) pueden ser iguales, al agru-
parlos y reindicarlos obtenemos que
d=upi .- p (2.3)
donde k,e; € Zt, p; € B paraie {1,...,k} yu € U(D). Notese que en esta factorizacion p; no es
asociado de p; sii # j.
Obsérvese que la factorizacion a la que se llego en la igualdad (2.3) no depende de la fac-

torizacion en irreducibles de d (dada en 2.1) de la que se parte. Tenemos entonces que dado
de D — (U(D) v {0}) la pareja definida por (k,{ei,...,e,} es intrinseca a d.

Observacion 1.2.62. SiDesun DFU,Bun CRIenDyr,s € D — (U(D) u {0}). De la igualdad
(2.3), es claro que el conjunto dado por:

Brs={peBlplr o p|s}
es un conjunto finito. Entonces existe n € Z* tal que B, s = {p1,..., pa} con p; € B. Asi es posible
escribir
(4] (49
r == urpl .« .. pk

dondeu, e UD)ye; =0sipitry
s:uxpjlc]p{:"
conuge UD)y f; =0sip; ts.

Proposicion 1.2.63. Sean D un DFU, P un CRI yd, g € D—(U(D)u{0}) tales que d = up{' - - - pi*

kye;€ Zt, pie Bparaie {l,....k} yue UD)yg|d. Entoncesgzu’p{' p{k con f; € N para

i=0,...,k

Proposicion 1.2.64. Sean D un DFU, P un CRI yd, g € D—(U(D)u{0}) tales que d = upf' - - 'pik
yg = u'p{' ~-~p£* conkeZt, p;e Bye;, fi € Nparatodoie {l,...,k}. Entonces g | d siy sélo
si fi <d;paracadaice {1,... k}.

Proposicion 1.2.65. Sean D un DFU yd € D — ({0} u U(D)). Entonces d tiene un niimero finito
de divisores no asociados.

Demostracion. Consideremos d € D — ({0} v U(D)) y sea Ay = {r € D | r divide a d}. Notese
que la relacion en Ay dada por r =~ r' siy sélo si r es asociado con r' es una relacion de equivalencia
en Ag. La cual induce una particion Ay/ ~.

SEl Axioma de Eleccion es un axioma de la teoria de conjuntos que dice: si ¥ = {Ci}ics es una familia no vacia de
conjuntos no vacfos, existe f : F — |J;¢; Ci tal que f(C;) € C; para cada i € I y a dicha funci6n se le llama una funcién
de seleccion.
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Si B es un CRI de D, existenn,e,...,e, €ZT yp1,..., p, € B tales que

d: upil -.-pik_

De la Proposicion 1.2.64, es claro que un representante de cada clase en Ag/ = esta dado por un

’ ’
elemento de la forma y = upj' cpcon 0 < el < e, y como para cada i€ {1,...,n} solo existen
un niimero finito de e's en N que cumplen esta propiedad. Entonces Ny/ ~ es un conjunto finito y
por lo tanto d solo tiene un niimero finito de divisores en D. g

Corolario 1.2.66. Si D es un DFU, entonces D es un dominio que cumple la CFD.

Teorema 1.2.67. Sea D un dominio entero. Entones D es un DFU si y solo si D cumple la CFD y
todo irreducible es primo.

Demostracion.

=)

<)

Supongamos que D es un dominio de factorizacion unica. Por el Corolario 1.2.66, D
cumple la CFD y por el Teorema 1.2.61 tenemos que todo elemento irreducible en D es
un elemento primo en D.

Supongamos que D cumple la CF D y que todo irreducible es un primo. Como D cumple la
CFD, del Teorema 1.2.46 tenemos que todo elemento se puede factorizar como producto
de elementos irreducibles en D. Entonces es suficiente verificar que dos posibles factor-
izaciones en irreducible de D de un elemento no nulo que no sea una unidad en D, son
esencialmente iguales.

Seade D\U(D),d #0y

d=pi-—-pnyd=qqn

dos factorizaciones de d en irreducibles de D.

Se demostrard, por induccion sobre n, que n = m'y que p; = ¢, con a alguna
permutacion de {1,...,n}.

Sin = 1, entonces d es irreducible en D. Luego, si suponemos que d = qi - - - q,, es
una factorizacion en irreducibles en D, como q, | d, de la Proposicion 1.2.25 inciso (1)
tenemos que d y q; son asociados. Ademds como d = q\(q> - qm), de la Proposicion
1.2.25 inciso (2) se tiene que, q> - - - gm € U(D). Lo que muestra la imposibilidad que pase
que m = 2. Por lo tanto m = 1 y d es asociado a q.

Ahora supongamos que la proposicién es vilida paran € Z* y sean

d=pi1- PaPn1 Yy d=q1 " qn

dos factorizaciones en irreducibles de d en D. Claramente se tiene que

D1 PnPntl =41 qm- (2.4)

Como suponemos que todo irreducible es primo en D, en particular tenemos que p, |
es primo, y luego, dado que py11 | q1 -+ - Gm, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que ppi1 | qm- Siendo que pni1 Yy qm son irreducibles, de la Proposicion 1.2.25 inciso
(1), se obtiene que p,i1 Y qm son asociados y asi up,+1 = qn para algin u € U(D).
Sustituyendo esta uiltima igualdad en (2.4), obtenemos que

P1Pn+1 =41 'mel(upn)a
y siendo que p,+ # 0y D es un dominio entero, entonces
P Pn=q1 Gu2(gm1u),

donde por la Proposicion 1.2.24 inciso (3) tenemos que q,,_u es irreducible en D. Luego,
por hipdtesis de induccion obtenemos que n = m — 1 y existe una permutacion « en
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{1,....n} tal que p; y qu(i) son asociados. Claramente n + 1 = m'y ademds es posible
extender a a una permutacion @ en {1,...,n + 1}, definiéndola por a(i) = a(i) sii €
{I,...,n} ya(n+1) = n+ 1. Y asi @ es tal que p; es asociado de qz(;y para cada
i € {1,...,n}. Por lo tanto las factorizaciones son esencialmente iguales y asi D es un
DFU. -

Teorema 1.2.68. Sea D un dominio de ideales principales. Entonces D es un DFU.

Demostracion. Sea D un dominio de ideales principales, como D es un dominio noetheriano
(Ejemplo 1.2.48 inciso (1)), por el Teorema 1.2.50 tenemos que D es un dominio que cumple la
CFD. Ademds del Corolario 1.2.39, tenemos que todo elemento irreducible en D es un elemento
primo de D. Luego por el Teorema 1.2.67, D es un DFU. 4

Definicion 1.2.69. Sean D un dominio entero y r, s € D. Un elemento d € D — {0} es un mdximo
comun divisor de r y s, si cumple que

Dd|ryd]|s.

2) Paratodoc € D talquec | ryc | s setiene que c | d.
Un dominio entero en el que cada par de elementos no nulos tenga maximo comiin divisor se dice
que es un dominio con la propiedad del Mdaximo Comiin Divisor, que abreviaremos por MCD

Si D es un dominio con la propiedad de MCD y r, s € D — {0}, se denotard por A, al conjunto
de los maximos comunes divisores de r 'y s en D.

Proposicion 1.2.70. Sea D un dominio con la propiedad de MCD y r, s € D — {0}. Entonces
1) Side A, entoncesd # 0.
2) Ar,s = As,r-
3) Sid,d" € A, entonces d 'y d' son asociados en D.
4) Sid,d" € D son elementos asociados en Dy d € A, 5, entonces d' € A, .
5) Sire U(D), entonces 1 € A, .
6) Sir' esasociado de ry s" es asociado de s, entonces A3 = Ay .

En virtud de la Proposicion 1.2.70 incisos (3) y (4), se tiene que sir,s € Dy d € A, 5, entonces
Ars={due D|ueU(D)}.
En adelante para representar la eleccion de un elemento en A, , usaremos la notacion (r, s).

Proposicion 1.2.71. Sea D un dominio con la propiedad de MCD y r, s € D—{0}. Si r es irreducible

en D, entonces
As =U(D) o Ay={rueD]|ueU(D)}.

Proposicion 1.2.72. Si D es un DFU, entonces D es un dominio que tiene la propiedad del MCD

Demostracion. Sea D un DFU, yr,s € D — {0}. Sir € U(D) o s € U(D), claramente 1 € D es
un mdximo comin divisor de r'y s. Entonces podemos suponer que r, s € D — ({0} u U(D)).
Sea B un CRI en D. Como r, s € D — (U(D) u {0}), entonces

r=up o p% y s=upl - pl
donde u,,u; € U(D)y p; € B,sye; fie Nparatodoi=1,...,n(ver Observacion 1.2.62).
Si consideramos
d=p"---pf, donde gi=min(e;f;).
Debido a la Proposicion 1.2.64,d | ry d | s. Ahora, sic € D estal que c | ryc | s, porla
Proposicion 1.2.63 tenemos que ¢ = wp];‘ ~-~pf’, dondew e UD)y0 < k;<ey0<k < f
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con lo que k; < g; para todo i = 1,...,t. Nuevamente por la Proposicion 1.2.64 se verifica que
¢ | d. Por lo tanto d es un mdximo comiin divisor de r'y s. Luego entonces D tiene la propiedad del
MCD. 4

Para los resultados 1.2.73 al 1.2.79, se supone D un dominio entero con la propiedad MCM.
Y ademds, como ya se habia comentado, el simbolo (r, s) representard la eleccion de un mdximo
comiin divisor en A,

Lema 1.2.73. Sean r, s,t € D — {0}, entonces ((r, s),t) es asociado de (r, (s,t)) en D.

Demostracion. Sea dy = ((r, 5),t). Dado que dy € A5, di |ty dy | (1, ). Ademds tenemos que
(r,s) | ry (r,s) | s, luego por transitividad se obtiene que d, | ry dy | s. Ahora, como d, | sy d; | t,
entonces dy | (s,t) y como ademds d, | r. Podemos concluir que d, | (r, (s,t)). Un razonamiento
andlogo muestra que (r, (s,1)) | ((r, s),1). Como r,s,t € D — {0}, por la Proposicion 1.2.70 inciso
(1) tenemos que (r, (s,t)) # 0y entonces por la Proposicion 1.2.26 inciso (2) podemos concluir que
((r,s),1) y (1, (s, 1)) son asociados en D. g

Lema 1.2.74. Seanr, s,t € D — {0}, entonces t(r, s) es asociado de (tr,ts) en D.

Demostracion. Por definicion (r,s) | ry (r,s) | s. Luego por la Proposicion 1.2.3 inciso (3),
tenemos que t(r,s) | tr y t(r, s) | ts, entonces podemos concluir que t(r, s) | (tr,ts). Por los tanto

existe x € D tal que (tr,ts) = t(r, 5)x. (2.5)

Por otro lado, como (tr,ts) | tr, existe y € D tal que (tr,ts)y = tr. Sustituyendo (2.5) en esta
iltima igualdad obtenemos que (t(r, s)x)y = try siendo que t # 0y D es un dominio entero, se tiene
que (r, s)xy = r. Por lo tanto (r, s)x | r. Un razonamiento andlogo muestra que (r, s)x | s y entonces
tenemos que (r,s)x | (r,s). Ahora, por la Proposicion 1.2.70 inciso (1) tenemos que (r,s) # 0y
entonces de la Proposicion 1.2.25 inciso (2) se tiene que x € U(D). Por lo tanto 1(r, s) es asociado
de (tr,ts). m

Lema 1.2.75. Sean r,s,t € D — {0}. Si (r,s) y (r,t) son asociados a 1, entonces (r, st) es aso-
ciado a 1.

Demostracion.

Por el Lema 1.2.74 se tiene que (rt, st) es asociado a t 'y que (r,rt) es asociado a r. Se sigue
entonces que
1 esasociado a (r,t) es asociado a (r,(rt,st)) es asociado a ((r,rt), st) es asociado a (r, st)

Hip. t es asociado a (rt,st) Lema 1.2.73 (r,rt) es asociado a r
Prop. 1.2.70 (6) Prop. 1.2.70 (6)

Por lo tanto (r, st) es asociado al 1. g

Lema 1.2.76. Sea p un elemento irreducible en D. Entonces, (p,t) es asociado a 1 siy sélo si p 1 t.

Demostracion.

=) Para mostrar este hecho, procederemos por reduccion al absurdo. Y asi supongamos que
p | t. Entonces p | (p,t). Dado que (p,t) es asociado a 1, por la Proposicion 1.2.25 inciso
(3), se tiene que p divide a 1, produciendo un absurdo pues p es irreducible en D. Por lo
tanto p 1 t.

<) Supongamos que p es irreducible en D'y sea (p,t) € Ap,. Por la Proposicion 1.2.71 solo
caben dos posibilidades, que p sea asociado a (p,t) o que (p,t) € U(d). Si suponemos
que (p,t) es asociado a p se tendria como consecuencia que p | t que no es consistente
con la hipdtesis. Luego entonces (p,t) € U(d), es decir (p,t) es asociado a 1. g
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Proposicion 1.2.77. Sean p € D es irreducible en D y r,s € D tales que p | rs 'y que (p,r) sea
asociado a 1. Entonces p | s

Demostracion. Supongamos que p 1 s. Entonces por el Lema 1.2.76, (p, s) es asociado a 1, como
ademds por hipdtesis tenemos que (p, r) es asociado a 1, del Lema 1.2.75 obtenemos que (p,rs) es
asociado a 1. Nuevamente aplicando el Lema 1.2.76, se tiene que p { rs que contradice la hipotesis.
Porlotanto p | s. u

Corolario 1.2.78. Sean p € D irreducible y @ € N. Supongamos que p® | rs 'y que (p, r) es asociado
a 1. Entonces p® | s.

Corolario 1.2.79. S p € D irreducible en D, entonces p es un elemento primo en D.

Teorema 1.2.80. Sea D un dominio entero. Entones D es un dominio de factorizacion tinica si 'y solo
si D cumple la CFD y la propiedad del MCD.

Demostracion.

=) Si D esun DFU, por el Corolario 1.2.66 D cumple la CFD y de la Proposicion 1.2.72, D
tiene la propiedad del MCD.

<) Supongamos que D es un dominio entero que cumple la CFD y la propiedad del MCD. El
Corolario 1.2.79 muestra que todo elemento irreducible en D es un elemento primo en D.
Entonces, al aplicar el Teorema 1.2.67 se obtiene el resultado. g

Proposicion 1. 2.81. Sea D un dominio de ideales principales y x,y € D\{0}. Entonces,
dD = xD + yD y solo si d es un mdximo comiin divisor de x y y.

Demostracion.

=) Supongamos que d € D es tal que dD = xD + yD y sea (x,y) € D un mdximo comin
divisorde x y y.
Como x,y € dD, entonces d | xy d | yy asi se tiene que d | (x,y). Por otro lado,
tenemos que
d = xa+ yb para algunos a,b € D. (2.6)

Dado que (x,y) | xy (x,y) | y, existen x',y" € D tales que (x,y)x' = xy (x,y)y = y.
Sustituyendo estas ultimas igualdades en (2.6), obtenemos que

d = (x,y)Xa+ (x.y)y'b = (x,y)(x'a+y'b),

y asi (x,y) | d. Ahora de la Proposicion 1.2.70 inciso (1) se tiene que (x,y) # 0, luego
por la Proposicion 1.2.26 obtenemos que d y (x,y) son asociados en D. Finalmente de la
Proposicion 1.2.70 inciso (4) tenemos que d es un mdximo comiin divisor de xy y en D.

<) Sea (x,y) € D un mdximo conuin divisor de x y y. Como D es un dominio de ideales
principales, existe d € D tal que dD = xD + yD. Luego por =) de este teorema, d es
mdximo comiin divisor de x y y en D. Entonces por la Proposicion 1.2.70 inciso (3) se
tiene que (x,y) y d son asociados en D, y de la Proposicion 1.2.30 finalmente se tiene que
(x,y)D =dD. 4

Corolario 1.2.82. Sea D un dominio de ideales principales, x,y € D\{0} y d un mdximo comiin
divisor de x y y. Entonces existen z,w € D tales que zx + wy = d.

Definicion 1.2.83. Sea D un DFU. Si para todo x,y € D—{0} existena, b € D tales que ax+by = d,
donde d es un maximo comtin divisor de x y y, se dice que D es dominio de Bezout

Lema 1.2.84. Si D es un dominio de Bezout, entonces D es un dominio noetheriano.
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Demostracion. Para demostrar el enunciado, vamos a proceder por reduccion al absurdo. Su-
pongamos que D no es noetheriano y sea {I,},cn una sucesion creciente de ideales de D que no
se estaciona, es decir, para cada n € N se tiene que I, G I,.1. Notese que es posible suponer que
Iy # {0}, pues en caso de suceder que Iy = {0}, la sucesion {I,},en — {Io} es una sucesion creciente
de ideales de D que no se estaciona donde I, # {0}.

Entonces es posible elegir una sucesion de elementos {a;} ey € D tales que

apely—{0} y ayel,— 1,1 si n>0.

Tomemos dy = ag y recursivamente constriyase d, = (d,_1, a,). Ahora demostraremos que {d, }nen
es una sucesion de divisores propios en D lo que es un absurdo, pues D es un DFU 'y por la Corolario
1.2.66 se tiene que D cumple la CFD.

Primero mostraremos que d, € I, para todo n € N.

Claramente dy € Iy, pues dy = ao. Ahora supongamos que d,, € I,, como D es un dominio de
Bezout y dy1 = (dy, ant1), existen x,y € D tales que d,1 = dyx + ap1y. Dado que suponemos
que d, € I, C I, y ademads pasa que a, | € I, 1, entonces d,,| = dyx + ay1y € L4 1.

Notese que d,, ¢ I,_\ para todo n > 1, pues de existirn € Z" tal que d, € I,_, como d, | an, se
tendria que a, € I,_ lo que contradice la eleccion de los a.

Evidentemente d, 1 | d,. Ahora mostraremos que d, 1 d,+1 para todo n € N. Para ello suponga-
mos lo contrario, es decir que supongamos que existe n € N tal que d,, | d,1, en consecuencia se
tendria que d,\ € I, que como ya se vio en el pdrrafo anterior no es posible. Por lo tanto {d,}nen
es una sucesion de divisores propios en D, que como ya habiamos mencionado es un absurdo y en
consecuencia D es un dominio noetheriano. g

Proposicion 1.2.85. Si D es un dominio de Bezout, entonces D es un domino de ideales principales.

Demostracion. Por el Lema 1.2.84 tenemos que D es un dominio noetheriano y entonces todo
ideal de D es finitamente generado. Para mostrar el resultado se procederd por induccion sobre el
nimero de generadores del ideal en cuestion.

Si I es generado por un sélo elemento, I es ya un ideal principal y entonces la proposicion se
cumple trivialmente.

Dada su utilidad para el caso general, se demostrard el caso para cuando I es generado por
dos elementos. Sea entonces I un ideal de Dy x,y € I — {0} tales I = xD + yD. Como D es un
DFU, existe (x,y) € Ay, y dado que (x,y) | xy (x,y) | y, se tiene entonces que (x,y) | ax + by
para todo a,b € D de donde concluimos que I  (x,y)D. Por otro lado, como D es un dominio de
Bezout, existen z,w € D tales que zx + wy = (x,y) para algiin z,w € D por lo que (x,y) € [y en
consecuencia (x,y)D € I. Por lo tanto I = (x,y)D.

Ahora supongamos que la propiedad vale para n € N es decir si I es un ideal de D que es
generado por n elementos de I, entonces I es un ideal principal.

Sea I un ideal generado por n+ 1 elementos no nulos, digamos I = {{x1, ..., X, Xy11}ycon x; € I
para cada i€ {1,...,n}. Como
xt o Xm Xag1ly = A, Xy + Xe D

Pro. 1.1.14(3)

Aplicando la hipdtesis de induccion en el ideal {{xi,...,x,}), se tiene que existe x € D tal que

Axty. s X0}y = xD.
Teniendo entonces que

Axty ooy X0} + x001D = xD + x,1D.

Luego, por el cason = 2, si (X, Xyq1) € Ayy,,, entonces xD + x,1.1D = (x, X,41)D. Por lo tanto
I = (x,x,41)D y es asi que D es un dominio de ideales principales. u
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Teorema 1.2.86. Sea D un DFU. Entonces D es un dominio de ideales principales si 'y sélo si D es
un dominio de Bezout.

Demostracion. =) Es el Corolario 1.2.82. <) Es la Proposicion 1.2.85. g

§1.3 Modulos sobre dominios de ideales principales.

Las técnicas del dlgebra lineal, son tan exitosas en la matemdtica, que muchas de éstas se han
exportado a otras dreas del universo matemdtico. En esta seccion se muestra el particular caso de
la aplicacion de las técnicas del dlgebra lineal en la Teoria de Modulos.

Definicion 1.3.1. Sea M un R-mdédulo. Un subconjunto {m;}c; de M, es linealmente independiente
en M si para todo subconjunto finito {m;,, ...,m; } de elementos distintos en {m;};c; tales que
rimy +---+rmj, =0 con ry,...,rk € R setieneque ry=---=r,=0.

Si el conjunto {m;};c; genera a M, se dice que M es un R-mddulo libre con base {m;};c;.

Recodemos que para un R-modulo M, si m € M, el R-submddulo generado por m en M esta dado
por:

{my={rme M| reR}.
Lo que inspira la notacion Rm para representar al R-submddulo {m).
Proposicion 1.3.2. Si M es un R-mddulo libre y {m;};c; € M. Son equivalente para {m;}ic;
1) {m;}ics es una base de M.

2) Todo elemento m € M se puede escribir de manera tinica como
m = rim; + .-+ rnm;,

conm;, € {m}ics, r; € Dy j€{l,...,n}, para alginn € N.
3) M =@, Rmi.

Proposicion 1.3.3. Sean M y N R-mddulos tal que M es un R-mddulo libre con base {m;}c;. Si
f: M — N es un morfismo de R-mdédulos, entonces,

1) f esinyectivo siy solo si f[{m;}ici] es linealmente independiente en N.
2) f es suprayectivo siy solo si f[{m;}ics] genera a N.

Teorema 1.3.4. Sean M y N R-mddulos libres con bases X y Y respectivamente. Entonces M es
isomorfo a N si'y solo si |X| = |Y|.

Corolario 1.3.5. Si M es un R-mddulo libre y X y Y son bases de M, entonces |X| = |Y|.

Definiciéon 1.3.6. Sea M un R-médulo libre. El rango de M es la cardinalidad de cualquier base de
M. Al rango de un R-médulo libre M lo denotaremos por ran(M).

Si R es un anillo e I es un conjunto de cardinalidad a. Por cada i € I tomemos R; una copia de R y
construyamos la suma directa de la familia de R-mdédulos {R;}c; (ver Ejemplo 1.1.27). Claramente
@c; Ri es un R-médulo de rango «. Asi una lectura que se puede hacer del Teorema 1.3.4, es la
siguiente; dado un anillo R y un cardinal a existe un vinico médulo libre (salvo isomorfismos) de
rango «.

Lema 1.3.7. Se R un anillo y N un R-submddulo de M. Si M/N es un R-mddulo libre, entonces N
es un sumando directo de M.

Demostracion. Como M/N es un R-mddulo libre, existe {m;}ic; © M tal que {m;}ic; € M/N es
una base de N /M.
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Sea K = {{mj}ier). A continuacion vamos a mostrar que M = N P K.
Sim e M, al tomarm € M/N. Como {m;}ic; © M/N es una base de N/M, entonces existent € N,
r,....,ry € Rym,...,m; € K tales que

t
=y rim;
j=1
de donde
t
m — Zj:l rjm,-/ = O

Entonces m — Z;:l rim;; € Nyasim=n+ Zt].:l rym;; para algiinn € N. Por lo tanto M = N + K.

Solo falta mostrar que la suma N +K es directa. Consideremos n € N n K, entonces existent € N,

r,....,n € Rym,....,m;y € K tales que n = 23:1 rimi, luego al tomar la clase de equivalencia
de n en M/N obtenemos que

— - t
0= ﬁzz rim;, =Z rim..
neN j=1 S j=1 S

€
Y dado que el conjunto {m;}ic; S M/N una base de N/M, concluimos que r; = 0 para todo
ie{l,...,t}. Porlotanton = Oy entonces NnM = {0}. Luego por el Teorema 1.1.36, tenemos que
M=N®K.

Lema 1.3.8. Sean D un dominio entero e I un ideal principal no nulo de D. Entonces I es isomorfo
a D como D-médulo.

Demostracion. Dado que I es un ideal principal no nulo, existe d € I —{0} tal que I = dD. Ahora
consideremos la funcion ¢ : D — I dada por ¢(x) = dx. Como d(rx +y) = r(dx) + dy para todo
x,y,r € D, ¢ es un morfismo de D-modulos. Ademds como I = dD, es claro que ¢ es sobreyectiva.
Que ker(yp) = {0} es consecuencia inmediata de que D es un dominio entero 'y entonces de la
Proposicion 1.1.15 tenemos que f es inyectiva. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo de D modulos. u

Teorema 1.3.9. Si D es un dominio de ideales principales, entonces todo D-submddulo de un D-
mddulo libre es libre.

Demostracion. Sea M un D-mddulo libre con base {m;}ic; y N un D-submddulo de M.

Por el Teorema de Zermelo®, podemos tomar I bien ordenado. Entonces es posible considerar [
como conjunto de ordinales menores que T, para algiin ordinal .

Para cada 8 € I definamos Mg = @y < Dmy, y consideremos Ng = N 0 Mp. Notese que

NBZNﬁMﬁZNﬁ(MBJr] ﬁMﬁ) = (NmMﬂ+])mMﬁ:Nﬁ+l (\Mﬁ
Usando este hecho, tenemos que para cada 8 € 1

Ng+1/Np = Npi1/(Npp1 0 Mp) = (Npy1 + Mp) /Mp.

Ahora, como Npy1 + Mg < Mg, se tiene que

Nﬁ+l/Nﬁ = (N'BJrl + M'B) /Mﬁ Tea.f1.35 MB+]/MB Teo. l.%.37 (2) Dmﬁ+l =D.

Es decir Ngy1/Ng es isomorfo a un D-submddulo de D. Y asi, por el Lema 1.3.8, tenemos que
Ng41/Ng = 0 0 Ngi1/Ng es isomorfo a D. Si Nz /Ng = 0, entonces Ny = Np1. En caso contrario
Np11/Ng es isomorfo a D'y como D es un D-médulo libre, por el Lema 1.3.7, Ngy1 = Ny @ Dnyg

OErnst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953) fue el primero en demostrar 1904 que: Todo conjunto admite un buen
orden.
7Para una demostracién ver [Go] Teorema 4.1.18.
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para algiin ng € Ng1. Ast, para cada B+ 1 < 7 tal que Ng # Ng. 1 elijamos un ng € N fijo tal que
N1 = Ng@ Dng y tomemos el conjunto T’ = {ng € M —{0} | Ngx1 = Nz @ Dng}. Es claro por la
forma en que fueron elegidos los ng que I es un conjunto linealmente independiente en M. Entonces
por la Proposicion 1.3.2 se tiene que {I') = (‘Bnﬁer Dny.

Como T' © N, del Corolario 1.1.30 tenemos que {I') < N. Ahora, si n € N, existen

di,....,dre D—{0}ymg,,...,mg € {m}ics tales que
n=rymg +---+rmg,.

De hecho, como I es bien ordenado, podemos suponer que 1 < --- < Br. Entonces pasa que
ne Mg yasin € NnMg, = Ng,. Ahora veremos que Ng  {I') para todo 3 € I y como consecuencia
obtendremos que N < (I'). Supongamos por el contrario que existe B € I tal que Ny & (I') y sea By
el minimo ordinal en I con esta propiedad. A continuacion veremos que la existencia de tal minimo
es imposible

1) Si suponemos que B es un ordinal limite, siendo 3y minimo, entonces N, € Iy siry < oy

del hecho que Ng, = | ) N,, se tendria entonces que Ng, < {I'). Lo que no es consistente
¥Y<Bo
con la eleccion de By.

2) Ahora, si suponemos que By es un ordinal sucesor, entonces Ng, = Ng,_1 + Dng,. Como
Bo es minimo, se tiene que Ng,_1  {I') y dado que ng, € (I'), entonces Ng, < ('), lo que
es contradictorio.

Por lo tanto, N = &P Dng y asi N es un D-médulo libre con base I'. u

n/gEr
Corolario 1.3.10. Sean D un dominio de ideales principales y M un D-modulo libre. Si N es un
D-submddulo de M, entonces N es un D-mddulo libre y ran(N) < ran(M).

Lema 1.3.11. Sean D un dominio de ideales principales, M un D-modulo libre de rango finito y N
y K R-submddulos de M tales que M = N P K. Entonces ran(M) = ran(N) + ran(K).

Teorema 1.3.12. Sean D un dominio de ideales principales, M un D-mddulo libre de rango finito n
y N un D-submddulo no nulo de M. Entonces existe una base {my, ..., m,} de M, un entero positivo
q < ny elementos no nulos dy, . ..,d,; € D tales que {dey,..., dqeq} es una base de N y ademds d;
dividead;y ) paral <i<q—1

Demostracion. Antes de comenzar propiamente la demostracion del enunciado, se realizard una
construccion, que si bien es complicada, remunerard al momento de hacer la demostracion del
teorema.

Sea Hom(M, D) el D-médulo de homomorfismos de los D-médulos de M en D. Si ¢ € Hom(M, D),
entonces @[N] es un D-submddulo de D 'y por lo tanto un ideal de D. Siendo que D es un dominio
de ideales principales, tenemos entonces que para cada ¢ € Hom(M, D), existe d, € D tal que
@[N] = d,D.

Como D es un dominio de ideales principales, entonces D es noetheriano y asi por el Teorema
1.2.26 existe y € Hom(M, D) tal que d,,D es un ideal maximal en el conjunto

{Dd, | d,D = ¢[N] con ¢ € Hom(M,D)}. 3.1

Siendo que M es un D-mddulo libre de rango finito n, existe {my,...m,} S M una base de M.
Para cada i € {1,...,n}, consideremos rt; : M —> D el morfismo de D-mddulos que extiende por

. . . 0 sii#j
linealidad a la funcion f; : {m,...m,} — D dada por fi(m;) = { | siimg”
Como {my,...m,} es una base de M, entonces todo elemento m € M se puede escribir de manera
inica como rimy + ...+ rym, conr; € Dparai = 1,...,n, es entonces claro que dados m,l € M
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se tiene que
m =1 siysdlosi n(m)=m(l) paratodo i€ {l,...,n}. 3.2)

En particular m =0 siysélosi n(m) =0 paratodoie {l,...,n}. (3.3)

Por hipdtesis N # {0} y como consecuencia de (3.3) existe i € {1,...,n} tal que n;[N] # {0}.
Luego, por el cardcter maximal de d, tenemos que y(N) # (0) y asi podemos concluir que d,, # 0.

Consideremos €' € N tal que y(e') = d,. Ahora se va a demostrar que para todo ¢ € Hom(M, D),
d, divide a (¢').

Tomemos entonces ¢ € Hom(M, D). Si ¢' € ker(yp), se tiene que ¢(e’) = 0y asi trivialmente
d, divide a ¢(e'). Supongamos entonces ¢(e') # 0. Como D es un dominio de ideales principales,
existe d € D — {0} un mdximo comiin divisor de d, y de ¢(e')®, mds aiin por el Corolario 1.2.82
existen a,b € D tales que ad, + bo(e') = d, y como d,, = y(¢'), tenemos que

(ay + bp)(€') = ay(€') + bp(e') = d. (3.4)
Donde ay + by € Hom(M, D).

Siendo que d | d,, por la Proposicion 1.2.29 pasa que d,D C dD. Ademds se tiene que d €

(ay + bp)[N] y entonces dD < (ay + bg)[N]. Dado el cardcter maximal de d,D, tenemos que

dy,D = (ay + bp)[N] y en consecuencia d,D = dD. Luego por la Proposicion 1.2.30, se tiene que
d, y d son asociados en D'y como consecuencia de que d | ¢(e’) podemos concluir que d, divide a

p(e).

En particular tenemos que d,, divide an;(e') para cadai € {1, ...,n}. Entonces existenb,, ... ,b, €
D tales que m;(¢') = d,b;.
Tomemos
€= Z bim;. (3.5)
i=1
Multiplicando la igualdad dada en (3.5) por d,, obtenemos que
dye = dy Y\ bim; = Y dybim; = Y\ mi(e')mi. (3.6)
i=1 i=1 i=1
Luego, si aplicamos ©tj a (3.6), se tiene que nj(dye) = nj(e’) para todo j € {1,...,n}. Entonces de

(3.2), tenemos que ¢’ = dye. Ademds se tiene que

dy = y(¢') = y(dye) = dyy(e).
Y dado que d, # 0y D es un dominio entero, entonces y(e) = 1.
Ahora demostraremos que
1) M = De @ ker(y).
2) N =Dée' @ (N n ker(y)).

Demostraciones:
1) Siy € M. Podemos escribir
y=y0e+—=rOe) 3.7
donde claramente, y(y)e € De 'y y — y(y)e € ker(y). Ahora, supongamos que
y=ze+w, (3.8)

conz € Dyw e ker(y). Aplicando y a (3.8), se tiene que
y(y) = v(ze) = 2v(e) = 2,

8Por el Teorema 1.2.68 D es un dominio de factorizacién unica, luego por la Proposicién 1.2.72 D tiene la propiedad
del MCD.
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de donde w =y — y(y)e. Asi la representacion dada en (3.7) es iinica. Por lo tanto
M = De @ ker(y).
2) Seay € N. Siendo que y(y) € Dd,, entonces existe b € D tal que y(y) = bd,. Luego y se
puede escribir de la forma
y=>bdye+ (y—bdye) = be + (y—Dbe),
e'=dye
donde es obvio que be’ € De' y que y — be’ € N. Ademds, si aplicamos v a y — bé’,
obtenemos que

Yy = be') = y(y) = y(be') = y(y) = by(¢') = y(v) — bd, = 0.
Entonces 'y — be’ € (N n ker(y)).

Ahora notemos que De' € De y N n ker(y) € ker(y), entonces de la Proposicion
1.1.37 inciso (1) se tiene que N = De’ @@ (N n ker(y)).

Ahora se demostrard por induccion sobre el rango de M, la asercion del teorema.

La base es precisamente el Lema 1.3.8.

Supongamos que la afirmacion es vdlida para todo D-modulo de rango n'y sea M un D-modulo
de rango n + 1. Por la construccion hecha anteriormente, existen e,e’ € M — {0}, v € Hom(M, D)
yvd, € D tales que

M = De@ ker(y), N=De' @ (N nker(y)) y e=de.

Por el Lema 1.3.11 ran(ker(y)) = n, pues claramente ran(De) = 1. Entonces por hipdtesis de
induccién en los D-submédulos N n ker(y) y ker(y), existe una base (ey,...,e,11) de ker(y) y
elementos dy, . ..,d, € D tales que (dye,, ..., de,) es una base de N ~ ker(y) y tales que d; divide
adiyipara2 <i<qg—1.

Siendo que M = De @ ker(y) y que N = De’ @ (N n ker(y)). De la Proposicion 1.3.2 con-
cluimos que {e, e, ..., e,} es una base M 'y que {dye = ¢',dse, ... ,dye,} es una base de N.

Solo falta demostrar que d, | dy. Sean : M — D el morfismo extendido por linealidad al definir
porn(e) =1n(ex) = Lyn(e;)) =0paraice {3,...,n}. Dado que

d}/ = dy 1= dyn(el) = n(dyel) = 77(6/) € U(N),
entonces d,D C n[N]. Dado que d,D es un ideal maximal en el conjunto definido en (3.1), entonces

dyD = n[N]. Ahora, como dye, € N y dy = danj(e2) = n(dsez), tenemos que d, € d,D. Por lo tanto
d, | da, con lo que concluimos la demostracion. g

Corolario 1.3.13. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito n. Entonces
existe una base {g,...,8,} de Gy enteros positivos ry, ..., rq con q < n tales que {rigi,...,7:84}
esuna basede Hy r;dividear; i paral <i<q—1

Corolario 1.3.14. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces G es isomorfo a un producto de la forma
(Z/d\Z) x ---(Z/d,Z) donde d, ...,d, € Zt yd; | diy1 paratodoi=1,...,n— 1.

Corolario 1.3.15. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces existe z € G cuyo orden n es tal y" = 1
para todo y € G. (Ver el Corolario 1.3.14)

Proposicion 1.3.16. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango n. Entonces G/H
es finito si 'y solo si ran(H) = ran(G).
Demostracion.

=) Supongamos que G/H es finito y sea s el rango de H. Por el Teorema 1.3.12 existe
{g1,-..,8n} base de G y ri,...,ry € Z — {0} con s < n tales que {rigi,...,rsgs} es
una base de H.
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Ahora, por la Proposicion 1.3.2, G = @;_,Zgiy H = @®;_, Z(m;g;), y entonces

n s s n
G/H = @ Zgi/ DZ(rig) i D (Z&i/Z(rig:)) D ( @ &Z) :
i=1 i=1 eo-1.1.37.(2) ;2 i=st1
Luego si sucediera que s < n, entonces G/H tendria al menos un sumando directo iso-
morfo a Z lo que contradice el hecho de que G/H es finito. Por lo tanto s = n.
<) Supongamos que ran(H) = ran(G) = n. Por el Teorema 1.3.12 existen {g, ..., g} base
de G, y elementos no nulos ry, ..., r, € Z tales que {rg1,...,r.gn} es una base de H. De
la Proposicion 1.3.2 se tiene que G = (P_, Zg; y que H = P;_, Z(r:g:), entonces

G/H =D Zsi/DZimg) = D (Zgi/Zmig)) =D ZLn,
i=1 =1 eo. 1.1.37(2) ;= =1
De donde es claro que G/H es un mddulo finito. g
Corolario 1.3.17. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito, tal que ran(H) =

ran(G). Si {hi,...,h,} y {g1,...,8n} son bases de H y G respectivamente, tales que h; = r;g; con
ri € Z— {0} para cada i€ {1,...,n}, entonces |G/H| = [ [i_, |ril-

Observacion 1.3.18. Si D es un dominio de ideales principales, M un D-médulo de rango finito n

con {my,...,m,}y {m),...,m,} bases de M, entonces existen r;;, s;; € D tales que
n n
_ ’ r_
m; = Z rijm; y m; = Z Sijm,;.
=0 =0
Entonces podemos considerar los arreglos V = (my,...,m,), W = (m|,...,m;,) y las matrices

A = (ry)y B = (s;;) tales que V' = A(W)" y que (W)" = BV (donde V' y (W)t son los vectores
transpuestos de V' y W respectivamente). Podemos concluir entonces que V' = ABV', y si AB = (¢;;)
donde ¢;; € D, se tiene que

n
m; = Z Cijm,.
=0
0 sii#j

Y como {my,...,m,} es una base de M, de la Proposicién 1.3.2 pasa que cij = { | yiisi 8 decir
Sii=j
AB es la matriz identidad en el conjunto de matrices de n x n con coeficientes en D. Por lo tanto

det(AB) = det(A) - det(B) = 1 y es entonces que det(A), det(B) € U(D).

Definicion 1.3.19. Sea R un anillo y M, (R) el conjunto de matrices de n x n con coeficientes en R.
Una matriz A € M,,(R) se dice unimodular si det(A) € U(D).

Observacion 1.3.20. En el caso de que R = Z, las matrices unimodulares son aquellas cuyo deter-
minante sea +1.

Teorema 1.3.21. Sean D un dominio de ideales principales y M un D-modulo libre de rango finito
ny una base {my, ..., m,} de M. Supongamos que (a;;) € M,(D), entonces los elementos

n
/ —_— . .
m; = Z aijm;
Jj=1

en D forman una base de M siy sélo si (a;;) es una matriz unimodular.

Demostracion.
=) Es la Observacion 1.3.18.



§1.3 Modulos sobre dominios de ideales principales. 29

<) Supongamos que (a;;) es una matriz unimodular. Como det((a;;)) € U(D), entonces
(det((a;j)))~" € D. Del dlgebra lineal sabemos que A~" = (det(A))~'A donde A es la

matriz adjunta de A. Dado que A € M,,(D), entonces podemos concluir que A~" € M, (D).
Denotemos A~' = (b;;) con b;j € D.
Como

7

()-m()

n

aplicando la matriz inversa de (a;;) por la izquierda a (3.9), obtenemos que

w()-()

n
Lo que se tiene, es que para cada i € {1,...,n} es posible escribir m; = b,-jm;. con
Jj=1

bij € D, es decir {mi,...,m,} < <{m’I ... m;}> Luego por el Corolario 1.1.30 inciso
(1), concluimos que M = <{m’l, e m;}>
Ahora supongamos que
rmy + -+ +r,m, =0 con r;€D. (3.10)

Como m, = Z?Zl ajjmj, la igualdad planteada en (3.10) induce el sistema de ecuaciones

riair + o+ 4+ rag = 0
: : : 3.11)
rap, + - + rmam = 0.

Ahora, suponemos que (a;;) es una matriz unimodular y entonces det((a;;)) # 0. Una
vez mds recurriendo al algebra lineal obtenemos que la tinica solucion al sistema lineal
homogéneo dado en (3.11) es la trivial. Por lo tanto r; = 0 para cada i € {1,...,n}. Y
entonces {m,...,m} es una base de M. g

Proposicion 1.3.22. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito tal que
ran(H) = ran(G) y sean {hy,...,h,} ¥ {g1,....8n} bases de H y G respectivamente, tales que
hi = Y i_, aijg;. Entonces

| G/H |=| det(aij) | -

Demostracion. Por el Teorema 1.3.12, existe {ui,...,u,} una base de Gy ry,...,r, € Z — {0}
tales que {v1,...,v,} es una base de H y v; = rju; para cada i € {1,...,n}.
Ahora, siendo que {g1,...,gn} es una base de G, se tiene que

n
u; :Zbijgi con bij€Z para cada i€ {1,...,n}.

i=1

Y como {uy,...,u,} es una base de G, por Teorema 1.3.21 se tiene que B = (b;;) es una matriz
unimodular.
De igual manera, como {vi,...,v,} es una bases de H, entonces

/’lj = Zdijvi con d,‘j € 7.
i=1

Y ademds D = (d;;) es una matriz unimodular.
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Si hacemos c;; = m; y ¢;j = 0 sii # j, entonces tenemos

n
Vji= Z CijUi,
i=1

81
Y asi tomando C = (c;j), tenemos que h; = (DCB) | : |. Como la expresion de h; como combi-

&n
nacion D-lineal de los elementos de la base {g, . . ., g,} es tinica (Teorema 1.1.36) podemos concluir

que (a;;) = DCB. De donde se tiene que

\det((a;;))| = |det(DCB)| = |det(D)det(C)det(B)| - jder(©) =[]

By D son Unimodulares or. 1.3.

_1G/H|.

§1.4 Resultados de campos.

Para cerrar este capitulo se presentardn algunos resultados de la teoria de campos que en su
momento serdn de invaluable importancia para el desarrollo del trabajo.

Definicion 1.4.1. Sean F y E campos. Se dice que E es una extension de F, si F es un subcampo
deE .

Si E es una extension de un campo F lo que denotaremos por E/F, entonces E es un F espacio
vectorial. A la dimension de F sobre E se le denota por [E : F|y se llama el grado de extension de
E sobre F. Una extension E de un campo F es una extension finita, si [E : F| es finito.

Proposicion 1.4.2. Sean E K y F, campos tales que F < K € E. Entonces

1) [E:F]=[E:K]|[K:F]

2) |E : F]esfinitosiysolosi [K : F|y[E : K] son finitos.
Proposicion 1.4.3. Si R es un subanillo de un anillo S 'y a € S, existe un vinico morfismo de anillos
evy : R[x] — S tal que evy(x) = @y evy(r) = r para todo r € R.

En adelante si tenemos que R es un subanillo de un anillo S, @ € S y el morfismo
evy : R[x] — S, llamado el morfismo evaluacion, para cada f(x) € R|[x], denotaremos la im-

agen de f(x) bajo ev, simplemente por f(a) y a la imagen del morfismo ev, en S se denotard por
S[e].

Definicion 1.4.4. Sea E es una extension de un campo F.

1) Sif(x) € F[x].a € E es unaraiz de f(x) si f(a) = 0.
2) a € E es un elemento algebraico sobre F, si existe f(x) € F[x] tal que a es una raiz de

f(x).

3) Una extension E/F es algebraica si todo elemento de E es algebraico sobre F.

Proposicion 1.4.5. Sea E una extension del campo F, « € E y ev, : F[x] — E. Entonces « es
algebraico sobre F si'y sdlo si ker(ev,) # {0}.

Definicion 1. 4.6. Sea R un anillo y f(x) € R[x] — {0} tal que f(x) = >_,ax' con
n = grad(f(x)). f(x) se dice un polinomio ménico sia, = 1.
Proposicion 1.4.7. Consideremos E una extension del campo F, @ € E algebraico sobre F y

evy : F[x] — E. Entonces existe un polinomio irreducible y mdnico f(x) € F[x] tal que
ker(evy) = f(x)F[x].
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Proposicion 1. 4.8. Si f(x),g(x) € F[x] son polinomios mdnicos irreducibles tales que
f(x)F[x] = g(x)F[x], entonces f(x) = g(x).

Definicion 1.4.9. Sea E una extension del campo F, « € E algebraico sobre F y ev, : F[x] — E.
Al tnico polinomio ménico f(x) en F[x] que tiene la propiedad de que ker(ev,) = f(x)F[x] se
llama el polinomio minimo de « sobre F y se denotard por f,(x).

Recordemos que si F es campo entonces F[x] es un dominio de ideales principales, luego entonces
es posible usar el lenguaje y la teoria de la Seccion 2 de este capitulo para el desarrollo de esta
seccion. Ast, diremos que un polinomio es irreducible en F[x] si es un elemento irreducible en el
anillo F[x], lo que significa que no se puede escribir como el prosuctor de dos polinomios de grado
menor al grado de f(x).

Proposicion 1.4.10. Sea E/F una extension, f(x) € F[x]| y « € E. Entonces « es una raiz de f(x)
si'y s6lo si x — a divide a f(x) en E[x].

Corolario 1.4.11. Sea F un campoy f(x) € F[x] tal que grad(f(x)) > 1. Si f(x) es irreducible en
F[x] entonces f(x) no tiene raices en F.

Ejemplo 1.4.12. Consideremos el polinomio f(x) = x*+2x*>+1 € R[x], se tiene que x* +2x>+1 =
(x? + 1)%. Claramente las raices de f(x) son i y —i que no pertenecen a R sin embargo el polinomio
x* + 2x% + 1 no es irreducible.

Un morfismo de campos es un morfismo de anillos enter dos campos.
Lema 1.4.13. Los homomorfismo de campos son inyectivos.

Teorema 1.4.14. Sea F un campo y f(x) = Y./_,a;x' € F[x] un polinomio irreducible. Entonces,
existe una extension de campo de F donde f(x) tiene una raiz.

Demostracion. Siendo F[x] un dominio de ideales principales y f(x) irreducible en F|x]. Por el
Teorema 1.2.36 inciso (1), f(x)F|[x] es un ideal maximal en F[x], luego por la Proposicién 1.1.20
E = F[x]/f(x)F[x] es un campo.

Ahora, sint : F[x] — E es la proyeccién candnica, notemos que 7t | es un morfismo de campos.
Entonces por el Lema 1.4.13, | es inyectivo, de donde se tiene que F es isomorfo a n[F)]. Ahora
si identificamos los elementos de F con sus respectivas imdgenes en n[F], podemos ver a E como
una extension de F.

Luego para Para x € E se tiene que

n [
_ — n . —
f(x) = Z(:)aix’ = Zi:O aixi =0.
=
Yasix € E es una raiz de f(x). u

Corolario 1.4.15. Sean F un campo y f(x) € F[x] un polinomio irreducible. Entonces, existe una
extension E de F donde f(x) se puede descomponer como producto de irreducibles de grado 1 en
E[x].

Corolario 1.4.16. Sea F un campoy f(x) € F[x]. Entonces existe una extension E de F donde f(x)
se puede descomponer como producto de irreducibles de grado 1 en E[x].

Corolario 1.4.17. Sea F un campo y fi(x),..., fu(x) € F[x]. Entonces existe una extension E de F
que contiene a las raices del conjunto de polinomios {fi(x),..., fu(x)}.
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Proposicion 1.4.18. Sea E un campo y {F;}ic; una familia de subcampos de E. Entonces F = (| F;

i€l
es un subcampo de E.
Definicion 1.4.19. Sea E una extensién de un campo F y ay, ..., a, € E. Consideremos
Fr'={K<cE|Fu{a,...,ay} S K y K essubcampode E}
y tomemos
Flay,...,a,) = ﬂ K.
Kel'
Ndtese que por definicion F(ay, ... ,a,) el menor subcampo de E (en el sentido de la contencion)
que contiene a F U {ay,...,a,}.

Definicion 1.4.20. Una extension E de un campo F es simple si existe « € E tal que E = F(a).

Proposicion 1.4.21. Sea E una extension de un campo F y a € E. Entonces,

1) Sia € E es algebraico sobre F, entonces F(a) = F[a].

2) Si @ € E no es algebraico sobre F, entonces F(a) es el campo de cocientes del anillo
Fla].

Proposicion 1.4.22. Sea E una extension de un campo F y a € E algebraico sobre F tal que
folx) = ap + ajx + -+ + X" € F[x]. Entonces {1,a,a?,...,a""'} es una base de F(a) sobre F
como espacio vectorial.

Corolario 1.4.23. Sea E una extension de un campo F 'y a € E algebraico sobre F tal que f,(x) =
ap + a1x + - -+ + x"* € F[x]. Entonces [F(a) : F| = grad(fo(x)).

Corolario 1.4.24. Sea E una extension de un campo F y @ € E algebraico sobre F. Si 8 € F(a)
entonces grad(fz(x)) < [F(a) : F].

Proposicion 1.4.25. Sea E una extension de campos de F'y « € E. Entonces « es algebraico sobre
F siy solo si [F(a) : F] es finito.

Corolario 1.4.26. Si E es un extension de un campo F y ay,...,a, € E. Entonces ay,...,a, son

algebraicos sobre F si'y sélo si [F(ai,...,a,) : F] es finito.

Corolario 1.4.27. Si E es un extension de un campo F'y ay, @, € E algebraicos sobre F, entonces
@) + @y y ag - as son algebraicos sobre F.

Definicion 1.4.28. Un campo F es algebraicamente cerrado si todo polinomio f(x) € F|[x] tiene un
cero en F, es decir F es algebraicamente cerrado si todo polinomio se descompone como producto
de polinomios lineales en F[x]. Una extension E de F es una cerradura algebraica de F, si E es
una extension algebraica de F que es algebraicamente cerrada.

Las demostraciones de los Teoremas 1.4.29 'y 1.4.30 se pueden encontrar en [Mc] Pdg. 21.

Teorema 1.4.29. Si F es un campo, entonces existe una extension E de F que es una cerradura
algebraica de F.

Teorema 1.4.30. Si F es un campo, dos cerraduras algebraicas de F son isomorfas.

En virtud de los Teoremas 1.4.29 y 1.4.30 si F es un campo a la cerradura algebraica de F la
denotaremos por F.

Definicion 1.4.31. Sea F un campo y f(x) € F[x]. Por el Corolario 1.4.16 existe una extension K
de F, donde f(x) tiene todas sus raices. Si a1, . . ., @, son las distintas raices de f(x) en K. El campo
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subcampo de K, dado por
E=F(ay,...,ap)
es llamado un campo de descomposicion de f(x).

Ejemplo 1.4.32. Consideremos el polinomio x” — 1 € Q[x] donde p es un niimero primo y & # 1
una raiz de x? — 1, entonces Q(¢) es un campo de descomposicién del polinomio x? — 1.

A continuacion se presentan una serie de resultados sobre homomorfismos de campos.

Proposicion 1.4.33. Sean : F — K un isomorfismo de campos. Entonces existe un iinico isomor-
fismo de anillos 7 : F[x] — K|[x] tal que 7j |r= 1y 7j(x) = x.

Proposicion 1.4.34. Sean : F — K un isomorfismo de campos, 1] el isomorfismo de anillos entre
F[x]y K[x] inducido por ny f(x) € F[x]. Entonces « € F es una raiz de f(x) si'y sélo si j(a) € K
es una raiz de 7( f(x)).

Proposicion 1.4.35. Sean : F —> K un isomorfismo de campos, 1] el isomorfismo de anillos entre
F[x] y K[x] inducido por 1y f(x) € F[x]. Entonces f(x) es irreducible en F[x] siy solo si 7j(f(x))
es irreducible sobre K[x].

Definicion 1.4.36. Sean R’ y S’ anillos, R y S subanillos de R' y S’ respectivamente yn : R — S
un morfismo de anillos. Un morfismo de anillosy’ : R" — S’ es una extension del morfismo n si
' (r) = n(r) para todor € R.

Lema 1.4.37. Sean n : F — K un isomorfismo de los campos y E y L extensiones de campos F
y K respectivamente. Supongamos que « € E es algebraico sobre F con polinomio minimo f,(x) y
sea 1] el correspondiente isomorfismo de F|[x] en K[x] que extiende a n. Entonces:

1) n se puede extender a un morfismo ¢ : F(a) — L si 'y sélo si 1j(f(x)) € K[x] tiene una
raiz en L.

2) Sin puede extenderse al menos a un homomorfismo de F(a) en L, entonces el niimero de
extensiones distintas es igual al niimero de raices distintas de 7(f(x)) en L.

Demostracion.

1) =) Sea fo(x) = Y jaix' y supongamos que { : F(a) —> L es un morfismo que
extiende a n. Por el Lema 1.4.13 tenemos que { : F(a) — {[F(@)] es un isomorfis-
mo de campos, luego por la Proposicion 1.4.33 { se puede extender un isomorfismo
Z: F(a)[x] — ([F(a)][x] tal que Ig |F(a)= { y entonces por la Proposicion 1.4.34
(@) es una raiz de Z(f,(x)). Por iiltimo notemos que

(fe@)) =2 a) = Y l(a)d = Dila)x = N in(a)x =i(fa(x).
i=0 i=0 ¢lry =4 izo ¢ extiendea =5
Por lo tanto {(@) es una raiz de 7j( f,(x)).
<) Supongamos que @ € L es una raiz de 1(f(x)). Como f,(x) es el polinomio minimo

de a, de la Proposicion 1.4.7 tenemos que f,(x) es irreducible en F[x]. Luego, por la
Proposicion 1.4.35 1j(fo(x)) es irreducible en K[x], de donde podemos concluir que
7(fo(x)) es el polinomio minimo de @ sobre K.
Luego entonces tenemos que

& K[x]/n(fo(x)K[x] — K(@) dado por ¢ (Z?:o a,-x‘> = ZLO a;d'.
y que
0: F(a) — F[x]/fo(x)F|[x] dado por 6 <Z:L:0 a,ui) = Z:'l:o axi.
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son isomorfismos de campos.
Ahora, como 1 : F — K un isomorfismo de campos, este induce un isomorfismo de
anillos

7 P/ — KD/ KD dadopor 7 (T, a ) = (Z ) )

Entonces tenemos que £ oo 6 : F(a) — K(@) € L es un isomorfismo de campos,
donde claramente £ oo 6 |p=ny ademds £ oo O(a) = &

2) Como se vio ya en <) de i) de este teorema. Para cada raiz & de 7j(f,(x)) en L es posible
encontrar un isomorfismo de campos { : F(a) — K(a) tal que { |r= 1y {(@) = @.
Luego entonces, existen a lo menos tantos morfismos de estos como raices distintas de
H(fu(x)) en L.

Por otro lado, si { : F(a) — L es una extension de 1, entonces por la Proposicion
1.4.34 se tiene que {(@) es una raiz de 7(fo(x)) y entonces ¢ : F(a) — K(&) es un
isomorfismo de campos que cumple { |r=ny {(a) = @, es decir { es uno de los morfismos
construidos en <) de i) de este teorema. g

Lema 1.4.38. Sea E una extension del campo F, a € E algebraico sobre F'y f,(x) € F[x] el
polinomio minimo de a sobre F. Si g(x) € F[x] es tal que « es una raiz de g(x), entones f,(x) | g(x)
en F[x].

Teorema 1.4.39. Sean : F — K un isomorfismo de campos, f(x) € F[x] un polinomio ménico
de grado n = 1, 7(f(x)) el correspondiente polinomio a f(x) en K[x] bajo el isomorfismo 7 :
F[x] — K|[x] que extiende any E y L campos de descomposicion de f(x) y 1j(fo(x)) sobre F 'y F
respectivamente. Entonces

1) n se puede extender a un isomorfismo de E en L.

2) El nimero de extensiones de n a E es menor o igual que [E : F].

Demostracion. Se demostrard por induccién sobre [E:F].

Si[E : F] = 1, entonces E = F y asi f(x) = [[—,(x — r;) donde x — r; € F|[x] para cada
ie{l,...,n}. Aplicando 7] a f(x) tenemos que:

n n n
() =7 [(x =) = [ [(x =71(n)) = ] [(x = n(r))
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto 7](f(x)) se factoriza en K[x], y entonces L = K. De donde trivialmente se obtiene el
resultado.

Supongamos que la proposicion es vdlida para todok < ny sea [E : F] =n > 1. Comon > 1y
E es un campo de descomposicion de f(x) sobre F, existe « € E — F que es raiz de f(x).

Sea f,(x) el polinomio minimo de « sobre F, por el Lema 1.4.38 fy(x) | f(x) en F|[x]. Entonces
todas la raices de f,(x) son raices de f(x)y como E es campo de descomposicion de F(x), pasa
que fo(x) = [~ (x — s;) en E[x]. Ademds por la Proposicion 1.4.22 se tiene que [F(a) : F] =
grad(fy(x)). Por el Lema 1.4.37, 1 se puede extender a k morfismos de campos &i,...,& en L,
donde k es el niimero de raices distinta de f,(x) en E.

Ahora tomemos & coni € {1,...,k}. Claramente f(x) € F(a)[x] y 7(f(x)) € &(F(@))[x]y Ey
L son sus respectivos campos de descomposicion sobre F(a). Por el la Proposicion 1.4.2, se tiene
que [E : F] = [E : F(@)][F(@) : F]lycomo @ € E — F, entonces 1 < grad(f,(x)) = [F(a) : F].
De donde tenemos que [E : F(a)] < n. Luego por hipdtesis de induccion cada &; se puede extender
a un isomorfismo de E en L'y el niimero de tales extensiones es menor o igual que < [E : F(a@)],
como a lo mds existen [F(«) : F| morfismos &; que extienden a 1, entonces el niimero de extensiones
denaEesalomds[E: F(a)][F(a) :F]=[E:F] a
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Corolario 1.4.40. Dos campos de descomposicion de f(x) € F[x] son isomorfos.

Definicion 1.4.41. Si F es un campo, f(x) € F[x] y E el campo de descomposicién de f(x) sobre

F. Entonces
k

fo) =T =an™.
i=1
Donde {1, ...,a,} es el conjunto de las distintas raices de f(x) en E. Se define la multiplicidad de
la raiz a; como el exponente n;.

Proposicion 1.4.42. Sea F un campo f(x) € F[x]y E un campo de descomposicion de f(x) sobre
F. Si f(x) es irreducible en F[x], entonces todos los cero de f(x) tienen la misma multiplicidad en
E.

Demostracion. Consideremos el morfismo identidad Id : F — F y a,f8 € E dos raices de f(x)
de multiplicidad n, y ng. Por el Lema 1.4.37, el morfismo Id puede extenderse a un isomorfismo
& F(a) — F(B), el cual por el Teorema 1.4.39 se puede extender a un isomorfismo k : E — E.
K induce un isomorfismo & : E[x] — E|[x] que deja fijo a F (ver Proposicion 1.4.33).

Ndtese que como ¥ deja fijo a F, entonces X(f(x)) = f(x). Ahora, como la multiplicidad de «
es nyy la multiplicidad de B es ng, entonces f(x) = (x — a)"™(x — B)"h(x) donde h(x) € E[x] y
x—ath(x)yx—p1h(x).

J(x) =K(f (%)) = &((x = @)™ (x = B)"h(x)) = (x = B)" (x — @)"K(h(x))
Por un lado tenemos que (x — )" | f(x) y entonces por la Proposicion 1.2.63 se tiene que no, < ng,
pero como también (x — a)" | f(x), entonces ng < ng. Por lo tanto no, = ng. w

Teorema 1.4.43 (Teorema de la Multinomial). Sean R un anilloy x1,...,x, € R. Entonces

m _ m ki ko ok
(X1 4+ x) Z ( ki k- - -k, )xl Xy Xy

ky,ka,...ky =0
ki A =m

m _ m!
Donde ( ki ko, -k, ) = Tkl k!

Corolario 1.4.44. Sean R un anillo'y f(x) = Y.|_,a;x' € R[x]. Sim € Z7, entonces

m nm m ;
)" = D <k0 . )agoaf?...aﬁn X,

i=0 ko.ki,....k, =0
ko+ky+-++ky=m
ki +2ky+ -+ +nk, =i
Proposicion 1.4.45. Seanm,ne Z*, ky,..., k, € {0,1,...,n} y j€ {0,1,...,n} tales que
ki+---+kp=nm—n+j
Entonces k; = jparatodoie€ {1,...,m}.
Demostracion. Si j = 0 la proposicion se cumple trivialmente, entonces podemos suponer que

Je{l,...,n}
Supongamos que k; < j para alguna i € {0,1,...,m}, de hecho sin perdida de generalidad
podemos suponer que k,, < j. Entonces

(ki + -+ kp1) F ko < (ki + -+ + k1) + )
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Como ky+- - -+ky, = nm—n+ j, tenemos que nm—n+ j < (ki +- - - +kyu—1) + j. Asi concluimos que

mm —n < k + --- + ky_1, que es un absurdo pues como k; < n, entonces
ki 4+t ko < (m— l)n
Por lo tanto k; = jparatodoie {1,...,m}. u

Corolario 1.4.46. Seanm,n€ Z*, ky,...,k, € {0,1,...,n} y j€ {0,1,...,n} tales que
ki +ky+ks+- +kp=m y ki +2ky+3ks+---+nk,=nm—n-+j.
Entonces k; = 0 para todo i < .

Proposicion 1.4.47. Sean R un anillo y f(x) = Y,|_,a;x' € R[x]. Sime Z* y j e {0,1,...,n},
entonces el coeficiente del término X"/ en el polinomio (f(x))" esta dado por

m kj Kji Kn
Z ( kj’kj-#—l""kn aj aj+1 -
kjt+kjr1+-+ko=m
Jkj+(j+1)kjp1+---+nk,=nm—n+j
kjkjg1senkn =0
Lema 1.4.48. Sea E una extension de F. Sim € Z% es tal que m1 # 0en F y e € E — F, entonces
mee E — F.

Lema 1.4.49. Sea E una extension de F y f(x) = >.._,a;x' € E[x] un polinomio ménico tal que
E es un campo de descomposicion de f(x). Sim € Z% es tal que (f(x))" € F|[x]yml # Qen F,
entonces f(x) € F[x].

nm—1

Demostracion. Por la Proposicion 1.4.47 el coeficiente del termino x esta dado por

" ap_1a"! = m—!a = ma
l,m—l n—1% f(x) es monico 1‘(111—1)' el ol

Entonces (ml)a, 1 € F, y comoml # 0 en F, por el Lema 1.4.48 tenemos que a,_ € F.

A continuacion se demostrard que a; € F para todo i € {1,...,n}, para los cual procederemos
por reduccion al absurdo. Entonces supongamos que existe un coeficiente de f(x) que no pertenece
a F y sea k el grado del monomio de f(x) de grado mdximo tal que ay no esta en F. Es decir
ax€ E—Fyaje F paratodo j > k.

De la Proposicién 1.4.47, tenemos que el coeficiente de x""+* en (f(x))" es de la forma

may, +g(an,1,an,2,...,ak+1) e F. 4.1)

Donde g(a,_1,an_2, . ..,ary1) es un polinomio en n—k—1 variables evaluado en a,_1,a, 5, ..., dxs1-
Como ay, es minimo con la propiedad de que a;, € E — F, entonces a,_1,a,_2,...,0r+1 € F'y
asi g(an—1,ay—2,...,ar+1) € F. Luego podemos concluir por (4.1) que (ml)ay. Y entonces por el

Lema 1.4.48 tenemos que a, € F. Lo que es un absurdo pues suponemos que a, € E — F. Por lo
tanto todos los coeficiente de f(x) pertenecen a F y asi f(x) € F[x]. u

Corolario 1.4.50. Sea F un campo de caracteristica 0y f(x) € F[x] un polinomio irreducible y
mdnico. Entonces f(x) tiene todas sus raices distintas.

Demostracion. Sea f(x) € F[x] y E un campo de descomposicion de f(x) sobre F. Entonces por
la Proposicion 1.4.42

k s
f(x) = (H X — a/i) para algiin s € Z",
i1

donde {a,...,a,} son las distintas raices de f(x) en E.
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k
Si tomamos g(x) = [[(x—a;) € F[x], entonces (g(x))* € F|[x], luego como F es de caracteristica

i=
cero, s1 # 0y asi al aplicar el Lema 1.4.49 tenemos que g(x) € F[x]. Ahora, f(x) es irreducible
F[x]y g(x) | f(x), ademds de que g(x) no es una unidad en F|x]. Luego entonces f(x) y g(x) son
asociados en F|x], entonces por la Proposicion 1.2.30 f(x)F[x] = g(x)F|[x], y de la Proposicion
1.4.8 concluimos que f(x) = g(x). Por lo tanto f(x) tiene todas sus raices distintas. a

Lema 1.4.51. Sean E es un extension de un campo F y f(x),g(x) € F[x]. Si dg(x) € E[x] es un
mdximo comin divisor f(x)y g(x) en E[x] y dr(x) € E[x] es un mdximo comiin divisor f(x)y g(x)
en F[x], entonces existe h(x) € E[x] tal que dg(x)h(x) = dp(x).

Lema 1. 4.52. Sea E una extension algebraica y finita de un campo F. Entonces existen
ai,...,a, € E tales que E = F(ay,...,a,).

Teorema 1.4.53 (Teorema del elemento primitivo). Si F es un campo de caracteristica cero, entonces
toda extension algebraica y finita de F es una extension simple de F.

Demostracion. Se probard el caso para E = F(a,f3) con a 'y B algebraicos sobre F, luego el
razonamiento de induccion es obvio a partir del Lema 1.4.52.

Sea E algebraica y finita de F y a,8 € E tales que E = F(a,f). Consideremos f,(x) y fs(x) re-
spectivamente los polinomios minimos de « y 8 sobre F. Por el corolario 1.4.17 existe una extension
K de E que contiene a @ = ai, ...,y y B = B, ..., B, las raices distintas de f,(x) y fz(x).

Tenemos F es infinito, pues es de caracteristica cero, entonces es posible encontrar a € F tal
que a # (B; — B)/(a — ;) para todas las i € {1,...,n}y j € {2,...,m}. De donde tenemos que
B+aa #B; +aajparatodaslasie {1,...,n}y je {2,...,m}. Y en consecuencia

B+aa—aa;#B; paratodo i€ {l,...,n} yparatodo je{2,...,m}. 4.2)

Como 3 + aa € F(a,f), claramente se tiene que F (B + aa) € F(a,B).

Ahora consideremos h(x) = f3(8 + aa — ax) € F(B + aa)[x]. Notemos que h(a) = 0, ademds
por (4.2) es claro que « es la iinica raiz comiin de h(x) y f,(x). Entonces podemos concluir que un
mdximo comuin divisor de h(x) y fo(x) en K[x] es x — a.

Si d(x) un mdximo conuin divisor de h(x) y f,(x) en F(B + a)[x], por el Lema 1.4.51 tenemos
que x — « | d(x) usando una vez mds el hecho de que « es la inica raiz comiin de h(x) y fo(x)
tenemos que x — « es asociado a d(x) y entonces x — « es un mdximo conuin divisor de h(x) y
Ja(x) en F(B + aa)[x]. Por la tanto x — a« € F(B + aa)|x]. En consecuencia se tiene que a €
F(B + a) de donde se obtiene que B € F(B + aa) y asi F(e,B) € F(B + aa). Por lo tanto

F(a,B) = F(B+aa). u

Ahora se presenta un interesante resultado que describe los subgrupos finitos del grupo de unidades
de un campo.

Teorema 1.4.54. Sea K un campo. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo U (K) estd formado
por raices de la unidad y es ciclico.

Demostracion. Sea G un subgrupo finito de U(K). Como (U(K),-) son un grupo abeliano, en-
tonces G es un grupo abeliano finito. Luego por el Corolario 1.3.15, existe z € G cuyo orden n es tal
y* = 1 para todo y € G. Como un polinomio de grado n puede tener a lo mas n raices distintas como
mdximo y todos los elementos de G son ceros del polinomio x" — 1, se tiene entonces que |G| < n.
Por otro lado 7 € G se tiene que el subgrupo generado por z esta contenido en G y como el orden el
subgrupo generado por z es n entonces n < |G|. Por lo tanto|G| = n'y asi G esta generado por z 'y
los elementos de G son las raices del polinomio x™ — 1. g
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Por tiltimo se presentan dos resultados que concluirdn con dos ejemplos que ilustran el Teorema
1.4.39.

Definicion 1.4.55. Sea K un campo f(x) = >'_, aix' € K[x]. La derivada formal de f(x) es el
polinomio
f'(x) = a; +2a:x + 3a3x* + -+ (n — Da,_ X" + na,x" .

Teorema 1.4.56. Sea K un campo f(x) € K[x]. Entonces f(x) no tiene raices multiples si 'y sélo si
(f(x), f'(x)) € K.

Teorema 1.4.57 (Criterio de Eiseinstein). Sea D un dominio de factorizacion tinica con campo
de cocientes Q(D) y sea f(x) = Y., aix' € D[x]. Supongamos que existe r € D un elemento
irreducible tal que r { a, r | a; parai = 0,...,n — 1y r* { ay, entonces f(x) es irreducible en

o(D)[x]-
Ejemplo 1.4.58. Consideremos K un campo de caracteristica 0 y el polinomio f(x) = x"—1 € K[x]
conn € Z*. SiT es el conjunto de raices de f(x). Claramente 1 € Ty para @, € T se tiene que
(@B)"—1=a"(Bn)"' —1 =0, esdecir " € T. Porlo tanto I es un subgrupo de U(K).

Ahora, f' = nx"~! y entonces

)= Gaf = 1.

Luego, por el Corolario 1.2.82, tenemos que (f(x), f'(x)) € K y asi por el Teorema 1.4.56 el poli-
nomio f(x) = x" — 1 tiene n todas sus raices distintas, y entonces por el Teorema 1.4.54 T es un
grupo ciclico isomorfo a Z,.

Asi, si & es un generador de T, entonces I' = {1,£,¢€2,...,£"~'}. De donde podemos concluir que
K(¢) es el campo de descomposicién de f(x) = x" — 1.

Por el Lema 1.4.37, tenemos que el morfismo identidad Id : K — K se puede extender a n
morfismos distintos, o; : K(§) — K(¢&). Donde para cada i € {l,...,n}, el morfismo o; que
extiende al morfismo identidad queda determinado por o;(¢) = &'

Ejemplo 1.4.59. Consideremos K un campo de caracteristica 0 y d € K — d{0}. Un argumento
similar al empleado en el Ejemplo 1.4.58 muestra que para cada n € Z* el polinomio x" — d tiene n
raices distintas.

Si £ es un generador de grupo multiplicativo generado por las raices del polinomio x” — 1 y a es
una raiz del polinomio x" — d. Por inspeccién se verifica que a, éa, &2a, ...,&" '@ son la distintas
raices del polinomio x" — d. Y entonces tenemos que el campo de descomposicion del polinomio
X" —des K(a,§).

Luego, por el Lema 1.4.37, el morfismo identidad Id : K — K se puede extender a n morfismos
distintos de K(a) en K(e,¢). Siendo el i-simo morfismo o; : K(¢§) — K(£) que extiende a el
morfismo identidad determinado por (@) = & a.



Capitulo 2
Anillo de enteros algebraicos

§2.1 Enteros algebraicos.

Definicion 2.1.1. Sea S un anillo y R un subanillo de S. Un elemento s € S es entero algebraico
sobre R si existe f(x) € R[x] monico tal que f(s) = 0.

Ejemplo 2.1.2.
1) Si F es un campo y E es una extension F, entonces a € E es entero algebraico sobre F si
y s6lo si a € E es algebraico sobre F.
2) Consideremos el anillo de enteros Z. Tenemos que \% es un elemento algebraico sobre Q

que no es entero algebraico sobre Z.

Si S es un anillo y R es un subanillo de S, por la Proposicion 2.4.3 sabemos que dado s € S existe
un tinico morfismo ev,R[x] — S tal ev,(x) = sy evy(r) = r para todo r € R. A la imagen del
morfismo evs en S la denotaremos por R[s].

Proposicion 2.1.3. Sean S un anillo, R un subanillo de S y s € S, Entonces

R[s] = ﬂ{T CS|T essubanillode S y Ru{s} ST}
T

Observacion 2.1.4. Nétese que R[s] estd generado como R-médulo por el conjunto {s” },en.

Si S un anillo, R un subanillo S y si,..., s, €, definimos

R[sl,...,sn]zﬂ{TC;S | T essubanillode S y Ru{si,...,sn} ST}
T

Proposicion 2.1.5. Sean S un anillo, R un subanillo S y sy, ..., s, €. Entonces

R[s1,.s8n] = R[s15. -, Sn—1][4]-
Definicion 2.1.6. Si R un anillo y M es un R-médulo, M se dice finitamente generado si existen
neNym,...,m, € M tales que M = {{my,...,my,}).
Teorema 2.1.7. Sean S un anillo, R un subanillo de S y s € S. Son equivalentes

1) s es entero algebraico sobre R

2) El anillo R[s] es un R-mddulo finitamente generado.

3) Existe un subanillo T de S que contiene a Ry a s, y que es un R-modulo finitamente
generado.

Demostracion.
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i) = ii)

i) = iii)

iii) = i)

Anillo de enteros algebraicos

Supongamos que s € S es un entero algebraico sobre R. Entonces existe
flx) = Zn o a;x' € R[x] polinomio ménico tal que f(s) = 0.
=

Sea M el R-submddulo de S generado por el conjunto {1,s, ..., Rt }. Claramente
M C R[s].

Ahora vamos a demostrar por induccion sobre k que s"** € M para todo k € N.

Primero verificaremos para k = 0. Dado que f(s) = 0, entonces

S ap st as+ag=0 (1.1)

yasi s" = —(a,_18""" 4+ -+ +ais + ap), entonces s" € M.
Supongamos la proposicion vdlida para todo k < m, es decir, si 0 < k < m entonces
"tk e M, ademds como s' € M para todo i € {0,1,...,n — 1}, entonces tenemos que

s' € M para todo i < n + m.
Ahora, multiplicando (1.1) por s™, se tiene que

~1 1
ST A" A+ @™ Faps” =0

Asi " = —(ag_1)4ms"" + -+ a1 + ags™) € M. Por lo tanto tenemos que
s" € M para todo n € N. Luego podemos concluir que R[s] € M y entonces M = R[s]
por lo que R[s] es finitamente generado.
Por hipdtesis R[s] es un R-médulo finitamente generado y claramente R U {s} € R[s],
luego el enunciado se sigue trivialmente.
Supongamos que T es un R-submodulo finitamente generado de S que contiene a R U
{s}, entonces existen ty,...,t, € T tales que el conjunto {t,...,t,} genera a T como R-
modulo. Siendo T un subanillo de S y que s € T, tenemos entonces que st; € T para todo
ie{l,...,n}y asise tenemos que

n
St = Z Clijlj,
J=1

yY entonces, para cada i € {1,...,n},
—apty — ...+ ai_1ti1 + (8 — ai)t; — Qi 1tivr ... — Aty = 0.
. . 0 sii#j .
Si consideremos la delta de Kronecker dada por 6;; = { i tenemos n igualdades
sii=]j
de la forma
n

Z(5,’j$ — Clij)tj =0, (1.2)
j=1

una para cada i € {1, ...,n}.

Consideremos f(x) = det(5;jx — a;;). Dado que a;j € R, entonces f(x) € R[x] siendo
este un polinomio monico.
Ahora consideremos el sistema de ecuaciones

(s—an)xy + -+ 4+  —aux  + -+ —apx = 0

—ai1 X1 + -+ (S — aii)xi + -+ —AinXp 0 (1.3)

—ay1 x| + -+ —ayxi + - 4+ (S—am)x, = 0
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Lo primero que tenemos que notar es que el determinante del sistema de ecuaciones
de n x ndado en (1.3) es f(s). Por otro lado, claramente (t,,...,t,) € T" es una solucion
del sistema de ecuaciones (1.3). Entonces por las formulas de Crammer"

tenemos que f(s)y; = O paratodoice {1,...,n}.

Por ultimo como 1 € T, existen by,...,b, € R tales que

I = Z bjyi
i=0

y entonces
£ls) = f(s)L = f(s) | X by Zb 0
i=0 7( 0

Siendo que f(x) € R[x] y es un polinomio médnico, tenemos en consecuencia que s es
entero algebraico sobre R. o

Corolario 2.1.8. Sean S un anillo, R un subanillo de S y sy,...,s, € S tales que s| es entero
algebraico sobre Ry s; es entero algebraico sobre R[sy,...,s; 1] parai = 2,...,n. Entonces
R[s1,...,s,]| es un R-mddulo finitamente generado.

Demostracion. La demostracion se hard por induccion sobre n.
El caso n = 1 es precisamente el Teorema 2.1.7.

Supongamos que la proposicion es vdlida para n, es decir, si sy,...,s, € S son tales que s es
entero algebraico sobre R y s; es entero algebraico sobre R[sl, ey si,l] parai=2,...,n. Entonces
R[s1,...,s,]| es un R-mddulo finitamente generado.

Sean entonces sy, ..., S,+1 € S tales que s) es entero algebraico sobre Ry s; es entero algebraico
sobre R[sy,...,si—1] para i = 2,...,n + 1. Por hipdtesis de induccion T = R|[sy,...,s,] es un
R-mddulo finitamente generado sobre R, y asi existenm € Z* y by, ..., b, € T tales que

m
T = Z Rb;. (1.1)

Como sy es entero algebraico sobre T, luego por el Teorema 2.1.7 T[sy11] es un T-mddulo

finitamente generado y entonces existenk € Z* y cy,. .., cr € T|sny1] tales que
T[sn41] Z Tc:. (1.2)

Asi tenemos que

k m

k
R[s1,...s8nt1] Prop,:2.5.11 R[s1,....8n][Sns1] = T[sn+1] pm‘:(m) ;)Tc,' por (] y 2 Z Z Rbj |ci = ; Z (bjci)

Es decir R[s1, ..., Syt+1] es un R-mdédulo finitamente generado por el conjunto {b; cj} 1 jyew
ayxy + -+ —apxn =
ISea R un anillo y : . un sistema de n ecuaciones con n incognitas ecuaciones con coeficientes
anl.xl + -+ sfa'mlxn = ‘7.1

en Ry sea A = (a;;) la matriz del sistema de ecuaciones. Si A; es la matriz que se obtiene al sustituir en la matriz A la

€1 Y1
columna i por el vector ( : ) y si ( : ) es una solucién al sistema de ecuaciones, entonces det(A)y; = det(A;) para cada

Cn Yen

ie{l,...,n}.
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Corolario 2.1.9. Sea R un subanillo de un anillo S y x,y € S. Si x,y son enteros algebraicos sobre
R, entonces x + y y xy son enteros algebraicos sobre R.

Demostracion. Como x,y € S son enteros algebraicos sobre R, entonces por el Corolario 2.1.8
R[x,y] es un R-mddulo finitamente generado. Como xtyy xy son elementos de R|x,y), del Teorema
2.1.7 concluimos que x + y y xy son enteros algebraicos sobre R. g

Corolario 2.1.10. Sea R un subanillo de una anillo S. El conjunto R’ de los elementos en S que son
enteros algebraicos sobre R es un subanillo de S que contiene a R.

Definicion 2.1.11. Sean S un anillo y R un subanillo de un anillo S . Por el Corolario 2.1.10 tenemos
que
R ={seS |s esalgebraico sobre R}

es un subanillo de S que contiene a R. A R’ se le llama la cerradura entera de R en S. Se dice que
S es entero sobre R si todo elemento de S es entero algebraico sobre R.

Proposicion 2.1.12. Sea T un anillo, S un subanillo de T y R un subanillo de S. Si T es entero
sobre S 'y S es entero sobre R, entonces T es entero sobre R

Demostracion. Seat € T. Como t es entero algebraico sobre S, existe f(x) = x" + Z:’;OI a;ix' €
S[x] tal que f(t) = 0. Consideremos el anillo B = Rlay, ...,a,—1]. Dado que a; € B para i =
0,...,n—1, tenemos que f(x) € B[x]. Ademds como f(t) = 0 concluimos que t es entero algebraico
sobre B.

Ahora, para cadai € {0,...,n—1}, a; € S es entero algebraico sobre R pues S es entero sobre R.
Entonces sucede que ay es entero algebraico sobre R, a; es entero algebraico sobre R[ay, ..., a;_1]
parai=1,...,n—1, ademds de que t es entero algebraico sobre B = R|ay, . .., a,_1]. Entonces por
el Corolario 2.1.8, R[ay, . ..,a,_1,t] es un R-modulo finitamente generado que contiene a t, luego
aplicando el Teorema 2.1.7 obtenemos que t es entero algebraico sobre R. Por lo tanto T es entero
sobre R. o

Definicion 2.1.13. Si D es un dominio entero con campo de cocientes Q y Q es la cerradura alge-
braica de Q. A la cerradura algebraica de D en Q se le llama la cerradura entera de D. Un dominio
entero D es enteramente cerrado si la cerradura entera de D en Q es D.

Proposicion 2.1.14. Si D es un dominio de factorizacion iinica, entonces D es enteramente cerrado.

Demostracion. Sea Q el campo de cocientes de D y supongamos que 5 € Qcon (p,q) € UD)
es entero algebraico sobre D. Vamos a demostrar que bajo estas condiciones q es un elemento
invertible en D y en consecuencia § e D.

Procedamos por reduccion al absurdo. Para ello supongamos que g € D — U(D).

Como § es entero algebraico sobre D, entonces existe > i_, a;x' € D[x] un polinomio ménico tal

que
n n—1
(E) Ya,, (B) Foota (E) +ap=0 (1.3)
q q q

Multiplicando la igualdad (1.3) por q" tenemos que
Pl +anap" g+ +aipg" +ayg" =0

y asi

1 n

g(—ay1p"" = —aipd"* —aoq""") = p".

De donde obtenemos que q | p".
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Ahora, dado que g € D—U(D), y D es un dominio de factorizacion vinica, existe r € D irreducible
tal que r | q. Entonces, por transitividad se tiene que r | p". Luego, por Corolario 2.2.78 podemos
concluir que r | p. Por lo tanto r | (p,q), que es un absurdo pues r es un elemento irreducible en
D. o

Corolario 2.1.15. Todo dominio de ideales principales es enteramente cerrado.
Corolario 2.1.16. El anillo de los enteros Z es enteramente cerrado.

Proposicion 2.1.17. Sean D un dominio entero y F un campo que contiene a D. Si D' es la cerradura
entera de D en F, entonces D' es enteramente cerrado.

Demostracion. Dado que D' < F, entonces su campo de cocientes Q' esta contenido en F. Ahora
si @« € Q' es entero algebraico sobre D', por la Proposicion 2.1.12 se tiene que « es un entero
algebraico sobre D y dado que a € F, por construccion se tiene que « € D'. Por lo tanto D' es
enteramente cerrado. g

Proposicion 2.1.18. Sea D un dominio entero y R un subanillo de D, tal que D es entero sobre R.
Entonces D es campo siy solo si R es campo.

Demostracion.

=) Supongamos que D es un campo y sea r € R — {0}. Como r~' € Dy D es entero sobre R,
existe > +_, a;x' € D[x] un polinomio ménico tal que

(r_l)n—i—a,,,l (r_l)n_l + -+ a (r_l) +ay=0 (1.1)
multiplicando (1.1) por r" tenemos que

l+ap r+-+ar* +ayr" =0.

2_apr'eR.

Yasir(—ay,—1 —--- — ar? — apr" ') = 1 donde —a, | — -+~ — a1~
Por lo tanto R es un campo.
<) Supongamos que R es campo y tomemos d € D — {0}. Como D es entero sobre R, por el
Teorema 2.1.7 R[d] es un espacio vectorial de dimension finita sobre R.
Por otro lado la funcién ¢ : R[d] — R[d] dada por ¢(r) = rd, es una transforma-
cion R-lineal inyectiva pues R[d] es un dominio entero. Como R[d] un espacio vectorial de
dimension finita sobre R, entonces ¢ es un isomorfismo de R espacios vectoriales®. Luego

entonces existe d’' € R[d] tal que dd' = 1. Por lo tanto D es un campo. 4

§2.2 Anillos de Dedekind.

“Los nimeros son la libre creacion de la mente humana. ”
R. Dedekind.

28i Vesun k-espacio vectorial de dimension finitay ¢ : V — V es un k-homomorfismo de espacios vectoriales. Son
equivalentes:
1) ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales.
2) ¢ esinyectiva.
3) ¢ es sobreyectiva.
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Para fines prdcticos, durante esta seccion todos los anillo y campos serdn considerados de ca-
racteristica cero. Si K es un campo se denotard a la cerradura algebraica de K por K.

Sea E/K una extension finita de un campo K, si @ € E por la Proposicion 1.4.25, tenemos que
« es algebraico sobre K. Si consideramos f,(x) € K[x] el polinomio minimo de « sobre K, tal que
grad(f,(x)) = n, por la Proposicién 1.4.7 tenemos que f,(x) es un polinomio irreducible en K|[x],
luego, del Corolario 1.4.50 f,(x) tiene n raices distintas en K. Y entonces por el Lema 1.4.37, el
morfismo identidad Id : K — K dado por 1d(k) = k para toda k € K, se existen exactamente a n
morfismos distintos de campo, digamos

oi: K@) — K con i=1,...,n.

Bajo estas condiciones, se define la funcion norma relativa a K(a) y K por

K(a)/K

N :K(a) — K dada por Nyorx B) = Ho-,-(ﬁ) para todo 3 € K(a).
i=1
y la funcion traza relativa a K (@) y K por:

n
T K(a) — K dada por T¥ox B) = Z oi(B) paratodo e K(a).
i=1
En adelante, si no hay lugar a confusion, se denotard la norma y la traza de 8 sobre K simplemente
por N(B) y Tr(B) respectivamente.

Ejemplo 2. 2.1. Sean D un dominio de factorizacién unica con campo de cocientes Q y
f(x) = x* — r € Q[x] donde r es un elemento irreducible en D.

Por la Proposicién 1.4.57, f(x) es un polinomio irreducible en Q, luego si @ es una raiz de f(x),
tenemos que f(x) es el polinomio irreducible de & sobre Q.

Como ya se vio en el Ejemplo 1.4.59, existen n morfismo de Q(a) en Q, donde el i-ésimo morfis-
mo esta dado por (@) = &'a, donde & es un generador de las raices del polinomio x" — 1.

Por la Proposicién 14.22 tenemos que {1,@,a?,...,a" "'} es una base de Q(«) sobre Q, por lo
que todo elemento 8 € Q(a) se puede escribir de la forma

n—1

B=gqo+qia+ qpa*+ -+ g1 con a;ie Q para i=0,...,n—1.

Y asi tenemos que para 8 € Q(), la funcién N : Q(a) — Q esta dada para por
n n n—1 . n n—1 ) n n—1 o
NB) =]]oiB) =[Toi | 2 aie’ | =TT | 2 0o (/) | = q;€'a’ ].
i=1 i=1 j=0 =0 i=1 0

i=1 \j

=
y la funcién traza T : Q(a) — Q(a, £) esta dada para por
n n n—1 n n—1 n n—1 n—1 n—1
)=S0 = S (S 00') = 2 (Sar) = 5 (S o) =man+ (S} ()
i=1 i=1 Jj=0 i=1 \j=0 i=1 \j=0 i=1 i=0
Proposicion 2.2.2. Sea K(«)/K una extension finita y 8,y € K(@). Entonces
1) Ny x(B) = 0siysolosip =0.
2) TrK(zr)/K (ﬂ + ’)’) = TrK(m)/K (ﬂ) + TrK(u)/K (7)
3) NK(a)/K (:87) = NK(ar)/K (ﬁ)NK(a)/K (7)
4) Sip € K entonces Ny, . (B) =B"y Ty, (B) = np.
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Proposicion 2.2.3. Sea K(«)/K una extension finita. Entonces Ny, (@) y Ty, (@) son elementos
de K.

Demostracion. Sea f,(x) = Y|_, x'a; € K[x] el polinomio minimo de a sobre K y supongamos
que grad(f,(x)) = n.

Siendo que K es de caracteristica 0, entonces por el Corolario 1.4.50 f,(x) tiene n raices distintas
y luego por el Lema 1.4.37 la identidad en K se puede extender a n morfismos de campos de K()
en K, digamos o, . .., 0. Ahora por la Proposicion 1.4.34 tenemos que oi(@),...,ou(a) son las
distintas raices de f, en K. Por lo tanto f,(x) se factoriza en K[x] como

fa(x) = (x =1 (@)) -+ (x — 7 (@)). 2.1)
Ahora solo hay que notar que al hacer el producto de la factorizacion de f,(x) dada en (2.1),

obtenemos que ag = oi(a) - - - op(@) = Ny, (@) y que a1 = o1(a) +- -+ ou(@) = Ty, (),

y como fo(x) € K[x], entonces ag, a,—1 € K. Asi podemos concluir que N, (@), T, (@) € K.

Lema 2.2.4. Sea K(a)/K una extension finita y B € K(a). Si K es la cerradura algebraica de K y
¢ : K(B) — K es un morfismo de campos, entonces el niimero de extensiones de ¢ a K () en K es
[K(a) - K(B)]-

Demostracion. Sea f, k() (x) el polinomio minimo de a sobre K(f8). Como K es de caracteristi-
ca 0, por el Corolario 1.4.50, f(,,K(ﬁ) (x) tiene todas sus raices distintas. Luego, del Lema 1.4.37,

tenemos que el niimero de extensiones de ¢ a K(a) en K, estd dado por el grado de Jok ) (X)-

Por otro lado, por el Corolario 1.4.22, se tiene que grad(fo,xp)(x)) = [(K(B)) (a) : K(B)].
Ahora notemos que dado que B € K(a), entonces (K(B)) (@) = K(a). Por lo tanto el niimero de
extensiones de ¢ a K(a) en K es [K(a) : K(8)] w

Proposicion 2.2.5. Sea K(«)/K una extension finita. Si B € K(«), entonces

1) Ny (8) = (N, (8)) FOFOT
2) Ty (B) = [K(@) : KB)] (T, ) -

Demostracion. Sea f3(x) el polinomio minimo de 8 sobre K. Si r = grad(fz(x)) y ¢1,...,¢, son
los morfismo de K(B) en K que extienden al morfismo identidad 1d : K —> K. Tenemos que para

y € K(B)

r r
N ) =T Tei¥) ¥ Trep, @ =D 0i(y) (2.2)
i=1 i=1
Si hacemos t = [K(a) : K(B)], por el Lema 2.2.4, tenemos que para cada i € {1,...,r}, ¢;
se extiende exactamente a t morfismos de K(a) en K. Digamos que oy, ..,0; son las distintas
extensiones de @;, entonces el conjunto
{oijli=1,...,ry j=1,...,1} (2.3)

tiene rt elementos.

Por otro lado tenemos que el niimero de morfismo de K(a) en K que extienden a la identidad
Ild : K — K, esta dado por el grado del polinomio minimo « sobre K, que por la Proposicion
1.4.22 coincide con [K () : K|. Ademds por la Proposicion 1.4.2, se tiene que

[K(a) : K] = [K(a) : K(B)][K(B) : K] = 1,
y como cada morfismo dado en el conjunto descrito en (2.3) es una extension del morfismo identidad
Id : K — K. Podemos concluir que los morfismos de K(B) en K que extienden al morfismo
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identidad Id : K — K son precisamente los morfismos dado en el conjunto descrito en (2.3). Y
entonces siy € K(B), tenemos que

r ! r t
NK(H)/K (v) = H (H O_ij(')/)) y TrK(a)/K () = Z <Z Crij(')’)) 2.4)
i=1 \j=1 i=1 \j=1
Luego en particular para B tenemos que
v . ) [K(@):K(B)]

Ny oy (B) = H (/];[1 D‘ii(ﬁ)) = Hl (9:(B)") kK] (Hw(ﬁ)

) [K(a):K(B)]
i Tillk(p)y=%i j= i=1

pe (1) (N K(B)/K

r

UMOEDY (g (m(ﬁ)) = N8 = K@ KE) (Hv)(ﬁ)) oy K@) KB (T 1 8))

i=1 Tillk () =¢i {2 i=1

Lo que concluye la demostracion. g

Corolario 2.2.6. Sea K(a)/K una extension finita. Si € K(a), entonces Ny, . (B) ¥y Ty, «(B) son
elementos de K. (Ver Proposiciones 2.2.3y 2.2.5)

Proposicion 2.2.7. Sean D un dominio entero, K un campo que contiene a D'y K(«)/K una exten-
siénﬁni.ta. Sip € K() es un entero algebraico sobre D, entonces N, . (B) ¥ Ty, (B) son enteros
algebraicos sobre D.

Demostracion. Como f3 es entero algebraico sobre D, entonces existe f(x) € D[x] polinomio
ménico tal que 8 es una raiz de f(x).

Ahora, supongamos que [K(a) : K| = ny sean oy,..., 0, los distintos morfismo de K(a) en K
que extienden a la identidad Id : K — K. Por la proposicién 2.4.33, para cada i € {1,...,n}, o
induce un morfismo &; : K[x] — K|[x] tal que &; |x= o, y Gi(x) = x. Notemos que bajo estas
condiciones 6i(f(x)) = f(x) para todoi e {1,...,n}, pues D C K.

Dado que 3 es una raiz de f(x), de la Proposicion 1.4.34 tenemos que o;(B) es una raiz de
oi(f(x)) = f(x), y como f(x) € D[x] y es un polinomio mdnico, entonces tenemos que o;(3) es un
entero algebraico sobre D parai = 1,...,n.

Recordemos que

NK((r)/K(ﬂ) = Ho-i(ﬂ) y TrK(n)/K(ﬁ) = Zo—l(ﬁ)

Entonces por el Corolario 2.1.10 podemos concluir que Ny, (B) ¥ Ty, (B) son enteros alge-
braicos sobre D. g

Corolario 2.2.8. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q' y Q(«)/Q una extension finita.
Si B € Q(a) es un entero algebraico sobre D'y D es enteramente cerrado, entonces N(B), T(B) € D.

Proposicion 2.2.9. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Q(«)/Q una extension finita
de grado ny D' el anillo de enteros algebraicos de Q(«) sobre D. Si B,y € D' y D es enteramente
cerrado, entonces

1) Be U(D') siy sdlo si N(B) € U(D).

2) SiByy son asociados en D' entonces N(B) y N(y) son asociados en D.

3) Si N(B) es irreducible en D, entonces f3 es irreducible en D'.
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Demostracion.

1)
=) Supongamos que B € U(D’). Entonces 36 = 1 para algiin 6 € U(D'). Como D es
enteramente cerrado, por el Corolario 2.2.8 se tiene que N(B), N(6) € D.

Por otro lado
N(B)N(6) = N(BS) = N(1) = 1.
En consecuencia tenemos que N(B) € U(D).
<) Supongamos que B € D'y es tal que N(B) € U(D). Sean o,,0, los n distintos
morfismos de campos de Q(a) en Q que extienden a la identidad y recordemos que
por definicion

N@) =] ]eiB)
i=1

Como para alguna i € {1,...,n}, o; = Id : Q(@) —> Q(), sin perdida de general-
idad podemos suponer que oy = Idg(,) y entonces

NB) =B [oiB.
i=2

Ahora por hipdtesis N(B) € U(D), entonces existe § € D tal que

B (ﬁ O'i(ﬁ)5> =1
i=2

Como 3 € D', entonces B es un entero algebraico sobre D. Ya se vio durante la
demostracion de la Proposicion 2.2.7 que o;(B) es un entero algebraico sobre D
parai€ {2,...,n}y claramente § € D'. Entonces por el Corolario 2.1.9 se tiene que
[ 12, oi(B)S € D'. Por lo tanto B € U(D").
2) Supongamos que 3 es asociado a vy en D'. Entonces existe § € U(D') tal que B = &y.
Luego por la Proposicion 2.2.2 se tiene que

N(B) = N(dy) = N(6)N()-
Donde por el inciso (1) de este Teorema se tiene que N(§) € U(D). Por lo tanto N(B) y

N(y) son asociados en D.
3) Supongamos que N(B) € D es irreducible en D'y que B = y6 cony,é € D'. Como

N(B) = N(y5) = N(y)N(9).
Siendo que D es enteramente cerrado, del Corolario 2.2.8 tenemos que
N(y),N(6) € D.

Ahora por hipétesis N(B) es irreducible en D. Entonces N(y) € U(D) o N(6) € U(D) y
es por el inciso (1) de este teorema tenemos que y € U(D') 0 6§ € U(D'). Por lo tanto 3 es
irreducible en D’'. o

Sea K(«)/K una extension finita de grado n'y sean oy, ..., oy los distintos morfismo de K(@) en
K. Si{ay,...,a,} € K(a), el discriminate de {«/, . ..,a,} esta dado por
Alay,...,a,] = [det(oy(e)))]. (2.5)
SiB ={B1,...,B.} es una base F sobre K, entonces par todo k € {1,...,n} se tiene que

g = Z ckifj con crje K. (2.6)
j=1
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oo (an)
Alay, ..., ¢, = det
Por def (2,6) (@) o oule
1 - Un n
o

2

c,,ﬁ) 0'1(2 cniBj)

Cuﬁ ) e tTn(Z cnifj)

261;0'1 8;) Z“ﬂjo-l(ﬂ)

o; son m()rflamos

Z c1jo (B Z Cn/‘Tn( i)

Surmu»enda (2,7) (

((0’1(/3 O (ﬁn)> ( e Cnl )) ‘|
e 00 (Bn) Cln - C:m

Ul(ﬁl) ( ,,) C1] - Cnl T

= det ( : ) det ( : : >
Propiedad del det N N

(rn(ﬁ] (7',,( ”) Clp ++ Chn i

a1 (Bi) .. o1(Bu) 1y e Cla \ ]

0-”(/31 ( n) Cpl +ev Cpp i

B U](ﬁ] ( ,,) Cll .. Cln 2

= det( : : )] ldet(; )]
L (rn(ﬁl) (7'71( /x) Cnl e Cnn

— (det(ct;))> A[B1- - - Bu]

Proposicion 2.2.10. Sea K(a)/K una extension finita de grado n. Si ay,...,, y B1,...,B, son
bases de K () sobre K, entonces Alay,...,a,] = (det(ckj))2 A[B1,...,Bn] donde (cy)) es la matriz
de cambio de base de la base ay, .. .,a, en la base B1, ..., By

det(A)=det(A")

Proposicion 2.2.11. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q 'y Q(@)/Q una extension
finita 'y sea D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces existe g € D — {0} tal que g3 € D'

1

Demostracion. Comaﬂ es algebraico sobre Q, existen p” yeens % €Qconpi,qieDyq #0

parai=1,. — 1, tales que
gy Prlg=t  Plg PO (2.7)
qn—1 q1 q0
Sea g = ]_L'-’:i qi, dado que q; # Oparai = 1,...,n— 1y que D es un dominio entero tenemos
que g # 0.
Multiplicando (2.7) por q" se tiene que
qnﬁn +qnpnflﬁn—l +qnﬂﬁ+qn@ — 0’

qn—1 q1 q0
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de donde
Pn—1 - —1P1 Po
(@B)" +q——(gB)" ™" -+ ¢ —(gB) +¢"— =0,
Gn—1 q1 q0
con qu”_/: € D pues q,_; | ¢/ para cada j€ {0,...,n — 1}. Porlo tanto gB € D'. u
n—j

Corolario 2.2.12. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Q(a)/Q una extension finita
y D' la cerradura entera de D en Q(«). Entonces Q(a) = Q(B) para algiin B € D'

Demostracion. Como Q(«)/Q es una extension finita, por la Proposicion 2.4.25 « es algebraico
sobre Q. Luego de la Proposicion 2.2.11 existe g € D — {0} tal que qa € D'.

Tomemos fyo(x) = ap +a1x +--- + a,_1xX"~' + x" € Q[x] el polinomio minimo de qa sobre Q.
De la Proposicion 1.4.22, tenemos que [Q(qa) : Q] = n. Ahora, por la Proposicién 1.4.2, sabemos
que [Q(@) : Q] = [Q(@) : O(qa)][Q(qa) : Q] y entonces tenemos que n < [Q(@) : Q]. Como qa

es raiz de fu.(x), entonces

ay +ai(ge) + -+ +au-1(qa)"™" + (ga)" =0,
de donde

ap +ajg(a@) + -+ + p_1q" ' + ¢ = 0. (2.8)
Siendo que q # 0, podemos dividir la igualdad dada en (2.8) por q" y obtener que

1 1 1
—ao + 7]a1(a)+---+—an_1a/”71 +a"=0
q' q

n

Xt a"T’]x”_l + x" € Q|x], tenemos que
« es una raiz de g(x) y entonces el grado del polinomio minimo de a sobre Q es menor o igual que

n. Luego por la Proposicion 1.4.22 concluimos que [Q(@) : Q] < n. Por lo tanto [Q(e) : Q] =
[Q(ga) : Q] y en consecuencia [Q(@) : Q(qa)] = 1. De donde tenemos que Q(a) = Q(qa). a

Asi si consideramos el polinomio g(x) = Z—” +

Corolario 2.2.13. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Q(a)/Q una extension finita
y D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces existe € D' tal que
{1,B,...,8" "'} es una base de Q(a) sobre Q. (Ver Proposicién 1.4.22)

Definicion 2.2.14. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Q(a)/Q una extension
finita de grado n y D' la cerradura entera de D en Q(«). Una base {a, @, ..., a,} de Q(e) sobre Q
es una base entera si {a,as,...,a,} S D'.

Si K es un campoy @ = {ai,...,a,} € K, se define la matriz de Vandermonde de « por
1 o (1% ... a;’_l
1 a 0/% ... a/g_l
M, =
2 n—1
1 a «a ap,

Proposicion 2.2.15. Sean K uncampoy a = {1, ...,a,} S K. Entonces det(M,) = | |, j(@i—e;)

Demostracion. La demostracion se hard por induccion sobre n. Paran = 1 tenemos que la matriz
de Vandermonde esta dada por la matriz (1). Por otro lado | |;_ (& — ;) es el producto vacio y
por lo tanto es la unidad de L, lo que muestra la asercion.

Supongamos que la proposicion es vdlida para todo k < ny sea @ = {ay,...,a,} € Ly M, la
matrix de Vandermonde de a.



50 Anillo de enteros algebraicos

Consideremos la siguiente matriz en M,(K|[x])

1 x x2 x!

1 a arg agfl
M(x) = . .

1 a, a o'

Notemos que det(M(x)) es un polinomio f(x) € K[x] de grado n — 1, cuyo coeficiente principal
an—1 es precisamente el determinante del menor (1,n) de la matriz M(x), que estd dado por

1 a a% ... a?z
1 o ag ... ag_z
det(My(x),,) = det )
1 @, o o2
Ahora AZ(\)C) 1n €8 la matriz de Vandermonde del conjunto {ax, . .., a,}, luego entonces por hipdtesis
de induccion a,—1 = det(Mo(x),,) = [ [, j(ei — ;) coni,je {2,...,n}.

Por otro lado tenemos que f(a;) = det(M,(a;)) = Oparacadai€ {2,...,n}. Dado que el grado
de f(x) esn—1, entonces a, . .., @, son todas las raices de f(x), y asi se tiene que f(x) se factoriza
en K[x] como:

f(x) =ap_1(x—az) - (x —ap).

Por iiltimo como det(M(x)) = f(x), entonces tenemos que

det(My) = f(1) = ap_1(@1 — @) -+ (@1 — an) = [ [(ai — ).

i<j ]

Lema 2.2.16. Sea K un campo, F una extensionde K y @ € F algebraico sobre K. Si [K(a) : K] =n
yv{ai,...,a,} € K(a), entonces Alay, ..., a,] = det(Tr(ea;)).

Demostracion.

oi(ar) (@) ... oi(ay) 2

oy (@) oa(@) ... o2(@y)

det
0,,(&1) O’,,(.(lz) 0',,((1,,)

oi(a) oi(@) ... o () oi(ar) oi(@) ... o1 (@)
o (ar) o2(@z) ... oa(ay) oa(ar) oa(az) ... oa(an)
= det . . . det

o',,(.(tl) Un(az) o o) ou(ar) op(@) ... ou(an)
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oi(ay) oa(ar) ... op(ar) oi(ar) oi(@) ... o (@)
o (a2) o2(@z) ... op(a2) oa(ar) oa(az) ... oa(an)
= det . . . det
det(A)=det(A") : : : . :

o1 (an) o2(ay) ... on(ay) ou(@r) op(@z) ... ou(an)
oi(ay) oa(ay) ... ou(ar) o)) oi(@) ... oi(a,)
oi(ar) o2(@2) ... on(az) o (ar) o2(@2) ... oa(ay)

= det
Propiedad del det : : : : .
o () oa(y) ... on(@y) op(ay) op(@) ... on(ay)

Sz ow(an)ow(er) Xy ox(an)ow(ar) .. 3oy ow(ar)ow(an)

Yo ok(@)or(ar) Y ow(@)o(er) . X or(ar)ow(an)

= det . . .

S k(@) ok(@n) Yy onlan)ow(ar) o Y ox(an)or(@n)

Yo o(aiar) Yo or(@iar) . X ow(aian)

Shiarok(ear) Yo ok(@e) .. Y ow(aan)

= det
o es morfismo

Yo ok(anar) 3 ox(ear) ... Y ox(anan)
] ' '

= det(Tr(eia;)).

Corolario 2.2.17. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Q(a)/Q una extension
finita de grado n, D' la cerradura entera de D en Q(a) y {1, ...,a,} una base de D'. Entonces
Alay,...,a,] €D,

Teorema 2.2.18. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Q(a)/Q una extension finita
de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(«). Entonces el discriminante de una base de Q(«)
sobre Q es un elemento no nulo de Q.

Demostracion. Sean oy, . . ., 0, los distintos morfismo de Q(a) en Q que extienden a la identidad
1d:0— 0.

Por el Corolario 2.2.12 existe & € D’ tal que Q(a) = Q(1), entonces tenemos por el Coro-
lario 2.2.13 que {1,9,...,9" "'} una base entera de Q(a) sobre Q. Primero mostraremos que el
discriminante de {1,9,...,9" "'} es un elemento de Q.

Si hacemos 0; = o(9), entonces

16,6 .67
AL, 9,...,9""'] = det
16,6 .. 67"

n

Es decir A[1,9, ...,9"""] es el determinante de Vandermonde del conjunto {0y, ...,6,} y asi por
la Proposicion 2.2.15, tenemos que

A[L9,..., 9" ] = (]—[(95 —9,-)> :

i<j

Ahora por el Corolario 1.4.50 tenemos que fy(x) tiene n raices distintas y del Lema 1.4.37 tene-
mos que 6; son las n raices distintas de fy(x). Luego entonces se tiene que A[1,9,...,9" '] # 0.

Por otro lado, como © es entero algebraico sobre D, por el Corolario 2.1.9 tenemos que ¥ es
entero algebraico sobre D para todo i € N. Entonces por el Corolario 2.2.6 Tr(9'%/) € Q y asi por
el Lema 2.2.16, podemos concluir que A[1,9, ...,9""'] = det(Tr(99/)) € Q.
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Ahora consideremos {ay, . ..,a,} una base de Q(«) sobre Q, por la Proposicion 2.2.10 tenemos
que

Alay,..., @] = (det(ck;))> A[1,9,...,9"""]

donde (cy;) es la matriz de cambio de base de la base a1, ..., a, en la base 1,9, . .. , 9", Clara-
mente det(cy;)* € Q — {0} y ademds A[1,9,...,9""'] € Q — {0}. Por lo tanto Alay,...,a,] €
Q - {O} | |

Corolario 2.2.19. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Q(a)/Q una extension
finita de grado n, D' la cerradura entera de D en Q(@) y {a@1,...,a,} y {B1,...,Bu} dos bases de
D'. Entonces Ay, ...,a,] y AlBi, ..., Ba] son asociados en D.

Corolario 2.2.20. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Q(a)/Q una extension
Sinita de grado n. Si 8 € Q(«a) es tal que Tr(By) = 0 para todo y € Q, entonces @ = 0.

Demostracion. Procedamos reduccion al absurdo. Para ello supongamos que B # 0, del dlgebra
lineal sabemos que existe {8 = B1,...,Bn} una base de Q(«) sobre Q. Por el Lema 2.2.16 tenemos
que

AlB1,....B,] = det(Tr(B:B;)) =0 pues Tr(By) =0 para todo y € Q.

Esto nos lleva a un absurdo con el Teorema 2.2.18. Por lo tanto B = 0. o

Observacién 2.2.21. Sean D un dominio entero con campo de cociente O, Q(a)/Q una extension
finita de grado n. Si 6 € Q(a), claramente la funcion

Tr(0-.): Q(a) — Q dada por Tr(6-_)(y) = Tr(6y) para todo y e Q)

es una transformacion Q-lineal.
Entonces podemos considerar la transformacién lineal

¢ O(e) — Hom(Q(«a), Q) dada por ¢(0) =Tr(a-_) para todo 0 € Q(a)

Por el Corolario 2.2.20 tenemos que ¢ es inyectiva. Ademds como dimg(Q(a)) es finita, entonces
dimg(Q(a)) = dimg(Hom(Q(a), Q)) y por lo tanto ¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Asi, si {ay,...,@,} es una base de Q(«) sobre Q, entonces {Tr(a; - _),...,Tr(a, - -)} es una base
de Hom(Q(«), Q) sobre Q(a).

Por otro, tenemos que para cada 6 € Q(a) se puede definir la transformacion lineal

evg : Hom(Q(a), Q) — Q dada por evy(¢) = ¢(6) para todo ¢ € Hom(Q(«a), Q).
Y entonces podemos definir la transformacién lineal

ev: Q(a) — Hom(Hom(Q(a), Q), Q) dada por ev() = evy para todo 6 € Q(«).

Como el niicleo de ev es el cero y dimg(Q(a)) es finita tenemos que ev es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Asi, si {Tr(a;-_),...,Tr(a,-_)} es una base de Hom(Q(«a), Q), por el Teorema de Existencia de
Bases para el espacio dual® existe {8i,...,8,} base de Q tal que Tr(aB)) = 6,»1-4.

Teorema 2.2.22. Sean D un dominio entero enteramente cerrado con campo de cociente Q, Q(a)/Q
una extension finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces D' es un D-
submodulo de un D-modulo libre de rango n.

3Sea V es un K-espacio vectorial y {vi,..., vu} conn € ZT es una base de V sobre K. Si para cada i € {1,..., n}
definimos f; : V. — K por fi(v;) = 6;;, entonces {fi,..., Ja} es una base del dual de V.
O i
“4La funcién Delta de Kronecker esta dada por 6;j = { e

1 sii=j :
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Demostracion. Sea {a,...,a,} una base entera de Q(@) sobre Q.
Por la Observacion 2.2.21, existe una base B = {B1, . ..,B,} de Q(«) sobre Q, tal que Tr(«;B8;) =
5. Ahora, si z € D' como f3 es una base de Q(a) sobre Q, entonces podemos escribirz =Y ;_, biB;,

con b; € Q para todo i € {1,...,n}. A continuacion vamos a mostrar que b; € D para todo
ie{l,...,n}.
Notemos que para todo k € {1,...,n}
Triawz) =Tr |l ary Yy biBi | =Tr biaB; = biTr(aB;) = bi.
(@) ( ; ; Tr(aiB;)=3i; ; ( )

Ahora, como ayz € D' y puesto que D es enteramente cerrado, por el Corolario 2.2.8 tenemos
que Tr(ayz) € D, es decir by € D paratodoi€ {1,...,n}. Porlotanto D' € P!_, DBi. u

Corolario 2.2.23. Sean D es un dominio de ideales principales con campo de cociente Q, Q(«)/Q
una extension finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(«). Entonces D' es un D-mddulo
libre de rango n.

Demostracion. Como D es de ideales principales, por el Corolario 2.1.15, tenemos que D es
enteramente cerrado. Por el Teorema 2.2.22 D' es un D-submddulo de un D-mddulo libre de rango
n. Luego del Corolario 1.3.10 concluimos que D' es libre de rango menor o igual a n.

Ahora, si {ai,...,a,} una base entera de Q(a) sobre Q y consideramos M el D-submddulo de
D' generado por {a,...,a,}. Claramente M = P'_, Da;, y entonces por el Teorema 1.3.12 existe
una base de D' con cardinalidad mayor o igual que n. Por lo tanto el rango de D' es n. g

Dado su importancia en lo siguiente de este trabajo, es conveniente introducir la siguiente

Definicion 2.2.24. Un R-médulo M es un modulo noetheriano si todo R-submodulo de M es fini-
tamente generado.

Ejemplo 2.2.25. Si R es un anillo, claramente R[x.. ] es un R[x,. |]-médulo finitamente generado y
sin embargo no es un R[x.,]-médulo noetheriano.

Teorema 2.2.26. Para un anillo R y M un R-mdédulo son equivalentes

1) M es un R-mddulo noetheriano.

2) Toda sucesion creciente (respecto a la inclusion) de R-submodulos de M se estaciona. Es
decir, si {M,}nen es una familia de ideales de R tales que M,, € M, .1 para cada n € N,
entonces existe n, € N tal que I,, = I, para todo n = n,.

3) Toda familia no vacia de R-submodulos de M (con el orden dado por la inclusion) tiene
un maximal.

Proposicion 2.2.27. Sean M un R-mddulo y N un R-submddulo de M. Entonces M es noetheriano
siy solo si Ny M/N son noetherianos.

Corolario 2.2.28. Sean M, y M, R-mddulos. Entonces M\ @@ M, es un R-mddulo noetheriano si y
solo si My y M, son R-modulos noetherianos.

n
Corolario 2.2.29. Sean M,, ..., M, R-médulos. Entonces @@ M; es un R-mddulo noetheriano si y
i=1
solo si My, ..., M, son R-mddulos noetherianos.
Proposicion 2.2.30. Sea D un dominio entero noetheriano y enteramente cerrado con campo de co-
cientes Q, Q(a)/Q una extension finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces

1) D' es un D-mdédulo noetheriano.
2) D' un anillo noetheriano.
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Demostracion.
1) Por el Teorema 2.2.22 D' es un D-mddulo de rango n, entonces existe {1, ...,a,} € D'
tales que D' < @ | Da;. Como Da; es un D-mddulo noetheriano para cada
ie{l,...,n}. Del Corolario 2.2.27 sabemos que D' es noetheriano.

2) Para ver que D’ es un anillo noetheriano basta hacer notar que los ideales de D' en
particular son D-submddulos de D', y entonces toda sucesion creciente de ideales de D’
es una sucesion creciente de D-submddulos de D', y como D' es un D-médulo noetheriano

entonces ésta se estaciona, luego por la Proposicion 1.2.26 D' es un anillo noetheriano. .

Definicion 2.2.31. Un dominio entero D es un dominio de Dedekind si es noetheriano, enteramente
cerrado y todo ideal primo no nulo de D es maximal.

Ejemplo 2.2.32. Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind. Claramente si D
es un dominio de ideales principales, entonces D es noetheriano. D es enteramente cerrado, pues por
ser un dominio de ideales principales, de la Proposicién 1.2.68 se tiene que D es un DFU y luego
por la Proposicion 2.1.14 tenemos que D es enteramente cerrado. Por tltimo, el que todo ideal primo
no nulo sea un ideal maximal en D es consecuencia del la Proposicién 1.2.36

Lema 2.2.33. Sea S un anillo, R un subanillo de S y ¥ un ideal primo de S. Entonces *p n R es un
ideal primo de R.

Demostracion. Consideremos i : R — S el homomorfismo inclusion yn : S — S/P la
proyeccion candnica. Dado que ker(ni) = B n R, entonces B N R es un ideal de R. Luego por la
Proposicion 1.1.16 existe un morfismo inyectivo de R/( N R) en S /B. Ahora, siendo B un ideal
primo de S, por la Proposicion 1.2.33 S /B es un dominio entero y dado que todo subanillo de un
dominio entero es dominio entero, entonces tenemos que R/(*B n R) isomorfo a un dominio entero y
por lo tanto R/(B N R) es un dominio entero. Aplicando la Proposicion 1.2.33 a B n R obtenemos
que es un ideal primo de R. o

Teorema 2.2.34. Sean D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, Q(«)/Q una extension
finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces D' es un dominio de Dedekind y
un D-modulo noetheriano.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.30 se tiene que D' es un anillo noetheriano y un D-mddulo
noetheriano y de la Proposicion 2.1.17 que D' es un dominio enteramente cerrado. Ast para de-
mostrar que D' es un dominio de Dedekind sélo falta verificar que todo ideal primo no nulo de D'
es un ideal maximal en D'.

Tomemos B un ideal primo no nulo de D' y a € P, a # 0. Siendo que « es un entero algebraico
sobre D, entonces existe f(x) = >, a;x' € D[x] un polinomio ménico tal que f(a) = 0, de hecho
podemos suponer que f(x) es de grado minimo con la propiedad de que f(a) = 0y asi tenemos
que ay # 0. Ademds de que

2
— - —@ma —ay) = ap,

a(—a ' a, @
dondeaePy—a" ' —a,_ 1" *—---—aya—ay € D'y asi tenemos que ay € aD' "D C P n D.
Por lo tanto B n D # {0}.

Por el Lema 2.2.33 B n D es un ideal primo D que ademds es no nulo, como ya vimos. Siendo D
un dominio de Dedekind, entonces B n D es maximal en D, luego por la Proposicion 1.1.20 se tiene

que D/(B n D) es campo.
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Ahora consideremos el morfismo de anillos dado por

D—D/B.
d ——
Dado que ker(¢) = B n D, por la Proposicion 1.1.16 existe un morfismo inyectivo de anillos
¢:D/(BnD)—> D'/Byasi D/(VB ~ D) es isomorfo a un subanillo de D' /B, el cual denotaremos
también por D/( n D).
Como D' es entero sobre D, entonces D' /¥ es entero sobre D/(B n D). Luego, de la Proposicion

2.1.18 D' /B es campo y entonces por la Proposicion 1.1.20 obtenemos que B es un ideal maximal
de D'. Por lo tanto D' es un anillo de Dedekind. g

Corolario 2.2.35. Sea D es dominio de ideales principales con campo de cocientes Q, Q(@)/Q una
extension finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(a). Entonces D' es un anillo de
Dedekind y un D-médulo noetheriano.

Definicion 2.2.36. Consideremos el anillo de los enteros Z y su campo de cocientes Q. A una
extension finita Q(«a) sobre Q se le llama un campo numérico y a la cerradura entera Z' de Z en
Q(«) se le llama el anillo de enteros del campo numérico Q(a).

Proposicion 2.2.37. Si Q(a) es un campo numérico, entonces el anillo de enteros Z' del campo
numérico Q(a) es un anillo de Dedekind.

Ahora vamos a presentar una gran cantidad de ejemplos de dominios eenteros en los que es posi-
ble la factorizacion en irreducibles, sin embargo no son DFU. Para ello necesitamos del siguiente
resultado

Proposicion 2.2.38. Sea d un entero libre de cuadrados’® Entonces el anillo de enteros algebraicos
de Q(\/d) esta dado por

1) Z[A + Nd ] siysolosid =1 (mod 4).
2) ZWd | siysolosid #1 (mod 4).
Demostracion. Por la Proposicion 1.4.22 tenemos que {1,\/E } es una base de Q(\/a) sobre Q.
Asi todo elemento a € Q(\/a) se puede escribir como a = r + sdconr,sec Q, de donde es posible

escribir
a+bhJd
C b

a =

cona,b,ceZ,c>0y(ab,c)=1.
Siendo que \/d es un entero algebraico sobre Z, podemos tomar & € 7! — Z y dado que Z. es
enteramente cerrado, tenemos que a ¢ Q, luego entonces el polinomio minimo de « esta dado por

- o= (2289) (= (29 - () 22

Ademds como N(a) = azzzbzd yTr(a) = Z—C“ aplicando el Corolario 2.2.8 obtenemos que « es un

entero algebraico sobre Z si 'y solo si f(x) € Z[x]. Asi, si @ € Q(\/d) es un entero algebraico sobre
7, entonces
2 _ bzd
L 2%z (2.9)
c

SUn elemento d € Z — {0} es libre de cuadrados, para todo p € Z con p primo se tiene que p? 1 d.
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2a
c

ez (2.10)

Si suponemos que un primo p € Z, es tal que p | ay p | ¢, de la ecuacion (2.9) se tendria que
p? | b*d y siendo p libre de cuadrados entonces p | b que es contradictorio con la eleccion de a, b
y ¢. Luego entonces se tiene que (a,c) = p y asi de la ecuacion (2.10) tenemos que c | 2, de donde
¢ = 1,2 pues suponemos que c es positivo.

Supongamos que existe “*’2"@ € Z' con (a,b,2) = 1, como ya se vio en el pdrrafo anterior se
tiene que (a,2) = 1y como consecuencia (b,2) = 1. Luego entonces tenemos que a> =1 (mod 4)

yb* =1 (mod 4)y asi se tiene que a*> —b*d =1—d (mod 4) es decird =1 (mod 4).
Reciprocamente sid =1 (mod 4), para a,b € Z impares tenemos que “+§ﬂ eZ.
Ahora
1 1 1+d 1 1
d =1 (mod 4)(:)N<§+§\/3> =%EZ<:)§+§\/;1€Z'.

Y como para todo a,b € Z se tiene que 5 + %\f = % + (% + %\/3) es claro que entonces que
7' =Z[ + d]siysolosid =1 (mod 4)y como consecuencia Z' = ZNd ] siy sélo si
d#1 (mod 4)a

Ejemplo 2.2.39. Sead € Z —{—1,—2} un entero libre de cuadrados impar tal que d # 1 (mod 4).
Por la Proposicién 2.2.38 tenemos que el anillo de enteros algebraicos de Q(\/d) es Z [\/ZZ ] Ademas
tenemos por el Corolario 2.2.35 que Z [\/3 ] es un anillo noetheriano y entonces por el Teorema

1.2.50 Z [\/;1 ] cumple la CFD, luego por la Proposicion 2.2.45 todo elemento en Z [\/3 ] se puede
factorizar en irreducibles.

Por otro lado notemos que los morfismo de Q(\/E) enQ que extienden a la identidad Id : Q — Q
estan dados por

1d : QWd) — QWd) donde 1d(a+Wd) | =a+bJd para todo a+de QNd)
y por
¢ : OWNd) — Q(d) donde p(a+d) ]| =a—WNd para todo a+bde QNd).

Asi N(a + b/d) = @* — b*d para todo a + b/d € Q(\/d).

Ahora veremos que 2 es un elemento irreducible en Z [\/3 ] Para ello procedamos por reduccion
al absurdo y supongamos que 2 no es irreducible, entonces existen a; + b Nd,ay+by~JdeZ [\/3]
no unidades tales que 2 = (a; + by \/d)(aa + by \/d). Por los incisos 3) y 4) de la Proposicién 2.2.2
tenemos que

4 = N(2) = N((aj + by Nd)(ay +byNd)) = N(a; +by Nd)N(ay + by \Vd) = (a* +b3d) (a3 +b2d).

Claramente a% — b%d, a% — b%d > 0 y como suponemos que no son unidades entonces de la
Proposicién 2.2.9 tenemos que a% — b%d, a% — b%d > 1. Dejando como unica posibilidad que
a? — b?d = a3 — bid = 2, ecuaciones que no son solubles en Z, pues —d > 3. Por lo tanto 2
es irreducible en Z [/d ].

Ahora notemos que 1 —d = (1 + ~/d)(1 + ~/d) y que 2 | d — 1 pues suponemos d impar
Claramente 2 { 1 + /d y 2 { 1 — +/d. Es decir 2 es un irreducible en ZW] que no es primo en

ZW] y entonces por el Teorema 1.2.67 tenemos que Z [\/3 ] no es un dominio de factorizacién
unica.
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En particular tenemos que
z|V=5|. z[v=13], Z[V=17], z[v=21], Z[V-29], ...
son dominios de factorizacién que no son dominios de factorizacién tnica.

Si R es un anillo y E es un R-modulo libre de rango n. Andlogo a como se hace en el dlgebra
lineal, dado ¢ un endomorfismo de E'y a = {ey,...,e,} una base de E sobre R y (a;;) la matriz
asociada a ¢ en la base a se definen la traza de ¢ respecto a a, la norma de ¢ respecto a a y el
polinomio caracteristico de ¢ respecto a a, respectivamente por

Tro(p) = Zaii, No(p) = det((aij)) ¥ Pay(x) = det(xl, — (a;j)),

donde I, € M,(R) es la matriz identidad. Y al igual que en el dlgebra lineal tenemos que estos
valores son independientes de la base y entonces los denotaremos solamente por

Tr(p) = Z aii, N(p) = det((aij)) y Py(x) = det(xl, — (a;j)),

Proposicion 2.2.40. Sea R es un anillo y E es un R-mddulo libre libre de rango n. Si ¢ y ¢ son
endomorfismos de E, entonces

1) Tr(¢ +¢) =Tr(¢) + Tr(p).
2) N(gpoyp) =N(®)N(¢).
3) Py(x) = x" = Tr(e)x"~" + -+ 4 (=1)"N(¢).

Notacion 2.2.41. Sea R es un anillo y S un subanillo de R. Si r € R denotaremos por m, al S -

endomorfismo lineal de R dado por m,(t) = rt para todo t € R.

Teorema 2.2.42. Sea D es dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, Q(@)/Q una extension
finita de grado n'y D' la cerradura entera de D en Q(a). Si 3 € Q(«), entonces N(mg) = No(a)/0(B).

Demostracion. Primero mostraremos que esto es vdlido para «. Sea entonces f,(x) = > a;x'
el polinomio minimo de a sobre Q, entonces por la Proposicion 14.22, T = {1, «a,.. ., a”*l} es una
base de Q(@) sobre Q. Nétese que

2 -2 -1
my(l) =@, my(a) =a, ..., my(a" 7)) =a"
ycomo ay + aja + -+ -+ ap_12" ' + " = 0 entonces.
mn(a”_l) =a"=—ay—aja+- - —a, 1"\
Y ast la matriz de m,, asociada a la base T estd dada por
o o0 ... —day
1 0 ... —d
M = o 1 ... —ay
0 0 —dp—1
Luego tenemos que
x 0 ap
—1 X ay
-1 ..
Py, (x) = det(xl, — M) = det @ = (—=1)"ap + (—1)"_1a1x+ e — gy X A

0 0 oo Xt ap—
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Por un lado por la Proposicion 2.2.40 inciso (3), tenemos que N(my,) = ap y por otro en la de-
mostracion de la Proposicion 2.2.3 se hace notar que ay = Ng)o(a@). Por lo tanto

N(mq) = No(a)/0(@)-
Ahora consideremos 8 € Q(«), virtud de la Proposicion 2.2.5 es suficiente demostrar mostrar que
el polinomio caracteristico del endomorfismo

mg : Q(a) — Q(a) dado por mg(y) =By para todo y € Q(a)
es igual ala [Q(e) : Q(B)]-esima potencia del polinomio caracteristico del endomorfismo
msow) - Q) — Q(B) dado por msous(y) =By para todo y € Q(B)
Seanr = [Q(a) : Q(B)] y s = [Q(B) : Q. Tomemos Y = {y;}:_, una base de Q(fB) sobre Q y

ayn adip ... dig
ayy dyp ... dyg
N = asy asy ... dzg
ds) dsp ... g

la matriz del morfismo mg g3) en la base Y. Entonces tenemos que el polinomio caracteristico del
endomorfismo mg o) esta dado por Py ) = det(x1; — M).
SiZ = {z;}’_, es una base de Q(a) sobre Q(B), entonces

W = {yiz;}i_, ;‘:16
es una base de Q(«@) sobre Q. Asi paratodoie€ {1,...,s}yje{l,...,r}

a(yizj) = (ayi)zj = (Z aiyk)zj = Zaik(Yij)-

Ordenando W con el orden lexicogrdfico, obtenemos que la matriz del morfismo mg en la base W
esta dada por

N 0 0

0 N 0

| 0 o0 0
0 0 ... N
| S ——

r—veces
Asi el polinomio caracteristico del endomorfismo mg esta dado por:
Pg(x) = det(x1, — M') = (det(x1; — N))". _
Proposicion 2.2.43. Consideremos el anillo de los enteros Z'y sea Q(a)/Q una extension finita de

grado n'y Z' el anillo de enteros algebraicos de Q(a) sobre Z. Si a € Z', entonces |N,, ,(a)| =
|Z'/Z «|.

Demostracion. Como Z es un dominio de ideales principales, por el Corolario 2.2.23 se tiene
que 7! es un Z-mdédulo libre de rango n. Dado que Z' es un dominio entero, si a € Z' el morfismo
m, es inyectivo, y entonces tenemos que 7! es isomorfo como Z-mddulo a Z'a y en consecuencia

6Una demostracién de este echo se puede encontrar en [Fr] pag. 349.
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el rango de Z'a es n. Luego entonces por el Teorema 1.3.12 existe una Z-base {ei,...,e,} deZ' y
cls...,cn € N\{O} tales que {ciei,...,che,} es una Z-base de Z'a. Asi

77 = @Zei/@/Zciei = @Zei/Zciei = @Z/Zq.
i=1 i=1 i=1 i=1

Por lo tanto |Z' /Z'a| = | |_, ci.
Ahora consideremos ¢ : Z! —> Z'a dada por ¢(e;) = c;e;. Claramente

N(g) =]]e @2.11)
i=1

Por otra parte {aey,...,ae,} es una base de Z'a, luego entonces la transformacion Z-lineal
¥ : Z'a — Z'a dada por y(cie;) = ae; es un automorfismo de Z'a, y asi por el Teorema 1.3.21
tenemos que N(¢) = t1.

Ahora notemos que m, = o ¢, entonces

Moo @ 3, W) = IN@ o )|, = INWIN@) = 111N ()| = ] [

Por lo tanto |N,,,, .(@)| = |Z'/Z'a|.

Corolario 2.2.44. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Q(«)/Q una extension finita de
grado n'y Z' el anillo de enteros algebraicos de Q(a) sobre Z. Si W es un ideal no nulo de Z/,
entonces Z' /U es un anillo finito.

Demostracion. Como N es un ideal no nulo de Z' podemos tomar & € N — {0}. Tenemos por el
Corolario 2.1.13 que Z'a < U, luego del Teorema 1.1.18

7= (Z )7 a)(W/Za)

y como Z' /7'« es un anillo finito entonces Z' /U es un anillo finito. g

Definicion 2.2.45. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Q(a)/Q una extension finita de
gradon y Z' el anillo de enteros algebraicos de Q(a) sobre Z. Si % es un ideal no nulo de Z' se define
norma del ideal U y se denota por N() a la cardinalidad de Z' /U.

Proposicion 2.2.46. Consideremos el anillo de los enteros Z 'y sea Q(a)/Q una extension finita
de rango n'y Z' el anillo de enteros algebraicos de Q(a) sobre Z. Si W es un ideal no nulo de Z/,
entonces N(U) € A.

Demostracion. Por definicion N(N) = |Z' /A|. Notemos que Z' /U es un grupo finito. Asi, si X €
Z' /U se tiene que N(A)X = 0, pues el orden de un elemento divide al orden del grupo. Por lo tanto
N(W)x € A para todo x € Z', en particular para x = 1 por lo que N(U) € A. 4

§2.3 Grupo de clases de ideales.

Esta seccion se muestra como el comportamiento de un ideal primo no nulo en el conjunto de
ideales no nulos de un dominio de Dedekind es semejante al de un elemento irreducible en un anillo
de factorizacion tinica.

Lema 2.3.1. Sea R un anillo y B un ideal primo que contiene un producto I - - - I,, de ideales.
Entonces B contiene a uno de los ideales.
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Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir que I; & B para todo j € {1,...,n}, luego
existe rj € I tal que r; ¢ B. Siendo B un ideal primo, por la Proposicion 1.2.33 ri---r, & ‘B,
lo cual es contradictorio pues ry---r, € I --- I,  B. Por lo tanto existe j, € {1,...,n} tal que
I, =P u

Ahora se presenta un resultado técnico que serd de gran ayuda en nuestro propdsito.

Proposicion 2.3.2. Sea D un dominio entero noetheriano. Entonces todo ideal no nulo contiene un
producto de ideales primos no nulos.

Demostracion. Se procederd por reduccion al absurdo, para ello supongamos que la familia ®
de ideales no nulos de D que no contienen ningiin producto de ideales primos no nulos es no vacia.
Como D es noetheriano, ® admite un elemento maximal d; d no puede ser primo pues se contiene
a si mismo, luego entonces por la Proposicion 1.2.33 existen x,y € D\D tales que xy € d. Como
x,y ¢ b los ideales d + {x) y d 4+ {y) contienen estrictamente a d, y dada la maximalidad de este
ltimo, ambos ideales contienen un producto de ideales primos no nulos. Supongamos entonces que

Pioo-Py SO+ YR - Ry SO+
son los productos de ideales no nulo contenidos en cada ideal. Luego

ProcPuRi Ry € (04 C0) (0 + () S0

Lo que es una contradiccion. Concluimos entonces que ® es vacio y asi se sigue el resultado. u

Dados D un dominio entero 'y Q su campo de cocientes, se dice que I = Q es un ideal fraccionario
de D si

1) I es un D-submdédulo de Q.
2) Existe d € D\{0} tal que dI < D.

Obsérvese que la condicion 2) equivale a decir que los elementos de I tienen un “conuin denom-
inador ”d € D. Ademds, notese que los ideales ordinarios de D, son ideales fraccionarios, tomando
d = 1. En adelante para referirnos a un ideal de D pensado en él como ideal fraccionario usaremos
el término de ideal entero de D.

Sean 1y J son ideales fraccionarios de un dominio entero D. El producto de los ideales frac-
cionarios 1y J esta dado por

n
1J = inyi€Q|xieryieJ
i=1
Claramente 1J es un D-submddulo del campo de cocientes de D. Ademds si dy,d, € D\{0} son
tales que d\I © Dy dyJ < D, se tiene que didy € D\{0} por ser D un domino entero 'y como
(d1d2)1J < D podemos concluir que 1J es un ideal fraccionario de D.

Proposicion 2.3.3. Sean D un dominio entero y Q su campo de cocientes e 1,J,K < Q ideales
fraccionarios de Q. Entonces

1) Side D — {0} es tal que dI < D, entonces dI es un ideal de D.
2) SiJ C K, entonces 1J C IK

Es evidente que el producto de ideales fraccionarios de un dominio entero D es asociativo, que
conmutay ademds D actiia como neutro multiplicativo. Es decir el conjunto de ideales fraccionarios
de un dominio entero es un monoide conmutativo respecto al producto.

Ahora nos enfocaremos a demostrar que el conjunto de ideales fraccionarios no nulos de un
dominio de Dedekind, forman un grupo conmutativo y para ello necesitamos el siguiente resultado.
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Proposicion 2.3.4. Sea D un dominio entero'y Q su campo de cocientes. Si I es un D-submddulo
finitamente generado de Q, entonces I es un ideal fraccionario de D.

Demostracion. Como I es un D-submddulo de Q finitamente generado, existen %, e, ‘;ﬁ € Q
n

con g; # 0 tales que { 2 1

n
s = I como D-mddulo. Sea d = i siendo D un domino entero
q1 dn

i=1
se tiene que d # 0, ademds de que 5 € D para cada i € {1,...,n}. Ahora, si x € I, entonces
n n n n
x= Y d (;L) cond; € D, luego dx = d Y d; (%) = Y dd (Z_) =Y (?) (d;p;). Dado que
i=1 ' i=1 ! i=1 ' i=1 "
dipi € D parai € {1,...,n}, se tiene que dx € D. Por lo tanto dI C D, es decir I es un ideal
fraccionario de D. g

Proposicion 2.3.5. Sea D un dominio entero noetheriano. Entonces todo ideal fraccionario es un
D-médulo finitamente generado.

Demostracion. Sea I un ideal fraccionario de D. Por definicion existe d € D—{0} tal que dI < D.
Como dI un ideal de D y D es noetheriano, entonces dlI es finitamente generado. Por dltimo notemos
que ¢ : dI —> I dado por ¢(dx) = x es un isomorfismo de D-mddulos. Por lo tanto I es noetheriano.

Teorema 2.3.6. Sea D un dominio de Dedekind que no es campo. Entonces todo ideal maximal de
D es invertible en el monoide de ideales fraccionarios de D.

Demostracion. Sea M un ideal maximal de D; como D no es campo se tiene que M + (0). Sea Q
el campo de cocientes de D y hagamos

M ={xe Q| xMc D}

Es claro que 0 € W', y que si x,y € W', entonces (x —y)m = xm — ym € D para todo m € M,
luego entonces x —y € W. Por lo tanto W' es un D-submddulo de Q. Por como se definié W, si
d € M\{0}, entonces dM' < D'y asi tenemos que M’ es un ideal fraccionario de D.

A continuacion vamos a demostrar que M = D. Primero notemos que D € W, luego entonces
M = DM < MM, ademds tenemos que MMM D, es decir M < MM < D. Ahora por ser N un
ideal maximal de D, sélo tenemos dos posibilidades para el ideal W', que son

MM =M o MM=D.

Veremos que M = M'M no es posible, por lo que automdticamente se tendrd que WM = D, lo
que completard el resultado.

Supongamos entonces que M = M. Luego si x € M’ se tiene que xIN < M y por un proceso
recursivo verificamos que XTI < M para toda n € N. Es decir, si a € M — {0}, entonces
ax" € M para todo n € N y en consecuencia al!  D. De este modo se verifica que si x € W,
entonces D[x] es un ideal fraccionario de D, y al ser D noetheriano, por la Proposicion 2.3.5, D[x]
es noetheriano y por el Teorema 2.1.7 concluimos que x es entero algebraico sobre D. Y como D es
enteramente cerrado, tenemos que x € D, es decir W' C D. Asi M = MM implica M’ = D. Ahora
se mostrard que esto es imposible.

Supongamos entonces que W' = D'y consideremos d € M\{0}. Siendo que dD # {0}, por la
Proposicion 2.3.2 el ideal dD(# (0)) contiene un producto P - -- Py de ideales primos no nulos.
Supongamos que s es minimo con la propiedad de que P - -- P, esta contenido en dD. Si s = 1
entonces Py € dD < I, siendo que D es un dominio de Dedekind y Py es un ideal primo de D
entonces Py es maximal y en consecuencia obtenemos que dD = M, luego por el Teorema 1.2.36 d
es irreducible en D'y por lo tanto d ¢ U(D). Por otro lado tenemos que d~'M = d='(dD) = Dy
entonces por definicion del conjunto W se tiene que d=' € W' = D, lo que es contradictorio pues
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d ¢ U(D). Ahora, si suponemos que s > 1, como dD € I, entonces Py --- P, € M; al ser M
maximal se tiene que éste es primo, luego por el Lema 2.3.1 M contiene alguno de ellos, digamos
a P,. Por ser D un dominio de Dedekind P, es maximal, por lo que debe suceder que P, = M.
Hagamos B = P, --- Py, entonces se tiene que dD 2 MB y que dD 2 B, esto ultimo por el
cardcter minimal de s. Luego entonces, existe b € B tal que b ¢ dD, o equivalentemente bd—' ¢ D.
Por otro lado, como b € B entonces b C dD y asi bd—'I < D. Por como se definié W, se tiene
que bd=" € W. Ahora recordemos que estamos suponiendo que W' = D y por lo tanto bd~" € D,
lo que contradice la eleccion de b. Por lo tanto no puede ser que W\t = MM quedando como tinica
posibilidad entonces que WM = D, que muestra que I es invertible en el monoide de ideales
fraccionarios de D. g

Teorema 2.3.7. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de D.
Entonces todo ideal entero no nulo B de D se escribe de modo tinico en la forma

%ani‘f con p;, €Y paraje{l,...,n}.

Demostracion. Procedamos como en la Proposicion 2.3.2, y consideremos @ la familia de ideales
no nulos de D que no son producto de ideales primos no nulos y supongamos que ® es no vacio.

Como D es noetheriano, ® admite un elemento maximal N. Tenemos que A # D, pues D es el
producto de la familia vacia de ideales primos de D. Entonces W estd contenido en un ideal maximal
M. Sea W el ideal fraccionario inverso de M descrito en el Teorema 2.3.6. Como A € M se deduce
entonces que AM' < MM = D. Por otro lado, dado que D € W, tenemos entonces que A < N'A.
Si suponemos que W = MY, entonces para cada x € W', tendriamos por recurrencia que x"W = A
para todo n € Ny como en el Teorema 2.3.6, x seria un entero algebraico sobre D, por lo que se
tendria que x € D lo que es imposible para todo x € W' pues D ¢ W. Por lo tanto N ¢ W'Y, luego
como W es un ideal maximal en ®, se tiene que M'A ¢ ® y entonces M'A es producto de ideales
primos no triviales, es decir existen vy, ..., D, ideales primos no nulos de D tales que

MA=np;---p, (3.1)
Multiplicando (3.1) por M tenemos que
A =Mp;---p,

lo que contradice la eleccion de Wy por lo tanto © es vacia.
Ahora supongamos que
s t
H pi = H q; (3.2)
i=1 j=1
t

Por la Proposicion 1.1.12 tenemos que || aj C p1, luego por el Lema 2.3.1, p contiene a alguno
j=1

de los gy, sin perdida de generalidad podemos suponer que q; S p. Ahora, como D es un dominio

de Dedekind, q, es un ideal maximal, entonces q; = py. Luego multiplicando por prl a ambos lado

de (3.2), obtenemos que
s t
H pi = H Qi-
i=2 i=2
De donde se claro el proceso de induccion que muestra el resultado. g

Corolario 2.3.8. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de
D. Entonces todo ideal entero B # (0) de D se escribe de modo inico en la forma

%znp"v

peP
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donde 1, son enteros no negativos, casi todos cero.

Corolario 2.3.9. Sea D un dominio de Dedekind. Entonces todo ideal entero de D es invertible en
el monoide de las ideales fraccionarios de D.

Ast pues para ver que el conjunto de ideales fraccionarios es un grupo sélo nos falta ver que
cada ideal fraccionario de D que no es un ideal entero, es invertible; lo que muestra el siguiente
resultado.

Corolario 2.3.10. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de
D. Entonces todo ideal fraccionario B # (0) de D se escribe de modo iinico en la forma

% — H an
ped

donde n, son enteros, casi todos cero.

Demostracion. Sea B un ideal fraccionario de D, si B es entero el resultado se tiene por el
Teorema 2.3.7, asi podemos suponer que B es un ideal fraccionario no entero de D. Como B es
un ideal fraccionario existe d € D\{0} tal que dB < D. Siendo dB un ideal entero de D, por el

Corolario 2.3.8
d® = H p
e

donde los 1, son enteros no negativos.
Ahora notemos que dB = (dD)®B. Como dD es un ideal entero de D, se tiene que

dD =[] v".
pe
Como (dD)~" = [T (»~")". Obtenemos que
ped)
B=(dD) ' @D)B=[]p* [ =[]0
pe’ ped e

Lo que demuestra el resultado. g

Corolario 2.3.11. El monoide de los ideales fraccionarios de un dominio de Dedekind es un grupo.

Definicion 2.3.12. Sea D un dominio de Dedekind e I y J ideales fraccionarios de D. Se dice que I
divide a J si existe un ideal fraccionario K tal que IK = J.

Corolario 2.3.13. Sea D un dominio de Dedekind y W un ideal no nulo de D. Entonces U sélo tiene
un niimero finito de divisores.

Definicion 2.3.14. Sea D un dominio de Dedekind. Un ideal fraccionario I de un dominio de
Dedekind con campo de cocientes Q es principal si ] = Dx para algin x € Q.

Proposicion 2.3.15. Sea D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q. Entonces el conjunto
de ideales fraccionarios principales forman un subgrupo del grupo de ideales fraccionarios de D.

Demostracion. Claramente D es un ideal fracionario principal. Ademds tenemos que para x,y €
Q se tiene que (Dx)(Dy)™' = D(xy™'). w

Definicion 2.3.16. Sea D un dominio de Dedekind. Si F es el grupo de ideales fraccionarios de D,
y P es el grupo de ideales principales de D al cociente C(D) = P/F se le denomina el grupo de
clases de ideales de D.
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Ndtese que para que D sea un dominio de ideales principales es necesario y suficiente que C (D)
sea un grupo con un solo elemento.

Dado un dominio de Dedekind D y p un ideal primo no nulo de D, para un ideal fraccionario
A no nulo de D, designamos por 1n,(W) al mdximo exponente de p en la factorizacion de W como
producto de ideales primos.

Proposicion 2.3.17. Sea D un anillo de Dedekind, p un ideal primo no nulos de D y W'y B ideales
fraccionarios no nulo de D. Entonces

1) 17y(AB) = 1,(A) + 7p(B).

2) (A7) = —ny(%)

3) Wes un ideal entero de D si'y sélo si n,(A) = 0 para todo v € V.
4) np(U+B) = inf (1, (%), 7,(B)).

5) (A B) = sup (1, (W), 17(B))-

Proposicion 2.3.18. Sea D un anillo de Dedekind y W'y B ideales fraccionarios no nulos de D.
Entonces, W < B si 'y sdlo si ny(N) = n,(B) para todo p € V.

e @y

Demostracion. Notemos que A C B es equivalente a AB~' < D y sean A = R N
B = p[f b pﬁ las descomposiciones de Wy B como producto de ideales primos.
=) ComoAB~! = p‘f'fﬁ' e p;f”fﬁ” es un ideal entero de D. Por el inciso 3) de la Proposicion
2.3.17 se tiene que a; — B; = 0, es decir «; = B;. Por lo tanto n,(N) = n,(B) para todo
peP.
<) Supongamos que n,(N) = n,(B) para todo p € B, asi en particular tenemos que a; — ;i =
Oparacadaie {1,...,n}. Porotro lado, si aplicamos los incisos 2) y 3) de la Proposicion

2.3.17, obtenemos que n,(AB™') = 1,(N) —n,(B), nuevamente aplicando la Proposicién
2.3.17 inciso 3) se tiene entonces que AB~' < D'y por lo tanto A < B.

Corolario 2.3.19. Sea D un anillo de Dedekind y v un ideal primo de D. Si U es un ideal de D tal
que A < p, entonces v divide a W.

Lema 2.3.20. Sea D un anillo de Dedekind y m un ideal maximal de D. Si N es un ideal fraccionario
no nulo de D, entonces no existe un ideal t de D tal que Am < t < W.

Demostracion. Por el Corolario 2.3.10 A = p?' <Pyt con p; € B, asi se tiene que
Am = p‘l“ .- py'm. Ahora, como D es un anillo de Dedekind, m es un ideal primo de D. Clara-
mente My, (Am) = 7, (W) + 1y 5, (Am) = 17, (A) 57 p; # M.

Asi Am € t € A, entonces

np(Am) = ny (1) = np(A) si pr#m

M (AM) < 7(7) < (W) + 1

Entonces por la Proposicion 2.3.18 tenemos quet = mA ot = A g

Proposicion 2.3.21. Sea F una extension finita de Q y D' el anillo de enteros de F. Si N y B son
ideales enteros no nulos de D', entonces N(UB) = N(A)N(B).

Demostracion. Primero demostraremos la afirmacion para el caso en que B sea un ideal maximal
de D'. Dado que AB < U, se tiene por el Teorema 1.1.34 que D' /A = (D' /AB) /(A/AB) como D’'-
mddulos. Luego entonces |D'/A| | A/AB| = |D' /AB|, esto es N(N) |A/AB| = N(AB). Asi que es
suficiente demostrar que |[A/AB| = |D'/B|.
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Ahora, W/AB es un D'-mdédulo que es anulado por los elementos de B, entonces es posible darle a
A/AB estructura de D' /B-espacio vectorial. Ahora por el Teorema 1.1.35 tenemos que todo D' /B-
subespacio de W/AB es de la forma q = q/AB donde q es un ideal entero que cumple que AB < q <
A, luego al aplicar el Lema 2.3.20, podemos concluir que A/Am no tiene D' /B-subespacios. Por lo
tanto dimp ;3 (A/AB) = 1, es decir A/AB es isomorfo a D' /B como D' [B-espacio vectorial. En
particular |W/AB| = |D'/B| y asi N(AB) = N(A)N(B). El resultado se sigue al aplicar induccion
sobre el nimero de factores de primos en B al aplicar el Teorema 2.3.7 a B. u

Lema 2.3.22. Sea R un anillo e I y J ideales principales de R. Entonces 1J es un ideal principal de
R.

Demostracion. Como I y J son principales, entonces existen a,b € R tales que I = Ray J = Rb.
Claramente 1] = Rab. g

Teorema 2.3.23. Sean D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, F una extension finita
de Q y D' el anillo de enteros de F. D' es un dominio de factorizacion tinica si 'y sélo si D' es un
dominio de ideales principales.

Demostracion.

=) En virtud del Lema 2.3.22 es suficiente demostrar que todo ideal primo no nulo de D' es
principal.
Sea p un ideal primo no nulo de D', por el Corolario 2.2.44, existe m € N tal que
N(p) = m. Ahoram = ry ---r, donde r; son elementos irreducibles en D'. El Corolario
2.2.46 nos asegura que m € v, y dado que p es un ideal primo, existe iy € {1,...,n} tal
que ri, € pyasi D'r;, € p.
Siendo D' un dominio de ideales principales, por el Teorema 1.2.67 se tiene que r;, es
un elemento primo de D' y por el Lema 1.2.36, D'r;, es un ideal primo de D' y dado que
D’ es un dominio de Dedekind entonces D' es maximal. Luego entonces D'r;, = v, por lo
que p es un ideal principal.
<) Es el Corolario 2.2.35. o






Capitulo 3
Teorema de Minkowski

§3.1 Subgrupos discretos de R"

Consideremos m < n numeros naturales y vy, ..., vy, un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente de R" y G el subgrupo de (R",+) generado por vi,...,v,. Notese que G es un grupo
libre de rango m, que esta generado por m vectores linealmente independientes en R", bajo estas
condiciones diremos que G es una red de R" de dimension m.

En adelante consideraremos R" con la métrica usual: d(x,y) = |x — y|, donde para todo

(ai,...,an) € R" se tiene que |(a1,...,a,)| = |21, a}|*. Ademds denotaremos a la bola cer-
rada con centro en x y radio r € Rt por B,[x].

Recordemos que un subconjunto X € R" es acotado si X < B,[0] para algiinr € R, y que X es
discreto si X n B,|0] es finito para todo r € R™.

Teorema 3.1.1. Sea U < R" abiertoy f : U — R™ una funcion diferenciable en xo € U. Entonces
f es una funcién continua en xo'.

Teorema 3.1.2. Sea D € R" cerradoy acotadoy f : D — R una funcion continua en D. Entonces
f alcanza su mdximo y su minimo absoluto en D*.

Corolario 3.1.3. Sea D < R" cerrado y acotadoy f : D — R™ una funcion continua en D.
Entonces f[D] es acotado en R™.

Corolario 3.1.4. Sea D € R" acotado y f : D —> R una funcién continua en D. Entonces f[D] es
acotado en R™.

Teorema 3.1.5. Sea G un subgrupo aditivo de R". Entonces G es una red de R" de dimension m si 'y
solo si G es un subgrupo discreto no trivial.

Demostracion. Dado un subgrupo G de R", podemos trabajar dentro del subespacio vectorial de
R" generado por G, y asi suponer que m = n.

=) Sea G un subgrupo libre de R" y 3 = {vi,...,v,} un conjunto linealmente indepen-
diente en R" el cual es un conjunto libre de generadores de G. En particular tenemos que

B es una base de R".
Definase f : R" — R" por f(v) = [v]g, donde [v]g denota el vector de coordenadas
del vector v respecto a la base . Como f es lineal, entonces es una funcion diferenciable
y asi por el Teorema 3.1.1 tenemos que f es una funcion continua. Luego por el 3.1.4

Wer [Ma] Seccién 2.3. Teorema 8.
2Ver [Ma] Seccién 3.3. Teorema 7.
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Teorema de Minkowski

se tiene que para todo r € R*, f[B,[0]] es acotado. Es decir para cada r € R*, existe
k, € RT 1al que si v € B,[0], entonces | f(v)| < k-
n
Ahora, seav € B,[0] n G. Como B es una base de R" tenemos que v = Y. a;v;, donde
i=1
a; € Zparai = 1,...,n. El valor de cada una de las ay solo tiene un niimero finito de
posibilidades, debido a que

jail < larsoan)| = 1FQ ami)l = 1f0)] < &
i=1

Por lo tanto B,[0] N G es finito. Y asi concluimos que G es discreto es un subgrupo discreto
de R".

La demostracion se hard por induccion sobre n.
Base: Sea G un subgrupo discreto no trivial de R. Tomemos g € G — {0} y consideremos
el conjunto G N By [0]. Claramente B)g)[0] es no vacio pues g € G n By [0]. Siendo G
un subgrupo discreto de R, entonces G 0 By [0] es finito, luego podemos considerar

go = ml’n{h eGn B”g" [0] | h > 0}.

Mostraremos que gy genera a G. Notemos que —h € G "R~ siy sélo si h € G n RT,
luego es suficiente demostrar que G N Rt < (go). Si h € G n R™T, por el Principio de
Arquimedes sabemos que existe k € R* tal que h < kgo, esto asegura la existencia de

ky = mz’n{k ezt | h < kgo},

De la minimalidad de ky, se tiene que (k, — 1)go < h < kygo, de donde se deduce que
0<h—(kn—1)go < go, con (h— (kn — 1)go) € Gy dado que gy minimo en G N R*
obtenemos que h — (k, — 1)go = go. Luego entonces h € {go) y asi h = kugo. Por lo tanto
G = <go)-
Al ser g linealmente independiente en R, se obtiene que G libre de dimension 1.
Paso inductivo. Supongamos que n > 1y que la proposicion es vdlida para todo
natural k < n, y sea G un subgrupo discreto no trivial de R". Dado que R" es generado,

como espacio vectorial, por G, podemos tomar {g1,...,g,} S G que forme una base de
R”™. Sea V el subespacio vectorial de R" generado por {g1,...,8n—1} y consideremos
Go=GnV.

Tomemos r € R™ y denotemos por V. = V n B,[0], claramente V, S B,[0], si ademds
consideramos el hecho de que Gy S G, tenemos que

Go n V, € G n B,[0],

y como G es un subgrupo discreto de R", tenemos que G n B,[0] es finito para todo
r € RY, yasi Gy ny B,[0] es finito para todo r € R*. Ademds G es no trivial en V
pues {g1,...,8n—1} S Go. En resumen Gy es un subgrupo discreto no trivial de V'y como
dimg(V) = n — 1 < n, por hipdtesis de induccion Gy es un subgrupo libre de V que
es generado, como grupo libre, por k vectores linealmente independientes en V, digamos
{h1,..., }. Porotrolado V estd generado como espacio vectorial por Gy, asi {hy, . .., h}
es un conjunto de generadores de V, luego entonces {hy, ..., h} esunabasede Vy asik =
n—1.

Como g, ¢ V, concluimos que {h,...,h,_1,8s} es linealmente independiente en R" y

por lo tanto es una base de R".
Sea

n—1
T={Za,-h,»+ang,,e00<a,»<1xii=1 ..... n—lyogangl}.

i=1
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Al considerar M = Z;l] 7] + l|gn
T es un subconjunto acotado de R".
Como g, € T, éste es no vacio, ademds de ser discreto por estar contenido en G. Luego
siendo que T es acotado, entonces T es finito, es asi que podemos tomar

, se tiene que para todov € T, ||v| < M. es decir,

x=bh+ ---+by_1hy—1 +b,g, €T (1.1)
con la propiedad de ser b, minimo positivo. Notese que 0 < b, < 1.

Recordemos que {hy,...,h,_1,8,} es una base de R", y que al ser x combinacion lin-
eal no trivial de ésta ultima (con b, # 0), se tiene que {hy,...,h,—1,x} es otra base
de R" que estd formada por vectores que pertenecen a G. Ast es suficiente mostrar que
{h1,...,hy_1,x} genera a G como grupo abeliano libre para verificar G es libre de di-
mension n.

Consideremos g € G, y sean c; € R coni € {1, ...,n} tales que

g=cihi+ -+ ch1hn1 + cngn- (1.2)

Recordemos que b, es un entero positivo, asi es posible encontrar un entero d, tal que

Cn Cn
——1l<d, < —.
by by

Ahora, para cada i € {1,...,n — 1} definamos d; = [c; — d,b;], donde los corchetes
representan la parte entera y los b;s estdn dados en la ecuacion (1.1).
Sea

g=g—(dih + - +dy1hy_| +dyx)

Luego podemos jugar con esta iiltima expresion y obtener

g, = g_(dlhl +'+dn—1hn—l +dn(blhl +"'+bn—lhn_1+bngn))
= g—((d+db))h + -+ (dnr + dpby—1)hy—1 + dbygn)
= (Clhl + -+ Cnflhnfl + Cngn) - ((dl + dnbl)hl + -+ (dnfl + dnbnfl)hnfl + dnbngn)
= ((Cl - dnbl) - dl)hl + -+ ((Cnfl - dnbnfl) - dnfl)hnfl + (Cn - dnbn)gn

Por la eleccion de los d; s tenemos que 0 < (¢;—dyb;) —d; < 1y por como se tomé d,,,
se tiene que 0 < ¢, — dyb, < b, < 1. Asi g’ € T. Ahora considerando la minimalidad de
by, concluimos que ¢, — d,b, = 0. Por lo tanto g’ € V y como por construccion g' € G,
entonces g' € V. n G = Gy. Luego, concluimos que

g=¢ +dih + - +dy_1hy_i +dux

v

Gy
Siendo que Gy es un grupo libre con base {hy, ..., h,_1}, tenemos entonces que G es
un grupo libre con base {hy,...,h,_1,x}. u

En vista del Teorema 3.1.5, si G es una red de dimension m en R", en adelante nos referiremos a
G por subgrupo discreto de dimension m de R".

Si G es un grupo discreto de R" de dimension m, con una base 8 = {g1,...,8m}, el dominio
Jundamental respecto a la base B (también llamado region fundamental o dominio de Dedekind),
estd dado por

m
Dﬁz{Zaigi|aieRy0$ai< Lparai=1,...,m}.

i=1
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Obsérvese que el dominio fundamental depende de la eleccion de la base. Por ejemplo, si tomamos

B = {e1,er} la base candnica de R?, y B’ = {e1,e| + ey}, tenemos que By 8 generan el mismo
grupo discreto de dimension 2 en R?, sin embargo Dg # Dgi. Como se muestra en la figura

e +e,

t f t t t
‘1

T p=1eye0} T B =tey e + ey}

£ Dy # Dyt £

Figura 1. Dos bases del mismo subgrupo discreto de R” pueden generar dos regiones
fundamentales distintas.

Consideremos G un subgrupo discreto de R" de dimension n, con base B = {g1,...,8gn}. Sig € R"
este se puede escribir de manera tinica como

g=ag1+...,a,8,con a; e R

Paracadai=1,...,ntomemos a; = [a;]y seal = a1g1+ - -+a,8, € G. Notemos que g—1 € Dg.
Ahora vamos a verificar que [ es el tinico elemento en G que tiene esta propiedad para con g. Para
ello tomemos m = Y\, big; € G tal que g — m € Dy, como g —m = > (a; — b;)g;, se tiene que
0L a—bi<lparai=1,...,n Comotambién0 < a;—a; < 1sii=1,...,n, podemos concluir
que | (@i — b)) — (i —a;) |=| ai — bi |< 1 paracadai=1,...,n.

Ahora, dado que l —m = Y _,(a; — b;)gi € G, a; — b; € Z'y como | a; — b; |< 1, forzosamente
a; —b; = 0paratodoie€ {l,...,n}. Porlotanto ] = gy asi verificamos que l es el iinico elemento
en G tal que g — | € Dpg.

Consideremos B una base de G y definamos para cada l € G

I+ Dg={l+d|de Dg}.
y obsérvese g € L + Dg si'y solo si g — | € Dg.
Notemos que {l + Dg | | € G} cumple con las siguientes propiedades

i) Para cadal € G se tiene que | + Dg, pues | € | + Dg.
ii) (ll + Dﬁ) N (lz + Dlg) =@sily # .
iii) Ueg!+ Dp =R"
En resumen hemos visto que {l + Dg | | € G} es un particion de R".

§3.2 El toro cociente

En esta seccion se estudiard el grupo cociente R" /G, con G un subgrupo discreto de dimension
m de R". En adelante S denotard el conjunto de los niimeros complejos de norma 1, que es un
subgrupo del grupo multiplicativo (U(C), -).

Lema 3.2.1. El grupo cociente (R/Z, +) es isomorfo al grupo (S, -).

Demostracion. Definase ¢ : R — S, dada por ¢(r) = e*™". Recordemos que e*™'" = cos(2nr) +
isen(2nr), luego para r € R ||e*™| = cos*(2nr) + sen*(2nr)=1, asi aseguramos que ¢ esta bien
definida. Si ry,r; € R, tenemos que
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FIGurA 2. Si G es un subgrupo discreto de R”, entonces {/ + D; | [ € G} es una particién de R".

¢(F1 + r2)=627ri(r1+r2)
=cos(2n(ri + r2)) + isen(2n(ry + r2))
=[cos(2rry)cos(2nry) — sen(2nry )sen(2nry)] + i [sen(2nry )cos(2nry) + sen(2xry)cos(2nry)]
=[cos(2nry) + isen(2nry)] [cos(2nry) + isen(2nry)]
=627rir] 6‘27rir]
=¢(r1)¢(r2)-
Lo que asegura que ¢ es un homomorfismo de grupos.
Si z € S, sabemos que existe 0 € R tal que cos(0) + isen(0) = z, al hacer r = 2—(; se tiene que
&(r) = z, es decir ¢ es sobreyectiva. Por otro lado r € ker(¢) si y sélo si cos(2nr) + isen(2nr) = 1,

y esto iltimo pasa si y sélo si cos(2rnr) = 1y sen(2nr) = 0. Luego entonces r € ker(¢) si 'y sélo si
reZz.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo de grupos ¢, concluimos que R/Z = S. g

Ficura 3. Lema 3.2.1

Dendtese por T" el producto directo de n copias de S ; T" recibe el nombre de toro n—dimensional.

Por ejemplo para n = 2 se puede identificar con el toro 2—dimensional con el toro geométrico de
revolucion.

Teorema 3.2.2. Sea G un subgrupo discreto de R" de dimension n entonces R" /G es isomorfo a T".

Demostracion. Sea B = {gi, ..., gy} una Z-base de G. Dado que B es una base de R", si v € R",
se tiene que

v=a1g + -+ a,g, cona; €R.

Definase ®g : R" —> T" como ®p(v) = (e*™™,...,e* ") para v € R". Claramente ®g es un
morfismo suprayectivo de grupos'y tenemos que v = > _| a;g; € ker(®) siy solo si ¥ = 1 para
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Ficura 4. Identificacion del toro 2—dimensional con el toro de revolucion.

cada i € {1,...,n}. Esto iltimo pasa si y solo si a; € Z para cada i € {1,...,n}, luego entonces
ker(®) = G. Aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo de Gupos obtenemos que R"/G = T". g

Topologicamente se puede obtener T" por el “pegado “(la identificacion) de caras opuestas de
un dominio fundamental (Fig 5).

Figura 5. Idealizacién geométrica de 7.

Si G es un subgrupo discreto de R" de dimension m, hemos visto que G puede considerarse un
subgrupo de R™, asi que, es natural el siguiente

Corolario 3.2.3. Sea G un subgrupo discreto de R" de dimension m. EntoncesR" /G = (T™ x R"™™).

Demostracion. Sea V el subespacio generado por Gy sea W un complemento directo de V, es
decirR" = V@ W, ademds V =R" y W = R"™™. Luego
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R"/G = (Ve w)/G
= VIGeW
Prop. 1.1.36

= "W

Teo. 2.2.2
= T @R,

W=Rn—m u

Corolario 3.2.4. Sea G un subgrupo discreto de R" de dimension n con base B = {g1,...,8n}

y sea Dg el dominio fundamental respecto a la base 3. Consideremos el morfismo ®g dado en la
demostracion del Teorema 3.2.2 y sea

(D|Dﬁ : Dﬁ —_— "
Z:l:l aigi— (eZm'm e, eZm'ar,,)
Entonces ®|Dﬁ es una biyeccion.

Demostracion. Primero veremos que ®| n, €S Una funcion sobreyectiva. Para ello tomemost € T",

en el Teorema 3.2.2 vimos que ®g es sobreyectiva, entonces existe g € R" tal que ®(g) = t. Dado
que {I + Dg | | € G} es una particion de R" (ver pdgina 71) tenemos que existe | € G tal que
g € I + Dg o equivalentemente g — | € Dg. Ahora

@[, (1) = Dp(g — 1)
= Dp(g)Pp())™!

= ()
leG=ker(®p) ﬁ(g)

= !

Luego entonces @ b, €5 UNa funcion sobreyectiva.
Ahora verificaremos la inyectividad de | oy SUpongamos que existen hy,hy € Dg tales que
(D|D/3(h1) = (D|Dﬁ(h2), en particular ®g(h;) = Og(hy), y asi hy — hy € ker(®g) = G. Como B
es una base de R" tenemos que hy = Y i, aigiy hy = Y1, Bigi , y ademds 0 < a;,B: < 1 para

i € {l,...,n}, notemos que esto ultimo implica que 0 <| a; — B; |< 1. Siendo que hy — hy, =
> (@i —Bi)gi € G, entonces a; — B; € Z parai € {1,...,n}, por lo que forzosamente a; — B; = 0
paracadai€ {1,...,n}. Es decir (D|n,3 es una funcion inyectiva.

Concluimos que | b, €5 Una biyeccion entre Dgy T". o

En cdlculo de varias variables se define el volumen de un subconjunto X de R" por

V(X) = fdxl odx,?
X

Notemos que el volumen existe solo cuando la integral existe.

Usando la biyeccion (D|n,3 del Corolario 3.2.4 se generard el concepto de volumen en T". Para
ello consideremos G un subgrupo discreto de R" de dimension n con base By Y € T". Se define el
volumen de Y con respecto a la base 3 como

Vs(Y) = V(@[ 1(Y)).

Notemos que el volumen de Y depende de la base B que se ha elegido para trabajar.

3Demostracién ver [Ap] Secc. 11.33.
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Definicion 3.2.5. Sean f : R" — R una funcién diferenciable en xy € R" dada por

S, xn) = (A, s xn)s ooy fn(X15 005 X)),

entonces la matriz Jacobiana de f en X, esta dado por
(D) . (%)
Jo(3%0) : :

Ofm (%) ... m (%)

7x) Tn

Teorema 3.2.6 (de Cambio de variables.). Sean f : U € R" — R una funcion integrable en U y
g:V C R" — U un difeomorfismo de clase C'. Entonces f o g es integrable en'V y ademds

| 10185 = [(ro 0@ | D10 | .
U 1%

Donde D, es el Jacobiano (el determinante de la matriz Jacobiana) de g.4

Lema 3.2.7. Sean L : R" — R una funcion lineal, entonces J(X) = L(X) para todo x € R™.

Proposicion 3.2.8. Sea G un subgrupo discreto de R" con base 8 = {gi,...,8u}. Para cada i €
{1,...,n}, supongamos que g; = (ai,...,a1,). Entonces el volumen de la region fundamental Dg
esta dado por

V(Dp) =| det(aj) | -
Demostracion. Por definicion
V(Dﬁ) = del .. .dxn.
Dy
Ahora, definanse nuevas variables dadas por
X = Z a;jyjcony; € [0,1).
j=1

Quedando definida la parametrizacion

A:[0,1) x -+ x[0,1)

Dy

n—veces
n n
O ooy = | 2 @y 2 angs
J= J=

Notese que A es la restriccion de una transformacion lineal biyectiva que tiene como imagen a Dg
y por el Lema 3.2.7 tiene como matriz jacobiana (a;;). Asi el Jacobiano del sistema esta dado por
Jy | det(a;j) |, que es constante en R".

Si denotamos a [0,1) x --- x [0, 1) por D, y aplicamos el teorema de cambio de variables (Teo-

V]

nfc';c'ex
rema 3.2.6). Obtenemos que

4Demostracién ver [Ap] Secc. 11.32.
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L§,3 dx; ...dx, iy [S) | det(a;;) | dyi ...dyn
= | det(a;;) | del coodyn

Jy constante

1

| det(a; |de1'--8dyn
0

| det(aij) |

Por lo tanto V(Dg) =| det(a;j) | . m

Corolario 3.2.9. Sea G un subgrupo discreto de R" con B = {g1,...,gn} B’ = {g.....8,} bases de
G. Entonces

V(Dg) = V(Dg).

Demostracion. Supongamos que g; = (ay;, ..., a1,) y & = (a\,,...,a},) paracadai€ {1,...,n}.
Al ser By B bases de G, por el Teorema 3.3.21 se tiene que existe (b;;) una matriz unimodular que
lleva la base 3 en la base 8. Es decir

<b11 bln> <"1f> a;
h:x] ) b;m Anj a;,

nj

y ademds det(b;;) = 1. Luego entonces

V(D’Bl) Teo.=3.2.8 | det(a 7) |
= | det(bi;)(ai)) |
Pro. del djerminam‘e | d€t(blj)d€ (aij) |
= | detgb,@ | det(ay;) |

a, j
(bij) es unimodular.

Teo.=3.2.8 V(D'B)

Por lo tanto V(Dg) = V(Dg'). w

Corolario 3.2.10. Sea G un subgrupo discreto de R" con base 8 = {g1,...,8u}. Si H es un subgrupo
de G de rango n, entonces existe y = {hy, ..., h,} base de H

V(Dy) =| G/H | V(Dp).

Demostracion. Por el Teorema 1.3.13 sabemos que existe una base {g1,...,g,} de Gy ay,...,a,
enteros tales que y = {181, ...,®,8n} es una base de H. Como en el Teorema 3.2.8 supongamos
que g; = (a1, ..., ain), luego a;g; = (ajaji,...,a;a;,). Resumiendo tenemos que

V(Dy) Teo. 3.2.8 | der(aiay) |

. (ﬁ ) detta) |

i=1

= H a; || det(aij) |

Cor. 1321 | G/H | det(ai) |
Teo.=3.2.8 | G/H | V(D'B)
En relacion al Corolario 3.2.9 es posible definir el volumen de un subgrupo discreto de R"
como el volumen de cualquiera de sus bases, y asi, si G es un subgrupo discreto de R" denotarlo

simplemente por V(G).
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Teorema 3.2.11. Sea G un subgrupo discreto de R" de dimension n con base B. Sea ® como en el
Teorema 3.2.2. Consideremos X un subconjunto acotado de R" tal que V(X) existe. Si V(®p(X)) #
V(X), entonces ®g |, no es inyectiva.

Demostracion. Supongamos que ®p |, es inyectiva. Al ser X acotado, existen hy,...,h, € G
m

distintos tales que X < | J (h; + D).

i=
Para cada i € {1,...,m} tomemos X; = X n (h; + Dg) y ¥; = {x — h; | x € X;}. Notese que
n
X=UX.
i=1
Por otro lado, para todo i € {1,...,n} se tiene que Y;  Dg. Ademds siy € Y; nY; coni # J,
entoncesy = x; —h;yy = x; — hjpara algiin x; € X; y x; € X, y asi
Dp(xi) = Pp(y + hi) = Op(y + hj) = Pp(x;))
al ser ®g inyectiva se tendria que x; = x; y asi h; = hj lo que seria contradictorio pues i # jy
sabemos que el conjunto {h + Dg | h € G} es una particion de R" . Luego entonces, Y; N Y; = (& si
i# ]
Siendo que las traslaciones son funciones funciones isométricas tenemos que
V(Y:) = V(X;) para cada i€ {1,...,m}
Ademds tenemos que Op |Dﬁ (Vi) = ©(X;), luego Y; = @ |;ﬂl (O(X))).

Entonces
V@) = Ve x)
Xyt s;ajenos V(iyl q)ﬁ(Xl))
= V((IJﬁ—l(yl Ds(X1)))
B V('L:J1 q),;l(q)ﬁ(xi)))
= V(L:J1 Y;)
Yy s;ajenos Z V(Yl)

Il
—

i’s

1=
=
2

Il
—

|
=
>

lo que es una contradiccion y por lo tanto ®g |, no es inyectiva. u

§3.3 Teorema de Minkowski

Recordemos que un subconjunto X S R" se dice convexo si para cualesquiera x,y € X, el
segmento que los une estd contenido en X. En términos algebraicos, X es convexo si para todo
x,ye X

{ax+(1=2y|2€[0,1]} = X.

Se dice que un subconjunto X € R" es simétrico respecto al origen si x € X implica que —x € X.

Teorema 3.3.1 (Minkowski). Sea G un subgrupo discreto de R" de dimension n , y sea X un subcon-
Jjunto acotado simétrico y convexo de R". Si

V(X) > 2"V(G),
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entonces X n G # {0}.

Demostracion. Consideremos 8 = {gi, ..., gn} una base de G con dominio fundamental Dy y sea
2G el subgrupo libre generado por 23 = {2g1, . ..,2g,}. Por la Proposicion 3.2.8 tenemos que

V(2G) = 2"V(G)

Por otro lado si consideramos ®og el homomorfismo natural con niicleo 2G definido en el Teorema
3.2.2, se tiene que

V(0y(X)) < V(2G) = 2'V(G) < V(X)

Por el Teorema 3.2.11 ®y3 |, no es inyectiva, por lo que existen x1,x, € X con x; # x; tales que
Dop(x1) = Dop(x2), 0 equivalentemente x| — x, € 2G.

Siendo X simétrico 'y como x, € X, tenemos que —x, € X. Y como X es convexo Ax; + (1 —
A)(—x2) € X, en particular para A = 1 se tiene que % (x; — x2) € X.

Por otro lado x| — x; € 2G, luego %(xl —x)€G. Asi0 # %(xl —xn)eXnG.

Por iltimo si suponemos que %(xl — x3) = 0, entonces x; — x, = 0 lo que seria una contra-
diccion. u

§3.3.1 Aplicaciones en teoria de niimeros cldsica

En esta seccion se demostrardn dos teoremas cldsicos en la teoria de nimeros, los cuales tardaron
mucho tiempo en resolver matemdticos de la talla de Euler y Lagrange con técnicas sofisticadas
y complejas. Sin embargo usando el Teorema Minkowski estos resultados pueden demostrarse de
manera bastante sencilla.

Teorema 3.3.1 (Teorema de la suma de dos cuadrados). Si p es un niimero primo de la forma 4k + 1
entonces p es la suma de dos cuadrados enteros.

Demostracion. Consideremos p un niimero primo de la forma 4k +1. Z,, es un campo finito, luego
por el Teorema 1.4.54 tenemos que (U(Z,), -) es un grupo abeliano ciclicoy de orden p — 1 = 4k.
Como 4 divide al orden del grupo, existe u € Z;" tal que ord(u) = 4. Siendo —1 el dinico elemento

de orden 2 en U(Z,), se tiene que i* = —1.

Sea G = {(a,b) € Z* | b = ua(méd p)}. Claramente (0,0) € G, ademds si (a,b),(c,d) € G,
como b = ua(médp)} y d = uc(mdd p)}, luego entonces (b — d) = u(a — c)(mdd p)}, lo que
significa que (a — ¢,b — d) € G, y por lo tanto G es un subgrupo de 7°.

Ahora, dado que u € Z%, existe v € Z tal que uv = 1(mod p), siendo asi que (v, 1) € G, y por lo
tanto G es no trivial.

Ahora si (a,b) € 72 se tiene que p(a,b) = (pa, pb) € Gy por lo tanto a Z* /G se le puede dar
estructura de Z,, espacio vectorial. Como {(1,0), (0, 1)} es un conjunto libre de generadores de 77,

en particular {(1,0), (0, 1)} es un conjunto que genera a Z* /G como Z,, espacio vectorial, notemos
que v(1,0) + (0,1) = (v,1) = (0,0), es decir {(1,0), (0, 1)} es Z,-linealmente dependiente y por
lo tanto {(1,0)} es una base de 7*/G. Entonces | Z*/G |= p.

Ahora de la Proposicion 3.2.8 tenemos que V(Z*) = 1y por el Corolario 3.2.10 es necesario
que V(G) = p. Luego por el Teorema de Minkowski (3.3.1), todo circulo con centro en el origen de
radio r y con drea nr? > 4p = 22p contiene un punto no trivial de G.

Tomando r* = 37”, se obtiene que 7r3—2p > 97‘” > 4p, asi que para este r en particular, existe un
punto (a,b) € G, con (a,b) # (0,0) tal que

3
0¢a2+b2<r2=7p<2p.
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Por otro lado )

@+b =d +ua =a +ua =a—a =0,
es decir p | a* + b%, obteniendo que p < a® + b*> < 2p, y al ser a* + b? un entero, forzosamente
deber ser que p = a* + b*.

Lema 3.3.2. Elvolumen de una n-esfera de radio a esta dado por i dondeT (n) =

—1,—1,4,5
EEnE e ldt.

Se— K

Teorema 3.3.3 (La suma de cuatro cuadrados). Todo entero positivo es la suma de cuatro cuadra-
dos.

Demostracion. Primero se demostrard el resultado para los niimeros primos, para luego exten-
derlo a todos los enteros.

Como 2 = 12 4+ 12 + 0 + 0, podemos suponer que p es un niimero primo impar.

Si u € Z, entonces #* toma exactamente pTH valores distintos en Z,, a saber son los tomados al
p;l; en consecuencia si v € Z, entonces | + v? toma pTH en Z,. Ahora Z,, tiene
exactamente p elementos, entonces existen u,v € Z tales que u* +v> + 1 = 0(mdéd p)}. Notese que
no puede ser que p | u'y p | v, pues en ese caso 1 = 0(mdd p)}, que no es posible. Sin pérdida de
generalidad supongamos que (p,u) = 1.

Sea

haceru =0, ...,

G ={(a,b,c,d) € Z" | ¢ = ua + vb(méd p)},d = ub — va(méd p)}}
Tenemos que (0,0,0,0) € G. Ademds, si (a,b,c,d), (a',b',c',d’) € G se cumple que

c=ua+vb(mddp) y d=ub—va(mdd p) 3.1
y que
' =ud +vb' (médp) y d =ub —va (mdd p) (3.2)
asi pasa
C—C/P531 u(a —d') +v(b+b") (mdd p)
y
d—d = ulb-0b")—v(a—d)(médp).

Por 3.2
Es decir (a,b,c,d) — (a',b',c',d") € G. Luego entonces G es un subgrupo de 7*. Ademds para
todo g € Z* /G se tiene que pg = 0, asi g € Z*/G es un Zp-espacio vectorial.

Ahora vamos a mostrar que {(1,0,0,0),(0,0,0, 1)} es una base de Z*/G, lo que es equivalente
a mostrar que para todo (a,b,c,d) € Z* existen x,y € Z tales que (a,b,c,d) — x(1,0,0,0) —
¥(0,0,0,1) € G, lo que pasa si 'y sélo si

c=ula—x)+vb(médp) y d—y=ub—v(a—x)(mddp)
Ahora la ecuacion ¢ = u(a — x) + vb (mdd p) tiene como solucion
xo=a+u 'vb—u"'c(msdp)
de donde se tiene que la solucion a d — y = ub — v(a — x) (mdd p) esta dada por

yo=d—ub +v(a— xo) (mdd p)

Por lo tanto {(1,0,0,0),(0,0,0,1)} es un conjunto de generadores de Z*/G.
Ahora supongamos que

a(1,0,0,0) +d(0,0,0,1) = (0,0,0,0)

SDemostracién ver [Ap] Secc. 11.33. pég. 411.
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Entonces se tiene que 0 = ua(mdd p) y que d = —va(mdd p), como p ¥ u, p | ayasid =
0(mad p), es decir {(1,0,0,0), (0,0,0, 1)} es una base de Z*/G. Por lo tanto | Z*/G |= p*

Por le Lema 3.3.2 se tiene que el drea de una 4-esfera de radio r es # Tomando r* =(1.9)p
M. Luego por el Teorema de Minkowski existe un elemento (a,b,c,d) €

se tiene que 16p* <
G — {} tal que
O<d®+b*+2+d*<rP=(19p<2p
Dado que ¢ = ua + vb(mdd p) y d = ub — va(mdd p)vvv se tienen las siguientes congruencias
@+ b+t + d @ + b? + (uPa® + 2uvab + v*b?) + (u*b* — 2uvab + v*a?) (mdd p)
a® + b* + i (a® + b*) +V*(b* + a?) (maod p)
(@ + b*)(1 + u? +v*) (mdd p)
0(mod p)
Porlotanto p | a®> 4+ b* + c* +d>. En resumen p < a> +b*> + c* +d* < 2pyal ser a> + b* + ¢* + d°
entero obtenemos que p = a* + b* + ¢* + d>.
Como para todo a,b,c,d,A, B,C, D € Z se tiene que

(a2 +b2+c2 4+d2) (A2 4+ B2 4+C2 + D2 )= (aA—bB—cC—dD)? + (aB+bA+cD—dC)? + (aC—bD~+cA+dB)? + (aD+bC—cB+dA)?

Aplicando induccion sobre el niimero de primos que aparecen al factorizar un entero positivo n se
sigue el resultado. u

§3.3.2 Finitud del grupos de clases de un campo numérico

Para F un campo numérico de dimensién n sobre Q y o : F — Q un monomorfismo que deja
fijos los elementos de Q, decimos que o es real si o(F) € R y que es complejo en caso contrario.

En virtud el Teorema 1.4.53 y dado que Q es de caracteristica cero, si F un campo numérico
de dimension n sobre Q se tiene que F = Q(0) para algiin 6 € F. Por otro lado por el Lema
1.4.37, tenemos que todo morfismo de campos o : F — Q que extienda a la identidad en Q esta
determinado por o (). Podemos entonces concluir el siguiente

Proposicién 3.3.1. Sean Q(0) un campo numérico de dimension n sobre de Q, o : F — Q un
morfismo de campo que extiende a la identidad en Q. Entonces

1) o es real siy sélo si o(0) € R.

2) o es complejo si 'y sélo si 0(8) es un complejo no real.

Sean Q(6) es un campo numérico de dimension n sobre Q y fo(x) el polinomio minimo de 0 sobre
Q. Por el Lema 3.4.37 tenemos que existe una biyeccion entre la raices de fy(x) y los morfismos de
campos de Q(6) en Q que extienden a la identidad en Q. Por otro lado del Corolario 3.4.23 tenemos
que [Q(0) : Q] = grad(fy(x)), por lo que existen n distintos extensiones de la identidad de la
identidad en Q a Q(6).

Proposicion 3.3.2. Sean f(x) € R[x] y z € C una raiz de f(x). Entonces Z es una raiz de f(x).

En vista de las Proposiciones 3.3.2'y 3.3.1 podemos concluir que existen 2t monomorfismos com-
plejos de Q(0) en Q que extienden a la identidad en Q, para algiin t € N. Si r es el niimero de
monomorfismo reales de Q(6) en Q que extienden a la identidad en Q, tenemos que r + 2t = n,
donde n = [Q(0), Q]. Notemos que r'y t son dos niimeros naturales asociados intrinsecamente a la
extension de campos Q(6) sobre Q.

Definicion 3.3.3. Sean Q(6) un campo numérico de dimensién n sobre de Q y o1, ..., 0, los dis-
tintos morfismos de campo de Q(6) en Q que extienden a la identidad en Q. Decimos que o; es

conjugado de o ; si oi(60) = o ;(6).



80 Preliminares y aplicaciones

Teorema 3.3.4. Sean Q(0) un campo numérico de dimension n sobre de Q y o un morfismo de
campos de Q(8) en Q que extiende a la identidad en Q. Entonces & es un morfismo de campos de
Q(0) en Q que extiende a la identidad en Q.

Sean Q(6) un campo numérico de dimension n sobre de Q y o1, . .., o, los distintos morfismos de
campo de Q(0) en Q que extienden a la identidad en Q. Si r es el niimero de morfismo reales de F
enQ y 2t el niimero de morfismos complejos, podemos ordenar los o; de tal modo que o ; sea real si
1 < i < ry o sea un morfismo complejo sir + 1 < i < r+ tyademds o; sea conjugado con o4,
parar+ 1 <i < r+t Asilos primeros r + t morfismos determinan los restantes. Definamos

o:Q(0) — R X C'poro(x) = (o1(x),...,0,44(x))

o se llama la inmersién canédnica de Q(0) en R" X C'. Recordemos que parar+1 < j < r+1t
podemos o j es un morfismo complejo, entonces o j(x) = Re(o j(x)) + ilm(o j(x)), donde Re(o j(x))
y Im(oj(x)) son la parte real y la parte imaginaria de o j(x). De esta forma podemos pensar que es
una funcion o : Q(0) — R" dada por

o(x) = (o1(x), ..., 00(x),Re(Tr41(x)), Im(0 41 (%)), - . ., Re(044(x)), Im(0y4,(X)))

Como cada o; es un morfismo de campos, por el Lema 14.13 cada o; es un morfismo inyectivo de
anillos y asi tenemos que o (x) es un morfismo inyectivo de grupos.

Proposicion 3.3.5. Sea Q(0) un campo numérico de dimension n sobre Q' y M un Z-submddulo libre
de rangonde F. Si {ay,...,a,} es una Z-base de M y o es la inmersion candnica de Q(0) en R",
entonces (M) es una red de dimension n de R" cuyo volumen estd dado por

v(o(M)) =27"| det (oi(a;))

I<ij<n

Demostracion. Para «; en la base de M tenemos que o(;) en la base candnica de R" estd dado
por
o(a;) = (o1 (@), ...,/ (@), Re(o 1 (@), Im(o 1 (@))), - . ., Re(0r (@), Im(o 44 (@)))
Ahora consideremos la matriz N que tiene como i-ésimo renglon el vector o(«;), es decir

oi(ar) ... op(@1) Re(oyqi(ar)) Im(oyi(@r)) ... Re(orgi(@r)) Im(orgi(ar))
N ( e | | | >
¥

1(@) o (@) Re(Trp1 (@) Im(0vgr (@) oo Re(Orgr(an)) Im(crps(am))

Usando las identidades Re(z) = 1(z +Z) e Im(z) = 5(z—2) para z € Cy la n-linealidad del
determinante, se obtiene que

det(N) = (—1)’(%)’6[61‘(07(@)). 3.3)

Ahora notemos que dado que {a,...,a,} es Z-linealmente independiente, entonces es un con-
Junto Q-linealmente independiente y por lo tanto es una base de Q(6) sobre Q, cuyo discriminante
esta dado por

Alay,...,a,] = (det(o-i(aj)))z.
Por el Teorema 3.2.18 Alay, . ..,a,] € Q y ademds es no nulo, es decir (det(ci(a;)))* # 0, de
donde det(c;(a;)) # 0. Por lo tanto det(N) # 0y asi los vectores renglon de N son linealmente
independientes, de donde se concluye que o-(M) es una red de dimension n de R”".
Por tltimo de la Proposicion 3.2.8, obtenemos que

V(o(M)) =| det(N) | =2~

det (oi(a;)))

I<i,j<n ‘ u
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Nota 3.3.6. En adelante D denotard el anillo de enteros de un campo numérico Q(6) de dimensién
n sobre Q y o la inmersién canénica de Q(6) en R” X C', donde r es el nimero de homomorfismos
reales y 2¢ el de los homomorfismos complejos.

Como consecuencia del Corolario 2.2.19, tenemos que los discriminantes de dos bases de D son
asociados en Z, es mds, de la Proposicion 2.2.10 se tiene que difieren en un cuadrado. Es decir, si
D es un campo numéricoy a 'y 8 son Z-bases de ®, entonces A[a] = A[B], asi, si Q(0) es un campo
numérico se define el discriminante de Q(6) como el discriminante de cualquier base de .

Corolario 3.3.7. Si d es el discriminante de F, D su anillo de enteros, y U un ideal entero no nulo
de ®, entonces 0(D) y o(N) son subgrupos discretos de R". Ademds

Wo(@) =27 [d|} vy ve@) =27 |d |} N

Demostracion. (D) y o-(N) son subgrupos discretos de R" por la Proposicion 3.3.5, esta iiltima
ademds muestra que V(o(D)) = 27" | d |2. La segunda igualdad se deduce teniendo en cuenta
que o (N) (ver Definicion 2.2.45) es es un subgrupo de indice N() de o-(D), para luego aplicar el
Corolario 2.2.10. o

Lema 3.3.8. Consideremos s € R™ un niimero fijo y sea

r t
Ar,t,_s‘={(yl,“-syr,zl""szl‘)GRV><Ct Z|yl|+22|lzl ”S S},
i=1 i=1

donde | | denota el valor absoluto en R y || || la norma de un niimero complejo.
Entonces A, es un conjunto compacto, convexo 'y simétrico respecto al origen, cuyo volumen
. t o

estd dado por V(A ) = 2" (%) 5 donden = s + 2t.

mE

Demostracion. Claramente A, s es compacto y simétrico respecto al origen. Ahora consideremos
Vi, V2 € Ay, es decir

Vi = sV Zeeen2) Y V2=Vl oon2)
ysea 2 = {(1 —A)v; + v, | 0 < A < 1} el segmento que une a los vectores v y vo. Recordemos
que para todo x1, x; € R, wi,wp, € Cy A € [0, 1], se tiene que
(1= )1+ Ax | (=) x| +A%] v I(1=Q)wi+Awall< (1=2) i -+ Al
Asi, siv e B, comov = (1 — A)vy + Av, para alguna A € [0, 1], tenemos que
S (I =)yi ] |+2 i (= D)zt A2 I T [ =)yl +4]y{ 142 Xio [ =D llzill+ Al 1]

Como

S [A=2) |yl 2142 S [ =Dleill+ A= (1=2) [ il 42 S ] +A[ i 1 4+2 i ]

(=) [ bl 2 X0 llall ]+ A X0 [y +2 X ] < (1= ) s+ As=s,

obtenemos que v € A,y por lo tanto A, 5 es convexo.

n

t gm .
Ahora vamos a demostrar que V(A s) = 2" (5) - Se va a proceder por doble recurrencia

sobreryt.
Se tiene que V(1,0,s) = 2s pues es la longitud del segmento [—s, s| y que V(0,1,s) = "gTYZ, lo
que es conforme con la formula.

Supongamos que la formula es vdlida para r, y paratodot € Ny s € R, y tomemos

Aj1ss SR xR x C
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Por definicion, si (y1,. .., Yks¥s21s---+2t) € Nkt1.1s Satisface que

k t
MEDHEIEZIN I
i=1 i=1

Notemos que caday € [—s, s, define un subconjunto de R* x C', dado por Apss—|y)> €l cual resulta
ser un corte de N, 11,5 Asi, por la formula de integracion por “rebanadas “tenemos que

V(Ar—i—l,t,s) = f V(Ar,t,sf|y\)dy'

Y como A,y 1,5 es simétrico respecto al origen, entonces

J V(Ar,t,s—\yody = ZJ;) V(Ar,t,sfy)dy

E) t (5,)7

2 (n)!)” donde n = r + 2t, entonces
* m\' (s —y)" L/T\! (s)’“rl
\4 Ar s) = 2 2" (—) dy = 2r+ (—) .
( +1,t,‘) J(] 2 (n)| y D) (n T 1)'

Para finalizar supongamos que la proposicion, ahora es vdlida paraty paratodor e Nyse R, y
consideremos

Ahora, por hipdtesis de induccion V(Aps—y) = 2" (

Aip1s SR xC x C.

Como para todo (Y1, ..., Yrs2s---+2,2) € V(Ari1.5) Se tiene que

r

t
Dilvil+2d Izl +20zl< s

i=1 i=1
Nuevamente por la formula de integracion por “rebanadas "tenemos que
V(Arit1s) = f V(Arss—2la)dz
lol<3
Dado que 7 = pe”, donde p € R y @ € [0,2r], tenemos que dz = pdpd6. Y como por hipétesis de
induccion V(A s—opg) = 2" (%)t G260 donde n = r + 21, se deduce que

n!

2 Nt (s —2p)" N\ 27 (7
V(Arirs) = 2 (5) =—Lpdpdo =2 (%) —f — 2p)"pdp.
(Arst1,s) JOL 5 ———pdp 3) a1, 6%V edp

Usando integracion por partes para calcular §(s — 2p)pdp, obtenemos que

J(s —2p)"pdp = —%(s —2p)"! (2(”(: ?f);;ﬁ;f@) Lc

De donde obtenemos que
n+2

ﬂ-)H—l Ky

rond =2 ()" 5

Lo que demuestra la formula. o

Lema 3.3.9 (Desigualdad de la media geométrica). Sea a,...,a, € R, entonces
n n n
<H “i) < i
! n
i=1

%Demostracion ver [Sp] pag. 42.
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Proposicion 3.3.10. Sea Q(0) un campo numérico de dimension n sobre Q con discriminante d y
sea A un ideal de . Entonces U contiene un elemento no nulo x tal que

4A\'nl
Nx)<|-) = |d]|? N
0= (3) 5 lal v

Demostracion. Con la notacion del Lema 3.3.8, consideremos r,t € Ny s € R de tal forma que
V(Ariy) = 270(), es decir V(Ay) = 21 | d |2 N() (ver Corolario 3.3.7). Para ello es

suficiente tomar s € R™ tal que
4\!
" = n! (-) 2|d|? N).
g

Ahora, aplicando nuevamente el Lema 3.3.8, tenemos que A, s es un conjunto compacto, convexo
y simétrico respecto al origen, con la propiedad de que 2"V (o (N)) < V(A,s). Por el Teorema de
Minkowski (3.3.1), existe y € Ay nor(N), tal que y # 0y como o es un morfismo inyectivo de grupos,
entonces existe x € AW\{0} tal que o-(x) = y.

Sean o, . .., 0, los morfismo reales de Q(6) en @ que extienden a lgy 041, ...,0, los 2t mor-
fismos complejos, ordenados de tal forma que o; = 0y, parar + 1 < i < r 4+ t. Si calculamos la
norma de x, tenemos que

N@ =[Joi) =[[oi®) [] o) =[[oe®) [] ou) [] o)
i=1 i=1 i=r+1 i=1 i=r+1 i=r+1

Ahora recordemos que para z € C se tiene que 7z =|| z ||, donde || z || es la norma de z. Ast
r t
NG 1= T 1) | [T o0 1P
i=1 j=1
Por la desigualdad de la media geométrica (Lema 3.3.9), se tiene que
1< 2 r+t n
N(x)|< | = i = i .
| N(x) | n;|fr<x)|+n;n(r<x>n
Por otro lado x € Ay, entonces
1< 2 r+t n &
— . - . < =.
l@l [ [+ 2, 1919 ||] g

N <% (3)'21d]2 N

nt

De donde | N(x) |< £ y asi

Corolario 3.3.11. Sea Q(0) un campo numérico de dimension n sobre Q con discriminante d. En-
tonces toda clase de ideales en el grupo de clases de ideales de D contiene un ideal N tal que

v < (2) 2 pa
SA\x) '

Demostracion. Sea G el grupo de clases de ideales de ©. Primero veremos que para todo g € G
existe W € g tal que N es un ideal fraccionario no entero.

Sea entonces g € Gy U € g. Si Wes un ideal fraccionario no entero ya hemos terminado. Entonces
supongamos que N € g es un ideal entero de Dy g € F\D, y sea B = DqU. Claramente B es un
ideal fraccionario no entero de © que esta relacionado con W, y asi B € g.
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Ahora sea g € G, por lo anterior podemos tomar U € g un ideal fraccionario no entero, entonces
AL es un ideal entero de D, por la Proposicién 3.3.10, existe x € N~" un elemento no nulo tal que
N <% (2)2]d | N Sea

B = DxU,
claramente B € g, pues BA~' = Dx.
Por iiltimo notemos por el Teorema 2.2.43 tenemos que N(Dx) = N(x) de donde

N(BA) = N(BNU!) < Z—' (;)tz |d|> N

Y siendo que N(A~"), Podemos concluir que N(B) < 2t (%)IZ |d|? a

Teorema 3.3.12 (Dirichlet). Para todo campo numérico, el grupo de las clases de ideales de F es
finito.

Demostracion. En virtud del Corolario 3.3.11 es suficiente demostrar que el conjunto de ideales
enteros de D, cuya norma es un entero dado es finito.

Entonces tomemos q un entero no negativo y B un ideal entero de D tal que N(B) = q. Ahora
recordemos que N(B) = |D/B|, es decir D/B es un grupo de orden g, de donde tenemos que
g% = 0 para todo g € D/B, pues en un grupo el orden de un elemento divide al orden del grupo, en
particular se tiene que g1 = 0, luego entonces q € By asi Dg C B. Luego entonces B se encuentra
entre los ideales de © que contienen a Dgq.

Ahora, por el Teorema 2.2.43 ©/Dgq es finito, luego el Teorema de correspondencia (3.1.19) mues-
tra que solo hay un niimero finito de ideales enteros de D tales que Dq este contenido en ellos.

En conclusion podemos afirmar que solo hay un niimero finito de ideales enteros de © que tengan
norma q y asi el grupo de las clases de ideales de F es finito. a

Corolario 3.3.13. Sea F un campo numéricoy © su anillo de enteros. Entonces D es un dominio de
factorizacion vinica si y solo si el grupo de clases de ideales es el grupo trivial.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.23 es suficiente hacer notar que B es un ideal principal entero
de D si'y sélo si B! es un ideal fraccionario principal de . g
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Conclusiones

Si bien el estudio de la Teoria de los Niimeros ha evolucionado de manera drdstica desde la
época en que Minkowski presento el resultado que inspiro este trabajo, los alcances que han tenido
las técnicas introducida por Minkowski a finales del siglo XVII en la matemdtica moderna son
invaluables.

El grupo de clases de ideales de una dominio de Dedekind surge ante la necesidad de resolver
algunas cuestiones relacionadas con el iiltimo teorema de Fermat, este por su naturaleza por demds
interesante. Siendo posible el calculo del grupo de clases de ideales para algunos campos numéricos
hasta el momento no se conoce alguna técnica que permita calcular el grupo de clases de ideales
para cualquier campo numérico.



86

QOBONZ

I+J

R/I
ker(f)
Im(f)

13

r|t

r|s

rts
CFD
DFU

Tabla de notaciones

Conjuntos

Pertenecera ..., esta en ...

No pertenecer a ..., no esta en ...

Esta contenido en ...; esta propiamente contenido en ...
Contiene a ..., contiene propiamente a...
Interseccion.

Union.

Diferencia de conjuntos.

Conjunto vacio.

Potencia de A, partes de A.

Producto cartesiano.

Conjunto indicado por I.

Cardinal del conjunto A.

Conjuntos numéricos

El monoide de los niimeros naturales.
El anillo de los niimeros enteros.

El campo de los niimeros racionales.
El campo de los niimeros reales.

El campo de los niimeros complejos.

Anillos

Grupo de unidades del anillo R.

Grado del polinomio f(x).

Anillo de polinomios en x con coeficientes en R.

Polinomio minimo de «a.

Anillo de polinomios en x1, ..., x, con coeficientes en R.

Anillo de polinomios en una infinidad de indeterminadas con coeficientes en R.
Anillo de series formales con coeficientes en R.

Anillo de monoide. (Pdg. 4)

Anillo producto de la familia {R;}c;.

Ideal generado por X.

Ideal principal generado por r en el anillo R.
Suma del ideal I con el ideal J.

Producto del ideal I con el ideal J.

El anillo cociente de R por el ideal I.

Niicleo de un homomorfismo f de anillos.
Imagen de un homomorfismo f de anillos.
Anillos isomorfos.

r divide a t.

r divide a s.

rdivide a s.

Dominio con la condicion finita de divisores. (Pdg. 14)
Dominio de Factorizacion Unica. (Pdg. 15)
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evy

Ja(x)
F(ai,...,an)

el
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Conjuntos de representantes de irreducibles. (Pdg. 17)

Irreducibles comunes ary s en B. (Pdg. 17)

Dominio con la propiedad del Mdximo Comin Divisor. (Pdg. 19)
Conjunto de los mdximos comunes divisores de ry s en D. (Pdg. 19)
Conjunto de los mdximos comunes divisores de ry s en D. (Pdg. 19)
El anillo de matrices con coeficientes en el anillo R.

El discriminante de {1, ..., a,}.

Moédulos

Producto directo de modulos.

Suma directa de modulos.

Submdédulo.

Submdodulo generado por X.

Suma de los submodulos N y L.

Niicleo de un homomorfismo f de R-modulos.
Imagen de un homomorfismo f de R-médulos.
Moédulos isomorfos.

R-submodulo generado por m en M.

Campos

Morfismo evaluar. (Pdg. 30)

Polinomio minimo de «. (Pdg. 31)

Extension generada por a, . .., a,. (Pdg. 32)
Cerradura algebraica del capo F. (Pdg. ??)
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