
Universidad Nacional Autónoma de México
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Rolando Gómez Macedo.
Facultad de Ciencias UNAM

2009



i

i

“Tesis” — 2009/7/28 — 1:09 — page  — #2 i

i

i

i

i

i

Agradecimientos
A mis padres Adolfo y Emma pues gracias ha ellos tengo la vida y he podido alcanzar esta meta.
A mi hermana Norma, sabes que se te quiere mucho morena.
A mi novia Lupita, gracias por estar incondicionalmente conmigo. Sólo puedo decirte que te amo
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i

i

“Tesis” — 2009/7/28 — 11:10 — page  — #4 i

i

i

i

i

i

Introducción

En el año de 1896, el matemático alemán Hermann Minkowski p1864 � 1909q presenta la obra
Geometrie der Zahlen (Geometrı́a de los números). Entre los enunciados entrega Minkowski en esta
obra, encontramos el teorema que a continuación exponemos en su forma moderna

Teorema.(Minkowski) Sean G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n y X un subconjunto
acotado, simétrico y convexo de Rn. Si

VpXq ¡ 2nVpGq1,
entonces X XG , 0.

En su ”Geometrı́a de los números” Minkowski incorpora la Geometrı́a a la naciente Teorı́a de los
Números, haciendo que emergiera la rama de las matemáticas que ahora se conoce como Geometrı́a
de los Números.2

“Las ideas del espacio y el tiempo que deseo exponer ante Vds. han brotado
del suelo de la fı́sica experimental, y ahı́ reside su fuerza. Son radicales. En lo
sucesivo el espacio por sı́ mismo, y el tiempo por sı́ mismo están condenados a
desvanecerse en meras sombras, y sólo un tipo de unión de ambos mantendrá una
realidad independiente. ”

Hermann Minkowski, 21 de septiembre de 1908.

El presente trabajo de tesis tiene como una de sus metas principales demostrar el Teorema de
Moinkowski y presentar algunas de sus aplicaciones en la Teorı́a de Números.

El Capı́tulo 1 comienza mostrando algunos ejemplos de anillos y módulos, a la vez que se hace
una sı́ntesis de conceptos y resultados básicos de ambas teorı́as. En la sección 2 de este Capı́tulo,
se hace un estudio minucioso del concepto de divisibilidad en un anillo. Se definen los concepto
de elemento primo y de elemento irreducible en un dominio entero y se difenrencı́an. Se presenta
al noción de factorizar en irreducibles en un anillo, para luego presentar la definición de Dominio
de Factorización y la de Dominio de Factorización Única y se dan algunas equivalencias de éste
último concepto que serán de gran utilidad en lo posterior del trabajo. En la sección 3 Capı́tulo 1 se
generalizan algunos resultados clásicos de la Teorı́a de Grupos Libres a la Teorı́a de Módulos Libres
sobre un Dominios de Ideales Principales. Para terminar de presentar los preliminares generales,
la sección 4 del Capitulo 1 presenta algunos resultados sobre la Teorı́a de Campos, particularmente
los relacionados a las extensiones de morfismos de campos y las raı́ces de polinomios irreducibles
sobre campos de caracterı́stica 0 que se usarán a lo largo del trabajo.

El Capı́tulo 2 esta dedicado totalmente al estudio de Dominios de Dedekind. Primero se presen-
tan el concepto de entero algebraico sobre un dominio entero, que claramente esta inspirado en el
estudio que se hizo en los finales del siglo XVIII sobre los enteros algebraicos de los campos numéri-
cos de Q. Se introducen los conceptos de traza, norma y discriminante y se aplican a los anillo de
Dedekind. Por último se define lo que es un ideal fraccionario de un anillo de Dedekind y se muestra
que el conjunto de ideales fraccionarios no nulos es un grupo abeliano, con el que se construye el
grupo de clases de ideales de un dominio de Dedekind.

En el Capı́tulo 3 se hace una caracterización topológica de los subgrupos discretos de Rn para
después se definir el volumen de un subgrupos discretos de Rn. Después se demuestra el teorema

1Donde VpXq y VpGq representan el volumen de X y de G en Rn.
2Algunos autores refieren que los métodos geométricos en la Teorı́a de los Números ya habı́an sido introducidos por

Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859).
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Introducción.

de Minkowski y se presentan tres aplicaciones de éste en la teorı́a de números siendo tal ves la mas
importante la demostración de la finitud del grupos de clases de ideales de un campo numérico de
Q.
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Capı́tulo 1

Preliminares

§1.1 Conceptos y resultados básicos.

Para el desarrollo de este trabajo se suponen conocidos los conceptos básicos de grupos, anillos,
campos y módulos; ası́ como la teorı́a de espacios vectoriales.

Salvo que se indique lo contrario, a lo largo del trabajo, los anillo se considerarán anillos con-
mutativos con uno, donde el elemento unitario del anillo es distinto del cero del anillo. También es
conveniente señalar que al considerar S un subanillo de un anillo R, el elemento unitario de S debe
ser el elemento unitario del anillo R.

A continuación, se presenta un resumen de resultados básico de la teorı́a de anillos, que serán
usados a lo largo trabajo. Se comienza dando una serie de ejemplos de anillos, que por su naturaleza
nos proveerán de una gama variada ejemplos.

Ejemplo 1.1.1. Como primer ejemplo, se enumeran algunos anillos bien conocidos.
1) El anillo de los números enteros, Z.
2) El campo de los números racionales, Q.
3) El campo de los números reales, R.
4) El campo de los números complejos, C.

Siendo bien sabido que Z � Q � R � C. Además se considerará el conjunto de los números
naturales como N � t0, 1, 2, . . .u.
Ejemplo 1.1.2. Sea d P Z y Z

�?
d
� � ta� b

?
d P C | a, b P Zu.

Si para a� b
?

d, a1 � b1?d P Z �?d
�
, se definen�

a� b
?

d
	� �

a1 � b1
?

d
	

:� pa� a1q � pb� b1q?d

y�
a� b

?
d
	 � �a1 � b1

?
d
	

:� paa1 � bb1dq � pab1 � a1bq?d.

Se tiene entonces que pZ �?d
�
,�, �, 0, 1q es un anillo conmutativo con uno.

Nótese que Z
�?

d
� � Z si y sólo si

?
d P Z.

En el siguiente ejemplo se construye un modelo del anillo de series formales con coeficientes en
un anillo R.

Ejemplo 1.1.3. Si R es un anillo. El conjunto de series sobre el anillo R esta dado por:

Rrrxss � t f : N ÝÑ R | f es funciónu.
1
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2 Preliminares

Dados f pxq, gpxq P Rrrxss y n P N, se definen

1) p f � gqpnq :� f pnq � gpnq.
y

2) p f � gqpnq :� °
k,l¥0

k�l�n

f pkqgplq. (Nótese que
°

k,l¥0
k�l�n

p f pkqgplqq � °n
j�0p f pn� jqgp jqq.)

Si consideramos la funciones 0pxq, 1pxq : N ÝÑ R dadas respectivamente por:

0pnq � 0 para todo n P N y 1pnq � !
1 si n�0

0 si n,0
.

Tenemos que con las operaciones definidas pRrrxss,�, �, 0pxq, 1pxqq satisface el ser un anillo conmu-
tativo con uno.

Ahora, para cada n P N, consideremos el elemento en Rrrxss dado por

xn : N ÝÑ R de f inida por xnpmq � !
1 si m�n

0 si m,n
.

Y dado f pxq P Rrrxss, tómese

8̧

n�0

f pnqxn : N ÝÑ R dada por

� 8̧

n�0

f pnqxn

�
pmq � 8̧

n�0

f pnqxnpmq.
Claramente f pxq � °8

i�0 f pnqxn y es entonces que

Rrrxss � !¸8
n�0

anxn | an P R para todo n P N) .
Usando el hecho de que xn � xm � xn�m y las definiciones de � y � en Rrrxss. Tenemos que dados°8

n�0 anxn,
°8

n�0 bnxn P Rrrxss, las operaciones quedan determinada como sigue:¸8
n�0

anxn �¸8
n�0

bnxn �¸8
n�0
pan � bnqxn

y�¸8
n�0

anxn
	 � �¸8

n�0
bnxn

	 �¸8
n�0

�¸n

j�0
pan� jb jq

	
xn.

Al usar esta notación, la suma y producto en Rrrxss, imitan formalmente las correspondientes
operaciones de las series analı́ticas estudiadas en los cursos básicos de cálculo. Por tal razón, a
Rrrxss se le llama el anillo de series formales con coeficientes en R.

Definición 1.1.4. Si X es un conjunto no vacı́o, R es un anillo y f : X ÝÑ R una función. El
soporte de f pxq esta dado por:

sopp f pxqq � tx P X | f pxq , 0u.
Se dice que f pxq es de soporte finito, si sopp f pxqq es un conjunto finito.

Ejemplo 1.1.5. Si R es un anillo, el conjunto de polinomios con coeficientes en R, esta dado por:

Rrxs � t f pxq P Rrrxss | f tiene soporte finito u.
Si f pxq, gpxq P Rrxs, entonces existen n f ,mg P N tales que f pnq � 0 si n ¥ n f y gpmq � 0 si

m ¥ mg. Y ası́ se tiene que

p f � gqpkq � f pkq � gpkq � 0 para todo k ¥ máx tn f ,mgu
y
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§1.1 Conceptos y resultados básicos. 3

p f � gqpn f � mg � kq �
E jem.1.1.3

n f�mg�k

i̧�0

f piqgpn f � mg � k � iq � 0 para todo k P Z�.
De donde se tienen que sopp f pxq � gpxqq y sopp f pxq � gpxqq son finitos.

Evidentemente las funciones

0pnq � 0 para todo n P N y 1pnq � !
1 si n�0

0 si n,0
,

son elementos de Rrxs. Entonces pRrxs,�, �, 0pxq, 1pxqq es un subanillo de Rrrxss, llamado el anillo
de polinomios con coeficientes en R.

Ahora, dado f pxq P Rrxs � t0u, como sopp f pxqq es un conjunto finito, entonces existe n P N tal
que n � máx sopp f q. A n se le llama el grado f y se le denota por gradp f q. Nótese que f pnq , 0
si n � gradp f pxqq y f pmq � 0 si m ¡ gradp f q.

Luego si adoptamos la notación se sumas formales ya discutida para Rrrxss en el Ejemplo 1.1.3,
cada elemento en f pxq P Rrxs � t0u, se puede expresar de manera única como

f pxq � ņ

i�0

aixi,

donde n � gradp f pxqq.
Proposición 1.1.6. Si R y R1 son anillos isomorfos, entonces

1) Rrrxss es isomorfo a R1rrxss.
2) Rrxs es isomorfo a R1rxs.

Observación 1. 1.7. Si R es un anillo la función ϕ : R ÝÑ Rrxs que a cada elemento r P R le

asocia la función ϕx : N ÝÑ R dada por ϕxpnq �
!

r si n�0

0 si n,0
es un morfismo inyectivo de anillo.

Ası́ tenemos que Rrxs contiene una copia isomorfa de R que denotaremos simplemente por R y es
entonces posible pensar que R � Rrxs.
Ejemplo 1.1.8. Es posible generalizar el concepto de anillo de polinomios a varias indeterminadas,
definiendo recursivamente para cada n P N, con n ¥ 2, el anillo de polinomios en n indetermi-
nadas x1, . . . , xn con coeficientes R, por

Rrx1, . . . , xns � Rrx1, . . . , xn�1srxns.
Ejemplo 1.1.9. También se generaliza el concepto de anillo de polinomios en varias variables, como
sigue; para cada n P Z�, consideramos Rrx1, . . . , xns, el anillo de polinomios en n indeterminadas
con coeficientes en R. Ahora definimos el conjuntos de polinomios con una infinidad numerable de
indeterminadas txnunPN, por

Rrx8s �
8¤

n�1

Rrx1, . . . , xns
Para definir las operaciones, hay tomar en cuenta que si

f px8q, gpx8q P Rrx8s,
existen n,m P Z� tales que f px8q P Rrx1, . . . , xns y gpx8q P Rrx1, . . . , xms. Evidentemente

f px8q, gpx8q P Rrx1, x2, . . . , xmaxpn,mqs,
y ası́ la suma y producto de f px8q y gpx8q en Rrx8s, estarán dados por la suma y producto de f px8q
y gpx8q en Rrx1, x2, . . . , xmaxpn,mqs. Por la Observación 1.1.7 tenemos que las operaciones están bien
definidas y es entonces que con estas operaciones pRrx8s,�, �, 0pxq, 1pxqq es un anillo conmutativo
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4 Preliminares

con uno, llamado el anillo de polinomios en una infinidad numerable de indeterminadas con
coeficientes en R.

Los ejemplos 1.1.5, 1.1.8 y 1.1.9 pueden ser generalizados como sigue:

Ejemplo 1.1.10. Si M un monoide conmutativo con neutro e y R es un anillo. Consideremos

RrMs � t f : M ÝÑ R | sopp f q es finitou.
Para m P M y f , g P RrMs, defı́nase

p f � gqpmq :� f pmq � gpmq y p f � gqpmq :� ¸
p,qPM
pq�m

f ppq � gpqq.

Si definimos las funciones 0, 1 : M ÝÑ R como sigue:

0pmq � 0 para todo m P M y 1pnq � !
1 si n�e

0 si n,e
,

entonces tenemos que pRrMs,�, �, 0, 1q es un anillo conmutativo con uno, llamado el anillo de
monoide RrMs.

Ahora, para m P M, considérese

xm : M ÝÑ R dada por xmpnq � !
1 si n�m

0 si n,m
.

Es posible ver que todo elemento de f P RrMs con soporte no vacı́o, se puede expresar de manera
única por

f � ņ

i�0

f pmiqxmi

donde n es el cardinal del conjunto sopp f q y tm1, . . . ,mnu � sopp f q.
Ejemplo 1.1.11. Si X es un conjunto no vacı́o, R es un anillo y

RX � t f : X ÝÑ R | f es función u,
es posible dar estructura de anillo a RX , a partir de la estructura de anillo de R. Esto se hace, definien-
do para f , g P RX y x P X

p f � gqpxq :� f pxq � gpxq y p f � gqpxq :� f pxq � gpxq.
Si definimos las funciones 0, 1 : X ÝÑ R respectivamente por 0pxq � 0 y 1pxq � 1 para todo

x P X. Entonces pXR,�, �, 0, 1q es un anillo conmutativo con uno.

Recordemos que, dado un anillo R y X subconjunto de R, el ideal generado por X en R, está dado
por:

xXy �
#

ņ

i�1

rixi P R | n P N, ri P R y xi P X

+
.

Proposición 1.1.12. Sea X un subconjunto de un anillo R e I un ideal de R. Son equivalentes pa-
ra I:

1) I es el ideal generado por X.
2) X � I y si J es un ideal de R que contiene a X, entonces I � J.
3) I ��

X�J
J es ideal de R

J.

Corolario 1.1.13. Sean X y Y subconjuntos de un anillo R. Entonces:
1) xXy � xYy si X � Y.
2) xxXyy � xXy.
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§1.1 Conceptos y resultados básicos. 5

Dados I y J ideales de un anillo R, la suma y el producto de I con J son definidos respectivamente
por

I � J � tx� y P R | x P I y y P Ju
e

IJ � !¸n

i�1
xiyi P R | xi P I y yi P J

)
.

Proposición 1.1.14. Sea R un anillo, I y J ideales de R y X y Y subconjuntos de R. Entonces
1) I � J, IJ e I X J son ideales de R.
2) IJ � I X J � I � J.
3) xX Y Yy � xXy � xYy.

También recordemos que si f : R ÝÑ S es un morfismo de anillos, quedan definidos dos conjun-
tos intrı́nsecos a f . El núcleo (o kernel) de f dado por

kerp f q � tr P R | f prq � 0u,
y la imagen de f dado por

Imp f q � t f prq P S | r P Ru.
El núcleo de f es un ideal de R, mientras que la imagen de f es un subanillo de S 1.

Proposición 1.1.15. Sea f : R ÝÑ S es un morfismo de anillos. Entonces f es inyectivo si y sólo si
kerp f q � t0u.

Si I es un ideal de un anillo R, estos determinan un anillo R{I llamado el anillo cociente de R por
I, y cuyos elementos son de la forma

r � I � tr � s P R | s P Iu,
con r P R, donde r � I � r1 � I si y sólo si r � r1 P I.

Adicionalmente se tiene que la función

π : R ÝÑ R{I dada por πprq � r � I para todo r P R,

es un homomorfismo sobreyectivo de anillos, llamado la proyección canónica de R sobre R{I y cuyo
núcleo es I.

Para terminar este preámbulo de anillos, enunciamos cuatro importantes teoremas de la teorı́a
de anillos.

Teorema 1.1.16 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f : R ÝÑ S un homomorfismo de anillos.
Entonces existe un único morfismo inyectivo de anillos f : R{kerp f q ÝÑ S , tal que f � f � π,
donde π proyección canónica de R sobre R{kerp f q.
Teorema 1.1.17 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sea I un ideal de un anillo R y S un subanillo
de R. Entonces, I X S es un ideal de S , S � I es un subanillo de R y

S {pI X S q � pS � Iq{I.
Teorema 1.1.18 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean I y J ideales de un anillo R, tales que I � J.
Entonces,

1) J{I � tr � I P R{I | r P Ju es un ideal de R{I.
2) pR{Iq{pJ{Iq es isomorfo a R{J.

Teorema 1.1.19 (Teorema de correspondencia). Sea R un anillo e I un ideal de R. La corresponden-
cia que asocia a cada ideal J de R que contiene a I el ideal J{I de R{I, es biyectiva.

1Dado que se esta trabajando con anillos conmutativos con uno, si f : R ÝÑ S es un homomorfismo de anillos, se pide
que f p1Rq � 1S .
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6 Preliminares

Si R es un anillo e I un ideal de R, I es un ideal propio si p0q � I  R. Un ideal maximal, es un
ideal propio tal que no existe ningún ideal propio J de R que lo contenga propiamente. Es decir, I
es un ideal maximal de R si I  R y cada vez que I � J � R con J ideal de R, se tiene que I � J o
J � R.

Proposición 1.1.20. Sea I un ideal de un anillo R. Entonces, I es un ideal maximal de R si y sólo si
R{I es campo.

Para dar término esta sección, evocaremos algunos resultados de la teorı́a de módulos. Y al igual
que como se hizo para los anillos, se comenzará dando una serie de ejemplos.

Ejemplo 1.1.21. Dado un campo k. Todo espacio vectorial sobre k, es en particular un k-módulo.

Ejemplo 1.1.22. Todo grupo abeliano es un Z-módulo.

Ejemplo 1.1.23. Si R es un anillo, S es un subanillo de R, I un ideal de R y M un monoide conmu-
tativo, se tiene que:

1) I es un R-módulo y un S -módulo.
2) R{I es un R-módulo, un S -módulo y un S {pS X Iq-módulo.
3) Rrrxss, Rrx1, . . . , xns y Rrx8s son R-módulos y S -módulos.
4) Rrrxss y Rrx8s son Rrxs-módulos.
5) RrMs es un R-módulo y un S -módulo.

Ejemplo 1.1.24. Sean M y N son R-módulos y HompM,Nq el conjunto de morfismos de R-módulos
de M en N. Definiendo para r P R y ϕ P HompM,Nq

rϕ : M ÝÑ N por prϕqpmq � rϕpmq,
HompM,Nq adquiere estructura de R-módulo.

Ejemplo 1.1.25. Consideremos tMiuiPI una familia no vacı́a de R-módulos y
�

iPI Mi su producto
cartesiano. Para pmiq, pniq P�iPI Mi y r P R, tómese

pmiqiPI � pniqiPI � pmi � niqiPI y rpmiqiPI � prmiqiPI .

Con estas operaciones,
�

iPI Mi adquiere estructura de R-módulo, el cual se denota por
±

iPI Mi y es
nombrado el producto directo de la familia tMiuiPI .

Definición 1.1.26. Sea tMiuiPI es una familia no vacı́a de R-módulos. Si m � pmiqiPI P±iPI Mi, el
soporte de m, esta dado por

soppmq � ti P I | mi , 0u.
Un elemento en

±
iPI Mi tiene soporte finito, si su soporte es un conjunto finito.

Ejemplo 1.1.27. Sea
±

iPI Mi el producto directo de una familia no vacı́a de R-módulos tMiuiPI , y
sea à

iPI
Mi � tm P¹

iPI

Mi | soppmq es finito u.
Dado que para todo m, n P±iPI Mi

soppm� nq � soppmq Y soppnq y sopprmq � soppmq,
se tiene que

À
iPI Mi es un submódulo de

±
iPI Mi llamado la suma directa de la familia tMiuiPI .

Observación 1. 1.28. Nótese que si tMiuiPI es una familia no vacı́a de R-módulos e I es un conjunto
finito, entonces

±
iPI Mi �À

iPI Mi.



i

i

“Tesis” — 2009/7/28 — 11:10 — page 7 — #13 i

i

i

i

i

i

§1.1 Conceptos y resultados básicos. 7

Si X es un subconjunto de un R-módulo M, el submódulo generado por X en M está dado por:

xXy � !¸n

i�1
rixi | n P N, ri P R y xi P X

)
.

Proposición 1. 1.29. Sean X un subconjunto de un R-módulo M y N un submódulo de M. Son
equivalentes

1) N es el submódulo generado por X.
2) X � N y si L es un submódulo de M que contiene a X, entonces N � L.
3) N � �

X�L
L es submódulo de M

L.

Corolario 1.1.30. Sean X y Y subconjuntos de un R-módulo M. Entonces:

1) xXy � xYy si X � Y.
2) xxXyy � xXy.

Dado un R-módulo M y N y L submódulos de M, la suma de N con L está dada como sigue:

N � L � tn� l P M | n P N y l P Lu.
Proposición 1. 1.31. Sea M un R-módulo, N y L submódulos de M y X y Y subconjuntos de R.
Entonces

1) N � L es un submódulo de M.
2) xX Y Yy � xXy � xYy.

Es posible extender el concepto de suma de submódulos a una familia arbitraria de submódulos
como sigue; si tMiuiPI es una familia de una familia no vacı́a de R-módulos de un módulo M, la
suma de la familia esta dada por:

i̧PI

Mi �
!¸k

n�1
min P M | k P Z� i1, . . . , ik P I y mi j P Mi j para 1 ¤ j ¤ k

)
.

Ası́ como sucede en la teorı́a de anillos, dado un morfismo de R-módulos, f : M ÝÑ N, quedan
definidos dos importantes conjuntos asociados a f . El núcleo (o kernel) de f dado por:

kerp f q � tm P M | f pmq � 0u
y la imagen de f , que está determinada como sigue:

Imp f q � t f prq P S | r P Ru.
El núcleo de f es un un submódulo de M, mientras que la imagen de f lo es de N.

También ocurre que si M es un R-módulo y N un submódulo de M, queda determinado el R-
módulo cociente M{N, cuyos elementos son de la forma m� N � tm� n P M | n P Nu para algún
m P M, donde m1�N � m2�N si y sólo si m1�m2 P N, y si r P R se define rpm�Nq :� rm�N.
Además la función

π : M Ñ M{N dada por πprq � r � N.

es un homomorfismo sobreyectivo de R-módulos, cuyo núcleo es N. A π también se le nombra la
proyección canónica de M sobre M{N.

Incluso existen las respectivas versiones de los teoremas de isomorfismos y el teorema de corres-
pondencia, que a continuación se enuncian.

Teorema 1.1.32 (Primer Teorema de Isomorfismo). Sea f : M ÝÑ N un morfismo de R-módulos
con núcleo K. Entonces existe un único morfismo de R-módulos rf : M{K ÝÑ N tal que rf � π � f ,
donde π : M ÝÑ M{K es la proyección canónica de M sobre M{K.
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Teorema 1.1.33 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sean N y K R-submódulos de M. Entonces
N{pN X Kq es isomorfo a pN � Kq{K.

Teorema 1.1.34 (Tercer Teorema de Isomorfismo). Sean N y K submódulos de un R-módulos M tales
que N � K. Entonces K{N � tk � N P M{N | k P Ku es un submódulo de M{N y pM{Nq{pK{Nq
es isomorfo a M{K.

Teorema 1.1.35 (Teorema de correspondencia). Sea M un R-módulo y N un submódulo de M. La
correspondencia que asocia a cada R-submódulo L de M que contiene N el R-submódulo L{N de
M{N, es biyectiva.

La suma directa de módulos es de gran importancia en el estudio de los módulos, es por eso que
es importante contar con algunas equivalencias.

Teorema 1.1.36. Sean M un R-módulo y tMiuiPI una familia de R-submódulos de M. Son equiva-
lentes

1) La función ϕ :
À

iPI Mi ÝÑ M definida por ϕ ppmiqiPIq � °
iPI mi es un isomorfismo de

R-módulos.
2) M � °

iPI Mi y M j
� °

iPIzt ju
Mi � t0u.

3) Todo elemento m P M se puede escribir de manera única como

m � mi1 � � � � � min

con mi j P Mi j y j P t1, . . . , nu, para algún n P N.

Proposición 1.1.37. Sea tMiuiPI una familia de R-submódulos de M tal que M �À
iPI

Mi. Suponga-

mos que tNiuiPI es una familia de submódulo de M tales que Ni � Mi para todo i y sea N � °
iPI Ni.

Entonces:
1) N �À

iPI Ni.
2) M{N �

À
iPI pMi{Niq.

§1.2 Divisibilidad en anillos.

Históricamente, el concepto de divisibilidad, surge ante la necesidad de repartir cantidades. Se
sabe que el concepto de divisibilidad de los números es conocido ya desde tiempos remotos. Por
ejemplo, los egipcios conocı́an los números pares e impares y los hindúes ya conocı́an criterios
para discriminar si un número era divisible por tres, siete o nueve.

Es el matemático griego Euclides, en los libros VII, VIII y IX de los Elementos, quien sienta los
conceptos básicos de la teorı́a de números y demuestra los teoremas básicos, entre ellos el que ahora
se conoce como Teorema Fundamental de la Aritmética y que versa ası́

Teorema 1.2.1. Cualquier número entero mayor que 1 puede escribirse de manera única, salvo el
orden, como producto de números primos2.

Ya posteriormente matemáticos de gran talla, como Pierre de Fermat (1601-1665), Leonhard Eu-
ler (1707-1783), Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), entre
otros, trabajaron arduamente en lo que ahora se conoce como teorı́a de los números y cimentaron
lo que actualmente se conoce como teorı́a algebraica de números.

La generalización de la divisibilidad a cualquier anillo se puede hacer de manera por demás
natural.

2Su versión original aparece en el libro IX de los Elementos como la Proposición 14 y dice: Si un número es el menor
medido por números primos, no será medido por ningún otro número primo fuera de los que le median desde un principio
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Definición 1.2.2. Dado un anillo R y r, t P R, se dice que r divide a t y se denota por r | t, si existe
s P R tal que rs � t.

Proposición 1.2.3. En un anillo R se tiene que:

1) 1 | t para todo t P R.
2) Si r | s y r | t, entonces r | s� t y r | st.
3) Si r | s y o | t, entonces ro | st.
4) Si r | s� t y r | s, entonces r | t.
5) Si r | s y s | t, entonces r | t.

Indiscutible es la importancia que juegan el cero y el uno en un anillo. Ahora veremos el papel
que tienen sus divisores en el estudio de la divisibilidad de un anillo.

Definición 1.2.4. Si R es un anillo, r P R � t0u es un divisor propio de 0 si existe s P R � t0u tal
que rs � 0.

Ejemplo 1.2.5.

1) Sea n P Z, n ¥ 2. Si n es un número no primo, entonces m P Zn es un divisor propio de
cero si y sólo si n - m y pn,mq , 1.

2) Sea R un anillo y f pxq P Rrxs � t0u. Entonces, f pxq es un divisor propio de cero si y sólo
si existe r P R� t0u tal que r f pxq � 0.

Definición 1.2.6. Dado un anillo R y r P R, r es un nilpotente si existe n P Z� tal que rn � 0.

Ejemplo 1.2.7.

1) Sea n P Z, n ¥ 2 y n � pα1
1 � � � pαr

r donde pi es un número primo para cada i P t1, . . . , ru.
Si n es un número no primo, entonces m P Zn es nilpotente si y sólo si m � pβ1

1 � � � pβr
r con

βi ¥ 1 para cada i P t1, . . . , ru.
2) Si R es un anillo y f pxq P Rrxs con f pxq � a0 � a1x � � � � � anxn. Entonces f pxq es

nilpotente si y sólo si ai es nilpotente en R para cada i P t1, . . . , ru.
3) Si R es un anillo, X un conjunto no vacı́o y f P RX . Entonces f es nilpotente si y sólo si

f rXs esta contenido en el conjunto de elementos nilpotentes de R.

Definición 1.2.8. Sea R un anillo, u P R es una unidad, si existe v P R tal que uv � 1. A una unidad
de un anillo R, también le suele llamarsele un elemento invertible de R.

Proposición 1.2.9. Sea R un anillo y r P R. Entonces r es una unidad en R si y sólo si rR � R.

Proposición 1.2.10. Las unidades de un anillo R forman un grupo con el producto del anillo como
operación, llamado el grupo de unidades de R y el cual se designa por UpRq.
Ejemplo 1.2.11.

1) Si R � Z, entonces UpZq � t�1, 1u.
2) Si K es un campo, entonces UpKq � Kzt0u.
3) Sea n P Z, con n ¥ 2. Entonces m P Zn es una unidad en Zn si y sólo si pn,mq � 1.
4) Si d P Z, entonces a� b

?
d P UpZ �?d

�q si y sólo si a2 � db2 � �1. En particular,
I) si d � �1 se tiene que UpZr�1 sq � t1,�1, i,�iu (donde i P C).

II) para todo d P Z� con d , �1, se tiene que UpZ �?d
�q � t1,�1u.

5) Sea R un anillo y f pxq � a0 � a1x � � � � � anxn P Rrxs. Entonces f pxq es una unidad en
Rrxs si y sólo si a0 es una unidad en R y ai es nilpotente para cada i P t1, . . . , nu.

6) Sea R un anillo y f pxq � °8
i�0 aixi P Rrrxss. Entonces f pxq es una unidad si y sólo si a0

es una unidad en R.
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7) Sea R un anillo, X un conjunto no vacı́o y f P RX . Entonces f es una unidad en RX si y
sólo si f rXs esta contenida en las unidades de R.

Ejemplo 1.2.12. Sea K un campo y Krrxss el anillo de series formales con coeficientes en K. Para
cada n P Z�, el anillo dado por R � Krrxss{ xxny es un anillo que tiene la peculiaridad de que todo
elemento en R es una unidad o es un elemento nilpotente.

Definición 1.2.13. Un anillo que no tiene divisores propios de cero se llama dominio entero.

Proposición 1.2.14. Sea R un anillo. Son equivalentes para R

1) R es un dominio entero.
2) Si x, y P R son tales que xy � 0, entonces x � 0 o y � 0.
3) Dados x, y, z P R, si xy � xz y x , 0, entonces y � z.

Ejemplo 1.2.15.
1) Z es un dominio entero.
2) Para cada d P Z, Z

�?
d
�

es un dominio entero.
3) Todo campo es un dominio entero. En particular Zp es un dominio entero si y sólo si p es

un número primo.
4) D es un dominio entero si y sólo si Drxs es un dominio entero.
5) D es un dominio entero si y sólo si Drx8s es un dominio entero.
6) D es un dominio entero si y sólo si Drrxss es un dominio entero.
7) Si pM,�q es un monoide totalmente ordenado (con el orden compatible con +) y D es un

dominio entero, entonces DrMs es dominio entero.

Proposición 1.2.16. Todo dominio entero finito es campo.

Es en los números enteros donde surge el concepto de elemento primo3, después al estudiar el
anillo de polinomios Krxs, para K un campo, aparece un concepto muy parecido al de número
primo, el de polinomio irreducible.

La importancia de los números primos se manifiesta a través del Teorema Fundamental de la
Aritmética. En la versión análoga de este teorema en el anillo de polinomios con coeficientes en
un campo K, se muestra el valioso papel que juegan los polinomios irreducible en Krxs. Ahora se
hará una distinción entre los conceptos de elemento primo y elemento irreducible en un anillo, lo
que más adelante se justificará mostrando que estos conceptos en general no coinciden.

Definición 1.2.17. Sea R un anillo, r P R irreducible en R, si r < UpRq y cada vez que r � st con
s, t P D, se tiene que s P UpRq o t P UpRq.

Obsérvese que si R es un anillo que no es campo, entonces 0 no es irreducible.

Definición 1.2.18. Sea R un anillo, p P R es primo en R, si p , 0, p < UpRq y cada vez que p | st
con s, t P D, se tiene que p | s o p | t.

Proposición 1.2.19. Si D es un dominio entero, entonces todo elemento primo en D es irreducible.

Demostración. Sea p P D un elemento primo y supóngase que p � st con s, t P D. Dado que
p � 1 � st, entonces p | st y como p es primo en R, tenemos que p | s o p | t. Sin pérdida de
generalidad se puede suponer que p | s, luego entonces existe s1 P D tal que s � ps1. Al sustituir
esta última igualada en p � st, se obtiene que p � ps1t. Ahora, D es un dominio entero y p , 0,
entonces de la Proposición 1.2.14, se concluye que 1 � s1t. Es decir t P UpDq y por lo tanto se tiene
que p es irreducible. �

3Ver los Elementos de Euclides Libro VII definición 12.
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Tanto en el anillo de los enteros, como en el anillo de polinomios con coeficientes en un campo,
los conceptos de primo e irreducible son equivalentes. Pero en general estos conceptos no coinciden
en un dominio entero, como lo muestra el siguiente

Ejemplo 1.2.20. Sea K un campo y sea

D � !¸n

i�1
aipx3qripxyqsipy3qti P Krx, ys | ai P K ri, si, ti, n P N con i � 1, . . . , n

)
el dominio entero generado por tx3, xy, y3u y K en Krx, ys4. Nótese que xy es irreducible en D, no
obstante xy | x3y3 y xy - x3 y xy - y3.

Definición 1.2.21. Sea R un anillo, r, s P R son asociados en R, si existe u P UpRq tal que r � us.

Ejemplo 1.2.22.
1) Si z1, z2 P Z, se tiene que z1 es asociado de z2 si y sólo si | z1 |�| z2 |.
2) Si K es un campo, y f pxq, gpxqq P Krxs. Entonces f pxq es asociado a gpxq si y sólo si

existe a P K � t0u tal que f pxq � agpxq.
Proposición 1.2.23. Sea R un anillo. Entonces

1) r es asociado a r para todo r P R.
2) Si r es asociado a s, entonces s es asociado a r.
3) Si r es asociado a s y s es asociado a t, entonces r es asociado a t.

Proposición 1.2.24. Sean r y s dos elementos asociados en un anillo R. Entonces
1) r es divisor propio de cero si y sólo si s es divisor propio de cero.
2) r es una unidad si y sólo si s es una unidad.
3) r es irreducible si y sólo si s es irreducible.
4) r es primo si y sólo si s es primo.

Proposición 1.2.25. Sea D un dominio entero y r, s P D. Entonces:
1) Si r y s son irreducibles en D y r | s, entonces r es asociado a s.
2) Si r es asociado a s, s , 0 y rt � s para alguna t P D, entonces t P UpRq.
3) Si r es asociado a s y t | r, entonces t | s.

Proposición 1.2.26. Sea D un dominio entero y r, s P D. Entonces
1) Si r y s son asociados en D, entonces r | s y s | r.
2) Si r | s, s | r y r , 0, entonces r y s son asociados en D.

Una lectura que se puede hacer de la anterior proposición es que en un dominio entero los ele-
mentos asociados son indistinguibles desde el punto de vista de la divisibilidad.

Por la Proposición 1.2.3 incisos (2) y (3), se obtiene, que dado r P R, el conjunto

rR � trs P R | s P Ru,
es un ideal de R, llamando ideal principal generado por r en R.

Definición 1.2.27. Sea R un anillo. Un ideal I de R es un ideal principal si I � rR para algún r P R.
R se dice que es un anillo de ideales principales si todo ideal de R es principal.

Ejemplo 1.2.28.
1) El anillo de los enteros Z, es un anillo de ideales principales.
2) Si K es un campo, entonces K, Krxs y Krrxss son anillos de ideales principales.

4D se puede construir formalmente tomando M el monoide multiplicativo en Krx, ys generado por tx3, xy, y3u y luego
considerar D � KrMs.
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3) Si R es un anillo de ideales principales e I es un ideal de R, entonces R{I es un anillo de
ideales principales. En particular Zn es un anillo de ideales principales para cada n P Z�.

Proposición 1.2.29. Sea R un anillo y r, t P R. Entonces r | t si y sólo si tR � rR.

En vista de la Proposición 1.2.29, es posible hacer un tratamiento de la divisibilidad en un anillo,
a través del conjunto de ideales principales del anillo.

Proposición 1.2.30. Sea D un dominio entero y r, s P D� t0u. Entonces rD � sD si y sólo si r y s
son asociados.

Observación 1. 2.31. Sea R un anillo y p P R un elemento primo y consideremos pR el ideal
principal generado por p en R. Si st P pR, para algún s, t P R, como p | st y es p un primo en R, se
concluye que p | s o p | t. Luego, usando la Proposición 1.2.29 obtenemos que s P pR o t P pR.

La propiedad dada en la Observación 1.2.31 para un elemento primo de un anillo R inspira la
siguiente

Definición 1.2.32. Un ideal P de un anillo R, es un ideal primo, si cada vez que st P P se tiene que
s P P o t P P.

Proposición 1.2.33. Sea I un ideal de un anillo R. Son equivalentes para I

1) I es un ideal primo de R.
2) Si s, t P R y s < I y t < I, entonces st < I.
3) R{I es dominio entero.

Corolario 1.2.34. En un anillo todo ideal maximal es un ideal primo. (Ver Proposición 1.1.20)

Corolario 1. 2.35. En un anillo finito todo ideal primo es maximal. (Ver Proposiciones 1.1.20 y
1.2.16)

Para mostrar el hecho de que existen ideales primos que no son maximales, es suficientes con-
siderar D un dominio entero que no sea campo y xDrxs el ideal principal generado por x en Drxs.
Luego, como Drxs{xDrxs es naturalmente isomorfo a D, por la Proposición 1.2.33 tenemos que
xDrxs es un ideal primo. Ahora dado que D no es campo, de la Proposición 1.1.20 obtenemos que
xDrxs no es maximal.

Teorema 1.2.36. Sea R un anillo y r P R. Entonces,

1) si R es dominio entero, r es irreducible en R si y sólo si rR es un ideal maximal en el
conjunto de ideales principales propios de R.

2) p es primo en R si y sólo si pR es un ideal primo.

Demostración.

1) ñq Sea r P R irreducible en R y supongamos que rR � sR  R para algún s P R. Como
rR � sR, de la Proposición 1.2.29, existe t P R tal que st � r y como r es irreducible,
entonces s P UpDq o t P UpDq. La Proposición 1.2.9 muestra imposibilidad de que s
sea una unidad en R, pues estamos suponiendo que sR  R. Luego entonces t P UpRq.
Ası́ r y s son asociados en R.
Ahora, como D es un dominio entero, de la Proposición 1.2.30, se obtiene que
rR � sR. Por lo tanto rR es maximal en el conjunto de ideales principales propios de
R.ðq Supongamos que rR es un ideal maximal en el conjunto de ideales principales propios
de R y sean s, t P R tales que r � st. Como en particular s | r, de la Proposición
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1.2.29 concluimos que rR � sR. Siendo rR maximal en el conjunto de los ideales
propios de R, entonces rR � sR o sR � R. Analizaremos los dos casos,

I) Si rR � sR, dado que R es dominio entero, de la Proposición 1.2.30, se obtiene
que r es asociado de s y como r � st, de la Proposición 1.2.25 inciso (2)
concluimos que t P UpRq.

II) Si sR � R, por la Proposición 1.2.9 se tiene que s P UpRq.
Por lo tanto r es irreducible en R.

2) ñq Es la Observación 1.2.31.ðq Sean p, s, t P R tales que pR es un ideal primo de R y p | st.
Supongamos que p - s y que p - t, entonces por la Proposición 1.2.29, se deduce
que s < pR y que t < pR y ası́ por la Proposición 1.2.33 tenemos que st < pR, lo que
contradice el hecho de que p | st. Por lo tanto p | s o p | t, es decir p es un elemento
primo de R. �

Corolario 1.2.37. Sea D un dominio entero y r P DzUpDq. Entonces r no es irreducible si y sólo si
existe s P D tal que rD  sD  D.

Corolario 1.2.38. En un anillo finito, todo elemento primo es irreducible. (Ver Corolario 1.2.35)

Corolario 1.2.39. En un dominio de ideales principales un elemento es primo si y sólo si es irre-
ducible. (Ver Proposición 1.2.19)

Una de las metas de esta sección, es la de encontrar condiciones en un dominio entero para
que en él se pueda enunciar una proposición semejante al Teorema Fundamental de la Aritmética
(Teorema 1.2.1).

Definición 1.2.40. Se D un dominio entero y d P D. Se dice que d se factoriza en irreducibles en
D si existen n P Z� y r1, . . . , rn P D irreducibles en D, tales que d � r1 � � � rn. Un dominio en el
que cada elemento no nulo que no es una unidad se factoriza en irreducibles se llama un dominio de
factorización.

Con el siguiente ejemplo ilustraremos la existencia de dominios enteros en los que la factorización
en irreducibles no es posible.

Ejemplo 1.2.41. Consideremos el monoide M � pQ� Y t0u,�q, K un campo y tomemos KrMs.
Por el Ejemplo 1.2.15 tenemos que KrMs es un dominio entero.

Como ya se mencionó en el Ejemplo 1.1.10, si f y g son elementos de KrMs con soporte no vacı́o,
entonces

f � ņ

i�0

f paiqxai y g � m̧

i�0

gpbiqxbi

donde

n � |sopp f q| , m � |soppgq| ta1, . . . , anu � sopp f q y tb1, . . . , bnu � sopp f q.
De hecho, como M es un monoide totalmente ordenado, podemos suponer que a1   � � �   an y
que b1   � � �   bm. Ası́ es fácil ver que si f y g son elementos de KrMs tales que |sopp f q| ¥ 2 o|soppgq| ¥ 2, entonces |sopp f gq| ¥ 2.

Tomemos α P Q� y xα P KrMs. Veremos que xα no es una unidad en K[M]. Para ello proced-
eremos por reducción al absurdo y ası́ supongamos que existe f P KrMs tal que xα f � 1. Como|sopp1q| � 1, es necesario que |sopp f q| � 1, de donde se concluye que f � axβ con a P K y
β P Q� Y t0u. Luego entonces axα�β � 1, de donde obtenemos que a � 1 y α � β � 0. Y como
α P Q�, concluimos β � �α P Q�, que es un absurdo ya que β P Q� Y t0u. Por lo tanto xα no es
una unidad en KrMs.
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Notemos que si α P Q�, entonces xα no es irreducible pues xα � x
α
2 x

α
2 , donde x

α
2 < UpKrMsq

dado que α
2 P Q�.

Ahora estamos en condiciones de mostrar lo que se prometió. Para ello supongamos que x se
puede factorizar en irreducibles, y sean f1, . . . , fn P KrMs irreducibles tales que

x � f1 � � � fn.

Dado que |soppxq| � 1, se debe tener que |sopp fiq| � 1 para cada i P t1, . . . , nu, y ası́ fi � aixαi con
ai P K y αi P Q� para cada i que ya hemos visto no son irreducibles. Por lo tanto x no se factoriza
en irreducible en KrMs. Es decir

Entonces tiene sentido preguntarse si existen condiciones bajo las cuales en un dominio entero se
de la factorización en irreducibles.

Definición 1.2.42. Sean D un dominio entero y r, s P D tales que r | s, r es un divisor propio de s
si s - r.

Proposición 1.2.43. Sean D un dominio entero y r, s P D. Se tiene que:
1) Si r | s y existe t P D� UpDq tal que rt � s entonces r es un divisor propio de s.
2) r es un divisor propio de s si y sólo r | s y r y s no son asociados.
3) r es un divisor propio de s si y sólo sD  rD. (Ver Proposiciones 1.2.29 y 1.2.30)

Definición 1.2.44. Un dominio entero D cumple con la condición finita de divisores (CFD) si D
no contiene sucesiones tdnunPN de elementos en D tales que dn�1 sea un divisor propio de dn.

El Ejemplo 1.2.41 muestra la existencia de dominios enteros que no tiene la CFD.

Proposición 1.2.45. Sea D un dominio entero que cumple con la CFD. Si s P D � pt0u Y UpDqq,
entonces existe r irreducible en D tal que r | s.

Demostración. Sea s P D � pt0u Y UpDqq, si s es irreducible, como s � s � 1 la proposición se
cumple trivialmente. Ası́ que supongamos que s es reducible, por lo tanto existen
a0, b0 P D � pt0u Y UpDqq tales que s � a0b0. Si a0 o b0 son irreducibles, hemos terminado.
Si no, como a0 y b0 no son irreducibles. Considerando a0 existen a1, b1 P D � pt0u Y UpDqq tales
que a0 � a1b1 y nuevamente, si a1 o b1 son irreducibles ya se ha terminado. Si no, entonces a1 y b1
no son irreducibles y podemos continuar el proceso.

La afirmación es que este proceso tiene que producir un elemento irreducible en D que divide a
s en un numero finito de pasos, ya que sino fuera ası́, obtendrı́amos una sucesión infinita tanunPN
de elementos de D � pt0u Y UpDqq tal que an�1 es un divisor propio de an, lo que contradice la
hipótesis �

Teorema 1.2.46. Si D es un dominio entero que cumple con la CFD, entonces D es un dominio de
factorización.

Ahora se introducirá una clase de anillos en los cuales para el caso de ser dominios enteros, se
puede asegurar que satisfacen la CFD y en consecuencia un dominio de factorización.

Definición 1.2.47. Un anillo R se dice que R es un anillo noetheriano si todo ideal de R es finita-
mente generado. Es decir, R es noetheriano si para todo ideal I de R, existen n P Z� y r1, . . . , rn P I,
tales que xr1, . . . , rny � I.

Ejemplo 1.2.48.
1) Todo anillo de ideales principales es un anillo noetheriano. En particular el anillo de los

enteros Z es un dominio entero noetheriano.
2) Todo anillo finito es un anillo noetheriano.
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Teorema 1.2.49. Para un anillo R, son equivalentes

1) R es un anillo noetheriano.
2) Toda sucesión creciente (respeto a la inclusión) de ideales de R se estaciona. Es decir, sitI ju jPN es una familia de ideales de R tales que In � In�1 para cada n P N, entonces

existe no P N tal que In � Ino para todo n ¥ no.
3) Toda familia no vacı́a de ideales de R (con el orden parcial dado por la inclusión) tiene

un maximal.

Teorema 1.2.50. Sea D es un dominio entero. Si D es noetheriano, entonces D cumple CFD.

Demostración. Para verificarlo, se procederá por contradicción. Entonces supongamos que D es
noetheriano y no cumple la CFD. Ası́, podemos encontrar una sucesión tdnunPN de elementos en D
tales que dn�1 | dn para cada n P N y dn�1 es un divisor propio de dn.

Ahora, para cada n P N, tomemos el ideal principal dnD. Como dn�1 | dn, de la Proposición
1.2.29 tenemos que dnD � dn�1D y de la Proposición 1.2.43 (3) que cada una de estas contenciones
es propia. Ası́ se tendrı́a que tdnDunPN es una sucesión estrictamente creciente de ideales de D,
contradiciendo la hipótesis de que D es un dominio noetheriano. Por lo tanto D cumple la CFD. �

Corolario 1.2.51. Si D es un dominio entero noetheriano, entonces todo elemento no nulo que no
sea una unidad en D se factoriza en irreducibles en D. (Ver Proposición 1.2.46)

Corolario 1.2.52. Si D es un dominio de ideales principales, entonces todo elemento no nulo que
no sea una unidad en D se factoriza en irreducibles en D.

El siguiente resultado clásico del Álgebra Conmutativa, nos permite exhibir una gran cantidad
de dominios enteros que cumplen CFD.

Teorema 1.2.53 (Teorema de las bases de Hilbert). Sea R un anillo. Entonces

R es noetheriano si y sólo si Rrxs es noetheriano.

Corolario 1.2.54. Sea R un anillo. Entonces, R es noetheriano si y sólo si Rrx1, . . . , xns es noethe-
riano para todo n P Z�.

Ejemplo 1.2.55.
1) Todo dominio de ideales principales cumple la CFD. En particular el anillo de los enteros

Z cumple la CFD.
2) Si D es un dominio noetheriano, entonces Drx1, . . . , xns cumple la CFD.

Definición 1.2.56. Consideremos D un dominio de factorización y supongamos que para d P D �ppt0u Y UpDqq se tiene que:
d � r1 � � � rn y d � r11 � � � r1m

son dos factorizaciones de d como producto de irreducibles en D. Se dice que las factorizaciones
son esencialmente iguales si n � m y existe una permutación α en el conjunto t1, . . . , nu tal que ri

es asociado de r1
αpiq.

Si D es un dominio de factorización, D es un dominio de factorización única (DFU), si para todo
d P D� pUpDq Y t0uq, cualesquiera dos factorizaciones de d como producto de irreducibles en D,
son esencialmente iguales..

Ejemplo 1.2.57. Sea K un campo y sea D el dominio entero generado por tx3, xy, y3u y K en Krxs
(Ver Ejemplo 1.2.20). Claramente xy, x3 y y3 son irreducibles en D y x3y3 � pxyqpxyqpxyq, donde
xy no es asociado x3 ni con y3. Por lo tanto las dos factorizaciones no son esencialmente iguales y
entonces D no es un DFU.
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El siguiente teorema, es un resultado clásico atribuido a Carl Friedrich Gauss, que nos es útil,
para dar ejemplos de anillo de factorización única.

Teorema 1.2.58. Si D es un DFU, entonces Drxs es un DFU.

Corolario 1.2.59. Si D es un DFU, entonces Drx1, . . . , xns es un DFU para cada n P Z�.

Ejemplo 1.2.60.
1) Zrx1, . . . , xns es un DFU para cada n P Z�.
2) Si k es un campo krx1, . . . , xns es un DFU para cada n P Z�.
3) Si k es un campo krx8s es un DFU. Nótese que este es un dominio de factorización única

que no es un dominio noetheriano, pues si para cada n P N definimos In � xx1, . . . , xny, se
tiene que tInuiPN es una cadena de ideales de krx8s que no se estaciona.

La tarea que emprenderemos a continuación es la de encontrar propiedades que caractericen a
un DFU.

Teorema 1.2.61. Sea D un DFU. Entonces d es un elemento irreducible en D si y sólo si d es un
elemento primo en D.

Demostración.

ùñq Supongamos que D es un DFU, r P D un elemento irreducible en D y que r | st con
s, t P D.

Si s � 0 o t � 0, trivialmente r | s o r | t. Ası́ que podemos suponer s , 0 y t , 0.
Si s , 0 y t , 0, podrı́a suceder que s P UpDq o t P UpDq. Sin pérdida de generalidad

supongamos que s P UpDq y sea u P UpDq es tal que su � 1. Como r | st, por la
Proposición 1.2.3 inciso (3) tenemos que ru | upstq � t y ya que r | ru, entonces por
transitividad (Proposición 1.2.3 inciso (5)) concluimos que r | t.

Por último supongamos que s, t P D� pt0u YUpDqq y sea z P D� pt0u YUpDqq tal
que rz � st. Como D es un anillo de factorización única podemos escribir

s � p1 � � � pn, t � q1 � � � qm, y z � r1 � � � rs

donde n,m, k P Z� y pi, q j, rt P D son elementos irreducibles en D para i � 1, . . . , n,
j � 1, . . . ,m y t � 1, . . . , k. Entonces

rpr1 � � � rkq � pp1 � � � pnqpq1 � � � qmq,
por la unicidad de la factorización como producto de elementos irreducibles en D, se
deduce entonces que existe algún io P t1, . . . , nu o jo P t1, . . . ,mu tal que r es asociado a
pio o r es asociado a q jo . Sin pérdida de generalidad podemos suponer que r es asociado
a pio para algún io P t1, . . . , nu y entonces por la Proposición 1.2.26 inciso p1q se tiene
que r | pio y de aquı́ concluimos que r | s. Por lo tanto r es un elemento primo en D.ðùq Es la Proposición 1.2.19. �

Si D es un DFU y p es un irreducible en D, tomemos

Mp � tup | u P UpDqu.
Claramente r P Mp si y sólo si r es asociado con p. Luego por la Proposición 1.2.24 inciso (3),
tenemos que todos los elementos deMp son irreducibles. Es entonces que

Γ � tMp � D | p es irreducible en Du,
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es una partición en el conjunto de los elementos irreducibles de D. Si f es una función de elección5

en Γ, el conjunto dado por P � t f pMq P D | M P Γu satisface que dado r un irreducible en D,
existe un y sólo un elemento p P P tal que r es asociado con p. A una elección de dicho conjunto P
se le llama un conjunto de representantes de irreducibles, lo que abreviaremos por CRI en D.

Si D es un DFU y tpiuiPI � P es un CRI de D. Dado d P D� pUpDq Y t0uq y

d � r1r2 � � � rn (2.1)

una factorización en irreducibles en D. Para cada i P t1, . . . , nu tomemos pi j el respectivo represen-
tante de r j en P. Como r j y pi j son asociados, existe u j P UpDq tal que r j � u j pi j . Reemplazando
estas últimas igualdades en la igualdad (2.1), obtenemos que

d � pu1 pi1qpu2 pi2q � � � pun pinq � upi1 pi2 � � � pin , donde u � u1u2 � � � un P UpDq. (2.2)

Como algunos de los irreducibles que aparecen en la igualdad (2.2) pueden ser iguales, al agru-
parlos y reindicarlos obtenemos que

d � upe1
1 � � � pek

k (2.3)

donde k, ei P Z�, pi P P para i P t1, . . . , ku y u P UpDq. Nótese que en esta factorización pi no es
asociado de p j si i , j.

Obsérvese que la factorización a la que se llego en la igualdad (2.3) no depende de la fac-
torización en irreducibles de d (dada en 2.1) de la que se parte. Tenemos entonces que dado
d P D� pUpDq Y t0uq la pareja definida por pk, te1, . . . , enu es intrı́nseca a d.

Observación 1. 2.62. Si D es un DFU, P un CRI en D y r, s P D� pUpDq Y t0uq. De la igualdad
(2.3), es claro que el conjunto dado por:

Pr,s � tp P P | p | r o p | su,
es un conjunto finito. Entonces existe n P Z� tal que Pr,s � tp1, . . . , pnu con pi P P. Ası́ es posible
escribir

r � ur pe1
1 � � � pek

k

donde ur P UpDq y ei � 0 si pi - r, y

s � us p f1
1 � � � p fk

k

con us P UpDq y fi � 0 si pi - s.

Proposición 1.2.63. Sean D un DFU,P un CRI y d, g P D�pUpDqYt0uq tales que d � upe1
1 � � � pek

k

k, ei P Z�, pi P P para i P t1, . . . , ku y u P UpDq y g | d. Entonces g � u1p f1
1 � � � p fk

k con fi P N para
i � 0, . . . , k.

Proposición 1.2.64. Sean D un DFU,P un CRI y d, g P D�pUpDqYt0uq tales que d � upe1
1 � � � pek

k

y g � u1p f1
1 � � � p fk

k con k P Z�, pi P P y ei, f j P N para todo i P t1, . . . , ku. Entonces g | d si y sólo
si fi ¤ di para cada i P t1, . . . , ku.
Proposición 1.2.65. Sean D un DFU y d P D � pt0u Y UpDqq. Entonces d tiene un número finito
de divisores no asociados.

Demostración. Consideremos d P D� pt0u Y UpDqq y sea Λd � tr P D | r divide a du. Nótese
que la relación en Λd dada por r � r1 si y sólo si r es asociado con r1 es una relación de equivalencia
en Λd. La cual induce una partición Λd{ �.

5El Axioma de Elección es un axioma de la teorı́a de conjuntos que dice: si F � tCiuiPI es una familia no vacı́a de
conjuntos no vacı́os, existe f : F ÝÑ �

iPI Ci tal que f pCiq P Ci para cada i P I y a dicha función se le llama una función
de selección.
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Si P es un CRI de D, existen n, e1, . . . , en P Z� y p1, . . . , pn P P tales que

d � upe1
1 � � � pek

k .

De la Proposición 1.2.64, es claro que un representante de cada clase en Λd{ � esta dado por un
elemento de la forma y � upe11

1 � � � pe1n
n con 0 ¤ e1i ¤ ei, y como para cada i P t1, . . . , nu solo existen

un número finito de e1i s en N que cumplen esta propiedad. Entonces Λd{ � es un conjunto finito y
por lo tanto d solo tiene un número finito de divisores en D. �

Corolario 1.2.66. Si D es un DFU, entonces D es un dominio que cumple la CFD.

Teorema 1.2.67. Sea D un dominio entero. Entones D es un DFU si y sólo si D cumple la CFD y
todo irreducible es primo.

Demostración.
ñq Supongamos que D es un dominio de factorización única. Por el Corolario 1.2.66, D

cumple la CFD y por el Teorema 1.2.61 tenemos que todo elemento irreducible en D es
un elemento primo en D.ðq Supongamos que D cumple la CFD y que todo irreducible es un primo. Como D cumple la
CFD, del Teorema 1.2.46 tenemos que todo elemento se puede factorizar como producto
de elementos irreducibles en D. Entonces es suficiente verificar que dos posibles factor-
izaciones en irreducible de D de un elemento no nulo que no sea una unidad en D, son
esencialmente iguales.

Sea d P DzUpDq, d , 0 y

d � p1 � � � pn y d � q1 � � � qm

dos factorizaciones de d en irreducibles de D.
Se demostrará, por inducción sobre n, que n � m y que pi � qαpiq con α alguna

permutación de t1, . . . , nu.
Si n � 1, entonces d es irreducible en D. Luego, si suponemos que d � q1 � � � qm es

una factorización en irreducibles en D, como q1 | d, de la Proposición 1.2.25 inciso (1)
tenemos que d y q1 son asociados. Además como d � q1pq2 � � � qmq, de la Proposición
1.2.25 inciso (2) se tiene que, q2 � � � qm P UpDq. Lo que muestra la imposibilidad que pase
que m ¥ 2. Por lo tanto m � 1 y d es asociado a q.

Ahora supongamos que la proposición es válida para n P Z� y sean

d � p1 � � � pn pn�1 y d � q1 � � � qm

dos factorizaciones en irreducibles de d en D. Claramente se tiene que

p1 � � � pn pn�1 � q1 � � � qm. (2.4)

Como suponemos que todo irreducible es primo en D, en particular tenemos que pn�1
es primo, y luego, dado que pn�1 | q1 � � � qm, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que pn�1 | qm. Siendo que pn�1 y qm son irreducibles, de la Proposición 1.2.25 inciso
(1), se obtiene que pn�1 y qm son asociados y ası́ upn�1 � qm para algún u P UpDq.
Sustituyendo esta última igualdad en (2.4), obtenemos que

p1 � � � pn�1 � q1 � � � qm�1pupnq,
y siendo que pn�1 , 0 y D es un dominio entero, entonces

p1 � � � pn � q1 � � � qm�2pqm�1uq,
donde por la Proposición 1.2.24 inciso (3) tenemos que qm�1u es irreducible en D. Luego,
por hipótesis de inducción obtenemos que n � m � 1 y existe una permutación α en
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t1, . . . , nu tal que pi y qαpiq son asociados. Claramente n � 1 � m y además es posible
extender α a una permutación α en t1, . . . , n� 1u, definiéndola por αpiq � αpiq si i Pt1, . . . , nu y αpn � 1q � n � 1. Y ası́ α es tal que pi es asociado de qαpiq para cada
i P t1, . . . , nu. Por lo tanto las factorizaciones son esencialmente iguales y ası́ D es un
DFU. �

Teorema 1.2.68. Sea D un dominio de ideales principales. Entonces D es un DFU.

Demostración. Sea D un dominio de ideales principales, como D es un dominio noetheriano
(Ejemplo 1.2.48 inciso (1)), por el Teorema 1.2.50 tenemos que D es un dominio que cumple la
CFD. Además del Corolario 1.2.39, tenemos que todo elemento irreducible en D es un elemento
primo de D. Luego por el Teorema 1.2.67, D es un DFU. �

Definición 1.2.69. Sean D un dominio entero y r, s P D. Un elemento d P D � t0u es un máximo
común divisor de r y s, si cumple que

1) d | r y d | s.
2) Para todo c P D tal que c | r y c | s se tiene que c | d.

Un dominio entero en el que cada par de elementos no nulos tenga máximo común divisor se dice
que es un dominio con la propiedad del Máximo Común Divisor, que abreviaremos por MCD

Si D es un dominio con la propiedad de MCD y r, s P D � t0u, se denotará por ∆r,s al conjunto
de los máximos comunes divisores de r y s en D.

Proposición 1.2.70. Sea D un dominio con la propiedad de MCD y r, s P D� t0u. Entonces
1) Si d P ∆r,s, entonces d , 0.
2) ∆r,s � ∆s,r.
3) Si d, d1 P ∆r,s entonces d y d1 son asociados en D.
4) Si d, d1 P D son elementos asociados en D y d P ∆r,s, entonces d1 P ∆r,s.
5) Si r P UpDq, entonces 1 P ∆r,s.
6) Si r1 es asociado de r y s1 es asociado de s, entonces ∆r,s � ∆r1,s1 .

En virtud de la Proposición 1.2.70 incisos (3) y (4), se tiene que si r, s P D y d P ∆r,s, entonces

∆r,s � tdu P D | u P UpDqu.
En adelante para representar la elección de un elemento en ∆r,s, usaremos la notación pr, sq.
Proposición 1.2.71. Sea D un dominio con la propiedad de MCD y r, s P D�t0u. Si r es irreducible
en D, entonces

∆r,s � UpDq o ∆r,s � tru P D | u P UpDqu.
Proposición 1.2.72. Si D es un DFU, entonces D es un dominio que tiene la propiedad del MCD

Demostración. Sea D un DFU, y r, s P D � t0u. Si r P UpDq o s P UpDq, claramente 1 P D es
un máximo común divisor de r y s. Entonces podemos suponer que r, s P D� pt0u Y UpDqq.

Sea P un CRI en D. Como r, s P D� pUpDq Y t0uq, entonces

r � ur pe1
1 � � � pek

k y s � us p f1
1 � � � p fk

k

donde ur, us P UpDq y pi P Pr,s y ei, fi P N para todo i � 1, . . . , n (ver Observación 1.2.62).
Si consideramos

d � pg1
1 � � � pgt

t , donde gi � mı́npei, fiq.
Debido a la Proposición 1.2.64, d | r y d | s. Ahora, si c P D es tal que c | r y c | s, por la

Proposición 1.2.63 tenemos que c � wpk1
1 � � � pkt

t , donde w P UpDq y 0 ¤ ki ¤ ei y 0 ¤ ki ¤ fi,
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con lo que ki ¤ gi para todo i � 1, . . . , t. Nuevamente por la Proposición 1.2.64 se verifica que
c | d. Por lo tanto d es un máximo común divisor de r y s. Luego entonces D tiene la propiedad del
MCD. �

Para los resultados 1.2.73 al 1.2.79, se supone D un dominio entero con la propiedad MCM.
Y además, como ya se habı́a comentado, el sı́mbolo pr, sq representará la elección de un máximo
común divisor en ∆r,s

Lema 1.2.73. Sean r, s, t P D� t0u, entonces ppr, sq, tq es asociado de pr, ps, tqq en D.

Demostración. Sea d1 � ppr, sq, tq. Dado que d1 P ∆pr,sq,t, d1 | t y d1 | pr, sq. Además tenemos quepr, sq | r y pr, sq | s, luego por transitividad se obtiene que d1 | r y d1 | s. Ahora, como d1 | s y d1 | t,
entonces d1 | ps, tq y como además d1 | r. Podemos concluir que d1 | pr, ps, tqq. Un razonamiento
análogo muestra que pr, ps, tqq | ppr, sq, tq. Como r, s, t P D � t0u, por la Proposición 1.2.70 incisop1q tenemos que pr, ps, tqq , 0 y entonces por la Proposición 1.2.26 inciso p2q podemos concluir queppr, sq, tq y pr, ps, tqq son asociados en D. �

Lema 1.2.74. Sean r, s, t P D� t0u, entonces tpr, sq es asociado de ptr, tsq en D.

Demostración. Por definición pr, sq | r y pr, sq | s. Luego por la Proposición 1.2.3 inciso p3q,
tenemos que tpr, sq | tr y tpr, sq | ts, entonces podemos concluir que tpr, sq | ptr, tsq. Por los tanto
existe x P D tal que ptr, tsq � tpr, sqx. (2.5)

Por otro lado, como ptr, tsq | tr, existe y P D tal que ptr, tsqy � tr. Sustituyendo (2.5) en esta
última igualdad obtenemos que ptpr, sqxqy � tr y siendo que t , 0 y D es un dominio entero, se tiene
que pr, sqxy � r. Por lo tanto pr, sqx | r. Un razonamiento análogo muestra que pr, sqx | s y entonces
tenemos que pr, sqx | pr, sq. Ahora, por la Proposición 1.2.70 inciso p1q tenemos que pr, sq , 0 y
entonces de la Proposición 1.2.25 inciso p2q se tiene que x P UpDq. Por lo tanto tpr, sq es asociado
de ptr, tsq. �
Lema 1. 2.75. Sean r, s, t P D � t0u. Si pr, sq y pr, tq son asociados a 1, entonces pr, stq es aso-
ciado a 1.

Demostración.
Por el Lema 1.2.74 se tiene que prt, stq es asociado a t y que pr, rtq es asociado a r. Se sigue

entonces que

1 es asociado a
Hip.

pr, tq es asociado a
t es asociado a prt,stq

Prop. 1.2.70 (6)

pr, prt, stqq es asociado a
Lema 1.2.73

ppr, rtq, stq es asociado apr,rtq es asociado a r
Prop. 1.2.70 (6)

pr, stq

Por lo tanto pr, stq es asociado al 1. �

Lema 1.2.76. Sea p un elemento irreducible en D. Entonces, pp, tq es asociado a 1 si y sólo si p - t.

Demostración.
ñq Para mostrar este hecho, procederemos por reducción al absurdo. Y ası́ supongamos que

p | t. Entonces p | pp, tq. Dado que pp, tq es asociado a 1, por la Proposición 1.2.25 incisop3q, se tiene que p divide a 1, produciendo un absurdo pues p es irreducible en D. Por lo
tanto p - t.ðq Supongamos que p es irreducible en D y sea pp, tq P ∆p,t. Por la Proposición 1.2.71 solo
caben dos posibilidades, que p sea asociado a pp, tq o que pp, tq P Updq. Si suponemos
que pp, tq es asociado a p se tendrı́a como consecuencia que p | t que no es consistente
con la hipótesis. Luego entonces pp, tq P Updq, es decir pp, tq es asociado a 1. �
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Proposición 1.2.77. Sean p P D es irreducible en D y r, s P D tales que p | rs y que pp, rq sea
asociado a 1. Entonces p | s

Demostración. Supongamos que p - s. Entonces por el Lema 1.2.76, pp, sq es asociado a 1, como
además por hipótesis tenemos que pp, rq es asociado a 1, del Lema 1.2.75 obtenemos que pp, rsq es
asociado a 1. Nuevamente aplicando el Lema 1.2.76, se tiene que p - rs que contradice la hipótesis.
Por lo tanto p | s. �

Corolario 1.2.78. Sean p P D irreducible y α P N. Supongamos que pα | rs y que pp, rq es asociado
a 1. Entonces pα | s.

Corolario 1.2.79. S p P D irreducible en D, entonces p es un elemento primo en D.

Teorema 1.2.80. Sea D un dominio entero. Entones D es un dominio de factorización única si y sólo
si D cumple la CFD y la propiedad del MCD.

Demostración.
ñq Si D es un DFU, por el Corolario 1.2.66 D cumple la CFD y de la Proposición 1.2.72, D

tiene la propiedad del MCD.ðq Supongamos que D es un dominio entero que cumple la CFD y la propiedad del MCD. El
Corolario 1.2.79 muestra que todo elemento irreducible en D es un elemento primo en D.
Entonces, al aplicar el Teorema 1.2.67 se obtiene el resultado. �

Proposición 1. 2.81. Sea D un dominio de ideales principales y x, y P Dzt0u. Entonces,
dD � xD� yD y sólo si d es un máximo común divisor de x y y.

Demostración.
ñq Supongamos que d P D es tal que dD � xD � yD y sea px, yq P D un máximo común

divisor de x y y.
Como x, y P dD, entonces d | x y d | y y ası́ se tiene que d | px, yq. Por otro lado,

tenemos que
d � xa� yb para algunos a, b P D. (2.6)

Dado que px, yq | x y px, yq | y, existen x1, y1 P D tales que px, yqx1 � x y px, yqy1 � y.
Sustituyendo estas últimas igualdades en (2.6), obtenemos que

d � px, yqx1a� px, yqy1b � px, yqpx1a� y1bq,
y ası́ px, yq | d. Ahora de la Proposición 1.2.70 inciso (1) se tiene que px, yq , 0, luego
por la Proposición 1.2.26 obtenemos que d y px, yq son asociados en D. Finalmente de la
Proposición 1.2.70 inciso (4) tenemos que d es un máximo común divisor de x y y en D.ðq Sea px, yq P D un máximo común divisor de x y y. Como D es un dominio de ideales
principales, existe d P D tal que dD � xD � yD. Luego por ñq de este teorema, d es
máximo común divisor de x y y en D. Entonces por la Proposición 1.2.70 inciso (3) se
tiene que px, yq y d son asociados en D, y de la Proposición 1.2.30 finalmente se tiene quepx, yqD � dD. �

Corolario 1.2.82. Sea D un dominio de ideales principales, x, y P Dzt0u y d un máximo común
divisor de x y y. Entonces existen z,w P D tales que zx� wy � d.

Definición 1.2.83. Sea D un DFU. Si para todo x, y P D�t0u existen a, b P D tales que ax�by � d,
donde d es un máximo común divisor de x y y, se dice que D es dominio de Bezout

Lema 1.2.84. Si D es un dominio de Bezout, entonces D es un dominio noetheriano.
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Demostración. Para demostrar el enunciado, vamos a proceder por reducción al absurdo. Su-
pongamos que D no es noetheriano y sea tInunPN una sucesión creciente de ideales de D que no
se estaciona, es decir, para cada n P N se tiene que In  In�1. Nótese que es posible suponer que
I0 , t0u, pues en caso de suceder que I0 � t0u, la sucesión tInunPN�tI0u es una sucesión creciente
de ideales de D que no se estaciona donde I1 , t0u.

Entonces es posible elegir una sucesión de elementos taiuiPN � D tales que

a0 P I0 � t0u y an P In � In�1 si n ¡ 0.

Tomemos d0 � a0 y recursivamente constrúyase dn � pdn�1, anq. Ahora demostraremos que tdnunPN
es una sucesión de divisores propios en D lo que es un absurdo, pues D es un DFU y por la Corolario
1.2.66 se tiene que D cumple la CFD.

Primero mostraremos que dn P In para todo n P N.
Claramente d0 P I0, pues d0 � a0. Ahora supongamos que dn P In, como D es un dominio de

Bezout y dn�1 � pdn, an�1q, existen x, y P D tales que dn�1 � dnx � an�1y. Dado que suponemos
que dn P In � In�1 y además pasa que an�1 P In�1, entonces dn�1 � dnx� an�1y P In�1.

Nótese que dn < In�1 para todo n ¥ 1, pues de existir n P Z� tal que dn P In�1, como dn | an, se
tendrı́a que an P In�1 lo que contradice la elección de los an1 s.

Evidentemente dn�1 | dn. Ahora mostraremos que dn - dn�1 para todo n P N. Para ello suponga-
mos lo contrario, es decir que supongamos que existe n P N tal que dn | dn�1, en consecuencia se
tendrı́a que dn�1 P In que como ya se vio en el párrafo anterior no es posible. Por lo tanto tdnunPN
es una sucesión de divisores propios en D, que como ya habı́amos mencionado es un absurdo y en
consecuencia D es un dominio noetheriano. �

Proposición 1.2.85. Si D es un dominio de Bezout, entonces D es un domino de ideales principales.

Demostración. Por el Lema 1.2.84 tenemos que D es un dominio noetheriano y entonces todo
ideal de D es finitamente generado. Para mostrar el resultado se procederá por inducción sobre el
número de generadores del ideal en cuestión.

Si I es generado por un sólo elemento, I es ya un ideal principal y entonces la proposición se
cumple trivialmente.

Dada su utilidad para el caso general, se demostrará el caso para cuando I es generado por
dos elementos. Sea entonces I un ideal de D y x, y P I � t0u tales I � xD � yD. Como D es un
DFU, existe px, yq P ∆x,y y dado que px, yq | x y px, yq | y, se tiene entonces que px, yq | ax � by
para todo a, b P D de donde concluimos que I � px, yqD. Por otro lado, como D es un dominio de
Bezout, existen z,w P D tales que zx � wy � px, yq para algún z,w P D por lo que px, yq P I y en
consecuencia px, yqD � I. Por lo tanto I � px, yqD.

Ahora supongamos que la propiedad vale para n P N es decir si I es un ideal de D que es
generado por n elementos de I, entonces I es un ideal principal.

Sea I un ideal generado por n�1 elementos no nulos, digamos I � xtx1, . . . , xn, xn�1uy con xi P I
para cada i P t1, . . . , nu. Como

xtx1, . . . , xn, xn�1uy �
Pro. 1.1.14 (3)

xtx1, . . . , xnuy � xn�1D.

Aplicando la hipótesis de inducción en el ideal xtx1, . . . , xnuy, se tiene que existe x P D tal quextx1, . . . , xnuy � xD.
Teniendo entonces que

xtx1, . . . , xnuy � xn�1D � xD� xn�1D.

Luego, por el caso n � 2, si px, xn�1q P ∆x,xn�1 , entonces xD � xn�1D � px, xn�1qD. Por lo tanto
I � px, xn�1qD y es ası́ que D es un dominio de ideales principales. �
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Teorema 1.2.86. Sea D un DFU. Entonces D es un dominio de ideales principales si y sólo si D es
un dominio de Bezout.

Demostración.ñq Es el Corolario 1.2.82. ðq Es la Proposicion 1.2.85. �

§1.3 Módulos sobre dominios de ideales principales.

Las técnicas del álgebra lineal, son tan exitosas en la matemática, que muchas de éstas se han
exportado a otras áreas del universo matemático. En esta sección se muestra el particular caso de
la aplicación de las técnicas del álgebra lineal en la Teorı́a de Módulos.

Definición 1.3.1. Sea M un R-módulo. Un subconjunto tmiuiPI de M, es linealmente independiente
en M si para todo subconjunto finito tmi1 , . . . ,miku de elementos distintos en tmiuiPI tales que

r1mi1 � � � � � rkmik � 0 con r1, . . . , rk P R se tiene que r1 � � � � � rk � 0.

Si el conjunto tmiuiPI genera a M, se dice que M es un R-módulo libre con base tmiuiPI .

Recodemos que para un R-módulo M, si m P M, el R-submódulo generado por m en M esta dado
por:

xmy � trm P M | r P Ru.
Lo que inspira la notación Rm para representar al R-submódulo xmy.
Proposición 1.3.2. Si M es un R-módulo libre y tmiuiPI � M. Son equivalente para tmiuiPI

1) tmiuiPI es una base de M.

2) Todo elemento m P M se puede escribir de manera única como

m � r1mi1 � � � � � rnmin

con mi j P tmiuiPI , r j P D y j P t1, . . . , nu, para algún n P N.

3) M �À
iPI Rmi.

Proposición 1.3.3. Sean M y N R-módulos tal que M es un R-módulo libre con base tmiuiPI . Si
f : M ÝÑ N es un morfismo de R-módulos, entonces,

1) f es inyectivo si y sólo si f rtmiuiPIs es linealmente independiente en N.
2) f es suprayectivo si y sólo si f rtmiuiPIs genera a N.

Teorema 1.3.4. Sean M y N R-módulos libres con bases X y Y respectivamente. Entonces M es
isomorfo a N sı́ y sólo si |X| � |Y|.
Corolario 1.3.5. Si M es un R-módulo libre y X y Y son bases de M, entonces |X| � |Y|.
Definición 1.3.6. Sea M un R-módulo libre. El rango de M es la cardinalidad de cualquier base de
M. Al rango de un R-módulo libre M lo denotaremos por ranpMq.

Si R es un anillo e I es un conjunto de cardinalidad α. Por cada i P I tomemos Ri una copia de R y
construyamos la suma directa de la familia de R-módulos tRiuiPI (ver Ejemplo 1.1.27). ClaramenteÀ

iPI Ri es un R-módulo de rango α. Ası́ una lectura que se puede hacer del Teorema 1.3.4, es la
siguiente; dado un anillo R y un cardinal α existe un único módulo libre (salvo isomorfismos) de
rango α.

Lema 1.3.7. Se R un anillo y N un R-submódulo de M. Si M{N es un R-módulo libre, entonces N
es un sumando directo de M.

Demostración. Como M{N es un R-módulo libre, existe tmiuiPI � M tal que tmiuiPI � M{N es
una base de N{M.
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Sea K � xtmiuiPIy. A continuación vamos a mostrar que M � N
À

K.
Si m P M, al tomar m P M{N. Como tmiuiPI � M{N es una base de N{M, entonces existen t P N,

r1, . . . , rt P R y mi1 , . . . ,mit P K tales que

m � ţ

j�1

r jmi j

de donde

m�¸t

j�1
r jmi j � 0.

Entonces m�°t
j�1 r jmi j P N y ası́ m � n�°t

j�1 r jmi j para algún n P N. Por lo tanto M � N�K.
Sólo falta mostrar que la suma N�K es directa. Consideremos n P NXK, entonces existen t P N,

r1, . . . , rt P R y mi1 , . . . ,mit P K tales que n � °t
j�1 r jmi j , luego al tomar la clase de equivalencia

de n en M{N obtenemos que

0 �
nPN

n �¸t

j�1
r jmi j �¸t

j�1
r jmi j .

Y dado que el conjunto tmiuiPI � M{N una base de N{M, concluimos que ri � 0 para todo
i P t1, . . . , tu. Por lo tanto n � 0 y entonces NXM � t0u. Luego por el Teorema 1.1.36, tenemos que
M � N

À
K. �

Lema 1.3.8. Sean D un dominio entero e I un ideal principal no nulo de D. Entonces I es isomorfo
a D como D-módulo.

Demostración. Dado que I es un ideal principal no nulo, existe d P I�t0u tal que I � dD. Ahora
consideremos la función ϕ : D ÝÑ I dada por ϕpxq � dx. Como dprx� yq � rpdxq � dy para todo
x, y, r P D, ϕ es un morfismo de D-módulos. Además como I � dD, es claro que ϕ es sobreyectiva.
Que kerpϕq � t0u es consecuencia inmediata de que D es un dominio entero y entonces de la
Proposición 1.1.15 tenemos que f es inyectiva. Por lo tanto ϕ es un isomorfismo de D módulos. �

Teorema 1.3.9. Si D es un dominio de ideales principales, entonces todo D-submódulo de un D-
módulo libre es libre.

Demostración. Sea M un D-módulo libre con base tmiuiPI y N un D-submódulo de M.
Por el Teorema de Zermelo6, podemos tomar I bien ordenado. Entonces es posible considerar I

como conjunto de ordinales menores que τ, para algún ordinal τ7.
Para cada β P I definamos Mβ �À

γ β Dmγ, y consideremos Nβ � N X Mβ. Nótese que

Nβ � N X Mβ � N X pMβ�1 X Mβq � pN X Mβ�1q X Mβ � Nβ�1 X Mβ

Usando este hecho, tenemos que para cada β P I

Nβ�1{Nβ � Nβ�1{pNβ�1 X Mβq �
Teo. 1.1.33

pNβ�1 � Mβq {Mβ.

Ahora, como Nβ�1 � Mβ   Mβ�1, se tiene que

Nβ�1{Nβ � pNβ�1 � Mβq {Mβ  
Teo. 1.1.35

Mβ�1{Mβ �
Teo. 1.1.37 (2)

Dmβ�1 � D.

Es decir Nβ�1{Nβ es isomorfo a un D-submódulo de D. Y ası́, por el Lema 1.3.8, tenemos que
Nβ�1{Nβ � 0 o Nβ�1{Nβ es isomorfo a D. Si Nβ�1{Nβ � 0, entonces Nβ � Nβ�1. En caso contrario
Nβ�1{Nβ es isomorfo a D y como D es un D-módulo libre, por el Lema 1.3.7, Nβ�1 � Nβ

À
Dnβ

6Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871–1953) fue el primero en demostrar 1904 que: Todo conjunto admite un buen
orden.

7Para una demostración ver rGos Teorema 4.1.18.
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para algún nβ P Nβ�1. Ası́, para cada β� 1 ¤ τ tal que Nβ , Nβ�1 elijamos un nβ P N fijo tal que
Nβ�1 � Nβ

À
Dnβ y tomemos el conjunto Γ � tnβ P M�t0u | Nβ�1 � Nβ

À
Dnβu. Es claro por la

forma en que fueron elegidos los nβ que Γ es un conjunto linealmente independiente en M. Entonces
por la Proposición 1.3.2 se tiene que xΓy �À

nβPΓ Dnβ.
Como Γ � N, del Corolario 1.1.30 tenemos que xΓy � N. Ahora, si n P N, existen

d1, . . . , dk P D� t0u y mβ1 , . . . ,mβk P tmiuiPI tales que

n � r1mβ1 � � � � � rkmβk .

De hecho, como I es bien ordenado, podemos suponer que β1   � � �   βk. Entonces pasa que
n P Mβk y ası́ n P NXMβk � Nβk . Ahora veremos que Nβ � xΓy para todo β P I y como consecuencia
obtendremos que N � xΓy. Supongamos por el contrario que existe β P I tal que Nβ  xΓy y sea β0
el mı́nimo ordinal en I con esta propiedad. A continuación veremos que la existencia de tal mı́nimo
es imposible

1) Si suponemos que β0 es un ordinal limite, siendo β0 mı́nimo, entonces Nγ � xΓy si γ   β0 y
del hecho que Nβ0 � �

γ β0

Nγ, se tendrı́a entonces que Nβ0 � xΓy. Lo que no es consistente

con la elección de β0.
2) Ahora, si suponemos que β0 es un ordinal sucesor, entonces Nβ0 � Nβ0�1 � Dnβ0 . Como

β0 es mı́nimo, se tiene que Nβ0�1 � xΓy y dado que nβ0 P xΓy, entonces Nβ0 � xΓy, lo que
es contradictorio.

Por lo tanto, N �À
nβPΓ Dnβ y ası́ N es un D-módulo libre con base Γ. �

Corolario 1.3.10. Sean D un dominio de ideales principales y M un D-módulo libre. Si N es un
D-submódulo de M, entonces N es un D-módulo libre y ranpNq ¤ ranpMq.
Lema 1.3.11. Sean D un dominio de ideales principales, M un D-módulo libre de rango finito y N
y K R-submódulos de M tales que M � N

À
K. Entonces ranpMq � ranpNq � ranpKq.

Teorema 1.3.12. Sean D un dominio de ideales principales, M un D-módulo libre de rango finito n
y N un D-submódulo no nulo de M. Entonces existe una base tm1, . . . ,mnu de M, un entero positivo
q ¤ n y elementos no nulos d1, . . . , dq P D tales que td1e1, . . . , dqequ es una base de N y además di

divide a di�1 para 1 ¤ i ¤ q� 1.

Demostración. Antes de comenzar propiamente la demostración del enunciado, se realizará una
construcción, que si bien es complicada, remunerará al momento de hacer la demostración del
teorema.

Sea HompM,Dq el D-módulo de homomorfismos de los D-módulos de M en D. Si ϕ P HompM,Dq,
entonces ϕrNs es un D-submódulo de D y por lo tanto un ideal de D. Siendo que D es un dominio
de ideales principales, tenemos entonces que para cada ϕ P HompM,Dq, existe dϕ P D tal que
ϕrNs � dϕD.

Como D es un dominio de ideales principales, entonces D es noetheriano y ası́ por el Teorema
1.2.26 existe γ P HompM,Dq tal que dγD es un ideal maximal en el conjunto

tDdϕ | dϕD � ϕrNs con ϕ P HompM,Dqu. (3.1)

Siendo que M es un D-módulo libre de rango finito n, existe tm1, . . .mnu � M una base de M.
Para cada i P t1, . . . , nu, consideremos πi : M ÝÑ D el morfismo de D-módulos que extiende por

linealidad a la función fi : tm1, . . .mnu ÝÑ D dada por fipm jq �
!

0 si i, j

1 si i� j
.

Como tm1, . . .mnu es una base de M, entonces todo elemento m P M se puede escribir de manera
única como r1m1 � . . . � rmmn con ri P D para i � 1, . . . , n, es entonces claro que dados m, l P M
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se tiene que
m � l si y sólo si πipmq � πiplq para todo i P t1, . . . , nu. (3.2)

En particular m � 0 si y sólo si πpmq � 0 para todo i P t1, . . . , nu. (3.3)
Por hipótesis N , t0u y como consecuencia de (3.3) existe i P t1, . . . , nu tal que πirNs , t0u.

Luego, por el carácter maximal de dγ tenemos que γpNq , p0q y ası́ podemos concluir que dγ , 0.
Consideremos e1 P N tal que γpe1q � dγ. Ahora se va a demostrar que para todo ϕ P HompM,Dq,

dγ divide a ϕpe1q.
Tomemos entonces ϕ P HompM,Dq. Si e1 P kerpϕq, se tiene que ϕpe1q � 0 y ası́ trivialmente

dγ divide a ϕpe1q. Supongamos entonces ϕpe1q , 0. Como D es un dominio de ideales principales,
existe d P D � t0u un máximo común divisor de dγ y de ϕpe1q8, más aún por el Corolario 1.2.82
existen a, b P D tales que adγ � bϕpe1q � d, y como dγ � γpe1q, tenemos que

paγ � bϕqpe1q � aγpe1q � bϕpe1q � d. (3.4)

Donde aγ � bϕ P HompM,Dq.
Siendo que d | dγ, por la Proposición 1.2.29 pasa que dγD � dD. Además se tiene que d Ppaγ � bϕqrNs y entonces dD � paγ � bϕqrNs. Dado el carácter maximal de dγD, tenemos que

dγD � paγ � bϕqrNs y en consecuencia dγD � dD. Luego por la Proposición 1.2.30, se tiene que
dγ y d son asociados en D y como consecuencia de que d | ϕpe1q podemos concluir que dγ divide a
ϕpe1q.

En particular tenemos que dγ divide a πipe1q para cada i P t1, . . . , nu. Entonces existen b1, . . . , bn P
D tales que πipe1q � dγbi.

Tomemos

e � ņ

i�1

bimi. (3.5)

Multiplicando la igualdad dada en (3.5) por dγ, obtenemos que

dγe � dγ
ņ

i�1

bimi �
ņ

i�1

dγbimi �
ņ

i�1

πipe1qmi. (3.6)

Luego, si aplicamos π j a (3.6), se tiene que π jpdγeq � π jpe1q para todo j P t1, . . . , nu. Entonces de
(3.2), tenemos que e1 � dγe. Además se tiene que

dγ � γpe1q � γpdγeq � dγγpeq.
Y dado que dγ , 0 y D es un dominio entero, entonces γpeq � 1.

Ahora demostraremos que
1) M � De

À
kerpγq.

2) N � De1À pN X kerpγqq.
Demostraciones:

1) Si y P M. Podemos escribir

y � γpyqe� py� γpyqeq, (3.7)

donde claramente, γpyqe P De y y� γpyqe P kerpγq. Ahora, supongamos que

y � ze� w, (3.8)

con z P D y w P kerpγq. Aplicando γ a (3.8), se tiene que

γpyq � γpzeq � zγpeq � z,

8Por el Teorema 1.2.68 D es un dominio de factorización única, luego por la Proposición 1.2.72 D tiene la propiedad
del MCD.
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§1.3 Módulos sobre dominios de ideales principales. 27

de donde w � y � γpyqe. Ası́ la representación dada en (3.7) es única. Por lo tanto
M � De

À
kerpγq.

2) Sea y P N. Siendo que γpyq P Ddγ, entonces existe b P D tal que γpyq � bdγ. Luego y se
puede escribir de la forma

y � bdγe� py� bdγeq �
e1�dγe

be1 � py� be1q,
donde es obvio que be1 P De1 y que y � be1 P N. Además, si aplicamos γ a y � be1,
obtenemos que

γpy� be1q � γpyq � γpbe1q � γpyq � bγpe1q � γpyq � bdγ � 0.

Entonces y� be1 P pN X kerpγqq.
Ahora notemos que De1 � De y N X kerpγq � kerpγq, entonces de la Proposición

1.1.37 inciso (1) se tiene que N � De1À pN X kerpγqq.
Ahora se demostrará por inducción sobre el rango de M, la aserción del teorema.
La base es precisamente el Lema 1.3.8.
Supongamos que la afirmación es válida para todo D-módulo de rango n y sea M un D-módulo

de rango n� 1. Por la construcción hecha anteriormente, existen e, e1 P M � t0u, γ P HompM,Dq
y dγ P D tales que

M � De
à

kerpγq, N � De1à pN X kerpγqq y e � de1.
Por el Lema 1.3.11 ranpkerpγqq � n, pues claramente ranpDeq � 1. Entonces por hipótesis de

inducción en los D-submódulos N X kerpγq y kerpγq, existe una base pe2, . . . , en�1q de kerpγq y
elementos d2, . . . , dq P D tales que pd2e2, . . . , dqeqq es una base de N X kerpγq y tales que di divide
a di�1 para 2 ¤ i ¤ q� 1.

Siendo que M � De
À

kerpγq y que N � De1À pN X kerpγqq. De la Proposición 1.3.2 con-
cluimos que te, e2 . . . , enu es una base M y que tdγe � e1, d2e2 . . . , dqequ es una base de N.

Solo falta demostrar que dγ | d2. Sea η : M ÝÑ D el morfismo extendido por linealidad al definir
por ηpe1q � ηpe2q � 1 y ηpeiq � 0 para i P t3, . . . , nu. Dado que

dγ � dγ � 1 � dγηpe1q � ηpdγe1q � ηpe1q P ηpNq,
entonces dγD � ηrNs. Dado que dγD es un ideal maximal en el conjunto definido en (3.1), entonces
dγD � ηrNs. Ahora, como d2e2 P N y d2 � d2ηpe2q � ηpd2e2q, tenemos que d2 P dγD. Por lo tanto
dγ | d2, con lo que concluimos la demostración. �

Corolario 1.3.13. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito n. Entonces
existe una base tg1, . . . , gnu de G y enteros positivos r1, . . . , rq con q ¤ n tales que tr1g1, . . . , rqgqu
es una base de H y ri divide a ri�1 para 1 ¤ i ¤ q� 1.

Corolario 1.3.14. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces G es isomorfo a un producto de la formapZ{d1Zq � � � � pZ{dnZq donde d1, . . . , dn P Z� y di | di�1 para todo i � 1, . . . , n� 1.

Corolario 1.3.15. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces existe z P G cuyo orden n es tal yn � 1
para todo y P G. (Ver el Corolario 1.3.14)

Proposición 1.3.16. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango n. Entonces G{H
es finito si y sólo si ranpHq � ranpGq.

Demostración.
ñq Supongamos que G{H es finito y sea s el rango de H. Por el Teorema 1.3.12 existetg1, . . . , gnu base de G y r1, . . . , rs P Z � t0u con s ¤ n tales que tr1g1, . . . , rsgsu es

una base de H.
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Ahora, por la Proposición 1.3.2, G �Àn
i�1 Zgi y H �Às

i�1 Zpmigiq, y entonces

G{H � nà
i�1

Zgi{
sà

i�1
Zprigiq �

Teo. 1.1.37 (2)

sà
i�1
pZgi{Zprigiqqà�

nà
i�s�1

giZ

�
.

Luego si sucediera que s   n, entonces G{H tendrı́a al menos un sumando directo iso-
morfo a Z lo que contradice el hecho de que G{H es finito. Por lo tanto s � n.ðq Supongamos que ranpHq � ranpGq � n. Por el Teorema 1.3.12 existen tg1, . . . , gnu base
de G, y elementos no nulos r1, . . . , rn P Z tales que tr1g1, . . . , rngnu es una base de H. De
la Proposición 1.3.2 se tiene que G �Àn

i�1 Zgi y que H �Àn
i�1 Zprigiq, entonces

G{H � nà
i�1

Zgi{
nà

i�1
Zpmigiq �

Teo. 1.1.37 (2)

nà
i�1
pZgi{Zpmigiqq �

nà
i�1

Zmi

De donde es claro que G{H es un módulo finito. �

Corolario 1.3.17. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito, tal que ranpHq �
ranpGq. Si th1, . . . , hnu y tg1, . . . , gnu son bases de H y G respectivamente, tales que hi � rigi con
ri P Z� t0u para cada i P t1, . . . , nu, entonces |G{H| �±n

i�1 |ri|.
Observación 1. 3.18. Si D es un dominio de ideales principales, M un D-módulo de rango finito n
con tm1, . . . ,mnu y tm11, . . . ,m1nu bases de M, entonces existen ri j, si j P D tales que

mi �
ņ

j�0

ri jm1i y m1i �
ņ

j�0

si jmi.

Entonces podemos considerar los arreglos V � pm1, . . . ,mnq, W � pm11, . . . ,m1nq y las matrices
A � pri jq y B � psi jq tales que V t � ApWqt y que pWqt � BV (donde V t y pWqt son los vectores
transpuestos de V y W respectivamente). Podemos concluir entonces que V t � ABV t, y si AB � pci jq
donde ci j P D, se tiene que

mi �
ņ

j�0

ci jmi.

Y como tm1, . . . ,mnu es una base de M, de la Proposición 1.3.2 pasa que ci j �
!

0 si i, j

1 si i� j
, es decir

AB es la matriz identidad en el conjunto de matrices de n � n con coeficientes en D. Por lo tanto
detpABq � detpAq � detpBq � 1 y es entonces que detpAq, detpBq P UpDq.
Definición 1.3.19. Sea R un anillo y MnpRq el conjunto de matrices de n� n con coeficientes en R.
Una matriz A P MnpRq se dice unimodular si detpAq P UpDq.
Observación 1. 3.20. En el caso de que R � Z, las matrices unimodulares son aquellas cuyo deter-
minante sea �1.

Teorema 1.3.21. Sean D un dominio de ideales principales y M un D-módulo libre de rango finito
n y una base tm1, . . . ,mnu de M. Supongamos que pai jq P MnpDq, entonces los elementos

m1i �
ņ

j�1

ai jm j

en D forman una base de M si y sólo si pai jq es una matriz unimodular.

Demostración.
ñq Es la Observación 1.3.18.
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ðq Supongamos que pai jq es una matriz unimodular. Como detppai jqq P UpDq, entonces
pdetppai jqqq�1 P D. Del álgebra lineal sabemos que A�1 � pdetpAqq�1 rA donde rA es la
matriz adjunta de A. Dado que rA P MnpDq, entonces podemos concluir que A�1 P MnpDq.
Denotemos A�1 � pbi jq con bi j P D.

Como � m11
...

m1n

�
� pai jq

� m1

...
mn

�
(3.9)

aplicando la matriz inversa de pai jq por la izquierda a (3.9), obtenemos que

pbi jq
� m11

...
m1n

�
�
� m1

...
mn

�
.

Lo que se tiene, es que para cada i P t1, . . . , nu es posible escribir mi � n°
j�1

bi jm1j con

bi j P D, es decir tm1, . . . ,mnu � @tm11, . . . ,m1nuD. Luego por el Corolario 1.1.30 inciso
(1), concluimos que M � @tm11, . . . ,m1nuD.

Ahora supongamos que

r1m11 � � � � � rnm1n � 0 con ri P D. (3.10)

Como m1i � °n
j�1 ai jm j, la igualdad planteada en (3.10) induce el sistema de ecuaciones

r1a11 � � � � � rnan1 � 0
...

...
...

...
...

r1a1n � � � � � rnann � 0.

(3.11)

Ahora, suponemos que pai jq es una matriz unimodular y entonces detppai jqq , 0. Una
vez más recurriendo al algebra lineal obtenemos que la única solución al sistema lineal
homogéneo dado en (3.11) es la trivial. Por lo tanto ri � 0 para cada i P t1, . . . , nu. Y
entonces tm11, . . . ,m1nu es una base de M.�

Proposición 1. 3.22. Sea H un subgrupo de un grupo abeliano libre G de rango finito tal que
ranpHq � ranpGq y sean th1, . . . , hnu y tg1, . . . , gnu bases de H y G respectivamente, tales que
hi � °n

j�1 ai jg j. Entonces
| G{H |�| detpai jq | .

Demostración. Por el Teorema 1.3.12, existe tu1, . . . , unu una base de G y r1, . . . , rn P Z � t0u
tales que tv1, . . . , vnu es una base de H y vi � riui para cada i P t1, . . . , nu.

Ahora, siendo que tg1, . . . , gnu es una base de G, se tiene que

u j �
ņ

i�1

bi jgi con bi j P Z para cada i P t1, . . . , nu.
Y como tu1, . . . , unu es una base de G, por Teorema 1.3.21 se tiene que B � pbi jq es una matriz
unimodular.

De igual manera, como tv1, . . . , vnu es una bases de H, entonces

h j �
ņ

i�1

di jvi con di j P Z.
Y además D � pdi jq es una matriz unimodular.
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Si hacemos cii � mi y ci j � 0 si i , j, entonces tenemos

v j �
ņ

i�1

ci jui,

Y ası́ tomando C � pci jq, tenemos que hi � pDCBq
� g1

...
gn

�
. Como la expresión de hi como combi-

nación D-lineal de los elementos de la base tg1, . . . , gnu es única (Teorema 1.1.36) podemos concluir
que pai jq � DCB. De donde se tiene que

|detppai jqq| � |detpDCBq| � |detpDqdetpCqdetpBq| �
B y D son Unimodulares

|detpCq| � n¹
i�1

ri �
Cor. 1.3.17

|G{H| .
�

§1.4 Resultados de campos.

Para cerrar este capı́tulo se presentarán algunos resultados de la teorı́a de campos que en su
momento serán de invaluable importancia para el desarrollo del trabajo.

Definición 1.4.1. Sean F y E campos. Se dice que E es una extensión de F, si F es un subcampo
de E .

Si E es una extensión de un campo F lo que denotaremos por E{F, entonces E es un F espacio
vectorial. A la dimensión de F sobre E se le denota por rE : Fs y se llama el grado de extensión de
E sobre F. Una extensión E de un campo F es una extensión finita, si rE : Fs es finito.

Proposición 1.4.2. Sean E K y F, campos tales que F � K � E. Entonces

1) rE : Fs � rE : KsrK : Fs.
2) rE : Fs es finito si y sólo si rK : Fs y rE : Ks son finitos.

Proposición 1.4.3. Si R es un subanillo de un anillo S y α P S , existe un único morfismo de anillos
evα : Rrxs ÝÑ S tal que evαpxq � α y evαprq � r para todo r P R.

En adelante si tenemos que R es un subanillo de un anillo S , α P S y el morfismo
evα : Rrxs ÝÑ S , llamado el morfismo evaluación, para cada f pxq P Rrxs, denotaremos la im-
agen de f pxq bajo evα simplemente por f pαq y a la imagen del morfismo evα en S se denotará por
S rαs.
Definición 1.4.4. Sea E es una extensión de un campo F.

1) Si f pxq P Frxs. α P E es una raı́z de f pxq si f pαq � 0.
2) α P E es un elemento algebraico sobre F, si existe f pxq P Frxs tal que α es una raı́z de

f pxq.
3) Una extensión E{F es algebraica si todo elemento de E es algebraico sobre F.

Proposición 1.4.5. Sea E una extensión del campo F, α P E y evα : Frxs ÝÑ E. Entonces α es
algebraico sobre F si y sólo si kerpevαq , t0u.
Definición 1. 4.6. Sea R un anillo y f pxq P Rrxs � t0u tal que f pxq � °n

i�0 aixi con
n � gradp f pxqq. f pxq se dice un polinomio mónico si an � 1.

Proposición 1. 4.7. Consideremos E una extensión del campo F, α P E algebraico sobre F y
evα : Frxs ÝÑ E. Entonces existe un polinomio irreducible y mónico f pxq P Frxs tal que
kerpevαq � f pxqFrxs.
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Proposición 1. 4.8. Si f pxq, gpxq P Frxs son polinomios mónicos irreducibles tales que
f pxqFrxs � gpxqFrxs, entonces f pxq � gpxq.
Definición 1.4.9. Sea E una extensión del campo F, α P E algebraico sobre F y evα : Frxs ÝÑ E.
Al único polinomio mónico f pxq en Frxs que tiene la propiedad de que kerpevαq � f pxqFrxs se
llama el polinomio mı́nimo de α sobre F y se denotará por fαpxq.

Recordemos que si F es campo entonces Frxs es un dominio de ideales principales, luego entonces
es posible usar el lenguaje y la teorı́a de la Sección 2 de este capı́tulo para el desarrollo de esta
sección. Ası́, diremos que un polinomio es irreducible en Frxs si es un elemento irreducible en el
anillo Frxs, lo que significa que no se puede escribir como el prosuctor de dos polinomios de grado
menor al grado de f pxq.
Proposición 1.4.10. Sea E{F una extensión, f pxq P Frxs y α P E. Entonces α es una raı́z de f pxq
si y sólo si x� α divide a f pxq en Erxs.
Corolario 1.4.11. Sea F un campo y f pxq P Frxs tal que gradp f pxqq ¡ 1. Si f pxq es irreducible en
Frxs entonces f pxq no tiene raı́ces en F.

Ejemplo 1.4.12. Consideremos el polinomio f pxq � x4�2x2�1 P Rrxs, se tiene que x4�2x2�1 �px2 � 1q2. Claramente las raı́ces de f pxq son i y �i que no pertenecen a R sin embargo el polinomio
x4 � 2x2 � 1 no es irreducible.

Un morfismo de campos es un morfismo de anillos enter dos campos.

Lema 1.4.13. Los homomorfismo de campos son inyectivos.

Teorema 1.4.14. Sea F un campo y f pxq � °n
i�0 aixi P Frxs un polinomio irreducible. Entonces,

existe una extensión de campo de F donde f pxq tiene una raı́z.

Demostración. Siendo Frxs un dominio de ideales principales y f pxq irreducible en Frxs. Por el
Teorema 1.2.36 inciso (1), f pxqFrxs es un ideal maximal en F[x], luego por la Proposición 1.1.20
E � Frxs{ f pxqFrxs es un campo.

Ahora, si π : Frxs ÝÑ E es la proyección canónica, notemos que π |F es un morfismo de campos.
Entonces por el Lema 1.4.13, π |F es inyectivo, de donde se tiene que F es isomorfo a πrFs. Ahora
si identificamos los elementos de F con sus respectivas imágenes en πrFs, podemos ver a E como
una extensión de F.

Luego para Para x P E se tiene que

f pxq � ņ

i�0

aixi �¸n

i�0
aixi � 0.

Y ası́ x P E es una raı́z de f pxq. �

Corolario 1.4.15. Sean F un campo y f pxq P Frxs un polinomio irreducible. Entonces, existe una
extensión E de F donde f pxq se puede descomponer como producto de irreducibles de grado 1 en
Erxs.
Corolario 1.4.16. Sea F un campo y f pxq P Frxs. Entonces existe una extensión E de F donde f pxq
se puede descomponer como producto de irreducibles de grado 1 en Erxs.
Corolario 1.4.17. Sea F un campo y f1pxq, . . . , fnpxq P Frxs. Entonces existe una extensión E de F
que contiene a las raı́ces del conjunto de polinomios t f1pxq, . . . , fnpxqu.
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Proposición 1.4.18. Sea E un campo y tFiuiPI una familia de subcampos de E. Entonces F � �
iPI

Fi

es un subcampo de E.

Definición 1.4.19. Sea E una extensión de un campo F y α1, . . . , αn P E. Consideremos

Γ � tK � E | F Y tα1, . . . , αnu � K y K es subcampo de Eu
y tomemos

Fpα1, . . . , αnq � £
KPΓ

K.

Nótese que por definición Fpα1, . . . , αnq el menor subcampo de E (en el sentido de la contención)
que contiene a F Y tα1, . . . , αnu.
Definición 1.4.20. Una extensión E de un campo F es simple si existe α P E tal que E � Fpαq.
Proposición 1.4.21. Sea E una extensión de un campo F y α P E. Entonces,

1) Si α P E es algebraico sobre F, entonces Fpαq � Frαs.
2) Si α P E no es algebraico sobre F, entonces Fpαq es el campo de cocientes del anillo

Frαs.
Proposición 1. 4.22. Sea E una extensión de un campo F y α P E algebraico sobre F tal que
fαpxq � a0 � a1x � � � � � xn P Frxs. Entonces t1, α, α2, . . . , αn�1u es una base de Fpαq sobre F
como espacio vectorial.

Corolario 1.4.23. Sea E una extensión de un campo F y α P E algebraico sobre F tal que fαpxq �
a0 � a1x� � � � � xn P Frxs. Entonces rFpαq : Fs � gradp fαpxqq.
Corolario 1.4.24. Sea E una extensión de un campo F y α P E algebraico sobre F. Si β P Fpαq
entonces gradp fβpxqq ¤ rFpαq : Fs.
Proposición 1.4.25. Sea E una extensión de campos de F y α P E. Entonces α es algebraico sobre
F si y sólo si rFpαq : Fs es finito.

Corolario 1.4.26. Si E es un extensión de un campo F y α1, . . . , αn P E. Entonces α1, . . . , αn son
algebraicos sobre F si y sólo si rFpα1, . . . , αnq : Fs es finito.

Corolario 1.4.27. Si E es un extensión de un campo F y α1, α2 P E algebraicos sobre F, entonces
α1 � α2 y α1 � α2 son algebraicos sobre F.

Definición 1.4.28. Un campo F es algebraicamente cerrado si todo polinomio f pxq P Frxs tiene un
cero en F, es decir F es algebraicamente cerrado si todo polinomio se descompone como producto
de polinomios lineales en Frxs. Una extensión E de F es una cerradura algebraica de F, si E es
una extensión algebraica de F que es algebraicamente cerrada.

Las demostraciones de los Teoremas 1.4.29 y 1.4.30 se pueden encontrar en rMcs Pág. 21.

Teorema 1.4.29. Si F es un campo, entonces existe una extensión E de F que es una cerradura
algebraica de F.

Teorema 1.4.30. Si F es un campo, dos cerraduras algebraicas de F son isomorfas.

En virtud de los Teoremas 1.4.29 y 1.4.30 si F es un campo a la cerradura algebraica de F la
denotaremos por F.

Definición 1.4.31. Sea F un campo y f pxq P Frxs. Por el Corolario 1.4.16 existe una extensión K
de F, donde f pxq tiene todas sus raı́ces. Si α1, . . . , αn son las distintas raı́ces de f pxq en K. El campo
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subcampo de K, dado por
E � Fpα1, . . . , αnq

es llamado un campo de descomposición de fpxq.
Ejemplo 1.4.32. Consideremos el polinomio xp � 1 P Qrxs donde p es un número primo y ξ , 1
una raı́z de xp � 1, entonces Qpξq es un campo de descomposición del polinomio xp � 1.

A continuación se presentan una serie de resultados sobre homomorfismos de campos.

Proposición 1.4.33. Sea η : F ÝÑ K un isomorfismo de campos. Entonces existe un único isomor-
fismo de anillos rη : Frxs ÝÑ Krxs tal que rη |F� η y rηpxq � x.

Proposición 1.4.34. Sea η : F ÝÑ K un isomorfismo de campos, rη el isomorfismo de anillos entre
Frxs y Krxs inducido por η y f pxq P Frxs. Entonces α P F es una raı́z de f pxq si y sólo si rηpαq P K
es una raı́z de rηp f pxqq.
Proposición 1.4.35. Sea η : F ÝÑ K un isomorfismo de campos, rη el isomorfismo de anillos entre
Frxs y Krxs inducido por η y f pxq P Frxs. Entonces f pxq es irreducible en Frxs si y sólo si rηp f pxqq
es irreducible sobre Krxs.
Definición 1.4.36. Sean R1 y S 1 anillos, R y S subanillos de R1 y S 1 respectivamente y η : R ÝÑ S
un morfismo de anillos. Un morfismo de anillos η1 : R1 ÝÑ S 1 es una extensión del morfismo η si
η1prq � ηprq para todo r P R.

Lema 1.4.37. Sean η : F ÝÑ K un isomorfismo de los campos y E y L extensiones de campos F
y K respectivamente. Supongamos que α P E es algebraico sobre F con polinomio mı́nimo fαpxq y
sea rη el correspondiente isomorfismo de Frxs en Krxs que extiende a η. Entonces:

1) η se puede extender a un morfismo ζ : Fpαq ÝÑ L si y sólo si rηp f pxqq P Krxs tiene una
raı́z en L.

2) Si η puede extenderse al menos a un homomorfismo de Fpαq en L, entonces el número de
extensiones distintas es igual al número de raı́ces distintas de rηp f pxqq en L.

Demostración.
1) ñq Sea fαpxq � °n

i�0 aixi y supongamos que ζ : Fpαq ÝÑ L es un morfismo que
extiende a η. Por el Lema 1.4.13 tenemos que ζ : Fpαq ÝÑ ζrFpαqs es un isomorfis-
mo de campos, luego por la Proposición 1.4.33 ζ se puede extender un isomorfismorζ : Fpαqrxs ÝÑ ζrFpαqsrxs tal que rζ |Fpαq� ζ y entonces por la Proposición 1.4.34
ζpαq es una raı́z de rζp fαpxqq. Por último notemos querζp fαpxqq � rζp ņ

i�0

ai xiq � ņ

i�0

rζpaiqxi �rζ|Fpαq�ζ
ņ

i�0

ζpaiqxi �
ζ extiende a η

ņ

i�0

ηpaiqxi � rηp fαpxqq.
Por lo tanto ζpαq es una raı́z de rηp fαpxqq.ðq Supongamos que rα P L es una raı́z de rηp fαpxqq. Como fαpxq es el polinomio mı́nimo
de α, de la Proposición 1.4.7 tenemos que fαpxq es irreducible en Frxs. Luego, por la
Proposición 1.4.35 rηp fαpxqq es irreducible en Krxs, de donde podemos concluir querηp fαpxqq es el polinomio mı́nimo de rα sobre K.
Luego entonces tenemos que

ξ : Krxs{rηp fαpxqqKrxs ÝÑ Kprαq dado por ξ

�¸n

i�0
ai xi



�¸n

i�0
airαi.

y que

θ : Fpαq ÝÑ Frxs{ fαpxqFrxs dado por θ

�¸n

i�0
aiαi



�¸n

i�0
ai xi.
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son isomorfismos de campos.
Ahora, como η : F ÝÑ K un isomorfismo de campos, este induce un isomorfismo de
anillospη : Frxs{ fαFrxs ÝÑ Krxs{rηp fαpxqqKrxs dado por pη�¸n

i�0
ai xi



�

�¸n

i�0
ηpaiqxi



Entonces tenemos que ξ � η � θ : Fpαq ÝÑ Kprαq � L es un isomorfismo de campos,
donde claramente ξ � η � θ |F� η y además ξ � η � θpαq � rα

2) Como se vio ya enðùq de iq de este teorema. Para cada raı́z rα de rηp fαpxqq en L es posible
encontrar un isomorfismo de campos ζ : Fpαq ÝÑ Kprαq tal que ζ |F� η y ζpαq � rα.
Luego entonces, existen a lo menos tantos morfismos de estos como raı́ces distintas derηp fαpxqq en L.

Por otro lado, si ζ : Fpαq ÝÑ L es una extensión de η, entonces por la Proposición
1.4.34 se tiene que ζpαq es una raı́z de rηp fαpxqq y entonces ζ : Fpαq ÝÑ Kprαq es un
isomorfismo de campos que cumple ζ |F� η y ζpαq � rα, es decir ζ es uno de los morfismos
construidos enðùq de iq de este teorema.�

Lema 1. 4.38. Sea E una extensión del campo F, α P E algebraico sobre F y fαpxq P Frxs el
polinomio mı́nimo de α sobre F. Si gpxq P Frxs es tal que α es una raı́z de gpxq, entones fαpxq | gpxq
en Frxs.
Teorema 1.4.39. Sea η : F ÝÑ K un isomorfismo de campos, f pxq P Frxs un polinomio mónico
de grado n ¥ 1, rηp f pxqq el correspondiente polinomio a f pxq en Krxs bajo el isomorfismo rη :
Frxs ÝÑ Krxs que extiende a η y E y L campos de descomposición de f pxq y rηp fαpxqq sobre F y rF
respectivamente. Entonces

1) η se puede extender a un isomorfismo de E en L.
2) El número de extensiones de η a E es menor o igual que rE : Fs.

Demostración. Se demostrará por inducción sobre [E:F].
Si rE : Fs � 1, entonces E � F y ası́ f pxq � ±n

i�1px � riq donde x � ri P Frxs para cada
i P t1, . . . , nu. Aplicando rη a f pxq tenemos que:

rηp f pxqq � rηp n¹
i�1

px� riqq �
n¹

i�1

px� rηpriqq �
n¹

i�1

px� ηpriqq
Por lo tanto rηp f pxqq se factoriza en Krxs, y entonces L � K. De donde trivialmente se obtiene el
resultado.

Supongamos que la proposición es válida para todo k   n y sea rE : Fs � n ¡ 1. Como n ¡ 1 y
E es un campo de descomposición de f pxq sobre F, existe α P E � F que es raı́z de f pxq.

Sea fαpxq el polinomio mı́nimo de α sobre F, por el Lema 1.4.38 fαpxq | f pxq en Frxs. Entonces
todas la raı́ces de fαpxq son raı́ces de f pxq y como E es campo de descomposición de Fpxq, pasa
que fαpxq � ±m

i�1px � siq en Erxs. Además por la Proposición 1.4.22 se tiene que rFpαq : Fs �
gradp fαpxqq. Por el Lema 1.4.37, η se puede extender a k morfismos de campos ξ1, . . . , ξk en L,
donde k es el número de raı́ces distinta de fαpxq en E.

Ahora tomemos ξi con i P t1, . . . , ku. Claramente f pxq P Fpαqrxs y rηp f pxqq P ξipFpαqqrxs y E y
L son sus respectivos campos de descomposición sobre Fpαq. Por el la Proposición 1.4.2, se tiene
que rE : Fs � rE : FpαqsrFpαq : Fs y como α P E � F, entonces 1   gradp fαpxqq � rFpαq : Fs.
De donde tenemos que rE : Fpαqs   n. Luego por hipótesis de inducción cada ξi se puede extender
a un isomorfismo de E en L y el número de tales extensiones es menor o igual que ¤ rE : Fpαqs,
como a lo más existen rFpαq : Fs morfismos ξi que extienden a η, entonces el número de extensiones
de η a E es a lo más rE : FpαqsrFpαq : Fs � rE : Fs. �
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Corolario 1.4.40. Dos campos de descomposición de f pxq P Frxs son isomorfos.

Definición 1.4.41. Si F es un campo, f pxq P Frxs y E el campo de descomposición de f pxq sobre
F. Entonces

f pxq � k¹
i�1

px� αiqni .

Donde tα1, . . . , αnu es el conjunto de las distintas raı́ces de f pxq en E. Se define la multiplicidad de
la raı́z αi como el exponente ni.

Proposición 1.4.42. Sea F un campo f pxq P Frxs y E un campo de descomposición de f pxq sobre
F. Si f pxq es irreducible en Frxs, entonces todos los cero de f pxq tienen la misma multiplicidad en
E.

Demostración. Consideremos el morfismo identidad Id : F ÝÑ F y α, β P E dos raı́ces de f pxq
de multiplicidad nα y nβ. Por el Lema 1.4.37, el morfismo Id puede extenderse a un isomorfismo
ξ : Fpαq ÝÑ Fpβq, el cual por el Teorema 1.4.39 se puede extender a un isomorfismo κ : E ÝÑ E.
κ induce un isomorfismo rκ : Erxs ÝÑ Erxs que deja fijo a F (ver Proposición 1.4.33).

Nótese que como rκ deja fijo a F, entonces rκp f pxqq � f pxq. Ahora, como la multiplicidad de α
es nαy la multiplicidad de β es nβ, entonces f pxq � px � αqnαpx � βqnβhpxq donde hpxq P Erxs y
x� α - hpxq y x� β - hpxq.

f pxq � rκp f pxqq � rκppx� αqnαpx� βqnβhpxqq � px� βqnαpx� αqnβrκphpxqq
Por un lado tenemos que px�βqnα | f pxq y entonces por la Proposición 1.2.63 se tiene que nα ¤ nβ,
pero como también px� αqnβ | f pxq, entonces nβ ¤ nα. Por lo tanto nα � nβ. �

Teorema 1.4.43 (Teorema de la Multinomial). Sean R un anillo y x1, . . . , xn P R. Entonces

px1 � � � � � xnqm � ¸
k1,k2,...,kn¥0

k1�k2�����kn�m

�
m

k1, k2, � � � kn



xk1

1 xk2
2 � � � xkn

n .

Donde
�

m
k1, k2, � � � kn



� m!

k1!k2!���kn! .

Corolario 1.4.44. Sean R un anillo y f pxq � °n
i�0 aixi P Rrxs. Si m P Z�, entonces

p f pxqqm � nm̧

i�0

������ ¸
k0,k1,...,kn¥0

k0�k1�����kn�m
k1�2k2�����nkn�i

�
m

k0, k1, � � � kn



ak0

0 ak1
1 � � � akn

n

�����xi.

Proposición 1.4.45. Sean m, n P Z�, k1, . . . , km P t0, 1, . . . , nu y j P t0, 1, . . . , nu tales que

k1 � � � � � km � nm� n� j.

Entonces ki ¥ j para todo i P t1, . . . ,mu.
Demostración. Si j � 0 la proposición se cumple trivialmente, entonces podemos suponer que

j P t1, . . . , nu.
Supongamos que ki   j para alguna i P t0, 1, . . . ,mu, de hecho sin perdida de generalidad

podemos suponer que km   j. Entonces

pk1 � � � � � km�1q � km   pk1 � � � � � km�1q � j.
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Como k1�� � ��km � nm�n� j, tenemos que nm�n� j   pk1�� � ��km�1q� j. Ası́ concluimos que
nm � n   k1 � � � � � km�1, que es un absurdo pues como ki ¤ n, entonces
k1 � � � � � km�1 ¤ pm� 1qn.

Por lo tanto ki ¥ j para todo i P t1, . . . ,mu. �
Corolario 1.4.46. Sean m, n P Z�, k1, . . . , kn P t0, 1, . . . , nu y j P t0, 1, . . . , nu tales que

k1 � k2 � k3 � � � � � kn � m y k1 � 2k2 � 3k3 � � � � � nkn � nm� n� j.

Entonces ki � 0 para todo i   j.

Proposición 1.4.47. Sean R un anillo y f pxq � °n
i�0 aixi P Rrxs. Si m P Z� y j P t0, 1, . . . , nu,

entonces el coeficiente del término xnm�n� j en el polinomio p f pxqqm esta dado por¸
k j�k j�1�����kn�m

jk j�p j�1qk j�1�����nkn�nm�n� j
k j,k j�1,...,kn¥0

�
m

k j, k j�1, � � � kn



ak j

j ak j�1

j�1 � � � akn
n .

Lema 1.4.48. Sea E una extensión de F. Si m P Z� es tal que m1 , 0 en F y e P E � F, entonces
me P E � F.

Lema 1.4.49. Sea E una extensión de F y f pxq � °n
i�0 aixi P Erxs un polinomio mónico tal que

E es un campo de descomposición de f pxq. Si m P Z� es tal que p f pxqqm P Frxs y m1 , 0 en F,
entonces f pxq P Frxs.

Demostración. Por la Proposición 1.4.47 el coeficiente del termino xnm�1 esta dado por�
m

1,m� 1



an�1am�1

n �
f pxq es mónico

m!
1!pm� 1q!an�1 � man�1.

Entonces pm1qan�1 P F, y como m1 , 0 en F, por el Lema 1.4.48 tenemos que an�1 P F.
A continuación se demostrará que ai P F para todo i P t1, . . . , nu, para los cual procederemos

por reducción al absurdo. Entonces supongamos que existe un coeficiente de f pxq que no pertenece
a F y sea k el grado del monomio de f pxq de grado máximo tal que ak no esta en F. Es decir
ak P E � F y a j P F para todo j ¡ k.

De la Proposición 1.4.47, tenemos que el coeficiente de xmn�n�k en p f pxqqm es de la forma

mak � gpan�1, an�2, . . . , ak�1q P F. (4.1)

Donde gpan�1, an�2, . . . , ak�1q es un polinomio en n�k�1 variables evaluado en an�1, an�2, . . . , ak�1.
Como ak es mı́nimo con la propiedad de que ak P E � F, entonces an�1, an�2, . . . , ak�1 P F y

ası́ gpan�1, an�2, . . . , ak�1q P F. Luego podemos concluir por (4.1) que pm1qak. Y entonces por el
Lema 1.4.48 tenemos que ak P F. Lo que es un absurdo pues suponemos que ak P E � F. Por lo
tanto todos los coeficiente de f pxq pertenecen a F y ası́ f pxq P Frxs. �
Corolario 1.4.50. Sea F un campo de caracterı́stica 0 y f pxq P Frxs un polinomio irreducible y
mónico. Entonces f pxq tiene todas sus raı́ces distintas.

Demostración. Sea f pxq P Frxs y E un campo de descomposición de f pxq sobre F. Entonces por
la Proposición 1.4.42

f pxq �
�

k¹
i�1

x� αi

�s

para algún s P Z�,
donde tα1, . . . , αnu son las distintas raı́ces de f pxq en E.
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Si tomamos gpxq � k±
i�1
px�αiq P Frxs, entonces pgpxqqs P Frxs, luego como F es de caracterı́stica

cero, s1 , 0 y ası́ al aplicar el Lema 1.4.49 tenemos que gpxq P Frxs. Ahora, f pxq es irreducible
Frxs y gpxq | f pxq, además de que gpxq no es una unidad en Frxs. Luego entonces f pxq y gpxq son
asociados en Frxs, entonces por la Proposición 1.2.30 f pxqFrxs � gpxqFrxs, y de la Proposición
1.4.8 concluimos que f pxq � gpxq. Por lo tanto f pxq tiene todas sus raı́ces distintas. �

Lema 1.4.51. Sean E es un extensión de un campo F y f pxq, gpxq P Frxs. Si dEpxq P Erxs es un
máximo común divisor f pxq y gpxq en Erxs y dFpxq P Erxs es un máximo común divisor f pxq y gpxq
en Frxs, entonces existe hpxq P Erxs tal que dEpxqhpxq � dFpxq.
Lema 1. 4.52. Sea E una extensión algebraica y finita de un campo F. Entonces existen
α1, . . . , αn P E tales que E � Fpα1, . . . , αnq.
Teorema 1.4.53 (Teorema del elemento primitivo). Si F es un campo de caracterı́stica cero, entonces
toda extensión algebraica y finita de F es una extensión simple de F.

Demostración. Se probará el caso para E � Fpα, βq con α y β algebraicos sobre F, luego el
razonamiento de inducción es obvio a partir del Lema 1.4.52.

Sea E algebraica y finita de F y α, β P E tales que E � Fpα, βq. Consideremos fαpxq y fβpxq re-
spectivamente los polinomios mı́nimos de α y β sobre F. Por el corolario 1.4.17 existe una extensión
K de E que contiene a α � α1, . . . , αm y β � β1, . . . , βn las raı́ces distintas de fαpxq y fβpxq.

Tenemos F es infinito, pues es de caracterı́stica cero, entonces es posible encontrar a P F tal
que a , pβi � βq{pα � α jq para todas las i P t1, . . . , nu y j P t2, . . . ,mu. De donde tenemos que
β� aα , βi � aα j para todas las i P t1, . . . , nu y j P t2, . . . ,mu. Y en consecuencia

β� aα� aα j , βi para todo i P t1, . . . , nu y para todo j P t2, . . . ,mu. (4.2)

Como β� aα P Fpα, βq, claramente se tiene que Fpβ� aαq � Fpα, βq.
Ahora consideremos hpxq � fβpβ � aα � axq P Fpβ � aαqrxs. Notemos que hpαq � 0, además

por (4.2) es claro que α es la única raı́z común de hpxq y fαpxq. Entonces podemos concluir que un
máximo común divisor de hpxq y fαpxq en Krxs es x� α.

Si dpxq un máximo común divisor de hpxq y fαpxq en Fpβ � aαqrxs, por el Lema 1.4.51 tenemos
que x � α | dpxq usando una vez más el hecho de que α es la única raı́z común de hpxq y fαpxq
tenemos que x � α es asociado a dpxq y entonces x � α es un máximo común divisor de hpxq y
fαpxq en Fpβ � aαqrxs. Por la tanto x � α P Fpβ � aαqrxs. En consecuencia se tiene que α P
Fpβ � aαq de donde se obtiene que β P Fpβ � aαq y ası́ Fpα, βq � Fpβ � aαq. Por lo tanto
Fpα, βq � Fpβ� aαq. �

Ahora se presenta un interesante resultado que describe los subgrupos finitos del grupo de unidades
de un campo.

Teorema 1.4.54. Sea K un campo. Todo subgrupo finito del grupo multiplicativo UpKq está formado
por raı́ces de la unidad y es cı́clico.

Demostración. Sea G un subgrupo finito de UpKq. Como pUpKq, �q son un grupo abeliano, en-
tonces G es un grupo abeliano finito. Luego por el Corolario 1.3.15, existe z P G cuyo orden n es tal
yn � 1 para todo y P G. Como un polinomio de grado n puede tener a lo mas n raı́ces distintas como
máximo y todos los elementos de G son ceros del polinomio xn � 1, se tiene entonces que |G| ¤ n.
Por otro lado z P G se tiene que el subgrupo generado por z esta contenido en G y como el orden el
subgrupo generado por z es n entonces n ¤ |G|. Por lo tanto|G| � n y ası́ G esta generado por z y
los elementos de G son las raı́ces del polinomio xn � 1. �
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Por último se presentan dos resultados que concluirán con dos ejemplos que ilustran el Teorema
1.4.39.

Definición 1.4.55. Sea K un campo f pxq � °n
i�1 aixi P Krxs. La derivada formal de f pxq es el

polinomio
f 1pxq � a1 � 2a2x� 3a3x2 � � � � � pn� 1qan�1xn�2 � nanxn�1.

Teorema 1.4.56. Sea K un campo f pxq P Krxs. Entonces f pxq no tiene raı́ces multiples si y sólo sip f pxq, f 1pxqq P K.

Teorema 1. 4.57 (Criterio de Eiseinstein). Sea D un dominio de factorización única con campo
de cocientes QpDq y sea f pxq � °n

i�1 aixi P Drxs. Supongamos que existe r P D un elemento
irreducible tal que r - an r | ai para i � 0, . . . , n � 1 y r2 - a0, entonces f pxq es irreducible en
QpDqrxs.
Ejemplo 1.4.58. Consideremos K un campo de caracterı́stica 0 y el polinomio f pxq � xn�1 P Krxs
con n P Z�. Si Γ es el conjunto de raı́ces de f pxq. Claramente 1 P Γ y para α, β P Γ se tiene que
pαβ�1qn � 1 � αn pβnq�1 � 1 � 0, es decir αβ�1 P Γ. Por lo tanto Γ es un subgrupo de UpKq.

Ahora, f 1 � nxn�1 y entonces

f pxq � p1
n

xq f 1 � 1.

Luego, por el Corolario 1.2.82, tenemos que p f pxq, f 1pxqq P K y ası́ por el Teorema 1.4.56 el poli-
nomio f pxq � xn � 1 tiene n todas sus raı́ces distintas, y entonces por el Teorema 1.4.54 Γ es un
grupo cı́clico isomorfo a Zn.

Ası́, si ξ es un generador de Γ, entonces Γ � t1, ξ, ξ2, . . . , ξn�1u. De donde podemos concluir que
Kpξq es el campo de descomposición de f pxq � xn � 1.

Por el Lema 1.4.37, tenemos que el morfismo identidad Id : K ÝÑ K se puede extender a n
morfismos distintos, σi : Kpξq ÝÑ Kpξq. Donde para cada i P t1, . . . , nu, el morfismo σi que
extiende al morfismo identidad queda determinado por σipξq � ξi.

Ejemplo 1.4.59. Consideremos K un campo de caracterı́stica 0 y d P K � dt0u. Un argumento
similar al empleado en el Ejemplo 1.4.58 muestra que para cada n P Z� el polinomio xn � d tiene n
raı́ces distintas.

Si ξ es un generador de grupo multiplicativo generado por las raı́ces del polinomio xn � 1 y α es
una raı́z del polinomio xn � d. Por inspección se verifica que α, ξα, ξ2α, . . . , ξn�1α son la distintas
raı́ces del polinomio xn � d. Y entonces tenemos que el campo de descomposición del polinomio
xn � d es Kpα, ξq.

Luego, por el Lema 1.4.37, el morfismo identidad Id : K ÝÑ K se puede extender a n morfismos
distintos de Kpαq en Kpα, ξq. Siendo el i-simo morfismo σi : Kpξq ÝÑ Kpξq que extiende a el
morfismo identidad determinado por σpαq � ξiα.
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Capı́tulo 2

Anillo de enteros algebraicos

§2.1 Enteros algebraicos.

Definición 2.1.1. Sea S un anillo y R un subanillo de S . Un elemento s P S es entero algebraico
sobre R si existe f pxq P Rrxs mónico tal que f psq � 0.

Ejemplo 2.1.2.
1) Si F es un campo y E es una extensión F, entonces α P E es entero algebraico sobre F si

y sólo si α P E es algebraico sobre F.
2) Consideremos el anillo de enteros Z. Tenemos que 1?

2
es un elemento algebraico sobre Q

que no es entero algebraico sobre Z.

Si S es un anillo y R es un subanillo de S , por la Proposición 2.4.3 sabemos que dado s P S existe
un único morfismo evxRrxs ÝÑ S tal evαpxq � s y evαprq � r para todo r P R. A la imagen del
morfismo evs en S la denotaremos por Rrss.
Proposición 2.1.3. Sean S un anillo, R un subanillo de S y s P S , Entonces

Rrss �£
T

tT � S | T es subanillo de S y RY tsu � Tu.
Observación 2. 1.4. Nótese que Rrss está generado como R-módulo por el conjunto tsnunPN.

Si S un anillo, R un subanillo S y s1, . . . , sn P, definimos

Rrs1, . . . , sns �£
T

tT � S | T es subanillo de S y RY ts1, . . . , snu � Tu.
Proposición 2.1.5. Sean S un anillo, R un subanillo S y s1, . . . , sn P. Entonces

Rrs1, . . . , sns � Rrs1, . . . , sn�1srsns.
Definición 2.1.6. Si R un anillo y M es un R-módulo, M se dice finitamente generado si existen
n P N y m1, . . . ,mn P M tales que M � xtm1, . . . ,mnuy.
Teorema 2.1.7. Sean S un anillo, R un subanillo de S y s P S . Son equivalentes

1) s es entero algebraico sobre R
2) El anillo Rrss es un R-módulo finitamente generado.
3) Existe un subanillo T de S que contiene a R y a s, y que es un R-módulo finitamente

generado.

Demostración.

39
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40 Anillo de enteros algebraicos

iq ñ iiq Supongamos que s P S es un entero algebraico sobre R. Entonces existe

f pxq �¸n

i�0
aixi P Rrxs polinomio mónico tal que f psq � 0.

Sea M el R-submódulo de S generado por el conjunto t1, s, . . . , sn�1u. Claramente
M � Rrss.

Ahora vamos a demostrar por inducción sobre k que sn�k P M para todo k P N.
Primero verificaremos para k � 0. Dado que f psq � 0, entonces

sn � an�1sn�1 � � � � � a1s� a0 � 0 (1.1)

y ası́ sn � �pan�1sn�1 � � � � � a1s� a0q, entonces sn P M.
Supongamos la proposición válida para todo k   m, es decir, si 0 ¤ k   m entonces

sn�k P M, además como si P M para todo i P t0, 1, . . . , n � 1u, entonces tenemos que
si P M para todo i   n� m.

Ahora, multiplicando (1.1) por sm, se tiene que

sn�m � apn�1q�msn�1 � � � � � a1sm�1 � a0sm � 0

Ası́ sn�m � �papn�1q�msn�1 � � � � � a1sm�1 � a0smq P M. Por lo tanto tenemos que
sn P M para todo n P N. Luego podemos concluir que Rrss � M y entonces M � Rrss
por lo que Rrss es finitamente generado.

iiq ñ iiiq Por hipótesis Rrss es un R-módulo finitamente generado y claramente R Y tsu � Rrss ,
luego el enunciado se sigue trivialmente.

iiiq ñ iq Supongamos que T es un R-submódulo finitamente generado de S que contiene a R Ytsu, entonces existen t1, . . . , tn P T tales que el conjunto tt1, . . . , tnu genera a T como R-
módulo. Siendo T un subanillo de S y que s P T, tenemos entonces que sti P T para todo
i P t1, . . . , nu y ası́ se tenemos que

sti �
ņ

j�1

ai jt j,

yY entonces, para cada i P t1, . . . , nu,
�ai1t1 � . . .� aii�1ti�1 � ps� aiiqti � aii�1ti�1 . . .� aintn � 0.

Si consideremos la delta de Kronecker dada por δi j �
!

0 si i, j

1 si i� j
, tenemos n igualdades

de la forma
ņ

j�1

pδi js� ai jqt j � 0, (1.2)

una para cada i P t1, . . . , nu.
Consideremos f pxq � detpδi jx� ai jq. Dado que ai j P R, entonces f pxq P Rrxs siendo

este un polinomio mónico.
Ahora consideremos el sistema de ecuaciones

ps� a11qx1 � � � � � �a1ixi � � � � � �a1nxn � 0
...

...
...

...�ai1x1 � � � � � ps� aiiqxi � � � � � �ainxn � 0
...

...
...

...�an1x1 � � � � � �anixi � � � � � ps� annqxn � 0

(1.3)
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§2.1 Enteros algebraicos. 41

Lo primero que tenemos que notar es que el determinante del sistema de ecuaciones
de n� n dado en (1.3) es f psq. Por otro lado, claramente pt1, . . . , tnq P T n es una solución
del sistema de ecuaciones (1.3). Entonces por las formulas de Crammer1

tenemos que f psqyi � 0 para todo i P t1, . . . , nu.
Por ultimo como 1 P T, existen b1, . . . , bn P R tales que

1 � ņ

i�0

b jyi

y entonces

f psq � f psq1 � f psq
�

ņ

i�0

b jyi

�
� ņ

i�0

b jp f psqyiq �
f psqyi�0

0

Siendo que f pxq P Rrxs y es un polinomio mónico, tenemos en consecuencia que s es
entero algebraico sobre R. �

Corolario 2. 1.8. Sean S un anillo, R un subanillo de S y s1, . . . , sn P S tales que s1 es entero
algebraico sobre R y si es entero algebraico sobre Rrs1, . . . , si�1s para i � 2, . . . , n. Entonces
Rrs1, . . . , sns es un R-módulo finitamente generado.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre n.
El caso n � 1 es precisamente el Teorema 2.1.7.
Supongamos que la proposición es válida para n, es decir, si s1, . . . , sn P S son tales que s1 es

entero algebraico sobre R y si es entero algebraico sobre Rrs1, . . . , si�1s para i � 2, . . . , n. Entonces
Rrs1, . . . , sns es un R-módulo finitamente generado.

Sean entonces s1, . . . , sn�1 P S tales que s1 es entero algebraico sobre R y si es entero algebraico
sobre Rrs1, . . . , si�1s para i � 2, . . . , n � 1. Por hipótesis de inducción T � Rrs1, . . . , sns es un
R-módulo finitamente generado sobre R, y ası́ existen m P Z� y b1, . . . , bm P T tales que

T � m̧

j�0

Rb j. (1.1)

Como sn�1 es entero algebraico sobre T , luego por el Teorema 2.1.7 T rsn�1s es un T–módulo
finitamente generado y entonces existen k P Z� y c1, . . . , ck P T rsn�1s tales que

T rsn�1s �
ķ

i�0

Tci. (1.2)

Ası́ tenemos que

Rrs1, . . . , sn�1s �
Prop. 2.5.11

Rrs1, . . . , snsrsn�1s � T rsn�1s �
por p1,2q

ķ

i�0

Tci �
por p1,1q

ķ

i�0

�� m̧

j�0

Rb j

�ci �
ķ

i�0

�� m̧

j�0

Rpb jciq
�

Es decir Rrs1, . . . , sn�1s es un R-módulo finitamente generado por el conjunto tbic juk m
i�1 j�1. �

1Sea R un anillo y

a11 x1 � ��� � �a1n xn � c1

.

.

.
.
.
.

.

.

.
an1 x1 � ��� � s�ann xn � c1

un sistema de n ecuaciones con n incógnitas ecuaciones con coeficientes

en R y sea A � pai jq la matriz del sistema de ecuaciones. Si Ai es la matriz que se obtiene al sustituir en la matriz A la

columna i por el vector

� c1

.

.

.
cn

�
y si

� y1

.

.

.
ycn

�
es una solución al sistema de ecuaciones, entonces detpAqyi � detpAiq para cada

i P t1, . . . , nu.
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Corolario 2.1.9. Sea R un subanillo de un anillo S y x, y P S . Si x, y son enteros algebraicos sobre
R, entonces x� y y xy son enteros algebraicos sobre R.

Demostración. Como x, y P S son enteros algebraicos sobre R, entonces por el Corolario 2.1.8
Rrx, ys es un R-módulo finitamente generado. Como x�y y xy son elementos de Rrx, ys, del Teorema
2.1.7 concluimos que x� y y xy son enteros algebraicos sobre R. �

Corolario 2.1.10. Sea R un subanillo de una anillo S . El conjunto R1 de los elementos en S que son
enteros algebraicos sobre R es un subanillo de S que contiene a R.

Definición 2.1.11. Sean S un anillo y R un subanillo de un anillo S . Por el Corolario 2.1.10 tenemos
que

R1 � ts P S | s es algebraico sobre Ru
es un subanillo de S que contiene a R. A R1 se le llama la cerradura entera de R en S. Se dice que
S es entero sobre R si todo elemento de S es entero algebraico sobre R.

Proposición 2.1.12. Sea T un anillo, S un subanillo de T y R un subanillo de S . Si T es entero
sobre S y S es entero sobre R, entonces T es entero sobre R

Demostración. Sea t P T. Como t es entero algebraico sobre S , existe f pxq � xn �°n�1
i�0 aixi P

S rxs tal que f ptq � 0. Consideremos el anillo B � Rra0, . . . , an�1s. Dado que ai P B para i �
0, . . . , n�1, tenemos que f pxq P Brxs. Además como f ptq � 0 concluimos que t es entero algebraico
sobre B.

Ahora, para cada i P t0, . . . , n�1u, ai P S es entero algebraico sobre R pues S es entero sobre R.
Entonces sucede que a0 es entero algebraico sobre R, ai es entero algebraico sobre Rra0, . . . , ai�1s
para i � 1, . . . , n�1, además de que t es entero algebraico sobre B � Rra0, . . . , an�1s. Entonces por
el Corolario 2.1.8, Rra0, . . . , an�1, ts es un R-modulo finitamente generado que contiene a t, luego
aplicando el Teorema 2.1.7 obtenemos que t es entero algebraico sobre R. Por lo tanto T es entero
sobre R. �

Definición 2.1.13. Si D es un dominio entero con campo de cocientes Q y Q es la cerradura alge-
braica de Q. A la cerradura algebraica de D en Q se le llama la cerradura entera de D. Un dominio
entero D es enteramente cerrado si la cerradura entera de D en Q es D.

Proposición 2.1.14. Si D es un dominio de factorización única, entonces D es enteramente cerrado.

Demostración. Sea Q el campo de cocientes de D y supongamos que p
q P Q con pp, qq P UpDq

es entero algebraico sobre D. Vamos a demostrar que bajo estas condiciones q es un elemento
invertible en D y en consecuencia p

q P D.
Procedamos por reducción al absurdo. Para ello supongamos que q P D� UpDq.
Como p

q es entero algebraico sobre D, entonces existe
°n

i�0 aixi P Drxs un polinomio mónico tal
que �

p
q


n � an�1

�
p
q


n�1 � � � � � a1

�
p
q



� a0 � 0 (1.3)

Multiplicando la igualdad (1.3) por qn tenemos que

pn � an�1 pn�1q� � � � � a1 pqn�1 � a0qn � 0

y ası́
qp�an�1 pn�1 � � � � � a1 pqn�2 � a0qn�1q � pn.

De donde obtenemos que q | pn.
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Ahora, dado que q P D�UpDq, y D es un dominio de factorización única, existe r P D irreducible
tal que r | q. Entonces, por transitividad se tiene que r | pn. Luego, por Corolario 2.2.78 podemos
concluir que r | p. Por lo tanto r | pp, qq, que es un absurdo pues r es un elemento irreducible en
D. �

Corolario 2.1.15. Todo dominio de ideales principales es enteramente cerrado.

Corolario 2.1.16. El anillo de los enteros Z es enteramente cerrado.

Proposición 2.1.17. Sean D un dominio entero y F un campo que contiene a D. Si D1 es la cerradura
entera de D en F, entonces D1 es enteramente cerrado.

Demostración. Dado que D1 � F, entonces su campo de cocientes Q1 esta contenido en F. Ahora
si α P Q1 es entero algebraico sobre D1, por la Proposición 2.1.12 se tiene que α es un entero
algebraico sobre D y dado que α P F, por construcción se tiene que α P D1. Por lo tanto D1 es
enteramente cerrado. �

Proposición 2.1.18. Sea D un dominio entero y R un subanillo de D, tal que D es entero sobre R.
Entonces D es campo si y sólo si R es campo.

Demostración.
ñq Supongamos que D es un campo y sea r P R� t0u. Como r�1 P D y D es entero sobre R,

existe
°n

i�0 aixi P Drxs un polinomio mónico tal que�
r�1�n � an�1

�
r�1�n�1 � � � � � a1

�
r�1�� a0 � 0 (1.1)

multiplicando (1.1) por rn tenemos que

1� an�1r � � � � � a1r2 � a0rn � 0.

Y ası́ rp�an�1 � � � � � a1rn�2 � a0rn�1q � 1 donde �an�1 � � � � � a1rn�2 � a0rn�1 P R.
Por lo tanto R es un campo.ðq Supongamos que R es campo y tomemos d P D � t0u. Como D es entero sobre R, por el
Teorema 2.1.7 Rrds es un espacio vectorial de dimensión finita sobre R.

Por otro lado la función ϕ : Rrds ÝÑ Rrds dada por ϕprq � rd, es una transforma-
ción R-lineal inyectiva pues Rrds es un dominio entero. Como Rrds un espacio vectorial de
dimensión finita sobre R, entonces ϕ es un isomorfismo de R espacios vectoriales2. Luego
entonces existe d1 P Rrds tal que dd1 � 1. Por lo tanto D es un campo. �

§2.2 Anillos de Dedekind.

“Los números son la libre creación de la mente humana. ”

R. Dedekind.

2Si V es un k-espacio vectorial de dimensión finita y ϕ : V ÝÑ V es un k-homomorfismo de espacios vectoriales. Son
equivalentes:

1) ϕ es un isomorfismo de espacios vectoriales.
2) ϕ es inyectiva.
3) ϕ es sobreyectiva.
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Para fines prácticos, durante esta sección todos los anillo y campos serán considerados de ca-
racterı́stica cero. Si K es un campo se denotará a la cerradura algebraica de K por K.

Sea E{K una extensión finita de un campo K, si α P E por la Proposición 1.4.25, tenemos que
α es algebraico sobre K. Si consideramos fαpxq P Krxs el polinomio mı́nimo de α sobre K, tal que
gradp fαpxqq � n, por la Proposición 1.4.7 tenemos que fαpxq es un polinomio irreducible en Krxs,
luego, del Corolario 1.4.50 fαpxq tiene n raı́ces distintas en K. Y entonces por el Lema 1.4.37, el
morfismo identidad Id : K ÝÑ K dado por Idpkq � k para toda k P K, se existen exactamente a n
morfismos distintos de campo, digamos

σi : Kpαq ÝÑ K con i � 1, . . . , n.

Bajo estas condiciones, se define la función norma relativa a Kpαq y K por

NKpαq{K : Kpαq ÝÑ K dada por NKpαq{K pβq �
n¹

i�1

σipβq para todo β P Kpαq.
y la función traza relativa a Kpαq y K por:

TKpαq{K : Kpαq ÝÑ K dada por TrKpαq{K pβq �
ņ

i�1

σipβq para todo β P Kpαq.
En adelante, si no hay lugar a confusión, se denotará la norma y la traza de β sobre K simplemente

por Npβq y Trpβq respectivamente.

Ejemplo 2. 2.1. Sean D un dominio de factorización única con campo de cocientes Q y
f pxq � xn � r P Qrxs donde r es un elemento irreducible en D.

Por la Proposición 1.4.57, f pxq es un polinomio irreducible en Q, luego si α es una raı́z de f pxq,
tenemos que f pxq es el polinomio irreducible de α sobre Q.

Como ya se vio en el Ejemplo 1.4.59, existen n morfismo de Qpαq en Q, donde el i-ésimo morfis-
mo esta dado por σipαq � ξiα, donde ξ es un generador de las raı́ces del polinomio xn � 1.

Por la Proposición 14.22 tenemos que t1, α, α2, . . . , αn�1u es una base de Qpαq sobre Q, por lo
que todo elemento β P Qpαq se puede escribir de la forma

β � q0 � q1α� q2α
2 � � � � � qn�1α

n�1 con ai P Q para i � 0, . . . , n� 1.

Y ası́ tenemos que para β P Qpαq, la función N : Qpαq ÝÑ Q esta dada para por

Npβq � n¹
i�1

σipβq �
n¹

i�1

σi

��n�1̧

j�0

q jα
j

�� n¹
i�1

��n�1̧

j�0

q jσi
�
α j��� n¹

i�1

��n�1̧

j�0

q jξ
i jα j

�.
y la función traza T : Qpαq ÝÑ Qpα, ξq esta dada para por

Tpβq � ņ

i�1

σipβq �
ņ

i�1

σi

�
n�1̧

j�0

q jα
j

�
� ņ

i�1

�
n�1̧

j�0

q jσi
�
α j�� � ņ

i�1

�
n�1̧

j�0

q jξ
i jα j

�
� n0q0 �

�
n�1̧

i�1

qiα
i

��
n�1̧

i�0

ξi

�
.

Proposición 2.2.2. Sea Kpαq{K una extensión finita y β, γ P Kpαq. Entonces
1) NKpαq{K pβq � 0 si y sólo si β � 0.
2) TrKpαq{K pβ� γq � TrKpαq{K pβq � TrKpαq{K pγq.
3) NKpαq{K pβγq � NKpαq{K pβqNKpαq{K pγq.
4) Si β P K entonces NKpαq{K pβq � βn y TrKpαq{K pβq � nβ.
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Proposición 2.2.3. Sea Kpαq{K una extensión finita. Entonces NKpαq{K pαq y TKpαq{K pαq son elementos
de K.

Demostración. Sea fαpxq � °n
i�0 xiai P Krxs el polinomio mı́nimo de α sobre K y supongamos

que gradp fαpxqq � n.
Siendo que K es de caracterı́stica 0, entonces por el Corolario 1.4.50 fαpxq tiene n raı́ces distintas

y luego por el Lema 1.4.37 la identidad en K se puede extender a n morfismos de campos de Kpαq
en K, digamos σ1, . . . , σn. Ahora por la Proposición 1.4.34 tenemos que σ1pαq, . . . , σnpαq son las
distintas raı́ces de fα en K. Por lo tanto fαpxq se factoriza en Krxs como

fαpxq � px� σ1pαqq � � � px� σnpαqq. (2.1)
Ahora solo hay que notar que al hacer el producto de la factorización de fαpxq dada en (2.1),

obtenemos que a0 � σ1pαq � � �σnpαq � NKpαq{K pαq y que an�1 � σ1pαq � � � � �σnpαq � TKpαq{K pαq,
y como fαpxq P Krxs, entonces a0, an�1 P K. Ası́ podemos concluir que NKpαq{K pαq,TKpαq{K pαq P K. �

Lema 2.2.4. Sea Kpαq{K una extensión finita y β P Kpαq. Si K es la cerradura algebraica de K y
ϕ : Kpβq ÝÑ K es un morfismo de campos, entonces el número de extensiones de ϕ a Kpαq en K esrKpαq : Kpβqs.

Demostración. Sea fα,Kpβqpxq el polinomio mı́nimo de α sobre Kpβq. Como K es de caracterı́sti-
ca 0, por el Corolario 1.4.50, fα,Kpβqpxq tiene todas sus raı́ces distintas. Luego, del Lema 1.4.37,
tenemos que el número de extensiones de ϕ a Kpαq en K, está dado por el grado de fα,Kpβqpxq.

Por otro lado, por el Corolario 1.4.22, se tiene que gradp fα,Kpβqpxqq � rpKpβqq pαq : Kpβqs.
Ahora notemos que dado que β P Kpαq, entonces pKpβqq pαq � Kpαq. Por lo tanto el número de
extensiones de ϕ a Kpαq en K es rKpαq : Kpβqs. �
Proposición 2.2.5. Sea Kpαq{K una extensión finita. Si β P Kpαq, entonces

1) NKpαq{K pβq � �
NKpβq{K pβq�rKpαq:Kpβqs .

2) TKpαq{K pβq � rKpαq : Kpβqs �TKpβq{K pβq� .

Demostración. Sea fβpxq el polinomio mı́nimo de β sobre K. Si r � gradp fβpxqq y ϕ1, . . . , ϕr son
los morfismo de Kpβq en K que extienden al morfismo identidad Id : K ÝÑ K. Tenemos que para
γ P Kpβq

NKpβq{K pγq �
r¹

i�1

ϕipγq y TrKpβq{K pγq �
ŗ

i�1

ϕipγq (2.2)

Si hacemos t � rKpαq : Kpβqs, por el Lema 2.2.4, tenemos que para cada i P t1, . . . , ru, ϕi

se extiende exactamente a t morfismos de Kpαq en K. Digamos que σi1, . . . , σit son las distintas
extensiones de ϕi, entonces el conjunto

tσi j | i � 1, . . . , r y j � 1, . . . , tu (2.3)

tiene rt elementos.
Por otro lado tenemos que el número de morfismo de Kpαq en K que extienden a la identidad

Id : K ÝÑ K, esta dado por el grado del polinomio mı́nimo α sobre K, que por la Proposición
1.4.22 coincide con rKpαq : Ks. Además por la Proposición 1.4.2, se tiene que

rKpαq : Ks � rKpαq : KpβqsrKpβq : Ks � tr,

y como cada morfismo dado en el conjunto descrito en (2.3) es una extensión del morfismo identidad
Id : K ÝÑ K. Podemos concluir que los morfismos de Kpβq en K que extienden al morfismo
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identidad Id : K ÝÑ K son precisamente los morfismos dado en el conjunto descrito en (2.3). Y
entonces si γ P Kpβq, tenemos que

NKpαq{K pγq �
r¹

i�1

�
t¹

j�1

σi jpγq
�

y TrKpαq{K pγq �
ŗ

i�1

�
ţ

j�1

σi jpγq
�

(2.4)

Luego en particular para β tenemos que

N
Kpαq{K pβq �

r¹
i�1

�
t¹

j�1

σi jpβq
�

�
σi j|Kpβq�ϕi

r¹
i�1

pϕipβqtq �
t�rKpαq:Kpβqs

�
r¹

i�1

ϕpβq
�rKpαq:Kpβqs

�
De p1q

�
N

Kpβq{K pβq
	rKpαq:Kpβqs

.

T
Kpαq{K pβq �

ŗ

i�1

�
ţ

j�1

σi jpβq
�

�
σi j|Kpβq�ϕi

ŗ

i�1

ptϕipβqq �
t�rKpαq:Kpβqs rKpαq : Kpβqs

�
r¹

i�1

ϕpβq
�

�
De p1q rKpαq : Kpβqs�T

Kpβq{K pβq
	
.

Lo que concluye la demostración. �

Corolario 2.2.6. Sea Kpαq{K una extensión finita. Si β P Kpαq, entonces NKpαq{K pβq y TKpαq{K pβq son
elementos de K. (Ver Proposiciones 2.2.3 y 2.2.5)

Proposición 2.2.7. Sean D un dominio entero, K un campo que contiene a D y Kpαq{K una exten-
sión finita. Si β P Kpαq es un entero algebraico sobre D, entonces NKpαq{K pβq y TKpαq{K pβq son enteros
algebraicos sobre D.

Demostración. Como β es entero algebraico sobre D, entonces existe f pxq P Drxs polinomio
mónico tal que β es una raı́z de f pxq.

Ahora, supongamos que rKpαq : Ks � n y sean σ1, . . . , σn los distintos morfismo de Kpαq en K
que extienden a la identidad Id : K ÝÑ K. Por la proposición 2.4.33, para cada i P t1, . . . , nu, σi

induce un morfismo rσi : Krxs ÝÑ Krxs tal que rσi |K� σi y rσipxq � x. Notemos que bajo estas
condiciones rσip f pxqq � f pxq para todo i P t1, . . . , nu, pues D � K.

Dado que β es una raı́z de f pxq, de la Proposición 1.4.34 tenemos que σipβq es una raı́z derσip f pxqq � f pxq, y como f pxq P Drxs y es un polinomio mónico, entonces tenemos que σipβq es un
entero algebraico sobre D para i � 1, . . . , n.

Recordemos que

NKpαq{K pβq �
r¹

i�1

σipβq y TrKpαq{K pβq �
ŗ

i�1

σipβq.
Entonces por el Corolario 2.1.10 podemos concluir que NKpαq{K pβq y TKpαq{K pβq son enteros alge-
braicos sobre D. �

Corolario 2.2.8. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q y Qpαq{Q una extensión finita.
Si β P Qpαq es un entero algebraico sobre D y D es enteramente cerrado, entonces Npβq,T pβq P D.

Proposición 2.2.9. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Qpαq{Q una extensión finita
de grado n y D1 el anillo de enteros algebraicos de Qpαq sobre D. Si β, γ P D1 y D es enteramente
cerrado, entonces

1) β P UpD1q si y sólo si Npβq P UpDq.
2) Si β y γ son asociados en D1 entonces Npβq y Npγq son asociados en D.
3) Si Npβq es irreducible en D, entonces β es irreducible en D1.
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Demostración.
1) ñq Supongamos que β P UpD1q. Entonces βδ � 1 para algún δ P UpD1q. Como D es

enteramente cerrado, por el Corolario 2.2.8 se tiene que Npβq,Npδq P D.
Por otro lado

NpβqNpδq � Npβδq � Np1q � 1.
En consecuencia tenemos que Npβq P UpDq.ðq Supongamos que β P D1 y es tal que Npβq P UpDq. Sean σ1, , σn los n distintos
morfismos de campos de Qpαq en Q que extienden a la identidad y recordemos que
por definición

Npβq � n¹
i�1

σipβq
Como para alguna i P t1, . . . , nu, σi � Id : Qpαq ÝÑ Qpαq, sin perdida de general-
idad podemos suponer que σ1 � IdQpαq y entonces

Npβq � β
n¹

i�2

σipβq.
Ahora por hipótesis Npβq P UpDq, entonces existe δ P D tal que

β

�
n¹

i�2

σipβqδ
�
� 1

Como β P D1, entonces β es un entero algebraico sobre D. Ya se vio durante la
demostración de la Proposición 2.2.7 que σipβq es un entero algebraico sobre D
para i P t2, . . . , nu y claramente δ P D1. Entonces por el Corolario 2.1.9 se tiene que±n

i�2 σipβqδ P D1. Por lo tanto β P UpD1q.
2) Supongamos que β es asociado a γ en D1. Entonces existe δ P UpD1q tal que β � δγ.

Luego por la Proposición 2.2.2 se tiene que

Npβq � Npδγq � NpδqNpγq.
Donde por el inciso p1q de este Teorema se tiene que Npδq P UpDq. Por lo tanto Npβq y
Npγq son asociados en D.

3) Supongamos que Npβq P D es irreducible en D y que β � γδ con γ, δ P D1. Como

Npβq � Npγδq � NpγqNpδq.
Siendo que D es enteramente cerrado, del Corolario 2.2.8 tenemos que

Npγq,Npδq P D.

Ahora por hipótesis Npβq es irreducible en D. Entonces Npγq P UpDq o Npδq P UpDq y
es por el inciso p1q de este teorema tenemos que γ P UpD1q o δ P UpD1q. Por lo tanto β es
irreducible en D1. �

Sea Kpαq{K una extensión finita de grado n y sean σ1, . . . , σn los distintos morfismo de Kpαq en
K. Si tα1, . . . , αnu � Kpαq, el discriminate de tα1, . . . , αnu esta dado por

∆rα1, . . . , αns � rdetpσipα jqqs2 . (2.5)
Si β � tβ1, . . . , βnu es una base F sobre K, entonces par todo k P t1, . . . , nu se tiene que

αk �
ņ

j�1

ck jβ j con ck j P K. (2.6)
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Luego

∆rα1, . . . , αns �
Por de f . p2,6q

�
det

�
σ1pα1q ... σ1pαnq
...

...
σnpα1q ... σnpαnq

��2

�
S ustituyendo p2,7q

�����det

�����
σ1p n°

j�1
c1 jβ jq ... σ1p n°

j�1
cn jβ jq

...
...

σnp n°
j�1

c1 jβ jq ... σnp n°
j�1

cn jβ jq

����
����

2

�
σi son mor f ismos

�����det

�����
n°

j�1
c1 jσ1pβ jq ... n°

j�1
cn jσ1pβ jq

...
...

n°
j�1

c1 jσnpβ jq ... n°
j�1

cn jσnpβ jq

����
����

2

�
�

det

��
σ1pβ1q ... σ1pβnq
...

...
σnpβ1q ... σnpβnq

�� c11 ... cn1

...
...

c1n ... cnn

���2

�
Propiedad del det

�
det

�
σ1pβ1q ... σ1pβnq
...

...
σnpβ1q ... σnpβnq

�
det

� c11 ... cn1

...
...

c1n ... cnn

��2

�
detpAq�detpAtq

�
det

�
σ1pβ1q ... σ1pβnq
...

...
σnpβ1q ... σnpβnq

�
det

� c11 ... c1n

...
...

cn1 ... cnn

��2

�
�

det

�
σ1pβ1q ... σ1pβnq
...

...
σnpβ1q ... σnpβnq

��2 �
det

� c11 ... c1n

...
...

cn1 ... cnn

��2

� pdetpck jqq2 ∆rβ1, . . . , βns
Proposición 2. 2.10. Sea Kpαq{K una extensión finita de grado n. Si α1, . . . , αn y β1, . . . , βn son
bases de Kpαq sobre K, entonces ∆rα1, . . . , αns � pdetpck jqq2 ∆rβ1, . . . , βns donde pck jq es la matriz
de cambio de base de la base α1, . . . , αn en la base β1, . . . , βn.

Proposición 2.2.11. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q y Qpαq{Q una extensión
finita y sea D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces existe q P D� t0u tal que qβ P D1.

Demostración. Como β es algebraico sobre Q, existen pn�1

an�1
, . . . , p0

q0
P Q con pi, q j P D y qi , 0

para i � 1, . . . , n� 1, tales que

βn � pn�1

qn�1
βn�1 � � � � p1

q1
β� p0

q0
� 0. (2.7)

Sea q � ±n
i�i qi, dado que qi , 0 para i � 1, . . . , n � 1 y que D es un dominio entero tenemos

que q , 0.
Multiplicando (2.7) por qn se tiene que

qnβn � qn pn�1

qn�1
βn�1 � � � � qn p1

q1
β� qn p0

q0
� 0,
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de donde

pqβqn � q
pn�1

qn�1
pqβqn�1 � � � � qn�1 p1

q1
pqβq � qn p0

q0
� 0,

con q j pn� j

qn� j
P D pues qn� j | q j para cada j P t0, . . . , n� 1u. Por lo tanto qβ P D1. �

Corolario 2.2.12. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Qpαq{Q una extensión finita
y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces Qpαq � Qpβq para algún β P D1.

Demostración. Como Qpαq{Q es una extensión finita, por la Proposición 2.4.25 α es algebraico
sobre Q. Luego de la Proposición 2.2.11 existe q P D� t0u tal que qα P D1.

Tomemos fqαpxq � a0 � a1x� � � � � an�1xn�1 � xn P Qrxs el polinomio mı́nimo de qα sobre Q.
De la Proposición 1.4.22, tenemos que rQpqαq : Qs � n. Ahora, por la Proposición 1.4.2, sabemos
que rQpαq : Qs � rQpαq : QpqαqsrQpqαq : Qs y entonces tenemos que n ¤ rQpαq : Qs. Como qα
es raı́z de fqαpxq, entonces

a0 � a1pqαq � � � � � an�1pqαqn�1 � pqαqn � 0,

de donde

a0 � a1qpαq � � � � � an�1qn�1αn�1 � qnαn � 0. (2.8)

Siendo que q , 0, podemos dividir la igualdad dada en (2.8) por qn y obtener que

1
qn a0 � 1

qn�1 a1pαq � � � � � 1
q

an�1α
n�1 � αn � 0

Ası́ si consideramos el polinomio gpxq � a0
qn � a1

qn�1 x� � � � � an�1

q xn�1 � xn P Qrxs, tenemos que
α es una raı́z de gpxq y entonces el grado del polinomio mı́nimo de α sobre Q es menor o igual que
n. Luego por la Proposición 1.4.22 concluimos que rQpαq : Qs ¤ n. Por lo tanto rQpαq : Qs �rQpqαq : Qs y en consecuencia rQpαq : Qpqαqs � 1. De donde tenemos que Qpαq � Qpqαq. �
Corolario 2.2.13. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Qpαq{Q una extensión finita
y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces existe β P D1 tal quet1, β, . . . , βn�1u es una base de Qpαq sobre Q. (Ver Proposición 1.4.22)

Definición 2.2.14. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Una base tα1, α2, . . . , αnu de Qpαq sobre Q
es una base entera si tα1, α2, . . . , αnu � D1.

Si K es un campo y α � tα1, . . . , αnu � K, se define la matriz de Vandermonde de α por

Mα �
�����

1 α1 α2
1 . . . αn�1

1
1 α2 α2

2 . . . αn�1
2

...
...

...
. . .

...

1 αn α2
n . . . αn�1

n

����
Proposición 2.2.15. Sean K un campo y α � tα1, . . . , αnu � K. Entonces detpMαq �±

i  jpαi�α jq
Demostración. La demostración se hará por inducción sobre n. Para n � 1 tenemos que la matriz

de Vandermonde esta dada por la matriz p1q. Por otro lado
±

i  jpαi � α jq es el producto vacı́o y
por lo tanto es la unidad de L, lo que muestra la aserción.

Supongamos que la proposición es válida para todo k   n y sea α � tα1, . . . , αnu � L y Mα la
matrix de Vandermonde de α.
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Consideremos la siguiente matriz en MnpKrxsq

Mpxq �
�����

1 x x2 . . . xn�1

1 α2 α2
2 . . . αn�1

2
...

...
...

. . .
...

1 αn α2
n . . . αn�1

n

����
Notemos que detpMpxqq es un polinomio f pxq P Krxs de grado n � 1, cuyo coeficiente principal
an�1 es precisamente el determinante del menor p1, nq de la matriz Mpxq, que está dado por

detp{Mαpxq1nq � det

�����
1 α2 α2

2 . . . αn�2
2

1 α3 α2
3 . . . αn�2

3
...

...
...

. . .
...

1 αn α2
n . . . αn�2

n

����
Ahora {Mαpxq1n es la matriz de Vandermonde del conjunto tα2, . . . , αnu, luego entonces por hipótesis

de inducción an�1 � detp{Mαpxq1nq �±
i  jpαi � α jq con i, j P t2, . . . , nu.

Por otro lado tenemos que f pαiq � detpMαpαiqq � 0 para cada i P t2, . . . , nu. Dado que el grado
de f pxq es n�1, entonces α2, . . . , αn son todas las raı́ces de f pxq, y ası́ se tiene que f pxq se factoriza
en Krxs como:

f pxq � an�1px� α2q � � � px� αnq.

Por último como detpMpxqq � f pxq, entonces tenemos que

detpMαq � f pα1q � an�1pα1 � α2q � � � pα1 � αnq �¹
i  j

pαi � α jq.
�

Lema 2.2.16. Sea K un campo, F una extensión de K y α P F algebraico sobre K. Si rKpαq : Ks � n
y tα1, . . . , αnu � Kpαq, entonces ∆rα1, . . . , αns � detpTrpαiα jqq.

Demostración.

∆rα1, . . . , αns �
Por de f . p1q

���det

��� σ1pα1q σ1pα2q ... σ1pαnq
σ2pα1q σ2pα2q ... σ2pαnq
...

...
...

σnpα1q σnpα2q ... σnpαnq

����2

� det

��� σ1pα1q σ1pα2q ... σ1pαnq
σ2pα1q σ2pα2q ... σ2pαnq
...

...
...

σnpα1q σnpα2q ... σnpαnq

��det

��� σ1pα1q σ1pα2q ... σ1pαnq
σ2pα1q σ2pα2q ... σ2pαnq
...

...
...

σnpα1q σnpα2q ... σnpαnq

��
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�
detpAq�detpAtq det

��� σ1pα1q σ2pα1q ... σnpα1q
σ1pα2q σ2pα2q ... σnpα2q
...

...
...

σ1pαnq σ2pαnq ... σnpαnq

��det

��� σ1pα1q σ1pα2q ... σ1pαnq
σ2pα1q σ2pα2q ... σ2pαnq
...

...
σnpα1q σnpα2q ... σnpαnq

��
�

Propiedad del det
det

������ σ1pα1q σ2pα1q ... σnpα1q
σ1pα2q σ2pα2q ... σnpα2q
...

...
...

σ1pαnq σ2pαnq ... σnpαnq

����� σ1pα1q σ1pα2q ... σ1pαnq
σ2pα1q σ2pα2q ... σ2pαnq
...

...
σnpα1q σnpα2q ... σnpαnq

����
� det

���
°n

j�1 σkpα1qσkpα1q °n
j�1 σkpα1qσkpα2q ... °n

j�1 σkpα1qσkpαnq°n
j�1 σkpα2qσkpα1q °n

j�1 σkpα2qσkpα2q ... °n
j�1 σkpα2qσkpαnq

...
...

...°n
j�1 σkpαnqσkpα1q °n

j�1 σkpα2qσkpα2q ... °n
j�1 σkpαnqσkpαnq

��
�

σi es mor f ismo
det

���
°n

j�1 σkpα1α1q °n
j�1 σkpα1α2q ... °n

j�1 σkpα1αnq°n
j�1 σkpα2α1q °n

j�1 σkpα2α2q ... °n
j�1 σkpα2αnq

...
...

...°n
j�1 σkpαnα1q °n

j�1 σkpα2α2q ... °n
j�1 σkpαnαnq

��
� detpTrpαiα jqq.

�

Corolario 2. 2.17. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n, D1 la cerradura entera de D en Qpαq y tα1, . . . , αnu una base de D1. Entonces
∆rα1, . . . , αns P D1.
Teorema 2.2.18. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión finita
de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces el discriminante de una base de Qpαq
sobre Q es un elemento no nulo de Q.

Demostración. Sean σ1, . . . , σn los distintos morfismo de Qpαq en Q que extienden a la identidad
Id : Q ÝÑ Q.

Por el Corolario 2.2.12 existe ϑ P D1 tal que Qpαq � Qpϑq, entonces tenemos por el Coro-
lario 2.2.13 que t1, ϑ, . . . , ϑn�1u una base entera de Qpαq sobre Q. Primero mostraremos que el
discriminante de t1, ϑ, . . . , ϑn�1u es un elemento de Q.

Si hacemos θi � σipϑq, entonces

∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s � det

�� 1 θ1 θ2
1 ... θn�1

1

...
...

1 θn θ2
n ... θn�1

n

�.
Es decir ∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s es el determinante de Vandermonde del conjunto tθ1, . . . , θnu y ası́ por

la Proposición 2.2.15, tenemos que

∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s �
�¹

i  j

pθi � θ jq
�
.

Ahora por el Corolario 1.4.50 tenemos que fϑpxq tiene n raı́ces distintas y del Lema 1.4.37 tene-
mos que θi son las n raı́ces distintas de fϑpxq. Luego entonces se tiene que ∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s , 0.

Por otro lado, como ϑ es entero algebraico sobre D, por el Corolario 2.1.9 tenemos que ϑi es
entero algebraico sobre D para todo i P N. Entonces por el Corolario 2.2.6 Trpϑiϑ jq P Q y ası́ por
el Lema 2.2.16, podemos concluir que ∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s � detpTrpϑiϑ jqq P Q.
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Ahora consideremos tα1, . . . , αnu una base de Qpαq sobre Q, por la Proposición 2.2.10 tenemos
que

∆rα1, . . . , αns � pdetpck jqq2 ∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s
donde pck jq es la matriz de cambio de base de la base α1, . . . , αn en la base 1, ϑ, . . . , ϑn�1. Clara-
mente detpck jq2 P Q � t0u y además ∆r1, ϑ, . . . , ϑn�1s P Q � t0u. Por lo tanto ∆rα1, . . . , αns P
Q� t0u. �
Corolario 2. 2.19. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n, D1 la cerradura entera de D en Qpαq y tα1, . . . , αnu y tβ1, . . . , βnu dos bases de
D1. Entonces ∆rα1, . . . , αns y ∆rβ1, . . . , βns son asociados en D.

Corolario 2. 2.20. Sean D un dominio entero con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n. Si β P Qpαq es tal que Trpβyq � 0 para todo y P Q, entonces α � 0.

Demostración. Procedamos reducción al absurdo. Para ello supongamos que β , 0, del álgebra
lineal sabemos que existe tβ � β1, . . . , βnu una base de Qpαq sobre Q. Por el Lema 2.2.16 tenemos
que

∆rβ1, . . . , βns � detpTrpβiβ jqq � 0 pues Trpβyq � 0 para todo y P Q.

Esto nos lleva a un absurdo con el Teorema 2.2.18. Por lo tanto β � 0. �

Observación 2. 2.21. Sean D un dominio entero con campo de cociente Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n. Si θ P Qpαq, claramente la función

Trpθ � q : Qpαq ÝÑ Q dada por Trpθ � qpyq � Trpθyq para todo y P Qpαq
es una transformación Q-lineal.

Entonces podemos considerar la transformación lineal

ϕ : Qpαq ÝÑ HompQpαq,Qq dada por ϕpθq � Trpα � q para todo θ P Qpαq
Por el Corolario 2.2.20 tenemos que ϕ es inyectiva. Además como dimQpQpαqq es finita, entonces
dimQpQpαqq � dimQpHompQpαq,Qqq y por lo tanto ϕ es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Ası́, si tα1, . . . , αnu es una base de Qpαq sobre Q, entonces tTrpα1 � q, . . . , Trpαn � qu es una base
de HompQpαq,Qq sobre Qpαq.

Por otro, tenemos que para cada θ P Qpαq se puede definir la transformación lineal
evθ : HompQpαq,Qq ÝÑ Q dada por evθpϕq � ϕpθq para todo ϕ P HompQpαq,Qq.

Y entonces podemos definir la transformación lineal

ev : Qpαq ÝÑ HompHompQpαq,Qq,Qq dada por evpθq � evθ para todo θ P Qpαq.
Como el núcleo de ev es el cero y dimQpQpαqq es finita tenemos que ev es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Ası́, si tTrpα1 � q, . . . , Trpαn � qu es una base de HompQpαq,Qq, por el Teorema de Existencia de
Bases para el espacio dual3 existe tβ1, . . . , βnu base de Q tal que Trpαiβ jq � δi j

4.

Teorema 2.2.22. Sean D un dominio entero enteramente cerrado con campo de cociente Q, Qpαq{Q
una extensión finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces D1 es un D-
submódulo de un D-módulo libre de rango n.

3Sea V es un K-espacio vectorial y tv1, . . . , vnu con n P Z� es una base de V sobre K. Si para cada i P t1, . . . , nu
definimos fi : V ÝÑ K por fipv jq � δi j, entonces t f1, . . . , fnu es una base del dual de V .

4La función Delta de Kronecker esta dada por δi j �
! 0 si i, j

1 si i� j
.
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Demostración. Sea tα1, . . . , αnu una base entera de Qpαq sobre Q.
Por la Observación 2.2.21, existe una base β � tβ1, . . . , βnu de Qpαq sobre Q, tal que Trpαiβ jq �

δi j. Ahora, si z P D1 como β es una base de Qpαq sobre Q, entonces podemos escribir z � °n
i�1 biβi,

con bi P Q para todo i P t1, . . . , nu. A continuación vamos a mostrar que bi P D para todo
i P t1, . . . , nu.

Notemos que para todo k P t1, . . . , nu
Trpαkzq � Tr

�
αk

ņ

i�1

biβi

�
� Tr

�
ņ

i�1

biαkβi

�
�

Trpαiβ jq�δi j

ņ

i�1

biTrpαkβiq � bk.

Ahora, como αkz P D1 y puesto que D es enteramente cerrado, por el Corolario 2.2.8 tenemos
que Trpαkzq P D, es decir bk P D para todo i P t1, . . . , nu. Por lo tanto D1 �Àn

i�1 Dβi. �

Corolario 2.2.23. Sean D es un dominio de ideales principales con campo de cociente Q, Qpαq{Q
una extensión finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces D1 es un D-módulo
libre de rango n.

Demostración. Como D es de ideales principales, por el Corolario 2.1.15, tenemos que D es
enteramente cerrado. Por el Teorema 2.2.22 D1 es un D-submódulo de un D-módulo libre de rango
n. Luego del Corolario 1.3.10 concluimos que D1 es libre de rango menor o igual a n.

Ahora, si tα1, . . . , αnu una base entera de Qpαq sobre Q y consideramos M el D-submódulo de
D1 generado por tα1, . . . , αnu. Claramente M �Àn

i�1 Dαi, y entonces por el Teorema 1.3.12 existe
una base de D1 con cardinalidad mayor o igual que n. Por lo tanto el rango de D1 es n. �

Dado su importancia en lo siguiente de este trabajo, es conveniente introducir la siguiente

Definición 2.2.24. Un R-módulo M es un módulo noetheriano si todo R-submódulo de M es fini-
tamente generado.

Ejemplo 2.2.25. Si R es un anillo, claramente Rrx8s es un Rrx8s-módulo finitamente generado y
sin embargo no es un Rrx8s-módulo noetheriano.

Teorema 2.2.26. Para un anillo R y M un R-módulo son equivalentes
1) M es un R-módulo noetheriano.
2) Toda sucesión creciente (respecto a la inclusión) de R-submódulos de M se estaciona. Es

decir, si tMnunPN es una familia de ideales de R tales que Mn � Mn�1 para cada n P N,
entonces existe no P N tal que In � Ino para todo n ¥ no.

3) Toda familia no vacı́a de R-submódulos de M (con el orden dado por la inclusión) tiene
un maximal.

Proposición 2.2.27. Sean M un R-módulo y N un R-submódulo de M. Entonces M es noetheriano
si y sólo si N y M{N son noetherianos.

Corolario 2.2.28. Sean M1 y M2 R-módulos. Entonces M1
À

M2 es un R-módulo noetheriano si y
sólo si M1 y M2 son R-módulos noetherianos.

Corolario 2.2.29. Sean M1, . . . , Mn R-módulos. Entonces
nÀ

i�1
Mi es un R-módulo noetheriano si y

sólo si M1, . . . , Mn son R-módulos noetherianos.

Proposición 2.2.30. Sea D un dominio entero noetheriano y enteramente cerrado con campo de co-
cientes Q, Qpαq{Q una extensión finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces

1) D1 es un D-módulo noetheriano.
2) D1 un anillo noetheriano.
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Demostración.

1) Por el Teorema 2.2.22 D1 es un D-módulo de rango n, entonces existe tα1, . . . , αnu � D1
tales que D1 � Àn

i�1 Dαi. Como Dαi es un D-módulo noetheriano para cada
i P t1, . . . , nu. Del Corolario 2.2.27 sabemos que D1 es noetheriano.

2) Para ver que D1 es un anillo noetheriano basta hacer notar que los ideales de D1 en
particular son D-submódulos de D1, y entonces toda sucesión creciente de ideales de D1
es una sucesión creciente de D-submódulos de D1, y como D1 es un D-módulo noetheriano
entonces ésta se estaciona, luego por la Proposición 1.2.26 D1 es un anillo noetheriano. �

Definición 2.2.31. Un dominio entero D es un dominio de Dedekind si es noetheriano, enteramente
cerrado y todo ideal primo no nulo de D es maximal.

Ejemplo 2.2.32. Todo dominio de ideales principales es un dominio de Dedekind. Claramente si D
es un dominio de ideales principales, entonces D es noetheriano. D es enteramente cerrado, pues por
ser un dominio de ideales principales, de la Proposición 1.2.68 se tiene que D es un DFU y luego
por la Proposición 2.1.14 tenemos que D es enteramente cerrado. Por último, el que todo ideal primo
no nulo sea un ideal maximal en D es consecuencia del la Proposición 1.2.36

Lema 2.2.33. Sea S un anillo, R un subanillo de S y P un ideal primo de S . Entonces PX R es un
ideal primo de R.

Demostración. Consideremos i : R ãÑ S el homomorfismo inclusión y π : S ÝÑ S {P la
proyección canónica. Dado que kerpπiq � P X R, entonces P X R es un ideal de R. Luego por la
Proposición 1.1.16 existe un morfismo inyectivo de R{pP X Rq en S {P. Ahora, siendo P un ideal
primo de S , por la Proposición 1.2.33 S {P es un dominio entero y dado que todo subanillo de un
dominio entero es dominio entero, entonces tenemos que R{pPXRq isomorfo a un dominio entero y
por lo tanto R{pPX Rq es un dominio entero. Aplicando la Proposición 1.2.33 a PX R obtenemos
que es un ideal primo de R. �

Teorema 2.2.34. Sean D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces D1 es un dominio de Dedekind y
un D-módulo noetheriano.

Demostración. Por la Proposición 2.2.30 se tiene que D1 es un anillo noetheriano y un D-módulo
noetheriano y de la Proposición 2.1.17 que D1 es un dominio enteramente cerrado. Ası́ para de-
mostrar que D1 es un dominio de Dedekind sólo falta verificar que todo ideal primo no nulo de D1
es un ideal maximal en D1.

Tomemos P un ideal primo no nulo de D1 y α P P1, α , 0. Siendo que α es un entero algebraico
sobre D, entonces existe f pxq � °n

i�1 aixi P Drxs un polinomio mónico tal que f pαq � 0, de hecho
podemos suponer que f pxq es de grado mı́nimo con la propiedad de que f pαq � 0 y ası́ tenemos
que a0 , 0. Además de que

αp�αn�1 � an�1α
n�2 � � � � � a2α� a1q � a0,

donde α P P y �αn�1� an�1α
n�2� � � �� a2α� a1 P D1 y ası́ tenemos que a0 P αD1XD � PXD.

Por lo tanto PX D , t0u.
Por el Lema 2.2.33 PX D es un ideal primo D que además es no nulo, como ya vimos. Siendo D

un dominio de Dedekind, entonces PXD es maximal en D, luego por la Proposición 1.1.20 se tiene
que D{pPX Dq es campo.
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Ahora consideremos el morfismo de anillos dado por

D
ϕ // D1{P

d Â // d

.

Dado que kerpϕq � P X D, por la Proposición 1.1.16 existe un morfismo inyectivo de anillosrϕ : D{pPXDq ÝÑ D1{P y ası́ D{pPXDq es isomorfo a un subanillo de D1{P, el cual denotaremos
también por D{pPX Dq.

Como D1 es entero sobre D, entonces D1{P es entero sobre D{pPXDq. Luego, de la Proposición
2.1.18 D1{P es campo y entonces por la Proposición 1.1.20 obtenemos que P es un ideal maximal
de D1. Por lo tanto D1 es un anillo de Dedekind. �

Corolario 2.2.35. Sea D es dominio de ideales principales con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una
extensión finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Entonces D1 es un anillo de
Dedekind y un D-módulo noetheriano.

Definición 2. 2.36. Consideremos el anillo de los enteros Z y su campo de cocientes Q. A una
extensión finita Qpαq sobre Q se le llama un campo numérico y a la cerradura entera Z1 de Z en
Qpαq se le llama el anillo de enteros del campo numérico Qpαq.
Proposición 2.2.37. Si Qpαq es un campo numérico, entonces el anillo de enteros Z1 del campo
numérico Qpαq es un anillo de Dedekind.

Ahora vamos a presentar una gran cantidad de ejemplos de dominios eenteros en los que es posi-
ble la factorización en irreducibles, sin embargo no son DFU. Para ello necesitamos del siguiente
resultado

Proposición 2.2.38. Sea d un entero libre de cuadrados5 Entonces el anillo de enteros algebraicos
de Qp?dq esta dado por

1) Zr 1
2 � 1

2

?
d s si y sólo si d � 1 pmod 4q.

2) Zr?d s si y sólo si d {� 1 pmod 4q.
Demostración. Por la Proposición 1.4.22 tenemos que

 
1,
?

d
(

es una base de Qp?dq sobre Q.
Ası́ todo elemento α P Qp?dq se puede escribir como α � r� s

?
d con r, s P Q, de donde es posible

escribir

α � a� b
?

d
c

,

con a, b, c P Z, c ¡ 0 y pa, b, cq � 1.
Siendo que

?
d es un entero algebraico sobre Z, podemos tomar α P Z1 � Z y dado que Z es

enteramente cerrado, tenemos que α < Q, luego entonces el polinomio mı́nimo de α esta dado por

f pxq �
�

x�
�

a� b
?

d
c



�
x�

�
a� b

?
d

c




� x2 �

�
2a
c



x� a2 � b2d

c2 .

Además como Npαq � a2�b2d
c2 y Trpαq � 2a

c , aplicando el Corolario 2.2.8 obtenemos que α es un
entero algebraico sobre Z si y sólo si f pxq P Zrxs. Ası́, si α P Qp?dq es un entero algebraico sobre
Z, entonces

a2 � b2d
c2 P Z (2.9)

5Un elemento d P Z� t0u es libre de cuadrados, para todo p P Z con p primo se tiene que p2 - d.
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y
2a
c
P Z (2.10)

Si suponemos que un primo p P Z, es tal que p | a y p | c, de la ecuación (2.9) se tendrı́a que
p2 | b2d y siendo p libre de cuadrados entonces p | b que es contradictorio con la elección de a, b
y c. Luego entonces se tiene que pa, cq � p y ası́ de la ecuación (2.10) tenemos que c | 2, de donde
c � 1, 2 pues suponemos que c es positivo.

Supongamos que existe a�b
?

d
2 P Z1 con pa, b, 2q � 1, como ya se vio en el párrafo anterior se

tiene que pa, 2q � 1 y como consecuencia pb, 2q � 1. Luego entonces tenemos que a2 � 1 pmod 4q
y b2 � 1 pmod 4q y ası́ se tiene que a2 � b2d � 1 � d pmod 4q es decir d � 1 pmod 4q.
Recı́procamente si d � 1 pmod 4q, para a, b P Z impares tenemos que a�b

?
d

2 P Z1.
Ahora

d � 1 pmod 4q ðñ N
�

1
2
� 1

2

?
d


� 1� d

4
P Zðñ 1

2
� 1

2

?
d P Z1.

Y como para todo a, b P Z se tiene que a
2 � b

2

?
d � a�b

2 � �
1
2 � 1

2

?
d
�
, es claro que entonces que

Z1 � Zr 1
2 � 1

2

?
d s si y sólo si d � 1 pmod 4q y como consecuencia Z1 � Zr?d s si y sólo si

d {� 1 pmod 4q �
Ejemplo 2.2.39. Sea d P Z��t�1,�2u un entero libre de cuadrados impar tal que d {� 1 pmod 4q.
Por la Proposición 2.2.38 tenemos que el anillo de enteros algebraicos de Qp?dq es Z

�?
d
�
. Además

tenemos por el Corolario 2.2.35 que Z
�?

d
�

es un anillo noetheriano y entonces por el Teorema
1.2.50 Z

�?
d
�

cumple la CFD, luego por la Proposición 2.2.45 todo elemento en Z
�?

d
�

se puede
factorizar en irreducibles.

Por otro lado notemos que los morfismo de Qp?dq enQ que extienden a la identidad Id : Q ÝÑ Q
están dados por

Id : Qp?dq ÝÑ Qp?dq donde Idpa� b
?

dq s � a� b
?

d para todo a� b
?

d P Qp?dq
y por

ϕ : Qp?dq ÝÑ Qp?dq donde ϕpa� b
?

dq s � a� b
?

d para todo a� b
?

d P Qp?dq.
Ası́ Npa� b

?
dq � a2 � b2d para todo a� b

?
d P Qp?dq.

Ahora veremos que 2 es un elemento irreducible en Z
�?

d
�
. Para ello procedamos por reducción

al absurdo y supongamos que 2 no es irreducible, entonces existen a1�b1
?

d, a2�b2
?

d P Z �?d
�

no unidades tales que 2 � pa1� b1
?

dqpa2� b2
?

dq. Por los incisos 3q y 4q de la Proposición 2.2.2
tenemos que

4 � Np2q � Nppa1�b1
?

dqpa2�b2
?

dqq � Npa1�b1
?

dqNpa2�b2
?

dq � pa2
1�b2

1dqpa2
2�b2

2dq.
Claramente a2

1 � b2
1d, a2

2 � b2
2d ¡ 0 y como suponemos que no son unidades entonces de la

Proposición 2.2.9 tenemos que a2
1 � b2

1d, a2
2 � b2

2d ¡ 1. Dejando como única posibilidad que
a2

1 � b2
1d � a2

2 � b2
2d � 2, ecuaciones que no son solubles en Z, pues �d ¥ 3. Por lo tanto 2

es irreducible en Z
�?

d
�
.

Ahora notemos que 1 � d � p1 � ?
dqp1 � ?

dq y que 2 | d � 1 pues suponemos d impar
Claramente 2 - 1 � ?

d y 2 - 1 � ?
d. Es decir 2 es un irreducible en Zr?d s que no es primo en

Zr?d s y entonces por el Teorema 1.2.67 tenemos que Z
�?

d
�

no es un dominio de factorización
única.
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En particular tenemos que

Z
�?�5

�
, Z

�?�13
�
, Z

�?�17
�
, Z

�?�21
�
, Z

�?�29
�
, . . .

son dominios de factorización que no son dominios de factorización única.

Si R es un anillo y E es un R-módulo libre de rango n. Análogo a como se hace en el álgebra
lineal, dado ϕ un endomorfismo de E y α � te1, . . . , enu una base de E sobre R y pai jq la matriz
asociada a ϕ en la base α se definen la traza de ϕ respecto a α, la norma de ϕ respecto a α y el
polinomio caracterı́stico de ϕ respecto a α, respectivamente por

Trαpϕq �
ņ

i�1

aii, Nαpϕq � detppai jqq y Pα,ϕpxq � detpxIn � pai jqq,
donde In P MnpRq es la matriz identidad. Y al igual que en el álgebra lineal tenemos que estos
valores son independientes de la base y entonces los denotaremos solamente por

Trpϕq � ņ

i�1

aii, Npϕq � detppai jqq y Pϕpxq � detpxIn � pai jqq,
Proposición 2.2.40. Sea R es un anillo y E es un R-módulo libre libre de rango n. Si φ y ϕ son
endomorfismos de E, entonces

1) Trpφ� ϕq � Trpφq � Trpϕq.
2) Npφ � ϕq � NpφqNpϕq.
3) Pϕpxq � xn � Trpϕqxn�1 � � � � � p�1qnNpϕq.

Notación 2.2.41. Sea R es un anillo y S un subanillo de R. Si r P R denotaremos por mr al S -
endomorfismo lineal de R dado por mrptq � rt para todo t P R.

Teorema 2.2.42. Sea D es dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, Qpαq{Q una extensión
finita de grado n y D1 la cerradura entera de D en Qpαq. Si β P Qpαq, entonces Npmβq � NQpαq{Qpβq.

Demostración. Primero mostraremos que esto es válido para α. Sea entonces fαpxq � °n
i�1 aixi

el polinomio mı́nimo de α sobre Q, entonces por la Proposición 14.22, Γ � t1, α, . . . , αn�1u es una
base de Qpαq sobre Q. Nótese que

mαp1q � α, mαpαq � α2, . . . , mαpαn�2q � αn�1

y como a0 � a1α� � � � � an�1α
n�1 � αn � 0 entonces.

mαpαn�1q � αn � �a0 � a1α� � � � � an�1α
n�1.

Y ası́ la matriz de mα asociada a la base Γ está dada por

M �

�������
0 0 . . . �a0
1 0 . . . �a1
0 1 . . . �a2
...

...
. . .

...
0 0 . . . �an�1

������
Luego tenemos que

Pmα pxq � detpxIn � Mq � det

�������
x 0 . . . a0�1 x . . . a1
0 �1 . . . a2

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 . . . x� an�1

������� p�1qna0 � p�1qn�1a1 x� � � � � an�1 xn�1 � xn.
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Por un lado por la Proposición 2.2.40 inciso p3q, tenemos que Npmαq � a0 y por otro en la de-
mostración de la Proposición 2.2.3 se hace notar que a0 � NQpαq{Qpαq. Por lo tanto
Npmαq � NQpαq{Qpαq.

Ahora consideremos β P Qpαq, virtud de la Proposición 2.2.5 es suficiente demostrar mostrar que
el polinomio caracterı́stico del endomorfismo

mβ : Qpαq ÝÑ Qpαq dado por mβpγq � βγ para todo γ P Qpαq
es igual a la rQpαq : Qpβqs-esima potencia del polinomio caracterı́stico del endomorfismo

mβ,Qpβq : Qpβq ÝÑ Qpβq dado por mβ,Qpβpγq � βγ para todo γ P Qpβq
Sean r � rQpαq : Qpβqs y s � rQpβq : Qs. Tomemos Y � tyius

i�1 una base de Qpβq sobre Q y

N �

�������
a11 a12 . . . a1s

a21 a22 . . . a2s

a31 a32 . . . a3s
...

...
. . .

...
as1 as2 . . . ass

������
la matriz del morfismo mβ,Qpβq en la base Y. Entonces tenemos que el polinomio caracterı́stico del
endomorfismo mβ,Qpβq esta dado por Pβ,Qpβq � detpx1s � Mq.

Si Z � tz jur
j�1 es una base de Qpαq sobre Qpβq, entonces

W � tyiz jus r
i�1 j�1

6

es una base de Qpαq sobre Q. Ası́ para todo i P t1, . . . , su y j P t1, . . . , ru
αpyiz jq � pαyiqz j � p

ş

i

aikykqz j �
ş

i

aikpykz jq.
Ordenando W con el orden lexicográfico, obtenemos que la matriz del morfismo mβ en la base W

esta dada por

N1 �

������������
N 0 . . . 0
0 N . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Nlooooooooomooooooooon

r�veces

�����������
Ası́ el polinomio caracterı́stico del endomorfismo mβ esta dado por:

Pβpxq � detpx1n � M1q � pdetpx1s � Nqqr .
�

Proposición 2.2.43. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Qpαq{Q una extensión finita de
grado n y Z1 el anillo de enteros algebraicos de Qpαq sobre Z. Si α P Z1, entonces |NQpαq{Qpαq| �|Z1{Z1α|.

Demostración. Como Z es un dominio de ideales principales, por el Corolario 2.2.23 se tiene
que Z1 es un Z-módulo libre de rango n. Dado que Z1 es un dominio entero, si α P Z1 el morfismo
mα es inyectivo, y entonces tenemos que Z1 es isomorfo como Z-módulo a Z1α y en consecuencia

6Una demostración de este echo se puede encontrar en [Fr] pág. 349.
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el rango de Z1α es n. Luego entonces por el Teorema 1.3.12 existe una Z-base te1, . . . , enu de Z1 y
c1, . . . , cn P Nzt0u tales que tc1e1, . . . , cnenu es una Z-base de Z1α. Ası́

Z1{Z1α � nà
i�1

Zei{
nà

i�1
{Zciei �

nà
i�1

Zei{Zciei �
nà

i�1
Z{Zci.

Por lo tanto |Z1{Z1α| �±n
i�1 ci.

Ahora consideremos ϕ : Z1 ÝÑ Z1α dada por ϕpeiq � ciei. Claramente

Npϕq � n¹
i�1

ci. (2.11)

Por otra parte tαe1, . . . , αenu es una base de Z1α, luego entonces la transformación Z-lineal
ψ : Z1α ÝÑ Z1α dada por ψpcieiq � αei es un automorfismo de Z1α, y ası́ por el Teorema 1.3.21
tenemos que Npψq � �1.

Ahora notemos que mα � ψ � ϕ, entonces

|NQpαq{Qpαq| �
Teo. 2.2.40

|Npmαq| � |Npψ � ϕq| �
Prop. 2.2.38

|NpψqNpϕq| � |�1| |Npϕq| � n¹
i�1

ci

Por lo tanto |NQpαq{Qpαq| � |Z1{Z1α|. �
Corolario 2.2.44. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Qpαq{Q una extensión finita de
grado n y Z1 el anillo de enteros algebraicos de Qpαq sobre Z. Si A es un ideal no nulo de Z1,
entonces Z1{A es un anillo finito.

Demostración. Como A es un ideal no nulo de Z1 podemos tomar α P A � t0u. Tenemos por el
Corolario 2.1.13 que Z1α � A, luego del Teorema 1.1.18

Z1{A � pZ1{Z1αq { pA{Z1αq
y como Z1{Z1α es un anillo finito entonces Z1{A es un anillo finito. �

Definición 2.2.45. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Qpαq{Q una extensión finita de
grado n y Z1 el anillo de enteros algebraicos de Qpαq sobre Z. Si A es un ideal no nulo de Z1 se define
norma del ideal A y se denota por NpAq a la cardinalidad de Z1{A.

Proposición 2. 2.46. Consideremos el anillo de los enteros Z y sea Qpαq{Q una extensión finita
de rango n y Z1 el anillo de enteros algebraicos de Qpαq sobre Z. Si A es un ideal no nulo de Z1,
entonces NpAq P A.

Demostración. Por definición NpAq � |Z1{A|. Notemos que Z1{A es un grupo finito. Ası́, si x P
Z1{A se tiene que NpAqx � 0, pues el orden de un elemento divide al orden del grupo. Por lo tanto
NpAqx P A para todo x P Z1, en particular para x � 1 por lo que NpAq P A. �

§2.3 Grupo de clases de ideales.

Esta sección se muestra como el comportamiento de un ideal primo no nulo en el conjunto de
ideales no nulos de un dominio de Dedekind es semejante al de un elemento irreducible en un anillo
de factorización única.

Lema 2. 3.1. Sea R un anillo y P un ideal primo que contiene un producto I1 � � � In de ideales.
Entonces P contiene a uno de los ideales.
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Demostración. Supongamos lo contrario, es decir que I j * P para todo j P t1, . . . , nu, luego
existe r j P I j tal que r j < P. Siendo P un ideal primo, por la Proposición 1.2.33 r1 � � � rn < P,
lo cual es contradictorio pues r1 � � � rn P I1 � � � In � P. Por lo tanto existe jo P t1, . . . , nu tal que
I jo � P. �

Ahora se presenta un resultado técnico que será de gran ayuda en nuestro propósito.

Proposición 2.3.2. Sea D un dominio entero noetheriano. Entonces todo ideal no nulo contiene un
producto de ideales primos no nulos.

Demostración. Se procederá por reducción al absurdo, para ello supongamos que la familia Φ

de ideales no nulos de D que no contienen ningún producto de ideales primos no nulos es no vacı́a.
Como D es noetheriano, Φ admite un elemento maximal d; d no puede ser primo pues se contiene

a sı́ mismo, luego entonces por la Proposición 1.2.33 existen x, y P Dzd tales que xy P d. Como
x, y < d los ideales d � xxy y d � xyy contienen estrictamente a d, y dada la maximalidad de este
último, ambos ideales contienen un producto de ideales primos no nulos. Supongamos entonces que

P1 � � � Pn � d� xxy y R1 � � �Rm � d� xyy
son los productos de ideales no nulo contenidos en cada ideal. Luego

P1 � � � PnR1 � � �Rm � pd� xxyq pd� xyyq �
xyPd d.

Lo que es una contradicción. Concluimos entonces que Φ es vacı́o y ası́ se sigue el resultado. �

Dados D un dominio entero y Q su campo de cocientes, se dice que I � Q es un ideal fraccionario
de D si

1) I es un D-submódulo de Q.
2) Existe d P Dzt0u tal que dI � D.

Obsérvese que la condición 2q equivale a decir que los elementos de I tienen un “común denom-
inador ”d P D. Además, nótese que los ideales ordinarios de D, son ideales fraccionarios, tomando
d � 1. En adelante para referirnos a un ideal de D pensado en él como ideal fraccionario usaremos
el término de ideal entero de D.

Sean I y J son ideales fraccionarios de un dominio entero D. El producto de los ideales frac-
cionarios I y J esta dado por

IJ �
#

ņ

i�1

xiyi P Q | xi P I y yi P J

+
.

Claramente IJ es un D-submódulo del campo de cocientes de D. Además si d1, d2 P Dzt0u son
tales que d1I � D y d2J � D, se tiene que d1d2 P Dzt0u por ser D un domino entero y comopd1d2qIJ � D podemos concluir que IJ es un ideal fraccionario de D.

Proposición 2. 3.3. Sean D un dominio entero y Q su campo de cocientes e I, J,K � Q ideales
fraccionarios de Q. Entonces

1) Si d P D� t0u es tal que dI � D, entonces dI es un ideal de D.
2) Si J � K, entonces IJ � IK

Es evidente que el producto de ideales fraccionarios de un dominio entero D es asociativo, que
conmuta y además D actúa como neutro multiplicativo. Es decir el conjunto de ideales fraccionarios
de un dominio entero es un monoide conmutativo respecto al producto.

Ahora nos enfocaremos a demostrar que el conjunto de ideales fraccionarios no nulos de un
dominio de Dedekind, forman un grupo conmutativo y para ello necesitamos el siguiente resultado.
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Proposición 2.3.4. Sea D un dominio entero y Q su campo de cocientes. Si I es un D-submódulo
finitamente generado de Q, entonces I es un ideal fraccionario de D.

Demostración. Como I es un D-submódulo de Q finitamente generado, existen p1
q1
, . . . , pn

qn
P Q

con qi , 0 tales que
A

p1
q1
, . . . , pn

qn

E � I como D-módulo. Sea d � n±
i�1

qi, siendo D un domino entero

se tiene que d , 0, además de que d
qi
P D para cada i P t1, . . . , nu. Ahora, si x P I, entonces

x � n°
i�1

di

�
pi
qi

	
con di P D, luego dx � d

n°
i�1

di

�
pi
qi

	 � n°
i�1

did
�

pi
qi

	 � n°
i�1

�
d
qi

	 pdi piq. Dado que

di pi P D para i P t1, . . . , nu, se tiene que dx P D. Por lo tanto dI � D, es decir I es un ideal
fraccionario de D. �

Proposición 2.3.5. Sea D un dominio entero noetheriano. Entonces todo ideal fraccionario es un
D-módulo finitamente generado.

Demostración. Sea I un ideal fraccionario de D. Por definición existe d P D�t0u tal que dI � D.
Como dI un ideal de D y D es noetheriano, entonces dI es finitamente generado. Por último notemos
que ϕ : dI ÝÑ I dado por ϕpdxq � x es un isomorfismo de D-módulos. Por lo tanto I es noetheriano.
�

Teorema 2.3.6. Sea D un dominio de Dedekind que no es campo. Entonces todo ideal maximal de
D es invertible en el monoide de ideales fraccionarios de D.

Demostración. Sea M un ideal maximal de D; como D no es campo se tiene que M , p0q. Sea Q
el campo de cocientes de D y hagamos

M1 � tx P Q | xM � Du
Es claro que 0 P M1, y que si x, y P M1, entonces px � yqm � xm � ym P D para todo m P M,
luego entonces x � y P M1. Por lo tanto M1 es un D-submódulo de Q. Por como se definió M1, si
d P Mzt0u, entonces dM1 � D y ası́ tenemos que M1 es un ideal fraccionario de D.

A continuación vamos a demostrar queMM1 � D. Primero notemos que D � M1, luego entonces
M � DM � M1M, además tenemos que M1M � D, es decir M � M1M � D. Ahora por ser M un
ideal maximal de D, sólo tenemos dos posibilidades para el ideal M1M, que son

M1M � M o M1M � D.

Veremos que M � M1M no es posible, por lo que automáticamente se tendrá que M1M � D, lo
que completará el resultado.

Supongamos entonces que M � M1M. Luego si x P M1 se tiene que xM � M y por un proceso
recursivo verificamos que xn�1M � xnM para toda n P N. Es decir, si a P M � t0u, entonces
axn P M para todo n P N y en consecuencia aM1 � D. De este modo se verifica que si x P M1,
entonces Drxs es un ideal fraccionario de D, y al ser D noetheriano, por la Proposición 2.3.5, Drxs
es noetheriano y por el Teorema 2.1.7 concluimos que x es entero algebraico sobre D. Y como D es
enteramente cerrado, tenemos que x P D, es decir M1 � D. Ası́ M � M1M implica M1 � D. Ahora
se mostrará que esto es imposible.

Supongamos entonces que M1 � D y consideremos d P Mzt0u. Siendo que dD , t0u, por la
Proposición 2.3.2 el ideal dDp, p0qq contiene un producto P1 � � � Ps de ideales primos no nulos.
Supongamos que s es mı́nimo con la propiedad de que P1 � � � Ps esta contenido en dD. Si s � 1
entonces P1 � dD � M, siendo que D es un dominio de Dedekind y P1 es un ideal primo de D
entonces P1 es maximal y en consecuencia obtenemos que dD � M, luego por el Teorema 1.2.36 d
es irreducible en D y por lo tanto d < UpDq. Por otro lado tenemos que d�1M � d�1pdDq � D y
entonces por definición del conjunto M1 se tiene que d�1 P M1 � D, lo que es contradictorio pues



i

i

“Tesis” — 2009/7/28 — 11:10 — page 62 — #68 i

i

i

i

i

i

62 Anillo de enteros algebraicos

d < UpDq. Ahora, si suponemos que s ¡ 1, como dD � M, entonces P1 � � � Ps � M; al ser M
maximal se tiene que éste es primo, luego por el Lema 2.3.1 M contiene alguno de ellos, digamos
a P1. Por ser D un dominio de Dedekind P1 es maximal, por lo que debe suceder que P1 � M.
Hagamos B � P2 � � � Ps, entonces se tiene que dD � MB y que dD + B, esto último por el
carácter minimal de s. Luego entonces, existe b P B tal que b < dD, o equivalentemente bd�1 < D.
Por otro lado, como b P B entonces bM � dD y ası́ bd�1M � D. Por como se definió M1, se tiene
que bd�1 P M1. Ahora recordemos que estamos suponiendo que M1 � D y por lo tanto bd�1 P D,
lo que contradice la elección de b. Por lo tanto no puede ser que M � M1M quedando como única
posibilidad entonces que M1M � D, que muestra que M es invertible en el monoide de ideales
fraccionarios de D. �

Teorema 2.3.7. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de D.
Entonces todo ideal entero no nulo B de D se escribe de modo único en la forma

B �¹
pi j con pi j P P para j P t1, . . . , nu.

Demostración. Procedamos como en la Proposición 2.3.2, y consideremos Φ la familia de ideales
no nulos de D que no son producto de ideales primos no nulos y supongamos que Φ es no vacı́o.

Como D es noetheriano, Φ admite un elemento maximal A. Tenemos que A , D, pues D es el
producto de la familia vacı́a de ideales primos de D. Entonces A está contenido en un ideal maximal
M. Sea M1 el ideal fraccionario inverso de M descrito en el Teorema 2.3.6. Como A � M se deduce
entonces que AM1 � MM1 � D. Por otro lado, dado que D � M1, tenemos entonces que A � M1A.
Si suponemos que A � M1A, entonces para cada x P M1, tendrı́amos por recurrencia que xnA � A

para todo n P N y como en el Teorema 2.3.6, x serı́a un entero algebraico sobre D, por lo que se
tendrı́a que x P D lo que es imposible para todo x P M1 pues D  M1. Por lo tanto A  M1A, luego
como A es un ideal maximal en Φ, se tiene que M1A < Φ y entonces M1A es producto de ideales
primos no triviales, es decir existen p1, . . . , pn ideales primos no nulos de D tales que

M1A � p1 � � � pn (3.1)

Multiplicando (3.1) por M tenemos que

A � Mp1 � � � pn

lo que contradice la elección de A y por lo tanto Φ es vacı́a.
Ahora supongamos que

s¹
i�1

pi �
t¹

j�1

q j (3.2)

Por la Proposición 1.1.12 tenemos que
t±

j�1
q j � p1, luego por el Lema 2.3.1, p1 contiene a alguno

de los qi1 s, sin perdida de generalidad podemos suponer que q1 � p1. Ahora, como D es un dominio
de Dedekind, q1 es un ideal maximal, entonces q1 � p1. Luego multiplicando por p�1

1 a ambos lado
de (3.2), obtenemos que

s¹
i�2

pi �
t¹

i�2

qi.

De donde se claro el proceso de inducción que muestra el resultado. �

Corolario 2.3.8. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de
D. Entonces todo ideal entero B , p0q de D se escribe de modo único en la forma

B �¹
pPP

pηp
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donde η
p

son enteros no negativos, casi todos cero.

Corolario 2.3.9. Sea D un dominio de Dedekind. Entonces todo ideal entero de D es invertible en
el monoide de las ideales fraccionarios de D.

Ası́ pues para ver que el conjunto de ideales fraccionarios es un grupo sólo nos falta ver que
cada ideal fraccionario de D que no es un ideal entero, es invertible; lo que muestra el siguiente
resultado.

Corolario 2.3.10. Sea D un dominio de Dedekind y P el conjunto de los ideales primos no nulos de
D. Entonces todo ideal fraccionario B , p0q de D se escribe de modo único en la forma

B �¹
pPP

pηp

donde η
p

son enteros, casi todos cero.

Demostración. Sea B un ideal fraccionario de D, si B es entero el resultado se tiene por el
Teorema 2.3.7, ası́ podemos suponer que B es un ideal fraccionario no entero de D. Como B es
un ideal fraccionario existe d P Dzt0u tal que dB � D. Siendo dB un ideal entero de D, por el
Corolario 2.3.8

dB �¹
pPP

pηp

donde los η
p

son enteros no negativos.
Ahora notemos que dB � pdDqB. Como dD es un ideal entero de D, se tiene que

dD �¹
pPP

pµp .

Como pdDq�1 � ±
pPP

�
p�1

�µp . Obtenemos que

B � pdDq�1pdDqB �¹
pPP

p�µp
¹
pPP

pηp �¹
pPP

pηp�µp .

Lo que demuestra el resultado. �

Corolario 2.3.11. El monoide de los ideales fraccionarios de un dominio de Dedekind es un grupo.

Definición 2.3.12. Sea D un dominio de Dedekind e I y J ideales fraccionarios de D. Se dice que I
divide a J si existe un ideal fraccionario K tal que IK � J.

Corolario 2.3.13. Sea D un dominio de Dedekind y A un ideal no nulo de D. Entonces A sólo tiene
un número finito de divisores.

Definición 2. 3.14. Sea D un dominio de Dedekind. Un ideal fraccionario I de un dominio de
Dedekind con campo de cocientes Q es principal si I � Dx para algún x P Q.

Proposición 2.3.15. Sea D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q. Entonces el conjunto
de ideales fraccionarios principales forman un subgrupo del grupo de ideales fraccionarios de D.

Demostración. Claramente D es un ideal fracionario principal. Además tenemos que para x, y P
Q se tiene que pDxqpDyq�1 � Dpxy�1q. �
Definición 2.3.16. Sea D un dominio de Dedekind. Si F es el grupo de ideales fraccionarios de D,
y P es el grupo de ideales principales de D al cociente CpDq � P{F se le denomina el grupo de
clases de ideales de D.
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Nótese que para que D sea un dominio de ideales principales es necesario y suficiente que CpDq
sea un grupo con un solo elemento.

Dado un dominio de Dedekind D y p un ideal primo no nulo de D, para un ideal fraccionario
A no nulo de D, designamos por ηppAq al máximo exponente de p en la factorización de A como
producto de ideales primos.

Proposición 2.3.17. Sea D un anillo de Dedekind, p un ideal primo no nulos de D y A y B ideales
fraccionarios no nulo de D. Entonces

1) ηppABq � ηppAq � ηppBq.
2) ηppA�1q � �ηppAq
3) A es un ideal entero de D si y sólo si ηppAq ¥ 0 para todo p P P.
4) ηppA�Bq � in f pηppAq, ηppBqq.
5) ηppAXBq � suppηppAq, ηppBqq.

Proposición 2.3.18. Sea D un anillo de Dedekind y A y B ideales fraccionarios no nulos de D.
Entonces, A � B si y sólo si ηppAq ¥ ηppBq para todo p P P.

Demostración. Notemos que A � B es equivalente a AB�1 � D y sean A � pα1
1 � � � pαn

n y
B � p

β1
1 � � � pβn

n las descomposiciones de A y B como producto de ideales primos.

ñq Como AB�1 � p
α1�β1
1 � � � pαn�βn

n es un ideal entero de D. Por el inciso 3q de la Proposición
2.3.17 se tiene que αi � βi ¥ 0, es decir αi ¥ βi. Por lo tanto ηppAq ¥ ηppBq para todo
p P P.ðq Supongamos que ηppAq ¥ ηppBq para todo p P P, ası́ en particular tenemos que αi�βi ¥
0 para cada i P t1, . . . , nu. Por otro lado, si aplicamos los incisos 2q y 3q de la Proposición
2.3.17, obtenemos que ηppAB�1q � ηppAq�ηppBq, nuevamente aplicando la Proposición
2.3.17 inciso 3q se tiene entonces que AB�1 � D y por lo tanto A � B. �

Corolario 2.3.19. Sea D un anillo de Dedekind y p un ideal primo de D. Si A es un ideal de D tal
que A � p, entonces p divide a A.

Lema 2.3.20. Sea D un anillo de Dedekind ym un ideal maximal de D. Si A es un ideal fraccionario
no nulo de D, entonces no existe un ideal t de D tal que Am � t � A.

Demostración. Por el Corolario 2.3.10 A � pα1
1 � � � pαn

n con pi P P, ası́ se tiene que
Am � pα1

1 � � � pαn
n m. Ahora, como D es un anillo de Dedekind, m es un ideal primo de D. Clara-

mente ηmpAmq � ηmpAq � 1 y ηpipAmq � ηpipAq si pi , m.
Ası́ Am � t � A, entonces

ηppAmq � ηpptq � ηppAq si pi , m

y

ηmpAmq ¤ ηmptq ¤ ηmpAq � 1

Entonces por la Proposición 2.3.18 tenemos que t � mA o t � A. �

Proposición 2.3.21. Sea F una extensión finita de Q y D1 el anillo de enteros de F. Si A y B son
ideales enteros no nulos de D1, entonces NpABq � NpAqNpBq.

Demostración. Primero demostraremos la afirmación para el caso en queB sea un ideal maximal
de D1. Dado que AB � A, se tiene por el Teorema 1.1.34 que D1{A � pD1{ABq{pA{ABq como D1-
módulos. Luego entonces |D1{A| |A{AB| � |D1{AB|, esto es NpAq |A{AB| � NpABq. Ası́ que es
suficiente demostrar que |A{AB| � |D1{B|.
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Ahora, A{AB es un D1-módulo que es anulado por los elementos deB, entonces es posible darle a
A{AB estructura de D1{B-espacio vectorial. Ahora por el Teorema 1.1.35 tenemos que todo D1{B-
subespacio de A{AB es de la forma q � q{AB donde q es un ideal entero que cumple que AB � q �
A, luego al aplicar el Lema 2.3.20, podemos concluir que A{Am no tiene D1{B-subespacios. Por lo
tanto dimD1{BpA{ABq � 1, es decir A{AB es isomorfo a D1{B como D1{B-espacio vectorial. En
particular |A{AB| � |D1{B| y ası́ NpABq � NpAqNpBq. El resultado se sigue al aplicar inducción
sobre el número de factores de primos en B al aplicar el Teorema 2.3.7 a B. �

Lema 2.3.22. Sea R un anillo e I y J ideales principales de R. Entonces IJ es un ideal principal de
R.

Demostración. Como I y J son principales, entonces existen a, b P R tales que I � Ra y J � Rb.
Claramente IJ � Rab. �

Teorema 2.3.23. Sean D un dominio de Dedekind con campo de cocientes Q, F una extensión finita
de Q y D1 el anillo de enteros de F. D1 es un dominio de factorización única si y sólo si D1 es un
dominio de ideales principales.

Demostración.
ñq En virtud del Lema 2.3.22 es suficiente demostrar que todo ideal primo no nulo de D1 es

principal.
Sea p un ideal primo no nulo de D1, por el Corolario 2.2.44, existe m P N tal que

Nppq � m. Ahora m � r1 � � � rn donde ri son elementos irreducibles en D1. El Corolario
2.2.46 nos asegura que m P p, y dado que p es un ideal primo, existe i0 P t1, . . . , nu tal
que ri0 P p y ası́ D1ri0 � p.

Siendo D1 un dominio de ideales principales, por el Teorema 1.2.67 se tiene que ri0 es
un elemento primo de D1 y por el Lema 1.2.36, D1ri0 es un ideal primo de D1 y dado que
D1 es un dominio de Dedekind entonces D1 es maximal. Luego entonces D1ri0 � p, por lo
que p es un ideal principal.ðq Es el Corolario 2.2.35. �
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Capı́tulo 3

Teorema de Minkowski

§3.1 Subgrupos discretos de Rn

Consideremos m ` n números naturales y v1, . . . , vm un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente de Rn y G el subgrupo de

�
Rn, �N� generado por v1, . . . , vm. Nótese que G es un grupo

libre de rango m, que esta generado por m vectores linealmente independientes en Rn, bajo estas
condiciones diremos que G es una red de Rn de dimensión m.

En adelante consideraremos Rn con la métrica usual: d
�
x, y �^	�� x � y � , donde para todo�

a1, . . . , an �> Rn se tiene que � � a1, . . . , an ���h	���" n
i & 1 a2

i � 1
2 . Además denotaremos a la bola cer-

rada con centro en x y radio r  R % por Br � x � .
Recordemos que un subconjunto X � Rn es acotado si X � Br � 0 � para algún r  R % , y que X es

discreto si X � Br � 0 � es finito para todo r  R % .

Teorema 3.1.1. Sea U � Rn abierto y f : U �� Rm una función diferenciable en x0  U. Entonces
f es una función continua en x0

1.

Teorema 3.1.2. Sea D � Rn cerrado y acotado y f : D �� R una función continua en D. Entonces
f alcanza su máximo y su mı́nimo absoluto en D2.

Corolario 3. 1.3. Sea D � Rn cerrado y acotado y f : D �� Rm una función continua en D.
Entonces f � D � es acotado en Rm.

Corolario 3.1.4. Sea D � Rn acotado y f : D �� R una función continua en D. Entonces f � D � es
acotado en Rm.

Teorema 3.1.5. Sea G un subgrupo aditivo de Rn. Entonces G es una red de Rn de dimensión m si y
sólo si G es un subgrupo discreto no trivial.

Demostración. Dado un subgrupo G de Rn, podemos trabajar dentro del subespacio vectorial de
Rn generado por G, y ası́ suponer que m 	 n.{ v ) Sea G un subgrupo libre de Rn y β 	ÿ
 v1, . . . , vn � un conjunto linealmente indepen-

diente en Rn el cual es un conjunto libre de generadores de G. En particular tenemos que
β es una base de Rn.

Defı́nase f : Rn �� Rn por f
�
v �8	}� v � β, donde � v � β denota el vector de coordenadas

del vector v respecto a la base β. Como f es lineal, entonces es una función diferenciable
y ası́ por el Teorema 3.1.1 tenemos que f es una función continua. Luego por el 3.1.4

1Ver r Ma s Sección 2.3. Teorema 8.
2Ver r Ma s Sección 3.3. Teorema 7.

67
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68 Teorema de Minkowski

se tiene que para todo r  R % , f � Br � 0 ��� es acotado. Es decir para cada r  R % , existe
kr  R % tal que si v  Br � 0 � , entonces � f � v ���*` kr.

Ahora, sea v  Br � 0 �*� G. Como β es una base de Rn tenemos que v 	 n"
i & 1

aivi, donde

ai  Z para i 	 1, . . . , n. El valor de cada una de las ai � s sólo tiene un número finito de
posibilidades, debido a que� ai �p`�� � a1, . . . , an ���7	�� f � n0

i & 1

aivi ���7	�� f � v ���*` kr

Por lo tanto Br � 0 �U� G es finito. Y ası́ concluimos que G es discreto es un subgrupo discreto
de Rn.w { ) La demostración se hará por inducción sobre n.
Base: Sea G un subgrupo discreto no trivial de R. Tomemos g  G �^
 0 � y consideremos
el conjunto G � B � g �'� 0 � . Claramente B � g �e� 0 � es no vacı́o pues g  G � B � g �e� 0 � . Siendo G
un subgrupo discreto de R, entonces G � B � g �e� 0 � es finito, luego podemos considerar

g0 	 mı́n 
 h  G � B � g �'� 0 �(� h � 0 � .
Mostraremos que g0 genera a G. Notemos que � h  G � R 6 si y sólo si h  G � R % ,

luego es suficiente demostrar que G � R % � E g0 F . Si h  G � R % , por el Principio de
Arquı́medes sabemos que existe k  R % tal que h ` kg0, esto asegura la existencia de

kh 	 mı́n 
 k  Z % � h ` kg0 � ,
De la minimalidad de kh, se tiene que

�
kh � 1 � g0 x h ` khg0, de donde se deduce que

0 x h � � kh � 1 � g0 ` g0, con
�
h � � kh � 1 � g0 �  G y dado que g0 mı́nimo en G � R %

obtenemos que h � � kh � 1 � g0 	 g0. Luego entonces h  E g0 F y ası́ h 	 khg0. Por lo tanto
G 	 E g0 F .

Al ser g0 linealmente independiente en R, se obtiene que G libre de dimensión 1.
Paso inductivo. Supongamos que n � 1 y que la proposición es válida para todo

natural k x n, y sea G un subgrupo discreto no trivial de Rn. Dado que Rn es generado,
como espacio vectorial, por G, podemos tomar 
 g1, . . . , gn �8� G que forme una base de
Rn. Sea V el subespacio vectorial de Rn generado por 
 g1, . . . , gn 6 1 � y consideremos

G0 	 G � V.

Tomemos r  R % y denotemos por Vr 	 V � Br � 0 � , claramente Vr � Br � 0 � , si además
consideramos el hecho de que G0 � G, tenemos que

G0 � Vr � G � Br � 0 � ,
y como G es un subgrupo discreto de Rn, tenemos que G � Br � 0 � es finito para todo
r  R % , y ası́ G0 � V Br � 0 � es finito para todo r  R % . Además G0 es no trivial en V
pues 
 g1, . . . , gn 6 1 �-� G0. En resumen G0 es un subgrupo discreto no trivial de V y como
dimR

�
V ��	 n � 1 x n, por hipótesis de inducción G0 es un subgrupo libre de V que

es generado, como grupo libre, por k vectores linealmente independientes en V, digamos
 h1, . . . , hk � . Por otro lado V está generado como espacio vectorial por G0, ası́ 
 h1, . . . , hk �
es un conjunto de generadores de V, luego entonces 
 h1, . . . , hk � es una base de V y ası́ k 	
n � 1.

Como gn < V, concluimos que 
 h1, . . . , hn 6 1, gn � es linealmente independiente en Rn y
por lo tanto es una base de Rn.

Sea

T V�� n Ô 1Î
i § 1

aihi � angn � G � 0 � ai � 1 si i V 1, . . . , n û 1 y 0 � an � 1 � .
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Al considerar M 	<" n â 1

i ß 1
� hi ��� � gn � , se tiene que para todo v  T, � v �!` M. es decir,

T es un subconjunto acotado de Rn.
Como gn  T, éste es no vacı́o, además de ser discreto por estar contenido en G. Luego

siendo que T es acotado, entonces T es finito, es ası́ que podemos tomar

x 	 b1h1 �=�@�@�g� bn 6 1hn 6 1 � bngn  T (1.1)

con la propiedad de ser bn mı́nimo positivo. Nótese que 0 x bn ` 1.
Recordemos que 
 h1, . . . , hn 6 1, gn � es una base de Rn, y que al ser x combinación lin-

eal no trivial de ésta última (con bn , 0), se tiene que 
 h1, . . . , hn 6 1, x � es otra base
de Rn que está formada por vectores que pertenecen a G. Ası́ es suficiente mostrar que
 h1, . . . , hn 6 1, x � genera a G como grupo abeliano libre para verificar G es libre de di-
mensión n.

Consideremos g  G, y sean ci  R con i h
 1, . . . , n � tales que

g 	 c1h1 �=�@�@�g� cn 6 1hn 6 1 � cngn. (1.2)

Recordemos que bn es un entero positivo, ası́ es posible encontrar un entero dn tal que
cn

bn
� 1 x dn ` cn

bn
.

Ahora, para cada i )
 1, . . . , n � 1 � definamos di 	Ä� ci � dnbi � , donde los corchetes
representan la parte entera y los bi � s están dados en la ecuación (1.1).

Sea

g � 	 g � � d1h1 �=�@�@�g� dn 6 1hn 6 1 � dnx �
Luego podemos jugar con esta última expresión y obtener

g ! ¤
(1.1)

g "|¡ d1h1 #%$�# dn Ô 1hn Ô 1 # dn ¡ b1h1 #%$&$&$�# bn Ô 1hn " 1 # bngn £¢£
= g "|¡¢¡ d1 # dnb1 £ h1 #'$&$($�# ¡ dn Ô 1 # dnbn Ô 1 £ hn Ô 1 # dnbngn £¤

(1.2)
¡ c1h1 #'$&$($�# cn Ô 1hn Ô 1 # cngn £ "|¡¢¡ d1 # dnb1 £ h1 #'$($&$�# ¡ dn Ô 1 # dnbn Ô 1 £ hn Ô 1 # dnbngn £

= ¡¢¡ c1 " dnb1 £ " d1 £ h1 #%$&$&$�# ¡¢¡ cn Ô 1 " dnbn Ô 1 £ " dn Ô 1 £ hn Ô 1 # ¡ cn " dnbn £ gn

Por la elección de los di � s tenemos que 0 ` � ci � dnbi �g� di x 1 y por como se tomó dn,
se tiene que 0 ` cn � dnbn x bn ` 1. Ası́ g �× T. Ahora considerando la minimalidad de
bn, concluimos que cn � dnbn 	 0. Por lo tanto g �i V y como por construcción g �i G,
entonces g �  V � G 	 G0. Luego, concluimos que

g 	 g � � d1h1 �=�@�@�g� dn 6 1hn 6 1�
	 	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	 	��	 	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	�	 	��
G0

� dnx

Siendo que G0 es un grupo libre con base 
 h1, . . . , hn 6 1 � , tenemos entonces que G es
un grupo libre con base 
 h1, . . . , hn 6 1, x � .

�

En vista del Teorema 3.1.5, si G es una red de dimensión m en Rn, en adelante nos referiremos a
G por subgrupo discreto de dimensión m de Rn.

Si G es un grupo discreto de Rn de dimensión m, con una base β 	ö
 g1, . . . , gm � , el dominio
fundamental respecto a la base β (también llamado región fundamental o dominio de Dedekind),
está dado por

Dβ 	�
 m0
i & 1

aigi � ai  R y 0 ` ai x 1 para i 	 1, . . . ,m � .
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Obsérvese que el dominio fundamental depende de la elección de la base. Por ejemplo, si tomamos
β 	ÿ
 e1, e2 � la base canónica de R2, y β ��	Ä
 e1, e1 � e2 � , tenemos que β y β � generan el mismo
grupo discreto de dimensión 2 en R2, sin embargo Dβ , Dβ � . Como se muestra en la figura

β )+* e1 , e2 ,
Dβ

β -�).* e1 , e1 / e2 ,
D -
β

e1

e2

e1

e1 / e2

Dβ , Dβ 0
F 1. Dos bases del mismo subgrupo discreto de Rn pueden generar dos regiones
fundamentales distintas.

Consideremos G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n, con base β 	�
 g1, . . . , gn � . Si g  Rn

este se puede escribir de manera única como

g 	 α1g1 � . . . , αngn con αi  R
Para cada i 	 1, . . . , n tomemos ai 	.� αi � y sea l 	 a1g1 �>�@�@�n� angn  G. Notemos que g � l  Dβ.

Ahora vamos a verificar que l es el único elemento en G que tiene esta propiedad para con g. Para
ello tomemos m 	^" n

i & 1 bigi  G tal que g � m  Dβ, como g � m 	^" n
i & 1
�
αi � bi � gi, se tiene que

0 ` αi � bi x 1 para i 	 1, . . . , n. Como también 0 ` αi � ai x 1 si i 	 1, . . . , n, podemos concluir
que � � αi � bi ��� � αi � ai �L� 	q� ai � bi � x 1 para cada i 	 1, . . . , n.

Ahora, dado que l � m 	�" n
i & 1
�
ai � bi � gi  G, ai � bi  Z y como � ai � bi � x 1, forzosamente

ai � bi 	 0 para todo i �
 1, . . . , n � . Por lo tanto l 	 g y ası́ verificamos que l es el único elemento
en G tal que g � l  Dβ.

Consideremos β una base de G y definamos para cada l  G

l � Dβ 	�
 l � d � d  Dβ � .
y obsérvese g  l � Dβ si y sólo si g � l  Dβ.

Notemos que 
 l � Dβ � l  G � cumple con las siguientes propiedades
i) Para cada l  G se tiene que l � Dβ, pues l  l � Dβ.

ii)
�
l1 � Dβ �!� � l2 � Dβ ��	 ∅ si l1 , l2.

iii) � l A G l � Dβ 	 Rn.
En resumen hemos visto que 
 l � Dβ � l  G � es un partición de Rn.

§3.2 El toro cociente

En esta sección se estudiará el grupo cociente Rn P G, con G un subgrupo discreto de dimensión
m de Rn. En adelante S denotará el conjunto de los números complejos de norma 1, que es un
subgrupo del grupo multiplicativo

�
U
�
C � , � � .

Lema 3.2.1. El grupo cociente
�
R P Z, �N� es isomorfo al grupo

�
S , � � .

Demostración. Defı́nase φ : R �� S , dada por φ
�
r �-	 e2πir. Recordemos que e2πir 	 cos

�
2πr �à�

isen
�
2πr � , luego para r  R � e2πir �y	 cos2 � 2πr ��� sen2 � 2πr � =1, ası́ aseguramos que φ esta bien

definida. Si r1, r2  R, tenemos que
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g

l

F 2. Si G es un subgrupo discreto de Rn, entonces 1 l # Dβ

 
l ô G 2 es una partición de Rn.

φ
�
r1 � r2 � =e2πi C r1 % r2 D

=cos
�
2π
�
r1 � r2 �'��� isen

�
2π
�
r1 � r2 �'�

= 3 cos Ì 2πr1 Í cos Ì 2πr2 Í@Ô sen Ì 2πr1 Í sen Ì 2πr2 Í 4�É i 3 sen Ì 2πr1 Í cos Ì 2πr2 Í@É sen Ì 2πr2 Í cos Ì 2πr1 Í 4
= � cos

�
2πr1 ��� isen

�
2πr1 � ��� cos

�
2πr2 ��� isen

�
2πr2 � �

=e2πir1 e2πir1

=φ
�
r1 � φ � r2 � .

Lo que asegura que φ es un homomorfismo de grupos.
Si z  S , sabemos que existe θ  R tal que cos

�
θ ��� isen

�
θ �;	 z, al hacer r 	 θ

2π se tiene que
φ
�
r ��	 z, es decir φ es sobreyectiva. Por otro lado r  ker

�
φ � si y sólo si cos

�
2πr ��� isen

�
2πr �*	 1,

y esto último pasa si y sólo si cos
�
2πr �(	 1 y sen

�
2πr �(	 0. Luego entonces r  ker

�
φ � si y sólo si

r  Z.
Aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo de grupos φ, concluimos que R P Z � S . �

0 1 2 3 45 15 25 35 4 φ

S
1

R

F 3. Lema 3.2.1

Denótese por T n el producto directo de n copias de S ; T n recibe el nombre de toro n � dimensional.
Por ejemplo para n 	 2 se puede identificar con el toro 2 � dimensional con el toro geométrico de
revolución.

Teorema 3.2.2. Sea G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n entonces Rn P G es isomorfo a T n.

Demostración. Sea β 	�
 g1, . . . , gn � una Z-base de G. Dado que β es una base de Rn, si v  Rn,
se tiene que

v 	 α1g1 �=�@�@�g� αngn con αi  R.
Defı́nase Φβ : Rn �� T n como Φβ

�
v �j	 � e2πiα1 , . . . , e2πiαn � para v  Rn. Claramente Φβ es un

morfismo suprayectivo de grupos y tenemos que v 	�" n
i & 1 αigi  ker

�
Φ � si y sólo si e2πiαi 	 1 para
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�S S

Toro de revolución

F 4. Identificación del toro 2 � dimensional con el toro de revolución.

cada i �
 1, . . . , n � . Esto último pasa si y solo si αi  Z para cada i �
 1, . . . , n � , luego entonces
ker
�
Φ ��	 G. Aplicando el Primer Teorema de Isomorfismo de Gupos obtenemos que Rn P G � T n. �

Topológicamente se puede obtener T n por el “pegado ”(la identificación) de caras opuestas de
un dominio fundamental (Fig 5).

D

F 5. Idealización geométrica de T n.

Si G es un subgrupo discreto de Rn de dimensión m, hemos visto que G puede considerarse un
subgrupo de Rm, ası́ que, es natural el siguiente

Corolario 3.2.3. Sea G un subgrupo discreto deRn de dimensión m. EntoncesRn P G � � T m � Rn 6 m � .
Demostración. Sea V el subespacio generado por G y sea W un complemento directo de V, es

decir Rn 	 V 6 W, además V � Rm y W � Rn 6 m. Luego
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Rn P G =

�
V 6 W �RP G

�
Prop. 1.1.36

V P G 6 W

�
Teo. 2.2.2

T m 6 W

�
W�Rn â m

T m 6 Rn 6 m.
�

Corolario 3. 2.4. Sea G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n con base β 	 
 g1, . . . , gn � ,
y sea Dβ el dominio fundamental respecto a la base β. Consideremos el morfismo Φβ dado en la
demostración del Teorema 3.2.2 y sea

Φ � Dβ : Dβ // T n" n
i & 1 αigi

�

//

�
e2πiα1 , . . . , e2πiαn �

Entonces Φ � Dβ es una biyección.

Demostración. Primero veremos queΦ � Dβ es una función sobreyectiva. Para ello tomemos t  T n,
en el Teorema 3.2.2 vimos que Φβ es sobreyectiva, entonces existe g  Rn tal que Φ

�
g �N	 t. Dado

que 
 l � Dβ � l  G � es una partición de Rn (ver página 71) tenemos que existe l  G tal que
g  l � Dβ o equivalentemente g � l  Dβ. Ahora

Φ � Dβ � g � l � 	 Φβ
�
g � l �	 Φβ
�
g � Φβ � l � 6 1	

l A G & ker C Φβ D Φβ � g �	 t

Luego entonces Φ � Dβ es una función sobreyectiva.
Ahora verificaremos la inyectividad de Φ � Dβ , supongamos que existen h1, h2  Dβ tales que
Φ � Dβ � h1 ��	 Φ � Dβ � h2 � , en particular Φβ

�
h1 ��	 Φβ � h2 � , y ası́ h1 � h2  ker

�
Φβ ��	 G. Como β

es una base de Rn tenemos que h1 	�" n
i & 1 αigi y h2 	Ã" n

i & 1 βigi , y además 0 ` αi, βi x 1 para
i �
 1, . . . , n � , notemos que esto último implica que 0 `q� αi � βi � x 1. Siendo que h1 � h2 	" n

i & 1
�
αi � βi � gi  G, entonces αi � βi  Z para i h
 1, . . . , n � , por lo que forzosamente αi � βi 	 0

para cada i h
 1, . . . , n � . Es decir Φ � Dβ es una función inyectiva.
Concluimos que Φ � Dβ es una biyección entre Dβ y T n. �

En cálculo de varias variables se define el volumen de un subconjunto X de Rn por

V
�
X ��	87

X

dx1 . . .dxn.
3

Notemos que el volumen existe sólo cuando la integral existe.
Usando la biyección Φ � Dβ del Corolario 3.2.4 se generará el concepto de volumen en T n. Para

ello consideremos G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n con base β y Y � T n. Se define el
volumen de Y con respecto a la base β como

Vβ

�
Y �-	 V

�
Φ � 6 1

Dβ

�
Y �'� .

Notemos que el volumen de Y depende de la base β que se ha elegido para trabajar.

3Demostración ver r Ap s Secc. 11.33.
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Definición 3.2.5. Sean f : Rn �� Rm una función diferenciable en x0  Rn dada por

f
�
x1, . . . , xn ��	 � f1 � x1, . . . , xn � , . . . , fm

�
x1, . . . , xn �'� ,

entonces la matriz Jacobiana de f en x0 esta dado por

Jg
�
x0 � ½¾¿:9 f19 x1

C x0 D ... 9 f19 xn
C x0 D

...
...9

fm9
x1
C x0 D ... 9 fm9 xn

C x0 D À�ÁÂ .
Teorema 3.2.6 (de Cambio de variables.). Sean f : U � Rn �� R una función integrable en U y
g : V � Rn �� U un difeomorfismo de clase C1. Entonces f Q g es integrable en V y además

7
U

f
�
y � d y 	 7

V

�
f Q g � � x �(� Dg

�
x �L� dx.

Donde Dg es el Jacobiano (el determinante de la matriz Jacobiana) de g.4

Lema 3.2.7. Sean L : Rn �� Rm una función lineal, entonces JL
�
x ��	 L

�
x � para todo x  Rn.

Proposición 3.2.8. Sea G un subgrupo discreto de Rn con base β 	Ä
 g1, . . . , gn � . Para cada i 
 1, . . . , n � , supongamos que gi 	 � a1i, . . . , a1n � . Entonces el volumen de la región fundamental Dβ

esta dado por

V
�
Dβ �-	q� det

�
ai j �(� .

Demostración. Por definición

V
�
Dβ ��	;7

Dβ

dx1 . . . dxn.

Ahora, defı́nanse nuevas variables dadas por

xi 	 n0
j & 1

ai jy j con yi �� 0, 1 � .
Quedando definida la parametrización

λ : � 0, 1 �-���@�@�×�5� 0, 1 ��
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	�	��
n 6 veces

// Dβ�
y1, . . . , yn � �

// 1 n"
j & 1

a1 jy j, . . . ,
n"

j & 1
an jy j

2 .

Nótese que λ es la restricción de una transformación lineal biyectiva que tiene como imagen a Dβ

y por el Lema 3.2.7 tiene como matriz jacobiana
�
ai j � . Ası́ el Jacobiano del sistema esta dado por

Jλ � det
�
ai j �(� , que es constante en Rn.

Si denotamos a � 0, 1 �-���@�@���|� 0, 1 ��
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	��	�	�	�	�	�	�	�	�	�	��
n 6 veces

por D, y aplicamos el teorema de cambio de variables (Teo-

rema 3.2.6). Obtenemos que

4Demostración ver r Ap s Secc. 11.32.
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§3.2 El toro cociente 75<
Dβ

dx1 . . . dxn 	
Teo. 3.2.6

<
D
� det
�
ai j �(� dy1 . . . dyn	

Jλ constante
� det
�
ai j �(� <

D
dy1 . . . dyn

= � det
�
ai j �(� 1<

0
dy1 �@�@� 1<

0
dyn

= � det
�
ai j �(�

Por lo tanto V
�
Dβ �-	q� det

�
ai j �L� . �

Corolario 3.2.9. Sea G un subgrupo discreto de Rn con β 	�
 g1, . . . , gn � β ��	�
 g �1, . . . , g �n � bases de
G. Entonces

V
�
Dβ ��	 V

�
Dβ � � .

Demostración. Supongamos que gi 	 � a1i, . . . , a1n � y g �i 	 � a �1i, . . . , a �1n � para cada i h
 1, . . . , n � .
Al ser β y β � bases de G, por el Teorema 3.3.21 se tiene que existe

�
bi j � una matriz unimodular que

lleva la base β en la base β � . Es decir1 b11 º º º b1n

...
...
...

bn1 bnn

2 1 a1 j

...
an j

2 	 ½¿ a �1 j

...
a �n j ÀÂ

y además det
�
bi j ��	 1. Luego entonces

V
�
Dβ � � 	

Teo. 3.2.8
� det
�
a �i j �L�

= � det
�
bi j � � ai j �(�	

Pro. del determinante
� det
�
bi j � det

�
ai j �(�

= � det
�
bi j �L� � det

�
ai j �(�	C bi j D es unimodular.

� det
�
ai j �L�	

Teo. 3.2.8
V
�
Dβ � .

Por lo tanto V
�
Dβ �-	 V

�
Dβ � � . �

Corolario 3.2.10. Sea G un subgrupo discreto de Rn con base β 	�
 g1, . . . , gn � . Si H es un subgrupo
de G de rango n, entonces existe γ 	�
 h1, . . . , hn � base de H

V
�
Dγ ��	q� G P H � V � Dβ � .

Demostración. Por el Teorema 1.3.13 sabemos que existe una base 
 g1, . . . , gn � de G y α1, . . . , αn

enteros tales que γ 	�
 α1g1, . . . , αngn � es una base de H. Como en el Teorema 3.2.8 supongamos
que gi 	 � ai1, . . . , ain � , luego α jg j 	 � α ja ji, . . . , α ja jn � . Resumiendo tenemos que

V
�
Dγ � 	

Teo. 3.2.8
� det

�
αiai j �L�

= � » nY
i & 1

αi ¼ det
�
ai j �L�

= � nY
i & 1

αi � � det
�
ai j �L�	

Cor. 1.3.21
� G P H � � det

�
ai j �(�	

Teo. 3.2.8
� G P H � V � Dβ � .

�

En relación al Corolario 3.2.9 es posible definir el volumen de un subgrupo discreto de Rn

como el volumen de cualquiera de sus bases, y ası́, si G es un subgrupo discreto de Rn denotarlo
simplemente por V

�
G � .
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Teorema 3.2.11. Sea G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n con base β. Sea Φ como en el
Teorema 3.2.2. Consideremos X un subconjunto acotado de Rn tal que V

�
X � existe. Si V

�
Φβ
�
X �'� ,

V
�
X � , entonces Φβ � X no es inyectiva.

Demostración. Supongamos que Φβ � X es inyectiva. Al ser X acotado, existen h1, . . . , hm  G

distintos tales que X � m�
i & 1

�
hi � Dβ � .

Para cada i ~
 1, . . . ,m � tomemos Xi 	 X � � hi � Dβ � y Yi 	ü
 x � hi � x  Xi � . Nótese que

X 	 n�
i & 1

Xi.

Por otro lado, para todo i |
 1, . . . , n � se tiene que Yi � Dβ. Además si y  Yi � Y j con i , j,
entonces y 	 xi � hi y y 	 x j � h j para algún xi  Xi y x j  X j, y ası́

Φβ
�
xi ��	 Φβ � y � hi ��	 Φβ � y � h j ��	 Φβ � x j �

al ser Φβ inyectiva se tendrı́a que xi 	 x j y ası́ hi 	 h j lo que serı́a contradictorio pues i , j y
sabemos que el conjunto 
 h � Dβ � h  G � es una partición de Rn . Luego entonces, Yi � Y j 	8= si
i , j.

Siendo que las traslaciones son funciones funciones isométricas tenemos que

V
�
Yi ��	 V

�
Xi � para cada i h
 1, . . . ,m �

Además tenemos que Φβ � Dβ � Yi ��	 Φ � Xi � , luego Yi 	 Φ � 6 1
Dβ

�
Φ
�
Xi �'� .

Entonces

V
�
Φβ
�
X �'� 	 V

�
Φβ
� n�
i & 1

Xi �'�	
Xi � s son ajenos

V
� n�
i & 1
Φβ
�
Xi �'�	 V

�
Φ
6 1
β

� n�
i & 1
Φβ
�
Xi �'�'�	 V

� n�
i & 1
Φ 6 1
β

�
Φβ
�
Xi �'�'�	 V

� n�
i & 1

Yi �	
Yi � s son ajenos

n"
i & 1

V
�
Yi �	 n"

i & 1
V
�
Xi �	 V

�
X � .

lo que es una contradicción y por lo tanto Φβ � X no es inyectiva. �

§3.3 Teorema de Minkowski

Recordemos que un subconjunto X � Rn se dice convexo si para cualesquiera x, y  X, el
segmento que los une está contenido en X. En términos algebraicos, X es convexo si para todo
x, y  X 
 λx � � 1 � λ � y � λ �� 0, 1 �z�*� X.

Se dice que un subconjunto X � Rn es simétrico respecto al origen si x  X implica que � x  X.

Teorema 3.3.1 (Minkowski). Sea G un subgrupo discreto de Rn de dimensión n , y sea X un subcon-
junto acotado simétrico y convexo de Rn. Si

V
�
X ��� 2nV

�
G � ,
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entonces X � G , 
 0 � .
Demostración. Consideremos β 	�
 g1, . . . , gn � una base de G con dominio fundamental Dβ y sea

2G el subgrupo libre generado por 2β 	�
 2g1, . . . , 2gn � . Por la Proposición 3.2.8 tenemos que

V
�
2G ��	 2nV

�
G �

Por otro lado si consideramos Φ2β el homomorfismo natural con núcleo 2G definido en el Teorema
3.2.2, se tiene que

V
�
Φ2β
�
X �'��` V

�
2G ��	 2nV

�
G � x V

�
X �

Por el Teorema 3.2.11 Φ2β � X no es inyectiva, por lo que existen x1, x2  X con x1 , x2 tales que
Φ2β
�
x1 ��	 Φ2β

�
x2 � , o equivalentemente x1 � x2  2G.

Siendo X simétrico y como x2  X, tenemos que � x2  X. Y como X es convexo λx1 � � 1 �
λ � � � x2 �� X, en particular para λ 	 1

2 se tiene que 1
2

�
x1 � x2 �! X.

Por otro lado x1 � x2  2G, luego 1
2

�
x1 � x2 �� G. Ası́ 0 , 1

2

�
x1 � x2 �� X � G.

Por último si suponemos que 1
2

�
x1 � x2 �\	 0, entonces x1 � x2 	 0 lo que serı́a una contra-

dicción. �

§3.3.1 Aplicaciones en teorı́a de números clásica

En esta sección se demostrarán dos teoremas clásicos en la teorı́a de números, los cuales tardaron
mucho tiempo en resolver matemáticos de la talla de Euler y Lagrange con técnicas sofisticadas
y complejas. Sin embargo usando el Teorema Minkowski estos resultados pueden demostrarse de
manera bastante sencilla.

Teorema 3.3.1 (Teorema de la suma de dos cuadrados). Si p es un número primo de la forma 4k � 1
entonces p es la suma de dos cuadrados enteros.

Demostración. Consideremos p un número primo de la forma 4k � 1. Zp es un campo finito, luego
por el Teorema 1.4.54 tenemos que

�
U
�
Zp � , � � es un grupo abeliano cı́clico y de orden p � 1 	 4k.

Como 4 divide al orden del grupo, existe u  Z >p tal que ord
�
u ��	 4. Siendo � 1 el único elemento

de orden 2 en U
�
Zp � , se tiene que u2 	 � 1.

Sea G 	¹
 � a, b �� Z2 � b ø ua
�
mód p �M� . Claramente

�
0, 0 �� G, además si

�
a, b � , � c, d �� G,

como b ø ua
�
mód p �M� y d ø uc

�
mód p �M� , luego entonces

�
b � d �qø u

�
a � c � � mód p �M� , lo que

significa que
�
a � c, b � d �� G, y por lo tanto G es un subgrupo de Z2.

Ahora, dado que u  Z >p , existe v  Z tal que uv ø 1
�
mod p � , siendo ası́ que

�
v, 1 �! G, y por lo

tanto G es no trivial.
Ahora si

�
a, b �- Z2, se tiene que p

�
a, b ��	 � pa, pb �� G y por lo tanto a Z2 P G se le puede dar

estructura de Zp espacio vectorial. Como 
 � 1, 0 � , � 0, 1 �M� es un conjunto libre de generadores de Z2,
en particular 
 � 1, 0 � , � 0, 1 �o� es un conjunto que genera a Z2 P G como Zp espacio vectorial, notemos
que v

�
1, 0 �!� � 0, 1 ��	 � v, 1 ��	 � 0, 0 � , es decir 
 � 1, 0 � , � 0, 1 �'� es Zp-linealmente dependiente y por

lo tanto 
 � 1, 0 �o� es una base de Z2 P G. Entonces � Z2 P G � 	 p.
Ahora de la Proposición 3.2.8 tenemos que V

�
Z2 �\	 1 y por el Corolario 3.2.10 es necesario

que V
�
G �-	 p. Luego por el Teorema de Minkowski (3.3.1), todo cı́rculo con centro en el origen de

radio r y con área πr2 � 4p 	 22 p contiene un punto no trivial de G.
Tomando r2 	 3p

2 , se obtiene que π 3p
2 � 9p

2 � 4p, ası́ que para este r en particular, existe un
punto

�
a, b �i G, con

�
a, b � , � 0, 0 � tal que

0 , a2 � b2 ` r2 	 3p
2 x 2p.
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Por otro lado
a2 � b

2 	 a2 � ua2 	 a2 � u2a2 	 a2 � a2 	 0,
es decir p � a2 � b2, obteniendo que p ` a2 � b2 x 2p, y al ser a2 � b2 un entero, forzosamente
deber ser que p 	 a2 � b2. �

Lema 3.3.2. El volumen de una n-esfera de radio a esta dado por π
n
2 rn

Γ C n2 % 1 D , dondeΓ
�
n �-	 / <

0
tn 6 1e 6 tdt.5

Teorema 3.3.3 (La suma de cuatro cuadrados). Todo entero positivo es la suma de cuatro cuadra-
dos.

Demostración. Primero se demostrará el resultado para los números primos, para luego exten-
derlo a todos los enteros.

Como 2 	 12 � 12 � 0 � 0, podemos suponer que p es un número primo impar.
Si u  Z, entonces u2 toma exactamente p % 1

2 valores distintos en Zp, a saber son los tomados al
hacer u 	 0, . . . , p 6 1

2 ; en consecuencia si v  Z, entonces 1 � v2 toma p % 1
2 en Zp. Ahora Zp tiene

exactamente p elementos, entonces existen u, v  Z tales que u2 � v2 � 1 ø 0
�
mód p �M� . Nótese que

no puede ser que p � u y p � v, pues en ese caso 1 ø 0
�
mód p �M� , que no es posible. Sin pérdida de

generalidad supongamos que
�
p, u ��	 1.

Sea
G 	�
 � a, b, c, d �� Z4 � c ø ua � vb

�
mód p �M� , d ø ub � va

�
mód p �M�@�

Tenemos que
�
0, 0, 0, 0 �� G. Además, si

�
a, b, c, d � , � a � , b � , c � , d ���� G se cumple que

c ø ua � vb
�
mód p � y d ø ub � va

�
mód p � (3.1)

y que
c � ø ua � � vb � � mód p � y d � ø ub � � va � � mód p � (3.2)

ası́ pasa
c � c � ø

Por 3.1
u
�
a � a � ��� v

�
b � b � � � mód p �

y
d � d � ø

Por 3.2
u
�
b � b � ��� v

�
a � a � � � mód p � .

Es decir
�
a, b, c, d �!� � a � , b � , c � , d ���L G. Luego entonces G es un subgrupo de Z4. Además para

todo g  Z4 P G se tiene que pg 	 0, ası́ g  Z4 P G es un Zp-espacio vectorial.
Ahora vamos a mostrar que 
 � 1, 0, 0, 0 � , � 0, 0, 0, 1 �e� es una base de Z4 P G, lo que es equivalente

a mostrar que para todo
�
a, b, c, d �h Z2 existen x, y  Z tales que

�
a, b, c, d �3� x

�
1, 0, 0, 0 �-�

y
�
0, 0, 0, 1 �� G, lo que pasa si y sólo si

c ø u
�
a � x ��� vb

�
mód p � y d � y ø ub � v

�
a � x � � mód p �

Ahora la ecuación c ø u
�
a � x ��� vb

�
mód p � tiene como solución

x0 ø a � u 6 1vb � u 6 1c
�
mód p �

de donde se tiene que la solución a d � y ø ub � v
�
a � x � � mód p � esta dada por

y0 ø d � ub � v
�
a � x0 � � mód p �

Por lo tanto 
 � 1, 0, 0, 0 � , � 0, 0, 0, 1 �e� es un conjunto de generadores de Z4 P G.
Ahora supongamos que

a
�
1, 0, 0, 0 ��� d

�
0, 0, 0, 1 �!	 � 0, 0, 0, 0 �

5Demostración ver r Ap s Secc. 11.33. pág. 411.



i

i

“Tesis” — 2009/7/28 — 11:56 — page 79 — #85
i

i

i

i

i

i

§3.3.2 Finitud del grupos de clases de un campo numérico 79

Entonces se tiene que 0 ø ua
�
mód p � y que d ø � va

�
mód p � , como p - u, p � a y ası́ d ø

0
�
mód p � , es decir 
 � 1, 0, 0, 0 � , � 0, 0, 0, 1 �e� es una base de Z4 P G. Por lo tanto � Z4 P G � 	 p2

Por le Lema 3.3.2 se tiene que el área de una 4-esfera de radio r es π2r4

2 . Tomando r2 	 (1.9)p

se tiene que 16p2 x π2 C 1,9p2 D
2 . Luego por el Teorema de Minkowski existe un elemento

�
a, b, c, d �-

G �=
@� tal que
0 x a2 � b2 � c2 � d2 ` r2 	 (1.9)p x 2p

Dado que c ø ua � vb
�
mód p � y d ø ub � va

�
mód p � vvv se tienen las siguientes congruencias

a2 # b2 # c2 # d2 ? a2 # b2 # ¡ u2a2 # 2uvab # v2b2 £@# ¡ u2b2 " 2uvab # v2a2 £ ¡ mód p £? a2 # b2 # u2 ¡ a2 # b2 £A# v2 ¡ b2 # a2 £ ¡ mód p £? ¡ a2 # b2 £ ¡ 1 # u2 # v2 £ ¡ mód p £? 0 ¡ mód p £
Por lo tanto p � a2 � b2 � c2 � d2. En resumen p ` a2 � b2 � c2 � d2 x 2p y al ser a2 � b2 � c2 � d2

entero obtenemos que p 	 a2 � b2 � c2 � d2.
Como para todo a, b, c, d, A, B,C,D  Z se tiene que° a2 � b2 � c2 � d2 ± ° A2 � B2 � C2 � D2 ± ßp° aA â bB â cC â dD ± 2 �p° aB � bA � cD â dC ± 2 �p° aC â bD � cA � dB ± 2 �p° aD � bC â cB � dA ± 2

Aplicando inducción sobre el número de primos que aparecen al factorizar un entero positivo n se
sigue el resultado. �

§3.3.2 Finitud del grupos de clases de un campo numérico

Para F un campo numérico de dimensión n sobre Q y σ : F �� Q un monomorfismo que deja
fijos los elementos de Q, decimos que σ es real si σ

�
F �*� R y que es complejo en caso contrario.

En virtud el Teorema 1.4.53 y dado que Q es de caracterı́stica cero, si F un campo numérico
de dimensión n sobre Q se tiene que F 	 Q

�
θ � para algún θ  F. Por otro lado por el Lema

1.4.37, tenemos que todo morfismo de campos σ : F �� Q que extienda a la identidad en Q esta
determinado por σ

�
θ � . Podemos entonces concluir el siguiente

Proposición 3.3.1. Sean Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre de Q, σ : F �� Q un

morfismo de campo que extiende a la identidad en Q. Entonces
1) σ es real si y sólo si σ

�
θ �7 R.

2) σ es complejo si y sólo si σ
�
θ � es un complejo no real.

Sean Q
�
θ � es un campo numérico de dimensión n sobre Q y fθ

�
x � el polinomio mı́nimo de θ sobre

Q. Por el Lema 3.4.37 tenemos que existe una biyección entre la raı́ces de fθ
�
x � y los morfismos de

campos de Q
�
θ � en Q que extienden a la identidad en Q. Por otro lado del Corolario 3.4.23 tenemos

que � Q � θ � : Q ��	 grad
�
fα
�
x �'� , por lo que existen n distintos extensiones de la identidad de la

identidad en Q a Q
�
θ � .

Proposición 3.3.2. Sean f
�
x �7 R � x � y z  C una raı́z de f

�
x � . Entonces z es una raı́z de f

�
x � .

En vista de las Proposiciones 3.3.2 y 3.3.1 podemos concluir que existen 2t monomorfismos com-
plejos de Q

�
θ � en Q que extienden a la identidad en Q, para algún t  N. Si r es el número de

monomorfismo reales de Q
�
θ � en Q que extienden a la identidad en Q, tenemos que r � 2t 	 n,

donde n 	Ã� Q � θ � ,Q � . Notemos que r y t son dos números naturales asociados intrı́nsecamente a la
extensión de campos Q

�
θ � sobre Q.

Definición 3.3.3. Sean Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre de Q y σ1, . . . , σn los dis-

tintos morfismos de campo de Q
�
θ � en Q que extienden a la identidad en Q. Decimos que σi es

conjugado de σ j si σi
�
θ �-	 σ j

�
θ � .
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Teorema 3. 3.4. Sean Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre de Q y σ un morfismo de

campos de Q
�
θ � en Q que extiende a la identidad en Q. Entonces σ es un morfismo de campos de

Q
�
θ � en Q que extiende a la identidad en Q.

Sean Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre de Q y σ1, . . . , σn los distintos morfismos de

campo de Q
�
θ � en Q que extienden a la identidad en Q. Si r es el número de morfismo reales de F

en Q y 2t el número de morfismos complejos, podemos ordenar los σi de tal modo que σi sea real si
1 ` i ` r y σi sea un morfismo complejo si r � 1 ` i ` r � t y además σi sea conjugado con σi % t

para r � 1 ` i ` r � t. Ası́ los primeros r � t morfismos determinan los restantes. Definamos

σ : Q
�
θ ���� Rr B Ct por σ

�
x �-	 � σ1

�
x � , . . . , σr % t

�
x �'�

σ se llama la inmersión canónica de Q
�
θ � en Rr X Ct. Recordemos que para r � 1 ` j ` r � t

podemos σ j es un morfismo complejo, entonces σ j
�
x ��	 Re

�
σ j
�
x �'�W� iIm

�
σ j
�
x �'� , donde Re

�
σ j
�
x �'�

y Im
�
σ j
�
x �'� son la parte real y la parte imaginaria de σ j

�
x � . De esta forma podemos pensar que es

una función σ : Q
�
θ �*�� Rn dada por

σ
�
x �3	 � σ1

�
x � , . . . , σr

�
x � ,Re

�
σr % 1

�
x �'� , Im

�
σr % 1

�
x �'� , . . . ,Re

�
σr % t

�
x �'� , Im

�
σr % t

�
x �'�'�

Como cada σi es un morfismo de campos, por el Lema 14.13 cada σi es un morfismo inyectivo de
anillos y ası́ tenemos que σ

�
x � es un morfismo inyectivo de grupos.

Proposición 3.3.5. SeaQ
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre Q y M un Z-submódulo libre

de rango n de F. Si 
 α1, . . . , αn � es una Z-base de M y σ es la inmersión canónica de Q
�
θ � en Rn,

entonces σ
�
M � es una red de dimensión n de Rn cuyo volumen está dado por

v
�
σ
�
M �'�3	 2 6 t CCCC det

1 D i, j D n

�
σi
�
α j �'� CCCC .

Demostración. Para αi en la base de M tenemos que σ
�
αi � en la base canónica de Rn está dado

por

σ
�
αi �-	 � σ1

�
αi � , . . . , σr

�
αi � ,Re

�
σr % 1

�
αi �'� , Im

�
σr % 1

�
αi �'� , . . . ,Re

�
σr % t

�
αi �'� , Im

�
σr % t

�
αi �'�'�

Ahora consideremos la matriz N que tiene como i-ésimo renglón el vector σ
�
αi � , es decir

N 	 1 σ1 C α1 D ... σr C α1 D Re C σr � 1 C α1 D�D Im C σr � 1 C α1 D�D ... Re C σr � t C α1 D�D Im C σr � t C α1 D�D
...

...
...

...
...

...
σ1 C αn D ... σr C αn D Re C σr � 1 C αn D�D Im C σr � 1 C αn D�D ... Re C σr � t C αn D�D Im C σr � t C αn D�D 2 .

Usando las identidades Re
�
z �j	 1

2

�
z � z � e Im

�
z �j	 1

2i

�
z � z � para z  C y la n-linealidad del

determinante, se obtiene que

det
�
N �3	 � � 1 � t � 1

2i
� tdet

�
σi
�
α j �'� . (3.3)

Ahora notemos que dado que 
 α1, . . . , αn � es Z-linealmente independiente, entonces es un con-
junto Q-linealmente independiente y por lo tanto es una base de Q

�
θ � sobre Q, cuyo discriminante

esta dado por
∆ � α1, . . . , αn �-	 � det

�
σi
�
α j �'�'� 2.

Por el Teorema 3.2.18 ∆ � α1, . . . , αn �h Q y además es no nulo, es decir
�
det
�
σi
�
α j �'�'� 2 , 0, de

donde det
�
σi
�
α j �'� , 0. Por lo tanto det

�
N � , 0 y ası́ los vectores renglón de N son linealmente

independientes, de donde se concluye que σ
�
M � es una red de dimensión n de Rn.

Por último de la Proposición 3.2.8, obtenemos que

V
�
σ
�
M �'�3	q� det

�
N �L� 	 2 6 t CCCC det

1 D i, j D n

�
σi
�
α j �'� CCCC . �
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Nota 3. 3.6. En adelante D denotará el anillo de enteros de un campo numérico Q
�
θ � de dimensión

n sobre Q y σ la inmersión canónica de Q
�
θ � en Rr X Ct, donde r es el número de homomorfismos

reales y 2t el de los homomorfismos complejos.

Como consecuencia del Corolario 2.2.19, tenemos que los discriminantes de dos bases de D son
asociados en Z, es más, de la Proposición 2.2.10 se tiene que difieren en un cuadrado. Es decir, si
D es un campo numérico y α y β son Z-bases de D, entonces ∆ � α �-	 ∆ � β � , ası́, si Q

�
θ � es un campo

numérico se define el discriminante de Q
�
θ � como el discriminante de cualquier base de D.

Corolario 3.3.7. Si d es el discriminante de F, D su anillo de enteros, y A un ideal entero no nulo
de D, entonces σ

�
D � y σ

�
A � son subgrupos discretos de Rn. Además

v
�
σ
�
D �'�-	 2 6 t � d � 12 y v

�
σ
�
A �'�-	 2 6 t � d � 12 N

�
A �

Demostración. σ
�
D � y σ

�
A � son subgrupos discretos de Rn por la Proposición 3.3.5, esta última

además muestra que V
�
σ
�
D �'�h	 2 6 t � d � 12 . La segunda igualdad se deduce teniendo en cuenta

que σ
�
A � (ver Definición 2.2.45) es es un subgrupo de ı́ndice N

�
A � de σ

�
D � , para luego aplicar el

Corolario 2.2.10. �

Lema 3.3.8. Consideremos s  R % un número fijo y sea

Λr,t,s 	 G � y1, . . . , yr, z1, . . . , zt �! Rr B Ct CCCCC
r0

i & 1

� yi �p� 2
t0

i & 1

‖ zi ‖ ` s I ,
donde �y� denota el valor absoluto en R y ‖ ‖ la norma de un número complejo.

Entonces Λr,t,s es un conjunto compacto, convexo y simétrico respecto al origen, cuyo volumen
está dado por V

�
Λr,t,s ��	 2r

Ø
π
2
Ù t sn

n! , donde n 	 s � 2t.

Demostración. ClaramenteΛr,t,s es compacto y simétrico respecto al origen. Ahora consideremos
v1, v2  Λr,t,s, es decir

v1 	 � y1, . . . , yr, z1, . . . , zt � y v2 	 � y �1, . . . , y �r, z �1, . . . , z �t �
y sea Ξ 	�
 � 1 � λ � v1 � λv2 � 0 ` λ ` 1 � el segmento que une a los vectores v1 y v2. Recordemos
que para todo x1, x2  R, w1,w2  C y λ �� 0, 1 � , se tiene queE C 1 6 λ D x1 % λx2

E DiC 1 6 λ D E x1
E % λ E x2

E
y ‖ C 1 6 λ D w1 % λw2‖ DiC 1 6 λ D ‖w1‖ % λ‖w2‖.

Ası́, si v  Ξ, como v 	 � 1 � λ � v1 � λv2 para alguna λ �� 0, 1 � , tenemos queï r
i ß 1
E C 1 6 λ D yi % λy �i E % 2

ï t
i ß 1‖ C 1 6 λ D zi % λz �i ‖ D ï r

i ß 1 ç C 1 6 λ D E yi
E % λ E y �i E èR% 2

ï t
i ß 1 ç C 1 6 λ D ‖zi‖ % λ‖z �i ‖ è .

Como ï r
i ß 1 ç C 1 6 λ D E yi

E % λ E y �i E èR% 2
ï t

i ß 1 ç C 1 6 λ D ‖zi‖ % λ‖z �i ‖ èR&iC 1 6 λ D � ï r
i ß 1
E
yi
E % 2
ï t

i ß 1‖zi‖ � % λ � ï r
i ß 1
E
y �i E % 2

ï t
i ß 1‖z �i ‖ �

y C 1 6 λ D � ï r
i ß 1
E
yi
E % 2
ï t

i ß 1‖zi‖ � % λ � ï r
i ß 1
E
y �i E % 2

ï t
i ß 1‖z �i ‖ � DiC 1 6 λ D s % λs & s,

obtenemos que v  Λr,t,s y por lo tanto Λr,t,s es convexo.
Ahora vamos a demostrar que V

�
Λr,t,s ��	 2r

Ø
π
2
Ù t sm

m! . Se va a proceder por doble recurrencia
sobre r y t.

Se tiene que V
�
1, 0, s �;	 2s pues es la longitud del segmento �n� s, s � y que V

�
0, 1, s �;	 πs2

4 , lo
que es conforme con la fórmula.

Supongamos que la fórmula es válida para r, y para todo t  N y s  R, y tomemos

Λr % 1,t,s � R � Rr � Ct
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Por definición, si
�
y1, . . . , yk, y, z1, . . . , zt �� Λk % 1,t,s, satisface que� y �p� k0

i & 1

� yi �p� 2
t0

i & 1

‖ zi ‖ ` s

Notemos que cada y ��n� s, s � , define un subconjunto de Rk � Ct, dado por Λk,t,s 6 E y E , el cual resulta
ser un corte de Λr % 1,t,s. Ası́, por la formula de integración por “rebanadas ”tenemos que

V
�
Λr % 1,t,s ��	 7 s6 s

V
�
Λr,t,s 6 E y E � dy.

Y como Λr % 1,t,s es simétrico respecto al origen, entonces7 s6 s
V
�
Λr,t,s 6 E y E � dy 	 2 7 s

0
V
�
Λr,t,s 6 y � dy

Ahora, por hipótesis de inducción V
�
Λr,t,s 6 y ��	 2r

Ø
π
2
Ù t C s 6 y D nC n D ! donde n 	 r � 2t, entonces

V
�
Λr % 1,t,s ��	 2 7 s

0
2r
�
π

2
� t
�
s � y � n�

n � ! dy 	 2r % 1
�
π

2
� t
�
s � n % 1�

n � 1 � ! .
Para finalizar supongamos que la proposición, ahora es válida para t y para todo r  N y s  R, y
consideremos

Λr,t % 1,s � Rr � Ct � C.
Como para todo

�
y1, . . . , yr, z1, . . . , zt, z �! V

�
Λr,t % 1,s � se tiene que

r0
i & 1

� yi �p� 2
t0

i & 1

‖ zi ‖ � 2 ‖ z ‖ ` s

Nuevamente por la fórmula de integración por “rebanadas ”tenemos que

V
�
Λr,t % 1,s ��	87 E

z
E D s

2

V
�
Λr,t,s 6 2‖z‖ � dz

Dado que z 	 ρeiθ, donde ρ  R % y θ �� 0, 2π � , tenemos que dz 	 ρdρdθ. Y como por hipótesis de
inducción V

�
Λr,t,s 6 2‖z‖ ��	 2r

Ø
π
2
Ù t C s 6 2‖z‖ D n

n! donde n 	 r � 2t, se deduce que

V
�
Λr,t % 1,s �-	F7 s

2

0
7 2π

0
2r
�
π

2
� t
�
s � 2ρ � n

n!
ρdρdθ 	 2r

�
π

2
� t 2π

n!
7 1

2

0

�
s � 2ρ � nρdρ.

Usando integración por partes para calcular
< �

s � 2ρ � ρdρ, obtenemos que7 � s � 2ρ � nρdρ 	�� 1
4
�
s � 2ρ � n % 1 » 2

�
n � 2 � ρ � � s � 2ρ ��

n � 1 � � n � 2 � ¼ � C.

De donde obtenemos que

V
�
Λr,t % 1,s �-	 2r

�
π

2
� t % 1 sn % 2�

n � 2 � ! .
Lo que demuestra la formula. �

Lema 3.3.9 (Desigualdad de la media geométrica). Sea a1, . . . , an  R, entonces1 n[
i & 1

ai
2 n ` " n

i & 1 ai

n
.6

6Demostración ver [Sp] pág. 42.
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Proposición 3.3.10. Sea Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre Q con discriminante d y

sea A un ideal de D. Entonces A contiene un elemento no nulo x tal que

N
�
x �3` » 4

π ¼ t n!
nn � d � 12 N

�
A �

Demostración. Con la notación del Lema 3.3.8, consideremos r, t  N y s  R % de tal forma que
V
�
Λr,t,s �y	 2n % 1v

�
A � , es decir V

�
Λr,t,s �;	 2n 6 t % 1 � d � 12 N

�
A � (ver Corolario 3.3.7). Para ello es

suficiente tomar s  R % tal que

sn 	 n! » 4
π ¼ t

2 � d � 12 N
�
A � .

Ahora, aplicando nuevamente el Lema 3.3.8, tenemos queΛr,t,s es un conjunto compacto, convexo
y simétrico respecto al origen, con la propiedad de que 2nV

�
σ
�
A �'� x V

�
Λr,t,s � . Por el Teorema de

Minkowski (3.3.1), existe y  Λs � σ � A � , tal que y , 0 y como σ es un morfismo inyectivo de grupos,
entonces existe x  A kl
 0 � tal que σ

�
x �-	 y.

Sean σ1, . . . , σr los morfismo reales de Q
�
θ � en Q que extienden a IQ y σr % 1, . . . , σn los 2t mor-

fismos complejos, ordenados de tal forma que σi 	 σi % t para r � 1 ` i ` r � t. Si calculamos la
norma de x, tenemos que

N
�
x �3	 n[

i & 1

σi
�
x �-	 r[

i & 1

σi
�
x � n[

i & r % 1

σi
�
x �-	 r[

i & 1

σi
�
x � r % t[

i & r % 1

σi
�
x � r % t[

i & r % 1

σi
�
x �

Ahora recordemos que para z  C se tiene que zz 	 ‖ z ‖, donde ‖ z ‖ es la norma de z. Ası́� N � x �L� 	 r[
i & 1

� σi
�
x �L� t[

j & 1

‖ σr % j
�
x � ‖2

Por la desigualdad de la media geométrica (Lema 3.3.9), se tiene que� N � x ��� `¹ð 1
n

r0
i & 1

� σi
�
x �L�p� 2

n

r % t0
i & 1

‖ σi
�
x � ‖ ñ n

.

Por otro lado x  Λs, entoncesð 1
n

r0
i & 1

� σi
�
x �L�p� 2

n

r % t0
i & 1

‖ σi
�
x � ‖ ñ n ` sn

nn .

De donde � N � x �L� ` sn

nn y ası́ � N � x �L� ` n!
nn

Ø
4
π
Ù t 2 � d � 12 N

�
A � �

Corolario 3.3.11. Sea Q
�
θ � un campo numérico de dimensión n sobre Q con discriminante d. En-

tonces toda clase de ideales en el grupo de clases de ideales de D contiene un ideal A tal que

N
�
A �-` » 4

π ¼ t n!
nn � d � 12 .

Demostración. Sea G el grupo de clases de ideales de D. Primero veremos que para todo g  G
existe A  g tal que A es un ideal fraccionario no entero.

Sea entonces g  G y A  g. Si A es un ideal fraccionario no entero ya hemos terminado. Entonces
supongamos que A  g es un ideal entero de D y q  F k D, y sea B 	 DqA. Claramente B es un
ideal fraccionario no entero de D que esta relacionado con A, y ası́ B  g.
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Ahora sea g  G, por lo anterior podemos tomar A  g un ideal fraccionario no entero, entonces
A 6 1 es un ideal entero de D, por la Proposición 3.3.10, existe x  A 6 1 un elemento no nulo tal que
N
�
x �-` n!

nn

Ø
4
π
Ù t 2 � d � 12 N

�
A � 6 1. Sea

B 	 DxA,
claramente B  g, pues BA 6 1 	 Dx.

Por último notemos por el Teorema 2.2.43 tenemos que N
�
Dx �3	 N

�
x � de donde

N
�
BA 6 1 ��	 N

�
B � N � A 6 1 ��` n!

nn » 4
π ¼ t

2 � d � 12 N
�
A 6 1 �

Y siendo que N
�
A 6 1 � , Podemos concluir que N

�
B �-` n!

nn

Ø
4
π
Ù t 2 � d � 12 �

Teorema 3.3.12 (Dirichlet). Para todo campo numérico, el grupo de las clases de ideales de F es
finito.

Demostración. En virtud del Corolario 3.3.11 es suficiente demostrar que el conjunto de ideales
enteros de D, cuya norma es un entero dado es finito.

Entonces tomemos q un entero no negativo y B un ideal entero de D tal que N
�
B �;	 q. Ahora

recordemos que N
�
B �|	 �D P B � , es decir D P B es un grupo de orden q, de donde tenemos que

qg 	 0 para todo g  D P B, pues en un grupo el orden de un elemento divide al orden del grupo, en
particular se tiene que q1 	 0, luego entonces q  B y ası́ Dq � B. Luego entonces B se encuentra
entre los ideales de D que contienen a Dq.

Ahora, por el Teorema 2.2.43D P Dq es finito, luego el Teorema de correspondencia (3.1.19) mues-
tra que solo hay un número finito de ideales enteros de D tales que Dq este contenido en ellos.

En conclusión podemos afirmar que sólo hay un número finito de ideales enteros deD que tengan
norma q y ası́ el grupo de las clases de ideales de F es finito. �

Corolario 3.3.13. Sea F un campo numérico y D su anillo de enteros. EntoncesD es un dominio de
factorización única si y sólo si el grupo de clases de ideales es el grupo trivial.

Demostración. Por el Teorema 2.3.23 es suficiente hacer notar queB es un ideal principal entero
de D si y sólo si B 6 1 es un ideal fraccionario principal de D. �
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Conclusiones

Si bien el estudio de la Teorı́a de los Números ha evolucionado de manera drástica desde la
época en que Minkowski presentó el resultado que inspiró este trabajo, los alcances que han tenido
las técnicas introducida por Minkowski a finales del siglo XVII en la matemática moderna son
invaluables.

El grupo de clases de ideales de una dominio de Dedekind surge ante la necesidad de resolver
algunas cuestiones relacionadas con el último teorema de Fermat, este por su naturaleza por demás
interesante. Siendo posible el calculo del grupo de clases de ideales para algunos campos numéricos
hasta el momento no se conoce alguna técnica que permita calcular el grupo de clases de ideales
para cualquier campo numérico.
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Tabla de notaciones

Conjuntos Pertenecer a ..., esta en ...
< No pertenecer a ..., no esta en ...� ;  Esta contenido en ...; esta propiamente contenido en ...� , ! Contiene a ..., contiene propiamente a...� Intersección.O Unión.� Diferencia de conjuntos.
∅ Conjunto vacı́o.
P
�
A � Potencia de A, partes de A.X Producto cartesiano.
 Ai � i A I Conjunto indicado por I.�A � Cardinal del conjunto A.

Conjuntos numéricos

N El monoide de los números naturales.
Z El anillo de los números enteros.
Q El campo de los números racionales.
R El campo de los números reales.
C El campo de los números complejos.

Anillos

U
�
R � Grupo de unidades del anillo R.

grad
�
f
�
x �'� Grado del polinomio f

�
x � .

R � x � Anillo de polinomios en x con coeficientes en R.
fα Polinomio mı́nimo de α.

R � x1, . . . , xn � Anillo de polinomios en x1, . . . , xn con coeficientes en R.
R � x / � Anillo de polinomios en una infinidad de indeterminadas con coeficientes en R.
R ��� x ��� Anillo de series formales con coeficientes en R.
R � M � Anillo de monoide. (Pág. 4)
�

i A I Ri Anillo producto de la familia 
 Ri � i A I .E
X F Ideal generado por X.
rR Ideal principal generado por r en el anillo R.

I � J Suma del ideal I con el ideal J.
IJ Producto del ideal I con el ideal J.

R P I El anillo cociente de R por el ideal I.
ker
�
f � Núcleo de un homomorfismo f de anillos.

Im
�
f � Imagen de un homomorfismo f de anillos.
� Anillos isomorfos.

r � t r divide a t.
r � s r divide a s.
r - s r divide a s.
CFD Dominio con la condición finita de divisores. (Pág. 14)
DFU Dominio de Factorización Única. (Pág. 15)
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CRI Conjuntos de representantes de irreducibles. (Pág. 17)
Pr,s Irreducibles comunes a r y s en P. (Pág. 17)

MCD Dominio con la propiedad del Máximo Común Divisor. (Pág. 19)
∆r,s Conjunto de los máximos comunes divisores de r y s en D. (Pág. 19)
∆r,s Conjunto de los máximos comunes divisores de r y s en D. (Pág. 19)

Mn
�
R � El anillo de matrices con coeficientes en el anillo R.

∆ � α1, . . . , αn � El discriminante de 
 α1, . . . , αn � .
MódulosY i A I Mi Producto directo de módulos.] i A I Mi Suma directa de módulos.x Submódulo.

E
X F Submódulo generado por X.

N � L Suma de los submódulos N y L.
ker
�
f � Núcleo de un homomorfismo f de R-módulos.

Im
�
f � Imagen de un homomorfismo f de R-módulos.
� Módulos isomorfos.

Rm R-submódulo generado por m en M.

Campos

evα Morfismo evaluar. (Pág. 30)
fα
�
x � Polinomio mı́nimo de α. (Pág. 31)

F
�
α1, . . . , αn � Extensión generada por α1, . . . , αn. (Pág. 32)

F Cerradura algebraica del capo F. (Pág. ??)
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Anillo
cociente, 5
de monoide, 4
de polinomios en una indeterminada, 3
de polinomios en una infinidad numerable de

indeterminadas, 4
de polinomios en varias indeterminadas, 3

Anillo de serie formales, 2
Asociados, 11

Base, 23
Base entera, 49

Campo
algebraicamente cerrado, 32
de descomposición, 33

Cerradura algebraica, 32
Cerradura entera, 42

relativa a, 42
CFD, 14
Condición Finita de Divisores, 14
Conjunto de representantes de irreducibles, 17
Conjuntos de series sobre un anillo, 1
CRI, 17

Discriminante, 47
Divide, 9
División

en un anillo, 9
Divisor

propio, 14
propio de cero, 9

Dominio
de Dedekind, 54
de factorización, 13
de factorización única, 15
enteramente cerrado, 42
entero, 10

Elemento
invertible, 9

Elemento algebraico, 30
Enteramente cerrado, 42
Entero

algebraico, 39

Evaluar, 30
Extensión, 30

de un morfismo, 33
finita, 30
simple, 32

Factorizacion
en irreducibles, 13

Factorizaciones esencialmente iguales, 15

Grado
de una extensión, 30

Grado de un polinomio, 3
Grupo

de unidades de un anillo, 9
Grupo de clases de ideales, 63
Grupo libre de dimensión m, 67

Ideal
entero, 60
fraccionario, 60
generado, 4
maximal, 6
primo, 12
principal, 11
propio, 6

ideales
Producto de . . . , 5
Suma de . . . , 5

Imagen
de homomorfismo de anillos, 5
de homomorfismo de módulos, 7
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Primer . . . de isomorfismo de anillos, 5
Primer . . . de isomorfismo de módulos, 7
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