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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

El presente trabajo trata de las grandes desviaciones. Més precisamente, el
primer interés cn nuestro trabajo es comprender mejor el teorema débil de los
grandes ntmeros en el sentido siguiente. Por el teorema débil de los grandes
nimeros podemos decir, si tenemos variables aleatorias { X;}22, independientes
¢ idénticamente distribuidas con funcién generadora de momentos, M (0},
finita en algin intervalo abierto del cero y @ > E(X), entonces

X1+ ..+ X,

P o

> a) converge a cero, conforme n tiende a 0o (1.1)
sin embargo no nos dice nada sobre el comportamiento asintético de esta
sucesion.

En el capitulo dos veremos que la sucesién converge de forma exponencial:
ap = P(L'*n—"'xu- > a) = e "Moo donde o) = supga® — In(M(©)). En
el teorema principal de esc capitulo se supone que el supremo es un maximo.

El capitulo tres busca entender mejor el significado de que el supremo sea
méximo y conocer propiedades de la funcién tasa: () : (E(X),00) — R; esto
permitird extender el teorema del capftulo dos sobre los conjuntos y eliminar
la restriccién del maximo. También veremos cémo la existencia del méximo
esta fntimamente relacionada con la continuidad de la funcién [(-).

El capitulo cuatro relaciona el trabajo de los capitulos anteriores con el
proceso de ramificacién, aqui generalizaremos el problema de extincién
planteado en el modelo de Galton-Watson.

Como se verd a lo largo del trabajo estudiar a la funcién tasa en vez de el
teorema de Cramér como usualmente vienen en los libros, permite:

(I) Pasar de problemas sobre sucesiones de probabilidades a problemas sobre
continuidad de la funcién tasa.
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(IT) Al adquirir ejemplos de funciones tasa para distintas variables aleatorias,
tenemos ejemplos sobre el distinto comportamiento asintGtico de (1.1), es decir
sobre el teorema de Cramér.

(I1I) Las propiedades de la funcién tasa cstdn ligadas con ¢l supremo de la
funcién: a® — In{M(@)) que es una funcidén céncava; por lo tanto es sencillo
decir cudndo existe un méximo.

(IV) Séle requerimos de un curso de teorfa de la medida y conocimientos de
caleulo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Preliminares

En esta seccién presentamos el material bésico para entender el trabajo
posterior.

Muchas de las proposiciones que aqui se requieren tienen el mismo principio
bésico de demostracién que a continuacién enunciaremos y que llamaremos
como "Principio estandar”

Principio estandar: Si queremos demostrar una proposicién para una clase de
funciones, hacemos:

i) Mostramos que la proposicién es valida para funciones indicadoras f = I'4
con A€ [,y F eslao-dlgebra.

ii) Usamos la linealidad para mostrar que es valido para funciones simples.

ii1) Con el teorema de la convergencia mondtona mostramos que es valido para
cualquier funcién positiva y medible.

iv) Finalmente usando que toda funcién f se puede ver como f = f* — f~, con
f*,f~ > 0 vemos que la proposicién es vélida para toda funcién integrable.

Definicién A. 1 Sea X una variable aleatoria y D = {s € R : E(e®X)) < oo}.
La funcién M : D — R, con M(s) = E(e#X)) = [ el*X)dP es la funcidn
generadora de momentos.

Teorema A. 1 Sea X una variable aleatoria con funcidn generadora de
momentos M : D — R y (—b,b) C D para alguna b > 0; entonces se satisface
lo siguiente: existen todos los momentos, E(X™) es finito y

M(s) = i %':E(X”) con 5 € {—b,b) 2.1)
n=0

5



6 CAPITULO 2. PRELIMINARES

en particular se cumplen:
M™0) = F(X™).

Demostracién.

Basta mostrar que en el intervalo (—b, b) podemos sacar la serie
elXe) = Yoo E}n{,—)“ de la integral, es decir, podemos intercambiar esperanza
por seric. Por hipdtesis, e¥* es P-integrable para todo s € (=b,b), por lo que
también es vdlido para el valor absoluto, ya que elsXl < e3X 4 e79X en otras
palabras, es valido para 0 'sﬁn > 0. Haciendo usé del Teorema de
Convergencia Dominada sobre la siguiente sucesién de funciones,

N

i) 2= 32 By () = e (22)
n=0 )

M(s) = B(e”™) = E(Limy oo fn) =

o g

Limy—oB(fx) =Y %E(X") s€(=bb)
n=0 "

que nos permite concluir (2.1). De la integrabibilidad de fy(X) tenemos que
E{X™) es finito para toda n € N. Como cualquier serie de potencias M (s)
tiene las derivadas de cualquier orden dentro de su radio de convergencia y se
obtienen derivando término a término.

o

2.1.1. Cambios de Medida

En esta subseccién no requerimos que P sea una probabilidad, por lo que no lo
supondremos. Usamos la notacién P por qué mas adelante solo trabajamos

con espacios de probabilidad.

Definicion A. 2 Supongamos que g es una funcidn medible, no negativa y
definamos la medida P, por:

Py(4) = /A odP. (2.3)

Decimos que P, definida por 2.8 es una medida con densidad g relativo o lo
medida P

Teorema A. 2 Seq P, la medida con densidad g (rel a P), entonces

/ fdP, = / fgdP (2.4)
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se satisface para toda funcidn f no negativa. Mds aidn, f es integrable, no
necesariamente no negativa, con respecto a Py siy sélamente st fg es
integrable con respecto a P, en cuyo caso se satisface la igualdad. Para f no
negativa tenemos ademds lo siguiente: VA € F

/A fdp, = /A fadP. (2.5)

Demostracion.

Si la funcidn es de la forma f = 14, entonces [ fdPy = [, 1dP, = [ fgdP, de
tal manera que la ecuacién (2.4) se satisface. Si se da el caso que f es una
funcién simple, (2.4) se sigue por linealidad. Para f no negativa y medible,
tenemos que existe una sucesion creciente de funciones simples {f,}52, que
converge a f y por lo anterior [ fndP; = [ frgdP ¥n € Ny por el teorema de
convergencia mondtona se tiene: [ fdP, = [ fgdP. Obsérvesc como ambas
tienen que ser un real o infinito a la vez. Para el caso general usamos que una
funcién f es integrabe si y sélo si |f| es integrable, vemos que f es P
integrable si y s6lo si f es P, integrable y que f = f* — f~. Para el resultado
(2.5) remplazamos f por fla.

©

Notese como la demostracion sigue el principio estdndar y nunca se usé que
P() = 1.

Definicién A. 3 CAMBIO DE VARIABLE.

Sean (L, F) y (R, F') dos espacios medibles y sea T : Q@ —> Q' una funcidn
medible. Para una medida P sobre F, podemos definir una medida PT™" sobre
F de la siguiente manera:

PTHA) = P(T-1(4)) vA eF.
Teorema A. 3 Sea f una funcion no negaliva, entonces tenemos

/Q F(T)dP = /Q fdPT (2.6)

. . . 1 .
Con f no necesariamente es no negativa, es integrable con respecto a PT ~ si
y solamente st f(T) es integrable con respecto a P, en cuyo caso se satisface la
tgualdad de arriba. Para funciones no negativas adicionalmente:

/ F(T)aP = / FdPT @7)
T-1(4) A

Demostracion.

De nuevo se seguird el principio estdndar. i f = 1/, entonces
F(T) = 1p-1(A4") y se sigue {2.6). Para funciones simples se sigue por



8 CAPITULO 2. PRELIMINARES

linealidad de la integral. Y del mismo modo que en la demostracién anterior,
para f > 0 y medible tenemos una sucesién creciente { £, 152, de funciones
simples que convergen a f, entonces {f,.(T)}52, converge a f(T'} y por el
Teorema de convergencia Monétona se vale (2.6). Aplicando |f| tenemos que f
es Pr1 integrable si y s6lamente si f(T') es P, integrable, ya que la
integrabilidad de ambas se da cuando para |f| su integral no es infinito. La
igualdad de (2.6) se sigue de descomponer a f = f* — f~. Por ultimmo, para
(2.7) remplazamos f por f1,.

<

Aqui tampoco se usé que P(§2) = 1. N6tese como tenemos un cambio de
variable cuando (0, F ) = (Q,F).

A continuacién seremos menos estrictos en enunciar los resultados més
generales. La intencién cs mostrar cierta relacion entre las dos definiciones de
esta seccidn, esperando que de este modo queden més claras y el entendimiento
de una contribuya a la comprensién de la otra. Sea f una funcién A-integrable
y mayor que cero, ademds que satisfaga que F(z) := ffgc fdz, estamos
pidiendo que sea Riemann integrable. F es continua y estrictamente creciente.

Observacién 1, 71 : B — R es continua y estrictamente creciente.
Observacidén 2, As((e, b)) = f(“ o Lfdx = fj+ fly)dy = F(b) — F(a), esta tltima
igualdad por continuidad de F.

Observacién 3, Af ({a, b)) = f(a,b] 1dAF = f(F(a),F(b)] 1d\ = F(b) — Fla).

Observacidn 4 Las integrales de las observaciones 1 y 2 pueden sustituirse por
los intervalos (a,00) y {—00,b] esto Va,b € R.

Observacién 5, por las observaciones 2 y 3 y que F(F~1)(y) = y se sigue que
()T =Ay (AWF7)5 = A, lo cual nos permite escribir /\j‘v1 =A Delo
anterior tenemos una relacién bastante bonita.

Sea g una funcién A-integrable y Riemann integrable en (a, b}, entonces,

S 9 fdX = [ g(F)fLapydr = [ 9(F)l(apydds =
J9F N @p(FHFNd ) = [ gl (FTINF)ARAf) =
= fyl(a,b)(F‘l)dA?il = fgliapn(Fdr =

Jer @y, pan 9r
Y por ser g y g(F)Jf Riemann integrables,

F(b)

b t
/ o(F@)F e = / o(y)dy @8)

F(a)

Lo que corresponde a nuestro famoso cambio de variable de calculo.
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2.1.2. Desigualdades

Proposicién A. 1 DESIGUALDAD DE TCHEBYSHEV.

Sea (U, F, P) un espacio de probabilidad y ¢ : [0, 00] — [0, 0] una funcidn no
decreciente y mayor que cero en (0,00) dada. Sea X una variable aleatoria tal
que ¢(X) tiene esperanza, entonces pare toda a > 0 tenemos:

E{(1X])
P(X] 2 a) < Blay "

Demostracién.

Ocurre P(|X| > o) < £ zgﬁm si y sélamente si ¢{a) P(|X]| > a) < E(¢(1X])).
Y el lado izquierdo es igual a E(¢(a)1(x|>a}) que por monotonia de la
integral es menor o igual que E(#(|X[)1{xi>a}) ¥ de nuevo por monotonfa:
E(e(1X1)).

o

Algunas consecuencias son las siguientes:

P(1X| > o) < 21X (Desigualdad de Markov)

o

Si X tiene momento de orden n, P{|X| > a) < %
Con Y = (X — E(X)) tenemos P(|X — E(X)| > a) < YerX)

a .

Proposicién A. 2 DESIGUALDAD DE JENSEN. Sea ¢ : R — R una funcidn
conveza y sea X, ¢(X) variables aleatorias con esperanza finita, entonces

H(E(X)) £ E@#(X).
Antes cubriremos un prerequisito sobre funciones convexas.

Teorema A. 4 Sez ¢ : I — R una funcion convera, entonces

i)Si x € I°, ezisten las derivadas derecha e izquierda y satisfacen:
D~ (#)(x) < D*()(x).

Demostracion.

Sea x € I°, entonces existen )\/1, /\/2 > 0 tales que si A; < )\; coni=1,2,
z— Ag, &+ Ay € I°, ademds
.Y A
= m(z - /\2) + A—l_fz(ll + )\1).

Pero la convexidad de ¢ nos lleva:

$(x) < £ 6z - A) + (2) € TRz d(z + M)
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multiplicando por A; + Az, tenemos
(A1 4+ A2)o(z) € Mio(z — A2) + ¢(z) < Aadp(z + AL).
Que nos da:
Ao(z) — Mdlz — A2) < Aad(z + M) — Aed(z).

Dividiendo entre A3\,

Ha)=dle=de) o $letA)-p(z)
Az = Al .

En resumen,
SiA, A2 > 0conx— Ag,z+ Ay € 19 se satisface:

9@) ~ 9z — ) _ 6(z) — plz + A)

* < W . (2.9)
Ahora, si 0 < A} < Ap con & + Ag, ¢ + A € I°, tenemos lo siguiente:
dlz+ A1) = (3L(z +A2) + (1 - })a)
que por convexidad:
$lz+ M) < $26(z+ Ao) + (1 - 32)d(x).
Que a su vez se reduce:
Bz + A1) — o) < 32{d(z + ) — ¢(x)).
Dividiendo entre A;:
#la) = (o + ) _ 9la) = bla+ Do) (210,
A A2
De forma aniloga tenemos:
Si0 < A < Agconz+ Ao,z + Ay € I°, entonces
$(z) — (3 + Aa) < B(z) — dlz + M) (2.11)
—As -\

De las ecuaciones 2.9, 2.10 y 2.11 concluimos lo siguiente.

. o(z) w:ﬁizﬁ- A) —infas o(z) —_d)iz +A)

ILima_g =DY(gNz) (212)
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aLimy g PO ZAEZN) DN poyay 213)
y finalmente:
D™ {¢)(z) < D" (¢)(2). (2.14)
o
Observaciones.

Ambas derivadas parciales son reales.
Una funcién convexa es continua en el interior de su dominio.

La siguiente observacién nos dice que para todo punto en €l interior de 7,
existe una recta que estéd por abajo de la funcién ¢ en todo 1.

Observacién A. 1 Sea c tal que ¢ € [D~(¢)(z), DT (¢)(z)] y b= ¢(z) — cz,
definamos a lo recte l{y) = cy + b, entonces l(y) < ¢(y) para todo y € I.

Demostracién.

Sea y >z, es decir y = 2 + A para alguna A > 0 I{y) < @(y) si y sélamente si
cy + (¢(z) — cz) < ¢(y) si y s6lamente si cy — ez < ¢(y) — o{z) que por
definicién de y tenemos c(z + A) — cx < ¢z + A) — ¢{z) dividiendo entre A
c< w(z+)\))\—¢(x) = ‘D(I):"’A(I*’\) Pero por como tomamos a ¢ y por propiedades
de DT {¢)(z) se sigue que:

¢ < DH(@)(x) < infryo LA

Andlogamente:
Sea y < z, es decir y = z — A para alguna A > 0, entonces !(y) = ey + b < ¢(y)
o

Del Teorema A.4 y de la chservacién A.1, se sigue la Desigualdad de Jensen.
Demostracion. {Desigualdad de Jensen)

Definamos a z = E(X), por hipdtesis z € R, luego entonces sea ¢ := D¥(¢)(z)
v b:= ¢(z) — cx de la observacién anterior se sigue: cy + b < ¢(y) y con y = =
la desigualdad es igualdad.

H(E(X)) =cE(X)) +b=c(E(X)) +b(E(1)) = E(cX +b).
Y por monotonia de la esperanza,

E(cX +b) < BE($(X)).

Que concluye la desigualdad de Jensen. o

Como una funcién céncava p es menos una funcién convexa, —, tenemos
inmediatamente que E(p(X)) < ¢(E(X)).

Como ejemplos, e5X) < E(eX), (E(X))? < E(X?), E(In(}X])) < In(E(|X])).
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2.1.3. Leyes de los grandes niumeros

Teorema A. 5 BOREL-CANTELLI, ERDOS-RENYI
Sea (An)nx1 une sucesidn de eventos en el espacio de probabilidad (Q, F, P),
entonces

3" P4} < 0o = P(Lim supAy) = 0. (2.15)

nxl

Si los eventos son independientes, entonces también es vdlido

Z P(A,) =00 = P(Lim supA,) = 1.
n>1
Debe entenderse a Lim supA, = NS, Up> Ag.

Del teorema sélo usamos (2.15) en la aplicacidén sobre la ley fuerte de los
grandes nimeros y en el teorema de Biggins, por lo que sélo nos
concentraremos en la demostracién de esta parte.

Demostracién.

Como UpznAm § Nuen Umzn Am yP(A1) <1 < 00 se sigue,

e o]
P(LimsupAy,) = Litiy 00 P(Umzndn) € Limy oo . P(Am) =0
m=n
<o

Definicién A. 4 CONVERGENCIA CASI-SEGURAMENTE

La sucesion {X,}22, de vartables aleatorias converge P-casi seguramente
(P-c.s) a la variable aleatoria x, cuando

Plw e Q: Lim, _.oX,.(w) existe y es igual a r(w))=1.

Definicién A. 5 CONVERGENGIA EN PROBABILIDAD Una sucesidn de
variables aleatorias {X,} decimos que converge en probabilidad a la variable
aleatoria X ,siV € > 0 tenemos;

Limy oo P(| Xy — X| 2 ) = 0.

Definicién A. 6 LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

Sea {Xn} una serie de variables aleatorias integrables. Diremos que para la
sucesidon {X,} es vdlida la ley débil de los grandes nimeros, cuando

Yo =+ 2L (X~ B(Xy)

n i=1
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Y, — 0 en probabilidad
y la sucesion {X,,} satisface la ley fuerte de los grandes nimeros, cuando
Y, converge a 0 P-c.s

Teorema A. 6 Sea {X,} una sucesion de variables aleatorias independientes,
81 L n
Lty oo S Var(X) =0 (2.16)
i=1
entonces para la sucesion {X,,} es vdlida la ley débil de los grandes nimeros.

Demostracion.

De la ecuacidn (2.16) tenemos que, en particular, para toda X; i € N la
varianza es finita. Por la desigualdad de Tchebyshev y por la Férmula de
Bienaymé (para variables aleatorias sin correlacién dos a dos tenemos:
Var(3ol., X:) = Y21, V(X;)) para toda £ > 0:
1 1 1
P(= 3 (Xi = BX))| 2 €) < ZVar[ -y (Xi — B(X)] =

n < "
i=1 i=1

]_ n
e Z Var(X;) — 0

<

Una observacién es que la independencia pudo sustituirse por variables
aleatorias sin correlacién dos a dos.

Otra forma alternativa del teorema anterior es el siguiente corolario.

Corolario A. 1 Sea {X,} una sucesidn de variables aleatorias
independientes. Entonces es vdlida la ley débil de los grandes nimeros para
{X.}nen cuando se satisface alguna de las dos condiciones:

(i) Las varianzas estdn acotadas por una constante ¢, Var(X,) < ¢ < oo pare
toda n € N.

(i) El cuarto momento centrado estd acotada por una ¢, es decir,
E((X, - E(X,)) <c<ooVneN

Demostracion.

Para (i) tenemos que,

1< 1
— Var(X;) < —nc— 0
n? ; (X) = n?
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v se sigue del teorema anterior.

(ii) es un caso especial del inciso (i) por la siguiente razén,

Var(Xn) = E([X, — B(X.)?1%) < E(X,, — E(X,)Y)? < ct.
Lo anterior es vilido por la desigualdad de Hélder con p = ¢ = 2, que se
reduce al inciso (i) con c?.

<

Ejemplo A. 1 Sea {X,.} una sucesién de variables aleatorias independientes
con Var(X,) < ¢ y E(X,) = m, entonces

X1+ ..+ X,
n

—sm en Probabilidaed.

Una versién de la ley fuerte de los grandes nimeros para variables aleatorias
con funcién generadora de momentos definida en un interval del cero se
demuestra en €l capitulo 3, en la seccién llamada Aplicacidn. Aqui sélo
presentamos una version més general,

Teorema A. 7 LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS PARA VARIABLES
INDEPENDIENTES E IDENTICAMENTE DISTRIBUIDAS

Sea {zn} unae sucesidn de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con m = E(x) < oo, entonces se cumple la ley fuerte de los
grandes wimeros pare la sucesion {X,.}, es decir

1 L
21 T — m P-cs.



Capitulo 3

Teorema Principal

El teorema de este capitulo trata a los eventos donde X7 + ... + X, difieren de
nE(X) por algo de orden n; en este capitulo solo tratamos eventos de la forma
Ap ={X1+..X, > an} con a > E(X) y P(X > a) > 0 que por la ley débil
de los grande nimeros sabemos que P(A,) converge a cero conforme n tiende
a infinito. Aqui buscamos conocer de qué manera se da esta convergencia a
cero. Veremos cémo este decaimiento es exponeucial con n.

Limn_.oc% In (P(Xl 4o+ X, > an)) =—la)

Teorema 1 Consideremos una sucesion {X;}32, de variables aleatorias
independientes e idénticamenie distribuidas. Para cualquier a > F(X1) y n un
entero posttivo, tenemos:

P(X1 4 ...+ X, > na) < g™ (3.1)
Ademds, suponiendo que M(8) < oo en alguna vecindad del O y que

{a) = ~ In(E(e® X)) se ulcance en aigin © dentro de la vecindad,
entonces, para cualquier € > 0 exisie un entero m := me tal que st n > m,

P(X1 + ..+ X, > na) > ¢ "HaTe) (3.2)
Las ecuaciones (1) y (2) implican
P(X) + ... + X, > na) = ¢ (@) +eln) (3.3)

que también se puede ver como:

X1+---+Xn

Lima oo % In (P( -

clooo)) =-lfa)  (34)

15
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Unos comentarios antes de la demostracién.

Con el siguiente capitulo podremos decir lo siguiente:

I. Que exista ©* es equivalente a pedir que P(X > a) > 0, Observacién 4.
II. ©* > 0, Observacién 1.

II1. La existencia de ©" garantiza que hay una vecindad abierta en la que I(-)
es continua y diferenciable, Observacién 7.

IV. El caso P{(X > a) = 0, donde no existe ©*, se divide a su vez en dos (a)
P(X =a)=0y (b) P(X = a) > 0. Fl caso (a) tendremos que {a) = oo, por lo
que las desigualdades se satisfacen trivialmente, todo se reduce a ceros. El caso
(b) es més complicado y su demostracién se encuentra en la proposicién 10, su
demostracion requiere de cste teorema pero ademas necesitamos conocer
donde la funcién ¥-) es continua. Un ejemplo de estos dos casos estd en el
ejemplo 2 (Binomial).

V. Por comodidad manejamos a > E{X), pero como se puede apreciar, el caso
P(X < na) con a < BE(X) es simplemente b := —qa, b > E(—X), P(—X > nb)
y nuestra variable aleatoria es —X.

VI. La ecuacién (3.4) se extenders a otros conjuntos, Teorema 6.

Las siguientes proposiciones son demostradas en el siguiente capitulo, pero se
requieren en esta demostracién

(1) Sea X una variable aleatoria tal que su funcién generadora de momentos
M(®): D — R satisface 0 € D°, E(X) = 0; entonces tenemos que f{©) <0
si © <1 y se satisface con igualdad cuando © = 0. Proposicién 3.

(2) 8i P(X > a) >0, entonces [(a) = a®* + In(M(0*)) y ©* € U con U un
intervalo abierto donde la funcién generadora de momentos es finita

Demostraci6n.
Por la proposicidn 3 del signiente capitulo basta probar el resultado cuando
FE(X) = 0. La proposicién 3 nos permite decir,

z‘nf{eeme‘e"M(e) = mf(ezo)e‘e“M(@)

Cota superior. Sea © > 0
P(Xi+..+X,2na) SPOX1+ ..+ X;) 2 Ona) =

— P(BG(X1+"'+X“) > eena) < ev(-)naE(ee(th.ann)) -

= (e~ 92 F(e®X))" esto para toda © > 0
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La primera desigualdad es igualdad si © > 0; la primera igualdad es por que
e es una funcién estrictamente creciente, la segunda desigualdad cs por
Tchebychev y la vltima igualdad es por independencia.

Tomando ef infimo y por continuidad de la funcién ()™,

P(X1+ ..+ X, > na) < (e fehyn

Dado la relacién 1-1, entre las funciones continuas por la derecha y no
decrecientes, F' con F{—00) =0, F(co) = 1, y las medidas de probabilidad, P,
en los subconjuntos Borelianos de la recta real no seremos muy estrictos en
distinguir estas dos nociones.

En la cota inferior usaremos varios resultados del apéndice. El primero de ellos
es el cambio de variables dado por el Teorema A.2, sea F' la distribucién de X.
Definimos a G como sigue:

Glz) = Mﬁ(lef) S cou e® VAl (y).

Que tiene sentido ya que %ey.) > 0.
La definicién de G es un caso muy particular del Teorema A.2 en el sentido de

que sélo toma. los conjuntos de la forma (—oc,2) que es la distibucién de:

G() = wremy Sy €5V ().

Que es una probabilidad, siempre que probemos que G es una medida de
probabilidad, y esto se debe:

1= Limg _.oG(z) = G(Q).

La tltima igualdad es consecuencia del teorema de convergencia monétona
para la sucesidn de funciones crecientes y mayores que cero

o'y e . .
{Aj(i@,)l((,oo_,“])},f:l con T, una sucecidn creciente que diverge a oo.
Por estar G como integral de una funcidn integrada con la medida generada
por la distribucién, tenemos G << F, G es absolutamente continua relativa a
F; por ser esta funcidn estrictamente positiva tenemos también el inverso
F << G, F es absolutamente continua relativa &, de hecho tenemo
explicitamente lo siguiente:

F(@) = fi( oo 1F = fi(e.ay (w57 e” ) (zrtgmye® ¥)dF =

1 6%yy-1
Jicooany (arreme” )G
La primera igualdad es por escribir al 1 de forma distinta, la segunda por
linealidad de la integral y la tercera es una consecuencia del teorema A.2.

Por lo que para cualquier o, claramente tenemos:
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Pz 2 a)=[1yzadF(y) = [1yzae” V(e V) 1dF(y) =

M(©7) [ 1{yzay(e™® V)G (y)

Aplicando las ideas anteriores y usando €l teorema de Fubini al lado derecho
de la ccuacidn (3.2) tenciuos,

Por Fubini

PXi+ .. Xn2na)= [ .. [ Liy11 v, 5napdF(Y1)..dF(Y,) =
= [ [ lypvasnae O O Y@ MgR(Y]). 2 Y di(Y,,)
Por el cambio de medida a la ltima ecuacién,

=M{® ) [ [ Livi4. yoznaye” T TAG(Y). G (Ya) 2

> M{e*)" f-"f1{n(a+a/)yl+...y"21m}5_e.(Yl+”'+Y")dG(Yl)-~-dG(Yn) >

M(e*)"e"e(aff )f - f1{n(a+s')2Y1+.4.Y,,Zna}dG(Yl)"‘dG(Yﬂ)
Ahora sean, X1,..., X, variables aletatorias idénticamente distribuidas e
independientes, con la distribucién dada por G, entonces:

P(Xy+ ..+ X 2 ra) > MO)P(n{a+e)> X1 + ..+ X, >na)  (35)

Para encontrar una cota inferior en el lado derecho de la ecnacién {3.5)
notamos que por ser M(O) finita en una vecindad sbierta de ©* y por
Teorema. A.1 tenemos lo siguiente:
2%:"' (0") = E(X"e® %) < 0o y esto para todo n € N
En particular por el Teorema A.2,
~ n 87X
E(X™) = % < oo para todon € N
Una observacion es que en ©* necesariamente tenemos
E((X - 2)e® =%} = 0 ya que esta s la primera derivada de la funcién
E((X — a)e®X~9}) y en ©* tenemos un méximo de la funcién por hipétesis,

BE(Xe® X)) = aM(6*)
Dividiento entre M (©*) tenemos,

- ES’X
B(X)= _E(}\}/I((Q') l—a

Centramos a nuestra varible aleatoria X dada por nuestro cambio de variable
exactamente en el punto a. Volviendo a la suma de las variables aleatorias

X1, ..., X, independientes e idénticamente distribuidas con todos los momentos
finitos, en especial la varianza; usando el teorema del limite central, tenemos
que:
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P(n(a-}-e,) >Xi 4.+ X, > na) :P(ﬁsl > ﬁZ?:l(Xi‘”) > 0).

Que converge a ;. Tomando ng tal que la probabilidad exceda 1 siempre que
n > ng, claramente depende de € . Entonces para n > ng

P(X; + .. X, 2 na) 2 Lem® 0 M(07)]ren@"¢ = Lomnil) =m0

1
4
Como ©* > 0, podemos tomar una € que satisfaga,

.
n8% > ¢~"8¢ siempre que n > ng, con esto demostramos la ecuacién

(3.2)

1
i€

<
Para ver por qué la ecuacién (3.2} implica la ecuacion (3.3), necesitamos la
signiente proposicién.

Proposicion 1 Sea {a,} una sucesidn de nimeros positivos que satisfacen
Ve > 0 existe n, tal que sin > n., entonces a, > e "%, tenemos que existe una
sucesidn {5, }22, que converge a cero tal que a, > """, a, > 2V

n=

Demostracion.

Notemos gue con las hipétesis, Para toda m € N existe 7i,, tal que si n > iy,
entonces a, > e~ ™),

De lo que tenemos lo siguiente, Sea n,, := maz{ﬁm,nm_l} +lparam>1y
param =1, n; =0;.

Observacion, n1 < ng < ..k < Mgy < .o

Definamos a {s,}32, de la siguiente manera,

paral < n < ni s, = —nln(a,),

para ng <n < Mg $u= 3, k> 1

por cémo construimos a nuestra sucesién tiene las siguientes dos propiedades
(i) an > 7™ y (ii) s, — 0 cuando n — oo. Obsérvese que —ns,, = o{n).
lo que concluye la demostracion.

Para ver como la demostracién relaciona las ecuaciones (3.2) y (3.3),
definamos a b, 1= P(X1 + ... + X,, 2 na), ¢, == e’”l(“), con lo anterior sea
@n = %ﬂ y por la observacién a, > e~°(™),

<

Fl siguiente ejemplo ilustra el teorema de esta seccidn.

Ejemplo 1 Sean X1, X, ... variables aleatorias con distribucion normal con
esperanza igual o cero y varianza igual @ uno.
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Entonces M(0) = 39° l(a) = supe a® — %@2 Derivando e igualando a cero
tenemos,

a =0, es una funcién continua, creciente y derivable ponicdo a @ en funcién
de © y viceversa. Lo anterior se debe a algo mas general que se vera en la
proposicion 7 de la siguiente seccién.

1.2
[a) = 30
Ahora como sabemos la suma de variables aleatorias X1, ..., X,, independientes
y con distribucién normal con paramentros (pi,0%), es una normal con
parametros (31, 4, Y i, 07), en nuestro caso X; ~ N(0,1) y
Y X~ N(O,n)

00 67217/7.2
P(X1+A..+Xn2nu):/ ——=dY =
na VTR

=2

= /D: i/;_ﬂdt (3.6)

Una estimacion para la integral (3.6) la podemos encontrar en el Feller, An
Introduction to Probability and Its Applications, pigina 175:

12

X4 X3 e 1Y o [T

-1_1 _-1x?
v T dt <X :

=€
V2T

en nuestro caso,

1 1 2 < e 1 L 2
-1 —a_L 10w </ T gt < Sl s
(e + (vra) ] e < (Ve
3.7
Que nos da,
—12
/oc ETdt~ 1 e*%n(ﬂ)Q (3.8)
Ve V2T V2nma

Que concuerda con el teorema.



Capitulo 4

Observaciones de la Funcidén
Tasa

4.1. Funcién Tasa
En este capitulo seguiremos discutiendo el comportamiento asintético de

Xi+..+ X, ) (4.1)

ap = P(m >a
n
donde las X; son variables aleatorias independientes ¢ idénticamente
distribuidas con E(X;} < a. Por la ley débil de los grandes ntimeros sabemos
que la sucesién anterior converge a cero, conforme n tiende a infinito. El
teorema del capitulo anterior nos dice cémo converge la sucesion {a,}52,,
an = exp(—nl(a) + o(n)) (4.2)
donde
l{a) = —In(infocr{exp{—Oa)M(©)}) = supecn(a® — In(M(0))) (4.3)

En esta seccién nuestro primer objetivo ¢s cntender mejor a i{a) a partir de las
siguientes propiedades de la funcién

£(8) =a0 — In M(9) (4.4)

1. f(®) es una funcién céncava.

2. f(0y>0.

3. Encontrar una cota para el supremo de la funcién f(©).

4. Discutir en qué casos basta fijarnos en © > 0 para encontrar el supremo de

f(®).

21
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5. Daremos condiciones necesarias y suficientes para que el supremo sea un
maximo.

De las cinco observaciones anteriores unas primeras conclusiones son: Un
maximo local de f(©) es un méximo global, basta encontrar una raiz de la
derivada para conocer dénde se alcanza el mdximo, pasamos de un problema
de maximizar a otro de buscar rafces. También daremos condiciones para que
se satisfagan las propiedades:

6. Encontraremos un intervalo abierto en el que #-) es continua.

7. Con el intervalo abierto anterior tendremos una biyeccién entre las a y las @
del méximo de la ecuacién {4.4), esta biyeccién resultara ser una funcidn
diferenciable con inversa diferenciable. De hecho existe una relacién entre la
continuidad de {() en a y que la ecuacién (3) sea un méximo.

Sabremos precisamente el intervalo en el que {(-) es continua. Este
dependera de nuestras variables aleatorias.

La parte tedrica de esta seccidén vendra complementada con ejemplos que
ilustran los distintos problemas y comportamientos de la funcién -).

El entender mejor la funcién f(©) permitira comprender mejor la hipétesis de
&* del teorema del capftulo anterior, nuestra primera extensién de este
teorema eliminard esta hipdtesis, la scgunda extension buscard generalizar el
teorema a otro tipo de conjuntos, en ambos casos requerimos de la continuidad
1(:) de 6 . Por dltimo demostraremos una versién de la ley fuerte de los
grandes mimeros usando la teorfa de esta seccién.

Proposicion 2 Sea X una variable aleatoria tal gue f(©) estd definida en D
con 0 € D° entonces se satisface que f es una funcidn céncava.

Demostracién.

Por el teorema A1, E(exp(©X)) tiene primera y segunda derivada, de lo que
se sigue que f(0) también. Ahora calculando la primera derivada tenemos:

f®©) =a— %}%ﬂ {4.5)

De lo anterior tenemos que la segunda derivada es:

” _E(X2EGX)E(89X)+E2(XEBX)
= . 4.
7'©) P (46)
Ahora bien, usando el cambio de medida del teorema A.2 con la funcién
g = %X tenemos que la ecuacién anterior se reduce a
" —E,(X?) + E3(X
(@) = o(X7) + EG(X) (47)

1

Pero lo anterior es una —Vary(X) que es siempre menor o igual a cero.
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Mas adelante, para saber algunos casos en que {a) es una funcién continua nos
interesara saber cudndo f” (©) es menor que cero, véase proposicién 9. La
siguiente observacion es una consecuencia de la ecuacién (4.5) de nuestra
proposicion 1.

Observacién 1 Sea X una variable aleatoria tal que f(©) estd definida en D
con 0 € D° ya > E(X), entonces f (0) > 0.

Demostracién
Evaluando en 0 la ecuacién (4.5) tenemos

{0} =a-E(X) (4.8)
que por hipdtesis es mayor o ignal que 0.

La siguiente proposicién es una consecuencia de la desigualdad de Chernoff;
una demostracién de ella que requicre del uso del cambio de variable, como la
del teorema A.2 ademds de probabilidad condicional, se puede consultar en el
Ross, A second course in Probability, p4g 119, aqu{ presentamos una
demostracién alternativa.

Proposicién 3 See = una varieble aleatoria tal que f(©) estd definida en D
con 0 € D°, entonces tenemos que f(©) < —In{(P(X >a)) VO > 0.

Demostracion.

Notando que f{©) es lo mismo que — In(e=®*M(8)), vamos a encontrar cotas
para la ecuacién dentro de la funcion logaritmo:

e"OIM () = E(e®X-0)) = fee(x_“)dP =
= f{x—uzo} SX—agp 4 I(X7a<0} PX-agp,

Ahora la integral del lado derecho es mayor o igual que cero; por lo que lo
anterior es mayor o igual que:

B(X—a
> [ix a0} © (X-a)lgp,

Notando que en {X —e¢ > 0} = {X > a} y © > 0 la funcién que integramos es
mayor o igual a 1 tenemos:

> fix_av0} X -ugp > Jix_asoy 1P ==P(X —a20)= P(X > a).

Por lo que podemos concluir que e~®2M(8) > P(X > a). Que a su vez se
reduce a que In(e®*M(®)) > In(P(X > a)).
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Multiplicando por menos y tomando infimo sobre © > 0 en la tltima
desigualdad podemos decir lo siguiente:

lta) < ~n(P(X > a)) = In(———

= PIX > a)) (49

entre mds chica sea a, tendremos una cota menor.
°

Para ver cémo esta cota no se puede mejorar, véase ejemplo 2.

Proposicién 4 Sea X una variable aleatoria tal que su funcién generadora de
momentos M{9): D — R satisface ¢ € D°, E(X) =0, entonces tenemos que
f(©) <1 si© <0y se satisface con igualdad cuando © = 0.

Demostracion.

Por la desigualdad de Jensen, Proposicién A.2
M(©) = E(e®X) > eF(OX) = (OF(X) — 00 — |
Y paraunaa > E(X) =0y © <0.
e 9eM(©) > 1y se da con igualdad para © = 0.
Aplicando logaritmo de ambos lados y luego multiplicando por —1
a0 —In (M(9)) < L.

©
Una pequefia observacién que permite centrar la esperanza en cero, es que si
X cs una variable y defino a ¥ = X + b con b € R, la relacién de su funciones
generadoras de momentos y sus respectivas transformadas de Cramér L, ¢,
esta dada por
M,(0) = E(e®X+)) = E(e%X)e®® = M,(6)e®® y de la relacién,
aB — In(My(©)) = a® — In(M,(©)) — (8b) = (a — b)© — In{M,(0)}, tenemos
que:

My (0) = M (8)e® (4.10)

i(a) = l{a —b). (4.11)

Proposicién 5 Supongamos que F(exp(©X)) estd definida para todo © >0 y
P(X > a) > 0; entonces tenemos lo siguiente:

limo e f (B) < 0.
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Demostracién

Como sélo nos interesa el signo de la primera derivada y con la ecuacién (4.5)
podemos sélo preocuparnos por el signo de aF(e®X) — E(ze®%). Usando la
definicidn de esperanza obtenemos lo siguiente:

aB(c®X) - B(xe®X) = a [ ¢®XdP - [ XeP¥dP =
De la linealidad de la integral se sigue:
= [ae®X — Xe®¥dP = [(a— X)e®¥XdP =
Dado que {a = X}({a < X} = @ tenemos,
= [z x)(a = X)e¥dP + [ (e~ X)e¥XdP <
De la monotonia de la integral.
< fiasxy(e = X)e®dP + [ y(a — X)e®%dP =

:eguf{azx}(a7X)dP+f{a<X}(avX)eede < (%)

Dado que (a — X)eeXI{KX} <0 ¥ lateexy € lacx) se sigue que
(a - X)Eexl{u<X} < (a - X)eexl(a+E<X)-

Aqui se requiere que P{a < X) > 0, de hecho la observacién 2 muestra cémo
no es suficiente que Pla < X) >0

(*) < €% f{azx}(a, - X)dP+f{a+E<X}(a — X)e®X4dP <

Por el conjunto donde integramos el lado derecho {a + & < X'} tenemos que
a-X < —¢

<% [l xy (= X)AP + fi o (~€)e®¥dP =

Por la misma razén, en {a+¢ < X} y © > 0 ocurre que ePute £ 8K

desigualdad se invierte al multiplicar por —&, de lo que:

yla

= B f(azx}(a — X)dP 4 &Slete f{a<X+s}(—E)dP
Definiendo a ¢, 1= f{azx}(a - X)dP yacy:= f{a<x+s}(s)dP tenemos:
— C]Cea _ cZe(aa-%—a)

Y por propiedades de la exponencial existe una 8* tal que si © > ©* entonces
la dltima formula es negativa.

<
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Observacién 2 Como se puede observar de la demostracidn, el caso en el que
Pla < X) =0 implica que f () > 0 se sigue de:

aEB(e®X) - B(XeSX) = f{azx}m‘ X)eeXdP+f{a<X}(a-X)eede =
:f(mzx}(an)eede

que es siempre estrictamente mayor que cero, eliminando el caso en el que
P(X = a) = 1, véase ejemplo 1.

La cota dada por la proposicion 3, nos dice que aungue ocurra

P{a < X) =0, en caso de que P(X = a) > 0 se tiene:
Limg——oof =0.
Cuando tengamos P(a < X) = 0, observamos lo siguiente:

a® — In(Ee®X -0y = _ (fix eoy OX-a)y

Pero ocurre que [e@X =01y o o] €1, Limg—0e®X %) =0y 1es
integrable. Del teorema de convergencia dominada tenemos que:

Lime—se [(x_qcn) eBX-a) —q,

Y por continuidad de la funcién logaritmo, tenemos:

Limg_—0o — ln(f{X—a<0} e9X~2)) diverge a infinito.

<&

La siguiente conclusién tiene implicaciones al tratar de buscar condiciones
para la continuidad de i{-), véasc proposicién 8 y los ejemplos 1, 2.

Conclusién 1 §i P(a < X) =0, entonces

la) = Limg__,e0 — ln(f{x—a«)} X -}y — o,

Proposicién 6 Sea x una variable aleatoria y a tal que a > E(X) y tal que su
funcidn generadora de momentos, M(0©) : D — R, satisfega que 0 € D° y
b:=supD < oo.

Entonces Limg__,- a© — In(E(e®X)) tampoco eziste.

La demostracidén se hard por contradiccién.
Demostracion.

Supongamos que:



4.1. FUNCION TASA 27

Limg__p-a® - In(E(e®¥)) = c.

Ahora sabemos que @,a,% convergen cuando © tiene a b por la derecha, y
como producto, suma de sucesiones convergentes vuelve a ser convergente
tenemos:

Limg__y- [29-EET) _ gle — i
con lo que concluimos:
Limg__p- — In(E(e®*)) =b({ — a)
que por continudad de logaritmo obtenemos:
Limeg__y-(E(e®X)) = e?(§79),
Es decir existe el limite de
Limg_y- E(e®X).

iContradiceion!
o

Veamos por qué el limite no puede ser de la forma {(=1)"}22 ,, es decir
n=1

oscilante, sino que diverge a menos infinito. Para ello ocupamos el signuiente
resultado:

Teorema 1 Sea ¢ : D — R una funcidn conveza, entonces Vx € D° o(z) es
continua y tiene derivada derecha e izquierda, no necesariamente iguales, en
particelar ¢ es continua en D°

Su demostracion se encuentra en un teorema méas general, véase Teorema A.5 .

o

Proposicién 7 Sea X una variable aleatoria y a tal que a > E(X) y tal que
su funcidn generadera, M(©) : D — R, satisfaga que 0 € D° y y
b:=supD <

entonces a® — In(E(e9X)) diverge cuando © — b, de hecho, diverge a —co,
si P(X >a)>0.

Demostracion.

Del teorema anterior tenemos que a® — In(E(e®X)) diverge o converge cuando
© — b, pero no puede converger por la proposicién 6

Por lo tanto, tenemos por la proposicién 2. una cota superior,
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—In(P(X > a)), por lo que el limite sélo puede ser —oo
o

Pucde verificarse ficilmente que el suponer que P(X > a) > 0 no es realmente
una restriccién adicional, sino es consecuencia de las tres hipétesis de la
observacién anterior, véase observacién 3.

Teorema 2 Sea X una wariable aleatoria que satisface P(X € (—o0,t)) =1
para alguna t € R, entonces su funcidn generadora de momentos esta definida
en todos los reales mayores o iguales que cero.

Demostracién.
El caso © = 0, es trivial.

Sea © > 0

M(8) = E(9%) = [(y oy €¥XdP + [y, €9¥dP <
ox —
Jix<oy P + [ x50y €2XdP =

=P(X <)+ [ix50) €7 dP S P(X S0) + e [\, dP =

=P(X <0)+€®'P(X > 0)

Que es es un real para toda © > 0.

>

Por contrapositiva tenemos que:

Observacién 3 Sea z una veriable aleatoria y e tal que @ > E(X) y tal que
su funcidn generadora, M(©): D — R, satisfaga que 0 € D° y
b:=supD < oo, entonces Va >0 P(X <a) >0

Observacién 4 Sea z una variable aleatoria tal que su funcién generadora,
M(®): D — R, satisfaga:

i) 0€ D° i) b:= sup D, b puede ser infinito; entonces ocurre lo siguiente:
S1 P(X > a) > 0, entonces a) = mazocop f(©).

Si P(X > a) =0, entonces l{a) = Limo__. f(©).

Observacién 5 En el caso de qgue P(X > a) > 0 por proposiciones 5 y la
observacion anterior siempre podemos encontrar un intervelo abierto U que
satisface ©* C U y U C (0,b), en el caso en el que la funcidn generadora de
momentos esté definida para todo real positivo, tomamos b tal que f (b) <0 .
FEsto serd util en la demostracidon de la proposicion 8, sobre la continuidad de

Ya)
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Para variables aleatorias donde la funcién generadora de momentos

estd definida cn todos los reales e inclusive con sélo cstarlo en una vecindad del
cero, tenemos més atn, de las proposiciones 2, 5 y 7 que podemos garantizar
que para cualquier @ con a > E(X)y P(X > a) > 0, obtenemos {(a) = f(©7)
para alguna ©*. Esto dltimo y con la condicién de que exista b > ¢ tal que
P{X > b) > 0 nos permitird obtener continuidad sobre {(a) a € (E(X), c0).
Los siguientes dos teoremas con su demostracién se encuentran en el Burkill
and Burkill, A second course in Mathematical Analysis, paginas 203 vy 212, y
su uso sélo se limita a esta seccién.

Teorema 3 Sea A C R™ y sea v un punto interior de A. S5i f: A — R™ es
tal que cada derivada parcial D;f; (j = 1,.n5i=1,..m) existen en una bola
abierta Bs(u) 6 > 0 y es continua en u, entonces f es diferenciable en u

Teorema 4 (TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA)

Sea (u,v) un punto interior de E C R? y supongamos que la funcidn
f 1 E — R satisface las siguientes condiciones:

(i)f (u,v) =0

(it) f es continuamente diferenciable en conjunto G abierto y que contiene al
punto (u,v)

(1) D2 fu,v) # 0

Entonces existen un rectdngulo

MxN=[u—-eu+e] x[v-4v+0
y una funcidn continua ¢ : M — N tal que y = ¢(z) y es la dnica solucidn en
M x N de la ecuacion f(z,y) = 0; mds ain ¢ es continuamente diferenciable

en M° y

N DaeE)
¢ (%) = DRisae))

para todeau —e <z <u+e

Proposicién 8 Sea X una varicble aleatoria y a tal que E(X) < a < b donde
P(X > b) >0, l{a) = f(©*) para alguna ©*; entonces {(-) es continua en a.

La demostracién nos dara las siguientes observaciones.
Observacién 6 Existe ¢ : D — I, cona € D y & € I funcidn biyectiva

diferenciable, con inversa diferenciable y que pone en correspondencia uno a
uno entre las a y el dptimo de la funcién f(©) = a® — In(M(O)).
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Observacién 7 Sea X una variable aleatoria con funcién generadore de
momentos definida en un intervale abierto del cero.

5i P(a < X) >0 para toda a > E(X), entonces {(+) : (E(X),00) — R es
continua.

8i P(a < X) =0 para algiin a > E(X), entonces I} : (E(X),b) — R es
continuae, donde b:=inf{a € (B(X),00): P(X >a) =0}

Demostracion.

Una primera aclaracién, la funcién f con la que hemos estado trabajando y
que esté definida hasta ahora en & la podemos extenderla a R? haciendo a a
variable, f(6,a) Recordando que {(a) es el supremo de la funcién f(-) que
como ya se vio es un méximo en el caso que P(z > a) > 0 y se alcanza en la
tnica raiz de la funcién ¢(®,a) =a — %iex.i)) . Ahora notamos que g, =1y
es continua en todo R, sea B un intervalo abierto que contiene a a.

También, gg = f ! que es continua en el intervalo ©* € U, de la observacién 5.
Por el teorema 3, existe By := By (0*,a) CU x Btal que g: Bs — R es
diferenciable, ademds g(©*,a) =0y go # 0.

Por lo que podemos concluir que existen €, > 0 y una funcién
p:la—e,a+e — [O - 58" +0] tal que y = ¢p(z) = O(x) y es la Gnica
solucién a fi (y,z) = 0 pero entonces {{a) = f(©(a),a) que es composicién de
funciones continuas.

De lo anterior tenemos una relacion local de I{a) y las ©*, el supremo es un
méximo y estd dada por la funcién ¢. Por 1ltimo notemos que:

[(a) = (f(6(a),)) = f(O(x),a)® (z) + f2(aB/(a),a) (4.12)

Para terminar la demostracién anterior basta ver por qué la segunda derivada
de f no es cero.

Proposicién 9 Sea x una variable aleatoria, entonces E((X — E(X))?) # 0 si
y sélamente si bajo cualquier cambio de medida dada por el Teorerna A.2, sea

g, Eg((X — EQ(X))Z) #0

Demostracion

E,(X — E,(X))Y) = E((X — E(X))%g) # 0 si y stlamente si

(X — E(X))%g = 0 casi seguramente, pero g > 0, vease A.2, por lo que

(X - E(X))*g=0cdsiysdlosi (X — E(X))?# 0 c.d que a su vez se cumple
siy sélosi E((X — E{(X))?) # 0

Es decir Vary(X) # 0 si y solamente si Var(X) # 0

o
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De la proposicién 5 y las observaciones 2 y 4, las hipétesis de la proposicién 7
pueden sustituirse por las siguientes.

I. Sea X una variable aleatoria tal que su funcién generadora de
momentos M(©) esté definida en D con 0 € D y tal que l{a) = f(O*)

II. Sea z una variable aleatoria tal que su funcién generadora de
momentos M(©) esté definida en D con 0 € D* y tal que P(a < X) > 0

La conclusién 1 nos dice que {{a) no puede ser continua en los puntos en los
que P(X =a) >0y P(X > a) = 0; véase, ejemplo 2, la Bernoulli con a = 1.

Uno espera que entre més alejado se esté de la esperanza, més répido se va a
cero, esta idea intuitiva se confirma con la siguiente obscrvacidn:

La funcidn, (), de la proposicién 8 es creciente por la siguiente razén, sea
a<a,y©% tal que aE(e® " X) — E(e®"X) = 0, es la raiz de la derivada de
la funcién: @ — In(M(9)), entonces como E(e® “X) > 0, se sigue que

@ B(e® X))~ B(e9X) > aE(e®™*X) — E(e® "X} = 0, y por concavidad de
@ © — In(M(©)) el maximo se alcanza en alguna © > ©*+, la desigualdad es
estricta. Es decir, si P{a < X), entonces {(a) < l{a ).

La convexidad de (-) se sigue de lo siguiente,

Seare (0,1)y E(X)<a<d yPla<X)>0,

M(a) + (1 A)li@') = Asuposofa® — M(0)} + (1 - Nsupaso{a'® — M(6) =
= supe»0{Aa® — AM(8)} + suposof{(1 — 4)a'® — (L - M)M(6)} =
suposo{(Aa+ (1 —N)a )8 - M(@)} =lra+ (1 -Na).

Notemos, cuando P(a < X) = 0, tenemos que {(-) : [a,00) — R es creciente y
convexa, todo se reduce a infinitos.

La siguiente observacién es consecuencia de la discusién anterior,

Observacién 8 La funcién I(-) : (E(X),00) — R es una funcidn creciente y
conveza.

Queda un pequeiic detalle en la observacién 8 y es el caso cuando P(X =a} y
P(a < X) =0, este detalle quedara completo con las siguientes dos
proposiciones. Estos permitirdn extender la continuidad de la proposicién 8 y
el teorema del capitulo anterior para cuando no esté garantizada la © de la
hipétesis.

Proposicién 10 Sea X una variable aleatoria tal que su funcion generadora
de momentos esté definida en una vecindad del cero b > E(X} es tal que
P(X=b)>0yP(X>b) =0.

Si{bn}o., C (E(X),b) con by, 1b, entonces i{by,) T {b).

==
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Demostracién. Sea & > 0

Por la observacién 2 sabemos que

i(b) = Limg—,00b0 — In(M(O)
COMY €8 ﬁnitg y es el supremos de la funcién f(©) tomemos © tal
[60 — In(M(©) — ib)] < 5.

Ahora sea m tal que si n > m, |b, — b|© < &, de lo anterior se sigue.

_ _ ibn@ 1rl(f‘/!(_(_))) {b) <
1508 ~In(M(B)) - 66 MG + 60 = In(M(8)) — Ib)] =
Ibn*b‘@ﬁ’\b@ In(M(®)) - ib)! < &.

Pero 4,8 — In(M(8)) < Ib,) < I(b). que nos da |¥b,) — {(b)| < ¢ cuando
n > m.

<

Observacién 9 Sea X una variable aleatoria, con Var(X) > 0. con fuacién
generadore de momentos definida en un intervalo abierto alrededor del cero.

St X es tal que P(X > a) > 0 para toda a > E(X), entonces
I(-) : (E(X),00) — R es continua.

Si X es tal que P(X > a) =0 con P(X = a) > 0, entonces
I{-) : (B(X),a] — R es continua.

El siguiente resultado extiende el teorema del capitulo 1.

Proposicién 11 Consideremos una sucesidn {X;}52, de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, con funcién generadora de
momentos definida en un intervalo abierto alvededor del cero. Para cualquier
a> E(X) tenemos

Lzmng.ij Lo (P(X; + ... Xy, > na)) = lfa).

Por el capitulo 1 sdlo nos basta probar el caso en el que P(X =a) >0 v
P(X > a) =0. En la demostracién requerimos el siguiente teorema sobre
sucesiones dobles y que se puede consultar en: Robert G. Bartle, Una
Introduccién al Analisis Matematico, pdg 156.

Teorema 5 Sea T, , una sucesidn doble y x € R tal que Ve > 0 existe N, tal
que sim,m > N,

T — Tmn| < €, es decir que la sucesidn doble converge a x, y que los limites
Limy, ooTmn = Ym, LiMm——ooTmn = 2m existen para todos los nimeros
naturales m, n. Entonces los limites iterados
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que se reduce a
P(Limy,_eZ(n,z) =0)=1 (5.11)

Para la demostracién de (iii), consideremos una n* con la propiedad de que,

E(Z(n,a)) = b Pl + ... +wa 2 0) > 1

Esto se puede porque P(w; + ... + wy, > 0) = et®+0) Construyamos un
proceso de ramificacién K (k) de la siguiente manera. Los descendientes en la
primera generacion son los micibros del proceso de ramificacion aleatorio que
comenzando en cero, p = 0, son positivos en la generacidén n*, asi las cosas,
K(1) = Z(n*,0), de este modo la distribucién del proceso de ramificacién para
K (k) ticne distribucién Z(r*,0). Asi, hemos colocado la esperanza de este
proceso de ramificacién de tal manera que es mayor estricto que 1. Por el
teorema 12 sabemos que la probabilidad de que K (k) — oo conforme k
tiende a infinito es mayor estricto que cero. Ahora, construyamos K de tal
modo que K(k) < Z(kn*,0), esto se logra ignorando de z(kn*, ) los valores
negativos y adicionalmete los que son menores que el valor de alguno de sus
ancestros, que es lo mismo a pedir que sea mayor que el de su progenitor,
podemos sustituir ¢y = 0 por £o = y y la palabra positivos por mayores que y.
Esto garantiza que K(k) < Z(kn*,0).

Como Z(n,z) > Z(n,0) para toda z > 0, podemos concluir que la
probabilidad de que Z(n,z) — oc a lo largo de la sucesién kn* es positiva

Obsérvese cémo el resultado anterior sélo depende de b, no de la distribucién
del nimero de hijos. Sin embargo, para el cdlculo de [(0) se toma en cuenta
qué tan alejado estoy de E(w,} y la distribucién de wy,. El siguiente resultado
resulta inmediato,

Corolario 2 El teorema de Biggins y el lema 2 stguen siendo vdlidos si
sustituimos Z(n,x) por el numero de individuos de la generacidn n gue son
estrictamente positivos.

Para el Lema 2 obsérvese que la propiedad que estamos sustituyendo en este
corolario no sc utilizé en la demostracion. Y para el teorema de Biggins hay
que recordar que el teorema principal es vilido para conjuntos de la forma
(@, 00), en particular para z = 0.

Una variacién interesante la tenemos cuando nuestra poblacién tiene una
cierta habilidad (por ejemplo la fuerza, la velocidad con que corre, etc) y los
tinicos individuos que se reproducen son los que ¢l valor de esta habilidad no
es negativa. El nimero de hijos de un individuo que se puede reproducir no
depende del valor de su habilidad. Queda claro que la extincién de los
descendientes de un individuo no sélo depende de la esperanza del numero de
hijos, también que a lo largo de las generaciones siempre existe alguien que
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Limn—»oo L’immv—»oozmn Y Limm—»w 7Limn—>ooxmn
existen y son iguales a @

Demostracién de la proposicién 11.

Sea {am}3_, C (E(X),a) una sucesién creciente que converge a a. Definamos
a Cnn=LIn(P(X1+..Xu > nam)).

Observacién 1.
Limm—ocCmn = le In (P(X1 +..X, > na)).
Observacion 2.
Limy et = Limn__oo 2 In (P{X1 + .. Xn 2 nam)) = fam).

Este tiltimo limite es vélido porque a,. C (E(X),a) y podemos garantizar la
existencia de ©* de la hipétesis del teorema del capitulo 1 Para la observacién
3., que la sucesién doble converge a I(a), sea ¢ > 0.

Por la proposicién 10 podemos tomar m. tal que si m > m. l(an,) — l(o)] < £.

Ahora tomemos n. tal que si n > n,
[Z2In (P(X1 + ...+ Xp 2 nap,)) — {am,)| < §, esto se puede porque dejamos
fija a ap, .

Notese que: |1 1n (P(X1+ ... + Xn 2 nawm,)) — l(a)| < &, por desigualdad del
tridngulo.

Ahoraseam>m, yn >n,

1210 (P(X; + ... + X > nam)) — Ka)| <
2 (P(X1 + ... + Xp > nag,)) — Ka)| <.

La primera desigualdad se debe a que % In (P(X1 + ... + Xy, Z na,,) decrece
conforme m crece y —l{apm) | —{(a}, ademas por la ecuacién (1} del capitulo 1,
tenemos que Cmyn < Ham) < ia).

En resumen la observacién 3 nos dice que ¢, tiende a —i(a).

De las tres observaciones y del teorema sobre sucesiones dobles podemos
concluir lo siguiente,

LiMim oo LM e % In (P(X1+ ... + X5 2 nam)) = ~la)
y el que nos interesa:

Limy oo Limm_.oo% In (P(Xl + .+ Xy > nam)) =
Limp oot In (P(X1 + ... + X, > na)) = —¥a).
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4.1.1. Ejemplos

A contiruacién ilustramos la teoria de esta seccion con cjemplos:

Ejemplo 1 Si tenemos © una variable aleatora con la propiedad de Gue
P{X =¢) =1 y sea a > c entonces ocurre lo siguiente:

Lieci=0 y 2 {a)=00

Las observaciones anteriores se siguen de que

X0 - In(E(e®®)) = XO — 6 = (X - ¢)© y cuando © tiende a infinito, la
ecuacién anterior diverge para X = a, mayores que ¢, v es igual a cero para
X = ¢. Obsérvese como se satisfacen las cotas dadas en la proposicién. 2.

Ejemplo 2 Para la binomial con pardmetros (n,p) su funcién generadore de
momentos es (pe® + 1 — p)*, definida en todo R con esperanza np

Para calcular }{a) con a € (np,n) derivamos a f(8) = a® — In((pe® + 1 — p)™)
que es:

f/(@) :ﬂ‘"(—«ﬁ—)

€
PP +1-p

y como sélo necesitamos encontrar una raiz, igualamos a cero:
alpe® +1 ~ p] — npe® = ape® + a1l - p) — npe® =0
e®lap—mp) +a(l-p)=0

Nétese cémo la © que satisface la ecuacién de arriba existe v es Unica, ya que
hacer tender € a menos infinito la ecuacién de arriba tiendc a a{l ~p) > 0y
al hacerla tender a infinito se tiene que diverge a menos infinitc por )

ap —np=a{n—p) <0y eap—np) +a{l — p) es estriciamente decreciente
De hecho tenemos:

* | el=p)
oF = ln(p(n_a))
Que, como esperdbamos, tenemos a © como funcién contima de a.

np(l-p)

Observaciones: Si a = np, In (,;(n—np)

) =In(1j =0y Sia — n~. la funcién
diverge a menos infinito.
Que es lo mismo que nos confirma la teorfa cuando P{z > n) = 0.

Finalmente, reduciendo términos:

o) = aln( 522y — In(3=B + 1~ p)»
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Un caso particular es la Bernoulli,toma los valores 0y 1, {n,p) = (1, ) con:
0" = In(rrty)
Donde {{a) = aln{a) + (1 — a) In(1 ~ a} + In(2) cuando a € (1/2,1]
que es una funcién creciente, continua y diferenciable.
Que como se observa: {{1) =In(2) y I(c) = oo cuando ¢ > 1
En estos ultimos dos casos I(-) se alcanza en el limite de f(©)
Lime—.o0 20 —In (1e® + 1)

Ejemplo 3 fa,m la Poisson con pardmetro A > 0, su funcidn generadora es
M(©) = M"Y con esperanza A

Sea a € (), 00), f(©) = a8 — In{e*«"~1)) — 4@ — A(e® — 1).
Derivando e igualando a cero tenemos:
a—-Xe® =0
Que nos da una tinica:
©* =1In(%)
que es una funcién continua en el intervalo (A, c0), ademas de tener inversa
continua, a = Ae®
Por ultimo, fa) = aln{$) — @ — 1 es creciente, continua y diferenciable en el
intervalo (), o0)

Los siguientes resultados buscan encontrar condiciones que permitan relacionar
convergencia de la funcién generadora de momentos y la funcién tasa.

Ejemplo: Si Lim,,_onps = A, sabgmos que las sucesién de funciones
{(pet +1 —p)"}2, converge a e} Y. Ademas:

n=

Limg—, o0 In( 8720y — (2,

Pln—a)

Linlng.maln(;ﬁ(:t:—l;))) - ln(%%faf)) +l-p)t = aln(%) —a—1

Nota: El célculo de los limites anteriores se basa en el siguiente resultado,
omitimos su demostracién:

Si la sucesién de nimeros {¢,}n>; converge a c, entonces
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Limn—o0(1— )" =¢°

¢ puede tomar el valor oo, cuando la sucesién es de niimeros reales.

Proposicion 12 Sean {X,}52,, Z variables aleatorias con funciones
generadoras de momentos {M,(0)}2,, M(0) respectivamente; todas
definidas en D con 0 € D°. Supongamos

LiMy—oMa(0) = M(©) para toda © € D

entonces

(i) X,, converge en distribucion a 2.

(i) E(X,) converge a E(Z)}, de hecho E(XEX) converge a E(Z*), para toda
keN

(iit) Sie > E(Z) y P(Z > a) > 0, entonces

(I) Eziste una m € N tal que sin > m eziste OF

(1) Lo sucesidn {©}}5%,. converge a ©*, donde {©5}32 .., ©* son donde se
magimizan las funciones: fn(0) = {a® —In (M,(0))}2

f(©)=0a® —In(M(O)) respectivamente. -

Comentario: Recuérdese que las hipétesis ¢ > E(Z) y existe P(Z > a) > 0, se
puede sustituir por la cxistencia de ©F.

Demostracién. (i) Esto se puede consultar cn el libro de Patrick Billingsley,
Probability and Measure paginas 278 y 390.

(i) Tomemos ¢ > 0 tal que (—¢,¢) C D, por el teorema A.1 se sigue que
MFE(@) converge a M*(8) para toda © € (—c¢,¢); en particular para © =0y
k= 1: B(XF) converge a E(X*)

(iii)

(I) Existencia de las 07,

Las ©, no necesariamente existen para toda n € N, sin embargo a partir de
cierta m estd garantizada su existencia por la siguientes dos razones:

1 Por (ii) sabemos: E(X,) converge a E(Z) y como E(Z) < a, existe m; tal
que si n > my, tenemos E(X,) < a.

2 Como P(Z > @) > 0, existe b > a tal que P(Z > b) > 0. Sea ¢ que satisfaga.
que P(X € [b,c]) > 0. Tomemos &1, &, con las siguientes propiedades

a<& <b<e<&yP(Z=¢&)=P(Z=¢&)=0, que existen por tener los
intervalos (a,d), (¢, c0) una cantidad no numerable de reales y sélo un numero
numerable de reales, a, con la propiedad P{Z = «) > 0.

De la discusidn anterior podemos decir,

P(X, < &) converge a P(X < &),
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P(X, < &) converge a P(X < &)y
P(Z < &) < P(Z < &)

Tomemos my tal que sin > ma se sigue que P(X, < &) < P(X, < &). Esto
implica que si n > mg, P(X,, > &) > 0.

Ahora podemos afirmar:

si n > maz{my, mg}, entonces ¢ > E(X,,) y P(X, > a) > 0.

que garantiza la existencia de las @}, por la proposicién 8.

A partir de ahora supondremos que E(X,) = E(Z) y P(X,, > a) > 0, en otro
caso tomamos m € N tal que E(X,) <ay P(Xn > a) > 0 para toda n > m.

S6lo se requiere para suponer la existencia del méiximo de las funciones f,,(-),
que podemos por el inciso anterior.

Demostracién de (II) Sea £ > 0, entonces sabemos que existe ,c% € N tal que
0< o<

Deﬁnamosa@1=9*~k% y92:9*+,cl—5

Por continuidad de la funcién logaritmo,

para todo 0 > 0 existen n; := n‘f con i = 1,2,3 tal que si n > n; tenemos

[£(0:) — fu(©:)] = |a©: — In(M(6:)) — [aO; — In(M,,(8,))]| =
= [In{Mn(84)) - In(M(O:))] < 6.

Como lo que queremos saber es que el maximo de las f,,(©) se encuentra en el
intervalo [6* — k., ©* + k], definamos a § como sigue:

§ 1= mazi—1 2 f(et);f(@z) ,

y am:=maz._1a{n’}.

Por concavidad de las f, y como:

(1) 1£(8") — fa(€%)] < 8

(2) 17(8i) — fn(8:)l <d coni=1,2,
(3) f(©,) +46 < f(®*) coni=1,2,
tomando siempre n > m,

se sigue fr(9;) < fn(©*)coni=1,2.

En otras palabras, el maximo de las f,(0), €7,
intervalo [©* — k., ©* + k] C (0% — ¢,0* +¢).

Esto concluye el inciso (IT)

con n > m se encuentra en el

o
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La convergencia de la funcién tasa es un poco més complicada como lo
muestran los siguientes resultados.

Proposicién 13 Sea a tal que a > E(Z) y P(Z > a) > 0. Si
M,(0) — M(8), entonces

() < Liminf L,{a)

Demostracion.

Por convergencia puntual tenemos: f,{0*) converge a f(©*) y como en O se
alcanza el maximo de la fancién f,(-) tenemos f,(60*) < £,(05), tomando
limites inferiores de ambos lados:

fa) = f(©%) < Liminf f.(8}) = Liminf l.(a)

Observacién 10 La proposicidn anterior continua siendo vdlida si
substituimos la hipdtesis P(X > a) > 0, por P(X =a) > 0.

Demostracién.

Queda claro que basta probar el caso P(X > a) =0y P(X = a) > 0. Para

esto recordemos que Limg 00 f(©) = (@) < 0o. Sea ©, que satisfaga con

[£(8:) ~ l{a)| < § y m tal que sin > m tenemos |f,(8.) — f(O,.)] < §. Por
desigualdad del tridngulo tenemos |f,(©.) — l{a)| < ¢, en particular

l(a) — ¢ < fr(©Oc). Tomando el supremo en las funciones fr(-):

) - £ < h(a)

Por lo que podemos concluir, para toda € > 0 existe m, € N tal que sin > m,
entonces [(a) — ¢ < I,{a). En otras palabras,

(@) < Limy,— . inf i,(a)

o

La proposicién siguiente mejora el resultado, pero requiere de exigir dentro de
nuestras hipdtesis, convergencia uniforme.

Proposicién 14 Sea a tal que a > E(Z) y P(Z > a) > 0. Si tenemos una de
las siguientes dos condiciones:

(a) La sucescidn de funciones {M,(0)}32, converge mondtonamente a M{9).

(b) Eziste un invtervalo abierto, V, alrededor de ©* tal que {M,(0)}5%,
convergen uniformemente a M(©) en este intervalo.
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Entonces

la sucesion {I,(a)}o%, converge a la). Las funciones tasa de las variables
aleatorias {X,}22 1, Z, respectivamente.

(iv} Si ademds M,(©) | M(®) para toda © € D, entonces para a tal que
P(X =a)>0y P(X >a)=0, i,{a) converge a l{a)

En el de (a) por el teorema de Dini (véase pagina 119, del Burkill and Burkill)
notamos que M,(©) converge uniformemente a M(©) en D.

En cualquier caso, sea K := [6* — k,0" + k| un intervalo como en la
demostracién anterior, con K C V si ocurre (b).

Por convergencia uniforme tenemos:

(A) Para toda £ > 0 existe i tal que si 7> my tenemos |f,(©) — f(O)| < £
Yoe K,

y por la continuidad de f(-):
(B) Para toda € > 0 existe § > 0 tal que si [© — 0% < £,
Sea my tal que si n > my entonces |©), — ©*| < §, que existe por (I).

Ahora si m := maz;=1.2{m;}, tenemos que para toda n > m

I£a(87) — F(O) < I£fa(87) = F(@L)+1£(87) - f(©7)] <
<gHiflen) - fE)<F<e

El mayor igual es consecuencia de la designaldad del tridngulo, la primera
desigualdad es por (A} y la segunda es por (B).

En resumen,

Ve > 0 existe m € N tal si n > m, entonces
ln(a) = o) = |£a(65) — £(87)] < <.
Demostracién de (iv)

A diferencia de (iil) en este caso no existe 8.

De M, (©} | M(©) se sigue que

fu(©) = a® ~ In(M,(@)) T f(©) = a® — In(M(O)), en particular,
fa(©) £ futr(0).

Tomando supremos, Ih(a) € lny1(a’) para toda n natural y para toda
a € (E(2),a).

Tomando una sucesion {a.,}oo_; C (E(z),a), tenemos que
Limy——oe LMy socbp(Gm) = Lit, —ool{am) = l(a)

y dado que las sucesiones {{,(an )}, {b{am)}SS_, son crecientes, podemos
concluir,
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L'imm—raoL";mn—rocln(am) = Limn-—»ooLimm*»ooln(am) =
Limapm——col(am) = a)

En particular,

Limy oo LiMy — oo bn(am) = Limp— oo ly(a) = {a)
o

Nota. Al final de la demostracién anterior requerimos un resultado de
sucesiones dobles, a continuacidn enunciamos este resultado. Su demostracién
se puede consultar en el Burkill and Burkill, pdgina 97.

Teorema 2 Supongamos que cada Tn., es un real y que para toda m las
sucestones {Tnm 3, es creciente (decreciente) y para toda n las sucesiones
{Znm ooy €5 creciente (decreciente). Si uno de los siguientes limites existe

Limpm-—ootnm , LimMn ooTum 5 LM o0Tnm
entonces los otros dos también existen y todos ellos son iguales.

Observacién 11 Sean {X,}%,: P(Xn=0) =L y P(Xn = an) = § donde la
sucesion {6, )32, es mondtona creciente y converge a 1 y 2 la Bernoulli.

Sus funciones generadoras correspondientes son { M, (©) = % + %e”"@ 1
M(8) = % + %e““e. De lo que se observa que M,(0) T M(©) en los reales
positivos; sin embargo con a = 1: [,(1) = oo, si a, < 1, [{1) = In(2).

(1) < Limn_soln(1)

Avin con convergencia ménotona de las funciones generadoras de momentos no
podemos garantizar convergencia de las funciones tasa en los puntos donde
P(X=a)>0y P(X>a)=0

Ejemplo 4 Pare la uniforme (0,b), su funcidn generadora estd dada por
Eb:e’l con esperanza M (@) = &

Seaa € (%,b)

Tenemos que f(@) = a© — In(ebfe_l) = a0 + In(b8) — In(e*® — 1), derivando
nos da:

! P8 (a—b)+be"® +abO—b
f=s 5O (e"7 1)

Que si bien no es ficil calcular una rafz, tenemos por observacién y
proposicién 1, ademds de la proposicién 4 garantizada la existencia de esta

rafz, mas ain por la proposicidn 8, podemos decir que para este caso {a) s
una funcién continua en a; pero no lo es si la definimos en todo R.
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Ejemplo 5 Para la distribucidn gama con pardmetros (s, A) A > 0, su funcidn

generadora de momentos es M(0) = (25)%, definida en (—00,A) y la

esperanza estd dada por 3.

Se tiene f(€) = @ — sIn(525)), derivando e igualando a cero tenemos

0 =e— 125 v despcjando ©" = A — 2 esto nos dice que

fa) = a(A— 2) ~ In(<2)

4.1.2. Teorema

Con la proposicidn 11 dimos una pequefia extensién al teorema del capitulo 1
debilitando la existencia de un éptimo, en esta seccién extenderemos este
mismo teorema pero ahora serd sobre los conjuntos.

Teorema 6 Consideremos una sucesion {X;}22; de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con M(©) < oo, entonces

X1+ ...+ Xn
—_— €

1
Limtn oo~ 1n (P
n n

A)) = ~infeeallz)  (413)
Donde A es de la forma

i) [a, 00} sia > E(x).

ii) (a.00) i a > E{z).

i) (a,b}, [a,b],]a, b),{a,b] sia <b.

En el caso que inf,cal(z) # oo, tenemos inf,eal(z) = (a).

Demostracién.

El caso (i) es el teorema del capitulo 1.

Para el caso (i), notamos que:

Si P(X > a) > 0, entonces I(-) es continua en ¢ por proposicién 8, ademas,

1y (P(M > a)) < %ln (P(M € (a, oo))) (4.14)

n

bt n ¢y, 00))) donde o La

(4.15)
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Ahora como (-} es creciente y por 4.14 y 4.15 tenemos,

—l{a) < Limn 0ot In (P(&*'T"'X“ € (a, oo)))

Lim, _.ootln (P(&Jr”—*)(L € (a,oo))) < —llam) Ym € N
aplicando limite sobre m,
Limy oo In (P(¥222% € (a,00)) ) = —l(a)

en otro caso, es decir P(X > a) = 0, todo se reduce a tener —oc de ambos
lados de la ccuacién (4.13), por conclusién 1; en cualquier caso :

Limn—sosTn (13(7)(1 Hot Xn
n n

€ {a, oo))) = —l{a) (4.16)
De nuevo por ser i) creciente {{a) = inf,e(a,00)U(2).
Para el caso (iii), Si P(X > a) = 0 es trivial, en otro caso tenemos lo siguiente

P(Xl+"'+X"e Xl+'"+X”€
n

n

(a,b)} = P(
13(—7)(1 +"H‘+X" & (a,50)) ~ P(

(a,00)\[b,00)) =
.Xl + ...+ Xn
n

e, oo)) (4.17)
Una observacién que requerimos sobre limites es la siguiente:

Sea Limy oot In{cn) = ¢, Limp—ooIn(by) =by b<c

Si Lim, o 3/1— %ﬂ =1, entonces Lim, _ootln(e, —b,) =c.
Por consiguiente usando la observacién anterior y (4.17),

LMoo IN(P(HFetn ¢ (q,5))) = Limn oo & I(P(HE5E0 ¢

(a,00)\[b,20))) =

Limy oo In[P(H1tatia ¢ (g 00)) — P(H1fatdu ¢ [h00))] =

= LiMn oo In[P(H1tdXa € (g, 00))] = —i(a)

La tltima igualdad se debe a la observacion de limites:

P(E1t-dXa ¢ (g 00)) = e~ Helto(m) | p(Hateddn ¢ (b o)) = e~ {00 con
n ? ki n E]

i(a) < (b},

P X+ 4 Xn c bv
Lm0 ’\“/1— (s b,00) _ 4 (4.18)

P(fizptda € (o, 00))
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Nétese que por ser I(-) creciente y continua, i(a) = inf,ecq 54 2); el otro caso
es trivial

Debe observarse que como P(X > a) > 0 existe una m tal que si n >m
tenemos que P(¥E:34Xe @ (a,b)) > 0, para que el logaritmo tenga sentido.
Los demds casos se resuelven de manera analoga.

&

En el caso de tomar el ejemplo 2 con la Bernoulli y {a = %} tenemos que

Limmﬁmﬁln(};(i‘%@- € {%})) = —oa, pero 0 < infue%l(g) < 0o

Proposicién 15 Sea Limy,—cot In(ca) = ¢, Limn__,oo% In{b,) =byb<c

n
8i Limn——oo {1 — B2 =1, entonces Limp—cot In(cy — by) = c.

Demostracién.

Lty oo L Incn — bn) = Limy—o0 In{(ca — b2} %)

Por continuidad de la funcién exponencial, podemos sustituir el limite
anterior, por el siguiente Limiy oo (cn — bn)% = Lim,_ o {/cn 3/1 — ba —

en
. 1 /
Limn,, evIncn nfy zn = et

Por lo que, Limp o0 In(cy, — b)) = Limp oo In{{cn, — by)

1

)=¢

<

Natese que pedir el limite Limy_ .00 §/1 — %’-‘ =1, no implica que
Y "

Li'mn;.f,o%';k # 1, como lo muestra el caso siguiente;

1
— n—2 _ o—n
bp=¢e W, Cp=e "y~ b,

Limn_.*m% In(c,) = Limng.m% In(b,) = —1; pero
Limn_.x% In(¢, — bn) = —1, su célculo es seguir los pasos de la demostracién
anterior,

Es mas que pedir que no sean iguales, en el sentido ~, es necesario que no
converjan a lo mismo demasiado rapido.

Para el caso de la uniforme en (0,1) resulta claro que para cualquier a € (0,1)
Limy—o0  In(P(X12:4%2 € {a})) = —oc

pero l{a) € (0, 00) véase el ejemplo 4.

El siguiente ejemplo ilustra la idea de que aunque para los conjuntos de la
forma {a}, a € R no sea vélido el teorema 6, en el caso en el que
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u:= P(X = @) > 0 si tendremos, Limp— o0+ In(P(Frt=atXa e 0)) = —fla);
esto serd por la razén de que aunque

P(Xy+ ..+ X, >na) ~ P(X1+ ... + X,, > na) ~ e"") el factor o(n) de
e~ Ha)l+o(n) pesar 1o suficiente para que,

Lim, o 71— B A Xana) _ g

PlXiF FXnZna)

Proposicidn 16 Consideremos una sucesion {X;}52, de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, Sea a > E(X) tal que
c:= P(X =a) > 0, entonces

Limg ool In(P(FatXa ¢ 0)) = —Y(q)

Demostracién

La demostracién sigue el camino del teorema 6 inciso (iii), aquf solo
mostraremos que

Litem i1 - PO € (020))
M= 00 P(,¥]+.T.L.+Xn c [(L, OO))

1 {4.19)

Nétese que

P(Xititi ¢ [g,00)) = P(Skitfa € (a,00)) + P(Kitctia € {a)) 2
PR € (0,00)) + "

Definamos w,, := P(&J'T*XLL € (a@,00)), entonces la ecuacién (4.19) se puede

acotar por
. Un . Up + "~ Uy
len—’oo rl— — Limn‘»m i T
Up +C Up, + C
c* [4
Limy oo i) ———— = Limp 0o —F/——
Up + €™ Yup + "

pero u, tiende a cero conforme n tiende a infinito, por lo que el limite anterior
es igual a 1

o

4.1.3. Aplicacién

Esta seccidn puede ser complementada con la seccién de Leyes de los grandes
nimeros de los preliminares, aunque no es necesario para su comprension.
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La siguiente aplicacién, mostraré como podemos usar el teorema 6 con

A = (a,00) para demostrar el teorema de los grandes ntimeros con la teorfa de
esta seccién. Antes daremos algunos prerrequisitos de teorfa de la medida que
solo se requieren en esta seccién.

Los teoremas 7 y 8 permitiran que problemas sobre convergencia
casi-seguramente, puedan responderse conociendo convergencia de sucesiones
de nimeros reales no negativos.

Teorema 7 La sucesidn {X,}32 , de variables aleatorias, converge a X P-c.s
st y solamente si

Limy e P(stppzm|X, — X| > £) = 0 para toda e > 0

Demostracion.

La sucesién {X,,}52 ; de variables aleatorias converge a X P-c.s si y s6lamente
si el conjunto A€ definido como

A€ = Up> N1 Upsm {1 Xn — X| > %} = Ugz1 N1 {supps>m| X — X| > %}
satisface que P(A%) = 0, es decir

P{Nmz1{supnzmlXn — X| > +}) = Limm— oo P{supnom| Xn — X| > ih=0
v esto para cualquier k € N, en particular para toda € podemos tomar & := k.

tal que ¢ > +

<

Definicién 1 La sucesion {X,}5%, converge P-estocdsticamente a X, cuando

3 P(|X, — X| > ¢) < oo para toda € > 0.

n=1

Teorema 8 Si {X,}%2, converge x P-estocdsticamente, entonces {X,}5%
converge a © P-c.s.

Demostracién.

Por el Lema de Borel-Cantelli, se sigue,
P(Lim sup{}X,, — X > ¢|}) = P(|X,, — z > ¢| una infinidad de veces)

esto es equivalente,
Ly oo P(supp>m|Xn — X| > €) =0

por la siguiente razdén:
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Sean By, := U, {|Xn — X| > ¢} y B:= Lim sup{| X, — X| > ¢}, por
construccién By, | B, Limy, .o P(Bm) = P(B) y
B, = supns>m{| X, — X| > £}

Y usando el teorema 7 tenemos convergencia casi seguramente

Los teoremas 7 y 6, con A = (g, 50), nos dan como consecuencia la Ley fuerte
de los grandes nimeros.
Sin pérdida de generalidad £(X) = 0.

Xi 4o+ X,

P
(l n

‘>6):P(Xl+-'r~;+Xn

Xi+.. n
>e)+ p(l‘F7AL+X

< —g)=

Xp+ ..
s 1+n+Xn€

X1+ ..+ X
(e.00)) 4+ P2

€ (~o0, —¢))
(4.20)
Por teorema 6 (ii),
(4.20) ~ e—nl(e)to(n) 4 g—ni(—€)+o(n)
0 en su caso,

(420) < E—nl(s)+o(n) + e—nl(—s)+o(rL)

cuando l{¢) = 00 o {—¢) = x.
De cualquier manera,

> X1 4.+ Xn
SP(IFETET sl

n
n=1

converge si,

x
Ze—nl(a)+a(n) + e nll—e)to(n)

n=1

lo hace.

Pero esta es una sucesién convergente, por criterios de comparacion en serier,
obsérvese: n?e"<+o(™) converge a cero y la serie 302y & < 0o. Y se satisface
el teorema 8, sobre convergencia P-estocasticamente. Que conluye, |ZitatXa
converge a () casi seguramente.

o

Algunas observaciones son: €l tomarse rayos abiertos requiere que {(-) sea
continua, que a su vez requiere que M (@) sea finita en algin intervalo
alrededor del cero, en particular existen todos los momentos, E(X™) < oo para
todo n € N. El modificar la demostracién con intervalos cerrados no nos
permite liberanos de estas condiciones por la razén de que tanto en la cota
superior como en la inferior del teorema del capitulo 1 hacemos uso de que
M(8) < 0o en un intervalo alrededor del cero.

Nuestra ley fuerte de los grandes nimeros quedaria,
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Teorema 9 Sea { X} wuna sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, tal que M(®) este definida en un intervalo
alrededor del cero; entonces

(X;+”.Xﬂ)

= nen  converge a E(X) P-casi-seguramente.
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Capitulo 5

Grandes Desviaciones para

Proceso de Ramificacion

El presente capitulo relaciona las ideas de los capitulos anteriores con el
procese de Ramificacién. El capitulo puede dividirse en tres bloques, el
primero trata distintas variaciones del teorema principal del capitulo 1, la
segunda parte trata ¢l modelo de Galton-Watson y por tltimo relacionamos

las dos partes anteriores.

Teorema 10 Sia > E(X), entonces
P(X1+ ..+ X, > javie {1,..,n}) = eni@reln}
51y solo si
P(X1 + .+ Xy > na) = gm0 o),

La demostracién requicre del siguiente lema.

Lema 1 Supongamos que los nimeros reales r1, ..., 7y, satisfacen
rit ot 2nfysea r=inflriz=r+..+r,—Fconic{l,
entonces

T(ir41), + - T T(imtj), = I8 para todo 1 <j<n.

Debe entenderse a (i), = i mod n.
Demostracién del lema.
Definainos a k como * +k=n

Si k=0, entonces i* =Ry riegr), + oo+ Pty = @)+ FTG)-

b,

Supongamos que (1) + ... + 73y — 78 < 0 para alguna j € 1,...,n. De lo que se
sigue 71y + ... ¥ 7) — 78 <0 < ry + ..+ 1) — 78 que contradice que iF =n

49
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Sik>0.
Aquf seréd por casos, si j € {1,...,k}, es decir i* <* +j5 < n.
También tencmos (i* + 8), =&* +ssi5 < 5.
Sirgesay + o+ rgegy) — 48 < 0, entonces:
ray + - + Tlir ) — (1'* +])ﬁ =
(ry+ A rama = @)+ (rpsny o A7 —3B) <ry+ A — ()8
Es decir, 71y + o + 1oy — (F+ D8 < vy + o F ey — (00)6
que es una contradiccién por definicién de i*.
Ahora, sea j > n.
G ) e B T O I GRS Rl B FE R
Si, reqr) T FTEe gk 71+ o+ TGk < 30, entonces
TL Aok < —a+ (§ - k)8, donde a = rgu gy + o+ gy
De lo que se sigue:
P Ty Pl Tk 2 KB+ (n— k)3 = kG + 73, entonces

ry + .7+ > 7*3 — a Por lo tanto:

4. 28 —a
rit o+ rGog < (_7 — Ic)[ifa
1t TG — G-kB<a<<ri+..rpm -0

Que es una contradiccién.
o
Demostracién del teorema.
Por monotonia de P se tiene:
P(X1+ .. X, > ja Yj€{l,..,n}) < P(X1+.. +Xn >na)
Por ¢l lema anterior, tenemos que si 2 + ... + 2, = na, existe una i* con
T(r41), oo F 045}, = ja paratodo 1 < j <n
de lo que tenemos.
P21+ ... + T 2 na) = P(rgeqy), + o + Tmgg), Vi €E{L,.,n}) =
n
N P(re sy, + oot Ty 2 G0 Y3 € {Len} k=) (5.3)
k=1

Esta 1ltima igualdad es consecuencia de que para k # 4*, los sumandos son
cero. Por monotonia:
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(6:3)S n P(T(hi1), + oo+ T(ts), 2 Ja Y€ {1,..,n}) =
=nP(X:+..X, >ja Vi€ {l,..,n})
La tultima igualdad se debe a que las {X}} son independientes e idénticamente
distribuidas.
<
Ahora introduciremos una posicién inicial Xy que serd independicnte de las
{X}}2 . Notacién, My(0) := E(e*0®).
Teorema 11 Ses a > E(X;) y P(X; > a) > 0.
§i My es finita en una bola abierta que contiene al cero y en todo los reales

posttives, entonces

P(Xo+ X1+ ..+ X, 2da Vie{l,..n}) < g mHe)tolw) (5.4)

Si P{X > 0) > 0, entonces

P(Xo+ X1+ .+ X > ja Vi€ {1,...,n}) > e &I +ol0) (5.5)
Demostracién. Para & > 0

P(Xo+ X1+ ...+ Xa > ja Yje{l,..,n}) <

<P(Xo+Xi+..+ Xy >na)=PO(zo+ 71+ ... +7,) > O(na)) =
P(ee(XG+X]+...+Xn) > e@(na)) < e—e(nu)E(EXn+X1+..A+Xn) —

por Tchebychev

- efe(na)E(EXo)E(eXl )n _ ef(-)(nu)Mo(e)Mn(@)

e~ O(na)+In(Mo(@) +nIn(M(®) _ ,—n(aO—In(M(@))+Hn(Mo())

Como P(X; > a) > 0 podemos tomar © := 0%,

g~ +In(Mo(87))

Ahora, si P{Xy < 0) = 1, la parte derecha del teorema 11 es siempre igual a
cero, por lo que la cota inferior no se puede dar. En otro caso,

PXo+ X1+ ...+ X,>ja Yje{1,..,n}) >
>P(Xy20; Xo+ ..+ X, 2ja Yje{l,.,n}) =
P(Xo 2 0)P(X1+ ..+ X, 2 ja ¥j€{l,...,n}) =

— e nila)to(n)

Corolario 1 Supongamos que a > E(X), P(X > a) > 0 y que My es finita en
una bola abierta que contiene al cero y en todo los reales positivos, entonces
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P(Xg4 X1+ ..+ X; > ja Vj€1,..,n) < g nlla)te(m)
St P(zo > 0) >0, entonces

P(Xo+ X1 4.+ X;>ja ¥j€l,.,n)>e nialtoln)

La demostracion sigue las lincas del teorema antcrior y requicre de la
generalizacién del teorema del capitulo 1 a finales del capitulo anterior. Si en
el teorema 11 ponemos a P(X; = 0) =1y a > 0, entonces tenemos {a) = oo,
P(Xo+ X1+ ...+ X; > jaVj€{1,..n}) = P(Xy > ne) y con Xy una Poisson
queda claro que no se puede dar la ecuacién (5.4). Para que se satisfaga el
teorerma 11 al menos es necesario pedir que P(X > a) > 0.

5.1. Galton- Watson

Consideremos una poblacién de individuos gue al final de su vida sc divide en
nuevos individuos. Por individuos puede entenderse atomos en una fisién
nuclear, bacterias en una colonia, personas o errores como se verd mas
adelante. A continuacién presentaremos el proceso de ramificacién conocido
como Galton-Watson, un modelo sencillo que es usado para entender la
dindmica de poblacicnes. De particular importancia es la pregunta por la
probabilidad de que la poblacién se extinga; esta fue también el origen de la
motivacién de Francis Galton y el reverendo Watson a finales del siglo 19. En
ese entonces se preguntaban sobre la probabilidad de extincidn de
descendjentes masculinos, porque de esto se segufa la desaparicién de los
titulos nobiliarios, en ese entonces s6lo se heredaban los titulos nobiliarios a los
hijos varones.

Modelo de Galton-Watson {Proceso de ramificacion)

Comenzamos con un Unico "pariente”, nodo; a cada nodo le asignamos de
manera aleatoria un nimero de "hijos”, este nimero seleccionado
independientemente de una distribucién discreta {p;, + = 1, ....}. Formalmente,
sea {y(¢,7)} variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con distribucién p = ({px}), Tepresentando el numero de hijos del nodo j en la
generacién 4. El nimero Y, indica el nimero de parientes en la generacién n, y
estd dada por la ecuacién:

Yy=1
Yn-a1
Vo= y{n—1,4) (5.6)

i=1

Denotemos con b la esperanza del niimero de descendientes, que supondremos
finito, es decir, b= ;2. ép;. El modelo de Galton-Watson esté dado por la
cadena de Markov (Y,) con matriz de transicién
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Qg = Djitogumy P * kD5, k2 L jEN

Paso de k individuos en una genercién a tener j en la siguiente:
Para el caso k = 0, en el que la poblacién estd extinta tendremos g ; = dg ;.
Denotaremos al primer tiempo de extincién,

Ty=inf{n>1:Y, =0}

Y la probabilidad de extincién cuando la poblacién inicia con ¢ individuos por:
pi = P,(Ty < 00) = P(Ty|Yy = i}. Para eliminar casos triviales en lo siguiente
tendremos ¢ > 0, p, € (0,1) ¥ po +p1 < 1. Denotemos p := p;, entonces se
sigue que

pi=p
dado que cada ramificacién de un individuo de la primera generacién se
desarrolla independiente y con la misma distribucidén que los otros. Lo que nos
interesara investigar es el valor de p, es decir, nuestra poblacién inicial serd un
sélo individuo ¥ = 1. Este individuo puede extinguirse {con probabilidad py),
si no tiene ningiin descendiente, o puede tener k& descendientes (con
probabilidad py = P(Y; = k|Yy = 1)). La poblacién ¥ = k se extingue con la
misma probabilidad con la que se extinguirfa la poblacién Yp = &k (px), por

propiedades de cadenas de Markov. De lo anterior obtenemos la probabilidad
de extincién

p=po+ 5, P = kY, = o = 72 pip”
Definamos la funcién -
£ = Sopst se o] 67
k=1

que se observa tiene una propiedad interesante: La probabilidad de extincién p
es un punto fijo f(p) = p. Obviamente tenemos como punto fijo a 1 pues

f)=1
Estimacién de la probabilidad de extincién

Para estimar p distinguiremos dos casos f (1) = Yo, kpr = E(p) <1y
f'(1) = E(p) > 1. En ambos casos

P =50, k(k— 1pes*™2 > 0 s € (0,1

f es estrictamente convexa en el intervalo [0, 1], 0 < f(0) < 1, de lo que
tenemos que en el caso de E(p) < 1 el 1 es el tnico punto fijo de f, que nos
permite decir que la probabilidad de que la poblacién se extinga en este caso
es 1. En contraste con el caso E(p) < 1 esto es cuando E{p) > 1, se sigue de la
convexidad estricta que f tiene otro tinico punto fijo, g, en el intervalo

p €1[0,1). Lo que mostramos a continuacién es que p = 5. Para ello sea

g PYn=0lYs=1),n>1
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la probabilidad de que en la n-ésima generacién el proceso esté extinto. Ahora
)
por ser f > 0, la funcién es estrictamente creciente, por consiguiente

g=po=fO)<f(p)=0p

del mismo modo tenemos:

Gn < P se sigue gny1 = f(ga) < M) =5

Por induceién concluimos que g, < 7 para toda n € N, y por popiedades de
cadenas de Markov tenemos p = Lim,—.oogn < p. Pero como en el intervalo
(0, p) no existe otro punto fijo, se sigue que p = p.

Resumiendo, la esperanza de los hijos que tiene un individuo, E(p), importa
sobre la supervivencia de la poblacién. En el caso que E(p) < 1, la poblacién
se terminara extinguiendo. Ocurre el caso que E(p} > 1, entonces existird una
probabilidad positiva p, pero no igual a 1, de que la poblacién desaparezca y ¢s
la raiz més chica de la funcién f.

5.2. Procesos de ramificaciéon y grandes
desviaciones

Teorema 12 (i) E(Y,) ="
(i) Sib <1, entonces P(Lim, .Y, =0)=1
(i) 8i b > 1, entoneces P(Limy, 0¥y, = 00) >0

Demostracion.
Los tltimos dos incisos ya estdn demostrados. Para (i) usaremos induccidn.

Para n = 1 es por hipétesis. supongamos que es vélido para n — 1,
E(Ya) = 220 EWulYaes = P(Yao1 = 5) = (x)

dado que tengo j individuos en la generacién n — 1 y cada uno tiene cierto
nimero de hijos independientemente de los otros, se sigue

() = T 0P Yaor = §) = b X P(Yaos = j) = bE(Yna) = 0" = 4"

<

Extendamos un poco el problema de la siguiente manera. El nodo inicial tiene
una propiedad que es hereditaria, puede ser un mal genético, un dote
particular y queremos saber si en algun momento desaparecera esa propiedad,
esta propiedad no necesariamente necesita ser binaria, por ejemplo la
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propiedad de despertarse a cierta hora del dfa o comer cierta cantidad de un
producto, etc. Generalizamos el modelo de Galton-Watson como sigue,
comencemos col el proceso de ramificacién y asignemos el valor z(n,2) al
miembro de ¢ de la generacién n, como sigue. El nodo inicial del proceso de
ramificacién le asignamos el valor zg. Cada hijo de un individuo se le asigna su
valor remplazando é] de su ancestro por una variable aleatoria, con
distribucion F, que es independicnte de todas las demnds. Formalmente, sea
{w(n,i}} variables aleatorias idénticamente distribuidas, independientes y con
distribucién F. En otras palabras, si el miembro i de la generacion n es hijo
del miembro j de la generacién n — 1, entonces

z(n,d) = z(n—1,j) + wln,i) = zo + S w(d, L, m,4))

donde L(l,n,3) denota al ancestro en la generacién ! del miembro (n,2).
Obsérvese que la construccién nos dice que {z{n,1),z(n,2),...} son
idénticamente distribuidas pero no independicntes. Denotemos con x5, ala
variable con la misma distribucién que las de la generacién n y w, ala
variable aleatoria con distribucién F. Por wltimo, denoternos con Z (n,z) al
ntimero de miembros de la generacién n que tienen valor positivo cuando

zo := z. Para fijar ideas, si la propiedad de la que hablamos anteriormente la
tiene un individuo cuando el valor es estrictamente mayor que cero. Cuando
1os preguntamos por los individuos de la generacién n que aiin poseen la
propiedad, en los términos anteriores nos preguntamos por los individuos que a
lo largo de su drbol gencaldgico satisfacen:

{2(4, L(j,n,i)) >0 V¥je€{1,..,n}} (5.8)
Lema 2 E(Z(n,z)) = E(Y,)P(z,, > 0)

Demostracidn.

Observacién, B(Z(n,z)) = E(S1") Lapmizop)
Ahora condicionando y por linealidad tenemos que,
B(E) Yz ¥) = 8 EQumazoy¥a) =
=YaE(Lg(n,1)200 1Y) = YaBP(1igtm1)301)

La vltima igualdad se tiene por ser idénticamente distribuidas las z(n, ). Por
lo tanto;

E(Z(n, 2)[Y2) = YaB (gt 2011¥) = Yo E(Lo(n1)z0)
Condicionando,

B(E(Z(n,2)IY,)) = B(YaE(L{atn,1)20 [Va)) = B(Ya) E(1ptn1y20y) =
= B(Y,)P(z(n,1) > 0)

Conclusién,
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E(Z(n,z)) = E(Y,2)P(z(n,1) 2 0)

&

El teorema 12 nos dice que cuando b < 1 Z(n,x) se va terminar yendo a cero.
El resultado interesante se presenta cuando b > 1, los individuos cada vez son
mas, pero E(w,) < 0, con el tiempo la probabilidad de heredar la propiedad
cada vez es menor. Un primer resultado en este sentido, es el siguiente.

Teorema 13 (DE BI1Gains)
Consideremos el caso en el que b > 1 y E{w,) <0

(i) Paro cualquier ¢ fija,
Lzmn_w% In(E(Z(n.2))) = In(b) — K0) (5.9)

donde l(0) esta en funcidn de la distribucion F.
(i) Si In(b) — i(0) < 0, entonces P(Lim,__oZ{n,z} =0) =1
(i) Siln(b) — [(0) > 0, entonces P{Limp——osup Z(n,z) =00} >0

Demostracion.

Por el lema 2 tenemos,

In(E(Z(n.2))} = nlnd) +In P(z, > 0)

y por el teorema 11, P{z,) = e~ (@+0(%) dado que 0 > E(wn),
In(E{Z(n,z))) = nIn(b) — [{0) + o{n)

y tomendo limites queda demostrado (i)

Para (ii), notamos que si In(b) — ¥(0) < 0, necesarimente por (i), {/E(Z(n,z))
converge a un nimero menor que 1, pero esto me indica que la sucecién
E(Z(n,z)) converge a 0 geometricamente. Ahora, por la desigualdad de
Markov, tenemos que P(Z(n,z) > 1) > E(Z{n,z)); pero por comparacién de
series tenemos,

por Borel-Cantelli se sigue,

P(lim supZ(n,z) > 1) =0 (5.10)
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que se reduce a
P(Limp—Z(n,z) =0)=1 (5.11)

Para la demostracién de (i), consideremos una n* con la propiedad de que,

E(Z(n,2)) =" Plw; + ... + w, > 0) > 1

Esto se puede porque P(w; + ... + 1wy, > 0) = eP®+0) | Construyamos un
proceso de ramificacién K(k) de la siguiente manera. Los descendientes en la
primera generacion son los mictnbros del proceso de ramificacién aleatorio que
comenzando en cero, xo = 0, son positivos en la generacidn n*, asf las cosas,

K (1) = Z(n*,0), de este modo la distribucién del proceso de ramificacién para
K (k) tiene distribucién Z(n*,0). Asi, hemos colocado la esperanza de cste
proceso de ramificacién de tal manera que es mayor estricto que 1. Por el
teorema 12 sabemos que la probabilidad de que K (k) — oo conforme k
tiende a infinito es mayor estricto que cero. Ahora, construyamos K de tal
modo que K{k) < Z{kn*,0), esto se logra ignorando de z(kn*,4) los valores
negativos y adicionalmete los que son menores que el valor de alguno de sus
ancestros, que es lo mismo a pedir que sea mayor que el de su progenitor,
podemos sustituir o = 0 por 2o = y y la palabra positivos por mayores que v.
Esto garantiza que K (k) < Z(kn*,0).

Como Z(n,z) > Z(n,0) para toda = > 0, podemos concluir que la
probabilidad de que Z(n,z) — oc a lo largo de la sucesidn kn* es positiva

Obsérvese ¢émo el resultado anterior sélo depende de b, no de Ia distribucién
del niimero de hijos. Sin embargo, para el clculo de [(0) se toma en cuenta
qué tan alejado estoy de E(wy,) y la distribucién de wy,. El siguiente resultado
resulta inmediato,

Corolario 2 El teorema de Biggins y el lema 2 siguen stendo vdlidos si
sustituimos Z(n,z) por el nimero de individuos de la generacidn n que son
estrictamente positivos.

Para el Lema 2 obsérvese que la propiedad que estamos sustituyendo en este
corolario no se utilizé en la demostracién. Y para el teorema de Biggins hay
que recordar que el teorema principal es valido para conjuntos de la forma
{a, 00), en particular para x = 0.

Una variacién interesante la tenemos cuando nuestra poblacién tiene una
cierta habilidad (por ejemplo la fuerza, la velocidad con que corre, etc) y los
unicos individnes ¢ue se reproducen son los que el valor de esta habilidad no
es negativa. El mimero de hijos de un individuo que se puede reproducir no
depende del valor de su habilidad. Queda clare que la extincién de los
descendientes de un individuo no sélo depende de la esperanza del mimero de
hijos, también que a lo largo de las generaciones siempre existe alguien que
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tenga la propiedad positiva. Tenemos un proceso de ramificacién con barrera
z{m, ) que se obtiene de Z(n,z) al eliminar los miembros que tienen a alguno
de sus ancestros con su valor por debajo de cero. Formalmente

z(n,z) = Zfz“l 1((G, LGy >0v j€0,. n}

Teorema 14 Consideremos el caso b > 1 y E(w,) <0

(i) Para cualguier z,
Limp oot In (E(z(n,z)}) = In(b) ~ K0).

(%) Si ln(b) — {(0) < 0, entonces P(Limp——coz{n,z) =0} =1
(4t) Siln(b) — I(0) > 0, entonces P(Lim,—..c Supz(n,z) =o0) =1

El tcorema anterior nos dice que la extincién de una poblacién depende de dos
cosas, algo que depende unicamente del niimero de hijos de un individuo que
se puede reproducir, en particular de que tenga valor positivo y de {0), su
valor depende de las variables aleatorias w, que estdn directamente
relacionadas con el valor de los individuos en la generacién n.

Omitimos su demostracién por ser similar a la del teorema 13; sin embargo cn
estd requerimos del teorema 10.
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