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Introduccion

Las élgebras de conglomerado fueron introducidas alrededor del ano 2001 por
S. Fomin y A. Zelevinski [4] como una herramienta algebraica para el estudio
de positividad total y bases candnicas en grupos algebraicos semisimples. Ac-
tualmente, la teoria de dlgebras de conglomerado esta conectada con diversas
areas de las matemadticas, por ejemplo: teoria de representaciones de algebras
de dimensién finita, teoria de Lie, asi como en contextos geométricos y to-
poldgicos.

Las dlgebras de conglomerado son algebras conmutativas con un conjunto dis-
tinguido de generadores, llamados variables de conglomerado, que se agrupan
en conjuntos no ajenos de la misma cardinalidad n, llamados conglomerados.
El algebra de conglomerado queda determinada por su semilla inicial, que
consiste de un conglomerado x = (z1,...,x,) junto con un tuplo de coeficien-
tes y = (Y1,-.-,Yn), tomados en un semicampo P, y una matriz de n x ncon
entradas enteras antisimétrica. Podemos mutar esta semilla en las direcciones
1,...,n para obtener otra semilla, es decir, otro conglomerado, otro tuplo de
coeficientes y otra matriz con las mismas propiedades. De este modo, se ob-
tienen de manera recursiva a todas las variables de conglomerado. La regla
precisa para mutar semillas se encuentra en la primera secciéon del capitulo 1
de este trabajo. A las matrices de cada semilla se les llama matrices de in-
tercambio. Notamos que una matriz antisimétrica A = (a;;) € Z"*" se puede
visualizar mediante un carcaj finito sin lazos ni 2-ciclos, que se obtiene al poner
a;; flechas del vertice 7 a j para las entradas a;; positivas.
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A continuacién explicamos el contenido de los capitulos de la presente te-
sis:

El primer capitulo es una introduccién a la teoria de las dlgebras de conglo-
merado. Presentamos los conceptos basicos que se usaran a lo largo de todos
los capitulos. Ademés calculamos las variables de conglomerado del dlgebra de
conglomerado proveniente del diagrama de Dyinkin As.

El capitulo 2 se divide en 4 secciones, las dos primeras constituyen un acerca-
miento a las fracciones de Farey. Dichas fracciones nos serviran para describir
a las matrices de intercambio extendidas de las algebras de conglomerado que
estudiaremos. Cabe mencionar que nuestra manera de estudiar a dichas frac-
ciones no es la usual. En la tercera seccién de este capitulo describimos a las
matrices de intercambio del algebra de conglomerado proveniente del carcaj
Q, identificando pares de mutaciones que simplemente cambian la orientacion
de @ a la opuesta.

Mientras que en la cuarta seccién describimos a todas las matrices de intercam-
bio del dlgebra de conglomerado de Markov, que es el algebra de conglomerado
proveniente del carcaj

-1

7\

OO%O

Finalmente, el capitulo 3 esta dedicado a explicar al lector cémo fue que obtu-
vimos las férmulas mostradas en el capitulo 2. Damos un breve acercamiento
informal al trabajo desarrollado por S. Fomin, M. Shapiro y D. Thurston [2]
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y [3], en el cual se da una conexién entre las dlgebras de conglomerado y las
superficies trianguladas. Este capitulo exige saber ciertas nociones basicas de
topologia y geometria, mas no es esencial para comprender los resultados cen-
trales del trabajo.

En [5] se clasificaron las dlgebras de conglomerado de tipo finito. Es natural
estudiar algebras de conglomerado cuya matriz de intercambio sea de clase
mutacion finita, una clase importante de ese tipo de dlgebras son las dlgebras
de conglomerado de tipo tubular introducidas en [1], el dlgebra proveniente
del carcaj @ es un ejempo de este tipo de algebras.

Alfredo Najera Chavez, Junio de 2009.



Capitulo 1

Algebras de
conglomerado

Este capitulo estd dedicado a introducir la definicién de dlgebra de conglome-
rado, asi como los conceptos relacionados a éstas que utilizaremos a lo largo
del presente trabajo. Las referencias para un estudio méas detallado son [4] y
[6].

1.1. Semicampos y anillo de grupo

Definicién 1.1.1. Dado un conjunto P y @ :PxP — P, - :PxP — P
dos operaciones binarias, decimos que (P, ®,-) es un semicampo, si y sdlo
si (P,-) es un grupo abeliano y & es una operacion asociativa, conmutativa y
distributiva con respecto a -.

Nota 1.1.2. Si (P,®,-) es un semicampo, generalmente diremos que P es un
semicampo, - es el producto en P y @ es la suma auziliar en P.
Observacién 1.1.3. Si P es un semicampo, entonces (P,-) es libre de torsion.

Demostracion. Esto se sigue del hecho de que sia € Pcona” =1y n > 1,
a"ileaa"*Q@n-@l o an®anfl®'“@a _1 D
a"—1@an—2¢---l = a"—1@®a"2fp---d1 ~

entonces a = a -
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Ejemplo 1.1.4. (semicampo tropical) Sea J un conjunto de indices, y sea
Trop(u; : j € J) el grupo abeliano libre (escrito de manera multiplicativa)
generado por los elementos u; (j € J) definimos & en Trop(u; : j € J) como

H u;ly ® H ugj _ u;_nfn (a;:b5) (1.1)
j j J

Llamamos a (Trop(u; : j € J),®,-) un semicampo tropical. Si J =0, obtene-

mos el semicampo trivial consistente del inico elemento 1.

Ejemplo 1.1.5. (semicampo universal) Sea Qsr(ui,...,w) el conjunto de

funciones racionales en | variables uy,...,u; que pueden ser escritas en una

expresion racional sin restas (por ejemplo u? —u + 1 = 75;"11 € Qsf(u)).
Qss(ut, ..., u) es un semicampo con respecto a las operaciones usuales. Este
ejemplo es universal, pues toda expresion vdlida en Qsz(uq,...,w;) es vdlida
también para cualesquiera uy,...,u; elementos de un semicampo arbitrario.

Definicién 1.1.6. Dado un semicampo (P, ®,-) definimos el anillo de grupo

ZP,+,-) como sigue:
(ZP, +, g
(i) como conjunto ZP = Z") = {f : P — Z : f casi siempre es 0}.

(i) la suma esta dada por
(f +9)(p) = f(p) + 9(p) (1.2)
(iii) el producto esta dado por

(f-9e)= > flag(b) (1.3)

a,beP, a-b=c

ZP serd el anillo base para un dlgebra de conglomerado. De la siguiente propo-
sicion obtendremos que ZP es un dominio entero, de este modo definimos QP
como su campo de fracciones.

Proposicién 1.1.7. SiP es un semicampo, entonces ZIP es un dominio entero.

Demostracion. Sean f,g € ZP con f,g # 0. Sean I = {a € P : f(a) # 0} y
J={a€P:g(a)#0}. Como I, J son finitos, I UJ genera un subgrupo (G, )
de P que es abeliano, libre de torsién y finitamente generado, por lo tanto
G =2 7™ para alguna m € Z . Sea ¢ : Z™ — G un isomorfismo. Tenemos que

(f-9)(c) = Y. fla)g(b)

a€l, bed, a-b=c
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y por ser ¢ un isomorfismo se tiene que

(f - 9)(p(w)) = S F(6(u)g(d(v))

u,WEL™, utv=w

que es justamente el producto de polinomios. Como f,g # 0, se tiene que
fop, gop #0y porlo tanto

(f - 9)(¢(deg(f o ¢) + deg(g o ¢))) # 0

es decir f-g #0. O
Notacién 1.1.8. Llamaremos a Q[zi,...,zF] el anillo de polinomios
de Laurent en n wvariables con coeficientes racionales y lo denotaremos por
QLaverent (X1, ..., &n), andlogamente Ziauerent(T1, - .., Ty,) el anillo de polino-

mios de Laurent en n variables con coeficientes enteros.
Observacién 1.1.9. Si J es un conjunto finito y P = Trop(u; : j € J),
entonces ZP = Ziquerent(u; : j € J).

1.2. Mutaciones y Semillas

Presentamos ahora los conceptos fundamentales para definir un algebra de
conglomerado de rango n, estos son la definicién de semilla y las mutaciones
de semillas.

Nota 1.2.1. A lo largo de esta seccion n es un numero natural positivo que
estd fijo y P un semicampo.

Notacion 1.2.2. Como campo ambiente de un dlgebra de conglomerado
A, tomaremos F, un campo isomorfo al campo de funciones racionales en n
variables independientes con coeficientes en QP.

Nota 1.2.3. La definicion de F ignora la suma auziliar en P.

Definicién 1.2.4. Una Semilla etiquetada en F es un triple (B,y,x), tal
que

(1) B = (bij) € Z™*™ es una matriz antisimetrizable, es decir, existen ente-
708 Positivos di, ... ,dy, tales que d;b;; = —d;bj;.

(i) y = (y1,--.,Yn) es una n—ada de elementos de P.
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(iii) x = (z1,...,%,) es una n—ada de elementos de F, tales que x1,...,x,
son algebraicamente independientes sobre QP, y F = QP(z1,...,2,) (es
decir, x1, ..., T, forman un conjunto generador libre).

Nota 1.2.5. A una pareja (B,y) que cumpla con (i), (ii) de la definicidn an-
terior la llamaremos una Y -semilla etiquetada. Generalmente nos referiremos
a x como el conglomerado (etiquetado) de una semilla etiquetada (B,y,X), a
y como la n—ada de coeficientes y a B como la matriz de intercambio.
Definicién 1.2.6. Una semilla en F es una clase de equivalencia de semillas
etiquetadas dada por la relacion (B,y,x) ~ (By,Yo,Xs) para toda o € Sy,
donde X5 = (mo(1)7 s axo(n)); Yo = (yo(l)a cee aya(n)) Y B, = (baij) con ba',;j =
ba(i)oj)-

Nota 1.2.7. A lo largo del presente trabajo, en la mayoria de los casos traba-
jaremos con semillas etiquetadas. Es por ello que las llamaremos simplemente
semillas cuando no haya riesgo de confusion.

Notacion 1.2.8. Dado un nimero real x

[x]+ = méx(z,0)

-1 stx <0
sgn(x) =40 siz=0
1 stx >0

Definicién 1.2.9. (Mutaciones de semillas) Sea (B,y,x) una semilla etique-
tada en F y sea k € {1,...,n}. La mutacion py, en direccion k de (B,y,x)
es la semilla etiquetada pi(B,y,x) = (B',y’,x) definida como sigue:

e Las entradas de B' = (bj;) estdn dadas por

/ —bij sii=koj=k
ij = (1.4)
bij + sgn(bix) [bikbr;]—  en otro caso
e La n-ada de coeficientes y' = (y},...,y.,) estd dada por
i sij=k
[ [bir]— 15
y .
’ oy i Ak (1)

(yp @ 1)k
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e FEl conglomerado x' = (z,...,}) estd dado por
zj sij#k
x; =3 un Il Igbjk]-%— +11 ':L,E*bik]— - (1.6)
or @ D sij =

Nota 1.2.10. FEs fdcil ver que la matriz B’ es antisimetrizable (escogiendo
los mismos enteros dy,...,d, que para B) y que x},..., 2! son un conjunto
generador libre, y por lo tanto (B',y’,x') en efecto es una semilla etiquetada.
Observacién 1.2.11. Si B € Z™ ™ es una matriz rectangular, podemos
usar la misma formula para definir su mutacion en direccion k para k €
{1,...,min(m,n)}.

Observacion 1.2.12. La mutacion de semillas etiquetadas induce una muta-
cton en semillas.

Nota 1.2.13. No es dificil probar que ux(ux(B,y,x)) = (B,y,X) para toda
ke {l,...,n}, es decir, las mutaciones py, son involuciones [4].

Ahora veamos que hay una estrecha relacion entre las matrices antisimétricas
y sus mutaciones, con los carcajes (graficas orientadas) con un nimero finito
de vértices y aristas, sin lazos ni 2—ciclos.

Nota 1.2.14. Formalmente se puede definir un carcaj como un cuddruplo QQ =
(V, A, s,t), donde V' y A son conjuntos (A debe cumplir ciertas propiedades
adicionales) y s y t son funciones de A en' V. Pensamos a V' como los vértices
del carcaj, A como las aristas y las funciones s y t nos dicen el inicio y el
final de cada arista. Nosotros trabajaremos solamente en el caso en el que V
es finito, es decir, cuando el carcaj tiene un numero finito de vértices y solo
consideraremos el caso en el que hay un numero finito de aristas entre dos
vértices; haremos la convencion de que los vértices son los numeros 1,..., m,
donde m es la cardinalidad de V', a menos de que se diga lo contrario.
Notacion 1.2.15. Dado un carcaj Q con n vértices (con un nimero finito de
aristas y sin lazos ni 2-ciclos), podemos asociarle una matriz Bg = (bg) €
Z"*" dada por

bg = # de flechas de i a j — # de flechas de j a i. (1.7)
Notacién 1.2.16. Dados dos vértices t y t' de un carcaj Q, escribiremos

t—" ¢! (1.8)
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para indicar que hay m flechas de t a t’', en caso de que m sea positivo, si m
es negativo, pensaremos que hay m flechas de t' a t; y en caso de que m = 0,
que no hay flechas entre t y t'.

Ejemplo 1.2.17. Consideremos el siguiente carcaj

Q: 3

entonces, se tiene que la matriz Bg asociada a dicho carcaj es:

0 -3 0 0
30 1 -1
Bo=1|9 -1 0o 1

Nota 1.2.18. La matriz Bg asociada a un carcaj @ es antisimétrica, es de-
cir, bg = —bﬁ; en particular es antisimetrizable y por lo tanto, al hacer una
eleccion de coeficientes, un carcaj da origen a una semilla y veremos que, por
lo tanto, da origen a un dlgebra de conglomerado.

Definicién 1.2.19. Sea Q un carcaj con n vértices y k € {1,...,n}, la mu-

tacion py en el vértice k de Q es el carcaj ui(Q) = Q" definido como sigue:
e Los vértices de Q' son los mismos que los de Q).

e Las aristas que inciden en el vértice k o que salen del vértice k cambian
de direccion.

e Dada una situacion como sigue en @ con a,b >0
k (1.9)

/N

L
7 P J
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En Q' aparece lo siguiente
k (1.10)
7N
¢ ab—c J

e Las aristas que no involucran al vértice k no cambian.
Ejemplo 1.2.20. Tenemos lo siguiente:

3 3
4 4
/N —= N
l———>2 1==———2 (1.11)
./ N/
6 6

Nota 1.2.21. También se tienen que si Q) es un carcaj entonces, B, @) =
1k (Bq)

1.3. Definicién principal

Ahora tenemos los elementos necesarios para definir un algebra de conglome-
rado. Analizaremos un caso particular proveniente de un carcaj.

Notacién 1.3.1. Consideramos el drbol n-regular T,, (la grdfica coneza, sin
ciclos y n-reqular), cuyas aristas estan etiquetadas con los nimeros 1,...,n
de tal manera que las n aristas que salen de cada vértice tienen diferentes
etiquetas. Escribimos t—E—t' para indicar que dos vértices t,t' € T, estdn
unidos por una arista con etiqueta k.
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Definicién 1.3.2. Un patrén de intercambio (resp. Y-patrén) es la asig-
nacion de una semilla etiquetada Y, = (By,yt,X¢) (resp. una Y -semilla eti-
quetada (By,y:)) a cada vértice t € T, tal que las semillas asociadas a los
extremos de cualquier arista t—E—t' se obtienen una de la otra por mutacién
en direccion k. Los elementos de ), se denotan como sigue:

Xt = (xl;h ... 7mn;t)7 Yt = (yl;ta R 7yn;t); Bt = (btj) (112)

Nota 1.3.3. El hecho de que las mutaciones sean involuciones, hace que nues-
tra definicion tenga sentido. Ademds, es claro, que un patrén de intercambio
(resp. un Y -patron) estd determinado de manera dnica por cualquiera de sus
semillas (resp. Y -semillas).

Definicién 1.3.4. Dado un patréon de intercambio, denotamos por

X = Uxt:{mi;t:te'ﬂ‘n, 1<i<n}, (1.13)
teT,,

la union de los conglomerados del patron de intercambio. Nos referimos a los
elementos z;y € X como las variables de conglomerado. El dlgebra de con-
glomerado de rango n A asociada al patron de intercambio dado es la ZP-
subdlgebra del campo ambiente F generada por todas las variables de conglo-
merado, es decir, A = ZP[X]. Denotamos a A = A(B,y,x), donde (B,y,x) =
(B¢, yt,%¢) es cualquier semilla etiquetada del patrén de intercambio dado.
Nota 1.3.5. Dado un patrén de intercambio y una eleccion de coeficientes en
alguna semilla inicial Zto, el dlgebra de conglomerado asociada a dicho patron
de intercambio, queda totalmente determinada por la matriz de intercambio de
dicha semilla inicial.

Ahora veremos un ejemplo concreto de un dlgebra de conglomerado proveniente
de un carcaj.

Ejemplo 1.3.6. (Tipo A;) Sea n = 2. Consideramos el diagrama de Dynkin
AQ N

1——2

Tenemos que el arbol Ty es una cadena infinita. Denotamos a sus vértices por
cotoq,to,t1, e, ...y etiquetamos sus aristas como sigue:

2 1 2 1 2 1
t_q to th to ts . (1.14)
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Asociamos a cada vértice t,,, m € Z, una semilla etiquetada ), = (Bm, Ym, Xm),
donde Y, la semilla inicial, estd dada por:

0

1
By = Ba, = ( 1 0 ) , Yo = (y1,92), X0 = (71, 72). (1.15)

En la siguiente tabla se muestran las semillas etiquetadas Y ,...> . Nota-
mos que la semilla etiquetada ) - se obtiene de la semilla y, intercambiando
los indices 1y 2; la secuencia continua de manera periodica y de este modo ob-
tenemos que ) o = Y. Mds atin se tiene que Y, =, o) para toda k € Z.
De este modo tenemos que las variables de conglomerado son precisamente las

que se muestran en la tabla.

t Bt Y1t Y2t T1;t T2t
0 1
0 Y1 Y2 X )
-1 0
0 -1 1 T1Y2 + 1
1 ®1 — T —_—
1 0 Y1 (Y2 ) ” 1 Za(ya ® 1)
P 0 1 1 Yy1y2 @ y1 1 T1Y1y2 + Y1 + T2 T1y2 + 1
1 0 yi1(y2 © 1) Y2 (Y1y2 ©y1 ® D717e | 22(y2 © 1)
3 0 -1 y1 91 Yo T1Y1Y2 + Y1 + X2 Y1 + T2
1 0 Y192 Y1y ®y1 ©1 | (e ®y1 © Dz1ze | 1(y1 @ 1)
0 1 Y1y2 1 y1 + T2
4 — T2 —
10 ol (1 z1(y ®1)
0 -1
5 Y2 1 X2 T
1 0
1.4. Coeficientes principales

En esta seccion se desarrollardn los aspectos bésicos de la teoria cuando el
semicampo de coeficientes es un semicampo tropical.
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Definicién 1.4.1. Un dlgebra de conglomerado es de tipo geométrico si el
semicampo de coeficientes P es un semicampo tropical.
Notacion 1.4.2. Para dlgebras de conglomerado de tipo geométrico, denota-

remos a los generadores de P por xp41,. .., T, (para algin enterom > n+1),
es decir, P = Trop(Tp41,-..,Tm). Como los coeficientes yi.t, ..., Yn:t de cada
semilla Y, = (B,y,x) son monomios de Laurent en Tni1,...,Tm, definimos
los enteros bﬁj para j € {1,...,n} yn <i<m, como

m bt
viu =[] = (1.16)

i=n+1

De este modo, agregando una matriz complementaria a la matriz de intercam-
bio By, obtenemos una matriz de m X n:

ét = (sz) (1.17)

cuyas entradas bﬁj con i > n sirven para codificar los coeficientes ;.
Definicién 1.4.3. Decimos que un patrén de intercambio t — (B, yt,X¢) (0
que el dlgebra de conglomerado A correspondiente) tiene coeficientes prin-
cipales en el vértice to si P =Trop(yr, ..., yn) ¥y = W1, Yn)-

Nota 1.4.4. La definicion anterior se puede parafrasear como sigue: un dlge-
bra de conglomerado A tiene coeficientes principales en el vértice tg, si A es
de tipo geométrico y Bto es una matriz de 2n X n, cuya parte principal (los
primeros n renglones) es la matriz By, y su parte complementaria (los ultimos
n renglones) es la matriz identidad de n x n.

Las algebras de conglomerado con coeficientes principales (en algin vértice
to) resultan ser de gran importancia, pues las variables de conglomerado, de
cualquier otra algebra de conglomerado que tenga la misma matriz de inter-
cambio, se pueden obtener a partir del dlgebra con coeficientes principales.
Para un estudio més detallado se puede consultar [6].



Capitulo 2

El carcaj Q

A partir de ahora, cada vez que nos refiramos al carcaj () pensaremos en el car-
caj de la siguiente figura. En este capitulo describiremos a todas las matrices de
intercambio del dlgebra de conglomerado con coeficientes principales asociada
al carcaj @, identificando parejas de mutaciones especificas. Comenzaremos
introduciendo la teoria referente a las fracciones de Farey, dichas fracciones
nos serviran para parametrizar a las matrices del algebra de conglomerado en
cuestion.
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2.1. Fracciones de Farey

A lo largo de esta seccién trabajaremos principalmente con niimeros racionales,
asumiremos que todas las fracciones estan simplificadas, a menos de que se diga
lo contrario.

Notacién 2.1.1. Denotamos por Qs = QU{oo} al conjunto de los nimeros
ractonales extendidos. Este conjunto tiene las siguientes propiedades:

(i) Es un conjunto totalmente ordenado (con el orden obvio).

(i) Dado q € Qu, existen dos tdnicos nimeros enteros d(q) y r(q) tales que

_ da)
=) 2

con r(q) >0y (r(q),d(q)) = 1.
Nota 2.1.2. Sir(q) =0, entonces, como (r(q),d(q)) = 1, tomamos d(q) =1,
1

es decir oo = 5, andlogamente 0 = %

Definicién 2.1.3. Dados q,q' € Q4 definimos

det( ‘jégg fgg;g )’ (2.2)

En caso de que A(q,q') =1, diremos que q y q' son vecinos de Farey.
Observacion 2.1.4. Siq y ¢ son vecinos de Farey, entonces

(d(g) +d(¢),r(q) +r(d)) =1,
(d(q) —d(¢"),r(q) —7(¢)) = 1.

Alg,q') ==

(2.3)

Demostracion. Encontremos uns combinacién lineal de dicchos niimeros que
sea, en valor absoluto, igual a 1

[(d(q) +d(q")r(q") — (r(q) +r(d")d(d)] = |d(a)r(q") —r(q)d(q)]
=A(q,q")
=1

Concluimos que (d(q) + d(¢'),r(¢) + r(¢')) = 1, andlogamente,
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O

Definicién 2.1.5. Para q,q¢ € Qo vecinos de Farey, la suma de Farey de

qyq es da) (e
;. alg q
1T )+ rle) 24

andlogamente, su resta de Farey es

(o = c:(q) —d(¢) (2.5)

Por la observacion anterior (2.1.4) tenemos que

dg®q') =d(q) +d(q")
r(g®q)=r(q) +7r(d)

dlge q¢) = £(d(q) +d(q")) (2.6)

r(qeq) = *(r(q) +r(d))-

La eleccion de signos en la dltimas dos ecuaciones es positiva si r(q) > r(q")
y negativa en otro caso.

Observacion 2.1.6. La suma y resta de Farey son conmutativas.
Definicién 2.1.7. Una terna (q1,q2,q3) € Q3 es una terna de Farey si y
solamente si A(q;,q;) =1 para i,j € {1,2,3} con i # j.

Lema 2.1.8. Dado una terna de Farey (q1,q2,q3) con ¢1 < q2 < g3, entonces
g2 = q1 D q3.

Demostracion. Por hipétesisA( g;,g;) = 1, con 4, j como en la definicién ante-
rior. De donde obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en d(g2) y 7(g2)
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{ dq)r(q2) — r(q)d(g) = —1

—d(g3)r(g2) +7(g3)d(q2) = —1
cuyo determinante esA( ¢1,q3) = 1, es decir, tiene una tUnica solucién, es
inmediato verificar que dicha solucién es r(g2) = r(q1) + r(g3) y d(g2) =
d(q1) + d(g3), de donde g2 = q1 @ g3. O

Corolario 2.1.9. Sea (q1,q2,q3) una terna de Farey, con ¢ < qs < ¢,
{T,S,t} = {1’273}) entonces ¢s = qr © qt-

Demostracion. La demostracién se obtiene del lema anterior, permutando los
indices. O

Esto motiva la siguiente nota.
Nota 2.1.10. Tenemos una accion natural de Sz en Qu, dado o € S3 enton-
ces

(41,92, 43) = (4o(1)> 4o (2) 4o(3)) (2.7)

en virtud de lo ilustrado en el lema y corolario anterior, nosotros considera-
remos las ternas de Farey salvo permutacion, es decir, consideraremos iguales

todas las pemutaciones de una terna de Farey.

Notacién 2.1.11. Escribiremos (q1,q2,q3) = [q1, ¢4, ¢5] para indicar que (q1,q2,q3) =
o(q}, ds, q%) para algin o € Ss.

Nota 2.1.12. Dada una terna de Farey (q1, g2, q3), usaremos los indices {r, s,t} =
{1,2,3} para fijar el orden de las fracciones con la convencion q, < qs < q:.

Lema 2.1.13. Si A(q1,q2) = 1 entonces A(qi,q1 ® q2) =A( qi,q1 © q2) = 1,

para toda i € {1,2}.

Demostracion. Notamos que d(q1 @ q2) = d(q1) +d(g2) y r(q1 ® q2) = 7r(q1) +
r(g2). Sea i € {1,2}, entonces

A(gi, 1 D q2) = 1d(qi)(r(q1) +7(g2)) — r(g:)(d(q1) + d(g2))]
=+ A(gi, q1) £ Algi, q2)|
= | + 51')1 + 57;’2|

=1,
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donde d; ; es la delta de Kronecker. Para ver queA( ¢;,¢1 © g2) = 1, notamos

que d(q1 © ¢2) = £(d(q1) +d(q2)), 7(q1 © q2) = £(r(q1) +7(g2)) y procedemos
del mismo modo. O

Teorema 2.1.14. Para todo q € Q, existen dos unicos vecinos de Farey
q,q" € Qu tales que g = ¢’ ® ¢’. Llamaremos a esta expresion la descompo-
sicion de Farey de q.

Demostracion. Dado que (d(q),7(q)) = 1, sabemos que podemos encontrar
soluciones enteras a la ecuacién

d(q)y —r(g)z = 1.

Es claro que si * = r, y = s es una soluciéon a dicha ecuacién, entonces
x =1 —td(q), y = s — tr(q) también lo es, para toda t € Z, por lo que,
escogiendo una t adecuada, podemos encontrar nimeros enteros a y b con
0 < b < r(q) soluciones a dicha ecuacién. Tomamos

>Q
»~Q

Tenemos que a = d(¢') y b =r(q’) pues (a,b) =1y b > 0. Ademds

r(q) —r(¢)=7r(qg) —b>0,
(d(q) —d(q'),r(q) —r(d')) =1,

es decir,
d(¢") = d(q) — d(¢),

r(q") =r(q) —r(d)-

Por el lema anterior,A( ¢’,¢"”) = 1. Ahora

b oo AUd) +d(g")
TET T )
_ d(¢') +d(q) — d(¢)
r(q') +r(q) —r(¢)
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Para ver la unicidad supongamos que ¢ = p @ p’. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer p,q < q < p’,q", comoA( q¢,p) =A(¢,¢') =1y q> p,¢,
obtnemos las siguientes ecuciones

d(q)r(¢’) — r(g)d(q') = -1,
d(q)r(p) — r(g)d(p) = —1
restando las ecuaciones, obtenemos
d(q)(r(q') —r(p)) = r(a)(d(q’) — d(p)),

concluimos que r(q') = r(p) si y solo si d(¢’) = d(p), en particular, ¢/ #Zpsiy
solo si r(¢') # r(p). Supongamos ¢’ # p, entonces

d(q) _ d(¢') — d(p)

r(q)  r(@) —rp)’
pero —r(q) < r(¢’) — r(p) < r(q), una contradiccién, por lo tanto ¢’ = p
Anélogamente obtenemos que ¢"” = p'. O

Nota 2.1.15. EIl teorema anterior es falso para Q., es decir, no existen
41,2 € Qo tales que 00 = q1 ® ¢a.

Demostracion. Supongamos lo contrario, sean q1,q2 € Qo tales que co =
q1 @ g2, entonces

d(q1) +d(g2) = 1,

r(q1) +r(g2) =0,
como r(q1),7(g2) > 0, entonces 7r(q1),7(g2) = 0, luego ¢ = g2 = o0 una

contradiccion. O

Definicién 2.1.16. Sea (q1,42,q3) una terna de Farey (con q. < qs < qt),
sea k € {1,2,3}, la mutacion py en direccin k de (q1,q2,q3) es la terna de
nimeros racionales pi(q1,q2,q3) = (¢4, ¢h, ¢4) definido como sigue:

i sii#k
G=R0qs®q sii=k#s, coni#je{rt} (2.8)
GOq sii=k=s
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Ejemplo 2.1.17. Calculemos todas las mutaciones de la terna de Farey (%, %7 %)

132\ (5 32
P\ 75) " \12°75
132y _ (112
2 375)7\23"5
132y _ (134
Ml 75) " \279

Veamos que las mutaciones de ternas de Farey tienen propiedades semejan-

tes a las mutaciones de semillas, por ejemplo, al mutar una terna de Farey lo

que obtenemos es nuevamente una terna de Farey y también son involuciones,

es decir, mutar una terna dos veces en la misma direccién lo deja invarian-

te.

Proposicion 2.1.18. Dada una terna de Farey (q1, q2,qs), se tiene que ux(q1, g2, q3) =
(¢1,d5,d%) es una terna de Farey.

Demostracion. Si k # s entonces tenemos que:

(qll7q/27qé) = [qi7CIs7QS S2) Qi]

para alguna ¢ € {1,2,3}, que claramente es una terna de Farey. Si k = s lo
que se obtiene es que:

(a1, 42, 93) = (945, 4 © q5]
con i,j € {1,2,3}, i # j, también es claro que es una terna de Farey. O

Proposicién 2.1.19. Para cualquier terna de Farey (q1,q2,q3), se tiene que
1 (e (g1, 42, g3)) = (a1, 42, G3)-

Demostracion. Sin perder generalidad, podemos suponer que ¢; = g2 @ g3.
Veamos caso por caso, si k=1

p1 (g1 (q1,92,63) = pa (92 © 43, G2, 93)
= (2 ® 43,92, q3)

= (q1,92,93)-
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Sik=2:
p2 (2 (q1592,93)) = p2 (g1, 1 © q3,q3)
= (q1,q01 © q3,93)
= (q1, 42, ¢3)-
Y por ultimo, el caso en que k = 3 es andlogo al caso k = 2. O

z

Lema 2.1.20. Siq1 <0 < g2 con A(q1,q2) = 1, entonces g1 = 5=, g2 =
con z > 0.

Ol

Demostracion. Como ¢q1 < g2 YA( ¢1,¢2) = 1, entonces

d(q1)r(qz) — r(q1)d(ge) = —1,

= —2 < 0 < d(g2);r(q1),7(g2) v r(q1) # 0 # d(gz), es decir,
d(q1)r(g2) <0 < r(q1)d(gz2), por lo tanto

d(q1)r(qz) =0,
r(q1)d(q2) = 1.
Deducimos que r(g2) = 0, esto implica que d(g2) =1 = r(q1). O

Definicién 2.1.21. Sea (q1,4q2,q3) una terna de Farey, la complejidad de
((I17(I27Q3) €s
(g1, 92, g3) = |d(gs)| +7(gs)- (2.9)

].

(=1

Observacién 2.1.22. Si ¢(q1,q2,q93) = 1 entonces (q1,q2,q3) = [’Tl, %,

Demostracion. Como c¢(q1, q2,q3) = 1 entonces

|d(QS)| + T(QS) =1

por lo que ¢gs =0 = % 6qs =00= %, pero qs = g, P q; entonces g; = 0 pues oo
no se puede expresar como suma de Farey de dos racionales, luego % = _Tl ® %7

como la descomposicién de Farey es tinica se tiene el resultado. O
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Lema 2.1.23. Si(q1,q2,q3) es una terna de Farey diferente a [Tl, 9.1, en-
tonces existe una dnica k* € {1,2,3} tal que c(ur~(q1,42,93)) < ¢(q1,q2,q3).
Mds atin,
o si(q1,q2,q3) =[5, 52, 1] entonces k* =1 y en todos los demds casos
k* =s.

(g1, 42, 93) < c(pnlar, a2, 93)) sik # k*.
Demostracion. En general se tiene que
¢ (pr (a1, 42,03)) = |d(gs) + d(ae)| + r(gs) + r(qr),
¢ (ps (q1:42,3)) = d(gr) — d(ao)| + |r(gr) = r(q:)l;

c (e (q1592,93)) = |d(gs) + d(gr)| +7(gs) + 7(qr).

Tenemos tres casos a considerar, a saber
(1) q1,92,93 >0,
(2) q1,492,43 S 07

(3) (q1,92,43) =

Caso 1.
Como q1, g2, g3 > 0, en particular, d(g;),r(g;) > 0 para toda i € {r,s,t}, luego

c(q1,q2,93) = d(gs) +1(gs)
< d(gs) +d(qt) +7(gs) + ()
= c(pr(q1, g2, 93))-

Es decir, ¢(q1,q2,q3) < c(pr(q1,42,93)), de manera andloga obtenemos que
c(q1, q2,q3) < c(ue(q1, 92, 3)). Finalmente como

0 < d(qr),d(q:) < d(gs)

0 <7r(qr),r(q) <rlgs)
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entonces,

|d(gr) — d(qe)] < d(qs)

I7(qr) — m(q)| < 7(gs).

Alguna de las desigualdades debe de ser estricta, de lo contrario ¢; = ¢, © ¢,
esto implica que ¢, < ¢, © ¢t < @, que es una contradiccion, por lo tanto,

c(ps(qr, a2,q3)) = |d(gr) — d(ge)| + |r(gr) —r(a)]
< d(gs) +7(gs)
= C(Q17quQ3)'

Por lo tanto ¢(u5(q1,92,93)) < c(q1,42,43) v (g1, 92, 43) < c(pr(q1, g2, q3)), si
k # s. Tomamos k* = s. Hemos terminado el primer caso.

Caso 2
Supongamos que q1,¢2,q3 < 0, entonces, —q1, —g2, —q3 > 0 y son vecinos de
Farey dos a dos, ademas se tiene que:

o —¢s= (=)D (—q),
e d(g;) = —d(—q;) y 7(¢:) = 7(—q:) para toda i € {1,2,3}.

Por lo tanto

c(q1,92,93) = c(—q1, —q2, —q3),
C(,uk(qh q2, QS)) = C(Mk(_Qh —q2, _q3))a

para toda k € {1,2,3}, por el primer caso, obtenemos el resultado.

Caso 3
Tenemos que (q1,¢2,q3) = [*Zfl, =, %] con z > 1, es decir,
—z—1
qr = 21 )
qs = _TZ>
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de donde,
c(izli]-?iTZv %) =z+ 17
C(/’L’l‘(_zl_lﬂ _Tzv %)) = Z7
(s (1 2, 5) = 2+ 3,
c(pe (5, £ 5)) =22 +3

tomando k* = r obtenemos el resultado.

O

Corolario 2.1.24. Dada una terna de Farey (qi1,q2,qs3) existe una sucesion
de mutaciones fia,, - . ., fa,, tal que fiq,, ©...0 pa,(q1,42,q3) =[5, %, &].

Demostracion. Para (q1,q2,q3) = [%1, %, %], tomamos m = 0. Si ¢(q1, g2, q3) >

1, por el lema anterior, sabemos que existen mutaciones fiq, , fa,, - - - tales que

C(Qla q2, Q3) > c(ﬂal (Q17 q2, q3)) > C(/an O fha,y (qla qz2, %)) >

Como la complejidad de una terna de Farey siempre es mayor o igual que 1,
la lista de mutaciones es finita, mas aun, en algin momento alcanzamos el
minimo que es 1. O

Corolario 2.1.25. Para cualquier terna de Farey (q1,q2,q93), 4,7 € {1,2,3}
con i # j, se tiene que pi(q1,q2,93) 7 1i(q1,q2,43)-

Demostracion. Supongamos que p;(q1,42,q3) = ti(q1,¢2, ¢3) para alguna ter-
na de Farey (q1,¢2,q3) con i,5 € {1,2,3}, podemos suponer sin perder gene-
ralidad que

c(q1, q2,q3) < c(pi(qr, g2, 93))

de lo contraio i = 5 = k*, con k* como en 2.1.23. De este modo tenemos que

c(pi(pi(qr, g2, 93))) = c(qu, g2, G3),
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Yy que

c(py(pi(a1, g2, 93))) = c(uj(pi(qr, 92, 93)))

= C(Q1,CI2,Q3)'

Es decir, c(ui(pi(q1, 92, 43))) < c(piq1,92,93)) v (i (a1, g2, 43))) < e(pi(qr, g2, g3))
pero sabemos que hay una unica direccién que cumple esto, por lo que i =

J- O

Teorema 2.1.26. La grdfica de intercambio para los triplos de Farey es el
arbol Ts.

Demostracion. La grafica es 3—regular por construccién, y por 2.1.24 es conexa
pues cualquier terna esta conectado con la terna [_Tlv % %] Ademis por 2.1.25
si ¢ # j entonces u;(g1,42,q3) # i;(q1,42,q3), es decir, la gréfica no tiene
2—ciclos. O

Definicién 2.1.27. La distancia de la terna (g1, g2, q3) o la terna (¢}, db, q5)
es el minimo mimero m tal que fiq,, © ... 0 o, (q1,92,93) = (4}, 45, ¢5)-

2.2. Las componentes T}

Al remover un vértice del drbol T3, obtenemos una gréfica con 3 componentes
conexas. Esta seccion esta dedicada a caracterizar los triplos de cada compo-
nente conexa. Ademds, daremos biyecciones compatibles con las mutaciones
entre estas componentes, dichas biyecciones seran de gran importancia para el
resultado principal de éste trabajo.

Nota 2.2.1. A partir de ahora escribiremos los triplos de Farey en su for-
ma (m’;‘;zr, Z$52:7 i?{’l’fr), es claro que si mutamos una terna organizada de
esta forma, lo que obtenemos es una terna del mismo estilo. Este orden nos
resultard muy util en la siguiente seccion.

Notacion 2.2.2. Por 2.1.26 podemos pensar que los vértices de T3 son los
triplos de Farey, de este modo T3\ (%, _Tl, %) tiene tres componentes conexas,
que denotaremos como sigue:

° Tgl es la componente que tiene a ,ul(% _T17 %),
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o TY es la componente que tiene a ug(l, _Tl, %) Y
o T es la componente que tiene a /.L3(% %1, %)
Nota 2 2.3. La razdén de usar a los indices {—1,0,00} en 2.2.2, es para evitar

confusion en la siguiente seccion.

Nota 2.2.4. En nuestro caso, la componente conexa de una terna (q1,q2,qs)
en T3\ (%, 5%, %) esta formada por todos lo triplos (¢}, 45, q5) tales que existen
mutaciones fiq, ;- - -, fa,,, tales que

42, q3) = (41, ¢4, 43) (2.10)

) sin <m.

Hay, © - O Ha, (4

qi,
Y fha, © -0 par(qr, g2, 43) # (%, 5 §
Los siguientes resultados caracterizaran a los triplos de cada componete.

Lema 2.2.5. Si (q1,¢2,93) es una terna de Farey formado por nimeros no
negativos, entonces 1k (q1,q2,q3) es una terna de nimeros no negativos o es la
terna ($, 54, %), para toda k € {1,2,3}.

Demostracion. Las siguientes desigualdades son obvias

0<¢<qrDqs <qs <qs Dt < q

por lo que px(q1,q2,q3) es una terna de ntimeros no negativos, si k € {r,t}.
Por 2.1.23 sabemos que al mutar la tern en direccién s la complejidad baja,
si ¢(ps(q1,92,93)) = 1 acabamos, por ello supongamos que ps(q1,qs,q3) > 1
o equivalentemente que (q1,q2,q3) # (%, %, 6) Tenemos que ps(q1,42,q3) =

[@rsqt, Gr © q¢], ademds 0 < ¢, < q; ¥y

A(g,qr © q1) = 1,

si ¢ © ¢ < 0 por 2.1.20 tenemos que ¢ = oo y por lo tanto (q1, ¢z, q3)

(9,1, 1), una contradiccién por lo tanto g, © g, > 0. O
Corolario 2.2.6. Si (q1,q2,q3) € T2 entonces, q1,q2,q3 > 0.

Demostracion. Como (g1, q2,q3) € T3 existe un camino g, . . .0flq, (% i )=
(q1,42,43) de ($,1,5) a (q1,42.¢3) que no pasan por la terna (¢, 5, 5); por
2.2.5 tenemos que qi, g2, q3 > 0. O

Observacién 2.2.7. Por 2.1.20, la condicion q1,q2,q3 > 0 es equivalente a
que qs > 0.
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Notacién 2.2.8. Dados dos triplos de Farey (q1,q2,q3) v (¢1,d5,d5), para
no correr riesgo de confusion, usaremos los indices r,s y t para ordenar las
fracciones de la primera terna (como en 2.1.12) yv',s" yt' para ordenar a las
de la sequnda de manera andloga.

Lema 2.2.9. La funcién ® : T — T3 dada por:

_ [ =r(an) —r(q.) —r(q,)
®(a1,92,03) = [r<qr)+d<qn " (@) +d(q:) r(qt>+d<qt>}

tiene las siguientes propiedades:

() @éuk(ql,% q3)) = pr (®(q1, g2, q3))para toda k € {r, s,t} tal que ix(q1,q2,q3) €
Y,

(ii) establece una biyeccion entre TS y TSC.

Demostracion. Notamos que basta con probarlo para k € {r,t} pues, co-
mo (q1,Ge,q3) es una terna de nimeros positivos, entonces ¢(us(q1,g2,q3)) <

c(q1,q2,q3) y por lo tanto (qi,qz2,q3) = pi o p1s(q1, g2, q3) con i € {r,t}.

S(pr(q1,92,93)) =P[qs © a1, s, 9]

—(r(gs)+r(qr)) —7(gs) —r(qt)
(r(qs)+7r(qe)+d(gqs)+d(g:) * 7(qs)+d(gs)’ r(qe)+d(ge)

por otro lado, como

—7(qr) —7(qs) —r(q1)
r(qr) +d(g-)  r(gs) +d(gs) — 7r(q)+dg)

entonces,

— —r(gr) —7(gs) —r(gt)
pr(@(q1,92,03)) = pr [T(qw~)+d(qw-)’ (@) +d(qs)” T(Qt)+flt(Qt):|

_[ —(r(gs)+r(qr)) —7r(gs) —r(q:) }
T | 7(gs)+r(ge)+d(gs)+d(qe)’ r(gs)+d(gs)’ m(qe)+d(qs)
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Luego®( pr(q1, G2, q3)) = ptr (®(q1, g2, g3)). Andlogamente obtenemos que®( (g1, g2, q3)) =
e (P(q1, g2, g3)), concluimos que ® es compatible con las mutaciones. Ahora,

tenemos que
011 0 -1 -1
P, -, = =|-,—,—
(1’1’0) <17 1’ 2)

_ (0 =L LYy
= M3 151707

Ademas es claro que ninguna terna de la forma [*Zfl, =, %} pertenece a la

iméagen de® , por lo que al mutar cualquier terna en la imégen la complejidad

crece, es decir, la distancia a la terna (%, =%, 1) se incrementa, luego Im(®) C
T5°, més atn, si

0’10

0 -1 —1
Haz, © ... 0 Ha} 11 2 = (q1,92,93)
es un camino en T3° de ( ,_71) a (q1,¢2,93) con a; € {r,s,t}, entonces,
como ® es compatible con las mutaciones, tenemos que

011
[0 (/_j/a;n O...O/,La/1 <1,1,0)> = (Q17Q2,QS)7

es decir, ®: T — T$° es biyectiva, de hecho,

0 =1
17 1

d(‘]?“) + T(qr) d(‘]s) + T(q(s) d(QS) + T(q.s)
_d(QT) ’ _d(qs) ’ _d(QS)

> g1, q2,q3) = [

Lema 2.2.10. La funcién ¥ : T — T3 dada por:

[*T(qs)*l —7(gs) siq. =0

1
1 1 >0

VU (q1,92,q3) =

|:_(d(Q7‘)+T(Q7‘)) —(d(gs)+r(gs)) —(d(ge)+r(ge)) siqr £ 0

d(qr) ’ d(qs) ’ d(qz)
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tiene las siguientes propiedades:

(1) (pe(qr,q2,93)) = 13 (Y(q1, g2, 3)) para toda k € {r, s, t} tal que (g1, g2, q3) €
TS, donde

t sik=ryq =0

r sik=syq =0

T
I

s sik=tyq =0

k' sig-#£0
(i) establece una biyeccion entre TS y Ty .

Demostracion. De la misma manera que lo hicimos con ® en 2.2.9, concluimos
que solo hay que considerar k € {r,t} (es por esta razén que k se define asi).
Tenemos dos casos, ¢- =0y ¢, # 0.

Primer caso

Supongamos que ¢, = 0, o equivalentemente que (g1, g2, q3) = [%, %, lerl
z>0.

] con

01 1 _ 2 1 1
‘I’(Nv’ [T’E’z+1]) *\Il[2z+172’z+1}

—(2243) —(2+1)
2 ’ 1

)

f(zl+2)]

por otro lado,

01 1 o, [=2=2 —z—1 1
H’t(\y[f’;’erl}) = e [Z2, = ]

|:—(z+2) —(24+1) —(22—&-3)}
1 ? 1 ? 2 .

Es deCir7‘Ij( ur(q17q27 CIS)) = Mf(qj(Q17Q27 CIB)) Ahora,
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01 1 _ 0 1 1
\P(Mt [T’;’z+1:|> 7\Il|:f’z+27z+1:|

_ [7273) —(242) 1}
1 ? 1 70

por otro lado,

01 1 _ g, [z2=2 —z—1 1
“S(\I’[?Evzﬂb = ps [ = )

_[ﬂ —z—3) ;}
= 1 1 0l"

Segundo caso
Este caso es muy parecido a lo que hicimos con ® en 2.2.9, por lo que no

es diffcil convencerse de queW( ux(q1,42,93)) = pr (¥(q1,92,93)) si ¢ # 0.

Ademaés, como
011 -2 -1 1
‘I’(rro> - (1’170)

o (0 LY.
= M1 1717()’

conclufmos que ¥: TY — TS es un biyeccién, cuya inversa es:

0 _1 1 .
[T’ 7(g:)” r(qs)+1} sigr =0
V—1(q1,42,93) =
r(4r) r(qs) r(qt) ;
[T(qr)ﬂl(qr)’ r(gs)+d(gs)’ r(qt)+d(qt)} sigr#0

Teorema 2.2.11. Dada una terna de Farey (q1,q2,q3) entonces
(i) (q1,92,q3) € TY si y sélo si gs > 0.
(#1) (q1,q2,93) € T si y sdlo si gs <0 y |d(gs)| < 7(gs)-

(i) (q1,q2,q3) € T3 ' siy sélo siqs <0y |d(gs)| > r(qs)-
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Demostracion. Basta demostrar en todos los casos la ida pues las condiciones
* qs >0,
* s <0y ld(gs)] <7(gs),

e qs <0y |d(gs)| > r(gs),

son excluyentes dos a dos, y son todas las posibilidades que puede cumplir una
terna de Farey. En 2.2.6 demostramos la ida para (7). Por 2.2.9 dada una terna
(g1, g2, q3) € TS, entonces

 —r(q)
)+ dg)

con 7(q.),d(q.) > 0, por lo tanto ¢; < 0y |d(gs)| < 7(¢s), que es la ida para
(41). Por tltimo, si (¢1,¢a,q3) € T3 ', entonces

—r(qs)
1
qs =
—(d(gs) +7(gs))
d(qs)
con 7(q}),d(q}) > 0, por lo tanto ¢, < 0y |d(gs)| > r(gs). O

2.3. Descripcion de coeficientes principales

Tenemos todas las herramientas que necesitamos para poder describir a las
matrices de intercambio que nos interesan. Primero precisemos cudles son las
mutaciones que consideraremos.

Proposicién 2.3.1. Para el carcaj QQ se tiene que [y © fig+1 = k41 © Mg S
ke {1,3,5}.

Demostracion. Notamos que basta probarlo para k = 1 pues todos los vértices
son escencialmente iguales. Probemos que p11 0 u2(Bg) = w2 o u1(Bg), con eso
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habremos demostrado la proposicién pues sabemos que B,,, (ry = ux(Br).

piop2(Bg) = piop
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Por otro lado tenemos que

0 o -1 -1 1 1

0 o -1 -1 1 1

1 1 0o 0 -1 -1
prope(Bo) =mpeom |

0 0 -1 -1
-1 -1 1 1 0 o0
-1 -1 1 1 0 0
0 0 -1 -1 1 1
o 0 1 1 -1 -1
B 1 -1 0 0 0 0
oy 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
-1 1 0 0 0 0
0o 0 1 1 -1 -1
0o 0 1 1 -1 -1
-1 -1 0 0 1 1
-1 -1 0 0o 1 1
1 1 -1 -1 0 0
1 1 -1 -1 0 0

O

Observacion 2.3.2. De la proposicion anterior concluimos que al hacer pa-
rejas de mutaciones fig o pigy1 = pra1 © i si k € {1,3,5}, nuestro carcaj
Q solamente cambia de orientacion, mientras que si pensamos en la matriz
asociada, lo unico que sucede es que todos los signos cambian.

De este modo, consideraremos justamente los pares de mutaciones ji_1 :=
[41 O fho, flo = M3 O b4 ¥ fleo := M5 O Ug, - LO que haremos serd calcular todas
las matrices de intercambio extendidas, considerando solamente estas parejas
de mutaciones.

Uno podria pensar que considerar inicamente estas mutaciones es restringirse
mucho, no es asi, tenemos la sigiente proposicién que nos dice que la clase de
mutaciéon de nuestro carcaj es realmente muy pequena.
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Proposicion 2.3.3. La clase de mutacion del carcaj Q es la siguiente:

Q1 : Qs : °

SN '\/

A A
N7 N7/

Demostracion. Al mutar el carcaj ()1 en cualquier vértice, obtenemos el carcaj
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2. Analicemos ahora al carcaj ()2, tenemos lo siguiente:

O e N,
N/ \/

Y al mutar en cualquiera de los otros dos vértices, obtenemos el Q1. Para Q3
se tiene que:
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JANAN
"/ N\

Y al mutar el carcaj en direccién del vértice e, obtenemos el carcaj Q4. Por
ultimo, para Q4 lo que se tiene es que

7 .7/

Al mutar en direccién de cualquiera de los otros 4 vértices, regresamos al carcaj
Q@3. De este modo tenemos que esta familia es cerrada bajo mutacién y es claro
que podemos encontrar una sucecién de mutaciones que nos lleven del carcaj
(1 a cualquier otro de la familia, hemos probado el resultado. O

Introduzcamos una notaciéon apropiada que nos ayude a describir de manera
mas simple el tipo de matrices con las que trabajaremos.
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Notacién 2.3.4. Dada una matriz M € 7Z5*5 de la siguiente forma:

(2.11)

EEC N R R =)
=L =0 ol o
~ | S o & X
EEES il B SV =W

S o o

S S |o o

Escribimos el siguiente arreglo para denotar a la matriz de una forma mds
simplificada:

(2.12)

|

gy
S e o
~=| > |

Esta notacion se extiende de manera natural a matrices més grandes, para
ilustrar esto, a continuacién mostramos cémo es que escribirfamos nuestra
matriz inicial extendida:

0
01-1]1
1|1
_ 1)1
Bg=— (2.13)
clojo
0] s1]0
0101

Ahora veamos cémo es que actian las mutaciones que acabamos de definir.
Sabemos que en la parte superior, lo tinico que sucede es un cambio de signo,
es decir:
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011
0
191

0
11

35
0
0111
0
a0 (2.14)
0
119

para toda k €{— 1,0,00}. El siguiente lema nos dice cémo se comporta la
parte inferior bajo ciertas hipétesis que nuestras matrices cumpliran.

Lema 2.3.5. Dada una matriz M € Z'?*% cuya parte superior es la matriz
asociada al carcaj @ (o al carcaj Q con la orientacion opuesta) y cuya parte
complementaria es de la forma 2.11, entonces:

Si las entradas de la primera columna de la parte inferior son positivas

0
01| 1
0
1901
a1
M= g
‘Z c | d
e ! h
9
il gk

Yy St son negativas

0 -1] 1
1141
1)1
vlceld
e g h
il gk

0|1 -1
0
-1 1
_ 1| -1 ’
e (2.15)
pleld+a+d
-e ch h + 2e
| k42
) J Lt2i
0 1 -1
-1 0 1
: AR
o1 (2.16)
ylec+a+b|d
f+2
-e g+2: h
. . . k
- j+ 2 .
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Y se tiene el mismo patron en las columnas correspondientes si mutamos en
las otras direcciones, es decir, si la seqgunda columna es positiva, entonces

0 0
o | 1] 1 0 1| -1
0 0
191 |0
0 0
2 B I R o 1 -1, (2.17)
a ¢ d a+2c _c d ’
b b+2c¢
f —f
el h e+f+g y h
il gk i+2 | G|}
Si es negativa:
0 0
o | 1] 1 0 1 -1
0 0
1], 1-1 -1 0 1
11?0 _ 1 -1 0
0 B 0 (2.18)
vlce|d vlc+a+b| d
el X1 h e :f h
g g
i J i -j 3
Si la tercera columna es positiva:
0 0
o | -1] 1 0 1 -1
0 0
1 -1 S 1
S . 1] -1 0
0 floo 0 (2.19)
plc|d v | ct2d | -d
f f+2h
ey h €| gion -h
il i | jrk+l| h
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Si es negativa:

0 0
0| -1| 1 0 1 -1

0 0
101 -1 0 1
1] 1|09 i 1 -1 o

0 floo 0 (2.20)

plc|d pl-c+a+b| d
el X1 h e :f h

g g
il gy i -j 3

Demostracion. Se obtiene de manera inmediata de la regla de mutacién. [

Nuestro objetivo es describir a todas las matrices que podemos obtener al
mutar en las direcciones —1,0 e 0o, tenemos una asignacién natural de triplos
de Farey a dichas matrices.

Notacion 2.3.6. Podemos mutar a los tripos de Farey en tres direcciones
distintas, a saber 1,2 y 3, renombremos estas direcciones para hacerlas com-
patibles con las mutaciones que estamos considerando, es decir, hagamos la
siguiente convencion (1 = f—1, o = o Y 13 = Hoo-

Nota 2.3.7. En virtud de la notacion establecida arriba, fue que indexamos
en 2.2.2 a las componentes T% con —1,0 e oco.

La asignacién se hace como sigue: supongamos que hemos asociado la ter-
na (q1,q2,q3) a la matriz M, entonces asignemos la terna ux(q1,qe,q3) a la
matriz fi,(M), de este modo a todas las matrices les corresponde una terna
de Farey. Empecemos asignando la terna (%, _Tl, %) a la matriz inicial Bg y
escribamos
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1 T 0
o111
1ol
o I O
clojo
0410
001,

o simplemente escribamos la parte inferior del arreglo con las fracciones arriba
para denotar a su parte complementaria. Estamos pensando también que a
cada columna de nuestro arreglo le corresponde la fracciéon que se encuentra
en la parte superior de esta. Tenemos lo siguiente
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-2 =1 1
1 1 0
—1
o | 0|1

1
0|10

1

0olo0 |,

fio1
0 -1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 0
sl oo a sl oo

. A - (2.21)
0 5|0 1510
ol o0 |! ol o |!

fioo

0 -1 -1
1 1 2
1
clotlo

1
0| 510
o 1 | 7t

Empezaremos describiendo a todas las matrices a las que hemos asignado
una terna en ']I‘g, es decir, las matrices que obtenemos al mutar primero en
direccion 0 sin mutar dos veces consecutivas en la misma direccién. Por 2.2.11
sabemos que hay una biyeccién entre T9 y Qsq, dada por (g1,q2,q3) — Gs,
con esta biyeccién, podemos acomodar a las matrices en una cuadricula infinita
con vértices N x N, escribiendo en la casilla cuyo vértice superior derecho es
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(r(gs),d(gs)), ala matriz asociada a ¢,. Una parte de este acomodo se muestra
en la figura 2.1.

No hay un patrén claro en toda la cuadricula, por ello, veamos primero que
sucede al componer alternadamente i1 y fig-

0o 11 2 1 1
1 1 0 1 1 0
1 -1
ol 010 i Gl1lo
-1 1
1o -1 0
0| 0|} 00|,
lﬁo
4 3 1 2 3 1
1 1 0 1 1 0
—1 1
1210 i a1 o0
20510 2| 5,10
- 2 -2
001, 010 |, (2.22)
lﬁo
4 5 1 6 5 1
1 1 0 1 1 0
3 -3
S1210 i 1310
-3 3
3175700 31300
1 1
0] 01, 00|,

Notamos que los triples de Farey asociados a estas matrices son de la forma

2a 2a+1 1
(5%, ==, 5) con a > 0.
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Figura 2.1:

41
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Notacién 2.3.8. Dados dos enteros x y y de distinta paridad escribiremos
[Z} en las entradas de la diagonal de un arreglo como 2.12 para denotar que el
numero par esta abajo, es decir,

St T es impar
(2.23)

St T es par

—
NS
[EE—"
Il
B e R

Notamos que [7] = [Y].
Proposicion 2.3.9. Las matrices que se obtienen al mutar alternadamente

en direccion 0 y —1 son de alguna de las siguientes formas:

2a 2a+1 1 2a 2a—1 1
1 1 0 1 1 0
0 0
0 1 -1 0 -1 1
-1 0 1 1 0 -1

0 0

1 -1 0 % -1 1 0

LiJ —a 0 LZiJ a 0
—a—1 a

a1 | [ ] 0 —o | L] ] o

1 1

0 0 . 0 0 .

Demostracion. Probémoslo inductivamente, como base tomemos los célculos
hechos en 2.22. Dada una matriz como arriba asociada a la terna (2T“, 2“1“ , %),

como # = 2Ta @ %, solo tenemos que mutar esta matrtiz en direccién —1,

tenemos que



2.3. DESCRIPCION DE COEFICIENTES PRINCIPALES 43

2a 2a+1 1 2a+2 2a+1 1
1 1 0 1 1 0
0 0
0 1 -1 0 -1 1
0 0
-1 0 1 1 0 -1
1 -1 o i -1 1|9
[]| -« | o [ o] a+1]o0
et || o —a—1 | [ei] [ o
0 0 0 0 0o |4

Que es de la forma que queriamos, para terminar, mutemos una matriz de la
segunda forma en direccién 0 y veamos que es una matriz de la primera forma

2a 2a—1 1 2a 2a+1 1

1 1 0 1 1 0
0 0

0 1|1 0 1 |-

0 0

1 0 -1 -1 0 1

-1 1 0 Bo | 1 -1 0

{—;j-lw a 0 LiJ —a 0

—o | [.]] o at1 | [ 59]] 0

1 1

0 o | 0 0 5

O

La proposicién anterior describe a todas las matrices a las que les hemos aso-
ciado una terna de la forma (g1, g2, %) € TY, resta describir a todas las matrices

cuya terna asociado no tiene a co. Consideremos la matriz
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112
01| 1
1| g |-1
S I T (2.24)
clofo
15 ]o
1o |

Tenemos que describir todas la matrices que provienen de ésta y ademas de-
bemos describir todas las que provienen de las anteriormente descritas.

Teorema 2.3.10. Dada una terna de Farey (q1,q2,q3) = (25%, g;ﬁ, 23‘}'1) €
2e+1

T con 57 # %, entonces, las columnas de la parte complemenetaria tienen
un signo y la matriz asociada a esta terna de Farey esta dada como sigue:

(i) Sigs=q @ yq1 < g2

2a 2c+1 2e+1
2611 241 2f
0
0 -1 1
1 ’ -1
0
-1 1 0
[ailw —c c—a
a+b+1 [_Ec(tiz)l)w ct+d—a—0»
d—b
b+1 —d %5
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(ii) Siqgz=q ®q yqp<q

2a 2¢c+1 2e+1
2b+1 2d+1 2f
0 1 -1
0
1 0 1
0
1 -1 0
[—2111 c+1 a—c—1
—(a+0b) kiiiﬂ at+b—c—d-1
b—d
b d+1 73]
(iii) Sige=q1 ®q3 yq1 < q3
2a 2c¢+1 2e+1
26+1 2d+1 2f
0 1 -1
0
1 0 1
0
1 -1 0
Lj_J e—a —e
a+b+1 ij;{;i;ﬁl —(e+f)
_h_ -f
b+ 1 Fob-1 [#H}

45



46 CAPITULO 2. EL CARCAJ Q

(i) Sigp=q ®q3 yqs < qa

2a 2c+1 2e+1
2b+1 2d+1 of
0
0 1 1
0
1 0 1
0
1 1 0
[—QH a—e—1 e+1
—(a+b) Liﬁ;i}ﬂ e+ f+1
f
b b—f [ 4]

(v) Siqi=q®q yq <gs

2a 2¢c+1 2e+1
26+1 2d+1 2f
0
0 -1 1
0
1 0 1
0
-1 1 0
LiZEJ c+1 —e
e+ f-c—d—1| ] | e+
—f
f-d-1 a+1 | | 7]

(vi) Siqi=q®q3 ¥y g3 < g2
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2a 2c+1 2e+1
261 2d+1 2f

0

0 1 -1

-1 0 1

1 -1 0

Lf;fll —c e+1
c+d—e—f [*S}iﬂ)ﬂ e+ f+1

o | ]

Demostracion. Tenemos que la matriz asociada al triple (%, %, %) es de la forma
(), veamos ahora que al mutar cualquier matriz de la lista en una direccién
en la que la complejidad de la terna asociado se incremente, obtenemos otra
matriz de la lista. Como a,b,c,d,e, f > 0, se tiene que los elementos de la
primera y segunda entrada de nuestro arreglo tienen un mismo signo, entonces,
al mutar una matriz de la forma (i) en direccién —1, por 2.3.5, obtenemos

2c+2e+2 2c+1 2e+1
2d+2f+1 2d+1 2f
0
0 1 1
0
-1 0 1
0
1 -1 0
Y —c ct+a+1
—a—b-1 {_Ec(tij;)l)w c+d+a+b+2
b-+d+2
—b—1 —d a2

Pero sabemos que

20 +2c+1=2e+1
2b+2d+ 2 =2f,

es decir,
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at+c=c¢e

b+d=f—1,

(2.25)

sustituyendo estas identidades en nuestro arreglo, la matriz se ve como sigue.

2c+2e+2 2c+1 2e+1

2d+2f+1 2d+1 2f
0
0 1 1
0

1 0 1

0

1 1 0
iy e | e+l
ctd—e—f {‘ﬁ“(jj_ji‘)ﬂ e+ f+1
_ B F+1
d—f d [ : }

Ademsds g3 < ¢o, es decir, llegamos al caso (vi). Si mutamos la misma matriz,
pero en direccién 0, obtenemos

2a 2a+2e+1 2e+1
Zb+1 22541 of
0 1 -1
0
1 0 1
0
1 1 0
LiJ c —a—c
+d+1
a+b+1 [cc+d] —a—-b—c—d-1
“b—d
b+ 1 d [_b_d_l]

que al sutituir las mismas identidades que en el primer caso
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2a 2a+2e+1 2e+1
2b+1 2b+2f+1 of
0
0 1 1
0
-1 0 1
0
1 1 0
LiJ e—a —e
—a—b—
a"‘b"'l "e:_{_fza_bl“ _(€+.f)
b+ 1 fob-1 [*fﬂ

es una matriz de la forma (iii). Haciendo célculos semejantes, obtenemos lo

siguiente:

(vi)

7

—~
.
<

=

(i)

N

(i)

()=~
2
NS
I b

Para terminar la prueba debemos checar que al mutar cualquiera de las ma-
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trices descritas 2.3.9, obtenemos alguna matriz de la lista.

2a 2a+1 1 2a 2a+1 4at1
1 1 0 1 1 1
0 0
0 1| 0 1 -1
0 0
-1 0 1 -1 0 1
0 fioo 0
1 -1 0 e, 1 -1 0
’Vail“ —a 0 [ail“ — 0
a+1 [*ﬁﬂ 0 a+1 [*ﬁﬂ 0
1 -1
0 0 0 1 0 o
que es una matriz de la forma (). El otro caso:
2a 2a—1 1 2a 2a—1  4da—1
1 1 0 1 T 2
0 -1 1 0 1 -1
0 0
1 0 | -1 0 1
-1 1 0 floo 1 -1 0
EIEEE K 0
—a ’Vajlrl-‘ 0 —a ’Vail“ 0
1 -1
0 0 0 0 1 0
Que es una matriz de la forma (7).
O

Corolario 2.3.11. Las columnas de la parte inferior de una matriz asociada
a una terna en TY tienen un signo.

Demostracion. Tenemos que la matriz asociada a la terna (% %, %) lo cumple.
Ahora veamos que si la matriz asociada a la terna (g1, g2, ¢3) lo cumple, enton-
ces las matrices obtenidas al mutar en las direcciones en las que la complejidad
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aumenta también lo cumplen. Llamemos M a la matriz asociada, si g3 = oo,
por 2.3.9 el resultado es inmediato. Si g3 # oo, entonces M es de alguna de
las formas del teorema anterior. Probémoslo para el caso en que M es del tipo
(7). Tenemos que

2a 2¢c+1 2e+1
2b+1 2d+1 2f
0 -1 1
0
1 0 -1
0
M= -1 1 0
LiJ —c c—a
a+b+1 ﬁgﬁgﬂ ctd—a—b
d—b
b+1 —d [%52]

para algunos a, b, c,d, e, f > 0, por lo tanto

2ct+2e+2 2c+1 2e+1
2d+2f+1 2d+1 of
0
0 1 1
0
-1 0 1
p—1(M) = 1 -1 8
[—;ilw —c ct+a+1
—a—b—1 [1ﬂi§ﬂ ctd+a+b+2
btd+2
—b—1 —d 2]
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2a 2a+2e+1 2e+1
2b+1 2b4+2f+1 2f
0 1 -1
0

-1 0 1

po(M) = 1 -1 0
LiJ c —a—c

+d+1
a+b+1 [Cc+d] —a—b—c—d-1

b+ 1 d [if;ﬁl}

En ambos casos es claro que las columnas de las matrices mutadas también
tienen un mismo signo. Los demas casos son analogos. O

Hemos descrito a todas las matrices cuya terna asociada estd en T9. Veamos
que pasa con los triplos de las otras componentes. Recordemos las funciones
®:TY — TF y U: TY — T5 ' definidas en 2.2.9 y 2.2.10, respectivamente.
Tenemos que

): {a:rab’c:tcd?ejef} »
> .

_ b d e
T | —a=b’ —c—d’ —e—f

para qi,q2,q3 < 07 Yy

—z—-1 —2z 1 0 1 1
vl —_— == —, . 2.27
{ 1 170} [1724—172] ( )

Notacién 2.3.12. Dada una matriz M a la que le hemos asociado una terna
(q1,q2,q3) € TS, llamemos ®~1(M) a la matriz a la que le hemos asociado
la terna ®~1(q1,q2,q3) vy ¥~ (M) a la matriz a la que le hemos asociado la
terna Y=1(q1,q2,q3)-

Teorema 2.3.13. Dada una matriz M a la que le hemos asociado una terna
(1,92, q3) € TS, tal que
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0| 1| F1
F1| o | %2

o) = 1| F1| )
i c d

e g h

O I

Entonces la matriz asociada a la terna (q1,q2,q3) €s

0
0 | £1] 1
F1| 9 |1
0
M- 1| F1| D
R
d ‘Z c
h e f
g

Demostracién. La matriz asociada a poo (2, 5, §) es:

11 3
ol 1] -1
S
11 9
clol 1
0410
01|

que cumple con el enunciado, luego, notamos que las reglas de mutaciéon para
arreglos descrita en 2.3.5 se obtienen una de la otra al permutar columnas y
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renglones, es decir, fiy(®~1(M)) =® ~(up (M)), por un razonamiento induc-
tivo tenemos el resultado. O

Teorema 2.3.14. Dada una matriz M a la que le hemos asociado una terna
(q1,92,93) € T3, tal que

0
o | k1| F1
F1| ) |+t
+1|F1]°
(M) = 0
y c d
e f; h
il

Entonces la matriz asociada ala terna (q1,q2,qs3) es

0
0 | £1 |1
F1| o | +1
+1|F1] ©
M=— 0
f h e

g
gyl
¢ d i

0 -1 1
1

Demostracion. La matriz asociada a pu—1(7, 5 5
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=2 =1 1

1 1 0

o] o1

I O

o I B

olol 1

0451 0

oo} ,

tenemos el resultado por la misma razon que en el teorema anterior. O

Corolario 2.3.15. Para toda terna de Farey (q1,q2,qs), las columnas de la
parte complementaria de la matriz asociada a esta terna tienen un signo.

Demostracion. Para la matriz asociada a la terna (%, _Tl, %) es obvio. Por

2.3.11 sabemos que esto es cierto para los triplos en T, por 2.3.13 y 2.3.14,
las demdas matrices se obtienen al permutar renglones y columnas de estas
matrices. 0

Hemos descrito a todas las matrices que queriamos describir.

2.4. El algebra de conglomerado de Markov

Usando lo hecho en la seccién anterior, calcularemos a todas las matrices de
intercambio extendidas del dlgebra de conglomerado de Markov. Dicha algebra
es la que proviene del siguiente carcaj:
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Nota 2.4.1. Usamos a —1,0 e oo para nombrar a los vértices de Q para
que la notacidn sea compatible con la seccion anterior. De este modo las tres
mutaciones para Q SO fh_1, o Y fhoo-

Este carcaj tiene propiedades similares al carcaj Q con la mutaciones fix,. Por
ejemplo, al mutar dicho carcaj en cualquiera de sus vértices, la orientacion se
invierte, es decir,

N\ == N

oo ———2()

para toda k €{— 1,0,00}. De igual manera, si vemos las mutaciones para la
matriz BQ, tenemos que

0 -2 2 i 0 2 -2
Bs=| 2 0o -2 S -2 0 2 (2.29)
2 2 0 i 2 -2 0

para toda k €{— 1,0,00}. Adem4s, la regla de mutacién es muy similar que
para las matrices de la seccion anterior. Por ello tenemos el siguiente resulta-
do

Lema 2.4.2. Dada una matriz M € Z5%3 cuya parte superior es la matriz
asociada al carcaj BQ (o al carcaj BQ con la orientacidn opuesta) y es tal
que las entradas de una misma columna de su parte complementaria tienen el
mismo signo (algunas entradas pueden ser 0), entonces se tiene que

0 -2 0 2 -2

2 0 -2 -2 0 2

-2 2 0 A1 2 =2 0
M= =

a b c —a b c¢c+2a

d e f —-d e f4+2

g h i —g h i+2g

(2.30)
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Si la primera columna es positiva y si es negativa:

0 =2 0 2 —2
2 0 -2 -2 0 2
-2 2 0 A1 2 -2 0
M= =
a b c —a b+2a ¢
d e f —d e+2d f
g h i —g h+29 1
(2.31)

Y se tiene el mismo patron en las columnas correspondientes si mutamos en
las otras direcciones.

Notamos que el lema anterior tiene un gran parecido con 2.3.5. De igual ma-
nera que asociamos a cada matriz de la secciéon anterior una terna de Farey,
podemos hacerlo para las matrices de esta algebra, esto sugiere que las ma-
trices del algebra de Markov y las que calculamos para el carcaj () son muy
similares.

Nota 2.4.3. Nuevamente la terna asociado a la matriz inicial By es (%, _Tl, %)
Notacion 2.4.4. Dada una matriz de intercambio M del dlgebra de conglome-
rado de Markov, a la que hemos asociado la terna (q1,q2,q3), llamaremos M’
a la matriz asociada a la misma terna del dlgebra de conglomerado proveniente
del carcaj Q.

Teorema 2.4.5. Sea M una matriz de intercambio del dlgebra de conglome-
rado de Markov, a la que hemos asociado la terna (¢1,q2,q3) ¥y

0| EL| F1
F1| ) |+l

M — +1 | F 8
V c d

e g h

il gk

entonces,



58 CAPITULO 2. EL CARCAJ Q

0 42 F2
F2 0 +2
+2 F2 0

a+b 2¢ 2d
2¢ f+4+g 2h
2i 2j  k+1

M =

Demostracion. Tenemos que la matriz inicial BQ esta dada por

0o -2 2
2 0 -2
-2 2 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Es claro que cumple con el enunciado. Ahora supongamos que una matriz
M lo cumple y veamos que sus tres mutaciones lo cumplen también. Hay
doce casos a considerar, pues son tres direcciones para mutar, dos signos a
considerar para la parte superior y también dos signos para la columna de la
parte complementaria. Mutemos primero en direcciéon —1 y supongamos que
la parte superior es la matriz asociada al carcaj Q con la orientacién inicial.
Entonces, si la primera columna es positiva, por 2.4.2 se tiene que

0 2 -2
-2 0 2
2 —2 0

po1(M) = —(a+b) 2 2d+2(a+b)

—2e f+g 2h + 4e
—2i 27 k+4+1+4i

mientras que
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0
0 141 F1
F1| 0 +1
i 1| F 0
fioa (M) = °
5| c |dta+bd
—e J; h+ 2e
. . k+2i
17 14+2i

pues la primera columna de M’ también es positiva. Si la primera columna es

negativa, entonces

0
-2
2
—(a+Db)
—2e
—2i

p-1(M) =

2 -2

0 2

-2 0
2c+2(a+b) 2d
f+g+4de 2h
2 +4i k41

y como el signo de la primera columna también es negativo, entonces

’ +1 ¥1
0

*1 0 +1
i +1 F 0
fioa (M) = °

o let+a+b| d

f+2e
-e g1 2e h
. . . k
—1 7+ 24 }

Por lo que el resultado es cierto para estos dos casos. Los demaés casos se hacen

de manera anéloga.

O
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