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Introduccion

Dentro de la geometria Euclideana plana hemos estado familiarizados con
los poligonos , como el triangulo, el cuadrado y el hexagono, por mencionar
algunos ejemplos, y dentro de la geometria tridimensional conocemos los
poliedros, como el tetraedro, el cubo, los prismas, etcétera. El concepto que
generaliza a estos objetos geométricos, para toda dimensién, es el de politopo:
su raiz etimolégica viene de las palabras griegas moArs (muchas) y 7émog
(regiones). La palabra politopo parece haber sido inventada por Hoppe en 1882
e introducida por la inglesa Mrs. Stott veinte anos después. Pero fue Schlafli
quien en 1852 completo este concepto. Los fundamentos de los politopos datan
de hace mas de dos mil anos con los griegos. Pero, la mayor parte de la teoria
alrededor de ellos se desarrollé en los tltimos cien anos.

Uno de los temas maés estudiados sobre politopos ha sido el de sus simetrias,
por ejemplo, por medio de éstas se puede determinar si un politopo es regular.

Para los griegos, un poliedro regular era aquel que tenia alrededor de cada
vértice el mismo niimero de poligonos isomorfos como caras. Euclides en sus
“Elementos” prob6 que solo hay cinco sélidos de este tipo: el tetraedro, el cubo,
el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro; y no es, hasta dos milenios después,
que Kepler ampliando el concepto de poliedro, hallé dos nuevos poliedros
cuyas caras eran estrelladas (no convexas). Mas tarde, a principios de los 1800,
Poinsont encontré otros dos poliedros no convexos (pero con caras convexas)
y Cauchy demostré que estos cuatro eran los tnicos poliedros estrellados
en el espacio Euclideano de tres dimensiones. A principios de 1920, Petrie,
ampliando atin més el concepto de poliedro, descubrié dos poliedros regulares
con un numero infinito de caras y Coxeter encontré un tercero, completando
con ésto la lista.
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En 1978, Griinbaum propuso el estudio de una clase mas general de poli-
topos y finalmente, a principios de los ochentas Danzer y Schulte extendieron
esta clase a objetos del tipo combinatorio, a los que ahora conocemos como
politopos abstractos.

Uno de los politopos que ha sido objeto de estudio para varios investi-
gadores es el permutaedro, 11,,, politopo convexo n-dimensional estudiado ini-
cialmente por Schoute en 1911. El permutaedro se define como el casco convexo
de (n+1)! puntos en el espacio R"*! que se obtienen al permutar las entradas
del vector (1,2,...,n+1). En particular, sus vértices pueden identificarse con
las permutaciones de S,, (a saber, se asocia al vector (xq,Zs,...,T,41) cOn
la permutacién que manda a z; — i) y dos vértices estaran conectados por
una arista si y sélo si las permutaciones correspondientes difieren por una
transposicion de dos nimeros adyacentes.

123 213

132 231

312 321

T2

Figura 1: Permutaedros 1y y Il3.

Inspirados en el permutaedro, encontramos una costruccién de un politopo
abstracto que lo generaliza utilizando ideas de geometria y teoria de graficas,
en particular, las graficas de Cayley. El trabajo de investigacion fue realizado
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de manera conjunta por las doctoras Martha Gabriela Araujo Pardo, Déborah
Oliveros Braniff, la matematica Mariana Lépez Dudet, el doctor Egon Schulte
y yo. El trabajo que se condenza en el articulo “The Graphicahedron”[1] di6 lu-
gar a esta tesis y a la de Mariana [12] (tesis presentada en octubre de 2008).
En la tesis de Mariana se desarrolla la construccion, de manera combinatoria,
del Graficaedro; en esta tesis se extiende el trabajo, geométricamenete, deter-
minando las simetrias del politopo en estudio.

En la primer parte de la tesis, el capitulo 1, incluimos todos los preliminares
necesarios para desarrollar este trabajo, como son: la nocién del grupo de
permutaciones, el grupo de automorfismos de un grupo y los productos directo
y semidirecto. Mas aun, se introduce la teoria basica de Teoria de graficas.

En la segunda parte, capitulos 2 y 3, se estudian las graficas coloreadas
de Cayley y a los politopos abstractos. Proporcionando la escencia de la
construccion y propiedades del Graficaedro.

En el capitulo 4, definimos el graficaedro y probamos que éste es un
politopo abstracto y que en efecto generaliza al permutaedro. Después, en
el capitulo 5, estudiamos con cuidado los graficaedros de rango 3 y 4,
asi como planteamos algunas conjeturas para estudios futuros. Finalmente,
en el capitulo 6, concluimos con el estudio de las simetrias o automorfismos
del graficaedro y determinamos cuales de ellos son regulares.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se ven definiciones y resultados bésicos de Teoria de
Grupos, particularmente discutiremos los grupos de permutaciones de n
elemenos (S,,) y el grupo de automorfismos; por medio de ellos describiremos
propiedades del graficaedro. También estudiaremos terminologia basica de
Teoria de Graficas, dado que éstas seran la herramienta primaria para nuestra
construccion.

1.1. Teoria de grupos

Para describir geométricamente un objeto es importante fijarnos en sus
simetrias (como son, las reflexiones o rotaciones en éste), operaciones a las
que les asociaremos una estructura algebraica relacionada con la del grupo de
permutaciones de un conjunto finito. Un ejemplo sencillo es el de las simetrias
de un cuadrado.

Ejemplo 1.1. Las simetrias del cuadrado estdn dadas como se ilustra en
la figura 1.1. El conjunto de éstas se denota por D,, al que llamaremos el
grupo diédrico de orden 8. Cuyas ocho simetrias son: la identidad id, las
reflexiones a y b sobre los ejes que atraviesan a las aristas en su punto medio,
las reflexiones ¢ y d sobre los ejes que pasan por los vértices del cuadrado y las
rotaciones r de m/2,7? de 7, y r® de 37/2 cuyo centro de rotacién es el centro
del cuadrado.
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Figura 1.1: Simetrias del cuadrado

1.1.1. Permutaciones

En general, una permutacion de un conjunto X es una funcién biyectiva
del tipo 7 : X — X, que mueve a un objeto que este en la posicion i a la j.

Ejemplo 1.2. Consideremos la permutacion 7 : X — X donde X =
{1,2,...,n} que puede escribirse de la forma:

de manera que,
7(1)=4, 7(2)=3,73) =1, 71(4) =2, n(5) =6, n(6) =5, n(7) =7,

donde 7 denota una funcién biyectiva que actua sobre {1,2,...,7} mandando
ellal4,el2al3,el3all,eldal2 elbal6,el6aldyel7al7.
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Una manera alternativa de leer a ésta ultima permutacién es la siguiente:
7 manda el 1 al 4, el 4 al 2, el 2 al 3, el 3 de vuelta al 1, luego el 5 al 6, el 6
al 5 quedando fijo 7. Esto tltimo puede escribirse como 7 = (1 4 2 3)(5 6)(7),
y se le conoce como la notacion ciclica de la permutacion.

Nota: Cuando una permutacién contiene un elemento fijo (i) (que consta
de un solo elemento), se omite del ciclo que la representa dentro de la notacién
ciclica. Por ejemplo, m = (142 3)(56)(7) = (142 3)(56).

Ejemplo 1.3. Regresando a las simetrias del cuadrado, notemos que éstas
se pueden ver también como permutaciones. Si etiquetamos las esquinas del
cuadrado como en la siguiente figura.

Tomemos en cuenta los elementos descritos en el ejemplo 1.1, con notacion
ciclica definiremos tales permutaciones como sigue:

Las reflexiones del cuadrado quedan asociadas a:
a=(14)(23),b=(12)(34), c=(24),d=(13);
asi mismo, las rotaciones cuyo centro de rotacién es el centro del cuadrado son:
r=(1432), 7> =(13)(24) y r* =(1234).

Finalmente, la identidad id queda denotada por id= (1).
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Dado un conjunto X, al conjunto de todas las permutaciones de X lo de-
notaremos por Sy, en caso de que X = {1,2,...,n}, éste se escribird como S,
en lugar de Sx. No es dificil ver que su cardinalidad es |S,,| = n!, ya que para
elegir el valor de m(1) en la permutacién tenemos n posibilidades, una vez de-
terminado éste, entonces para determinar a w(2) existen n — 1 formas (ya que
7 es una fucién uno a uno, por lo que m(1) # 7(2)). De igual manera, determi-
nados éstos, se tienen exactamente n — 2 maneras de elegir a 7(3). Siguiendo
asi, se llega a que entonces el nimero de permutaciones de n elementos es n!.

Dados dos elementos a y 3 de Sy, la operacion entre éstos esta definida
como una composicion, « o 3 de los elementos de X en los de X, resultando
otra permutacién. Esta composicion sera denotada como el producto de dos
permutaciones a3, donde leeremos la accién de derecha a izquierda: se aplica
primero (3 y luego a.

Nota: El producto de dos permutaciones a3 también puede leerse como la
accion de izquierda a derecha: se aplica primero « y luego 3. En el trabajo se
usaran los dos tipos de accion: ésto dependera de la operacién que se defina,
por lo que deberemos tener cuidado al aplicarlas.

Esta operacion es asociativa, es decir (7o) = 7(a3). En particular, si o

2 asi como tam-

es un elemento de Sy, denotaremos al producto oo como o
bién 0?0 = o3 por lo que en general tendremos que 0" 'o = o, la n-ésima
potencia de 0. (Las potencias de todo o € X, quedan definidas como o™ para

cualquier n € Z, 0 = e o bien 67" = (o7 1)").

Ejemplo 1.4. Consideremos las permutaciones (13)(4765)y (142 3)(56).
Para calcular el producto de ellas,

[(13)(4765)][(1423)(56)],

recordemos que debe leerse de derecha a izquierda. Entonces, leeremos asi:
en la permutacion derecha el 1 va a dar al 4, pero en la izquierda el 4 va al
7; resultando que el producto manda el 1 al 7. A continuacion, vease que la
permutacion derecha no da informacién sobre el 7, es decir, el 7 queda fijo
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en ésta. Sin embargo, en la de la permutacion izquierda el 7 se manda al 6,
deteniendose en éste. De igual manera partiendo con el 6 seguimos con el resto
de los ntimeros, obteniendo que

[(13)(4765)][(1423)(56)] = (17642).

El grupo de permutaciones

Definicién 1.1. Un conjunto no vacio G con una operacién binaria asociativa
%, es un grupo (G,x) si existe un unico elemento e € G que denote a la
identidad, es decir que e x a = a = a % e para todo a € GG, y que para cada
a € G, existe un elemento b € GG tal que a x b = e = b * a, es decir, que actue

como el inverso de a, que por lo general denotaremos como b = a~*.

El conjunto de permutaciones de un conjunto no vacio X, Sx, es un grupo
bajo el producto de permutaciones, es decir,

i) como se vi6 antes el producto de dos permutaciones es nuevamente una
permutacién de los elementos de X;

ii) existe un elemento e € Sy tal que al operarlo con cualquier elemento
o € Sx, 0e =e =eo. A saber, la funcién identidad e : X — X que para
cualquier a € X e(a) = a;

iii) dado que las permutaciones son biyectivas, para cada elemento o € Sy
éxiste un tnico elemento o' € Sx tal que oo’ = e = o'c. A saber,
o' = o7, la funcién inversa de o.

A éste se le conoce como el grupo simétrico.

En el caso de S,, (cuando X = {1,...,n}) la identidad, e, se denotard sim-
plemente por (1).

Ejemplo 1.5. El grupo simétrico del conjunto {1,2, 3}, es:

Sy ={(1),(12),(13),(23),(123),(132)}.
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En éste, podemos ver contenido al elemento identidad (1), y dado cualquier
elemento del conjunto su inverso también estd en él; esto es: (1 2 3) es el in-
verso de (1 3 2) y viceversa, asi como toda transposicién de la forma (i j) es
su propia inversa.

Por otro lado, asi como se analizdé en el ejemplo 1.3, pero apoyandonos
ahora en la figura 1.2, notamos que S5 también puede verse como el grupo de
simetrias del tridngulo equilatero.

Figura 1.2: Simetrias del tridangulo

Clases de equivalencia

Cada permutacion ¢ de un conjunto X induce una particion de éste en
clases de equivalencia de la siguiente manera. Diremos que a ~ b, si y slamente
si b = 0"(a) para algin n € Z.

Observacién 1.1. Para cada 0 € Sx, ~ asociada a o es una relacion de
equivalencia.

Demostracion.

(i) ~ es Reflexiva (a ~ a)
Sea a € X y 0 € Sx. Sabemos que ¢° = e, de manera que a = e(a) =
0°(a). Por lo tanto, a ~ a.
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(ii) ~ es Simétrica (a ~ b entonces b ~ a)
Sean a,b € X, sabemos que a ~ b si y sélamente si b = o"(a) para

n

algin n € 7Z. Considerando al inverso de ¢™, es decir ™", se tiene que

o "(b) = a para alguna n € Z.

(iii) ~ es Transitiva (a ~ by b ~ ¢ entonces a ~ ¢)
Sean a, b, c € X tales que a ~ by b ~ c. Entonces a = ¢"(b) y b = 0™ (c),
para algunas n,m € Z, de donde se tiene que a = o"0™(c) = o™ (c)
con (n+m) € Z. Por lo tanto a ~ c.

O

A las clases de equivalencia en X determinadas por ésta relacion se les
llama las orbitas de o. Para cada elemento a € X el conjunto

o(a) ={r € X|z = 0™(a) para algin m € Z},

es la orbita de o que contiene a a y se escribe mediante una notacién ciclica,
de la siguiente forma:

o(a) = (ao(a) o*(a) ... " a)),

donde o'(a) = a. Nétese, que cada dérbita es por si misma una permutacién de
X y que, al ser una clase de equivalencia, la interseccion con cualquier otra es
vacia, por lo que la permutacién o puede escribirse como el producto de sus
orbitas.

Ejemplo 1.6. Retomemos, 7 € S7 del ejemplo 1.2, cuya estructura ciclica
esm = (142 3)(56). Hemos visto que esta definida mediante la regla de
correspondencia:

Por lo que 7 tiene tres orbitas:

0o(1) =(1423)=0(2) =0(3) = 0(4);
0(5) = (5 6) = 0(6);

o(7) = (7).
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La tnica permutacién de X cuyas orbitas constan todas de un solo elemento
es la identidad y por lo general se escribe e = (1). Si una érbita o ciclo consta
de r elementos de X, se dice que éste es un r-ciclo. Observemos que todo
1-ciclo fija a todo elemento de X, entonces por convencion, todos los 1-ciclos
corresponderan a la permutacién identidad.

Definicién 1.2. Sea X = {1,2,...,n} y 0 € S,. Definimos el soporte de o
como el conjunto de todos los elementos de X que son movidos por o. Es decir,

sop(o) = {a € X|o(a) # a}.

Dos permutaciones o,7 € Sy son disjuntas si sop(o) N sop(t) = 0. Una
familia de permutaciones o1, 09, ..., 0,, es disjunta si cada par de ellas lo es.

Cuando una permutacion 7 mueve tnicamente dos elementos, dejando fijos
a los demas, decimos que 7 es una transposicion. Notese que en este caso no
existe otra posibilidad para los elementos que se mueven mas que ser uno la
iméagen del otro bajo la permutacion.

Diremos que, dos elementos i,j € A ={1,2,...,p} son adyacentes si dada
una permutacion o del conjunto A, sus preimagenes bajo o € S, son elementos
consecutivos de A, es decir, si existe k € A tal que (k) =iy o(k+1)=j.

Teorema 1.1. Toda permutacion es un producto de transposiciones.

Demostracion. Consideremos un r-ciclo (x1 z3 ... x,) € Sx, y veamos que
éste se puede descomponer como

(x1 29 ... ) = (21 2) (7 Tpq) - (71 22),

un producto de transposiciones.
]

El siguiente teorema es de gran importancia para la teoria de grupos,
éste no serd probado en esta tesis. Sin embargo, su demostracién puede ser
encontrada en la literatura: por ejemplo, en [19].

Teorema 1.2. (de Cayley) Todo grupo es isomorfo a un grupo de permuta-
ciones.
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Diremos que dos permutaciones «, 3 € S, tienen la misma estructura ciclica
si su factorizacion en ciclos disjuntos tienen el mismo niimero de r-ciclos para
cada r.

Definicién 1.3. Sean = y g elementos de un grupo G. Se define al conjugado
de z por g como el elemento gzg~' € G. Dos elementos x,y € G son conjuga-

dos si existe g € G tal que y = grg—'.

Lema 1.1. Sea 0 = (a1 - -ax) € S, un k-ciclo. Entonces, para toda v € S,, el
elemento yoy~ ! es un k-ciclo y se tiene que

yoy = (v(ar) - (ar)).

Demostracion. Seao = (ay---ag) € S, un k-cicloy sea v = (y(ay) - - -y(ax)) €
S,. Recordemos que

sop(a) = {v(a;) € X|v(a;) # (a;).
Entonces si b € sop(«) se sigue que b = y(a;) con 1 <1i <k, donde

aiy1), sii<k;
b = (1(a) -+-y{a))r(a) = § 0 S
v(ay), sii=k.
Pero si b ¢ sop(«), entonces ab = b.

Notemos que si b € sop(a), b = v(a;), vy le aplicamos Y(ay -+ -ax)y™!, se

tiene que
(ar -+ arYr(es) = ar - ag)(ag) = § B0 <
~v(ay), sii=k,
al igual que ab.

Si suponemos que b ¢ sop(a), b # v(a;) con 1 < ¢ < k, entonces
v~ 1) # a; con 1 < i < k. Por consiguiente, el ciclo o lo deja fijo, es decir,
oy 1(b) = v (b). Entonces,

(Y@ ar)y () =771 (0) = b,
como vimos que sucede para ab.

Por lo tanto, yoy™' = (y(a1)---7v(ax)). Con lo que probamos que para
cualquier v € 5, el conjugado de un k-ciclo en S,, es un k-ciclo.
U
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Nos apoyaremos en el lema anterior para probar el siguiente teorema, que
sera de utilidad en el ultimo capitulo donde discutiremos las simetrias del
graficaedro.

Teorema 1.3. Dos permutaciones a, 3 € S, son conjugadas si y solo si tienen
la misma estructura ciclica.

Demostracion. Veamos que dos permutaciones conjugadas tienen la misma
estructura ciclica. Por el lema anterior tenemos que para cualquier v € S,,, el
conjugado de un k-ciclo en .S, es un k-ciclo.

Consideremos ahora a o € S, cualquier permutacién. Digamos que su
factorizacion en ciclos disjuntos es

o=01 0.

Entonces

= (youy ) (o),

tiene la misma estructura ciclica que o.

T =07

Por otro lado, supongamos que o, 7 € S, tienen la misma estructura ciclica,
donde

o= (ar-ap) (21 2),
T:(a/1~-.a;€).-.(zi.-.zz>;

y queremos encontrar un v € S, tal que yoy~! = 7, pero

1077 = (@) -+ (@) - (1) 7)),

por el lema anterior. Entonces, queremos hallar v € S, tal que

(v(an) -+ (@) -+ () () = (@) (a1 )

Asi, basta probar que existe v € S, tal que y(a;) = (a}) v v(z;) = (2]).

7

Notemos que los ciclos de o son disjuntos, al igual que los de 7. Por lo que
el numero de elementos que o deja fijos es igual al niimero de elementos que
7 deja fijos. Entonces, definimos v : X — X de tal manera que v(z;) = 7}
para cada x; € X que aparece en algun ciclo de o donde z} es un elemento en
algun ciclo de 7, y como y(z) = 2/ para cada € X que no aparece en ¢ con
2’ cualquier elemento que no aparece en 7.

O
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1.1.2. Subgrupos y generadores

Si G es un grupo, un subconjunto H de G es un subgrupo (H < G) de G
si H por si mismo un grupo, heredando la operacion de G. Si X es un sub-
conjunto de un grupo G, entonces el subgrupo mas pequeno que contiene a X,
denotado por (X), es llamado el subgrupo generado por X. También se puede
decir que X genera a (X).

Ejemplo 1.7. Consideremos el grupo diédrico Dy de orden 8, el grupo de
simetrias del cuadrado descrito en el ejemplo 1.1. Sabemos ademas por el
ejemplo 1.3 que las ocho simetrias se pueden expresar como elementos de Sy.
De hecho, Dy es un subgrupo de Sy, visto como

Dy={(1),(14)(23),(12)(34),(24),(13),(1432),(13)(24),(1234)},

donde todos los elementos, a excepcién de (14 3 2) y (123 4), son sus propios
inversos debido a su estructura ciclica, sin embargo (1 4 3 2) es el inverso de
(1234) y viceversa.

Maés ain, notemos que el conjunto A = {(1 3),(24),(14)(23),(12)(34)}
genera al grupo Dy4. Al multiplicar a cada uno de ellos consigo mismo resulta la
identidad, (1); y las siguientes composiciones generan los elementos faltantes
de D4.

(14)(23)(13)=(1234), (12)(34)(13)=(1432),
2)(34)(24) =(1234), (14)(23)(24)=(1432)

(24)(13)=(13)(24).
Resultando asi, (A) = Dj.

Si X consiste de un solo elemento a, entonces (X) = (a), es el subgrupo
ciclico generado por a. Si es un conjunto finito, X = {ay,as...,a,}, entonces
se escribe (X) = (ay,as...,a,) en lugar de (X) = ({a1,aq...,a,}).

Los elementos de (X) se definen por medio de todos los productos de la forma

Rl S e

donde x; € X, e; = £1 y m > 1, a éstos se les conoce con el nombre de
palabras en (X). Para concertar este concepto, se da el siguiente teorema.
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Teorema 1.4. Sea X un subconjunto de un grupo G. Si X = (), entonces

(X) =e; si X no es vacio, entonces (X) es el conjunto de todas las palabras
en X.

Demostracion. Si X = (), entonces el subgrupo e = {e} contiene a X,
deduciendo que entonces (X) = e. Si X no es vacio, consideremos a

W =A{a{2? . .2l |lr > 1, x; € X, e, = 1},

el subgrupo de todas las palabras en X. Entonces, W es un subgrupo de G que
contiene a X y cumple que e = x7'2; € W; lo que significa que el inverso de
un x € W es una palabra en W y a su vez para x,y € W el producto xy € W
es una palabra.

Como (X) es el menor subgrupo que contiene a X, entonces se tiene que
(X) cWw.

Por otro lado, todo subgrupo H que contenga a X debe contener a todas
las palabras de X. Por lo tanto, W < H, lo cual induce que W es el menor
subgrupo que contiene a X.

O

1.1.3. Clases laterales

Dado un subgrupo H de G y un elemento g € G, una clase lateral derecha
de H en G es el subconjunto de G

Hg = {hg|lh € H}

(una clase lateral izquierda es gH = {gh|h € H}). Al elemento g se le conoce
como el representante de Hg (al igual que de gH).

Ejemplo 1.8. Sea G = S3 y sea H = ((1 2)) = {(1),(1 2)}. Las clases
laterales derechas de H en G son:

H={(1),(12)};
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Las clases laterales izquierdas son:

H={(1),(12)k
(123)H = {(123),(13)};
(132)H ={(132),(23)}

Notese que las clases laterales son ajenas y que ademads, las clases izquier-
das y las derechas pueden ser distintas; por ejemplo H(12 3) # (12 3)H.

Una clase lateral Hg tiene muchos representantes; todo elemento de la
forma hg para h € H es un representante de Hg.

Lema 1.2. Sea G un grupo. St K C G y g € G, las siguientes afirmaciones
son equivalentes para todo elemento h € G:

i) h e (K)g
i) (K)h = (K)g

Demostracion. Que ii) implica i) es inmediato, ya que por ser (K) grupo,
tiene un elemento neutro e y por tanto, h = eh € (K)h = (K)g.

Por otro lado, si h € (K)g entonces h es de la forma h = kgg para algin
elemento ko € (K), por lo que

(K)h = (K)kog = (Kko)g = (K)g

debido a que (K) es un grupo. Por lo tanto, ) implica 7).
[

Definicién 1.4. Si H < G, entonces el indice de H en G es el nimero de
clases laterales derechas de H en G.

Definicién 1.5. Un subgrupo N de un grupo G se dice que es normal
en G, denotado por N < @G, si para toda ¢ € G, gNg=' = N. Donde
gNg~ ' ={gng~'[n € N}.
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Ejemplo 1.9. Consideremos nuevamente a Dy, el grupo de simetrias del
cuadrado, donde en expresién ciclica éste es:

Dy={(1),(14)(23),(12)(34),(24),(13),(1432),(13)(24),(1234)},

y sea
N ={(1),(14)(23),(12)(34),(13)(24)},

el subgrupo de D, compuesto por la identidad, las dos reflexiones sobre los
ejes que atraviesan a las aristas en su punto medio y la rotacion de 7.

Verifiquemos que es un subgrupo normal de D,. Es decir, debemos ver que
para cualquier v € Dy, N = yN~~L.
Por un lado, para todo n € N, n = n~!. Recordemos que ademés éstos

mismos son elementos de D,. Asi, se tiene que nyn~'=n & N.

Entonces, solo resta calcular que los productos (2 4)n(2 4), (1 3)n(1 3),
(1432)n(1234)y (1234)n(1432) representen elementos de N para toda
n € N. Nétemos que para toda v € Dy,

YA 2 3))y = (12)(34);

YA 2B 4))y = (14)(23);

YA 3)(24))y = (13)(24).

Si N es un subgrupo normal de un grupo G entonces la familia de todas las
clases derechas de N en G forman un grupo denotado por G/N = {Nz|z € G}.
Para Nz, Ny € G/N se define su producto como (Nz)(Ny) = N(xy) € G/N,
el inverso de cada Nz € G/N es Nx~! con 7! € G, por lo que su identidad
es el mismo subgrupo N de G.

Es més, si H < G y el indice de H en G es 2 (es decir, H tiene dos clases
derechas en G3), entonces H < G.
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1.1.4. Grupo de homomorfismos

Un homomorfismo es una funcién entre dos grupos (G, x) y (H, o), del tipo
v : G — H, si para todas a,b € G,

p(axb) = p(a) o p(b).

Es decir, un homomorfismo es una funcion entre dos grupos que preserva el
producto de los grupos. Por lo general no es necesario que ¢ sea inyectivo o
suprayectivo.

Ejemplo 1.10. Fijandonos en los ejemplos 1.1, 1.3 y 1.7, consideremos la
inclusion ¢ del grupo de simetrias del cuadrado en Sy, tal que ¢(r) = (1 43 2),
pla) = (14)(23),y p(c) =(24), éstos satisfacen que

pla)p(r) = (14)(23)(1432) = (24) = ¢(c) = p(ar).

Es decir, ¢ es un homomorfismo del grupo de simetrias del cuadrado en Sj.

Algunas propiedades del comportamiento de los homomorfismos, se
muestran a continuacion.

Proposicién 1.1. Sean ¢ : G — H y ¢ : H — K homomorfismos de grupos.
Entonces

(i) la composicion o @ : G — K es también un homomorfismo,

(ii) plec) = en, y para cada g € G, p(g~") = (£(9)) ™",

(i1i) para cada subgrupo A C G, p(A) es un subgrupo de H, asi como para
cada subgrupo B C H,

¢ '(B) ={g € Glg(g) € B}

es un subgrupo de G.
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Demostracion.

(i) Consideremos a,b € G. Entonces p(a b) = p(a) ¢(b), v p(a), p(b) €
H. Como v es también un homomorfismo, entonces ¢[p(a) p(b)] =

Plp(a)] Plp(b)] Por lo tanto,

Y op(ab) =1lp(ab)]
Ylp(a) p(b)]
[ o p(a)][t) o p(b)].

(ii) Es evidente que para cualquier elemento g € G,

plea)e(g) = vleay) = »(9)-
Dado que el elemento identidad de un grupo es unico, se sigue que
v(eq) = ey. Del mismo modo, para cualquier g € G,

(g7 )e(g) = vlg™'g) = plec) = en.

(iii) Sea A C G, veamos que ¢(A) es cerrado bajo el producto e inversos. Por
definicién, para cada h € ¢(A), hay una a € A tal que ¢(a) = h. Por el
inciso (i) tenemos que h™! = (p(a))™' = p(a™!) € p(A).

Consideremos hy, hy € ¢(A) tales que h; = ¢(a;) para i = 1, 2. Entonces
hihyt = p(a)p(az') = plaraz ') € p(A),

ya que aja,’ € A. Por lo tanto, p(A) es subgrupo de H.

La prueba de que para cada subgrupo B C H,

¢ '(B) ={g € Glo(g) € B}

es un subgrupo de G, es un procedimiento analogo.

O

Un homomorfismo biyectivo es llamado isomorfismo. Se dice que G y H
son isomorfos, denotado por G = H, si existe un isomorfismo entre ellos.

Definicién 1.6. Si en un grupo G se define un isomorfismo de GG en si mismo,
entonces a éste se le conoce como un automorfismo del grupo G. El conjunto
de todos los automorfismos de un grupo G es denotado por Aut(G) y a su vez
un grupo.
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1.1.5. Productos directo y semidirecto

Dados dos grupos A y B es posible crear un grupo apartir de ellos. La forma
mas simple es mediante una iteracién definida por el producto cartesiano de
éstos. Al grupo resultante se le conoce como el producto directo de dos grupos.

Como conjunto, el producto cartesiano de dos grupos A y B es el producto
Ax B ={(a,b)|la € A, be B}.
La operacién entre dos elementos de este conjunto se define como
(a,b)(a’,b") = (ad’, bb").

El elemento identidad de éste queda representado bajo e = (ea,ep), v el in-
verso del elemento (a,b) es (a=*,b71).

Ejemplo 1.11. Supongamos que A y B son los grupos de permutaciones de
n 'y p elementos, con n # p. Es decir, A =S, y B =5, con n # p.

Consideremos las parejas de permutaciones del tipo (o, 7), donde o € A y
7 € B. Dos parejas (0,7) y (0/,7") se componen por separado componiendo
losa€ Aylosbe B: (¢/,7)(o,7) = (¢'0,7'7). Por tanto, el grupo de per-
mutaciones creado por estas parejas es el producto directo A x B = 5,, X S,,.

Sin embargo, para que el producto directo de dos grupos resulte un grupo
éstos deberan cumplir la siguiente proposicién. (Su demostracion se puede ser
revisada en libros de teorfa de grupos como [19].)

Proposicién 1.2. Sea G un grupo con M y N subgrupos normales de G. St
MNN={e} y MN =G. Entonces G =M x N.

Para generalizar la proposicion anterior, supongamos que el grupo G tiene
un subgrupo H y un subgrupo normal N (H < G, N <G), tales que como en
la proposicién anterior G = NH y NN A= {e}.

Para z,y € G, © = nihy y y = nshs, el producto zy € G lo podemos
reescribir de la manera siguiente

Ty = n1h1n2h2 = nlhlnghfl . hlhg
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donde nyhinyhi' =n' € N yaque NGy hihy=h € H.
Para cualquier h € H, como N es un subgrupo normal en G|, la conjugacién

por h manda a N en sf mismo, induciéndose asi un automorfismo ¢" : N — N

que actua en los elementos de N como ¢"(n) = hnh~!. Asi, se define el

automorfismo ¢ : H — Aut(N), donde o(h) = ¢".

Definamos la siguiente operacién binaria de N x H como

(n1, ha)(ng, he) = (n', B')
= (n1h1n2h1_1> hihs)
= (m1¢" (n2), hihs),

que le dard una estructura de grupo, donde la identidad es el elemento
e = (eg, ex) y el inverso de cualquier elemento (n, h) es de la forma (n,h)~! =
(" (n~1), h~1). Este grupo recibe el nombre de producto semidirecto de H
por N correspontiente al homomorfismo de conjugacién ¢ : H — Aut(N) y
queda denotado por
G =N x, H.

Concluyendo entonces, el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Sea G un grupo. St N y H son subgrupos de G con N 4G,
tales que G = NH y HN N = {e}. Entonces hay un homomorfismo
o H — Aut(N), tal que G es isomorfo al producto semidirecto N x, H.

Demostracion. Notese que si G = NH y HN N = {e}, entonces toda g € G
se puede escribir de manera tnica como g = nh para algunan € Ny h € H.

Consideremos el homomorfismo ¢ : H — Aut(N) donde ¢ es como
antes, es decir, manda a cada h € H a un automorfismo de N definido por:
©"(n) = hnh~! para toda n € N. Entonces, para ni,ny € Ny hy,hy € H el
producto de dos elementos en N x, H se define como

(n1, h1)(n2, he) = (n1(n2)@" (na), hahy).

Ahora, definamos la funcién ¢ : N x, H — G como

(n,h) % nh.
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De tal manera que

Ol(n1, ha)(na, ha)] = G(n19" (na), hihy) = [n1p™ (n2)][h1hs]
= n1h1n2(hf1h1)h2

= (n1h1)(n2hs) = d(n1, hi)p(na, ha),

es un homomorfismo suprayectivo bien definido.

Para ver que ¢ es inyectivo, veamos que

¢(6N7 6H) = ENEH = €@,

siendo ésta la unica manera de expresar a e € (G, ya que en G hay un tnico
elemento identidad.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo entre N x, H y G.
]

Ejemplo 1.12. Consideremos el grupo diédrico D,, de orden 2n. El subgrupo
formado por todas rotaciones con centro de rotacion en el centro del n-agono
forman un grupo N de indice 2 en D,,, éste es un subgrupo ciclico y de orden
n generado por la rotacion r = 2w /n. Sea H el subgrupo de D,, de orden 2
generado por una reflexién j del grupo.

Es posible ver que se cumplen las hipétesis del teorema 1.5, es decir,
D, =NH y que NN H = {e} con H un subgrupo no normal en D,,. Ya que
el elemento j de H no conmuta con N y sélo se da la relaciéon jr = r=1j, que

1

se puede ver como jrj = = r~! que define al homomorfismo ¢ : H — Aut(N)

como ¢(j) = ¢’ y por ende, D, = N %, H.

Obsérvese que ¢"(n) = hnh™! deja fijo a toda n € N sélo si ¢ es el ho-
momorfismo identidad. En tal caso, corresponderia decir que H tambien es
normal en GG. Reduciéndose asi al producto directo como un caso particular
del producto semidirecto.

Definicién 1.7. Sean G un grupo y X un conjunto. Diremos que la accion
de G en el conjunto X es de la forma G x X — X, donde la imagen de (g, )
la denotaremos por gz y tal acciéon cumple que
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(i) ex = x para todo z € X,
(i) (9192)x = g1(ga) para todas g1, 92 € Gy x € X.

Dado G un grupo y X un conjunto, para cada x € X, se define al conjunto
G, ={9€Glrg=1x} <G,

como el estabilizador de x en G. El estabilizador de un conjunto X en un
grupo G es el conjunto de todos los elementos de G que dejan invariantes a
los elementos de X.

Sea H un subgrupo del grupo G, diremos que GG actua sobre H por medio

1

de conjugacién si la acciéon G x H — H manda a (g, h) — ghg~', para toda

geGyheH.

Definicién 1.8. Si la accion de un grupo G sobre sus subgrupos es por medio
de la conjugacién. Entonces, para cada H < G, al estabilizador de H en G (es
decir, aquel que deja a los elementos de H invariantes bajo conjugacion), se le
conoce como el normalizador de H en G. Descrito por

Neo(H)={g e GlgHg ' = H}

Entonces Ng(H) < Gy H < Ng(H).

En particular, si Ng(H) = G, entonces H < G.

1.2. Teoria de Graficas

En esta seccién se introducird terminologia béasica de teoria de graficas
que sera usada tanto en el siguiente capitulo como en el resto del texto. En
particular definiremos los grupos de automorfismos de un grafica, concepto
importante para el capitulo 6.
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1.2.1. Definiciones

Una grdfica G consiste de un conjunto y no vacio V(G) de vértices junto
con un conjunto E(G) de parejas no ordenadas de vértices llamadas aristas
de G. Si {u v} = e es una arista en E(G), para u,v € V(G), diremos que u
y v son vértices adyacentes, y que u y v son incidentes en e. (En caso de que
V(G) = 0 y por tanto E(G) también, entonces se dice que G es una grdfica
vacia).

También diremos que dos aristas del tipo {v u} y {v w}, u # w, son
adyacentes si comparten uno de sus vértices, v. El grado, §(v), de un vértice
v es el nimero de aristas con las cuales v es incidente. Equivalentemente, 6(v)
es el nimero de vértices con los cuales v es adyacente, es decir,

0(v) = {u e V(G){u v} € E(G)}.

Decimos que G es regular de grado r o r-regular si para cada vértice v
de G se tiene que d(v) = r. A los vértices de G que son adyacentes a
u € V(G), se les conoce como los vecinos de u. Estos describen al conjun-
to N(u) = {v € V(G)|{u v} € E(G)}, que recibe el nombre de vecindad de u

Si los vértices de G estan etiquetados, se dice que G es un grdfica etiquetada.

En esta tesis trabajaremos sélamente con graficas sin aristas multiples (con-
juntos de dos o mds aristas que conectan al mismo par de vértices), ni lazos
(aristas que conectan a un vértice con el mismo). A este tipo de graficas se les
conoce con el nombre de grdficas simples.

Ejemplo 1.13. Sea GG una grafica definida por:
V(G) = {,Ula V2, U3, U4}

E(G) = {{v1 va}, {va vs}, {vz v1}, {v1 va}}

Entonces G podra ser representada por cualquiera de los dibujos en la Figura
1.3.
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Lz

Vi

(@) (b)

Figura 1.3: Representaciones de la grafica G

Las cardinalidades |V (G)| y |E(G)| denotaran el orden y el tamafno de la
grafica respectivamente y por lo general si |[V(G)| =py |E(G)| = ¢, diremos
que G es una (p, q)-grafica.

Una grafica H es una subgrdfica de Gsi V(H) CV(G)y E(H) C E(G). Si
V(G) =V(H)y E(H) C E(G), entonces H es una subgrdfica generadora de
G. Para cualquier () # S C V(G), la subgrafica con todas las aristas de E(G)
que hacen adyacentes a los vértices en S es llamada subgrdfica inducida de G.

Parav € V(G) vy |V(G)| > 2, G — v dentora a la subgrafica cuyo conjunto
de vértices es V(G) — {v} y cuyas aristas son todas las de G que no inciden

env. Parae € E(G), V(G —¢e)=V(G)y E(G—¢) = E(G) —e.

Si G y K son dos gréficas, la union de G y K, denotada por G U K,

es la grafica con conjunto de vértices V(G) U V(K) y conjunto de aristas
E(G)UE(K).

Nota: Para esta tesis, trabajaremos con graficas G y K, cuyos vértices
estaran etiquetados de tal manera que V(G) = V(K) pero E(G) podra ser
distinto de E(K). La unién G U K se definira identificando los elementos cor-

respondientes de V(G) y V(K') combinando las adyacencias determinadas por
E(G)y E(K).

Diremos que F' C E(G) es independiente si para cualesquiera fi, fo € F,
f1 no es adyacente a fy. (El conjunto formado por una tnica arista es
independiente.) Un apareamiento M es un conjunto independiente de aristas.
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Un camino en una grafica G es una sucesion de vértices (vg, vy, ..., v,) = C
donde v; € V(G),i € {0,1,...,n} y{v; viz1} € E(G),1 €{0,1,....,n—1};n
representa la longitud del camino. Si vy = v,,, se dice que el camino es cerrado.
Si en el camino no se repiten vértices, entonces a este camino se le conoce
como trayectoria y la denotaremos por 7;,. Un ciclo es un camino cerrado tal
que solo vy = v, con n > 3 vértices diferentes, denotado por C,.

Si G es una grafica tal que para cualesquiera u,v € V(G) se tiene que
{u v} € E(G) entonces llamaremos a G una grafica completa y se deno-
tard como K, donde p es el orden de G. K, representa a la gréfica conocida
como grdfica trivial.

Una grafica G bipartita es aquella cuyo conjunto de vértices es partido en
dos conjuntos X y Y ajenos, de tal manera que cada arista de G tiene uno de
sus extremos en X y el otro en Y. Si todos los vértices de X son adyacentes
a todos los de Y y si |X| = m y |Y| = n, entonces diremos que G es una
grafica bipartita completa y la denotaremos por K,,,. Un caso particular de
esta dltima, es la K, la grafica estrellada con (n + 1) vértices y n aristas
(figura 1.7).

Una gréfica G es conezxa si para cualquier pareja u,v € V(G) existe una
trayectoria en GG que conecta a u con v. Una componente de G es una sub-
grafica conexa maxima (por contencién) de G.

Dadas dos graficas G; y Ga se dice que son iguales si V(Gy) = V(Ga) y
E(G1) = E(G3). Asi mismo, diremos que son isomorfas (G; = G9) si existe
una funcién ¢ : V(Gy) — V(G2) biyectiva, tal que ¢ preserva la adyacencia.
Esto es, {u v} € E(Gy) siy sélo si {¢(u) p(v)} € E(G,); tal funcién es un
isomorfismo de grdficas.

Sea K un conjunto de aristas de la grafica GG. Al aplicar un isomorfismo ¢
sobre la grafica, el conjunto K se ve modificado de la siguiente manera

p(K) = {{e(i) () }{ij} € K}
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1.2.2. Grupo de Automorfismos de la grafica

Cada grafica tiene asociado un grupo, conocido como el grupo de
automorfismos o de simetrias de la grafica.

Un automorfismo de una grafica G es un isomorfismo de la gréfica en si
misma, es decir, a cada vértice v € V(G) lo manda a un vértice w € V(G),
preservando su adyacencia. El conjunto de todos los automorfismos de G for-
man un subgrupo del grupo de permutaciones en Sy (), I'(G), que correspon-
den a las permutaciones del conjunto V(G); a éste, se le conoce como el grupo
de automorfismos de G.

Obsérvese que un automorfismo de GG, ademés de ser una permutacion de
V(G), también induce una permutaciéon de F(G) de una manera simple.

Ejemplo 1.14. Sea G la grafica de la figura 1.4 y I'(G) su grupo de
automorfismos.

b b

Figura 1.4: Gréfica G
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Los elementos de I'(G) son:
e ©0(0) = 0, ya que cualquier vértice v # 0 en V(G), dg(v) # d¢(0) = 5.

e o, que permuta al conjunto {1,2,3,4,5}, ya que estos vértices son los
tnicos en V(G) que tienen grado tres y son vecinos de uno de grado cinco. Es
decir, para cada 1 < i <5 ¢,(a;) = a; v @x(b;) = bj, o bien ¢,(a;) = b; y
©.(b;) = a; para toda j # i.

A la grafica G cuyo tnico automorfismo es la permutacion identidad sobre
V(G), es decir el trivial, se le conoce como una grdfica idéntica. Un ejemplo
de este tipo de gréfica es el siguiente (figura 1.5)

Figura 1.5: Ejemplo de grafica idéntica.

Otros ejemplos del grupo de automorfismos de gréficas, que de hecho
serviran de herramienta para la solucion de uno de los teoremas principales de
ésta tesis, son los siguientes.

Ejemplo 1.15. Sea G = T, la trayectoria de longitud n (con n aristas y
n + 1 vértices). Por definicién de trayectoria, todos los vértices, excepto los

o o o o o - - 0—0
€. e e e. €

Figura 1.6: Trayectoria T}, de longitud n.

extremos (o vértices terminales), de la gréfica tienen grado 2. De tal manera
que el tnico automorfismo ¢ € I'(T,,), distinto de la identidad, que tiene esta
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grafica es el automorfismo que intercambia a cada arista con la que estd en
posicién simétrica (respecto al centro) con ella.

En caso de que n sea impar [par], entonces tendremos una arista e € E(G)
[un vértice v € V(G)] central, tal que p(e) = e [¢(e;) = e; donde e; es la arista
en posicion simétrica con e;]. Por lo que podemos concluir que I'(T,) = Z,.

Por 1ltimo,

Ejemplo 1.16. Sea G = K, la gréifica estrellada de n aristas, todas
incidentes en un mismo vértice (todas comparten un vértice).

2O O 5

—

Figura 1.7: Gréfica estrella K , con n aristas.

En este caso, dado que todas las aristas tienen grado 1 en uno de sus ex-
tremos y n en el otro, el grupo de automorfismos de esta grafica estara definido
mediante cualquier permutacién de las n aristas. Siendo asi, I'(K; ,,) = S,.



Capitulo 2

Graficas de Cayley

En este capitulo estudiaremos una familia de gréaficas conocida como grafi-
cas coloreadas de Cayley asociada a los grupos simétricos, herramientra pri-
mordial para definir al graficaedro. Ademas de dar su definicién, también ver-
emos sus grupos de automorfismos y ejemplos relevantes para la comprension
de la construccion del graficaedro.

2.1. Definicion

Sea G un grupo y X = {x1,zs,..., 7} C G un conjunto de G, que no
incluye a la identidad e pero es tal que para cada z € X, tenemos que z7! € X.
Describiremos a la grdfica coloreada de Cayley de G, denotada por G(G, X)
como aquella grafica cuyos vértices son los elementos de G y dos vértices v y w
en G(G, X) determinan una arista de G(G, X)) si y s6lo si w = x;v con z; € X.
Es decir, por cada elemento z; € X asignaremos un color, digamos el color 1,
a la arista {v w}.

En particular, en este trabajo el conjunto X es tal que para cualquier x € X

se tiene que 2% = e.

A continuacién, se construiran en especifico unas graficas de Cayley, que
seran utilizadas a lo largo de la tesis, a las que nos referiremos simplemente
por graficas de Cayley.

31
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Sea G una (p,q)-grafica simple con V(G) = {1,...,p} su conjunto de
vértices y E(G) := {eq,...,e,} el de aristas, donde p > 1y ¢ > 0 (si ¢ =0,
entonces E(G) = ).

Para cada e = {i j} arista de G, definamos 7. := (i j) € Sy (). Es decir,
T. es el elemento del grupo de permutaciones de los vértices de G que mueve
exactamente a los vértices de la arista e. Notese que en general 7, no va a ser

un automorfismo de G. El conjunto de las transposiciones determinadas por
todas las aristas de GG se denotara por

TG = {Ters s Tey }-
Equivalentemente, dado K C E(G) definiremos a 7 := {7.|]e € K}.

Nétese que si K # (), T es un subconjunto del grupo de permutaciones
de los vértices de (G, al cual no pertenece la identidad pero si es cerrado bajo
inversa, ya que el inverso de una trasposicion es ella misma.

Si G es una gréfica no vacia, (|V(G)| = p) entonces definimos la gréfica
de Cayley asociada a G, G(S,,7s), como la grafica cuyos vértices son las
permutaciones de los vértices de GG, en la cual, dos permutaciones ¢ y  son
adyacentes si y solo si 0 = 7,7 para algtin ¢; € E(G).

Si K = () definimos a G(S,, Tx) como la grafica vacia cuyos vértices son
los elementos del conjunto de permutaciones de los vértices de G.

Ejemplo 2.1. Sea G la trayectoria de longitud dos, definida por

V(G) ={1,2,3} v E(G)={{12},{23}} = {e1, €2}

1 2 3
o o o

Figura 2.1: Trayectoria T5 de longitud 2.

Ast, Tg = {7, e, } = {(1 2),(2 3)} (subconjunto de S3). Los vértices de
G(Ss,7¢;) son precisamente (1), (12), (1 3),(23), (12 3), (13 2) (los elementos
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de S3) y

(1) adyacente a (2 3) ya que (2 3)(1) = (2 3),

(2 3) adyacente a (12 3) ya que (1 2)(2 3) = (1 2 3); siguiendo con la sucesion,
(12 3) adyacente a (1 3) yaque (23)(123)=(13),y
(12)(13)=(132),(13)(132)=(12)y (12)(12)=(1).

Note que las subgraficas generadoras de G, G., y G.,, que tienen
solo a la arista e; y a la arista ey, respectivamente, inducen conjuntos
ajenos en G(S3,7q). Es decir, si pintamos a e; de color azul, asignando
el color azul a 7., = (1 2) entonces, la operacién ¢ = 7.7 induciria
la subgrafica pintada de azul de G, es decir, la formada por las aristas
{{(23) (123)},{(13) (132)},{(12)(1)}}. De manera analoga, si pintamos
a la arista ey de color rojo, asignando el color rojo a 7., = (2 3) entonces, la
operacién o = 7.,7 induciria la subgrafica roja de G, es decir, la formada por

las aristas {{(1) (23)},{(123) (13)},{(132)(12)}}, donde 0,7 € S;.

Resultando la grafica:

(1) (2 3)

(12) (123)

(132) (13)

Figura 2.2: Gréfica de Cayley G(Ss, 7).

Dado que G(S,, 7x) queda determinada en forma tnica por la estructura
de la grafica (base) G, en adelante denotaremos a G(S,, 7x) simplemente por
Gg(G).

Los siguientes resultados tienen como objetivo describir algunas propiedades

de G(G)
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Lema 2.1. Sea G una (p, q)—grdfica. G es coneza si y sélamente si T genera
aS,.

Demostracion. Sabemos que toda permutacién es producto de transposiciones
(teorema 1.1) y que 7 se define por las transposiciones determinadas por las
aristas de G (no necesariamente contiene a todas las transposiciones en S,).
Entonces, supongamos que G es una grafica conexa y veamos que 75 genera a
Sp; es decir, basta probar que cualquier transposicién en S, puede expresarse
como producto de transposiciones de vértices adyacentes.

Sea T € S, una transposicién de la forma 7 = (i j). Supongamos que {7 j}
no es un elemento en E(G) (ya que de otra forma, si {i j} € E(G) entonces se
conculirfa la demostracién). Recordemos que G es una grafica conexa si y sélo
si para todos u,v € V(G), existe una trayectoria en G que conecte a u con v;
con esta idea, consideremos una trayectoria en GG que comience en el vértice
1 y termine en el j definida, digamos, por la sucecién de vértices adyacentes:
i:vl,vg,...,vs :]

De tal manera que 7 se puede representar como

(i 7) = (v1 vs) = (v1 V2) (V2 V) - - - (Vs—1 Vs)(Vs—1 Vs—2) - - - (V3 V2) (V2 V1),

un producto de transposiciones definidas por vértices adyacentes. Asi, hemos
probado que 7 genera a S),.

Ahora, supongamos que 7 genera a .S,. Para probar que G es una grafica
conexa, basta encontrar que para cualesquiera u, v € V(G) podemos encontrar
una (u, v)-trayectoria en G.

Sea 0 € S, recordemos que si o es un r—ciclo, entonces por el teorema 1.1
o= (x1 9 ... x,) = (x1 2) (1 1) ... (1 X2).

Por otro lado, como 75 genera a S,, toda permutaciéon en S, se puede
representar como producto de transposiciones de 7. En particular, para cada
(r1xy) con 1 <n<r

(1 2,) = (V1 V2)(V2 V3) = -+ (Vs—1 Vs)(Vs—1 Vs—2) - - - (V3 V2) (V2 V1)

donde vy, v9,...,vs es una sucesion de vértices adyacentes en G; por lo que
(21 ) define una (vy, vs)-trayectoria de G. Luego,

(361 In+1) = (wl wz)(w2 wg) e (wk—l wk)(wk—l wk—2) T (w3 wz)(w2 wl);
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notese que si vy = w;, para algin 1 < ¢ < k, entonces se tiene que
{v1 w1} € E(G) y ésta es adyacente a {v; v} € E(G), generando asi una
(wj, v, )trayectoria en G. Sin embargo, veamos que si v; # w; para toda
1 <i <k, se sigue que v; = u; donde u; € V(G) pertenece a una sucesién
de vértices adyacentes en G definida por (x; z,_,,) con 1 < m < s —m
definiendose {v; u;} € E(G) y por consiguiente una (u;, v,)—trayectoria en G.

Asi, el producto (x1 x,.) (z1 1) ... (x1 x2), desarrollado como producto
de transposiciones de 75, define una unién de trayectorias en GG tal que cada dos
comparten al menos un vértice de GG. Creando de esta manera, una trayectoria
entre cualesquiera dos vértices u,v € V(G) de GG, razén necesaria y suficiente
para ver que GG es un grafica conexa.

U

Nota: Del lema anterior se sigue que la grafica G es conexa si y sélo si
G(G) es conexa.

Denotaremos por

Ta = (Teys -3 Te,)

al subgrupo de S, generado por 7. Entonces, por el lema anterior cuando G
es conexa Tg = S),.

Con los lemas que se presentan a continuacion, se enunciaran propiedades
bésicas de las graficas de Cayley G(H) asociadas a las subgraficas generadoras
H de G.

Lema 2.2. Sea G una (p,q)grifica conera y sea H una subgrifica de G.
Entonces H es una subgrdfica generadora de G si y solo si G(H) es subgrdfica
generadora de G(G).

Demostracion. Sea H una subgrafica generadora de (. Entonces se tiene
que V(H) = V(G) y ademas E(H) C E(G). De la primera se sigue que
VIG(H)) = 5 = V(9(G)).

Ahora, sean o y v dos permutaciones adyacentes en G(H ). Es decir, existe

T = (ij) €S, tal que 0 = 77y, con ¢ y j son dos vértices adyacentes en H.
Como H es subgréfica generadora de GG, entonces ¢ y j son también vértices
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adyacentes en G, lo cual implica que o y v son adyacentes en G(G). Asi,
E(G(H)) C E(G(G)) y como ademas V(G(H)) = V(G(G)). Podemos concluir
que G(H) es subgréfica generadora de G(G).

Por otro lado, supongamos que G(H) es subgrafica generadora de G(G).
Entonces, V(G(H)) =V (G(G)) y E(G(H)) C E(G(G)). Tanto V(G(H)) como
V(G(G)), corresponden al conjunto de permutaciones de los vértices de H y
G respectivamente. Entonces |V (G)| = |V(H)| y porlo tanto V(H) = V(G).

Ahora bien, para concluir, falta ver que E(H) C FE(G). Para ésto
consideremos dos vértices adyacentes ¢ y j en H, éstos determinan que
cualesquiera dos vértices o y 7 de G(H) son adyacentes, de 0 = (i j)v. Pero
la contencién E(G(H)) C E(G(G)), implica que ¢ y j también son adyacentes
en G. Por lo tanto, E(H) C E(G).

]

En general, conforme a la definiciéon de la unién de graficas dada en la
seccion anterior, dadas dos gréficas G y H, G(G) U G(H) es la grafica cuyo
conjunto de vértices es V(G(G)UG(H)) = V(G(G))UV(G(H)) = Sv)USv )
y cuyo conjunto de aristas es E(G(G) UG(H)) = E(G(G)) U E(G(H)). Ob-
servemos que si V(G) = V(H), entonces Sy () = Syu) (es decir, en la unién
se estan identificando vértices iguales). De igual forma, si una misma arista
pertenece tanto a G(G) como a G(H), en la unién dicha arista aparece una
sola vez.

Ejemplo 2.2. Consideremos a G = T} la trayectoria descrita en el ejemplo 2.1,
y a H = G, la subgréfica generadora tal que E(H) = {e;}. Asi, G(G) corre-
sponderia a un hexdgono y G(H) serfa una grafica descrita por el apareamiento
de las aristas azules del hexagono.

Lema 2.3. Si G es una (p, q)-grdfica con ¢ > 2 entonces G(G) = UG(G k) con
G subgrdfica generadora propia de G.

Demostracion. Por el lema 2.2, para toda GG subgrafica generadora propia de
G, su grafica de Cayley G(Gk) es una subgréfica generadora de G(G). Lo que
implica que toda grafica G(G) estd contenida en G(G) y por ende la unién
de ellas también. Es decir UG(Gk) C G(G).
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Para probar la otra contencion, recordemos que por ser G(G ) subgrafica
generadora de G(G), entonces V(G(G)) = V(G(Gk)) = V(UG(Gk)). Asi que
sélo falta ver que cualquier arista de G(G) es arista de UG(G ).

Consideremos ahora a 0,7y € V(G(G)) adyacentes, de tal forma que o = 7.7y
para alguna e € E(G). En particular como ¢ > 2, a G{¢; es una subgrafica
generadora propia de G, tal que o y vy son adyacentes en G(Gy.y). Por lo tanto,
oy v son adyacentes en UG(G k). Concluyendo asi que G(G) C UG(Gk).

U

Note que en el lema anterior, fue necesario pedir que ¢ > 2 dado que este
resultado es falso si G tiene tamano 1 o 0, debido a que en esos casos, las
subgraficas generadoras propias de GG son vacias o inexistentes.

Ejemplo 2.3. Consideremos nuevamente la trayectoria de longitud dos en la
figura 2.1, y las subgraficas generadoras propias G., vy G., de ésta:

Figura 2.3: Subgraficas generadoras propias G, y G, de 1.

Por la proposicién anterior, se tiene que G(G) = G(Ge,) UG(G,,), como se
puede ver a continuacién:

(1) (23) (1) (23) (1) (2 3)

oO———0
=(12)/ (123) U(12>\ (127
oO—0

(132) (1 3) (132) (13) (132) (13)

Figura 2.4: G(G) = G(Ge, ) U G(Ge,).
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Veamos ahora que dadas dos graficas isomorfas, sus correspondientes
graficas de Cayley son isomorfos. Es decir,

Lema 2.4. Si G y H son dos (p, q)-grificas isomorfas entonces G(G) y G(H)
son grdficas isomorfas.

Demostracion. Sean Gy H dos (p, q)-gréficas isomorfas, entonces existe un
isomorfismo ¢ : V(G) — V(H) de manera tal que si {u v} es una arista de G,
{¢(u) ¢(v)} es una arista en H.

Sea @ : V(G(G)) — V(G(H)), dado por ®(c) = ¢o¢~! para cada
o€ S, =V(G(Q)).

Es féacil ver que ® esta bien definida. Si tenemos que ¢ = v € S,, como
¢, 0 y v son funciones biyectivas, entonces

O(0) = go¢~" = g9~ = (7).
Resultando que ®(0) y ®(y) son elementos de S,.

Para mostrar que ® es inyectiva. Consideremos o # ~, permutaciones de
los vértices de G, entonces existe un v € V(G) tal que o(v) # v(v). Lo que

implica que ¢(a(v)) # ¢(y(v)). Pero
¢(o(v)) = pop™ (¢(v)) y ¢(7(v)) = ¢y~ (6(v)).

Por lo tanto, existe un elemento ¢(v) tal que su imagen bajo ®(o) y ®(7)
es diferente. Concluyendo asi que ®(o) # ®() con lo que hemos probado la
inyectividad.

Por otro lado, para la suprayectividad. Sea ¢’ € V(G(H)) y definamos
o:=¢ 'o'p € S, entonces

®(0) = P(¢~0'9) = d(¢~0'9)o = o

Por tltimo, falta ver que en efecto preserva adyacencias. Sean o y v dos
permutaciones adyacentes en G(G), por definicién existe 7 = (i j) tal que
o =717, con iy j vértices adyacentes en GG. Entonces,

®(0) = ®(1y) =p(17)¢™"
=(¢7¢™)(0797")
=0(7)®(y)



CAPITULO 2. GRAFICAS DE CAYLEY 39

Obteniendo que ®(0) = ®(7)P(y). Donde ®(7) es simplemente la transposi-
cién conjugada a 7 bajo el isomorfismo ¢, definida por la arista {¢(i) ¢(j)} €
E(H). Es decir, (o) y ®() son dos permutaciones adyacentes en G(H). Por

lo tanto, ® define un isomorfismo entre las graficas G(G) y G(H).
U

Consideremos el siguiente ejemplo importante.

Ejemplo 2.4. Sea G la trayectoria de longitud tres definida por V(G) =
{1,2,3,4} ylas aristas e; = {1 2}, ea = {2 3}, e3 = {3 4} € E(G).
Consideremos las subgraficas generadoras: Gy, Ge,, Ge, Ge, es-

1 2 3 4
o, O O o]
i 2 3 4 1 2 3 4
o o] o] o oO——0 o o
1 2 3 4 1 o 3 4
o O————0 o oO——0 oO—0

Figura 2.5: Arriba: T3. Abajo: Gy, Ge,, Gey Ge; -

Las graficas de Cayley para cada una son:
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40
1 2 3 4 1 2 3 4
o o] o o o0——o o o
(1 23 (243) 24 (1) 23) (243) 24
o] o o o / \
(12)° (123)°  (1243)0 (124)0 (12) (123) (1243)/ (1;}
] o o] o] o0———0 o———0
(132) (13) (13)24) (1324) (132 (13) (13)2 4) (1324)
(34) 234 (1432) (142 34 234 (1432) (142
o] o o o / \
(123 4° (12340 (143)0 (14)0 (12)34) (1234 (143)/ (;4\):
o o o o o——o o——o0
(1342) (134 (1423) (14)23) (1342 (134 (1423) (14)(23)
1 2 3 4 1 2 3 4
o] oO——-oO0 o] o0——-oO0 oO—0
1 (23) 243) 24 ) 12y @4 1249 @13 132)
12) 1239 (1243 (124
\ / \ / (34) (12)(34) (243) (1243) (143) (1432)
(132) 13) 1324 (1324

34 (234) (1432) (142)
O———0 o———o0

(1 2)(34)\ (12i7> (1 43)\ (17

(1342) (134 (1423)  (14)23)

23) (123) (14 (142 (1324 (132D

[ ]

(243) (1243) (134) (1342) (14)(23) (1423)

Figura 2.6: Graficas de Cayley de las subgréficas Gy, G, , G., respectivamente.

Obsérvese que en general, cada vértice de G(G) es adyacente a tantos
vértices como aristas tenga G, por lo que si GG es una grafica de tamano g,

G(G) es un grafica g-regular.
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2.2. Automorfismos de la grafica de Cayley

En esta seccién estudiaremos el grupo de automorfismos I'(G(G)) de cada
grafica de Cayley G(G). Demostrando el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Los grupos S, y I'(G) actuan como automorfismos de la grdfica

g(G).

Demostracion. Recuerde que un automorfismo de una grafica G es un
isomorfismo de la grafica en si misma, que preserva adyacencia.

Sea a € S, y a partir de ella definamos el homomorfismo 1, : G(G) — G(G)
de tal manera que para cada o € V(G(G))

Vo(0) = oa,

a lo que se le conoce como accién “multiplicacion por la derecha”. Notemos
primero que 1), estd bien definido; o,v € V(G(G)) son adyacentes en G(G) si
y s6lo si 0 = 7,7 para algun e¢; € E(G). Entonces,

Ya(0) = 0a = (Te7) = Te, (V) = Te, 00 (7)

lo que indica que 1, preserva la adyacencia entre las imégenes de dos vértices
adyacentes. Ademds, vease que 1), es biyectivo, ya que estas es una accién de
a en S,

Demostrando que cada elemento de \S), define un tnico automorfismo de la
grafica G(G), que intercambia componentes de G(G) definidas por el mismo
conjunto de aristas en la grafica GG; modificando las etiquetas de dos vértices
adyacentes o y 7, por sus respectivas imagenes oo y ya, vértices adyacentes
en otra componente definida por un mismo conjunto de aristas de G.

Sea {9a}acs, €l conjunto de todos los automorfismos definidos de ésta
manera. Note que las siguientes afirmaciones son ciertas para cada o €

V(G(G)).

(i) Yay(o) = o,
(i) Yo 09p(0) = Ya(¥s(0)) = Yaloh) = ofa = Ysa(0),
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(iil) ¥a 0 ha-1(0) = Ya(Va-1(0)) = Yaloa™) = ca™ta =0 =Y (o).

Lo que se conoce como accién del grupo S, en la grafica de Cayley G(G).

Lo que implica que {4 }aes, forma un grupo. Mas aun, la funcién n : S, —
{¥a}aes,, que asocia a cada o € S, con su correspondiente funcién 1,, es un
isomorfismo de grupos. Es decir, S, = {14 }aes,. En otras palabras

S < T(G(G)).

Por otro lado, dado un automorfismo ¢ € I'(G) de la grafica G, definimos
al homomorfimo v, : G(G) — G(G) de tal manera que actua en cada
o€ V(G(G)) como:

P,(0) = po.
la accion “multiplicacién por la izquierda”.

A su vez, si 0 = 7,7, entonces

V(o) = po = o7y =97, (0 @)Y
=(pTe, 0 )y
=Te; 07 = Te; (),

con 7., = @1, ', donde e; € E(G) es la imagen bajo ¢ de ¢; € E(G).
Probando asi, que v, queda bien definido, preservando la adyacencia de las
iméagenes 1,(0) v ¢, () por medio de la transposicién conjugada a 7.

Nota: Dado que I'(G) es subgrupo de S, entonces, la accién de sus ele-
mentos sobre los de G(G) queda definida correctamente de manera biyectiva.

De manera andloga al caso de o € S, el conjunto {1, }er(e) resulta ser
un grupo. Asi mismo, la funcién 0 : I'(G)) — {9, }ser(@) que asocia a cada
p € I'(G) con su correspondiente funcién v, es un isomorfismo de grupos. Es
decir, I'(G) = {4} per(c). Por tanto

I'(G) <T'(G(G)).
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Por medio de esto, dado un conjunto de aristas K de la grafica G y un
automorfismo ¢ de G se define al conjunto 7 x) como:

P K=0
oo {QOT€1Q0_1, R 807-61680_1} K = {61, Ce €k}

Ejemplo 2.5. Sea (3, el ciclo de longitud 3 (izquierda de la figura 2.7), cuyas
aristas son

eg ={12}, e ={23}, e3={31}

Entonces, su grafica de Cayley queda representada como la figura de la derecha,
donde sus vértices son los elementos de S5 y

Tey, = (12), 7o, =(23), Te, = (31) = (1 3)

(1) (2 3)

(12) (123)

(132) (13)

Figura 2.7: Ciclo C3, de longitud 3 y G(Cs).

Si pintamos las aristas ey, e, e de colores azul, rojo y verde respectiva-
mente. Asignando el color azul a 7., = (1 2), el rojo a 7., = (2 3) y el verde a
Tes = (1 3) entonces, la operacién o = 7.,y con 1 <i < 3y 0,7 € S3, induciria
trazar de azul las aristas {{(23) (123)},{(13) (132)},{(12)(1)}}, de rojo
las aristas {{(1) (23)},{(123) (13)},{(132)(12)}} y de verde las aristas

{13) (M} {(23) (132)},{(123) (12)}}.

Consideremos el automorfismo ¢ € I'(C3) de la grafica C3, que modifica a
la grafica permutando a los vértices bajo la funcién (1 2 3) = ¢ como en la
figura 2.8.
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Figura 2.8: C3 (izquierda) ¢(C3) (derecha).

Este induce al automorfismo 1, de manera tal que para toda o € Ss,
w(l 23)(0’) = (1 2 3)0’,
y también,

PTe 0t = (123)(12)(132) = (23) = 7o,
OTe,p P = (123)(23)(132) = (13) =1,
PTep = (123)(13)(132) = (12) =7,

resultando la grafica:

(1) (23) (123) (12)

(12) (123) (13) (132)

(132) (13) (1) (2 3)

Figura 2.9: G(C3) (izquierda) 1,(G(C3)) (derecha).

En adelante se hard abuso de notacion y en lugar de tomar a la funcién v
se considerard simplemente a los elementos a € S, y ¢ € I'(G).



Capitulo 3

Politopos abstractos

Dado que el objetivo de la tesis es estudiar una generalizacién del
permutaedro II,, politopo n dimensional, en este capitulo se definirdn las
propiedades que debe cumplir todo politopo abstracto asi como su grupo de
automorfismos o simetrias, con la finalidad de obtener suficiente herramienta
para caracterizar al graficaedro. (Parte de la informacién estudiada en este
capitulo se puede hallar en [15] y en [10].)

3.1. Definiciones

Dado un conjunto A, una relacién < en A determina un orden parcial si
< es reflexiva (a < a), antisimétrica (si a < by b < a, entonces a = b)
y transitiva (si a < by b < ¢, entonces a < ¢). Dada ésta relacién en A,
se dird que la pareja ordenada (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado
(copo). Si A, ademés de ser copo, cumple que dados cualesquiera dos elementos
a,b € A son comparables en el orden <, es decir, se cumple que a < b o bien
b < a (dicotomia), entonces diremos que A es un conjunto totalmente ordenado
(coto).

Un politopo abstracto de rango ¢, o simplemente un g-politopo, es un copo P
dotado de una funcién monétona estricta de rango {—1,0, ..., ¢}. Los elementos
del copo se llamaran caras de P, o bien, j-caras si su rango es j, por lo general
una j-cara es denotada por Fj. Las caras de rango 0,1 y ¢ — 1 usualmente son
llamadas vértices, aristas y facetas del politopo P, respectivamente.

45
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Se dice que dos caras F'y G de P son incidentes si FF < G o G < F.

Ademéas un g—politopo abstracto debe satisfacer las siguientes cuatro
propiedades:

(P1) P consta de una cara minima (de rango —1) y una cara maxima (de rango
q), denotadas por F_; y F,, respectivamente (llamadas caras impropias

de P).

(P2) Se define una bandera como una cadena (es decir, un subconjunto de
P totalmente ordenado) maximal que debe tener exactamente q + 2
elementos. Incluyendo las caras F_; y Iy.

(Nétese que por definicién () es una cadena (de longitud -1)). Denotaremos
por B(P) al conjunto de todas las banderas de P. Dos banderas son adyacentes
si difieren en exactamente una cara; son j—adyacentes si tal cara tiene rango

J.

(P3) Cualesquiera dos banderas ® y ¥ en P, son conectables por medio de
una sucesion de banderas ® = &y, P,..., P, = VU, tales que cada dos
banderas sucesivas ®;_; y ®; son adyacentes y ® N ¥ C &, para toda i.
Siendo ésto asi, se dice que P cumple con la propiedad de ser fuertemente
conexo por banderas.

(P4) Finalmente, se pedird que P cumpla una condicién de homogeneidad
(frecuentemente llamada propiedad diamante), que establece que si F'
y G son caras incidentes (F' < G) de P, con ran(F) = j—1y
ran(G) = j + 1, entonces existen exactamente dos caras H con ran-
go j tales que ' < H < (.

Ejemplo 3.1. El siguiente diagrama (figura 3.1) representa graficamente los
conceptos anteriores, reflejando al tetraedro como un copo.

Para cualesquiera dos caras 'y G de un politopo P tales que F' < G, el

conjunto de caras
G/F ={H € P/F < H <G},
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LYy Ly LD Ly
Pl e RNy
Ly & 2y
TR =T
APV
Y

Figura 3.1: Latiz de caras del tetraedro.

1G]

es llamado una seccion de P. Dado Fj, un vértice, entonces la seccién F,/F;
representa a la figura de vértice de Fy, donde Fj es la cara maximal de P.
Noétese que toda la seccién G/F de un politopo P es a su vez un politopo y
tiene rango ran(G/F) = ran(G) — ran(F) — 1.

Sea P un ¢-politopo y sea ® una bandera de P. La propiedad diamante nos
dice que para i € {0,...,q — 1} existe exactamente una bandera que difiere
de ® en la i-cara. Tal bandera es llamada la bandera i-adyacente a ® y se
denota por ®'. Mds aun, se define &/ = (®*)/ y extendemos la notacién por
induccién, es decir @0 1roik = (@01l )ik,
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Noétese que para

i,j€{0,1,...,q— 1} (&) =,
ysili—jl>1 &%=

Denotamos por (®); a la i-cara de la bandera ®. Nétese que (®); = (D7),
si y solo si i # j. Por conveniencia, omitiremos las caras impropias cuando
describimos una bandera (dado que todas las contienen), por lo que una
bandera ® puede ser denotada por {(®)g, (P)1, ..., (P)s—1}. Dos i—caras de P,
Fy F', son adyacentes si existe una bandera ® tal que (®); = F' y (®'); = F".

Para un ¢-politopo P, vy 0 < k < ¢ — 1, se define el k—esqueleto de P
como un copo que consta de todas las caras propias de P de rango a lo mas k
(junto con el orden parcial inducido). Por ejemplo, el 1—esqueleto de P queda
representado por medio de la grafica de aristas de éste; la cual contiene a todas
las O-caras de P y dos de ellas son adyacentes si inciden en una misma 1—cara

P.

Si todos los vértices de un ¢-politopo P son incidentes a exactamente ¢
aristas, entonces se dice que P es un politopo simple.

Dos politopos Py Q son combinatoriamente equivalentes (P = Q) si hay
un biyeccion entre sus caras que preserve la incidencia de éstas.

El tipo de politopo al que estamos mas familiarizados es el de politopo
convexo. Un subconjunto K del espacio euclideano n-dimensional E" se llama
convero si para cualesquiera dos puntos en K, el segmento que los une
estd totalmente contenido en K. Definiremos como convS, el casco convexo
de un conjunto S C E", como el convexo mas pequeno que contiene a S. De
esta manera el casco convexo de un conjunto finito de puntos da a lugar a la
definicién clasica de politopo convexo.

Por ejemplo, los poligonos (n-agonos) son los politopos convexos dos
dimensionales. Los poliedros, como son: el cubo, el tetraedro, el icosaedro, los
prismas, las piramides, etcétera, son politopos convexos tres dimensionales.
En general, las O-caras o vértices de un politopo convexo se definen como
puntos, las 1-caras o aristas se definen como segmentos de linea; de manera
que todos los politopos convexos son en particular politopos abstractos como
los definimos en esta seccién.
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Los politopos convexos constituyen una clase muy importante de conjuntos
convexos con un enorme namero de aplicaciones y conecciones. Existen varias
conecciones entre estos politopos y las graficas, una de éstas es el siguiente
teorema de gran importancia y que nos sera de gran utilidad en ésta tesis.

Teorema 3.1. Dos politopos simples convexos son combinatoriamente equiva-
lentes si y solo si sus grificas (1-esqueletos) son isomorfos. [25]

3.2. Grupo de automorfismos de los politopos

Un automorfismo o simetria ¢ de un politopo abstracto P es una biyeccién
de P sobre si mismo que manda vértices en vértices, aristas en aristas, j-caras
en j-caras, preservando incidencia. Esto es, si F' < (G en P entonces, Fp < Gy
en P. Por tanto, ¢ manda banderas en banderas. Note que el conjunto de todos
los automorfismos de un politopo P forma un grupo, el grupo de automorfismos
de P, denotado por I'(P).

Proposiciéon 3.1. Dado P un q-politopo. Consideremos ¢ € I'(P) y ® €
B(P). Entonces, para todai=0,1,...,q—1,

(@)p = (Pyp)’ Y (®)ip = (D). (3.1)

FEs decir, los automorfismos de P preservan adyacencia de banderas y las i-
caras de cada bandera van a dar a i-caras bajo p.

Demostracién. Consideremos a ® y @7, dos banderas j-adyacentes, es decir,
banderas que difieren Unicamente en su j-cara. Como lo hicimos notar
anteriormente,

(®); = (®7); siysolosi i#j, con i,j€{0,1,...,q—1}.

Dado que ¢ € I'(P), un automorfismo del politopo P manda j-caras en j-caras
y preserva la incidencia. Entonces,

(®)ip = (P/);p siysélosi i#j.
Obteniendo que las i-caras con i # j de ®p y /¢ son las mismas. Es decir,

(@)ip = (Pp)s = (P0)i = (P)ip sl i# ]
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Por otro lado, cuando i = j la imagen de las caras (®); y (97); bajo ¢ son
diferentes, ya que el automorfismo al ser inyectivo, no puede mandar caras
diferentes en la misma.

Resultando asi que, ®p y /¢ tinicamente difieren en la j-cara, y por tanto
(%) = (D).
O

Lema 3.1. Para cada politopo P, el grupo I'(P) actua libremente sobre B(P).
Es decir, cualquier automorfismo que deje fija alguna bandera tiene que ser la
identidad.

Demostracion. Sean ¢ € I'(P) y ® € B(P) tales que
Pp = .
Por la proposicién anterior podemos decir que
D'y = (D)’ =

para toda i € I, esto es, ¢ deja fija a cualquier bandera adyacente a ®. Por la
propiedad (P3) de los politopos, sabemos que para cualesquiera ® y W € B(P)
existe una sucesion de banderas

O =dy, By,..., 0=

tales que ®;_; y ®; son adyacentes y ® N ¥ C ®,. Entonces, o = Pp =
® = §j,. Como ¢ deja fija a cualquier bandera adyacente a @, se sigue que
®,p = ®;. Siguiendo por induccién la demostracion se llega a que ¢ deja fija
también a W. Por lo tanto, ¢ deja fija a cualquier bandera de P de manera
que ¢ es la identidad.

]

Corolario 3.1. Dos automorfismos que manden una bandera a lo mismo
tienen que ser iguales.

Demostracion. Sean ¢y ¢ € I'(P), tales que para alguna ® € B(P), Py = $h.
Entonces ®p1p~! = ®, por la proposicién anterior se tiene que py~! es la
identidad. Por lo tanto, ¢ = 1. O
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3.3. Politopos regulares

Un n-politopo abstracto P es regular si su grupo de automorfismos I'(P)
es transitivo en el conjunto de banderas B(P). Es decir, para cualesquiera dos
banderas existe un automorfismo que mande una en la otra.

En general, probar que el grupo de automorfismos es transitivo puede ser
complicado. Por lo que los siguientes resultados facilitan el estudio de los
politopos regulares.

Proposicién 3.2. Sea P un politopo finito, entonces |T'(P)| < |B(P)|; mds
atun |I'(P)| divide a |B(P)].

Demostracion. Sea ® € B(P), como I'(P) actua libremente en B(P). por el
corolario 3.1, si 1,2 € I'(G) tales que p; # o, entonces $p; # Py, De
manera que cada drbita de I'(P) en B(P) (o bien, la accién de los elementos
de T'(P) sobre cada bandera de B(P)) tiene exactamente |['(P)| elementos.
Por lo que |I'(P)| < |B(P)]; ahora, como la unién ajena de todas las drbitas
de I'(P) en B(P) es justamente B(P) y toda dérbita tiene el mismo tamaio
IT'(P)|, entonces |I'(P)| divide a |B(P)].

]

Siendo asi, la regularidad de un politopo queda descrita por medio de la
siguiente proposicion.

Proposicion 3.3. Sea P un politopo finito. Diremos que es reqular si y solo

st [(P)| = [B(P)I

Demostracion. Por definicién P es regular si y sélo si I'(P) es transitivo en
banderas, es decir, I'(P) tiene una tnica 6rbita en B(P). A su vez, cada érbita
de T'(P) en B(P) tiene tamafio exactamente |I'(P)|, entonces I'(P) tiene una
tnica 6rbita en B(P) si y solo si |[I'(P)| = |B(P)|. Por lo tanto P es regular si
y s6lo si |[T'(P)| = |B(P)|.

U






Capitulo 4

El Graficaedro

En este capitulo se definird un conjunto parcialmente ordenado Pg y se
probara que Pg es un politopo abstracto de rango ¢, al que llamaremos
Graficaedro. Este politopo estara descrito a partir de una grafica conexa G de
tamano ¢ y que a su vez, la grafica de Cayley G(G) representa a su 1-esqueleto.
(La mayor parte del contenido de este capitulo es estudiado también en la tesis
de licenciatura [12])

Recordemos del capitulo 2, dada G una (p, ¢)—gréafica simple con V(G) :=
{1,...,p} su conjunto de vértices y E(G) := {ey,...,e,} el de sus aristas, se
define al conjunto 7 := {7.,,..., 7, } de las transposiciones determinadas por
las aristas de G. Definimos también el subgrupo T = (7.,,...,7,) de Sy,
el generado por los elementos de 7, y usando estos definimos una grafica de

Cayley G(G).

4.1. Definicion

Suponiendo que la grafica de Cayley G(G) es en efecto el 1-esqueleto de Pg,
es valido afirmar que las i-caras de Pg estan dadas por componentes conexas
de la gréfica de Cayley de G(K), donde K es una subgrafica generadora de G
de tamano 7, y apartir de esta subgréfica definiremos las i-caras de Pg.

Por comodidad en la notacién, al definir el graficaedro prescindiremos mo-
mentaneamente de la cara de rango -1 y trabajaremos con las caras de rango
0,1,...,q. Al final del capitulo agregaremos a la cara faltante de rango -1.
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Sea I ={0,1,...,q}, y para cada i € I definamos el conjunto

Ci = {(K;,a)|K; C E(G), |K;| =i, a € Sp}.

Consideremos ahora a la unién de estos conjuntos, | J..; C; y definamos en

iel
ella una relaciéon de equivalencia de la siguiente manera.

Definicién 4.1. Diremos que dos elementos ([, a), (Li,b) € J,c; C;i son
equivalentes, (K;,a) ~ (L;b), si y s6lamente si K; = L; v Tx,a = Tp.b
(igualdad definida para las clases derechas en S,). Donde Tk, = ({7.|e € K;})
y To, = ({7ele € Li}).

Noétese que ~ es una relacién de equivalencia.

Definicién 4.2. Denotaremos por Pg := (|J;c; Ci)/~ al conjunto de todas
las parejas (Kj;,a) con a € S, y K; C E(G) donde |K;| = i, bajo la
relacion de equivalencia ~. De ahora en adelante llamaremos a este conjunto
el Graficaedro.

Abusando un poco de la notaciéon usaremos el mismo simbolo tanto para

un elemento de J,_; C; como para la clase de equivalencia de este bajo ~. Es

iel
decir, la clase [(K;,a)] bajo ~ serd denotada unicamente por (K;,a). Como
mencionamos con anterioridad, nuestro objetivo es probar que este conjunto
Pq o graficaedro, es en efecto un politopo y por el momento, permitanos llamar

a cada clase o elemento de Pg una cara de Pg.

Definicién 4.3. Dadas (K, a), (L;, b) € Pg, definimos que (K;, a) <p, (L;,b)
siysolosi K; C Ly Tx,a CTp.b.

Proposicién 4.1. <p, ordena parcialmente a Pg (es decir, <p, es una
relacion relexiva, antisimétrica y transitiva).

Demostracion.

i) <p, es Reflexiva.
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ii) <p, es Antisimétrica.
Sean (Kj;,a), (L;,b) € Pg tales que

(Kiaa') SPG (Ljab) Yy (Ljab) SPG (Kiaa')-
Por un lado, esto implica que K; C L; y L; C K; respectivamente. Por
lo que K; = L;.

Por ofro lado, también se tiene que Tx,a C Tpby Tp.b C Tka
respectivamente, deduciendo asi que Tx,a = T},

Por lo tanto, (K;,a) ~ (L;,b).

iii) <p, es Transitiva.
Sean (Kj;,a), (L;,b), (Ji, c) € Pg tales que

(Ki,a) <p (Lj,b) vy (Lj,b) <pg (Jk, ).

Entonces se tiene que K; C L; y L; C Ji y se sigue que K; C Jj.
Ademds, sabemos que Tx,a C Tpb y Tp,0 C Tj.c, implicando que
TKZ.a g TJk C.

Concluyendo que (K;,a) <p (Ji,c).
U

La proposicién anterior nos lleva asi a definir a Pg como un conjunto
parcialmente ordenado. Notese que este conjunto estd dotado de una funcion
de rango dada por

ran(K;, a) = |K;| =1,
donde 7 € {0,1,...,q}.

Observemos que esta funcién es mondtona y estricta creciente, ya que
si (Kj,a) y (Lj,b) son dos caras de Pg tales que (K;,a) <p, (L;,b) en-
tonces K; C Lj; con |K;| = iy |L;j] = j. Siendo asi, obtenemos que
ran(K;,a) =i < j =ran(L;,b).

Nota: En caso de que el rango de la cara no sea relevante, entonces deno-
taremos a dicha cara de Pg simplemente como (K, a), donde K C E(G).



56 4.1. DEFINICION

Una vez descritos los elementos de Pg, el siguiente paso es ver que este

copo cumple con ser en efecto un politopo. Para ésto, describiremos las ban-
deras de Pg.

Observacién 4.1. Toda cara (L, b) de Pg puede ser representada por cualquier
a € Tpb. Es decir, (L,b) = (L,a) para toda a = b con § € T}.

Demostracion. Por la definicién 4.1, sabemos que dos caras (K, a) y (L,b) de
P son equivalentes si y sélo si K = Ly Txa = Tpb.

Sean (K,a) y (L,b) dos caras de Pg tales que (K,a) <p, (L,b). Veamos
que (L,b) = (L,a) (es decir, (L, b) puede ser representada por b € Sy, o bien,
por a € S, en su segunda entrada), para esto basta probar que Tpa = T7,b.

Pero por definicién de (K, a) <p, (L,b), se sigue que Txa C Trben Sy, y
por le lema 1.2 tenemos la igualdad Tb = Tra. Por lo tanto, (L,a) = (L, b).
Es decir que toda cara de Pg puede estar representada por cualquier a o bien,

b elemento de S, incidente en ella.
O

Es maés, si (K,a) <p, (L,b), como Tra = Tpb, se sigue que cualquier cade-
na de caras mutuamente incidentes en Py puede ser representada por cualquier
elemento de S, que esté contenido en cualquiera de las caras incidentes cara.
Por lo que a la segunda entrada de todas las caras la podemos nombrar bajo
el mismo elemento. Por comodidad y congruencia, usaremos siempre al repre-
sentante de la cara mas pequena de la cadena.

Siendo asi, una cadena maximal (o bandera) ® contiene exactamente g+ 1
caras, incluyendo a la cara méxima de rango ¢, (K, a) = Pg. (Recuérdese que
aun estamos ignorando a la cara minima de rango -1).

Con ayuda del siguiente lema estableceremos la conexidad fuerte por
banderas de Pg, correspondiente a la propiedad (P3) de politopos, en la
proposicion 4.2.
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Lema 4.1. Sean K = {Ky, K1,...,K,} y F = {Fy, F1,...,F,} dos familias
maximales de subconjuntos anidados de E(G). Entonces existe una sucesion

K=KyKi,...,Ks1,Ks = F de familias maximales de subconjuntos anidados
de E(G) tales que

(a) IC; difiere de Kji1 en exactamente un elemento, para toda j =
0,1,...,s—1

(b) KNF CK;, para toda j =0,...,s.

Demostracion. Sean K = {Ky, K1,...,K,} vy F = {Fo, Fi,...,F,} como en el
lema.

Supongamos que K y F difieren en d elementos. Como |E(G)| = g, se sigue
que K, = F, = E(G). Entonces, existe una i € {0,...,q — 1} tal que K; # F;
y que K; = F; para toda j > . Por ende, existen e y f dos elementos tnicos
en F(G) tales que e € K; peroe & F; y f € F; pero f ¢ K;.

Por otro lado, consideremos a K, ; el elemento mas pequeno de K que
contiene a e, con 0 <[ <i— 1. A partir de éste, construimos a la familia

’Ci = {K07 o K, (Ki—l);, Ki—l—l—lv R Kq}

donde (K;_;), = K,y — e+ e y ey es el unico elemento de K; ;41 tal que
€1 ¢ Ki—l-

Siguiendo de manera recursiva con la construccion, definimos para todo
1 <m < [+1 al conjunto

ICZ”‘ = {K07 o K, (Ki—z)/e, (Ki—z+1);, Sy (Ki—l+m—1);7 Ki—l—l—m ceey Kq}

donde (K; jim-1)., = Kijym-1 — €+ eén y €, es el unico elemento en
K yym tal que e, ¢ K; ;i m_1. (Nétese que cuando m = [ + 1, se tiene
(Ki),=Ki—e+ [=F).

e

Esto establece la sucesion K, Kl ... Kt de familias maximales de
subconjuntos anidados de E(G). De tal manera que ésta satisface que cada
pareja de elementos consecutivos difiere en exactamente un elemento.

Obsérvese que cuando K2 € K N F, tenemos que K, = F,, por lo que
e
e ¢ K,. Como en el proceso anterior sélo se modifican aquellos elementos de
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IC que contienen a e, entonces KJ se mantiene igual dentro de la construccion,
es decir, K, € K¢ para toda s € {0,1,...,l+ 1}. Por lo tanto se tiene que
KNF CK: para toda s € {0,...,1+1}.

Ahora, como (K;), = F;, entonces
ICle+1 = { Koy, Kioa, (Kia)y, (Kicis)gs oo (Ko, Kiga Ko}

difiere en a lo mds d — 1 elementos con F.

Renombramos a K, Kl ... Kt simplemente como K, Ky,..., K. Al
repetir el argumento anterior para los subconjuntos ;1 y F obtenemos otra
sucesion tal que satisface las hipdtesis del lema, donde el ultimo elemento de
la sucesiéon difiere de F en a lo mas d — 2 elementos.

Continuando con este proceso, obtendremos finalmente la sucesion requeri-
da.

O

Definicién 4.4. Una bandera ® de Pg serd descrita unicamente por dos
parametros: una familia mazimal de subconjuntos anidados de E(G), denotada
por Ko := K :={Ky, K1,...,K,}, y un elemento a € S,. Es decir,

¢ = (K, a):={(Koa),(Ki,a),...,(K,a)}

Nétese que K; continene exactamente ¢ aristas, por lo que en particular, Ky = ()
y K, = E(G).

Proposicién 4.2. El copo Pq es fuertemente conexo por banderas. Dicho de
otra forma, st ® y W son dos banderas de Pg, entonces existe una sucesion de
banderas adyacentes ® = &g, P1,..., P, 1, D, =V de Pg tal que PNV C b,
para toda i =0, ...,s.

Demostracion. Sean
o = {(K(ba)’ (Klja% R (Kq>a)} y V= {(Fo,b), (Flab)> R (FQ>b)}

dos banderas de Pg con K = {Ko, Ky,...,K,} v F = {Fo,F1,...,F,}
dos familias maximales de subconjuntos anidados de E(G) y a,b € S,
respectivamente. Esto es ® := {K,a} y ¥ := {F, b}.
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Caso 1. Supongamos que las banderas ® y ¥ comparten su O-cara, es decir,
(Ko, a) = (Fy,b). Entonces a € Trb = Tyb = {(1)}b = {b}, lo que implica que
a = b. Siendo asi, por el lema 4.1, existe una sucesion K = ICo, Ky, ..., Ky = F,
de familias maximales de subconjuntos anidados de F(G) tal que K; difiere de
KCi+1 en exactamente un elemento y K N F C K; para toda i € {0, ..., s}.

Nombremos ®; a la bandera {I;,a}, de esta forma la sucesion ¢ =
Dy, Py, ..., P, 1, P, = U cumple que P; es adyacente a ;.1 y PNV C P,
para toda i € {0,...,s}.

Caso 2. Supongamos ahora que las banderas ® y WU tienen 0-caras
diferentes, es decir a # b.

Consideremos una bandera &, tal que ® N ¥ C &, y su O-cara es
(Ko,a) = (0,a), y su 1-cara es ({e1},a). Donde e; es la arista de G tal que
{e1} = F} € F. Observemos que ({e1},a) ~ ({e1}, 7e,a).

Como en el caso 1; podemos definir una sucesiéon de banderas adyacentes
b = Pg,..., P, de tal forma que cada elemento de la sucesién continene a
dNY

Consideremos la bandera que contiene a todas las ¢—caras de ®,, donde
i # 0,y con O-cara a (0, 7., a). Notemos que por ser una transposicién 7., # (1)
y por lo tanto, esta nueva bandera es una bandera 0-adyacente a ®,,, a la cual
llamaremos @9 .

Por el teorema 1.1 y el lema 2.1, sabemos que existe una sucesion de
transposiciones {r.,,..., 7., } en 7 tal que b = 7, - 7,7, a (donde las
transposiciones se pueden repetir).

Si k = 1, entonces se tiene que <I>21 y ¥ son banderas que comparten
la O-cara. Entonces, por el caso 1, sabemos que existe una sucesién @91 =
D1, Prygo, ., Py = U de tal forma que ®; es adyacente a @44 y
<I>21 NV C P, para toda i € {r; + 1,...,r; + t}. Por lo tanto, la sucesién

¢ = (I)07 R (I)Tlv (I)T1+17 q)T1+27 R q)rl—l-t =v

satisface con lo que queriamos.

Pero, si k& # 1, definimos a la bandera Qi
es (0,7, -+ TeyTeya), misma que la O-cara de la bandera ®,. y cuya l-cara es

({ei-l—la Te; ™ -7'627'61@}).

como aquella cuya 0-cara
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Si consideramos la bandera con todas las j-caras de @, , donde j # 0
y con O-cara (0,7, ,, e, - Te,Te,a) como la bandera O-adyacente a &

denotada por ®°

T(i+1)?
Entonces como en el caso 1, obtenemos la sucesién de

T(i+1) "
banderas
0
®T(i+l) — ¢T’i+17 ceey ¢T’i+k — ®Ti+l’
de tal forma que ®; es adyacente a ®;.; y ®Q(Z_H) N®,.., € &, para toda
je{ri+1,...,r;+ k}. Asi, obtenemos la sucesién de banderas adyacentes

O=Dp,... By Dy B Dy =

y es tal que ®; es adyacente a ®(; 1) y PNV C ®; para toda i € {0,...,r,+k},
satisfaciendo las condiciones de la proposicion.
O

Ahora, en la siguiente proposicion demostraremos que Pg satisface la
propiedad diamante (P4) de politopos.

Proposicién 4.3. Dadas dos caras (K, a) y (L,b) de Pg tales que (K, a) <p,
(L,b), con ran(K,a) =i —1 yran(L,b) =i+ 1,1 <1 < q— 1, existen
exactamente dos i-caras (J,c) de Pg tales que (K,a) <p, (J,¢) <p, (L,b).

Mas aiun, dada una 1-cara (L,b) de Pg, existen exactamente dos 0-caras (J,c)
de P¢ tales que (J,¢) <p, (L,b).

Demostracion. Sean (K, a),(L,b) € Pg tales que (K,a) <p, (L,b), con
ran(K,a)=i—1yran(L,b)=i+1,1<i<qg—1.

Por la relacién de incidencia, se tiene que K C L donde |K| = |L| — 2, por
lo que existen exactamente dos elementos €1, e; € L tales que ey, 65 ¢ K.

Consideremos entonces a los conjuntos J; = K U {¢;} para ¢ = 1,2, que
definen a las caras (Ji,a) y (Ja,a) en Pg y cumplen con que

(Kv a) <Pq (JivCL) <Pq (L7 b>7

ya que J; N L = {e;} coni=1,2.

Por como se describié arriba, J; y J3 son los unicos subconjuntos de E(G)
que satisfacen ésta condicién. De no ser asi, tendriamos que dado cualquier
otro elemento (J, ¢) € Pg tal que

(Kv a) <Pq (Jv C) <Pe (va)v
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entonces, K C J C L y esto solo sucede si J = J; para i = 1,2. Ademas
se tiene que Txa C Tjc C Tpb y por consecuente a € Tjc. Recordemos que
Tjc = Tya = Tya. Por lo que podemos concluir que (J;,a) ~ (J, ¢) para algun
i = 1,2; es decir, (J;,a) para i = 1,2, son las tnicas dos caras en Pg que
satisfacen la primer condiciéon de la proposicion.

Para la segunda parte, sea (L,b) una l-cara de Pg y consideremos a
(J,c) € Pg tal que J = (). Supongamos que L = {e}, entonces ¢ € Tpb =
(Te)b = {b, 7.b} necesariamente. Lo que nos lleva a que ¢ tiene dos opciones,
ser b o bien 7,b. A la inversa, si ¢ = b o ¢ = 7.b éstas definen una 0-cara del
tipo (J, ¢) tal que (J,¢) <p, (L,D).

[

Finalmente, asignamos a la pareja (0, )) como la (-1)-cara, la cara minima
de Pg; la cual serd denotada simplemente por (). Y diremos qu (0, 0) <p. (K, a)
para toda K € E(G) y a € S,.

Como se vi6 antes, dada una 1-cara ({e},b), las dos 0-caras adyacentes a
ella son de la forma (0, ¢) donde ¢ € (7.)b = {b, 7.b} necesariamente. Se puede
percibir que la cara ) = ((), () es incidente a ((, ¢). Concretando asi la prueba
de que Pg cumple con la propiedad diamante (P4).

Ademds, una vez definida (), la cara de rango -1 en Pg podemos afirmar
que Pg también cumple con la propiedad (P1) de que un g¢-politopo tiene
una tunica cara minima de rango -1 y una unica méxima de rango ¢q. A su
vez, concluimos que toda bandera de Py continene exactamente g + 2 caras,
incluyendo a las caras impropias del mismo; estableciendo la propiedad (P2)
de politopos.

Dados los resultados anteriores, hemos visto que Pg cumple con las
propiedades (P1)-(P4) de los politopos. Resultando asi el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Dada una (p,q)-grifica simple y conexa G. El conjunto
parcialmente ordenado Pg, es un politopo abstracto de rango q.

Recordemos que Pg es un 0-politopo si G es una gréfica trivial (grafica con
un solo vértice y ninguna arista), es un 1-politopo si G es una séla arista (y dos
vértices), y si G tiene exactamente dos aristas entonces, Pg es un hexdgono
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(ver ejemplo 2.1).

Al politopo Pg lo llamaremos el graficaedro asociado a G, o simplemente
el G-graficaedro. El siguiente teorema determina la base primordial de nuestra
construccion, la cual da razon del término “graficaedro”.

Teorema 4.2. Sea G una grafica simple y conexa. Entonces el 1-esqueleto de
Pq es isomorfo a la grifica de Cayley G(G) asociada a G.

Demostracion. Para empezar, los vértices de Pg se identifican con los de S,
como: (0, a) — a.

Ademads, en Pg, dos vértices (0,a) y (0,b) son incidentes en una 1l-cara
({e},c) siy sélo si (1.)c = {a,b} que es lo mismo que pensarlo como que
b = 7.a. Por lo tanto, la adyacencia en el l-esqueleto de Pg corresponde
precisamente a la adyacencia en la gréifica de Cayley G(G).

]

En el siguiente capitulo veremos varios ejemplos de Pg; en particular dis-
cutiremos todos aquellos de rango 3 y 4.

Teorema 4.3. Sea G una (p,q)-grdafica simple y conexa. Entonces Pg plq!
banderas.

Demostracion. Sea G una (p, q)-grafica simple y conexa. Consideremos a
(K, a) una (q — 1)-cara de Pg que contiene al vértice (), a). Como |K| = q—1,
K es obtenido de F(G) al quitar una arista de éste. Esto implica que hay
exactamente ¢ opciones para elegir a K y por consecuente hay ¢ facetas que
continen al vértice (0, a).

De igual manera, para cada faceta que contenga al vértice (), a) (generada
por una subgrafica generadora de G' de tamano (¢ — 1)) hay (¢ — 1) opciones
para quitar una arista de la subgréafica generadora a sociada a la faceta. Por
ende, hay g — 1-caras de rango (¢ —2) que contienen al vértice (), a) que estan
contenidas en la misma faceta. Y cada una de éstas caras de rango (¢ — 2),
tiene a su vez (¢ — 2) facetas (caras de rango (¢ — 3) de Pg) que también
contienen al vértice (0, a).
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Siguiendo de ésta manera, podemos ver que en cada vértice de Pg se
describen ¢! banderas de Pg que contienen a ese vértice. Ademas, dado que
Pq tiene p! vértices, en total Pg tiene plq! banderas.

U






Capitulo 5

Ejemplos y visualizaciones del
Graficaedro

En este capitulo veremos varios ejemplos de graficaedros y sus visualiza-
ciones. En particular veremos algunos ejemplos graficos de la estructura
geométrica y topolégica del graficaedro Pg asociado a todas las (p, 3)-gréficas
y una aproximacion a los asociados a las (p, 4)-graficas, apelando a la intuicién
y sin ser muy formales. Asi como conjeturar posibles generalizaciones. Mas ain
probaremos que el graficaedro asociado a un trayectoria 7T,, es el permutaedro
clasico para toda n, como queriamos.

Recordemos que el 1-esqueleto de Py es isomorfo a la grafica de Cayley
G(G) asociada a una gréfica simple y conexa G de tamano ¢ (teorema 4.2). De
esta forma, describiremos el graficaedro Pg asociado a una (p, ¢)-gréfica G, a
partir de la gréfica de Cayley G(G) de G.

Para toda (p, q)-grafica G, existe una relacién entre las caras de Pg y las
componentes conexas de las gréaficas de Cayley de las subgraficas generadoras
de G.

Dicho de otra forma, para cada cara (K, a) de rango i en P, consideremos
a K la subgréfica generadora de G cuyo conjunto de aristas es exactamente
K;. Entonces la gréifica de Cayley G(K) asociada a K (que puede tener mas de
una componente conexa), tiene una componente conexa que contiene al vértice
a, denotada por G(K),. De esta manera, a cada cara (K;,a) de Pg, la rela-
cionamos con la componente conexa G(K), de la gréafica de Cayley asociada

65
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al conjunto Kj.

5.1. Graficaedros de rango 3.

Sea G una (p, 3)-grafica simple y conexa, note que G debe ser alguna de
estas tres opciones:

G=0Cs G=Kis G=Ts

Figura 5.1: (p,3)-graficas simples y conexas.

En los siguientes ejemplos veremos la estructura de cada Pg asociada a
cada una de las graficas de arriba. Recuérde del capitulo anterior que las 2-
caras de Pg son parejas (K, a) donde K3 es un subconjunto de 2 aristas de G'y
a € Sp; nétese que cada G € {K3, K 3, T3} tiene 3 subgraficas generadoras de
tamano 2 y por tanto habra tres graficas de Cayley asignadas en cada ejemplo.

Maés aun, como consideraremos subgraficas generadoras de tamano 2 de G,
cada a € 5, estard en cada una de las graficas de Cayley de las subgraficas
generadoras de G, por lo que asociaremos en cada ejemplo, sus respectivas
subgraficas de Cayley con las caras del politopo Pg.

Ejemplo 5.1. Sea G = (5.
En el ejemplo 2.5, del capitulo 2, se ve que la grifica de Cayley G(Cj3) es
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@ h

(132)

Figura 5.2: G(C3).

Donde las 2-caras de Pg, son parejas (Ks,a) con Ky un subconjunto de
dos aristas de G y a € S3. Las tres subgréficas generadoras de tamano 2 en C
son las de la izquierda en la figura 5.3 y a cada una de éstas le asociamos su
subgrafica de Cayley (al lado derecho); éstas representa las caras de Pe,.

(23)
1
f (12) (123)
1 (123) (12)
2 3
AN

(132) (13)

(13)
(132)
2 3 O (23)
(23)

(123) (12)

(132)

Figura 5.3: Sugréficas generadoras de C3 (izquierda) y sus correspondientes graficas
de Cayley (derecha).
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Como toda a € S5 estd en cada grafica de Cayley, entonces al identificar
los vértices obtenemos una representacion del politopo que topolégcamente es
un toro. Este tipo de politopos se le llama politopo toroidal.

(123)  (12)

J

(123) (12)

Figura 5.4: Poy = {6,3}(1,1)

Resultando asi que el graficaedro P¢, asociado a la grafica C's; es un poli-
topo con 6 vértices, 9 aristas y 3 caras hexagonales. A este politopo se le conoce
en la literatura como el {6,3} ¢ 1).

Notese que cada vétice pertenece a 3 aristas y que cada arista estd en
exactamente 2 caras. Como Pg, tiene 6 vértices, entonces el ntimero de
banderas de éste politopo es

\B(Pc,)| =6-3-2=36.
Por otro lado, en cuanto a las simetrias, en este politopo se definen:
e La identidad.
e 5 rotaciones de 2kw/6 donde k = 1,2, 3,4,5; por cada cara.
e 2 rotaciones de 2k7/3 donde k = 1,2; por cada vértice.
e 1 rotacion de 7 sobre cada arista.

Donde algunas de éstas se repiten resultando 18 simetrias sin contar la
identidad. Pero ademés hay

e 2 reflexiones, una que pasa por dos vértices opuestos en cada cara y
otra que pasa por el punto medio de dos aristas opuestas en cada cara.
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Completandose de ésta forma otras 18 simetrias, resultando un total de 36
simetrias, mismas que numero de banderas. Por medio de esto, aseguramos
que {6,3}(1,1) es un politopo regular.

Dado que de las tres graficas, G = (3 es la de menor orden. Esta define
al politopo més pequeno de rango tres, Pr,. Veamos ahora aquellos politopos
con 4! vértices.

Ejemplo 5.2. Sea G = K 3.

Al igual que en el ejemplo anterior, apoyandonos en las subgraficas
generadoras de tamano dos de la gréfica K 3 y las graficas de Cayley asociadas
a éstas, definiremos las 2-caras de la forma (K3,a) de Pg,,. Donde K, es
nuevamente un conjunto de dos aristas de E(K;3) y a € Sy.

(12) (124)
2 (24)
142
1 (14) (142)
o (34) (143)  (1423) o (234)

(1243)  (243) (23) (123)
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(23) (123) (1243) (243)
e —) o —
2 (132) (12) 9 (124) (1324)
:k: 4) [(k: 4(24)
)
,© o, (1342) O (124) (14) O (142)
(234) (143) (1423)
(1;31 4(34 (14; (14)(23)
(13 ™) (4)  (13)(24)
c2> (124) / X (142) / 1;

(34) O==""0143) (1423)O====0 (234)

(1234) (12)( (1432) (14)(2
3 4 / ‘\ / \
(123) (1243) O (243) (23)

O Q) O Q)
(12) (124) (1324) (132)

Figura 5.5: Sugraficas generadoras de Kj3 (izquierda) y sus correspondientes
graficas de Cayley (derecha).

Veamos que al identificar los vértices y aristas de las graficas de Cayley de
estas subgraficas, resulta nuevamente un politopo toroidal regular conocido en
la literatura por {6, 3}(2,2) [15].

Esto es, el graficaedro Pk, , asociado a la grafica K3 se ve como
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(12) (124) (1324) (132)

O

(7324) (732)

Figura 5.6: Pk, 5 = {6,3}(2,2)

Un politopo regular con 24 vértices, 36 aristas y 12 caras hexagonales.

Analizaremos de igual manera que para {6,3} 1), las simetrias de éste
politopo. Es decir, {6,3} 22 tiene como simetrias a:

e La identidad.

e 5 rotaciones de 2kw/6 donde k = 1,2, 3,4, 5; por cada cara.
e 2 rotaciones de 2kw/3 donde k = 1,2; por cada vértice.

e 1 rotacion de 7 sobre cada arista.

Donde en este caso, también se repiten algunas de éstas. Resultando 72
simetrias sin contar la identidad. Pero como en el anterior, {6, 3} ) también
tiene:

e 2 reflexiones, una que pasa por dos vértices opuestos en cada cara y
otra que pasa por el punto medio de dos aristas opuestas en cada cara.

Completandose de ésta forma otras 72 simetrias, resultando un total de
144 simetrias.

Con respecto al nimero de banderas de Pk, , tenemos que cada uno de los
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24 vértices pertenece a 3 aristas y ademéds cada arista pertenece a dos caras.
Es decir,
|B(Pr,,)| =24-3-2=144.

Mismo numero que simetrias. Por lo tanto, Pk, , también es un politopo
regular.

A pesar de que los dos ejemplos anteriores resultaron ser politopos regu-
lares, no todos las graficaedros Py asociados a alguna grafica G lo seran. El
siguiente es un ejemplo de ésto.

Ejemplo 5.3. Sea a G = Tj.

Algunos de los elementos del graficaedro Pyp, se describen previamente en
el ejemplo 2.4 del capitulo 2, asi como son: el conjunto de sus vértices, algunas
de sus 1-caras y el conjunto de caras cuadradas de éste.

De manera andloga se puede describir el conjunto de todas las 2-caras de
Pr, por las tres subgréaficas generadoras de tamano dos de T5:

Figura 5.7: Subgréficas generadoras de tamano 2 de T5.

Les asociamos como antes, sus graficas de Cayley que corresponden a dos
conjuntos diferentes de cuatro hexagonos cada uno y un conjunto de seis
cuadrados
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(13)(24)

(12)(34)
(12)

(234)

(24)

(143)

(1423)

Figura 5.8: Caras de Pr;.

Resultando que el graficaedro Pp, asociado a la gréfica 75 es una
representacién de un politopo isomorfo al permutaedro 113 (figura 5.9).

El cual consta de 24 vértices, 36 aristas y 12 caras hexagonales y 6
cuadradas.
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Figura 5.9: Pp, = 113.

Observemos que las 2-caras del graficaedro Pg asociado a cualquier (p, q)-
grafica simple y conexa G, tendran estructura tnicamente de hexdgonos o
bien de cuadrados; como resulta en el ejemplo (5.3). De igual manera, algunas
de las 3-caras (o caras de rango 3) de todo graficaedro Pg serdn isomorfas a
cualquiera de los graficaedros Pe,, Pk, 5, Prs.

Generalizacion.

De los ejemplos 2.1 y 5.3. Podemos observar que los graficaedros Pr, y Pr,
son isomorfos a los permutaedros Il y I3, respectivamente. El siguiente lema
nos ayudara a probar que este hecho se generaliza.

Lema 5.1. Sea T, la trayectoria de longitud n. Entonces la grifica de Cayley
G(T,) de T, y el 1-esqueleto del permutaedro 11,, son isomorfos.

Demostracion. Recordemos que otra manera de definir la adyacencia entre
los (n + 1)! vértices del permutaedro II, es aquella que relaciona a dos
permutaciones de 5,11 si se puede ir de una a otra mediante una transposicion
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adyacente de los lugares que ocupan cada uno de los n 4+ 1 elementos que son
permutados. Es decir, las permutaciones o,v € S, 11 son adyacentes en II,, si
y solo si

o=ay, con a=(y(k)y(k+1)),

para alguna k € {1,...,n+ 1}.

Sea T, la trayectoria de longitud n, ésta consta de n aristas y n + 1
vértices. Etiquetemos a los vértices y las aristas de 7T, como 1,2,...,n + 1
y €1, es,..., e, respectivamente, de tal manera que los vértices s y s + 1 son
adyacentes por la arista e; para toda s € {1,...,n}. Entonces, el conjunto
{Teys -, Te, } definido por las aristas de T),, es un conjunto de transposiciones
adyacentes de la posicién asignada a los vértices de la grafica T,,, es decir

{Ters Tegs -y Te, } = {(12),(23),...,(n(n+1))}

Ahora, la grafica de Cayley G(7,,) de T,,, corresponde a una representacién del
1-esqueleto de un n-politopo simple con (n+1)! vértices, correspondientes a las
permutaciones de los n+1 vértices de T},. Donde las permutaciones o,v € S,,11
son adyacentes en G(T),) si y sélo si

O =Ty, CON Te € {Tey,Tegs s Tep, }

Definimos el isomorfismo f : II, — G(T,) tal que a cada permutacién

asociada a cada vértice de la grafica de Cayley G(7},), lo manda a su inversa.

Es decir

o—oc ! paratodaceS,.

Veamos que [ estd bien definida ya que para cualesquiera o,0’ € S, 1, si
f(o) # f(0) se sigue que o # (¢/)~! y por tanto,

o= ()£ (@) =0,
por ser o, ¢’ funciones biyectivas.

Més aun, si 0 # o’ entonces 0~ = f(o) es distinto de (¢/)~! = f(o’). De

lo contrario, si 0= = (¢/)~! entonces
o= = (")) =0}

contradiciendo el supuesto o # ¢’. Por lo tanto f es inyectiva.
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Ahora, dada o € S,,,1, existe 0’ € S, tal que f(0’) = o, asaber o’ = oL

Por tanto f es suprayectiva.

Por 1ltimo, veamos que f es isomorfismo de graficas. Es decir, veamos que
f preserva adyacencia en los vertices de G(T,) y de II,.

Sean 0,7 € S, 1. Como dijimos antes, estos son adyacentes en 11, si y s6lo

si
o=ay, con a=(y(k)y(k+1)),
para alguna k € {1,...,n+ 1}. Para ver que f(o) y f(7) son permutaciones
adyacentes en G(7},), basta hallar un 7, € S, 11 tal que
flo)=1.f(7) =7y ", con T, € {Te),Tey,- - Te, }-

Como 0 = a7 donde a = (y(k) v(k + 1)), entonces f(o) = f(ay) =

(ay)™' = ~v7la, ya que « es una transposicion.

Reduciendo la prueba a que

para alguna 7. € {7.,, Teps - -, Te, }-
Consideremos 7, = v 'ay = v ! (y(k) v(k + 1))7. Observemos que
(v ay) k) =y a(y(k) =7k + 1) =k + 1,

(Vlay)(k+1) =y7a(y(k+1) =1""y(k) =k, ¥
(v tay)(a) =a sia ¢ {kk+1}.

De donde se sigue que 7. = (k (k + 1)), por como definimos a los vertices de
T, se sigue que k y k+ 1 son adyacentes en 7;, y por lo tanto,

flo) =1 f(7)-
O
Apoyéndonos en el lema anterior y el teorema de politopos que define

cuando dos de éstos pueden ser combinaroriamente isomorfos, nos fue posible
conjeturar sobre el primer objetivo de la investigacién del graficaedro:
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La generalizacion del permutaedro 11, de rango n con respecto al graficae-
dro Pg asociado a la grdfica G.

Teorema 5.1. El graficaedro Pr, asociado a la trayectoria T, de longitud n
es isomorfo al permutaedro 11, de rango n.

En el articulo “The Graphicahedron”[1] se da la prueba de este teorema,
para la cual, se requiere de mas teoria que no fue estudiada para la tesis.

5.2. Graficaedros de rango 4.

Notese que las tnicas (p,4)-graficas simples y conexas que hay son:
Ty,Cy, K14,G y H; mostradas en la figura 5.10.

1 2 3 4 5
o o
T 2
1 4 3
1 2 1
30 05
2 3 4
G
Ce 4
K1.4
4
1 2 3
5
H

Figura 5.10: (p, 4)-graficas simples y conexas.
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Para describir la estructura de los graficaedros de rango 4 asociados a
cada una de las graficas de la figura 5.10, nos apoyaremos en sus subgraficas
generadoras de rango menor que 4. Comenzaremos por estudiar las 3-caras
determinadas por las parejas (L3, a) donde L3 es un subconjunto de 3 aristas
de la grafica y a € S,. Nétese que cada (p,4)-grafica tiene exactamente
4 subgréficas generadoras de tamano 3; de las cuales, algunas contienen
subgraficas isomorfas a las estudiadas en la seccién anterior.

Observemos que para cada (p,4)-gréfica, dos subgréficas generadoras L y
L’ de tamano 3, con L3 y L sus respectivos conjuntos de aristas, comparten
tnicamente dos aristas. Es decir, L3 N L} = K3 donde K5 es un conjunto de
dos aristas de la grafica tal que la pareja (K»,a) con a € S,, es la 2-cara
del graficaedro asociado a la (p,4)-gréafica incidente tanto en (Ls,a) como en
(L%, a). Como ésto es valido para cualesquiera dos subgraficas generadoras de
tamano 3, entonces las figuras de vértice en cada graficaedro de rango 4 seran
isomorfas entre si.

Ejemplo 5.4. En el caso de T}, por el teorema 5.1 el graficaedro Pr, asociado
a la trayectoria T de longitud 4 es isomorfo al permutaedro I, de rango 4.

Notemos que cada dos de sus subgraficas generadoras de tamano 3 (figura
5.11), comparten exactamente dos aristas.

Figura 5.11: Subgréficas generadoras de Ty, de tamano 3.
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Es decir:

1) Las gréficas (a) y (b) comparten las aristas {1 2} y {2 3}.
2) Las graficas (b) y (c¢) comparten las aristas {2 3} y {3 4}.

) (
) ( )
3) Las gréficas (c) y (d) comparten las aristas {3 4} y {4 5}.
4) Las graficas (a) y (c) comparten las aristas {2 3} y {4 5}.
) (
) (

)y (
5) Las graficas (b) y (d) comparten las aristas {1 2} y {3 4}.
)y (d)

6) Las graficas (a) y (d) comparten las aristas {1 2} y {4 5}.

Observemos que de 1), 2) y 3) podemos inferir la incidencia de las caras
hexagonales entre las facetas de rango 3 de Pr,. De igual manera, de 4), 5) y
6) podemos inferir la incidencia de las caras cuadradas.

Donde las gréficas de Cayley asociadas a (b) y (c), corresponden a 5 grafi-
caedros isomorfos a Pr, cada una, y las asociadas a (a) y (d), corresponden
a 10 prismas hexagonales respecto a cada grafica, debido a la estructura de
dichas graficas.

Por lo tanto, el graficaedro Pr,, isomorfo al politopo Il4, consta de 5! =
120 vértices, 60 hexdgonos, 90 cuadrados y sus 3-caras son 10 permutaedros
IT3 de rango 3 y 20 prismas hexagonales; al igual que el permutaedro Il4, y
queda representado como en la figura 5.12.
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Figura 5.12: Pp, = G(T},). [26]

Por otro lado, las graficas Cy, K 4, Gy H. Las otras (p, 4) —graficas simples
y conexas son:

1 4 3
1 1 2 3 1 2
30 o5
2 3 4
5
4
Cs Kia H G

Ejemplo 5.5. Consideremos primero a Cjy el ciclo de longitud 4. Nétese que
sus cuatro subgréficas generadoras de tamano 3 son todas isomorfas a T5.
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1 4 1 4
2 3 2 3
1 4 1 4
2 3 2 3

Figura 5.13: Subgraficas generadoras de Cy de tamano 3.

Entonces, cada faceta de Pg, es isomorfa a Pr,. De manera que Pc, tiene
4 facetas isomorfas a Pp, vy solo 4! vértices en total, de manera que hay que
identificar varios de ellos.

(12)(34)
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(1
(144

(14)(23)

Figura 5.14: Facetas de Pc,.

Es sabido que II3 es un politopo que tesela el espacio (lo llena sin dejar
huecos) [15]. Al identificar los vértices senalados en negro de la figura de arriba,
podemos empezar a construir a Pg,. Viéndola inicialmente como una teselacion
de cuatro de éstas piezas. Esto es:
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Sin embargo, ain hay varios vértices repetidos que debemos empatar en la
figura. Al hacer esto, tomamos otra seccién de la teselacion de II3. Afiliada a
la anterior, pero mas comoda para llegar a nuestra solucion.

Figura 5.15: Teselacién asociada a las 3-caras de Pc,.
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Obsérvese que en ésta (figura 5.15), los vértices senalados con negro tan-
to arriba como a la derecha de la figura estan repetidos en gris abajo y a la
izquierda de la figura respectivamente, pero de una manera “torcida”como se
muestra abajo. Para identificar estos, encajonaremos a la figura en un doble
cubo

Figura 5.16: Figura 5.15 encajonada.

por medio del cual solucionaremos la adyacencia total de las caras de Pg,.
Modificando este cubo excrito al 1-esqueleto de Pg,. Para esto, tomaremos
dos copias de los cubos de la figura 5.16 y las pegaremos por los laterales con
vértices coloreados de naranja como en la figura 5.17.

Por comodidad, consideramos tinicamente los cubos y coloreamos sus caras
con respecto al color de los vértices en ellas. Finalmente, modificamos a estos
cubos identificando los vértices sobrantes, y obtenemos el paralelepipedo de la
figura 5.18.
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] : P3)ea A@_ﬂ‘. o

1) “12) i ’ O (124

‘ (1320 4 (123) ” ‘ ]
1423) 4 © . , (1324) 1) i

O (14)23)

YereE)

Figura 5.17: Dos copias de la figura 5.16 pegadas.

O o

Figura 5.18: Paralelepipedo excrito en el 1-esqueleto de Pc,.

Tal paralelepipedo tiene base en los vectores (1,1,0), (0,1,1), y (0,—1,1)
y por construccion, éste excribe al politopo Pg, . Asi, tenemos que la estructura
de P¢, corresponde a la de un 3-toro con 4! = 24 vértices, 48 aristas, 16 caras
hexagonales, 12 cuadradas y 4 facetas de rango tres isomorfas a Pr,.
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Si consideramos a C, el ciclo de longitud n > 3, éste es tal que p =
q¢ = n. Podemos concluir de lo estudiado en los ejemplos (5.1) y (5.5) varias
afirmaciones.

Para empezar, el graficaedro P¢, tiene n! = |S,| vértices, y observemos
que todas las subgréficas generadoras de C,, con n — 1 aristas son trayectorias
de longitud n — 1 (conexas), por lo que el graficaedro de cada una de éstas es
isomorfa con al permutaedro II,,_; = Pr,_,, el cual tesela el espacio Euclideano
n-dimensional R"~!. Resultando que Pg, es una teselacién con exactamente
n copias del permutaedro II,,_; alrededor de cada vértice. Asi, cada vértice es
incidente con exactamente n facetas.

En el caso de n = 3,4 hemos verificado que P, es una teselacién vértice
transitiva del 2-toro {6,3} 1), y de un 3-toro, respectivamente. Lo que nos
lleva a la siguiente conjetura.

Conjetura 5.1. El graficaedro Pe, es una teselacion vértice transitiva de un
(n — 1)-toro.

Este es un problema que atin no se ha sido estudiado.

Veamos ahora el ejemplo del graficaedro Py, , asociado a la grafica K 4.
Para después dar conclusiones sobre el graficaedro Py, , asociado a la grafica
estrellada de n aristas incidentes en un vértice, K ,,.

Ejemplo 5.6. Sea K4 la grafica estrellada con 4 aristas incidentes en un
vértice. El orden de K 4 es cinco, por lo que P, , serd un politopo con 5! = 120
vértices.

Notese que todas las subraficas generadoras de tamano k en esta grafica
son isomorfas entre si para toda k£ = 0,1,2,3. En el ejemplo 5.2 de la
seccion anterior describimos el graficaedro de K 3, subgrafica de las graficas
generadoras de tamano 3 de K4, y en la visualizacion del politopo Pk, , éstas
corresponderan a las facetas del politopo P, ,.
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Figura 5.19: Subgréficas generadoras de K 4 de tamano tres.

Por cada subgrafica de éstas, 5 politopos toroidales del tipo {6,3}22):
En cada subgrafica generadora hay un solo vértice que no es adyacente a los
demads, entonces el representante v; de este vértice con v; = 2,3,4,5, queda
fijo en 5 conjuntos distintos de los vértices de Pg,, (tal representante tiene
5 lugares posibles por tomar en las permutaciones de S5). Con la siguiente
figura podemos ver que estos conjuntos comparten dos a dos una de sus caras
hexagonales descritas por las subgraficas generadoras de tamano 2 de K 4.
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Ademads cada vértice de Pk, , pertenece a 4 aristas (cada una asignada
por las transposiciones (1 2),(1 3),(1 4) y (1 5)). Entonces, podemos intuir
que alrededor de cada vértice debe haber cuatro facetas toroidales de rango 3.
Estas, unicamente pueden ser un elemento de cada conjunto definido por cada
grafica en la figura 5.19.
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Dicho de otra forma, alrededor de cada vértice hay 4 toros distintos entre
ellos, isomorfos a {6, 3}(2,2).

Resultando asi, que Pk, , es un politopo simple con 120 vértices, 240 aris-
tas, 120 hexdgonos y 20 facetas isomorfas a {6,3}(22). Un politopo con éstas
caracteristicas es el politopo universal de rango cuatro que en la literatura se
denota como {{6,3}(2,2), {3,3}} [15].

Dado que la grafica K, es un arbol con n aristas y (n + 1) vértices,
el graficaedro P, , asociado a la gréfica estrellada K, ,, es un politopo con
(n + 1)! = [Spya| vértices y facetas isomorfas al graficaedro Pr, ,_, . Estu-
diaremos un poco mas este politopo en el siguiente capitulo, en particular
demostraremos que Pk, , siempre es regular.

Por otro lado, los ejemplos de los graficaedros asociados a las graficas que
denotamos por G y H, aun no podemos generalizarlos. Sin embargo, son casos
interesantes y con ellos completaremos el estudio de todos los graficaedros de
rango 4 posibles.

Ejemplo 5.7. Veamos primero el caso de la grafica G.

3

De la cual, sus subgraficas generadoras que definiran a las facetas de rango
tres de Pg son:
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3 3 3 3

<

4 4 4 4

A
3
A

Figura 5.20: Subgraficas generadoras de tamano 3 de la grafica G.

Nétese el graficaedro P tiene como facetas a los graficaedros Pr,, Pk, , ¥
Pc,. Los tres casos vistos en la seccién anterior.

Las dos facetas asociadas a las primeras dos subgréficas (conexas) de la
figura 5.20 son del tipo de Pr,. Como cada subgrafica de estas consta de todos
los vértices de (G, entonces las dos facetas asociadas a éstas constan de los 24
vértices de Pg:

Figura 5.21: Facetas asociadas a las trayectorias de longitud 3 en la grafica G.

Sin embargo, una representacion que nos proporciona una mejor intuicién
de la estructura de Pg es la figura toroidal en la figura 5.22.

Notese que las 2-caras cuadradas del Pg politopo son los ejes verde-azul en
la figura 5.22. Por medio de ésto podemos intuir como se debe torcer la figura
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(23) (234) (1342) (132)

Figura 5.22: Estructura del graficaedro Pg asociado a la grafica G.

5.21 para identificar sus vértices; forzando de esta manera la visualizacion de
las facetas isomorfas a Pe,. Asi, podemos ver que Pg es el 3-toro representado
en la figura 5.22.

Resultando asi que el graficaedro Py asociado a la grafica G que consta
de: 24 vértices, 48 aristas, 20 hexdgonos, 6 cuadrados, dos 3-caras isomorfas a
Pr,, cuatro 3-caras isomorfas a Pc, y una 3-cara isomorfa a Pk, .

Por tltimo,

Ejemplo 5.8. Sea H

-
N
w

Este es es graficaedro de rango 4 més complicado de visualizar. Al fijarnos
en sus subgraficas generadoras de tamano 3, vemos que
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estan asociadas cada una a un conjunto de 5 facetas isomorfas a Pr, (ya que
cada una tiene un vértice aislado).

Ademas, se tienen 10 prismas hexagonales asociados a la subgréfica

(asi como los calculamos para Pr,) y 5 toros isomorfos a Pk, , asociados a la
grafica

N
N
w

(asi como los calculamos para Pk, , ).

Por la complejidad de este politopo, no hemos podido dar una construccion
aproximada a su visualizacion.






Capitulo 6

Simetrias del Graficaedro

En este capitulo se estudiaran las simetrias del politopo Pg asociado a
una (p, q)-grafica G. Mdas ain, estudiaremos como los grupos S, y I'(G) se
relacionan con el grupo de automorfismos de Pg.

6.1. Subgrupos del grupo de automorfismos
del graficaedro

Dada una (p, ¢)-grafica simple y conexa G, sea Pg el g-politopo asociado
a la grafica de Cayley G(G).

Es claro que cada o € S, define una permutacién de los vértices de Pg,
ya que los vértices de Pg son elementos mismos del grupo S, y en G(G) «
intercambia elementos de una clase lateral dentro de la misma clase, (por
medio también, de una permutacién entre los vértices de cada componente).
De manera que para cada i-cara C; de Pg de la forma (K, a), podemos definir
un homomorfismo sobre los elementos de Pg, de la siguiente manera,

(K,a) % (K,aa), con K CE(G), ac s,

Por otro lado, toda ¢ € I'(G) actua como una permutaciéon de los vértices
y aristas de la gréfica G preservando su incidencia de aristas. Note que al
intercambiar ciertas aristas en G, en G(G) manda a cada transposicion 7,,
con ¢; € F(G), a su conjugada. De tal manera que definiremos en Pg el

93
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siguiente homomorfismo ¢ que actua sobre sus caras de la siguiente forma:
(K,a) % (p(K),a?), con KCE(G), a€Ss,.

donde a? = pap!.

Veamos que &y ¢ estan bien definidos. Consideremos a, 3 € S,

i) Sia=(1)€ 5, (K, a)(l) = (K, a(l)) = (K, a),
i) [(K,a)d]8 = (K,aa)8 = (K,a(af)) = (K,a)df,
i) [(K,a)dla~! = (K,aa)a ! = (K, a(aa™)) = (K, a)aa~' = (K, a)(1).
Por otro lado, si consideramos ¢, 1) € T'(G),

i) Sea ¢y € I'(G) el automorfismo identidad de la gréfica G. Entonces
(Ka a’)QONO = (QOO(K%QSDO) = (K> a),

ii) [(K, a)@ld = (p(K), )i = ($(p(K)), (pap™)") = (p(K), (bp)a(dp) ™) =
(Pe(K), a¥?) = (K, a)y,

i) (K. a)@le = (p(K),a?)pt = (97 (oK), (pap™)* ) =
(oK), (97 p)ale™9) ™) = (K,a®) = (K, ).

SN

Dicho esto, en la siguiente proposicién se mostrara que tanto & como ¢ son
elementos del grupo de automorfismos del politopo Pg.

Proposicién 6.1. Cualquier elemento de S, o de I'(G) induce un automorfis-
mo de Pg que preserva adyacencias de caras. Es decir, dado « € S, y p € T'(G)
los correspondientes homomorfismos & y ¢ son elementos de I'(Pg).

Demostracion. Sean (K,a) y (L,b) dos caras incidentes en Pg. Es decir,
(K,a) <p, (L,b) siysolosi K C Ly Tga C Trb. Veamos que (K,a)d y
(K,a)p estan en I'(Pg) vy que sus imdgenes preservan la incidencia.

Sabemos que la imagen de estas caras bajo & es:

(K,a) — (K,aq) y (L,b) — (L,ba)
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Para ver si estas imégenes preservan la incidencia inicamente necesitamos
ver si
(Tka)a C (Tb)a.

Entonces, consideremos a (va)a € (Tka)a tal que ya € Txa C Tpb lo que
implica que entonces (ya)a € (Tpb)a. Concluyendo asi, que todo o € S,
induce un automorfismo & en Pg que preserva la incidencia de sus elementos.

Por otro lado, dado ¢ € I'(G) un automorfismo de la grafica G, éste define
a ¢ como en ?77. Nétese que para cada 7, definida por una arista e € E(G),
To(e) queda definida de manera natural por

Tole) = ngego_l.

Es decir, los elementos ¢ € TI'(G) actuan bajo conjugacién sobre las
transposiciones definidas por las aristas. Esto surge de tomar un elemento
(arista) en la imagen del automorfismo y aplicarle ¢! (la inversa, para regresar
a la grafica inicial (), luego identificar la transposiciéon correspondiente 7, y
finalmente aplicar ¢ para asf poder ver a que transposicién 7, corresponde
la imagen de la arista e. Resultando a su vez el conjunto

0 K =10,

To(k) = _ B
oK) { {()07—61S0 1)"')907—ek§0 1} K:{el,...,6k}.

De donde,
Toky = (Toe)le € E(G)) = p(Tc|e € E(G))p™' = oTke™ (6.1)

Ahora bien, la imagen de los elementos (K, a) y (L,b) en Pg bajo ¢ € T'(G)
son

(K a) — (p(K),a?) y (L,b) — ((L), %),
respectivamente, donde a® = pap~! y b¥ = pbp~ 1.

Para verificar si éstas caras son incidentes, veamos que cumplan con:

(1) o(K) € o(L).
Sea p(e) € p(K) con e € K C L lo que implica que ¢(e) € ¢(L).
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(2) T@(K)aw g Tw(L)bw.
Notemos que en S, se tiene que

Torya? = T pap™ = o(Txa)p™.

(Esta igualdad esta definida por las ecuaciones 77 y 6.1).

Ast que si consideramos a v € Ty,k)a? tal que v = © oL, con
A € Tra C Trb. Entonces

7= gt € eTrbp ™" = ©Trp Ypbp™" = Typ)b?.

Y por lo tanto, (p(K),a?) <p, (p(L),b¥). Es decir, toda ¢ € I'(G) preserva
incidencia de caras en Pg.

Finalmente, en el caso de la cara minima de Pg; toda a € S, v ¢ € I'(G)
actuan sobre ésta como: a(l)) = 0 y p(0) = 0. Dejdndola como la cara minima
de la imagen del politopo bajo el automorfismo. O

De ahora en adelante, por conveniencia, denotaremos a & y ¢ simplemente
por « y (p respectivamente.

6.2. El grupo de simetrias del Graficaedro

En la seccion anterior se demostré que para el g-politopo Pg asociado
a la (p,q)-grafica G, los grupos S, y I'(G) son subgrupos del grupo de
automorfismos I'(Pg) del politopo Pg. Pero atn asi quisieramos ver si con
ellos basta para definir a todos los elementos de I'(Pg).

Teorema 6.1. Sea G una (p,q)-grdafica simple y coneza, tal que q # 1.
Entonces, I'(Pg) = S, x I'(G).

Demostracion. Recordemos que toda o € S, y ¢ € I'(G) actian como
automorfismos del politopo sobre sus elementos de manera tal que

(K,a) — (K, aa) y (K, a) = (¢(K), a?),

respectivamente. Resultando asi que S, y I'(G) son subgrupos de I'(Pg).
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Supongamos que S, NI'(G) # 0 en I'(Pg), es decir, existe un elemento de
I'(Pg) es inducido tanto por a € S, como por un ¢ € I'(G) y veamos que
éstos s6lo pueden ser la identidad. Esto es, para toda (K, a) € Pg,

(K aa) = (p(K), a”).
Entonces, por la definicién 4.1, se sigue que
K=p(K) y Tgaox=Tga".

Es decir, el automorfismo ¢ deja fijo al conjunto de aristas K y por el lema
1.2 tenemos que

Traoa = Tra = Txa?,
de donde se sigue que ac = a = a¥ = pap . Pero, ac = a implica que
(1) = a € S,. Por otro lado, a = gap™" siempre y cuando ap = ya, pero
como I'(G) no es abeliano, resulta que ¢ es el automorfismo identidad de la

grafica G. Por lo tanto, el tnico elemento en S, NI'(G) es la identidad.

Ahora bien, S, es un conjunto invariante bajo conjugacién en I'(Pg) por
medio de los automorfismos de P dados por I'(G). Esto es, para cada a € S, y

todo ¢ € I'(G), donde S, y I'(G) son subgrupos de I'(Pg). Dada (K, a) € Pg,

(K, a)pap™" = (p(K), a%)ay
p(I), (pay ) o

= (
= (
= (¢~ (so(K)) (pap™"a)?
= (K
= (

-1

),
“lpapTlayp),
K ap o).

Es decir,
pap~t €S,
En otras palabras, I'(G) normaliza a S, en I'(Pg) (ver definicién 1.8).

Quisieramos poder definir el producto semidirecto entre S, y I'(G).
Entonces, por el teorema 1.5, para terminar con las propiedades necesitamos
ver que se cumplan las igualdades

T(Pg) = S, - T(G) = T(G) - S,.
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Es decir, debemos mostrar que todo automorfismo de Py permanece en el
producto de S, con I'(G). Para esto, tomemos un elemento p € I'(Pg). Por
ser éste un automorfismo del politopo, p cumple que manda vértices de Py en
vértices del mismo.

Suponamos que p manda al vértice (0, (1)) en el vértice (0, 0) para algin
o € S,. Como S, < I'(Pg), es valido considerar a o= € T'(Pg) tal que
éste manda al vértice ((),0) de vuelta al vértice (@, (1)). Definiéndose de ésta
manera, un automorfismo ¢ = oc~!p de P, como:

(0, (1)) 2= (0,0) <= (B, (1))

El siguiente objetivo serd ver que ¢ es un elemento de I'(G), con la idea de
escribir a
p=opebs, I'G).

De tal manera que en el siguiente parrafo demostraremos que ¢ € I'(G).

Sabemos que un automorfismo de un politopo estd completamente
determinado por su accién sobre una bandera. Sea entonces ¢ = (I, (1))
una bandera de Pg, donde K = {0, K;,...,K,} es una familia maximal de
conjuntos de aristas anidados. Nétese que el vértice (), (1)) es un elemento
de ®. Supongamos que la imagen de la bandera ® bajo ¢ es la bandera
A = (L,a), donde £ = {0, Ly,...,L,;} es nuevamente una familia maximal
de conjuntos de aristas anidados y a € S,. Por un lado sabemos que ¢ deja
fijo al vértice (0, (1)). Pero ademds ¢ manda al vértice de ® al vértice de A,
es decir (0,a) = (0, (1)). Por la observacién 4.1, podemos escribir a A como
A = (L£,(1)). De manera que ¢ manda a la cara (K}, (1)) en la cara (L;, (1))
para cada j =1,...,q.

Etiquetamos a las aristas de la grafica G como fi,...,f, v ¢1,...,9, de
tal manera que K; = {f1,...,f;} v L; = {¢1,....,9;}, para cada j. Definimos
una permutacion ¢’ de aristas de G tal que actiie como ¢'(f;) = g; para cada
j. Entonces tenemos que ¢'(K;) = L; para cada j, de modo que ¢ manda a
(K, (1)) en ((K;), (1)), para cada j.

Suponiendo que ¢’ es la permutacién de las aristas de G determinada por
un automorfismo de la grafica, se tiene que entonces ¢’ actiia sobre las caras
de Pg como:
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para cada j, y por tanto manda a ® en A. De tal manera que manda a la cara
(K, (1)) en la (L;, (1)); ademds sabemos que si dos automorfismos mandan
una bandera a lo mismo, entonces deben ser el mismo, con lo que resultara que

v € I'(QG).

Asi que debemos probar que ¢’ es un automorfismo de G. Intuitivamente,
dado que la estructura de Pg estd completamente determinada por la
estructura de G, la idea es observar que dado un conjunto de aristas K (y un
representante de cada cara), se determina una cara de rango j en el politopo,
la cual bajo el automorfismo ¢ en Py debe mandarse a otra cara similar de
rango j, y ésta ultima debe estar descrita forzosamente por un conjunto de
aristas del mismo tipo que el descrito por K; (digamos L;) y un representante
(el cual en este caso es (1)). Si ¢’ es un automorfismo de aristas de G, entonces
éste determina a ¢” un automorfismo de los vértices de G.

Ahora bien, recuerde que un automorfismo en una grafica esta determinado
por su efecto sobre los vértices con al menos 2 vecinos, asi que nos olvidaremos
de los vértices que tengan grado uno en lo que resta de la demostracion.

Consideraremos a v € V(G) un vértice de grado al menos 2 y a E(v)
el conjunto de todas las aristas de G incidentes en v. Por medio de éstos,
probaremos que dado cualquier v € V(G), la imagen de FE(v) bajo ¢
estd contenido en un conjunto F(w), para algun v” € V(G) (que debera tener
grado al menos 2). Asi, podremos definir una permutacién ¢” de los vértices
de GG, de tal manera que ¢”(v) = w para cualquier v € V(G) con grado al
menos 2, y asi podremos concluir la prueba.

Sabemos que la estructura de las caras del politopo Pg esta totalmente
determinada por la estructura de GG. Entonces, analicemos los siguientes casos:

Caso 1. Sea v € V(@) un vértice de grado exactamente dos.

Supongamos que e y f son las dos aristas que incidentes en el vértice v (es
decir, {e, f} = E(v)). Entonces (K5, (1)) = ({e, f},(1)) determina un 2-cara
hexagonal del politopo; nétese que en este caso

T{&f} = <7‘e,7'f> = 53.

Por otro lado, todo automorfismo de P debe mandar a (K5, (1)) en una 2-cara
que también sea hexagonal, de la forma (Ly,0) = ({¢'(e),¢'(f)}, (1)) es tal
que ¢'(e) y ¢'(f) deben compartir un vértice w € V(G) (para poder describir
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un hexdgono); es decir, {¢'(e),¢'(f)} € E(w). De otra forma definiria un
cuadrado (ver ejemplo (2.4)) y en particular:

T )0 (N = The,py-
Asi, ¢'(E(v)) = E(w).

Caso 2. Supongamos que v € V(G) es un vértice de grado m > 2 y sea
E(v), con |E(v)| = j, el conjunto de aristas incidentes en v que determina a la
j—cara (K, (1)). Queremos demostrar que ¢' determina un automorfismo de
la grafica G inducido por el automorfismo ¢ de Pg. Para esto, enfoquémosnos
ahora en las 3-caras de Pg. Sean e, f, g cualesquiera tres aristas incidentes en
v, entonces deberia suceder que

Tre,p.gy = (Tes Tp, Tg) = S

si suponemos que 7, s,t son los vértices terminales de e, f, g distintos de v,
respectivamente, entonces

T.=r), 7r=(ws), 7,=(vt),

y éstas transposiciones generan a todas las permutaciones de v,r,s,t. En
particular, la 3-cara (K3, (1)) = ({e, f, g}, (1)) en Pg debe tener 24 vértices,
como también su imagen bajo ¢,

(Ls, (1)) = {£'(e), ¢'(f), ¢'(9)}, (1))

Igualmente, el orden de Ty (e) o (£ (9)} = (Tw'(e), To(f), Tor(g)) debe ser 24.

Por como se desarrollé en el caso anterior, cualesquiera dos de las aristas
o'(e), ' (f), ¢ (g) deben compartir un vértice w € V(G), obligando asi a
las tres a tener al mismo vértice en comin (de otra forma obtendriamos
unicamente un subgrupo S3). Siguiéndose de esta manera que ¢’ manda a
cualesquiera tres aristas e, f, g que son incidentes en el vértice v € V(@) en
otras tres incidentes en su imagen w € V(G). Siendo asi, si cualesquiera m < j
aristas en K; son incidentes en un vértice v € V(G), como cada tres de ellas son
mandadas bajo ¢’ a tres aristas incidentes en el vértice w, entonces podemos
suponer que las m aristas bajo ¢’ van a dar a m aristas incidentes en w.
Concluyendo esta parte.

Ahora bien, para verificar que I'(Pg) = I'(G) - S,, retomemos al
automorfismo de P que se definié como: p = op € S, - ['(G).
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Como se dijo al inicio de la demostracién, S, es un supbrupo normal en
['(Pg), al ser invariante bajo conjugacién de cualquier ¢ € I'(G). Es decir,
©Syp~t = S,; por lo que podemos considerar que para alguna vy € S,

o=pyp ",

y sustituyendo a ésta en el automorfismo p € I'(Pg) se tiene que

p=0p = (pap ),
=pa € I'(G) - S,.

Por lo tanto, I'(Pg) = S, - I'(G) =I['(G) - S, y por el corolario 1.5, tenemos
que I'(Pg) =2 S, x I'(G).
U

Observese que en el caso de que ¢ = 1 el teorema no es cierto. Ya que esto
implica que G = K5 y Pg resulta ser una l-cara (una arista) isomorfa a G,
por lo que tanto I'(G) como I'(Pg) son de orden 2.

Ejemplo 6.1. Sea G la trayectoria de longitud 2, por lo que Pg resulta ser un
hexdgono. Su grupo de automorfismos corresponde al grupo diédrico de orden

67 D6 = {67 P 02>,03>;04aP5>7'0>7'1a7'2a770>771a7'2}-

Figura 6.1: Simetrias del hexdgono.
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Donde p representa a la rotacion de 27/6, cada 7; y 7; denotan a las
reflexiones con los ejes sobre los vértices opuestos y sobre los puntos medios
de los lados opuestos, respectivamente como se indican en la figura.

A su vez, el teorema anterior asegura que I'(Pg) = S3 X I'(G) = S5 X Zs,
por ser ambos normales, tenemos que I'(Pg) = S5 X Zy. Pero

DﬁgSg, XZQ.

El isomorfismo ¢ : Dg — Zs x S3 queda definido de la siguiente manera:

e —(g,0) m — (s,1) = (0°1)
7o — (70, 0) m— (p*,1)
71— (71,0) e — (p',1)
Ty — (72,0) — (7, 1)
P — (p*,0) — (72,1)
pt— (p",0) — (70,1)

De tal manera que I'(Pr,) = S3 X Zy = Dg.

El siguiente teorema caracteriza a aquellos Pg que son regulares. Re-
cuerdese que como Pg es finito, es regular si y sélo si [I'(Pg)| = |B(Pg)|
y que en general |B(Pg)| = plq! cuando G es una (p, ¢)-grafica.

Recordemos que T), y C,, denotan a la trayectoria y el ciclo de longitud n
respectivamente, y que K, denota a la gréafica estrella con n aristas con un
vértice comin. Nétese que K, = T, si n = 0,1, 2, por lo que en particular
K o corresponde a la grafica de un solo vertice.

Teorema 6.2. Sea G una (p, q)-grifica simple y conexa. Entonces Pg es re-
gular si y solo si G = Cy o bien G = Ky 4 con ¢ > 0.

Demostracion. Observese primero que por el teorema anterior I'(Pg) = S, x
I'(G), y por el teorema 4.3, |B(Pg)| = pl¢!, mas atin, sabemos que |S,| = p! de
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modo que basta de mostrar que ['(G) = 5, si y solo si G = C3 0 bien G = K ,
con q > 0.

Para ver que se cumple la necesidad del teorema. Por los ejemplos 1.5 y
1.16, que I'(C5) = S5 y que I'(K;,) = S;. De manera que en ambos casos
II'(G)| = ¢!, como se quiere.

Ahora, para la suficiencia. Dado que Pg es regular, podemos suponer que
['(G) = 5,. Asi que la demostracién se reduce a identificar que tipo de graficas
G de tamano ¢ (con ¢ aristas) cumplen con ésta caracteristica. Para ésto,
quisieramos probar primero que si G # (3, entonces G no tiene ciclos; es
decir, es un arbol.

Supongamos que G tiene un ciclo C' de longitud minima k. Sean
f1, fa, ..., fr las aristas de C etiquetadas en orden ciclico. Si f es una arista
cualquiera de G, como I'(G) = S, entonces existe la permutacién ¢ € I'(G) tal
que manda a f; en f dejando fijas al resto de las aristas f; de C' para j > 2.
Entonces el conjunto {f, fa,..., fx} define a un ciclo Cy}, el cual podriamos
decir que es la imagen de C bajo el automorfismo ¢ de la grafica G. Como
G es una grafica simple (sin aristas multiples) y tanto C' como Cy comparten
todas sus aristas menos f; y f respectivamente, entonces ésto implica que
C = Cy y por tanto f; = f. Como se eligié una arista f cualquiera de G,
consecuentemente podemos afirmar que GG esta compuesto por todas las aristas
del ciclo C'. Por consiguiente, G es un ciclo de longitud k = q.

El grupo de automorfismos de cualquier ciclo de longitud ¢ corresponde al
grupo diédrico de orden 2¢. Pero el tnico de éstos que cumple con ser isomorfo

a 9y es en el caso de que ¢ = 3. Dejando a C5 como la tnica posibilidad, pero
G # (5. Por tanto G es un arbol.

Si todos los vértices de G (menos los extremos) tienen grado a lo més
2, entonces (G es una trayectoria. Pero por el ejemplo 1.15 el grupo de
automorfismos de toda trayectoria es de orden 2, obligando a que entonces
q = 2, lo que implica que G =Ty = K1 5.

Ahora, si suponemos que G tiene un vértice v de grado al menos 3, digamos
que e, f, g son 3 aristas que contienen a v. Entonces, al tomarnos cualquier otra
arista € en G sabemos que existe ¢ € I'(G) = S, una permutacién que mande
aeen e ydejefijas a f y g, implicando que el automorfismo deja fijo a v y que
¢’ forzosamente debe contener al vértice v. Entonces cualquier automorfismo
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de G fija a v, y I'(G) = S, implica que I'(G) es transitivo en las aristas de
G, provocando asi que toda arista de G debe contener al vértice v € V(G).

Siguiéndose que G = K 4, somo se queria.
O
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