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Resumen

El tema central de esta tesis es el estudio de propiedades combinatorias, geométricas,
topolégicas y computacionales asociadas a un sélido digitalizado (un sélido con ciertas
propiedades que lo especifican) o vox-sélido. Cada vox-sélido tiene asociado una gréfica
facial 4-regular y 4-conexa, donde cada vértice corresponde a una cara en su frontera y
cada arista indica la adyacencia entre caras.

El problema de representar eficientemente un vox-sélido ha sido transformado en deter-
minar un ciclo Hamiltoniano en su grafica facial; es bien conocido que éste es un problema
NP-completo.

En esta tesis trabajamos dos problemas abiertos, encontrados en la literatura, restrin-
gidos a graficas faciales de vox-sélidos:

1. {Es cierto que toda grafica 4—regular y k—conexa, k < 5, es Hamiltoniana?
2. ;Es cierto que toda gréfica 4—regular y k—conexa, k£ < 5, admite una
descomposicién de sus aristas en dos ciclos Hamiltonianos disjuntos (descom-
posicién Hamiltoniana)?

Diremos que un vox-solido es inductivo si puede construirse, bajo ciertas reglas, agre-
gando voxel por voxel de manera que en cada paso se obtenga un nuevo vox-solido; en
otro caso, lo llamaremos no-inductivo.

Caracterizamos al vox-s6lido no-inductivo mas pequeno, con respecto al nimero de vo-
xeles, que puede construirse. A partir de una familia de vox-sélidos no-inductivos bésicos,
generamos familias infinitas de vox-sélidos no-inductivos. Demostramos que las graficas
faciales asociadas a éstos son Hamiltonianas y, ademés, admiten una descomposicion Ha-
miltoniana.

Diremos que un vox-solido es esférico si su frontera es homeomorfa a una esfera.
Demostramos que los vox-solidos esféricos son inductivos y presentamos familias infinitas
de éstos que admiten una descomposicion Hamiltoniana.

Finalmente, demostramos que el engrosamiento de todo vox-sélido admite una des-
composiciéon Hamiltoniana.



Abstract

The main topic of this thesis is the study of combinatorial, geometric, topological and
computational properties associated to a digitized solid (a solid with special properties
that specify it), or vox-solid. Each vox-solid has associated a 4—regular and 4—connected
face graph, where each vertex corresponds to a face in its boundary and each edge the
adjacency between faces.

The problem of representing efficiently a vox-solid has been transformed into one of
determining a Hamiltonian cycle in its face graph and this problem is well known to be a
NP-complete problem.

In this thesis we studied two open problems found in the Literature, restricted to face
graphs of vox-solids:

1. It is true that all 4—regular and k—connected graphs, with k£ < 5, are Ha-
miltonian?

2. It is true that all 4—regular and k—connected graphs, with k& < 5, admit
a decomposition in two disjoints Hamiltonian cycles (Hamiltonian decompo-
sition)?

A vox-solid is inductive if it can be constructed, under certain rules, adding voxel by
voxel so that in each step a new vox-solid is obtained; otherwise, it is called non-inductive.

We characterize the smallest non-inductive vox-solid, with respect to the number of
voxels that can be constructed. We also determine from basic minimal non-inductive vox-
solids new infinite families of non-inductive vox-solids. We prove that the associated face
graphs are always Hamiltonian and furthermore always admit a Hamiltonian decomposi-
tion.

A vox-solid is spherical if its boundary is homeomorphic to the sphere. We prove that
the spherical vox-solids are inductive and important families of them admit a Hamiltonian
decomposition.

Finally, We prove that the thickening of any vox-solid admits a Hamiltonian decom-
position.



Capitulo 1

Introduccion

Objetos en 3-dimensiones e iméagenes en 2-dimensiones son aproximados digitalmente
por conjuntos de voxeles (volume elements) y pixeles (picture elements), respectivamente.
Un pixel representa a un punto en la pantalla de la computadora, mientras que un voxel
es la representacién del punto en 3-dimensiones, es decir, un cubo unitario.

La Geometria Digital es el estudio de las propiedades geométricas de los objetos di-
gitalizados, comprende tanto sus definiciones como los algoritmos para su célculo. La
Topologia Digital, trata con las propiedades de naturaleza topoldgica y algoritmos que
calculan o preservan tales propiedades, especialmente conexidad y adyacencia.

Asi, diremos que dos voxeles estan ensamblados si comparten, totalmente, una cara.
Diremos, también, que un vox-sélido es un conjunto no vacio y conexo de voxeles cuya
frontera es una superficie orientable. Formalmente, un vox-sélido V es la union finita de
voxeles tales que: (1) se intersectan s6lo por caras, aristas o vsertices; (2) la frontera de V
es una superficie orientable no singular.

A lo largo del Capitulo 2, presentamos los conceptos generales tomados en cuenta
para el desarrollo de la investigacion. Empezamos con un resumen sobre Hamiltonicidad y
resultados importantes en diferentes lineas de investigacion del tema. También exponemos
una breve introduccién a los Reticulos, Topologia Digital, 3-cadenas e imagenes digitales y
establecemos una relacion del concepto vox-sélido con la Topologia Digital y los Reticulos.
Por 1ltimo, definimos formalmente el concepto de vox-sélido, entre otras especificaciones
y definiciones relacionadas con el tema. Ademas definimos diferentes gréaficas asociadas
a los vox-sélidos, como la Grafica de Adyacencia de voxeles, de Adyacencia de caras, o
Facial, y la de Adyacencia de niveles.

Un vox sdlido es inductivo si, y solo si, existe una enumeracion de sus voxeles en una
secuencia vy, Vg, ..., de tal manera que, para cadai,1 < i < n, el conjunto {vy, vy, ...v;} es
un vox-solido. Si no existe tal numeracion diremos que el vox-sélido es no inductivo. Los
vox-solidos inductivos tienen una gran importancia porque permiten aplicar argumentos
inductivos sobre sus propiedades topolégicas, geométricas y algoritmicas. Sin embargo, no
todos los vox-solidos tienen esta particularidad, por lo que su caracterizacion resulta ser
un problema relevante. Una manera de lograrla es mediante el estudio de los vox-sélidos
no-inductivos minimales; esto tltimo en referencia a la propiedad de ser vox-sélido.
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En el Capitulo 3, demostramos que los vox-sélidos arbdreos, laminares (de un piso)
y los esféricos son inductivos. Iniciamos definiendo vox-sélido arbéreo (Definicién 3.1) y
probamos que es inductivos (Teorema 3.1). Demostramos que si un vox-sélido es laminar
(Definicién 2.4), entonces es inductivo (Teorema 3.2). Para ello requerimos el Lema 3.1,
que nos indica que dado un voxel v en un vox-sélido laminar V), siempre es posible encon-
trar una enumeracién valida para los voxeles de V, de tal forma que v reciba la ultima
etiqueta en la enumeracion.

En la Seccién 3.2.2 se presentan las propiedades de los vox-solidos laminares, que
permiten aplicar la estrategia general para demostrar que los vox-sélidos esféricos son
inductivos. Se introducen los conceptos de separar y rodear un sub-vox-sélido de uno
laminar (Definicién 3.3) y se presentan condiciones para realizar tales operaciones (Le-
ma 3.2, Proposicién 3.3, Lemas 3.3 y 3.4).

Para establecer que los vox-sélidos esféricos son inductivos (Seccién 3.3), definimos
el concepto de grafica de adyacencia de niveles (Definicién 2.10), sobre la que probamos
varias propiedades. Finalmente, demostramos que un vox-solido es esférico si y sélamente
si cada una de sus graficas de adyacencia de niveles resulta ser un arbol (Teorema 3.3).
Es decir, caracterizamos los vox-sélido esféricos en términos de la gréafica de adyacencia
de niveles.

En la Seccién 3.3.1, se revisan los vox-sélidos 2-laminados (Definicién 2.4) con el
objetivo de demostrar que un vox-sélido esférico 2-laminado es inductivo (Teorema 3.12).
Se estudian tres casos generales: (I) cada piso o nivel estd formado por un sub-vox-
solido; (IT) un piso estda formado por un sub-vox-sélido y el otro por varios; (III) cada
piso esta integrado por varios sub-vox-sélidos. La grafica de adyacencia de niveles por
pisos de un vox-sélido 2-laminado es un arbol 7. Para los dos primeros casos 1" tiene
dos niveles. El método consiste en enumerar, primero, los voxeles de un piso (Teoremas
3.7 y 3.10), equivalente a podar una hoja en el arbol (Lema 3.16). Finalmente, en la
Seccién 3.3.2, se deduce que todo vox-solido esférico es inductivo (Teorema 3.14). Para
concluir, demostramos que, si para un vox-sélido ¥ una de sus graficas de adyacencia de
niveles es un arbol, entonces V es inductivo (Teorema 3.15).

En el caso del Capitulo 4, demostramos que familias infinitas de vox-sélidos esféricos
admiten una descomposicién Hamiltoniana. Para hacerlo, utilizamos propiedades de las
graficas 4—regulares y 4—conexas. Con esta técnica, establecemos que los vox-sélidos
arbéreos admiten una descomposicion Hamiltoniana (Corolario 4.1). Demostramos que el
resultado es valido para ciertas graficas planas 4—regulares y 4—conexas (Corolario 4.2).
Continuamos demostrando que los vox-sélidos prisméaticos’ admiten una descomposicién
Hamiltoniana (Proposicién 4.2). Introducimos una familia de vox-sélidos esféricos cuyos
elementos son denominados n—crucetas (Figura 4.8) y demostramos que admiten una
descomposicién Hamiltoniana (Lema 4.3).

Asi, a partir de una grafica 4—regular G que admite una descomposiciéon Hamiltoniana
y dos conjuntos de aristas, A y B, cada uno en un ciclo de la descomposicién, se define
U, una grafica formada por los conjuntos de trayectorias disjuntas (generados por Ay

'Un vox-sélido prismatico es aquel cuya forma es similar a un prisma.



B). Con ello se demuestra que, al agregar U a G para obtener G’, es posible extender la
descomposicién Hamiltoniana a G’ (Proposicién 4.4). Este resultado se generaliza para
graficas 4—regulares inmersas en el toro (Proposicién 4.5).

Existen vox-solidos no inductivos, los cuales poseen la caracteristica de que si cualquier
voxel es extraido de ellos, el objeto tridimensional resultante no satisface las condiciones
para ser un vox-sélido. Es decir que habrd, al menos, un par de voxeles que no estén
ensamblados, los cuales denominamos vox-sélidos irreducibles.

En cuanto a los resultados del Capitulo 5, presentamos los vox-sélidos irreducibles.
Iniciamos con la construccién de los vox-sélidos irreducibles bésicos { L4, Q1s, F20, Va2 }
y el encaje de su respectiva grafica facial en el toro. Continuamos con la construccion de
Familias de vox-sdlidos irreducibles a partir de los basicos y la introduccién los conceptos
como corte, separacion y separacion valida (Definiciones 5.1, 5.2, 5.3). Mostramos como,
para cada uno de los vox-sélidos basicos se construye al menos una familia infinita.

Las familias para L6, Fao ¥ V32 se construyen anexando estructuras kZ 2 A partir
de un elemento, no necesariamente el bésico, se puede construir el siguiente anexando
estructuras 0Z, o cualquier otro agregando kZ, k > 1 (Teoremas 5.1, 5.3, 5.4). En el caso
de la familia para Q;g, se genera anexando estructuras £V. De maner similar, a partir de
un elemento de la familia se puede construir el siguiente agregando dos estructuras 1V, o
bien, construir cualquier elemento mayor usando dos estructuras kV, k > 1 (Teorema 5.2).

Asi, tenemos cuatro vox-solidos irreducibles béasicos que juegan un papel fundamental
en la caracterizacion de los vox-solidos inductivos, no inductivos e irreducibles, sobretodo
el de 16 voxeles. Expondremos como, a partir de ellos, construimos familias infinitas de
vox-solidos irreducibles y, en general, de vox-s6lidos no inductivos.

Finalmente, presentamos algunos vox-sélidos no-inductivos cuya frontera es una su-
perficie de género mayor que 1. En particular, presentamos un vox-sélido no inductivo
arista-visible de género 2, para el cual proporcionamos una representacion planar de su
grafica facial y sobre la cual marcamos un ciclo Hamiltoniano. También, mostramos dos
vox-solidos no-inductivos que no son arista-visibles, uno de género 2 y otro de género 3. In-
dicamos, brevemente, como generar familias infinitas de este tipo de vox-sélidos, mediante
las estrategias expuestas en la Seccion 5.2.

En el Capitulo 6, trabajamos con los vox-sélidos irreducibles mas pequenos. Por el Teo-
rema 3.2 sabemos que todo vox-solido laminar es inductivo y, mediante el Teorema 3.14,
que los esféricos también lo son. Asi, un vox-solido no inductivo debera tener mas de un
piso y no podra ser esférico.

Anos atras, un vox-sélido no inductivo toroidal constituido por veinte voxeles se consi-
deraba como el mas pequenio vox-sélido no inductivo. En la presente investigaciéon, presen-
tamos un vox-solido irreducible formado con 16 voxeles y demostramos que es el menor de
los irreducibles y, por ende, el menor no-inductivo. También presentaremos tres vox-solidos
irreducibles de 18 voxeles.

En especifico, L1 es el vox-sélido no inductivo de menor tamano que conocemos. Sus
dimensiones son 4 x 4 x 3. El vox-soélido toroidal mas pequeno es la tuerca de ocho voxeles,

2Las estructuras elementales son descritas en el Apendice B
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cuyas dimensiones son 3 X 3 x 1. Entonces, realizamos una revision exhaustiva sobre los
reticulos R(b,d,h) con b > 3,d > 3y h > 2, considerando, ademds, que b > d > h, con el
fin de evitar casos repetidos.

Demostraremos que L1 no sélo es el menor vox-sélido no inductivo 3-laminado sino que
es unico y el menor de todos los irreducibles (Teorema 6.3). Para llegar a este resultado,
es necesario determinar que no es posible construir un vox-sélido irreducible en reticulos
R(a,p,2) con 2 < a<4,2<p<4 (Teoremas 6.1 y 6.2), ni en R(a,3,3) con 3 <a <4
(Lemas 6.5 y 6.6). Finalmente, se establecen condiciones para determinar en qué casos
no es posible construir un vox-sélido no inductivo en el reticulo R(4,4,3) (Lema 6.7) y
cuando si (Lema 6.8).

Cabe mencionar que, durante la revision, encontramos tres vox-solidos irreducibles de
18 voxeles en el reticulo R(4,4,4), Lema 6.9. Determinamos que no es posible construir
un vox-solido irreducible en el reticulo R(5,4,2), Lema 6.10, mientras que si lo es en el
reticulo R(5,5,2) y tal vox-sélido es Fyp (Lema 6.11).

En el Capitulo 7, mostramos que las familias de vox-sélidos irreducibles presentadas,
en la Seccién 5.2, son Hamiltonianas y, ademaés, admiten una descomposicion Hamilto-
niana. Proporcionamos una técnica para construir la descomposicién Hamiltoniana para
los elementos de las familias de vox-sélidos irreducibles generadas. Consideramos tanto
al vox-sélido como al encaje de su grafica facial. La estrategia consiste en proporcionar
un ciclo Hamiltoniano para los vox-sélidos basicos {L1g, Q1s, Fao, Va2 }, a partir del que se
genera un nuevo ciclo Hamiltoniano para cada elemento de las familias respectivas. Este
método se afina para obtener una descomposicion Hamiltoniana. Es decir, a partir de una
descomposicion Hamiltoniana para un vox-solido basico, se genera una descomposicion
Hamiltoniana para cada elemento de la familia.

Refinamos el concepto de Separacién (Definicién 5.2) a Separacién conveniente (De-
finicién 7.1), en el que se rompe, inicamente, una arista del ciclo Hamiltoniano en cada
corte. Hay que tener en cuenta que los elementos de las familias £, F y V crecen al inser-
tarles convenientemente estructuras 1V, mientras que la familia @ mediante estructuras
0Z, las cuales denominamos anexos. De ahi, se debe identificar una separacion valida que
sea conveniente, considerar la subgrafica generada por los vértices en el corte ¢ y en el
anexo, llamada A, y, finalmente, determinar una trayectoria Hamiltoniana sobre la gréafica
A,. Esta ultima debera unir los vértices extremos de la arista del ciclo Hamiltoniano, se-
parados por el corte. Resulta claro que, de esta manera el ciclo Hamiltoniano se extiende
para el nuevo elemento de la familia. Asi, obtenemos que, dado un ciclo Hamiltoniano H
para un vox-solido en cualquiera de las familias £, F,) o Q siempre es posible extender H
para generar un ciclo Hamiltoniano H’ para otro elemento mayor de la familia respectiva
(Teorema 7.5).

Para obtener la descomposicion Hamiltoniana proporcionamos a cada familia la tra-
yectoria Hamiltoniana en la gréfica inducida A, que genera la descomposicién para todos
los elementos de la familia. Asi, podemos concluir que, dada una descomposicién Hamil-
toniana para un vox-sélido en las familias £, F,V o Q, siempre es posible su extension
para obtener una nueva descomposicién Hamiltoniana para otro elemento mayor de la
familia respectiva (Teorema 7.14).



Por tltimo, en el Capitulo 8, demostramos que el refinamiento o engrosamiento (De-
finicién 8.2) de un vox-sélido admite una descomposicion Hamiltoniana (Teorema 8.3).
Ademas generalizamos este resultado para ciertas graficas 4—regulares y 4—conexas que
no necesariamente estan asociadas a un vox-solido (Teorema 8.4, Corolario 8.1).

Introducimos el concepto de gema ? (grafica cibica que encripta un mapa). Estable-
cemos una biyeccién entre la gema de un vox-sélido y su engrosamiento (Lemas 8.3 y
8.4). Demostramos que toda gema asociada a una grafica plana es Hamiltoniana (Teo-
rema 8.5). Para las gemas, ampliamos la definicién de descomposicién Hamiltoniana a
pseudo-descomposicion Hamiltoniana. Establecemos que las gemas asociadas a ciertas
graficas planas, que permiten una particion de sus aristas en dos arboles generadores
ajenos por aristas, admiten una pseudo-descomposicién Hamiltoniana (Teoremas 8.6 y
8.7). Con esto concluimos que las gemas asociadas a la gréfica facial de un vox-sélido la
admiten (Corolario 8.2).

3En Inglés, gem : Graph encoded map
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Capitulo 2

Marco Teorico

En este Capitulo introducimos los conceptos generales que seran usados a lo largo
del presente trabajo. Iniciamos con un resumen sobre Hamiltonicidad y algunos resulta-
dos importantes en el area, para continuar con una breve introduccion a los Reticulos,
la Topologia Digital, las Cadenas e Imagenes Digitales. Posteriormente, presentamos la
definicion de vox-sélidos y resultados que establecen la relacién entre el concepto de vox-
solido, la Topologia Digital y los Reticulos. Ademaés, definimos varias gréaficas asociadas a
los vox-solidos, para, finalmente, presentar un resumen sobre superficies e inmersiones.

2.1. Hamiltonicidad

Decimos que una grafica G es Hamiltoniana si posee un ciclo que contiene a todos los
vértices de (G, denominado ciclo Hamiltoniano.

Un problema clasico que ha jugado un papel fundamental en el desarrollo de la Teoria
de Gréficas consiste en determinar en qué casos una grafica es Hamiltoniana. A la fecha, se
han obtenido resultados novedosos y, también, han surgido nuevas preguntas por resolver.

Uno de los primeros resultados de Hamilonicidad sobre graficas regulares es el Teorema
de Smith, que postula que toda grafica 3-regular Hamiltoniana G contiene un ntimero
par de ciclos Hamiltonianos que pasan por una arista de G. La primera prueba de esto
fue presentada por Tutte [57] y, posteriormente extendida por Thomason [55] para toda
grafica Hamiltoniana en la que todos los vértices son de grado impar. La conjetura de
Sheehan [49], que permanece abierta, establece que toda grafica 4-regular Hamiltoniana
tiene al menos dos ciclos Hamiltonianos.

De igual manera, Tutte [58] establece que toda grafica 4-conexa plana es Hamiltoniana,
teorema que ha sido aplicado a numerosos estudios de gréficas planas y graficas sobre una
superficie fija. Thomassen [56], por su parte, extendié el teorema de Tutte para graficas
conexas Hamiltonianas, mientras que Thomas y Yu [52] demuestran que toda grafica
proyectiva y 4-conexa tiene un ciclo Hamiltoniano.

De igual manera, Matthews y Summer [34, 35] han estudiado las propiedades de ha-
miltonicidad sobre graficas libres de K 3 y establecen que, si G' es un grafica 2-conexa
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libre de K 3, tal que 6(G) > (n —2)/3, entonces G es Hamiltoniana. Ademads, llegan a la
conjetura de que, si G es 4-conexa y no contiene a Kj 3, entonces G es Hamiltoniana.

Ciclos Hamiltonianos miiltiples

Recordemos que dada una grifica G = (V, A) y un entero positivo d, se denota por
G a la grafica con vértices V, para la que dos vértices son adyacentes si, y sélo si, tienen
una distancia no mayor a d en G.

Nebesky y Wisztova [43] prueban que: Si G es una gréfica conexa de orden al menos
n,n > 6 entonces existe un ciclo Hamiltoniano C; para G y otro Cy para G°, tal que C;
y C5 son ajenos por aristas. Este resultado se establece directamente, pues se sabe que
G? es Hamiltoniana y que si n > 5 entonces G° tiene un 4-factor.

En 1971, Nash-William[41] generalizé el Teorema de Dirac para obtener un resultado
sobre ciclos Hamiltonianos miltiples en graficas regulares, estableciendo que: Si G es una
grafica k—regular de orden n,n > 14,y k > (n—1)/2 entonces G contiene (3k —n+1)/6
ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.

Por su parte, Jackson [24] conjeturé que si G es k—regular con n vértices, donde
k > (n—1)/2, entonces G contiene k/2 ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas.

Por otro lado, Zaks [61] demuestra que esta conjetura no puede ser extendida para
valores pequenios de k (k = 4,5). Mediante una familia infinita de gréficas 4-regulares y
4-conexas, en la cual dos ciclos Hamiltonianos cualesquiera comparten, al menos, 1/16 de
sus aristas. Ademads, mostro una famila de graficas 5-regulares y 5-conexas planas que no
poseen dos ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas. La tltima también fue encontrada por
Owens [46], quien, ademds, demuestra la existencia de una gréafica k—regular y r—conexa
que contiene k ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas para cada r > 3y Vk,0 < k < n/2.
A diferencia de los demostrado por Zacks, no tiene (k + 1) ciclos Hamiltonianos ajenos
por aristas.

La pregunta de si la existencia de un par de ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas
en GG implica la existencia de otro par fue formulada por Sloane [50]. En respuesta, Tho-
mason [55] indica que: En una gréfica 4-regular, de orden n > 3 el niimero de parejas de
ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas, para los cuales dos aristas fijas estan en el mismo
ciclo, es par. Mientras que la pregunta de que si G contiene k ciclos Hamiltonianos ajenos
por aristas entonces G' contiene al menos k(2k — 1) ciclos Hamiltonianos fue desarrollada
por Nincak [44].

La demostracion de que: Si una grafica 2k—regular de orden n > 3 tiene una des-
composicién en k ciclos Hamiltonianos ajenos por aristas, entonces: (1) cada arista de G
estd en 3k — 2 ciclos Hamiltonianos; (2) G tiene al menos k(3k — 2) ciclos Hamiltonianos;
(3) G tiene al menos (3k — 2)(3k —5)---(7)(4)(1) descomposiciones Hamiltonianas, fue
dada por Thomason [55].
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Hamiltonicidad en Graficas Toroidales

Whitney [60] demostré que toda triangulacion 4-conexa de la esfera contiene un ciclo
Hamiltoniano y, por ende, es 4-coloreable por caras. Tutte [58],por su lado, generalizé es-
te resultado para graficas planas 4-conexas. Desarrollando el método de Tutte, Thomas-
sen [56] prueba que cualquier grafica plana 4-conexa tiene una trayectoria Hamiltoniana
entre todo par de vértices.

Griinbaum[54] 1llegd a la conjetura que toda grafica 4-conexa inmersa en el plano
proyectivo contiene un ciclo Hamiltoniano, lo cual fue probado por Thomas and Yu [52].

En el caso de gréficas inmersas en el toro (gréficas toroidales), Nash-William hace la
siguiente conjetura:

Conjetura 1 [42/. Toda grafica toroidal 4-conexa contiene un ciclo Hamiltoniano.

Altshuler [4] prueba esta conjetura para graficas toroidales 6-conexas. Por su parte,
Brunet y Richter [11] la demuestran para triangulaciones 5-conexas del toro. Thomas y
Yu [53] la prueban para graficas toroidales 5-conexas. Continuando en esa misma linea de
investigacion, en 2005, Thomas, Yu y Zang prueban el siguiente teorema

Teorema 1 [54]. Toda gréfica toroidal 4-conexa contiene una trayectoria Hamiltoniana.

2.2. Reticulos

Un reticulo o reticulo 3-regular se define como una subdivisiéon en cubos del 3-
Espacio Euclideano dada por planos paralelos a los ejes coordenados. Cada uno de los
elementos de la subdivision son cubos idénticos, con aristas de longitud 1, conocidos
como voxeles.

Trabajaremos con reticulos cuyos voxeles tengan baricentros enteros. Es decir, que
corresponden a la latice entera deR’. Al mencionar las coordenadas de un voxel estamos
haciendo referencia a las coordenadas de sus baricentros.

Si denotamos R al reticulo con baricentros enteros, podemos definir los siguientes
términos para los voxeles y sus intersecciones:

0-simplejo o vértice es la interseccion no vacia de 8 voxeles diferentes.
1-simplejo o arista es la intersecciéon no vacia de 4 voxeles diferentes,
los cuales tienen el mismo valor en una de sus coordenadas.

2-simplejo o cara es la interseccién no vacia de 2 voxeles diferentes,
los cuales tienen el mismo valor en dos de sus coordenadas.

3-simplejo es un voxel

Por otro lado, a la unién finita de simplejos de la misma dimension & la denominaremos
k—cadena, 0 < k < 3. Las cadenas no contienen simplejos de diferentes dimensiones.
Cabe hacer notar que una 3-cadena es un complejo simplicial en el espacio IR.



12 Marco Tedrico

c, c, C,+GC, o(cy)

O—cadenas

1—cadenas

2—cadenas

3—cadenas

Figura 2.1: Ejemplo de adicién de cadenas y operador frontera

En la Figura 2.1 se muestran ejemplos de k—cadenas. Una k—cadena M,k > 0, es
conexa si resulta ser conexa como subespacio de IR, bajo la topologfa inducida. Suponga
que C y Cy son dos k—cadenas, 0 < k£ < 3. La suma C + Cs se define como la k—cadena
consistente de k—simplejos en C o (5, pero no en ambos. Es decir, esta operacion resulta
ser la diferencia simétrica C1AC,.

La Figura 2.1 ilustra ejemplos de esta operacion entre cadenas. La suma de k—cadenas
es asociativa y conmutativa, posee un unico cero (la k—cadena vacia) y, ademads, cada
k—cadena es su propio inverso (unico). Para precisar, el conjunto de k—cadenas es un
grupo conmutativo e idemponente bajo esta operacion.

Por otro lado, cada reticulo R determina cuatro grupos, denominados grupos cadena
de R y denotados por Cr(R). La suma de n k—cadenas C; + Cy + --- + C,, resulta
ser la k—cadena consistente de k—simplejos contenidos en un niimero impar de cadenas
C1,Cy, -+, Chy.

Sea C' una k—cadena, con k£ > 0, el operador frontera 0 aplicado a la k—cadena C es
la (k—1)—cadena 9(C') cuyos elementos son los (k—1)—simplejos contenidos en un nimero
impar de k—simplejos de C. Por convencién, cualquier 0—cadena tiene a la 0—cadena ()
como frontera. La Figura 2.1 ilustra la aplicacion del operador frontera aplicado a la
cadena (. Si C y Cy son dos k—cadenas entonces 0(C + Cy) = 9(C4) + 9(Cs). Esto es,
la frontera de una suma es la suma de las fronteras, [47]. Sea C' una k—cadena, si existe
una (k + 1)—cadena T tal que C' = 9(T') entonces se dice que C' es una k—frontera. Si
9(C) = 0, se dice que C' es un k—ciclo. Para k = 0 todas las 0—cadenas son 0—ciclos.
Sagols [47] proporciona las propiedades bésicas del operador frontera:

1. La suma de dos k—ciclos es un k—ciclo

2. La suma de dos k—fronteras es una k—frontera

3. Cada k—frontera consiste de un nimero par de simplejos

4. Si T es una k—cadena entonces 9(9(T)) = 0. Es decir, cada k—cadena es
un k—ciclo
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2.3. Introduccién a la Topologia Digital

En esta seccién presentaremos una breve revision de algunos conceptos bésicos sobre
Topologia Digital y la manera como los usaremos. Un resumen sobre el tema se presenta
en el Apéndice A.

Para iniciar llamaremos punto a un elemento de Z°. Se dice que dos puntos son
26—adyacentes si son distintos y cada coordenada de uno difiere de la correspondiente
coordenada del otro en, a lo mas, 1. Dos puntos son 18—adyacentes si resultan ser 26-
adyacentes y difieren en, a lo més, dos de sus coordenadas. Por tltimo, dos puntos son
6—adyacentes si son 18-adyacentes y difieren en, a lo méas, una coordenada.

Sea S un conjunto de puntos y sea r un numero en {6,18,26}. Un r—vecino de un
punto p € S es un punto ¢ que es r—adyacente a p. Denotamos por N,(p) al conjunto
consistente de p y sus r—vecinos.

Definicién 2.1 Una Imagen Digital tri-dimensional, 6 3-imagen digital, es una tripleta
P(m,n, B), donde (m,n)=(6,26), (26,6), (6,18) 6 (18,6); y B es un subconjunto finito de
Z°. Los puntos en B son llamados puntos negros y los de Z° \ B, puntos blancos.

En este trabajo sélo consideraremos imégenes digitales tridimensionales P(m,n, B)
con (m,n) = (6, 18).

Sea P(m,n, B) una 3-imagen digital, dos puntos negros en P son adyacentes si ellos son
m—adyacentes; dos puntos blancos, o bien un punto blanco y uno negro, son adyacentes
si son n—adyacentes. Un punto p es adyacente a un conjunto de puntos S si p es
adyacente a algin punto en S. Dos conjuntos de puntos S y 7' son adyacentes si
resulta que algiin punto en S lo es a algin punto en 7.

Asi, decimos que un conjunto S, de puntos negros (o uno de puntos blancos) en una
3-imagen digital, es conexo si S no puede ser particionado en dos subconjuntos que no
sean adyacentes uno del otro. Una componente de puntos negros (puntos blancos) de un
conjunto S es un conjunto A C S no vacio que resulta no ser adyacente a S\ A. Es decir,
en una (m,n)-imagen digital 3-dimensional, una componente de un conjunto de puntos
negros es una m—componente, mientras que una componente de puntos blancos es una
n—componente. Una componente de puntos negros (blancos) es llamada componente
negra (componente blanca). En una 3-imagen digital existe una unica componente
blanca infinita la cual es denominada fondo'.

Hay que precisar que, para cualquier conjunto de puntos S, una trayectoria es una
secuencia X,, X1, ..., X; de puntos diferentes en S, tal que X; es adyacente a X;_; para
toda 7,1 < ¢ < [. Una trayectoria X,, X1, ..., X; es una X,X;—trayectoria, es cerrada si
X, = X;. Una trayectoria degenerada de un solo punto X, es un caso especial de una
trayectoria cerrada. Evidentemente, un conjunto de puntos S es conexo si, y sélo si, para
cualesquiera dos puntos X y Y existe una XY —trayectoria en S.

1Usaremos el término fondo como traduccién de background
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Sea P(m,n, B) una imagen digital tridimensinal. Sean X,Y dos conjuntos de puntos
en P, X conexo. Se dice que X rodea® a Y si cada punto de Y estd conectado a una
P—componente.

Sea P = (V,m,n, B) una imagen digital. Un punto negro en P es llamado punto
borde si es adyacente a uno o mas puntos blancos. De no serlo, se denomina punto
interior. El borde de una componente negra C' de una imagen digital P es el
conjunto de todos los puntos borde de C'. El borde de una componente negra C,
con respecto a una componente blanca D, es el conjunto de todos los puntos en
C adyacentes a D. Una componente blanca de P, que es adyacente a una componente
negra C' y rodeada por ella, es llamada hoyo de C en el espacio 2-dimensional y se
denomina cavidad en el 3-dimensional. Una componente negra en una imagen digital P
corresponde a un objeto geométrico. De manera similar, un hoyo o cavidad corresponde
a un hoyo topoldgico del objeto.

En este trabajo nos referiremos con el término hoyo a una cavidad y nos remitiremos
a su definicién en Topologia Digital o clasica, segiin sea el caso.

2.4. 3-Cadenas y 3-Imagenes Digitales

El conjunto de baricentros de los voxeles en una 3-cadena finita define los puntos
negros de una tunica imagen digital tridimensional. Inversamente, los puntos negros de
una imagen digital tridimensional definen, de manera tinica los baricentros de los voxeles
de una 3-cadena finita. La Figura 2.2 ilustra algunos ejemplos de esta equivalencia.

et A

Figura 2.2: 3-cadenas y sus imégenes tridimensionales

Formalmente, para asociar una 3-cadena a su imagen tridimensional se tiene una
transformacion, definida a continuacién [47].

Sean:

S={¢: & esuni-simplejoen G,i=0,1,2,3} y

S* ={¢: € es un i-simplejo en G*,i =0, 1, 2, 3},
donde G* es el reticulo de IR cuyos voxeles tienen a los 0—simplejos de G como
baricentros.

La transformacién 7 : S — §* queda definida como:

716 - {

voxel con baricentro £ Si € es un 0—simplejo;

ﬂ{X:X es un vertice de & }T<X) en otro caso.

2ver Apéndice A para més detalles.
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Figura 2.3: Transformacion 7T

Si € es un 0—simplejo con coordenadas (x,y, 2z), entonces 7 (§) es el cubo unitario con
baricentro (z,y, z). Este voxel esta en el rango de 7 y es unico.

Cuando & es un k—simplejo con k& > 0, 7 (£) es la interseccién de un conjunto de cubos
unitarios en el rango de 7. Tal interseccion nunca es vacia y se encuentra en el rango de
T . Asi, se obtiene que 7 resulta una biyeccién que transforma: un vértice en un voxel; un
1—simplejo en un 2—simplejo; un 2—simplejo en un 1—simplejo y un voxel en un vértice.
Por ende, diremos que un 1—simplejo es el dual de un 2—simplejo bajo la transformacion
7.

La Figura 2.3 muestra una representacién gréfica de esta transformacién: (a) un
O—simplejo es transformado en un voxel; (b) un 1—simplejo es transformado en un
2—simplejo; (¢) un 2—simplejo es transformado en un 1—simplejo; y (d) un voxel es
transformado en un 0—simplejo.

Proposicién 2.1 [{7]. Sean v; y v, dos puntos en Z°, se tiene que:

1. vy y vy son 6—adyacentes si, y sélosi, T(v1) y 7T (vq)
tienen un 2—simplejo en comun.

2. vy y vg son 18—adyacentes si, y sélo si, T (v1) y T (v2)
tienen un 1—simplejo en comun.

3. w1 y ve son 26—adyacentes si, y solo si, T (v1) v 7 (vg)
tienen un O—simplejo en comun.

La Figura 2.4 ilustra este resultado.

g

(1) (2) (3)

Figura 2.4: Ejemplo de la Proposicion 2.1

Asociamos a cada 3-cadena T una 3-imagen digital usando la siguiente relacion:

D(T) = <6, 18, | T(S)) .

SeT
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De manera similar, a cada 3-imagen digital, P(6, 18, B) corresponde una 3-cadena en el
reticulo G* bajo la siguiente relacion:

p(P) = | 7).
peEB

Cabe hacer notar, que cualquier definicién o resultado sobre estos entes matematicos 3-
cadenas o 3-imagenes digitales bajo D, tiene una interpretacién que corresponde al otro.
En particular, podemos interpretar el concepto de adyacencia de puntos de Topologia
Digital, a cadenas y, de manera similar, frontera o grupos cadena de 3-cadenas a Topologia
Digital. Por ejemplo, el borde de una 3-imagen digital corresponde al conjunto de parejas
de puntos (p, ¢), donde p es un punto negro 6—adyacente al punto blanco g.

2.5. Vox Solidos

A continuacién definiremos nuestro objeto de estudio: el vox-sélido. Ademas, daremos
las definiciones relacionadas y resultados que utilizamos durante el desarrollo del trabajo.

Definicién 2.2 Un vox-sélido V es una 3-cadena conexa cuya frontera es una superficie?
orientable. Una definicion equivalente es:

Un vox-sélido V es la unién de voxeles tal que:

(1) los voxeles se intersectan sélo por caras, aristas y vértices; y

(2) la frontera de V es una superficie orientable no singular.

Proposicién 2.2 [/7]. Sea P una 3-imagen digital. Si P tiene una dnica componente
negra y una sola componente blanca, entonces d(D(P)) es conexa.

Teorema 2.1 [47]. Sea P = (6,18, B) una 3-imagen digital. D(P) es un vox-sélido si,
y s6lo si, P tiene justo una componente negra y una componente blanca, ademés, de no
contener las configuraciones ilustradas en la Figura 2.5.

(a)

Figura 2.5: Configuraciones Prohibidas

La Figura 2.5 muestra las configuraciones mencionadas por el Teorema 2.1. Los pun-
tos azules en (a) podrian ser negros o blancos. Asi, seran denominadas Configuraciones
Prohibidas.

La Figura 2.6 muestra las imagenes digitales, asociadas bajo la transformacién D, a
las 3-cadenas de las configuraciones prohibidas de la Figura 2.5.

3Entendemos por superfice una 2-variedad compacta y conexa con frontera vacia.
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Figura 2.6: Configuraciones prohibidas, imagenes digitales
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Figura 2.7: Vox-s6lidos Inductivo y No-Inductivo

Definicién 2.3 Sea V un vox-sélido. Decimos que V es un vox-sélido inductivo si, y
solo si, existe un orden de sus voxeles en una secuencia Vi, Vs, ..., V,, de tal manera que
para cada i,1 < i < n, la cadena {Vi, V3, ..., V;} es un vox-sélido. Si tal disposicién no
es posible, lo denotaremos vox-sélido no-inductivo. Asi, la Figura 2.7(a) muestra un
vox-sélido inductivo y la (b) uno no-inductivo.

Para facilitar la referencia, definimos W como el conjunto de todos los vox-solidos; 7
como el conjunto de todos los vox-sélidos inductivos: Z = { V € W : V es Inductivo } y
NZ ={V eV:V es No-inductivo }.

El tamano de un vox-sélido V se determina por el ntimero de voxeles que lo integran
y es denotado como |V|. Un Sub-Vox-sélido S es un subconjunto de voxeles de V que,
por si mismo, es un vox-sélido; denotado S C V.

Dado que un vox-sélido estd inmerso en un reticulo 3-regular podemos denominar a
sus tres dimensiones como: amplitud, b; profundidad, d; y altura, h. Diremos entonces que
un vox-sélido tiene dimensiones b X d X h, o bien que estd contenido en un reticulo de
dimensiones b x d X h, al cual denotamos por R(b,d, h).

Definicién 2.4 Un vox-sélido es laminar, o 1—laminado, si su profundidad d, altura h
o amplitud b es 1. Esto es 1 = min{b, d, h}. Sea A el conjunto de todos los vox-sélidos
laminares: Ay ={V €V :V es laminar }.
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En general, diremos que un vox-sélido es k—laminado si estd integrado por £ vox-
solidos laminares, donde & = min{b,d, h}. Sea Ay el conjunto de todos los vox-sélidos
k—laminados: Agy = { V € YV : V k—laminado, k € N }. En el caso de un vox-sélido
k—laminado, a cada uno de los k£ laminares que lo componen, lo llamaremos un piso; asi,

estara integrado por k pisos.
' @2 = =7

Figura 2.8: Ejemplo de un vox-sélido laminar

La Figura 2.8 ilustra un vox-solido laminar visto desde diferentes perspectivas. Siempre
es posible girar sucesivamente un vox-solido laminar 90° con respecto a los ejes coordena-
dos para que su altura sea 1.

Por 1ultimo, diremos que un vox-sélido con dimensiones b X d X h que posee exactamente
b x d x h voxeles es un bloque.

Definicién 2.5 Un vox-sélido es arista-visible si todas sus aristas estan sobre la frontera
del vox-solido y vértice-visible si todos sus vértices pertenecen a la frontera del vox-

sélido. Sean AV = {V € V: V es arista-visible} y VV = {V € V: V es vértice-visible}.

Un vox-solido laminar es arista-visible si no posee bloques de tamano 2 x 2. Todo vox-
solido arista-visible es vértice-visible, pero un vox-sélido vértice-visible no necesariamente
es arista-visible. El vox-sélido presentado en la Figura 2.8 es vértice-visible pero no es
arista-visible. El vox-sélido en la Figura 2.9(b) es tanto arista-visible como vértice-visible.

(a)

Figura 2.9: Vox sé6lidos no-inductivos

Definicién 2.6 Un vox-solido es denominado minimal si, al quitarle cualquier voxel, el
objeto 3-dimensional resultante no es un vox-sélido. Asi, es minimal con respecto a la
propiedad de ser vox-solido. Por otro lado, un vox-sélido es irreducible si, al quitarle
cualquier voxel, se produce una configuracién prohibida. Sean M = {V € V: V es
minimal } y Zr ={V €V :V es irreducible }.
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Podemos observar que un vox-sélido minimal es no inductivo, sin embargo, un vox-
solido no inductivo puede ser no minimal. La Figura 2.9 lo ilustra; los vox-solidos son
no-inductivos, pero en el caso de (a), éste no es minimial y en el de (b), si lo es.

Figura 2.10: Vox sélidos Irreducibles

La Figura 2.10 muestra tres vox-solidos irreducibles. Podemos observar que la siguiente
relacién se genera entre los conjuntos de vox-sélidos: Zr ¢ M C NZ C V.

Definicion 2.7 Un vox-sélido es esférico si su frontera es homeomorfa a la esfera.
Por otro lado, un vox-sélido es toroidal si su frontera es homeomortfa al toro.
Sean £ ={ VeV : Vesestérico} yT ={V €V:V es toroidal }.

Diremos que un vox-solido V es toroidal simple si su grafica de adyacencia de voxeles
es un ciclo. Los vox-sélidos en la Figura 2.10 son toroidales simples. Sea 7 el conjunto de
todos los vox-solidos toroidales simples. Consideraremos:

T(g) ={V €V:la frontera de V es una superficie orientable de género g, g € IN }.

Distancia entre voxeles

Estamos trabajamos sobre el reticulo entero y estamos suponiendo que el baricentro
de cada voxel estd en un punto de Z3. Asi, representamos a cada voxel por las coordenadas
de sus baricentros y la distancia entre un par de voxeles estarda dada por la distancia entre
sus baricentros.

De esta manera, si V € YV con u = (Ty,Yu, 2u) ¥ W = (T, Yu, 2w) dos voxeles de V
representados de acuerdo a sus posiciones en el reticulo entonces, la distancia de u a w
es el minimo nimero de posiciones (voxeles) en Z* entre ellos. Para precisar:

du,w) =2y + Yo + 2o, donde x, = |2y — Tul; Yo = |Yu — Yul; 20 = |24 — Zu|-

Ahora bien, Sea V € V. Sean x € V y U, W C V. Se define, la distancia entre un
voxel x y un sub-vox-sélido U, como: d(x,U) = min{d(z,u) : v € U} y la distancia
entre sub-vox-sélidos serd: d(U, W) = min{d(u,w) : v € U,w € W}. Nétese que si los
sub-vox-sélidos U y W tienen voxeles en comun entonces d(U, W) = 0.

La funcién distancia tiene las siguientes propiedades:
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Proposiciéon 2.3 Sea V € VY, sean u, v, w voxeles en V. Se tiene que:
1) d(u,w) >0, Vu,w.

2) d(u,w) =d(w,u), Vu,w.

3) d(v,w) <d(v,u) + d(u,w), Vu,v,w.

Demostracion.
Los casos (1) y (2) resultan obvios.
Caso 3) Sean u = (T, Yu, 2u), 0 = (Toy Yuy 20) ¥ W = (T, Yoy Zu0)-
Tenemos que:
d(v, u)+d(u, w) = (|20 = zu| + Yo = Yu| + [20 = 2u]) + (|20 = T |+ [Yu = Yol + [2u — 20])
= (|zy — o] + |20 — T l) + (190 — Yul + [Yu — Yul) + (|20 — 2u] + [20 — 20])
> |y — Tl + Yo — Yu| + |20 — 2w|)  por la desigualdad del tridngulo.

Por lo tanto, d(v,u) + d(u,w) > d(v, w).

2.6. Graficas Asociadas a vox-solidos

A continuacién, presentaremos la grafica de Adyacencia de voxeles de un vox-sélido y
de adyacencia de caras, asi como la de adyacencia de niveles y sus propiedades.

Grafica de Adyacencia de Voxeles.

Definicién 2.8 Sea V € V. La Grafica de Adyacencia de Voxeles se define como
Gv(V) = (V, E), donde cada voxel corresponde a un vértice de V. Si dos voxeles vy y vs,
son adyacentes por una cara, entonces los vértices correspondientes, v, y v9, forman la
arista (vy,vs) en E.

El grado de un voxel es definido como el niimero de voxeles que estan ensamblados a
él. Es decir, el grado de un voxel v es el grado del vértice v, asociado a v, en la grafica de
adyacencia de voxeles, lo denotamos como 6(v). Asi, en el caso de un vox-sélido, el grado
maximo de un voxel v es 6.

Grafica de Adyacencia de Caras.

Definicién 2.9 La Grafica de adyacencia de caras, o Facial, de un vox-sélido V € Y
se define asignando un vértice por cada cara de un voxel en la superficie del vox-sélido.
Dos vértices seran unidos por una arista si las caras respectivas comparten una arista. Es
decir, si son vecinas. La denotaremos por G¢(V) o simplemente G.

La Figura 2.11 muestra un voxel y su grafica de adyacencia de caras. La grafica facial
G de un vox-sélido es una gréfica 4-regular y 4-conexa [47]. Se conjetura, ademads, que G
es Hamiltoniana y que admite una descomposicion Hamiltoniana [47].



2.6 Graficas Asociadas a vox-sdlidos 21

o S

Figura 2.11: El voxel y su gréfica facial

Grafica de Adyacencia de Niveles.

Todo vox-sélido V posee tres dimensiones: amplitud, b; profundidad, d; y altura, h.
Ademas, estd contenido en un caja (reticulo) de dimensiones justas, b X d x h donde,
la amplitud es b = Z,ae — Tmin + 1; profundidad es d = Ymaz — Ymin + 1 y altura es
h = Zmar — Zmin + 1. También diremos que )V tiene b niveles de amplitud, p niveles de
profundidad y h niveles de altura. Esto es, a cada nivel corresponde un corte paralelo al eje
cartesiano, ya sea en amplitud, profundidad o altura. De esta manera, cada nivel podria
estar formado por uno o varios vox-sélidos laminares, denominados sub-vox-sélidos de
un piso.

Definicién 2.10 Sea V € WV un vox-sélido con dimensiones b x d x h. Considerando sélo
una de las dimensiones, digamos D, D € { amplitud, profundidad, altura }, se define la
grafica de adyacencia de niveles de un vox-sélido como N = (V, A) donde, siendo 7
el namero de niveles en D, se tiene que:

(i) por cada sub-vox-sélido en el nivel j, 1 < j <7, existe un vértice en V;

(ii) dos vértices son adyacentes si los sub-vox-sélido correspondientes estan en niveles
contiguos -es decir, adyacentes- y comparten, al menos, una cara.

Es denominada gréfica de adyacencia de niveles (generada) por amplitud, profundi-
dad o altura, de acuerdo a la dimensién tomada. Ademds se denota por N,(V), Ny(V)
y N (V) a la grafica de adyacencia de niveles en amplitud, en profundidad y por altura,
respectivamente.

Si uj, es el vértice asociado al i—ésimo sub-vox-sélido del nivel j, las aristas incidentes
a uj, en N son de la forma  (ug_y), ,u;) o (u;,ug41),). Como podemos ver, que la
grafica de adyacencia de niveles es simple.

La Figura 2.12 muestra un vox-solido, su descomposicién por niveles: (a) altura, (b)
profundidad y (c) amplitud. También se presentan las gréficas de adyacencia de niveles
respectivas.

Proposiciéon 2.4 Toda grafica de adyacencia de niveles de un vox-sélido es conexa.

Demostracién. Por definicién, un vox-sélido es un conjunto conexo de voxeles. Ademas,
entre niveles contiguos (adyacentes) hay, al menos, un par de voxeles que comparten
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(b)

Figura 2.12: Un vox-sélido y sus gréaficas de adyacencia de niveles

una cara en su totalidad. Asi, por construccién de la grafica de adyacencia de niveles
N, hay una arista entre los vértices asociados a los sub-vox-sélido correspondientes,
por lo que siempre es posible cambiar de un nivel a otro en el vox-sélido. Es decir,
que existe un camino entre todo par de vértices en N. Por lo tanto, la gréafica de
adyacencia de niveles N es conexa.

Proposicién 2.5 Si V es un bloque con dimensiones b X d X h, entonces toda grafica de
adyacencia de niveles para ) es una trayectoria. Ademas, la trayectoria tiene longitud h, b
o d, acorde a si fue generada por altura, amplitud o profundidad, respectivamente.

Demostracion. Sea V un bloque con dimensiones bx d x h, observamos que V esta formado
por: (1) h bloques de b x d x 1, considerandolo por altura; (2) b bloques de 1 x d X h,
si es por amplitud; (3) d bloques de b x 1 x h, en el caso de profundidad.

Sin pérdida de generalidad, construyamos la grafica de adyacencia de niveles por
altura. Ya que V esta formado por h sub-vox-sélidos, bloques de dimensién bx d x 1,
por cada uno se tiene un vértice. Es decir, en total, se tienen h. Debido a que todos
los sub-vox-sélido estan entre pisos contiguos, a excepcion del primero y tltimo,
ellos comparten, al menos, una cara, por lo cual se tiene una arista entre los vértices
correspondientes. De esta manera, se ha generado una trayectoria, en este caso de
longitud h.
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Cabe mencionar que otros vox-solidos podrian tener como gréafica de adyacencia de
niveles, sobre cualquier dimension, una trayectoria y no ser bloques.

Hay que hacer notar que cuando el vox-sélido tiene dimensiones ¢ x ¢ x ¢ y cada nivel
esta constituido por un sub-vox-sélido tinicamente, la grafica de adyacencia de niveles es
una trayectoria de longitud /.

2.7. Superficies

Para introducir el término superficie, presentamos un breve resumen sobre los concep-
tos basicos de espacios topoldgicos. A continuacién, introduccimos el tema de inmersion
de superficies y, finalmente, el de inmersién de vox-solidos en superficies.

Para un conjunto X, una topologia en X es una familia A de subconjuntos en X,
denominados abiertos tal que satisface los siguientes axiomas:

Al. Si{A;}ier C A, T arbitrario, entonces U;ez A; € A.
A2. Si{A;}icr C A, T finito, entonces N;ez 4; € A.

En particular, X y () estdn en A. X por ser la interseccién de una familia vacia y ()
por ser la uniéon de una familia vacia.

Se le denomina espacio topolégico a la pareja (X,.A). Lo denotaremos tinicamente
por X cuando no haya confusién con respecto a la estructura topolégica dada por sus
abiertos. Al conjunto X se le llama el conjunto subyacente del espacio topoldgico. A
los elementos x en X se les denomina puntos.

Sean X un espacio topolégico y x € X. Se define una vecindad de X como un
subconjunto U C X para el que existe un abierto A en X, tal que x € A C U.

Por otro lado, un conjunto cerrado en un espacio topolégico es aquel cuyo comple-
mento es abierto. Asi, si A es un subconjunto de un espacio topoldgico, la interseccion de
todos los conjuntos cerrados contenidos en A, es también un conjunto cerrado denominado
la cerradura de A y denotado por A.

Sean X, Y espacios topolégicosy f: X — Y. Se dice que f es un mapeo continuo
si f71(G) es abierto en X, siempre que G es abierto en Y. Se dice que f es un mapeo
abierto si f(G) es abierto en Y, siempre que G es abierto en X.

Sean X, Y espacios topolégicos, y sea f : X — Y. Se dice que f es un homeomor-
fismo si es un mapeo continuo y biyectivo, y si su inversa f~!: Y —— X también lo es.
Si existe tal homeomorfismo, los espacios X y Y seran homeomorfos. En resumen, un
homeomorfismo es una biyeccion que respeta la estructura topologica.

Sea [ un intervalo de nimeros reales y X un espacio topoldgico; una curva es un
mapeo continuo v : I — X. La curva 7 es simple si 7 es uno a uno. Si [ es un
intervalo cerrado [a, b, y se permite que y(a) = v(b), entonces se dice que 7 es una curva
cerrada.

Sea X un espacio topolégico. Una familia {G;} de subconjuntos abiertos de X es una
cubierta abierta de X si cada punto en X pertenece a, al menos, un subconjunto G;.
Una subfamilia de una cubierta abierta que lo sea por si misma una cubierta abierta es
llamada subcubierta.
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Un espacio compacto es un espacio topolégico X para el cual toda cubierta abierta
tiene una subcubierta finita. Un espacio conexo es un espacio topolégico X que no puede
ser representado como la unién de dos conjuntos, no vacios, abiertos y ajenos. Un espacio
de Hausdorff es un espacio topolédgico en el que cada pareja de puntos diferentes puede
ser separada por conjuntos abiertos. Es decir, los puntos tienen vecindades ajenas. Cabe
mencionar que en un espacio de Haussdorff todo punto es un conjunto cerrado.

Sea n > 1, consideraremos los siguientes espacios:

B" = {z €R": |z| < 1}, la bola unitaria de dimension n.

$ "' ={x €R": |z| = 1}, la esfera unitaria de dimensién n — 1.
Si n =2 entonces$ ! es el circulo unitario.

B"= {z €R': |z| < 1}, la bola unitaria abierta de dimensién n.

Un espacio topolégico B homeomorfo a IB" se denomina una n—bola. Un espacio
topoldgico S homeomorfo a$ "~ se designa como una (n—1)—esfera. Sea p : B — IB"
un homeomorfismo, la (n — 1)—esfera OB = ¢~ (& " ') se denomina la frontera de B.

Un espacio topolégico X de Hausdorff, 2-numerable, es una variedad de dimension n,
o una n—variedad, si cada punto x € X tiene una vecindad V homeomorfa a un abierto
U enIB". Se dice que un punto x € X es un punto interior (respectivamente, frontera)

si, para algun homeomorfismo ¢ : V' — U, se tiene que ¢(x) € IB" (respectivamente,
¢(x) € $ "1). Se define el interior de X como X° = {z € X : z es punto interior de X}
y la frontera de X como 0X = {x € X : x es punto frontera de X}.

Una 2-variedad S es una superficie. Si esta superficie es compacta y no tiene fron-
tera, sera una superficie cerrada. De manera similar, una superficie S es un espacio
de Hausdorff compacto y conexo tal que cada punto de S tiene una vecindad abierta
homeomorfa al disco unitario abierto U? = {z € IR : |z| < 1}.

Figura 2.13: El Toro definido porT 2 =% ! x$ *

Sea X el cuadrado unitario, X = {(z,y) € R : 0 < 2 < 1,0 < y < 1}. El toro
serd cualquier espacio topolégico homeomorfo al espacio cociente de X obtenido al identi-
ficar los puntos (0,y) y (1,y), para 0 <y < 1, y los puntos (z,0) y (z,1), para0 < x < 1.
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El toro, definido por T2 =$ ' x$ ! es una superficie sin frontera y cerrada. Por otra
parte, un plano proyectivo serd cualquier espacio topoldgico homeomorfo al espacio
cociente de X, obtenido al identificar los puntos (0,y) y (1,1 —y), para 0 <y < 1, y los
puntos (z,0) y (1 —z,1), para 0 <z < 1.

La suma conexa de dos superficies X y Y, denotada por X#Y, se obtiene al remover
el interior de un disco de cada una e identificar los dos componentes frontera resultantes.

Teorema 2.2 (Teorema de Clasificacién de Superficies Cerradas)

Toda superficie cerrada es homeomorfa a algiin miembro de las siguientes tres familias:
a) la esfera S

b) la suma conexa de g toros, g > 1, M.

c¢) la suma conexa de k planos proyectivos reales, k > 1, N},

Las superficies en (a) y (b) son llamadas orientables, mientras que las superficies en
(c), son no-orientables.

El género de Euler 7(S) de una superficie cerrada S se define como cero si S es la
esfera. Para la superficie orientable M, que puede verse como una esfera con g asas, el
género de Euler esta dado por v(M,) = 2g.

Sea Sy ~ S1#S5,-1. Supongamos inductivamente, que S,_; es la suma conexa de g — 1
copias de un toro S;. Entonces, S, es la suma conexa de g toros. Por lo tanto, la superficie
cerrada orientable de género g es la suma conexa de g toros.

Inmersiones

Una inmersién o encaje de una grifica G = (V, E) sobre una superficie S es una
representacion de GG en S, para la que los puntos de S estdn asociados a los vértices y los
arcos simples (imédgenes homeomorfas del intervalo [0, 1]) estdn asociados a las aristas, de
tal manera que: (i) los puntos terminales del arco asociado a una arista e son los puntos
asociados a los vértices terminales de e;

(i) ningun arco posee puntos asociados a otros vértices; y
(iii) dos arcos cualesquiera nunca intersectan a un punto interior de otro arco.

En otras palabras, la inmersién o encaje de una grafica G = (V, E) sobre la superficie
S es una funcién ¢ uno a uno y continua, i : G — S.

Una grafica G es plana si existe una inmersion de G en la esfera. Si una gréfica
G = (V, E) estd inmersa en una superficie cerrada S, entonces, el complemento de la unién
de los puntos y arcos asociados a los vértices y aristas de G es una familia de regiones
o caras. Un encaje 2-celular, también conocido como encaje celular o inmersién
celular, es una inmersion para la que cada cara es homeomorfa a un disco abierto.
Un encaje 2-celular cerrado es una inmersion en la que la clausura de cada cara es
homeomorfa al disco cerrado. La clausura en la superficie S de una regién en el encaje
celular de una grafica G' no necesita ser homeomorfo al disco cerrado.

Dado un encaje 2-celular ¢ : G — S, la coleccion de todas las aristas y vértices
que estan en la clausura de una regién formen una trayectoria cerrada de la gréfica G,
pasando una curva simple justo dentro de la region. Tal trayectoria cerrada es unica
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independientemente de la eleccién del vértice inicial y la direccion, y es denominada
frontera o trayectoria facial de la region.

Se dice que una cara es incidente a los vértices y aristas de su frontera. La cara de un
encaje 2-celular puede ser definida sin ambigiiedad mediante su trayectoria cerrada sobre
la frontera. Una arista incidente a la region es llamada un lado de la region. Una cara de
n—lados en un encaje 2-celular es llamada poligono de n lados o n—agono.

Sea G un encaje 2-celular de una grafica sobre una superficie cerrada S, se define la
grafica dual G* de G de la siguiente manera: A cada cara f de G se le asocia un vértice
f* de G* y dos vértices f* y g* estan unidos por una arista e* en G* si, y solo si, las caras
correspondientes f y g son incidentes a una arista e en G.

Sea G = (V, E) una gréfica. El género orientable 7(G) de G es el menor nimero g
tal que existe para GG una inmersion en My; y el género no orientable 5(G) de G es el
menor numero k tal que existe para G una inmersién en Ny.

El género de Euler (@) de una grafica G estd dado por v(G) = min{2%(G),5(G)}. Ca-
be hacer notar que, v(G) = min{y(S) : G puede ser encajada en S}. La caracteristica
de Euler de una superficie M, cerrada y orientable, esta definida por x(M,) = 2 — 2g;
y la de una superficie Ny, cerrada y no orientable, queda definida por x(Ny) =2 — k.

Sea S una superficie y G una grafica de inmersion 2-celular en S con v vértices y f
aristas. Se tiene, entonces, que v — e + f = x(S). Esta relacién es la conocida férmula
de Euler-Poincaré.

Inmersion de Vox Solidos en Superficies

(S
€

(a) (b) (¢)
Figura 2.14: Representacién del Toro

Dado un toro, una curva Esencial es una curva no nulo homotépica. La Figura 2.14
ilustra como pasar del toro a su representacién planar. La curva e es una curva esencial
en el toro dado.

En esta seccién construiremos un encaje en el toro de la grafica facial de vox-sélidos
toroidales arista visibles.

No olvidemos que un vox-sélido es toroidal si su frontera es homeomorfa al toro.
Recordemos que en la grafica facial G de un vox-solido V', un vértice en G esta asociado
con una cara en la superficie de V y una arista en ¢ indica la adyacencia entre caras, en
la superficie, de V.
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Figura 2.15: Curva Esencial de Vox Sélidos Toroidales

En las Figuras 2.15 si ilustra una curva esencial para cada uno de los vox-sélidos. En (a)
tenemos vox-sélido toridal més simple, al que denominamos Tuerca. En (b) presentamos

del vox-solido irreducible llamado L.
A continuacién ejemplificamos la construccén del encaje en el toro de la grafica facial

de dos vox-solidos, uno de ellos la tuerca.

Encaje en el Toro de la Tuerca.

(b)

—@
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Figura 2.16: La Tuerca etiquetada

A continuacion, construimos el encaje en el toro de la grafica facial asociada a la
tuerca. La Figura 2.16(a) nos proporciona una enumeracién para las caras. Consideramos
el voxel w, cuyas caras { 29, 30, 31, 32 } coinciden con una curva esencial. . Para la tuerca
presentada en la Figura 2.16, identificamos cuatro facetas:

Faceta Interior, I: { 30, 8,9, 22 }

Faceta Superior, S: { 31, 2, 7, 11, 10, 20, 21, 26 }

Faceta Exterior, E: { 32, 1, 3, 6, 13, 12, 16, 17, 19, 24, 25, 27 }
Faceta Inferior, D: { 29, 4, 5, 14, 15, 18, 23, 28 }
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Una vez identificadas las facetas, se construye la inmersién. La Figura 2.16(b), muestra
el encaje final, en el toro, de la grafica facial asociada a la Tuerca.

Encaje en el toro de V;

Sea V} el vox-sélido arista-visible V}, presentado en la Figura 2.17(a), ademas se pro-
porciona una enumeracion para sus caras. Consideremos los voxeles w y v, cuyas caras,
sobre la frontera del vox-sélido son { 30, 18, 19, 3, 42, 41, 2, 31 }, las cuales, ademas,
coinciden con una curva esencial.

Figura 2.17: Enumeraciéon del vox-sélido Vy y su encaje

Para V}, de acuerdo a la enumeracién dada en la Figura 2.17, las facetas son:

Faceta Interior, I: { 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 29 }

Faceta Superior, S: { 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 17 }
Faceta Exterior, E: { 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 1, 2 }
Faceta Inferior, D: { 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48,37, 38, 39, 40 }

Una vez identificadas las facetas, procedemos a construir la inmersién. La Figura
2.17(b), presenta un encaje en el toro de la gréafica facial asociada al vox-sélido V.



Capitulo 3

Caracterizacion de Vox-solidos
Inductivos

En este Capitulo daremos una caracterizacién de los vox-sélidos inductivos. Iniciamos
estableciendo que los vox-solidos arbéreos son inductivos. A continuacién demostramos
que los vox-sélidos laminares también lo son y, finalmente, demostramos que todos los
vox-sOlidos esféricos son inductivos.

3.1. Vox-solidos Arboreos

Definicién 3.1 Arbdéreo. Un vox-solido es arbodreo si su grafica de adyacencia de
voxeles es un arbol. Sea A ={V €V :V es arbéreo }.

Teorema 3.1 SiVe A = Vel

Demostraciéon. Induccion sobre el ntimero de voxeles.
Sea V € A, con n voxeles. Por demostrar que es posible enumerar todos los voxeles
de V, tal que Vi, 1 < i < n, el conjunto {vy, ..., v;} es un vox-sélido.

Si el vox-solido consiste de un tinico voxel, entonces se le asignara la etiqueta 1, con
lo cual queda enumerado.

Supongamos que YV € A, con n — 1 voxeles, V € 7.

Sea V € A con n voxeles, n > 1. Sea v € V tal que d(v) = 1, siempre existe por ser
arbéreo. Sea V' =V \ {v}. Asignamos al voxel v el nimero n. Tenemos que V' € A,
entonces, por hipétesis de induccién, V' € Z. Por lo tanto, el teorema se satisface.

3.2. Vox-solidos Laminares

Sea V € A(;), un vox-sélido laminar. Como es laminar, podriamos, en general, ignorar
una dimension: su altura, por ejemplo, y trabajar inicamente con su amplitud y profun-
didad. De esta manera, para cada voxel v en V se considera, a lo més, cuatro vecinos.
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Ahora en V), un voxel x es de corte si tiene grado 2 y, al extraerlo de V lo desconecta.
Resulta facil notar que todo voxel de corte de V corresponde a un punto de corte en su
grafica de adyacencia de voxeles, mas no todo punto de corte resulta ser un voxel de corte.

3.2.1. Marco Teodrico

Para establecer la estrategia que usaremos en el estudio de vox-sélidos laminares intro-
ducimos una forma candnica de recorrer el vox-sélido. Para ello, primero, determinamos
cuatro direcciones, cada una a partir de un voxel inicial asociado con cada una de las es-
quinas del vox-solido. Después, definimos una configuracion local, la cual nos servira para
evaluar si podemos, o no, eliminar un voxel.

Sean ¥V € Vy v € V. Si V\{v} es un vox-sélido, diremos que es posible desensamblar
al voxel v de V.

Direcciones

Sean V € A1) y v € V. Consideraremos al voxel v por sus coordenadas (z,y,1).
Los puntos de inicio estan clasificados de las siguiente manera:

A voxel asociado a la esquina superior derecha, posee las coordenadas lexicografica-
mente mas grandes. Esto es, la mayor x y, de ahi, la mayor y:
A=(z* yp, 1) 2" =méx{z: (z,y,1) € V}; yy = max{y: (z*,y,1) € V}.

B: voxel asociado a la esquina superior izquierda. Voxel con la mayor y y, de ahi, la
menor z: B=(z,,,y*, 1): y* = max{y : (z,y,1) € V}; x, = min{y: (z,y*, 1) € V}.

C: voxel asociado a la esquina inferior izquierda, tiene las coordenadas lexicografica-
mente menores. Esto es, la menor z y de ahi la menor y:
C=(z",ym,1): 2~ =€ {z: (x,y,1) € V}; ym=max{y: (z7,y,1) € V}.

D: voxel asociado a la esquina inferior derecha. Voxel con la menor y y, de ahi, la mayor
z: D=(zy,y~ 1)y~ =min{y : (2,9,1) € Vi oy =max{y : (z,y7,1) € V}.

Las direcciones se determinan al localizar un voxel P, P € { A, B, C, D }. Entonces,
el voxel se etiqueta y desensambla para pasar a evaluar al siguiente, que pertenece a la
misma clase. Las direcciones son:

D1: Se recorre V de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda.
D2: Se explora V de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.
D3: Se revisa V de abajo hacia arriba y de izquierda a derecha.

D4: Se recorre V de derecha a izquierda y de abajo hacia arriba.

La Figura 3.1 muestra un vox-sélido laminar, en el cual se marcan los voxeles de inicio y
las direcciones de recorrido.

En general, tomaremos los voxeles en el ordent: A — B — C — D — A,
lo cual equivale a girar el vox-solido 90° a la derecha y buscar al voxel con coordenadas
lexicograficamente mas grandes.



3.2 Vox-sélidos Laminares 31

A
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Figura 3.1: Puntos de Inicio y Direciones

Configuracion Local

Sean V € Aqy y el voxel w € V con coordenadas (z,y) lexicograficamente més grandes
en V. Esto es, la mayor x y, de ahi, la mayor y. Sin pérdida de generalidad, nos estamos
centramos, Unicamente, en la esquina superior derecha de V, suponiendo que estamos
trabajando con el voxel A. En esta parte, el vox-sélido V tiene las configuraciones pre-
sentadas en la Figura 3.2 (a) y (b), donde los voxeles punteados podrian, o no, estar en
el sub-vox-sélido.

b|lw 0 K 0]

c|d

abed 1111 0011 0111
(a) (b) (¢c) (d) (e) (f)

Figura 3.2: Configuraciones y codificacién para el voxel w

Ahora, tomaremos la configuracién mostrada en la Figura 3.2 (c), donde los voxeles
a, b, ¢, d podrian, o no, estar en el sub-vox-sélido. Tenemos 2* = 16, opciones diferentes
para esta configuracion.

A continucion, codificamos con una cadena de cuatro caracteres abcd cada una de las
posibles configuraciones para el sub-vox-sélido. Si el voxel v, v € {a, b, c,d}, estd, entonces
asignamos el valor 1. De no ser asi, asignaremos el valor 0.

Por ejemplo, en la Figura 3.2 (d) se presenta la configuracién correspondiente a la
cadena 1111, en (e) la de 0011 y en (f) la de 0111. De esta forma, identificamos de manera
Unica, e incluso ordenada, cada una de las 16 configuraciones.
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No se puede perder de vista que no todas las configuraciones expuestas son permitidas
en un vox-sélido. En la Figura 3.3 se presentan las 16 configuraciones locales para w.
En las primeras tres columnas, se tienen aquellas en las que es posible desensamblar a
w del vox-sélido. En las siguientes dos estan cinco configuraciones no permitidas en un
vox-sélido. Finalmente, y en la iltima columna vemos las dos configuraciones que podrian
causar conflicto al desensamblar w.

Para las otras clases puntos (B,C,D) se obtienen las mismas configuraciones rotando
90°,180° y 270°, respectivamente.

1111 1110 1100 1011 1010 1101

0111 0110 0100 1001 1000 0101

0011 0001 0000 0010

Por
Validas No validas revisar

Figura 3.3: Configuraciones para el voxel w

Teorema 3.2 SiV € Ay ==V el
Antes de presentar la demostracién del teorema, establecemos el siguiente resultado:

Lema 3.1 DadoV € Ay y un voxel v € V, siempre es posible encontrar una enumeracion
valida para los voxeles de V), tal que v recibe la ultima etiqueta en la enumeracion.

Demostracién. Induccién sobre el nimero de voxeles en V, |V| = n.
Sea e(v) la etiqueta asignada por la enumeracién. Si |V| = 1, el tinico voxel de V es
v, entonces sea e(v) = n. El lema se cumple.

Supongamos que V V € Ap) tal que [V| < k,2 < k < n. Es posible enumerar
validamente a V), de tal forma que un voxel fijo v recibe el ultimo nimero. Ademas,
supongamos que /4 es la primera etiqueta a asignar.

Sea V un vox-sélido con k voxeles, 2 < k < n, y v el voxel en V a etiquetar con el
ultimo nimero. Sea w € V de clase A, con coordenadas (x,y). Si w coincide con v,
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entonces pasamos al punto de la siguiente clase, esto es, cambiamos a la siguiente
direccién. Sin pérdida de generalidad, siempre podemos suponer que w es de tipo
A. Localmente, w tiene una de las configuraciones presentadas en la Figura 3.3.

De las configuraciones mostradas en las primeras tres columnas, no consideramos la
0000 porque sélo tiene un voxel. Para las ocho configuraciones restantes, es posible
desensamblar a w de V. Sean V' = V \ {w},e(w) = p e incrementamos p. Ahora,
|V| < k. Por hipétesis de induccién, el lema se cumple.

En las siguientes dos columnas, se tienen cinco configuraciones no-validas, ya que
no son permitidas en un vox-solido, por lo cual no las consideramos.

En la ultima columna, se tienen los casos 1101 y 0101, los tnicos que podrian
causar conflictos. Ambas configuraciones poseen el voxel ¢ con coordenadas (z,y—1).

Tenemos dos casos: (a) t v y (b) ¢t = v; ilustrados en la Figura 3.4.
Vi
t \
R

(a) t#v (b) t=v

Figura 3.4: Casos conflictivos, Lema 3.1

Caso t #wv. Sit no resulta ser un voxel de corte, entonces podemos eliminar a t.
Sean V' =V \ {t},e(t) = p e incrementamos . Ahora, |V| < k, por hipdtesis
de induccidn, el lema se satisface. Si ¢ es un voxel de corte, entonces V =
Vi U {t} U Vs, supongamos v € V. El vox-sélido V, U {t} tiene menos de
k voxeles. Por hipétesis de induccion, es posible enumerar sus voxeles de tal
manera que a t le toque la tltima etiqueta. Por ejemplo, ¢/, p/ = |[V|+ 1+ p.
Por otro lado, falta enumerar a Vj, pero |V;| < k , por tanto, aplicamos la
hipétesis de induccién, y el resultado se satisface.

Caso t =v. Tenemos que V = V; U {t} UV,. Sabemos que §(v) = 2, sean vy y vy
los vecinos de t con v; € V; y vy € V,. Dado que Vy: Vo] < k , por hipdtesis de
induccidn, el lema se cumple para Vs y v9. De igual manera, tenemos [V, U{t}| <
k, en el que también por hipdtesis de induccién, el lema se cumple para V; y
t=w.

Finalmente, podemos concluir que el resultado se satisface.
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A continuacién establecemos el Teorema 3.2,

Demostracién. Sean V € Ay, v €V y |[V|=n.

Por el Lema 3.1, el vox-sélido V y el voxel v € V pueden ser enumerados de tal
forma que a v corresponda la dltima etiqueta: e(v) = n.

Para reconstruir a ¥V, tomamos la enumeracién dada por el Lema 3.1 y colocamos
los voxeles de V en orden inverso al que fueron eliminados. Es decir, el ultimo voxel
en ser eliminado sera el primero en ser reubicado.

Sea i(u) la etiqueta (indice) del voxel u, que indica su posicién, u orden, durante
la recostruiccién del vox-sélido. Iniciamos con i(r) = 1. En general, tenemos que
i(u)=n—e(u)+1, Yue.

3.2.2. Propiedades de vox-sélidos laminares

Presentamos algunas propiedades de los vox-sélidos laminares cuya frontera puede ser
una superficie con género g mayor que cero. Con éstas demostraremos que todo vox-solido
esférico es inductivo partiendo de la base de que los vox-sélidos laminares lo son.

Definicién 3.2 Sea V € Aq)N7(g), g > 1 y sea h un hoyo en V. Se define r(h) como el
conjunto con el menor nimero de voxeles ensamblados que rodea a h. Denominaremos la
envolvente de h al conjunto r(h).

Es importante notar que este conjunto es un sub-vox-sélido de V y que, ademaés, induce
una curva de Jordan.

En Topologia Digital, el borde de una componente negra con respecto a una compo-
nente blanca (hoyo) h, no necesariamente es un vox-sélido, por lo que no siempre es una
envolvente para h.

Llamaremos la envolvente de U a cualquier conjunto de voxeles U que no posea
puntos en el borde del vox-sélido, a partir del que podemos construir r(U).

En la Figura 3.5 se muestra un vox-sélido con tres hoyos y sus envolventes r(hy), 7 (hs)
y r(h3), sombreadas.

Figura 3.5: Envolvente de un hoyo
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Proposicién 3.1 SiV € T N AVN A tal que Vo € V,6(v) >1 = Yo eV, §(v) =2.
Es decir, si V es un vox-solido toroidal, arista-visible, laminar, sin voxeles de grado 1,
entonces todo vértice en V tendra grado 2.

Demostracién. Sea V € 7 N AVN Ay, tal que Vo € V,§(v) > 1. Como V es laminar,
cada voxel tiene, a lo mas, cuatro vecinos y, por ser toroidal, sélo tiene un hoyo
topoldégico. Ademas, V no tiene voxeles de grado 1 y, por ser arista-visible, no posee
bloques de 2 x 2, es decir que no posee voxeles de grado 3 ni 4 y, por lo tanto,
unicamente tiene voxeles con grado 2.

7 | 2 | 7
sasile.s

(a) (b)

Figura 3.6: Ejemplos de vox-sélidos y sus envolventes

La Figura 3.6(a) ejemplifica la Proposicién 3.1. Observemos que si V es un vox-sélido
toroidal, arista-visible y sin voxeles de grado 1, entonces su envolvente es él mismo. Sin
embargo, en (b) se ilustra que es posible construir un vox-sélido toroidal no arista-visible,
sin voxeles de grado 1, tal que r(h) = V.

En un vox-sélido, dos hoyos no puden compartir caras, ni aristas, ya que se presentarian
configuraciones prohibidas. La Figura 3.7(a) muestra dos objetos 3-dimensionales, que no
son vox-sélidos; ya que, en (a) los hoyos comparten una cara y en (b), comparten una
arista.

Figura 3.7: Objetos 3-dimensionales con hoyos no vélidos

Recordemos que si V € Vy U W L V, la distancia d(U, W) es el minimo nimero de
voxeles entre los sub-vox-sélidos U y W.

Proposicién 3.2 Sea V € Aq) N7 (g),g > 1, sean hy y hy dos hoyos diferentes en V' 'y
sean Ey = r(hy), Ey = r(hs) sus respectivas envolventes. Entonces, d(Ey, Ey) > 0
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Demostraciéon. Tenemos los siguientes casos.
Caso 1. FEj y Es comparten voxeles: claramente d(F1, Fy) =0
Caso 2. FE; y E3 no comparten voxeles. Entonces d(F1, Fy) > 0

Tenemos tres sub-casos:

Caso 2a. Comparten al menos una cara f. Entonces f debe ser la union
de dos voxeles, uno en Ej y, otro, en Fs. Por lo tanto, d(E;, E3) =1
Caso 2b. Comparten, al menos, una arista a. Entonces, a debe ser el
resultado de la unién de tres o cuatro voxeles. Para ambos casos, se tiene
dos voxeles v y w con v € E; vy w € E;. Como V es un vox-solido,
debe existir u € V que comparta una cara con v y otra con w. Luego,
d(v,w) =2y por lo tanto, d(Ey, Ey) = 2

Caso 2c. No se intersectan. Sean v y w dos voxeles con v € E; y w € Es.
Ademés, sea u € V \ {E; U Ey} tenemos que d(v,u) > 1 y d(w,u) > 1,
por lo que d(v,w) > d(v,u) + d(w,u) > 1+ 1 > 2 vy, por lo tanto,
d(El, EQ) Z 2.

Consideremos la Figura 3.5. Sea E; = r(h;) la envolvente del hoyo h;, 1 <1i < 3.
Se tiene que d(El, Eg) = O, d(El, E2> =2 y d(Eg, E2> = 2.

A continuacién, se definen conceptos relacionados con sub-vox-sélidos que rodean o
separan a otros. Se presentan resultados sobre como llevar a cabo su etiquetado.

Definicién 3.3 Sea V € Ay y sean X, Y C V, tales que X UY C V. Si resulta que
V\ X es disconexo, diremos que X separa a Y del resto de V, esto tltimo definido como
R=V\{XUY}. Si ademds, se tiene que toda la frontera de Y tiene como vecinos a
voxeles de X, diremos que X rodea a Y.

En la Figura 3.8 (a) se muestra como X rodea a Y, separandolo del resto de V. En
(b), X separa a Y pero no lo rodea, mientras que en (c¢) y (d) X no separa a Y de

R=V\{XUY}.

Figura 3.8: Ejemplo de separa y rodea

A\

Lema 3.2 Sea V € Apy. Seald C V tal que VX, X C V\U, U no separa a X del resto
de V, R =V \ {X UlU}. Entonces, siempre sera posible dar una enumeracién de V, de tal
forma que U obtendra las 1ltimas etiquetas.
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Demostracién. Enumeramos, en primer lugar, a R = V\U. Vedmos que R rodea, aunque
sea parcialmente, a U. Mientras R no haya sido totalmente etiquetado, procedere-
mos como en la demostracion del Teorema 3.1, salvo que, ahora, si w € U giramos
y tomamos otro.

Cuando R ha sido totalmente enumerado, solo queda etiquetar U, al que correspon-
den las ultimas etiquetas de la enumeracion. Como U es, por si mismo, un vox-sélido
laminar, es posible enumerarlo correctamente, por el Teorema 3.1.

En las Figuras 3.9 (a,b) se presenta un vox-sélido V' 'y U C V, donde U no separa ni
rodea sub-vox-sélidos de V. En (c¢) U separa a X del resto del vox-sélido, por lo que no
podriamos aplicar el lema.

(a) (b) (c)

@

Figura 3.9: Ejemplos de U para el Lema 3.2

Proposicién 3.3 Sea B € Ay y el voxel w € B. Es posible desensamblar a w de B si:
(a) B es un bloque de 3 x3 x 1y d(w) =4; (b) Besun bloque de3x2x1ydw)=3;
(c) B esun bloquede 2 x2x 1y d(w)=2; (d) dw)=1.

Demostracion. Al quitar w en cualquiera de los cuatro casos, no se genera ninguun con-

flicto y se obtiene un vox-solido. Por lo tanto, siempre es posible desensamblar a w
de B.

Lema 3.3 SeaV € TN A(y). Sean X C V, h un hoyo de V y E = r(h) su envolvente. Sea
Y una coleccién de sub-vox-sélidos ajenos de V: Y= {Y1, Y3, ..., Yi}, con k entero positivo,
que cumple con: (a) d(Y;, E) =0y d(Y;,X) <1,VY,€Y; (b) X rodea a{Y U E};
(¢) V\'Y es un vox-sélido. Entonces, es posible desensamblar (enumerar), primero, todos
los voxeles de Y.

En la Figura 3.10 se presentan vox-sélidos mediante los que se ejemplifican las condi-
ciones del Lema 3.3.

Demostracién. Induccion sobre n el nimero total de voxeles en la colecciéon Y.
Sea V un vox-sélido toroidal y laminar. Sean X y Y como se pide.
Sin=1,Y esta formado sélo por un voxel w. Se tienen tres casos:
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(a) (b) (c)

Figura 3.10: Ejemplificacion del Lema 3.3

Caso 1. Y es un voxel de grado 1. Por la Proposicién 3.3(d), es posible
desensamblarlo.

Caso 2. Y es un voxel de grado 2. Entonces, existen dos voxeles en V que
son vecinos de Y y como V sélo tiene un hoyo, entonces Y forma parte de
un bloque de 2 x 2. Por la Proposicién 3.3(c), es posible desensamblarlo.
Caso 3. Y es un voxel de grado 3. Entonces, existen tres voxeles en V que
son vecinos de Y y como V sélo tiene un hoyo, entonces Y forma parte de
un bloque de 3 x 2. Por la Proposicién 3.3(b), es posible desensamblarlo
del vox-solido.

Para cada uno de estos casos se tiene que, al final, Y= () y X rodea a E. Asignamos
a w la etiqueta n. Por tanto el Lema se satisface.

Sea V € TN Agyy. Sean X y Y como se piden en el Lema. Sea n el nimero total de
voxeles en Y, n > 1. Supongamos que si la coleccién Y tiene en total menos de n
voxeles, es posible desensamblar (enumerar) un voxel de la coleccién Y. Presumamos
que u es la primera etiqueta a asignar.

Sea Y una colecciéon de sub-vox-solidos con n voxeles en total. Sea Y; un sub-vox-
sélido de la coleccién Y. Como d(Y;, E) = 0, entonces existe, al menos, un voxel
w € V que esta en el borde de Y; con respecto a h. Para tal voxel se tienen las
siguientes posibilidades: (a) d(w) = 1; (b) 6(w) = 2; (¢) §(w) = 3. Para cualquiera
de los tres casos, la Proposicion 3.3 nos garantiza que podemos desensamblar al
voxel w. Asignamos a w la etiqueta p e incrementamos .

Hemos desensamblado un voxel de un Y;, que estaba en el borde del hoyo h. El nuevo
Y; es tal que d(Y;, E) = 0. Como X no ha sido modificado, X rodea a {Y U E}.
Ademas, como no hemos quitado voxeles de grado 4, garantizamos no crear un nuevo
hoyo topoldgico en V. Asi, tenemos una coleccién Y’ con n — 1 voxeles, donde X,
Y’ y E mantienen las condiciones del Lema. Entonces, por hipétesis de induccién,
el Lema se satisface.

En la Figura 3.11 se presentan vox-sélidos donde se ejemplifica el Lema 3.3. Observe

que si Y = FE, al final del proceso X serd parte de la envolvente del hoyo y el objeto
resultante es en efecto un vox-solido. Tener X garantiza desensamblar validamente los
voxeles.
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@ ® ©

Figura 3.11: Ejemplificacién casos del Lema 3.3

Lema 3.4 Sea V € TN Ap). Sean X,Y C V tales que: (1) X rodeaa Y y (2) V\Y es
un vox-sélido. Entonces, es posible desensamblar (enumerar), primero, todos los voxeles

de Y.

Demostraciéon. Tenemos dos casos a considerar.
Caso 1. El sub-vox-sélido Y rodea un hoyo de V. Por el Lema 3.3 es posible enumerar,
en primer lugar, los voxeles de Y.
Caso 2. Y, por si mismo, es esférico. Sea w un voxel de Y adyacente por una cara a
uno z € X, tal que d(w) = 4. Por la Proposicién 3.3(a) es posible desensamblar a
w. Una vez hecho esto, podemos aplicar el Lema 3.3 para desensamblar al resto de
los voxeles. Finalmente, podemos concluir que el Lema se satisface.

3.3. Vox-solidos Esféricos

En esta seccién, demostraremos que todo vox-solido esférico es inductivo, teniendo en
consideracion que los vox-sélidos laminares lo son.

Lema 3.5 Para todo vox-solido, la grafica de adyacencia de niveles es bipartita.

Demostracién. Sea A una gréfica de adyacencia de niveles de un vox-sélido, supongamos
de n niveles. Coloreamos los vértices asociados a los sub-vox-sélido del nivel 1 con
el color 1; a los del nivel 2, con el color 2 y a los vértices asociados con el nivel 3, les
asignaremos el color 1, ya que no existe adyacencia entre este y el nivel 1. Con base
en ese argumento, es posible asignar el color 2 a los vértices asociados con el nivel 4.
En general, a los vértices asociados a sub-vox-sélido del nivel (2k+1),0 < k < /2,
es posible asignarles el color 1, mientras que a los vértices asociados a sub-vox-
s6lido del nivel 2k,1 < k < /2, el color 2. Con ello podemos ver que dos colores
son suficientes para colorear los vértices de N.

Denominaremos ciclo elemental a los ciclos sin cuerdas de una grafica.

En la Figura 3.12(a) se muestra un vox-sélido. En (b), los estratos por amplitud y, por
ultimo, en (c), la grafica de adyacencia de niveles generada por amplitud. Podemos ver,
también comoo marcan los ciclos elementales de la gréfica, por ejemplo, Fy = (1, 3,4, 6)
es un ciclo elemental.
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3 g N

(a)

Figura 3.12: Ejemplo de ciclo elemental

Lema 3.6 Sea V € YV, N una de las tres graficas de adyacencia de niveles de V. F es
un ciclo elemental en N si, sélo si, el sub-vox-sélido asociado a los vértices en F' forma la
frontera de un hoyo (cavidad).

Demostracién. (<) Supongamos que H, es un hoyo en V.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el hoyo H, puede apreciarse al frente
del vox-sélido. De no ser asi, giramos el vox-solido de una manera apropiada. Identi-
ficamos al hoyo H, y a los sub-vox-sélidos sobre su frontera, construimos, de manera
parcial, la gréfica de adyacencia de niveles por pisos.

Sea p el menor piso donde inicia H,, enumeramos con 1 al sub-vox-sélido base de
H,, el que esta en el piso p. A partir del piso p 4+ 1, enumeramos con 2y a los sub-
vox-sélido de la derecha, y con 2u + 1 a los de la izquierda, 1 < u < m — 1, para
alguna m € IN. En el piso p+m queda el ultimo sub-vox-sélido de la frontera de H,.
Sea k = 2m. Ahora, asociamos a cada sub-vox-sélido U; el vértice u;,1 < j < k.
Obtenemos que los sub-vox-sélidos Usy; y Usjy1,2 < j < m — 1, estdn en el mismo
nivel. Hay que hacer notar que en el nivel p+ 7,1 < r < m — 1, estan los sub-vox-
solidos 27 y 2r + 1. Por lo tanto, u; estd unido a uy y us, el vértice u; estd unido
a Ujp2,2 < j < k —2;y los vértices up_o y ux—1 estdn unidos a wuy. Por ende se
ha formado un ciclo inducido tinicamente por los vértices asociados a los sub-vox-
solidos en la frontera del hoyo; tal ciclo es, en efecto, un ciclo elemental de orden k.
La Figura 3.13 ilustra este caso.

(=) Sea N una de las tres gréficas de adyacencia de niveles, con ciclos, de un
vox-s6lido V. Sea F' un ciclo elemental de N. F es la subgrifica inducida por el
conjunto de vértices {uy, us, ..., ux}, k = 2m, para alguna m € IN. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que los vértices en F' estan ordenados del menor al mayor
nivel. Es decir, que si el sub-vox-sélido asociado al vértice u; esta en el nivel n, los
vértices up y us estan en el nivel n + 1. En general, ug, y ug,41 se encuentran en
el nivel pu,1 < p < m — 1, y, para el vértice uy, el sub-vox-solido correspondiente
estd en el nivel n +m. Asi, los sub-vox-solidos conforman la frontera de un hoyo, la
Figura 3.14 ilustra este caso.

Una conclusion inmediata al lema es que un vox-sélido tiene hoyos si al menos una

de las graficas de adyacencia de niveles (ya sea por altura, profundidad o amplitud) tiene
ciclos. Esto ultimo queda establecido en el siguiente resultado:
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Figura 3.14: Un ciclo elemental y el hoyo asociado

Corolario 3.1 V € VY tiene hoyos topoldgicos si, y sélo si, al menos una de sus graficas
de adyacencia de niveles tiene ciclos.

En la Figura 3.15 se muestra un vox-sélido, que ilustra el Lema 3.6. La sub-grafica
generada por (A, B, E,G,1,L, K, H, F, D) no es un ciclo elemental, ya que tiene las cuer-
das (F,G) y (G, K). Sin embargo, para la el mismo vox-sélido (A, B,C, E) es un ciclo
elemental y los sub-vox-sélidos asociados rodean un hoyo.

Lema 3.7 La grafica de adyacencia de niveles, generada en amplitud o profundidad, de
un vox-sélido laminar es planar.

Demostraciéon. Por demostrar que no es posible construir un vox-sélido laminar cuya
grafica de adyacencia de niveles sea una subdivisién de K33 0 K.

Caso I. Consideremos K33 y Procedamos por contradiccién. Supongamos que la
grafica de adyacencia de niveles, N/, no es plana, por lo que tratemos de construir
K33, o una subdivisién de ésta. Sean vy, vy, vs los tres vértices de una particion y
Vg, Us, Vg los de la otra. Primero, unimos vy y vs con vy, vs, v3. Los sub-vox-sélidos
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Figura 3.15: Vox-sélido laminar y su grafica de adyacencia de niveles

asociados a estos vértices serian bloques con dimensiones d x 1 x 1, donde d es entero
positivo. A los sub-vox-sélidos los denotaremos por V;, 1 < i < 6.

Como vy y v5 son adyacentes a vq, vy, v3, los sub-vox-solidos correspondientes deben
tocarse por, al menos, una cara. Colocamos horizontalmente a V; y a Vi, y, en forma
perpendicular, a Vi, V5, V3, los cuales deben tener la misma longitud, para que, con
ello, toquen, por un extremo a Vj y, por el otro, a V.

La Figura 3.16(a) muestra la construccién de un vox-sélido cuya gréfica de adyacen-
cia de niveles es una subdivisién de Ky 3. En (b), se ilustra, como quedan pegados
los sub-vox-sélidos.

(b) @

(©)

Figura 3.16: La grafica de adyacencia de niveles no es plana

Ahora, es necesario unir el vértice vg con vy, v9, v3, y los respectivos sub-vox-sélidos.
Para ello, se requiere que V5 comparta una cara con Vi, Vs, V3, lo cual sélo es posible
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si ponemos a Vg en otro piso. Para este fin, requerimos dos pisos y lograremos tener
un vox-sélido cuya gréafica de adyacencia de niveles no sea plana.

La Figura 3.16(c) muestra un vox-sélido cuya gréfica de adyacencia de niveles resulta
ser una subdivisiéon de K3 3.

Caso Il. Considere K5. Procederemos por contradiccién. Supongamos que la grafica
de adyacencia de niveles, N/, no es plana. Entonces, tratemos de construir Ks, o
una subdivision.

Requerimos que una subdivision de K5 sea bipartita. Sean 1,2, 3,4, 5 los vértices de
K. Basta subdividir, de manera correspondiente, cuatro aristas para obtener una
subdivisién bipartita: subdividimos la arista (2,5) con el vértice A, la (5,3) con B,
la (2,3) con C'y, por ultimo, la (1,4) con D. Asi, las biparticiones resultan de la
siguiente manera: V) = {2,3,5,D} yv Vo ={A,4, A, B,C}. Los vértices originales
tienen grado 4 y los nuevos, 2. grado 2. A esta grafica la denominaremos Ss.

En la Figura 3.17 se presenta la grafica K5 y una de sus sub-divisiones.

Figura 3.17: La grafica K5 y una sub-division

Ahora, intentemos construir un vox-sélido V, laminar, cuya grafica de adyacencia
de niveles sea una sub-divisién de K5, tomamos Ss. Identificamos seis ciclos en Ss:
I:(1,2,A,5); 11:(3,4,5,B); 1II:(2,A,5 B,3,C);
IV:(1,D,4,5); V:(2,C,3,4); VI:(2,C, 3,1).

S’s @
2%% 3\ | / \K
- u ®
i
©)

Figura 3.18: Los primeros ciclos para Ss

Sabemos que cada ciclo elemental corresponde a un hoyo en V. La Figura 3.18 ilustra
los primeros cuatro ciclos, tanto en el vox-solido como en la grafica. Ambos estan
parcialmente contruidos. Los ciclos se marcan mediante lineas més gruesas en Ss.
Cabe hacer notar que, ademads, se construy6 el ciclo exterior VII :(1, D, 4,3, C, 2).
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Para generar el ciclo V, debemos unir 2 con 4. Para llevarlo a cabo es necesario
subdividir la arista (2,4) de S5 al menos seis veces.

Obsérvese que, como se anexa un numero par de vértices no es necesario cambiar
los colores para ajustar la coloracion y la gréafica continua siendo bipartita.

1 [AZBY] 4

Figura 3.19: Los primeros cinco ciclos para Ss

La Figura 3.19 ilustra la construccién para el ciclo V, tanto en el vox-sélido como
en la gréfica. Ambos parcialmente contruidos.

Ahora, para generar el ciclo VI es necesario unir 1 con 3 y cruzar la arista (2,4). Al
intentar hacer el cruce, se obtiene el vox-sélido que podemos ver en la Figura 3.20.
El vértice z tiene grado 4 y se generan al menos tres ciclos que no pertenecen a una
subdivisién de K. Algunos son ciclos impares!

|~ Z |
L] :%‘ s ‘%7 | ]
| e
I A BE] 4
5
| 7 |
D

Figura 3.20: Intentando cruzar la arista (2,4) de Ss

La grafica asociada al vox-sélido obtenido ya no representa una subdivisién de K5 y
por lo tanto, no es posible construir un vox-sélido laminar cuya grafica de adyacencia
de niveles asociada sea K5 o una subdivision de ésta.

Por ende, y para finalizar, podemos concluir que el Lema se satisface.

LaFigura 3.21 muestra un vox-sélido cuya grafica de adyacencia de niveles es K3 3.

Teorema 3.3 Sea V €V, V € £ si y solo si cada una de sus gréaficas de adyacencia de
niveles resultan ser arboles.
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Figura 3.21: La gréfica de adyacencia de niveles K33 y su vox-sélido asociado

Demostracién. =) Por contradiccion.
Supongamos que V € £ y una de sus graficas de adyacencia de niveles tiene, al
menos, un ciclo. Con base en el Teorema 3.1, A tiene un ciclo y, entonces, V tiene
un hoyo. Es decir que su superficie tiene genero g, g > 0, lo cual resulta contradictorio
debido a que V es esférico.
<) Si las graficas de adyacencia de niveles son drboles entonces no poseen ciclos.
Luego, por el Lema 3.6, no existe ningtin hoyo en el vox-sélido y, por lo tanto, V € £.

Dado que siempre es posible rotar el vox-solido, a partir de este momento trabajaremos,
unicamente, con la gréfica de adyacencia de niveles por altura, Np, la cual denominaremos
grafica de adyacencia por pisos

3.3.1. Vox-solidos 2-laminados

En esta seccién, nos enfocaremos a los vox-sélidos esféricos 2-laminados, ¥V € ENA(a),
los cuales tienen dos pisos y sus graficas de adyacencia de niveles por pisos es un arbol.
Consideraremos tres casos generales:

Caso 1. Cada piso esta formado por un vox-sélido laminar

Caso II. Un piso esta conformado por vox-sélido laminar y el otro por varios
sub-vox-so6lidos laminares ajenos

Caso III. Cada piso esta integrado por varios sub-vox-solidos laminares

Iniciamos con el Caso |. Una vez encontrada la solucién resultara facil extenderla a los
otros dos casos, pues el problema se reduce a eliminar una hoja del arbol T'. Es decir, su
grafica de adyacencia de niveles. Antes de esto, introducimos un par de conceptos.

Definicién 3.4 Sean V € YV, v, w voxeles de V unidos por una cara. Denotaremos por
v cuando w esté sobre el voxel v o, bien, w, cuando v esté por debajo de w.

Sean U € ¥V y w un voxel. Denotaremos por U* cuando u” para algin u € U.

Sean V € V; U, W C V. Si Vw € W, se tiene que UY, denotaremos (U")r.

Si para algunos voxeles w € W, pero no todos, se tiene que Y%, denotaremos (U")p.

De manera general, la notacién (U"Y)7 nos indica que el sub-vox-sélido W estd totalmente
sobre U y (U")p indica que W estd parcialmente sobre U.
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Figura 3.22: Sub-vox-sélidos W que estan parcial y totalmente sobre U

La Figura 3.22 ilustra las definiciones anteriores. En el caso (a) w estd sobre v: v,
en (b), W estd totalmente sobre U: (U")r, en el caso (c), W estd parcialmente sobre U:
(U™)p v, por tltimo, en (d), el segundo piso consta de dos sub-vox-sélido, donde (UW1)

y (UWl)p.

Caso 1.

Sea V € €N A(y), tal que cada piso estd formado por un sub-vox-sélido laminar, que
denominaremos U; y Us, respectivamente. Asi, tenemos que Np(V) es un arbol de dos
vértices, por lo que tenemos dos sub-casos generales:

(1) U)r, 1o que implica que: U] < [th];
(2) (Z/{lLIQ) p, caso en el que, ademés, debemos considerar si U

La Figura 3.23 muestra algunos vox-sélidos de dos pisos, 2-laminado. En (a) puede
observarse que Uy estd totalmente sobre Ur: (UY?)p. En (b) v en (c) hay voxeles de U,
que no estan sobre Uy, por definicién, se tiene que (UY?)p. Finalmente, en (d) se presenta
la gréafica de adyacencia de niveles para el Caso I.

(d)

(a) (b) (c)
Figura 3.23: Ejemplificacién del Caso |

Para los siguientes resultados no es relevante si Us tiene, o no, hoyos topoldgicos. Solo
debe mantenerse la condicion de que V completo sea esférico.

Lema 3.8 Sea V € £NA(2). Supongamos que cada piso en V estd formado tnicamente
por un vox-solido laminar. Digamos U; v Us, respectivamente. Si (Z/{flz)T, entonces siempre
serd posible enumerar, primero, al vox-sélido laminar Ufs.

Demostraciéon. Dado que Yu € Us, U{*, no se presenta ningin conflicto entre ellos. Asi que
podemos ignorar, temporalmente, a U; y enumerar Us usando el Teorema 3.1, ya
que U, por si mismo, es un vox-solido laminar. Por ende, el lema se satisface.
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Teorema 3.4 Sea V € £NA(p). Supongamos que cada piso en V estd formado, tnica-

mente, por un vox-sélido laminar, llamados U; y U, respectivamente. Si (U?); entonces
Vel

Demostraciéon. Por el Lema 3.8 es posible enumerar primero al segundo piso, una vez
hecho esto procedemos a enumerar a U;, pero Uy €Aq) y, por el Teorema 3.2,
U, € Z. Por lo tanto, podemos concluir que V es inductivo.

Lema 3.9 Sea V € £NA(s). Supongamos que cada piso en V estd formado, tinicamente,
por un vox-sélido laminar, a los que nos referiremos como U; y Us, respectivamente.
Supongamos que (U2)p y que Uy € . Si X = {x € Uy : U}, entonces X € V.

Demostracion. Supongamos que X es disconexo. Sin pérdida de generalidad, supongamos,
también, que es la unién de dos sub-vox-sélidos X; y Xo. Sea R = Uy \ X =
Us \ { X1 UXs}. Como Uy €V y X U Xs es disconexo, tenemos dos casos:
(1) Existe al menos un voxel wy € Ry un wy € Ui, tales que w; y x2 son adyacentes
s6lo por una arista. Esto contradice el hecho de que V € V.
(2) Existe un hoyo en V, lo cual contradice el hecho de que V € €.
Suponer que X es disconexo conduce a una contradiccion. Por lo tanto, X € V.

La Figura 3.24 (a) ilustra el caso (1) de la demostracion, (b), el caso (2) y (c), que X
es vox-solido.

@ (b) ©

Figura 3.24: Ejemplificacion del Lema 3.9

Lema 3.10 Sea V € £ENA(y). Suponga que cada piso en V estd formado tinicamente por
un vox-sélido laminar, llamados Uy y Us, respectivamente. Si (U?)p, entonces siempre es
posible enumerar, primero, a Us.

Demostracion. Sea el conjunto de voxeles X = {x € Us : UT}. Por el Lema 3.9, X € V.
Mediante el Lema 3.2 podemos enumerar Us, de tal forma que a X se le asignen
las ultimas etiquetas. Esto significa que estamos etiquetando, primero, a los voxeles
y,y & X. Ahora tenemos el vox-sélido V', cuyo primer piso es Uy, con Uy € £ y el
segundo X, que es tal que U;X. Luego por el Lema 3.8, siempre es posible enumerar
primero a X. Por lo tanto, el lema se satisface.
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Teorema 3.5 Sea V € £NA(y. Suponga que cada piso en V estd formado, tinicamente,

por un vox-sélido laminar, U; y U,, respectivamente. Si (U*2)p y U, € £ entonces,
Vel

Demostracion. Por el Lema 3.10 es posible enumerar, primero, al segundo piso. Después
de ello, sélo queda U;, pero U; €A(y). Luego por el Teorema 3.2, U; € Z, por lo
tanto, el teorema se satisface.

Por otro lado, supongamos que U; posee hoyos topologicos y Us puede, o no, tenerlos,
sin dejar de conservar la propiedad de que V € £.

Proposicién 3.4 Sea V € £NA(y). Suponga que cada piso en V estd formado tinicamente
por un vox-sélido laminar, U; y Us, respectivamente, donde Uy € T (g1) y Us € T (go) con
g1,92 € N. Sea h un hoyo en Uy y g uno en U;. Entonces h y g no se intersectan.

Demostraciéon. Supongamos que la interseccion se llevase a cabo. Luego,
(1) Si h y g se intersectan por aristas o vértices, entonces V & V.
(2) Si h y g se intersectan entonces forman un hoyo en V!, pues V € £.
Por lo tanto, h y g no se intersectan.

Sea V € ENA(ay, donde Uy € T (g1), g1 > 1, y Us podria, o no, tener hoyos topolégicos.
Sea h un hoyo en U;. Existe un conjunto B de voxeles de Us que bloquean a h para que
Y continue teniendo la propiedad de ser esférico. Diremos que B tapa el hoyo h. Notese
que B existe debido a que los hoyos de U; y Us no se intersectan.

Sea V € ENA(yy, donde Uy € T (g1), 1 > 1, y Us podria, o no, tener hoyos topolégicos.
Suponga que go, go > 0, representa al nimero de hoyos topolégicos en Us.

Lema 3.11 Sea V € £ENA(y). Supongamos que cada piso en V estd formado, tinicamente,
por un vox-sélido laminar, U; y Us. Supongamos también que (Z/{IMQ)p,Z/ﬁ € 7.Sea Y
el conjunto de voxeles de Uy que tapa al hoyo de ;. Entonces, es posible desensamblar
primero los voxeles de Y.

Demostracién. Si h es el hoyo de U, sea E = r(h) la envolvente de h. Sabemos que
E €V. Sea el conjunto de voxeles X = {x € Uy : EX}, X es una copia de E. Ahora
podemos aplicar el Lema 3.4 para el vox-solido Us y sus sub-vox-sélidos X y Y, con
lo cual podemos concluir que el resultado se satisface.

Obsérvese que como la estrategia del Lema 3.4 inicia suprimiendo voxeles de la orilla,
y como X es una copia de F entonces no hay peligro de provocar singularidades sobre la
superficie del vox-solido resultante.

El siguiente resultado nos indica que, en un vox-solido 2-laminado, es posible desen-
samblar, primero, todos los voxeles y,y ¢ X, donde X = {x € Uy : UF}. Es decir, es
posible quitar, primero, los voxeles que no estan sobre Uj.



3.3 Vox-sélidos Esféricos 49

Lema 3.12 Sea V € £ENA(y). Suponga que cada piso en V estd formado tinicamente por
un vox-solido laminar, digamos U; y Us, respectivamente. Suponga que (MIMQ) p y que
U € T(g),9 > 1. Ademds, sean X, = {z € Uy : UT}; Y; el conjunto de voxeles de Us que
tapa al hoyo h; de Uy, 1 <i<g; ¥V =U_ Y, y Y, =U\{X,U¥}. Entonces, siempre
es posible desensamblar (etiquetar) primero, todos los voxeles de ¥ U'Y,,.

Demostracién. Se tiene que YUY, = {y € Us : y € X, }. Primero eliminamos los voxeles
de Y,, que es el conjunto de voxeles que no estan sobre i, y no cubren ningtin hoyo de
U;. Considerando tnicamente Us, sea U, = X,UV, U, es un sub-vox-sélido de Us que
no separa a ningun subconjunto 7" de voxeles del resto de V y sea R = V\{T'UV}.
Por el Lema 3.2 es posible dar a U, las tltimas etiquetas. Esto significa que a Y,
se le asignan las primeras etiquetas, lo cual indica que se pueden desensamblar sus
voxeles. Ahora, sobre cada Y;,1 <7 < n, aplicamos el Lema 3.11 para desensamblar
los voxeles de Y;. Por lo tanto, podemos concluir que el resultado se satisface.

Lema 3.13 Sea V € £ENA(y). Suponga que cada piso en V estd formado tinicamente por
un vox-sélido laminar, llamados U y Us, respectivamente. Si (U?)p v Uy € T(g),g > 1
entonces siempre es posible enumerar primero a los voxeles de Us,.

Demostracion. Por el Lema 3.12 siempre es posible enumerar primero los voxeles de U;
que no pisan Us. Ahora nos hemos quedado con un U} tal que (Z/{lu é)T, por el Lema 3.8
es posible enumerar primero a los voxeles de U. Por lo tanto, podemos concluir que
el resultado se satisface.

Teorema 3.6 Sea V € £ENA(y). Suponga que cada piso en V estd formado, inicamente,
por un vox-sélido laminar, llamados U, y Us, respectivamente.
Si (U)p v U €T(g),g>1, entonces V € T.

Demostracién. Sean X, = {z € Uy : U} v Y; el conjunto de voxeles de U que tapa al
hoyo hy deUy,1 <i<g;, V=UL_ Y, v Y,=U \{X, UV}
Por el Lema 3.12 es posible enumerar, primero, a los voxeles en Y;,0 < i < g. Nos

queda el vox-sélido Uy \ ¥ = X,. Es decir, ahora nos quedan en el segundo piso
todos los voxeles x € X,. De hecho, X, es idéntico a U;.

Podemos ignorar U, temporalmente, y ver que, al aplicar el Teorema 3.2, obtenemos
que X, es inductivo.

Finalmente, nos queda el vox-sélido U; que es laminar. De manera similar, por el
Teorema 3.2 tenemos que U es inductivo.

Por lo tanto, podemos concluir que el resultado se satisface.

Lema 3.14 Sea V € £ENA(). Suponga que cada piso en V estd formado, inicamente, por
un vox-sélido laminar, digamos U, y Us, respectivamente. Si (U?)p vy Uy € T(g),g > 1,
entonces siempre es posible enumerar, primero, a Us.
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Demostracién. Sean X, ={x €Uy : U7} yY ={y € Uy : y & X, }. Por el Lema 3.13 se
pueden enumerar, primero, los voxeles de Y; al momento queda un vox-solido cuyos
dos pisos son U; y X,. Luego, por el Lema 3.8, siempre es posible enumerar primero
a X, y, por lo tanto, el resultado se satisface.

Teorema 3.7 SiV € £ENA(y), donde cada piso es un vox-sélido laminar, entonces siempre
es posible enumerar, primero, al segundo piso.

Demostraciéon. Sean Uy y U, el primero y segundo piso de V), respectivamente.
Por considerar tres casos:

Caso 1. Si (Z/IIUQ)T, por el Lema 3.8, siempre es posible enumerar primero a Uy
Caso 2. Si (U¥*)p y Uy € €, por el Lema 3.10, es posible enumerar primero a Uy
Caso 3. Si (U¥)p y Uy & £, por el Lema 3.14, es posible enumerar primero a Uy

Para cualquiera de los tres casos tenemos que el resultado se cumple.

Corolario 3.2 Si V € £NA(y), donde cada piso es un vox-sélido laminar, y T = Np(V),
entonces enumerar primero al segundo piso de V equivale a quitarle una hoja a T

Demostracion. La grafica de adyacencia de niveles por pisos de V es un arbol T' de dos
nodos, digamos u; y ug, correspondientes a los sub-vox-solidos U; y Us, respectiva-
mente. Asi que, enumerar primero Us, equivale a desensamblar todos los voxeles del
segundo piso, lo cual equivale a eliminar del arbol al nodo us, que es una hoja de T.

Durante el desarrollo de los resultados anteriores, aprovechamos la propiedad de Us
de estar sobre. De hecho, ser parte del tltimo piso (el nodo asociado a Us es una hoja),
lo cual nos sera util en lo que resta del capitulo.

Teorema 3.8 SiV € £ENA(y), donde cada piso es un vox-sélido laminar, entonces V € 7.

Demostraciéon. Sean U; y U, el primero y segundo piso de V), respectivamente.
Consideraremos tres casos:

Caso 1. Si (U, por el Teorema 3.4, V € T
Caso 2. Si (U¥)p, y Uy € &, por el Teorema 3.5,V € T
Caso 3. Si (U¥)p, y Uy & &, por el Teorema 3.6, V € T

Caso 1I.

Supongamos que tenemos un vox-sélido esférico 2-laminado, en el que un piso es un
vox-sOlido laminar y el otro una coleccién de k, k > 1, vox-sélidos de un piso. Sin pérdida
de generalidad, supongamos, que el primer piso es un vox-solido laminar. La Figura 3.25
ejemplifica este caso.
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Figura 3.25: Ejemplificacion del Caso Il

Lema 3.15 Sea V € £NA(y). Supongamos que el primer piso estd formado por el vox-
solido laminar U y el segundo es una coleccién de vox-sélidos laminares ajenos, digamos
Wi, Wy, ..., Wi, k > 1. Entonces, siempre es posible enumerar primero al segundo piso.

Demostraciéon. Dado que V es un vox-sélido, los W; son vox-sélido ajenos entre si, entonces
podemos actuar sobre cada W; aplicando el Teorema 3.9 e ignorando, parcialmente,
los restantes W;.

Corolario 3.3 Sea V € &NA(y) tal que el primer piso es un vox-sélido laminar y el
segundo una coleccion de k vox-sélidos laminares: Wy, W, ..., Wy, Entonces enumerar una
W;,1 <1 < k equivale a quitarle una hoja a T'.

Demostracion. La gréfica de adyacencia de niveles por pisos de V es un arbol T' de dos
niveles. En el primer nivel esta el nodo u, y en el segundo, los nodos wuq, ...us,
correspondientes a los subvox-sélidos Wi, Ws, ..., W,. Note que T es una estrella.
Asi que enumerar primero un W; es similar a desensamblar los voxeles de W;, lo
cual equivale a quitarle a T' un nodo, el u;.

De manera similar al Caso |, nos hacemos valer de que la colecciéon de vox-sélidos
laminares ajenos estd en el iltimo piso pero, lo méas importante, es que estd asociada con
las hojas del arbol T', la grafica de adyacencia de niveles.

Teorema 3.9 S5iV € £ENA(y) tal que el primer piso es un vox-sélido laminar y el segundo,
una coleccion de k vox-solidos laminares: Wy, Wa, ..., Wy, entonces V € 7.

Demostracion. Por el Teorema 3.7 es posible enumerar primero los vox-solidos laminares
del segundo piso. Una vez hecho esto sélo queda el primer piso por numerar, y, con
base en el Teorema 3.2, éste es inductivo.

Para los Casos | y Il tenemos que la grafica de adyacencia de niveles es un arbol de dos
niveles, es decir de altura 1. Para ambos casos se tiene un resultado equivalente: se puede
enumerar (desensamblar) primero al dltimo piso, suponiendo sin pérdida de generalidad,
que el primer piso esta formado por un vox-sélido. Esto lo podemos resumir en el siguiente
resultado.
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Teorema 3.10 SiV € £NA(y), para el cual su grafica de adyacencia de niveles por pisos es
un arbol 7T de altura 1, entonces siempre es posible enumerar primero los sub-vox-sélidos
asociados a las hojas de T'.

Teorema 3.11 Si V € ENA(y), para el cual su grafica de adyacencia de niveles por pisos
es un arbol T de altura 1, entonces V es inductivo.

Demostraciéon. Por el Teorema 3.10, primero podemos enumerar los sub-vox-sélidos aso-
ciados a las hojas. Una vez hecho esto, sélo queda enumerar un vox-soélido de un
piso que es inductivo, por el Teorema 3.2.

Caso III.

Ahora consideraremos un vox-solido esférico de dos pisos, 2-laminados, para el cual
cada piso estd integrado por varios vox-sélidos laminares. Sean Wy, Wy, ..., W} los del
segundo piso y Uy, Us, ...,Uy los del primero. En este caso, la grafica de adyacencia de
niveles por pisos es una grafica bipartita aciclica, donde una biparticién W corresponde
a los nodos asociados con los sub-vox-sélidos del segundo piso, mientras que la otra, U,
esta asociada con los del primero.

En efecto, la grafica de adyacencia de niveles por pisos es un arbol pero el célculo de
su altura no es inmediato. Para este caso la grafica puede ser una trayectoria de longitud
n =k + ¢. La Figura 3.26 muestra un vox-sélido que entra en el Caso IlI.

Al o o

Wl ] > UB‘) (W “) é

(b)

(a)

Figura 3.26: Ejemplificacion del Caso I

Lema 3.16 Sea V € £NA(y). Suponga que ambos pisos estan formados por una coleccién
de vox-solidos laminares. Sea T' = G,(V). Entonces, siempre es posible eliminar un vox-
solido laminar asociado a una hoja en 7.

Demostracion. Sean Wi, Wy, ..., Wy v Uy, Us, ..., U, los sub-vox-sélidos asociados al se-
gundo y primer piso, respectivamente. Sea T' = G,(V) la gréfica de adyacencia de
niveles por pisos para V. Sea, entonces, w;,1 < i < k, el nodo en T asociado
con W; y, de manera similar, sea u;,1 < i < ¢, el nodo asociado con U;. Asi, sea
W=A{w;:1<i<k}yU={u;:1<i< [/}
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Sea w; € W una hoja en T' entonces, w; es adyacente a una y sélo una u; € U.
El nodo w; estd asociado a un sub-vox-sélido, de un piso, el cual es ajeno (no
tiene adyacencia con las otras w;). De hecho inicamente tiene adyacencia con una

Con base en lo expuesto, podemos ignorar todos los sub-vox-sélidos diferentes a
W; y U, de forma temporal, y trabajar, sélamente, con estos tltimos. Ahora bien,
W, y U; forman, por si solos, un vox-sélido de dos pisos, para el cual la gréfica de
adyacencia de niveles por pisos es un arbol 7; de altura 1. Esta es un sub-drbol
de T'. Luego, por el Teorema 3.10, siempre es posible enumerar primero a W;, que
estd asociado a la hoja w; de Tj.

La demostracién es andloga si tomamos u; € U.
Por lo tanto, el Lema se satisface.

Teorema 3.12 SiV € £NA(y), para el cual cada piso esta integrado por varios vox-sélidos
laminares, entonces V € 7.

Demostracion. Por el Lema 3.16 podemos enumerar los sub-vox-solidos asociados a una
hoja y eliminarla. Al continuar esto, terminaremos por enumerar todos los voxeles

de V.

Una vez revisados los tres casos, podemos establecer el siguiente resultado:
Teorema 3.13 Si V € £N A(y) entonces V € 7.

Demostracién. Inmediato de los Teoremas 3.8, 3.9 y 3.12.

3.3.2. Vox-solidos m—laminados, m > 3

Lema 3.17 Sea V € £ y T = Np(V). Entonces, siempre es posible eliminar (enumerar)
un vox-sélido laminar asociado a una hoja en 7' y, por ende, una hoja en 7.

Demostracién. Si |U| = 1, es decir, consta de un tnico voxel, entonces quitamos el voxel
de V.

Si |U| > 1, es decir, tiene més de un voxel, sea W el vox-sélido contiguo a U, sean
w v u los nodos respectivos en T'. Notese que u es adyacente inicamente a w, por
lo cual ignoraremos, de manera temporal, todos los sub-vox-sélidos diferentes a U y
W, que aislados de los demés, forman un vox-sélido de dos pisos. Luego, con base
en el Teorema 3.10, siempre es posible enumerar, primero, al sub-vox-sélido que
estd asociado a una hoja, en este caso, U. Por lo tanto, el Lema se satisface.

Teorema 3.14 SiV e € = Vel
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Demostracién. Sea V € £ y sea T = Np(V). Por el Teorema 3.3, T' es un arbol, supon-
gamos 1" tiene n nodos. Haremos induccién sobre n.

Sin =1 entonces V € Ay entonces, por el Teorema 3.2, es inductivo.

Supongamos que el Teorema se cumple para todo vox-solido esférico para el cual su
grafica de adyacencia de niveles es un arbol 7" con menos de n nodos.

Sea V € £ con T = G,(V) con n nodos. Consideraremos al sub-vox-sélido de menor
tamano asociado con una hoja en 7T'. Por el Lema 3.17 es posible enumerar tal sub-
vox-s6lido, lo cual equivale a eliminar tal hoja de T'. Ahora tenemos un vox-sélido V'’
cuya grafica de adyacencia de niveles es un arbol 7" con n — 1 nodos, por hipétesis
de induccién V' € 7.

Por lo tanto, el teorema se satisface.
Concluimos con la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.15 Si V € V tal que una de sus graficas de adyacencia de niveles es un arbol
entonces V € 7.

Demostraciéon. Sea V € V y sea T su grafica de adyacencia de niveles que resulta ser un
arbol, se procede igual que en el Teorema 3.14.

Por lo tanto, el teorema se satisface.



Capitulo 4

Descomposicion Hamiltoniana de
Vox Solidos Esféricos

Demostraremos, mediante propiedades de las graficas 4-regulares y 4-conexas, que
algunas familias de vox-sélidos esféricos admiten una descomposicién Hamiltoniana.

Lema 4.1 Sea G una gréafica 4-regular, 4-conexa inmersa en una superficie orientable.
Sea G’ obtenida al anadir un ciclo alrededor de un vértice de G. Entonces G’ es 4-conexa.

Demostracién. Aplicando el Teorema de Menger.

Sea v un vértice en (G, sean vy, v, V3, V4 sus vecinos, ordenados ciclicamente. Sean
w1, Wy, w3, wy los vecinos de v en G'. Sin pérdida de generalidad, suponemos que v;
es adyacente a w;, 1 < i < 4. Sea y un vértice en G,y # v. Como G es 4-conexa,
existen cuatro trayectorias internamente disjuntas de y a v que pasan por uno y
s6lo uno de los vértices v;, 1 < i < 4. En G’ cada una de estas trayectorias pasa por
uno, y soélo uno, de los vértices w;, 1 <14 < 4. Sea w; fijo para alguna j,1 < j <4,
un vecino de y. Aplicando el Teorema de Menger sobre w; y y, encontramos cuatro
trayectorias internamente disjuntas de w; a y.

-
-
-

Figura 4.1: Demostracién del Lema 4.1



56 Descomposicion Hamiltoniana de Vox Sélidos Esféricos

La Figura 4.1 ilustra la demostracién del Lema 4.1, en la que (a) muestra las cuatro
trayectorias internamente disjuntas de v a y en G, (b), en G’ y (c) presenta las cuatro
trayectorias internamente disjuntas de wy a .

Sea H una gréfica y H su complemento. Definamos a w(H) como el ntimero de com-
ponentes conexas de H.

Teorema 4.1 Sean G una grafica 4-regular, 4-conexa inmersa en una superficie orientable
y sea G’ como en el Lema 4.1. Suponga que G tiene un 2-factore H. Entonces, es posible
extender H a un 2-factor de G, tal que w(H) =w(H') y w(H) = w(H’).

Demostraciéon. Sea v un vértice en GG y vg, v1, V2, v3 sus vecinos, ordenados ciclicamente.
Un 2-factor H puede tocar a v de dos formas:
a) pasa POr V;,V,V(i4+1) mod4 O D) pasa por v;, v, v(i12) mod 4-
Sean w,, wy, wy, w3 los vecinos de v en GG’, sin pérdida de generalidad, suponga que
w; es adyacente a v;, 0 <17 < 3.

Caso a) Sin pérdida de generalidad, suponga que en H y H se tienen las trayectorias,
T :vg,v,v1; 5T : v9,v,v3, respectivamente. Entonces en GG’ se tienen las trayectorias
T : vy, wo, w3, wa, v, wy,v1 v 1" : g, we, wy, v, ws, v3, para H y H, respectivamente.

Caso b) Sin pérdida de generalidad, suponga que en H y H se tienen las tra-
yectorias, T' : wo,v,v9; y T : vy, v,vs, respectivamente. En G’ se tienen las si-
guientes trayectorias para H y H, respectivamente, T" : vy, wo, Ws, v, Wy, Wa, Vs Y
T U1, W1, Wop, V, W2, W3, V3.

Por lo tanto, para ambos casos, el niimero de componentes conexas se mantiene
igual, tanto para el 2-factor H como para su complemento.

La Figura 4.2 ilustra la demostracion del Teorema 4.1.

v0 v0
| i
w0 . w0
¢ ‘I \f !
vl " = v3 v3
[ L Ty e TR ) .—n.— —._....
wit Vo Jw3 wl\ %)
N, l-“l
o T
w2 - W2I
] S
v2 v2

(b)
(a)

Figura 4.2: Demostracion del Teorema 4.1

Recordemos que un vox-sélido arbéreo es aquel cuya grafica de adyacencia de voxe-
les es un arbol. En particular, nétese que un vox-sélido arboreo se construye al anadir,
continuamente, un circulo alrededor de un vértice en la grafica facial.
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Corolario 4.1 Todo vox-solido arboreo admite una descomposiciéon Hamiltoniana.

La Figura 4.3 muestra un ejemplo del Corolario 4.1. A la izquierda se tiene un voxel
y su grafica facial, indicandose la descomposicién Hamiltoniana. A la derecha se pre-
senta el vox-sélido de dos voxeles y su grafica facial, mostrandose cémo se extiende la
descomposicién.

oot
o %

el d

Lt

\\’
\ 7
» N, ’
d \,/ \/\

Figura 4.3: Ejemplo del Corolario 4.1

Lema 4.2 Sea G una gréafica plana 4-regular y 4-conexa. Sea H un 2-factor de G y sea
E un corte en G. Construimos G’ a partir de G anadiendo un par de circulos concéntricos
que s6lamente intersecten a GG en puntos interiores de las aristas en E. Si asumimos que
ENH#0y ENH# 0, entonces H pude ser extendido a un 2-factor H' de G’, tal que
w(H) = w(H') y w(H) = w(H').

Demostracion. Suponga, sin pérdida de generalidad, que las n aristas de H estan colorea-
das con azul y las m de H con rojo. El corte E tiene aristas rojas y azules, ya que
ENH # () # ENH. Organizamos ciclicamente las aristas de £, de la siguiente mane-
ra: ap, as, ..., akl, 1,72, ...y 7“]'1, akltl, ceny akQ, T’j1+1, ...,T’jQ, ceey akt+1, cey Qs /rjtJrl, ey Ty
donde ap, € H,1<k<nyr;ec H,1<j<m.

Tomamos la arista ay, = (xx,, Yk, ), empezamos a construir una trayectoria P(xg, , Yk, )-
Partimos de zy,, viajando por el primer circulo y cruzando las j; — 1 aristas rojas,

al llegar a la arista roja r; pasamos hacia el segundo circulo y regresamos has-

ta la arista azul ax,, para llegar al vértice yi,. Coloreamos de azul la trayectoria

P(£k1 » Yky ) :

A partir de la arista r;, = (u;,,v;,), construimos, de manera similar, una trayectoria

P(uj,,vj,) y la coloreamos de azul. Es decir, a partir del vértice uj,, viajamos por

el primer circulo cruzando las aristas azules, al llegar a la arista aj, pasamos al

segundo circulo, regresamos hasta la arista r;, y de ahi al vértice v;,.

Repetiremos el proceso anterior para construir las trayectorias restantes.

Podemos observar que toda trayectoria se preserva localmente, por lo que las com-
ponentes de H y H se preservan.
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La Figura 4.4 ilustra la transformacion descrita.

I.
L

—— Aristaen H —— Aristaen H

Figura 4.4: Demostracién del Lema 4.2

Corolario 4.2 Sean G,H y E, como en el Lema 4.2. Asumimos que G admite una
descomposicion Hamiltoniana. Entonces, la extensién H' es una descomposiciéon Hamil-
toniana de G'.

La Figura 4.5 muestra la transformacion descrita por el Corolario 4.2.

Figura 4.5: Ejemplo del Corolario 4.2

Un vox-sélido prismatico es aquél cuya forma es similar a la de un prisma.
Teorema 4.2 Todo vox-solido prismatico admite una descomposicion Hamiltoniana.

Demostraciéon. Cualquier vox-solido prismatico puede ser obtenido a partir de una de las
graficas mostradas en la Figura 4.6 al anadir pares de circulos concéntricos. Dado que
cada una de estas graficas admite una descomposiciéon Hamiltoniana, el resultado
se satisface.
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9

Figura 4.6: Graficas Faciales base de los vox-sélidos prismaticos

La Figura 4.7 muestra la transformacién descrita por el Teorema 4.2.

Figura 4.7: Ejemplo del Teorema 4.2

n—crucetas

A continuacién, introducimos otra familia infinita de vox-sélidos, cuyos miembros ad-
miten una descomposicion Hamiltoniana. Estas graficas estan inmersas en la siguiente
familia de vox-sélidos por capas (Figura 4.8). A los miembros de esta familia los denomi-
naremos n—cruceta, en donde n es el nimero de pisos.

Denotamos a las gréaficas faciales de los vox-solidos n—cruceta por G, Gs, G, ..., Go; i1
para todo entero positivo i.

Los vox-sélidos n—cruceta tienen una estructura fundamental, a la que llamaremos
lente, ilustrada en la Figura 4.9.

Observe que, para i > 1, la gréafica del vox-sélido (2i 4+ 1)—cruceta, Ga;41, tiene cuatro
grupos de (2 + 1) lentes.
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1—cruceta _ S—cruceta
3—cruceta

Figura 4.8: Vox-s6lidos n—cruceta, ejemplares para n =1,2,3

=
A

Figura 4.9: Estructura lente para los vox-solidos n—cruceta

Para cada ¢ > 1, la grafica G(2i+1)4+1 se construye a partir de G4, de la siguiente
manera:

Para cada uno de los cuatro grupos de lentes en Gy, i1, reemplazamos los
primeros dos lentes, de izquierda a derecha, por cuatro lentes.

Abrimos las aristas en los puntos x, y, z en Gg;,1 e insertamos dos estructuras
lente. A esta transformacion la denominaremos Inserta-Lentes.

La Figura 4.10 ilustra la operacién descrita. Podemos ver el efecto global de G5 a Gs...

a

=

d
(a)

Figura 4.10: Insercién de lentes para los vox-sélidos n—cruceta
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Probamos, en seguida, que todos los miembros de las gréaficas en la familia G, G, G5, ...,
Git1, ..., para todo entero positivo 7, admiten una descomposicién Hamiltoniana.

Lema 4.3 Supongamos que G admite una descomposicion Hamiltoniana. Sea H un ciclo
Hamiltoniano en G, cuyo complemento es, también, un ciclo Hamiltoniano. Sean a, b, ¢
tres aristas en G, tales que a € H v b,c € H. Entonces, la grafica G’, obtenida después
de aplicar la transformacién Inserta-Lentes e ilustrada en la Figura 4.11, también admite
una descomposicién Hamiltoniana.

X X
—X% X—
X
a ° .
b Y y Yy oo N )\y
c z o 0
VA VA
_H( ><
(a) (b)

Figura 4.11: Transformacion Inserta-lentes

Demostracién. Basta seguir y colorear las trayectorias P,, P, P., como se ilustra en la
Figura 4.12, para reconstruir la descomposicién Hamiltoniana.

Teorema 4.3 Las graficas G1,Gs,Gs, ..., Goiy1, ..., con i entero positivo, admiten una
descomposicién Hamiltoniana.

Demostracion. Basta aplicar el lema anterior y colorear las trayectorias P,, P, P., como
se ilustra en la Figura 4.12, para reconstruir la descomposicion Hamiltoniana.

El teorema anterior nos indica que la Familia infinta de vox-sélidos denominados
n—crucetas admite una descomposicién Hamiltoniana.
Para la familia de graficas Gy, G4, G, ..., Ga;, ... se construyen resultados anédlogos.

Lema 4.4 Sea G una gréfica 4-regular que admite una descomposicién Hamiltoniana.
Sea H un ciclo Hamiltoniano, tal que H es, también, un ciclo Hamiltoniano. Sean A, B
dos conjuntos no vacios de aristas de G, tales que A estd contenido en E(H) y B C
E(H). Ademés, |A| = p,|B| = q. Sea U(p,q) una gréafica formada por dos conjuntos
de trayectorias mutuamente disjuntas. Un conjunto con p trayectorias y, el otro, con
q trayectorias. Entonces al anadir U(p,q) a G para obtener G’, es posible, extender la

descomposicién Hamiltoniana a G'.
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Figura 4.12: Demostracion del Lema 4.3

Demostracién. La Figura 4.13 ilustra la demostracion.

Lema 4.5 Sea GG una grafica 4-regular inmersa en el toro. Suponga que G admite una
descomposicién Hamiltoniana. Sea H un ciclo Hamiltoniano, tal que H también lo es.
Sean A, B dos conjuntos no vacios de aristas de G, tales que A C E(H)y B C E(H), con
|A| = p, |B| = q. Se tiene, ademds, que ninguna arista de AU B toca la frontera del toro.
Sea U(p, q) una gréfica formada por dos conjuntos de trayectorias mutuamente disjuntas,
un conjunto con p y el otro con ¢ trayectorias. Vemos que, al anadir U(p,q) a G para

obtener G, es posible extender la descomposicién Hamiltoniana a G'.

Demostracién. Las aristas de A y B estan en una curva nulo-homotépica de G inmersa en
el toro. Tal curva se reduce al plano, es decir, puede verse como el plano. Asi que
por el Lema 4.4, el resultado se satisface.

La Figura 4.14 ilustra las hipdtesis del Lema 4.5 y a Figura 4.15 ilustra la demostracion.
Es posible construir otros vox-sélidos esféricos que se obtienen al aplicar las trans-
formaciones descritas en el presente capitulo, los cuales no son arbéreos, prismaticos ni
n—crucetas. Ademas, tales vox-solidos admiten una descomposicién Hamiltoniana.
La Figura 4.16 ilustra algunos vox-sélidos esféricos obtenidos de las transformaciones
dadas y sus respectivas graficas faciales.
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Figura 4.15: Demostracion del Lema 4.4
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Descomposicion Hamiltoniana de Vox Sélidos Esféricos

e

Figura 4.16: Otros vox-sélidos esféricos



Capitulo 5

Vox Soélidos Irreducibles

A continuacion, presentamos como generar los vox-solidos irreducibles bésicos, a partir
de los cuales crearemos familias infinitas, de igual manera, demostraremos cual de ellos
es el mas pequeno de la familia. Al final, daremos ejemplos de vox-sélidos no-inductivos
con género mayor que 1.

Definimos ZrB = {L1¢, Q1s, Fa0, V32 } como el conjunto de los vox-sélidos irreducibles
bésicos, a partir de los cuales construiremos familias infinitas de vox-solidos irreducibles.

Iniciamos presentando un método para construir vox-solidos no inductivos a partir
de las estructuras kV y kZ!, las cuales tienen la propiedad de que, al quitarles un voxel
intermedio, el objeto 3-dimensional resultante deja de ser un vox-sélido, ya que dos voxeles
quedaran unidos uUnicamente por una arista. Cabe mencionar que estos vox-solidos no
inductivos son, también, irreducibles. Aprovechamos este hecho para la creacién de los
vox-sélidos no-inductivos e irreducibles, asi como la construccion de sus familias infinitas.

5.1. Vox-sdlidos Irreducibles Basicos. Construccion

A continuacién, construiremos los Vox-sélidos V € ZrB y presentamos un encaje en el
toro de su grafica facial.

Construccion de L3 y su inmersion en el Toro

Para construir L4 requerimos de dos estructuras 2V, a las que llamaremos W7 y Wj;
y dos del tipo 1V, V; y V5. Sin pérdida de generalidad, consideremos la nomenclatura de
la Figura 5.1, donde, ademas, se muestra la construccién parcial y completa.

En el caso de la Figura 5.2, podemos ver una enumeracion de las caras para el vox-
solido L14. Consideramos los voxeles cuyas caras superiores, de acuerdo al diagrama, son
45 y 39. Asi, el conjunto de caras {36,39,45,46,47,37,44,38} coincide con una curva
esencial.

!'Descritas en el Apéndice C.
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Vox Soélidos Irreducibles

Figura 5.2: Vox Sélido L4

Las facetas quedan organizadas de la siguiente manera:

Faceta
Faceta
Faceta
Faceta

I:{36,35,29,20,19,6,4,3,61,52,51, 38}.

(b)

S : {45, 39,40, 30, 28,27, 18, 16, 15, 5, 10, 1, 2, 57, 54, 53}.
B : {46, 44, 43,41, 32,31, 26, 25,22, 17, 14,12, 11,9, 64, 63, 58, 56, 55, 49}.
D : {47,37,42,34,33,24,23,21,13,7,8, 52, 60, 59, 50, 48}

La Figura 5.3 muestra un encaje en el toro de la gréafica facial del vox-sélido L.
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Figura 5.3: Encaje en el toro del vox-sélido L4
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Construccion de F,) y su inmersion en el Toro

Para construir Fyy requerimos de cuatro estructuras 2V: Wy, Wy, W3 y W,. La Figu-
ra 5.4(a) muestra la construccién parcial, que surge a partir de la unién de los extremos
de W; con los voxeles iniciales de Wy y Ws. La Figura 5.4(b) muestra la construccién
final.

Figura 5.4: Construccién de Foq

La Figura 5.5 presenta una enumeracion de las caras para el Vox Sélido Fyy.

Figura 5.5: Vox-solido Faq

Para F5y consideremos los voxeles u y v con caras superiores 22 y 23, segun la figura.
El conjunto de caras para estos voxeles es {69, 23, 22,48, 54,53, 48, 68}, las cuales coinci-
den con una curva esencial. Asi, las facetas quedan organizadas de la siguiente manera:

Faceta I :{69,70,71,72,73,74,75,76,77,62,63,64,65,66,67,68}.

Faceta S :{22,23,24,25,26,4,3,2,1,80,79,78,14,15,16,17,18,19,20,21}.

Faceta F : {48,49,50,51,28,27,5,6,7,8,9,10,11,12,13,39,40, 41,42, 43,44, 45,46,47}.

Faceta D : {54,53,52,29,30,31, 32,33, 34, 35, 36, 37, 38, 61, 60, 59, 58, 57, 56, 55 }.

La Figura 5.6 muestra el encaje en el toro de la grafica facial del vox-sélido Fyy.
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Figura 5.6: Encaje en el toro del Vox Sélido Fy

Construccion de Q5 y su inmersion en el Toro

Para construir Qg requerimos de seis estructuras: dos del tipo 2V (Wy, W3) y cuatro
del tipo 0Z (Iy, I3, I3, I4). En la Figura 5.7 podemos ver la construccion.

Figura 5.7: Construccion de Qig

A la izquierda de la Figura 5.8, podemos ver el vox-sélido Qg y una enumeracién de
sus caras.

Tomamos los voxeles cuyas caras superiores son 42 y 60, el conjunto de caras, sobre
la superficie, para esos dos voxeles, es: {37, 60,42, 41,39, 38,59,40}. Por ende, las facetas
quedaran organizadas de la siguiente manera:

Faceta I :{41,40,29,28;27,26,25,24,23,22;21,20}.
Faceta S :{60,42,43,44,45,69,46,47,48,4,3,2,1,64,63,66,62,61}.
Faceta F : {37,59,58,57,54,53,52,70,71,51,50,49,5,6,7,8,9,10, 68, 33,
67,34,35,36}.
Faceta D :{39,56,55,19,18,72,17,16,15,14,13,12,11, 65, 32, 31, 30, 38}.
La Figura 5.8 muestra, también, el encaje en el toro de la grafica facial de Q5.
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Figura 5.8: Vox Sélido Qg

Construccion de V3 y su inmersion en el Toro

Para construir V3, requerimos de ocho estructuras del tipo 1Z: Zy, Z, - - - , Zg, lo cual
podemos ver en la Figura 5.9.
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Figura 5.9: Construccién de V3o

La Figura 5.10 muestra una enumeracién de las caras para el vox-solido Vss.
Para V35 consideremos los voxeles cuyas caras sobre la superfice son 96 y 95. El conjunto
de caras, para tales voxeles, es {63, 96, 95,92, 93,62, 64,99}
Finalmente, las facetas quedan organizadas de la siguiente manera:
Faceta I :{63;60,59,51,50,49,48;45 44,36, 35, 34, 33,
30,29, 21, 20, 19, 18; 68,67, 66, 65, 64 }.
Faceta S :{95,96,97,103, 104,105,106, 107,112,113,114,120, 121,122, 123, 124,
1,2,3,9,10,11, 12,13, 83, 84, 85, 86, 87, 88,89, 90}.
Faceta F :{92,94,98,99,102, 101,56, 55,54,108,109, 111,115,119, 116, 118, 41, 40,
39,125,126, 128,4,5,8,7,26,25,24, 14,15, 82,81, 80, 70,79, 78,77,76,91}.
Faceta D :{93,62,61,100,58,57,52,53,110,47,46,117,43,42,37,38,127, 32,
31,6,28,27,22,23,16,17,69,71,72,73,74,75}.
La Figura 5.11 muestra el encaje en el toro de la gréafica facial de Vss.
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Figura 5.11: Encaje en el toro del Vox Sélido Vs,

5.2. Familias de Vox-solidos Irreducibles

A partir de los vox-sélidos L1, Q15, Fao, V32, construiremos algunas familias infinitas.
Asociado a cada vox-so6lido irreducible, tenemos una grafica facial y su inmersion, o encaje,
en el toro. Por ende, la construccién de las familias mantendra la relacién entre el objeto
3-dimensional y el encaje en el toro de su grafica facial.

El método se basa en separar adecuadamente el vox-solido, inicialmente el bésico,
para anexar estructuras kV o kZ, tales que al reunir todas las componentes, se obtenga
un nuevo elemento de la familia, que también deberd ser un vox-solido irreducible.

Primero, daremos algunos conceptos sobre cortes y separaciones en vox-sélidos.

Definicién 5.1 Un corte separa dos voxeles.

Al aplicar un corte sobre dos voxeles ensamblados, v v w, se separan cuatro caras de u
y cuatro de w. En la gréafica facial, el corte separa dos conjuntos de vértices. El primero,
X,, asociado con las cuatro caras de v y el segundo, Y,,, asociado a las cuatro caras de
w. Denotaremos al corte como ¢ = (X,,Y,,). Como podemos ver, la Figura 5.12 ilustra
el corte en dos voxeles ensamblados, la grafica facial para los dos voxeles y el corte en el
encaje.

Sea V € 7, es decir, un vox-solido toroidal arista-visible sin voxeles de grado 1, ya sea
inductivo o no. Un corte en V separa dos voxeles, v y w. Atn asi, se pueden ver involucrar
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Figura 5.12: Ejemplo de corte en dos voxeles

hasta cuatro voxeles, ya que cada uno tiene dos vecinos. Asi, sean v; y wy los otros vecinos
de v y w, respectivamente.

Al realizar el corte, se separan las cuatro caras asociadas con v y vy de las cuatro aso-
ciadas con w y w;. Estos conjuntos de caras los denominaremos X y Y, respectivamente.
De esta forma, podemos definir un corte en términos de los conjuntos de caras X y Y, al
que denotaremos como g = (X,Y).

Para la representacién de la grafica facial, encajada en el toro, el corte sobre la division
de vértices puede verse con claridad. Asi, podemos ver al corte ¢ = (X,Y) como un
conjunto de cuatro aristas de la forma (z,y) tal que z € X,y € Y.

La Figura 5.13 ilustra cuatro cortes sobre el vox-sélido Vy € 7;. Identificamos algunos
voxeles de V; por su conjunto de caras en la superficie, para ejemplificar los cortes tanto
en el objeto 3-dimensional como en el encaje en el toro de su grafica facial.

Figura 5.13: Ejemplo de cortes sobre un vox-sélido toroidal simple

Los voxeles involucrados en los cortes son v,, v1, va, ..., vg; ahora, los asociamos a su
conjunto respectivo de caras en la superficie: cuales estan definidos como:
v, = {29,28,15,39}; vy = {1,16,17,40}; v, ={2,3,19,42};
vy = {18,30,31,41}; vy = {13,14,27,38}; vs = {12,26,36,37};
ve = {35,25,11,48}; vy = {34,23,8,46}; wvs = {33,22,7,45};
El corte ¢, solo afecta a vs y vg; @2 solo involucra a v; y vg; 3 involucra a vy, vs y
Uo; @ involucra a v,, v, v y v3. La Figura 5.14 ilustra los cuatro cortes de Vy sobre el
encaje en el toro de la grafica facial.
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Figura 5.14: Ejemplo de cortes sobre el encaje en el toro de V;

Al realizar dos cortes sobre un vox-sélido toroidal simple, estamos dividiendo al vox-
solido en dos partes; cada una de éstas es un vox-sélido. Como podemos ver en el ejemplo,
cualquier pareja de los cortes definidos para V; lo divide.

Puesto que es de nuestro interés hacer crecer a los vox-solidos, especificamente a los
irreducibles, buscamos una definicién del separacion, que consiste de dos cortes:

Definicién 5.2 Sea V € 7. Una separacion de V consiste de dos cortes, digamos ¢ y q.
A la separacién la denotaremos como S = (¢, q).

Llamaremos anexos a las estructuras £V o kZ que seran anadidas al vox-soélido.
En el ejemplo anterior, S, = (q1, g3) no representa una separacién, mientras que S; =

(q1,92) y S2 = (g3, qa) si.

Definicién 5.3 Una separaciéon sobre un vox-sélido irreducible es valida si permite
anexar dos estructuras del tipo £V o kZ, en la que se realizé cada corte, para generar un
nuevo vox-solido irreducible. A esta separacién vélida la denotaremos como S = (c, q).

La Figura 5.15 presenta una separacién valida para el vox-sélido irreducible L4, los
anexos -dos estructuras 0Z- y el vox-sélido irreducible obtenido.
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Figura 5.15: Separacion vélida para L6
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Ahora debemos construir las graficas faciales asociadas a las estructuras kV o kZ, que
seran anexadas al vox-sélido, para también agregarlas al encaje en el toro de su grafica
facial.

Por ejemplo, la Figura 5.16 muestra una separacion valida para el L6, uno de los
anexos y su grafica asociada.

: ® D@
N e D@
g ® G —@

Figura 5.16: Separacion vélida para L1 y un anexo

Consideramos el encaje en el toro construido en la Sub-seccién 5.1 para la grafica
facial de L4, presentado en la Figura 5.3. Ahora, la Figura 5.17(A) muestra los cortes
que forman la separacién valida para L6 sobre el encaje. La Figura 5.17(B) muestra el
encaje en el toro de la grafica facial del vox-sélido irreducible resultante: Lo.
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Figura 5.17: Una separacién en el encaje L4 v el encaje resultante de Lo

A continuacién generamos las familias de vox-solidos irreducibles por medio de las
operaciones definidas al construir los vox-sélidos y las separaciones validas especificadas.
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Familia L[i, j]

En esta seccion construiremos, a partir de L6, familias infinitas de vox-sélidos irreduci-
bles. Al considerar L6, podemos hacer crecer, en paralelo, las estructuras del segundo piso,
o bien, las estructuras del primer y tercer piso en paralelo. De igual manera, podriamos
hacer variar todas a la vez.

En el primer caso, tendriamos generados los siguientes vox-sélidos:

Lo con una 2V en el primer piso, dos 2V en el segundo y una 2V en el tercero;
Lo, con una 2V en el primer piso, dos 3V en el segundo y una 2V en el tercero;

Log con una 2V en el primer piso, dos 4V en el segundo y una 2V en el tercero.

En general, £, tiene una 2V en el primer piso, dos jV en el segundo y una 2V en el
tercero. Ademds, se tiene que el nimero de voxeles es: m = 2(5) +2(25 + 1), j > 2.
En el segundo caso, tendriamos generados los siguientes vox-sélidos:

Lo0B con una 3V en el primer piso, dos 1V en el segundo y
una 3V en el tercero;

Lo4B con una 4V en el primer piso, dos 1V en el segundo y
una 4V en el tercero;

LogB con una 5V en el primer piso, dos 1V en el segundo y
una 5V en el tercero.

En general, £,, B tiene una ¢V en el primer piso, dos 1V en el segundo y una 7V en el
tercero; ademads, se tiene que el nimero de voxeles es: m = 2(3) +2(2i + 1), ¢ > 3.

Existe la posibilidad de dejar fijo a 3V y variar las estructuras del segundo piso para
obtener, en general, £,,C' con una 3V en el primer piso, dos jV en el segundo y una 3V
en el tercero. Ademads, el nimero de voxeles es: m = 2(7) +2(2i + 1), j > 2.

En términos generales podemos realizar lo expuesto anteriormente en cualquier nivel
o0 piso, por lo cual, ahora tenemos constituida unafamilia de vox-sélidos de tres pisos, que
denominaremos L[i, j|. Cada L], j] tiene una iV en el segundo y tercer piso, y dos jV en
el tercero, coni>2 y j > 1.

Con esta notacién tenemos que:

£16 = £[2, 1], £20 = E[Q, 2], £24 = ,C[Q, 3], Egg = ,C[Q, 4]
EgoB = ,C[B, 1], £24B = £[4, 1], EQgB = 5[5, 1]
£24C = £[3, 2], ﬁggc = £[3, 3]

A partir de aqui, denotaremos a cualquier miembro de esta familia por sus referencias
L[i, j] respectivas, excepto en el caso de Ly, al cual también podremos llamar £[2, 1].

La Figura 5.18 ilustra los vox-sélidos de tamaiflo veinte de esta familia: £o9 = L]2, 2]
y LooB = L[3,1].

Ahora construiremos, a partir de L1 = L[2,1], los elementos de la familia L[z, j]
mediante separaciones y asociandolos, inmediatamente, a su encaje en el toro. Primero, lo
haremos sobre L[2, j],j > 1 y posteriormente para L[i, 1],7 > 2. Finalmente, combinando
ambos resultados, podremos construir cualquier elemento L[i, j],7 > 2,j > 1.
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Figura 5.18: Dos elementos con 20 voxeles de la familia L][i, j]

Lema 5.1 Siempre existe una separacién vélida para cada vox-sélido irreducible £[2, j],
j > 1, y, por ende, siempre es posible construir £[2,j + 1] a partir de L2, j],j > 1.

Demostracion. Induccion sobre j.

(A)

Figura 5.19: Vox Sdélido L4 y su encaje en el toro

Para 7 = 1. Sin pérdida de generalidad, consideremos la enumeracién dada sobre
las caras del vox-sélido L£i5 = L[2,1], presentado en la Figura 5.19(A). En (B) se
presenta el encaje en el toro de su gréfica facial, ademas, se ilustran los cortes, tanto
en el objeto 3-dimensional como en el encaje.

Para generar L£[2,2] = L9y requerimos una separacién valida. En este caso, tenemos
dos formas de hacer el corte del lado izquierdo y dos del derecho. Sin pérdida de
generalidad, tomamos tinicamente una.

Sea ¢, el corte formado por los conjuntos de caras: X, = {28,29,31,33}, Y, =
{20,24,26,27}; ¢, = (X,,Y,). El corte g, esta formado por: A, = {56,57,59,61},
Z, = {50,52,54,55}; q, = (As, Z,). Asi, la separacién valida queda determinada
por So = <Cm QO>'

Realizamos la separacion correspondiente en el encaje, enumeramos los anexos y
construimos sus graficas de adyacencias de caras, como lo muestra la Figura 5.20.
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Figura 5.20: Anexos y sus graficas faciales

Ahora agregamos los correspondientes anexos sobre la separacion, tanto en el objeto
3-dimensional como el encaje en el toro. La Figura 5.21 muestra los objetos obteni-
dos. Se verifica visualmente, que el vox-sélido obtenido es, en efecto, £[2,2] = Lq.

Figura 5.21: Resultados de aplicar la separacién y agregar los anexos

Revisemos cémo podemos separar vélidamente a L£[2, 2] para crear al siguiente ele-
mento de la familia. Es posible realizar cuatro cortes de cada lado.

Por la izquierda tenemos:

o =(X1,Y1) Xy = {xg, x1, 27,24 }; Y1 ={20,27,26,24} =Y.
Co = <X2,§/2> : X2 = {28, 29,31,33} = XO; }/2 = {l’g,$3,$6,$5}.

C3 = <X3,YE;> : X3 = {29,1’8,ZE7,ZE5}; )/3 = {IE3,ZE1,26,ZE4}.

e = (X0, V) 1 Xy = {xs,27,25,24}; Y, = {20,18,22,23}.

Por la derecha:

q = (A1, Z1) : Ay ={56,57,61,59} = Ao; Zy = {ys, Y3, Y5 Ys } -

Qo = (A2, Za) = Az = {y7,y1, Y2, Ya}; Zy = {50,55,54,52} = Z,,.
q3 = (A3, Z3) © Az = {y,56, 3, ys}; Zs = {yr,ys, Y2, 52}.

4y = <A4, Z4> . A4 = {61, 2, 63, 60}7 Z4 = {y5, 577 58, 59}

La Figura 5.22 muestra los cortes ¢;, ¢;, 1 < 14,7 < 3, tanto en el objeto 3-dimensional
como en el encaje en el toro de la gréfica facial del vox-sélido L£[2, 3].
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Figura 5.22: Tlustracién de los cortes para L£[2, 3]

Al aplicar cualquiera de cortes y anexar, convenientemente, una estructura 0Z se
tiene una estructura 3V. Por lo cual, cualquier separacién S = (¢;,¢q;), 1 <1i,5 <3
resulta ser vélida.

La Figura 5.23 muestra la aplicacién de los cortes y los anexos convenientes.

°
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Figura 5.23: Aplicacién de los cortes para L[2, 3]

Para simplificar la construccion de esta familia, sin pérdida de generalidad, tomare-
mos la separacion S; = (c1, 1), dejando fijas las particiones Y, y A,.

De esta forma, queda reestablecida la separacion vélida Sy = (¢;o, gjo) con

cio = (X;,Yo) = {(a,20),(b,27),(c,26),(d,24)}

djo = <A07 Zj> = {(567 6)7 (577 f)? (617 g)? (597 h)}
Suponemos siempre existe una separaciéon valida para L[2, j], por demostrar que
existe para L£[2,7 +1],j > 1.

Sea Sy = (¢j, ¢;) la separacién valida dada por la induccién para L£[2, j]. Tenemos,

¢ = (X;,Yo) = {(a,20),(b,27),(c, 26), (d, 24) };
q; = (Ao, Z;) = {(56,¢), (57, f), (61, 9), (59, h)}.

Los anexos son mostrados en la Figura 5.24. Al agregarlos, tanto en el objeto 3-
dimensional como en el encaje en el toro de la gréafica facial, resulta claro que se
obtiene un nuevo vox-sélido irreducible: L£[2, 7 + 1], ya que de cada lado, izquierdo
y derecho, del objeto queda una estructura (j + 1)V.
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Figura 5.24: Anexos y sus graficas faciales

En la Figura 5.25 se presenta el encaje en el toro de la grafica facial para el vox-sélido
L[2,7 + 1], después de agregar los anexos.
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Figura 5.25: Encaje en el toro para L[2,j + 1]

clj

Ahora bien, redefinamos los puntos en los cortes. Sean :
d=x4, c=w7, b=11, a =x2; h=ys, €e=1ys, [ =Y3, 9= s

Reestablecemos la separacion para L£[2, 7 + 1]:

So = (¢j415 Gjt1);
Cj+1 = <Xj+1v YO) = {(CL, 20)7 (bv 27)7 (C, 26)7 (dv 24)};
dj+1 = <A07 Zj+1> = {(567 6)7 (577 f)? (617 g)? (597 h)}

Por lo tanto, el lema se satisface.

De igual manera, podemos construir £[2,3] a partir de L1 = L[2, 1]. Sobre la sepa-
raciéon vélida S, = (c,, q,), definida anteriormente, anexamos una estructura 1Z. Para
construir £[2,4], agregamos una 2Z. Asi, para generar L[2,j] a partir de L5 = L[2, 1],
anexamos una estructura (j — 2)Z, j > 2, sobre la separacién vélida S,.

Si partimos de una L[2,2] para generar una L2, j] en vez de L[2,1], anexamos, una
estructura (j — 3)Z, j > 3, sobre la separacién valida S;.

En general, para construir una L£[2,j] a partir de L[2,1i], es necesario agregar una
estructura (j — (i +1))Z, i > 1,j > i+ 1, sobre la separacién vélida S;.
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Lema 5.2 Siempre existe una separacion valida para cada vox-sélido irreducible L[i, 1],
i > 2, y, por tanto, siempre es posible construir L[i + 1, 1] a partir de L[z, 1],7 > 2.

Demostracion. Induccién sobre 1.

Para i = 1. Consideremos, sin pérdida de generalidad, la notaciéon del vox-sélido
irreducible Ly¢, presentada en la Figura 5.19(A). A partir de £16 = £[2, 1], construi-
remos LogB = L[3,1]. En el tercer piso de L4, podemos realizar, al menos, cuatro
cortes, de manera similar en el primero.

Para el tercer piso tenemos

o= (X1,Y1): X;={21,17,16,19}; Y; = {13,14,15,6}.
ro = (X5, Ya) : Xo={15,19,12,7}; Yo ={5,6,11,13}

rs = (X3, Ys) : X3 ={5,4,11,7}; Y; = {10,13,12,8}
re = (X, Yy Xy ={1,4,9,8}: Yy = {10,3,64,62}

Para el primer piso tenemos:

tl = <A1, Z1> : Al = {53,49,48, 51} = AO; Zl = {45,46,47, 38}

tg = <A2, ZQ) : AQ = {39, 44, 47, 51}, ZQ = {45, 43, 37, 38}
t3 = <A3, Z3> : Ag = {37, 44, 39, 36}, Zg = {42, 43, 40, 35}
ti=(Ay, Z4) . Ay = {40,41,42,36}: Z, = {30,32, 34,35},

La Figura 5.26 muestra los cortes, tanto en el objeto 3-dimensional como en el encaje
en el toro de la grafica facial para L[i, 1].

Figura 5.26: Ilustracién de los cortes para L[i, 1]

Sin pérdida de generalidad, para esta construccién usaremos la separacién valida
S1 = (r1,t1). En especifico:

r1=(Xy,Y1): Xy ={21,17,16,19}; Y; ={13,14,15,6}.

tl = <1417 Z1> : Al = {53,49,48, 51} = AO; Zl = {45,46, 47, 38}
A continuacién, agregamos las estructuras 0Z en los cortes, tanto en el objeto 3-
dimensional como en el encaje en el toro.

La separacién, los anexos y el objeto resultante, pueden verse en la Figura 5.27.
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Figura 5.27: Construccion de LogB desde L4

En la Figura 5.28 se presentan los anexos y sus graficas faciales respectivas, que,
posteriormente, seran agregadas al encaje.
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Figura 5.28: Anexos para construir Lo0B

En la Figura 5.29, se muestra el encaje en el toro de la grafica facial para Lq0B.
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Figura 5.29: L£50B encajado en el Toro

Aunque podemos hacer varios cortes sobre el nuevo vox-sélido irreducible, nos que-
daremos con la separacién valida Sy; = (r;, t;), que simplemente llamaremos Sj,
donde,

T, = <X17}/;> . XZ = {217 175 167 19} - le }/; = {917y2>93ay4}-
Ademéds, existen las aristas:  (21,y1), (17,92), (16,y3), (19,v4).
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ti = <A27 Zz> : Az = {53749748? 51} = Ao; Zz = {Zla 22, 23, Z4};
Existen las aristas: (53, 21), (49, 22), (48, 23), (51, 24).

Suponemos que el lema vale para 7,7 > 2, por demostrar que se cumple para 7 + 1.
Sea &) = (r;, t;) la separacién valida dada por la induccién para L[i, 1], con:

ri= (X, i) Xi=1{21,17,16,19} = X1;  Y; = {41, 92, Y3, Ya};
ti = <Au Zz> : Az = {53,49,48,51} = Ao; Zz = {21,22,23, 24}.
Ademas, existen las aristas:

(53, 21), (49, 22), (48, z3), (51, 24); (21, 11), (17, y2), (16, y3), (19, y4).

Los anexos son mostrados en la Figura 5.30; al agragarlos tanto al objeto 3-dimensional
como al encaje se obtiene el vox-sélido irreducible L[i + 1, 1], ya que en el primer y
tercer renglon se tiene una estructura (i + 1)V.

® 0o o 66

Figura 5.30: Anexos para construir L[i + 1, 1]
Ahora bien, debemos reestablecer la separacién para L[i + 1, 1].

Sean Y1 = Us,Y2 = U7,Ys = U, Ys = U2; 23 = Vg, 22 = Vg, 21 = U5, 24 = V2.

Tenemos que, Sy = (r;, ;). con:

Tiv1 = (Xip1, Yiq) © Xig = {21,17,16,19} = X5 Yig = {y1, 42,3, ya }
tiv1 = (Ais1, Ziy) © A = {53,49,48,51} = Aoy Zip1 = {21, 22, 23, 21}
Existen (53, 21), (49, 22), (48, z3), (51, 24); (21, 11), (17, y2), (16, y3), (19, y4).

Podemos concluir que el lema se cumple.

De igual manera, podemos construir Lo4B = L[4,1] a partir de £[2,1] anexando
estructuras 1Z sobre la separacién vélida S;. En general, es posible construir L[/, 1] a
partir de £[2, 1] agregando estructuras (¢ — 3)Z, £ > 3, sobre la separacion S;.

Maés atin, tenemos que, para generar el vox-sélido L[¢, 1], a partir de L][m, 1] es necesario
agregar estructuras (¢ — (m + 1))Z, £ > m + 1, sobre la separacién vélida S;.

Ahora bien, podemos mezclar las dos familias £[2,j] y L]i, 1] para construir el vox-
s6lido irreducible L[/, u]. Dado que las separaciones validas S, y S no se intersectan,
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podemos dejar fijo el valor de j en L[2,j], hacer crecer a L[i, 1] para obtener L[¢,1] y
después, dejando fijo ¢, hacemos crecer L[, 1] para obtener L[¢, p].

Pongamos un ejemplo. Para generar el vox-sélido irreducible L[7, 5] a partir de £[2, 1],
observamos que L[7,5] tiene, en el primer y tercer piso, una 7V y en el segundo dos 5V.
En primer lugar, construimos £[2, 5] anexando, sobre la separaciéon S,, una estructura 3Z,
lo cual genera estructuras 5V en el segundo piso.

Después, dejando fijo j = 5, anexamos una estructura 4Z sobre la separacion Sy, con
lo que se crea una estructura 7V en el primer y tercer piso.

A partir de los dos lemas anteriores, podemos concluir el siguiente resultado,

Teorema 5.1
Siempre es posible construir el vox-sélido L[i, j],i > 2,5 > 1, a partir de L£[2, 1].
Familia Q[m)

El primer elemento de la Familia Q[m] es Qi3 = Q[18]. Sin pérdida de generalidad,
considere la organizacion y notacién usada en la Figura 5.31, para m = 18. En general,
podemos crear un nuevo elemento de la familia a partir de Q[18] agregando dos estructuras
1V entre los pisos dos y tres. Esto es, podemos generar Q[m + 6] desde Q[m|, para
m = 18 + r,r multiplo de 6.

XN
S0 & @

Figura 5.31: Estructuras para la generacién de Q[m]

Sin pérdida de generalidad, supondremos que las estructuras del segundo piso son
denominadas I3, I y las del tercer piso, F; y Es. Para crear a Q[m + 6], requerimos dos
estructuras tipo 1V, a las que llamaremos V; y V5.

Lo primero que tenemos que hacer es desensamblar el segundo piso del tercero para,
luego unir, las nuevas piezas.

La Figura 5.32 ilustra los primeros tres elementos de esta familia, Q [18]: 4 x 4 x 4,
Q[24]: 5x5x5 y Q30]: 6 %6 x 6.

A continuacién, generamos una familia de vox-sélidos irreducibles para Q;g, haciendo
uso de separaciones validas. Primero observemos que si Qi3 = Q[18] = Q[6- (3)] podemos
expresar Q[24] = Q[18 + 6] = Q[6 - (3 + 1)]. En general, podemos identificar un elemento
de la familia Q[m] como Q6 - k],V k > 3.
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Figura 5.32: Vox-sélidos Q [18], Q [24] v Q [30]

Lema 5.3 Para el vox-sélido irreducible Q18] existe una separacién vélida y, por tanto,
es posible construir el vox-sélido Q[24] a partir de él.

Demostracién. Consideremos el etiquetado presentado en la Figura 5.33(A) para el vox-
sélido Qi3 y en (B), el encaje en el toro de su gréfica facial. Ademads, se indican los
cortes que, inicialmente, usaremos.
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Figura 5.33: Enumeracion para el vox-sélido Q15 y su encaje en el toro

La separacién vélida queda definida como, S, = (g,, ¢,) con:

G = (Ao, Z,); A, = {48,49,43,51}; Z, = {47, 46,444, 52}
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co = (X,,Y,); X,={7,11,14,13}; Y, ={8,11,15,17}
Existen las aristas:

(48,47), (49, 46), (43,44), (51,52) (7,8), (11,10), (14, 15), (13, 17).

Para construir el siguiente miembro de la familia, anexamos una estructura 1V a la
separacion dada. La Figura 5.34 muestra las estructuras 1V y sus graficas faciales.

o l
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Figura 5.34: Anexos que se agregan al vox-solido Qig

Si agregamos los anexos, tanto al objeto 3-dimensional como al encaje en el toro.
Las Figuras 5.35(A, B) muestran al vox-sélido obtenido, Q[24], y el encaje en el toro
de su grafica facial.

Aa)

Q! ql ot @

Figura 5.35: Vox-sélido obtenido al agregar los anexos: Q[24]
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Lema 5.4 Para todo vox-sélido irreducible Q[6 - k], k > 4, siempre existe una separacién

vélida y, por tanto, siempre es posible construir el vox-sélido Q[6 - (k + 1)] a partir de
Q6 - k], k> 3.

Demostracion. Induccién sobre k.

Suponemos k = 4. Consideremos el etiquetado dado en la Figura 5.35(A) para el
vox-s6lido Qyy. La Figura 5.35(B) presenta su encaje. Ademds, se indican los cortes
que, inicialmente, usaremos.

La separacién vélida queda definida como, S, = (g,, ¢,) con:

G = (Ay, Zo): A, = {44,46,48,51}; Z, = {43,49,47,52}.
= (X,,Y,): X,={13,14,11,7}; Y, ={17,15,10,8}.

471
& A |
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Figura 5.36: Anexos que se agregan al vox-solido Qay

Para construir el siguiente miembro de esta familia, anexamos una estructura 1V
a la separacion dada, que se realiza entre el segundo y tercer piso. La Figura 5.36
muestra las estructuras 1V y sus gréficas faciales.

Después, agregamos los anexos, tanto al objeto 3-dimensional como al encaje en el
toro. Las Figuras 5.37(A,B) muestran el vox-sélido obtenido, Q[30] y el encaje en
el toro de su grafica facial, respectivamente.

Podemos hacer al menos cuatro cortes sobre Qszg. En la Figura 5.37 se marcan
algunos. Cualesquiera de las separaciones S = (¢;,¢;), 1 < ¢,j < 2, permite anadir
una estructura 1V en cada corte para obtener el siguiente elemento de la familia.

Asi, solo nos quedaremos con los cortes que separan al segundo piso del tercero:

co = (X, Y2) = {(10, ug), (15, u4), (17, u1), (8, uz) }.
a2 = <A2, ZQ> = {(48, ’U4), (49, Ulg), (43, ’UH>, (51, ’Ug)}.

Suponemos el lema se cumple para Q[6- k], k > 5. Por demostrar que es vélido para

Q6 (k+1)].
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Figura 5.37: Vox-sélido obtenido al agregar los anexos: Q[30]

Consideramos la abstraccién del encaje de Q[30], mostrada en la Figura 5.38

Sin pérdida de generalidad, tomaremos Syp; = (co;, qo;) con
QOj = <A07 ZJ> = {(487 V4)7 (497 V12)7 (437 V11)7 (517 vg)}

Sea Sy = (¢, qx) la separacion vélida para Q[6 - k] dada por la induccién. Tenemos
que, ¢ = (X,,Yy) = {(U8,10),(U4,15),(UL,17),(U2,12)};

qr = (Ao, Zk) = {(48,V4),(49,V12), (43,V11), (51,V9) };

o bien, ¢, = (X,, Yy) = {(U8, Es), (U4, F3), (U1, T5), (U2,ds)};

qr = (Ao, Zk) = {(E3,V4), (F5,V12), (T3, V11), (D3, V9)}.
Los anexos para Q[6 - k], k > 6, son los mismos que los usados para construir Q[30],
como vemos en la Figura 5.36. Al agregarlos tanto al objeto 3-dimensional como al
encaje en el toro, se aumentanta un nivel de cada extremo, incrementando un piso
y generando el vox-sélido irreducible Q[6 - (k + 1)].

Por lo tanto, el lema se satisface.

En la Figura 5.39 se ilustra el resultado que se obtiene al agregar las graficas asocia-
das a los anexos al encaje en el toro de la grafica facial del vox-sélido Q[6 - (k + 1)].

Inmediato de los lemas anteriores, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2 Siempre es posible construir el vox-sélido irreducible Q[6 - (k + 1)],k > 3
a partir de Q[18].
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Figura 5.39: Encaje en el toro del vox-sélido Q[6 - (k + 1)]

Familia F[i, j]

A partir de Fyg, construiremos familias infinitas de vox-solidos irreducibles; de dos
pisos, particularmente. Considere Foq. Podemos hacer crecer, en paralelo, las estructuras
del segundo piso o bien, podemos hacer crecer, las estructuras del primer y tercer piso en
paralelo o, también, podriamos hacer variar todas a la vez.

Similar a lo realizado con la familia L[i, j], tenemos que F|i, j] tiene dos ¢V en el primer
piso y dos jV en el segundo. con ¢ > 2y j > 2. De esta manera, hemos definido la familia
Fli, jl.

En términos generales, para un elemento en la Familia F|i, j] se tiene que, en el primer
piso, hay dos estructuras iV, y, en el segundo, dos estructuras jV, ¢ > 2, j > 2. Ademss,
se tiene que F[i, j| = F[j,i] para i, j fijas. Por ejemplo, F[2,3] = FI[3,2].

A continuacién, a partir de Fyg = F|[2, 2], construiremos, la Familia F[i, j] utilizando
separaciones. Primero, describiremos como generar la Familia F[i,2],7 > 2, haciendo
crecer las estructuras del primer piso. Después haremos crecer las estructuras del segundo
para generar la Familia F[2, j|, j > 2. Finalmente, podremos combinar los resultados para
hacer variar los pisos.
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Lema 5.5 Para todo elemento F[i,2],7 > 2 siempre existe una separacién valida y, por
lo tanto, siempre es posible construir el vox-sélido irreducible F[i + 1,2] a partir de
Fli,2],i > 2.

Demostracion. Induccién sobre 7.

Figura 5.40: Vox-sélido Fyy = F|[2, 2]

Supongamos ¢ = 2. Sin pérdida de generalidad, consideremos la enumeracion dada
sobre las caras del vox-sélido Fpy = F|[2,2] presentado en la Figura 5.40. De igual
forma, se presenta su encaje en el toro y una separacién vélida S, = (c,, ¢o)-

Los cortes estan definidos por:

o= (X,,Y,); X,=1{2349,53,69}, Y,={24,50,52,70}.
@ = (Ao, Z,); A, = {78,12,37,77}, Z, = {14,13,38,62}.
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Figura 5.41: Estructuras para la generacién de F[3, 2]

Para construir el siguiente elemento de la familia, F|[3, 2], requerimos anexar un par
de estructuras 0Z, las cuales son presentadas en la Figura 5.41, con sus subgraficas
de adyacencia de caras respectivas.
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Figura 5.42: Encaje en el toro del vox-sélido F[3, 2]

La Figura 5.42 muestra el encaje en el toro obtenido para la grafica facial del vox-séli-
do F[3,2]. Aunque tenemos varios cortes que podrian formar separaciones vélidas,
en términos generales podemos considerar Unicamente como la separacion valida
So = (coi, qoi) con:

coi = (X0, Ys) = {(23,a),(49,0), (53, ¢), (69,d)};

q0i = (Ao, Z;) = {(78,¢), (12, f), (37,9), (77,h)}.
Suponemos que el lema se cumple para i, por demostrar que también se satisface
para ¢ + 1.

Sea Sy = (¢;, q;) la separacién dada por la induccién para Fli, 2], con:

(23,a),(49,b), (53, ¢), (69,d)};
{(78,¢),(12, f), (37, 9), (77, h)}.

Figura 5.43: Anexos para la generacién de F[i + 1, 2]

Los anexos son mostrados en la Figura 5.43. Al agregarlos, tanto al objeto 3-
dimensional como al encaje en el toro, resulta claro que se obtiene el vox-sélido
Fli+1,2].

La Figura 5.44 muestra el resultado de agregar los anexos al encaje en el toro de
la grafica facial del vox-sélido Fi, 2.

Ahora, redefinimos: a = y1,b = y3,c = ys,d =yr; e = a3, f = 26,9 =14y h = x3.
Con esto reestablecemos la separaciéon Sy = (¢;, ¢;), para F[i + 1, 2], con
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Figura 5.44: Abstraccién del encaje en el toro para Fli, 2]

¢ = (Xo,Yi) = {(23,a),(49,0), (53, ¢), (69, d) };
q; = <A0a Zz> = {(787 6)’ (127 f)v (377 9)7 (777 h)}

Asi, hemos obtenido el vox-sélido F[i + 1,2] y reestablecido la separacién vélida.

Por lo tanto, el lema se cumple.

De igual manera, podemos construir F[4,2] a partir de F[2,2] mediante el anexo
de estructuras 17 sobre la separacion valida establecida, S,;. Ademds, podemos obtener
Flk,2] desde FI2,2] agregando dos estructuras (k — 3)Z, k > 3. Para generar F[k,2] a
partir de F[3, 2] requerimos anexar dos estructuras (k — 4)Z, k > 4. En general, es posible
construir Flk, 2] desde F[i, 2] anadiendo dos estructuras (k — (i + 1))Z, k > (i+1),i > 2.
Si j esta fija, para construir Flk, j| a partir de F[i, j| requerimos anexar dos estructuras
(k—(i+1)Z, k> (i+1),i>2

En virtud de que F[2, j] ~ Flj,2],Vj > 2, podemos concluir los siguientes resultados:

Lema 5.6 Para todo elemento F|[2,j],7 > 2 siempre existe una separaciéon vélida vy,
por lo tanto, siempre es posible construir el vox-sélido irreducible F[2,j 4+ 1] a partir de
Fl2,4].5 = 2.

Teorema 5.3 Siempre es posible construir el vox-sélido irreducible Fi, j],i,7 > 2 a
partir de F[2,2] = Fy.

Familia V[il,jl; ig,jg]

A partir de V33, podemos construir familias infinitas de vox-sélidos. A continuacion
mostraremos como generar una de dos pisos. Podemos hacer crecer Vs, en paralelo, dos
estructuras del primer piso o bien, podemos hacer crecer, dos estructuras del segundo
piso, en paralelo o bien, podriamos hacer variar todas a la vez.

Para construir un elemento de la Familia V[iy, j1; 2, j2], requerimos cuatro estructuras
para el primer piso: dos del tipo i1 Z, llamadas Z;, Z3 y dos j1Z, sean Z,, Z,. Para el segundo
piso, requerimos cuatro: dos del tipo ioZ, denominadas Zs, Z7; y dos joZ, sean Zg, Zg. Sin

pérdida de generalidad, considere la organizaciéon y notacién usada en la Figura 5.45 para
il = ig = 1,j1 :jg =1: V[]_,Ll,l]
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Figura 5.45: Estructuras para la generacién de V|iy, ji; 2, Jo|

Para facilitar la visualizacion de los elementos de esta familia introducimos el concepto
de mapa, el cual se muestra en la Figura 5.46.

Figura 5.46: Mapas para la generacion de V[iy, j1; iz, jo]

Los primeros dos graficos representan la organizacion final de las estructuras del primer
y segundo piso, respectivamente. En el iltimo se indica la distribucién de las ocho estruc-
turas Z en el vox-sélido. Por ltimo, en la Figura 5.47 podemos apreciar la distribucion
de las estructuras segin los nombres asignados.

z6 z7

Z
72 3 Z6 7 7

z5 z1

Z5 Z8

Z1 74
z8 Z1 z4

Figura 5.47: Mapas para la generacion de V[iy, j1; 42, jo]

De esta forma, podemos generar elementos de la familia con m voxeles, donde m > 32
y m es multiplo de 4. Ademads, se tienen varios ejemplares distintos para una misma
m,m > 36. A continuacion listamos algunos de los elementos de esta familia.

V32 : V[l, 17 1, 1] V36A : V[l, 1; 1,2] VgﬁB : V[l, 1;2, 1] VgﬁOi V[1,2, 1,2]
VieA: V[1,1;2,2] VyB: V[1,2:1,2] ViC: V[1,2:2,1] VoD : V[1,1;1,3]
VuA: V[2,2,1,2] VuB: V[2,2;2,1] VuC: V[1,1;1,4 VuD: V[1,1;4,1]
V48AZ V[2,2,2,2] V4gBZ V[l, 1,3 3] V4802 V[l,?),l,?)] V48D : V[2,2, 1,3]
Vs A V[3,3:1,2] VsuB: V[3,2 3 1] VC: V[1,3:3,2] VoD : V[2,2:1,4]
V56A : V[?),g, 2,2] V5GB : V[ ] V5GCZ V[l, 1,4,4] V56D : V[1,2,3,4]
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Para saber cuantos ejemplares de tamano m hay en esta familia, consideremos el valor
de s =11+ ji1+1i2+J2, el nimero de formas en que podemos escribir s con cuatro digitos,
es el numero de vox-sélido de tamano m, donde

m = 2[2(i1 + 1)] + 2[2(j1 + 1)] + 2[2(é2 + 1)] + 2[2(j2 + 1)].

m=4>+1)+4(j1 +1)+4(ia + 1) +4(jo + 1).

m =16+ 4(i1) + 4(j1) + 4(i2) + 4(j2) = 16 + 4(i1 + j1 +i2 + j2) = 16 + 4(s) = m.

La Figura 5.48, muestra un vox-sélido de 36 voxeles de esta familia, al igual que los
mapas y bosquejos de los dos elementos de tamano 36 de esta familia. No hay que perder
de vista que el vox-sélido V [1,1;1,2] y el V [1,1;2,1] son similares.
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Figura 5.48: Un Vox-sélido V34 de tamano 36

La Figura 5.49, presenta los mapas y bosquejos de algunos vox-sélido de tamano 48
de esta familia. Tomemos en cuenta que el vox-sélido V [1,3;3,1] y el V [1,3;1,3] son
diferentes.

A continuacién, construiremos esta familia utilizando separaciones validas. Iniciamos
con Vsy. La Figura 5.50 muestra la enumeraciéon del vox-sélido, su mapa y encaje en el
toro. Ademads se marcan los diferentes cortes que utilizaremos para construir la familia.

La familia ha sido descrita como V[iy, j1; 42, j2|, donde los pardmetros i, j; indican
que, en el primer piso, hay dos estructuras ¢;Z y dos j1Z. Los pardmetros is, jo indican
que, en el segundo piso, hay dos estructuras 1sZ y dos j.Z.

De igual manera, calculamos que V[iy, j1;i2, j2| tiene m = 16 + 4(iy + j1 + is + Jo)
voxeles. Asi, Vo = V[1,1;1,1], yaque 16 +4(1 + 1+ 1+ 1) =16 +4(4) = 32

Al igual que en las construcciones anteriores, podemos tener varios cortes para hacer
crecer los vox-solido y obtener un nuevo elemento de la familia. Las separaciones con los
que trabajaremos en esta seccion seran definidas a continuacién:
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VI[3,3:1,1]

V[2,222]

VI[1,3;1,3] VI[1,3;1,3]

Figura 5.49: Vox-sélidos Vg, con 48 voxeles

Separaciéon Sy
Sea la separacién Sy = (c,, ¢,) donde,

o =(X,,Y,), X,={1,128,127,35} Y, ={2,4,32,34}
G = (Ao, Z,), A, ={95,94,93,65}  Z, ={96,98,62,064}.

Insertar sobre los cortes de Sy hara crecer las estructuras jZ.

Si se anexa a V3 = V[1,1; 1, 1] una 0Z, el nuevo vox-sélido obtenido serd un elemento
de 36 voxeles: V[1,1;1,2]. Si a V33 = VI[1,1;1,1] se anexa una estructura kZ, el nuevo
vox-solido V|1, 1; 1, k + 1] tendrd my = 16 + 4(k + 4) voxeles.

La Figura 5.51 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes ¢, y ¢, de Sy; también
se ilustra la parte afectada.

En general, si a Vi1, J1;i2,j2] se anexa una estructura kZ, sobre los cortes ¢, vy ¢,
de la separaciéon Sy, el nuevo vox-sélido serd V[ji, ji;i2, ma], con mg = (jo+k+ 1), y
tendra my, = 16 + 4(j1 + 71 + ia + ma) voxeles.

Separacién S;
Se define la separacién S; = (¢1,q1) con

¢ = (X1,Y1), X;={112,111,110,50}; Y; = {113,115,47,49};
g1 = <A1, Zl>, Al = {83,82, 16, 20}, Z1 = {84,81, ].7, 19}

Insertar sobre los cortes de S; hara crecer las estructuras i,Z.

Si se anexa a Vs = V[1,1; 1, 1] una 0Z, el nuevo vox-sélido obtenido serd un elemento
de 36 voxeles: VI[1,1;2,1]. Si se anade a V35 = V[1,1;1, 1] una estructura kZ, el nuevo
vox-sélido V1, 1;k + 1,1] tendrd my = 16 + 4(k + 4) voxeles.

La Figura 5.52 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes ¢; y ¢; de S;. Se presenta,
ademas, la seccion afectada.
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Figura 5.50: Vox Soélido V35, sus mapas y encaje en el toro
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Figura 5.51: Anexos 0Z para los cortes ¢, y ¢,

En general, si se anexa a V[iy, j1;42, jo] una estructura kZ, sobre los cortes ¢; y ¢1
de la separacion Sj, el nuevo vox-sélido serd V[ji, j1; ke, jo], con ke = (ia +k+1) y
tendrd my = 16 4+ 4(j1 + j1 + k2 + jo) voxeles.

Separaciéon S,
Sea la separacién Sy = (cg, ¢2) donde,
= (X0, Ya), X,={121,118,43,44}; Y, = {122 41, 42 36};
g2 = (A, Z5), Ay ={87,79,72,67}; Zy = {88,78,73,66}.

Insertar sobre los cortes de Sy hara crecer las estructuras i;Z.
Si se anexa a V33 = V[1,1; 1, 1] una 0Z, el nuevo vox-sélido obtenido serd un elemento

de 36 voxeles: V[2,1;1,1]. Si se anexa a V3 = V[1,1;1,1] una estructura kZ, el nuevo
vox-sélido V[k + 1,1;1,1] tendrd my = 16 + 4(k + 4) voxeles.
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Figura 5.52: Anexos 0Z para los cortes ¢ y ¢1

La Figura 5.53 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes co y g2 de Ss. Se ilustra,
también, la parte afectada.
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Figura 5.53: Anexos 0Z para los cortes co v ¢o

En general, si se anexa a V[iy, ji1;l2,J2] una estructura kZ sobre los cortes ¢y y
q2 de la separacion Ss, el nuevo vox-sélido serd Vl]kq, ji;i2,72], k1 = (h+k+1) y
tendra my = 16 + 4(ky + J1 + 12 + Jjo) voxeles.

Separacién S
Se define la separacién Sz = (c3, ¢3) como

3= (X3, Y3), Xs={104,101,58,59}; Y3 = {105,56,57,51};
q3 = <A3, Z3>7 A3 = {10, 7, 28, 29}, Zg = {11, 26,27, 21}

Insertar sobre los cortes de S3 hara crecer las estructuras j;Z.

Si se anexa a V33 = V[1,1; 1, 1] una 0Z, el nuevo vox-sélido obtenido serd un elemento
de 36 voxeles: V[1,2;1,1]. Si, también, se anade a V3 = V[, 1; 1, 1] una estructura kZ, el
nuevo vox-solido V[1, 1; k + 1, 1] tendrd my = 16 + 4(k + 4) voxeles.

La Figura 5.54 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes c3 y g3 de S3. Se presenta,
ademas, la seccién afectada.

En general, si se anexa a Vi1, ji;i2, jo] una estructura kZ, sobre los cortes c3 y g3
de la separacién Ss, el nuevo vox-sélido serd V[my, ji;i2,ja], m1 = (j1 + K+ 1) con
myg = 16 + 4(my + j1 + is + Jjo) voxeles.
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Figura 5.54: Anexos 0Z para los cortes c3 y g3

Generalizacién de las Separaciones

Las separaciones para la generalizacién quedan definidas como:

Soi = (Cois Qoi) , CUyos cortes son:
Coi = <X07 }/:L> = {(17 Bl)7 (1287 B3)7 (1277 BG)? (357 B7)}7
Goi = <A07 ZZ) - {(957 Nl>7 (947 N3)7 (937 Nﬁ)a (657 N7)}

S1j = (¢, qui) , con cortes:
C1; = <X1, Y;> = {(121, El), (11]_, E3), (110, E6)7 (50, E7)},
qij = <A1’ ZJ> = {(83’ Rl)a (827 R3)a (167 R6)> (20’ R7)}

Sgk = <02k7 q2k> , CUyOs cortes son:
Cof — <X2, Yk> = {(151, Ul); (118, Ug), (43, U@), (44, U7)},
qor = <A27 Zk> = {(877 %)7 (797 VE’))? (727 ‘/6)7 (677 ‘/7)}

S3m = (C3m, @3m) , con cortes:
C3m = (X3, Yi) = {(104, M), (101, Ms), (58, ms), (50, ms) };
d3m = <A37 Zm> - {(107 W5)7 (77 W3)7 (287 W2)7 (297 W8)}

En la Figura 5.55 se presenta una abstraccion del encaje en el toro para la Familia
Vi1, j1; 42, jo] vy se marcan los cortes generalizados.
Ahora, podemos concluir los siguientes resultados:

Lema 5.7 Para todo vox-sélido irreducible V[iy, ji; iz, jo] con m voxeles, donde m > 32
y m = 16 + 4(i; + j1 + i2 + j2), siempre existe una separacién vélida y, por tanto,
siempre es posible construir, a partir de Vi1, ji;i2, J2|, €l vox-sélido V[ki, l1; ks, ls] con
W<k <ir+1L, <O <1+ i<k <i+1lyj </l <j+l

Teorema 5.4 Siempre es posible construir, a partir de V[iy, j1;i2,j2], el vox-sélido
irreducible  V[ky, ¢1; ko, 0] donde m, el nimero de voxeles, estd determinado por
m = 16+4(/€1+€1+/€2+£2)



5.3 Vox-sélidos No-inductivos de Género g > 2

97

@D @@

@-@r@—

& - O

& T @

@B @— @

GO @ Bie- @

- @ D@ @

@GO @ @

DD D@ D
D D BB @

OB @ BT @

@@

@@

—@ID- @ @D

@@ @
@t@— —
@@ @

@@ @

ey 1
'

% |

v 1
4y q

:
9

Figura 5.55: Abastraccion del encaje en el toro para la Familia V[iq, ji; ia, Jo

5.3. Vox-sélidos No-inductivos de (Género g > 2

Saber que es posible generar vox-sélidos no inductivos cuya frontera sea una superficie
de género mayor que 2 resulta interesante. A continuaciéon presentamos dos vox-sélidos
no-inductivos cuya frontera es una superfice de género 2, y uno mas cuya frontera es
una superfice de género 3. Ademas con el fin de facilitar su visualizacién contruimos sus
graficas de adyacencia de niveles respectivas.

La Figura 5.56 muestra un vox-sélido no inductivo, cuya frontera es una superficie
de género 2. A la derecha, se despliegan sus niveles en profundidad y por pisos con las
graficas de niveles respectivas. Abajo se presentan los niveles por amplitud y la gréafica de
niveles correspondiente. Observe que las tres graficas de niveles tienen dos ciclos simples.

Podemos precisar que este ejemplo si es arista visible y tiene dimensiones 5 x 4 x 4.
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Figura 5.56: Vox-sélido no inductivo de género 2 con 27 voxeles
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Este vox-solido se obtuvo a partir de L4, agregando dos estructuras 1V y una 2V. Si
decidimos obtener un vox-sélido de genero mayor basta repetir la operacion tantas veces
como sea requerido.

También resulta facil ver que podemos hacer algo similar con los otros vox-sélidos
bésicos y, ademds, de manera analoga se pueden construir familias infinitas de vox-solidos
no inductivos arista-visibles de género mayor que 1.

La Figura 5.57 muestra el encaje en el 2-toro de la grafica facial del vox-sélido no
inductivo de 27 voxeles presentado, anteriormente, en la Figura 5.56. Las lineas mas
gruesas, resaltadas en color negro, indican las aristas del ciclo Hamiltoniano.

[

Figura 5.57: Representacién planar del Vox-sélido no inductivo de género 2 y 27 voxeles

=

el

YA

La Figura 5.58 muestra un vox-sélido no inductivo cuya frontera es una superficie de
género 2 que no es arista visible y tiene dimensiones 8 x 3 x 10. Como podemos ver,
también se despliegan sus niveles y las graficas respectivas.

La Figura 5.59 muestra un vox-sélido no inductivo, cuya frontera es una superficie de
género 3, con 62 voxeles. Cabe especificar que no es arista-visible y sus dimensiones son
11 x 4 x 9. Se despliegan sus graficas de niveles respectivas.
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Figura 5.58: Vox-sélido no inductivo de género 2 y 44 voxeles
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Figura 5.59: Vox-sélido no inductivo de género 3 y 62 voxeles



Capitulo 6

Vox-solidos Irreducibles de
Cardinalidad Minima

A lo largo del Capitulo, presentamos la demostracién exhaustiva de que L4 no sélo es
el menor vox-sélido no inductivo 3-laminado, sino que es el menor de todos los irreducibles.
También, mostramos que Fy es el mas pequeno vox-sélido no inductivo 2-laminado.

Por el Teorema 3.2, sabemos que todo vox-sélido laminar es inductivo y por el Teore-
ma 3.14, que los esféricos lo son. Con base en ello, todo vox-sélido no inductivo debera te-
ner mas de un piso y ser toroidal.

El vox-sélido de menor tamano que conocemos es L4, sus dimensiones son 4 x 4 x 3.
La estrategia para demostrar que L4 es el menor de los vox-sélidos no-inductivos consiste
en explorar en cada reticula con dimensiones b X d X h, para 2 < b <4, 2<d <4, y
2<h<A4.

Veremos, también, que existen varios no-iductivos con 18 voxeles en una reticula con
dimensiones 4 x 4 x 4. Ademds, damos las condiciones necesarias para demostrar que
el vox-solido Fyg es el méas pequeno vox-sélido no inductivo 2-laminado, de dimensiones
5 x b x 2y 20 voxeles.

Por otro lado, el vox-sélido toroidal mas pequeno que tenemos es la tuerca, con 8
voxeles y dimensiones 3 x 3 x 1. Es facil ver que los vox-sélidos toroidales requieren un
reticulo R(b,d, h), tal que b > 3,d > 3 y h > 1. Entonces, realizaremos una revisién
exhaustiva de los reticulos R(b,d,h) tal que b > 3,d > 3 y h > 2. Consideraremos
ademas que b > d > h, evitando asi los casos repetidos.

Sin pérdida de generalidad, durante las demostraciones iremos construyendo los vox-
sélidos, iniciando en el primer piso y continuando, asi, piso por piso.

Definicién 6.1 Una Cadena de Voxeles es una sucesion de voxeles ensamblados donde
cada uno tiene exactamente dos vecinos, a excepcion de sus extremos, que estan unidos
a un sélo voxel. Cabe senalar que, a los voxeles de grado dos, los llamaremos voxeles
internos, o intermedios, mientras que a los de grado 1, voxeles extremos. Una cadena
de voxeles | es una linea de voxeles, tal que si cualquier voxel intermedio es extraido,
la cadena se desconecta.
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(a) (b) (¢)

Figura 6.1: Ejemplo de cadenas

Definicién 6.2 Una cadena de voxeles C es zig-zag si al quitarle cualquier voxel inter-
medio v, los voxeles adyacentes a v quedan unidos sélo por una arista. Una estructura
kl es una linea de k voxeles, k > 3. Sea R(b,d, h) un reticulo, una configuracién en R
es una cadena zig-zag en R. Un ciclo de voxeles es una cadena de voxeles cerrada. Un
ciclo simple de voxeles es un ciclo donde cada voxel tiene exactamente dos vecinos.

La Figura 6.1 muestra varias cadenas de voxeles, de las cuales unicamente (c) es cadena
zig-zag y (a) es una linea de cuatro voxeles, 4.

Diremos que un ciclo simple C tiene un voxel bueno w, si w es un voxel intermedio
de una estructura kl, k > 3, contenida en C.

Al quitar un voxel bueno de un ciclo, el objeto 3-dimensional resultante es un vox-
solido arboreo. Por lo tanto, tener un voxel bueno en un ciclo simple garantiza que tal
ciclo es un vox-sélido inductivo. Tomemos en cuenta que, también, podemos encontrar un
voxel bueno en un vox-sélido que podria no ser un ciclo.

Definicién 6.3 Sea V un vox-sélido. Diremos que w, es un voxel bueno si y sélo si:
1. w tiene grado 2
2. w esta contenido en un ciclo
3. w es un voxel intermedio de una (sub)estructura kl, k > 3.

Condiciones Iniciales

Se establecen resultados para determinar cuando si es posible generar un vox-sélido
no inductivo arista-visible k—laminado con 2 < k£ < 3. Se hard un estudio exhaustivo
sobre los Reticulos de dimensiones b x d x h, R(b,d,h), con b,d € {3,4,5} y 2 < h < 4.
Tal revisién tiene como objetivo encontrar al menor de los vox-sélido no inductivo.

Lema 6.1 Sea C una configuracién en un reticulo R (b, d, h). Sean u, w los voxeles extre-
mos de C. Si 2 < d(u,w) < 3, entonces es posible ensamblar el voxel u con w formando
un vox-solido en R; o bien, determinar que no es posible cerrar el ciclo para formar un
vox-solido.
Ademas, se tiene que:
1. Sid(u,w) =2 el vox-sélido sera inductivo.
2. Sid(u,w) = 3 el objeto resultante podria no ser un vox-sélido o
podria ser un vox-s6lido inductivo o no-inductivo.
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Demostracién. Sea C una configuracién en el reticulo R(b, d, h), cuyos voxeles extremos
son u y w.

Caso 1. d(u,w) = 2.

La cadena C un vox-sélido arbéreo. Como d(u,w) = 2, basta un voxel v para cerrar
el ciclo.Por demostrar que el v es un voxel bueno en el ciclo generado.

Notese, que u y w tienen una coordenada igual y supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que es la altura. es decir, z, = 2z, = z. Ademas, si todas las coorde-
nadas fuesen diferentes d(u,w) > 2. Entonces u = (zy,Yu,2), W = (Tw,Yu,2) ¥
d<u>w> = |xu - xw‘ + ‘yu - yU/‘ +0=2.

Si [Ty — Tw| = |Yyu — Y| = 1, entonces u y w estarfan unidos, inicamente, por una
arista! Lo cual contradice el hecho de que la cadena zig-zag esta bien formada. Por
lo tanto, tenemos que |z, — x,| = 0 ¥ |yy — Y| = 2 0 bien |z, —z,| = 2y
|y — Yw| = 0. Esto significa que los voxeles u y w comparten dos coordenadas pero,
como v los une validamente, tenemos que u, w y v forman una linea de tres voxeles.

Por lo tanto, v es un voxel bueno, ya que tiene grado 2, estda en un ciclo y es un
voxel intermedio de una 3l.

Podemos concluir, entonces, que el vox-sélido generado es inductivo.

Caso 2. d(u,w) = 3.
Tenemos que d(u,w) = |Ty — Tw| + [Yu — Yu| + |20 — 20| = 3. Existen tres formas
diferentes de obtener 3 en tal suma: (a) 3 = 1+1+1 (b) 3 =2+140 (c) 3 = 3+0+0.

Caso 2a) Si |z, — Ty| = |Yu — Y| = |24 — 2w| = 1, entonces los voxeles extremos u
y v estan unidos sélamente por un vértice. Las tnicas cadenas zig-zag vélidas,
con esta caracteristica son mostradas en la Figura 6.2: V4 y Vg. Notese que
una es el reflejo de la otra. Asi, sin pérdida de generalidad, sélo trabajaremos
con Vy4.

Se requieren dos voxeles para unir a u con v. Hay tres formas de hacerlo, dos
de ellas son validas, y generan un vox-sélido inductivo que no es arista-visible,
mientras que la tercera crea una configuracién prohibida. Las Figuras 6.2(c),(d)
y (e) muestran estos casos.

Caso 2b) La suma es de la forma 3 = 2+1+40. Es decir, una de las coordenadas
es igual, una de las diferencias vale 2 y la otra 1. Suponga, sin pérdida de
generalidad, que: z, = 2z, = 2, [Ty — Tow| = 2, |[Yu — Yu| = 1, Tu < Tuyy Yu < Yoo
El voxel u tiene un vecino v en la cadena y puede estar en las posiciones
A, B,C,D. De manera similar, w tiene un vecino w que puede estar en las
posiciones a, b, ¢, d, donde:

A= (24, Yuw,2), B=(xy—1yy,2), C= (2, y.—1,2), D= (Ty,Yu,z—1).
a= (T, Yot+1,2), b= (Tp+1,9u,2), ¢= (T, Yu—1,2), d=(Tw,Yu,z—1).
La Figura 6.3(a) ilustra la posicion de los voxeles u,w y sus posibles vecinos.
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Figura 6.3: Posiciones de u, v y sus vecinos para el Caso 2b

2b-A) Supongamos v = A = (2, Yu, 2). El voxel v es interno, por lo que tiene
grado 2. No puede existir un voxel en la posicién (z, + 1,4y, 2), ya que w no
serfa extremo y se tendria una linea de tres voxeles. De igual manera, no puede
haber un voxel en (x, + 1,y,, 2), pues u es un extremo. Existen dos sub-casos:
(A1) w estd en la posicién ¢ o (A2) w puede estar en a,b 6 d.

2b-A1) Si w = (Ty,yw — 1, 2), la tnica forma de cerrar el ciclo, con el me-
nor numero de voxeles, es ubicando los nuevos voxeles en (z, + 1,y,,2) y
(x4 + 1, Y, 2). Esto genera un vox-sélido inductivo que, ademés, no es arista-
visible. La Figura 6.3(b) muestra los voxeles u, w, v, w; también, se ilustran las
posiciones no validas para elementos de la cadena y, con un évalo se muestra
donde se pueden ubicar los voxeles para cerrar el ciclo.

2b-A2) w puede estar en a,b 6 d.

Sean v1 = (T, Yu, 2); Vo = (Ty + 1, Y, 2) y 03 = (T4 + 1, Yo, 2)-

Hay dos formas de colocar los voxeles para unir u con w:

i) Al ubicar los voxeles vy y v2 se genera un vox-sélido inductivo ya que u, v, v4
forman una linea de tres voxeles.

ii) Al colocar los voxeles vy y v3 se crea un vox-sélido inductivo pues v, vs, w
forman una linea de tres voxeles.

La Figura 6.3(c) muestra la posicién de los voxeles u,w, v, vy, vs, v3. El lugar
donde podria estar w se ilustra con un circulo negro.

Ademds, debemos suponer que no hay voxeles en las posiciones: (x, + 1,y +
Lz—1), (zu+Lyp+ 1,24+ 1), (xy+Lyy—1,2=1), (z,+1,y.—1,2+1) y
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que para el caso de (2b-A2i) tampoco deben estar: (2, ¥, —1,2—1), (Tw, Yu —
Lz+1), (p+ 1Ly —1,2—=1), (xp+ Ly, — 1,24 1). Si alguno de estos
voxeles existe, se tendra una configuracion prohibida y el objeto 3-dimensional
no sera vox-soélido.

2b-B) Supongamos que v = B = (x, — 1,4y, 2).

Si existe uno de los voxeles en las posiciones p; = (z, + 1,y + 1,2 — 1),
po=(ru+LlLyu+1l2=1), ¢t =(xu+1L,y.—1,2—1), o = (Tu,yu—1,2—1) 0
43 = (Tw, Yu, 2—1) el objeto 3-dimensional resultante no es vox-sélido. Si est4 el
voxel p3 = (T4, yw + 1,2 — 1) el objeto resultante podria no ser un vox-sélido.
2b-B1) Supongamos que w = (T, Y — 1, 2).

i) Sean vy = (zy + 1,yu,2) vy v2 = (24 + 1,94, 2) se genera un vox-sélido
inductivo ya que v, u, vy, w forman una linea de cuatro voxeles.

ii) Podria estar el voxel py = (2, — 1, yu, 2 — 1) si existe v5 = (z, — 1, Y, 2).
Sean v3 = (T, Yw, 2) ¥ Vo2 = (T4 + 1, Yu, 2), se genera un vox-sélido inductivo,
ya que vy, v9, w forman una linea de tres voxeles.

2b-B2) w puede estar en a,b 6 d.
i) Sean vy = (Ty, Yu, 2) ¥ V2 = (xy+1, Yy, 2) se genera un vox-sélido inductivo,
ya que u, vy, v; forman una linea de tres voxeles.

ii) El voxel py = (2, + 1,y + 1,2 — 1) podria estar si estédn los voxeles a y
vy = (Ty+1,yp+1,2). Sean vo = (x, + 1, Yy, 2) vy v3 = (2, + 1, Y, 2) Se genera
un vox-sélido inductivo ya que v, u, vy forman una linea de tres voxeles.

iii) Silos voxeles a, p4, p3, p1 no estan, entonces podemos poner vy = (Zy, Yu, )
y v3 = (T4 +1, Y, 2) generando un vox-sélido inductivo, ya que vs, v3, w forman
una linea de tres voxeles. Ademads, si existen los voxeles vy y a, el vox-sélido
no serfa arista-visible. Las Figuras 6.4(B1,B2) ilustran las posibles situaciones
del caso 2b-B y sus subcasos.

e ==
a :Oh
—_— L
Yo Vs |V || w Yo [ Vs | Va| V3 % b Yo Vi | v, L B
— = —
U v 1 [
Y |V: uljtre % V_ BN Y vi @
]
v
X, Xw Xy Xw X X

(Bl) (B2) (C)

Figura 6.4: Posiciones de u, v y sus vecinos para el Caso 2b

2b-C) Supongamos que v = C' = (x,,y, — 1,z — 1).

La Figura 6.4(C) ilustra las posibles situaciones para el caso 2b-C y sus sub-
casos. Sean v; = (Ty + 1, Yy, 2), V2 = (Ty + 1, Y, 2) ¥ U3 = (Tu, Yo, 2)-

Si existe alguno de los voxeles en las posiciones p; = (x, + 1,y + 1,2 — 1),
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P2 = (Tw,yu — 1,2), p3 = (xu + L,y — 1,2 — 1) y ps = (Tu, Yu, 2 — 1), entonces
el objeto 3-dimensional resultante no es un vox-sélido.

2b-C1) Si w estd en la posicion b = (xy, + 1, Y, 2) 0 en ¢ = (T, Y — 1, 2),
basta anexar los voxeles v; y v para unir u con w, generando asi un vox-sélido
inductivo.

2b-C2) Supongamos que w estd en a o d.
i) Sea w = a = (Ty,Yw + 1,2). Basta anexar los voxeles v; y vy para unir u
con w, para generar un vox-sélido inductivo. Se considera que no existen ni p;
ni py ni ps = (T, Yu, 2 — 1) para tener un vox-sélido.
ii) Seaw =d = (Ty, Yuw, 2z — 1).
-) Al agregar los voxeles vy y vy se cierra el ciclo pero, para tener un vox-
solido requerimos no existan ps, p1, pa.
-+ ) Al agregar los voxeles vy y v3 se crea la cadena 31 : vz, v, w, generando
asi un vox-solido inductivo. Para ello, se requiere que no existan los voxeles

Ps5,P1,D3-

Caso 2c) La suma es de la forma 3 = 340+0. Esto significa que los voxeles ex-
tremos u y v comparten dos coordenadas, es decir, son colineales. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que u = (z,,y,2) vy v = (z, + 3,¥, 2). Los vo-
xeles que los unen, también son colineales a ellos y se presentan de la forma
ul = (x, + 1,y,2) y u2 = (z, + 2,9, 2).

Lo anterior, induce una linea de, al menos, cuatro voxeles. Asi, el objeto obte-
nido sera un vox-sélido, si los voxeles estan ensamblados.

Como vimos en el caso anterior, puede haber voxeles en el piso z — 1, con los
cuales podria producirse una configuraciéon prohibida.

Después de analizar todos los casos, podemos concluir que el lema se satisface.

Figura 6.5: Ejemplo para el Lema 6.1, Caso 2b-B

En la Figura 6.5 presentamos un ejemplo del Lema 6.1, Caso 2b-B. En (a), presentamos
una cadena zig-zag C' cuyos extremos son los voxeles w = (2,1,4) y v = (4, 2,2). En (b), se
obtiene un vox-sélido inductivo al anexar los voxeles p = (3,1,4) y ¢ = (4, 1,4), formando
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(ii) (iii)

Figura 6.6: Posiciones para el Lema 6.2

una linea de tres voxeles: w, p, q. Finalmente, en (c), se obtuvo un vox-sélido irreducible
al agregar los voxeles p y r = (3,2,4).

Lema 6.2 Sea R(a,p,h) un reticulo con a,p > 2. Suponga que en el primer piso se
encuentra una estructura F del tipo £V o kZ, £ > 1. Tal que una de las siguientes
situaciones se cumple:

i) Al menos un voxel extremo v de F se encuentra en una esquina de R, es decir,
v E {(17 17 1)7 (a7 17 1)’ (17p7 1)7 (a”p7 1)}'

ii) Al menos un voxel extremo v de E estd a distancia 1 de una esquina de R: v €

{(27 17 1)7 (17 27 1)7 (CL - 17 17 1)7 (au 27 1)7 (17p - 17 1)7 (27p7 1)7 (CL - 17p7 1)7 (a’up - 17 1)}
Es decir, v comparte una cara con una esquina; es un 6-vecino de ésta.

iii) Al menos un voxel extremo de F estd en una de las siguientes posiciones:
ved{(2,21),2p-11),(a—1,2,1),(a—1,p—1,1)}
Es decir, v sélo comparte una arista con la esquina, es un 18-vecino de ésta.

Entonces, no podran unirse a los extremos de E para formar un vox-solido no inductivo
arista-visible 2—laminado.
La Figura 6.6 ilustra las posiciones en el reticulo R(a, p, h) consideradas por el Lema 6.2.

Demostracién. Sea un reticulo R(a,p, h) con a,p > 2. Suponga que en el primer piso se
encuentra una estructura £ del tipo £V o kZ, k > 1.

Caso (i) Voxel Extremo en una esquina.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el extremo v estd en la posicién (1,1, 1).
La Figura 6.7 muestra las dos opciones, (A) y (B), donde es posible poner una
estructura. En ambos casos, debemos poner el voxel v = (1,1, 2).

i-A) Poner uno de los voxeles z = (1,2,2) 0 b = (2,2, 2) induce a una configuracién
prohibida. Al poner ¢ = (2,1,2), se crea un objeto que no es arista-visible. Por lo
tanto, no es posible avanzar para cerrar el ciclo y formar un vox-sélido.
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Primer Piso Segundo Piso Primer Piso Segundo Piso

Figura 6.7: Configuraciones posibles, Lema 6.2(i).

i-B) Similar al caso A, con ¢ = (2,1,2),b=(2,2,2) y v = (1,2,2).

(Al) (A2) (B1) (B2)

Figura 6.8: Configuraciones posibles, Lema 6.2(ii).

Caso (ii) Voxel Extremo a distancia 1 de una esquina.
Sin pérdida de generalidad, fijamos en una esquina, por ejemplo, la (1,1,1). Tenemos
dos, asi, opciones para el extremo v:  (A) v =(2,1,1); (B) v=(1,2,1).

La Figura 6.8 muestra las opciones en que es posible poner una estructura kV o
kZ en estos casos, mientras que la Figura 6.9 muestra las opciones posibles para el
segundo piso. El circulo indica que hay un voxel en el primer piso.

Primer Piso Segundo Piso

Figura 6.9: Opciones posibles del 2° piso, Lema 6.2(ii).

ii-A1) En el segundo piso sélo es posible poner sobre v un voxel en (2,1,2) y uno
méas en (1,1,2). Poner x = (1,2,2) produce una configuracién prohibida. Asi que
ya no es posible acercarse al otro extremo. Notese que, aunque la estructura pueda
crecer mas por el otro extremo, no serd posible unir los extremos en ambos pisos.

ii-A2) En este caso, s6lo podemos colocar una estructura 1V o 1Z en el primer piso.
Como estamos revisando el voxel v = (2,1, 1), no nos fijaremos en el otro extremo.
Asi, solo es posible poner los voxeles (2,1,2) y (3,1,2) en el segundo piso. Mientras
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tanto, colocar x = (3,2, 2) genera una configuracién prohibida y poner b = (4,1, 2),
induce una linea de tres voxeles.

ii-B1) Similar al subcaso Al.

ii-B2) En el segundo piso colocamos una 1V con voxeles (1,2,2), (1,1,2) y (2,1,2).
Poner x = (2,2, 2), genera una configuraciéon prohibida. En el caso de colocar b =
(3,1,2) se induce una linea de tres voxeles.

Por lo tanto, podemos concluir que no es posible unir los estremos de la configuracion
construida en el caso (ii) para formar un vox-sélido no inductivo arista-visible.

(A) (D)

Figura 6.10: Configuraciones posibles, Lema 6.2(iii).

Caso (iii) Voxel extremo 18-vecino de una esquina.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que el extremo v estd en la posicién (2,2, 1).
La Figura 6.10 muestra las opciones en que es posible poner una estructura.

1

Figura 6.11: Opciones posibles del 2° piso Lema 6.2(iii), A y B.

La Figura 6.11 muestra las opciones para el segundo piso de los subcasos A y B.
iii-A1) En el segundo piso, colocamos 1V: (2,2,2),(1,2,2) y (1,1, 2).

Poner = = (2,1,2) o e = (3, 1,2), genera una configuracién prohibida.

iii-A2) En el segundo piso colocamos 1V: (2,2,2),(2,1,2) y (1,1,2). Poner z =
(1,2,2) crea un objeto que no es arista-visible; e = (1,1, 1) genera una configuracién
prohibida.

iii-A3) En el segundo piso, colocamos 1V: (2,2,2),(1,2,2) y (1, 3,2).

Poner x = (2,3,2) o e = (1,3,1), genera una configuracién prohibida. Mientras que
colocar b = (1,4, 2), induce una linea de tres voxeles.

iii-B1) Similar al subcaso Al.

iii-B2) En el segundo piso, colocamos 1V: (2,2,2),(1,2,2) y (1, 3,2).
Poner x = (2,3,2), genera un objeto que no es arista-visible y colocar b = (1,4, 2)
induce tres voxeles en linea.
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La Figura 6.12 muestra las opciones para el segundo piso de los subcasos C y D

Figura 6.12: Opciones posibles del 2° piso Lema 6.2(iii), C y D.

iii-C1) Similar al subcaso A2.

iii-C2) En el segundo piso, colocamos 1V: (2,2,2),(2,1,2) y (3,1,2).

Poner x = (3,2,2) o e = (3,1,1), genera una configuraciéon prohibida. Colocar
b= (4,1,2) induce linea de tres voxeles.

iii-C3) En el segundo piso, colocamos una 0Z: (2,2,2) y (1,2, 2).

Poner x = (1, 3,2) genera una configuracién prohibida.

iii-D1) Similar al subcaso A2.

iii-D2) En el segundo piso, colocamos 1V: (2,2,2),(2,1 2) (3
Poner x = (3,2, 2) crea un objeto no arista-visible y colocar b =
voxeles en linea.

)

( ,2) induce tres

Por lo tanto, podemos concluir que no es posible unir los extremos de la configuracion
construida en el caso (iii) para formar un vox-sélido no inductivo arista-visible.

Por lo tanto, el lema se cumple.

Lema 6.3 Sea R(a, p, h) un reticulo con a,p > 3. Suponga que en el primer piso estd una
estructura E del tipo kV o kZ, k > 1, la cual ha sido extendida como una cadena zig-zag
C de dos pisos. si sucede una de las siguientes situaciones:

i) En una esquina hay dos voxeles apilados y uno de ellos, el del segundo piso, es un
extremo de la cadena C. Los voxeles son de la forma:

v=(1,1,1), w=(1,1,2); v=(a,1,1), w=(a1,2)
U:(l’p71>7 w:<17p72>; U:(aj7p71)7 w:(a7p72>

ii) Un extremo de la cadena queda en una esquina del primer piso.
iii) Un extremo de la cadena queda en una esquina del segundo piso.

Entonces no sera posible unir los extremos de la cadena C para formar un vox-sélido no
inductivo arista-visible y 3-laminado,

Demostracién. Sea R(a,p,h) un reticulo con a,p > 3. Suponga que en el primer piso
esta una estructura E del tipo £V o kZ, k > 1, como se pide.
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(a) Primer Piso (b) Segundo Piso (c) Tercer Piso

Figura 6.13: Ejemplificacién del Lema 6.3(i)

Caso (i) Dos voxeles v, w apilados en una esquina: w extremo en el segundo piso.
Sean v = (x,y,1) y w = (z,y,2) los voxeles apilados en una esquina de R, con
x € {l,a} y y € {1,p}. Para el tercer piso, se requiere poner u = (z,y, 3), lo cual
genera una linea de tres voxeles. La Figura 6.13 muestra, parcialmente, los tres pisos
en este caso; el circulo en (b) indica que hay un voxel en el primer piso.

Caso (ii) Extremo en una esquina del primer piso.

Sea v = (x,y, 1) el voxel extremo en una esquina de R, con = € {1,a} y y € {1,p}.
Si poner en el segundo piso a w = (z,y,2) es posible, tenemos el caso anterior.
No es posible poner a w cuando en la cadena existe un voxel en la posicién w =
(x+1,y+1,2). La Figura 6.14 muestra, parcialmente, los tres pisos en este 1ltimo
caso.

(a) Primer Piso (b) Segundo Piso (c) Tercer Piso

Figura 6.14: Un caso no posibles del Lema 6.3(ii)

Caso (iii) Extremo en una esquina del segundo piso.

Tenemos, béasicamente, dos casos: (A) En la esquina del segundo piso estd una
estructura 1V; (B) En la esquina del segundo piso estd una estructura kV, con k < 2
6 jZ, con j > 1.

iii-A) Sin pérdida de generalidad, supongamos que tenemos, en el segundo piso,
la estructura 1V dada por los voxeles (1,1,2), (2,1,2), (2,2,2). Para el primer
piso, tenemos tres formas de acomodar una estructura kV 6 kZ, k > 1. Para las
tres configuraciones, debemos colocar el voxel v = (1,1,3). Al poner a = (1,2,3)
07 = (2,2,3) se produce una configuracién prohibida. Al colocar 8 = (2,1, 3), se
genera un objeto no arista-visible, como podemos ver en la Figura 6.15.
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Tercer Piso

Primer Piso Segundo Piso

Figura 6.15: Subcaso A del Lema 6.3(iii)

iii-B) Sin pérdida de generalidad, supongamos que en el segundo piso, tenemos
la estructura 1Z dada por los voxeles (1,1,2), (2,1,2), (2,2,2) y (3,2,2). Para el
primer piso, tenemos tres formas de acomodar una estructura kV 6 kZ, k > 1. Para
las tres configuraciones, debemos colocar el voxel v = (1,1, 3). Al poner a = (1,2, 3)
v = (2,2,3) se produce una configuracién prohibida. Mientras que, al colocar
= (2,1, 3) genera un objeto no arista-visible. La Figura 6.16 muestra este subcaso.

0
B

Tercer Piso V]
2

Primer Piso Segundo Piso

Figura 6.16: Subcaso B del Lema 6.3(iii)

Por lo tanto, no es posible extender la configuracién para unir los extremos de la
cadena C. Podemos concluir que el lema se satisface.

Exploracion Exhaustiva

La estrategia consiste en determinar cadenas zig-zag de la mayor longitud posible en
reticulos R(a,p, h), a partir de la configuracién obtenida R(a, p, h). Intentamos cerrar el
ciclo para formar un vox-sélido no inductivo arista-visible. Al llevarlo a cabo, el objeto
3-dimensional obtenido podria no ser un vox-sélido y presentarse asi una configuracién
prohibida.

La exploracién de reticulos R(a,p,h) para 3 < a < 4,3 < p < 4,2 < h < 4, se
haréd con el objetivo de encontrar un vox-sélido no inductivo de tamano menor, o igual,
a 16 en R(4,4,3). Continuaremos con la exploracién en reticulos R(a,p, h) donde a =
5,3 < p <5, h =2, para intentar construir un vox-sélido no inductivo de tamano menor,
o igual, a 20; conocemos a Foy en R(5, 5, 2).

El siguiente vox-solido no inductivo 2-laminado que conocemos es Fay, que cabe en
R(6,6,2). Después, tenemos a Fog v Viz en R(7,7,2). Con ello, que resulta interesante
saber si existen otros vox-sélidos no inductivos en R(a,p,h) con 5 < a < 7,2 < p <

7.h=2.
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Iniciamos la busqueda enunciando el siguiente resultado, que se deduce de los Lemas
6.2y 6.3:

Teorema 6.1 No es posible construir un vox-sélido V € AVNNZ en un reticulo R(a, p, 2),
paraa <4, p < 4.

Ahora podemos establecer que no es posible construir un vox-solido no inductivo en
un reticulo R(a, 3,2), para toda a > 5.

Lema 6.4 Sea R(a,3,2) un reticulo con a > 5. Sea F una estructura del tipo 1V, 1Z, 2V
0 2Z. Sea v = (k,y) el voxel extremo de E mas cercano al limite a. Si d = a — k, entonces
no es posible construir un vox-sélido no inductivo en R, cuando d > 1.

La Figura 6.17 ilustra, sin pérdida de generalidad, la posiciéon de la estructura F en
el primer piso del reticulo R. El circulo blanco senala que, en esa posicién puede ir, o no,
un voxel, dependiendo de si F es una jZ o jV, 1 <5 < 2.

1 Kk a 1 K a 1 K a

O e O e
[

[
O

Figura 6.17: Posiciones para el Lema 6.4

Demostracion. Tenemos d = a — k. Haremos induccién sobre d.

Caso d = 1. Entonces a — k = 1, luego a = k + 1. Podemos poner:
(A) 1V 0 1Z en el primer piso. (B) 2V o 2Z en el primer piso.

En cualquiera de los casos, se tiene que, por el Lema 6.2, no es posible construir un
vox-solido no inductivo arista-visible 2-laminado. La Figura 6.18 ilustra los casos

para d = 1.
Al:l K a AZfl kK a B: 1 Kk a
O e o 00
o/® e oe
s L e

Figura 6.18: Caso base d=1, del Lema 6.4

Caso d = 2. Entonces, (a — k) = 2, luego a = k + 2. Podemos poner:
(A) 1V 0 1Z en el primer piso. (B) 2V 0 2Z en el primer piso.

Hay dos opciones para cada casos, que son ilustradas en la Figura 6.19.

A1l. Para extender la cadena zig-zag, podemos poner una 1V, lo cual no
se puede llevar a cabo ya que, al poner el voxel «, éste induce una linea
de tres voxeles. Al colocar § queda un objeto 3-dimensional que no es
arista-visible. Por lo tanto, no es posible crear el vox-sélido no inductivo.
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Al: A2:

Figura 6.19: Caso base d=2, del Lema 6.4

A2. Al extender la cadena zig-zag podemos poner una 2V. Con ello que-
dard un voxel en la esquina del segundo piso. Con base en el Lema 6.3(iii),
no es posible construir el vox-solido no inductivo.

A3. Para extender la cadena zig-zag podemos poner una 0Z pero ya no la
ponemos extender, esto ultimo debido a que el voxel a induce una linea
de tres voxeles. Por otro lado, al colocar (3, se tiene una unién no valida.
Por lo tanto, no es posible crear el vox-sélido no inductivo.

A4. Al extender la cadena zig-zag, podemos poner una 2V pero quedard un
voxel en la esquina del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii), no es posible
construir el vox-sélido no inductivo.

Caso d = 3. Entonces (a — k) = 3, luego a = k + 3. Podemos colocar:
(A) 1V o0 1Z en el primer piso. (B) 2V o 2Z en el primer piso.
Existen dos opciones para cada uno de estos casos.

B1. Para extender la cadena zig-zag, podemos poner una 1V pero ya
no la ponemos extender pues, al poner el voxel «, éste induce una linea
de tres voxeles. Al colocar § queda un objeto 3-dimensional que no es
arista-visible. Por lo tanto no es posible crear el vox-solido no inductivo.

B2. Al extender la cadena zig-zag, podemos poner una 2Z pero, queda
un voxel en la esquina del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii) no es posible
construir el vox-sélido no inductivo.

B3. Para extender la cadena zig-zag, podemos poner una 0Z pero ya no
la ponemos extender pues, al poner el voxel «, éste induce una linea de
tres voxeles. Por otro lado, al colocar (3, se tiene una unién no valida. Por
lo tanto, no es posible crear el vox-sélido no inductivo.

B4. Al extender la cadena zig-zag, podemos poner una 2Z pero queda un
voxel en la esquina del segundo piso. Con base en el Lema 6.3(iii), no es
posible construir el vox-sélido no inductivo.

Ahora, supongamos que para toda d*, 2 < d* < d =a — k, no es posible construir
un vox-solido no inductivo en a x 3 x 2.

Por demostrar que tampoco se puede cuando d = (a +1) — k= (a — k) + 1.

Hay cuatro casos por revisar:

1. Ponemos una 1V, ahora d* = (a+ 1) — (k+1) =a—k =d.
Por hipotesis de induccion, el lema se satisface.
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2. Si ponemos una 1Z, se avanzan dos posiciones.

Ahora, d*=(a+1)—(k+2)=a—k—-1=a—(k+1)<a—k=d.
Por hipétesis de induccidn, el lema se satisface.

3. Al colocar una 2V, tenemos d* = (a+1)—(k+2) =a—k—1 < a—k =d.
Por hipoétesis de induccion, el lema se satisface.

4. Si podemos poner una 27, se avanzan tres posiciones.
Entonces, d* = (a+1)—(k+3)=a—k—-2=a— (k+2)<a—k=d.
Por hipotesis de induccion, el lema se satisface.

La Figura 6.20 ilustra el paso inductivo del Lema 6.4.

1 k a 1 k a 1 k
O e J__ﬂ O e _[
o0
‘ °

[

Figura 6.20: Paso inductivo del Lema 6.4

Teorema 6.2 No es posible construir un vox-sélido V € AVNNZ en un reticulo R(a, 3, 2)
cona > 2

Demostracién. Para a < 4 el Teorema es valido. Sea a > 5. Consideraremos dos caso:
Hbo<a<6ydl)a>T.
Sea F una estructura del tipo 1V, 1Z, 2V o 2Z.

Caso I. Sea 5 < a < 6. La Figura 6.21 muestra las configuraciones posibles. El
circulo blanco indica que en esa posicién puede ir, o no, un voxel, dependiendo si
es una 1Z o 1V. El de color azul indica hay un voxel en esa posicién.

Al: AL Bl: BZ:

1 2 3 45 ¢ 1 2 3 4 5 a=6 1 2 3 4 5 a=6 1 2 3 4 5 a6

7 ¥ 7.

. . %
Primer piso Segundo piso

Figura 6.21: Casos para 5 < a < 6 del Teorema 6.2

I-A. En el primer piso ponemos una 1V a partir de la posicién 3. Con
el fin de evitar satisfacer las condiciones del Lema 6.2. Si a = 5, el otro
extremo estd a distancia 1 de una esquina o bien, es un 18-vecino de la
esquina. Si a = 6, se puede poner una 1V y un extremo queda a distancia
1 de la esquina. En otro caso se puede poner una 2V y, asi un voxel queda
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en una esquina del segundo piso.
Por lo tanto, por el Lema 6.2 no es posible construir un vox-sélido no
inductivo. La Figura 6.21 (A1, A2) ilustra estos casos.

I-B. Colocamos una 1Z en el primer piso a partir de la posicién 3, para
evitar satisfacer las condiciones deluna 2V Lema 6.2. Si a = 5, el otro
extremo estd a distancia 1 de una esquina o bien, es una esquina. Si a = 6,
se tiene que el otro extremo queda a distancia 1 de una esquina, o bien,
es un 18-vecino de la esquina. Entonces, por el Lema 6.2 no es posible
construir el vox-sélido no inductivo. La Figura 6.21 (B1, B2) ilustra estos
Casos.

I-C. Ponemos, en el primer piso, a partir de la posicién 3, una 2V para
evitar satisfacer las condiciones del Lema 6.2. Si a = 5, el otro extremo es
una esquina. Si a = 6, el otro extremo esta a distancia 1 de una esquina.
Por lo tanto, con base en el Lema 6.2 no es posible construir un vox-sélido
no inductivo. La Figura 6.22 (C1, C2) ilustra estos casos.

Cl: C2: Dl:
1 2 1 2 1 2 3 4 5 a=6
(Y
[ BN J

Figura 6.22: Ilustracion para 5 < a < 6 del Teorema 6.2

I-D. Colocamos una 2Z a partir de la posicién 3 para evitar satisfacer las
condiciones del Lema 6.2. Solo es posible colocar esta estructura cuando
a = 6. Con ello, se tiene que el otro extremo es una esquina. Entonces, por
el Lema 6.2 no es posible construir el vox-sélido no inductivo. La Figura
6.22 (D1) ilustra estos casos.

Caso II. Sea a > 7. A partir de la posicién 3, ubicamos una estructura 1V, 1Z, 2V
0 2Z en el primer piso, para evitar cumplir las condiciones del Lema 6.2.

Sea v = (z,y,1) el voxel mas cercano al limite a. Tenemos que k > 4y a > 7,
entonces d = a — k > 7—4 = 3. Es decir, d > 2. Por lo tanto se satisfacen las
condiciones del Lema 6.4.

Finalmente, podemos concluir que no es posible construir un vox-sélido no inductivo
en R(a,3,2) con a > 2.
Lema 6.5 No es posible construir un vox-sélido V € AVNNZ en un reticulo R(3, 3, 3).

Demostracién. Al colocar una de las estructuras 1Z o 2V en el primer piso, en el segundo
piso quedara un voxel en alguna esquina. Entonces, por el Lema 6.2, no es posible
construir un vox-solido no inductivo.
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Figura 6.23: Casos para el Lema 6.6

Lema 6.6 No es posible construir un vox-sélido V € AVNNZ en un reticulo R(4, 3, 3).

Demostracién. En el primer piso podemos poner: (I) 2Z (II) 2V (III) 1Z (IV) 1V.
La Figura 6.23 ilustra estos casos.

I. Si ponemos una 2Z en el primer piso, en el segundo sélo podemos colocar un
voxel sobre los extremos. Por el Lema 6.3(i), no es posible construir el vox-sélido no
inductivo.

II. Hay dos formas de poner una 2V en el primer piso. Para ambas quedara un voxel
extremo en una esquina. Asi, para hacer crecer la cadena zig-zag, se deberd apilar
ahi un voxel. Por el Lema 6.3(i), no es posible construir el vox-sélido no inductivo.

ITI. Tenemos dos maneras de colocar una 17.

a. Ponemos un extremo en una esquina. Entonces en el segundo piso,
quedan dos voxeles apilados en la esquina. Por el Lema 6.3(i), no es posible
construir el vox-solido no inductivo. También podemos poner, en el otro
extremo, una 1V en el segundo piso. Al hacerlo, un extremo de la cadena
extendida quedard en una esquina del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii),
no es posible construir el vox-sélido no inductivo.

b. La otra forma, consiste en poner los extremos a distancia 1 de la es-
quina. Asi, al extender la cadena, se tendrd que un extremo queda en una
esquina del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii), no es posible construir el
vox-sélido no inductivo.

IV. Tenemos, practicamente, dos maneras de colocar una 1V.

a. Ponemos un extremo en una esquina, con lo cual, en el segundo piso
quedan dos voxeles apilados en la esquina. Con base en el Lema 6.3(i) no
es posible construir el vox-sélido no inductivo.

b. La otra forma consiste en poner los extremos a distancia 1 de la esqui-
na. Asi, al extender la cadena, se tendra que un extremo queda en una
esquina del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii), no es posible construir el
vox-sélido no inductivo.
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Noétese que, el Caso (IV) se reduce al (III), ya que en este tltimo las es-
tructuras 1V quedan en el primer piso, mientras que las 1Z, en el segundo.
En el Caso (IV), la 1V queda en el segundo piso y las 1Z en el primero.

Por lo tanto, el lema se satisface.

Lema 6.7 No es posible construir un vox-sélido V € AVNNZ en un reticulo R(4,4, 3)
cuando, en el primer piso, se tiene alguna de las siguientes estructuras:
(Hh3v  (I1)2Zz (III) 1Z (IV) 1V

(111b) |

Figura 6.24: Casos (I), (II) y (III)(a,b) del Lema 6.7

Demostracién. Consideremos un reticulo R(4,4,3) como se pide.
La Figura 6.24 presenta algunos casos del Lema.

Caso I. Si colocamos una 3V en el primer piso, sélo podemos poner un voxel sobre
los extremos del segundo. Asi, por el Lema 6.3(i), no es posible construir el vox-sélido
no inductivo.

Caso II. Hay dos formas de poner una 2Z en el primer piso. Para ambas, un voxel
extremo quedara en una esquina, donde asi se debera apilar un voxel para hacer
crecer la cadena zig-zag. Entonces, por el Lema 6.3(i), no es posible construir el
vox-s6lido no inductivo. La Figura 6.24 ilustra los casos (I) y (II).

Caso III. Tenemos tres maneras de colocar una 17.

a. Ponemos un extremo en una esquina. Entonces en el segundo piso, que-
dardn dos voxeles apilados en esa esquina. Con base en el Lema 6.3(i), no
es posible construir el vox-solido no inductivo. También podemos poner,
en el otro extremo, una 1V en el segundo piso. En este caso, un extremo
de la cadena extendida quedara en una esquina del segundo piso. Por el
Lema 6.3(iii), no es posible construir el vox-sélido no inductivo.

b. Ponemos un extremo v como 18-vecino de un esquina, mientras que el
otro extremo, w, quedara a distancia uno de la contraesquina. Sobre w
podemos poner una 0Z. Entonces, el nuevo extremo queda en una esquina
del segundo piso. Por el Lema 6.3(iii), no es posible construir el vox-sélido
no inductivo.

La Figura 6.24 ilustra los casos (IIIa) y (IIIb).
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Figura 6.25: Caso (Illc) del Lema 6.7

c. Ponemos los extremos a distancia uno de una esquina, lo cual podemos
ver en la Figura 6.25. Podemos hacer crecer la cadena colocando sobre un
extremo, una estructura 1V y, sobre el otro, una 0Z. Con ello podemos
ver que ninguno de los dos nuevos extremos satisface las condiciones del
Lema 6.3. A raiz de esto podemos pensar que, tal vez sea posible cons-
truir el vox-sélido no inductivo 3-laminado. Sin pérdida de generalidad,
consideremos la segunda configuracién mostrada en la Figura 6.25. Hay
dos opciones:

(1) Sobre un extremo colocamos una 1Z y, sobre el otro, una 17,
tal como se ilustra en la tercera configuracion de la figura.

Si ponemos el voxel «, se tendra una linea de tres voxeles, obte-
niendo asi un vox-sélido inductivo.

(2) Sobre un extremo, ponemos una 0Z y, sobre el otro, una 1V.
Al colocar a se tendra una linea de tres voxeles. Poner vy 3 o «
y [ también produce un vox-sélido inductivo. Por lo tanto, no es
posible generar un vox-sélido no inductivo.

Caso IV. Este caso se reduce a los anteriores.

En resumen, el lema se satisface.

Lema 6.8 Cuando se tiene una estructura 2V en el primer piso, si es posible construir
un vox-sélido V € AV NNZT en un reticulo R(4, 3, 3).

Demostracién. Consideremos un reticulo R (4,4, 3) como se pide.
Tenemos tres maneras de colocar una 2V.
Caso I. Dado que un extremo estd en una esquina, entonces para pasar al segundo
piso habré que apilar un voxel. Por el Lema 6.3(i), no es posible construir el vox-
sélido no inductivo.

Caso II. Cada extremo esta a distancia 1 de una esquina y, en el segundo piso,
sélo es posible poner una estructura 0Z. Esto 1ltimo implica que los extremos, del
segundo piso, queden en una esquina. Por lo tanto, no es posible construir el vox-
solido no inductivo.

La Figura 6.26 muestra los casos (I) y (II).
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© Primer Piso

Figura 6.26: Casos (I), (II) del Lema 6.8

Caso III. Cada extremo se encuentra a distancia 1 de una esquina. Es posible poner
en el segundo piso una estructura 1V sobre ellos. Con ello, los extremos no satisfacen
las condiciones del Lema 6.3, por lo que, se lleva a cabo el intento de colocar el tercer
piso.

Sin pérdida de generalidad, consideremos la cadena zig-zag de dos pisos mostrada
en la Figura 6.27.

© Primer Piso % Segundo Piso ‘ Tercer Piso

Figura 6.27: Caso (c) del Lema 6.8

Para el tercer piso, colocamos un voxel encima de cada extremo. A continuacion,
podemos extender la cadena un voxel mas de un lado, como se muestra en la Figu-
ra 6.27. En este caso, no es posible poner un solo voxel, inicamente dos, como se
ilustra en el esquema de la figura.

Por lo tanto, si es posible construir un vox-sélido no inductivo arista-visible, el L.

Después del analisis exhaustivo, que hemos realizado, e inmediato de los lemas ante-
riores, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.3 L5 es el vox-sélido no inductivo arista-visible mas pequeno que puede
construirse en un reticulo R(4, 3,3) y, ademds, es tinico.

Lema 6.9 Las posibilidades de construir vox-sélidos V € AV N NZ en un reticulo
R(4,4,4) son, al menos, tres.
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Demostracién. Consideremos un reticulo R(4,4,4). Podemos poner una 2V en el primer
piso. Revisemos, ahora. los tres casos.
(I) Sin pérdida de generalidad, consideremos la configuracién mostrada en la Figu-
ra 6.28A.

© Primer Piso % Segundo Piso ’ Tercer Piso

Figura 6.28: Construccion primeros tres pisos

En el segundo piso tinicamente ponemos dos voxeles en cada extremo, alcanzando
asi las esquinas del segundo piso, tal como se ilustra en la Figura 6.28B.

Para el tercer piso, colocamos dos voxeles en cada extremo, (Figura 6.28C).

En el caso del cuarto piso, podemos poner, sobre un extremo, dos voxeles y, sobre
el otro, un voxel, (Figura 6.29A).

Ahora, podemos cerrar la configuracién colocando dos voxeles que unan los extremos
tal como se ilustra en la Figura 6.29B.

e
& SN

7/ (O
‘%,,%‘t’z%tz,%ﬁ o
S 9
k. AT 2
L

© Primer Piso Segundo Piso ‘ Tercer Piso @ Cuarto Piso

Figura 6.29: Ilustraciéon del Lema 6.9, cuarto piso

(IT) A partir de la construccién anterior, es posible poner en el cuarto piso los
voxeles (2,4,4) y (2,3,4) sin generarse alguna configuracién prohibida. Esto debido
a que, en ese lado, los voxeles estan en el primer y segundo piso. En el otro extemo
ponemos (4,2,4), como se ilustra en la Figura 6.29C. Finalmente, podemos cerrar el
ciclo poniendo (3,2,4) y (3,3,4), Figura 6.29D.

(ITI) Sin pérdida de generalidad, consideremos la configuracién mostrada en la
Figura 6.30A.

En el segundo piso podemos poner, sobre cada voxel extremo, una 0Z, alcanzando
asi las esquinas, tal como se ilustra en la Figura 6.30B.
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© Primer Piso Segundo Piso ‘ Tercer Piso @ Cuarto Piso

Figura 6.30: Caso (III) del Lema 6.9

En el tercer piso, colocamos una 0Z sobre cada voxel extremo (Figura 6.30C); la
unién es vélida porque no hay voxeles en (2,3,2) ni en (3,2,2).

Por 1ltimo, en el cuarto piso podemos poner una 0Z sobre un voxel extremo y, sobre
el otro, sélo uno. Para finalizar, cerramos el ciclo como se ilustra en la Figura 6.30D.

La Figura 6.31 ilustra los vox-sélidos no inductivos construidos en el Lema 6.9

(a) (b) (¢)

Figura 6.31: Vox Sdélidos No-Inductivos del Lema 6.9

Lema 6.10 No es posible construir vox-sélidos V € AVNNZ en un reticulo R(5,4,2).

Demostracion. Hay tres casos a considerar.

(I) Al poner una estructura 2Z o una 3V alguno de los extremos quedard en una
esquina o a distancia 1 de una esquina.

(ITI) Al poner una estructura 2V alguno de los extremos quedard en una esquina o
a distancia 1 de una esquina o, de igual manera, sera 18-vecino de alguna esquina.

(III) Al poner una estructura 1Z, alguno de los extremos quedard en una esquina
o a distancia 1 de una esquina, o serd 18-vecino de alguna.

Asi, tenemos que, con cualquiera de la estructuras que podrian ponerse en el primer
piso, se satisfacen las condiciones del Lema 6.2 Por lo tanto, no es posible construir
un vox-sélido no inductivo en R(5,4,2).
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Lema 6.11 Es posible construir un vox-sélido V € AV N NZ en un reticulo R(5,5,2):
tal es Fop.

Demostracién. Colocamos una estructura 2V que no satisfaga las condiciones del Le-
ma 6.2. Sin pérdida de generalidad, consideremos la configuracién presentada en la
Figura 6.32A.

© Primer Piso

Figura 6.32: Ilustracién del Lema 6.11

A partir de cada extremo podemos colocar 2V, (Figura 6.32B) y atn es posible
poner voxeles - de hecho podemos poner otra 2V en el primer piso - La Figura 6.32C
muestra el vox-sélido no inductivo obtenido.
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Capitulo 7

Hamiltonicidad de Vox Solidos
Irreducibles

En este Capitulo proporcionaremos una técnica para construir la Descomposicién Ha-
miltoniana para algunas de las Familias de vox-sélidos irreducibles presentadas anterior-
mente. La estrategia consiste en proporcionar la descomposicion Hamiltoniana para los
vox-sélido basicos Lig, @15, Foo, V32 ¥, a partir de ahi, construir la descomposicion Hamil-
toniana para las familias.

Dado un vox-sélido ¥V € AV N7 y un ciclo Hamiltoniano C, podemos hacer que C
crezca cuando hacemos crecer el vox-solido V. En esta investigacion, nos interesa que este
postulado sea generalizado sobre vox-sélidos irreducibles.

Dado un ciclo Hamiltoniano C para un vox-sélido V € Zr, separamos el vox-sélido
convenientemente, antes de anexar una estructura £V o kZ para hacerlo crecer. La sepa-
racién conveniente S = (g, ¢), consiste en que cada corte de S rompa una sola vez al ciclo
C. Después se recorre cada anexo con una trayectoria Hamiltoniana que vuelva a unir los
vértices del ciclo que fueron separados por el corte.

De esta manera, todos los vértices de la grafica de adyacencia de caras son considerados
y el nuevo ciclo resulta, en efecto, ser Hamiltoniano. Esta estrategia funciona cuando se
insertan estructuras de dos o més voxeles en los cortes.

Consideramos la construcciéon dada en la Seccién 5.2, en la que, para construir las
familias £, F y V, solo fue necesario agregar estructuras kZ, £ > 0. En el caso de la
familia Q, fue necesario agregar estructuras 1V e incrementar un piso cada vez.

7.1. Resultados Preliminares

Definicién 7.1 Dado un vox-sélido V toroidal arista-visible y un ciclo Hamiltoniano H
para V), diremos que una separacién S es conveniente si inicamente se rompe una arista
de 'H en cada corte. Diremos que S es una separacion conveniente para ) con respecto al
ciclo H.
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Sea S = (q,c) una separacién con cortes ¢ y ¢, donde :
q= <X7 Y> X = {I1,$2,I3,I4}, Y = {y1,y2,y3,y4} y 3 (xivyi>7 l<i<4
c=(AZ), A={ay,as,a3,a4}, Z=4z1,20,23,24} v 3 (a;,2),1 <i<A4.
Entonces S es una separacién conveniente para ) con respecto al ciclo H, si 3 (x;,y;) €
H para una unica ¢,i € {1,2,3,4} v 3 (a;, z;) € H para una unica j,j € {1, 2, 3,4}.

Figura 7.1: La tuerca y algunos cortes

La Figura 7.1 muestra un etiquetado para la turca, tal que representa un ciclo Hamil-
toniano, H. Se muestran los cortes c,, c1, ¢2, qo, q1, g2 que rompen Unicamente una arista
de H. Las separaciones S, = (¢, qo), S1 = (c1,q1), S2 = {(¢2, ¢2) resultan ser convenientes.

Figura 7.2: La tuerca y algunas extensiones

En la Figura 7.2(A) se muestra el resultado que se obtiene al aplicar la separacién
S, e insertar una estructura 0Z. Se presentan los anexos y las respectivas trayectorias
Hamiltonianas que unen al vértice 32 con el 1 y al 16 con el 17.
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Asi, el nuevo ciclo Hamiltoniano es:

1,2,3,..,16, A,B,C,D,E,F,G,H, 17, 18, ..., 32, h,g, f,e,d,c,b,a, 1.

La Figura 7.2(B) ilustra la insercién de la estructura 1V, sobre S,. De igual manera,
se presentan los respectivos anexos y trayectorias Hamiltonianas.

Asi, el nuevo ciclo Hamiltoniano queda:
1,2,..,16, L,K,J,I,H G, F,E,D,C,B,A, 17,18, ..., 32, l,k,j,i,h,g, f,e,d,c,b,a, 1.

A continuacion describimos el proceso que indica como hacer crecer tanto al vox-sélido
y al ciclo Hamiltoniano.
Dada S(q, ¢) una separacién conveniente, para cada corte u € {q, c},

1. Identificar la arista e = (z,y) que estd en C y en p

. Construir la grafica de adyacencia de caras del anexo asociada al corte

. Construir la gréfica A, inducida por z,y y los vértices del anexo

. Determinar una trayectoria Hamiltoniana de z a y para la grafica A,

. Insertar el anexo sobre el corte

. Anexar las aristas de la trayectoria Hamiltoniana al ciclo C para generar
el nuevo ciclo Hamiltoniano C’

S UL W

Puesto que nos interesa hacer crecer a los vox-sélidos irreducibles y sus ciclos Hamil-
tonianos, adaptamos, la definiciéon de separacién que se adecia a ello.

Definicién 7.2 Dado un vox-sélido irreducible V y un ciclo Hamiltoniano H para V),
una separacion valida conveniente es aquella que, ademaés, de ser valida, también, es
conveniente.

Esto significa que si & = (g, ¢) es una separacién valida en la que ¢ = (X,Y) con
X =A{xy,29,23,24} v Y = {y1,92,y3,y4} donde, ademds, 3 (z;,y;),1 <1 < 4; ¢ =
(A, Z), A={ay,a9,as,a4}, Z ={z1,20,23,24} v 3 (a;,2),1 <i <4, entonces S es una
separacion valida conveniente para V con respecto al ciclo H, si existe (x;,y;) € H para
una unica 4,7 € {1,2,3,4} y existe (a;, 2;) € H para una unica j,j € {1,2,3,4}.

Dado un ciclo Hamiltoniano para un vox-sélido irreducible V), ésta puede ser extendido
al hacer crecer a V. La estrategia, reiteramos, consiste en recorrer los anexos con una
trayectoria Hamiltoniana que reuna los vértices extremos de la arista (x;,y;) € H, fue
rota por la separacion.

En las siguientes secciones damos las herramientas necesarias para poder establecer el
resultado expuesto a continuacion:

Teorema. Sea V un vox-sélido irreducible basico. Sea C un ciclo Hamiltoniano para V.
Sea S una separacién valida conveniente para )} con respecto al ciclo C. Sea V' el
vox-solido irreducible obtenido de V agregando estructuras kZ, k > 0, o jV, j > 1.
Entonces, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano
C' para V'

Las estructuras kV y kZ crecen cuando agregamos estructuras 0Z. Sobre cada familia,
revisaremos las graficas asociadas a los anexos y sus propiedades. Para las familias £, F
y V trabajaremos con la estructura 0Z y para Q[m] con la 1V.
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Ciclos Hamiltonianos para L[z, j]

Primero trabajaremos con la familia £[2,j],7 > 2, después, con la L[i,2],7 > 2, por
ultimo, hacemos la generalizacién para L[i, j].

Gréficas asociadas a L[2, j]

Sea § = (¢, ¢) una separacién valida conveniente para el vox-sélido L[2,j],7 > 1,7,
fijo, con respecto al ciclo Hamiltoniano C. El corte ¢ = (X,Y) queda definido por:
X ={1,,E,,D,,1I,}, Y ={T,,E,, Dy, 1,}, existen las aristas (1,, T}), (Es, E,), (D, D,),
(Iy,1y); €l corte ¢ = (A, Z), A = {1,,E,,D,, 1.}, Z ={T1,,E.,D,, E.} y existen las
aristas (1,,1%,), (Fa, E.), (D4, D.), (14, 1.).

Dado que cualquiera de las aristas involucradas en el corte puede ser parte del ciclo
Hamiltoniano revisaremos los cuatro casos posibles sobre cada uno de los cortes.

El anexo, una estructura 0Z, para el corte ¢ es mostrado en la Figura 7.3(A). Los
vértices del anexo son Vi = {wvy,vy,...,vs}; las aristas: Eq = {(v1,vs), (v1,v3), (v1,v2),
(027 03)7 (UQv U4)’ (v?n 'U4>? (U47 U5>> (U5> U6)> (057 U7)7 (UG’ 07)7 (Uﬁa US)v (U77 US)}'

(A)
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Figura 7.3: Subgrafica asociada al anexo insertado en ¢ para L[2, j]

Para construir la sub-grafica G, asociada al anexo, consideramos las caras (vértices)
de los voxeles involucrados en el corte. El anexo insertado en el objeto 3-dimensional y la
subgréfica G, son mostrados en la Figura 7.3(B).

Afirmacién 7.1 Considere § = (g, c¢) la separacién vélida conveniente para L2, j| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte q.

Si (I, I,) € C entonces Al, = (I, v, ..., vs, 1)), la subgrafica inducida por I,, I, y los
vértices del anexo tiene, al menos, cuatro trayectorias Hamiltonianas de I, a I,,.

Demostracion. Sea S = (gq,c¢) la separacién vélida conveniente como se pide. Para Al,
la Figura 7.4 muestra esta subgréfica y sus cuatro trayectorias Hamiltonianas, que
son:

Th i 1y, 3,04, V5, V6, V7, Us, V1, V2, Ly; Ty i Iy, 03,04, Vs, U7, Vs, Us, U1, V2, Ly;
T3 : Iy, 03,01, 08, Vg, U7, Vs, Vg, V2, Iy; Tyt Iy, 03,01, Vs, U7, Vg, Us, Vg, V2, .
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Figura 7.4: Subgréfica inducida Alq y sus trayectoria Hamiltonianas

Afirmacién 7.2 Considere § = (q,c¢) la separacién vélida conveniente para L2, j| con
respecto al ciclo C definida, anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte q.

Si (E,, E,) € C entonces AE, = (E,,vq,...,us, E,), la subgréfica inducida por los
vértices E,, E, y los vértices del anexo es isomorfa a la subgrafica Al,, por lo que, también,
tiene, al menos, cuatro trayectorias Hamiltonianas de £, a Ej,.

Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente como se pide. Para AE,
y Al, el isomorfismo Z queda determinado por:
I(I,)=E:;, Z(vs)=wv;, Z(vg)=ws, ZI(v1)=ws5, ZI(vs)= vy,
I(UG) = Uy, I<U7) = Vs, I(U5> = 1, I<U4) = s, I(Iy> = Ey.

La Figura 7.5 muestra la subgrafica AE, y hace explicito el isomorfismo.

AEq: & AEq:®4@77® Alq: (Ty) — (%) ©—®
OO ORO,
() ©
"o\
0, O,

Figura 7.5: Las subgréficas inducidas Alq, AEq y su isomorfismo

@

Afirmacién 7.3 Considere S = (g,c¢) la separacién vélida conveniente para L2, j| con
respecto al ciclo C definida, anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte q.

Si (T,,T,) € C entonces AT, = (T}, vy, ...,vs,Ty), la subgrafica inducida por T,,T, y
los vértices del anexo, tiene al menos cuatro trayectorias Hamiltonianas de T}, a T),.

Demostracién. Sea S = (g,¢) la separacién vélida conveniente como se pide. La Figu-
ra 7.6 muestra la subgréfica AT, y sus trayectorias Hamiltonianas, las cuales son:
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Ty i Ty, v1, 03,09, 04, U5, V7,06, V8, Ty; Do T, 01,03, V2, Vg, Us, Vs, U7, Us, Ty

773 : TxavlaU27U37U47U57U77U67U87Ty; 7:1 : T277U17U27U37U47U57U67U77U87Ty'
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Figura 7.6: Subgrafica inducida AT'q y sus trayectoria Hamiltonianas

Afirmacién 7.4 Considere S = (g,¢) la separacién vélida conveniente para L2, j] con
respecto al ciclo C definida, anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte q.

Si (D,,D,) € C entonces AD, = (D,,v1,...,vs, Dy), la subgréafica inducida por los
vértices D,, D, y los vértices del anexo es isomorfa a la subgrafica AT, por lo que,
también, tiene, al menos, cuatro trayectorias Hamiltonianas de D, a D,,.

Demostracién. Sea S = (g,¢) la separacién vélida conveniente como se pide. Tenemos
que para AD, y ATj el isomorfismo Z queda determidado por:
I(Tx) = DC,;7 I(Ug) = Vs, I(Ug) = Vg, I(Ul) = U4, I(Ug) = Vs,
I(’UG) = Vg, I(U7) = Ur, I("Ug,) = Us, I(U4) = 1, I(Ty) = Dy.

La Figura 7.7 muestra la subgrafica AD, y hace explicito el isomorfismo.

AD q
AT q

OmC
(5)

Q'G

(o —©
OO
L)— ()

® &
v}
© -

©
I
F@

Figura 7.7: Las subgréficas inducidas ATqy ADq
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Para la Familia £[2, j], tenemos que los vértices del anexo son: Vi = {uy, uq, ..., usg};
y las aristas: Ea = {(u1,us), (ur,u3), (u1, us), (ug,us), (uz,us), (usg, uq), (ug, us), (us, ug),
(us, uz), (ue, u7), (us, us), (ur, us)}.

Para construir la subgrafica G., asociada al anexo insertado en ¢, consideramos las
caras involucradas en el corte. El anexo insertado en el objeto 3-dimensional y la subgréfica
G son mostrados en la Figura 7.8.

@
O o—®

O~ ©-®

Figura 7.8: Subgrafica asociada al corte ¢ para L[2, j] y su isomorfismo

Afirmacién 7.5 Considere S = (¢,c¢) la separacién vélida conveniente para L2, j| con
respecto al ciclo C definida, anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte c.

Entonces la subgréfica asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, denominada G, es
isomorfa a G,.

Demostracién. Sea S = (q,¢) la separacion vélida conveniente como se pide. Para las
subgraficas G. y G, el isomorfismo ¢ queda determinado por:
O(Ey) = Lo, O(ug) =v3, ¢(uy) = v, B(FE,) = I, H(T.) =T,, ¢(us) = vy,
¢(U1) = g, ¢(Ta) = Ty7 ¢(Iz) = E:c; ¢(u2) = Uy, ¢(U3) = Vs, ¢<]a) = Ey’
¢(Dz) - Da:a ¢(u5) = Uy, ¢(U4) = Us, ¢(Da) = Dy‘

La Figura 7.8 hace explicito el isomorfismo.

Finalmente, después de revisar todos los posibles anexos para la familia £[2,j] y sus
trayectorias Hamiltonianas, podemos concluir el siguiente resultado:

Lema 7.1 Considere S = (g, ¢) la separacién vélida conveniente para L£[2, j] con respecto
al ciclo C definida anteriormente y el anexo agregado sobre el corte u € {¢, ¢}.

Si (z,a) € C, con (z,a) € {(E., E,),(T.,T,),(I.,1,),(D,,D,)}, entonces la subgrafica
A, inducida por z,w y los vértices del anexo, para el corte p, tiene al menos cuatro
trayectorias Hamiltonianas.



132 Hamiltonicidad de Vox Sdlidos Irreducibles

Graficas asociadas a L[i, 1]

Sea § = (¢,c) una separacién vialida conveniente para el vox-sélido L[i, 1],i > 2,4
fijo, con respecto al ciclo Hamiltoniano C, donde los cortes ¢ y ¢ estan definidos como:
q=(X,Y)con X ={T1,E\,Dy, 11}, Y = {Ty, Es, Do, I}, existen las aristas (7}, T3),
(El,EQ), (Dl,DQ), (]1,]2) yc = <A, Z>, A = {Tg,Eg,Dg,]g}, Z = {T4,E4,D4,E4},
ademds, existen las aristas (T3,7Ty), (Es, Ey), (D3, Dy), (I3, 1y).

Dado que cualquiera de las aristas involucradas en el corte puede ser parte del ciclo
Hamiltoniano, debemos revisar los cuatro casos posibles sobre cada uno de los cortes.

Para la Familia L[i, 1], el anexo tiene vértices V4 = {uy,uy,...,ug} y aristas E4, con
By = {(u1,us), (w1, us), (w1, uz), (ua, uz), (ug, ua), (us, us), (us,us), (us, ug), (us, ur),

<u67 U7), (uﬁv u8)7 (u77 UB)}
La subgréfica Fy, asociada al anexo insertado en ¢ se muestrada en la Figura 7.9.

f ]
Figura 7.9: Subgréfica asociada al anexo insertado en ¢ para L[i, 1]

Lema 7.2 Considere S = (¢, ¢) la separacion valida conveniente para L[i, 1] con respecto
al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte ¢. Se tiene que:

a) La subgréfica F,, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G, la
subgréfica asociada al anexo para la familia £[2, j]

b) Si(z,w) € C,con (z,w) € {(E1, Ev), (T1,T2), (11, I2), (D1, D2)}, entonces la subgrafi-
ca A, inducida por z,w y los vértices del anexo tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

Demostracién. El isomorfismo ¢ queda determinado por:
¢(E1) = I, ¢(U6) = Vg, ¢(u7) = U3, ¢(E2) = I, <Z5(T1) =T, ¢(U8) = 1,
P(ur) =vs, o(Ta) =T, &) =E,, ¢(uz)=v7, o(us) =vs, ¢(l2) =E,,
¢(D1) =Dy, ¢(U5) = Uy, qb(u4) = Us, ¢(DZ) = Dy'

Observe que el anexo para c es idéntico al de ¢. Por lo tanto, podemos concluir el
siguiente resultado.
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Lema 7.3 Considere S = (¢,¢) una separacién valida conveniente para L[i, 1] con res-
pecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo agregado sobre el corte c. Se tiene
que:

a) La subgrafica asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, Fy, es isomorfa a G,

b) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte ¢, entonces la subgréfica A,
inducida por z,w y los vértices del anexo, tiene, al menos, cuatro trayectorias Ha-
miltonianas.

Podemos aplicar la misma estrategia usada en la Seccién 5.2 para generalizar los cortes
y establecer resultados similares para las separaciones validas convenientes.

Lema 7.4

a) Sea C un ciclo Hamiltoniano para £[2, j], j > 1. Siempre existe una separacién vélida
conveniente y, por tanto, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo
Hamiltoniano C’ para L[2,j + k + 1], generado al anexarle a L£[2, j] una estructura
kZ, k> 0.

b) Sea C un ciclo Hamiltoniano para L[i, 1],7 > 2. Siempre existe una separacién vélida
conveniente y, por tanto, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo
Hamiltoniano C' para L[i + k + 1, 1], generado al anexarle a L[i, 1] una estructura
kZ, k> 0.

Finalmente, para la familia de graficas L[i,j],i > 2,7 > 1, podemos concluir los
siguiente resultados:

Teorema 7.1 Dado un ciclo Hamiltoniano H para £[2, 1], siempre es posible extender H
para obtener un ciclo Hamiltoniano ‘H' para L[i, j|,i > 2,j > 1.

Corolario 7.1 Dado un ciclo Hamiltoniano H para L[i, j], siempre es posible extender
H para obtener un ciclo Hamiltoniano H' para L[iy, ji],71 > 2,71 > 1.

Ciclos Hamiltonianos para F[i, j]

Sea S = (g, ¢) una separacién vélida conveniente para el vox-sélido Fli, 2],i > 2,1 fijo,
con respecto al ciclo Hamiltoniano C en la que el corte ¢ = (X,Y) queda definido por:
X ={11,E1,Dy, 1}, Y = {1, Es, Dy, I}, existen las aristas (11, 1), (E1, E3), (D1, D3),
(I1, 1) y el corte c = (A, Z), estéd definido por: A = {T3, F3, D3, I3}, Z = {14, Ey4, Dy, E4},
existen las aristas (T3, Ty), (Es, Ey), (D3, Dy), (I3, 14).

Observe que para F|i, 2| se tienen los mismos anexos que para L[z, 1]. Asi que podemos
concluir el siguiente resultado:
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Lema 7.5 Considere S = (g, ¢) la separacién vélida conveniente para F|i, 2] con respecto
al ciclo C definida anteriormente. Se tiene que:

a) La subgrafica F, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G,

b) Si (z,w) € C y (z,w) estd involucrada en el corte ¢, entonces la subgréfica A,
inducida por z,w y los vértices del anexo para c, tiene al menos cuatro trayectorias
Hamiltonianas

c) La subgréfica F,, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G

d) Si (z,w) € Cy (2, w) esta involucrada en el corte ¢, entonces la subgréfica A,,
inducida por z,w y los vértices del anexo para ¢ tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

Sea § = (g,c¢) una separacién valida conveniente para F|2,j] con respecto al ciclo
Hamiltoniano C. Con corte ¢ = (X, Y), X = {11, E1, D1, 11 },Y = {15, Ey, Dy, I}, existen
las aristas (Tl, TQ), (El, Eg), (Dl, DQ), (Il, Ig) y con corte ¢ = <A, Z>, A= {T3, Eg, Dg, 13},
Z = {T4, E4, D4, E4} existen las aristas (Tg, T4), (Eg, E4), (Dg, D4), (]3, 14)

No hay que perder de vista que, para F[2,j], se tienen los mismos anexos que para
L[2, j]. Por lo tanto, podemos establecer el siguiente resultado:

Lema 7.6 Considere S = (g, c) la separacion vélida conveniente para F[2, j| con respecto
al ciclo C, definida anteriormente, se tiene que:

a) La subgrafica F., asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G|,

b) Si (z,w) € C y (z,w) estd involucrada en el corte ¢ entonces la subgrafica A,
inducida por z,w y los vértices del anexo para c tiene al menos cuatro trayectorias
Hamiltonianas

c) La subgréfica F, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G,

d) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte ¢ entonces la subgrafica A,
inducida por z,w y los vértices del anexo para ¢ tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

La misma estrategia usada en la Seccién 5.2 puede ser aplicada para generalizar los
cortes y establecer resultados similares para las separaciones vélidas convenientes.

Lema 7.7

a) Sea C un ciclo Hamiltoniano para F|[2,j],j7 > 2. Siempre existe una separacién
valida conveniente para él y, por tanto, siempre es posible extender el ciclo C para
obtener un ciclo Hamiltoniano C’ para F|2, j + k + 1], generado al anexarle a £[2, j]
una estructura kZ, k > 0.
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b) Sea C un ciclo Hamiltoniano para F|i, 2,7 > 2. Siempre existe una separacién vélida
conveniente para él y por tanto siempre es posible extender el ciclo C para obtener
un ciclo Hamiltoniano C’' para F[i + k + 1,2] generado al anexarle a F[i, 2| una
estructura kZ, k > 0.

Finalmente, para la familia de gréficas F|i, j], 1,7 > 2, podemos concluir los siguiente
resultados:

Teorema 7.2 Dado un ciclo Hamiltoniano H para F|[2, 2], siempre es posible extender
H para obtener un ciclo Hamiltoniano ‘H' para F[i, jl,,j > 2.

Corolario 7.2 Dado un ciclo Hamiltoniano H para F|i, j|, siempre es posible extender
‘H para obtener un ciclo Hamiltoniano H' para Fliy, j1],41 > 2,51 > 1.

Ciclos Hamiltonianos para V|iy, ji; s, jo

Sea S, = (q,,¢,) una separacién valida conveniente para V[1,1;1, js],jo > 1, jo fijo,
con respecto a un ciclo Hamiltoniano C en la que el corte ¢, = (X,Y) esta definido por:
X ={T\,E, Dy, 1,},Y = {1y, Es, Do, I} existen las aristas (11, T5), (E1, Es), (D1, D3),
(I, 15); co = (A, Z), A ={T5, E5, D3, I3}, Z = {1}, E4, Dy, E,} existen las aristas (T3, T}),
(Eg, E4), <D3, .D4)7 <I3, ]4)

Observe que, para V[1,1;1, js], se tienen los mismos anexos que para L[2,j]. Por lo
tanto, podemos concluir los siguientes resultados.

Lema 7.8 Considere S = (g,,¢,) la separacién véalida conveniente para el vox-sélido
V[1,1;1, js], j2 > 1, con respecto al ciclo Hamiltoniano C definida anteriormente.
Se tiene que:

a) La subgrafica F,, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢,, es isomorfa a G,

b) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte ¢,, entonces la subgréfica A,
inducida por z,w y los vértices del anexo para c,, tiene, al menos cuatro, trayectorias
Hamiltonianas

c) La subgréfica F,, asociada al anexo anadida sobre el corte g,, es isomorfa a G,

d) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte g,, entonces la subgréfica A,,
inducida por z, w y los vértices del anexo para q,, tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

Sea 81 = (q1,¢1) una separacion vélida conveniente para V|1, 1;is,1],i2 > 1,15 fijo,
con respecto al ciclo C; con ¢y = (X, Y) X ={T, Ey, Dy, 1 },Y = {13, E3, Do, I} existen
las aristas (Tl,T2>,(E1,E2), (Dl,DQ), (]1,]2); c1 = <A, Z>, A= {Tg,Eg,Dg,]g}, Z =
{T‘47 E4, D4, E4} existen las aristas (Tg, T4), (Eg, E4), (Dg, D4), (Ig, 14)

De manera analoga, para V|1, 1;1s, 1] se tienen los mismos anexos que para L[2, j].
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Lema 7.9 Considere S = (q1,¢;) la separacién valida conveniente para el vox-sélido
V[1,1;1i9,1],i2 > 1, con respecto al ciclo C definida anteriormente. Se tiene que:

a) La subgrafica F, asociada al anexo, afadida sobre el corte ¢;, es isomorfa a G

b) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte ci, entonces la subgréfica A,
inducida por z, w y los vértices del anexo para ¢y, tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas

c) La subgréfica F}, asociada al anexo, anhadida sobre el corte ¢, es isomorfa a G,

d) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte ¢, entonces la subgréfica A,,
inducida por z,w y los vértices del anexo para ¢y, tiene, al menos cuatro, trayectorias
Hamiltonianas.

Sea Ss = (qo, o) una separacién vélida conveniente para V[iy,1;1,1],4; > 1,4; fi-
jo, con respecto al ciclo Hamiltoniano C en la que el corte ¢ = (X,Y) queda definido
por: X = {T1,E1,Dy, 11}, Y = {1y, Es, Do, s} existen las aristas (71,73), (F1, E»),
(D1, Ds), (I, 15); co = (A, Z), A ={T5s, E3, D3, I3}, Z = {14, Ey4, Dy, Es} existen las aris-
tas (T3,Ty), (Es, Ey), (D3, Dy), (I3, 1y).

De manera similar, para V[iy, 1; 1, 1] se tienen los mismos anexos que para L[2, j|. Por
lo tanto, podemos concluir el siguiente resultado:

Lema 7.10 Considere & = (qo,¢2) la separacién valida conveniente para el vox-sélido
Vi1, 1;1,1],4; > 1, con respecto al ciclo Hamiltoniano C definida anteriormente.
Se tiene que:

a) La subgrafica F,, asociada al anexo anadida sobre el corte ¢;, es isomorfa a G,

b) Si (z,w) € C y (z,w) estd involucrada en el corte ¢y, entonces la subgrafica A,
inducida por z, w y los vértices del anexo para cy, tiene al menos cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

c) La subgréfica Fj, asociada al anexo, anadida sobre el corte ¢o, es isomorfa a G,

d) Si (z,w) € Cy (2, w) estd involucrada en el corte go, entonces la subgrafica A,,
inducida por z, w y los vértices del anexo para ¢s, tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

Sea S3 = (g3, c3) una separacién valida conveniente para V[iy, 1;1,1],4; > 1,41 fijo
con respecto al ciclo Hamiltoniano C en la que el corte ¢3 = (X,Y) estd definido
por X = {T\,E\, Dy, 1}, Y = {13, Es, Dy, I5} existen las aristas (11,73), (F1, E»),
(D1, Dy), (I1,15); 3 = (A, Z), A = {T3,FE3,D3, 13}, Z = {T4, E4, Dy, E,} existen las
aristas(Tg, T4), (Eg, E4), (.Dg7 D4), <I3, ]4)

También, para V|1, ji; 1, 1], se tienen los mismos anexos que para L[2, j]. Por lo cual,
podemos concluir el siguiente resultado:
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Lema 7.11 Considere S = (g3, c3) la separacién vélida conveniente para el vox-sélido
V[1,j1;1,1],7 > 1, con respecto al ciclo Hamiltoniano C, definida anteriormente.
Se tiene que:

a) La subgrafica F, asociada al anexo afiadida sobre el corte c3, es isomorfa a G

b) Si (z,w) € C y (z,w) estd involucrada en el corte c3, entonces la subgrafica A,
inducida por z, w y los vértices del anexo para cs, tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

c) La subgréfica F,, asociada al anexo anadida sobre el corte g3, es isomorfa a G|,.

d) Si (z,w) € Cy (z,w) estd involucrada en el corte gs, entonces la subgréfica A,
inducida por z, w y los vértices del anexo para ¢s, tiene, al menos, cuatro trayectorias
Hamiltonianas.

Podemos aplicar la misma estrategia usada en la Seccién 5.2 para generalizar los cortes
y establecer resultados similares para las separaciones validas convenientes.

Lema 7.12 Sea Vi, ji;i2, jo] € V un vox-sélido irreducible de m vértices, con m > 32
multiplo de 4, m = 16+4(i1 + j1 +i2+jo). Sea C un ciclo Hamiltoniano para V[iq, j1; @2, j2]-
Entonces,

(a) Siempre existe una separacién véalida conveniente Sy para V[iy, ji; i2, ja] ¥, por tanto,
siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano C’ para el
vox-s6lido V[iy + k + 1, ji; i2, jo|, generado al anexar una estructura kZ, k > 0.

(b) Siempre existe una separaciéon valida conveniente Ss para Vl[iy, ji; s, J2] v, por lo
cual, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano C’
para Vi1, j1 + k + 1;1s, jo], creado al anexar una estructura kZ, k > 0.

(c) Siempre existe una separacién valida conveniente Sy para V[iy, ji; 2, j2| ¥, por ende,
siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano C' para
Vi1, j1;i2 + k + 1, j2], que se genera al anexar una estructura kZ, k > 0.

(d) Siempre existe una separacion vélida conveniente S, para V[iq, j1; 2, j2| ¥, por tanto,
siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano C’ para
Vi1, j1;i2, j2 + k + 1], creado al anexar una estructura kZ, k > 0.

Finalmente, para la familia de graficas V[ky, ¢1; ko, ls], k1, k2, 1,02 > 1, podemos con-
cluir los siguiente resultados:

Teorema 7.3 Dado un ciclo Hamiltoniano H para V[1,1;1, 1], siempre es posible ex-
tender H para obtener un ciclo Hamiltoniano H' para V[ky, l1; ks, ls], k1, ko, €1,05 > 1.

Corolario 7.3 Dado un ciclo Hamiltoniano H para V[iy, ji; s, jo], siempre es posible
extender H para obtener un ciclo Hamiltoniano H' para V[ki, 1; ks, ls], k1, k2, 1,0 > 1.
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Ciclos Hamiltonianos para Q[m]
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Figura 7.10: Subgrafica asociada al anexo insertado en ¢ para Q[m]

Sea § = (g, ¢) una separacién valida conveniente para Q[m|, m fija, m = 24+6k, k > 0,
con respecto a un ciclo Hamiltoniano C en la que el corte ¢ = (X,Y) queda definido
por: X = {Fl,El,Dl,Tl}, Y = {TQ,FQ,EQ,DQ}, existen las aristas (Fl,Fg),(El,Eg),
(Dh D2)7 (T17T2) yc= <A, Z>, esta dado por: A= {Dg, Fg, Eg,Tg}, Z = {F47 E4,T4, D4},
ademds, existen las aristas (13, 7y), (Es, E4), (D3, Dy), (Fs, Fy).

El anexo es una estructura 1V. Para el corte ¢, los vértices son: Vy, = {x1, 22, ..., 212}
y las aristas: Ea, = {(x1,22), (z1, z3), (1, 24), (¥2, 3), (T2, T12), (T3, T6), (23, T4), (24, T5),
(5, 76), (75, 27), (75, 28), (¥6, 27), (¥7, 78), (T7, T10), (Ts, To), (T9, T10), (Tg, T11), (Tg, T12) }-

La Figura 7.10 presenta, de forma parcial, como queda el vox-sélido Q[m| después de
insertar la estructura y la subgrafica asociada al anexo insertado en el corte q.

Afirmacién 7.6 Considere S = (g, c¢) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte q.

Si (Th,T») € C, entonces AT, = ({1, 1, X2, ..., 112, 11 }), la subgréfica inducida por los
vértices 11, T y los vértices del anexo, tiene dos trayectorias Hamiltonianas de T} a T5.

Figura 7.11: Subgréfica inducida AT, para Q[m| y dos trayectoria Hamiltonianas

Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.11 muestra la subgrafica AT, y sus dos trayectorias Hamiltonianas, que
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SO ,]-1 : Tl,l’lz,1'11,1'10,ZC97$8,$7,33'6,1'5,%4,1'3,562,1'1,75, y
75 : T17IIQJIQ;x37x67x77Ilo;x117I97x87x57x47x17T2‘

Afirmacién 7.7 Considere S = (g,c¢) la separacién vélida conveniente para Q[m] con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte q.

Si (Dy, Ds) € C, entonces AD, = ({ Dy, 1, %2, ..., T12, D3 }), la subgréfica inducida por
Dy, D, y los vértices del anexo, es isomorfa a ATj y tiene, al menos dos, trayectorias
Hamiltonianas de D a Ds.

@o @
E% %%% w ?@/’

@/@Q&) /@g&%

Figura 7.12: Las subgréficas inducidas AT, y AD, para Q[m]

Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.12 muestra la subgréfica ATj y hace evidente el isomorfismo ¢ , el cual
queda definido por:
¢(D1) =Ti;  ¢(D2) =Ty,  Plznn) =215  ¢(wg) =235 P(x8) = 65
P(r10) = 245 O(a7) =257 P(25) = 275 P(x4) = 210;  O(w6) = w5;

P(r3) = T9; o(x1) = 2115 P(T12) = T2 P(x2) = @12

Afirmacién 7.8 Considere S = (g,c¢) la separacién vélida conveniente para Q[m] con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte g. Si (Fy, Ey) € C,
entonces AE, = ({Ey, x4, ..., T12, Eb }), la subgrafica inducida por Ey, Ey y los vértices del
anexo tiene, al menos, once trayectorias Hamiltonianas de E; a Fs.

Figura 7.13: Subgréfica inducida AE, para Q[m]
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Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.13 muestra la subgrafica AE, y dos de sus trayectorias Hamiltonianas.
Las once trayectorias Hamiltonianas para AFEq son:

Ty : By, %10, T11, Tg, T12, T2, T3, T1, Ta, Ts, T, T7, T, ;
Ty : By, 110, %11, Ty, T12, T2, T1, Ta, T3, Tg, T7, Ts, Ty, Eo;
,]?3 : Ela Z10,T11, X9, T12,T2,T1, T4, T3, Te, L5, L7, T8, E27
Ty : By, 210, T11, Tg, T12, Ta, T1, T3, Tu, Ts, T, T7, T, Fa;
T5 : By, 710, Ty, T11, T12, T2, T3, T1, Tu, Ts, T, T7, T,
Ts : By, 210, Tg, T11, T12, T2, T1, Ta, T3, Tg, T7, T, T, ;
77 : By, 110, Tg, T11, T12, T2, T1, Ta, T3, Tg, T, T7, Ty, Eo;
Ts : By, 110, Tg, T11, T12, To, T1, T3, T4, T, T, T7, Tg, Fa;
Ty : By, 210, T7, Te, Ts, Ty, T3, T1, Ta, T12, T11, Ty, Tg, Fa;
Tho : B, 210, 7, 6, Ts, Ta, T1, T3, T2, T12, T11, Tg, Ty, La;
T 1 By, %0, 7, X5, T, T3, Ta, T1, T2, T12, T11, L9, Ty, L.

Afirmacién 7.9 Considere S = (q,c¢) la separacién vélida conveniente para Q[m/| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte q.

Si (Fy,Fy) € C entonces, AF, = ({F1,21,...,712, F>}), la subgrafica inducida por
Fy, Fy y los vértices del anexo, es isomorfa a AE, y tiene, al menos, once trayectorias
Hamiltonianas de F} a F.

Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.14 muestra las subgréficas AE, y AF, para Q[m|. El isomorfismo ¢
queda definido por:
o(F1) = Ey;  ¢(Fy) = Ey; ¢(wn) = x5 P(xg) = x3;  P(x58) = Ts;
¢(710) = 243 ¢(x7) = x5; P(x5) = w73 ¢(r4) = 110;  P(76) = s;
¢(x3) = T9; ¢(x1) = 2113 ¢(712) = T9; P(T2) = 212,

"Ios| | WL
SAodc o /&l

JRini v RS

Figura 7.14: Subgréficas AE, y AF, para Q[m)|

Los vértices del anexo, estructura 1V, para el corte ¢ son: V. = {y1,v2, ..., y12} v las

aristas: EAC = {(ylv y2>a (yh y3)7 (yla le)a (y27 y3)7 (y27 y4)7 (927 912)7 (y?n y4)7 (y37 yﬁ)v <y4a y5)7
(y5, 3/6), (y5, y7), (?/5, ys), (?J?, ys), (987 yg), (?/9, le)a (?Jg, yn), (ylo, yn), (ylo, ylz), (yn, ylz)}
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Figura 7.15: Subgrafica G, asociada al corte ¢, para Q[m)|

Afirmacién 7.10 Considere S = (q,c) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C definida anteriormente y el anexo para el corte c.
Entonces G, la subgrafica asociada al anexo para el corte c es isomorfa a G,.

Demostracién. Sea S = (g, ¢) la separacién valida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.15(a) muestra la subgrafica G. y hace evidente el isomorfismo ¢, el cual
queda definido por:

¢(D1) =Tz, ¢(x1) = yi; d(re) = yio; P(xs) = Y15 G(E) = Fi;
O(Er) = F3; ¢(r10) = y12; ¢(7) = w5 0(x5) =Yz o(24) = Ys;
o(F2) = Ey; ¢(F1) = B3 o(we) = ya; d(x3) = ys;  d(x1) = yr;
&(Tn) = Dy; ¢(Th) = D3y ¢(z12) =y P(x2) =ys;  d(D2) =T

Después de revisar todas las posibles anexos para los cortes de la separacion vali-
da conveniente para Q[m], las subgraficas inducidas respectivas, asi como las posibles
trayectorias Hamiltonianas, podemos concluir el siguiente resultado:

Lema 7.13 Considere S = (g, ¢) la separacién vélida conveniente para Q[m/| con respecto
al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c. Se tiene que:

(a) Si (T3,Ty) € C, entonces ATc tiene, al menos, 2 trayectorias Hamiltonianas

(

(b) Si (Ej3, Ey) € C, entonces AEc tiene, al menos, 11 trayectorias Hamiltonianas

(c) Si(Ds, Dy) € C, entonces ADc tiene, al menos, 2 trayectorias Hamiltonianas
(

(d) Si (F3, Fy) € C, entonces Alc tiene, al menos, 11 trayectorias Hamiltonianas.

Podemos aplicar la misma estragegia usada en la Seccion 5.2 para generalizar los cortes
y establecer resultados similares para las separaciones validas convenientes. Asi, hemos
establecido el siguiente resultado:

Lema 7.14 Sea C un ciclo Hamiltoniano para Q[18]. Siempre existe una separacién vélida
conveniente para €l y, por tanto, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un
ciclo Hamiltoniano C’ para Q[24] que se genera al anexar a Q[18] una estructura 1V.
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Para extender la familia y su ciclo hamiltoniano respectivo, a partir de Q[24] = Q[6£]

a Q[6k + 1], k > 4, sin pérdida de generalidad, fijamos la separacion Sy = (¢, gx) con
Cp = <XO7 Yk> = {(U8, Eg), (U47 F2)7 (U]_, TQ), (UQ, dg)}, y
@k = (Ao, Zy) = {(E5,V4), (F3,V12), (T3, V11), (D3, V9) }.

Las subgraficas Gg,, y Gc,,, asociadas a los anexos, son mostradas en la Figura 7.16.
Ademas se ilustra como se acomodan en el encaje. Para la primera tranformacién, de
QJ24] a Q[30], usamos los cortes,

cr = (X0, Yi) = {(X8, Ey), (X4, Fy), (X1,T3),(X2,Ds)}; vy
Q. = (Ao, Zi) = {(E3,Ya), (F3, Y12), (T3, Y11), (D3, Y9) }.

Gq m Gec_m

@@
e@
@%@f

Figura 7.16: Subgraficas asociada a los cortes, para Q[6 - k|, x > 5

Afirmacién 7.11 Considere S = (q,c) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c.
Entonces, Gc,,, la subgrafica asociada al anexo para el corte ¢, es isomorfa a Gg,,.

Demostracién. Sea S = (g, c¢) la separacién vélida conveniente para Q[m] como se pide.
La Figura 7.15(a) muestra la subgréfica G. y hace evidente el isomorfismo ¢, el cual
queda definido por:

H(Xs) = Ya; P(uio) = ve; @(ug) = vs;  Pug) = vy ¢(Es) = Es;
(X4) =Yio;  d(ur) =v3;  o(us) =vo;  dlug) = v @(F2) = F3;

H(X1) =Y olus) = v Oug) =vio; d(ur) =vi;  d(Ta) = Tk;

O(X2) =Yo;  d(un) =vr  P(uz) =vs; d(uz) =vg;  ¢(D2) = Ds.

Los vértices del anexo, estructura 1V, para el corte ¢ son: Vi = {uy, ug, ..., u12} y las
aristas: Ea. = {(u1,u2), (u1,us), (ug, uq), (ug, ug), (ug, u12), (us, uq), (us, ug), (U4, us),
(U5, Uﬁ), (U5, U7)7 (U5, Ug), (U67 U?), (U7, Ulo), (u7, U8)7 (US, U9)7 (Ug, Ulo), (U97 U11)7 (Ug, Uu),
(Ulo, UH), (U]_l, Ulg)}.

Afirmacién 7.12 Considere S = (g,¢) la separacién vélida conveniente para Q[m] con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c.

Si (X1,T3) € C entonces ATc,, = ({ X1, u1,us, ..., u19, T }), la subgrafica inducida por
los vértices X1, Ty y los vértices del anexo, tiene, al menos, dos trayectorias Hamiltonianas
de X1 a Tg.
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Demostracién. Las trayectorias Hamiltonianas son:
-Pl : Xl; U2, U11, U10, UY, U, UT, Ue, U5, Ug, U3, U2, U,
P2 : X17 U2, U2, U3, Ug, U7, U10, U11, U9, Ug, U5, Ug, U7
La Figura 7.17(a) muestra la subgrafica AT'c,, e ilustra la trayectoria P;.

(a) ATc_m (b) ADc_m

I

|
i
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Figura 7.17: Subgréficas inducidas AT'c,, y ADc,, para Q[6 - x|,k > 5

Afirmacién 7.13 Considere S = (q,¢) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c.

Si (Xa, Dy) € C, entonces ADc,, = ({Xa,uy,us, ..., u12, Da}), la subgréfica inducida
por los vértices Xo, Dy v los vértices del anexo, tiene, al menos, dos trayectorias Hamil-
tonianas de Xy a D».

Demostracion. Las trayectorias Hamiltonianas son:
Py Xy, u11, uaz, ug, Uig, Uz, Us, Us, U, Ug, Ug, Ut, Uz, Do;
P2 : Xla U11, U10, U7, Us, U3, U1, Uy, Us, U, Ug, U2, 27 DZ-
La Figura 7.17(b) muestra la subgréafica ADc,, e ilustra la trayectoria P;.

Afirmacién 7.14 Considere S = (q,¢) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c.

Si (Xg, Es) € C, entonces AFc,, = ({Xs,u1,us,...,ui2, Fs}), la subgrafica inducida
por los vértices Xy, Fs y los vértices del anexo, tiene, al menos, once trayectorias Hamil-
tonianas de Xg a Fjs.

Demostracion. Las trayectorias Hamiltonianas son:
Py Xy, w10, u11, Ug, Ura, Uz, U3, Uy, Uy, Us, Ug, U, Ug, F;
Py Xg, uig, u11, Ug, Urz, Uz, U, Ug, U3, Ug, Ug, Us, Ug, Lo
P3 . Xg,ulo,ull,u9,u12,u2,u1,U4,u3,u6,u5,U7,u8,E2;
Py 1 Xg,uig, u11, Ug, U1z, Uz, Ut, U3z, Ug, Us, Ug, U7, Ug, Lo
Ps : X3, u10, ug, U1y, Ura, Uz, U3, U1, Ug, Us, Ug, U, Ug, Fa;
Ps : Xg, w10, ug, Ui1, U2, U, Uy, Ug, U3, Us, U, Us, Ug, Lo}
Py Xg, w10, Ug, Ut1, U2, U, Uy, Ug, U3, Us, Us, U7, Ug, Lo}
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Py
Py

: XS; U10, U9, U11, U12, U2, U1, U3, U4, U5, Us, U7, U, E27
: X87 Ui, U7, Ug, Us, Ug, U3, U1, U2, U12, U1, Ug, Ug, E27

Py @ X3, uy0, ur, ue, Us, g, U1, U3, U, U1z, U11, Ug, Us, Fa;

Pll

: Xg, U0, U7, Us, Ug, Uz, Ud, U1, U2, U12, U1, Ug, Ug, Lo

La Figura 7.18(a) muestra la subgrafica AEc,, e ilustra la trayectoria Ps.

(a) AEc m (b) ADc_m

—@

Figura 7.18: Subgréficas inducidas AEc¢,, y AF¢,, para Q[6 - x|,k > 5

Afirmacién 7.15 Considere S = (q,c) la separacién valida conveniente para Q[m| con
respecto al ciclo C, definida anteriormente, y el anexo para el corte c.

Si (X4, F») € C entonces AEc,,, = ({ X4, uq,us, ..., u12, F2}), la subgréfica inducida por
los vértices Xy, F3 y los vértices del anexo, tiene, al menos, once trayectorias Hamiltonianas
de X4 a FQ.

Demostracion. Las trayectorias Hamiltonianas son:

P

: Xy, Ug, Uz, Us, Ug, Uy, U10, U11, U12, U2, U, U, Ug, Fo;
PQI
Pgi
P42
P5Z
PGI
P72
Pgi
Pgi

X47 Ueg, U7, Us, U, Ug, U10, U11, U12, U2, UL, U3, U4, F27
X4, Ug, Us, Ug, U7, Ut0, Uty , Uy, U12, Uz, U, U1, Ug, Fo;
Xy, Ug, Us, Ug, Ug, Uy0, U1, Uy, U2, U, U1, U3, Uy, Fo;
Xy, Ug, Us, Ug, Ur, Ut0, Ug, Ui, U2, U, U3, Ui, Uy, Fo;
X4, Ug, Us, Ug, U, Utg, Ug, U1, Ut2, Uz, Ut, U3, Ug, F;
X47 Ug, Us, U7, U, Ug, U10, U11, U12, U2, U3, U1, U4, FQ}
X4, Ug, Us, Ur, Ug, Uy, U10, U1, U12, Uz, U, U3, Ug, Fo;
Xy, Ug, U3, Ut, Uz, U12, U1, ULg, Ug, U, U7, Us, Ug, Fo;

P @ Xy, ug, ug, uy, U, Ura, Un1, Ug, Uto, U, Us, Us, Ud, Fo;

Py

: Xy, ug, Uz, Uy, Uz, Ui, Ug, U1, Uto, Ur, Us, Us, Ua, Fo.

La Figura 7.18(a) muestra la subgrafica AEc,, e ilustra la trayectoria Pj.

Finalmente, para la familia de graficas Q[18 + 6(x)],k > 1, podemos concluir los
siguiente resultados:

Teorema 7.4 Dado un ciclo Hamiltoniano H para Q[18] siempre es posible extender H
para obtener un ciclo Hamiltoniano H’ para Q[18 + 6(k)],k > 1.
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Corolario 7.4 Dado un ciclo Hamiltoniano H para Q[6x| siempre es posible extender H
para obtener un ciclo Hamiltoniano H' para Q[6(k + k)|, k, k > 1.

Después de haber revisado los cuatro vox-solidos irreducibles béasicos y sus familias
podemos establecer el siguiente resultado,

Teorema 7.5 Sea V un vox-sélido irreducible basico. Sea C un ciclo Hamiltoniano para
V. Sea V' el vox-sélido irreducible obtenido de V agregando estructuras kZ, k > 0, o jV,
J > 1. Entonces, siempre es posible extender el ciclo C para obtener un ciclo Hamiltoniano
C' para V.

A continuacién revisaremos la descomposicion Hamiltoniana de los vox-sélidos irredu-
cibles y sus familias.

7.2. Descomposicion Hamiltoniana de Vox-sélidos

La descomposicion Hamiltoniana consiste de dos ciclos a los que llamaremos H y C,
la denotaremos como D = (H,C). Diremos que H es el canénico y C el complemento.
Procuraremos hacer las separaciones validas convenientes sobre el canénico, H.

Utilizando separaciones validas convenientes, hemos visto (Teorema 7.5) que dado
un ciclo Hamiltoniano, H, para un vox-solido irreducible basico V), siempre es posible
extender H para obtener un ciclo Hamiltoniano H’ para )’ generado al agregarle a } una
estructura kZ o jV, k> 0,5 > 1.

Asi, para determinar una descomposicion Hamiltoniana de un vox-sélido irreducible
bésico, usaremos una estrategia similar: Dada una descomposicion Hamiltoniana D =
(H,C) para V extenderemos, usando una trayectoria Hamiltoniana, el ciclo canénico H,
a ‘H', de tal forma que el complemento C’ también sea un ciclo Hamiltoniano. Con ello,
obtenemos la descomposicién Hamiltoniana D' = (H',C’).

No todas las trayectorias Hamiltonianas que reunen los vértices divididos por la sepa-
racion valida conveniente para el ciclo canonico H, inducen una descomposicién Hamil-
toniana. Por ello, debemos seleccionar, cuidadosamente, la trayectoria Hamiltoniana que
si induzca una descomposicion.

Esta estrategia también es aplicable a vox-sélidos arista-visibles toroidales que no son
irreducibles. Por ejemplo, el ciclo Hamiltoniano dado para la Tuerca en la Figura 7.1
resulta ser el ciclo canénico de una descomposiciéon Hamiltoniana para la Tuerca.

De hecho D = (H,C), esté definida por:

H: 1,2, 3, .., 15,16, 17, 18, ..., 31, 32, 1.
C:1,4,29, 32 27, 25, 28, 23, 18, 15, 9, 22, 30, 8, 5, 14, 12, 16, 10, 20, 17, 19, 24, 21,

26, 31, 2,7, 11, 13, 6, 3, 1.

Se le anexo una estructura 0Z para convertirla en una tuerca con doce voxeles, Tis,
Figura 7.2(A). Las trayectorias Hamiltonianas utilizada para recorrer los anexos resultan
ser las indicadas para extender ambos ciclos de la descomposicion Hamiltoniana. En es-
pecifico, D' = (H',C’) queda determinada por:
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H':1,2,3,..,15, 16, A,B,C,D,E, F, G, H, 17, 18, ..., 31,32, h, g, f, e, d, ¢, b, a, 1
C': 1,4, b, g 29,32, 27,25, 28, 23, 18, E, H, A, D, 15, 9, C, F, 22, 30, f, c, 8, 5, 14,
12, 16, 10, B, G, 20, 17, 19, 24, 21, 26, 31, e, h, a, d, 2, 7, 11, 13, 6, 3, 1

Como veremos en las secciénes siguientes, para cada uno de los vox-sélidos irreducibles
bésicos daremos una descomposiciéon Hamiltoniana y su generalizacion para las familias

definidas.

Descomposicién Hamiltoniana para la Familia L], j]

Iniciamos dando la descomposiciéon Hamiltoniana para L4, después construiremos la
descomposicién Hamiltoniana para L£[2, j|, luego para L]i, 1] y, finalmente, para L][i, j].

Descomposicion Hamiltoniana para L4

Figura 7.19: Vox Sélido L4

A continuacion, presentamos una descomposicién Hamiltoniana para el vox-sélido irre-
ducible L5 mostrado en la Figura 7.19. La enumeracién presentada sobre las caras del
vox-sOlido representa un recorrido Hamiltoniano sobre Li4. Sobre el encaje, dado en la
Figura 7.20, verificamos que, en efecto, se tiene una descomposicién Hamiltoniana.

Siguiendo la enumeracién de los vértices, obtenemos un ciclo hamiltoniano, H, en el
que las aristas son mas gruesas y azules. Si recorremos las aristas que no fueron usadas
por ‘H, tenemos el segundo ciclo, C. Por ende, tenemos Dy, (H,C) para L.

En especifico:

H:1,2,3 4,5 6,7 38,09,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25
26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48,
49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64.
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Figura 7.20: Vox Sélido L1 inmerso en el Toro

C: 1,10, 5, 15, 12, 14, 17, 22, 25, 27, 18, 16, 19, 6, 4, 7, 13, 21, 23, 20, 29, 35, 33, 24,
26, 31, 28, 30, 40, 43, 41, 32, 34, 42, 37, 47, 44, 46, 49, 55, 53, 45, 39, 36, 38, 51, 48,
50, 59, 56, 58, 63, 60, 62, 8, 11, 9, 64, 02, 57, 54, 52, 61, 3, 1.

Descomposicion Hamiltoniana para Lo

Construiremos la descomposicion Hamiltoniana de Loy a partir de Dy, (H,C). Pri-
mero debemos considerar una separacion valida conveniente en L6 con el fin de anexar
estructuras 0Z.

La Figura 7.21 nos muestra la separacién, las estructuras 0Z y su enumeracién. Ademas,
se presenta el vox-solido irreducible obtenido.

Figura 7.21: Construccion de Ly a partir de L4

Sea § = (o, ¢o) la separacién valida conveniente, con

o = (X,,Y,) = {(33,24), (31, 26), (28, 27), (29, 20)},
X, = {33,31,28,29}, Y, = {24,26,27,20}, (28,27) € H N c:
o = (Zy, Ao) = {(59,50), (56, 55), (57,54), (61,62)},
Z, = {59,56,57,61}, A, = {50,55,54,52}, (56,55) € H N q:
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Figura 7.22: Cortes en el encaje de L4

La separacién sobre el encaje, se ilustra en la Figura 7.22. Note que solamente una
arista del ciclo H fue rota por cada corte. Ahora agregaremos los anexos, mostrados en la
Figura 7.23. La enumeracién dada en los anexos sigue la trayectoria Hamiltoniana, mar-
cada con aristas mas gruegas. Tal trayectoria induce a la descomposicion Hamiltoniana.

g 6 @ ® & ©®
4 G @
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Figura 7.23: Subgréficas para las estructuras 0Z

En especifico, la primera extension para H es: 27, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 28 y
la segunda es: 55, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 56.
En la Figura 7.24 se muestra la grafica obtenida al agregar los anexos.

Figura 7.24: L5 encajado en el Toro y su descomposicién Hamiltoniana

Los ciclos de la descomposicién Dy, (H',C’) quedan:

H:1,2,3, 4,5 6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
26, 27, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 37, 39,
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40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79,
80, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 1.

C: 1,10, 5, 15, 12, 14, 17, 22, 25, 27, 18, 16, 19, 6, 4, 7, 13, 21, 23, 20, 66, 68, 24, 26,
71, 69, 33, 35, 29, 67, 65, 72, 70, 31, 28, 30, 40, 43, 41, 32, 34, 42, 37, 47, 44, 46, 49,
55, 53, 45, 39, 36, 38, 51, 48, 50, 79, 73, 80, 74, 54, 52, 76, 78, 59, 56, 58, 63, 60, 62,
8,11, 9, 64, 2, 57, 75, 77, 61, 3, 1.

Descomposicién Hamiltoniana para L£[2, j]

Consideremos la construccién realizada para Log. Primero, vamos a abstraer el ciclo ‘H
de Dr,,(H,C). Podemos tomar la idea general de la Figura 7.22, conservamos tinicamente
los vértices en los extremos del encaje y los involucrados en los cortes. Sobre este esquema,
marcaremos el ciclo H, en este caso. La Figura 7.25(A) muestra esta reduccion.

Ahora bien, podemos generalizar y renombrar los vértices involucrados en la cons-
truccién y, ademads, simplificar las trayectorias, lo cual se ilustra en la Figura 7.25(B).

N Q@I E Ny
T ® ® CRO)

Figura 7.25: Abstraccién de H para el vox-solido irreducible L4

Los ciclos H y C quedan determinados de la siguiente manera:

c:A~H—-F —J K —F~G~L~1~M-—85— R
—- 0O ~» P > N —>T >V ~»D~(C~Q —U— B ~

La Figura 7.26 muestra la abstraccion de C para el vox-sélido irreducible L.

Las subgraficas asociadas a las estructuras 0Z, anexos, que seran anadidas también
seran renombradas, segiin como se recorran para extender la descomposicién Hamilto-
niana. La Figura 7.27 las muestra y, también, la trayectoria Hamiltoniana se marca con

aristas mas gruesas y azules.
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Figura 7.27: Subgraficas para las estructuras 0Z

Al agregar las subgréficas, el resultado de la abstraccién de los ciclos H' y C' en L]2, 2]
se muestra en la Figura 7.28.
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Figura 7.28: Abstraccién de H' y C' para Lo

Para pasar al siguiente vox-sélido de la familia, £[2,3], tenemos que separar las es-
tructuras 2V del segundo piso para convertirlas en 3V. Hay varias formas de hacerlo,
lo que, de igual forma, se refleja en el encaje, se aplicard la estrategia sobre el ciclo H'.
Debemos garantizar reconstruir la abstraccion del ciclo canénico H, para poder aplicar in-
duccién sobre la construccion de la descomposiciéon Hamiltoniana. Asi, una vez agregados
los anexos, podemos hacer cuatro cortes que rompen una arista de H:

C1 = <A1’X1> = {(E,I5), (F7 xﬁ)? (Ha l’g), (G7I3)}u
Ay ={E,F,H,G} y X; ={x5,x6, 28, 73}; ¢ separa (H,xg).

C2 = <A27X2> = {(ZL‘47 K)? (ZE7, J)a (Ih I)7 (x% L)}7
={K,J,I,L} v Xo={xy4, 27,21, 22}; Co separa (I, xy).
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q1 = <Bl7Y’1> = {(N7 yﬁ)? (P7 yS)a (O,yg), (M7 y5)};
By ={N,P,O,M} y Y1 ={ys ys Y5, y3}; ¢ separa (P, ys).

G2 = <B2)}/2> = {(y77T)7 (ylu Q)7 (927 R)a (947 S)}a
BQ = {T’ QaRa S} y }/2 = {97791792794}§ g2 separa (Q7y1)

Sobre la Figura 7.28 se muestran los cortes. En total, tenemos la siguiente combina-
cién de cortes; separaciones asociadas al vox-sélido L[2, k], k > 3: (c1,q1), (c1,q2), (2, q1),
(ca, o). Por otro lado, la Figura 7.29 muestra los cortes sobre el objeto 3-dimensional,
Log = L]2,2] y el vox-sélido resultante, Lo4 = L2, 3], al aplicar cualquiera de las separa-
ciones.

Figura 7.29: Cortes sobre el vox-sélido irreducible Log v Log

Lema 7.15 Al aplicar cualquiera de las separaciones asociadas al vox-sélido irreduci-
ble L[2,k],k > 3 : {c1,q1), {c1,q2), (€2, 1), {Ca, q2), definidas anteriormente, se obtiene la
abstraccion inicial del ciclo Hamiltoniano H para L[2, k]. Es decir, {(¢1,¢q1),1 < 0,7 < 2
representa una separacion valida conveniente para L£[2, k].

Demostracién. Reasignaremos los valores de las etiquetas de los conjuntos A; con las de
los X;,7=1,2; y las de los conjuntos B; con las de los Y;,i =1, 2.

Asignacién 1. Al realizar el corte ¢; no cambian los vérticesen A; = {E, F,G, H};
més si lo hacen en Ay = {I,J, K, L} con los valores de Xy = {x3,xs, zs, x5}
Asi, asignamos xg a I y seguimos por el ciclo hasta tocar otro vértice en Xj.
En este caso es zg, el cual es asignado a J. Continuando de esta manera, la
reasignacion final queda:
I — x2g; J «— w2 K «— x5, L «— 3.

Asignacion 2. Al hacer el corte ¢; no cambian los vértices en A,, mientras que lo
hacen los vértices en A; con los valores de Xy = {x1, z9, x4, x7}. Aplicando la
misma estrategia del caso anterior, la reasignacion queda:

G «— x9; H «— x1;, E «— x7; F «— x4
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Asignacién 3. Los vértices en By = {M, N, O, P} no cambian al realizar el corte
¢1- En cambio, para By = {Q, R, S, T} con los valores de Y} = ys, ys, ¥s, Ys } si.

Asi, la reasignacion queda:
Q — ysi R «— we; S «— yss T «— s

Asignacion 4. Al hacer el corte ga no cambian los vértices en By; cambian en B

con los valores Ya = {y1, Y2, Y1, y7}. Con ello, la reasignaciéon queda:
O «— y; P — y1; M — yr; N — ys

Ahora, revisemos las separaciones asociadas al vox-sélido L[2, k:

S1=(c1,q1), Sa={(c1,q2), Sz={(c2,q1), Sa=(ca, ).

= (c1,q1): Al considerar ¢; y ¢ las reasignaciones son: [ <« xg;
J o= wg; K — w55 L — 23 Q — ys; B — ye; 5 — ys; T — ys.
{

S = (c1,q2): Al considerar ¢; y ¢o las reasignaciones son: [ «— xg;
J — we; K — x5, L — 23. O «— y3; P — yi; M — yr; N «— yu

S = (c2,q1): Al considerar ¢o y ¢y las reasignaciones son: G« x;
H — x; B« o5 F — 24 Q <« ys; B — ye; S — ys; T — us.

S1 = (9, q2): Al considerar ¢3 y ¢o las reasignaciones son: G« o
H « x; E «— x5 F — x40 O « yo; P — y;; M «— y;; N < yy
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Figura 7.30: Aplicando separaciones de H para L[2, k]

La Figura 7.30 muestra las cuatro reasignaciones de valores para los vértices invo-
lucrados en las respectivas separaciones. Al hacer cualquiera de las reasignaciones
volvemos a tener la abstraccion del ciclo canénico H:
H:A-B-C-D—-FE—-F-G-H-1—-J—-K—-1L—-
—-M-N-O-P—-Q—-R-S-T-U-V—-A.
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Por lo tanto, volvemos a obtener la abstracion inicial para las cuatro separaciones,
las cuales se ilustran en la Figura 7.31.

Con ello, podemos concluir que el lema se satisface.
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Figura 7.31: Resultado de las separaciones de H para L[2, k|

Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con la separacién vélida conveniente {1, q1).
Para generar un nuevo elemento de la familia y extender la descomposicién Hamiltoniana,
basta agregar los mismos anexos con la trayectoria hamiltoniana dada.

Ahora, podemos enunciar el teorema que establece la existencia de la Descomposicion
Hamiltoniana para la familia £[2, j]:

Teorema 7.6 La familia de vox-sélidos irreducibles L£[2, j],j > 1 admite una Descompo-
sicion Hamiltoniana.

Descomposicién Hamiltoniana para L[, 1]

Primero, realizaremos la descomposicién Hamiltoniana para Lo0B = L[3, 1] partiendo
de Dr,,(H,C). De ahi, obtendremos el proceso para construir la descomposicion Hamil-
toniana de la Familia L[z, 1].

Descomposicién Hamiltoniana para Lo0B = L3, 1]

Tomamos la descomposicién Dr,,(H,C) para L. La Figura 7.32 nos muestra una
separacién vélida conveniente, las estructuras 0Z, anexos y enumeracion. Ademas, se pre-
senta el vox-sélido irreducible a obtener.
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Figura 7.33: Cortes en el vox-sélido irreducible L4 para obtener Lo9B

En el caso de la Figura 7.33 se muestra explicitamente el corte en el encaje.

Asi, la separacién vélida conveniente S; = (1, ¢1) queda definida como:

o1 = (X1, Y1) = {(21,13), (17, 14), (16,15), (19,6)},

X, = {21,17,16,19}, V; = {13,14, 15,6}, (16,15) € HNecy;
= (Z1, Ay) = {(48,47), (49, 46), (53,45), (51,38)},

— {48,49,53,51}, A, = {47,46,45,38}, (48,47) € HNq.

En la Figura 7.34(A B) se muestran los anexos y sus graficas asociadas.
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Figura 7.34: Subgraficas para las estructuras 0Z
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Para esta construccion, hemos enumerado los vértices de los anexos siguiendo el reco-
rrido de la trayectoria que reune los vértices extremos de la arista separada en H. En la
Figura 7.34, las aristas més gruesas indican el recorrido.

En especifico, la primera extensién para H es: 15,uq, us, us, Uy, Us, Ug, Uz, ug, 16; y la
segunda: 47, vy, vg, U3, V4, Vs, Vg, U7, Vg, 48. La Figura 7.35 muestra el resultado de agregar
los anexos.

o er4‘:¢r«n?%5—

e;eave
5 @437@-.f

(}(I)\ 52 -

Figura 7.35: Encaje para L£50B su descomposicion Hamiltoniana

De esta manera, los ciclos de la nueva descomposicién Hamiltoniana quedan:

H':1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, uy, us, us, uy, us, Ug, Uz, ug, 16, 17, 18,
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 37, 39, 40, 41,
42, 43, 44, 45, 46, 47, vy, v, V3, Uy, Vs, Vg, U7, Vg, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 1.

C': 1,10, 5, 15, 12, 14, ug, ug, u1, us, 6, 4, 7, 13, ug, ug, 19, 16, 18, 27, 25, 22, 17, ur, us,
21, 23, 20, 29, 35, 33, 24, 26, 49, 31, 28, 30, 40, 43, 41, 32, 34, 42, 37, 47, 44, 46,
vr, U5, 53, 55, U6, Us, U1, U3, 38, 36, 39, 45, v4, va, 51, 48, 50, 59, 56, 58, 63, 60, 62, 8,
11, 9, 64, 2, 57, 54, 52, 61, 3, 1.

Construccién para la Familia L[i, 1]

Usando la separacién y los anexos aqui dados, a partir de la construcciéon hecha para
L[3,1], para generar elementos de la familia L[, 1] y la extencién de la descomposicién
Hamiltoniana, realizamos de manera anéloga la creaciéon de la familia £]2, j]. Asi, podemos
establecer el siguiente resultado,

Teorema 7.7 La familia de vox-sélidos irreducibles L[i, 1],7 > 2, admite una Descompo-
sicion Hamiltoniana.

Finalmente, es facil ver que combinando los resultados obtenidos para la familia £[2, j]
y L[i, 1], obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.8 La familia de vox-sélidos irreducibles L][i, j] con ¢ > 2,j > 1 admite una
Descomposicion Hamiltoniana.
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Descomposicion Hamiltoniana para la Familia F|i, j]

Sin pérdida de generalidad, consideremos la enumeracién dada en la Figura 7.36.

Figura 7.36: Vox-sélido Fyy = F|[20]

No perdamos de vista que el encaje correspondiente se da en la Figura 7.37, las aristas
mas gruesas representan el ciclo canénico. Siguiendo la enumeracién se tiene el segundo
ciclo Hamiltoniano.

Figura 7.37: Encaje del vox-sélidoFy = F[20]

En especifico, la descomposicién Hamiltoniana Dg, (H,C) es:
H: 1, 71, 80, 75, 68, 76, 6, 57, 66, 58, 56, 72, T4, 67, 73, 64, 55, 63, 65, 60, 62, 53, 45,
54, 46, 59, 61, 50, 52, 44, 51, 38, 42, 39, 37, 49, 47, 43, 48, 30, 41, 31, 40, 35, 28, 36,
29, 20, 26, 19, 21, 32, 34, 27, 33, 24, 22, 8, 10, 18, 15, 17, 25, 23, 16, 7, 9, 4, 6, 14,
5,78,2,79, 77,13, 11, 3, 12, 70, 1.

C: 12,3, ..., 80.

En esta familia podemos hacer los cortes sobre el segundo piso o en el primero, los
cuales se listan a continuacién
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Cortes en el segundo piso

=

X0 = {(4.3). (5.78). (14,13). (10,11)}

— (X, Y2) = {(9,4), (7.6), (15,14), (10, 11)},

= (Zy, Ag) = {(44,43), (51, 38), (50,49), (46,47)},

= ) ={(42,41), (39,40), (37,36), (48,30)},

= ) = {(44,45), (53,52), (61, 50), (46,47)}.

Cortes en el primer piso

= (Uy, Bo) = {(31,32),(35,34), (28,27),(29,20)},

= (Uy, B1) ={(21,22),(33,24),(26,25), (19,18)},
) ={(71,72),(75,74),(69,57), (68,67)},

= (W1, E1) = {(73,64), (56, 55), (66,65), (58,59)},
) = {(55,54), (63,62), (65,60), (58,59)}.

Zl7A1
Z27A2

Las separaciones de la forma Sy = (¢;, ¢;) St = (14, t5),7 € {0,1};7 € {0, 1,2} resultan
ser validas y convenientes. Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con las separaciones:
Sy = (co,q0) 'y S1 = (ro, to), cuyos cortes se marcan en la Figura 7.37.

Trabajaremos, primero, con la familia F[2, j],2 < 4, haciendo crecer el segundo piso,
para continuar con la familia F[i, 2], j > 2, extendiendo el primer piso.

Descomposicién Hamiltoniana de la Familia F[2, j]

Sobre el encaje, realizamos una abstraccién de los ciclos Hamiltonianos, quedandonos,
Unicamente, con los vértices involucrados en los cortes. Las Figuras 7.38 muestran tanto
el proceso como los cortes.

Después de la abstraccién la descomposicion Hamiltoniana queda determinada por:
H:AB,C,D,E,F,G H, I,J, K, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, W, X, A.
C:A,B,U P S NLR, QMO HK,F,E JILD G, X, C, V, W, T, A.

Ahora la separacién vélida conveniente Sy = (¢o, o) queda definida por:

Co = <X07YE)> = {(GaH)a (DvI)v (Ev J)v (Fv K)}a
qo = <ZOaAO> = {(N> S)? (O7P>7 (MaQ)a (L7 R)}

Para generar la descomposicién Hamiltoniana del siguiente elemento de la familia,
necesitamos agregar los anexos respectivos, los cuales son presentados en la Figura 7.39.
El resultado de esta operacion se muestra en la Figura 7.40.

Al agregar los anexos a los encajes, es facil ver que: (1) La descomposicién Hamilto-
niana se mantiene, (2), hay varias opciones para la separacién valida conveniente y (3),
se puede hacer la abstraccién de los ciclos Hamiltonianos.
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Figura 7.38: Abstraccién de H y C para la familia F[2, j]
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Figura 7.39: Anexos y sus gréficas asociadas, para Sy

Sin pérdida de generalidad, nos quedamos con la separaciéon valida conveniente Sy =
{co1, goz), donde,

Co1 = <X01>Yb1> = {(G7u1)7 (D7U2)7 (E>u5)v (F> U7)},
do2 = <ZDQaA02> = {(U%S)a (VSvP)’ (U7’ Q)> (U5>R)}'

Con todo lo anterior y de manera similar a lo realizado para la Famila L2, j], podemos
concluir el siguiente resultado,

Teorema 7.9 La famila de vox-sélidos irreducibles F[2, j],j > 2, admite una Descom-
posicién Hamiltoniana.

Tenemos que el vox-sélido F[2, j| ~ Flj, 2

],¥j > 2, con lo que podemos concluir que:
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Figura 7.40: Encaje resultante, para Ss

Teorema 7.10 La famila de vox-sélidos irreducibles F|i, 2,7 > 2, admite una Descom-
posicion Hamiltoniana.

Una vez revisadas las dos familias, F[2, j] y F[i, 2], concluimos el siguiente resultado,

Teorema 7.11 La famila de vox-sélidos irreducibles F|[i, j], con i,j > 2, admite una
Descomposiciéon Hamiltoniana.

Descomposicién Hamiltoniana para la Familia Qm)|

1
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Figura 7.41: Enumeracion para el vox-sélido Qg y su encaje

Consideremos la etiquetacion dada en la Figura 7.41(A) para el vox-sélido Qi cuyo
encaje se presenta en la Figura 7.41(B). La enumeracion presentada sobre las caras del vox-
solido representa un ciclo Hamiltoniano sobre Q5. También, vemos que, en efecto, sobre
el encaje (Figura 7.41) se tiene una descomposicién Hamiltoniana. Las aristas remarcadas
ilustran el ciclo canoénico.

En especifico, tenemos Dg,(H,C):
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H: 1,3, 66,64, 67, 5, 7, 4, 11, 14, 12, 2, 72, 6, 13, 17, 19, 8, 10, 15, 9, 21, 23, 20, 33,
35, 32, 26, 18, 16, 22, 25, 27, 24, 34, 29, 38, 36, 42, 51, 48, 50, 37, 39, 30, 28, 31, 41,
43, 40, 49, 46, 44, 55, 52, 54, 62, 68, 71, 69, 56, 59, 57, 45, 47, 53, 58, 61, 63, 60, 70,
65 ,1.

C: 1,23, ...,10,11, 12, ..., 42, 43, 44, ... , 63, 64.

Descomposicién Hamiltoniana de Q[24]

Construiremos la descomposicién Hamiltoniana de Q[24] a partir de D, (H,C) Sea
S, = (4o, ¢o) la separacién vélida, definida por,
qo = (Ao, Zo) = {(48,47),(49,46),(43,44), (51,52)}; (49,46) € H

A, = {48,49,43,51}:  Z, = {47,46,44,52}.
co = (X,,Y,) ={(7,8),(11,10), (14,15), (13,17)}; (13,17) € H

X, ={7,11,14,13}; Y, = {8,10,15,17}.
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Figura 7.42: Abstraccién de los ciclos Hamiltonianos

En la Figura 7.41 se muestran los cortes que conforman la separacién propuesta.

Considerando la separacion S,, hacemos una abstraccién de los ciclos en el enca-
je, quedandonos, inicamente, con los vértices involucrados en los cortes y los extremos.
Ademas, los renombramos. La Figura 7.42 muestra el proceso de la abstraccién.

De esta forma la descomposicion Hamiltoniana queda:

H:A B CDEFGHTILJKTLMNOPQR,ST, U V,W,X,A.
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Figura 7.43: Anexos que se agregan al vox-solido Qig

C:AV,UEHG,JDFCILKPQLN MR, O WT,X,S B, A.

Se agregan dos estructuras 1V, una a la izquierda y la otra a la derecha, entre el
segundo y tercer piso, incrementando un piso el vox-solido. Los anexos y sus respectivas
graficas asociadas se muestran en la Figura 7.43, en donde se han remarcado las aristas
de la trayectoria Hamiltoniana que induce la descomposicién.

El resultado obtenido después de aplicar los cortes y agregar los anexos es mostrado
en la Figura 7.44.

®
@, @D W U S— & @ > G-

Figura 7.44: Abstraccién para Q[24]

La descomposicién Hamiltoniana para Q[24] queda:

Hl: Aa Bv Ca D7 Ea Fa Y12,Y2,Y3, Y4, Ys, Y6, Y7, Ys, Y9, Y11, Y10, Y1 Ga H7 L J7 Ka L7 M7 N?
T12, 11, L10, L9, L8, L7, L6, L5, L4, T3, T2, T1 O7 PJ Q7 R7 S7 T7 U7 V7 WJ X7 A.

C, : A7 Va U7 E7 Y11, Y12, Y10, Y9, C7 F7 D7 Ya, Y2, Y1, Y3, Ys, J7 G7 H7 Ys, Ys, Y, Ia K7 T11, X9,
T12, 22 P’ Q7 €8, L5, L7, 10, L7 Na M7 L6, L3, L1, Ly, R7 O7 Wa Ta X> S7 B7 A.
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Sobre el encaje del nuevo elemento de la familia Q[m] se pueden hacer cuatro diferentes
cortes que sélo rompen una arista del ciclo canénico H:

c1 = (X1, Y1) = {(D,y4), (F,y12), (E,911), (C,90) };

e = (X2, Y2) = {(y7, 1), (vs, J), (y1, G), (ys, H) };

@ = (21, A1) = {(K, X11), (L, Xu0), (M, X¢), (N, X12) };
= <ZQ7A2> - {<X ) (X4’R)7 (X17O)’ (XQ’P)}'

Con ello, obtenemos la siguiente combinacién de cortes para Q[m] S = (g, ¢;), @,j €
{1,2} y demostraremos que cualquiera resulta ser una separacién vélida conveniente.

Lema 7.16 Al aplicar cualquiera de las separaciones asociadas al vox-sélido irreducible
Q6 - kl,k > 3,: {c1,q1),{c1,2), (Ca, 1), (Ca, qo), definidas anteriormente, se obtiene la
abstraccién inicial del ciclo Hamiltoniano H para Q[24]. Es decir, (¢;,q;), 1,7 € {1,2}.
representa una separaciéon valida conveniente para Q[24].

Demostraciéon. Reasignaremos los valores de las Etiquetas de los conjuntos A; con las
de los conjuntos X;,i = 1,2; y las de los conjuntos B; con las de los conjuntos
Y;,i = 1,2. De manera imilar al Lema 7.15, basta realizar tal asignacion.

Asignacion 1. Al realizar el corte ¢y, s6lo se modifica el conjunto Y; con los valores
deY,. Asi, lareasignaciones: I «— yo; H «— yy; G «— y19; J «— y11.

Asignacion 2. Al realizar el corte ¢y, inicamente se modifica el conjunto X, con
los valores de X,. La reasignacién final queda de la siguiente manera:
D — yr; C — ys; F «— y; E — ys

Asignacion 3. Al realizar el corte ¢; sélo se modifica el conjunto Z; con Z,. La
reasignacion quedara: O «— wx19; R «— x4, Q «— x19; P «— 13-

Asignacion 4. Al realizar el corte g, solo se modifica el conjunto A, con A,. La
reasignacion final serd: L «— x4; M «— x9; N «— x1; K «— ux3.

Nos resulta facil ver que, con estas asignaciones se reestablece la abstraccién de la
descomposicion Hamiltoniana y, por lo tanto, el Lema se satisface.

Figura 7.45: Abstracién de la descomposiciéon Hamiltoniana del encaje de Q[24]
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Figura 7.46: Anexos que se agregan a Q[24]

Para pasar de Q[24] a Q[30], nos quedamos con la separacién (¢, ¢2). La Figura 7.45

muestra la abstracion de la descomposicién Hamiltoniana del encaje de Q[24].

A continuacién, requerimos los anexos mostrados en la Figura 7.46, donde, ademas,
se marcan las trayectorias Hamiltonianas que inducen a la descomposicién Hamiltoniana.

Asi, el resultado obtenido después de aplicar los cortes y agregar los anexos puede
verse en la Figura 7.47.
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Figura 7.47: Resultado obtenido para Q[30]

Por dltimo, al anadir los anexos es posible reestablecer la abstraccién de los ciclos
sobre el encaje y aplicarlos sobre la separacién (c1, ¢2) para obtener el siguiente elemento

de la familia: Q[36].

Ahora, podemos enunciar el teorema que establece que existe una Descomposiciéon Ha-
miltoniana para la familia Q[6-k], el cual indica que es posible construir la descomposicién
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Hamiltoniana para Q[6 - k| a partir de Q[6 - (k — 1)], k > 4.

Teorema 7.12 La familia de vox-sélidos irreducibles Q[6 - k], k > 4 admite una
Descomposicion Hamiltoniana.

Descomposiciéon Hamiltoniana para la Familia V[iy, ji; 02, jo]

En esta seccion, iniciamos dando una descomposicion Hamiltoniana para Vs, para
después, presentarla para V[iy, ji;is, jo| fijando cada uno de los pardmetros.

Descomposiciéon Hamiltoniana para Vs,

En la Figura 7.48 se muestra el encaje para Vss. Siguiendo la enumeracién de los
vértices tenemos un ciclo Hamiltoniano, H, en el que las aristas son mas gruesas. Si
recorremos las aristas que no fueron usadas por H, tenemos el segundo ciclo, C.

Figura 7.48: Encaje del Vox Sélido V39

En especifico, tenemos la descomposicién Dy, (H,C), con:
H: 1,2 3,...,..,50,51,..,120, 121, ... 128.

C:1,127,5,2, 4,13, 15, 6, 8, 126, 128, 118, 121, 119, 114, 117, 115, 104, 107, 105, 116,
125, 123, 120, 106, 111, 113, 103, 112, 100, 102, 108, 101, 92, 90, 97, 91, 99, 110, 98,
109, 94, 96, 88, 86, 89, 84, 82, 85, 75, 77, 68, 66, 72, 76, 74, 81, 79, 83, 93, 95, &7
78, 80, 70, 73, 71, 62, 65, 63, 54, 56, 46, 53, 45, 52, 61, 58, 60, 69, 67, 64, 59, 55, 57,
49,51, 44, 50, 38, 40, 43, 47, 42, 48, 36, 34, 41, 53, 32, 26, 33, 27, 35, 37, 29, 31, 19,
11, 17, 10, 12, 23, 30, 28, 24, 22, 25, 20, 18, 21, 14, 16, 7, 9, 3, 124, 122, 1.

Para construir otro miembro de la familia Vi1, ji; 2, j2] ¥ su descomposiciéon Hamil-
toniana, tenemos cuatro tipos de separaciones:

Separacién S;. Insertar en los cortes de &y hara crecer las estructuras j»Z
Separaciéon S;. Insertar en los cortes de &1 hara crecer las estructuras 52
Separacion S;. Insertar en los cortes de Sy hara crecer las estructuras 412
Separacién S;. Insertar en los cortes de S3 hara crecer las estructuras j;Z.

La Figura 7.49 muestra sobre el encaje los cortes a definir.
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Figura 7.49: Cortes sobre el Encaje de V3

Separaciéon S,

Tenemos varias opciones para la separacion véalida conveniente.

Sea la separacion Sy = (¢4, q;), 1,7 € {0, 1,2} donde,
G0 = (X0, Vo) = {(61,52), (63,54), (59, 55), (58, 57)};
0 = (X,,Y,) = {(62,61), (63,54), (64,59, (69, 60)};
o = (X,,,Y,,) = {(71,62), (65,66), (67,64), (69,60)}.
Co = (Zey, Auy) = {(8,126), (5,127), (2, 1), (3,124)};
1 = (Z,, A = {(125,126), (128,118), (1,122), (3,124)};
0s = (Ze,, As,) = {(125,116), (128,118), (121, 122), (123, 120)}.

Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con la separacién Sy = (¢g, o), Cuyo proceso
de abstraccién es mostrado en la Figura 7.50.

H: , . C:
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L@ 0D B D @
F-®&-@ & ---D D

'q0 "0

Figura 7.50: Abastraccion de la descomposicién Hamiltoniana de V39, para Sy

Asi, después del reetiquetamiento se obtiene:
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Co = <ZcoaAco> = {(M7 S)? <N7 R)? (P>Q>7 (OvT)}7
o = <XQQ7Y;12> = {(H>I)7 (E7 L), (C, K)> (G’ *])}

Para generar el siguiente elemento de la familia, anadimos a la estructura j,Z una 0Z.
La Figura 7.51 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes ¢, y q, de Sp; al igual
que la parte afectada.

B oo B

126 v5 61 u3

K\s 5 ©) © 7@ “\ug 57
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127
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s 1 v8 v6 ‘ / PR 59 | w6 |us
119 @ — 68 ud

122

Figura 7.51: Anexos 0Z para los cortes ¢, y ¢,

Separaciéon S
Tenemos varias opciones para la separacion véalida conveniente.
Sea la separacion Sy = (14, t;), 4,5 € {0,1} donde,
ro = (X, Yro) = {(39,32),(35,27),(37,29), (34,33)};
r = (X, Y,) ={(31,19),(26,25), (28,24), (30,23) }.
to = (Zi,, Asy) = {(93,83),(90,89), (96, 88), (95,87) };
t1 = (

Zy,, Ar) = {(101,92), (99,91), (98,97), (109, 94)}.

® --@g \3 o | oo oo

& o Mee-d ©| o oo ®o o
" »

© Léj S| o o0 @0 ©
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© M@ ad i D @@ : ®u®@ ®

Figura 7.52: Abastraccién de la descomposicién Hamiltoniana de V3o, para S;
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Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con la separaciéon S; = (1o, tg), cuyo proceso
de abstraccién es mostrado en la Figura 7.52.

Asi, después del reetiquetado se obtiene:

o = <Xm7Y;“o> = {(Ev ‘])7 <G7 L), (Fv K)? (HaI)}v
to = <ZtoaAto> = {(OaT)a (PvQ)a (M’ R)> (Nv S)},

La Figura 7.53 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes r, y t, de Sy; al igual
que la parte afectada.

\
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28 127 |8 o7 9% | us
Rz v2 vl @ _ @ ut u2 u3 | u4 \
v5 R us8 %
35 88

Figura 7.53: Anexos 0Z para los cortes r, y t,

Separacién S,

Para la separacién valida conveniente, tenemos una opcién
Sea la separacién Sy = (79, Fy) donde,

Yo = (X5, Yao) = {(43,40), (42,41), (48,36), (50, 38) };
Bo = (Zs,, Ag,) = {(115,104), (114,113), (120, 106), (116, 105)}.

El proceso de abstraccién es mostrado en la Figura 7.54.
Después de volver a etiquetar se obtiene:

Yo = <XWO7Y“/0> = {(Gv J)’ (Fv L)v (Ev K)> (HaI)};
Bo = <Zﬁo7Aﬁo> = {(OaT)’ (PaQ)a (Mv R)7 (N? S)}a

La Figura 7.55 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes v, v 3, de Sy, también
se ilustra la parte afectada.
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Figura 7.54: Abastraccién de la descomposicién Hamiltoniana de V39, para Sy
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Figura 7.55: Anexos 0Z para los cortes v, v [,

Separacién S;
Tenemos varias opciones para la separacion valida conveniente.
Sea la separacion Ss = (a;,b;), i,7 € {0,1} donde,
ag = (Xa,, Yao) = {(16,7),(15,6), (13,4), (10,9)};
a = (Xa,,Ya,) = {(18,17), (21, 14), (23,12), (11, 19)}.
by = (Zy,, Ap,) = {(82,81),(85,75),(87,78),(83,79)}
bo = (Zy,, Ap,) = {(74,73),(76,72),(77,68), (80,70)}
Sin pérdida de generalidad, trabajaremos con la separacion Sz = (ag, bp), cuyo proceso

de abstraccién es mostrado en la Figura 7.56.
Asi, después del re-etiquetamiento se obtiene:

Qg = <Xa07}/;bo> = {(E7 J)v (F> K)7 <G> L)? (Hvl)};
by = <Zb07Abo> = {<O7R)7 (PvQ)7 (N’ V)’ (M7 T)}

La Figura 7.57 muestra los anexos del tipo 0Z para los cortes a, y b, de Ss, al igual
que la parte afectada.
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Figura 7.56: Abastraccién de la descomposicién Hamiltoniana de V39, para Ss
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Figura 7.57: Anexos 0Z para los cortes a, y b,

Finalmente, es facil ver que combinando los resultados obtenidos para la familia
Vi1, j1; 42, j2], podemos concluir lo siguiente:

Teorema 7.13 La familia de vox-sélidos irreducibles Vi1, ji; ia, j2| con m voxeles, donde
m = 16 + 4(i1 + j1 + i2 + Jj2), admite una Descomposicién Hamiltoniana.

De igual manera, después de haber revisado los cuatro vox-sélidos irreducibles bésicos
y sus familias podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 7.14 Sea V un vox-sélido irreducible bésico. Sea D = (H,C) una descompo-
sicion Hamiltoniana para V. Sea V' el vox-solido irreducible obtenido de V agregando
estructuras kZ, k > 0, o 3V, 7 > 1. Entonces, siempre es posible extender la descomposi-
cién D para obtener una descomposicién Hamiltoniana D’ para V.
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Capitulo 8

Engrosamiento de Vox-sdlidos

En este Capitulo buscamos demostrar que el engrosamiento de un vox-sélido admite
una descomposicion Hamiltoniana. Introducimos el concepto de gema, o mapa combinato-
rio, al igual que mostramos que las gemas son hamiltonianas. Por ultimo, estableceremos
una relacién directa entre el engrosamiento de una gréafica y su mapa combinatorio.

8.1. Hamiltonicidad

Sea G = (V, E) una gréfica. La conexidad por aristas de G, A\(G), se define como la
cardinalidad del minimo conjunto de aristas F', tal que la grafica G\ F' es disconexa o
trivial. La conexidad (por vértices) de G, k(G), se define como la cardinalidad del minimo
conjunto de vértices U, tal que la grafica G \ U es disconexa o trivial.

Para continuar con el desarrollo del tema y la construccion presentamos un par de
resultados y una definicién que nos sera de gran utilidad.

Teorema 8.1 (Whitney) Para toda grafica G, k(G) < AMG) < §(G).

El siguiente resultado fue obtenido de manera independiente por Nash-William [38] y
Tutte [59].

Teorema 8.2 ([59, 38|) Una grifica G = (V, E), con |V| = n tiene k &rboles generado-
res ajenos por aristas si, y sélo si, para toda particion P = {V;, vy, ..., V;} de V' el niimero
de aristas en G que conectan distintos conjuntos en P es al menos k(n — 1).

Lema 8.1 (Zhan,[63]. ) Sea G = (V,E) una gréfica. Si G es 4-conexa por aristas en-
tonces para cualesquiera par de aristas e, e’ € E, la gréfica G \ {e, €'} tiene dos arboles
generadores ajenos por aristas

icié . ra 1 un vox-solido. n Cpg 1 jen
Definiciéon 8.1 Sea G la gréfica facial de ox-sOlido. Sean C Cr dos ciclos ajenos
por aristas en G. Sea v un vértice en G. Sean vy, v, v3,v4 los vecinos de v, ordenados
ciclicamente. Diremos que los ciclos Cz y Cr se cruzan en v si, y sélo si,
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1. dos aristas incidentes en v estan en Cp y otras dos en Cg;
2. las aristas (v,v1) y (v,v3) estdn en un ciclo y las otras dos estdn en el otro ciclo.

Ademas diremos que dos ciclos Cg y Cg se cruzan si se cruzan en v.

Sea V € Vy G su grafica facial. Sabemos que G es 4-regular y 4-conexa por vértices,
por el Teorema de Whitney, se deduce que también es 4-conexa por aristas.

Un arbol con n vértices tiene n — 1 aristas; para construir dos arboles de n vértices
se requieren 2(n — 1) aristas. Por otro lado, como G es 4-regular, si tiene n vértices,
entonces, tiene 2n aristas. Resulta claro que se cuenta con el niimero suficiente de aristas
para particionar las aristas de G en dos arboles generadores ajenos por aristas.

Ahora bien, por el Lema de Zhan, es posible descomponer la grafica facial G en dos
arboles generadores ajenos por aristas. Seleccionaremos, estrategicamente, las dos aristas
sobrantes para construir la Descomposiciéon Hamiltoniana del engrosamiento de G.

Para facilitar la notacién, coloreamos las aristas de los arboles generadores ajenos por
aristas del Lema de Zhan con dos colores: R, rojo, y B, azul.

La gréafica facial de un vox-solido siempre tiene, al menos, ocho caras triangulares,
[47]. Sea f una cara triangular de la gréfica facial G de un vox-sélido, sin pérdida de
generalidad, suponemos que f = (x,v,y). Sean e = (z,v) y € = (v,y). Sean Tr y T los
arboles generadores ajenos por aristas del Lema de Zhan para la grafica G \ {e,e’}.

Extenderemos la coloracion de Tr v T a la grafica G, coloreando las aristas e, e’ de
tal manera que se crucen los ciclos que forman al anexarlas.

Lema 8.2 Sea G la grafica facial de un vox-sélido, f = (z,v,y), una cara triangular de
G. Sean e = (z,v) y € = (v,y). Sean T y Tg los arboles generadores ajenos por aristas
dados por el Lema de Zhan para G \ {e, €'}

Entonces, es posible extender la coloracion de Tg y Tk a la gréifica G, tal que existe
un unico ciclo rojo y otro azul que se cruzan en el vértice v.

Demostracién. Como Ty y Tk son arboles generadores ajenos por aristas para G\ {e, €'},
dados por el Lema de Zhan. Se tiene que, entre todo par de vértices, en un arbol,
existe una trayectoria que los une. Consideramos dos casos:

Caso 1. Sean Pg(v,x) una trayectoria de aristas rojas que une a v con 'y Pg(v,y)
una trayectoria de aristas azules que une a v con y.

Entonces, coloreamos a (x,v) de azul y (v, y) de rojo. Como T y Tg son arboles
generadores de G, existe una trayectoria roja de = a y, Pg(z,y), y una azul de
x ay, Pg(y,z). Se forman asi, el ciclo rojo: Cr = Pr(v,z) UPg(z,y)Ue vy el
ciclo azul: Cg = Pp(v,y) U Pr(y, z) U e. Resulta claro que los ciclos Cr y Cp
comparten mas de un vértice y que, ademas, se cruzan.

Caso 2. Sean Pg(v,y) una trayectoria de aristas rojas que une a v con y y Pg(v, )
una de aristas azules que une a v con y. De manera analoga al caso anterior,
coloreamos (z,v) de rojo y (v,y) de azul para que exista un cruce en v.
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Finalmente, podemos concluir que es posible colorear las aristas (z,v) y (v,y) de
tal forma que los ciclos C'r y Cp se crucen en el vértice v.

Definicién 8.2 [47] Sea G = (V, F) una grafica conexa simple con F = {ey, .., e, }.
El engrosamiento de G es la grafica G, que satisface las siguientes condiciones:

1. Para cada vértice w € V, GT contiene un k—ciclo C,,, donde k es el grado del vértice
w. Sean e;,, e;,, ..., €; las aristas incidentes a w en G. Entonces, etiquetamos, arbi-
trariamente, las aristas de C',, con uno, y sélo uno, de los simbolos en el conjunto
{ei (w), e, (w), ..., e;, (w)}, ademds arbitrariamente etiquetamos los vértices de C,
con uno y sélo uno de los simbolos en el conjunto {W?1, W2 ... . W*}.

2. Para cada i,1 < i < m, suponga que ¢; = (u,w), ademds, sean e;(u) = (u/',u’?) y
ei(w) = (w*, w*?). Entonces, GT contiene uno de los conjuntos de aristas:
{(u?, wh), (w2, w*?)} o bien {(u/',w*?), (u??,wk)} pero no ambos.
Denotamos por C, al 4—ciclo en GT con vértices w/t, w*, u2, w2,

Teorema 8.3 Sea G la gréfica facial de un vox-sélido. Entonces el engrosamiento G7 de
G admite una descomposicién Hamiltoniana.

Demostracién.
Sea GT' = (VT ET) el engrosamiento de G, donde V7T es su conjunto de vértices y
ET su conjunto de aristas dado por ET = {e € C,,:w € G} U{a e C.:e € G}.

Sea f una cara triangular de G, f = (z,v,y), sean e = (z,v) y € = (v, ).

Sean T y T los arboles generadores ajenos por aristas del Lema de Zhan para la
grafica G\{e, €'}. Sean ag y ap las aristas (z,v) y (v,y) coloreadas convenientemente,
Lema 8.2, para que los ciclos C'r y Cp se crucen en el vértice v, donde Ck es el ciclo
que se forma al insertar la arista roja ag en Tg, similarmente para Cp.

Sea Gr=TgrUag la grafica consistente de las aristas rojas de G.

Sea Gp =TgUap la grifica consistente de las aristas azules de G.

Sean Fip ={e € Cy:w € Gr} v Ep={a € C.:e € Gr}.

Entonces la grafica Hg = ((Eir A Fag) A C,) es un ciclo Hamiltoniano para G7.
De manera simiar se obtiene Hp.

Resulta claro que Hp y Hp constituyen una descomposicién Hamiltoniana para G7.
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Figura 8.1: Incidencias de los arboles T y T

Por otro lado, sabemos que, un vértice w en un arbol 7', w puede ser una hoja o un
nodo interno de 7T'. Dado que w tiene grado 4, hay tres formas en que pueden coincidir los
arboles Tr v Tg en un vértice w de G:

1. El vértice w es hoja de uno de ellos, digamos de T, entonces, en w incide una arista
roja y tres azules.

2. El vértice w no es hoja de ninguno de los dos arboles, entonces en w inciden dos
aristas rojas y dos azules. Suponga que los cuatro vecinos de w estan ciclicamente
ordenados y son wy, we, w3, wy. Hay dos casos:

2.1 Las aristas (w,w;) y (w,w3) tienen el mismo color y las otras dos el segundo.
2.2 Las aristas (w,w;) ¥y (W, W(i4+1) mod 4) tienen el mismo color y las otras dos el
segundo color.

La Figura 8.1 ilustra estos casos y la Figura 8.2 ejemplifica su recorrido en el engro-
samiento.

o [T R
' . ! | L
Caso 1 Caso 2.1 Caso 2.2

Figura 8.2: Recorrido en G*

Es importante mencionar que estos resultados pueden extenderse a gréaficas no necesa-
riamente asociadas a vox-solidos. La demostracion de los siguientes resultados es similar
a la del Teorema 8.3.

Teorema 8.4 Sea G = (V, A) una gréfica plana con |V| = n,|A4| = 2(n — 1), tal que
admite una particiéon de A en dos arboles generadores ajenos por aristas. Entonces, el
engrosamiento de G, G* admite una descomposicién Hamiltoniana.
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Corolario 8.1 Sea G = (V, A) una gréfica plana tal que posee un vértice v de grado 4.
Suponga que a y e son dos aristas incidentes en v tal que G; = G \ {a,e} admite una
particién en dos arboles generadores ajenos por aristas. Entonces GT, el engrosamiento
de G, admite una descomposicién Hamiltoniana.

Cabe mencionar que estamos trabajando en la generalizacion de los resultados ante-
riores eliminando la hipétesis de planaridad. Es decir, el problema de la descomposicién
Hamiltoniana para el engrosamiento de graficas encajadas en superficies orientables.

8.2. Gemas y Engrosamientos

Un mapa es una pareja (G, S), donde G es una grafica, S una superficie y S \ G
es topologicamente equivalente a una coleccién de discos abiertos ajenos. Mas atn, cada
punto en S que pertenece a mas de una arista de GG, es uno de sus vértices. De esta
manera, un mapa puede ser descrito como una inmersion celular de G en S.

Una gema M es una grafica cubica finita C); con una 3-coloraciéon propia de las
aristas con los colores vy, far v anr, tal que las componentes de las subgraficas generadas
por las aristas coloreadas con vy y fas son poligonos de cuatro aristas. Cada uno de ellos
es llamado M —cuadrado. El término gema! es un acrénimo de graficas encriptadas de
mapas [30].

Un bi-gono, o poligono bicoloreado, en una gema M, es un poligono en C); cuyas
aristas son coloreadas, alternadamente con dos de los tres colores. Los bi-gonos son de tres
tipos: a) M —cuadrados cuyas aristas son de color vy y far; b) v—gono, poligono cuyas
aristas son de color vy y apr; y €) f—gono, poligono cuyas aristas son de color fir y ap.

Los v—gonos, f—gonos y M —cuadrados corresponden, respectivamente y en forma
natural, a vértices, caras y aristas de un mapa obtenido de la gema en una correspondencia
biyectiva. La Figura 8.3 ilustra la gema asociada a Kj.

Figura 8.3: Ejemplo de un Mapa y su gema

Sea G una grafica plana, diremos que su engrosamiento candnico es aquél que
resulte ser una grafica plana.

'En Inglés, gem : Graph encoded map
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Sea G una grafica y v un vértice en G. La operacion subdivisién sobre el vértice v
duplica el vértice, uniéndolo con su gemelo con una nueva arista.
La Figura 8.4 muestra un mapa, w,, su engrosamiento canénico y la gema asociada.

SRS
N
VAN

S—

Figura 8.4: Un mapa, su engrosamiento y gema

Lema 8.3 Sea N = (G, S) un mapa, con G una gréfica plana y S una superficie orienta-
ble. Sea G el engrosamiento candnico de G. Entonces, a partir de G es posible construir
una gema M = (Cy, S) para N = (G, 9).

Demostracién.
Dado un mapa N = (G, S) determinamos su engrosamiento canénico G7, el cual es
una grafica 4—regular. Los 4—ciclos asociados a las aristas de G seran los M—cua-
drados de la gema M.

Coloreamos las aristas de los k—ciclos de GT', asociados a los vértices de G, de color
var vy las aristas de los ciclos asociados a las caras de GT de color f;. De esta manera,
los 4—ciclos quedan bicoloreados con vy y far, alternadamente.

Los k—ciclos en GT se transforman mediante la aplicacién de subdivisiones sobre
cada vértice del k—ciclo, de tal forma que los M —cuadrados no se vean alterados.
Para cada vértice w; del k—ciclo en GT se ha creado su gemelo w/ que ha quedado
unido a w; con la arista (w;,w}). Coloreamos estas nuevas aristas con el color ay;.

Con esta transformacién los k—ciclos de GT se convierten en poligonos, de longi-
tud 2k, bicoloreados alternadamente con los colores vy v ayy, éstos corresponden
directamente a los v—gonos de la gema M.

Las caras en G de longitud ¢ se han convertido en poligonos de longitud 2¢, que
han quedado bicoloreados con fy; v aps, de manera alternada; estos poligonos seran
los f—gonos de la gema M.

Finalmente, los M —cuadrados, los cuales no fueron alterados, han quedado bicolo-
reados con vy v far.

Asi, hemos obtenido una grafica cibica C); inmersa en S. La 3—coloracién dada
para las aristas de C); nos define la gema M. Por lo tanto, hemos construido una
gema M = (Cy, S) a partir del engrosamiento G de un mapa N = (G, S).
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La Figura 8.5 muestra la grafica facial de la Tuerca, el engrosamiento y la gema de la
misma.
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Figura 8.5: La Tuerca, su engrosamiento y gema

Lema 8.4 Sea N = (G, S) un mapa, con GG una grafica plana S una superficie orientable.
Sea M = (Cy,S) una gema para N. Entonces es posible construir un engrosamiento
canénico GT para G a partir de la gema M

Demostracion.
Sea M = (C)y, S) una gema. C); es una grafica cibica 3—coloreada con los colores
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anr, far, var. Los M—cuadrados estan coloreados con fy; y vy, de tal forma que las
aristas que separan un M—cuadrado de un f—gono son de color f);, mientras que
las aristas que separan un M—cuadrado de un v—gono son de color v),. Las otras
aristas de la gema M son de color ay,.

Como cada ciclo en la gema es bi-coloreado, entonces cada ciclo de orden par. En
particular, cada v—gono es de orden par.

Ahora, contraemos las aristas de color a;; a un vértice, lo cual genera una grafica
4—regular. Si un v—gono era de orden 2k en la gema, ahora su orden es k. Es decir,
tenemos un k—ciclo por cada v—gono de la gema. Por otro lado, los M —cuadrados
son 4—ciclos.

De esta manera, hemos construido un engrosamiento G, donde los k—ciclos estan
asociados a los vértices y los 4—ciclos estan asociados a las aristas de una grafica GG
inmersa en una superfice S. Es decir de un mapa N = (G, S).

Para obtener el mapa original N = (G, S), contraemos los k—ciclos, quedaran vérti-
ces de grado 2k. Finalmente, adelgazamos cada digono.

8.3. Hamiltonicidad de las Gemas

En esta seccién, relacionamos la Hamiltonicidad del engrosamiento de una grafica con
su respectivo mapa combinatorio, o gema.

Teorema 8.5 Toda gema asociada a una grafica plana es Hamiltoniana

Demostracién.
En los Lemas 8.3 y 8.4 hemos demostrado que a partir de una gema podemos
construir su engrosamiento y viceversa. Sagols[47] demuestra que el engrosamiento
de toda grafica es Hamiltoniano, por lo cual resulta que toda gema es Hamiltoniana.

Resulta claro que una grafica 3—regular no admite una descomposicién Hamiltoniana,
por lo cual relajaremos tal definicién, para adaptarla a las gemas.

Diremos que una gema M = (C)y, S) admite una pseudo-descomposicién Hamil-
toniana si dnicamente la clase cromatica aj; repite aristas en los ciclos de la descompo-
sicion. Es decir, si la pseudo-descomposiciéon Hamiltoniana consiste en los ciclos C y 'H,
las 1unicas aristas que podrian compartir son las de color ay,.

Teorema 8.6 Sea G = (V, A) una gréfica plana con |V| = ny |A| = 2(n — 1) tal que
admite una particién de A en dos arboles generadores ajenos por aristas. Sea N = (G, S)
un mapa. Sea M = (Cy, S) la gema asociada a N. Entonces, M admite una pseudo-
descomposicién Hamiltoniana.
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Demostracién.
Por los Lemas 8.3 y 8.4 es posible transformar una gema en un engrosamiento
y viceversa. Ahora, consideremos a G7 el engrosamiento canénico de G. Por el
Teorema 8.4 G7 admite una descomposicién Hamiltoniana, sean C y H los ciclos de
la, descomposicién. Sea M = (Cy, S) la gema obtenida por la transformacion del
Lema 8.3.

Al aplicar la subdivisién sobre cada vértice de los k—ciclos de G7, las aristas (w;, w})
seran las tnicas no consideradas por ninguno de los ciclos de la descomposicién
Hamiltoniana.

Sea A, el conjunto de aristas de color ay; de Cyy. Sean A(H') = A(H) U Aanr y
A(C") = A(C)U A los conjuntos de aristas para los ciclos H' y C’, respectivamente.
Resulta claro que, H' y C’ determinan una pseudo-descomposiciéon Hamiltoniana,
para la gema M.

La Figura 8.6 ilustra el Teorema 8.6. En (a) se muestran, sobre la gema, los dos drboles
generadores ajenos por aristas para la grafica original. Mientras que en (b) y (c) se ilustra
el recorrido sobre la gema.
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Figura 8.6: Pseudo-descomposicion Hamiltoniana, Teorema 8.6
De manera analoga, podemos concluir el siguiente resultado:

Teorema 8.7 Sea G = (V, A) una grafica plana con |V| =n y |A| = 2n, tal que existe
v € V de grado 4 y G admite una particion de A en dos arboles generadores ajenos por
aristas. Sea N = (G, S). Sea M = (C), S) la gema asociada a N. Entonces, M admite
una pseudo-descomposicion Hamiltoniana.

De manera inmediata establecemos el siguiente resultado:

Corolario 8.2 Sea G la grafica facial de un vox-sélido. Sea M la gema asociada a G.
Entonces, M admite una pseudo-descomposiciéon Hamiltoniana.
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Apéndice A
Topologia Digital

En los 1iltimos anos, el interés por la Topologia Digital ha ido en aumento. Esto debido,
principalmente, a sus aplicaciones en Visién, Reconocimiento de Patrones, Geometria
Computacional, Robdtica y Ciencias de la Computacion, en general.

En la actualidad, la Topologia Digital en 2 dimensiones esta lo suficientemente bien
desarrollada si la contrastamos, por ejemplo, con el estado de la teoria para 3 dimensiones.
Para ser més precisos, ni siquiera existe un consenso entre los investigadores sobre diversos
conceptos basicos, a la vez que existen muchos problemas abiertos que resultan de gran
interés.

Este Apéndice tiene como objetivo introduccir algunos conceptos bésicos sobre To-
pologia Digital, haciendo un repaso tanto de la aplicacion de su teoria en 2 como 3
dimensiones.

Topologia Digital Basica

Los objetos en tres dimensiones y las imagenes en dos son aproximadas digitalmente
por conjuntos de voxeles (volume elements) o pixeles (picture elements), respectivamen-
te.

La Geometria Digital es el estudio de las propiedades geométricas de los objetos di-
gitalizados, o iméagenes digitalizadas de objetos, tanto su definicién como los algoritmos
para la determinacion, preservencion o calculo de dichas propiedades.

En particular, la Topologia Digital estudia las propiedades de naturaleza topoldgica
(particularmente, las que involucran conceptos de conexidad y adyacencia, independen-
dientemente del tamano o la forma) y los algoritmos que determinan o preservan tales
propiedades.

Las propiedades topolégicas como los algoritmos, juegan un papel fundamental en el
analisis de objetos digitales en dos y en tres dimensiones.

Un aspecto muy importante, es que las propiedades topoldgicas del objeto digitalizado
corresponden a aquéllas del objeto original. Esto proporciona los fundamentos tedricos
para las operaciones que manipulan los objetos digitalizados.
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Conceptos Basicos

Por lo general, las imagenes consideradas en Topologia Digital son representadas en
arreglos binarios, cuyos elementos tienen valores O y 1.

La mayoria de los trabajos de investigacion en el area de Topologia Digital tratan
imégenes en dos y tres dimensiones, ademas, algunos autores han considerado dimensiones
mayores o arreglos abstractos.

Para evitar trabajar con el borde de una imagen, se asume que el arreglo es no acotado
en todas direcciones. Esto permite que los objetos tengan un niimero infinito de pixeles
o voxeles con valor 1. Sin embargo, frecuentemente, los objetos se definen excluyendo
esta posibilidad, lo cual ocurre, sobretodo, en la préactica, ya que ciertas definiciones y
resultados se simplifican cuando los objetos tienen un nimero finito de pixeles o voxeles.

Asociamos a cada pixel o voxel con una latice de puntos. Es decir, un punto con
coordenadas enteras en el plano o en el espacio tridimensional. Con el término punto
nos referiremos a un punto en la latice. Denotaremos por Z? al conjunto de puntos en
la latice del plano, mientras que por Z® al conjunto de puntos en la latice del espacio
tridimensional.

Se dice que dos puntos en la latice Z* son 8—adyacentes si son distintos y cada
coordenada de uno difiere de la correspondiente del otro por, a lo mas, 1. Dos puntos son
4—adyacentes si son 8—adyacentes y difieren, precisamente, en una de sus coordenadas.

En el caso de Z?, se dice que dos puntos en la latice son 26—adyacentes si son distintos
y cada coordenada de uno difiere de la correspondiente del otro por, a lo més, 1. Seran
18—adyacentes si son 26—adyacentes y difieren, a lo més, en dos de sus coordenadas.
Por 1ltimo, son 6—adyacentes si son 26—adyacentes y difieren en exactamente una de
sus coordenadas. Para n = 4, 8;6, 18,26 un n—vecino de un punto p en la latice es un
punto que es n—adyacente a p.

La Figura A.1(a) muestra los 4—vecinos de un punto p y la (b) muestra sus 8—vecinos.

(a) Los 4—vecinos (b) Los 8—vecinos
Figura A.1: Vecinos de un punto p en 2 dimensiones
La Figura A.2 muestra los n—vecinos, n = 6, 18,26 de un punto p en tres dimensiones.
Si p estd en una latice en Z2, entonces la vecindad de p, N (p) representa al conjunto

de puntos que contiene al punto p y a sus 8—vecinos. Si p estd en una latice en Z*, entonces
la vecindad N (p) representa al conjunto de puntos que contiene a p y a sus 26—vecinos.
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(a) Los 6—vecinos (b) Los 18—vecinos (c¢) Los 26—vecinos

Figura A.2: Vecinos de un punto p en 3 dimensiones

Un punto en la latice, asociado con un pixel o voxel que tenga valor 1 en una imagen,
es llamado punto negro. En caso de que tenga como valor al 0 es llamado punto blanco.
Para ilustrar conceptos, en algunas figuras mostraremos al punto negro como e, mientras
que al blanco como o. Ademas, adoptaremos la convencion de que la latice infinita de
puntos no es mostrada para todos los puntos blancos en la figura.

Imagenes Digitales

El punto determinante e inicial, para la investigacién en Topologia Digital, ha sido el
de utilizar diferentes relaciones de adyacencia para puntos negros y blancos con el objetivo
de evitar paradojas.

En 2 dimensiones, la relacién es 4—adyacencia para puntos negros y 8—adyacencia para
puntos blancos, o viceversa. En el caso de 3 dimensiones también, hay paradojas que son
evitadas si la 6—adyacencia es usada para los puntos blancos, ya sea que la 18—adyacencia
o la 26—adyacencia sea utilizada para los puntos negros, o viceversa.

La idea de usar estas relaciones de adyacencia para puntos blancos y negros motiva a
la definicién de Imagen Digital:

Definicién A.1 Una Imagen Digital, o simplemente imagen, es el cuarteto P con
P=(V,m,n,B),donde V=2* 0o V=2 BCV;y (m,n)ec{(48),(8,4))siV=2°
o (m,n) € {(6,26),(26,6),(6,18),(18,6)} si V = Z°.

Se dice una imagen digital P = (V,;m,n, B) que es bidimensional o tridimensional si
V =27% o V =27’ Estaimagen también es (m,n)—imagen digital.

Los elementos de V' son llamados puntos de P. Los puntos en B son llamados puntos
negros de P y los puntos en V — B puntos blancos de P. Usualmente, B es un conjunto
finito y entonces se dice que P es finito.

Una imagen digital P = (V,;m,n, B) puede ser vista como una imagen cuyos pun-
tos negros son el conjunto B junto con las relaciones de adyacencia, m—adyacencia y
n—adyacencia.

Se dice que dos puntos negros de P son P—adyacentes si son m—adyacentes.

Se dice que dos puntos puntos blancos o un punto blanco y uno negro son P—adyacentes
si ellos son n—adyacentes.

Un segmento de linea que une dos puntos adyacentes es llamado adyacencia. Una
imagen digital P = (V,m,n, B) puede denominarse (m,n)—imagen digital.
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La Figura A.3 muestra todas las adyacencias en una (8,4)—imagen digital y una
(4,8)—imagen digital. No perdamos de vista que las dos imdgenes digitales tienen el
mismo conjunto de puntos negros.

‘x«v'»A XX
XN DX
'nauw«
4&%&&»’
r«w.«-u

IR

(a) (8,4)-Imagen Digital (b) (4,8)-Imagen Digital

Figura A.3: (m,n)—imagen digital

Sea r € {4,8;6,18,26;P}. Si un punto p es r—adyacente a un punto ¢, decimos que
p es un r—vecino de ¢. Se dice que un punto p es r—adyacente a un conjunto de
puntos S si p es r—adyacente a algiin punto en .S. Dos conjuntos S y T' son r—adyacentes
uno del otro si algin punto en S es r—adyacente a algiin punto en 7. Un punto negro
sera r—aislado si no es r—adyacente a ningiin punto negro.

Se dice que un conjunto de puntos es r—conexo si no es la unién de dos conjuntos dis-
juntos no vacios que no son r—adyacentes uno del otro. Una r—componente de un conjunto
S no vacio de puntos es un subconjunto r—conexo maximal de S. Una r—componente
de un conjunto S es un subconjunto r—conexo no vacio de S que no es r—adyacente a
ningun punto en S. La Figura A .4 ilustra este concepto, se tiene un conjunto 8—conexo
con exactamente tres 4—componentes.

Figura A.4: Un conjunto 8—conexo con tres 4-componentes

Para P = (V,m,n, B), una P—componente de B, o equivalentemente, una m-—com-
ponente de B, es denominada componente negra de P; una P—componente de V — B,
o de igual manera, una n—componente de V' — B, es denominada componente blanca
de P. La Figura A.5 ilustra tales conceptos. Si la consideramos como una (8, 4)—imagen
digital, se tienen tres componentes negras y tres blancas. Si la consideramos como una
(4,8)—imagen digital, tiene cinco componentes negras y dos blancas.

Si P es una imagen digital finita entonces tiene una componente blanca infinita. Esta
componente, algunas veces, es denominada el fondo o background, de la imagen digital
P. Es necesario precisar que el término background también es usado para identificar a
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Figura A.5: Componentes blancas y negras

todos los puntos blancos. En el caso del conjunto de todos los puntos negros nos referimos
a foreground.

Una r—trayectoria es una secuencia de puntos (pi,ps,...,px) con k > 1, en la cual
cada punto p; es r—adyacente a p;11,1 < i < k. Si p; = pg, se dice, entonces, que la
r—trayectoria es cerrada. Una trayectoria, degenerada, de un solo punto (p,) es
un caso especial de una r—trayectoria es cerrada. Una r—trayectoria de p a ¢ es una
r—trayectoria con punto inicial p y punto final ¢g. No resulta complicado mostrar que dos
puntos p y ¢ estan en la misma r—componente de un conjunto de puntos S si, y sélo si,
existe una r—trayectoria de p a ¢ en S.

Una r—curva cerrada y simple es un conjunto finito de puntos r—conexo, en el cual
cada punto es r—adyacente a, exactamente, otros dos puntos en el conjunto.

La Figura A.6(a) ilustra una 8—curva cerrada simple y la (b) muestra una 4—curva
cerrada simple.

(a) (b)
Figura A.6: Ejemplo de r—curvas cerradas

Un r—arco simple es un conjunto de puntos finito r—conexo tal que existen dos
puntos, denominados puntos terminales, cada uno de los cuales es r—adyacente a tnica-
mente otro punto en el conjunto, éste no es terminal y es r—adyacente, exactamente, a
dos puntos en el conjunto. Al quitar un punto de una r—curva cerrada produce un r—arco
simple.

Los términos adyacente, vecino, aislado, conexo, componente, trayectoria, arco y curva
cerrada simple, son usados para referirnos a un P—adyacente, ... , P—arco y P—curva,
cuando P es una imagen digital.

Un punto negro en una imagen digital P es llamado punto borde si es adyacente a
uno o mas puntos blancos; en otro caso, es denominado punto interior.
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El borde de una componente negra C' de la imagen digital P es el conjunto de todos
los puntos borde en C'. De manera similar, el interior de una componente negra C' de P es
el conjunto de todos los puntos interiores en C. El borde de una componente negra C' con
respecto a una componente blanca D es el conjunto de puntos en C' que son adyacentes a la
componente blanca D. Recordemos que en este contexto, adyacente significa n—adyacente
si P es un (m,n)—imagen digital. La Figura A.7 ilustra estos conceptos.
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Figura A.7: Ejemplo de puntos borde

Revisemos la Figura A.7(a): en una (8,4)—imagen digital los puntos enmarcados con
un cuadro podrian ser los puntos borde, mientras que en una (4, 8)—imagen digital tanto
los puntos enmarcados con un cuadro como los enmarcados con un circulo podrian ser
los puntos borde. En el caso de la Figura A.7(b) usamos la misma notacién que en (a),
excepto que sélo se consideran aquellos puntos que pertenecen al borde de la componente
negra con respecto al inico hoyo.

Un concepto relacionado es la frontera entre dos conjuntos disjuntos de puntos P y
@, el cual puede ser definido como el conjunto de todas las parejas no ordenadas {p, q},
en las cuales p € Py q € Q y, ademas, p es 4—adyacente o 6—adyacente a q. La frontera
también puede definirse como un conjunto ordenado de puntos.

Se dice que un conjunto conexo de puntos X en P rodea a un conjunto de puntos Y
en P, no necesariamente conexo, si cada punto en Y esta conectado a una P—componente
finita de V' — X. Esto es, un orden parcial estricto (una relacion asimétrica y transitiva)
sobre un conjunto conexo de puntos. En una imagen digital finita, la inica componente
blanca infinita rodea todos los otros puntos.

Asi, una componente blanca de P, que es adyacente y rodea a una componente negra
C de P, es llamada hoyo de C, en el caso de 2 dimensiones y en el caso 3 dimensiones se
dice cavidad . En el caso 2D, si una componente negra C' no tiene hoyos entonces decimos
que C' es simplemente conexa.

En el caso de un conjunto arbitrario de puntos X en Z?, se dice que es simplemente
4—conexo si X es 4—conexo y Z2 — X no tiene una 8—componente finita. De igual ma-
nera, se dice que X es simplemente 8—conexo si X es 8—conexo y Z? — X no tiene una
4—componente finita. Asi que, cuando X es finito y (m,n) = (8,4) o (m,n) = (4,8), X
es simplemente m—conexa si y sélo si X es m—conexa y Z> — X es n—conexa.
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Cabe senalar que estas definiciones de conexidad simple en imagenes 3-dimensionales
son sugeridas a partir de que un poliedro plano acotado es simplemente conexo si, y solo si,
ambos, tanto él como su complemento en el plano, son conexos. En el espacio euclideano
un poliedro acotado es simplemente conexo si, y sélo si, él es conexo y cada componente
conexa de su complemento es simplemente conexa.

Sin embargo, esta caracterizaciéon de poliedros acotados simplemente conexos en el
espacio tridimensional también involucra el concepto de conexidad simple, lo cual no
sugiere una definiciéon de conexidad simple en imagenes tridimensionales. De hecho, no es
facil definir conexidad simple en imagenes 3-dimensionales. No perdamos de vista que la
6—conexidad simple es un concepto ambiguo en imédgenes 3-dimensionales, que depende
de si se usa 26—adyacencia o 18—adyacencia sobre la componente.

Asi, una componente negra en una imagen digital P por lo general corresponde a
un objeto. De manera similar, un hoyo o cavidad de P suele corresponder a un hoyo
o cavidad en el objeto. Por esta razén el etiquetado y conteo de componentes es una
operacion importante.
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Apéndice B
Estructuras Elementales

A continuacién se definen, de manera recursiva, estructuras elementales para construir
los vox-solidos no-inductivos, minimales e incluso irreducibles.

Estructura k-Z

D e

s
= = P
(a) (b)
Figura B.1: Definiciéon de la Estructura 0-Z

Estructura 0-Z Se define como la unién vélida de dos voxeles aislados.

La Figura B.1(a) ilustra la creacion de esta estructura a partir de los voxeles v,
y vg. Sin pérdida de generalidad, identificamos sus caras superior, frontal, trase-
ra, izquierda, derecha e inferior con Tor, FRONT, BACK, LEFT, RIGHT, DOWN,
respectivamente, como se puede ver en la Figura B.1(b). Cabe senalar que esta
representacion de 0-Z sera denominada Estructura Canénica 0-Z.

Estructura 1-Z Se define como la unién vélida de dos estructuras 0-Z, de tal forma que
queden desfasadas por un voxel. La Figura B.2(a) ilustra la construccion.

Suponga que las dos estructuras 0-Z que se van a unir estan constituidas, por los
voxeles vy y v la primera, y por vs y v4 la segunda. Ahora identificamos las caras
de la segunda 0-Z para después unir la cara derecha de vy (v5.RIGHT) con la cara
izquierda de v (vs.Left). La Figura B.3(b) muestra el resultado.
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(a) (b)
Figura B.2: Definicién de la Estructura 1-Z
Estructura 2-Z Es la unién valida de una estructura 1-Z con una 0-Z, desfasando a

la estructura candnica 0-Z un voxel a la izquierda tal y como podemos ver en la
Figura B.3.

Figura B.3: Definiciéon de la Estructura 2-Z

Esquematizando la construccién, tenemos que el iltimo voxel en la Estructura 1-Z
es v4. Etiquetamos los nuevos voxeles, los de 0-Z, con v5 y vg, identificamos las caras
de la estructura 0-Z unimos la cara derecha de vy (v4.RIGHT) con la cara izquierda
de vs (vs.LEFT). La Figura B.3(b) muestra el resultado.

Estructura k-Z La estructura k-Z se define como la unién valida de una estructura
(k—1)-Z con una 0-Z, desfasando a la estructura canénica 0-Z un voxel a la izquierda.

Observemos que una estructura k-Z tiene 2(k + 1) voxeles y que es un vox-sélido
inductivo de un piso.

Para finalizar, describimos algoritmicamente la construccion:

El dltimo voxel de la estructura (k — 1)-Z es vy,
Numeramos los voxeles de la estructura 0-Z: vogi1 v Vopio

Identificamos las caras de la estructura 0-Z

A

Unimos vg. RIGHT con vop41.LEFT
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Figura B.4: Definicion de la Estructura k-Z

En general, la estructura k-Z se puede extender pegando al candnico 0-Z en la cara
izquierda de vy, el primer voxel, o en la derecha del tltimo, vy, como se presenta
en el método. La Figura B.4 lo ilustra.

Estructura k-V

Estructura 0-V Se define como un voxel. Sin pérdida de generalidad, enumeramos el
voxel como v e identificamos sus caras: superior, frontal, trasera, izquierda, derecha
e inferior con Topr, FRONT, BACK, LEFT, RIGHT, DOWN, respectivamente, tal y
como lo ilustra la Figura B.5(b).

A esta representacion de 0-V la denominaremos Estructura Candnica 0-V.
L| B T

R
b P

Figura B.5: Definiciéon de la Estructura 0-V

Estructura 1-V Se define como la unién valida de un voxel, o estructura 0-V, con una
0-Z. Enumeramos los voxeles de 0-Z como v, y v3 e identificamos sus caras. Unimos
v1.RIGHT con v,.LEFT, la Figura B.6 muestra la estructura resultante.

P (P NN
ﬂ 0@

Figura B.6: Definiciéon de la Estructura 1-V
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Estructura 2-V Se define como la unién valida de una estructura 1-V con una 0-Z desfa-
sada un voxel de tal forma que quede en un piso. Podemos describir la construccién
de manera esquematica: El ultimo voxel de 1-V es v3. Enumeramos los voxeles de
0-Z como v4 y v5 e identificamos sus caras. Unimos v3.RIGHT con v4.LEFT. La
Figura B.7 muestra la estructura resultante.

Figura B.7: Definiciéon de la Estructura 2-V

Estructura k-V Se define como la unién vélida de una estructura (k—1)-V con una 0-Z,
desfazada un voxel de tal forma que quede en un piso. Esta estructura tiene 2k + 1
voxeles y forma un vox-solido inductivo.

La Figura B.8 muestra el vox-sélido resultante.

Q ﬂ

(b)

Figura B.8: Definicién de la Estructura k-V

Describimos el proceso para construir la Estructura k-V algoritmicamente:

El dltimo voxel de la estructura (k — 1)-V es vgy,_1
Numeramos los voxeles de la Estructura 0-Z: vy, v vog11

Identificamos las caras de la Estructura 0-Z

b

Unimos vg,_1.RIGHT con vq,. LEFT

En general, se puede extender la estructura k-V pegando una estructura 0-Z en la
cara F de vy -el primero- o en la R de vg;_1 -el 1ltimo.
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No podemos perder de vista que las Estructuras k-V y k-Z tienen la propiedad de que,
al quitarles un voxel intermedio, el objeto 3D resultante deja de ser vox-sélido.

Para facilitar la notacién denotaremos a las estructuras k-V y k-Z como kV y kZ,
respectivamente.



Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

J. Abello, M.R. Fellows, and J.C. Stillwell. On the complexity and combinatorics of
covering finite complexes. J. Combin., 4:103-112, 1991.

T. Agano, T.Nishizeki, and T. Watanabe. An upper bound on the length of a hamil-
tonian walk of a maximal planar graph. J. Graph Theory, 4:315-336, 1980.

P. Alexandroft. Elementary Concepts of Topology. Dover Pu. Inc. New York, 1961.

A. Altshuler. Hamiltonian circuits in some maps on the torus. Discrete Math, 1:299—
314, 1972.

T. Asano, S. Kikuchi, and N. Saito. A linear algorithm for finding hamiltonian cycles
in 4-connected maximal-planar graph. Discrete Appl. Math, 7:1-15, 1984.

J.C. Bermond and C. Thomassen. Cycles in digraphs - a survey. J. Graph Theory,
5:1-43, 1981.

J. A. Bondy and U. S. R. Murty. Graph Theory with Applications. American Elsevier,
New York, 1976.

J.A. Bondy and R. Haggkvist. Edge-disjoint hamilton cycles in 4-regular planar
graphs. Aequationes Math., 22:41-45, 1981.

J.A. Bondy and K. Kouider. Hamilton cycles in regular 2-connected graphs. J.
Combinat. Theory B, 44:177-186, 1988.

C. P. Bonnington and C.H.C Little. The Foundations of Topological Graph Theory.
Springer, New York, 1995.

R. Brunet and R.B. Richter. Hamiltonicity of 5-connected toroidal triangulations. J.
Graph Theory, 20:267-286, 1995.

V. Chvatal and P. Erdos. A note on hamiltonian circuits. Discrete Math., 2:111-113,
1972.

G.H. Fan. New sufficient condition for cycles in graph. J. Combinat. Theory Ser. B,
37:221-227, 1984.



202 BIBLIOGRAFIA

[14] D. Garey, M.R. & Johnson. Computers and Intractability. Bell Telephone Laborato-
ries., 1979.

[15] P.J. Giblin. Graphs, surfaces and Homology. Chapman and Hall Mathematics Series.
John Willen & Sons, 1981.

[16] S. Goodman and S. Hedetniemi. Sufficient conditions for a graph to be hamiltonian.
J. Combinat. Theory B, 16:175-180, 1974.

[17] R.J. Gould. Advances on Hamiltonian Problem - A Survey. Graphs and Combinato-
rics, 19:7-52, 2003.

[18] R.J. Gould. Updating the Hamiltonian Problem - A Survey. Journal of Graph Theory,
15(2):7-52, 2003.

[19] F.H. Graham. From Geometry to Topology. Dover Publications., 1974.
[20] J.L. Gross and T.W. Tucker. Topological Graph Theory. Dover Publications., 2001.

[21] D. Gusfield. Connectivity an edge-disjoint spanning trees. Information Processing
Letter, 16:87-89, 1983.

[22] R. Haggkvist and C. Thomassen. A remark on hamilton cycles. J. Combinat. Theory
B, 30:118-120, 1981.

[23] M. Henle. A Combinatorial Introduction to Topology. Dover Publication, Inc, 1994.

[24] B. Jackson. Edge-disjoint hamilton cycles in regular graphs for large degree. J.
London Math. Soc., 2:13-16, 1979.

[25] B. Jackson. Hamilton cycles in regular 2-connected graphs. J. Combinat. Theory B,
29:27-46, 1980.

[26] B. Jackson. A chvatal-erdos condition for hamilton cycles in digraphs. J. Combinat.
Theory B, 43:245-252, 1987.

27) T.Y. Kong and A. Rosenfeld. Topological Algorithms for Digital Image Processing.
Elsevier, North-Holland, 1996.

28] S. Kundu. Bounds on th number of disjoint spanning trees. Journal of Comb. Theory
B, 17:199-203, 1974.

[29] A. Lehman. A solution to the shannon game. SIAM J. Appl. Math, 12:687-728,
1964.

[30] S. Lins. Graph encoded maps. Journal of Combinatorial Theory, 32:171-181, 1982.

[31] S. Lins and M. Ferri. Tpological aspects of edge fusions in 4-graphs. Journal of
Combinatorial Theory, 51:1227-243, 1991.



BIBLIOGRAFIA 203

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

S. Lins and A. Mandel. Graph encoded 3-manifolds. Discrete Mathematic, 57:261—
284, 1985.

W. Mader. A reduction method for edge-connectivity in graph. Annals of Discrete
Math., 3:145-164, 1978.

M.M. Matthews and D.P. Sumner. Hamiltonian results in k; 3-free graphs. J. Graph.
Theory, 8:139-146, 1984.

M.M. Matthews and D.P. Sumner. Longest paths and cycles in k; 3-free graphs. J.
Graph. Theory, 9:269-277, 1985.

H. Muller. Hamiltonian circuits in chordal bipartite graphs. Discr. Math., 156:291—
298, 1996.

J.R. Munkres. Topology. Prentice Hall, USA, 2000.

C.St. J.A. Nash-Williams. Edge-disjoint spanning trees of finite graphs. Journal
London Math. Soc., 36:445-450, 1961.

C.St. J.A. Nash-Williams. Decomposition of finite graphs and forest. Journal London
Math. Soc., 39:12, 1964.

C.St. J.A. Nash-Williams. Possible directions in graphs theory. 1967.

C.St. J.A. Nash-Williams. Edge-disjoint hamiltonian circuits in graphs with vertices
of large valency. pages 169-176, 1971.

C.St. J.A. Nash-Williams. Unexplored and semi-explored terriotories in graph theory.
pages 157-183, 1973.

L.Nebesky and E. Wisztova. Two edge-disjoint hamiltonian cycles of powers of graph.
Casopi, Pest. Mat., 110:294-301,315, 1985.

J Nincak. An estimate of the number of hamiltonian cycle in a multigraph. Recent
Advances in Graph Theory, pages 124-131, 1974.

O. Ore. A note on hamiltonian circuits. Am. Math. Month., 67:55, 1960.

P.J. Owens. On regular graphs and hamilton circuits, including answers to some
questions of j. sacks. J. Combinat. Theory B, 28:263-277, 1980.

F. D. Sagols-Troncoso. Hamiltonian Represetation of Voz-solids. PhD thesis, Depar-
tamento de Ingenieria Electrica, Cinvestav-IPN, México, D.F., September 1997.

F. D. Sagols-Troncoso. Hamiltonian represetation of vox-solids. Computacion y
Sistemas, CIC-IPN, 2:213-217, 1999.



204 BIBLIOGRAFIA

[49] J. Sheehan. The multiplicity of hamiltonian circuits in a graph. Recent Advances in
Graph Theory, pages 447480, 1975.

[50] N.J.A Sloane. Hamilton cycles in a graph of degree 4. J. Combinat. Theory, 6:311—
312, 1969.

[51] R.E. Tarjan and J. Roskind. A note on finding minimum-cost edge-disjoint spanning
trees. Mathematics of Operational Research, 10(4):701-708, 1985.

[52] R. Thomas and X. Yu. 4-connected proyective-planar graphs are hamiltonian. J.
Combin. Theory, Ser. B, 62:114-132, 1994.

[53] R. Thomas and X. Yu. 5-connected toroidal graphs are hamiltonian. J. Combin.
Theory, Ser. B, 69:79-96, 1997.

[54] R. Thomas, X. Yu, and W. Zang. Hamilton paths in toroidal graphs. J. Combin.
Theory, Ser. B, 94:214-236, 2005.

[55] A. Thomason. Hamilton cycles and uniquely edge colourable graph. Ann. Discrete
Math., 3:259-268, 1978.

[56] C. Thomassen. A theorem on paths in planar graphs. J. Graph Theory, 7:169-176,
1983.

[57) W.T. Tutte. On hamilton circuits. J. London Math. Soc., 21:98-101, 1946.
[58] W.T. Tutte. A theorem on planar graphs. Trans. Amer. Math. Soc., 82:99-116, 1956.

[59] W.T. Tutte. On the problem of decomposing a graph into n-connected factors.
Journal London Math. Soc., 36:221-230, 1961.

[60] H. Whitney. A theorem on graphs. Ann. of Maht., 32:378-390, 1931.

[61] J. Zaks. Pair of hamiltonian circuits in 5-connected planar graphs. J. Combinat.
Theory B, 21:116-131, 1976.

[62] C. Zamfirescu and T. Zamfiresu. Hamiltonian properties of grid graphs. SIAM J.
Discr. Math., 5(4):564-570, 1992.

[63] S.M. Zhan. Hamiltonian connectedness of line graphs. Ars Combinatoria, 22:89-95,
1986.

[64] Y.J Zhu, Z.H. Liu, and Z.G. Yu. An improvement of jackson’s result on hamilton
cycles in 2-connected regular graphs. J. North Holland Math. Studies, 115:237-247,
1985.

[65] G. M. Ziegler. Lectures on Polytopes. Spinger-Verlag, 1995.



Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.

2.11

2.12.
2.13.
2.14.
2.15.
2.16.
2.17.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15

Ejemplo de adicién de cadenas y operador frontera . . . . . .. ... ... 12
3-cadenas y sus imagenes tridimensionales . . . . . . . .. ... ... ... 14
Transformacién T . . . . . . . .o 15
Ejemplo de la Proposicion 2.1 . . . . . . . . . ..o 15
Configuraciones Prohibidas . . . . . . . .. .. .. ... ... 16
Configuraciones prohibidas, imagenes digitales . . . . . . . ... ... ... 17
Vox-s6lidos Inductivo y No-Inductivo . . . . . .. .. .. .. ... .. ... 17
Ejemplo de un vox-sélido laminar . . . . . . . ... ... 18
Vox sélidos no-inductivos . . . . .. ..o 18
Vox so6lidos Irreducibles . . . . . . .. ..o oo 19
. El voxel y su grafica facial . . . . . ... ... 000 21
Un vox-sélido y sus graficas de adyacencia de niveles . . . . . . .. .. .. 22
El Toro definido porT 2 =8 ' xS$*' . . . .. .. ... .. .. ... ... . 24
Representacion del Toro . . . . . . . . . ... . 26
Curva Esencial de Vox Sélidos Toroidales . . . . . . . ... ... ... ... 27
La Tuerca etiquetada . . . . . . . . . . . . ... 27
Enumeracién del vox-sélido V; y suencaje . . . ... ... ... ... ... 28
Puntos de Inicio y Direciones . . . . . . . . . ... ... L. 31
Configuraciones y codificacion parael voxel w . . . . . . . .. .. ... .. 31
Configuraciones para el voxel w . . . . . . .. ... ... ... ... 32
Casos conflictivos, Lema 3.1 . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... 33
Envolvente de un hoyo . . . . . . . . ... oo 34
Ejemplos de vox-sélidos y sus envolventes . . . . . . . .. .. ... ... .. 35
Objetos 3-dimensionales con hoyos no validos . . . .. .. ... ... ... 35
Ejemplo de separa y rodea . . . . . . ... 36
Ejemplos de U parael Lema 3.2 . . . . . .. . .. ... ... L. 37
. Ejemplificacién del Lema 3.3 . . . . . . . .. ..o 38
. Ejemplificacién casos del Lema 3.3 . . . . . .. ... .00 39
. Ejemplo de ciclo elemental . . . . ... ..o oo 40
. H, un hoyo en el vox-sélido . . . . ... ... ... ... .. ........ 41
. Un ciclo elemental y el hoyo asociado . . . . . . ... ... ... ... ... 41
. Vox-sélido laminar y su gréafica de adyacencia de niveles . . . . . . . .. .. 42



196 INDICE DE FIGURAS
3.16. La gréafica de adyacencia de niveles no es plana . . . . . . . . . .. .. .. 42
3.17. La grafica Kj y una sub-divisién . . . . . . . ... ..o 43
3.18. Los primeros ciclos para S5 . . . . . . . ... 43
3.19. Los primeros cinco ciclos para S . . . . . . . ..o 44
3.20. Intentando cruzar la arista (2,4) de S5 . . . . . .. ... 44
3.21. La grafica de adyacencia de niveles K33 y su vox-sélido asociado . . . . . 45
3.22. Sub-vox-soélidos W que estan parcial y totalmente sobre U . . . . . . . .. 46
3.23. Ejemplificacién del Caso | . . . . . . . . . ... 46
3.24. Ejemplificacién del Lema 3.9 . . . . . . . .. ..o 47
3.25. Ejemplificacion del Caso Il . . . . . . . . . . .. ... . 51
3.26. Ejemplificacién del Caso Il . . . . . . . . . . ... o 52
4.1. Demostracion del Lema 4.1 . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 55
4.2. Demostracion del Teorema 4.1 . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 56
4.3. Ejemplo del Corolario 4.1 . . . . . . . . .. .. o7
4.4. Demostracion del Lema 4.2 . . . . . . ... ..o 58
4.5. Ejemplo del Corolario 4.2 . . . . . . . . ... 58
4.6. Graficas Faciales base de los vox-sélidos prismaticos . . . . . ... .. .. 59
4.7. Ejemplo del Teorema 4.2 . . . . . . . ..o 29
4.8. Vox-so6lidos n—cruceta, ejemplares paran=1,2,3 . . .. ... ... ... 60
4.9. Estructura lente para los vox-sélidos n—cruceta . . . . . .. ... ... .. 60
4.10. Insercion de lentes para los vox-solidos n—cruceta . . . . . . . . .. .. .. 60
4.11. Transformacion Inserta-lentes . . . . . . . . . . ... 61
4.12. Demostracién del Lema 4.3 . . . . . . . . ... o 62
4.13. Demostracion del Lema 4.4 . . . . . . ... ... Lo 63
4.14. Tlustracion del Lema 4.5 . . . . . . . . . . . ... 63
4.15. Demostracion del Lema 4.4 . . . . . . . .. ... ... 63
4.16. Otros vox-solidos esféricos . . . . . . . . .. .. 64
5.1. Estructuras para la construccion L6 . . . . . . . . . ... 66
5.2. Vox Sélido £16 ................................. 66
5.3. Encaje en el toro del vox-sélido L6 . . . . . . . .. ..o 66
5.4. Construccidon de Fog . . . . o o . 67
5.5, Vox-s6lido Fog . . . o o v o 67
5.6. Encaje en el toro del Vox Sélido Fog . . . . . . . . . . 68
5.7. Construccién de Q15 . . . . . . . . e 68
5.8. Vox S6lido Q18 . . . . . . 69
5.9. Construccién de Vo . . . . . . . . . 69
5.10. Vox Sélido V32 ................................. 70
5.11. Encaje en el toro del Vox Sélido V3o . . . . . . . . . . . ... L. 70
5.12. Ejemplo de corte en dos voxeles . . . . . . ... ... 71
5.13. Ejemplo de cortes sobre un vox-sélido toroidal simple . . . . . . . ... .. 71
5.14. Ejemplo de cortes sobre el encaje enel torode Vy . . . . . .. ... 72
5.15. Separacion vélida para L6 . . . . . . . ..o 72



INDICE DE FIGURAS 197

5.16.
5.17.
5.18.
5.19.
5.20.
5.21.
5.22.
5.23.
5.24.
5.25.
5.26.
5.27.
5.28.
5.29.
5.30.
5.31.
5.32.
5.33.
5.34.
5.35.
5.36.
5.37.
5.38.
5.39.
5.40.
5.41.
5.42.
5.43.
5.44.
5.45.
5.46.
0.47.
5.48.
5.49.
5.50.
5.51.
5.52.
5.53.
5.54.
5.55.
5.56.
5.57.
5.58.

Separacion vélida para L6 y un anexo . . . . . . . . . . ... 73
Una separacion en el encaje L6 y el encaje resultante de Log . . . . . . . . 73
Dos elementos con 20 voxeles de la familia L[i, 7] . . . . . ... .. ... .. 75
Vox Solido L1 y suencajeenel toro . . . . . . ... ... ... 75
Anexos y sus graficas faciales . . . . . ..o 76
Resultados de aplicar la separacion y agregar los anexos . . . . . . . . ... 76
Mustracion de los cortes para £[2,3] . . . . . . . . . ... 7
Aplicacién de los cortes para £[2,3] . . . . . ... 7
Anexos y sus graficas faciales . . . . .. ..o 78
Encaje en el toro para L£[2,7+1] . . . ... ... 78
Mustracion de los cortes para L[i,1] . . . . . . ... ... ... .. 79
Construccion de LogB desde L1 . . . . . . . . Lo 80
Anexos para construir LogB . . . . .. L 80
LogB encajadoenel Toro . . . . .. . . .. .. ... &0
Anexos para construir L[i+ 1,1] . . ... ..o Lo 81
Estructuras para la generacion de Q[m| . . . . . . ... ..., 82
Vox-solidos Q [18], Q [24] y Q [30] . . . . . . . ... ... 83
Enumeracién para el vox-solido Qq5 y su encajeen el toro . . . .. .. .. 83
Anexos que se agregan al vox-sélido Qg . . . . . . ... 84
Vox-sélido obtenido al agregar los anexos: Q[24] . . . . . .. ... ... .. 84
Anexos que se agregan al vox-solido Qoy . . . . . . ... 85
Vox-sélido obtenido al agregar los anexos: Q[30] . . . . . .. ... .. ... 86
Abstraccién del Encaje del vox-sélido Q6 - (k+1)] . . .. ... ... ... 87
Encaje en el toro del vox-sélido Q[6-(k+1)] . . . . .. ... ... ... .. 87
Vox-sélido Fag = F[2,2] . . . . .o 88
Estructuras para la generacién de F[3,2] . . . . . ... ... 88
Encaje en el toro del vox-sélido F[3,2] . . . . ... ... ... ... ... 89
Anexos para la generacion de F[i +1,2] . . . ... ... 0L 89
Abstraccién del encaje en el toro para F[i,2] . . . . ... ... 90
Estructuras para la generaciéon de V[iy, ji;i2,72] - - -« o o oo 91
Mapas para la generacién de Vi, j1;02,J2] - -« « o v o o oo oo 91
Mapas para la generacién de Vi, j1;i2,J2] - - -« o o o o oo oo 91
Un Vox-sélido V36 de tamano 36 . . . . . . . . . . . ... ... .. ..... 92
Vox-sélidos Vyg, con 48 voxeles . . . . . . . . . .. 93
Vox Sélido Vs, sus mapas y encajeenel toro . . .. .. .. ... .. ... 94
Anexos 0Z para los cortes ¢, v o -« « v« v oo oo 94
Anexos 0Z para los cortes ¢1 y g1 - . . . . . . Lo 95
Anexos 0Z para los cortes ca y g2 . . . . . . ..o 95
Anexos 0Z paralos cortes c3 y gz - . . . . . . .o 96
Abastraccién del encaje en el toro para la Familia V[iy, ji;i2,j2] . . . . . . 97
Vox-sélido no inductivo de género 2 con 27 voxeles . . . . . . . . . ... .. 97

Representacion planar del Vox-solido no inductivo de género 2 y 27 voxeles 98
Vox-s6lido no inductivo de género 2 y 44 voxeles . . . . . . . .. . .. ... 99



198 INDICE DE FIGURAS
5.59. Vox-soélido no inductivo de género 3y 62 voxeles . . . . . . . .. .. .. .. 100
6.1. Ejemplodecadenas . . . . . . .. ... L 102
6.2. Cadenas zig-zag parael Caso 2a . . . . . . . . . . .. ... 104
6.3. Posiciones de u, v y sus vecinos parael Caso2b . . . . .. ... ... ... 104
6.4. Posiciones de u, v y sus vecinos parael Caso2b . . . . ... ... .. ... 105
6.5. Ejemplo para el Lema 6.1, Caso 2b-B . . . . . ... .. ... ... ... 106
6.6. Posiciones para el Lema 6.2 . . . . . . ... ... ... 107
6.7. Configuraciones posibles, Lema 6.2(1). . . . . . . ... ... ... ... ... 108
6.8. Configuraciones posibles, Lema 6.2(ii). . . . .. ... ... ... ... ... 108
6.9. Opciones posibles del 2° piso, Lema 6.2(ii). . . . . . . ... ... ... ... 108
6.10. Configuraciones posibles, Lema 6.2(iii). . . . . . .. ... ... ... .. .. 109
6.11. Opciones posibles del 2° piso Lema 6.2(iii), Ay B. . . . . .. .. ... ... 109
6.12. Opciones posibles del 2° piso Lema 6.2(iii), Cy D.. . . ... ... ... .. 110
6.13. Ejemplificacién del Lema 6.3(1) . . . . . .. .. ... ... 111
6.14. Un caso no posibles del Lema 6.3(i)) . . ... ... ... ... ....... 111
6.15. Subcaso A del Lema 6.3(1ii) . . . . . . .. ... L 112
6.16. Subcaso B del Lema 6.3(ili) . . . . ... .. ... ... ... ... .. ... 112
6.17. Posiciones para el Lema 6.4 . . . . . . . . ... ... .. 113
6.18. Caso base d=1, del Lema 6.4 . . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..... 113
6.19. Caso base d=2, del Lema 6.4 . . . . . . . . . . . ... .. ... .. ..... 114
6.20. Paso inductivo del Lema 6.4 . . . . . . . .. ... oL 115
6.21. Casos para b < a <6 del Teorema 6.2. . . . . . ... .. .. ... ..... 115
6.22. [lustracion para b < a < 6 del Teorema 6.2 . . . . . . . .. ... ... ... 116
6.23. Casos parael Lema 6.6 . . . . . . . . . ... .. ... 117
6.24. Casos (I), (II) y (IIT)(a,b) del Lema 6.7 . . . . .. ... .. .. ... ... 118
6.25. Caso (IIlc) del Lema 6.7 . . . . . . . . ... . . . 119
6.26. Casos (I), (IT) del Lema 6.8 . . . . . . ... .. ... .. ... ....... 120
6.27. Caso (c¢) del Lema 6.8 . . . . . . . . ... 120
6.28. Construccion primeros tres pisos . . . . . . . . . ... 121
6.29. [lustracién del Lema 6.9, cuarto piso . . . . . . . . . ... ... ... .. 121
6.30. Caso (IIT) del Lema 6.9 . . . . . . . ... ... ... ... ... ... . 122
6.31. Vox Sélidos No-Inductivos del Lema 6.9 . . . . . . . . . .. ... ... ... 122
6.32. [lustracion del Lema 6.11 . . . . . . . . . .. . Lo 123
7.1. La tuerca y algunos cortes . . . . . . . . .. ... L 126
7.2. La tuerca y algunas extensiones . . . . . . . . . ... ... ..., 126
7.3. Subgréfica asociada al anexo insertado en ¢ para L£[2,7] . . . . . .. .. .. 128
7.4. Subgréfica inducida Alq y sus trayectoria Hamiltonianas . . . . . . . . .. 129
7.5. Las subgraficas inducidas Alq, AEq y su isomorfismo . . . . ... ... .. 129
7.6. Subgrafica inducida ATq y sus trayectoria Hamiltonianas . . . . . . . . . 130
7.7. Las subgréficas inducidas ATqy ADq . . . . . ... ... ... ...... 130
7.8. Subgréfica asociada al corte ¢ para L[2,j] y su isomorfismo . . . . . . . .. 131
7.9. Subgréfica asociada al anexo insertado en ¢ para L[i, 1] . . . . . . . . . .. 132



INDICE DE FIGURAS 199

7.10.
7.11.
7.12.
7.13.
7.14.
7.15.
7.16.
7.17.
7.18.
7.19.
7.20.
7.21.
7.22.
7.23.
7.24.
7.25.
7.26.
7.27.
7.28.
7.29.
7.30.
7.31.
7.32.
7.33.
7.34.
7.35.
7.36.
7.37.
7.38.
7.39.
7.40.
7.41.
7.42.
7.43.
7.44.
7.45.
7.46.
7.47.
7.48.
7.49.
7.50.
7.51.
7.52.

Subgréfica asociada al anexo insertado en g para Q[m| . . . . .. ... .. 138
Subgrafica inducida AT, para Q[m| y dos trayectoria Hamiltonianas . . . . 138
Las subgréficas inducidas AT, y AD, para Q[m] . . . . .. ... ... ... 139
Subgréfica inducida AE, para Q[m| . . . . . .. . ... 139
Subgraficas AE, y AF,para Qm] . . . . . ... ... 140
Subgréfica G. asociada al corte ¢, para Q[m] . . . . . . ... ... .. 141
Subgraficas asociada a los cortes, para Q[6 - x|,k >5 . . . ... ... ... 142
Subgréficas inducidas AT'c,, y ADc,, para Q6 -],k >5 . . . . ... ... 143
Subgréficas inducidas AFc,, y AFc,, para Q6 -k|,k>5 . . . . ... ... 144
Vox Solido L1 . . . .« . o 146
Vox Solido Lqg inmersoenel Toro . . . . . . . ... ... ... ... .... 147
Construccion de Log a partirde Lig . . . . . . . . . .o 147
Cortesen el encajede L1 . . . . . . . . . Lo 148
Subgraficas para las estructuras 0Z . . . . . . . .. ... ... ... 148
Loy encajado en el Toro y su descomposicion Hamiltoniana . . . . . . . . . 148
Abstraccién de ‘H para el vox-sélido irreducible £ . . . . . . . . ... .. 149
Abstraccion de C para Lig . . . . o« o oo 150
Subgraficas para las estructuras 0Z . . . . . . . .. ... ... ... 150
Abstraccion de H' y C' para Log . . . . o o o o o oo 150
Cortes sobre el vox-solido irreducible Log v Loy . . . . . . . . . . L L. 151
Aplicando separaciones de ‘H para L[2,k] . . . . .. ... ... ... ... 152
Resultado de las separaciones de H para L[2,k] . . . .. .. ... ... .. 153
Construccion de LogB desde Lig . . . . . . . . . . .o 154
Cortes en el vox-sélido irreducible L4 para obtener Lo0B . . . . . . . .. 154
Subgraficas para las estructuras 0Z . . . . . . . .. ... L. 154
Encaje para Lo0B su descomposicion Hamiltoniana . . . . . . . . . . . .. 155
Vox-solido Fag = F[20] . . . o o oo 156
Encaje del vox-sélidoFoo = F[20] . . . . . . . ..o 156
Abstraccién de H y C para la familia F[2,5] . . . .. .. .. ... ... .. 158
Anexos y sus graficas asociadas, para Sy . . . . .. ... 158
Encaje resultante, para S . . . . . ..o 159
Enumeracion para el vox-sélido Q15 y su encaje . . . . . .. ... ... .. 159
Abstraccién de los ciclos Hamiltonianos . . . . . . . . .. .. .. ... ... 160
Anexos que se agregan al vox-sélido Qg . . . . . . ... 161
Abstracciéon para Q[24] . . . . ..o 161
Abstracién de la descomposicién Hamiltoniana del encaje de Q[24] . . . . . 162
Anexos que se agregan a Q[24] . . . . ... Lo 163
Resultado obtenido para Q[30] . . . . . . . . .. ... 163
Encaje del Vox Sélido V3o . . . . o o o o oo 164
Cortes sobre el Encajede V3o . . . . . . . o oL 165
Abastraccion de la descomposicion Hamiltoniana de Vsp, para So . . . . . . 165
Anexos 0Z para los cortes ¢, ¥ o -+« « o o oo oo 166

Abastraccion de la descomposicion Hamiltoniana de V3o, para Sy . . . . . . 166



200 INDICE DE FIGURAS
7.53. Anexos 0Z para los cortes 1, yt, . . . . . . Lo 167
7.54. Abastraccion de la descomposicion Hamiltoniana de Vso, para Sy . . . . . . 168
7.55. Anexos 0Z para los cortes 7, v Bo -« o« o o oo 168
7.56. Abastraccién de la descomposicion Hamiltoniana de V3o, para S3 . . . . . . 169
7.57. Anexos 0Z para los cortes a, vy b, . . . . . . . .o 169
8.1. Incidencias de los arboles Tr y Ts . . . . . . . . . . . . ... 174
8.2. Recorrido en GT' . . . . 174
8.3. Ejemplo de un Mapa y sugema . . . . . ... .. ... ... .. ...... 175
8.4. Un mapa, su engrosamiento y gema . . . . . . . . .. ... 176
8.5. La Tuerca, su engrosamiento y gema . . . . . . . . . ... ... 177
8.6. Pseudo-descomposicion Hamiltoniana, Teorema 8.6 . . . . . ... ... .. 179
8.7. Pseudo-descomposiciéon Hamiltoniana, Teorema 8.7 . . . . . .. . ... .. 180
A.1. Vecinos de un punto p en 2 dimensiones . . . . . . . . ... .. ... ... 182
A.2. Vecinos de un punto p en 3 dimensiones . . . . . . .. .. ... ... ... 183
A3, (m,n)—imagen digital . . . . . . ... 184
A.4. Un conjunto 8—conexo con tres 4-componentes . . . . . . . . . . ... ... 184
A.5. Componentes blancas y negras . . . . . . . . . .. ... 185
A.6. Ejemplo de r—curvas cerradas . . . . . . . ... 185
A.7. Ejemplo de puntos borde . . . . . . ... L 186
B.1. Definicién de la Estructura 0-Z . . . . . . . . ... 189
B.2. Definicion de la Estructura 1-Z2 . . . . . . . .. ..o 190
B.3. Definicion de la Estructura 2-Z . . . . . . ... ... 190
B.4. Definicion de la Estructura k-2 . . . . . . . ... 191
B.5. Definicion de la Estructura O-V.- . . . . . ... ... oL 191
B.6. Definicién de la Estructura 1-V. . . . . . . . ..o 191
B.7. Definicion de la Estructura 2-V. . . . . . ... o000 192
B.8. Definicion de la Estructura k-V . . . . . .. ..o 192



Indice alfabético

k—cadena conexa, 12
n—adyacencia, 182
n—variedad, 24
n—vecinos, 182
r—adyacencia

entre conjuntos, 184

entre puntos, 184
r—arco, 185

simple, 185
r—componente, 184
r—conexidad, 184
r—curva, 185
r—trayectoria, 185
r—trayectoria cerrada, 185
3-imagen digital, 13

anexo, 72
arista, 11

background, 185
bloque, 18
borde, 182

cadena de voxeles, 101
cadena zig-zag, 102
ciclo, 102
ciclo simple, 102
linea de voxeles, 102
voxel extremo, 101
voxel intermedio, 101

cadena zig-zag, 102

cara, 11, 25
n—agono, 26
n—poligono, 26
incidente, 26

caracteristica de Euler, 26

cavidad, 14, 186
ciclo de voxeles, 102
ciclo elemental, 39
ciclo simple de voxeles, 102
componente blanca, 184
componente negra, 184
conexidad
por aristas, 171
por vértices, 171
configuracion, 102
configuraciones prohibidas, 16
Conjunto
r—adyacencia, 184
r—componente, 184
r—conexo, 184
rodea, 186
corte, 70
curva esencial, 26

desensamblar, 30
distancia
entre vox-sélidos, 19
entre voxeles, 19

encaje, 25
2-celular, 25
cerrada, 25
celular, 25
cerrada, 25
grafica dual, 26
engrosamiento, 173
canénico, 175
envolvente, 34
envolvente de un conjunto, 34
espacio topoldgico, 23
n—variedad, 24



206

INDICE ALFABETICO

bola unitaria, 24
bola unitaria abierta, 24
circulo unitario, 24
cerradura, 23
conjunto cerrado, 23
conjunto subyacente, 23
cubierta abierta, 23
curva, 23
curva cerrada, 23
curva simple, 23
esfera unitaria, 24
espacio compacto, 24
espacio conexo, 24
espacio de Hausdorff, 24
espacios homeomorfos, 23
homeomorfismo, 23
mapeo abierto, 23
mapeo continuo, 23
plano proyectivo, 25
punto, 23
subcubierta, 23
superficie, 24
toro, 25
vecindad, 23
estructura k—V, 191
estructura k—7, 189
estructura kl , 102

formula de Euler-Poincaré, 26
fondo, 13, 185

foreground, 185

frontera, 186

género, 25

de Euler, 26

no orientable, 26

orientable, 26
gema, 175

bi-gono, 175
grafica

plana, 25
grafica de adyacencia de niveles, 21
grafica de adyacencia de voxeles, 20
grafica dual, 26

grupo cadena, 12

hoyo, 14, 186
envolvente, 34

imagen digital, 13, 183
(m,n)Imagen digital, 183
background, 185
fondo, 185
foreground, 185

inmersion, 25
2-celular, 25

cerrada, 25
cara, 25
celular, 25
cerrada, 25
grafica dual, 26
region, 25
frontera de la, 26

linea de voxeles, 102
mapa, 175
operador frontera, 12

pixel, 3, 181

plano proyectivo, 25

punto, 13, 182
18—adyacente, 13, 182
26—adyacente, 13, 182
4—adyacente, 182
6—adyacente, 13, 182
8—adyacente, 182
n—vecino, 182
r—adyacencia, 184
r—adyacente, 13
r—aislado, 184
r—vecino, 13
blanco, 183
borde, 14, 185
interior, 14, 185
negro, 183
vecindad, 182

punto blanco, 13



INDICE ALFABETICO

207

punto negro, 13

region, 25
frontera de la, 26
trayectoria facial de la, 26
reticulo, 11

separacién, 72
conveniente, 125
separaciéon valida, 72

conveniente, 127

subdivision de vértice, 176

suma de k—cadena, 12

superficie, 24
género, 25
no-orientable, 25
orientable, 25

topologia, 23

toro, 25

trayectoria, 185
trayectoria cerrada, 185

vértice, 11
vecindad, 182
vox-sélido, 3, 16
k—laminado, 18
arbéreo, 29
arista-visible, 18
bloque, 18
dimensiones, 17
altura h, 17
amplitud b, 17
profundidad d, 17
encaje, 26
esférico, 19
grafica facial, 20
inductivo, 3, 17
irreducible, 5, 19
minimal, 3, 19
no inductivo, 3
no-inductivo, 17
operacion rodea, 36
operacion separa, 36

piso, 18
prismatico, 58
sub-vox-sélido, 17
de un piso, 21
estar sobre, 45
estar sobre parcialmente, 45
estar sobre totalmente, 45
tamano, 17
tapa de hoyo, 48
toroidal, 19
encaje, 26
simple, 19
vértice-visible, 18

voxel, 3, 11, 181

desensamblar, 30
ensamblado, 3
ensamblar, 3

grado, 20

voxel bueno, 102
voxel extremo, 101
voxel intermedio, 101



	Portada
	Índice General
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Marco Teórico
	Capítulo 3. Caracterización de Vox-Sólidos Inductivos
	Capítulo 4. Descomposición Hamiltoniana de Vox Sólidos Esféricos
	Capítulo 5. Vox Sólidos Irreducibles
	Capítulo 6. Vox-Sólidos Irreducibles de Cardinalidad Mínima
	Capítulo 7. Hamiltonicidad de Vox Sólidos Irreducibles
	Capítulo 8. Engrosamiento de Vox-Sólidos
	Apéndice A. Topología Digital
	Bibliografía
	Índice de Figuras
	Índice Alfabético



